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INTRODUCCION

El libro de texto Elementos de A]gebra Lineal, presenta el contenido del
curso Algebra Lineal I que se ofrece en la Universidad de Narifio.

Este libro es una exhaustiva exploracion de los conceptos fundamentales,
las aplicaciones de los espacios vectoriales y las transformaciones
lineales. El contenido de este libro se organiza en tres capitulos, cada uno
de los cuales aborda aspectos especificos y fundamentales de los
espacios vectoriales y las transformaciones lineales. A continuacion, se
ofrece un resumen detallado del contenido de cada capitulo, que sirve
como guia, para explorar en profundidad los temas tratados.

El Primer Capitulo, comienza con una introduccién a los conceptos
preliminares y leyes de composicién en los espacios vectoriales. A
medida que avanzamos, exploramos la estructura de grupo y anillo, asi
como las propiedades y operaciones relacionadas con los subespacios
vectoriales. Ademas, abordamos la dependencia e independencia lineal
de vectores, las bases, la dimension y las coordenadas de un vector en el
contexto de los espacios vectoriales.

En el Segundo Capitulo, nos sumergimos en la definicion de
homomorfismo, clases de homomorfismos, transformaciones lineales y
sus propiedades, asi como los conceptos de nicleo e imagen de una
transformacion lineal. También exploramos la transformacién matricial
y su aplicacion en diversas situaciones.



El Tercer Capitulo, aborda aspectos avanzados de las operaciones con
transformaciones lineales, incluyendo la equivalencia, adicion y
producto de transformaciones, la inversa de una transformacién lineal, y
las matrices asociadas a diferentes operaciones y transformaciones
lineales. Ademas, se exploran conceptos como el grupo de isomorfismos
de Homg(V,W) en K™, transformaciones y matrices semejantes,
isomorfismos elementales en Homg(R", R™), junto con una secciéon de
ejercicios para reforzar el aprendizaje.

Los Autores
Universidad de Narifio
Mayo de 2024.
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CAPITULO 1
ESPACIOS VECTORIALES

1.1 PRELIMINARES

Si recordamos las cuatro operaciones basicas de la aritmética: adicion,
sustracciéon, multiplicacion y divisién; vemos que ellas poseen
determinadas propiedades que nacen como una virtud inductiva o
inducida de las reglas de juego que constituyen en si cada operacidn. Lo
interesante de todo es que estas propiedades pueden generalizar el
objetivo que se tiene en un comienzo, como punto de mira.

1.2 LEYES DE COMPOSICION

DEFINICION

Sea A un conjunto no vacio. Llamaremos Ley de Composicién Interna
definida sobre A a toda funcién *x = 4 X A — A.

Si x y y son elementos de 4, es usual escribir * (x,y) = x * y. El elemento
x * y se denomina la composicién por * (asterisco) de x con y. De este
modo, la adiciéon y multiplicacién usuales entre nimeros naturales (N)
constituyen ejemplos de leyes de composicion.
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DEFINICION

Se llama MONOIDE a toda estructura algebraica determinada por el par
(A,*) formada por un conjunto A no vacio y una ley de composicion
interna *.

De inmediato, aseguramos que, los siguientes pares tienen estructura
algebraica de monoides:

(N, +); (N,); (Z,+); (Z,-); (Q, +); (Q,); (R, H)(R,); (C, +); (C,).
EJEMPLOS

a) SiA = Nylaoperacion:
x *y = (x,y) donde (x,y) = MCD(x,y). (Maximo comun
divisor)

b) SiA = Ny laoperacién:
x *y = [x,y] donde [x,y] = MCM(x, y). (Minimo comun
multiplo)

c) A=17,;
x*xy=0.

d) A=17
x+xy=x—y (Diferencia usual)

e) A=17,;
X*xy=xx*yZ

)y A=17

X*y=X.

Si X es un conjunto cualquiera, y siendo A = P (X) el conjunto de partes
de X, las siguientes estructuras son monoides:
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g) A=PX);
UxV =UUV.
h) A =P(X);
UxV =U-YV.
i) A=P(X);
UxV=UnNYV.
) A=PX);
UxV =UAV.

Diremos que el monoide (4,*) es finito, si 4 es un conjunto finito.

En los ejemplos de g) a j), si X es finito, los monoides constituidos son
finitos.

Hemos conocido sin mucho esfuerzo que siendo (4,*) un monoide, y
dado que x, y son elementos de A4, el elemento x * y también es de A. De
este modo, se pueden conseguir los siguientes elementos de A,“via”
composicion binaria:

xx(yxz)y (x*y) =z
donde x, y, z son elementos de A.

Si tuviésemos x,y,z,u como elementos de A, podriamos formar los
siguientes elementos de A:

a=x*(y*(@z*w)
b=xx((y*2) *w);
c=(xx(yx2)*u
d=((x*y)*2)*uy
e=(x*y)*(z*uw.
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Estas formas no siempre son iguales entre si, hecho que se puede
verificar para el monoide (Z, —) que incumple el requisito aqui expuesto.

DEFINICION

Se llama SEMIGRUPO a todo monoide (4,*) sobre el que se satisface que:
x * (y*z) = (x *y) * z para cualquier triada de elementos x, y, z en A.
En este caso, se dice que el monoide satisface la Propiedad Asociativa.
EJEMPLO

El monoide (N,*), donde x * y = (x, y), siendo (x,y) = MCD (x,y), es un
semigrupo.

En efecto:
Recordemos la definicién de Maximo Comun Divisor:

1. (x,y) €N.

2. (x,y)divideax y ay.

3. Sid € N, es tal que divide a x y a y, entonces d divide a (x, y)[No
hay divisor mayor que (x,y)].

Ahora debemos probar que:

(x,(y,2)) = ((x,¥),z) dondex E N,y € N,z € N.

Sean d; = (x, (y, Z)) y d, = ((x,y),z), por tanto, por (2), se
sigue que:
Y por (3), resulta:

d ,d d.| .
1l 1yY1Z

13
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Y nuevamente por (3), se sigue que:

dq

xy Y 4|z

Al aplicar (3) nuevamente, se obtiene:

dq

((X, y),Z) = dZ.

Esto es, d, divide a d,.

Por un razonamiento analogo, se muestra que d, divide a d;.

De este modo, d, divide ad, y d, divide a d;; por tanto, d; = d,, tal como
se quiere probar.

EJEMPLO

Sea x un conjunto no vacio y sea A = X* (conjunto de funciones de X en
X) (En general, con el simbolo A? se representa al conjunto de todas las
funciones de B en A). Entonces, si f € A,g € A podemos definir la
siguiente aplicacién (funcién):

fog: X - X (composicidon de f con g).

x = f(g(x)); asi, (A,°) es un monoide.

Ademas, si f, g, h estan en 4, es claro que:

((fo9) 0 )@ = (f 0 9)(h(x) = f (g(h()));

(folgom)) =fo((gom®)=f(g(htx)).
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De manera que,
((fogoh)=(fo(goh.
En este caso, (4, 0) es un semigrupo (Semigrupo de las aplicaciones de X).
EJERCICIOS
Determinar cudles de los siguientes monoides son semigrupos:

a) (Zx)dondex*y=x+y+x-y

b) (Zx) donde x * y = x2 — y?

¢) (Zx)dondex*y=x

d) (Zx)dondex*y=x+1

e) (R**)dondex*y=x-y
DEFINICION

Diremos que x, y elementos de A, conmutan entre si, siempre que x * y =

Y * X.

Se dice que (4,%) es un monoide conmutativo, si cualquier par de
elementos de A conmutan. La misma definicion es valida para

semigrupos.

Por ejemplo, en un semigrupo conmutativo, se valida la siguiente

relacion:
(x*y)*=x"xy™ conn € N.

La demostracion se realiza por induccién, iniciando conn = 2.

15
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1.3 IDENTIDADES E INVERSOS

Resulta ttil estudiar en (4,*) la existencia de elementos que gozan de

propiedades similares al 0 (cero) en(Z, +) y al 1 (uno) en (N, Xx).
DEFINICION

Se dice que un elemento e € A esidentidad alaizquierdade *,sie * a =
a, para cualquier a € A4; e € A esidentidad ala derechade *,sia * e = q,

para cualquier a en A.

El elemento e se llama identidad de * si es identidad a la derecha y a la

izquierda de *.

Es obvio que en un monoide conmutativo no hay necesidad de distinguir

identidad a derecha ni a izquierda.

Ademas, dado el monoide (4,*), si e; es identidad a la izquierda de * y e,

es elemento identidad a la derecha de *, entonces e; = e,.

En efecto, como e; *a = a V a € A, en particular, si a = e,, se satisface;

luego:
e * ey = €y (1)

Por otro lado, b xe, = b V b € A, en particular, si b = e; se satisface;

luego:

e ey = €4 (2)
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De (1) y (2), se deduce de inmediato que e; = e,, tal como queriamos

probar.

Notese quee; € A ye, € A.Esclaro que, si un monoide posee identidad,

entonces es Unica, en el sentido en que, posee una unica identidad a la

izquierda y una Unica identidad a la derecha.

EJEMPLOS

1.

Dado (N, %) donde x * y = x. Todo elemento de N es identidad a la
derecha de *, pero no existe identidad a la izquierda. Obsérvese que
no es un monoide conmutativo.

Dado (N,*) donde x *y = (x,y). No posee elementos identidad;
notese que es un monoide conmutativo. Recuerde que con (x,y)
representamos al maximo comun divisor.

Dado (Z,*) donde x * y = x —y. 0 es identidad a derecha, pero el
monoide no posee identidad a izquierda.

En (4,0) con A =X* X # @. La funcién I € A tal que I(x) = x, es

elemento identidad del monoide.

Un monoide con identidad, se puede denotar por (4,*, e), representacion

que remarca la importancia del elemento identidad.

DEFINICION

Sea (4,*,e) un monoide (con identidad) y sea a € A.

17
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Diremos que:

1) aposeeinverso alaizquierdarespecto de e siexiste b € Atal que
bx*xa=e.

2) a posee un inverso a la derecha respecto de e si existe ¢ € A tal
quea*c =e.

3) a posee un inverso respecto de e, si existe d € Atalquea *xd =

d+*a=e.
EJEMPLOS

1) En (N, -) el Gnico elemento con universo es 1.
2) En(Z, -) 1y — 1 son los tnicos elementos con inverso.

3) En (Q, -) todo elemento distinto de cero posee inverso.
TEOREMA
Sea (4,*, e) un semigrupo.
Sia € A, posee inverso a la izquierda y a la derecha, estos son iguales.
DEMOSTRACION

Sea b inverso a la izquierda de a y c a la derecha de a respecto de e; por

lo cual:
bxa=e, ya*c=e.

De este modo,bxa*xe =(b*xa)*xe=bx*(a*xc) =exc=>b=xe;porlo

tanto, ¢ = b; tal como se queria probar.



Elementos de algebra lineal - Vol. 1

1.4 ESTRUCTURA DE GRUPO

DEFINICION
Se dice que un monoide (4,*) posee una estructura de grupo, si:

1) (A4,*) es un semigrupo con identidad.
2) Todo elemento de A es inversible (posee inverso).

Explicitamente, lo que queremos precisar es que, (4,*) es grupo si:

1) * es Ley de Composicion Asociativa, esto es, (x xy) * z = x * (y *
z),Vx,y,z € A.

2) Existee € Atal que, x *x e = e * x = x para cualquier x € A.

3) Paratodox € A, existe x’ € A,talquex xx' = x" *x =e.

EJEMPLOS

Las siguientes estructuras son grupos; seflalamos en cada caso su
elemento identidad:

(R, +,O) ; ({]w _1}, :1); (Q' +:0); (QO!' ,1), QO = Q - {0} ;
(R' +'O); (Ro,‘ ,1), ]RO = R-— {0}
(C,+,0); (Co,r,1),Co = C— {0 + 0i}.

Se debe reconocer que, el concepto de grupo es uno de los mas
importantes de la matematica.

Es obvio llamar a un grupo, grupo conmutativo, si su monoide
correspondiente lo es.

1.5 ESTRUCTURA DE ANILLO

No nos hemos escapado de la particularidad de introducir en un conjunto
mas de una Ley de Composicion. Si oy * son dos leyes de composicion
definidas sobre un conjunto 4, algo que debemos esperar es que ellas posean
alguna relacion entre si. La relacion esperada es el de la Ley Distributiva.

19
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Diremos que:

1) * es distributiva a la izquierda respecto de o, si x x (yoz) =
(x*y)o(x*xz)Vx,y,z€EA.

2) * es distributiva a la derecha respecto de o, si (xo0y) *xz =
(x*z)o(y*xz)Vx,y,zE€A.

3) = esdistributiva respecto de o si lo es a derecha e izquierda.

Note que, si * es Ley de Composicion Conmutativa, los resultados
anteriores coinciden entre si.

EJEMPLO
Sea A = Ny sea *,0 definidas como sigue:
axb=a;
aob=a+b.
Veamos qué tipo de ley distributiva se satisface, de * respecto a o.
Sean a, b, ¢ elementos de N.
Distributiva a la izquierda: debemos probarsia * (b o ¢) = (a * b) o (a * c).
Porunaparte:ax(boc)=ax(b+c)=a (1)
Por otra parte: (a*b)o(a+c) =aca=a+a=2a (2)

De (1) y (2), se tiene que: a* (boc) # (a*b)o (a+ c), por lo
cual, * no es distributiva a la izquierda de o.

Distributiva a lIa derecha: debemos probarsia o (b * ¢) = (a° b) * (a o c).
Porunaparte,ac(b *x c) =a+(bx*c)=a+b (3)
Por otra parte, (aeb) * (aecc) =(a+b)*(a+c)=a+b (4)

20
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De (3) y (4), se tiene que: ao (b *x ¢) = (aob) * (aoc)., porlo
cual, * es distributiva a la derecha de o.

Finalmente se concluye que * es distributiva con respecto a o a la
derecha, pero no a la izquierda.

EJEMPLO

Si P(X) es el conjunto de partes de un conjunto de X y si definimos:
x*xy=XUY; x-y=XnY.

Se obtiene que * es distributiva respecto de o y viceversa.

En este punto ya se tiene necesidad de introducir una nueva notacién y
ciertas condiciones:

"+ " denotara una Ley de Composicién Conmutativa

o " Ley de Composicion sin condicién especial.

Abusando del lenguaje conocido, a "+ " llamaremos adicién, y a "o
multiplicacion; y ajustamos la notacién anterior como se muestra en

Cuadro 1y Cuadro 2.

Antes Ahora
* +
Adicion
e 0
x' —-x

Cuadro 1. representacion de la adicion

Fuente: elaboracién propia

21
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Antes Ahora
o []
Multiplicacién
e 1
x' x~1

Cuadro 2. Representacion de la multiplicacion
Fuente: elaboracién propia

Por otra parte, se suele escribir x — y, como sigue: x —y = x + (—y).

DEFINICION

Sean + y - leyes de composicion interna, definidas sobre un conjunto A.
Ellas determinan una estructura de anillo si existe 0 € A tal que:

1) (4,+,0) es grupo conmutativo.
2) (4, ) esun semigrupo.
3) -esdistributiva con respecto a + (- es distributiva por izquierda y
por derecha de +).
Se dice que (4, +,") esanillo conmutativo si (4, -) es semigrupo conmutativo.

(4,+,") es anillo con unidad si existe 1 € Atalque1#0 y (4, -,1) es
semigrupo con identidad.

DEFINICION

Diremos que un anillo con unidad (4, +, ‘) es anillo de division, si todo
elemento de A, excepto O, es invertible en (4, -,1).
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DEFINICION

Se denomina cuerpo o campo, a todo anillo de division conmutativo, es
decir, (4, +,") es cuerpo, si:

1) (4, +,0) es grupo conmutativo.
2) (4, -,1) es grupo conmutativo.
3) "-"esdistributiva respecto de “ + .

EJERCICIO

Escribir explicitamente los requerimientos de modo que la estructura
(A, +, -) sea cuerpo.

EJEMPLO

1) (R,+, -) es el cuerpo de los nimeros reales.
2) (C,+, -) esel cuerpo de los nimeros complejos.

EJEMPLO

(P(X),+,) con "+ " reemplazado por "A" (diferencia simétrica de

« - n

conjuntos); y reemplazado por " N " (interseccidon de conjuntos), es

anillo conmutativo con unidad.

EJEMPLO

Siendo Q[V3] = {a + bV3talque a,b € Q}y las operaciones:
(a+bV3)+ (c+dV3) =(a+c)+ (b+d)V3;

(a + bV3)®(c + dV3) = ac + 3bd + (ad + bc)V3.

Se cumple que la estructura (Q[\/g], +, @) constituye un cuerpo.

23
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1.6 LEY DE COMPOSICION EXTERNA

Sea (K, +, ) un cuerpo arbitrario y sea A un conjunto no vacio dotado de
Ley de Composicion Interna de Adicion. Llamaremos Ley de Composicion
Eexterna, a toda aplicacién:

O:KxA- A

que satisface las siguientes propiedades:

ml. c¢®(a; +a;) =cOa; + cOa,

m2. (c;+¢)0a=c,0a+ ¢;Oa

m3. (c; +¢;)Oa =c;0(c;0a)

m4. 10a=a
Cualesquiera que sean a,a,,a, en Ay c; yc; en K.
Mas generalmente, vale decir que (O determina en A una estructura de
K — mddulo ala ixquierda sobre A.

1.7 ESPACIOS VECTORIALES

UN EJEMPLO INTUITIVO: FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE UN PUNTO.

Consideremos un punto material P en el plano. Dadas dos fuerzas F;, F,
que actiian sobre un punto P, es posible encontrar la fuerza resultante
cuando F; y F, actian simultdneamente sobre P.

En general, si F es el conjunto de fuerzas que pueden actuar sobre P, a
cada par de fuerzas F; y F, podemos hacer corresponder una nueva
fuerza F, denotada como F = F; + F,,con F € F.
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Valiéndonos de una interpretaciéon geométrica de estas fuerzas mediante
vectores, podemos calcular F = F;, +F, por la Ley del Paralelogramo
(Figura 1).

Fy

Figura 1. Suma de dos vectores por Método del Paralelogramo

Fuente: elaboracién propia

Se observa de este modo, que, la adicion es Ley de Composicion Interna
sobre F, es decir:

+FXF - F.

Si tenemos tres fuerzas Fj, F,, F; en F, podemos obtener su resultante de
dos formas distintas (Figura 2 y Figura 3):

(F1 + Fz) + F3 (0] Fl' +(F2 + F3)

Veamos el razonamiento geométrico.
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(Fi+F;) +Fy

Figura 2. Suma de tres vectores - Parte 1

Fuente: elaboracién propia

Figura 3. Suma de tres vectores - Parte 2

Fuente: elaboracién propia
De este modo, se obtiene como regla general, que:
(Fi+F)+F=F+(F+F) (D
Del mismo modo, puede verificarse que:

F1+F2:F2+F1.
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También existe una fuerza nula, o sea, una fuerza de intensidad cero, que no
posee direccion determinada, y es tal que, 0 + F = F para cualquier F € F.

Por ultimo, también existe una fuerza F' opuesta a F, de igual intensidad
y direccién, pero de sentido contrario, tal que, la resultante de las dos es
la fuerza nula: F + F' = 0. Generalmente se escribe F' = —F.

Ahora definamos una nueva operacion (multiplicacion por un escalar).
Para ello, escogemos al conjunto de los reales con su estructura de
cuerpo y nuestro conjunto .

Sia€eRy F€F vamos a llamar aF la fuerza que tiene la misma
direccién de F, cuya intensidad es |a| veces la de F y su sentido es igual
a F cuando a > 0y contrario sia < 0.

Algunas propiedades de esta operacion son (Figura 4):
P;: SiaeR y FEF, aFeF
P,: a(bF) = (ab)F (cada producto tiene distinto significado)

Estas dos propiedades se siguen de inmediato, por la definiciéon
del producto.

P;:a(F,,+F,) = aF;,+aF, que se verifica por semejanza de
triangulos.

P,: (a+ b)F = aF + bF.
P.: 1F = F.
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aF,

a(F,+F,)=aF, +aF,

Fy

Figura 4. Propiedades de las fuerzas

Fuente: elaboracién propia

DEFINICION

Llamaremos ESPACIO VECTORIAL, a la estructura algebraica constituida
por un conjunto V no vacio, donde se define la “ADICION”, que es una Ley
de Composicion Interna y una multiplicaciéon por un escalar. Los
elementos de V se llaman vectores y los escalares deben pertenecer a un

cuerpo (K, +, -).

Las operaciones son tales que,Va, b en KyV A, B en V, se cumple lo siguiente:

1) (V@) es grupo abeliano.

2) O©:K XV - Vestal que
M;:(a-b)OA = a®(bOA)
M,:a©(A®B) = aOADa®B)
Ms:(a + b)OA = aOADDOA
My;:10A=A

Con estas condiciones decimos explicitamente que, (V,®,®) es un

espacio vectorial definido sobre un cuerpo (K, +,), si:
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Adicion:
A, (A®B)®C = A®(B®C) paraA,B,CenV.
A, A@B = B®A para cualquier 4,BenV.
A; Existe 0 € V tal que A@0 = 0DA = A paradenV.
A, paracada A € A, existe A’ en A, talque A + A" = 0.
Multiplicacion:
M; (a-b)OA=a®OMBEOA) Va,benK AenlV.
M, a®(ABPB) = a®A®a®B YaenK ABenlV.
M; (a+b)OA = a@A®DOA.
M, 104 = A.
Se debe observar, que, ©: VXV -V y O:K XV = V.

Elvector A’ expresado en la propiedad A, se suele llamar —A y se escribe
A—B = A®(-B).

EJEMPLOS

1.Siendo R? = {(a,b)/ a € R, b €} y las operaciones:
@: R? x R? - R? tal que, (a,b)®D(c,d) = (a +c,b + d).
® R x R? - R? tal que, x®(a, b) = (x - a,x - b).

De este modo, ([R{Z,@, ©) es un espacio vectorial definido sobre el
cuerpo (R, +, ).

NOTA

El espacio vectorial de este ejemplo se puede ampliar a las n-uplas de
R"(a4,a,, ...a,)y, en general, a las n-uplas de cualquier cuerpo (K, +, -).
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NOTA

Mas aun, si A es el conjutno de todas las sucesiones a: N — R, es factible
definir las operaciones @ y ©®, asi:

@:AxA->A tal que, (ag,ay...a,..)0by, by, ...by,...)=(a; +
bl' a2+b2, e, A + bn, )

OR x A - Atal que, xO(ay, ay, ...ap,..) = (xaq, xa,, ..., xa,,..).

De este modo, (A, ®, ®) es un espacio vectorial definido sobre (R, +, ).
2.SeaP[x] = {¥l,a;x' /a; €R, a, #0, x € R}

Esto es, P[x] es el conjunto de los polinomios en R, de grado n o menor.
Podemos definir @ y ©, as:

@®: P[x] X P[x] = P[x] tal que:

n

n n
p(x) +q(x) = z a;xt + Z bixt = Z(ai + b;)x".
i=0 i=0

=0

®: R X P[x] tal que,

cOp(x) = C@Zn: a;xt = Zn:(cai)xi.
i=0 i=0

De este modo, (P[x], ®, ®) es un espacio vectorial definido sobre (R, +,-).

3. Llamemos [ = {f:[a, b] —» Rtales que f es funcion continua} al
conjunto de las funciones continuas sobre [a, b] y las operaciones @ y ©,
definidas como sigue:

@:FXF - Ftal que (f®g)(x) = f(x) + g(x);
®: RXF — Ftal que (a®f)(x) = af (x).
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De este modo, (FF, @, ®) es un espacio vectorial definido sobre R.
Estas operaciones se denominan adicién y multiplicaciéon puntual.
OTROS EJEMPLOS

EJEMPLO 1.

Probar que (R*, @, ®) es un espacio vectorial sobre R, donde ® y ©, se
definen asi:

@ R* xR »> R*talque, u®v = u-v;
® RxR* > R* tal que,a @ u = u-.
DEMOSTRACION

Sabemos que R* # @, dado que existe al menos el real positivo 1, el cual
pertenece a R*.

Ademas, (R, +, ) es cuerpo.
De aqui resulta facil comprobar como (R*, -) es un grupo abeliano.
Veamos si se satisfacen los axiomas de la multiplicacién por un escalar.

M; (a-bD)OQu=u? =yt =@Wl)*=a@ul =
a® (b®u) siendoa € R,b € R,u € R*.

My, a@u®v) =a®@-v)=wW - v)*=u*v*=u*@Pv?=
(a@Qu)®(a®v)cona €R, u e RY,veR"

M; (a+b)Qu=u*"? =y b =ut@ub =
(a@u)® (b Ou)cona,b € R, ueR*.

M, 1Qu=ul=u

Luego, (R*, ®, ®) es un espacio vectorial sobre R.
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EJEMPLO 2.
Sea A € R? definidos como 4 = {(a,b,c) € R3tal que a + b + ¢ = 0}

Probar que (4, @, ©) es espacio vectorial sobre (R, +,-), donde @ y ©, se
definen asi:

@:AxA— Atalque (a,b,c)®(x,v,z) =(a+x,b+y,c+z);
® RxA - Atalque, a © (a,b,c) = (aa, ab, ac).
DEMOSTRACION
Debemos probar, inicialmente, si (4, @) es grupo abeliano.
Primero, probemos si @ es Ley de Composicién Interna en A:
Sea (aq,by,c1) €A y (az by, cy) € A, luego,
a,+b;+c;=01y a,+b,+c, =0.
Ahora bien:
(ay, by, c1) @ (az, by, c3) = (ag + az, by + by.cq + ¢3).
Pero,

a1+a2+b1+b2+C1+C2=(a1+b1+cl)+(a2+b2+C2)
=04+0=0

dado que estamos trabajando en ultima instancia sobre (R, +).
A, .
Sean (aq, by, ¢1), (ay, by, ¢3), (as, b3, c3) en A, entonces,

[(ay, by, ¢1) @ (az, by, c2)] @ (as, b, c3) =

= (a; + ay, by + by.cy + ¢3) @ (as, bs, c3) (por definicion)



Elementos de algebra lineal - Vol. 1

= ((a, + az)+as, (by + by) + bs. (¢ + ¢3) + ¢3) (por definicion)
= (ay + (ay+as), by + (b, + b3),c; + (¢
+ ¢3)) ((R, +) es grupo)
= (aq, by, ¢1) ® (ay,+as, by + bs, c; + ¢3) (por definicion)
= (aq,by,c1) ® [(ay, by, c3) ® (as, bs, c3)] (por definicion)
A;
Sean (aq,by,c1) €EA y (ay, by, cy) € A; asi:
(ay,by,¢1) ® (ay, by, c3) = (ay + az, by + by, c1 + ¢3) (por
definicion)
= (ay,+aq, by + by, c; +¢1) ((R,+) esgrupo abeliano)
= (ay, by, ;) ® (aq, by, c;) (por definicion).
A3

Existe 0 = (0,0,0) en dado que 0 + 0 + 0 = 0 y es tal que, para cualquier
terma (a, b, c) € A, se cumple que:

(a+b+c)+(0,00)=((@+0,b+0,c+0)=(a,b,c).
Ay

Para cada (a,b,c) €A, existe (—a,—b,—c)€A, tal que
(a,b,c) ® (—a,—b,—c) = (0,0,0), como se evidencia.

Comoa+b+c=0:
—a+ (-b)+(—c)=—-(a+b+c)=-0=0.Luego (—a,—b,—c) € A.
Por lo tanto, (4, @) es grupo abeliano.

Ahora bien, ©® R X A = A es Ley de Composicién Externa. dado que, si
x € R y(a,b,c) € A, entonces:

x© (a,b,c) = (xa,xb,xc)
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Pero,
xa+xb+xc=x(a+b+c)=x-0=0.
M,
Six,y€ R y (a,b,c) € A, entonces,
(xy) ® (a,b,¢) = ((xy)a, (xy)b, (xy)c) = (x(ya), x(yb), x(yc))
=x O (ya,yb,yc)
=xO[yO (ab,0)]

x © [(ay,by,c1) @ (az, by, cz)] =

=X @ (al + a2,b1 + bz,Cl + Cz)
= (x(a; + az),x(by + by),x(cy + ¢3))

(xaq + xa,, xby + xby).xcq + xc3)
= (xaq, xby, xcy) @ (xa,, xb,, xc,)

=x O (ag,by,¢c1) ® x O (az, by, ¢3).

(x+y)O(ab,c)
= ((x +y)a, (x + )b, (x + y)c) = (xa + ya,xb + yb, xc + yc)
= (xa,xb,xc) ® (ya,yb,yc)
x® (a,b,c)® y©® (a,b,c).
M, 10 (a,b,c) = (1a,1b,1c) = (a,b,c)

Por lo tanto, (4, ®, ®) es un espacio vectorial sobre R.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Muestre si el conjunto de las termas (a, b,c) € RY, tales que, a +
b+ c =1, con las operaciones conocidas, es espacio vectorial
sobre R.

2. Igualmente, si A € R?, donde A = {(x,y) € R?/ x = y}.

Igualmente, si A € R?, donde A = {(x,y) € R?/ x + 4y = 0}.

4. Mostrar que, el sistema de matrices m X n, con elementos reales,
es un espacio vectorial con la adicién ordinaria de matrices y la

w

multiplicacion escalar conocida.
1.8 PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS VECTORIALES

TEOREMA 1.
En un espacio vectorial (F, @, ®) solamente existe un vector cero.
DEMOSTRACION

Supongamos lo contrario, es decir, que no es nico; en tal sentido, existe
0', otro vector cero apartede O en V, talque O # O'.

Asi, 0D 0' =0y 0 & 0'=0', ya que son neutro a derecha e
izquierda. Luego 0 = 0'.

Asi, 0 # 0"y 0 = 0' lo que es contradictorio y, por tanto, no se puede
suponer que no haya otro aparte de O.

TEOREMA 2.
Paracada A € V, existe un unico A’ € V,talque A@ A’ = 0.
DEMOSTRACION

Como (V, @) es Grupo Conmutativo, es obvio, que, para cada A de V existe
A" € V, tal que,

A @ A’ = 0. Falta probar que A’ es tnico.
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Supongamos que A" # A’ es otro aditivo inverso, por tanto, A@ A’ =
Oy A A" =0.

De este modo:

A'=0@ A"' = A'® 0; conmutativa por (V, ®);

= A'D(ABA"); A" es inverso de A;

= (A@A)DA"; asociatividad de (V, B);

=0 @A"; A’ esinverso de 4;

= A"; 0 esneutro.

Por tanto, 4’ = A"

SiA" # A" y A’ = A", sepresenta una contradiccion, porlo cual, A’ es tinico.
TEOREMA 3.

Si 0 es el numero cero del cuerpo (K, +,"),entonces 0 - A = 0 para cada
Aev.

DEMOSTRACION

Por M,, vimos como 1 ® A = Aparatodo A4 € V.

Pero1 =1+ 0en (K, +,"), de este modo:

(1+0) OA=A=(10A4) ® (00A) = A® (0 © A) por Ms.

Luego, A = A ® (0 ©®A). Sumando A" a ambos miembros, resulta:
ABGA=ADBABOOA))=ADA)®((00A).

Por tanto, 0 = 0 @ (0 ®A4); omejor,0 ©® A =0, ya que cero es neutro
de (V, ®).
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TEOREMA 4.

Si a es un escalar (—a)®A = —(a®A) (Observe que, el -(menos) tiene
caracter distinto en cada miembro).

DEMOSTRACION:
(a@A)EB(—(a(DA)) = (a —a)®A4; por M,
=00©4; (K,+,) cuerpo.
= 0; (teorema anterior.)

Ahora, sumamos —(a®A) opuesto de (a®A) a cada miembro para
encontrar

—(aA)B(a®A)D(—a)©OA) = —(a®A) & 0.
Asi,
(—(a®A) & (a®A)) & (—a)OA
—(a®A) enrazoén a que (V,®) es grupo, por tanto,
0 @& (—a)OA = —(a®A).
Y por consiguiente,
(—a)®A = —(a®A).
como queriamos probar.
TEOREMA 5.
Para todo escalar a, a®0 = 0.
DEMOSTRACION
a@A=a®A®0); (V,®) grupo.

a@A=(a @A) ®(@a®0); y sumando —(a®A)a ambos
miembros y por M, se sigue que:
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—(a0A4) & (@OA)=-0@OA4) & (04 S (ab0))
Luego, 0 = (—(a®A) & (a®A)) & (a®0).
Es decir, 0 = 0 ® (a®0).
Por tanto, a®0 = 0, ya que 0 es neutro en (V, ®).
TEOREMA 6.
a®A =0,siysolosi,a=0 o A =0.(Vector nulo)
DEMOSTRACION
(<) necesidad)
Sia=00 A=0 => a®A=0.

Esta demostrado, ya que, 0®A = 0 por teorema 3 y a ©®0 =0 por
teorema 5.

(=) suficiencia

Supongamos que a @A =0; como a € K y (K,+,’) es cuerpo, existe
a1 de modo que:

a 1®(a®A) = a '® 0 = 0; por teorema 5.
Por tanto,
(a™'-a)®A = 0;y ast:
1©A = 0,pero 1OA = A; por M,.
Por tanto, A = 0.
Ademas, si a®A = 0, como 1OA = A, se sigue que:
(a+1)OA=(@@A4) & (10A)=0DA=A.
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Por tanto,
(a+1)OA = A
Como @ es en esencia una FUNCION en la generalidad de los casos, esto

ocurre siempre y cuando a+1=1y porendea+1=1yasi,a=0
como queriamos probar.

1.9 SUB-ESPACIOS VECTORIALES

Vimos que (F, ®,®) donde F en el conjunto de las funciones continuas
en [a, b], es un espacio vectorial sobre R; ocurre que (D, ®, ®) también
un espacio vectorial sobre R, donde DD es el conjunto de las funciones
diferenciales en el intervalo [a, b]. Dado que F c D, se dice que (F, ®, ®)
es SUB ESPACIO VECTORIAL DE (DD, @, ®).

(]R3, @, ®) es Espacio vectorial sobre R; sin embargo, dado que A c R3
formado porlas triadas (a, b,c) talquea + b + ¢ = 0,es tal que (4, @, ©)
es un subespacio vectorial sobre R.

Por tanto, es util decir que (4,®,®) es subespacio vectorial de

(R3, @, ©).
DEFINICION

Si (V,®,®) es un espacio vectorial definido en K, S no vacio, de modo
que S € V, se llama subespacio de V, si S con las operaciones definidas
en V forma otro espacio vectorial sobre K.

Existen dos subespacios triviales en todo espacio vectorial, uno es todo
el espacio en si mismo, y el otro, el espacio cero, formado inicamente por
el vector cero. Se llaman subespacios triviales porque, de forma natural,
heredan todas las propiedades del espacio vectorial.

La tarea logica que sucede, es el saber reconocer un subespacio vectorial.
Es obvio que se deben satisfacer los axiomas de espacio vectorial.
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Pero si (S, ®, ®) es subespacio de (V,®, ®) sobre un cuerpo K, y dado
que se manejan exactamente las mismas operaciones, existen
propiedades de caracter general sobre V, que, de modo particular, se
deben satisfacer en S; ellas son:

G, SiA,B,Cestanen S: (A®B)DC = A®(BDHC).

G, SiA,Bestanen S: A®B = BOA.

M; (a-b)OA=a®bOA); a€K,beK,ACS.

M, SiA,BestainenS y a € K,a®(A®B) = a®A @ a®B.
M;Sia,bestinen Ky Aen S, entonces (a + b)OA = aOA D bOA
M, 104 = A.

Asi, no hay necesidad de verificar si se cumplen en S porque se
convierten en un derecho ganado por ser S subconjunto de V.

Por lo tanto, solo se requiere reconocer que @ es Ley de Composicion
Interna en S; © externa; y si 0, es cero tanto en S comoloesenV.

DEFINICION
S es subespacio de V si y solo si:

1) Paratodo Ay BenS,A@B estaensS.
2) SiAestaenSya € K,a®AestaenS.
3) El 0 que esta en S, es exactamente el mismo de V.

TEOREMA

Sea S un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V. Las siguientes
condiciones son equivalentes.
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1) Paratodo A, B en S y para todo a, b escalares en K, se sigue que:
a®A® bOB ES.

2)
a) SiAyBestanen S, setieneque A—B € S.
b) SiA € Sy a escalar, entonces a®A € S.

3) S esun subespacio de V.

DEMOSTRACION:

(1 => 2) Supongamos que para todo 4,B en Sy a,b en K, se sigue que
a A DbOBES; en particular, si a=1 y b=-1; se tiene,
10A®(-1)OB€eS.EsdecirA—B €S

Ahora, si hacemos solo b =0, se sigue de inmediato que,
a A DOEOB € S;esdecir,ba ®A €S.

(2 => 3) Supongamos que Ay B estan en S; como A — B € S por 2a, en
particular, si A = B se obtieneque A — A € S,peroA — A = 0;luego, 0 €
S (D).

Ahora bien, dado que A— B € Scuando A € S y B € S si hacemos que
0 = A, entonces:

0—B=-BES.
Luego,siA € S,B € S,—B € Syporello,A— (—B) € S;esdecir:
ADB €S (2)
Por la definicién de la multiplicacién externa, se tiene:
aQA€ES siaeKyA €S (3).
De (1), (2) y (3), se sigue que S es subespacio de V (por definicion)

(3 => 1) Supongamos ahora que S es subespacio de V. De este modo, si
AyB estdn en S y a,benK,por definicibn Parte 2), a®A €
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S y bOB €S,y por definicién Parte 1), a®A @ bOB € S. Con lo cual
se termina la demostracion.

Notese que, intermedias se ha probado que el vector cero de un
subespacio es exactamente el mismo vector cero del espacio.

Obsérvese, ademas, que el resultado mas facil para determinar si una
estructura es subespacio de otra, es la Parte 1 del teorema anterior.

EJEMPLO.

Sea el espacio vectorial (R?@,®) sobre R; probar si
(4,8,0)y (B, ®,©®) son subespacios de (R?, @, ®) sobre R, donde A =
{(x,0)/x e R}y B = {(x,y) / x + ky = 0}, k fijo.

PRUEBA

Para (4,®,®), sean (a,0)y (b,0) en A, por tanto:
a®(a,0) = (aa,0) y BO(b,0) = (Bb,0).

Por consiguiente:

a®(a,0) & BO(,0) = (aa+ Lb,0), que esta en A4, ya que la
exigencia para los elementos de A es poseer la segunda
componente igual a cero.

De este modo:

(4, ®, ®) es subespacio de (R?, ®, ®).
Para (B,®, ®), sean (a,b) y (c,d) en B.
Asf las cosas, setiene a+ kb =0 yc+ kd = 0.
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Ahora bien:

a®(a,b) ® BO(c,d) = (aa,ab)®(Bc, fd) = (aa + Bc,ab +
Ba).

Ademas:
(aa + Bc) + k(ab + Bd) = (aa + kab) + (Bc + kBd)=
=ala+kb)+B(c+kd) =ax0+x0=0+0=0.

Esto indica que a®(a, b) ® BO(c,d) esta en B; por tanto, (B,®,®) es
subespacio de (R?, ®, ®).

Notese que (4, D, ©) esta interpretando al eje x del plano cartesiano; en
cambio, el subespacio (B, ®,®) representa una familia de rectas que
tienen al origen de coordenadas como uno de sus puntos.

EJERCICIOS

1) Muestre que si F es el conjunto de funciones continuas en [a,b]
(variable real) y D el conjunto de las funciones diferenciales en [a, b]
y las operaciones conocidas, entonces [F es subespacio de D.

2) Si V ={(a,b,c) € R¥/b = 0} muestre que V, con las operaciones
conocidas, es subespacio de (R3, ®, ®)

3) Muestre que siV es el espacio de las matrices cuadradasn X ny S es el
conjunto de las matrices n X n simétricas, S es subespacio vectorial V.

4) SeaF el conjunto de las funciones de variables real en [a, b] y sea A el
conjutno de las funciones de variable real acotadas; verificar si A es
subespacio de [ con las operaciones conocidas:

O =fx) +gx) (aOf)(x) = af (x).
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1.10 OPERACIONES CON SUBESPACIOS
1.10.1 Adicion

Sean S y T dos subespacios de un espacio vectorial V/; la adicionde Sy T
escrita como S + T, consta de todas las sumas de A@B tales que A €
Sy BEeT.

Es decir,
S+T={A®B/A€S BeT}
TEOREMA

La suma de dos subespacios vectoriales S y T de un espacio V sobre el
cuerpo (K, +,"), también es un subespacio de V.

DEMOSTRACION

Sean A;®B; y A,®B, elementos de S + T, esto es, A; y A, estanen Sy
BiyByenT.

De este modo,

a®(A:©8B;) @ bO(4,8B,) =
(a®A,® a®B,) & (bOA, ® bOB,); por M3, a,benK;

= (a@A® bOA,) & (a®B; ® bOB,); (V,®) grupo abeliano.

Pero (a®A, b(OA,) esta en el subespacio Sy (a®B; @ bOB,) esta en
T, lo que significa, segun la definicidn, que: a©(4,®B;,) ® bO(4,DB,)
es miembro de S + T.

Con todo esto, se ha probado que S + T es subespacio de V.
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EJEMPLO

Sea el espacio (R*, @, ®) y los subespacios S y T tomados como sigue:
S ={(a0,b,0)/a€eRbeER}
T ={(a,b,0,0) /a€R,bE R}

De este modo, S + T es el subespacio de R* sobre R, tal que:
S+T={(ab,c0)/aceRbeERcER.

GENERALIZACION

La adicién de subespacios S; de un espacio vectorial V se establece como
n
2.5
i=1
Y es subespacio de V sobre K, siempre que S; sea subespacio de (V, ®, ®)
sobre K, i € I,.
EJERCICIOS

1. Demostrarque S +T =T + S donde S y T son subespacios de V.

2. Demostrar que (S; +S,) +S; =5, + (S, + S3) donde S;,S,y S3
son subespacios de V.

3. Demuestre que, si S; €S, entonces, S;+ S5, +S;3=35,+ 355,
donde S;, S, y S3 son subespacios de V.

1.10.2 Interseccién de Subespacios

Sean S y T subespacios de un espacio vectorial V, se define SNT =
{AJAeS yAeT}

TEOREMA

Si Sy T son subespacios de un espacio vectorial V, S N T también es
subespacio de V sobre K.

45



46

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

DEMOSTRACION

SeanAyBenSNT,portanto,A yBestainenSy A y B estanenT;y
como Sy T son subespacios de V, se sigue que para cualquier par de
escalaresay b en K; a®A @ bOB estaen S y también esta en T; esto es,
estden S N T.Por consiguiente S N T es subespacio de V.

El anterior teorema se puede generalizar asi:

Sea{S;}i €I, I ={1,2,...,n} un conjunto vacio de subespacios de V (y
finito), entonces:

n
Si
i=1
es un subespacio de V. Su demostracion es una copia fiel a la anterior, por
lo cual, se deja como ejercicio.

EJEMPLOS

1) Siendo F el conjunto de las funciones reales continuas, definidas
sobre un intervalo [a, b]; ademas, sea S el conjunto de las funciones
de F que seanulanen a,y T el de las funciones de F que se anulan en
b. Asi, S y T determinan subespacios de F.

De este modo, SN T es el subespacio de las funciones de [F que se
anulan en a y b al mismo tiempo.

2) Sea P[x] el espacio de los polinomios de variable real de grado menor
o igual que n. (supongamos n = 10).
Sean § c P,[x] tal que, si f € S entonces gra(f) =5; T c P,[x] tal
que,si f €T, gra(f) < 8.
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De este modo, S N T es el subespacio de P,[x], asi, 5 < gra(f) < 8si
fESNT.

SUMA DIRECTA

Sean S y T subespacios de un espacio vectorial V; se dice que V es la
SUMA DIRECTA de Sy T y se escribe V = S@®T siy solo si:

1. V=S+T.
2. SNT ={0} (Vector cero).
EJEMPLO

Sobre el espacio vectorial R3, tomando los subespacios:
S={(a,b,0) / aeR,beER}
T ={(0,a,b)/ a€R,bER}

Entonces R3 no eslasuma directade S y T,dado que,SN T # {0}; yaque,
por ejemplo, (0,2,0) estaen Sy T, pero (0,2,0) # (0,0,0).

En general,
SNT={(0,a,0)/ a€R}

EJEMPLO

El espacio vectorial R* es suma directa de los siguientes subespacios:
S ={(0,a,0,b) / a€R,b R}
T ={(a0,b,0)/ a€R,beR}

Esto es, R* = SOT.

TEOREMA.

Sea V un espacio vectorial, S y T subespacios de V; de este modo, V =
ST siy solo si, todo vector A de V puede escribirse de forma tnica
como A = A;OA, donde A; estdinen Sy A, estaen T.
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DEMOSTRACION

=)

Supongamos que V = S@T, entonces por definicion,V =S+ TySNT =
{0}.

Por definicion de adicién de subespacios, para cada vector 4 de V, existen
Aq, A, en S y T respectivamente, de modo que, A = A;DA,.

Debemos probar ahora que esa es una manera Unica.

Supongamos que A =A'; + A’,, donde A’'; e SyA', €T, esto sefala
también que,
Ay # A" yA, # A',, y por tanto, A; DA, = A';PA',. Al sumar —A'| y
—A’, por izquiera y derecha, respectivamente, resulta:

(A')®(A; © A)BA'; = (—A'1)B(A"; @ A';)(—A)
Asi,

(A D®A,) & (4, ® (—4,))

=((ADBA;) & (A, ® (—4y)).

Esto es,

(A B A)DO=0BA, ® (—4)).
Es decir,

(—A') @A, =4, ®(—A,).

Pero (—A';) @ AjestaenSy A, ® (—A,) estienT;ycomo SN T = {0},
lo que debe ocurrir es que, A, @ (—A4,) = (—A'}) ® A; =0, de donde
A, = A", y Ay = A'; hecho que se contradice con A, # A"y y A, # A, .
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Por tanto, no puede suponerse que algtin vector de V pueda escribirse de
dos maneras distintasen S + T.

(<)
Ahora supongamos que todo vector A de V puede escribirse de manera tnica

enS+T;como A =A,;DA,, donde A; € Sy A, € T. De este modo, resulta
claroqueV = S + T, por simple definicion. Falta probar que S N T = {0}.

SeaBeSNT,entonces que 0 € Sy 0 € T, por ser subespacios de V, se
sigueque B € Sy B € T; ast:

B = B®0 = 0@®B que estaen S + T; asi, B que esta en V, debe escribirse
de forma Unica en S + T y como B0 = 0@B = B, la tnico que puede
ocurrir es que B = 0; luego, S N T = {0}. Esto muestra que, V = S@T.

EJERCICIOS

1) Demostrar que, si S es subespaciodeV,S + S = S.
2) Demostrar que, si Sy,S, ..., S, son subespacios de V, entonces S; +
S, + -+ S, es subespaciode V.

3) Sea el espacio R3 y los siguientes subespacios de él:
S={(a,b,c) Ja+b+c=0; ab,ceR}
T ={(a,b,c) /| a=c;a,b,c €R}.
R ={(0,0,c) / c e R}.

Demostrar que, R3 =S+ T, R® =S5+ R, R® =T + R; indicar cuando
cada suma puede ser directa.

NOTA

De ahora en adelante, a menos que expliquemos lo contrario, tomaremos
“+”enlugarde"®@"y" - "enlugar de "O®"; y mas aun, por ninguna sefial.
Por ejemplo, escribiremos A + B por A@B y aB = a®B. Todo esto, solo
por agilizar la escritura.
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1.11 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES

Supongamos que 44, 45, 43, ..., A, es un conjunto finito de vectores, de un
espacio vectorial V. Una combinacion lineal de tales vectores, es una
suma de la forma:
n
a4, + aA, + azA; + -+ +a A, = z a;A;
i=1

donde cada a; es un escalar del cuerpo K.

Con las consideraciones anteriores, se sigue que, las combinaciones
lineales pueden ser sumadas, restadas y multiplicadas por cualquier
escalar.

DEFINICION

Un conjunto de vectores {A;, A, As,...,A,} se dice linealmente
independiente, si dada la combinacién lineal: Y- ; a;A; = 0, se satisface
solo cuando todas y cada uno de los escalares a; es cero; esto es, a; =
0,vi=1,2,--,n.

En otras palabras, {A;,4,,43,..,4,} es un conjunto linealmente
independiente, si )i~ a;4; # 0 cada vez que por lo menos unos de los
escalares a; es diferente de cero (familia libre)

En caso contrario, el conjunto se llama linealmente dependiente (familia
ligada),y en este caso, ).i-; a;A; = 0 se satisface cuando alguno o algunos
escalares a; son diferentes de cero; esto es, existe i = 1,2,-:-n, tales que
a; # 0 paraalgin i, y con ello se tiene que )i ; a;4; = 0.
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EJEMPLO

e . 1 1 .
Verificar si en R?, los vectores (5,8) y(z,4) son linealmente

independientes.

Dada la definicién, formamos la siguiente ecuacion:

a(%,8) +b (%,4) — (0,0) = (%,3a) + (2,419) = (0,0)

:>(a+b 8 +4b)— 0,0
2 Tyt =00

De donde,

@b gatab=o0
2720 oY =Y

Entonces,2a+b =0y 2a+ b = 0.

Llegado a este punto y por ejemplo, sia =1 y b = —2 se satisface la

ecuacion inicial. y por tanto, los vectores G, 8) y G, 4) son linealmente
dependientes en R2.
EJEMPLO

Verificar que los polinomios x y x? de P[x],son linealmente
independientes.

Es claro ya que, la ecuacion que se debe construir es: ax + bx? = 0x +
0x2.

Por igualdad de polinomios, se tiene que:a = 0y b = 0.
Por lo tanto, los polinomios x y x? son linealmente independientes.
EJEMPLO

Demostrar que en [, espacio vectorial de las funciones reales, las
funciones x, Senx, Cosx son linealmente independientes.
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Formamos la ecuacion ax + bSenx + cCosx = 0 y buscamos los valores
de a, b, ¢ (variables) que satisfagan tal ecuacion.

Notese que para tales valores de a, b, ¢ debe satisfacerse la ecuacion, sin
importar el valor de x. En otras palabras, cualquiera sea el valor de x, la
ecuacion ax + bSenx + cCosx = 0 se convierte en identidad para los
valores a, b, c que la satisfacen. Nos apoyamos en este argumento para
encontrar los escalares a, b, c.

e Si x =0, se obtiene la ecuacion: a0 + bSen0 + cCos0 = 0, de
donde c = 0.

e Six = 2m, se obtiene la ecuacion: 2mwa + bSen2m + cCos2m = 0; es
decir, 2ma + ¢ = 0; pero ¢ = 0; luego, 2ma = 0. De donde, a = 0.

e Six =§ , se obtiene la ecuacion: ga + bSeng + cCos% = 0; asi,

ga +b+c0=0. Estoes,%a + b = 0; peroa = 0; portanto, b = 0.
Luegoa=b=c=0.
Por tanto, las funciones x, Senx, Cosx constituyen una familia libre sobre
el espacio de las funciones reales.

EJEMPLO

Demostrar que en [, las funciones Senx,Cosx son linealmente
independientes.

Anteriormente mostramos como x,Senx,Cosx son linealmente
independientes. en . Una consecuencia natural (que mostraremos mas
adelante) es que Senx y Cosx también lo sean.

La ecuacion de partida para estudiar la dependencia es aSenx + bCosx = 0.
Six =0, se sigueque h=0; ysix= g,a = 0; luego, Senx y Cosx son

linealmente independientes (LI) en F.
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Al respecto de la dependencia lineal de funciones, es conocido el
siguiente teorema:

TEOREMA

Un conjunto de funciones de valor real: f; (x), f2(x), -+, fi (x), derivables
k — 1 veces en el intervalo [a, b] son independientes, si el Wronskiano
W (x) # 0 en todo punto x, del intervalo de definicion de las funciones.

El Wronskiano es un determinante que se define asi:

) £ . fi(x)
W(x) = fl,0 1,00 . f1 ()

k-1 k-1 k-1
fei) fAR,00 . R ()
Asi, por ejemplo, para las funciones x, Senx, Cosx, el Wronskiano es:

X Senx Cosx
W=1|1 Cosx —Senx|= —X, queescero soloenx = 0.
0 —Senx —Cosx

Obsérvese que, en este punto, ax + bSenx + cCosx = 0.sic = 0,a
#=0,b#0.

EJEMPLO

Mostrar que las funciones Senx, Sen2x, ..., Senkx son independientes en
el espacio vectorial de las funciones de variable real continuas y definidas
en el intervalo [0,2m].

Se puede utilizar el Wronskiano, pero en realidad, por la generalidad de
k, podemos ampliar el arsenal de posibilidades utilizando como método
el concepto de integral definida.

La ecuacion a formar, es:

a;Senx + a,Sen2x + azSen3x + -+ apSenk =0 (1)
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Ahora bien, multiplicamos por Senx e integramos de 0 a 27, se obtiene:

2T 1 21
alf Sen?xdx = 5 (1 —Cos2x)dx = a;m
0 0

N |-

Ahora bien, para n # m, debido a que SenaSenb ==[Cos(a —b) —

Cos(a + b)], se sigue que:

21 1 21
f Sennx Sen mx dx =§U- Cos(n—m)x—Cos(n-i—m)xdxl =
0 0

2T 21

1

2

Sen(n —m)x Sen(n+m)x

=0.

n—m n+m

0 0

Siendo asi, cuando n # 1, como caso particular, al multiplicar la ecuacion

P e . . 21
inicial por Senx, las restantes integrales fo Sennx Sen mx dx son

. . 21 ,
iguales a cero, es decir fO Sennx Sen x dx = 0 cuando n # 1. Asi se

obtiene que, a;m = 0; de donde, a; = 0.

Si multiplicamos (1) por Sen2x se consigue que a, = 0; si multiplicamos
por Sen3x, se llega, a que, a; = 0; y si multiplicamos por Senkx, se llega,
aquea, = 0.

Lo cual muestra que Senx, Sen2x, ..., Senkx es una familia libre sobre el
espacio de las funciones de variable real y continua, definidas en el
intervalo [0,27].

EJERCICIOS

1. Mostrar que las funciones 1, x, x2, ..., x¥ son independientes en el

espacio de funciones de variable real continuas y definidas en el
intervalo [0,1].
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En el espacio de funciones de valor real continuas y definidas ene |
intervalo [0,1], ¢las funciones x,x2—17vy x2+2x+1 son
dependientes o independientes?

En el espacio de polinomios de valor real y grado menor o igual que
3, mostrar que son independientes los siguientes polinomios:

1
Fo(x) =5 G =D = 2)(x = 3);

Pi() = 5x(x ~ 2)(x — 3);

1
P,(x) = —Ex(x —1)(x —3).

Muestre, ademas, que cualquier polinomio de P;(x) se puede
expresar de manera tnica por:

P(x) = p(0)F,(x) + p(1)Py(x) + p(2)P,(x) + p(3)P3(x)

Muestre que las funciones 1,x + 1,x%2 +x + 1, ..., x* + x*¥ 1 + ... +
x + 1, son independientes en el intervalo [0,1] en el espacio de las
funciones reales.

Mostrar que las funciones e*,e?¥,e3* son independientes en el
intervalo [0,1].

Las funciones e*, xe*, x?e* son dependientes (LD) o independientes
(LI) en el intervalo [0,1].

Determinar si las funciones Senx, Cosx, xSenx.xCosx son LD en el
intervalo [0,27].

Muestre que los vectores (1,0,1),(0,1,1),(1,.1,1) son LI en R3. ;Se
puede esperar el vector (1,2,3) como combinacién lineal de ellos?

Determinador si los vectores (1,—1,1,—1),(2,0,3,—1),(0,1,2,—1),
(4,—3,—3,0) son dependientes o independientes en R*. ;Se puede
expresar el vector (1,2,3,4) como combinacién lineal de estos vectores?
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10. Determinar si los vectores (1,i,—1),(1+1,0,1 —1i),(i,—1,—i) son
LD o LI en C3 sobre R.

11. Muestre que Cosx, Cos2x, -+, Coskx son Linealmente independiente
en [0,2m].

12. Muestre que los polinomios 1, x + 1,x% + x + 1, o xR a4
x + 1, configuran una familia linealmente independiente. Argumente
las razones que le obligan a trabajar de un modo diferente al
problema 4.

TEOREMA

Un conjunto de funciones de valor real {f; (x), f>(x), -, fi (x)}, derivable
k — 1 veces en el intervalo [a, b] son independientes, si su Wronskiano
W (x,) # 0 en cualquier punto [a, b].

DEMOSTRACION

Escribimos a, f; (x) + a,f>(x) + -+ + ai fi (x) = 0, que se cumple en todo
el intervalo [a, b]. Derivando k — 1 veces, obtenemos el sistema:

a, f1(x) + azfo(x) + -+ apfi(x) =0
arf’,(x) +axf', () + -+ af (x)=0
af" () +axf",(x) + -+ a f”, (x) =0

a7 G0+ arff 00 + o+ ar f () =0
Si hacemos x = x,, donde x, € [a, b], se consigue el sistema:

a,f1(xo) + azfo(xo) + -+ + arfi(xo) =0

arf*71 (o) + apf 7 (o) + o+ @ef ¥ () = 0
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Que es un sistema homogéneo con sus derivadas hastael orden k —1y
de coeficientes f;(x).

De este modo, el determinante de la matriz de coeficientes, no es nulo
(Wronskiano), y por ende, tal sistema, solo posee la solucion trivial a; =

ay=-=aq-1=a,=0; y asi fi(x)fa(x), .. fi(x)=0 son
linealmente independientes.

Este teorema, es de mucha aplicacién en la solucién de los anteriores
ejercicios (la mayoria de ellos). El inverso del teorema no es cierto.

TEOREMA. Sea {4, 4,, ..., A,,} un conjunto linealmente independiente de
vectores; entonces, todo subconjunto no vacio, de este conjunto, es
linealmente independiente.

DEMOSTRACION

Sea S c {A,,4,, ...,A,,}, podemos reorganizar los subindices de modo
que, S = {4;1,4,, ...,A,}, donde p < n.

Supongamos que S es una familia ligada (LD). Entonces, existen escalares
a,,ay, as, -, a, tales que,

@A + ayA; +azAs + -+ a4, = 0.

De este modo, podemos elegir a, 1 = a,4, = -+ = a, = 0, con lo cual,
a,A1 +aA; +a,A, + 04,1, +-+ 04, =0

donde algunos a4, a,, ..., a, no son nulos.

Esto indica que, {44, 45, ...,A,} no es una familia libre (no es LI). Asi,
{A1,A,, ..., A} eslibre y ala vez, es ligada, lo que es una contradiccion.
Por tanto, no se puede suponer que S no sea libre, y asi, su contrario es
cierto; esto es, {44, 45, ..., A, } es linealmente independiente.
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OBSERVACION

El contrario del teorema no es cierto, ya que, por ejemplo, si se toma
{(0,—1)(1,0)(1,2)} en R?, ocurre que {(0,—1),(1,0)} son linealmente
independientes, pero {(0,—1)(1,0)(1,2)}, no lo es.

TEOREMA

Un conjunto formado por un solo vector A es linealmente independiente,
siy solosi, A # 0.

DEMOSTRACION
(=)

Sea A # 0y supongamos que {4} no es LI.

1

Asi, existe a # 0, tal que a4 # 0; pero en K existe a™*, con lo cual,

a l(ad) =a'0=0.
Luego, a*a(A) = 0;conlocual, 1-4A=A4 = 0.

Lo que contraria a la hipétesis; por tanto,a = 0y {4} es LL

(=)

Si{A} es linealmente independiente, entonces a4 = 0 solo cuando a = 0;
y como 0A = 0 para todo 4 en V, debe ocurrir que A # 0, yaque, siA =
0, aA = 0 por tanto a en K, con lo cual, {A} es linealmente dependiente.

DEFINICION

Un conjunto infinito de vectores es linealmente independiente si todo
subconjunto finito de él, lo es.

Esta definicion permite verificar, por ejemplo, que {1, x, x?, .., x"..}es
linealmente independiente. Para ello, basta probar que {1, x, x?, ..., x"} es
linealmente independiente para cada n.
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En efecto, si agl + a;x + a,x? + -+ + a,x™ = 0 es una funcién que vale
0 en todos los puntos, en particular, si vamos dando a x los valores 0,1,2
hasta n, se consigue el siguiente sistema:

a0=0
apsta,+a;+--+a, =0

ap+2a, +4a, +--+2"a, =0

ap + na, + n?ay + - +n"a, =0
Y como a, = 0, resulta el siguiente sistema lineal homogéneo:
a;t+a;+--+a,=0

2a, +4a, + -+ 2", =0

na, + na, + -+ n"a, =0

Su determinante es:

1 1 1
Wey=|_2___ 2. 2" %0
n n? n"
Y por tanto, a; = a, = :- = a, = 0 es la solucidn trivial de la ecuacién

inicial.
Luego, {1,x,x2,...,x"} es linealmente independiente, y por tanto,
{1,x,x2,...,x™ ...} también lo es, siendo esta tiltima una familia infinita.

EJERCICIO

Probar que, G = {1, i} es libre en el espacio C(R) y ligado en C(C).
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1.12 SUBESPACIO GENERADO POR UN CONJUNTO DE VECTORES
Sea V un espacio vectorial arbitrario, definido sobre un cuerpo (K, +,-).
Sea G = {A4,A,, -+, A3} un conjunto finito de vectores de V.

Se denota por < G > al conjunto de todas las combinaciones lineales de
los vectores de G; esto es,
n
<G >={ZaiAi / a;, €K A €6G,Gcvl

i=1
Asi, todo elemento A de G, es de laforma A = a;A; + a,A4, + -+ a, A,
TEOREMA
< G > es un subespacio vectorial de V.

DEMOSTRACION

Sean Ay B en < G > entonces por definicién se tienen las siguientes
expresiones:

A= a4 + aAy + -+ apdy;
B = biA; + byAy + -+ b A,

De este modo, siendo « y 8 escalares de K, se sigue que:
aA = aa A + aayA; + -+ aaAy;
BB = fbiAy + fbA, + -+ b, A,.

Por tanto,

aA + B = (aay + Bb1)A; + (aa, + fby)A, + -+
+ (aa, + Bby)A,
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donde «, 8, a;,b;,i = 1,2, ...,n estdn en K; luego, cada a¢A + B € V. Esto
significa que:

(aA + BB) €< G >, por consiguiente, < G > es un subespacio vectorial
deV.

NOTA

Obsérvese que 0 €< G >; basta tomar una continuacion lineal en la que
cada a;=0,i€l,
[ ={1,2,---n};ydado que, 4 = a;4; + a,A; + --- + a,A,, es claro que su
opuesto es:
—A =—a;A; —aA, — - —a,A,, queestien< G >.

< G > se denomina SUBESPACIO GENERADO POR G.
< G > satisface las siguientes propiedades:
1) Gc<G>
En efecto:
Ay =14, + 04, + -+ 04,
A, =04, + 14, + -+ 04,
A, =04, + 04, + -+ 14,
2) Todo subespacio S tal que G c S, estal que, < G > C S.

Esto también es claro, ya que,siA; € G, A, € G,entonces A; € S,A, €
S. Luego el elemento aA; + bA, €< G >, también esta en S.

Es decir, si < G > ¢ S, existe A €< G > tal que A € S; pero A =
a;A; + a,A, + -+ a,A, ydado que, A, , A, estdnen G C S, A €
S. (S es supespacio de V). Asi, A¢ S y A € S que es contradictorio.
Luego, lo que debe ocurrir es que < G > C S.

De este modo, < G > es el espacio minino de los espacios de V que
contiene a G.
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TEOREMA

Sea IV un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean G = {4, 4,,:*+,A,}
H = {B;, By, "+, B,y } subconjuntos finitos de V. Si cada A4; € G es tal que
A; =Y7.1a;B;,entonces <G >CS<H >,

DEMOSTRACION

Es claro que, G € < G >; ademas, por hipétesis: G € < H >y por (2), de
las propiedades arriba mencionadas, todo subespacio S talque G c S, es
tal que, < G > c S. En este caso, se evidencia como antes que G € < H >
y por ello ocurre que, < G > Cc < H >.

DEFINICION

Sea VV un espacio vectorial y G = { 44, -+, A,} un conjunto finito de V. Si
V =< G >, decimos que {A,4,, ..., A,,} generaaV.

DEFINICION
Sea V un espacio vectorial y A4, 4,, ..., A,, un conjunto finito de V. Si algin

vector AdeV, es tal que, A = a4, + a,A; + -+ a,A,, se dice que A es
linealmente dependiente de A4, 4, ..., A,.

TEOREMA

SeaV/ un espacio vectorialy G = { 4;, ..., A,,} un conjunto contenido en V.
G es linealmente dependiente, si y solo si, por lo menos un vector 4; ,i =
1,2,:--,n, es linealmente dependiente de los demas A4;.
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DEMOSTRACION

=)

Sea el espacio vectorial VV y G linealmente dependiente, entonces,
a1A1 + azAZ + -+ anAn = 0

A pesar de que algun escalar a; # 0, i = 1,2,---,n; supongamos que tal
escalares a,;,1 <m < n.

Luego,
a1A1 + a2A2 + -+ am_lAm_l + amAm + -+ anAn = 0
Sumando a ambos miembros el opuesto de a,,4,,, resulta:

(_am)Am =41+ azA; + -+ a1 At anAntami1Ame
+ -+ anAn + (—ap)An.

Como a,, # 0, podemos dividir por él en el cuerpo (K, +,"); es decir,
multiplicar por (—a,;) ™%, con lo cual, se obtiene:

Am = blAl + b2A2 + -+ bm—lAm—l + bm+1Am+1 + -+ anAn.

Donde cada b; = a;(—a,,)" %, i = 1,...,n; i # m. Por tanto, al menos un
vector de G es linealmente dependiente de los demas.

(=)

Supongamos que 4,, en G,1 < m < n, es linealmente dependiente de los
demas; asi que:

Ap = a1 + a4 + -+ a1l + A1 Amer + 0+ a4y
Sumando a ambas partes el puesto de 4,,, se sigue que:

0=a1ds +ad; + -+ ap 141+ (—DAp + apy1dmyer + -
+ a,4,.
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Dado que, —1 # 0, se sigue que, G es linealmente dependiente; con lo que
termina la demostracion m.

TEOREMA
Sea V un espacio vectorialy G = {4, A4,, ..., Ay} talque G C V.

G es familia ligada en V, si y solo si, el subespacio < G > es generado por
un subconjunto propio de G.

DEMOSTRACION
=)

SeaG = {A,,A,, ..., A, } linealmente dependiente.

Por teorema anterior, existe A,, €G,1<m <n linealmente
dependiente de los demas.

Luego A,, €< Ay, 45, Am-1,Ams1, A4, >; por lo tanto, G c<
A1, A5, , A1, Ast, -, Ay >; y por propiedad anterior, se tiene que, <
G>C <A, A5, Am_1, Amits 0 Ap >

(=)
Supongamos que H es subconjutno propio de G y que < G > es generado

por < H >; es decir, todo A €< G >, es combinacién de los vectores de
H. Aqui, lo que decimosesque < H > =< G >.

De este modo, existe 4,, € G, tal que A,, € H; pero G € < G >, luego
A €< G >,y, por tanto, es combinacion lineal de los vectores de H; es
decir, 4,, es linealmente dependiente de los demas vectores de G, y por
teorema anterior, se sigue que, G es linealmente dependiente.
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EJEMPLO

El conjunto {(1,0,5) (0,2,—3) (2,6,1)} es linealmente dependiente en R3,
ya que, 2(1,0,5) + 3(0,2,—-3) = (2,6,1); es decir, el vector (2,6,1) es
linealmente dependiente de los otros dos vectores.

TEOREMA

Sea G ={A,A,, ..., A,} linealmente independientes en el espacio
vectorial V,y seaAunvectordeV ; G U {4} eslinealmente independiente,
siysolosi, A €< G >.

Este teorema indica que, cualquier vector (excepto algunos), es la
combinacién lineal de un conjunto de vectores A4, 45, ..., A,; y que,siA €
< G >,G U {A} es linealmente dependiente.

DEMOSTRACION
=)

Supongamos que G U {A} es libre y demostremos que A € < G >.

Si suponemos que G U {4} es linealmente dependiente de los vectores de
G y por tanto, G U {A} es linealmente dependiente, esto contradice la
hipétesis; luego, no se puede pensar que A € < G >,yas{,A € < G >.
(=)

Supongamos ahora que A € < G > y supongamos que G U {A} es

linealmente dependiente; de este modo, Y;i-,a;A4; + aA = 0, donde al
menos a o un a;, no es cero. Supongamos que a = 0.

Enestecaso,),i~,a;4; = 0 ycomoG eslinealmente independiente, cadaa; =
0. Por tanto, el tinico escalar que no podria ser no cero es a; luego, a # 0.
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Asi,

n
(_a)A = z aiAi.
i=0

Entonces,

Es decir, A € < G >, lo cual contradice la hip6tesis. Luego no podemos
suponer que G U {A} sea linealmente dependiente, y asi, G U {A} es
linealmente independiente.

1.13 BASES Y DIMENSION

DEFINICION

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea B € VV un conjunto no
vacio.

El conjunto B es una base de V, siempre que,

1) B eslinealmente independiente.
2) V =< B >, es decir, el espacio vectorial VV es generado por B.

EJEMPLO
Verificar si B = {(2,3) (—1,4)} es una base del espacio R?.
Inicialmente, verifiquemos si tal conjunto es linealmente independiente.

Sean a, b en R, tales que, a(2,3) + b(—1,4) = (0,0).
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De aqui, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
2a—b=0
3a+4b=0

El determinante del sistema es diferente de cero:
_12 -1 _
A= |3 4|—1ysesabeque1qt0..

Se deduce que, la solucion del sistema es la trivial y unica; por lo tanto,
a =0 =b, con lo cual, el conjunto B = {(2,3) (—1,4)} es linealmente
independiente.

Veamos que B genera a R?, es decir, que R? =< B >.

Para el efecto, probemos que cualquier vector (x,y) € R? es
combinacion lineal de (2,3) y (—1,4); asi que,

a(2,3) + b(—1,4) = (x,y).

De aqui se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

2a—b=x
3a+4b =y
De donde,

_ 12 -1 _
A= |3 . | = 11.
x -1
Aa—|y 4|—4x+y.
2 x
B = |3 y
Y en concordancia con la Regla de Cramer, se tiene en definitiva

|=2y—3x.

que

_Ax+y b_Zy—3x

=11 11
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De este modo, si (x,y) = (8,7), por ejemplo, entonces:

32+7 30
T T
14 — 24 10
b=—m =711
Y por ello,

78 117) (10 40) _ (88 77)

30(23)+< 10)( 14)—( +
117 11 11 11 4’11 11’11

= (8,7).
Esto indica que, < B > =< (2,3),(—1,4) >= R2
Y con esto se ha probado que B = {(2,3) (—1,4)} es una base de R2.
|
EJEMPLO
{1,x,x2,x3,--,x™,--- } es base de P[x].
Obsérvese que esta es una base infinita.
TEOREMA
Sea V un espacio vectorial sobre K y B  V un conjunto no vacio.

B es base de V, si y solo si, todo vector de V se puede expresar como
combinacion lineal de los vectores de B, de manera unica.

DEMOSTRACION
=)
SeaB = {A44,4,, ..., Ay} unabase de V.

Entonces, Bes linealmente independiente y < B > =V por definicion.
Luego. todo vector A € V estal que, A = }[-, a;4;,a; € K.
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Se debe probar que esta es la Ginica manera. Supongamos que no es la
Unica; entonces, existen b; € K, tales que, b; # a;, de modo que, A =
Y1 bA;; es decir,

i=1 i=1
Esto es,
n n
Z aA; — Z bA; = 0
i=1 i=1
O mejor,

Z(ai — b)A; = 0.

=1
Pero B es linealmente independiente, por tanto, para que esto ocurra,
a; — b; = 0 para todo i; y esto implica que, a; = b; cualquiera que sea el
indicador i. De este modo, a; # b; y a; = b;; lo que sefiala que no podemos
suponer que A no se puede interpretar de manera Uinica en < B >.

(=)
Supongamos ahora que, todo vector de V se puede interpretar de manera
Unica en < B >; esto significaque, < B >=1V.

Debemos probar que B es linealmente independiente.
Seaa 4, + a4, + -+ a,A, = 0.

Como 044 + 04, + ---+ 04,, = 0, ocurre que a; =0,a, =0,---,a, =0,
esto dado que solo existe una manera Unica en < B > de conseguir el
vector 0.

Por lo tanto, B es linealmente independiente.

69



70

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

DEFINICION

Sea IV un espacio vectorial sobre K,y M c V no vacioy M # {0} (este es
linealmente dependiente). M es subconjunto maximalenV si,

1) M eslinealmente independiente.
2) siM c N c V,entonces N es linealmente dependiente.

EJEMPLO

1
Mostar que p;(x) =sx(x—a), p,(x) = —(x - D(x + 1), p3(x) =
%x(x + 1) es un conjunto maximal para P, [x].

Se requiere verificar, en principio, que p;(x),p.(x) y p3(x) es
linealmente independiente.

Escojamos reales a,b,c tales que, %x(x -1 —-bx—-Dx+1)+

%x(x + 1) = 0, que es independiente del valor de x.

De este modo:

Six = 0, se obtiene b = 0.

Six =1, %(1+1)=c=0.

Six = —1, se encuentra que a = 0.

Luego, el conjunto {p, (x), p,(x), p3(x)} es linealmente independiente.

Ahora verifiquemos, por ejemplo, que {p;(x),p,(x),p3(x),ps(x)} es
linealmente dependiente, siendo p, (x) cualquier otro polinomio de P,[x].

Podemos mostrar que cualquier otro polinomio de P,[x] estd en
< p1(x), p2(x),p3(x) >; de este modo, si es p,(x) tal polinomio, por
teorema anterior, queda probado que el conjunto
{p1(x), P2 (x), p3(x), p4(x)} es LD (linealmente dependiente).
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Seap,(x) = a + bx + cx?.
Calculemos escalares mq, my, M3, tales que myp,(x) +

myp,(x), +msp;(x) = a + bx + cx?. Especificamente se tiene:

p1(x) = %x(x —a)—my(x—1(x+1) +%x(x +1)
= a+ bx + cx?

Nuevamente,

Six=0, m, =a.

Six=1m3=a+b+c.

Six=-1, my=a—-b+c.

Al haber encontrado los valores de m;, m, y ms se ha demostrado que,
en efecto, el conjunto de vectores p;(x),p,(x) y p3(x) de P,[x] es un
conjunto maximal.

Asi, si queremos expresar 10 — 8x + 7x2, como combinacién lineal de los
elementos de este conjunto maximal, escogemos:

my = 25,m2 = 10, ms = 9.

De modo que,

25 9
7x(x—1)—10(x—1)(x+1)+§x(x+1)
25 9
=7(x2—x)—10(x2—1)+§(x2+x)
B e 5 10 2+10+9 2+9
=X 7 X X S X"t ox
=10 — 8x + 7x2

Con esto, hemos probado que, {p; (x), p,(x), p3(x), p4(x)} es linealmente
dependiente; luego, {p, (x), p,(x), p3(x)} es maximal en P,[x]. Y como se
ha probado en intermedias, es una base de P,[x]. Esto nos da seguridad
para enunciar el teorema que sigue.
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TEOREMA

Sea IV un espacio vectorial sobre (K,+,,))yB € V.

B es una base de V, si y solo si, B es subconjunto maximal en V.
DEMOSTRACION

=)

Sea B una base de V' y probemos que B es maximal.

Por hipétesis, B es linealmente independientey < B > = V.

Debemos probar que, B es linealmente independiente, y que siB c N c
V propiamente, N es linealmente dependiente.

La hipétesis prueba que B es LI.

Ahora bien, como todo vector A € V es tal que A €< B >, entonces siendo
T = B U {A}, T es linealmente dependiente; asi, B es maximal en V.

(=)

Supongamos ahora que B es maximal en V. De este modo, B es
linealmente independiente, y paratodo T, talque B c T c V,estalque T
es linealmente dependiente. Ya se sabe que B es linealmente
independiente; solo debemos probarque < B > = V.

Como T contiene propiamente a B, existe A € T, tal que, A € B. De este
modo, B U {4} es linealmente dependiente, y como B es libre, entonces
por teorema anterior, A €< G >; porlotanto, < G >=V.
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EJERCICIOS

1.

Muestre cudl de los siguientes conjuntos de vectores configuran una
base de R3:

a) {(1,1,1)(1,-1,1) (0,1,0)}.

b) {(1,2,3) (1,0,1) (0,—1,2)}.

) {(0,0,1) (0,1,—1) (=1,1,0)}.

d) {(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)} (base candnica de R?).

Cudles de los siguientes conjuntos de los vectores forma una base
para C* definido sobre R. Repita la demostracién tomando el espacio
vectorial respectivo definido sobre C.

a) {(,0,0,0) (0,i,0,0) (0,0,i,0) (0,0,0,1)}.
b) {(1,0,0,0) (1,1,0,0) (1,1,1,0) (1,1,1,1)}.
o {(1,1,1,1) (G,4,,4) (0,1,0,1) (3,0,i,0)}.

Sea D el conjunto de funiones de variable real, infinitamente diferenciables
sobre [0,1]; este conjunto forma un espacio vectorial. Determinar una base
para este espacio, si esto es posible (serie de Taylor).

Muestre si,
{((1) _01) ’ (; (1))} es base de M,.
Calcular una base de M.

Muestre que los tnicos subespacios de R3 son {0}, R? y planos que
pasan por el origen de coordenadas.

DEFINICION

Un conjunto B que es base de un espacio V, siendo finito, determina una

base finita de V; de este modo, la cardinalidad de B o cantidad de

elementos de B expresada por #B, se llama dimension del espacio V. B

es una base infinita si no es finita.
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TEOREMA

Sea {44, ...,4,} un conjunto finito de generadores de un espacio V' y
{B4, By, ..., B} linealmente independiente en V, entonces s < n.

DEMOSTRACION

Debemos probar que todo conjunto de mas de n vectores, es linealmente
dependiente.

Supongamos que s £ n, es decir, que s > n.

Como {A4, ..., A,,} es generador de V, existen escalares i 1<i<s, i<
j < nenkK,tales que,

n

B1 = a11A1 + alez + -+ alnAn = Z ale'
j=1
n

Bz = a21A1 + azzAz + -+ aZnAn = 2 azj A;
j=1

n
BS = aslAl + aszAZ + -+ asnAn = ZaSjA-
j=1

Notese que los a;; no son todo nulos.

De este modo, si existen escalares c,c; ..., cg, tales que, ¢;B; + ¢, B, +
-+ ¢;B; = 0, se encuentra que,
n n n

Clzalej+C22a1jAj+---+CSZa1jAj =0

j=1 j=1 j=1
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Esto es,

N

D) (a4 =0

i=1 j=1

que puede escribirse como sigue:

z C; (i(ciaij))Aj = 0.

j=1 i=1
es decir, se factoriza cada A;.
Asi, se consigue una expresion de la forma:

(c1a11 + €201 + -+ + c5a51) A + (c1a42 + 205, + -+ + C5a52) A
+ -+ (Claln + CrQq1p + -+ Csasn)Aj = 0.

Dado que, {4, ..., A, } generaaV, en este caso, al vector 0, debe darse que
(esta es una forma por lo menos de generar a 0):
C1aq1 + €051 + -+ csa51 =0

C1Q4> + (X5 + -+ CsQgp = 0

C1Qqp + CoQypy + -+ Csa, = 0
Y dado que s > n, este es un sistema de n ecuaciones por s variables (mas
variables que ecuaciones), existen infinitas soluciones, aparte de la
trivial, no todas nulas; es decir, existe al menos un¢; # 0,donde 1 < i <
s.

Asi que, ¢;B; + ¢;B, + -+ ¢4B; = 0, a pesar de que algun c; # 0. Por
tanto, {By, ..., Bs} es linealmente dependiente. Pero esto es absurdo, ya

que es linealmente independiente. Por tanto, no podemos suponer que
s >n,conlocual, s <n.

75



76

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

COROLARIO

Si dos conjuntos {4;, 4, ..., Ay} y {B1, B, ..., Bs} son bases de un espacio
V, entonces p = s.

DEMOSTRACION
Llamemos G = {Al,AZ, ...,Ap} y H={By,B,, ..,Bs} como ambos
conjuntos son base de V, razonamos asi:

a) <G>=V (GgeneraaV)y H eslinealmente independiente, por
tanto,s < p.

b) <H>=V V (HgeneraaV) yH eslinealmente independiente,
por tanto, p< s.

De a) y b) se sigue que p = s, tal como queriamos probar.

Obsérvese que el corolario muestra que la dimensién de un espacio finito
es Unica; es decir, si el espacio IV posee dimension finita, otra base de IV
también es finita, esto es, no puede ser infinito.

||
DEFINICION

Un espacio V se dice de dimensién r, si tiene una base de r vectores, y
escribimos dim(V) =r.
En este caso, se dice que el espacio es finito.

TEOREMA

Sea V un espacio de dimension finita, y sea {4;, 4,, ..., As} linealmente
independiente, entonces existen vectores Ag,q,..,A, tales que
{44, ..., A5, Agyq ..., Ap} esuna base de V.
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DEMOSTRACION

Supongamos que G = {A4;,4,, ..., As} es linealmente independiente; si <
G > = V,entonces G es base de V, y en este caso, no hay nada que probar.

Si G no generaaV, existe un vector A, 4, tal que, Ay 1 €< G >; por tanto,
por teorema anterior, G U {45} es linealmente independiente.

Ahora, si < G U {As;1} > =V, la demostraciéon terminaria; si esto no
ocurre, existe un vector A, € V,tal que, G U {A;,1, A5, } eslinealmente
independiente.

Sucesivamente se puede agregar vectores, de manera que:
1. El conjunto obtenido es linealmente independiente.

2. Si el conjunto obtenido no genera a V, se puede agregar otro vector.
Pero V es finito, asi existe un conjunto finito, digamos de r
generadores, y como los conjuntos obtenidos son linealmente
independientes, por teorema anterior no pueden tener mas de r
vectores; esto indica que el proceso termina en alguna parte. Esto
demuestra el teorema.

|
COROLARIO

Si V es un espacio no nulo, de dimensidn finita, VV tiene al menos una
base.

DEMOSTRACION
Si V es un no nulo, existe un vector 4; # 0.

Por teorema anterior, {4,} es linealmente independiente. De aqui en
adelante, es valido el teorema anterior.

77



78

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

TEOREMA

Si V es un espacio tal que, dim(V) = r, todo conjunto linealmente
independiente de r vectores de V, es una base de V.

DEMOSTRACION
Como dim (V) = r, existe una base {4;, 4, ..., A, }.

Supongamos que {Bj, By, ..., B, } es linealmente independiente en V; por
teorema anterior. podemos ampliarlo hasta conseguir una base de V;
pero, por corolariol, toda base de V posee r vectores; asi que,
{B1, By, ..., B,}, no necesita ser ampliado, es decir, es una base de V.

Por lo que se habia visto en los teoremas anteriores construir bases para
un espacio finito (de dimensidn finita), es una tarea sencilla.

||
EJEMPLO

Construir una base para R2.
Es sabido que {(1,0), (0,1)} es la base candnica de este espacio vectorial.

De modo que, por un corolario anterior, cualquier base debe contener
exactamente dos (2) vectores.; por el ultimo teorema demostrado, dos
vectores linealmente independientes de R?, forman una base.

Pero bien, si (a, b) € R?, y es tal que, (a, b) # (0,0), un teorema anterior
ratifica que {(a,b)} es linealmente independiente. Ahora, debemos
escoger otro vector (c,d), tal que (por teorema anterior) (c,d) ¢ <
{a, b} > para que el conjunto {(a,b), (c,d)} sea, sin duda, linealmente
independiente. Asi que, debemos tomar (c,d) # (ka, kb), k € R.

1 . . . . .
Lo que se ha visto en los teoremas anteriores, construir bases para un espacio finito (de
dimensién finita), es una tarea sencilla.
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Por ejemplo, podriamos tomar (c,d) = (ka, (k + 1)b), k € R, y de este
modo, el conjunto {(a, b), (ka, (k + 1)b)} es una base de R?.

Por ejemplo, el conjunto {(2,3) (6,12)} es base de R?. N6tese que hemos
hecho k = 3.

Si tomamos k =0, se obtiene el conjunto {(2,3) (0,3)} que,
indudablemente es base de R?.

Se debe observar que, (0,0) no puede aparecer en la base; asi, se debe
buscar restringir este caso. Por ejemplo, se debe evitar que (a, b) = (1,0),
es decir, evitar que k =0, ya que, en este caso, (k1,(k+ 1)b) =
(0% 1,1%0) = (0,0).

Puede demostrarse con relativa facilidad que en general, si
{A;,A,, ..., A, } es una base de un espacio vectorial V, también lo es el
Conjunto {AIJ A1 + AZiAl + AZ + A3, ...,A1 + AZ + -+ AT}

EJEMPLO
Construir una base para R3.

Aqui, debemos recordar que dim(R3) =3, dado que, el conjunto
{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es base de R3,

Asi, elegimos a,b,c € R3, tal que, (a,b,c) # (0,0,0); luego, (a,b,c) es
linealmente independiente. Ahora bien, sea (m,n,p) € < {(a,b,c,) >;
asi, el conjunto {(a, b,c), (m,n,p)}, es linealmente independiente.

Es decir, debemos escoger (m,n,p) # < (ka,kb,kc) >, k #0,k € R.
Hemos escogido k # 0 para evitar riesgos; por ejemplo, podemos tomar
(m,n,p) = ((k — Da,(k+ 1)b,(k + 2)c); asi, se evita este tipo de
riesgos.

De modo que, el conjunto {(a,b,c), ((k —1a, (k+ 1)b, (k + 2)0)} es

linealmente independiente. Ahora se debe escoger.
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(wv,w) & {(ab,c),((k—Da,(k+1)b, (k + 2)c)}.
Es decir,

(w,v,w) # (xa,xb,xc) + (y(k — Da,y(k + Db, y(k + 2)c)}; x
ER,y €R.

Esto es,
(w,v,w) # ([x + y(k — D]a, [x + y(k + 1)]b, [x + y(k + a)c]).
Por tanto, podemos escoger,
(w,v,w) # [[x +y(k — D]a,[x + y(k + 1)]b,[x — y(k + 4)]c}
Veamos un caso particular:
Si(a,b,c) = (1,2,3) y escogemos inicialmente k = 1, se tiene,
(mn,p) = ((k — Da, (k + Db, (k + 2)c) = (0,4,9).
Ahora, escojamos x =1, y = 1, con lo cual,
(wv,w)=((1-1D]1, [1+1(2)]2,[1 + 1(5)]3) = (—3,6,18).

De este modo, el conjunto {(1,2,3),(0,4,9),(—3,6,18)}, es base de R3;
Unicamente bastaria probar que es linealmente independiente, hecho
que queda demostrado en el proceso.

Sin embargo, si hacemos:
a(1,2,3) + b((0,4,9) + c(—3,6,18) = (0,0,0), se sigue que:

a—3c=0
2a+4b+6¢c=0
3a+9p+18c =0
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Y dado que el determinante del sistema de ecuaciones es cero, se sigue
que:a=0,b=0,c=0.

1 0 -3 1 0 -3 1 0 -1
A=12 4 6(|=2x3|1 2 3|=2x3x3|]1 2 1
3 9 18 1 3 6 1 3 2
1 0 -1
=18|10 2 2|=0.
0 3 3

Ahora, preocupémonos exclusivamente de la dimension de los espacios
vectoriales, para el efecto recordemos la definiciéon de Dimensién de
Espacio Vectorial.

DEFINICION

Un espacio V se dice de dimensidén n, si tiene una base de n vectores y
escribimos en ese caso dim(V) = n. Se dice en este caso que V es un
espacio finito. {0} tiene dimension cero.

TEOREMA

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y S un subespacio de V,
entonces:

1. S tiene dimension finita.
2. dim(S) < dim(V).
3. dim(S) = dim(V)siysolosi,S =V.

DEMOSTRACION

Sea B ={A;A,,...,A,} una base de V y sea H ={By,B,, .., B}
linealmente independiente en S; por tanto, también lo es en V, dado que
S c V.Porestarazdén, < B > =V y B es linealmente independiente. Por
teorema anterior (B es generador y H es linealmente independiente), se
sigue que, r < n.
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Por otra parte, existen vectores B,,q, -, B, tales que, {By,B;,**, B,
Bje,4, ..., Bs} esbase de S, y por tanto, conjunto maximal en S; esto implica
que es linealmente independiente, por tanto, r < n; luego, dim(S) <
dim (V). Asi, S tiene también dimension finita.

=)

Si dim(S) = dim(V), entonces existe una base de n vectores
{B1,B,,+, By} para S; pero n vectores de V, linealmente independientes
son una base de V; asi, todo A € V, es tal que, A €< {B4, B,, ..., B, }; luego
V' € S,y como por hipdtesis S € V, se sigue que V = §S.

(=)
SiS =V, es claro que dim(S) = dim(V).
NOTA

Dado un espacio V de dimensién n, solo tiene un subespacio de
dimension n, que es el mismo V; y un solo subespacio de dimension cero,
que es {0}.

Sidim(V) = n, entonces tiene:
1 un subespacio de dimensiéon n

1 subespacio de dimensién 0

(n f 1) subespacios de dimensiéonn — 1
n 1 . e
(n _ 2) subespacios de dimension n — 2

(711) subespacios de dimension 1

Es decir, en total posee 2" tipos de subespacios.
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COROLARIO
Si Sy P son subespacios de un espacio V, entonces:

1. SiS c P; dim(S) < dim(P).
2. SiSc P y dim(S) = dim(P), entonces,S = P.

DEMOSTRACION

Esto es claro, dado que: si S; y S, son subespacios de V' y §;
S,, entonces S; es subespacio de S,.

|

DEFINICION

SiV = S®P, se dice que S(P) es complemento de P(S) respecto de V.
TEOREMA

Sean S y P subespacios de V, donde dim(P) =n y tales que S c P;
entonces, existe por lo menos un complemento de S respecto a P.

DEMOSTRACION

Como dim(P) =n y S c P,entonces dim(S) = P y tal que r < n; por
tanto, existe una base para S de r vectores, {4,,4,,...,4;,} que es
linealmente independiente en P; como r < n. existen {4,;1, 4,42, .-, An}
tales que {A4,4;,...,4,41,A742,...,Ay} es base de P. Por tanto, es
linealmente independiente y genera a P.

Llamemos por W el subespacio < {A,;1, 4,42, ..., Ay} >y probemos que
W es el complemento de S con respecto a P.

Llamemos R =S+ W; asi R2S y R 2 W;ademas, {4,,4,,...,4,} S
R, por tanto, < {A;,4,, ..., A,} >S R ya que R es subespacio; luego, R =
P,esdecirR=P=S+W.
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Ahora bien,seaA € SnW.
De este modo,
A=aA + -+ a4,
A= ary14ri o+ a4y
De aqui, se sigue que:
0 =a,4; +a,A, + -+ a,Ar —ay 14,41 — " — A A,
Pero el conjunto {4, 4,, ..., A, } es linealmente independiente, por tanto,
Ay =0a; = =0Qr —Qpyq = =0y = 0.
Esdecir,A =0;conlocual,P =S @ W.
COROLARIO
dim(W) = dim(P) — dim(S).
DEMOSTRACION

Vimos que P = S @ W,donde {44, 4,, ...,A,}esbasede S y {A, 41, ..., An}
base de W.

Ademas, dim(P) = n; asi que, n = dim(P) = dim(S) + dim(W) =r +
(n—r).

Esto es, dim(W) = n — r = dim(P) — dim(S); donde W es complemento
de S, P es el espacio de referencia y S es un subespacio arbitrario de V.

TEOREMA
SiV es un espacio de dimension finitay S, S, subespacios de V, entonces,

dim(S; + S,) = dim(S;) + dim(S,) — dim(S5; N S,).
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DEMOSTRACION

Como V es de dimensidn finita, cualquier subespacio de V es de
dimension finita.

Como S; NS, S S,, sea W complemento de S; NS,; asi que, W c
S,y §NnS,cSypor lo cual, W& (S;nS,) =S5,. De este modo,
dim(W) = dim(S,) —dim(S5; nS,) ().

Ahora probemos que W es complemento de S; respecto a §; + S5.

Dadoque, W NS; SWnN(S;NS,)yWnS, € W,setieneque, WNS; <
W n(S,NnS;) ={0};luego, W NnS; = {0} ya que son subespacios.

Por otra parte, (S5, NS;) € S;; luego, W+ S, =W+S;,+(S5,nS,) =
[W + (52 N Sl)] + Sl = SZ + Sl'

Asi que,
W+S8;,=5,+5;;ycomo W nS; = {0}, sesigue que, W @ S; =S, + S;.
Por tanto,
dim(W) = dim(S, + S;) —dim(S;)  (2).
Asi, de (1) y (2), resulta,
dim(S,) — dim(5; N S,) = dim(S; + S,) — dim(S;).
Por tanto,
dim(S; + S,) = dim(S;) + dim(S,) — dim(5; N S,).
Este teorema se denomina 7Teorema de la Dimension.
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EJEMPLO
Sea el espacio R3® y sea S; =< {(1,0,0),(0,1,0)} > y S, tal que, S, =
{(a,b,c) € R3/a+b+c=0}.
Calcular S; + S, y S; N S, y verificar el teorema anterior.
SOLUCION
Es claro que dim(S,;) = 2.
Preocupémonos ahora por encontrar una base para S,.
(1,-1,0) € S,; (0,1, -1) €S, y (1,0,—1) € S,.
Es dado que {(1,—1,0), (0,1,—1)} es linealmente independiente; en
cambio, {(1,—1,0), (0,1,—1)(1,0,—1)} es linealmente dependiente.

Sea (a,b,c) €S, asi a+ b+ c=0; mostremos que, m(1,—1,0) +
n(0,1,—1) = (a, b, ¢); asi que, (m, —m, 0) + (0,n, —n) = (a, b, ¢); esto es,
(m,—m +n,—n) = (a,b,c).Dedonde, m = a,n = —c y —m+n = b;es
decir, —a — ¢ = b; o mejor, a + b + ¢ = 0; lo que indica que, {(1,—1,0),
(0,1,—1)} genera a S,. Por tanto, dim(S;) = 2 (1)

Es claro ya que, geométricamente representa a un plano.

Busquemos ahora el subespacio S; N S,, el cual estd conformado por
ternas (a,b,c) ER3, tales que, a+b+c=0, y m(1,-1,0)+
n(0,1,—1) = (a, b, c); 6 sea que (m,n,0) = (a, b, c), de donde, debe ser
el casoque,c = 0,m =a,n = b,talesque,a+b=m+n=0.

Luego (S; N S,) = {(a,b,c) € R¥/a + b = 0}.

Resulta facil comprobar que, {(1,—1,0)} es base de (§;NS,), y asi,
dim(S;nS,) =1 (2).
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Se debe observar que el conjunto {(1,0,0), (0,—1,0)} no puede ser base,
ya que, ninguno de los dos vectores esta en (S§; N S5).

Ahora calculemos S; +S,; para ello, podemos trabajar sumando
Unicamente las bases.

Tenemos que la base de S; es {(1,0,0), (0,1,0)} y la base de S, es
{(1,-1,0), (0,1,—1)}.

Ocurre que, (0,1,—-1)¢ {(1,0,0), (0,1,0)}, por tanto, {(1,0,0),
(0,1,0),(0,1,—1)} es linealmente independiente; y como S; + S, es
subespacio de R3, se tiene que, dim(S; + S,) < 3.

Luego, {(1,0,0), (0,1,0),(0,1,—1)}, es base de S; + S, y dim(S; + S,) =
3;estoes, (S; +S,) = R3.

Asi, tenemos los siguientes resultados:
dim(S; +S,) =3, dim(S;) =2, dim(S,) =2,dim(§5;nS,) =1.
Y como 3 =2+ 2 — 1, se sigue que,
dim(S; + S,) = dim(S;) + dim(S,) — dim(5; N S,).
EJERCICIOS

En los problemas que siguen, verifique el Teorema de la Dimension,
calculando. como se sobre entiende, (S; + S,) y (§; N S3).

1) Dado el espacio R3® y S; =<{(321),(1,23)}>y S, =<
{(1,0,1)(0,1,0)} >.

2) DadoR3yS; = {(a,bh,0)/Ja=b}y S, ={(a,b,c)/a+b=c}.
3) DadoR3y S, =<{(1,4)} > y S, =<{(0,5)} >

4) Mostrar que el conjunto de funciones de valor real, definidas
sobre el intervalo [0,1] y derivables un numero infinito de veces,
es de dimension infinita.
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5)

6)

7)

8)

9)

10)
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Demostrar que un espacio vectorial que contiene un subespacio
de dimension infinita posee dimension infinita.

A partir del conjunto {(1,1,1,1), (0,1,0,1)(1,0,2,0)} construya una
base para R*.

Cuales de los siguientes conjuntos de vectores, son base de P,[x]:
a) 1—3x+2x%1+x+4x%1—7x.

b) 4+ 6x + x%,—1 + 4x + 2x2,5 + 2x — x2.

c) 1+ x+x?%x+x2 x>

d) —4+ x + 3x2,6 + 3x + 2x2%,8 + 4x + x>.

Muestre que el conjunto formado por los siguientes vectores, no
es una Unica base de M,.,:

G S OB, DG

Sea V el espacio generado por V; = Cos?x,V, = Sen?x ,V; =
Cos2x:

a) Muestre que, S = {V;,V,,V3} no esbase de V.

b) Encuentre una base de V.

Determine la dimensién y encuentre una base del espacio
solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) x;+2x,=0
X, +x3 =0.

b) x+y+z=0
3x+2y—z=0.
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c) Ix—4y+z=0
4x + 8y — 3z = 0.
2x+y—2z=0.

11) Determine la dimension de cada uno de los siguientes
subespacios de R*:

a) Todos los vectores de la forma (a, b, c, 0).

b) Todos los vectores de la forma (a,b,c,d), donde, d = a +
b,c=a-—b.

c) Todos los vectores de laforma (a, b, c,d),donde,a = b = ¢ = d.

12) Sea {V,,V,,V3} base de un espacio V; muestre que,
{A,A;, A3} esunabasedeV,donde A; =V, A, =V, +V, y A3 =
Vi+V,+ Vs

13) Para que valores de 4, los siguientes vectores forman una
base de R3:

(-3-2) (-22=2) (-z-22)
) 2 ) 2 ) 2 ) ) 2 ) 2 ) 2 ) -
14) Determinar la dimensiéon de la suma de los siguientes

subespacios de R3, donde:

Si=[(xy,2) ER®/x+y =2z}
S, =[(x,y,z) ER® /x —z = 0}.

NOTA

dim(S§;®S,) = dim(S;) + dim (S,), conclusién logica del teorema
respectivo, dado que, dim({0}) = 0.
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1.14 COORDENADAS DE UN VECTOR

Sea V un espacio vectorial de dimension n (dim(V) =n) y sea
{A,A,, ..., A, } una base de V. De este modo, probamos que, si A €V,
existen unos Unicos escalares a4, a,, ...,a, en el cuerpo K, tales que,
a4, + aA, + -+ a A, = A

Esto nos dice que, una vez fijada una base para V, cualquier vector A € V
se representa de manera Unica en el espacio generado por su base.

Si consideramos la base ordenada, podemos interpretar los escalares
como una n-upla ordenada (a4, a,, ..., a,), para cada vector A € V.

Obsérvese que, como la base de V posee n vectores, esta puede ordenarse de
n! maneras; asi que, podriamos encontrar n! n-uplas ordenadas para
interpretar a un mismo vector; por esto, solo se toma una base ordenada fija.

La n-upla ordenada (a4, a,, ...,a,) se llama vector coordenado o solo
coordenadas de A respecto a a la base ordenada dada, y esta base se
llama Base de Referencia.

Queda claro, por lo explicado con anticipacion, que las coordenadas de
un vector dependen de la base y del orden en que se han tomado los
vectores de ésta.

EJEMPLO

Si en el espacio de las funciones continuas de variable real, tomamos el
espacio generado por las funciones Sen?x, Cos?x, es facil probar que,
{Sen®x, Cos?x} es una base de tal espacio.

Si fijamos ese orden de referencia, puede observarse que las
coordenadas del vector Cos2x son (—1,1). La funcion (1), tiene como
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coordenadas (1,1); asi que, para indicar un vector dadas todas las
estipulaciones anteriores, es suficiente con indicar sus coordenadas.

Supongamos que se tienen los vectores A y B indicadas por sus
coordenadas en una base. Entonces, al sumar estos vectores se forman
sus coordenadas respectivas, y al multiplicar un vector por un niimero,
todas sus coordenadas se multiplican por tal escalar.

Asi, en el ejemplo anterior, si queremos expresar las coordenadas de 1 +
Cos2x, sumamos vectorialmente (—1,1) + (1,1) = (0,2); es decir, 1 +
Cos2x = 2Cos?x. Del mismo modo que, 5Co0s2x, tiene como
coordenadas a la dupla (-=5,5).

Si las coordenadas del vector A son (a4, as, ..., a,), es usual escribir o
determinar el vector A como A = (a4, ay, ..., a,)-

Notese que, en ultima instancia, hemos construido una funcioén:

Tg:V - K", de modo que, Tz(A) = (aq,ay,..,a,), donde queda
especificado que V es el espacio, B su base, A € V y K", las n-uplas
ordenadas sobre el cuerpo K; y resulta obvio, por la conformacion de K™,
que este es en si mismo, un espacio vectorial definido sobre K y de
dimension finita. Ty se denomina Transformacién Coordenada.

EJEMPLO

Calcular las coordenadas de un vector (a, b) respecto a las siguientes
bases en el espacio R?:

a) {(0,1)(1,1)}
b) {(1,2)(1,1)}
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SOLUCION

a)

b)

Buscamos m,n en R, tales que, m(0,1) + n(1,1) = (a, b); asi que,
(n,m +n) = (a,b). De aqui, se obtiene: n=a y m=b — a; por
tanto, (a,b) = (b — a, a).

Igualmente, m(1,2) + n(1,1) = (a, b); asi, que, (m +n,2m+n) =
(a, b). De aqui se obtiene:

m+n=a; 2m+n=>b;porlocualm=>b —a,n = 2a —b.
Por tanto, (a,b) = (b — a,2a — b).

Se resuelve de modo similar a los dos casos anteriores.
EJEMPLO

Determinar el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas de
A relativos a
S = {Al' Az, A3, A4}, dOHde:

A=(_21 g);A1=(_01 (1))2142:((1) (1)):A3=((1) 8);A4
=( 1)

Debemos buscar m, n,p, q en R tales que:

m(y o) *nlo o)+ 0)*alp =05 3)
De aqui se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
—-m+n=2
m+n=20
p=-1
q=3
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De lo cual se obtienequen =1,m=-1;p = —1;q = 3.
Por lo tanto, el vector de coordenadas es (—1,1, —1,3).

Queda verificado que {44, A, A3, A4} es base de M,,., , ya que:

_r:zn++nn:= OO = m=n=0.
p=0;qg=0.
Esto es, dim(M,) = 4; dim(M3) = 9.
EJERCICIOS

Calcular las coordenadas del vector X con respecto a los vectores
AB,C:

a) X =(1,00), A=(111), B=(-11,0), € = (1,0,-1).
b) X=(1,11), A=(01,-1), B=(1,10), € =(1,0,2).
©) X=(001), A=(111), B=(-11,0), € = (1,0,-1).
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CAPITULO 2
TRANSFORMACIONES LINEALES

Sean los grupos (R,+) y (R*,") con la adicién y multiplicacién ya
conocidas de los reales.

Consideremos ahorala funcién f: R - R, definida como f(x) = a*,a €
R*,a # 1.Se observa, que f(x + y) = a**¥ = a* - a¥. Nos damos cuenta
de que la operacion interna definida en cada conjunto se preserva. Una
aplicacion f que satisface esta propiedad se llama un Homomortfismo de
R en R* respecto de sus correspondientes leyes de composicidn interna.

Vamos a generalizar esta idea. Sea las estructuras (4,*) y (B,0) donde *
y o son leyes de composicidn interna en A y B respectivamente.

DEFINICION DE HOMOMORFISMO

La funcién f: A - B es homomorfismo respecto de * y o si y solo si, la
imagen de la composicion en A es igual a la composicidn de las imagenes
en B; es decir, si y solo si:

f(axb) = f(a)of (b).
Esta igualdad brinda dos mecanismos para calcular la imagen, a saber:

1) Calcular primero a * b luego su imagen por f.

2) Calcular f(a), f(b) y luego componentes por o.
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CLASES DE HOMOMORFISMO

Sea f: A —» B un homomorfismo respecto de * y o.
1) f esun MONOMORFISMO, siy solo si, f es inyectiva.
2) f esun EPIMORFISMO, siy solo si, f es sobreyectiva.
3) f esun ISOMORFISMO, siy solo si, f es biyectiva.
4) f esun ENDOMORFISMO, siy solo si, A = B.

5) f es un AUTOMORFISMO, si y solo si, f es un endomorfismo
biyectivo; es decir, siy solo si, f es endomorfismo e isomorfismo.

EJEMPLO
Sean los espacios vectoriales (R3,®,®) y (M,,®,®)ysea f:R3 > M,,

tal que:

FeyD=() xyy)
Probar si f es un homomorfismo.
SOLUCION
Sean (xq,v1,21) Y (X2, V2, 2,) en R3, de este modo:
(x1, Y1, 21) + (X2, 2, 22) = (%1 + X2, Y1 + Y2, 21 + 72).

Por tanto,

X1+X2 Zl+ZZ )

fGat x4 Y22+ 22) =(y1+yz X+ 2%+ Y1+ Y,

_ (%1 Z1 X2 Zy _
B (3’1 X1+ }’1) + (yz X, + yz) = f(x1,¥1,21) + f(x2,¥2,22).

Luego f es homomorfismo; ahora veamos a qué tipo de homomorfismo
corresponde.

¢ f es inyectiva?
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Tenemos dos maneras de probar:

a) Dos preimagenes distintas deben poseer imagenes distintas; o su
contrarreciproca.

b) Dos imagenes iguales deben poseer dos preimagenes iguales;
siempre resulta mas util esta segunda alternativa.

Sean,
(x1 Z ) _ (xz Z2 )
Y1 X1ty Y2 X2t Y2
Por igualdad de matrices, y haciendo referencia al Principio de Identidad
de los Objetos Matematicos, se sigue que,

X1 =X2,Y1 = V2,21 = Z2, X1 t Y1 = X2+ Yo
Por tanto, (x4, y;,2;) = (x;,¥,,2,), tal como queriamos probar.
Por tanto, f es un MONOMORFISMO.
. f es sobreyectiva?

Debemos probar que cualquier matriz de M, posee preimégenes en R3;
es decir,

, b
si (Z d) EM, y (x,y,z) enR3

debe ser el caso que,
_(a b ] . X VA
f(x,)’:Z)—(C d)' perof(x'y,z)—<y x+y)
Luego,

x=az=by=cd=x+y.
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Se nota que esta ultima condicién implica que d = a + ¢, hecho que no

3 C .
) no posee preimagenes.

. : (1
siempre se cumple; por ejemplo, la matriz (2 4

Luego f no es sobreyectiva.

Noétese que f no puede ser ENDOMORFISMO y menos AUTOMORFISMO.
EJEMPLO

Consideremos las estructuras (R*,") y (R, +).

Probar que f:R* -> R, tal que, f(x) =log,x,a € R* —{1} es un
ISOMORFISMO.

SOLUCION
Inicialmente probemos que f es homomorfismo respecto de "- " y +".

Tomemos x,y en R*; asi, xy € R*, luego log,(xy) = log,x + log,y
(propiedad de logaritmos); por tanto, log,(xy) = log,x + log,y =

f+f(y) =fxp).
Luego, f es homomorfismo.
¢ f es inyectiva?

Sean f(a') = f(b) dos imagenes, donde a’ € R*,b € R; asi, log,a’ =
log,b; y como a = a, se sigue que,

al°9aa" = glogab 1o que implica que a = b.
Por tanto, f es un monomorfismo.
i f s sobreyectiva?
(Paratodoy € R, existe x € R*, tal que log,x = y?
De aqui se sigue que, x = a”, y como a € R, f es sobreyectiva.
Por tanto f es epimorfismo.

Dado que, f es monomorfismo y epimorfismo, fes isomorfismo.
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EJERCICIOS

1) Demostrar que la aplicacion f:Z — {—1,0,1} tal que f(x) = sign(x)
es monomorfismo respecto de la multiplicacién de ambos conjuntos.

2) Sea (R,) y n €N; probar que f:R* > R tal que f(x) =x" es
automorfismo si n es impar.

3) Sea M, el conjunto de las matrices cuadradasy sea f: M,, = R tal que

f(A) = det(A). Probar que f es homomorfismo y epimorfismo
respecto de la multiplicaciéon en ambos conjuntos.

4) Sean (Z,+)y (Z,,+) donde Z,, = {kn/k € Z}. Probar que g,:Z - Z,,
tal que, g,,(x) = nx es un isomorfismo.

NOTA

Por la definiciéon de homomorfismo, estos CONSERVAN LAS ESTRUCTURAS
del dominio y del codominio; por lo tanto, un homomorfismo de ESPACIOS
VECTORIALES debe ser una funcién que conserve las dos operaciones que
definen la estructura de espacio vectorial.

DEFINICION DE TRANSFORMACION LINEAL

Sean (V,+,) y (W,®,®) dos espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo (K, +,").

La funcién f:V — W es una Transformacién Lineal u homomorfismo, si

y solo si,

1) La imagen de la suma de vectores en V' es igual a la suma de las
imagenes en W; es decir, f(A + B) = f(A)®f (B).

2) Laimagen del producto de cualquier escalar para todo vector de V, es
igual al producto del escalar por la imagen del vector en W; es decir,

f(ad) = a®Of (A).
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La clasificacién de homomorfismo de espacios vectoriales es idéntica ala
vista con anterioridad.

NOTA

En lo que sigue, se evita escribir @ y ©, y en su lugar, sesefala”" + "y " -
". Se debe entender que (V,+,") y (W, +,") son espacios distintos y por
ende sus operaciones tienen distintas reglas de formacidn.

EJEMPLOS

1. Sean los espacios (R3, +,) y (R?, +,7).

La funcién f:R3 -» R?, tal que, f(x,y,z) = (x+y+2zx +7y) es una
transformacion lineal.

SOLUCION

a) Si(xy,y1,21)y (x3,v,,2,) pertenecen a R3, entonces,

f((x1;3’1;z1) + (XZ:YZ»ZZ)) =f(x1+ 22,91 t¥2,21 +25) =
= ((xl +x)+ 1t y) + (21 +22), (g +x3) + (1 + }’2))

= +y+2z)+ (a+y, +25), (1 + 1)
+ (%2 +y2)) =
= (x1+y1 +2z,x0 +y1) + (2 Y2+ 25, x5 + y3)
= f(x1,¥1,21) + [ (x2, Y2, Z2).

b) Si (x,y,z) estaen R3 y k € R entonces,

f(k(x,y,2)) = f(kz ky, kz) = (kx + ky + kz,kx + kz) =
=k(x+y+zx+y)=kf(x,y,2).

De a) y b), se concluye que, f es homomorfismo.

¢ f es inyectiva?
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Obsérvese que, (1,2,3) # (0,3,3) en R3, y sin embargo, f(1,2,3) =
£(0,3,3) = (3,3).

Por tanto, f no es inyectiva.
¢ f es subyectiva?

Si (a,b) € R? debe existir (x,y,z) en R3, tal que f(x,y,z) = (x+y+
z,x +y) = (a, b) hecho que es obvio; suficiente contomarz = a — b, x +
y = b. Es mas, existen infinitas ternas que poseen como imagen a través
de f ala pareja(a, b), dado que la ecuaciéon x + y = b (ecuacién de una
recta) posee infinitas soluciones.

Esto nos indica que f es EPIMORFISMO.

2. Sean los espacios vectores (R3,+,") y (R?,+,). f:R3 > R? tal que
f(x,y,z) = (y,z). Probar que f es epimorfismo de espacios vectoriales.

SOLUCION
En efecto,
a) f((X1JJ’1’Z1) + (xZ»YZ:ZZ)) =f(x+ %2, Y1 + Y221 + 23) =

V1t Y221+22) = V1, 21) + V2, 22) = f(x1,51,21) +
f(fonyZZ)-

b) f(k(x, y, z)) = f(kx, ky, kz) = (ky, kz) = k(y,z) = kf(x,y, 2).
De a) y b), se concluye que f es homomorfismo.
c) ¢fesinyectiva?

f NO es inyectiva ya que (1,2,3) # (5,2,3), sin embargo, f(1,2,3) =
£(5,2,3) = (2,3).
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El lector debe observar aqui, que un solo ejemplo es suficiente para
demostrar un hecho negativo, pero un resultado positivo requiere de
una demostracion general.

d) /f essobreyectiva?

f es sobreyectiva, ya que, toda pareja (a, b)en R? tiene al menos una
preimagen en R3, de la forma (0,a,b). Obviamente hay infinitas
ternas que tienen como imagen a (a,b) y son de la forma (k, a, b),
donde k € R.

De lo anterior, se concluye que f es epimorfismo de espacios
vectoriales, pero no monomorfismo.

3. Sea V = (][0,1] el espacio de las funciones continuas de variable real
definidas en [0,1] y sea W el subespacio de C[0,1] de todas las funciones
reales con primera derivada continua sobre el intervalo [0,1]; y sea
D:W - V,tal que, D(f) = f'. Entonces D es una transformacion lineal.

SOLUCION
En efecto,

1) Sify g estanen W, por propiedades de la derivada, se tiene que,
Dif+9)=(+9) =f"+9 =D({)+D(9.

2) D(kf) = (kf) = kf" = kD(f).
/D es inyectiva?
D NO es inyectiva, dado que, por ejemplo, f(x) =5y g(x) = 3 son tales
que,
f'(x) =0y g'(x) = 0, sin embargo, f(x) # g(x).
Esmas, si f(x) =x2+3 y g(x) = x? — 5, es evidente que f(x) # g(x);
sin embargo, f'(x) = g'(x).

¢D es sobreyectiva?
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D es sobreyectiva ya que si f € V existe una funcién F(x) = fox f(t)dt,
tal que, F'(x) = f(x).
Por lo tanto, D es epimorfismo. F es primitiva de f(x).
4, Sea el espacio V=C[0,1] y sea I:V - R de modo que, I(f) =
f;c f(x)dx.
Probar que I es una transformacion lineal.
SOLUCION
Esto también es claro, ya que,
D) I(f +9) = [jI[f0) + f(@]dx = [} fGdx + [ g(x)dx =
I(F) + 1(9).
2) 1(kf) = fy kf G)dx = ke [ f()dx = kI(f).
3) f NO es inyectiva, ya que, por ejemplo, Senmx # (x + 1), sin
embargo,

1 1
f Sennxdxzf (x+1)dx = 2.
0 0

4) f essobreyectiva, ya que, para todo real r existe la funcidn:
1 1 1
f(x) =rtalque, [ rdx =1 [ dx =rx|5 =T
Por tanto f es epimorfismo.

Estos dos ultimos ejemplos, muestran que, los operadores diferenciales
e integrales, en general, son transformaciones lineales.

5. Sea A,,,, Una matriz fija con elementos en R, entonces podemos
definir la transformacion:
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T:R™ - R™, tal que, T(X) = AX, donde X = (x4, x5, ***, x,,), definida asi:

Am1 Amz2 - Amn Xn

a11x1 + a12x2 + + alnxn
alel + azzxz + b + aann

Am1X1 + QpaXy + 0+ QX

Esta es con toda evidencia una transformacién lineal, ya que, por
propiedades de la multiplicacién de matrices (obsérvese que este es un
caso particular de ella), se tiene que,

A(B +C) = AB + AC y A(kB) = k(AB).

Cuando las operaciones definidas son compatibles, a las
transformaciones de esta indole se las llama TRANSFORMACIONES
MATRICIALES. En general, estas transformaciones son epimorfismos.

Como un caso especial del ejemplo anterior, sea 6 un angulo fijo y sea

Cos@ —Senb

Senf CosO ); de este

T:R? - R?la multiplicacién por la matriz A = (
_ x
modo, siendo X = (y) € R?, ocurre que,

TX)=A-X = (Cos@ —Sene) (x) _ (xCosH - ySenG)I

Sen® Cos® /\y) \xSenB + yCos6
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T es una transformacidn lineal, ya que:

Cos —Senb\ (X1 +x;

T+ Xz) = (SenH Cos6 )()’1 + }’2)
_ ((xg +x3)Cos6 — (y; + yz)SenH)
- ((x1 + x,)Senb + (y; + y,)Cosb
_ (x,Cos6 — y,Senb x,Cos0 — y,Senf
o <x156n6 — y1C059> <x25en0 — y2C059>
_ (Cos@ —Sene) (x1) (CosG —SenG) (xz)

Senf Cosf /\)1 Sen8  CosO / \YV2
=T(X,) + T(X,).

Cos6 —Sene) (kx) — g (Cose —Sene) (x
Send Cos8 / \ky Send Cos@ /\Y

T(kX) = ( ) = kT(X).

Asi, que T es una transformacion lineal.
La anterior transformacién, se denomina ROTACION de R? en un 4ngulo de 6.

6. Sea V un espacio vectorial, y sea una funcién f:V — V, tal que, f(4) =
A. Es obvio que esta es una transformacion lineal; es mdas, es un
isomorfismo y se llama transformacién identidad.

7.Sean V y W dos subespacios vectoriales y la transformacion f:V —» W,
tal que, f(A) =0 (0 € W). f es una transformacion lineal, se denomina
Transformacion Nula (o Transformacion Cero).

En efecto,

1) f(A+B)=0=0+0 = f(A) + f(B).
2) f(kA) =0 = k0 = kf(A).

Obviamente, f no es inyectiva ni sobreyectiva; seria sobreyectivasi W = {0}.

8. Sea I/ un espacio vectorial y k fijo en K, es evidente que f:V — V tal
que f(A) = kA es transformacion lineal.
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En efecto,

1) f(A+B)=k(A+B)=kA+ kB = f(A) + f(B).
2) f(aA) = k(aA) = a(kA) = af (A).

Si k # 0 se puede probar que f es isomorfismo, y si k =1, f esla
transformacidén identidad.

9. Sea el espacio P,[x] y definamos:
fla+bx+cx?)=(a+b)+ (b+c)x+ (a+c)x?.
Entonces f: P,[x] - P,[x] es transformacion lineal.

En efecto, si tomamos (a + bx + cx?) y (m + nx + px?) en P,[x], se
tiene que:

fl(a + bx + cx?) + (m + nx + px?)]
=fla+m)+ (b+n)x+ (c +p)x?] =

=(@a+m+b+n)+b+n+c+p)x+[(a+m)+ (c+p)]x?

=[(a+b)+ (b+c)x+ (a+c)x?]
+[(m+n)+Mm+p)x+ (m+p)x?] =

= f(a+ bx + cx?) + f(m + nx + px?).

Del mismo modo se verifica el cumplimiento del producto externo que
debe satisfacer un espacio vectorial.
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PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

SiV y W espacios vectoriales, denotaremos por O, y O, los vectores cero
de V y W, respectivamente.

TEOREMA

Sea f:V - W una transformaciéon lineal de espacios vectoriales,
entonces,

f,) =0, y f(=A) =—f(A),paratodo A € V.
DEMOSTRACION

SiAeV,A+ 0, = A4;esobvioque, f(A+0,) =f(A)+f(0,) = f(A) +
0,,, esto, dado que, f es homomorfismo; y como el cero de W es tnico, se
cumple que f(0,) = O,,.

f(=4) = f((-DA) = (-1)f(A) = —f(A), esto, dado que, f es

homomorfismo de espacios vectoriales.

]
TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

Sean V' un espacio vectorial de dimension finita, W un espacio vectorial
arbitrario, {A4,,4,,...,A,} base de V y {Z,,Z,,...,Z,} un conjunto
arbitrario de elementos de W. Entonces, existe una tinica transformacion
lineal f:V — W, tal que,

f(Al) = erf(AZ) = ZZJ'"!f(An) = Zn'
DEMOSTRACION
Sea A €V, entonces existe un unico conjunto ordenado de escalares

(aq,ay, ...,a,), tal que, A = a;A; + a,A, + -+ a,A,. De este modo, se
puede definir: f(4) = a,z, + ayz, + -+ + a,z,.
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Inicialmente, probemos que f es una transformacion lineal.
1) Sean Ay B enV, entonces,
A=a1A; + aA; + -+ ay A,
B =bB; + b;B, + -+ b, B,
Asi, que,
A+ B = (a; +by)A; + (ay + by)A, + -+ (a, + by)A,.
Lo que indica que,
f(A+B) =(ay +b)Z; + (a; + b)Z; + -+ (an + bp)Zy, =
= (a1Z1 + ayZy + -+ anZy) + (b1 Z1 + by Zy + -
+byZy) = f(A) + f(B).
2) SiA€V y k € K, entonces
A=a,A1 +aA; + -+ a4,
De donde,
kA = ka,A; + ka, A, + -+ kay,A, = k(aZy + ay,Z, + -+ + anZy).
Por tanto, f(kA) = kf (A).
Ahora, probemos la unicidad de f.

Sea g # f otra transformacién lineal que satisface las condiciones del
teorema; asi, paratodo A € V,A = a;4; + a,A, + -+ a,A,.

Se sigue que,

fA) =aif(A) + ayf(Ay) + -+ anf(4n) = a1Z; + ayZ, +
ot @y Z;

9(4) = a19(A1) + azg(4;) + -+ a,g(4y)
= alzl + azzz + -+ anZn.

Luego, f(A) = g(A) paratodo A enV.
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Asi, que f'y g poseen igual dominio, igual codominio y toman los mismos
valores, lo que indica que f = g. Luego, no se puede suponer que f # g,
porque se llegaa f = g, que constituye una contradiccidn.

Por tanto, no se puede pensar que exista otra transformacion lineal que
satisfaga los requerimientos del teorema, y asi, f es dnica.

El lector debe recordar la costumbre matematica de demostrar un teorema
de unicidad con el gambito ttil de la Demostracion por Reduccién al Absurdo,
también llamado Demostracién por Contradiccion.

[]
TEOREMA
SeaT:V — W una transformacion lineal,

1) Si S es subespacio de V, entonces T(S) es subespacio de .
2) Si  G={A,4,,..,4,} genera a S, entonces Ggz=
{T(A,),T(A3),...,T(A,)} genera T(S).

DEMOSTRACION
Recordemos que T(S) = {T(A)/A € S}.
Parte 1:

Sean B, = T(A;) y B, = T(A,), donde A, y A, estan en S; es decir, B; y
B, estan en T(S).

Ahora, sean a y b escalares en K, debemos probar que, aB; + bB, estan
en T(S).

Dado que T es un homomorfismo lineal, se tiene que,

aBl + bB2 = aT(Al) + bT(Az) = T(aAl) + T(bAz)
== T(aAl + bAz)
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Pero A; y A, estan en S, que es subespacio de V; asi que, (a4; + bA,) €
S,y de este modo, T(aA; + bA,) € T(S).

Luego (aB; + bB,) € T(S).
Esto es, T(S) es subespacio de W ya que T(S) € W.
Parte 2:

Para todo B €T(S), existe A€S, tal que, T(A) =B; pero G =
{A1,A,, ..., A} genera a S. De este modo, A = a;4; + a,4, + -+ a, A,
para algunos escalares (a4, a,, ...,a,) en K.

Por tanto,

T(A) = B = T(alAl + a2A2 + -+ anAn)
- T(alAl) + T(azAz) + -+ T(anAn) -
= alT(Al) + azT(Az) + -+ anT(An) = B

Como esto ocurre para todo B €T(S), resulta que, Gg=
{T(A1),T(A;),...,T(A,)} generaa T(S).

Esto demuestra completamente el teorema.

|
NUCLEO E IMAGEN DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

DEFINICION

Sea T:V — W una transformacion lineal, el nicleo de V o ntcleo de T,
denotado porKer(T), es el conjunto de todos los vectores A de V, tales
que T(A) = 0,, (Figura 5).

Es decir,

Ker(T) = {A € V/T(4) = 0,,}.
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@

Figura 5. Ntcleo de una Transformacién Lineal

Fuente: elaboracién propia

Esta definiciéon indica que, A € Ker(T),siy solo si, T(4) = 0,,.
DEFINICION

SeaT:V — W una transformacion lineal; se llama imagen de T, denotada
por Im(T), al conjunto de todos los vectores B € W que son imagen de al
menos un vector de V (Figura 6).

Es decir,

Im(T) = {B € W/T(A) =B, A€V}

Figura 6. Imagen de una Transformacion Lineal

Fuente: elaboracién propia
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EJEMPLOS

1.SeaT:V — W una Transformacion Nula, de este modo, resulta facil ver
que,

Ker(T) =V; Im(T) = {0,,}.
2.Sean los espacios R3 R? y la transformacién lineal f: R - R?, tal que,
fG,y,z) =(x—zy-2).
De este modo,
Ker(f) = {(x,y,2) € R®/f(x,y,2) = (0,0)};
Ker(T) = {(x,y,z) E R¥/(x — z,y — z) = (0,0)}.
De aqui, se sigue,x —z = 0;y — z = 0; es decir x = y = z; luego,
Ker(f) ={(x,y,z) ER3/x =y = z}.
Asi, por ejemplo, (r, T, ) € Ker(f).
También ocurre que Im(f) = {(x,y) € R?/existe (a,b,c) € R3 f(a,b, )
= (M}

De alli, se sigue que, a — b = x, b — ¢ = y; sistema de ecuaciones que
posee infinitas soluciones. De modo que, Im(f) = R2.

De las definiciones de imagen y nucleo, se tiene que,

1) Ker(T) =V.

2) Ker(T) # 0yaqueT(0,) = 0,,; es decir, al menos 0, € Ker(T).

3) Im(T) c W.

4) Im(T) # 0, ya que T(0,) = 0,,; esto es, dado que al menos O, €
V, ocurre que O,, € Im(T).
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TEOREMA

Sea T:V - W una transformacion lineal, entonces Ker(T) es
subespacio de V e Im(T) es subespacio de I/.

DEMOSTRACION
Inicialmente, probemos que, Ker(T) es subespacio de V.
Sabemos que Ker(T) = {A € V/T(A) = 0,,}; asi que, por definicion,
se sigue que, Ker(T) C V.
Ahora, sean A; y A, en Ker(T) a; y a, escalar en K.
Como A; € Ker(T)yA, € Ker(T) es claro que, T(4,) =
0,vyT(A,) =0,; y como T es transformacién lineal, podemos
escribir:

T(a1A1 + azAz) = alT(Al) + azT(Az) = a10w + azow = OW
Asique, (a;4, + a,A,) € Ker(T); por tanto, Ker(T) es subespacio de V.

Ahora, mostremos que Im(T) es subespacio de W.

Como Im(T)={B € W/T(A) =B paraalginA4 €V}, y ademas,
Im(T) # @, queda claro que Im(T) c W.

Ahora bien; sean By, B, en Im(T) y a, y a, escalares en K; existen, por
lo tanto, existen vectores A;, A, enV tales que, T(4,) = B yT(4;) =
B,. Como V es espacio vectorial, (a4, +a,A,) €V, y como T es
transformacion lineal, T(a 4, + ay4,) = a,T(4;) + a,T(4,) =
a,B; + a;B,.

Es decir, (a1B1 + a,B;) € Im(T); lo cual demuestra que Im(T) es
subespacio de W.
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TEOREMA

Si S es un subepacio de un espacio vectorial V, de dimension finita,
entonces existe una transformaciéon T: V — V, tal que Ker(f) = S.

DEMOSTRACION
Supongamos que dim(V) = n.

Como S € V, entonces existe un conjunto {44, 4,, ..., A, } base de §, tal
que r < S. En particular, son linealmente independientes en V, y por
tanto, se pueden completar para formar una base de V.

Asi, existen vectores Byi1,Briz, .., By tales que
{A;,A,,..,A,By11,Br45,..,B,} esbasede V.

De modo que, todo vector X de V, es tal que,
X = a1A1 + azAZ + -+ arAr + ar+1Br+1 + -+ aan
Definamos f:V — V, de modo que, f(X) = ay;1By41 + -+ a,By.

Como {By;1,Bri2,.-,B} ©{A1,4;,.., A7, By11,Bri2,.., By} que es
linealmente independiente en V, ocurre que, {B,y1, Br42,.., By} €s
linealmente independiente; lo que indica que, f(X) = 0, Unicamente
cuando a,;1 = Qpppy =+ =a, = 0.

En otras palabras, si algin a,,q, a4, ...,a, es distinto de cero,
f(X) # 0; sin embargo, para todo y €S,y €V, y = a4, + a,A, +
4+ a,A, + 0By 1 +0Bpyp + -+ 0By; de este modo,
f(y) =0By;1 + 0B,15 + -+ 0B, = 0,lo que indica que Ker(f) = S,
tal como se queria probar.
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NOTAS

1. Laconstruccién de la transformacién que seiala el teorema, no es
tnica. Por ejemplo, si se elige en R*, S = {(1,1,1,1),(1,1,1,0)}, a
partir de alli podemos completar las bases {(1,1,1,1),
(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,00} y {(1,1,1,1),(1,1,1,0), (2,5,0,0),
(=3,0,0,0)} que determinan dos transformaciones lineales
distintas (de acuerdo al teorema) de R* a R*, para las cuales, su
Kernel es S. Con esto queda comprobado que la transformacién se
liga de manera tipica a la forma como se complete la base del
espacio vectorial de definicion.

2. Se observa que la funcién construida en el teorema anterior
Im(f), es el subespacio de V generado por el conjunto

{Br+1r Br+2: o Bn}-

En el ejemplo anterior, también es facil observar que dim(V) =
dim (Ker(f)) + dim (Im(f)).

EJEMPLO

Consideremos el subespacio generado por < (1,0,0,0) (0,1,0,0) > de
R*; asi, toda recta A€ R* al completar su base candnica
{(1,0,0,0) (0,1,0,0) (0,0,1,0) (0,0,0,1)}, es tal que, si A = (x,y,z,u),
entonces A = x(1,0,0,0) + y (0,1,0,0) + z (0,0,1,0) + u (0,0,0,1).

De este modo, constituimos la funcién: T:R* - R*, de modo que,
T(A) =z(0,0,1,0) + u (0,0,0,1).

Es decir, T(4) = {(0,0,z,u) € R*/z € R,u € R}.

Como todo vector B del subespacio < (1,0,0,0) (0,1,0,0) > es de la
forma (x, y, 0,0), se hace evidente que, T(x,y, 0,0) = (0,0,0,0).
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En este caso, dim(Ker(T)) =2,y dim(lm(T)) = 2; mientras que,
dim(R*) = 4.
DEFINICION

Si f:V - W es una transformacién lineal, entonces dim (Ker(T)) se
denomina nulidadde T; mientras que, dim (Im(T)) se llama rangode T.

EJEMPLO

1. Si T:R? > R? es la rotacién del plano de un angulo %, es facil
observar que, Im(T) = R?; mientras que, Ker(T) = {0}; por
tanto, T tiene rango 2 y nulidad cero.

2. En el ejemplo anterior que formamos sobre R*, la nulidad de T y
elrangode T, es 2.

TEOREMA

Sea f:V — W una transformacion lineal. Si {4;,4,,...,A,} es un
conjunto de generadores de V, entonces {f(44), f(45), ..., f(A,)} es
un conjunto de generadores de Im(f).

NOTA

Este teorema se demostré con anterioridad, como propiedad de las
transformaciones lineales.

TEOREMA

Sea f:V — W una transformacidn lineal, y sean A4, 4,, ..., A, en V. Si
f(A), f(A,( ..., f(4,) son linealmente independientes en W,
entonces {44, 4, ..., A, } es linealmente independiente en V.
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DEMOSTRACION

Formemos la combinacion lineal: a4, + a,A, + -+ a,A, = 0,;
como f(0y) =0y, se obtiene que, a;f(4;)+ a,f(4;)+ -+
anf(An) = Oy.

Pero, {f(A4;,), f(A;( ..., f(A4,)} es linealmente independiente en W,

por lo cual, necesariamente, a; = a, = a,, = 0. Esto implica que, el
conjunto {A4, 4,, ..., A, } es linealmente independiente en V.

TEOREMA

Sea V un espacio vectorial n-dimensional; sea T:V = W una
transformaciéon lineal de Ven W, espacios vectoriales, entonces
dim(V) = dim(Ker(T)) + dim (Im(T)).

DEMOSTRACION

Como dim(V) = n, existe un conjunto {4, 4,, ...,A,} base de V. De
este modo, por el teorema mostrado con anterioridad, el conjunto
{T(A;),T(A3),..T(A,)} genera a Im(T), que es subespacio de W.
Esto indica que Im(T) es un espacio de dimension finita, y por ende,
existe un conjunto {By, By, ..., B,} base de Im(T) para las cuales,
existen unos vectores A’;,A";,...,A’, en V, de modo que, T(4";) =
B, T(A",) = B,, ...,T(A’p) =B,; y por teorema demostrado
anteriormente, {4}, A’5, ...,A’p} es linealmente independiente en V;
asf que, dim(Im(T)) = p. Vimos ademas que, Ker(T) es subespacio
de V, por tanto, dim(Ker(T)) <n.

Seam = dim (Ker(T)); luego, m < n.

Si m=n, T es la transformacion cero, y la demostracion se hace
trivial.
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Sim = 0, mostraremos mas adelante que, T es isomorfismo, y en este
caso, dim(V) = dim (Im(T)).

En el caso mas general, m < n; asi, existe una base {V;,V5, ..., V,,,} de
Ker(T).

Probemos, por tanto, que {4y, A"5, ..., A"y, V1, V5, ..., V) es base de V.

a)

b)

Si a;A'y +ayA'y + -+ a,A'y + b Vi + bV + o+ by Vi, = 0%,
aplicando T, y como T(V;) = 0,,, parai = 1,2,...,m; T(0,) = 0,,,
yT(A';)) =B;, i =1,2,...,p, se sigue que,

a,B; + a;B; + -+ apBp = 0,; y dado que Im(T) tiene como
base a {By, B,, ..., By}, se sigue que, a; = a, = -+ = a, = 0; asi, la
ecuacion * se traduce en:

b\Vi+ bV, + -+ bypVy, =0, 'y como {V,V,, ...V} es
linealmente independiente por ser base de Ker(T), se sigue que,
b =b,=--=b, =0. Esto muestra que
{A',A'5, ..., A", V1, Vs, .., Vi } es linealmente independiente en V.

Ahora, probemos que {4'y, 4, ..., A", V1, V5, ..., V;,} generaa V.
Sea X €V, de este modo, T(X) € Im(T); por tanto, existen
escalares ay,ay,..,a, tales que, T(X) =a;B; +ayB, + -+
apBp, donde, como es sabido, T(4';) = B;, i = 1,2, ...,p.

Llamemos A = X — (a;4'; + a,A’; + - + a,A’,); por tanto,
T(A) =T(X) — (a,By + a,B, + - + ayB,) = 0,; es decir, A€

Ker(T); y como {V;,V,,...,V,,} es base de Ker(T), A =b,V; +
b,V, + -+« + b, V,, para algunos escalares by, b, ..., b,, en K.

Por tanto, byVy + bV, + -+ bV = X — (a4’ + @y A, + -+ +
apA'p).
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De aqui, resulta que, X = a;4"; + a,A'; + -+ ayA'y + bV, +
byVy + -+ by Vi y asi, {A'y, A"y, ..., A", V1, Vs, oo, Vi) generaa v,
y es linealmente independiente en V; es decir, es base de V.
C como dim(V) = n, se sigue que,n =p + m = m + p.

Por tanto, dim(V) = dim(Ker(T)) + dim (Im(T)).

NUCLEO DE UN HOMOMORFISMO

TEOREMA

Sea f:V — W una transformacion lineal, f es inyectiva, si y solo si,
Ker(f) = {0,}.

DEMOSTRACION

=)

Supongamos que f:V — W es un monomorfismo.

Como O, € Ker(f) dado que f(0,)=0,, es obvio que, {0,}C
Ker(f) (a).

Pero si A € Ker(f), entonces f(A4) = f(0,) = 0,,; y como f es inyectiva,
A = 0,; es decir, A € {0,} o mejor, Ker(f) c {0,} (b).

De (a) y (b), se tiene que Ker(f) = {0,}.
(=)
Ahora, supongamos que Ker(f) = {0,}.

Sean Ay B enV, tales que f(A) = f(B); se sigue que, f(4) — f(B) = 0,,;
es decir, f(A — B) = 0,,. Por tanto, A = B = 0,; de este modo, f es un
monomorfismo.
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EJEMPLOS

Consideremos la transformacién lineal f:R* — R? de modo que,
f(x,y,z,u) = (x + y,z — u). Determinemos una base para Ker(f) y una

para Im(f).

SOLUCION

Como Ker(f) ={(x,y,z,u) e R: (x +y,z—u) = (0,0)}; asi, x+y =
0,z —u = 0; es decir, x = —y; z = u; de donde (1,—1,0,0) € Ker(f) y
{(1,—1,0,0)} es linealmente independiente en Ker(f). Pero (0,0,1,1) €
Ker(f) y (0,0,1,1) ¢< {(1,—1,0,0)} >; luego, {(1,—1,0,0),(0,0,1,1)} es
linealmente independiente en Ker(f), y mas aun, es base, hecho que se
deduce de las condiciones x +y = 0,z — u = 0; asi que, (Ker(f)) = 2.

Calculemos wuna base de Im(f)={(ab) €R?*/f(x,y,z,u)=
(a, b) para algin (x,y,z,u)) € R*}.

Es obvio que, (1,0) y (0,1) son elementos de Im(f).

Existen infinitas 4-nuplas que las tienen como imagen a cualquier par
(a,b). Como Im(f) es subespacio de R?, se sigue que, {(1,0) (0,1)} es
base de Im(f); luego, dim(Im(f)) = 2.

Por tanto, dim(R*) = dim(Ker(f)) + dim (Im(f)); en este caso, se
verifica con exactitud.

EJEMPLOS

Consideremos la transformacion lineal f: R3 - R?, tal que, flx,y,2)
=(x—y+2z0).

En este caso, Ker(f) = {(x,y,2z) € R®/(x —y + z,0) = (0,0)}.

Se sigue que, x — y + z = 0; por tanto, (1,1,0), (1,0 — 1) estan en Ker(f);
es mas, se puede comprobar que forman una base; asi, dim(Ker(f)) = 2.
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Im(f) = {(a,0)) € R?/(x,y,z) = (0,0) paraalgun (x,y,z) € R3}.

Como la ecuacién x —y +z =1 posee infinitas soluciones, se hace
evidente que, {(1,0)} es base de Im(f); luego, dim(Im(f)) = 1.

En este caso, también se observa que dim(R®) =dim(Ker(f)) +
dim (Im(f)),yaque,3 =2+ 1.

EJERCICIOS

D

2)

Sean T:R? - R? la multiplicacién por (2 _41) De los siguientes

8
vectores, determinar los que pertenecen a Im(T):

D ()

b (o)

9 (1)

Y los que pertenecen a Ker (T):
2) (150)

b (3)

9 ()

Sea T:P,[x] -» P;[x] transformacién lineal definida como
T(p(x)) = xp(x). De los siguientes polinomios, determinar los
que pertenecen a Im(T) y a Ker(T):

a) x+x?

b) 1+x
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c) 3—x?
d) x?
e) 0
) 1+x

Verifique el Teorema de la Dimension, en referencia a estos
subespacios.

3) Sea V un espacio vectorial n-dimesional, encuentre el rango y la
nulidad de cada transformacién lineal T: V — V, definida por:
a) T(A) = A.
b) T(A) = 0.
c) T(A) =kA k#0.
4) Determine la transformacién lineal T:P,[x] — P,[x] para la cual,
T(1) =1+x,
T(x) =3-x% y T(x?) =4+ 2x—3x% Calcular T(1-2x+
3x2) y T(5 + 7x + 8x2).

1 3 4
5) SeaT:R3 - R3 la multiplicacién por ( 3 4 7>
-2 2 0

Demuestre que Im(f) es un plano que pasa por el origen y
determine su ecuacidn; ademas, demuestre que Ker(T) es una
recta que pasa por el origen y determine su ecuacion paramétrica.

6) Sea D:P;[x] —» P,[x] Transformacién Diferenciacion, de modo
que D(p) = p'. Describa Ker(D).

7) Sea J:P;[x] » R, la Transformaciéon de Integracion I(p) =

fol p(x)dx describa el nicleo de I.
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8) Sea la transformacién f:R? - R3 definida por f(x,y) = (x +
y,x —y,x + 2y). Determinar Im(f)y Ker(f) y calcular sus
dimensiones.

9) SeaV=C",W=Cy f(A) =4, +A,+ -+ A,, Demostrar que
f esuna transformacion lineal y determinar el nticleo y la imagen.

10) Sea V=C[01] yT:V->R, tal que T(f)= f(l)

2
Demostrar que T es transformacion lineal y determinar el nuicleo

y laimagen de T.
EJEMPLO

Sea f:R®>->R? que asigna a los vectores de la base
{(1,-1,1),(0,1,1),(1,0,0)} de R3 los vectores (2,3), (1,2), (2,1) de R?,
respectivamente.

Determinar una funcién f:R3 - R? tal que f(a,b,c) = (x,y), de
modo que:

f(1,-1,1) = (2,3); £(0,1,1) = (1,2); £(1,0,0) = (2,1).
SOLUCION

Vemos que un vector (a,b,c) € R3 es tal que, en la base dada, se
interpreta como:

(a,b,c) =m(1,-1,1) + n(0,1,1) + p(1,0,0).

Dedonde,a=m+p; b=—-m+n; c=m+n.
Asi, que,
b+c c—b c—>b 2a—c+b
NSy omET P sy ta=T
Por tanto,

2a—c+b
——F (1,0,0).

c—>b b+c
(al br C) - T(ll _111) + T(Oil;l) + 2
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De este modo, y como f debe ser una transformacion lineal, se tiene:

f(a,b,c) = # F1,-1,1) + ? £00,1,1) + w £(1,0,0) =

c—b>b b+c
(Zc—2b+b+c+4a—2c+2b 3c—3b+2b+20+2a—c+b>
2 ’ 2
(4a+b+c 2a+4c>
2 ’ 2

(4a+b+c

> ,a+2c).

Es decir,

4a+b+c

s 20).
) a+2c

f(a,b,c) = (

Observe que, tal como se pide, se cumple que:

4x1—-1+1
F(1,-1,1) = (—2 142 x 1) = (2.3);
4x0+1+1
FOLD) = (=042 x 1) = (1,2)
4x14+04+0
£(1,0,0) = (f 1+2x o) = (2,1).
EJERCICIOS

1) Seaf:R3 - R?y{(1,1,1) (1,1,0) (1,0,0)} base de R3 encontrar la
transformacion lineal f tal que
a) fLLY) =12 f(f(1,1,0)=(12) f(1,0,0) =(-11)
b) f(1,1,1) =(53) f(1,1,0) =(3,2) f(1,0,0) =(1,0)
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TRANSFORMACION MATRICIAL

Estudiemos detalladamente las transformaciones matriciales, en un
intento, por ver si el rango y la nulidad de una transformacién matricial,
se puede obtener de cualquier forma escalonada de la matriz.

DEFINICION

all a12 TR aln
] a a . a
Los vectores columna de una matriz: 4 = 21 22 n ,son los
Apy Qpz =+ Amn

vectores Cy, Cy, -++, Cy,, que conforman las columnas de A:

aiq aq» A1n

—_ | Q21 _ | Q22 _| a2
Cl - “es )CZ - “es y"'nd - ...‘n
an1 an2 Amn

El subespacio de R™, generado por los vectores columna de la matriz A4,
se llama espacio de las columnas de A.

EJEMPLO
Dada la matriz
(2 3 0 )
1 2 -1
1\ (3 0 .
Sus vectores columnas son (2),(2),(_1) y el espacio generado por

ellos es R?.
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Sea T: R™ - R™ la multiplicacién por una matriz A,,,, un vector B =
b
1_9_2_ pertenece a Im(T), siy solo si, T(X) = B para algiin X € R". Esto
bm

equivale a decir, que el sistema AX = B es consistente, es decir,

Az1 Qz2 . QA2p X2 | | b,
Apy Qpz =+ %mn/ \Xm b,

Produce el sistema,

11Xy + A12X2 + o+ QipXy b,
Az1X1 t QX3 + -+ donXy | _ | b,
A1 X1 + ApaXy + o+ Qn Xy b,

Que puede escribirse como,

aiq ) A1n by
a a a

x| 2 |+ xp [ 922 |4, | P2 | = B2
anq Ano Amn bm

Sistema que debe poseer solucion y para que esto ocurra b debe ser la
combinacién lineal de los vectores columna de A. Este simple hecho ha
mostrado el siguiente teorema

TEOREMA

Sea T:R™ - R™ la multiplicacién por una matriz A,,,,, entonces la
Im(T) es el espacio de las columnas de A.
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EJEMPLO
Sea T: R3 - R* la multiplicacién por
1 -1 0
A= 2 -1 3
-1 3 1
-2 1 4
Determinar una base para Im(T).
1 -1 0
. 2 -1 3
Hemos visto que, Im(T) es generado por AN AREE
2 1 4

Para ver si son linealmente independiente, escalonemos A”:

1 2 -1 -2 1 2 -1 -2 1 2 -1 -3
At=-1 -1 3 1]|~|l0 1 2 —-1]~[0 1 2 -1
0 3 1 4 0 3 1 4 0 0 -5 7

que es la forma maxima de escalonar la matriz. Asi,

1 -1 0 1 0 0
a=2 -1 3).(2 1 0O
-1 3 1 -1 2 =5
-2 1 4 -3 -1 7
1 0 0
De este modo, se ve que los vectores _21 , % y _05 son base de
-3 1 7

Im(T).

(Este ejemplo, como queda explicado antes, puede remitirse a solucion
de sistemas de ecuaciones).
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Por otra parte, se ve que, dim(lm(T)) = 3; y es sabido que,
dim(R?) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).
De donde, se sigue que, Ker(T) = {(0,0,0)}.

En efecto, si (x,y,2) € R3y (x,y,z) € Ker(T), entonces:

1 -1 0 X 0
2 -1 3 y|= 0
-1 3 1]\, 0
-2 1 4 0
Entonces,
x—y=0 (1)

2x—y+3z=0 (2)
—x+3y+z=0 (3)
—2x+y+4z=0 (4

Asi, que, x —y = 0;y de 2) y 3) se sigue que:
2x—y+3z=0
3x—9y—-3z=0

5 =10y =0 => x—-2y=0
Asi, x —y=0; x—2y=0.

Por tanto, x = y = 0, que en la ecuacién (4), produce z = 0; luego, si
(x,v,z) € Ker(T), entonces (x,y,z) = (0,0,0) como queriamos probar.

Es decir dim(Ker(T)) = 0 lo que verifica la veracidad y validez del
Teorema de la Dimension.
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En cursos anteriores, se define el rango de una matriz A como el orden
de la mayor matriz (submatriz) de A, cuadrada, cuyo determinante es
diferente de cero, y paralograr calcular el rango de la matriz es permitido
efectuar transformaciones elementales por filas y columnas. Esto
permite verificar la verdad del siguiente teorema, dado que el rango de
la matriz es Unico.

TEOREMA

Sea A una matriz, entonces el espacio de las filas de A y el espacio de las
columnas de A tienen la misma dimension.

El teorema verifica como el rango de una Transformacién Matricial es el
numero de renglones diferentes de cero en la forma escalonada de la matriz.

Nétese que rango de A es igual a dim(Im(T)) donde T es la

Transformacién Matricial asociada a A.
Elteorema se puede evidenciar tomando un par de transformaciones lineales

T:R™ - R™ y T;: R™ - R" definidas por la multiplicacién por A y AT
respectivamente, y calcular dim(/m(T)) y dim(Im(T;)) en cada una.

EJEMPLO

Sea T: R* - R3 la multiplicacién por:

1 2 -1 2
A=(2 5 =2 3
1 2 1 2

Y T':R?® - R* la multiplicacién por:

1 2 1
AT — 2 5 2
-1 -2 1
2 3 2
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Inicialmente, vemos que, T:R* - R3 tiene como espacio imagen al

() O 3) ()

Para ello, escalonemos la matriz A7:

espacio generado por:

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 0 O
2 5 2./ 010} ({010} [0 1T O0}_ (010
-1 -2 1 0 0 2 0 0 2 0 0 1 0 0 1]/
2 3 2 0 -1 0 0 0O 0 0O 0 0 O
Por tanto, dim(Im(T)) = 3.
Ahora, calcularemos dim(lm(T')); para ello, debemos escalonar la
matriz A:
A
1 2 -1 2 1 2 -1 2 1 2 -1 2 1 2 0 2
=2 5 -2 3]~lo0 1 0 -1)J~(0 1 O -1|~(0 1 0 —-1]~
1 2 1 2 0 0 2 0 0 0 1 0 0 01 O
1 0 0 4
0 1 0 -1} loqueindicaquedim(Im(T")) = 3.
0 01 O

En este caso, hemos visto que, T: R* > R3, dim(Im(T)) =3;
dim(Im(R*)) = 4 = dim (Im*), lo que indica que, dim(Ker(T)) = 1.
En efecto, sea (x,y,z,u) € Ker(T).
Entonces,

xX+2y—z+2u=90

2x+5y—2z+3u=0

x+2y+z+2u=0
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Sistema equivalente a:

x+4u=0 (1)

y—u=0 (2

z=0 3)
De (1) y (2), se sigue que, x + 4y = 0.
Portanto, (4, —1,0,0) € Ker(T); ymasatn,{(4,—1,0,0)} es base de Ker(T).
Todo esto ha probado, aunque no de una manera directa, que si T: R™ —
R"™ es una transformacién matricial, por la matriz fija A,x.,, entonces
dim(Ker(T)) = dim(R™) — rango(A) ya que caracteristica de 4 es la
dimension del espacio Imagen de T.
Es claro, que debemos tener presente muchos conceptos y técnicas del
Algebra Matricial. tales como: la inversion de matrices, las
transformaciones elementales, el concepto de determinantes y sus

modos de calculo (algoritmos). Todo esto brinda una mejor manera de
comprender las transformaciones matriciales.

Un pequeio glosario de la intervencion de estos conceptos, lo constituye
el siguiente teorema.

TEOREMA

Sea A una matriz n X n, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) Aesinversible.

b) AX =0 X € R"™ solamente posee la solucién trivial.

c) A~I, por renglones.

d) AX = B es consistente para cualquier B € R™.
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e) det(4) #0.
f) Los vectores fila de A son linealmente independientes en R™.

g) Los vectores columna de A son linealmente independientes en R™.

EJERCICIOS

1) En cada literal, la matriz A tiene la forma escalonada. Encuentre

2)

3)

el rango y la nulidad de T: R™ — R", donde T es la multiplicacion

por A.
1 0 0 4
a) A=<O 1 0 3).
0 0 1 2
1 0 2 3 2
b) A=<O 1 0 -1 4).
0 01 1 2
1 3 6 4 2 00
o) 0 012 00 0_
o 0o o0O0OOD O
0 0 00O O 0O

Encuentre la nulidad y el rango de las siguientes matrices:

a) (—12 _63)

1 2 -1
b) <2 4 6 )
0 0 -8

1 -2 2 1
0 3 6 =2
|2 -3 —2 4
3 -3 6 3
5 -3 —-10 5

Compruebe que tienen la misma dimension, el espacio de los
renglones y el espacio de las columnas de las matrices siguientes:
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2 0
3 —4
DN R
3 1
2 3
b (-1 2
4 1

2 2
-1 -9
3 7
-2 0

5 7 4
10—2)

59 8

4) En los siguientes literales, sea T la multiplicaciéon por la matriz
indicada, determine lo siguiente:
a) Una base para Im(T).

b) Una base para Ker(T).

c) Rango ynulidad de T.

1
a) (5
7
2
b) (4
0

C) (i

-1 3
6 —4|.
4 2
0 -1
0 -2
0 0
152)
2 3 0/
1 -1 0
1 2 1
1 2 1
0 0 1 1

5) Construya transformaciones lineales T: R?® - R3 que satisfagan
las condiciones que en cada caso se exponen a continuacion. En
casi todos los casos, existen infinitas transformaciones lineales

que cumplen los requisitos expuestos.

a) QueKer(T) ={(x,y,z) ER*:x =y =z}
b) Que Ker(T) = {(x,y,z) € R®:x = y}
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c) Que Ker(T)={(x,y,z) ER*:x=y} y ademas Im(T)=
{(x,v,z) ER%:2x + y = 0}

d) Que Ker(T)={(x,y,z) ER%:x=y =12} y ademas Im(T) =
{(x,y,2z) ER3:2x +y =0}

e) Que Ker(T)={(x,y,z) ER3x+y =0} y ademas Im(T) =

{(x,y,z) € ]R{3:§=%=§}

f) Que Ker(T) = {(x, y,Z) € ]R3:§ = % = g} y ademas Im(T) =
{(x,y,2z) ER3:x +y =0}

g) Que Ker(T) sea el plano determinado por la ecuaciéon 2x +y —
z=0

h) Que Ker(T) sea el plano determinado por la ecuaciéon 2x +y —
z =0ylaIm(T) seael eje X.

i) Que Im(T) seaelplano3x —y + 2z = 0.
j) Que Ker(T) seael plano3x —y + 2z = 0.
k) Que Im(T) sea el plano coordenado x = 0.

1) Que Ker(T) sea el plano coordenado x = 0.

m) Que Im(T) seala recta% === %.

n) Que Im(T) sea la recta %: _—Zzg y el Ker(T) sea el plano

coordenado z = 0.
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CAPITULO 3
OPERACIONES CON TRANSFORMACIONES LINEALES

3.1 IGUALDAD, ADICION Y PRODUCTO DE TRANSFORMACIONES
3.1.1 Igualdad
Sean VV y W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K; denotemos
como £ al conjunto de todas las transformaciones lineales T:V - W.
Es decir,

L:{T:V - W /T es Transformacion Lineal}.

Nuestro interés radica en indagar qué ocurre cuando se trabaja, ya no
con una transformacion lineal, sino con todas las transformaciones
lineales posibles entre dos espacios vectoriales.

DEFINICION
Sean T; y T, transformaciones lineales en L.
T, = T,,siysolosi,T;(A) = T,(A) para todo vector Aen V.

Se puede observar que la anterior definicién es exactamente la misma de
las funciones, hecho normal dado que, si T € £, entonces T, ante todo, es
una funcion.
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Dos funciones son iguales si tienen el mismo dominio, el mismo
codominio y toman exactamente los mismos valores.

El lector, debe recordar de su curso de Fundamentos de Matematicas,
que esta ciencia, estudia en el fondo, cuatro clases de objetos: niimeros,
conjuntos, estructuras y funciones. Un curso de Algebra Lineal, en
consecuencia, estudia como estructuras los espacios vectoriales que
estdn referidos a las estructuras de cuerpos, una clase especial de
funciones que se llaman transformaciones lineales y todo se apoya en
numeros, que ocasionalmente conforman arreglos matriciales.

3.1.2 Adicién

DEFINICION

Sean las transformaciones lineales T;, T, en £; llamaremos la suma de T}
y T,, denotado por T; +T,, a la funcién T, +T,:V = W, tal que
(T, + T,)(A) =Ty(A) + T,(A) paratodoAen V.

El estudiante debe recordar que el “+ "empleado en T; + T, es una
simbologia formal para las funciones, mientras que el " + " de T;(A4) +
T, (A) corresponde a la adicion de vectores del espacio W.

TEOREMA

La suma de dos transformaciones lineales de £ es una transformacién
lineal de L.

DEMOSTRACION
Como T, € LyT, € L, por definicion (T; + T,) € L.
Por otra parte, sean A y B vectores de V/, entonces:

(T, +T,)(A+ B) =T,(A+ B) + T,(A + B), por definicion.
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= (Ty(A) + T;(B)) + (T,(A) + T,(B)), ya que T, y T, son
transformaciones lineales.

= (T, (4) + T,(A)) + (T (B) + T»(B)), yaque W es espacio vectorial.

= (T, +T,)(A) + (T, + T,)(B) (1), por definicion de suma de
transformaciones lineales.

Sean ahora, A € Vy k € K de este modo:
(T, + T,)(kA) = T, (kA) + T,(kA), por definicién de suma.
= kT,(A) + kT,(A), ya que T; y T, son transformacuones.
= k(T,(A) + T,(A)), ya que W es espacio vectorial sobre k.
= k[(T; + T»)(4)] (2), por definicién de suma.
(1) y (2) dicen que:

(Ty + T)(A+ B) = (T, + T2)(A) + (T, + T,)(B)

(Ty + Tp) (kA) = k[(Ty + T5)(A)]
Por lo tanto, (T; + T,) es transformacion lineal en L.

3.1.3 Multiplicacion Externa

DEFINICION
Sea T una transformacion lineal en £ y sea a un escalar en K.

Se llama producto de a por T, denotado por aT a la funciéon aT:V - W,
tal que (aT)(A) = aT(A) paratodoAenV.

Debe observarse, como antes, que aT es una notaciéon formal para la
multiplicaciéon externa de un escalar con una funcién, mientras que
aT (A) es el producto escalar de a en K por el vector T(4) en W.
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TEOREMA

El producto de un escalar por una transformacion lineal de £, es una
transformacion lineal en L.

DEMOSTRACION
SeanT € L,a € K; Ay B vectoresen V.
De este modo,
(aT)(A+B) =aT(A+ B) = a[T(A) + T(B)] = aT(A) + aT(B).
De este modo,
(aT)(A+ B) = (aT)(4) + (aT)(B). (1)
Ahora,seak € Ky A € V, entonces,
(aT)(kA) = akT(A)), ya que T es transformacion lineal
= kaT(A), yaque T es transformacion lineal
= k(aT)(A), por definicién
Luego,
(aT)(kA) = k(aT(4). (2)
De (1) y (2) se deduce que aT es transformacion lineal en L.

En este momento, podemos observar, que se han definido sobre el
conjunto

L:{T:V - W /T es Transformacion Lineal de espacios vectoriales} dos
operaciones, la una de adicién (Ley de Composicion Interna) y la otra de
multiplicacion por un escalar (Ley de Composicion Externa). Esto indica,
en un nivel de abstraccién mas alto, que hemos tomado a estas funciones
bajo el titulo de vectores.
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Como es de esperarse, hemos conformado un nuevo espacio vectorial: el
espacio de todas las transformaciones lineales entre dos espacios
vectorialesVy W.

Este resultado prueba el teorema que sigue.
TEOREMA

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K y sea
L:{T:V - W /T es Transformacion Lineal}; entonces (£,+,)) es un
espacio vectorial sobre K.

El operador "+ " indica la adicién entre transformaciones lineales
definida anteriormente, y " - " es el producto escalar sobre el cuerpo K y
el grupo conmutativo definido por L.

DEMOSTRACION

L # @yaqueal menos se puede construir la transformacién cero: Ty: V —
W, tal que Ty(A) = 0,, paratodoAenV.

Mostremos ahora que (£, +) es un grupo abeliano.
1) SeanT;,T,, T5 en L; probemos que (T + T,) + T3 =T, + (T, + T3).

En efecto, para todo A € V y teniendo en cuenta que W es espacio
vectorial, se tiene que:

((Ty + Tp) + T3)(A) = (Ty + TL)(A) + T5(4)
=Ty (A4) + T, (A) + T5(4)

=T, (4) + (T,(4) + T5(4))

=Ty (A) + (T, + T5)(A) =

(T, + (T, + T)) (A).

Luego, por igualdad de funciones, queda claroque (T, + T,) + T3 = T; +
(T; + Ts).
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2) Paratodo A enV, se cumple que:
(Ty + T2)(A) = T1(A) + T2(A) = T,(A) + T (4) = (T, + T)(A)
Luego T; + T, =T, + T
3) Paratodo 4 enV, se cumple que:
(Ty + Tp)(A) = T1(A) + To(A) = T1(A) + Oy = T1(A).
Luego, T; + Ty = T;.

4) Para cada transformaciéon T:V — W y para todo A enV, se puede
construir la transformacién (—1)T:V - W, tal que ((=1)T)(4) =
T(—-A).

De este modo,
(T+ ((—DT)(A) =T(A) + T(—4) =T(A — A) = 0y, = Ty(4).
Luego, (T + ((-1)T) = T,.
Hasta aqui, se concluye que, la estructura (£,+). es grupo
abeliano.

Ahora probemos que se cumplen los siguientes axiomas:
M;:(a-b)T = a- (bT).
MZ: a: (Tl + Tz) = aT1 + aTz.
Ms:(a + b)T = aT + bT.
My:1T =T.
Efectivamente:
My: ((a-b)T)(A) = (ab)T(A) = a(bT(A)) = a[(bT)(A)].
Por igualdad de funciones se sigue que, (a - b)T = a(bT).
My:[a - (Ty + TI(A) = a[((Ty + T))(D)]=

= a[T,(A) + T,(A)] = aT,(A) + aT,(A) = (aT; + aT,)(A)
=aTly + aT,
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Porlo tanto, a - (Ty + T,) = aT, + aT,.

Ms: ((a+ b)T)(A) = (a + b)T(A) = aT(A) + bT(A) = (aT + bT)(A) =
aT + bT.

Por lo tanto, (a + b)T = aT + bT.

M,:1-T(A) = 1T(A) = T(A).

Luego1-T =T.

No hemos dado la razén de los pasos anotados anteriormente, pero se
observa que el gran soporte para tales demostraciones es el hecho que

W es un espacio vectorial y por las definiciones de operaciones entre
transformaciones lineales que se realizaron antes.

El espacio vectorial mostrado en el teorema precedente, se conoce con el
nombre del Espacio de los Homomorfismos de V sobre W, definido sobre
el cuerpo K, y generalmente se denota como Hom, (V,W).

EJEMPLO

Sean los espacios vectoriales R3, R? y sea el espacio Homg(R3, R? ).

Tomemos f' y g en este espacio, de modo que, para todo (x,y,z ) en R3:
fl,y,z)y=(x+y,y—2); glx.y.z2) = 2x —y,3y + 2)

Siendo asi,

f+9xy2)=fxy2)+9xy2)
=x+y,y—2z)+2x—y,3y+z) = (3x,4y).

Luego f + g estd en Homy(R3, R?).
Resulta evidente como, (3f)(x,y,z) = (3x + 3y,3y — 3z}.
O digamos, por ejemplo,

(2f —59)(x,y,2) = 2x + 2y,2y — 2z) + (—10x + 5y, —15y — 5z2)
= (—8x+ 7y,—13y — 72).



Elementos de algebra lineal - Vol. 1

Y asi, podemos continuar, pensando en constituir una base para el
espacio Hom (V,W), cuando los espacios V' y W son finitos. Como se
deduce de lo que sigue adelante, la base se correspondera con la base de
las matrices de orden m X n, siendo estos valores las dimensiones
respectivas de los espacios Vy W.

DEFINICION

Sean U,V y W tres espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K; y sean
las funciones: f:U - V y g:V — W transformaciones lineales.

Se llama producto (compuesta) de g por f a la funcién que resulta de la
aplicacién sucesiva de f 'y g, asi, go f: U = W tal que, para todo 4 € U,

(g°NA = g(fD).

Se observa que, el espacio V hace de “puente” entre los espacios Uy W a
través de la funcién g o f.

Es usual denotar g o f como gf.

TEOREMA

El producto de transformaciones lineales es una transformacion lineal.
DEMOSTRACION

Sea U,V y W espacios vectoriales y sean f:U -V y g:V - W y los
vectoresAy BenU.

1) gf(A+B) =g(f(A+B)) = g(f(A) +f(B) = g(f(A) +
g(f(B)) = gf(4) +gf(B)
Donde Ay B estanen U.
La demostracion es valida ya que V es espacio vectorial.

2) (gN)(kA) = g(f(kA) = g(kf(A) = kgf(f(A) = k(gf (A)).

Asi, de 1) y 2) queda probado que gf es transformacidn lineal.
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EJEMPLO

Sean los espacios R3,R? y P,[x] definidos sobre el cuerpo R y las
siguientes transformaciones lineales:

f:R3 > R? tal que f(a,b,c)=(a+b,c) y g:R* > P,[x] tal que
g(m,n) = mx? + (n — m)x.

De este modo,
gf(ab,c) =g(f(a,b,c))=gla+b,c)=(a+b)x?+ (c—a—b)x
EJEMPLO
Si f:R3 —> R? tal que f(x,v,z) =(x+y,y+2z) y g:R?>—> R3 tal que
g(x,y) = (2x — y,2y — x), entonces,
9fxy,2)=g(f(x,y,2) —glx+y,y+2) =

=2x+2y—y—2z2y+2z—x—y)
=2x+y—z,—x+y+22).

Podemos recordar que la composicion de funciones es asociativa, esto
indica que el producto de transformaciones lineales también es
asociativo; es decir:

Sean U,V,W y S espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K; y sean
las transformaciones f:U -V, g:V > W y h:W — S entonces (ho g o
f):U - S;ademas, (hog)of =ho(gof).

La conexion de dominios y codominios, se puede observar en la Figura 7, la
cual, tacitamente representa los caminos asociativos para llegarde U a S.
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U f V g w h S

Figura 7. Representacién de Composicion de Funciones

Fuente: elaboracién propia

Por otra parte, el producto de transformaciones lineales no es
conmutativo, a menos que, U=V =W y f y g sean las funciones
idénticas (transformaciones idénticas) (Figura 8).

Esto ultimo indica como, si g o f esla funcidn idéntica, ocurreque g o [ =

g, del mismo modo que, [ o g = g.

g
u f V—e—"—"—"-"- W

Figura 8. Producto de Transformaciones

Fuente: elaboracién propia
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TEOREMA

Sean U, V, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, 1 € K y sean
las transformaciones lineales: f: U - V; g:U > Wy h:V - W.

Entonces:
ho(f+g)=(heof)+(hog)
(Ah) o f = h o (Af).
DEMOSTRACION
Para todo vector A € V, se tiene que:
(he (f +9))(A) = h((f + 9)(A)) = h(f(4) + g(4))

= h(f(A) + h(g(A) = h(f(AD) + h(g(D)
= (ho (A + (o g)(A) = (hof +hog)(A).

Por tanto,
ho(f+g)=(hof)+(hog)=hog+hof.
como queriamos probar.

En esta demostracion, notamos que la primera parte se demuestra con
base en las definiciones y sobre el hecho que V es un espacio vectorial.

Cambiando los dominios y codominios convenientemente, se puede
demostrar, con igual facilidad que, (f + g) ch=foh+ goh.

Mostremos ahora la segunda parte.
Para todo vector A en U, se tiene que,
((Ah) © £)(A) = AR (f(A)) = A(h(f(A)); ¥,
(ho (AN)(A) = R((A)(A)) = h(A(f(A)) = A(h(f (4)).
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Luego, (Ah) o f = h o (Af).

EJEMPLO
Sean los espacios M,,, R® y R? y sean las siguientes transformaciones
lineales:
a b
f:M,,, - R? talquef(c d) =(a+b,c—d)
g: My, > R? tal quef(? Z) = (a+d,0)

h:R? - R3 tal que f(x,y) = h(x,y) = (x + y,x — v, 2x)
De este modo,

ho (f + g):M,,, - R? es una transformacion lineal, tal que,

(o g+ (¢ D=n(w+a (@ D)=nlr( Do b

=h[(a+b,c—d)+ (a+d,0)]=hQRa+b+d,c—d)=
=2a+b+c2a+b—c+2d,4a + 2b + 24d).

Cuando tratamos con el Producto (Compuesta) de transformaciones
lineales, si pensamos en £ = Hom,(V,V), podemos denotar como f? =

fof=f-f;yengeneral, f" = fofo..of (nveces).

Por otra parte, si f € Homg(V,V) y g € Homg(V,V), se dice que fy g
conmutansi feg=gof.

EJERCICIOS

1) Sean f y g las transformaciones lineales de R® en R3, definidas como
sigue, para todo (x, y, z) de R3:

fl,y,2) =(z,y,x); glx,v,z) = (x,x +y,x +y + z).
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Determinar la imagen de (x,y,z) a través de cada una de las
transformaciones siguientes:
f9.9f,f9—af . f%9% (F9)* @)% (fg—9f*f +9.9 -
3f,2f —3g.
Muestre que, f y g son isomorfismos (automorfismo) y determine si
sus compuestas también lo son.

Si I es la transformacion identidad, calcule (g — )™ paracadan > 1.

2) SeaV = P[x] = {p(x)/p es polinomio real}
Sean D: P[x] — P[x] el operador derivacién y sea T: P[x] — P[x] tal
que T(p(x)) = xp'(x).
Supongamos que q(x) =5+ 4x —x? + 3x3 —x*; determine la
imagen de q que a través de las siguientes transformaciones:
D; T; DT; TD; DT — TD; T?D? — D?T?; 2T — 3D.
Determine los polinomios p € P[x] para los ciafies T (p) = p.
Determine los polinomios p € P[x] paralos cuales (DT — 2D)(p) = 0.
;Qué significa el operador D™?
Determine los polinomios de P[x] para los cuales D"*(p) = 0.
Demuestre que, si T(p(x)) = xp(x) (como en el caso inicial),
entonces DT — TD es la transformacidn identidad.

3) Sean f:R3 » R3y g: R® > RS3 tales que:
f(x’ylz) = (y:Z»x)ig(x:y:Z) = (x,x -y Z)-
Determine la formula que define a las transformaciones lineales f +

g f—92f +3g.

4) Muestre que, si f, g estan en Homg (V,V), entonces f + g =g + f.
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5) Sean f:R3> > R3,g:R3 > R?yh: R? > R? tales que:
fx,y,2) = (x,2,y);9(x,y,2z) = 2x,y + 2); h(x,y, 2)
= (2x,x +7y)
Determinar la imagen de (x,y,z) a través de las siguientes
transformaciones lineales: ho (f + g); ho (f —g), ho (2f —3g),
hof+hog.

3.2 INVERSA DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Recordemos que definimos la Transformaciéon Identidad I: V — V tal que
I(A) = A para todo A de V. Esto indica que para cada espacio vectorial
podemos construir esta transformacidn.

Para dar mayor claridad a la explicacién, cuando sea necesario
notaremos por [, o I,,,, ala Transformacion Identidad de V o de W, segun
el caso.

DEFINICION
Sea f:V — W una transformacion lineal biyectiva.

Se llama inversa de f y se denota como f~! ala funcién f~1: W - V, tal
que:

f_lf: UYff_l = Iy.

Es evidente que NO toda transformacion posee inversa. Por ejemplo, es
imposible que una transformacién f: R®> -» R? posea inversa, ya que
dim(R3) = dim(Ker(f)) + dim(lm(f)), y en este caso, dim(lm(f)) <
2; esto es, el maximo valor de la dimensiéon de Im(f) es 2 que
corresponde a dim (R?); y en este caso dim(Ker(f)) > 1 (y obviamente
menor que 3), por lo tanto, existen infinitos vectores de R® que tienen
como imagen a Ogz; y siendo asi, lainversade f, f ! no puede ser funcién
dado que Op2 tendria infinitas imagenes
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Por la definicion de inversa, si f~! es inversa de f, es obvio que f es
inversa de f 1.

TEOREMA

Sil:V - V es la Transformacion Identidad, entonces para toda funcion
f:V — W yparatoda funciéon g: W — V, se cumple que: fI = f y también
Ig=g.

DEMOSTRACION

Para todo A € V ocurre que, (f1)(A) = f(IA) = f(A); por tanto, fI = f.

Para todo B € W ocurre que (IG)(B) = I(g(B)) = g(B); luego, Ig = g.

|

TEOREMA

Si f:V — W tiene inversa, esta es Unica.

DEMOSTRACION

Sean g y h inversas de f, tales que g # h; es decir, g:W =V, h: W >V,
tales que,fg = I,,; hf = L,.

De este modo, g = I,g = (hf)g = h(fg) = hl,, = h.
Observe que, en la demostracion, los 6rdenes de I,,, I,, son importantes.
Luego, g = h.

Por tanto, no se puede suponer que f posea dos inversas; por lo cual, la
inversa, si existe es Unica.
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Quedo explicado, tacitamente que, la transformacion lineal f:V - W
posee inversa si es una biyeccion, o sea, si es un isomorfismo; es decir, el
hecho que f sea isomorfismo, es equivalente al de poseer inversa.

La transformacidn lineal f: V = W es no singular, regular o inversible, si
y solo si, f es biyectiva.

TEOREMA

La inversa de wuna transformacién lineal Inversible, es una
transformacién lineal.

DEMOSTRACION

Sea f:V — W una transformacidn lineal inversible; debemos probar que
f~1:W > V es una transformacién lineal.

Sean By, B,enW; dado que, f es biyectiva, existen y son unicos los
vectores A, A, enV paralas cuales f(A;) = B,y f(4,) = B,.

De este modo, A'; = f~1(By) yA', = f71(B,).
Ahora,

f~'(B; +B;) = f_l(f(/h) + f(Az))

= (f(4: +42)

= (T4 +42)

=LA +4;) =A1+ 4, = f_l(B1) + f_l(Bz)-
Asi que,

f_l(B1 +B,) = f_l(B1) + f_l(Bz)- D

Sean BenW y k € K, entonces, existe un Unico vector A € V, tal que
f(A=Byf(B)=A
Debemos probar que f~1(kB) = kf~1(B).
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En efecto,
fHkB) = fH(kf (D) = fFH(f(kA)) = (f (kA = I,(kA) = kA
= kf~1(B).
Luego, f"1(kB) = kfY(B)  (2).
De (1) y (2), se concluye que f~! es una transformacién lineal.

|
EJEMPLO

Sea f: R3 - R3tal que f(x,y,2) = (z,x,y). Resulta facil probar que f es
isomorfismo. Este tipo de transformaciones que cambian el orden de las
componentes se denominan Permutaciones.

Si (x1,Y1,71) # (x3,¥,,23), entonces (zq,x1,Y1) # (22,%2,Y2); esto es,
f (21, %1, Y1) # [ (22, %2, Y2).

Ademas, para toda terna (a, b, c) € R3, existe la terna (b, c, a), tal que
f(b,c,a) = (a,b,c).

Es facil comprobar que, f~1(x,y,2) = (¥, z, x).

En efecto,

FH =y =f(f(xy2)=f"@zxy) =[xy2).
TEOREMA

Sea la transformacion lineal T: V — W.
T es isomorfismo de espacios vectoriales, si y solo si, Ker(T) = {0,}.

DEMOSTRACION
=)



Elementos de algebra lineal - Vol. 1

Supongamos que T es isomorfismo; entonces T es inyectiva y
sobreyectiva; ademas, por propiedades de las transformaciones lineales,
T(0,) = Oy.

Sea A € Ker(T), entonces T(A) = T(0,) = 0,,; y como T es inyectiva, es
obvio que A = 0,. Por tanto, Ker(T) = {0,}.

(=)
SeaT:V — W una transformacion lineal tal que Ker(T) = {0,}.

Probemos que T es isomorfismo de V en W; es decir, probemos que T es
inyectiva y sobreyectiva.

PRUEBA DE INYECCION

Sean B; y B, en Im(T) tales que B; = B,.Como B; y B, estan en Im(T),
existen los vectores A; y A, en V, para los cuales T(4,) = B, yT(4,) =
B,; pero B; = B,,asi,que T(A;) = T(A,).Deaqui, T(4;) + (—1)T(4;) =
0,,; estoes, T(A;) + T(—A,) = 0,,, por lo cual, T(A; — A,) = 0,,. Luego,
(A1 — Ay) € Ker(T); es decir, (A; — A,) € {0,}. De este modo, A; — A4, =
0, por lo cual, A; = A, enV. Esto es, a imagenes iguales corresponden
preimagenes iguales; por lo cual, T es inyectiva (T es monomorfismo).

PRUEBA DE SOBREYECCION
Se debe probar que, para todo B € W, existe A € V,parael cual T(4) = B.
Probémoslo por contradiccidn.

Supongamos que T no es sobreyectiva; asi que, existe B en W (B # 0,,),
para el cual, todo Ade V estal que T(A) # B.PeroT(A) e Im(T) c W,y
asi, T(A) € W;ydado que B esta en W, existe siempre un vector B’ en W
parael cual T(A) + B’ = B,yaque " + " es ley de composicion interna en
W. Deestemodo, T(A) = B + (—1)B’, pero B’ no puede ser 0,, ya que, de lo
contrario, T(A) = B. Ahora, pueden ocurrir dos casos: B = B’ o B # B'.
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SiB = B’,entonces B + (—1)B' = 0,,,luegoT(A) = 0,, paratodo A en V;
luego Ker(T) = V, lo cual no puede ser, dado que Ker(T) = {Oy}.

Si B # B, entonces B + (—1)B' # 0,,, por tanto, para todo A de V,
T(A) # 0,, (*).

Sin embargo, 0, € V yestal que T(0,) = 0, lo cual es una contradiccion,
ya que (*) afirma que T(0,) # O,, y por otra parte, Ker(T) = {0,}.

Por tanto, no podemos suponer que T no sea sobreyectiva, en
consecuencia, T es sobreyectiva.

En resumen, T es isomorfismo de espacios vectoriales siempre que
Ker(T) = {0,}.

Este resultado, evita un trabajo algebraico que puede ser no simple y que
puede precisar el calculo aritmético operativo que resulta extenuante.

COROLARIO

Sea T:V — W una transformacioén lineal inversible, entonces dim(V) =
dim (W).
DEMOSTRACION

Como T es inversible, T es isomorfismo; por lo cual, T:V - W es
sobreyectivay Ker(T) = {0,}. De este modo, Im(T) = W.

Por el teorema anterior, se tiene que, dim(V) = dim(Ker(T))+
dim (Im(T)); de donde, dim(V) = dim({0,}) + dim (W) y como
dim({0,}) = 0, entonces dim(V) = dim (W).

Este corolario indica que, entre dos espacios de igual dimension
definidos sobre un mismo cuerpo K, siempre se puede construir un
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isomorfismo; y, al contrario, para que VV y W definidos sobre K sean
isomorfos, deben poseer la misma dimensién como condicién necesaria.

TEOREMA

Sean V y W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Si dim(V) =
dim (W), entonces V y W son isomorfos.

DEMOSTRACION

Sean n =dim(V) = dim(W), entonces existen {A4;,4,,..,4A,}J SV y
{B1,By, ..., By} € W, bases de V y W respectivamente. Por el Teorema
Fundamental de las Transformaciones Lineales, existe una
transformacion T:V - W tal que T(4,) = B;,T(4,) =B,,T(A;) =
Bs,..,T(4,) =B, y T es unica. Pero {T(4,),T(4,),..,T(4,)} =
{B1,B,, ..., B,} generaaW yalIm(T),y por ser linealmente independiente
en W, es base de Im(T).

Luego dim(V) = dim(Im(T)). Esto indica que dim(Ker(T)) = 0.

El ultimo resultado implica que Ker(T) = {0,}, por lo cual, T es un
isomorfismo.

|

EJEMPLO

Sabemos que los espacios vectoriales R3 y P,[x] definidos sobre R son
de dimension 3; probemos que son isomorfos.

Podemos tomar a {(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)} base de R® y a {1,1 + x,1 +
x + x%} base de P,[x]. Debemos definir una transformacién T:R3 -
P,[x], tal que:

T(1,1,0) = 1
T(0,1,1) =1+ x
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T(1,1,1) =1+ x + x?

Para todo (a,B,y) € R3, existen m,n,p en R, tales que, (a,B,y) =
m(1,1,0) + n(0,1,1) + p(1,1,1).

De donde,
m+p=a
m+n+p=p
n+p=y

De aqui se obtiene que,

p=a—-f+y

m+n+p=p

n=pF-a«a
Asi, que,

m=p-y

n=F—-a

p=a-B+y

De modo que, (a,8,v) = -y)(1,1,00+ (B —-a)(0,1,1)+ (a—B +
¥)(1,1,1).

Por lo cual, T(a,B,y)=B—-V1+PB-a)A+x)+(a@—-B+y)(1+
x + x2).

Esto es, T(e,B,y) =B —-v+B—a+a-B+y)+B—-—a+a—-F+
Vx+(@—B+y)x?), de donde, T(a,B,¥y)=B+yx+(a—pF+
().
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Para ver si T es isomorfismo, calculemos Ker(T) = {(a,f,y) € R3/
T(a, B,y) = 0+ 0x + 0x?}.

De aqui, se tieneque, 3 =0,y =0ya—fB+y =0;porlocual,a =0 =
B=v.

Luego Ker(T) = {(0,0,0)}; en consecuencia, T es isomorfismo y esto
asegura que los espacios R3 y P,[x] tienen la misma dimensién.

EJEMPLO

Probar que f:R3 - R3 tal que f(x,v,z2)=(x—y,y—22z—x) es
isomorfismo de espacios vectoriales.

Para ello, solo calculamos el Kernel de f.

Ker(f) = {(x,y,2) € R¥/f(x,y,z) = (0,0,0)}; de aqui se obtiene el
sistema:

X—y=

y—z=0

z—x=0
Sistema equivalente con:

X—y=

y—x=0

y—z=0
Es decir,

x—y=0

y—z=0
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Sistema de infinitas soluciones.

Por ejemplo, de x —z = 0 (sumando estas ultimas), se puede obtener,

x=1z=1y=1.

Asi, (1,1,1) € Ker(f), conlo cual, Ker(f) # {Ogs}.

Por lo tanto, f no es ismorfismo de espacios vectoriales.

El lector debe reconocer que R3 y R3 son espacios isomorfos porque se

trata del mismo espacio vectorial, pero no toda funcién (transformacién

lineal) es un isomorfismo entre estos espacios vectoriales.

EJERCICIOS

D

2)

3)

Determinar cudles de las siguientes funciones de R® en R3 son
isomorfismos.

a) fx,y,z2)=@xx+y,x+y—2)

b) f(x,y,2) = (x,x =¥,y +2)

o) fxyz)=Wx-yz)

d) f(x,y,2) = (,20)

Sean V un espacio vectorial sobre el cuerpo K ysea A # 0 en k. Probar
que T:V -V tal que T(V) = AV es un isomorfismo de espacios
vecoriales. Determinar la inversa de T.

Sean f:R3 > R3 y g:R? > R?, tales que f(x,y,2z) = (x,y,x +y +
z); g(x,y) = (—x,y). Demuestre que f, g, f2, g? son isomorfismos.
Determinar las inversas respectivas. Para el efecto, haga, por ejemplo,
g(x,y)(u,v) y determine g~ 1(u, v) = (x,y).

Por ejemplo, si T(x,y) = (2x —y,x+y), es evidente que T es
isomorfismo entre R? y R2.
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En este caso tenemos,
2x—y=u
x+y=v
Asique, T"1:R? - R% es tal que, T™1(u, v) = (x, ).

De modo que,

u+y
x= > Y=V —X
Esto es,
u+v-—x u+y
X = > y=v-— >
De donde,
3 u+v 3 2v—u
P AR
O sea que,
u+v 2u—v
X = 3 Y= 3

Sea T:V — V un isomorfismo de espacios vectoriales. Por induccién
se definen las potencias T° = I (Identidad), T"® = TT™ ! paran > 1.

Demuestre que, T™T™ = T™*"; ademas, que T" es inversible y que
(Tn)—l — (T—l)n.

Sea V = P[x] y sean fy g transformaciones lineales que aplican
P[x] en P[x], tales que,

f(P(x)) = f(Z al-xi> = axi=1

i=0
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g(P(x)) =g (i aixi> = i axi1

i= i=0
Calcular:

a) f(2+3x+5x%—7x3); g(—3+2x + 4x* — 5x3).

b) Si p(x) =1+ x —x?—x3, determinar las imagenes de p
mediante las siguientes transformaciones lineales: f o g, g o
f,(fe9)?y(gef>

c) Pruebe que g es inversible y determine su inversa.

6) Pruebe que los siguientes pares de espacios vectoriales son isomorfos
(los espacios estan definidos sobre R):

a) My, y R*.
b) R*y Ps[x]
o) <{(1,1,11) (1,0,1,0)} >y R?
Nota. En cuanto sea posible, no utilizar las bases candnicas de cada
espacio.
TEOREMA

Si f:V = V es una transformacion lineal inyectiva o sobreyectiva de un
espacio de dimension finita en si mismo, entonces f es no singular.

DEMOSTRACION

Supongamos que f:V — V es una transformacion lineal inyectiva y que
dim(V) = n.
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Como f(0,) = 0,, no existe un vector A €V, tal que A # O, esté en
Ker(f); luego, Ker(f) ={0,} y asi, f es isomorfismo de espacios
vectoriales; por lo cual, f es sobreyectiva.

Ahora, supongamos que f es sobreyectiva y probemos que f es inyectiva.

Como dim(V) =n y si f es sobreyectiva, Im(f) = V. Sea, por lo tanto,
{B1, By, ..., By} base de Im(f). Asi, existen vectores Ay, A,, -+, A, en V para
los cuales f(A;) = By, f(43) = By, -+, f(4,) = By; y como {By, B, ..., B}
es linealmente independiente en V, ocurre que, {4, A4, -,4,} es
linealmente independiente en V y por tanto, es base de V.

Sea A € Ker(f), entonces A = a;A; + a,A, + -+ a,A,.
De este modo, f(4) = ayB; + a,B, + -+ a,B, = 0, (A € Ker(f)).

Pero {B;, By, ..., By} es linealmente independiente, luego a; = a, = -+ =
a,. Por tanto, 4 = 0,,.

Hemos demostrado que, si A € Ker(f), entonces A = 0,; es decir,
Ker(f) = {0,}y asi, f es inyectiva.

3.3 MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL

Intentamos decidir que toda transformacion lineal entre espacios
vectoriales de dimension finita, definidos sobre un mismo cuerpo, se
puede considerar como una Transformacién Matricial.

Muchas de las propiedades estudiadas para los espacios vectoriales, han
prescindido de las bases, pero ha quedado explicado tacitamente que no
podemos trabajar con ellos haciendo caso omiso de ellas.

Por otra parte, el Teorema Fundamental de las Transformaciones
Lineales, explica cémo las transformaciones lineales quedan
perfectamente definidas por la forma como actdan sobre cada vector de
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la base del espacio dominio de la transformacién. Esto exige el
conocimiento de tales bases.

El teorema fundamental de las transformaciones lineales explica c6mo
una transformacién T:V — W queda totalmente definida si se conocen
los vectores T(A;),T(43),:+,T(A,) de W que son imagenes de los
vectores {4,,4,,:+, An} que, a su vez, conforman una base de V.

Sea, por tanto, T: V — W una transformacion lineal de espacios vectoriales,
definida sobre un cuerpo K, donde dim(V) = y dim(W) = n.

De este modo, escojamos los conjuntos
{A,A,,-, A} y {B1,Bs, ..., By}, bases ordenadas de V y W
respectivamente.

Como T(4;) € Im(T) c W paratodoien ]/, ={1,2,:--,m}y como
{B1, B, +, By} es base de W, se sigue que:

T(A;) = a;1By + az1B; + az1Bs + -+ an, By,
T(A;) = a13B; + azB; + azBs + -+ apy By

T(Am) = almBl + aZmBZ + a3mB3 + -t antn

Dondelos a;;, i € J, ={1,2,--,n}; j € [, ={1,2,-~-,m} son Gnicos en
el cuerpo K.

Ahora, elijamos la matriz de orden n X m:

air A1z - Qim

a21 a22 e a2m
Avw = M = LR LN LN

An1 An2 Anm
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Los vectores columna de A son:

aiq ag» Aim

azy az; Arm
) aen )

an1 an2 Anm

Dichos vectores columna son los vectores coordenados de
T(A4,),T(A,),...,T(A,) respectivamente.

La matriz M se llama Matriz Asociada a T en las bases {A1,4,,*,An}y
{B;, By, -+, B,} de V y W, respectivamente. Se observa que, si se cambian las
bases, la matriz 4,,, también cambia. Mas adelante veremos qué cambios se
suscitan en la matriz 4,,, cuando cambian las bases (cambio de base).

Ahora, mostremos que T:V - W se puede interpretar como la
Transformacién Matricial por A.

Sea A€V, como {A;,A;,A,} es base de V, existen escalares
{x1, %5, ,xp}en K, tales que, A = x4 + x4, + -+ x,A,; por lo
tanto,

T(A) = x,T(A) + x,T(Ay) + -+ x,T(4p) =
= x1(a11B1 + a1 B, + ag B3 + -+ + apy By)
+ x,(a,B, + ay,B, + az,B; + -+ a,,B,) + -
+ xm(almBl + aZmBZ + a3mB3 + -+ antn)

= (X1a11 + X201 + = + X A1) By + (Az1%1 + X205, + - + X A2) By
+ o+ (x1anq + X200y, + Az Bs + -+ X Apm) Bp-

Ahora bien, si escribimos al vector AdeV de acuerdo con las
componentes (coordenadas) de la base ordenada {4,,4,, ..., 4;,}, como
sigue:
X1
A=
xm
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Observamos que,

11 Q12 - Aim\ /x4 A11X1 + Q12X + 0+ X,
Az1 Az .. dom Xp | _ [ Q21X + Go2X2 + -+ QX

Ap; QAnz = %am/ \*m An1 X1 + ApaXy + o+ ApmXm

La matriz columna b_2_ es el vector “coordenado” del transformado

T(A).

En resumen: hemos elegido una transformacion lineal T:V — W sobre
espacios finitos (de dimension finita); dos bases ordenadas
{A1, A2, A} y{B1, By, -+, By} de Vy W.

Con los vectores transformados de la base de V:

a1 aqy A1m
a a a
T(A) =21, T(A) =22 |, T(Ay) =| 2™
An1 An2 Anm

conformamos la siguiente matriz:

a1 Qaqp e Aum
M= arq ayoy v Qom
An1 Qnz Anm
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Luego, todo vector A de V, es tal que,

Por tanto, T:V — W se puede identificar como la transformacién T, tal
que T(A) = M - A, que es una Transformacion Matricial, como se dijo
antes.

EJEMPLO
Sean f:R? — R3, tal que, T(x,y) = (x + y, x, 2x — 3y).
Interpretemos a T como una transformaciéon matricial.

Para ello, escojamos las bases candnicas y ordenadas: {(1,0)(0,1)} y
{(1,0,0)(0,1,0)(0,0,1)} de R? y R3, respectivamente.

De este modo,
T(1,0) =(1,1,2) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 2(0,0,1)
T(1,0) = (1,0,—3) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + (—3)(0,0,1)

1 1
M=|1 0
2 -3

Por tanto, se puede definir T: R> - R® de modo que, para todo (

0= 0)0-(,x),)

Tal como se tiene en principio.

Asi,

X

y) € R?,
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Se dijo antes que, la matriz M depende de las bases elegidas, y obviamente,
del orden de estas. Interpretemos la misma transformacion, respecto a las
siguientes bases ordenadas: {(1,0)(0,1)}{(1,0,0)(0,1,0)(0,0,1)} de R? y
R3, respectivamente

T(1,1) =(2,1,-1) =(-1)(1,1,1) + 2(1,1,0) + 1(1,0,0)

T(1,0) =(1,12)=2)(1,1,1) + (-1)(1,1,0) + 1(1,0,0)

-1 2
M=(2 -1
1 0

Asi, sobre dichas bases, T: R? - R3 es tal que,

=2 2)6)- (=)

1 1 x+y

Luego,

EJEMPLO

Sea f:R3> > R* la transformacién lineal definida por f(x,y,z) =
(x—y,x+2y,y+z2).

Encuentre la matriz T con respecto a las siguientes bases ordenadas:

B ={(2,0,0),(0,3,0)(0,0,4)} y B’ = (1,0,0,0),(1,1,0,0), (1,1,10),

(1,1,1,1)} de R3 y R*.

Resulta que, £(2,0,0) = (2,2,0,0), lo expresamos en la base B’, asi:
(2,2,0,0) = a(1,0,0,0) + »(1,1,0,0) + ¢(1,1,1,0) + d(1,1,1,1)

De donde,

a+b+c+d=2 d=0
b+c+d=2 c=0
c+d=0 = p=2
d=20 a=0



Elementos de algebra lineal - Vol. 1

Asi, las coordenadas del vector (2,20,0) respecto de la base referencia B’,
son (0,2,0,0); y asi, la primera columna de la matriz asociada a la

transformacion es

o onNn O

De igual modo, £(0,3,0) =(-3,6,3,0) =a(1,0,0,0) + b(1,1,00) +
c(1,1,1,0) + d(1,1,1,1), de donde,

atb+c+d=-3 d=0

b+c+d=6 c=3

c+d=3 = b=3

d=0 a=-9
-9
Asi, la segunda columna de Mg 5, es g
0

También se observa que,
f(0,04) = (0,0,4,4) = a(1,0,0,0) + b(1,1,00) + ¢(1,1,1,0) + d(1,1,1,1).

Por tanto,

a+b+c+d=0 d=4
b+c+d=0 c=0
c+d=4% = b=—4
d=4 a=0

0
Luego, la tercera columna de la matriz Mj , es <_4 .

Por tanto, la matriz buscada es,

0 -9 0
2 3 —4
My, =
BB 0 3 0)
0 0 4
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Ahora bien, debe entenderse que f:R3 —» R* se interpreta como el
producto matricial (Transformacion Matricial) por la matriz Mg p,:

0 -9 0
2 3 —4

Myp, =
BB 0 3 0
0 0 4

donde las bases de referencia de R3y R* son respectivamente:

B ={(2,0,0),(0,3,0),(0,0,4)} y B’
{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,10),(1,1,1,1)}.

Es decir, f: R® - R*, es tal que,

0 -9 0\ .
2 3 -4
’b’ =
flabeay=\g 3 (i)
0 0 4

Donde (x,y,z) son las coordenadas de (a, b, c) respecto de la base de
referencia B.

El producto determina las coordenadas de f(a, b, ¢) respecto de la base
B’ de R*.

Por ejemplo, sea (2,6,12) en R3; es claro que, (2,6,12) = (—4,14,18,12);
imagen calculada directamente.

Ahora, utilicemos la matriz asociada a la transformacién lineal; asi, que,
(2,6,12) = 1(2,0,0) + 2(0,3,0) + 3(0,0,4).

Asi, que, (2,6,12) = (1,2,3).

Observe que, el ultimo vector es el coordenado respecto de la base de
referencia.
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Asi, que,
0 -9 O 1 —18 —18
2 3 —4 2+6—12 —4
2'6'12 = 2= = =
asin=(3 3 S)0)-(ron)- (5
0 0 4 12 12

= 18(1,0,0,0) — 4(1,10,0) + 6(1,1,1,0) + 12(1,1,1,1) = (—4,14,18,12)

Este resultado coincide con el que se obtuvo en principio.

3.4 MATRIZ ASOCIADA A LA SUMA DE DOS TRANSFORMACIONES
LINEALES

Sean V y W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo (K, +,"), de tal
modo que, dim(V)=m y dim(W)=mn, esto es, existen B =
{A,A,, -+, Ay}, B' ={B4,B,,+,B,} bases de V y W respectivamente.

Consideremos las transformaciones lineales f:V - W, g:V - W, las
cuales, por lo expuesto anteriormente, se pueden interpretar como
transformaciones matriciales (productos por matrices My, ).

O sea que, f:V - W, es tal que se corresponde con la matriz Mp g, del
mismo modo que g: V — W se corresponde con M'g p,.

De este modo, si A € V, distingamos como A al vector coordenado de A
respecto de la base de B de V; por tanto, Mgz, -A y M'zp, - A son los
vectores coordenados de f(A4) y g(A) respecto de la base B’ de W.

Debido a que, Mp p,, M’B,B, son matrices del mismo orden, no es dificil

observar por propiedades de las matrices, que: Mpg, -4 + M'p g ‘A=
) _

(MB,BI + M B,BI) 'A.

El primer miembro indica que se suman los vectores coordenados de

f(A)y g(A), es decir, estamos sumando f(4) + g(A) = (f + 9)(4); y la
segunda parte, presenta el algoritmo que abrevia el caculo, sumando
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inicialmente las matrices asociadas; esto es, la matriz asociada a la
e 1A
transformacion f + g, es Mg g + M'p pr.

El lector puede notar que la matriz asociada a una transformacion lineal
de espacios vectoriales respecto de sus bases de referencia es Unica, y
que, a cada transformacién le corresponde una matriz.

Por otra parte, si A€ Ky f:V - W es transformacion lineal, y siendo
Mg g, la matriz asociada a f respecto de las bases By B' de V'y W,
respectivamente, y dado que A €V, designemos por A el vector
coordenado de A en la base B, por tanto A = A (el lector debe interpretar
correctamente lo que queremos significar con la notacion), de donde se
sigue que AA = 1A. Utilizando en este momento la transformacién
matricial, se sigue:

f(AA) = Mpp, 1A = ()L ) MB,B’)“T = (Af)(4) = (/1 ) MB,B’)/T'

Pero, f(14) = A- f(A) = (Af)(A), lo que indica que la matriz asociada a
la transformacion Af es A - M pr.

En resumen, hemos tomado el espacio Homg(V, W), donde dim(V) =
m, dim(W) = n, con bases de referencia (Ordenadas) respectivas B y B/,
y el espacio vectorial M,y,,, y hemos construido la transformacién
T:Homg(V,W) = My xm, tal que T(f) = Mp p, (matriz asociada a T); y
ademas, hemos comprobado que T es transformacion lineal.

En un nivel de abstracciéon mas alto, se debe comprender que toda matriz
M € M,,, representa a alguna (y exactamente una) transformacién
lineal f: V — W, respecto de sus bases ordenadas. Esto indica que, hemos
construido un par de espacios vectoriales isomorfos, tal como se probara
mas adelante.
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3.5 MATRIZ ASOCIADA A LA COMPUESTA DE DOS
TRANSFORMACIONES LINEALES

Antes de proseguir digamos que, si la matriz asociada a una
transformacion lineal se ha formado tomando como referencia las bases
candnicas de los espacios vectoriales, la matriz se denomina Matriz
Estdndar Asociada a la Transformacion.

Sean U,V,W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo (K, +,), tales
que dim(U) = m,dim(V) = p ydim(W) = ny sean las transformaciones
lineales f:U - V,g:V - W.

Hemos probado que la funcién g o f: U — W es también transformacion
lineal. Tanto f como g tienen su correspondiente matriz asociada
Mg g € KP*™, Mp, g € K™*P respecto de las bases B,B"y B" de U,V y
W respectivamente; donde,

B ={A},Ay, -, An} B'= {31,32:“‘,313}}’3” ={Cy,Cy, -+, Cp}

Ahora, deseamos calcular la matriz asociada a la transformaciéon g o
f:U > W; Mg gn € K™ ybuscar la relacién con las matrices asociadas
afyg.

Sean, por lo tanto,

a;; Qa2 A1m
a a a
Mpg = 20 2% 7
apl apZ apm
b11 b12 blp
My = | P b2 b
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Y, obviamente, la matriz asociada a la transformacion lineal g o f es:

C11 C12 v C1m

c c . C
MB,B” — 21 22 2m

C‘I‘Ll an Cnm

Por construccion de las matrices asociadas a estas transformaciones, se
entiende que,

14
f(4;) = z a;;B;

dondej € J,, y B; € B'basede V;y

f(B) = Z by;G;

dondej € J,, y C; € B" base de W.

Todo lo anterior nos indica que,

(g°N4) = Z CiiC;
im1

Donde j€]J, y C;€B'", pero, por definicion de producto de
transformaciones, se sigue que,

(geN4) =9 (f(Aj)) =g (Zp: aijBi> = Zp: a;jg(B;) =

i=1

=1
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Y si hacemos

(ge f)(A]) = z CyjCx
k=1

por igualdad de funciones (unicidad de imagen) se sigue que,
n n 14
z CyjCy = Z ( bkiaij> Cx
k=1 k=1 \i=1
paracadaj € J,,.

Nétese que, los resultados anteriores se basan en propiedades de las
sumatorias o lo que se llama comtinmente, del operador sigma.

De este modo,

p
Cyj = Z byiaij
i=1

para cada k y cada j.

Asi, por ejemplo,
P

Ca3 = Z byiaiz = by1a13 + bapags + byzazz + o+ bypays
i=1

Que, como puede verse, es el producto de matrices (por definicidn)
MBI'BII . MB,B"

Es decir, como se esperaba,

MB'BII = MB',B” . MB,B"

171



172

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

EJEMPLO

Elijamos los espacios vectoriales R3 R, P,[x] y R? y las
transformaciones f: R3 - P,[x], g: P,[x] — R?, tales que,

f(a,b,c) =a+ (a—b)x+ (a+ b —c)x? g(a+ bx + cx?)
=(a+b,b—c).

Tomemos las siguientes bases ordenadas:

B = {(1,1,1),(1,0,1) (0,0,1)} base ordenadade R3, B’ = {1,1 + x, x + x?}
base ordenada de P,[x] y B” = {(1,1) (1,0)} base ordenada de R?.

Determinemos las matrices asociadas a f y g respecto de las bases de
referencia indicadas

Matriz para f

Dado que, f(1,1,1)=1+x>=m1)+n(1+x)+pkx+x?)=m+
n)(n + p)x + px?, entonces,

m+n=1 p=1
n+p=0 = n=1

Por lo tanto, los vectores coordenados son:
fALD =(2,-11) (@)
f(,0)=1+x=0-1+1-1+x)+0-(x+x2) =(0,1,0 (2)
f0,0)=—x>=m-(D+n-A+x)+p-(x+x%) =(0,1,0)

Entonces,
m+n=20 p=-1
n+p=0 = n=1
p=-1 m=-1
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De este modo,

Todo esto indica que,
2 0 -1
Mg g = (—1 1 1 )
1 0 -1

g(1) =(1,0) =m(1 +1) +n(1,0)

Matriz para g

Asi,

m+n=1 m=0
m=20 = n=1

Es decir, los vectores coordenados respecto de la base son:
g =@10=01n @O
9g1+x)=021D=>101) (2
glx+x?)=(10) (3)
Por lo tanto,

Maw = (3 1 )

Esto significa que la matrizde g o f es,

2 0 -1 B
mor=(§ L D(-0 1 )= 1Y)

En efecto, calculemos directamente la matriz asociadaa g o f.
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Ya vimos que f(1,1,1) = 1+ x%; £(1,0,1) = 1 + x; £(0,0,1) = —x?, por
tanto,
g°of(1L1L) =1 -1)=(12) (1)
g°of(1,0)=9g0+x)=021)=1A1) (2
g°f(0,01)=g(-x*)=(01)=(1,-1) (3)
Lo que indica que,

Mawe=(5 1 1)

tal como vimos anteriormente.
EJERCICIOS

1) Traduzca las propiedades de los Hom, (V,W) en el ambito de las
matrices K™*" dado que los espacios son isomorfos.

2) Determine las matrices estandar para cada uno de los operadores
lineales definidos como sigue:

a) f:R® > R? talque f(x,y) = 2x —y,x +y)

b) f:R3 - R3 tal que f(x,y,2) = (x,y,2)

c) f:R®->R3 talque f(x,v,2) = (x+y+2zx+2y,2)

d) f:R? > R3talque f(x,y) = (x,x +y,2x —y)

e) f:R3 - R*talque f(x,y,z) = (0,0,0,0)

3) Seaf:P,[x] = P;[x]talque f(a+ bx + cx?) = (a—b) + (a+ b + c)x.

Encuentre la matriz de f respecto de las bases candnicas y respecto
de las bases {1 —x,1+x,1—x+x%} y {1+x,2—3x} de P,[x] y
P; [x] respectivamente.

4) Sea T:M,,, > M,,, el operador lineal definido como T(4) = A*
(transpuesta de A); encuentre la matriz de T, respecto de las bases:

AN oG 06 oG D
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5) Sea f:R3® - R3 la transformacion lineal definida por f:(x,y,z) =
(x —y,z—x,y — z); encuentre la matriz de f respecto de la base
{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}. Utilice la matriz para conseguir las
imagenes de los siguientes vectores: (2,—3,0),(1,1,0),(5,4,3),
(2, —4,5)(4,4,2).

6) Sea f:P,[x] — Ps[x] tal que f(p(x)) = xp(x). Determine la matriz de
f respecto de las bases:

{1+x,1+4+2x-3x%1+x+2x?} de Pyfx]; vy {1—-x,1+x+x%1+
x3,1 — x% + x3} de P;[x]. Utilice la matriz para determinar las imagenes
de los siguientes vectores: (1 + 2x + 3x%) y (1 — 3x + 4x?).

7) Demuestre que, si T:V — W es la transformacién cero, la matriz T
respecto de cualquier par de bases, es la matriz CERO.

8) Sea D: P;[x] - P,[x], de modo que, D(p(x)) = p'(x). Determine la
matriz D respecto de las bases {1,1 + x,1+ x + x%,1 + x + x? + x3}
y{1,1 —x,1 4 x — x*} respecto de P;[x] y P,[x].

9) Sean las bases:
a) {1, Senx, Cosx}
b) {1,e*, e?*}
0) {e, xe?, x2e?*}

bases de subespacios del subespacio de todas las funciones definidas
sobre R. Encuentre la matriz con respecto a D, tomando como bases de
referencia la dada en cada caso, y donde D es el operador diferencial.
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10) Sean las funciones f:R?->R3; g:f:R?> > R3h:f:R3 -
P,[x]; l:P,[x] — P;[x], tales que, fl,y)=(@x+yx—
y); g(x,y =(0,x+y+z7y—x); h(a,b,c) = a+ bx + cx?;

I(a+ bx + cx?) = f;c(a + bx + cx?)dx; y tomemos las bases de

referencia:
By = {(1,1) (0,1}
Bgs = {(1,1,1) (1,1,0) (0,1,1)}
Bp,xy={1—x1+x,1—x+x?}
Bp, = {L14+x14+x—x*1-x*+x}

Determine las matrices de las siguientes transformaciones lineales
respecto de las bases de referencia dadas: hf,hg, h(f +

3.6 EL ISOMORFO DE Hom,;, (V,W) en K™"

Denotemos por K™ ™ al conjunto de todas las matrices de orden m X n
con elementos en K.

Sean V y W espacios vectoriales definidos sobre K tales que dim(V) =
n y dim(W) = m, por lo cual, existen las bases B = {A;,4,,:*,A,} ¥
B' = {By,By,**, B} de V y W respectivamente. En este momento se sabe
que, Homy,(V,W) y K™ ™ son espacios vectoriales sobre el cuerpo K;
ademas, cada f € Homg(V,W) se puede interpretar como una
transformacién matricial, lo que equivale a decir que, a cada
transformacion lineal f de Hom; (V, W), le corresponde una matriz M €
k™ ™ respecto a una transformacion lineal f € Homyg (V, W).
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Definamos, la funcion: F: Homy (V, W) — k™*™ tal que F(f) = M (Matriz
Asociada respecto de las bases de referencia dadas).

F construida como se observa, es una transformacion lineal, ya que, si
F(f)=MyF(g) =N,vimoscomoF(f +g) =M+ N =F(f)+F(g9);y
que F(af) = aM = aF(f), donde a € K.

Mostremos ahora que F es isomorfismo, y para ello, calculamos el Kernel:
Ker(F) ={f € Homx(V,W)/F(f) = 0 € K™*"}.

Asi, pues la transformacion CERO esta en el Kernel de F por ser F una
transformacidn lineal de espacios vectoriales.

Si T, es la transformacién cero de Hom,(V,W), ocurre que {T,} C
Ker(F) (1)

Sea T € Ker(F), asi que, T € Homg(V,W) y F(T) =M es la matriz
asociada a tal transformacion respecto de las bases de referencia By B'.
Como T € Ker(F), f(T) =0 € K™"; es decir M = 0; por lo tanto, la
interpretacion matricialde T estal que, T:V — W tal que, T(4A) = 0- A =
Oy, lo que senala que T es la transformacion cero. Por lo tanto,
Ker(F) c {T,} (2).

De (1) y (2) se concluye que Ker(F) = {T,}, y con ello, que F es
isomorfismo de espacios vectoriales.

Pero hemos probado tacitamente, algo interesante, que F es inversible; y
ademas, por ser inversible los espacios Hom,(V,W) y K™*", tienen
exactamente la misma dimensién. Pero dim(K™*™) = nm, por tanto
dim(Hom, (V,W)) = nm = dim(V) - dim (W)

Decir que dos espacios vectoriales son isomorfos, indica que son
vectorialmente equivalentes; es decir, se comportan del mismo modo, en el
sentido que las propiedades que satisface uno de ellos, también la satisface el
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otro. Nos permitimos, por lo tanto, dar algunas muestras de la regularidad de
este comportamiento con los espacios Hom, (V, W) y K™*™,

Propiedades De Hom (V, W) Reflejo sobre K™*™
D (f+g9+h=f+(g+h) ) (A+B)+C=A+ (B +
2) f+g=9+f 0)

) f+To=f 2) A+B=B+A

4) f+(=Df =T, 3) A+0=A

5) a(Bf) = (@p)f 4 A+(=4)=0

6) a(f +9) =af +ayg 5) a(Ap) = (ap)A

7) (@ +B)f =af +Bf 6) a(A+B) =aA+aB
8) 1-f=f 7) (a+B)A=aA+pA

8) 1-4=4
9 (feg)oh=fo(goh) )
10) fo(g+h)=(fo 9) (AB)C = A(BC)
g+ eh 10)A(B + C) = AB + AC
11) f esisomorfismo 11) A posee inversa y
es la matriz asociada a f !

Cuando se habla de compuestas, el lector debe suponer la existencia de
otro espacio vectorial.

3.7 TRANSFORMACIONES Y MATRICES SEMEJANTES

Por el momento, sabemos que, si f:V — W es una transformacion lineal
de espacios vectoriales, entonces, dim(V) = dim(Ker(f)) +

dim(Im(f)) (D).
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En el caso que f sea un isomorfismo (f es inyectiva y sobreyectiva),
entonces Ker(f) = {0,}; Im(f) =W, que segin (1) consigue que,
dim(V) = dim (W). Asi que, dim(V) =dim (W) es una condicion
necesaria para que f:V — W sea un isomorfismo.

Pero también es una consideracién suficiente, ya que, si dim(V) =
dim(W) = n, existen bases B = {4,,A4,,-,A,} y B' = {By,B,,**, B,} de
V' y Wrespectivamente. Aqui, es facil construir una transformacién lineal
(Teorema Fundamental de las Transformaciones Lineales), tal que,
f:V - W consiga f(A4;) = B;,i € ], para todo A; de V. Debido a que la
representacion de cada vector B; de W es inica como combinacioén lineal
de los elementos de la base, se sigue que:

0, = 0B, + 0B, + ---+ 0B,,, 0 sea que,
Ow = 0f (A1) + 0f(A43) + ---+ 0f (4,), 0 mejor,
0, = f(0A; + 04, + .-+ 04,) = f(0,); es decir, 0, € Ker(f).

Y si A € Ker(f), entonces, A = a;A; + a,A, + -+ a,A,; pero f(A) =
a,B; + a;B; + -+ a,B, = 0,,; de modo que, a; =a, =--=a,=0;0
sea que, A = O,; por lo cual, Ker(f) c {0,}. Asi, que, Ker(f) = {0,}, lo
que equivale a decir que, f es un isomorfismo.

De este modo, hemos comprobado que dos espacios son isomorfos, si 'y
solo si, tienen la misma dimension.

Nos vamos a alejar momentaneamente de lo alcanzado en el capitulo con
relacion a cuando dos espacios son isomorfos. Nos referimos
particularmente a los espacios R", manteniendo como objetivo principal
encontrar un algoritmo para decidir cuando dos espacios son isomorfos.
Para ello, idearemos un método que permita encontrar todas las
funciones lineales R™ en R™ y el algoritmo para reconocer cuiles son
inyectivas y cuales sobreyectivas.
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Para ello, recordemos inicialmente algunos resultados sobre el producto
de funciones, los cuales se dan como hechos conocidos, asi:

1) La compuesta de sobreyectivas es sobreyectiva.
2) La compuesta de inyectivas es inyectiva.
(1) y (2) la compuesta de biyecciones es biyeccion.
3) Sif:A - B es biyectiva, f ! es biyectiva.

4) Si f es sobreyectiva y g es inyectiva, g o f puede o no ser
sobreyectiva o inyectiva.

5) Sif esinyectivay g es sobreyectiva, g o f es sobreyectiva.

6) Sif esinyectiva (o sobre) y g es biyectiva, g o f es inyectiva (o
sobre).

7) Si f es biyectiva y g es sobre (o inyectiva), entonces go f es
sobreyectiva (o inyectiva).

8) Sif:A - B esisomorfismo, f~1: B - A es isomorfismo.

Todo esto indica que, si f: A = B es una funcién, la cualidad de ser o no
inyectiva o sobreyectiva, permanece si se compone a f a izquierda o a
derecha con funciones biyectivas de AenA y de BenB, segun
corresponda. Esto nos permite definir una relaciéon de equivalencia y
dividir las transformaciones lineales en clases, de modo que, cada clase
posea un representante que facilite analizar las cualidades de todos los
elementos de su clase.
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DEFINICION

Sean las transformaciones lineales f y g en Hom; (V, W); diremos que f
es semejante a g si existen los isomorfismos p:V -V y q:W — W, tal
que, g = q ° f ° p; en este caso, denotaremos f - g.

La definicion dada anteriormente se puede verificar de acuerdo a la
Figura 9.

V > - W

\

Y

W

Figura 9. Semejanza de Transformaciones lineales

Fuente: elaboracién propia

TEOREMA

La relacion f -~ g definida anteriormente, es una relacién de
equivalencia.

DEMOSTRACION

1) f-f para todo f € Homi(V,W). En efecto, como Ias
transformaciones identidad: [,V -V e [,;W —>W son
isomorfismos, se sigue que, f =1, o f o I,,; luego, f -~ f.

2) Si f -~ g, entonces g -~ f. En efecto, dado que f -~ g, existen los
isomorfismos
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p:V-oVyqW-W,talesque,p 2:V >V y qg-1: W - W también
son isomorfismos, y para los cuales, g = q o f o p.
Componiendo a derecha e izquierda por p~! y q71, respectivamente,
se sigue que:

qlegept=1lyofel,=f
de lo cual se infiere que, g - f.

3) Si f-g yg - h, entonces, f —~ h. En efecto, como f -~ g, existen
isomorfismos
p:V-oVyqW->W,talque,g=qofop (a).
Como f ~ h, existenisomorfismost:V -V y uw:W —» W,talque,h =
uogot (b).
Componiendo adecuadamente las expresiones (a) y (b), se sigue que,

h=uoc(qofop)ot
y por la propiedad de asociatividad de la composicion, se sigue que,
h=@eqg)efe(pet).

Luego. f ~h, dado que, uoeq:W ->W ypot=V -V, son
isomorfismos.
Ahora bien, algunas de las propiedades, sobre todo las que nos
interesa, se conservan a través de esta semejanza, tal como se verifica
en el siguiente teorema.

TEOREMA

Sean f y g transformaciones lineales de Hom; (V, W) si f -~ g, entonces:

D

f esinyectiva, siy solo si, g es inyectiva.

2) f essobreyectiva, siy solo si, g es sobreyectiva

DEMOSTRACION

1) f esinyectiva, siy solo si, g es inyectiva.
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Supongamos que f es inyectiva.
Como f -~ g, entonces g =qo fop, donde p:V >V y q:W — W son

isomorfismos de espacios vectoriales.

Para probar si g es inyectiva, podemos suponer que g(4) = 0, y probar
que A = 0,. Esto es, si g(4) = g(0,), entonces, A =0, con lo que
termina la prueba.

Sea, por tanto, g(4) = 0,,; por tanto, (qo f ep)(4) = 0,,, o sea que,
q(f op)(A) = 0,,; pero q es biyeccion de W en W y particularmente
inyectiva, por tanto, (f e p)(4) = 0,; yasi, f(p(4)) = 0,.

Pero f es inyectiva, por tanto p(4A) = Oy, ya que f:V = Wy como p es
isomorfismo de V en V, se sigue que, A = Oy,.

En resumen; partimos del hecho que g(4) = g(0,) y mostramos que
A = 0,; luego, g es inyectiva.

Ahora, si g es inyectiva, dado que f ~ g ,implica que g ~ f; entonces,
existen isomorfismos
wV-Vyt:W-W,tal que, f =togou;y se repite exactamente la
prueba anterior, concluyendo que f es inyectiva; por ello la omitimos.

2) f es sobreyectiva, siy solo si, g es sobreyectiva.
Supongamos que f es sobreyectiva.

Como f - g, existen los isomorfismos p:V =V y q:W - W, tal que,
g=qefep.
Debemos probar que, para todo B € W existe A € V, tal que g(A) = B.

Supongamos que g no es sobre; asi, existe B en W, tal que, paratodo A €

V, g(A) # B. Asi que, (qo fop)(A) # B; es decir, q((fop)(4)) #
B paratodo A € V; de modo que, existe ¢g"1(B)en W (q:W - W), tal
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que, para todo A€V, (fop)(A) # q *(B) (recuérdese que es
isomorfismo). O sea que, f(p(A)) # q~1(B) paratodo A € V.

En otras palabras, para todo p(4) € V (p es ismorfismo de V enV),
existen q~1(B) € W para el cual f(p(4))# q *(B). Luego, f no es

sobreyectiva, lo cual contradice la hipoétesis.

Por tanto, g es una funcién sobreyectiva. La prueba de suficiencia es
similar a la dada, por tanto, la omitimos.

Por otra parte, vimos que, si dim(V) = n,dim(W) = m, siendo Vy W
espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, los espacios vectoriales
Homy (V, W)y K™ ™ (matrices de orden m X n con elementos en K), son
isomorfos; y el isomorfismo que construimos fue:

F:Homy(V,W) - K™ ", tal que, F(f) = Mg g, donde Mg p, es la matriz
asociada a f respecto de las bases de referencia By B' de V y
W respectivamente.

Construido este isomorfismo, vemos como las propiedades estructurales
de los elementos de Hom, (V, W) se reflejan en K™ ", y particularmente,
como el producto de matrices nace en su algoritmo de la relacién
encontrada entre las matrices asociadas a las transformaciones dadas.
Todo esto indica que, probar una propiedad de las matrices resulta mas
comodo hacerlo a través de las transformaciones lineales y viceversa.

Sillamamos Mg g, = M, simplemente es facil, como se vio anteriormente,
construir la transformacion matricial: T:V - W, tal que, T(A) =M - Ay
M € K™ " siendo la matriz que identifica a la transformacién f respecto
de determinadas bases de referencia B,B'de V y W. Es decir, M - A es
otra escritura formal de f.
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Ahora podemos construir una funcién:

@: K™" — Hom,;, (V,W), tal que, si X es vector coordenado de algin
vector fijo de V, entonces, p(M) = M - X.

@ es transformacion lineal ya que, si M y N estain en K™*™, yay b en K
entonces, por propiedades de las matrices, se tiene que,

@(aM + bN) = (aM + bN)X = aMX + bNX = aep(M) + bp(N).

Siendo X = A; + A, + -+ A,, donde {A,4,, ..., A, } es base de V; asi, M
identifica completamente a f.

Entonces, es claro que, ¢(M) = MX, donde M es la matriz asociada a f,
estd identificando a f.

Asi, que, (9 o F)f = o(F(f)) = (M) = I(f) (por formalidad).

Luego F~! = ¢, por tanto ¢ es ismoformifmos de espacios vectoriales.
Ademas, F~! debe ser transformacién lineal, como se evidencia aqui; de
acuerdo con el teorema anterior, asociado al concepto de isomorfismo,
aparece la transformacidn lineal inversa y, por tanto, también el de la
matriz inversible.

DEFINICION

Una matriz M € K™ se dice inversible, si la correspondiente funcién
lineal f € Hom, (V, W) es inversible (es decir es isomorfismo).

La matriz idéntica de orden n (matriz cuadrada) tiene elementos no nulos
en la diagonal principal, todo iguales a uno; todos los demas son cero.

0 0

Asi, I, =

S OO O
_ oo O O

1 0
0 1
0 0
0 0
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Igual que en la semejanza de transformaciones lineales, se da el caso que,
si M € K™", entonces, I,M =M e I,M = M; hecho que se refleja
finalmente, en la teoria de las transformaciones lineales.

Ademas, si V y W son espacios vectoriales de dimension finita, y sobre
el mismo cuerpo K; una transformacién lineal f:V - W es un
isomorfismo, si inicialmente dim(V) = dim (W); esto nos permite
afirmar, que las matrices inversibles deben ser cuadradas. En otras
palabras, matrices que no son cuadradas, no puede tener inversa.

De este modo, si f:V — W es isomorfismo, existe g:W — V, tal que, g °
f=1,y fog=]I,; estoindica que, una matriz cuadrada M,, posee
inversa, siy solo si, existe una matriz N,,,,, tal que I = NM = MN.

Asimismo, correspondiendo a la relacion de semejanza en Hom, (V, W),
tenemos la definicion que sigue.

DEFINICION

Dos matrices M y N de K™ se llaman semejantes, si las
transformaciones correspondientes a ellas en Hom,(V,W) son
semejantes; en este caso, escribimos M —~ N.

En otras palabras, M «~ N si existen las matrices inversibles P y Q de
K™ ™, tales que N = QMP.

De aqui en adelante, denotaremos como Gl,(K)={M € K™/
M es inversible}.

Por tanto, decir que M € Gl,, (k) (K), implica que, existe N € K™™ tal que
MN = NM = I;; esto es, N € Gl,,(K); ain mas, si P € K™" es otra matriz
tal que MP = PM = [,,, entonces,

P =PI, = P(MN) = (PM)N =I,N = N;oseaque P = N.
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Este resultado explica que, la inversa de una matriz inversible es Unica.
Denotaremos por M~! la inversa de la matriz M.

Vimos ligeramente c6mo la compuesta de isomorfismos es un nuevo
isomorfismo. Esto se refleja en nuestro conjunto Gl,, (k) (k) de la manera
siguiente:

Si Py Q estan en Gl(k), entonces PQ = QP también lo estan. Mostemos lo
anterior para PQ.

En efecto:
(PQ(Q~1P™Y) = P(QQ~ )Pt = PL,P~! = (PI,)P~* = PP~ = I,

Q'PTHPY) =QHPTIPR =Q Q0 =Q ' (,Q) =Q7'Q = I,.
Todo esto significa que (PQ)™* = Q~tp~ L.

De esta manera, hemos construido una ley de composicion interna en
Gl(k), llamada Multiplicacion Matricial, que por correspondencia con la
composicion de transformaciones lineales de Hom, (V, W), es asociativa,
no conmutativa; y cada elemento M € Gl,,(K) posee su inverso en Gl,, (K);
y por consiguiente, el elemento unidad I,, que esta en Gl,,(K), es tal que

;=1

Queda constituido, por lo tanto, el grupo no abeliano. (Gl,(K),) que
recibe el nombre de grupo lineal de orden n. Particularmente, si K = R,
se denomina Grupo Lineal Real de Ordenn.

3.8 LOS ALGORITMOS

Vamos a construir, debido a nuestra inquietud, un par de algoritmos: el
primero, permitird decidir cudndo una funcién es inyectiva o
sobreyectiva; el segundo, calcularia la inversa de una transformacién
lineal biyectiva. Obtenemos tacitamente los resultados ya conocidos,
como los siguientes:
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1) Si dim(V) < dim (W), entonces no existe ninguna transformacion
lineal sobreyectiva de VV en W (al contrario, si se puede construir). El
lector debe recordar que este es un resultado inmediato: dim(V) =
dim(Ker(f)) + dim (Im(f)). Si f fuera sobreyectiva, entonces,
dim(Im(f)) = dim (W) y, aunque dim(Ker(f)) = 0, jamds ocurre
que dim(V) = dim (W).

2) Sin>m, esto es, si dim(V) > dim (W), no existe ninguna funcion
inyectiva de VV en W.Esto, ya que, si f:V — W es inyectiva, Ker(f) =
{0,}, y como dim(V) = dim(Ker(f)) + dim (Im(f)), se sigue que,
dim(V) = dim (Im(f); pero  dim(Im(f)) < dim (W), luego,
dim(V) = dim(Im(f)) < dim(W); o mejor, dim(V) < dim (W),
hecho que contraria a la hipdtesis. Asi que, si dim(V) > dim (W), no
es posible construir una transformacion lineal inyectiva de V en W.

Hemos visto que, si f y g estdn en Homy(V,W), son semejantes,
entonces f es1 —1 (sobre), si y solo si, ges1—1 (sobre). De esta
manera, pasa saber si f es inyectiva o sobreyectiva, basta encontrar una
funciéon g semejante a f, de la cual se decida inmediatamente si es
inyectiva o sobreyectiva.

Por ejemplo, si f € Homi(R3> > R*) y por algin mecanismo
demostramos que f es semajnte a la funciéon g € Homg(R3 - R*), tal
que, g(a,b,c) = (a, b, c,0), entonces f es inyectiva pero no sobreyectiva,
clasificacion nacida de la clasificacion de g.

Si particularizamos el espacio V = R" y W = R", todo lo anterior nos
lleva a estudiar un tipo especial de funciones conocidas como Funciones
Candnicas de Hermite.
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DEFINICION

Una funcidn lineal f: R" - R™ se dice candnica de Hermite, si es una de
las funciones siguientes:

a) C,:R™ - R™ tal que, C, (x4, x5, ..., X,) = (0,0,..,0).
b) Parar,talque 1 <r < min{n,m}, r € N.

C,:R™ - R™ es tal que,
Cr((x1, %2, o, xp) = (xq, X5, ..., X, 0,0 ...,0).

Sobre estas Funciones Candnicas de Hermite, se ve con facilidad si son
sobre61 —1.

Por ejemplo, las Funciones Canénicas de Hermite de Homg (R3, R*), son:
C,:R3 - R*, tal que C,(x,y,z) = (0,0,0,0).

C;:R3 - R* tal que C,(x,y,2) = (x,0,0,0).

C,:R® - R* tal que C,(x,v,2) = (x,,0,0).

C;:R3 > R* tal que C3(x,y,2) = (x,y,2,0).

Ninguna de estas funciones es sobreyectiva, y solo C5 es inyectiva.

C, no es inyectiva, ya que, C,(a,b,c) = C,(a,b,d) = (a,b,0,0); y sin
embargo, generalmente (a, b, c) # (a, b, d).

Igual hecho se puede verificar para C; y C,.
Las funciones canénicas de Hermite de Homg(R*, R3), son:
C,:R* - R3 tal que C,(x,y, z,t) = (0,0,0).
C;:R* - R3 tal que C,(x,y,z,t) = (x,0,0).
C,: R* - R3 tal que C,(x,y,z,t) = (x,,0).
C;:R* -» R3 tal que C3(x,y,2,t) = (x,y,2).
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Sobre los cuales, puede observarse que, ninguna es inyectiva y solo C; es
sobreyectiva.

Todo lo visto con estos ejemplos, se puede generalizar de la siguiente
manera:

Sea Homy(R™, R™) el espacio vectorial de las transformaciones lineales
de R™ en R™, entonces:

1) Si n<m, ninguna Funcién Candnica de Hermite en
Homp(R™, R™) es sobre, y ladnica 1 — 1 es: C,,;: R™ - R™ tal que
Cn(xq, x5, ooy Xp) = (X4, X3, ), X, 0,0 ...,0)

2) Si n>m, ninguna Funcion Candénica de Hermite en
Homp(R™, R™) es inyectiva, y la Gnica sobreyectiva es: C,,,: R" —
R™ tal que C,, (X1, X3, ey Xppy oo X)) = (X1, X3, ..., Xy) (recordar la
construccion).

3) Si n =m, la Unica funcién candnica de Hermite inyectiva en
Hompz(R™, R™), es la identidad; y ademas, es también la Unica
sobreyectiva.

Como el lector recordari, todo lo anterior se puede formular
matricialmente, donde solo aceptaremos para este trabajo, las bases
candnicas como base de la referencia, permitiéndonos hablar, de esta
manera, de las Matrices Canonicas de Hermite.

DEFINICION

Una matriz M € R™" se llama Matriz Candnica de Hermite si
corresponde a la matriz estandar de una funcién candnica de Hermite en
Homg(R™, R™).

Por ejemplo, las Matrices Canénicas de Hermite R**3 corresponden a las
Funciones Candnicas de Hermite en Homy(R3, R*) y son las siguientes:
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0 0 0 1 0 0
M<co>=ggg;M(cl>=ggg;M«:z)
0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0
= : M(Cy) =

0 0 0 (3)001

0 0 0 0 0 0

Como puede comprender el lector, el problema de semejanza entre
transformaciones lineales se reduce al problema de semejanza entre matrices.

Debemos recordar que una matriz M, ., es semejante a otra N del mismo
orden, si existen matrices P € Gl,,(R) y Q € Gl,(R) tal que, N = PMQ.

Lo que esperemos, es que N~M, sea tal que N sea Candnica de Hermite;
si N no lo es, se puede continuar el proceso buscando una matriz S
semejante con N que puede o no ser candnica de Hermite, y como
M~N, N~S entonces M~S.

Si S es de Hermite, se termina el proceso, de lo contrario se puede
continuar. Comprobaremos mas adelante que, con este proceso siempre
se llega a una Matriz Canonica de Hermite. Lo importante es conocer las
matrices especiales de GL,,,(R) y GL,(R) que consigan este objetivo.

Para tal efecto, consideremos las matrices inversibles de Gl,(R) que
llamaremos Matrices Elementales que, como se evidencia, corresponden
a los isomorfismos elementales en el espacio Homg (R™, R™).
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3.9 ISOMORFISMOS ELEMENTALES EN Homp(R", R™)

En virtud de lo expuesto anteriormente, nos preocupa estudiar los

isomorfismos elementales en Homg(R™, R™) que son de tres tipos y se

definen como sigue:

iy

2)

Sea 0:{1,2,3,..,n} = {1,2,3,...,m} una biyeccion, esto significa
que n = m; en realidad, o es una “permutacion” de los elementos
del conjunto {1,2,3..,n} que, originalmente se denota asi:

( 1 2 3 .. n )
o(1) o2 93) - o))

. 1 2 3
Por ejemplo, (3 1 2
1,2,3} talque 6 (1) = 3, 0(2) = 1,0(3) = 2. Con todo lo anterior,
la transformacion lineal f;: R" = R" tal que,

) determina la biyeccién o:{1,2,3} =

fo(x1, %2, s %n) = (Xo(1), X(2) » Xomy) €S un  isomorfismo

elemental de R™ en R".

Por ejemplo, en correspondencia con la permutacion (é i 3)

la transformacion f(x,y,z) = (z,x,y) es un isomorfismo
elemental de R3 en R3 (Primer tipo).

Sea peR,p#0 ysean i,j en {1,2,..,n} de modo que i # j;
entonces. la transformacion lineal ij.’ :R™ - R™ de modo que,

fi?(xl,xz, v Xp) = (xl,xz, v Xi—1, X+ PXj, X1, ...,xn)

es un isomorfismo elemental de R* en R*.
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Por ejemplo,

1

= 1
f‘2?3(x)y)z)t) = (x,y +EZIZ' t)

es un isomorfismo elemental de R* en R* y del tipo definido
(Segundo tipo).

3) Sea peR-{0} vy sea i€{123,..,n}, entonces
£ (e, %9 s %) = (4, Xy vy Xy 1, PXi Xig 1) woe) X)) es una
transformacion lineal y es Isomorfismo de R" en R".

Asi, por ejemplo

3
f&:R* > R*tal que
3
B (x,y,2,t) = (x,y,%t, t) es un isomorfismo de R*enR*
(Tercer tipo).

El hecho que las transformaciones elementales definidas anteriormente
sean isomorfismos, es algo que puede verificarse con facilidad,
calculando el Kernel de cada transformacién. Esto indica que, cada una
de estas transformaciones posee su respectiva inversa y deben buscarse
como sigue:

1) Para las transformaciones f;: R™ — R" su inversa debe buscarse a
través de o~! de modo que, f; o f,-1 = f,-10 f; = Ign; asi, por
ejemplo, basandonos en la biyeccion (permutacion), o:{1,2,3,4} -

{1,2,3,4} definida como (é i i AZL

que, f,(x,v,z,u) =(z,u,x,y) y para buscar f;! buscamos
incialmente 0~ como,

=G 4 12

) entonces f;:R* » R* es tal

1234)

entonces ¢~ = ( )
) a b c d
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Y es tal que
7007 =(1 2 3 4)
Entonces,
G:12G312-Gz33
Es decir,

Entonces f; = f ;1.
Por ejemplo, si f,(x,vy,z,u) = (z,u,x,y) entonces f;1(x,y,z,u)=
(x,u,y,2).

Es claro que,

Igs(x,y,z,u),

fo‘ Ofa—l(x,y,z,u) =f(,(x,u,y,z) = (x,y,z,u) =

p
ij

-p

2) Lainversa del isomorfismo f;; es f;; "

Asi, dada f2,: R® > R3 tal que f,(x,y,2) = (x + 3,y,2), entonces
-1 _ _
(ffz) = f1,23 yaque f1,23(x, y,z) = (x—3,y,2).

1

3) Lainversa de los isomorfismos fipes fi”,p # 0 y su compuesta es la
idéntica del espacio respectivo.

DEFINICION

Llamaremos matriz elemental a toda matriz asociada a un isomorfismo
elemental. Esto significa que, toda matriz elemental posee su respetiva
inversa, que, entre otras cosas, también es elemental.
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Por otra parte, cada matriz elemental se consigue a partir de la matriz
identidad del orden respectivo permutando filas (columnas),
multiplicando por un escalar alguna fila(columna) o sumando a una fila
(columna) otra fila (columna) multiplicada por un escalar; hecho que
estad asociado completamente a los isomorfismos elementales. Mas atn,
en asocio con la composiciéon de funciones, esta la multiplicacion de
matrices y a partir de esto se justifican las siguientes afirmaciones:

Sea M € R™™ la matriz asociada a una transformacion lineal f: R" —
R™, entonces siendo A,,x,, una matriz elemental, el producto A - M es
una matriz R™*", conseguida a partir de M, asi:

a) Permutando filas. Si A es la matriz elemental en la que se permutan
las filas.

b) Multiplicando una fila por un escalar no nulo y sumandose a otra. Si
en A se ha efectuado previamente lo mismo a partir de la identidad.

c) Multiplica una fila por un escalar distinto de cero. Si la matriz
elemental ha sido conseguida a partir de la identidad multiplicando
la fila respectiva por dicho escalar.

Del mismo modo se consigue similares efectos, pero sobre columnas, si
multiplica a M por una matriz elemental A a derecha (las mismas se
denotan por K).

DEFINICION

Llamamos cambios elementales en las filas de una matriz M € R™" g
cualquier cambio siguiente:

1) Permutacion de filas
2) Multiplicar a una fila por un escalar p y sumarla a otra
3) Multiplicar una fila por un escalar no nulo

Si los mismos cambios a) b) y c) se efectian sobre columnas, se llaman
cambios elementales en columnas.
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Como estos cambios se suscitan al multiplicar a derecha e izquierda por
una matriz elemental, hemos construido el algoritmo para conseguir la
matriz semejante a otra, y con ello, cuando una transformacién lineal es
semejante a otra.

Mostremos todo esto con un ejemplo.

Sea f:R3>->R* tal que, f(x,v,2)=(x—y—z,—x—y+z,x+y+
zZ,—x+y—2z).

La matriz estdndar asociada a ésta transformacion, se consigue
calculando las imagenes de los vectores de la base canénica.

£(1,0,0) = (1,-1,1,—1)
£(0,1,0) = (-1,-1,1,1)
£(0,0,1) = (-1,1,1 — 1)

Luego,
1 -1 -1
-1 -1 1
F = = Mj 5,
f) 1 1 1 B,B
-1 1 -1

(B y B’ son las bases candnicas de R3 y R*, respectivamente)

Ahora suscitamos cambios elementales a M hasta trasnformarla en una
matriz Hermitica canodnica, asi:
1 -1 -1 1 0 0\g L
-1 -1 1 |\Kesa (-1 -2 0] 2+
1 1 1 |Ksza 1 2 2K, 1

11 -1 _1 0 -2/ **@
1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0
"l oo 1) 1 -1 1
-1 0 -1 -1 0 -1
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1 0 0 1 00 1 00
b0 1 0K [0 1 0 K0 [0 1 0
S+ 0 —1 0 |Kss2 0 0 0/ Kza 0 0 1
-1 0 -1 0 0 —1 0 0 0

1 -1 -1 10 0

Esto significa que, -1 -1 11_./0 10 )
1 1 1 0 0 1
-1 1 -1 0 0 0

Y asi, f: R3® - R* tal que,

fx,v,z2)=(x—y—z,—x—y+zx+y+z—-x+y—2z) essemejante
ag:R3 - R*tal que, g(x,v,2) = (x,y,20).

Por tanto, f es inyectiva pero no sobreyectiva. Recuérdese que, g es
candnica de Hermite.

Pero cuales son los isomorfismos p: R® - R* y q: R* - R* tales que,
g=qe°fep.

El algoritmo empleado en el desarrollo de las matrices semejantes, nos
lo determina. Para ello, solo es suficiente recordar que, un cambio
elemental de filas es equivalente a multiplicar a izquierda por la matriz
elemental respectiva; y que, un cambio elemental por columnas, es
equivalente multiplicar a derecha por la matriz elemental respectiva.

En nuestro caso, las matrices elementales a izquierda tienen orden 4 X 4
y 3 X 3 las a derecha. Pensando en esto, se concluye que la matriz
asociada a q es el producto de las matrices H, en el siguiente orden:

1 0 00
010
M(Q)=H3,4'H3+2'H4+1'H3+4'H2+1'14=H'I4=H' 0 0 18
0 0 01
1 0 00 10 00 10 00
11 00 11 00 11 00
o o 10 2o 0o 11 o 0o 11
0 0 01 0 0 01 1 0 01
10 00 1 0 00
_y (1t 1 00)_(1 100
1171 11 1 0 01
1 0 01 11 11
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Las notaciones Hy, H,, ... solo es notacion personal que evita lenguaje en
la notacidn.

Luego q: R* - R*, es tal que,

1 0 0 0\ /x
q(x,y,z,u) = 1 (1) 8(1) 321 = x+yx+ux+y+z+u).
11 11 \u

De igual modo, la matriz asociada a p se consigue como el siguiente
producto:

M(p) = Kz41 " K341 K; (— 1) " K3 (1) “K3(—1)

2 2
1 1
=I3K;41 " K341 K, (— E) " K3 <§> ‘K3(—1) =
1
100 110 11 1 1 -1
01 0|]Kk=(0 1 o|k,=[0 1 0]K,= 1 |k,
00 1 00 1 00 1 \0_50/
0 0 1
.
2
1
2 4
0 0

I

(e} [e) —

s 1
| |
L=
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Luego q: R® - R3, es tal que,

1 1 1
2 2 X
_ 1 v\ _ y z y Z
p(x,y,z) =0 _E 0 7 —(X 53 T 2).
I
2

z y z

Por tanto, (qe fep)(x,y,z) =(q°f) (x—%——,——,——) =qlx,—x +

2 2 2
V,X—Yy—2Z,—X+Z)

=(xy,20) =gy zu).
Luego, g = q o f o p, tal como lo hemos evidenciado antes.

El anterior ejemplo, que soluciona completamente el problema
propuesto, podemos generalizarlo en el teorema que sigue.

TEOREMA

Toda matriz M € K™ ™ es semejante a una Funcién Lineal Canénica de
Hermite de K™"; o lo que es lo mismo, toda funci6n lineal f €
Homy(R™, R™) es semejante a una Funcién Lineal Canénica de Hermite
g de Homg(R"™, R™).

DEMOSTRACION
Sea M € K™M*n

Si M = 0, como la matriz cero es canénica de Hermite, no hay nada que
probar.

Sea, por tanto, M # 0, esto es, al menos un elemento es no cero.

Air Az - Qin
a21 azz s az
Tomando M = n
aAm1 Amz2 - Amn
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Si a;; = 0, suscitamos un cambio elemental por filas o columnas (o de
ambas) de tal modo que el lugar que ocupa originalmente a,;, sea
ocupado por un elemento distinto de cero. Siendo asi, no se pierde
generalidad en suponer que a;; # 0. Multiplicamos la primera fila por

1 o .
— consiguiendo en la posicidn sub 1,1 el elemento 1.

)
11
Suscitamos entonces, los siguientes cambios elementales:
H341(-a51) H3+1(-a51) - Hma1(-amy)

De igual manera, suscitamos los siguientes cambios elementales:

Kora(caz) Kgyy(ztaz) oo Koy g zaim)

aii aii ais

consiguiendo asi, la matriz M; ~ M de tal modo que,

1 0 0O .. 0
0 b22 b23 b21’l

M, = 0 by3 byz = bsy

0 bmz bm3 bmn/

Dejando intactas la primera fila y columna, y mediante cambios
elementales por filas o columnas, se logra que un elemento no nulo de la
matriz ocupe el lugar de b,,. Nuevamente, no se pierde generalidad en
suponer que b, # 0. Si esto no es posible, todos los elementos de b;; son

cero, y por tanto, M; es Candnica de Hermite, y alli termina la prueba.

Multiplicamos, si es posible, la segunda fila por bi y suscitamos los
22

siguientes cambios elementales:

Hs42(-bayy Hava(=byzy o Hmez(-byms)3 ¥ Km(_%)' K4+2(_g_;;)' " Kn+z(—’;27721)
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consiguiendo la matriz M, ~ M,, donde,

MZ = 0 0 C33 C3n
O 0 Cm3 v Cmn

Asi, podemos continuar el proceso que termina en un numero finito de
pasos, ya que existe un numero finito de filas y de columnas,
consiguiendo matrices M3, My, ..., My, tal es que,

M~M1~M2~"'~Mp

de modo que, ahora M,, es canonica de Hermite. De este modo, M ~ M,

tal como se queria comprobar.
[

Por otra parte; el lector debe recordar que, efectuar en una matriz M €
R™*™ un cambio elemental por filas o columnas, equivale a multiplicar
]Rmxm;

M aizquierda por una matriz elemental Q € 0 a derecha por una

matriz elemental P € R™*™.

Como se vio antes, estas matrices elementales corresponden a
isomorfismos elementales y, por lo que se ha visto, la compuesta de
isomorfismos es isomorfismo. Y esto es la esencia del algoritmo. Mas aun,
hemos descrito el algoritmo, ya que, si M € R™*", entonces M ~ M(C,),

es una Matriz Canonica de Hermite; asi, M(C,) € R™*n,

Luego, a través de cambios elementales de filas y columnas, se lleva a M
a ser semejante conM (C,).
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Sean H;, H,,...,H, las matrices elementales correspondientes a los
cambios elementales por filas en su orden; y K3, K5, ..., K; a los cambios
por columnas, de modo que,

M(C,) = Hy - kyy -+ Hy-Hy =M ky - ky - k.
Si llamamos,
Hy-ky_1 - Hy,-H =Q; y P=ky - ky k.
Entonces,
M(Cp) =Q-M-P,

donde Py Q son matrices inversibles; es decir, Q € GL,,(R) y P €
Gl,(R). Mas atun, Q es la matriz asociada a la transformacion
(isomorfismo q € Homy(R™, R™) y P la asociada a p € Homy(R"™, R")
de modo que,

Cp, = qo f op,siendo F(f) = M.

Ademas, si f € Homg(R"™ R™) es inversible, entonces (como se vio
anteriormente) C, es la transformaciéon idéntica. Por tanto, M(Cp) =
I, =Q-M-P;o0sea, Q"' =M-P; de donde, Q"'P"1 =M = (PQ)"}; 0
sea que, M~ = PQ.

Lo que soluciona completamente el problema.
|
EJEMPLO

Determinar si f:R3> > R3 tal que f(x,y,z) =(2x+y,x—7vy,2z) es
isomorfismo; si lo es, calcule la inversa. Para el efecto, utilice elalgoritmo
descrito.
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SOLUCION
Calculemos F (f).
£(1,0,0) = (2,1,0); f(0,1,0) = (1,—1,0); f(0,0,1) = (0,0,1)

2 1 0
Seve que, F(f) = <1 -1 0)
0 0 1

Ahora determinemos por semejanza, partiendo de ella, una Matriz
Canodnica de Hermite, semejante a la dada, ast:

2 1 0 3 0 0 1 0 0
(1 ~1 O>H1+2—><1 —1 0>H1(1)—><1 —1 0)1(2(_1)
0 0 1 o o 1/ % \o o0 1
1.0 0
—><1 1 0)
00 1

1 0 O
Hyycp1— |0 1 0

0 0 1
Asi, I3 = H2+(—1)1 ) Hl(l) "Hipo - F(f) - kz(—1)-
3

Luego, I3 ~ F(f); es decir, f es isomorfismo.

p -1 .
Ademas, (F(f)) = Hyp-1)1° Hl(l) *Hyip - ky_q); es decir,
3

1 0 O
P=10 -1 0|
0 0 1

1 1 0
Q=Hyi(-11" Hl(%) "Hiy2 I3 = Hyp(-1)1° H1(%) (8 (1) (1)>
11 11,
3 3 0 3 3
=Ml 7 ofT2L 2
3 3
0 0 1 0 0 1
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Esto indica que, f ~1: R® - R3 es tal que,

1 1 0

3 3 x xX+y —x+2
ffleyz) = 1 2 <y>=< 3y’ 3 y,z).

33 0)\z

0 0 1

En efecto,

F ey z)=f1Cx+yx—y2) =(xy2).
3.10 EJERCICIOS

1. Escriba las transformaciones candnicas de Hermite

Homg(R*, R%), Homg(R®, R*), Homg (R?, R*), Homg (R*, R?),

Homg(R* R*). Determine cuales son inyectivas y cudles

sobreyectivas. Escriba sus matrices asociadas.

2. Escriba algunos isomorfismos elementales en los espacios

Homg(R3, R3?), Homg (R*, R*).

3. Determine las Funciones Canoénicas de Hermite semejantes a cada

una de las siguientes transformaciones:

a) f:R®-> R*talque f(x,y,2) = (x+y,x —y,x +2,x — 2)

b) f:R3 - R*talque f(x,y,2) = (x,x+y,x+y+2zx+y—2z)

) f:R3>R2talque f(x,y,2) = (x—y+2z,—x+y—2)
d) f:R* > R3talque f(x,y,z,t) = (x,x +y,x+y+z+1t)

e) f:R*>R3 tal que f(x,y,z,t) =(x—t,y+zx+t+zy—

zZ+t)
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f) f:R* > R3 tal que f(x,y,zt) =(x—y,y—2zz—t,x+y—
z—1t)

Clasifique las transformaciones lineales. Ademas, determine las
transformaciones que permiten tal semejanza.

. Determine cuales de las siguientes matrices son inversibles; si lo
son, calcule su inversa.

a) fiR3 > R3talque f(x,y,z) =(x+y,y+zx—y+2z)
b) f:R3 > R3talque f(x,y,2) = (x —y,y + 2z,y)

c) f:R* > R*talque f(x,y,z,t) = (x—y,y—z,z—t,y—t)
d) f:R? - R?talque f(x,y) = (x + 2y,2x — y)

e) f:R* > R* tal que f(x,y,zt)=R2x+y,2y—z,z+ty+
2t)

f) f:R3®-> R3talque f(x,v,2) = (x +3y,x — 2y,y + 22)

. Demuestre que, si M € GL,(R), entonces M~* es el producto de
matrices elementales.
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El libro de texto Elementos de A]gebra Lineal, presenta el contenido del curso
Algebra Lineal, que se ofrece en la Universidad de Narifio.

El contenido de este libro, se organiza en tres capitulos, cada uno de los cuales
aborda aspectos especificos y fundamentales de los espacios vectoriales y las
transformaciones lineales. A continuacion, se ofrece un resumen detallado del
contenido de cada capitulo, que sirve como guia, para explorar en profundidad los
temas tratados.

El Primer Capitulo, comienza con una introduccion a los conceptos preliminares y
leyes de composicion en los espacios vectoriales. A medida que avanzamos,
exploramos la estructura de grupo y anillo, asi como las propiedades y operaciones
relacionadas con los subespacios vectoriales. Ademads, abordamos la dependencia e
independencia lineal de vectores, las bases, la dimensién y las coordenadas de un
vector en el contexto de los espacios vectoriales.

En el Segundo Capitulo, nos sumergimos en la definicion de homomorfismo, clases
de homomorfismos, transformaciones lineales y sus propiedades, asi como los
conceptos de nucleo e imagen de una transformacidn lineal. También exploramos la
transformacién matricial y su aplicacion en diversas situaciones.

El Tercer Capitulo, aborda aspectos avanzados de las operaciones con
transformaciones lineales, incluyendo la equivalencia, adicién y producto de
transformaciones, la inversa de una transformacidn lineal, y las matrices asociadas
a diferentes operaciones y transformaciones lineales. Ademads, se exploran
conceptos como el grupo de isomorfismos de Homg(V,W) en K™,
transformaciones y matrices semejantes, isomorfismos elementales en
Hompg(R™, R™), junto con una seccion de ejercicios para reforzar el aprendizaje.
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