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Masas y mezclas en el sector de quarks del Modelo Estandar

Resumen

Esta investigacion se centra en el estudio de los ceros de textura en el sector fermionico, es-
pecificamente en las matrices de Yukawa asociadas a los quarks. El objetivo es reducir al minimo
los pardametros libres del modelo, con el fin de explorar posibles relaciones entre las masas de los
quarks y los dngulos de mezcla presentes en la matriz CKM. Para ello, se consideran diferentes
configuraciones de texturas con ceros, tomando como punto de partida las propuestas de Fritzsch
y sus extensiones. El andlisis se desarrolla mediante técnicas analiticas y numéricas, evaluando la
compatibilidad de dichas texturas con los valores experimentales actuales de masas y pardmetros
de mezcla. Con este enfoque se busca determinar cudles estructuras de textura conservan poder
predictivo y pueden servir como base para entender mejor los patrones observados en el sector de
sabores. Los resultados permiten identificar limitaciones de los esquemas tradicionales y senalar
posibles rutas hacia modelos mds realistas que contribuyan a la comprension de la fisica mds alld
del Modelo Estandar.




Masses and Mixtures in the Quark Sector of the Standard Model.
Abstract

This research focuses on the study of texture zeros in the fermionic sector, specifically in the
Yukawa matrices associated with quarks. The aim is to minimize the number of free parameters
in the model in order to explore possible relationships between quark masses and the miring angles
present in the CKM matrix. Different texture configurations with zeros are considered, taking as a
starting point the proposals by Fritzsch and their extensions. The analysis is carried out through
analytical and numerical techniques, evaluating the compatibility of these textures with the current
experimental values of masses and mixing parameters. This approach seeks to determine which
texture structures retain predictive power and can serve as a basis for a better understanding of the
observed patterns in the flavor sector. The results allow us to identify the limitations of traditional
schemes and to point out possible directions toward more realistic models that may contribute to
the understanding of physics beyond the Standard Model.
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Introduccion

El Modelo Estandar (S.M) de la Fisica de Particulas es una estructura tedrica que representa
una de las piedras angulares de nuestra comprensién actual de la naturaleza fundamental del
universo. Esta teoria describe las interacciones y propiedades de las particulas elementales que
componen la materia y las fuerzas que gobiernan su comportamiento.

Una de las caracteristicas més notables del Modelo Estandar es su capacidad para predecir
diferentes propiedades de las particulas dependiendo de la energia a la que se observen. Esto se
debe a que las particulas elementales interactian a través de varias fuerzas fundamentales, como
la fuerza electromagnética, la fuerza débil y la fuerza fuerte, y estas interacciones pueden tener un
impacto significativo en sus propiedades observables.

Un ejemplo destacado de esta capacidad predictiva del Modelo Estandar es la masa de las
particulas. La masa de una particula puede variar dependiendo de la energia a la que se la observe,
un fenémeno que ha sido corroborado experimentalmente mediante el uso de grandes aceleradores
de particulas. Estos aceleradores, como el Gran Colisionador de Hadrones (LHC) en el CERN, han
permitido a los cientificos estudiar las propiedades de las particulas subatémicas con una precisién
sin precedentes.

En particular, el sector fermionico del Modelo Estandar, que incluye particulas como los quarks,
juega un papel crucial en nuestra comprension de la estructura de la materia. Los quarks son
los constituyentes fundamentales de los hadrones, como los protones y neutrones, que a su vez
forman los nicleos atémicos. Estudiar las propiedades de los quarks y cémo interactian entre
si nos proporciona informacién invaluable sobre la naturaleza de la materia y las fuerzas que la
gobiernan.

Por lo tanto, el andlisis detallado del sector fermiénico del Modelo Estandar, especialmente el
estudio de los quarks, es fundamental para avanzar en nuestra comprension de la fisica de particulas
y para explorar las fronteras de la investigacién en el campo de la fisica de altas energias.

A pesar de su éxito en la descripcién de una amplia gama de fenémenos observados en el mundo
subatomico, el Modelo Estandar de la Fisica de Particulas tiene varias limitaciones importantes
que indican la necesidad de una teoria més completa. Algunas de estas limitaciones incluyen:

» Gravedad: El Modelo Estandar no incluye la gravedad en su formulacién. La gravedad es
una de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza, pero atiin no ha sido unificada con
las otras tres fuerzas descritas por el Modelo Estandar (fuerza electromagnética, fuerza débil
y fuerza fuerte) en un marco teérico coherente. Esta falta de inclusién de la gravedad limita
la capacidad del Modelo Estandar para describir fenémenos a escalas de energia muy altas o
en condiciones extremas, como las que se encuentran en los agujeros negros o en el Big Bang.

= Materia oscura y energia oscura: El Modelo Estandar no puede explicar la presencia
de materia oscura en el universo, que constituye aproximadamente el 27 % de la densidad
de energia-materia total del universo. Tampoco puede explicar la naturaleza de la energia
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oscura, que constituye aproximadamente el 68 % de la densidad de energia-materia total y
es responsable de la aceleracion en la expansion del universo. Estos dos componentes son
fundamentales para entender la estructura a gran escala y la evolucién del universo, pero
aun no se comprenden completamente dentro del marco del Modelo Estandar.

= Problemas de la jerarquia en el Modelo Estandar:

e Jerarquia de Yukawa: El SM no explica por qué los acoplamientos de quarks y
leptones cubren varios 6rdenes de magnitud, dando lugar a las masas tan dispares
observadas.

e Jerarquia electrodébil: La masa del bosén de Higgs es inusualmente pequena frente

a la escala ultravioleta, ya que las correcciones cuadraticas requieren un ajuste fino para
mantener ligero. Ambos hechos sugieren la existencia de nueva fisica o de mecanismos
de simetria més alla del Modelo Estandar.
El Modelo Estandar no proporciona una explicacién satisfactoria para la jerarquia de
masas observada entre las particulas elementales. Por ejemplo, el bosén de Higgs, que
es responsable de dar masa a otras particulas en el Modelo Estandar, tiene una masa
muy baja en comparacion con la escala de energia en la que se espera que ocurran
ciertos fenémenos fisicos, lo que plantea preguntas sobre la estabilidad del modelo en
estas escalas de energia.

= Neutrinos con masa: Aunque el Modelo Estandar inicialmente consideraba a los neutri-
nos como particulas sin masa, los experimentos han demostrado que tienen una masa muy
pequena. Sin embargo, el Modelo Estdndar no puede explicar por qué los neutrinos tienen ma-
sas tan bajas y cémo se relacionan estas masas con las masas de otras particulas en el modelo.

Estas son solo algunas de las limitaciones mas prominentes del Modelo Estandar. Su incapacidad
para abordar estos problemas sugiere que es parte de una teoria mas completa que aun esta por
descubrirse. Los fisicos tedricos estan trabajando en varias direcciones, como las teorias de gran
unificacion, la supersimetria y las teorias de cuerdas, en un esfuerzo por superar estas limitaciones
y desarrollar un marco tedrico mas completo y fundamental que pueda describir todos los aspectos
de la fisica fundamental.

Seria excelente poder responder a todas estas cuestiones mediante esta investigacién. Sin embargo,
nos vamos a centrar en el método de los ceros de textura, el cual busca reducir al maximo el
nimero de parametros libres en el sector de Yukawa. Especificamente, buscamos comprender las
relaciones existentes entre las masas y mezclas en el sector de quarks.

Esta investigacion cuenta con un respaldo bibliografico que nos proporciona un punto de
partida para estudiar el modelo de los ceros de textura en sus inicios, como los de Fritzsch, quien
trabajo con seis ceros de textura. Sin embargo, este enfoque fue descartado debido a que no coin-
cidia el valor de la masa del quark top con los datos experimentales.

En el Capitulo [T, encontramos una descripcién del sector electrodébil, junto con el lagrangiano
que lo describe. Sin embargo, nos enfocamos principalmente en el sector de quarks y el sector de
corrientes neutras y cargadas, llegando a una representacion general en el estado de interaccion.

Una vez comprendida la estructura matematica de la interacciéon electrodébil, nos enfocamos
en el nimero de parametros libres presentes en las matrices de masa complejas 3 x 3 del sector de
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Yukawa para los quarks. Como se muestra en el Capitulo [2] los pardmetros libres son demasiados
en comparacién al numero de cantidades experimentales que se deben ajustar. En otras palabras,
con ese numero de parametros no se pueden hacer predicciones por lo que es necesario reducirlos.
Un primer paso consiste en utilizar el teorema de la descomposiciéon polar, lo que permite reducir
a la mitad dichos parametros, pues las matrices de masa pasan a ser hermiticas. Sin embargo,
los 18 parametros que quedan siguen siendo muchos para nuestro propoésito. Por esta razon, en
este capitulo explicaremos el método de la Transformacién en Base Débil (WBT), que mediante
el uso de transformaciones unitarias arbitrarias nos permite obtener representaciones matriciales
equivalentes como se ha demostrado en la literatura [1] — por ejemplo, que partiendo de matrices
de masas arbitrarias ciertas texturas con ceros se obtienen simplemente con una WBT y, por tanto,
no poseen contenido fisico genuino. Ademas, demostraremos que el sector de corrientes cargadas
permanece invariante ante una WBT.

En el Capitulo[3] nos centraremos en calcular la estructura de la matriz unitaria de diagonalizacién
para cada matriz de masa, y al aplicarla notaremos una reduccién del nimero de parametros libres,
lo que nos permite deducir modelos consistentes con los datos experimentales.

Finalmente, en el Capitulo [4, expondremos las relaciones entre las masas y mezclas que son
consistentess con los resultados presentados en la literatura. Este trabajo incluye apéndices donde
se profundiza cada uno de los resultados expuestos en los capitulos, asi como una amplia bibliografia
que permite explorar y respaldar el tema tratado.

INDICE GENERAL



Capitulo 1

El Sector Electrodébil en el Modelo
Estandar

El Modelo Estandar es una teoria cuantica de campos ampliamente aceptada en la fisica de
particulas. Esta teoria describe las interacciones fundamentales entre las particulas elementales
y se considera uno de los pilares de nuestra actual comprension de la naturaleza. En el Modelo
Estandar, los constituyentes fundamentales de la materia son los quarks y los leptones. Los quarks
son particulas que experimentan la interaccién fuerte y electrodébil, la cual es responsable de la
cohesién de los nicleos atomicos. Por otro lado, los leptones interactian a través de la fuerza elec-
trodébil, que combina tanto la interaccién electromagnética como la interaccion débil, esta fuerza
electrodébil es responsable de ciertos procesos de desintegracién nuclear. Es por eso que los lepto-
nes y los quarks, junto con los escalares mediadores de las fuerzas de interaccién, (como el fotén,
el gluén, el Higgs y los bosones W y Z), constituyen el espectro completo de particulas dentro del
Modelo Estandar.

Uno de los enigmas que el Modelo Estandar busca resolver, es la cuestién de cémo las particulas
fermionicas, es decir, los quarks y los leptones, obtienen masa. Este desafio se aborda mediante
el sector de Yukawa, que introduce acoplamientos entre los fermiones y un campo escalar. El me-
canismo de Higgs, propuesto por Peter Higgs y otros fisicos, implica la existencia de un campo
de Higgs que permea todo el espacio y confiere masa a las particulas fermiénicas a través de su
interaccion con ellas.

Matematicamente, el Lagrangiano asociado al Modelo Estandar, que describe las interacciones
y masas de las particulas, se expresa en términos de campos y sus derivadas. Estos campos y sus
interacciones estan regidos por simetrias y principios fundamentales, lo que facilita la realizacién
de calculos y la formulacién de predicciones sobre las propiedades de las particulas y los procesos
fisicos que tienen lugar a nivel subatémico. Aunque el Modelo Estdndar ha demostrado ser muy
exitoso en la descripcién de una amplia gama de fendmenos subatémicos, ain existen preguntas
abiertas en la fisica de particulas, como la naturaleza de la materia oscura y la falta de inclusion
de la gravedad en la teoria. La bisqueda de una teoria mas completa que vaya mas alla del Mo-
delo Estandar contintia siendo un tema activo de investigacién en el campo de la fisica de particulas.

El Lagrangiano invariante de gauge SU(2), @ U(1)y que mejor describe el sector electrodébil se

puede dividir en dos partes: una que contiene los campos bosonicos y otra a los campos fermionicos.
La parte bosénica, a su vez se subdivide en los sectores de Higgs (L) y de Yang-Mills (£Y);
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CAPITULO 1. EL SECTOR ELECTRODEBIL EN EL MODELO ESTANDAR 14

mientras que el sector de fermiones se desglosa en los sectores de: corrientes neutras (L), corrientes
cargadas (L), el sector de Yukawa (L£Y) y el lagrangiano cinético (LX) que puede ser desplegado
en el sector lepténico y de quarks. En consecuencia, el Lagrangiano de la teoria electrodébil se
puede dividir en varios sectores de la siguiente manera:

L=LT 4+ 0M 4 Y 4 oV 4+ 9+ K, (1.1)

De aqui, nos interesan basicamente los £Y y £ para el sector de quarks, que los identificaremos
como L) y L.

En la teoria electrodébil, se postula que el sector de Yukawa es responsable de conferir masa a los
fermiones, incluyendo a los quarks; este mecanismo se logra mediante la ruptura espontanea de
simetrfa: SU(2); ® U(1)y — U(1) g []

El Lagrangiano del sector de Yukawa fermiénico £Y se puede dividir de la siguiente manera:

L=+l (1.2)

donde el primer término (L)) se refiere al sector de Yukawa lepténico, mientras que el segundo
término E;/ representa el sector de Yukawa de los quarks, que sera el enfoque principal de nuestro
estudio ﬂ En la teoria electrodébil, los quarks se agrupan en tres dobletes izquierdos conocidos
como familias, los cuales comparten caracteristicas similares, excepto por sus masas. Estos dobletes
se representan para las tres familias de la siguiente manera:

u
; ur , dR ’ (13)
(3),

(c> ; CrR SR, (14>
§ L

(2) ) tR ; bR 5 (15>
L

uk
Q’;:(dk) couk o dy  kE=1,2,3, (1.6)
L

que podemos resumirlo como:

donde el indice k representa a las familias de quarks. En nuestro caso, nos interesa analizar el
lagrangiano de Yukawa y la corriente cargada presente en el sector de quarks. Estos aspectos serdn
el nicleo central de nuestro analisis.

1.1. El lagrangiano de Yukawa para el sector de quarks

Los invariantes de este sector se construyen mediante el producto de estados propios de campos
de norma que conectan fermiones de diferentes cargas gauge acoplados al doblete de Higgs.

'E]l mecanismo de la roptura espontanea de simetria lo explicaremos con més detalle en el apéndice
2Un tratamiento similar al que vamos a trabajar, se puede llevar a cabo en el sector lepténico, sobre todo si se
trabaja con neutrinos de Dirac [3]

1.1. EL LAGRANGIANO DE YUKAWA PARA EL SECTOR DE QUARKS
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El sector de Yukawa corresponde a invariantes electrodébiles de dimensién cuatro que se pueden
construir utilizando los dobletes izquierdos de los fermiones, los singletes derechos y el doblete
de Higgs. Estas combinaciones permiten establecer las interacciones fundamentales entre estas
particulas y juegan un papel crucial en la generacién de masas para los fermiones a través de
la ruptura espontanea de la simetria electrodébil. Por lo tanto el lagrangiano de Yukawa para el
sector de quarks tiene la forma:

LY = -V Qb oufy — YEQE odfy + h.c (1.7)

hemos usado la notacion de Einstein de que dos indices repetidos se suman, en este caso k 'y j
suman de 1 a 3 para abarcar las tres familias de los quarks. Ademas Q% = Q%140 | Yy v
son los parametros adimensionales de Yukawa, ¢ corresponde al campo escalar complejo definido
usualmente como un doblete de Higgs de la forma:

o= (%) (18)

5 70
¢=wm“:QiJ, (1.9)

donde oy es la segunda matriz de Pauli. Ahora, como se explica en la literatura [4], el doblete de
Higgs ((1.8) después del rompimiento esponténeo de simetria E| adquiere el siguiente valor esperado:

<¢>:<§>, (1.10)
V2

por lo tanto, bajo esta sustitucién el Lagrangiano ([1.7)) toma la forma:

su complejo conjugado sera:

N 0 .
£§:—Y,§;(ﬁk,a_lk)L (%ﬁ)%—yg(a’m J’“)L (%)dﬁ—i—h.c,
2

donde hemos escrito los vectores en el espacio de sabor

u
urp,= | c¢ , dp=1s , (1.11)
t) . b/,
por lo tanto, efectuando los calculos tenemos:
v

V2

Ly =——_

V2

que en forma matricial lo escribimos como:

u~=k, J d jk jj

v v
LY = —— Y up — —
q \/§ L R \/§

que también podemos escribir como:

JLYddR + h.c s

UY (%
VG V2

3Explicamos con mas detalle el rompimiento espontédneo de simetria en el apéndice

UUR—FCZL YddR+h.C s

1.1. EL LAGRANGIANO DE YUKAWA PARA EL SECTOR DE QUARKS
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en la que identificamos a —5Y™" como la matriz de masa para los quarks tipo “up”y \%Yd como
la matriz de masa para los quarks tipo “down” y las puedo renombrar como las matrices 3 x 3
complejas M, v My respectivamente, y tienen una representacién general hasta el momento, las
cuales deben ser diagonalizadas para determinar las masas de los quarks.

Por lo tanto, el lagrangiano de Yukawa para la masa del sector de quarks se resume como :

—ﬁ;/ :ﬂLMuUR—FCZLMddR—i—h.C . (112)

1.2. El lagrangiano de las corrientes cargadas para el sector
de quarks

Para caracterizar las interacciones entre las particulas fermionicas y los campos bosonicos,
utilizamos el lagrangiano de Dirac correspondiente al sector de corrientes cargadas y neutras.
En el contexto de las interacciones débiles, este lagrangiano, invariante gauge, tienen la siguiente
estructura [b|:

£ = QUPQ) + hibid + dyiid, (113)

donde Q¥ lo definimos en (1.6)) y ' es la derivada covariante que para los dobletes de SU(2); se
define de la siguiente manera:

ig’ i
B =4"D, = (au + %BMY + EgT.AM) . (1.14)
y para los singletes, se definine como:
7/' /
P =A'D, = A (6u+%BM) . (1.15)

donde g es la constante de acoplaminento del grupo isospin débil SU(2)., ¢’ es la constante de
acoplamiento del grupo de hipercarga U(1)y, y los campos A, son los bosones gauge asociados a
el grupo de simetria SU(2), B, corresponde al bosén gauge asociado al grupo U(1) . Los 7 son las
matrices de Pauli que en forma general las podemos escribir de la forma:

o (5j73 (5j71 — 2.5]'72
T = ((53-’1 T 5 . (1.16)

En primer lugar, de la expresion ((1.13)), desarrollamos el primer término y obtenemos:

QLR = Q1" D,QY (1.17)

1.2. EL LAGRANGIANO DE LAS CORRIENTES CARGADAS PARA EL SECTOR DE QUARKS



CAPITULO 1. EL SECTOR ELECTRODEBIL EN EL MODELO ESTANDAR 17

que al tener en cuenta ([1.14)), escribimos:

_ (kK 9 g u”

—z(u ,d)L’y“(8+2BY+2 A)(d’“)L’

_ (k6 9 (Bu 0, 19 ;] (v

=i (u",d"), {BJFQ(O B)JFQTAﬂ](dkL’
leikop ik g (B, 0 1g 0 1 L 0
= (iu"y" , id"y"), [3—1—2(0 B, +2 10A ; 0
T Tk Zg B 0 g A3 —ZA2
_(Z'U,L’)/ ,ZdL')/ ) |:8 + — 9 (0 B + = 9 A1+ZA2 —A3

o . 0, + —ig/B + —19A3 ] (Al —2A2) ) ( )
— k. p k A b H 2 B 2 2 12
= (ZU,L Yo 'ldL 4 ) ( i . 3 k

59 (Ai + ZAZ) au + iBM — 39142 dy .

2

()

(1.18)
Usamos la definicién para los campos de interaccion débil cargados:
AW T iA?
wE="Fr 1.19
i (119
Por lo tanto,
. . 0+ 4B, +9A3 W+ )(uk)
k. p gk A1 H 2 p 20 L
wugy", udyy ( _ ig’ i k (1.20)
( ) w Ou+ 5By — §A,) \di -
y de esta manera, obtenemos:
. iy
QP = iy (fh oA ﬁBM) ol — by Swrdl — d W
2 2 \/5 \/_ (1.21)

- 19 ig’
+ Zdlz’}/u (au — EAI?; + 7BM) dlz ,

que al organizar el resultado anterior ([1.21)), el sector cinético izquierdo incluyendo corrientes
neutras y cargadas, seria:

QLipQl = imlul, + idi i, - j_WJruL’y“dk \gfwu iyl LY, (1.22)

[,C

[,K

donde [, es el Lagrangiano cinético para el sector de quiralidad izquierda de quarks, EC como ya
lo menc1onamos después de la ecuacion (| . ), representa el sector de corrientes cargadas del sector
de quarks y Eév representa los términos asociados con las corrientes neutras del mismo sector, que
no son relevantes debido a que solo mezclan los quarks de tipo “up” o “down”. Sin embargo, las
estudiamos con mas detalle en el apéndice [B]

El lagrangiano del sector de quarks al que deseamos llegar surge de la combinacién del sector
de Yukawa y el de corrientes cargadas. Esta conjuncién se expresa de la siguiente manera:

LY=L+ L], (1.23)

1.2. EL LAGRANGIANO DE LAS CORRIENTES CARGADAS PARA EL SECTOR DE QUARKS

o ) G
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que de acuerdo a los resultados obtenidos en las ecuaciones ((1.12)) y (1.22]) da como resultado la
siguiente expresion:

L= —ﬂLMuuR — CZLMddR — %WJ@L’Y‘udL + h.c. s (124)

7

donde los campos “up” y “down” estan definidos en forma vectorial en la expresion , tanto
para la parte izquierda como la derecha. Como podemos ver, el lagrangiano £¢ obtenido esta
definido en el estado de interaccion, por lo tanto, para deducir el lagrangiano en el estado de masa,
es necesario llevar a cabo una rotacion de los campos mediante transformaciones unitarias. De este
modo, las matrices de masa M, y My presentes en el lagrangiano se diagonalizan, y los autovalores
de las mismas nos dan informacién de las masas de los quarks (Ver apéndice . Principalmente,
nuestro objetivo radica en la disminucion de la cantidad de parametros reales independientes
presentes en las matrices de masa M, y M, del sector Yukawa a fin de encontrar relaciones entre
las masas y las mezclas en el sector de quarks [

4relaciones entre masas y mezclas en el sector de quarks veremos con mas detalle en el capitulo

1.2. EL LAGRANGIANO DE LAS CORRIENTES CARGADAS PARA EL SECTOR DE QUARKS



Capitulo 2

La transformacion de base débil (WBT)

En este capitulo trabajaremos con las matrices de masa del sector de quarks M, y My, que

se derivan del lagrangiano del sector de Yukawa definido en el capitulo anterior en la ecuacién
. En primer lugar, estas matrices son arbitrarias, de entradas complejas, con 36 parametros
reales independientesE]7 que representan un nimero excesivo de parametros para describir los 10
observables fisicos a saber: (6) masas de quarks, (3) dngulos de mezcla de sabor y una (1) fase que
viola la simetria CP. Es por eso que uno de nuestros principales objetivos es reducir la cantidad
de parametros para poder hacer predicciones.
Para comenzar, podemos respaldarnos en el teorema de la descomposiciéon polar del dlgebra lineal
[8], que permite descomponer cada una de las matrices de masa M, y My como el producto de una
matriz hermitica, y una matriz unitaria, lo que simplifica nuestro trabajo, al considerar matrices
de masa hermiticas y reduciendo a la mitad el nimero de parametros reales independientes E] A
continuacion, expliquemos en detalle como se logra la hermiticidad de las matrices de masa. De
acuerdo con la descomposicién polar, cada una de las matrices de masa del sector de quarks
se pueden escribir como:

M,= MU, ,

2.1
My = MUy , (2.1)

donde las nuevas matrices de masa M, y M} son hermiticas y las matrices U, y Uy unitarias. Sin
embargo, en el marco de las simetrias gauge del grupo SU(2), los campos derechos son singletes,
por lo que las matrices unitarias pueden ser absorbidas al redefinir estos campos de la siguiente
manera;

/
Ujup — up ,

2.2
UddR — d/R , ( )

y al reemplazar en el Lagrangiano ((1.24)), se obtiene el siguiente resultado:

_ 7 g _
L9 = —u, M, Uyup —d M, Ugdr ——=W upy*dy, + h.c. ,
up M, Uyur —ap My UqdR /o g uLy dr + h.c

Vg A (2.3)
L9 = —a My — dy Midy, — %W;uLM +he.

%

'Loa 36 pardmetros reales se deben a que las entradas en las matrices de masa son numeros complejos que se
componen de un aparte real y otra imaginaria y como cada matriz es de 3 x 3 cada una tendria 18 parametros reales
2Para obtener més informacién acerca de la descomposicién polar constltese el Apéndice @
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donde las cantidades primadas las podemos redefinir como no primadas, volviendo de nuevo a la
ecuacion . Ademas, como podemos enfatizar, tras la descomposiciéon polar y la definicién
(2.2)), el Lagrangiano permanece invariante manteniendo su estructura tal como se puede
ver en la ecuacién (2.3)), con la diferencia que las matrices de masa M, y My son ahora hermiticas.
En consecuencia, estas matrices de masa hermiticas experimentan una reduccién en el nimero de
parametros independientes, como ya habfamos mencionado, pasando de 36 a 18 parametros. Aun
asi, no es suficiente, pues siguen siendo un nimero grande comparado con los diez pardmetros
fisicos que debe reproducir, las seis masas de quarks y los cuatro parametros fisicos de la matriz
de mezcla de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM).

Adicionalmente, podemos recurrir a lo que se conoce como una “Transformacién de Base Débil”
(por las siglas en inglés de WB transformation) que en esencia, consiste en una transformacion
unitaria (U) que opera sobre las matrices de masa de los quarks generando nuevas matrices equi-
valentes, manteniendo invariante el Lagrangiano , especificamente el sector asociado a las
corrientes gauge cargadas. La WBT ma&s general consiste en la transformacion

M, — M, =U'M,U ,

| (2.4)
My — M, =U'MU ,

donde la matriz U es unitaria tal que UTU = UUT = 1.
Una caracteristica importante del Modelo Estandar, es que podemos hacer transformaciones uni-
tarias sobre los quarks y no alterar la estructura del Lagrangiano , como lo demostramos a
continuacion:

L1 = —ﬂLMuuR — dLMddR — iW:ﬂL’}/udL + h.c y

V2
= —u, UU M, UU up — dy UUS My UUT dg — TWju UUT "uULdy + hee.
1 1 1 1 1

= UUMUU g — dLUUTMdUUTdR——Ww UUT “UUTdL +h.c. ,
vw_/\,_/ N ———— N~ \/§
aly M, g d; M dy “/L d/

— U U MU Utug — dpyU U MU Utdg — 2w+ a,U 4 U0 Uty +hee. |
al A up d M, d al d;

= ), My — d, M)}, — j_WjuLv“d’L +hee.
donde las cantidades primadas las podemos definir como no primadas y de esta manera vemos que
el Lagrangiano mantiene su presentacion original.
Observamos que, tras la WBT, a excepcién del sector de Yukawa, los demés términos permanecen
invariantes, por tal motivo no los tendremos en cuenta en nuestros andlisis subsiguientes.
Cabe destacar que la arbitrariedad de la matriz unitaria U empleada en la WBT, implica que el
nimero de representaciones de las matrices de masa equivalentes es infinito. Por otro lado, la WBT
no afecta la hermiticidad de las matrices de masa M, y My, ya que

Myt = (UMY = UMD = UDM,U = M,

donde el subindice ¢ representa el tipo de quark ya sea “up” (u) o “down” (d) .
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Ahora, realicemos una WBT con una matriz unitaria U, de tal forma que diagonalice la matriz
de masa M,,. Es decir, haciendo U = U,, de este modo, las matrices de masa ([2.4)) toman la forma:

A 00
M =UMU,=| 0 X, 0 |=D,
0 0 Az (2.5)

My, = Ul MyU, = UN(UsDUNU, = (USU,) Dg(ULU,),

donde Uy es la matriz unitaria que diagonaliza a My, es decir,

Ma 00
UMgU;={ 0 Xa 0 | =Dy (2.6)
0 0 A

Asi que los A\, y \ig con 7 = 1,2, 3, son los autovalores de las matrices M, y My respectivamente,
cuyos valores absolutos corresponden a las masas de los quarks tipo “up” y “down”,

|A1u| = My, |)‘2u| = Mg, |/\3u| =Mmy 7|)\1d| = My, |A2d| = Mg, |)\3d| =my , (27)

donde m,, m., m; son las masas de los quarks “up”, “charm” y “top” y mg, ms, m; corresponde a
las masas de los quarks “down”, “strange” y “bottom”. Estas masas obedecen a las jerarquias:

M| < Ime| << myl

(2.8)
Img| < |ms] < |my| -

Ademds, la matriz UlU,; en (2.5) corresponde a la matriz unitaria CKM, V = UlU,, como se
explica en el apéndice [E]

Por lo tanto, el Lagrangiano del sector de Yukawa (1.12)), después de aplicar la WBT, toma la
forma:

— LY =uDyug +d VDyVidg . (2.9)
En conclusién, las matrices de masa del sector de quarks se pueden escribir como:
Ay 0 O
Mu — Du = 0 )\2u 0 )
0 0 A, (2.10)

M, — VD,VT,

o también, si hacemos una WBT, usando la matriz unitaria Uy, que diagonaliza la matriz de masa
Mg, podemos llegar a la siguiente representacion:

M, — V'D,V,
Aa 00 (2.11)
Md — Dd = 0 )\Qd 0
0 0 g

Estas dos representaciones y (2.11)) pueden usarse como puntos de partida para generar
cualquier representacion viable de las matrices de masa de los quarks, sobre todo aquellas repre-
sentaciones que generan varios ceros de textura en las matrices de masa que reduzcan el nimero
de parametros libres en el sector de Yukawa.




Capitulo 3

Ceros de textura en el sector de quarks

En este capitulo, estudiaremos el método de los ceros de textura, que surge de la necesidad
de reducir aiin mas el nimero de parametros libres en las matrices de masa del sector de quarks.
Aunque en el capitulo anterior logramos una reduccion significativa mediante la descomposicion
polar, disminuyendo los 36 pardmetros libres a la mitad, esta reduccion resulta insuficiente. Ain
necesitamos hacer predicciones sobre 10 pardametros fisicos clave, que incluyen las 6 masas de los
quarks, los 3 angulos de mezcla y la fase de violacion de la simetria CP. Con 18 parametros libres,
el niimero sigue siendo excesivo, por lo que es imprescindible reducirlos atin mas.

Entre los diversos casos especificos de ceros de texturas para las matrices de masa hermiticas de
los quarks se encuentran los de tipo Fritzsch, con seis ceros de textura planteadas en la literatu-
ra [12,[13], donde ambas matrices, M, y My, tienen el paralelismo de texturas “up-down”, cada
una con tres ceros. Sin embargo, este modelo fue descartado debido a la prediccién demasiado
grande para la masa del quark top, de tal manera que la prediccion estd muy lejos de los datos
experimentales [14,/15].

En general, hay varias técnicas para analizar ceros de textura: en algunos casos se usan aproxima-
ciones algebraicas que aprovechan la fuerte jerarquia de las masas de los quarks y los dngulos de
mezcla que motivan ciertas texturas |144|16], o se hacen célculos directos sobre propuestas de ceros
de textura que son analizadas analitica y numéricamente para verificar su viabilidad [15,17/18].En
general, nuestro trabajo apunta a implementar la WBT.

Si observamos de los resultados y (2.11), notamos que la WBT nos permite analizar todos
los posibles casos de distribucién de los ceros de textura en la matriz de masa de los quarks.
Nosotros estudiaremos texturas con cinco ceros, ya que los estudios muestran que son casos po-
sibles. Algunos ejemplos analiticos y numéricos fueron reportados en los articulos [17-21], que
reproducen las masas de los quarks y la matriz CKM con suficiente precision.

Aunque el método de los ceros de textura se aplica a todo el sector lepténico, nosotros lo enfoca-
remos solo al sector de quarks y durante el proceso, implantaremos la técnica y exploraremos la
posibilidad de encontrar mas modelos de matrices de masa con cinco ceros de textura.

Como punto de partida, sabemos que los quarks son particulas masivas, como lo evidencian los
experimentos. Por lo tanto, en nuestro anélisis es importante que el determinante (det) de las
matrices de masa de los quarks no sea nulo en el proceso de diagonalizacion de las matrices de
masa de los quarks, [[] como lo demostramos a continuacién:

det(M,) = Det(UU'M,U U") = Det(UD,U") = Det(D,UU") = Det(D,) = mimamsz =0 (3.1)
D' 1

Tos valores experimentales mas recientes para las masas de los quarks se indican en el apéndice ([l
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para que la igualdad sea valida, implica que al menos una de las masas (m;) de los querks tenga
masa cero, que no es posible ya que los quarks son particulas masivas. Por lo tanto, para que el
determinante de la matriz de masa sea distinto de cero, debe haber, como maximo, tres ceros de
textura distribuidos de diversas maneras. Si tuviéramos mas de tres ceros de textura, implicaria
que al menos una masa de los quarks seria cero o que dos de las masas serfan iguales, lo cual
tampoco es cierto. Por lo tanto, un analisis de la situaciéon muestra que solo son posibles dos tipos
distintos de configuraciones de ceros de textura, dependiendo de cémo se distribuyan los ceros en
las entradas de la matriz de masa, como lo exponemos a continuacion.

3.1. Patrén con dos ceros de textura en la diagonal

El niimero maximo de ceros de textura que se puede lograr en una matriz de masa hermitica
de quarks es tres, un modelo con cuatro ceros de textura es inconsistente, para arrojar masas no
nulas y reales. Una manera de distribuir estos tres ceros en la matriz de masa “up” o “down” , es
ubicar dos de ellos sobre la diagonal como lo indicamos a continuacion:

M, = (3.2)

o8 O
8 ORK
8 8 O

donde las x representan la entradas diferentes de cero, y u puede ser g o d, dependiendo de si se
trata de la matriz de masa de los quarks “up” o “down”, respectivamente.

Otras posibles maneras de distribuir estos tres ceros, se puede lograr mediante matrices de permu-
tacion P, =1 =1,2...,6 a través de una WBT que genera todas las posibles maneras consistentes
equivalentes de acomodar los tres ceros, manteniendo dos de ellos en la diagonal. Teniendo en
cuenta que las matrices de permutacion se escriben como:

100 010 00 1
P1: 0 1 0 y PQI 1 O 5 Pg— 0 1 0 5
001 001 1 0
(3.3)
100 010 001
Pr=l001| , B=(00 1] , B=[100
010 100 010

3.1. PATRON CON DOS CEROS DE TEXTURA EN LA DIAGONAL
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Veamos a continuacion los diferentes casos que se presentan al hacer uso de estas matrices :

0 =z 0 0 = 0
My=P |z 0 z|P =[xz 0 x|,

0 =z =z 0 =z =z

0 =z 0 0 0 =z
M=Py |z 0 z|P/=(0 2 x|,

0 =z =z x x 0

0 =z O z z 0
M,=Py|z 0 z|P =[xz 0 x|,

0 =z z 0 =z 0 (3.4)

0 =z 0 0 =z z '
My=P |z 0 z|P/ =z 0 0],

0 =z z r 0 x

0 =z 0 r 0 x
M;:P5xOxP5T: 00 x|,

0 =z =z r x 0

0 = 0 0 =z
M =Ps|xz 0 z|P =z = 0

0 =z =z z 0 0

Asi que tenemos por defecto, la configuracién de los tres ceros, con dos de ellos en la diagonal,dada
en la ecuacion ((3.2)

3.2. Patrén con un cero de textura en la diagonal
De la misma manera, otra posible distribuciéon de los tres ceros de textura, consiste en acomodar

uno de ellos en la diagonal, como lo indicamos a continuacién:

M, =

q

(3.5)

o8 O
o8 8
8 O O

3.2. PATRON CON UN CERO DE TEXTURA EN LA DIAGONAL
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De nuevo, las permutaciones generan nuevas distribuciones de tres ceros equivalentes, manteniendo
uno de ellos en la diagonal.

0 O 0 O
M=P |z = O|P/ =z z 0],

0 0 =z 0 0 =z

0 O 0 0 =z
My=Py |z z O|Pf=(0 2z 0],

0 0 =z z 0 x

0 =z 0 z 0 0
My=Ps|z =z O|Pf=(0 z x|,

0 0 =z 0 O (3.6)

0 =z O z x 0 '
My=Py |z z O|Pf =z 0 0],

0 0 =z 0 0 =z

0 = O z 0 0
M,=Ps |z =z O|P/=(0 0 z

0 0 =z 0 » =z

0 O z 0 =z
M=Ps |z = 0[P/ =[0 2 0

0 0 =z z 0 0

Cabe senalar que las demas posibles formas de ubicar tres ceros, ya sea sobre la diagonal o fuera
de ella, corresponden a texturas fisicamente inviables. Esto se debe a que anadir un cero adicional
en alguna de las matrices conduce a masas nulas, lo cual no es compatible con los resultados
experimentales. Por lo tanto, es suficiente considerar texturas con tres ceros, siempre que uno de
ellos esté ubicado en la diagonal, ecuacion .

3.3. Analisis de los parametros en el modelo con uno y dos
ceros de textura en la diagonal

Para realizar el andlisis de los pardmetros x en las entradas de las matrices (3.2) y (3.5),
resumamos los dos casos con la siguiente matriz de masa

0 [&l 0
My={1&l v 1B | (3.7)
0 [8 «ay

ya sea tomando 7, = 0 o 3, = 0 respectivamente. Los parametros v, y ¢, son reales debido a que
la matriz M, es hermitica. El pardmetro £, no puede ser cero por la condicién . Las entradas
fuera de la diagonal son niimeros complejos que parametrizamos en forma polar, de tal manera
que |&| v |B,| representan sus normas. No es necesario considerar las fases, ya que pueden ser
absorbidas mediante una WBT adecuada [2].

Diagonalizamos la matriz (3.7)

Mg 00
UMU;,=[0 Xy 0], (3.8)
0 0 Mgy

3.3. ANALISIS DE LOS PARAMETROS EN EL MODELO CON UNO Y DOS CEROS DE TEXTURA EN LA DIAGONAL



CAPITULO 3. CEROS DE TEXTURA EN EL SECTOR DE QUARKS 26

donde podemos encontrar en forma analitica la matriz unitaria U, que diagonaliza a M, conocida
en la literatura [6], [16] con la siguiente estructura:

61'91 [ Azl A2gAzq(ag—A1q) 62 [A2q] AgAzq(A2g—aq) A1gA2q(0g—As3q)
A3q ag(A2g—A1g)(Azg—A1q) A2q ag(A2g—A1q)(Azg—A2q) aq(A3g—A19)(A3g—A2q)
U = _ei01 [A2q| Ag(M1g—ag) ei@g A2g(ag—A2q) [Asq| A3g(A3g—ayq)
g A2q ()‘2q*/\lq)(>‘3q*)‘1q) ()‘Qq*)‘lq)(/\Sq*AQQ) A3q ()‘3q*)‘1q)()‘3q*)‘2q) ’
01 [A2gl [ Mglag—A2q)(0g—A3q) itz [Asql [ A2glag—A1g)(Asq—tg) Asq(ag—A1q)(ag—A2q)
A2g ag(A2g—A1g)(A3g—A1q) A3q aq(A2g—A1g)(A3g—A2q) aq(A3g—A1g)(A3g—A2q)

(3.9)
aniadimos fases para ajustar la CKM al modelo convencional que se muestra en el apéndice [E] las
fases en la tercera columna no son necesarias, ya que las demés columnas las absorben a través de
una fase global. Los elementos \;; con ¢ = 1,2, 3, de son los autovalores de la matriz de masa
M, definidos en . Ahora, si aplicamos operaciones matriciales que permanecen invariantes
bajo la diagonalizacion, como la traza, el determinante, y la traza de qu , podemos expresar los
parametros v, 3, v &, de en términos de los A4, como indicamos a continuacion:

Vg = )\1(1 + >\2q + )\3q — Qg (310&)
—A1gA20A
€l = | 5 (3.10b)
q
18, = \/(aq — A1g) (g ; Aag)(Azg — ) . (3.10¢)
q

Es evidente, a partir de las expresiones (3.10b) y (3.10c), se deduce que el pardmetro «, es ne-
cesariamente distinto de 0 (o, # 0). Por otra parte, conforme a los criterios establecidos en la
literatura |[1| y en el articulo , la matriz en cuestion debe poseer al menos un autovalor negati-
vo, esta condicién es satisfecha por la relacién , lo cual implica adicionalmente que o, > 0.
También, considerando la relacion y la jerarquia de masa en , podemos encontrar que
oy se encuentra en alguno de los siguientes intervalos:

si )‘111 < 0, )\Qq > 0, )\3,1 >0— |/\2q| < Oy < |)‘3q| , (311)
si )\1q > 0, )\Qq < 0, )\3q >0— |)\1q| < Oy < |>\3q| , (312)
si )‘111 > 0, )\Qq > 0, )\3,1 <0— |/\1q| < Oy < |)‘2q| . (313)

La matriz (3.9)) la podemos usar para implementar la WBT aplicada a la base (2.10]) o (2.11]). En
cada caso tenemos:

» Cuando la matriz de diagonalizaciéon U, = U,,,

T 0 [&l O
M, — U,D U = [ &l v 18]
0 18 o (3.14)

M} — U (VDaVHU] .
» Cuando la matriz de diagonalizacién U, = Uy,

M., — Uy(VID VUL

T 0 [&l O (3.15)
My — UgDaUy = | [&al  va |Bal |,
0 B oy

En ambos casos estamos usando el resultado (3.8]).

3.3. ANALISIS DE LOS PARAMETROS EN EL MODELO CON UNO Y DOS CEROS DE TEXTURA EN LA DIAGONAL
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3.3.1. CASO I: Tres ceros de textura con dos de ellos en la diagonal

Para trabajar con este modelo, usamos la estructura matricial de masa (3.14)), donde U, = U,,
y hacemos v, = 0. En consecuencia, las relaciones (3.10af), (3.10b)), (3.10c) toman la siguiente
forma:

Ay, = )\1u + )\2u + )\Su s (316)
_>\1u)\2u>\3u
u — 9 3'17

(3.18)

Ay,

Es evidente, de , que solo un autovalor \;, puede ser negativo. Sin embargo, si consideramos
que A1, sea negativo, de la relacién hace que la relacién (3.18) no resultaria en una can-
tidad real. Por esta razén, descartamos esa posibilidad. Del mismo modo, si A3, fuera negativo,
observamos que las relaciones (3.17)) y tampoco serian reales. Por lo tanto, A3, no puede ser
negativo. De aqui se concluye que solo A9, puede ser negativo, ya que las relaciones y
son reales en este caso. Como nuestro objetivo es construir un modelo con cinco ceros de textura,
de los cuales tres de ellos estan en la matriz de masa “up” en , los dos ceros restantes se
deducen de la matriz de masa M} en (3.14]), a través de un ajuste de los pardmetros libres 6; y 6,
presentes en la matriz de diagonalizacién con ¢ = u. Después de hacer un analisis numérico E|,
y comparar con los datos que tenemos a disposicién como las cotas experimentales para las masas
de los quarks , y la matriz de mezcla CKM a la escala de energia del bosén Z, no
encontramos resultados consistentes con lo suministrado experimentalmente. Por lo tanto descar-
tamos este primer caso.

Hacemos el andlisis para el caso en que U, = Uy, en donde ahora 74 = 0 y en consecuencia, las
relaciones (3.10al), (3.10Db)), (3.10c|) toman la siguiente forma:

Qg = )\1(1 + )\2d —+ )\3(1 y (319)
—A1dA2dA34

_ 3.20

|€d| \//\1d + Xog + A3q ( )

1Bl = \/—(/\2d + Asa) (Ma + Asq) (Mg + A2a) . (3.21)

aq

Como en el caso anterior, solo Aoy debe ser negativo. De los cinco ceros de textura, de los cuales
tres de ellos estan en la matriz de masa “down” en , los dos ceros restantes se deducen de la
matriz de masa M, en (3.15)), a través de un ajuste de los pardmetros libres 6, y 6, presentes en la
matriz de diagonalizacion ([3.9)) con ¢ = d. Una exploracion exhaustiva nos conduce a los resultados
suministrados en la tabla donde podemos observar las soluciones viables para la estructura de
masa ([3.15))

2El software utilizado para hacer este andlisis fue el MATHEMATICA debido a sus prestaciones numéricas y
analiticas. En el apéndice |E suministramos algunos calculos hechos con este software.

3.3. ANALISIS DE LOS PARAMETROS EN EL MODELO CON UNO Y DOS CEROS DE TEXTURA EN LA DIAGONAL
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CASO TEXTURAS NUMERICAS DE CINCO CEROS DE Autovalores
I TEXTURA (MeV) negativos
0 0 —85.4679 + 157.016i
M, = 0 6053.87 920579, + 5434.63 At <0
—85.4679 — 157.016i 29579. — 5434.63 167190.

0 14.5259. 0
My = | 14.5259 0 442.526 Azg < 0
0 442,556  2904.18

0 0 21.0411 — 284.492;
M, = 0 1690.29 18947.5 4- 5841.4% Azu <0
21.0411 + 284.492¢  18947.5 — 5891.49:¢ 168946.

0 13.4128 0
My = | 13.4128 0 392.604 A2q <0
0 392.604 2857.04

Tabla 3.1: Resultados numéricos para los modelos con cinco ceros de textura con dos de ellos en la
diagonal de la matriz de masa My en donde A9y < 0 y se obtienen dos subcasos, Ia cuando A, < 0
y Ib cuando Ag, < 0.

3.3.2. CASO II: Tres ceros de textura con un cero en la diagonal

En este caso, en las matrices de masa 0 , con ¢ = u o d, establecemos que uno de
los pardametros fuera de la diagonal sea igual a cero. Sin embargo, no se puede imponer |§,| = 0, ya
que esto implicaria que el determinante de la matriz de masa correspondiente seria nulo, lo cual,
como se menciona en la ecuacion (|3.1)), no es consistente con la teoria. Por lo tanto, la inica opcion
viable es que |f,| = 0 para ¢ =u o d.

En primer lugar trabajamos con ¢ = u, en (3.10a)), (3.10b)) y (3.10c|) de esta manera, obtenemos:

(au - Alu)(au - )\Zu)()\ZSu - Oéu) =0 5 (322>

para que la igualdad se cumpla «, puede tomar el valor de A, 0 Ao, 0 A3y, ¥ teniendo en cuenta
(3.10b)), se puede observar los siguientes seis casos posibles:

= Cuando «a, = A,. En ese caso se puede dar que Ay, < 0 0 A3, < 0 para que el parametro
|€4| sea real.

= Cuando a, = Ag,. En ese caso se puede dar que A\, < 00 A3, < 0.

= Cuando a, = A3,. En ese caso se puede dar que A\, < 00 Xy, <O0.

3.3. ANALISIS DE LOS PARAMETROS EN EL MODELO CON UNO Y DOS CEROS DE TEXTURA EN LA DIAGONAL
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CASO TEXTURAS NUMERICAS DE CINCO CEROS DE Autovalores
1 TEXTURA (MeV) negativos
0 0 431.461
M, = 0  957.808 7251.27
431461 T7251.27 171225 Aty <0
a
0 431591 + 142586 0 Ay < 0
M, = | 4.31591 — 14.2586i 64.1289 0
0 0 2968.58
0 0 426.288
M, = 0  868.054 7335.94
. 426.288 7335.94 172542 Ae <0
0 41517 — 138072 0 Aoy < 0
M, = | —4.1517 + 138072i —62.495 0
0 0 92915.72

Tabla 3.2: Resultados numéricos para los modelos con cinco ceros de textura con dos de ellos en
la diagonal de la matriz de masa M, en donde Ay, < 0 y se obtienen dos subcasos, ITa cuando
Ag < 0 y ITb cuando Mgy < 0.

De la misma forma, hacemos el andlisis cuando ¢ = d y vemos que para cualquiera de estos casos,
uno de los \;, restantes debe ser negativo, y de la misma forma que el caso anterior, los dos ceros
que faltan para completar el modelo de los cinco ceros de textura, se obtienen de la matriz de
masa restante M’ en o en , ajustando los parametros libres 6; y 65 en la matriz de
diagonalizacion . La tabla resume los resultados numéricos después de una exploraciéon
exhaustiva de los diferentes casos. La tnica solucién viable se logra con la configuracion E|

En la siguiente seccién trabajaremos con los resultados de las tablas y para encontrar en
forma analitica relaciones entre la masa de los quarks y las entradas de la matriz de mezcla CKM.

3El sofware utilizado para hacer este anldlisis, fue el Mathematica, debido a sus precisiones numéricas y analiticas.
En el apéndice |E| suministramos algunos calculos hechos con este programa.

3.3. ANALISIS DE LOS PARAMETROS EN EL MODELO CON UNO Y DOS CEROS DE TEXTURA EN LA DIAGONAL
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Modelos analiticos con cinco ceros de
textura

Cuando tenemos un modelo de ceros de textura para la matriz de masa de los quarks, es posible
encontrar relaciones entre los valores de estas masas y los pardmetros de mezcla de la matriz CKM.
Basandonos en los modelos obtenidos en la seccién anterior con cinco ceros de textura, que se
resumen en las tablas y podemos realizar un estudio analitico que nos permita deducir,
principalmente, los valores absolutos de los parametros de la matriz de mezcla CKM, en términos
de las masas de los quarks.

A continuacién exponemos el andlisis para cada caso obtenido de la seccién anterior.

4.1. Caso 1

Como podemos ver de la tabla 3.1, en ambos modelos, de los cinco ceros de textura, tres se
encuentran en la matriz de masa de los quarks down y dos de ellos en su diagonal.
Una estructura analitica para este primer caso la podemos expresar de la siguiente manera:

0 0 [&l 0 [&l 0
Mp=F'| 0 «a [B]F Mg =&l 0 |84l ] - (4.1)
|§u| mu‘ Yu 0 ‘ﬁd| Yd

Las fases en la matriz de mezcla “down”, son absorbidas a través de una WBT. La matriz
diagonal de fase F:
e”®e 0 0
F = 0 e 0 (4.2)
0 0 1

en donde ¢¢, y ¢s, son los argumentos de &, y 3, respectivamente. Tenemos 7 parametros reales
y dos fases para describir 10 cantidades fisicas: 6 masas de los quarks, 3 dngulos de mezcla y una
fase responsable de la violacion CP.

Para diagonalizar la matriz de masa M7, usamos la matriz de permutacién P, en para llevarla
a la forma y asi poder usar la matriz unitaria ([3.9), con ¢ = u. De esta manera, la matriz de
diagonalizacién de My, toma la forma, F''P,U,. Para la matriz M;; podemos usar directamente
conq:dy’yd:().

Por lo tanto, de acuerdo al procedimiento estudiado en la seccién anterior, ecuaciones (3.10)), los
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parametros para las matrices de masa toman la forma:

7u::!:muimc+mt_05u; (43)
a,, £ my) (0, Fme)(my — ay,
1Ba] = ( ) . Jm — ) (4.4)
My MM
€l =/ = (4.5)
ag = mg — mg +my , (4.6)
my — Mg ) (Mg + Mmyp)(Mg —m
|ﬁd’: ( b )( d b)( d)7 (47)
mg — Mg + My
magmmsmmp
_ 4.8
e = | m

el signo superior corresponde a Ay, < 0 y el signo inferior corresponde a Ay, < 0. El parametro a,,
es libre, y estd acotado a las siguientes regiones:
me < a, < my, para Ay, <0,

My < <My, para Ao, < 0.

De esta manera, las matrices de diagonalizacién para las matrices de masa M, y M, son
respectivamente:

ei(¢£u+61u\/ memy(au £ may) iei(¢5u+92u)\/ (au F me)mimay ei(¢5u703u)\/ me(my — ow)my
oy (me + my)(me £ my) ay (my F me)(me + my) oy (me F me)(me £ my)
ULa = ie'i(¢5,u+81u)\/ (v Fme)(my — ay)may _eH(¢put024) me(my — ay)(oy £ my) (B0 —03u) (v F me)mi(ay £ my) (4.9)
aqy (Mme + my)(me £ my,) aqy (me Fme)(me + ma,) ay(mie Fme)(me £ my,)
$e,;glu\/ my (o = may) cif2u me (o F me) 1030 my(my — o) )
(me + my)(me £ may) (mt F me)(me + may) (mt F me)(me £ my)
eield\/ mg(my — ms)ms o—ib2g my(my + mg)mg \/ mg(ms —mg)ms
(mp —mg)(mg — ms)(mp + mg — ms) (ma + ms)(mp + mg — ms)(mp + ms) (mp — mg)(mp + mg — ms)(mp + ms)
Uy = 014 mg(my —mg) i02q (mp +mg)ms my(ms —mg)
(mp — mq)(mg + ms) (mg + ms)(mp + ms) (mp — mag)(mp + ms)
_eisld\/ mg(mp + mg)(ms — mg) e—i02g (my — ms)ms(ms —mg) my (my, + mg)(my + ms)
(my — mq)(mg + ms)(mp + mg — ms) (ma + ms)(mp + mg — ms)(mp + ms) (mp — mg)(mp + mg — ms)(mp + ms)

(4.10)
donde es necesario incluir las fases no fisicas, €1,,024,034,01a v 024, a fin de ajustar nuestra
prediccién tedrica de la CKM a la convencion establecida. Los mejores valores calculados los
encontramos en la tabla 4.1l Ademds, los valores para las entradas de la CKM obtenidos a primer
orden, teniendo en cuenta la jerarquia de masas los podemos ver en la tabla .
La matriz CKM se calcula con:
Verm = U}UUId :

4.1. CASOI
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CASO I

AMu <0 Aoy <0

)\2(1 <0 )\Qd <0
014 —1.42318 —2.84403
Oy 0.670068 1.85606
O3 0.00473665 | —0.00461668
014 0.636035 1.93013
O2q —2.2845 —0.976639
Deu 2.06927 —1.49697
D8 0.181706 0.301461
a, (MeV) | 6053.87 1690.29
m, (MeV) | 179188 | 1.2684
m. (MeV) | 625.493 633.197
my (MeV) | 172620 171268
ma (MeV) | 2.99323 | 3.14751
m, (MeV) | 68.9279 | 56.1169
my (MeV) | 2970.12 | 2910.01

Tabla 4.1: Valores numéricos de ajuste de los parametros para el Caso 1.

CASO| Texturas de cinco ceros analiticas Prediccién para la matriz de mezcla

M Qy,
mg + my my
[ &)

my

00 el
M,=P'l 0 a |Bl]P,
|&al 1Bul - Yu Wil = | — |
. ms +mg ’
0 &l 0
My=[1ed 0 |84 - o
I 0 [Bdl aa [Vea| = | m<1_ﬁ)+”"’

donde P = (e™"eu e™su 1).

Ademads m, < a, < my. Vie| = | | ——— { — d ( _ %) _ ei%pa Qu ¥ ﬂ} +
Con : “—" para el Caso Ia, en la tabla s + Mg me | omy
E /\m7 Aog < 0.
wqn 4 ms —m, Qly i «Q Me
Con “+" para el Caso Ib, en la tabla Vil = | d (1 Q) _ i, QupMe |
Ao <0y Aoy < 0. mp my my o my
My, & ) My (ms —m, 1 1 y
[Vio| = | uu_ezm\/“( s = Ma) (73F7> (1——1)+‘.‘\,
Me My my Me my
ma ms — mg vy . w _ Me
Vial = 1——) —eou, [ —F —| +..
[Vial = | ms + mgy \/ my ( mt> my * mye |

Tabla 4.2: Caso I para las matrices de masa de quarks con cinco ceros de textura. Y sus corres-
pondientes predicciones a primer orden para los elementos de la matriz CKM en términos de las
masas de los quarks.

4.1. CASOI
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4.2. Caso 11

Ahora utilizamos la tabla [3.2] donde los resultados numéricos sugieren la siguiente forma para
las matrices de masa:

0 0 &l 0 [ale’®ea 0
Mipw=1 0 au |B . Mg = | |€ale’sa Vd 01 . (4.11)

Vemos que en este caso hay solo una fase presente en la matriz de masa de los quarks “down”,
donde ¢¢, es el argumento de &; y es responsable de la violacién CP.

En primer lugar, como en el caso anterior buscamos las matrices de diagonalizacion correspondiente
a cada matriz de masa. Para la matriz M;,, la matriz de diagonalizacion tiene la forma PU,,
donde P; es la matriz de permutacién en (3.4)) y U, tiene la forma con ¢ = u. Para My, la
matriz de diagonalizacién es de la forma F;U;, donde la matriz diagonal Fy que contiene la fase y
es de la forma: .

e

00
p=o0 10},
0 1

y Uy es de la forma(3.9) con g = d.
Debemos tomar en cuenta, por lo considerado en la seccién (3.3.2)), que en la matriz M4, de

acuerdo a (3.15) B4 = 0 y en consecuencia de ([3.22) con d en vez de u, se presentan las siguientes
situaciones:

Cuando ag=M\g entonces |&g| =/ —Xogd3a ¥ Va4 = Aaqd + A3
Cuando ag = Xgyg entonces |4 = v —Aadsa Y Ya= Mg+ A3a, (4.12)
Cuando ag = A3q entonces| &gl =V —Maroa Y Ya = Mg+ Aag -

Debemos tomar en cuenta que para cualquiera de estos casos, uno de los \;; restantes debe ser
negativo.
Resumiendo, los parametros del modelo toman la forma:

Yu = _mu+mc+mt_aua
1Ba] = (o + ) (g — me) (my — )
u au )
My MM
Gl = /= ! (4.13)
Qg = My,

Ya = Fmg = my,

|£d| = /MM,

en donde hemos trabajado de acuerdo a la tabla y a las relaciones y 4.12] con Ay, =
—m, < 0y donde el signo superior es para A\; = —my < 0y el signo inferior cuando Ay = —m, < 0,
con a,, > 0 y se encuentra en el intervalo m. < a,, < my.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, las matrices de diagonalizacién para las matrices de
masa de los quarks My, v M4 tienen la siguiente forma analitica respectiva:

4.2. CASOII
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b1 memi(Qu + ma) oifou memy (o, — me) <030 Memay (me — o)
au(me + ma)(me +muy) au(me —me)(me +mu) au(me —me)(me 4+ ma)
Urra = | i1 My (Qy — me)(me — o) —eif2u me(me — aw) (0w + M) £i03u \/mt(au — me)(au +mu) (4.14)
au(me + ma)(me +muy) au(me —me)(me + may) au(me —me)(me 4+ ma)
it Moy (Qy + May) oi02 Mme(Qy —me) oi03 mg(me — o)
(me 4+ ma)(me + muy) (me — me)(me + ma) (me —me)(me — ma,)
et(dgatb1a) o ms :Fei(¢§d+92d) _ Mad 0
mq + msg mq + ms
Uria = T eited Md o024 s ol - (4.15)
mg + My mg + Mg
0 0 1

Los mejores pardmetros de ajuste para el caso II los indicamos en la tabla [4.3]

AMu <0 AMu <0

Mg <0 Aog <0
o 197527 | —1.99113
O, 0 0
03, 0 0
014 3.02511 —0.135088
024 3.14753 3.14844
Oed 1.27688 —1.86289

a, (MeV) | 957.898 868.054
m, (MeV) | 1.59805 1.64209
(MeV) | 650.157 555.739
my (MeV) | 171534 172856
(MeV) | 3.29179 3.1659
m, (MeV) | 67.4207 65.6609
(MeV) | 2968.58 2915.72

Tabla 4.3: Valores numéricos de ajuste de los parametros el caso II.

La matriz CKM se calcula
Vern = UlpUrta -
Los términos de la matriz de mezcla CKM teniendo en cuenta la jerarquia de masas se exponen
en la tabla 4.4

En el siguiente capitulo hablaremos de las conclusiones extraidas de estos modelos analiticos.

4.2. CASOII
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CASO| Texturas analiticas de cinco ceros Prediccién para la matriz de mezcla
M
v )
‘ Ud‘ ms + Mgy
M o
Vs (I-—)+..
ms + mg my
V| = (/1 — =
me
0 0 &l WVasl = |y | ———+ ...
€l 1Bl Yu
@
. Vel = | Sy
I1 0 [Eale™®ed 0 ms + md my
My = |£d‘87i©5d [e7] 0
0 0 Qd m a m
Vel = \/m el (i) RO
donde m, < a, K my y : — para Ay, ¥ s d t t
Mg <0 — para Ay, <0y Aoy <0
[Via| = | — D) geivea mamemy 111
M + mq mt my Mg + Mg My \ O, my
Tabla 4.4: Casos Il para las matrices de masa de quarks con cinco ceros de textura. Y sus

correspondientes predicciones de primer orden para los elementos de la matriz CKM.

4.2. CASOII



Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo, nos hemos enfocado en el sector de Yukawa del Modelo Estandar, el cual
describe los acoplamientos entre los campos y el bosén de Higgs, responsable de dotar de masa
a las particulas. De esta forma, hemos logrado cumplir con el objetivo de nuestra investigacién:
encontrar relaciones entre las masas de los quarks y los angulos de mezcla en el sector de Yukawa.
Este objetivo se ha alcanzado de la siguiente manera:

= En primer lugar, explicamos la estructura del Modelo Estandar y centramos nuestra atencién
en el sector fermiénico, donde se encuentra el sector de Yukawa que contiene los parametros
libres de las matrices de masa. Modelamos las tres familias de quarks como dobletes izquierdos
y singletes derechos, de tal forma que se acoplen con el doblete de Higgs para el mecanismo de
generacién de masa. Ademas, trabajamos solo con el lagrangiano de las corrientes cargadas,
omitiendo los términos que no resultaban relevantes para nuestra investigacién.

= Una vez establecido el lagrangiano del sector de quarks y el de corrientes, notamos para el
sector de masas que la presencia de 36 parametros libres resultaba excesiva para realizar
algin tipo de prediccién. Por lo tanto, buscamos reducir esta cantidad. En primer lugar,
utilizamos el teorema de la descomposicién polar, que nos permitié trabajar con las matrices
de masa del sector de quarks como hermiticas, logrando asi reducir los pardmetros libres a
la mitad. Sin embargo, esta cantidad sigue siendo elevada, por lo que implementamos una
WBT, demostramos que, bajo dicha transformacion, los lagrangianos permanecen invarian-
tes, esto nos permitio obtener una representacion equivalente y, al mismo tiempo, facilitar
la introduccion de cinco ceros de textura en total, logrando asi un ntmero adecuado de
parametros libres para nuestro analisis.

= Dado que las masas de los quarks se han calculado experimentalmente y exhiben una je-
rarquia, la introduccién de ceros de textura en las matrices de masa exige que las matrices
resultantes sean compatibles con dichos valores experimentales. Por esta razon, realizamos
un analisis exhaustivo de los parametros propuestos para determinar tanto el ntmero de
ceros de textura que podian introducirse como su ubicacién dentro de las matrices.

Por lo tanto, hemos desarrollado una explicaciéon del modelo con cinco ceros de textura,
a partir del cual se derivan dos posibles escenarios: el primero con tres ceros de textura,
incluyendo uno en la diagonal, y el segundo también con tres ceros, pero distribuidos de
manera que dos de ellos se ubican en la diagonal. En ambos casos se obtuvieron resultados
consistentes.
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Asimismo, construimos la matriz unitaria que diagonaliza las matrices de masa, asegurando-
nos de que fuera compatible con la matriz de mezcla CKM a la escala de enegia de la masa
del bosén Z, ampliamente conocida en la literatura asi como las cotas experimentales de las
masas de los quarks.

Una vez completado este analisis y con el apoyo del software Mathematica, obtuvimos valores
numéricos que resultaron compatibles con los datos experimentales de las masas de los quarks.

= Trabajamos con los valores numéricos obtenidos y realizamos un estudio analitico de los
mismos, lo que nos permitié establecer las condiciones necesarias y suficientes para que el
modelo de ceros de textura fuera compatible con los datos experimentales. Este andlisis
abarco los dos casos mencionados en el apartado anterior.
Los resultados obtenidos fueron satisfactorios, mostrando coherencia tanto con los valores
experimentales de las masas de los quarks como con los elementos de la matriz de mezcla

CKM.

» Por tltimo, los resultados mas importantes de este trabajo re recojen en las tablas (4.2) y
(4.4) donde puede observar una relacién entre las masas de los quarks y la CKM a primer
orden

De esta manera, damos por finalizada nuestra investigacién sobre el modelo tedrico de los ceros de
textura. Como recomendacién, destacamos que este mecanismo debe someterse a prueba cada vez
que los experimentos proporcionen datos mas actualizados.

Es importante senalar que, aunque nuestro trabajo se centroé en el sector de quarks, este modelo
es aplicable a todo el sector fermiénico del Modelo Estandar. Por ello, dejamos este estudio como
punto de partida para quienes deseen investigar en el sector lepténico y demostrar su validez en
dicho contexto.

Ademas, sugerimos explorar el uso de herramientas de andlisis numérico mas avanzado, que
permita identificar ceros de textura de manera méas rapida y precisa, acelerando asi una posible
publicacién de resultados y/o predicciones que puedan ser verificadas mas adelante.




Apéndice A

La ruptura espontanea de simetria en el
Modelo Estandar

En la teoria clasica de campos, el Lagrangiano se define como la diferencia entre la energia
cinética y la energia potencial del sistema, se escribe de la siguiente manera:

L=T-V, (A1)

donde la primera parte representa el término cinético (derivado del campo en espacio y tiempo) y
el segundo es el término de masa o potencial.

El Lagrangiano describe la dindmica de un sistema fisico y se utiliza para obtener las ecuaciones
de movimiento del campo. Un ejemplo comiin es el campo escalar libre de masa m, cuya densidad
lagrangiana la podemos escribir como:

1 1
L= 5 ugba“gb — §m2¢2 s (AQ)

que tiene la misma estructura de (A.1)).

El mundo fisico manifiesta una serie de leyes de conservacién aparentemente exactas, que creemos
reflejan la operacién de simetrias exactas de la naturaleza. Estas incluyen la conservacion de la
energia y el momento lineal, del momento angular y de la carga eléctrica. En el lenguaje de la
teoria de campos lagrangiana, la simetria se caracteriza por dos condiciones, en primer lugar, el
lagrangiano (densidad) es invariante bajo transformaciones de simetria y en segundo lugar el vacio
fisico debe ser inico ante dichas transformaciones. A partir de estos requisitos demostremos cémo
ocurre la ruptura espontanea de la simetria usando para nuestro andlisis en el siguiente lagrangiano:

1 1 1
L= -0,00"0 + ~p*¢p* — —N\?¢". (A.3)
2 2 4
Si comparamos este lagrangiano con las expresiones (A.1]) y (A.2)), es facil reconocer que el primer

término corresponde al término cinético, el segundo término corresponde al término del potencial,
que es una funcién de ¢, o sea

1 1
V(9) = 5126 — NG (A.4)
Este potencial es invariante bajo una transformacion de paridad
b — —0o. (A.5)
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Si comparamos el potencial con el del lagrangiano podemos identificar al término
caudratico como el término de masa de un campo escalar y el término a la cuatro nos garantiza
que esté acotado por debajo. Puede haber més términos con potencias mayores que cuatro, pero
no las consideramos para mantener la renormalizabilidad de la teoria.

Cuando p > 0 en , el potencial tiene un minimo en

que corresponde al estado de vacio como se puede ver en la siguiente figura

V(D)

Figura A.1: Potencial escalar con > 0 mostrando el estado fundamental en ¢ = 0

Sin embargo, si u < 0 en (A.3)), el segundo término ya no representa un término de masa, sino
que, al igual que el cuarto término, se interpreta como un término de potencial y el lagrangiano
(A.3)) describiria la dindmica de un campo sin masa. Ademads, el minimo del potencial ocurre en:

(@)o = £/ _T‘L? =tv, (A.6)

que corresponde a dos valores para el vacio, como lo podemos ver en la siguiente grafica

) Ve

Figura A.2: Potencial escalar con p < 0 que demuestra el estado degenerado del valor minimo de
energia en el potencial.

Por lo tanto, decimos que el estado base se ha degenerado, en otras palabras ha ocurrido
una ruptura espontanea de simetria, aunque el lagrangiano (A.3) siga siendo simétrico bajo la
transformacion de paridad (A.5) no cumple la condicién de tener un solo valor de minima energia.
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Sin embrago podemos escoger como referencia cualquiera de los dos estados base ({A.6) y redefinir
el campo ¢’ como el campo ¢ desplazado respecto a +v, que escogemos como vacio. Por lo tanto:

<¢>0 - +U7
de esta manera, tenemos que:
P=¢—(d)y=90—v, (A7)
de tal manera, que el Lagrangiano (A.3)) en términos de (A.7)) lo escribimos como
1 o [ 3 R
—— / Y'Y _ R r / -
L= 508 @) -1 (L + S ror- 1) (A8

Podemos ver que que, este Lagrangiano descrito respecto al vacio +v no tiene simetria de paridad
ni del estado base. Pero si consideramos solo las pequenas oscilaciones del campo ¢’ respecto al
vacio escogido, el Lagrangiano toma la forma.

£= 2 [@) (00)) — 20210") (A.9)

Como p? es negativo, entonces el anterior lagrangiano describe la oscilacién de una particula de
masa 2|p?| o sea que —2u? > 0. Este ejemplo ha ilustrado cémo ocurre la ruptura espontdnea de
simetria cuando una simetria del lagrangiano no se respeta en el estado de vacio definido como el
estado de menor energia. Los mismos métodos para elegir un vacio entre un conjunto degenerado
de vacios y para descubrir el espectro de particulas se aplican igualmente bien a situaciones fisicas
mas complicadas e interesantes como las simetrias continuas o no abelianas que se pueden encon-
trar en la literatura.

A.1. Ruptura espontanea de simetrias continuas no abelia-
nas

Sabemos que las simetrias en la naturaleza preservan las propiedades de un sistema, inclu-
so cuando se realizan ciertas transformaciones sobre él. Si estas transformaciones no ocurren de
manera abrupta, sino de forma continua y progresiva, como al realizar una rotacién (donde el
valor del angulo varia de manera suave), esperamos que las propiedades del sistema permanezcan
invariantes.

En general, las simetrias continuas estan estrechamente vinculadas a las leyes de conservacion,
segun lo establece el teorema de Noether. Ademas, estas simetrias también estan relacionadas con
las fuerzas fundamentales de la naturaleza y con las particulas que median dichas interacciones.

En este contexto, las simetrias continuas y su ruptura fueron estudiadas en profundidad por
Goldstone. A continuacion, presentamos un breve resumen del mecanismo de la ruptura de simetria
y sus implicaciones.

En este caso trabajamos con la simetria SU(2) usando el doblete escalar complejo de la forma:

i
¢:(§0> )
¢+=i(¢ + o)

\/§ 1 2)
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¢° _7(¢3+2¢4) .

Usamos el Lagrangiano;

L= 3 00) (09) ~ W66~ A (616)" . (A10)

con el potencial
V(g) = 1i2¢'¢ + A (670)° (A.11)
donde

» 1?2 determina la curvatura del potencial
= )\ > () asegura que el potencial sea acotado por abajo.

Cuando p? > 0 el potencial tiene un minimo en p? = 0 Sin embargo, si ¢ < 0 el potencial tiene un
minimo no trivial donde ¢f¢p = =£=. Este tltimo caso da lugar a la ruptura esponténea de simetria.
Cuando ¢ adquiere un valor esperado en el vacio:

donde v = y/—p?/A, ocurre la ruptura espontdnea de simetria.
Si consideramos pequenas oscilaciones alrededor del vacio que hemos escogido, podemos escribir
el campo de la siguiente manera:

(¢) = % <U +?7(x)) : (A.12)

No olvidemos que se trata de un campo escalar complejo con cuatro grados de libertad que se
puede parametrizar en forma exponencial de la siguiente manera:

0;(z)oy 0
p=e"2 <l(x>> , (A.13)

V2

con o; como los generadores del grupo SU(2), que no son més que las matrices de Pauli. Bajo
esta parametrizacion se conservan los cuatro grados de libertad: tres en la fase 6;(x) y uno en el
modulo n(x). Nuestro interés estd en el campo real n(z) de ahi que buscamos una transformacién
en SU(2) de la forma
6 — ¢ =,

que deje invariante al Lagrangiano y a la vez desaparezca 6;(x) como si se perdieran tres grados
de libertad quedandonos solo con el campo 7(x). Sin embargo, los campos 6; conocidos como
los bosones de Goldstone reaparecen como campos masivos, manteniendo la invarianza gauge
del Lagrangiano. Lo anteriormente expuesto lo podemos ver al trabajar el sector cinético del
lagrangiano (?7?) desarrollando la derivada covariante para SU(2) que se define:

(a +ZgB Y + TA) , (A.14)

A.1. RUPTURA ESPONTANEA DE SIMETRIAS CONTINUAS NO ABELIANAS
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2 /
expresado de la siguiente manera

1 0=
las matrices de Pauli. de tal manara que el lagrangiano (A.10) con ¢ definido en (A.12)) queda
L= (a L Ygy ! Dra ) al M2<(”+"))2+A((“+n)>4
v+n(x - .
2 v V2 V2
Desarrollando la derivada covariante, la expresion seria:
Zg B 0 ‘ 01 1 0 —z 2
a3 (3 5) 2 (6 )€ ) e

iy .
{{&Hr%(B“ O>+Zg

donde g es la constante de acoplamiento para SU(2), ¢’ se asocia a U(1) , 7; , i = 1,2,3. son

V2
2
A3 Al — A2 0
1 2 ot v+n(z) )
0 B, 2 \A, —|—ZA —A; T
iy : . 2
YR, +YA Y(A—iA%) 0
a+{(i2ﬂ gu 2, uiu vt () )
o [0 58] (e
Podemos hacer la siguiente definicion:
Al F4A?
W — “35 n (A.15)
por lo tanto, el lagrangiano (A.10) es
g_,B + g A3
E:{ 8M+z’<2 b2

)
- 3
LW, 4B, - 443

2
0 (v+1n)
<v+n<x>) } - [u2 (
V2
que al resolver, el lagrangiano toma la forma:

Nl

L= (0"n) (8um) + 1°n° +27

- % (9B, — gA3)2

2
(|W+|2+|W|) 5)

El 1ltimo término origina una matriz que puede diagonalizarse como se muestra en la literatura
[23] [24]. Ademas, podemos encontar los siguientes campos

g _ gAi —¢'B, 4 9B, —0—g’Ai
VRS SRV/EEE
finalmente:
(9> +9") 0
L= 5 (9"n) (Oum) + 4’ + 2= (|W+|2+|W ) + AR
podemos ver que el campo fisico 17 conocido como le campo de Higgs a adquirido masa. al igual que

el boson vectorial cargado W y el boson intermedio neutro Z. LA ausencia del bosén A implica
que su masa es cero y se pude identificar como el fotén de la teorfa electrodinamica U(1)

A.1. RUPTURA ESPONTANEA DE SIMETRIAS CONTINUAS NO ABELIANAS
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El lagrangiano de corrientes neutras y
cargadas para el sector de quarks

Para obtener la ecuaciéon (1.22)) partimos de la ecuacién ((1.21))
k g g —k 9 k
= ity y" (aﬁ EW;S + —B ) uL'y“\/_W+d
g !
—J’“\/_“W ulk + di iyt (a 2W(3>+63)d’“

En primer lugar, destruimos los paréntesis.

!

J = By uf — —I/V+ yHdk

’ v (B.2)
\/—Wu diytul +idinto,ds + W Vdk ik — 5 BuJ]ZVMd’Z

La expresién puede organizarse de la siguiente manera

= qtiy " Oy, — gW Wyt —

= qufy O +idiy"0,dy — J —_Wilakyrds — J

Vol NG

[ g . g .
— §W£‘°”U’ZW“U’£ — 5 BuiLy L + §W£3)67£7”d’2 — 5 Buidin"dy

W, djy"uf
(B.3)

Podemos usar la notacién de Feyman 19, = J y las definiciones para los campos W,E?’) y B,.
Donde:
Wf’) = A, sinfy + Z, cos Oy (B.4)

B, = A, cos Oy — Zg sin Oy, (B.5)

De tal forma que la expresion se escribe como:

= i Jul + idk gdi — \/_W+ ukyrdl — 7W d P ul
(Aysinby + ZS cos ) ak yruk — % (A, cos by — Zg sin Gy ) ak yrul (B.6)

!

(Aysin Oy + ZO cos O ) dpy"dy — % (A cos by — Z sin Oy ) djy*df

wlm N
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Podemos operar los términos semejantes para luego obtener

— ik gk + idk gk — %WJ upydy — %Wu dyy uy

/ /

— (gAu sin Oy, + gZS cos Oy + %A# cos Oy — %ZO sin 9W> ﬁﬁy“ui

I

’

+ (gAu sin Oy + ng cos Oy — %AM cos Oy + %Zg sin 0W> diyrdk
Organizamos la expresion:

= ity + idydyudy, — %WJ upydy — %Wu&iv“u'i

’ /

_ (gAu sin Oy, + %AM cos Oy + ng cos Oy — %Zg sin 0W> a’zyﬂulz

+ (gAu sin Oy — %Au cos Oy + gZS cos Oy + %ZS sin 9W> dsydf

Ahora, si tenemos en cuenta las relaciones entre el angulo de Weinberg y las cargas e = gsinfy y

/02 2 _ _9g9 |1 4
9" t9° = T enemos que

= gt gk 1+ idi gt — Lwrakardk -

N

9

V2

sin Oy A, cos Oy + gZB cos Oy

W, djy"uf

in 0
_ (gAM sin Oy + _ JEROW

g
6 cos Oy 6 cos Oy

in 6
+ (gAu sin Oy — sin Oy A, cos Oy + ng cos Oy + mZﬂ sin GW) c?Z’y“d’z

6 cos Oy 6 cos Oy

!Cuando despejamos g/ tenemos que
!/ g
9> +9? =
cos Oy

g2

cos? Oy

2
o 9 2

cos? Oy

P tg’=

2
’ _ g 2

cos? Oy

/ 1
cos? Oy

kS
|
[t

1 — cos? Oy

=9 cos? Oy

g = J V1 — cos? Oy,

cos Oy

g/ S \/sin? Oy

cos Oy

:

+ gsinfy
cos Oy

Qué es lo que usamos en la ecuacién (B.8) para llegar a

Zg sin HW) ak (B.9)
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- (gAH sin Oy +

- sin Oy A, ,cesty + 2ZSCOSHW mz)sm HW) ak yrul (B.10)
I A, sin 6 I Sin Gy A,costhy + 220 cosd I 70in2 gy ) dEydt
+ 5 p SOy — WSlIl WLy, W—‘r-§ HCOS W—|—m Hsm w .7V ar,
= iuk Jul + id. Jdi — 7W+uL7“dlz \/—Wu ds Pl
/2 1 2
— (gAu sin Oy + %sin Ow A, + gZS cos Oy — gTng sin? 9W> ak yruk (B.11)

( A, sinOy — %sm Ow A, + 222 cos Oy + ng sin” 0W> diydy

zuyg uf + id; 10 dy — + "y — Tw dLV#UIZ

Vet V2

— (gA sin Oy + ESIDQWA + 222 cos Oy QT—WZ sin 9W> afyuy (B.12)

21 2
+ (gAu sin Oy — %sin OwA, + gZS cos Oy + QTWZS sin? HW) ditdh

Vamos a utilizar la relacién del angulo de Weinberg de la forma g = /g% 4+ ¢'2 cos fy, de tal forma
qué

— iuk gul + ids g — %w;awd’; - %

/2 1 2 2
— (gAu sin Oy, + % sin Oy A, + QTWZO cos® Oy — ~F—27%sin? Oy,

W diyuy

I

Vg +yg?
6
2 2 2 9 B
+ <gA“ sin Oy — %sinHWAH + VI"T 97 50 —Vg;gZO 2 ) it

5 y cos? Oy +

= Il + idjdd) — iW:ﬂ’z’y“dk — L~ syt uk

V2 V2 !

— (gAu sin Oy + %sin Ow A, + —‘g;ng (3 cos® Oy — sin® HW) al (B.14)

: : Vg2 +g? .
+ (gAu sin Oy — %sm Ow A, + MZS (3 cos® By + sin’ 6W)> diy"dy,

6
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— iah g +idsgds — LW rakyrds — LW diyd

V2 V2

/2 2
— (gAu sin Oy + %Sin OwA, + gT—i_gZB (3 cos Oy — (1 — cos? 6)W)) ﬂ’ZV“U’z (B.15)

/2 2
+ (gAu sin Oy — %sin Ow A, + gT—i_ng (3 cos? Oy + (1 — cos? QW))) djz'y“dlz

— idh g + idygds — LWrakyrds — LW diyd

Vi V2

_ ggAu sin Oy + —”‘(]26%23 (4 cos™ O — 1)] gy uy (B.16)
|2+ YL 2 o 1)
Que en términos de la c_arga seria:
= i iy, — W — Wi
_ %%e/lu + —VgZGWZS (4 cos® Oy — 1)] uy v ul (B.17)
b Kea, + YT 30 oo 1)

Para alcanzar nuestro objetivo, no es necesario modificar toda la estructura de este lagrangiano.
Por esta razon, realizaré las siguientes definiciones:

1 4 / 2+ 2

P = 3 56‘4“ + %Zﬁ (4C082 Ow — 1)
12 NG

P = 3" geA“ + %Zg (2 cos® Oy, + 1)

De tal forma que el lagrangiano se expresa de la siguiente manera

Ok PQE = ikt + idkAds — %anﬁyﬂd’z - %W;dwu; — Pk + Pydiardt (B.18)

Simplificando, seria:

QhipQl = iuh il +id; gl %W:aiyﬂd’z _

%WHJ’ZWU’Z +LN, (B.19)

~~
L£Cin

-~

£g

Dirigimos nuestra atencién al sector derecho, donde la derivada covariante adopta la siguiente
forma.”
. /YR
Dﬂ == 8M — 149 TBM (B20)
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Por lo tanto, sustituimos en el sector derecho de la ecuacién (1.13]). En el Modelo Estandar,las
hipercargas correctas para los quarks derechos son Y (ug) = 3 y Y (dg) = —3

2 1
aki Pl + dyipdy, = akyinyt ((3“ — ig,gBu> uly + dyin® ((% + z’g'gBM) d, (B.21)

Distribuimos los términos dentro del paréntesis

2 /
ukipul, + dvipdy, = abiduk, 4+ diiddh, + ?g kil — gB diytdh. (B.22)
Donde definimos:
2q
P = ?BM,
g/
P4 == _§BP«
De esta forma tenemos:
uli s, + diiPdy, = alyidul, + dyiddy, + Py uly, + Pydiydb, (B.23)

Al combinar los resultados (B.19)) y (B.23)) llegamos a la forma general para el lagrangiano de
corrientes cargadas y neutras.”

LO =iub gl + ids gl + aliduly, + diiddly, — SoWrakyrdt — LW dEyrul — Pyl +

V2 V2

Podintdy 4 Pyukoytub, 4+ Pydlintdh,
(B.24)

Esta forma coincide con la ecuacién ([1.22)), que era nuestro objetivo a lograr.




Apéndice C

Del estado de interacciéon al estado de
masa en el lagrangiano del sector de
quarks

La expresion matematica en la ecuacién nos lleva a considerar la conveniencia de efectuar
rotaciones en el espacio de sabores de los quarks. Esto tiene como propésito expresar el lagrangiano
en funcién de los autestados de masa.

El cambio de base para los quarks se hace de la siguiente manera:

i )
uy = Uyuf,

ir i
1 = Uadp,
i i
r = Uadp

Aqui, U, y Uy son matrices de rotacion unitarias que nos permiten realizar la transicién hacia

los autoestados de masas. Esto conduce a una forma modificada del lagrangiano

L, =uy My, + df Mydy, + iy Juy + idy ddy + ugiduy + dgiddy, — —=W Fajy"d]
\/_ . (C.1)

j_WM Ayt — Pyt ull + Podintdl + Pyl ul + Padiydl, + h.c.

Por consiguiente, al realizar las transformaciones pertinentes, se hace evidente que las matrices
de masa se diagonalizan. Sin embargo, en los términos de interaccién emerge la matriz de mezcla
conocida como CKM (Cabibbo-Kobayashi-Maskawa), definida de la siguiente manera:

Vorm = UlUy

y Vg xm = U, ;Uu. Es importante destacar que esta matriz es unitaria. Por otra parte, es evidente
que en los términos cinéticos y en las corrientes neutras, donde no ocurren mezclas de estados
de quarks, las expresiones no experimentan cambios significativos. Esto puede apreciarse en las
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siguientes formulaciones:

L =uy UIM,U, uf + di, ULMUy dy, + ity USU, July + idy, USU dd, + @l ULU, idul,
D D 1 1 1
u d

7i o i g i i g i i _i 7t i

+ db UlU iddly — Wb P UlU, di, — =W diy" USU, vl — Py, USU, +*u

RYqYdWaR NG LY ddr — VL L 11Uy, Y L
1 Verwm VCT‘KM 1

+ Pods, UlUgA*ds, + Pyitily USU, v uly + Pydiy USUg A diy + h.c.
—— N—— ——

1 1 1

(C.2)

Por lo tanto, el lagrangiano correspondiente al sector de quarks, expresado en términos de los
autoestados de masa, se formula de la siguiente manera:

L, =t Dyu'y + dy Dydls, + it Juy + idy dd, + uidu’y + diniddl — iW:ﬂiLV“VCKMdi

V2

o o S o (C.3)
W# d v“VgKMuL Piupytuy + Pydiytdy + Psupyuy + Pydpy dy + hec.

\/_

Las matrices D, y Dy son diagonales, y sus elementos corresponden a los autovalores de las matrices
M, y My respectivamente.




Apéndice D
El teorema de la descomposicion polar

El teorema de descomposicién polar es un resultado importante en algebra lineal y se aplica
comunmente en matrices y espacios vectoriales euclideos o hermiticos. Este teorema establece que
cualquier matriz compleja sea invertible o no, puede descomponerse como el producto de una
matriz unitaria por una matriz hermitica. [1] .

Formalmente, el teorema establece que si tenemos una matriz cuadrada A la puedo descomponer
como:

A=UH,

en donde: U es una matriz unitaria (U'U = UU' = 1), y H es una matriz hermitica (H' = H).
Es importante tener en cuenta que la descomposicién polar de una matriz puede no ser unica, lo
que significa que una matriz A puede tener diferentes formas de expresar la descomposicion polar
porque depende de las matrices U y H que elijamos. Sin embargo, todas las descomposiciones
polares de A tendran la propiedad de que U es unitaria y H es hermitica.

El teorema surge de la relacion entre los niimeros complejos y la forma matricial de los operadores.
0 sea que si tengo un numero complejo z, puedo escribirlo en forma polar como:

z =2z e?
Del mismo modo una matriz A la puedo escribir en forma polar como :
A =UH

En donde H es la cantidad positiva y U hace referencia a las rotaciones que generalmente se
expresan como matrices unitarias. Entonces, como la representacién polar de un nimero complejo
no es tnica debido a que el dngulo puede cambiar infinitamente de la forma 2 = /z*z e(#@+2n7)
(conn =0,1,2,3...) , la descomposicién polar de una matriz tampoco es tnica, debido a la matriz
de rotacién unitaria U. Sin embargo, la matriz H en la descomposicién polar si es tnica. Pero si
la matriz A es invertible, entonces U también es unica.

Demostrar este teorema implica demostrar que es posible construir una matriz unitaria U y una
matriz hermitica positiva H E] , que sea hermitica y tnica. Ademads, si la matriz A es invertible,
debemos demostrar que la matriz unitaria U tambien es tnica.

L Aunque en nuestro anélisis nos vamos a centrar en matrices complejas, invertibles y cuadradas no significa
que la descomposicion polar no se pueda aplicar a matrices que no lo sean. Por ejemplo, si la matriz es real, la
descomposicion polar se expresa como el producto de una matriz ortogonal por una matriz simétrica. Del mismo
modo si la matriz no es invertible o cuadrada.

2Una matriz positiva se define como hermitica y que sus autovalores son positivos
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Demostracion

» Demostracion que podemos construir la matriz positiva H
Por el teorema de la descomposicion espectral, podemos expresar la matriz A de la forma:

A = UDU'

En donde D es una matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores de A y U es una
matriz formada por los autovectores de A

Por lo tanto:
A" = (upuh)' = UDUT
entonces
A'A = (UD'U") (UDUY)
ATA = UD'UTUDU'
ATA = UD'U'UDU'
1
ATA = UD'DU

Podemos ver que las matrices DT y D son diagonales formados por sus autovalores de Ay
A respectivamente. Por lo tanto:

Al A1
A5 A2
ATA=TU . . U'
An An
AT A1
A3Ag
ATA=TU : u'
Ar An
Nétese que A\f\; = o es claramente un valor positivo. Por lo tanto, podemos definir la matriz
H? como:
01
02
H*=ATA=U . Ut .
o

Autovalores positivos de ATA

La matriz ATA es positiva por tener sus autovalores positivos, por esta razén la matriz H se
define como:

Hz\/ﬁzz\/al%
i=1

donde se puede ver por las consideraciones anteriores que H es una matriz positiva.
Es importante tener en cuenta que un operador positivo (representado aqui como H?) posee
una Unica raiz cuadrada positiva, que en este contexto se denota como H.
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= Demostracién que la matriz H es hermitica
La matriz H se considera hermitica si cumple que:

H=H"
Por lo tanto, sabemos que

Hzib@ﬂ
=1

En esta instancia, P se presenta como un operador lineal hermitico, propiedad que se deriva de
la teoria de la descomposicién espectral en el ambito del dlgebra lineal [8], y como resultado,
la hermeticidad también se atribuye al operador H

= Demostracion que la matriz unitaria U existe
Hasta el momento sabemos que la matriz H es positiva y en consecuencia invertible. Por lo

tanto, definimos
V=HA"

Demostremos que V es unitaria, si VVI = ViV =1

VVi = HA ' HA ) =HA ' (AH)H =H( ATA )"'H

S~~~
H2=H'H
_ T -1t — -1 -1yt —
_mHmH_mfm)H_l (D.1)
1
VIV=MHAYHYHA"=(AH)"! HH A= (AHTATAA ! =1
2 TA 1
H-=A 1

Por lo tanto, V es unitaria que la podemos redefinir como U.

= Demostracion que H es unica
Para esta demostracion supongamos que puedemos obtener una descomposicion polar de la
matriz A de dos formas diferentes (Demostraciéon por reduccién al absurdo). Por lo tanto:

A =UH
A=UH
Lo anterior implica que
UH=UH

Multiplico por U ambos lados por la izquierda
U'UH =UUH
H=UUH

Si tenemos en cuenta que H? = H'H entonces
2 .'. !/ ’ T 1. !/ !
H' - (U'UH) (U'UH)

/

H? = (H)(U

/ !/

UuhiutUH
N——
UuUf=1
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1
H> = (H)'H
H> =H"

Dado que la transformacion positiva H sélo tiene una raiz cuadrada positiva, se deduce
/ /7 .
H = H por lo tanto, se demuestra que H es tnica.

s Para nuestro propdsito, no es esencial demostrar la unicidad de U cuando A es invertible.

Demonstremos la validez de este teorema con un ejemplo simple. Abordaremos la busqueda de la
descomposicion polar para la siguiente matriz:

A= (‘022' \f) (D.2)

En primer lugar cdlculamos la matriz H? = ATA

2 0\ (=2 7 4 27
T = prm—
AA (\/7 3) < 0 3) <—2z\/7 16 ) (D-3)
Los autovalores de H? son Ay = 18 y A, = 2, con los autovectores correspondientes denotados
como

1 .
Pr=legfeal=-g{_© -
VT
L7 —ivT
Pa= el =5 (7 ')

Ahora ya podemos calcular el valor de la matriz H

1/ 5/2 iv14

La matriz unitaria U la calculamos de la siguiente manera U = AH ™! Por lo tanto

()

Asi
1 [(—15iv2 3V/14
—AH '=—
v 24 ( 3iv/14 15\/5)
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o4

En consecuencia, la matriz A se descompone en su forma polar de la siguiente manera:

- 4G5S EIC )




Apéndice E
La matriz CKM

La matriz CKM, llamada asi por los fisicos Nicola Cabibbo, Makoto Kobayashi y Toshihide
Maskawa, es una matriz unitaria en la teoria de la fisica de particulas que describe las mezclas
entre los quarks cargados en el Modelo Estandar (ME) de la fisica de particulas. Esta matriz es
esencial para explicar las transiciones de quarks en las interacciones débiles, que son responsables
de fenémenos como la desintegracion beta y la violacién CP.

La matriz CKM es una matriz 3 x 3 compleja con 4 parametros reales independientes y una fase
compleja. Estos parametros y la fase son fundamentales para describir las propiedades de mezcla
de los quarks, es decir, como los quarks up, charm, top y down, strange, bottom se transforman
entre si a través de las interacciones débiles.

La importancia de la matriz CKM radica en que establece la conexion entre los aspectos tedricos
y experimentales de la fisica de particulas. A través de la matriz CKM, podemos comprender y
predecir los procesos de desintegracion de quarks observados experimentalmente, y proporciona
informacion valiosa sobre las diferencias fundamentales entre la materia y la antimateria.

En resumen, la matriz CKM es una herramienta crucial en la fisica de particulas que ayuda a
explicar como los quarks interactiian entre si y cémo se comportan en el mundo subatémico.

El grupo de datos de particulas PDG, por sus siglas en inglés (Particle Data Group [9]) recomienda
una parametrizacion estandar de la matriz CKM que se encuentra en la literatura [10] de la siguiente
manera:

_‘5
Vud Vius Vb C12C13 S512€13 s13e”"
_ _ ) )
KM = ¢ cs ¢ = | —s12¢23 — c12523513€" 12C23 — S12523513€" 23C13 ) .
Ve Vea Ves Vi 512€ C12523513€"°  C12C 512523513€ S93C (E.1)
) 1)
Vie Vis Vi 512823 — C12C23513€" —C12523 — S12523513€" C23C13

con s;; = sin b, ¢;; = cos b, 612,613,023 y 0, pardmetros que se obtienen experimentalmente. Los
resultados de ajuste para las entradas de la matriz son:

0.97431 £ 0.00012 0.22514 + 0.00055 (0.00365 = 0.00010)e’(—66-8+2.0)°
(—0.22500 + 0.00054)¢i(0-0351£0.0010)° (9 97344 + 0.00012)e?(—0-001880:£0.000052)° (0.04241 = 0.00065) (E.2)
(0.00869 + 0.00014)¢?(—22.23+0.63)° (—0.04124 + 0.00056)¢i(1:056+0.032)° (0.999112 + 0.000024)

Los parametros observados para la CKM se dan a una escala de energia inferior a u = Mz, por
lo que usaremos el valor de la masa de los quarks en unidades de MeV.

m, = 1.387048 m. = 6.38%53, m, = 172100 % 1200, (E.3)

mg =2.82+048, my =571 my = 2860750 (E.4)
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Apéndice F
Calculos en Wolifram Mathematica.

A continuacién vamos a demostrar como el software de Mathematica Wolfram es una gran
herramienta para reducir el tiempo en célculos que manualmente serian muy rigurosos. Por otro
lado, es un software que nos da confianza y nos permite entregar resultados claros y exactos segun
lo requiera cada seccion.

A continuacion exponemos algunos de los comandos mas ttiles que hemos usado en el desarrollo
de este trabajo.

F.1. Descomposicion polar

En el capitulo [2| se presento el teorema de la descomposicién polar como un primer paso para
reducir los pardmetros en las matrices de masa del sector de Yukawa. Este teorema se explicé con
mayor detalle en el apéndice [E]

Sin embargo, cuando las matrices involucradas son especialmente complejas, resulta conveniente
apoyarse en herramientas computacionales como Mathematica. A continuacién, se muestran algu-
nos de los comandos utilizados para estructurar y llevar a cabo la descomposiciéon polar de una
matriz, ya sea real o compleja.

A={{1,0,1},{0,1,—1},{1,1,0}}; (*Definicién de la matriz A *)

MatrixForm[A]; (*Para visulizar A en forma de matriz *)

Ad = ConjugateTranspose[A]; (*Para encontrar la matriz transpuesta conjugada de A

que hemos llamdo Ad .*)

R2 = Ad.A; (*Este producto permite calcular la matriz R al cuadrado que hemos definido como R2. *)
MatrixForm[R2]; (*para visualizar el R2 en forma de matriz*)

Eigenvectors[R2]; (*Permite calcular los autovectores de R2 *)

Eigenvalues[R2]; (*Permite calcular los autovalores de R2*)
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el = {{1},{-1},{1}}

e2 = {{-1}, {0}, {1}};

e3 = {{-1I},{1},{0}}; (*Con los autovalores y autovectores de R2 hemos definido los vectores bases*)
pl = MatrixForm|el.ConjugateTranspose[el]];

p2 = MatrixForm|e2.ConjugateTranspose[e2]];

p3 = MatrixForm[e3.ConjugateTranspose[e3]]; (* Cada producto definine los proyectores P1, P2, P3

respectivamente *)

R =Sqrt[4] « {{1,I,1},{-1,1,-1I},{1,1,1}}+ Sart[1] = {{1,0,—-1},{0,0,0},{-1,0,1}}+

Sart[1] = {{1,-1,0},{I,1,0},{0,0,0}};

(* Es la forma de definir el calculo de la raiz cuadrada

de la matriz R*)

Rin = Inverse[R]; (*Calcula la inversa de la matriz R, se ha definido como Rin. *)

U = A.Rin; (*Este producto permite encontrar la matriz unitaria U de la descomposicién polar*)
MatrixForm[U.R]; (*Definimos el producto entre U y R que permite demostrar que el resultado

es la matriz inicial A*).

F.2. Operadores de permutacion en las matrices de masa

En el cépitulo|3|trabajamos con los ceros de textura y se analizé que el nimero méaximo de ceros
de textura que se puede lograr en una matriz de masa hermitica es tres y mediante los operadores
de conmutacién se pudo encontrar seis formas diferentes de distribuir los ceros de textura en las
matrices de masa en los casos estudiados en las secciones v [3:2l A continuacién compartimos

la forma de estructurar los operadores de conmutacion en el software Mathematica.

(*Definimos los operadores de proyeccion de la siguiente manera™)
Pl1= {{la 0, 0}, {0’ 1, O}a {Oa 0, 1}};
P2 = {{1a 0, 0}, {0, 0, 1}a {Oa 1, 0}};

F.2. OPERADORES DE PERMUTACION EN LAS MATRICES DE MASA
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P3 = {{0,0,1},{0,1,0},{1,0,0}};
P4 = {{0,1,0},{1,0,0},{0,0,1}};
P5 = {{0,0,1},{1,0,0},{0,1,0}};
P6 = {{0,1,0},{0,0,1},{1,0,0}};
MatrixForm; (*Para visualizar en forma de matriz cada uno de los operadores de proyecciéon®)
En forma de ejemplo, podemos usar el caso con dos ceros de textura en la diagonal .
M = {{0,&q,0},{&q,0, Bq}, {0, Bq, aq}}; (* Definimos la matriz de masa M *)
(* A continuacién definimos los productos de cada operador de proyeccién aplicados
a la matriz de masa M *).
MatrixForm[P1. M.Transpose[P1]]
MatrixForm[P2. M.Transpose[P2]]
MatrixForm[P3.M.Transpose[P3]]
MatrixForm[P4.M.Transpose[P4]]
MatrixForm[P5. M.Transpose[P5]]
MatrixForm[P6.M.Transpose[P6]]
(*Cada producto se puede ver en forma de matriz con la funciéon “MatrixForm”.*)

(*El programa mostrara los seis proyectores para el primer caso.*)

0 &q 0 0 &q fq
§q 0 Bq &g 0 0
0 Bq aq Ba 0 aq
0 0 &q aqg 0 fq
0 aq Bq 0 0 &q
§q Bgq 0 Bqg &&q 0
aq fBq 0 0 Baq &q
Bag 0 &q Bqg aq 0
0 &g 0 &g 0 0

F.2. OPERADORES DE PERMUTACION EN LAS MATRICES DE MASA
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F.3. Las matrices Mqy U

En el cdpitulo 3| trabajamos con las matriz de masa (3.7) y la matriz unitaria (3.9)). Haciendo
uso del software vamos a cosntruir la matriz Mq y la vamos a diagonalizar con la matriz U de la

que demostraremos su caracter unitario.

F.3.1. Construccion de la matriz Mq

Para construir la matriz debemos cosiderar los valores definidos en , Por lo tanto:

vq = A1q + A2q + A3q — aq;

Ba = Sart[((aq — Alq)(aq — A2q)(A3q — aq))/aq];

£€q = Sqrt[—A1g\2q\3q/aq]; (*Se define el valor para cada pardmetro de entrada de la matriz Mq *)

Mq = {{0,£q,0}, {£q,74q, Ba}, {0, Bq,aq}}; (*Definimos la matriz Mq *)

MatrixForm[Mq]; (*nos permite observar a Mq en forma de matriz *)

El programa entregara el siguiente resultado:

0 /_Alq)(\f(;])\?)q 0
/_/\lqg?mq —aq+ Alq 4+ A\2q + A\3q \/(aq—/\lq)(aq;(;\Qq)(/\3q—aq)

0 \/ (ag—X1q)(ag—X2q)(A3q—aq) aq

aq

F.3.2. Construccion de la matriz U

Una vez construida la matriz M, el siguiente paso es diagonalizarla calculando sus autovalores y

autovectores teniendo en cuenta las condiciones (3.11)), (3.12)) y (3.13)), para lograr que el software

tenga en cuenta dichas condiciones en los calculos escribimos los siguientes comandos :
Eigenvalues|Mq, Assumptions{ Element|yq, Reals], Element[3q, Reals|, Element[{q, Reals], aq > 0}];
Eigenvectors|Mq, Assumptions{ Element|yq, Reals], Element|3q, Reals|, Element[{q, Reals|, aq > 0}];
Una vez obtenido los autovalores y autovectores podemos construir la matriz unitaria U.

El programa arroja el siguiente resultado:

F.3. LAS MATRICES MQ Y U
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il A2gA3q(ag—Alqg) o2 AgA3q(A\2q—aq)
e ‘A3q|\/aq()\Zq—Alq)(ASq—Alq) e ‘)‘20”\/aq<A2q—/\lq)(A3q—/\2<1> AlgA2q(aq—A3q)
A3q A2q aq(A3q—A1q)(A3g—A2q)
il Alg(Alg—aq) A3q(A3q—aq)
e |’\2q‘\/(x2q—nq>(xsq—nq) pia2 A2q(aq—A2q) "\3‘”\/ (X3a—A1q)(A3q—A2q)
A2q (A29—A1q)(A3q—A2q) A3q
1 Alq(aq— AQq)(aq A3q) o) A2q(aq—A1q)(A3q—aq)
e ‘)\qu\/aq (A2q—A1q)(A3g—A1lq) _elﬂt |A3q‘\/aq()\quz\lq)()\Sqf)\Qq) )\3q(aq—)\1q)(aq—)\2q)
A2q A3q aq(A3q—Alq)(A3q—A2q)

El resultado anterior es la matriz (3.9)) que nos permite diagonalizar la matriz de masa Mgq.

F.3.3. Diagonalizacion de la matriz ),

Diagonalizar M, no es mas que resolver el producto U, qT M,U,. Para ello escribimos los siguientes

comandos en el software:
MatrixForm|
FullSimplify[Ud.Mq.U,
Assumptions->{Element[\1q, Reals|, Element[A2q, Reals|, Element[\3q, Reals|,
Element[aq, Reals|Element|a1, Reals], Element[a2, Reals], A1q > 0, A2q < 0,A3q > 0, A\1q < Abs[\2q],
Abs[A\2q] < A3q, A\1q < aq < A3q}]

*(La anterior estructura nos ayuda a realizar el producto de matrices teniendo en cuenta

las condiciones para los parametros que compone cada una de las matrices.)*

El programa debe entregar el siguiente resultado:

AMq 0 0
0 X2q O
0 0 Mq

F.3.4. Comprobacién numérica de la matriz )M, y la matriz unitaria
U
Podemos hacer una comprobacion de que la matriz U es unitaria y que diagonaliza la matriz

M, tomando valores albitrarios para los autovalores sugetos a las condiciones [3.11}3.12| y [3.11] y
comprobar que al diagonalizar dichos autovalores estaran en la diagonal.

F.3. LAS MATRICES MQ Y U
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CASO1

En este caso A\j; < 0. Si tenemos en cuenta que las matrices M, y U ya estan definidas, en el
software establecemos las siguientes condiciones :
Alq =-3;
A2q = 6;
A3q=09;
aq="1;
al =1,
a2 = 2; (*Damos valores a los pardmetros en donde el primer autovalor se ha definido negativo*)
FullSimplify[Power Expand[MatrixForm|ConjugateTranspose[Ud).U],
Assumptions->{Element|a1, Reals|, Element[a2, Reals], Element[A1q, Reals|, Element[\2q, Reals],
Element[A3q, Reals], A\1q < 0, A2q > 0, A3q > 0, Abs[A\1q] < A\2q, A2q < A3q, \2q < aq < A3q}]];

(* Se utiliza las funciones: MatrizForm sobre el producto Ud.U, para obtener el resultado en forma

de matriz y sobre ella aplicamos PowerEzxpand para que expandir todos los terminos del producto

de las matrcices. Finalmente aplicamos FullSimplify, para simplificar al maximo la expresién.
El comando Assumptions permite establecer las condiciones para los pardametros.
FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm|ConjugateTranspose[U].Mq.U],
Assumptions->{Element|a1, Reals|, Element[a2, Reals], Element[\1q, Reals], Element[\2q, Reals],
Element[\3q, Reals], \1q < 0, A\2q > 0, A3q > 0, Abs[A1q] < A2q, A2q < A3q, A\2q < aq < A3q}]]
(*En este caso aplicamos las mimas condiciones en el producto de UfM,U,*)

(*El programa entregard para los productos UJ Uy y U(j .M,.U, los siguiuentes resultados

respectivamente:*)

100 -3 00
010 0 6 0
0 01 0 09
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CASO2

De la misma manera que el caso anterior, definimos las condiciones para los productos con la

diferencia que el autovalor negetivo ahora serd Aq.

Alq = 3;
A2q = —4;
A3q=09;
aq=1;

FullSimplify[Power Expand[MatrixForm|ConjugateTranspose[Ud).U],
Assumptions->{Element[\1q, Reals|, Element[\2q, Reals|, Element[\3q, Reals], A1q > 0, A\2q < 0,
A3q > 0,A1q < Abs[A2q], Abs[A2q] < A3q,A1q < aq < A3q}]];

FullSimplify [Power Expand[MatrixForm|[ConjugateTranspose[U].Mq.U],
Assumptions->{Element[\1q, Reals|, Element[\2q, Reals|, Element[\3q, Reals], A1q > 0, A\2q < 0,
A3q > 0,A1q < Abs[A2q], Abs[A2q] < A3q,A1q < aq < A3q}]]

* El programa nos entrega los siguientes resultados *
g g g

1 00 3 0 0

010 0 -4 0

001 0 0 9
CASO3

Siguinedo la misma estrcutura del cédigo damos valores alvitrarios a los autovalores teniendo

en cuenta la tercera condicién , en donde el auntovalor negativo es As,.

Alq = 6;
A2q = 10;
A3q = —12;
aq="1;

FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm|ConjugateTranspose[Ud].U],
Assumptions->{Element[\1q, Reals|, Element[\2q, Reals|, Element[\3q, Reals|, A1q > 0, A2q > 0, A\3q < 0,
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Alq < A2q, A2q < Abs[A3q], A\1q < aq < A2q}]]

FullSimplify[Power Expand[MatrixForm|ConjugateTranspose[U].Mq.U],

Assumptions->{Element[\1q, Reals], Element[\2q, Reals|, Element[\3q, Reals|, \1q > 0, A2q > 0, A\3q < 0,
Alq < A2q,A2q < Abs[A3q], A\1q < aq < A2q}]]

(* El programa nos entrega los siguientes resultados *)

1 00 6 0 O
010 0 10 O
001 0 0 —12

(*De esta manera hemos demostrado la veracidad de los andlisis para las matrices

con la que hemos trabajado®)

F.3. LAS MATRICES MQ Y U
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