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Marcus du Sautoy.



7

Masas y mezclas en el sector de quarks del Modelo Estándar

Resumen

Esta investigación se centra en el estudio de los ceros de textura en el sector fermiónico, es-
pećıficamente en las matrices de Yukawa asociadas a los quarks. El objetivo es reducir al mı́nimo
los parámetros libres del modelo, con el fin de explorar posibles relaciones entre las masas de los
quarks y los ángulos de mezcla presentes en la matriz CKM. Para ello, se consideran diferentes
configuraciones de texturas con ceros, tomando como punto de partida las propuestas de Fritzsch
y sus extensiones. El análisis se desarrolla mediante técnicas anaĺıticas y numéricas, evaluando la
compatibilidad de dichas texturas con los valores experimentales actuales de masas y parámetros
de mezcla. Con este enfoque se busca determinar cuáles estructuras de textura conservan poder
predictivo y pueden servir como base para entender mejor los patrones observados en el sector de
sabores. Los resultados permiten identificar limitaciones de los esquemas tradicionales y señalar
posibles rutas hacia modelos más realistas que contribuyan a la comprensión de la f́ısica más allá
del Modelo Estándar.
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Masses and Mixtures in the Quark Sector of the Standard Model.

Abstract

This research focuses on the study of texture zeros in the fermionic sector, specifically in the
Yukawa matrices associated with quarks. The aim is to minimize the number of free parameters
in the model in order to explore possible relationships between quark masses and the mixing angles
present in the CKM matrix. Different texture configurations with zeros are considered, taking as a
starting point the proposals by Fritzsch and their extensions. The analysis is carried out through
analytical and numerical techniques, evaluating the compatibility of these textures with the current
experimental values of masses and mixing parameters. This approach seeks to determine which
texture structures retain predictive power and can serve as a basis for a better understanding of the
observed patterns in the flavor sector. The results allow us to identify the limitations of traditional
schemes and to point out possible directions toward more realistic models that may contribute to
the understanding of physics beyond the Standard Model.
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F.3.4 Comprobación numérica de la matriz Mq y la matriz unitaria Uq . . . . . . . 60

9



Introducción

El Modelo Estándar (S.M) de la F́ısica de Part́ıculas es una estructura teórica que representa
una de las piedras angulares de nuestra comprensión actual de la naturaleza fundamental del
universo. Esta teoŕıa describe las interacciones y propiedades de las part́ıculas elementales que
componen la materia y las fuerzas que gobiernan su comportamiento.

Una de las caracteŕısticas más notables del Modelo Estándar es su capacidad para predecir
diferentes propiedades de las part́ıculas dependiendo de la enerǵıa a la que se observen. Esto se
debe a que las part́ıculas elementales interactúan a través de varias fuerzas fundamentales, como
la fuerza electromagnética, la fuerza débil y la fuerza fuerte, y estas interacciones pueden tener un
impacto significativo en sus propiedades observables.

Un ejemplo destacado de esta capacidad predictiva del Modelo Estándar es la masa de las
part́ıculas. La masa de una part́ıcula puede variar dependiendo de la enerǵıa a la que se la observe,
un fenómeno que ha sido corroborado experimentalmente mediante el uso de grandes aceleradores
de part́ıculas. Estos aceleradores, como el Gran Colisionador de Hadrones (LHC) en el CERN, han
permitido a los cient́ıficos estudiar las propiedades de las part́ıculas subatómicas con una precisión
sin precedentes.

En particular, el sector fermiónico del Modelo Estándar, que incluye part́ıculas como los quarks,
juega un papel crucial en nuestra comprensión de la estructura de la materia. Los quarks son
los constituyentes fundamentales de los hadrones, como los protones y neutrones, que a su vez
forman los núcleos atómicos. Estudiar las propiedades de los quarks y cómo interactúan entre
śı nos proporciona información invaluable sobre la naturaleza de la materia y las fuerzas que la
gobiernan.

Por lo tanto, el análisis detallado del sector fermiónico del Modelo Estándar, especialmente el
estudio de los quarks, es fundamental para avanzar en nuestra comprensión de la f́ısica de part́ıculas
y para explorar las fronteras de la investigación en el campo de la f́ısica de altas enerǵıas.
A pesar de su éxito en la descripción de una amplia gama de fenómenos observados en el mundo
subatómico, el Modelo Estándar de la F́ısica de Part́ıculas tiene varias limitaciones importantes
que indican la necesidad de una teoŕıa más completa. Algunas de estas limitaciones incluyen:

Gravedad: El Modelo Estándar no incluye la gravedad en su formulación. La gravedad es
una de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza, pero aún no ha sido unificada con
las otras tres fuerzas descritas por el Modelo Estándar (fuerza electromagnética, fuerza débil
y fuerza fuerte) en un marco teórico coherente. Esta falta de inclusión de la gravedad limita
la capacidad del Modelo Estándar para describir fenómenos a escalas de enerǵıa muy altas o
en condiciones extremas, como las que se encuentran en los agujeros negros o en el Big Bang.

Materia oscura y enerǵıa oscura: El Modelo Estándar no puede explicar la presencia
de materia oscura en el universo, que constituye aproximadamente el 27 % de la densidad
de enerǵıa-materia total del universo. Tampoco puede explicar la naturaleza de la enerǵıa
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oscura, que constituye aproximadamente el 68 % de la densidad de enerǵıa-materia total y
es responsable de la aceleración en la expansión del universo. Estos dos componentes son
fundamentales para entender la estructura a gran escala y la evolución del universo, pero
aún no se comprenden completamente dentro del marco del Modelo Estándar.

Problemas de la jerarqúıa en el Modelo Estandar:

• Jerarqúıa de Yukawa: El SM no explica por qué los acoplamientos de quarks y
leptones cubren varios órdenes de magnitud, dando lugar a las masas tan dispares
observadas.

• Jerarqúıa electrodébil: La masa del bosón de Higgs es inusualmente pequeña frente
a la escala ultravioleta, ya que las correcciones cuadráticas requieren un ajuste fino para
mantener ligero. Ambos hechos sugieren la existencia de nueva f́ısica o de mecanismos
de simetŕıa más allá del Modelo Estándar.
El Modelo Estándar no proporciona una explicación satisfactoria para la jerarqúıa de
masas observada entre las part́ıculas elementales. Por ejemplo, el bosón de Higgs, que
es responsable de dar masa a otras part́ıculas en el Modelo Estándar, tiene una masa
muy baja en comparación con la escala de enerǵıa en la que se espera que ocurran
ciertos fenómenos f́ısicos, lo que plantea preguntas sobre la estabilidad del modelo en
estas escalas de enerǵıa.

Neutrinos con masa: Aunque el Modelo Estándar inicialmente consideraba a los neutri-
nos como part́ıculas sin masa, los experimentos han demostrado que tienen una masa muy
pequeña. Sin embargo, el Modelo Estándar no puede explicar por qué los neutrinos tienen ma-
sas tan bajas y cómo se relacionan estas masas con las masas de otras part́ıculas en el modelo.

Estas son solo algunas de las limitaciones más prominentes del Modelo Estándar. Su incapacidad
para abordar estos problemas sugiere que es parte de una teoŕıa más completa que aún está por
descubrirse. Los f́ısicos teóricos están trabajando en varias direcciones, como las teoŕıas de gran
unificación, la supersimetŕıa y las teoŕıas de cuerdas, en un esfuerzo por superar estas limitaciones
y desarrollar un marco teórico más completo y fundamental que pueda describir todos los aspectos
de la f́ısica fundamental.
Seŕıa excelente poder responder a todas estas cuestiones mediante esta investigación. Sin embargo,
nos vamos a centrar en el método de los ceros de textura, el cual busca reducir al máximo el
número de parámetros libres en el sector de Yukawa. Especificamente, buscamos comprender las
relaciones existentes entre las masas y mezclas en el sector de quarks.
Esta investigación cuenta con un respaldo bibliográfico F.3.4 que nos proporciona un punto de
partida para estudiar el modelo de los ceros de textura en sus inicios, como los de Fritzsch, quien
trabajó con seis ceros de textura. Sin embargo, este enfoque fue descartado debido a que no coin-
cid́ıa el valor de la masa del quark top con los datos experimentales.
En el Caṕıtulo 1, encontramos una descripción del sector electrodébil, junto con el lagrangiano
que lo describe. Sin embargo, nos enfocamos principalmente en el sector de quarks y el sector de
corrientes neutras y cargadas, llegando a una representación general en el estado de interacción.

Una vez comprendida la estructura matemática de la interacción electrodébil, nos enfocamos
en el número de parámetros libres presentes en las matrices de masa complejas 3× 3 del sector de

ÍNDICE GENERAL
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Yukawa para los quarks. Como se muestra en el Caṕıtulo 2, los parámetros libres son demasiados
en comparación al número de cantidades experimentales que se deben ajustar. En otras palabras,
con ese número de parámetros no se pueden hacer predicciones por lo que es necesario reducirlos.
Un primer paso consiste en utilizar el teorema de la descomposición polar, lo que permite reducir
a la mitad dichos parámetros, pues las matrices de masa pasan a ser hermı́ticas. Sin embargo,
los 18 parámetros que quedan siguen siendo muchos para nuestro propósito. Por esta razón, en
este caṕıtulo explicaremos el método de la Transformación en Base Débil (WBT), que mediante
el uso de transformaciones unitarias arbitrarias nos permite obtener representaciones matriciales
equivalentes como se ha demostrado en la literatura [1] — por ejemplo, que partiendo de matrices
de masas arbitrarias ciertas texturas con ceros se obtienen simplemente con una WBT y, por tanto,
no poseen contenido f́ısico genuino. Además, demostraremos que el sector de corrientes cargadas
permanece invariante ante una WBT.
En el Caṕıtulo 3, nos centraremos en calcular la estructura de la matriz unitaria de diagonalización
para cada matriz de masa, y al aplicarla notaremos una reducción del número de parámetros libres,
lo que nos permite deducir modelos consistentes con los datos experimentales.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4, expondremos las relaciones entre las masas y mezclas que son
consistentess con los resultados presentados en la literatura. Este trabajo incluye apéndices donde
se profundiza cada uno de los resultados expuestos en los caṕıtulos, aśı como una amplia bibliograf́ıa
que permite explorar y respaldar el tema tratado.

ÍNDICE GENERAL



Caṕıtulo 1

El Sector Electrodébil en el Modelo
Estándar

El Modelo Estándar es una teoŕıa cuántica de campos ampliamente aceptada en la f́ısica de
part́ıculas. Esta teoŕıa describe las interacciones fundamentales entre las part́ıculas elementales
y se considera uno de los pilares de nuestra actual comprensión de la naturaleza. En el Modelo
Estándar, los constituyentes fundamentales de la materia son los quarks y los leptones. Los quarks
son part́ıculas que experimentan la interacción fuerte y electrodébil, la cual es responsable de la
cohesión de los núcleos atómicos. Por otro lado, los leptones interactúan a través de la fuerza elec-
trodébil, que combina tanto la interacción electromagnética como la interacción débil, esta fuerza
electrodébil es responsable de ciertos procesos de desintegración nuclear. Es por eso que los lepto-
nes y los quarks, junto con los escalares mediadores de las fuerzas de interacción, (como el fotón,
el gluón, el Higgs y los bosones W y Z), constituyen el espectro completo de part́ıculas dentro del
Modelo Estándar.

Uno de los enigmas que el Modelo Estándar busca resolver, es la cuestión de cómo las part́ıculas
fermiónicas, es decir, los quarks y los leptones, obtienen masa. Este desaf́ıo se aborda mediante
el sector de Yukawa, que introduce acoplamientos entre los fermiones y un campo escalar. El me-
canismo de Higgs, propuesto por Peter Higgs y otros f́ısicos, implica la existencia de un campo
de Higgs que permea todo el espacio y confiere masa a las part́ıculas fermiónicas a través de su
interacción con ellas.

Matemáticamente, el Lagrangiano asociado al Modelo Estándar, que describe las interacciones
y masas de las part́ıculas, se expresa en términos de campos y sus derivadas. Estos campos y sus
interacciones están regidos por simetŕıas y principios fundamentales, lo que facilita la realización
de cálculos y la formulación de predicciones sobre las propiedades de las part́ıculas y los procesos
f́ısicos que tienen lugar a nivel subatómico. Aunque el Modelo Estándar ha demostrado ser muy
exitoso en la descripción de una amplia gama de fenómenos subatómicos, aún existen preguntas
abiertas en la f́ısica de part́ıculas, como la naturaleza de la materia oscura y la falta de inclusión
de la gravedad en la teoŕıa. La búsqueda de una teoŕıa más completa que vaya más allá del Mo-
delo Estándar continúa siendo un tema activo de investigación en el campo de la f́ısica de part́ıculas.

El Lagrangiano invariante de gauge SU(2)L⊗U(1)Y que mejor describe el sector electrodébil se
puede dividir en dos partes: una que contiene los campos bosónicos y otra a los campos fermionicos.
La parte bosónica, a su vez se subdivide en los sectores de Higgs (LH) y de Yang-Mills (LYM);
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CAPÍTULO 1. EL SECTOR ELECTRODÉBIL EN EL MODELO ESTÁNDAR 14

mientras que el sector de fermiones se desglosa en los sectores de: corrientes neutras (LN), corrientes
cargadas (LC), el sector de Yukawa (LY ) y el lagrangiano cinético (LK) que puede ser desplegado
en el sector leptónico y de quarks. En consecuencia, el Lagrangiano de la teoŕıa electrodébil se
puede dividir en varios sectores de la siguiente manera:

L = LH + LYM + LY + LN + LC + LK . (1.1)

De aqúı, nos interesan básicamente los LY y LC para el sector de quarks, que los identificaremos
como LYq y LCq .
En la teoŕıa electrodébil, se postula que el sector de Yukawa es responsable de conferir masa a los
fermiones, incluyendo a los quarks; este mecanismo se logra mediante la ruptura espontánea de
simetŕıa: SU(2)L ⊗ U(1)Y → U(1)EM . 1

El Lagrangiano del sector de Yukawa fermiónico LY se puede dividir de la siguiente manera:

LY = LYl + LYq , (1.2)

donde el primer término (LYl ) se refiere al sector de Yukawa leptónico, mientras que el segundo
término LYq representa el sector de Yukawa de los quarks, que será el enfoque principal de nuestro
estudio 2. En la teoŕıa electrodébil, los quarks se agrupan en tres dobletes izquierdos conocidos
como familias, los cuales comparten caracteŕısticas similares, excepto por sus masas. Estos dobletes
se representan para las tres familias de la siguiente manera:(

u
d

)
L

; uR , dR , (1.3)

(
c
s

)
L

; cR , sR , (1.4)(
t
b

)
L

; tR , bR , (1.5)

que podemos resumirlo como:

Qk
L =

(
uk

dk

)
L

; ukR , dkR , k = 1, 2, 3 , (1.6)

donde el ı́ndice k representa a las familias de quarks. En nuestro caso, nos interesa analizar el
lagrangiano de Yukawa y la corriente cargada presente en el sector de quarks. Estos aspectos serán
el núcleo central de nuestro análisis.

1.1. El lagrangiano de Yukawa para el sector de quarks

Los invariantes de este sector se construyen mediante el producto de estados propios de campos
de norma que conectan fermiones de diferentes cargas gauge acoplados al doblete de Higgs.

1El mecanismo de la roptura espontánea de simetŕıa lo explicaremos con más detalle en el apéndice A
2Un tratamiento similar al que vamos a trabajar, se puede llevar a cabo en el sector leptónico, sobre todo si se

trabaja con neutrinos de Dirac [3]

1.1. EL LAGRANGIANO DE YUKAWA PARA EL SECTOR DE QUARKS
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El sector de Yukawa corresponde a invariantes electrodébiles de dimensión cuatro que se pueden
construir utilizando los dobletes izquierdos de los fermiones, los singletes derechos y el doblete
de Higgs. Estas combinaciones permiten establecer las interacciones fundamentales entre estas
part́ıculas y juegan un papel crucial en la generación de masas para los fermiones a través de
la ruptura espontánea de la simetŕıa electrodébil. Por lo tanto el lagrangiano de Yukawa para el
sector de quarks tiene la forma:

LYq = −Y u
kjQ̄

k
Lφ̃u

j
R − Y

d
kjQ̄

k
Lφd

j
R + h.c , (1.7)

hemos usado la notación de Einstein de que dos indices repetidos se suman, en este caso k y j
suman de 1 a 3 para abarcar las tres familias de los quarks. Además Q̄k

L = Qk†
L γ

0 , Y u
kj y Y d

kj

son los parámetros adimensionales de Yukawa, φ corresponde al campo escalar complejo definido
usualmente como un doblete de Higgs de la forma:

φ =

(
φ+

φ0

)
, (1.8)

su complejo conjugado será:

φ̃ = iσ2φ
∗ =

(
φ̄0

−φ−
)
, (1.9)

donde σ2 es la segunda matriz de Pauli. Ahora, como se explica en la literatura [4], el doblete de
Higgs (1.8) después del rompimiento espontáneo de simetŕıa 3 adquiere el siguiente valor esperado:

< φ >=

(
0
v√
2

)
, (1.10)

por lo tanto, bajo esta sustitución el Lagrangiano (1.7) toma la forma:

LYq = −Y u
kj

(
ūk , d̄k

)
L

( v√
2

0

)
ujR − Y

d
kj

(
ūk , d̄k

)
L

(
0
v√
2

)
djR + h.c ,

donde hemos escrito los vectores en el espacio de sabor

uL =

uc
t


L

, dL =

ds
b


L

, (1.11)

por lo tanto, efectuando los cálculos tenemos:

LYq = − v√
2
Y u
kjū

k
Lu

j
R −

v√
2
Y d
kj d̄

k
Ld

j
R + h.c ,

que en forma matricial lo escribimos como:

LYq = − v√
2
ūLY

uuR −
v√
2
d̄LY

ddR + h.c ,

que también podemos escribir como:

− LYq = ūL
v√
2
Y uuR + d̄L

v√
2
Y ddR + h.c ,

3Explicamos con mas detalle el rompimiento espontáneo de simetŕıa en el apéndice A,

1.1. EL LAGRANGIANO DE YUKAWA PARA EL SECTOR DE QUARKS
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en la que identificamos a v√
2
Y u como la matriz de masa para los quarks tipo “up”y v√

2
Y d como

la matriz de masa para los quarks tipo “down” y las puedo renombrar como las matrices 3 × 3
complejas Mu y Md respectivamente, y tienen una representación general hasta el momento, las
cuales deben ser diagonalizadas para determinar las masas de los quarks.
Por lo tanto, el lagrangiano de Yukawa para la masa del sector de quarks se resume como :

− LYq = ūLMuuR + d̄LMddR + h.c . (1.12)

1.2. El lagrangiano de las corrientes cargadas para el sector

de quarks

Para caracterizar las interacciones entre las part́ıculas fermiónicas y los campos bosónicos,
utilizamos el lagrangiano de Dirac correspondiente al sector de corrientes cargadas y neutras.
En el contexto de las interacciones débiles, este lagrangiano, invariante gauge, tienen la siguiente
estructura [5]:

Lkq = Q̄k
Li��DQ

k
L + ūkRi��Du

k
R + d̄kRi��Dd

k
R , (1.13)

donde Qk
L lo definimos en (1.6) y ��D es la derivada covariante que para los dobletes de SU(2)L se

define de la siguiente manera:

��D = γµDµ = γµ
(
∂µ +

ig′

2
BµY +

ig

2
τ.Aµ

)
. (1.14)

y para los singletes, se definine como:

��D = γµDµ = γµ
(
∂µ +

ig′

6
Bµ

)
. (1.15)

donde g es la constante de acoplaminento del grupo isosṕın débil SU(2)L, g′ es la constante de
acoplamiento del grupo de hipercarga U(1)Y , y los campos Aµ son los bosones gauge asociados a
el grupo de simetŕıa SU(2), Bµ corresponde al bosón gauge asociado al grupo U(1) . Los τ son las
matrices de Pauli que en forma general las podemos escribir de la forma:

τj =

(
δj,3 δj,1 − iδj,2

δj,1 + iδj,2 δj,3

)
. (1.16)

En primer lugar, de la expresión (1.13), desarrollamos el primer término y obtenemos:

Q̄k
Li��DQ

k
L = Q̄k

Liγ
µDµQ

k
L , (1.17)

1.2. EL LAGRANGIANO DE LAS CORRIENTES CARGADAS PARA EL SECTOR DE QUARKS
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que al tener en cuenta (1.14), escribimos:

= i
(
ūk , d̄k

)
L
γµ
(
∂µ +

ig′

2
BµY +

ig

2
τ.Aµ

)(
uk

dk

)
L

,

= i
(
ūk , d̄k

)
L
γµ
[
∂µ +

ig′

2

(
Bµ 0
0 Bµ

)
+
ig

2
τ jAjµ

](
uk

dk

)
L

,

=
(
iūkγµ , id̄kγµ

)
L

[
∂µ +

ig′

2

(
Bµ 0
0 Bµ

)
+
ig

2

((
0 1
1 0

)
A1
µ +

(
0 −i
i 0

)
A2
µ +

(
1 0
0 −1

)
A3
µ

)](
uk

dk

)
L

,

=
(
iūkLγ

µ , id̄kLγ
µ
) [

∂µ +
ig′

2

(
Bµ 0
0 Bµ

)
+
ig

2

(
A3
µ A1

µ − iA2
µ

A1
µ + iA2

µ −A3
µ

)](
ukL
dkL

)
,

=
(
iūkLγ

µ , id̄kLγ
µ
)(∂µ + ig′

2
Bµ + ig

2
A3
µ

ig
2

(
A1
µ − iA2

µ

)
ig
2

(
A1
µ + iA2

µ

)
∂µ + ig′

2
Bµ − ig

2
A3
µ

)(
ukL
dkL .

)
(1.18)

Usamos la definición para los campos de interacción débil cargados:

W± =
A

(1)
µ ∓ iA(2)

µ

2
. (1.19)

Por lo tanto,

(
iūkLγ

µ , id̄kLγ
µ
)(∂µ + ig′

2
Bµ + ig

2
A3
µ W+

W− ∂µ + ig′

2
Bµ − ig

2
A3
µ

)(
ukL
dkL .

)
(1.20)

y de esta manera, obtenemos:

Q̄k
Li��DQ

k
L = iūkLγ

µ

(
∂µ +

ig

2
A3
µ +

ig′

2
Bµ

)
ukL − ūkLγµ

g√
2
W+
µ d

k
L − d̄kL

g√
2
γµW−

µ u
k
L

+ id̄kLγ
µ

(
∂µ −

ig

2
A3
µ +

ig′

2
Bµ

)
dkL ,

(1.21)

que al organizar el resultado anterior (1.21), el sector cinético izquierdo incluyendo corrientes
neutras y cargadas, seŕıa:

Q̄k
Li��DQ

k
L = iūkL��∂u

k
L + id̄kL��∂d

k
L︸ ︷︷ ︸

LKqL

− g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL︸ ︷︷ ︸
LCq

+LNq , (1.22)

donde LKqL es el Lagrangiano cinético para el sector de quiralidad izquierda de quarks, LCq como ya
lo mencionamos después de la ecuación (1.1), representa el sector de corrientes cargadas del sector
de quarks y LNq representa los términos asociados con las corrientes neutras del mismo sector, que
no son relevantes debido a que solo mezclan los quarks de tipo “up” o “down”. Sin embargo, las
estudiamos con mas detalle en el apéndice B.

El lagrangiano del sector de quarks al que deseamos llegar surge de la combinación del sector
de Yukawa y el de corrientes cargadas. Esta conjunción se expresa de la siguiente manera:

Lq = LYq + LCq , (1.23)

1.2. EL LAGRANGIANO DE LAS CORRIENTES CARGADAS PARA EL SECTOR DE QUARKS
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que de acuerdo a los resultados obtenidos en las ecuaciones (1.12) y (1.22) da como resultado la
siguiente expresión:

Lq = −ūLMuuR − d̄LMddR −
g√
2
W+
µ ūLγ

µdL + h.c. , (1.24)

donde los campos “up” y “down” están definidos en forma vectorial en la expresión (1.11), tanto
para la parte izquierda como la derecha. Como podemos ver, el lagrangiano Lq obtenido está
definido en el estado de interacción, por lo tanto, para deducir el lagrangiano en el estado de masa,
es necesario llevar a cabo una rotación de los campos mediante transformaciones unitarias. De este
modo, las matrices de masa Mu y Md presentes en el lagrangiano se diagonalizan, y los autovalores
de las mismas nos dan información de las masas de los quarks (Ver apéndice C). Principalmente,
nuestro objetivo radica en la disminución de la cantidad de parámetros reales independientes
presentes en las matrices de masa Mu y Md del sector Yukawa a fin de encontrar relaciones entre
las masas y las mezclas en el sector de quarks 4.

4relaciones entre masas y mezclas en el sector de quarks veremos con mas detalle en el caṕıtulo 4

1.2. EL LAGRANGIANO DE LAS CORRIENTES CARGADAS PARA EL SECTOR DE QUARKS



Caṕıtulo 2

La transformación de base débil (WBT)

En este caṕıtulo trabajaremos con las matrices de masa del sector de quarks Mu y Md, que
se derivan del lagrangiano del sector de Yukawa definido en el caṕıtulo anterior en la ecuación
(1.12). En primer lugar, estas matrices son arbitrarias, de entradas complejas, con 36 parámetros
reales independientes1, que representan un número excesivo de parámetros para describir los 10
observables f́ısicos a saber: (6) masas de quarks, (3) ángulos de mezcla de sabor y una (1) fase que
viola la simetŕıa CP. Es por eso que uno de nuestros principales objetivos es reducir la cantidad
de parámetros para poder hacer predicciones.
Para comenzar, podemos respaldarnos en el teorema de la descomposición polar del álgebra lineal
[8], que permite descomponer cada una de las matrices de masa Mu y Md como el producto de una
matriz hermı́tica, y una matriz unitaria, lo que simplifica nuestro trabajo, al considerar matrices
de masa hermı́ticas y reduciendo a la mitad el número de parámetros reales independientes 2. A
continuación, expliquemos en detalle cómo se logra la hermiticidad de las matrices de masa. De
acuerdo con la descomposición polar, cada una de las matrices de masa del sector de quarks (1.24)
se pueden escribir como:

Mu = M ′
uUu ,

Md = M ′
dUd ,

(2.1)

donde las nuevas matrices de masa M ′
u y M ′

d son hermı́ticas y las matrices Uu y Ud unitarias. Sin
embargo, en el marco de las simetŕıas gauge del grupo SU(2), los campos derechos son singletes,
por lo que las matrices unitarias pueden ser absorbidas al redefinir estos campos de la siguiente
manera:

UuuR → u′R ,

UddR → d′R ,
(2.2)

y al reemplazar en el Lagrangiano (1.24), se obtiene el siguiente resultado:

Lq = −ūLM ′
u UuuR︸ ︷︷ ︸

u′R

−d̄LM ′
d UddR︸ ︷︷ ︸

d′R

− g√
2
W+
µ ūLγ

µdL + h.c. ,

Lq = −ūLM ′
uu
′
R − d̄LM ′

dd
′
R −

g√
2
W+
µ ūLγ

µdL + h.c. ,

(2.3)

1Loa 36 parámetros reales se deben a que las entradas en las matrices de masa son numeros complejos que se
componen de un aparte real y otra imaginaria y como cada matriz es de 3×3 cada una tendria 18 parametros reales

2Para obtener más información acerca de la descomposición polar consúltese el Apéndice D.
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donde las cantidades primadas las podemos redefinir como no primadas, volviendo de nuevo a la
ecuación (1.24). Además, como podemos enfatizar, tras la descomposición polar y la definición
(2.2), el Lagrangiano (1.24) permanece invariante manteniendo su estructura tal como se puede
ver en la ecuación (2.3), con la diferencia que las matrices de masa Mu y Md son ahora hermı́ticas.
En consecuencia, estas matrices de masa hermı́ticas experimentan una reducción en el número de
parámetros independientes, como ya hab́ıamos mencionado, pasando de 36 a 18 parámetros. Aún
aśı, no es suficiente, pues siguen siendo un número grande comparado con los diez parámetros
f́ısicos que debe reproducir, las seis masas de quarks y los cuatro parámetros f́ısicos de la matriz
de mezcla de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM).
Adicionalmente, podemos recurrir a lo que se conoce como una “Transformación de Base Débil”
(por las siglas en inglés de WB transformation) que en esencia, consiste en una transformación
unitaria (U) que opera sobre las matrices de masa de los quarks generando nuevas matrices equi-
valentes, manteniendo invariante el Lagrangiano (1.24), espećıficamente el sector asociado a las
corrientes gauge cargadas. La WBT más general consiste en la transformación

Mu →M ′
u = U †MuU ,

Md →M ′
d = U †MdU ,

(2.4)

donde la matriz U es unitaria tal que U †U = UU † = 1.
Una caracteŕıstica importante del Modelo Estándar, es que podemos hacer transformaciones uni-
tarias sobre los quarks y no alterar la estructura del Lagrangiano (1.24), como lo demostramos a
continuación:

Lq = −ūLMuuR − d̄LMddR −
g√
2
W+
µ ūLγ

µdL + h.c ,

= −ūL UU †︸︷︷︸
1

Mu UU
†︸︷︷︸

1

uR − d̄L UU †︸︷︷︸
1

Md UU
†︸︷︷︸

1

dR −
g√
2
W+
µ ūL UU

†︸︷︷︸
1

γµ UU †︸︷︷︸
1

dL + h.c. ,

= − ūLU︸︷︷︸
ū′L

U †MuU︸ ︷︷ ︸
M ′u

U †uR︸ ︷︷ ︸
u′R

− d̄LU︸︷︷︸
d̄′L

U †MdU︸ ︷︷ ︸
M ′d

U †dR︸ ︷︷ ︸
d′R

− g√
2
W+
µ ūLU︸︷︷︸

ū′L

U †γµU U †dL︸ ︷︷ ︸
d′L

+h.c. ,

= − ūLU︸︷︷︸
ū′L

U †MuU︸ ︷︷ ︸
M ′u

U †uR︸ ︷︷ ︸
u′R

− d̄LU︸︷︷︸
d̄′L

U †MdU︸ ︷︷ ︸
M ′d

U †dR︸ ︷︷ ︸
d′R

− g√
2
W+
µ ūLU︸︷︷︸

ū′L

γµ U †U︸︷︷︸
1

U †dL︸ ︷︷ ︸
d′L

+h.c. ,

= −ū′LM ′
uu
′
R − d̄′LM ′

dd
′
R −

g√
2
W+
µ ū
′
Lγ

µd′L + h.c. ,

donde las cantidades primadas las podemos definir como no primadas y de esta manera vemos que
el Lagrangiano (1.24) mantiene su presentación original.
Observamos que, tras la WBT, a excepción del sector de Yukawa, los demás términos permanecen
invariantes, por tal motivo no los tendremos en cuenta en nuestros análisis subsiguientes.
Cabe destacar que la arbitrariedad de la matriz unitaria U empleada en la WBT, implica que el
número de representaciones de las matrices de masa equivalentes es infinito. Por otro lado, la WBT
no afecta la hermiticidad de las matrices de masa Mu y Md, ya que

M ′ †
q = (U †MqU)† = U †M †

qU = U †MqU = M ′
q,

donde el sub́ındice q representa el tipo de quark ya sea “up” (u) o “down” (d) .
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Ahora, realicemos una WBT con una matriz unitaria Uu de tal forma que diagonalice la matriz
de masa Mu. Es decir, haciendo U = Uu, de este modo, las matrices de masa (2.4) toman la forma:

M ′
u = U †uMuUu =

λ1u 0 0
0 λ2u 0
0 0 λ3u

 = Du

M ′
d = U †uMdUu = U †u(UdDdU

†
d)Uu = (U †uUd)Dd(U

†
dUu),

(2.5)

donde Ud es la matriz unitaria que diagonaliza a Md, es decir,

U †dMdUd =

λ1d 0 0
0 λ2d 0
0 0 λ3d

 = Dd. (2.6)

Aśı que los λiu y λid con i = 1, 2, 3, son los autovalores de las matrices Mu y Md respectivamente,
cuyos valores absolutos corresponden a las masas de los quarks tipo “up” y “down”,

|λ1u| = mu, |λ2u| = mc, |λ3u| = mt , |λ1d| = md, |λ2d| = ms, |λ3d| = mb , (2.7)

donde mu,mc,mt son las masas de los quarks “up”, “charm” y “top” y md,ms,mb corresponde a
las masas de los quarks “down”, “strange” y “bottom”. Estas masas obedecen a las jerarqúıas:

|mu| � |mc| � |mt| ,
|md| � |ms| � |mb| .

(2.8)

Además, la matriz U †uUd en (2.5) corresponde a la matriz unitaria CKM, V = U †uUd, como se
explica en el apéndice E.
Por lo tanto, el Lagrangiano del sector de Yukawa (1.12), después de aplicar la WBT, toma la
forma:

− LYq = ūLDuuR + d̄LV DdV
†dR . (2.9)

En conclusión, las matrices de masa del sector de quarks se pueden escribir como:

Mu → Du =

λ1u 0 0
0 λ2u 0
0 0 λ3u

 ,

Md → V DdV
†,

(2.10)

o también, si hacemos una WBT, usando la matriz unitaria Ud, que diagonaliza la matriz de masa
Md, podemos llegar a la siguiente representación:

Mu → V †DuV,

Md → Dd =

λ1d 0 0
0 λ2d 0
0 0 λ3d

 .
(2.11)

Estas dos representaciones (2.10) y (2.11) pueden usarse como puntos de partida para generar
cualquier representación viable de las matrices de masa de los quarks, sobre todo aquellas repre-
sentaciones que generan varios ceros de textura en las matrices de masa que reduzcan el número
de parámetros libres en el sector de Yukawa.



Caṕıtulo 3

Ceros de textura en el sector de quarks

En este caṕıtulo, estudiaremos el método de los ceros de textura, que surge de la necesidad
de reducir aún más el número de parámetros libres en las matrices de masa del sector de quarks.
Aunque en el caṕıtulo anterior logramos una reducción significativa mediante la descomposición
polar, disminuyendo los 36 parámetros libres a la mitad, esta reducción resulta insuficiente. Aún
necesitamos hacer predicciones sobre 10 parámetros f́ısicos clave, que incluyen las 6 masas de los
quarks, los 3 ángulos de mezcla y la fase de violación de la simetŕıa CP. Con 18 parámetros libres,
el número sigue siendo excesivo, por lo que es imprescindible reducirlos aún más.
Entre los diversos casos espećıficos de ceros de texturas para las matrices de masa hermı́ticas de
los quarks se encuentran los de tipo Fritzsch, con seis ceros de textura planteadas en la literatu-
ra [12, 13], donde ambas matrices, Mu y Md, tienen el paralelismo de texturas “up-down”, cada
una con tres ceros. Sin embargo, este modelo fue descartado debido a la predicción demasiado
grande para la masa del quark top, de tal manera que la predicción está muy lejos de los datos
experimentales [14,15].
En general, hay varias técnicas para analizar ceros de textura: en algunos casos se usan aproxima-
ciones algebraicas que aprovechan la fuerte jerarqúıa de las masas de los quarks y los ángulos de
mezcla que motivan ciertas texturas [14,16], o se hacen cálculos directos sobre propuestas de ceros
de textura que son analizadas anaĺıtica y numéricamente para verificar su viabilidad [15,17,18].En
general, nuestro trabajo apunta a implementar la WBT.
Si observamos de los resultados (2.10) y (2.11), notamos que la WBT nos permite analizar todos
los posibles casos de distribución de los ceros de textura en la matriz de masa de los quarks.
Nosotros estudiaremos texturas con cinco ceros, ya que los estudios muestran que son casos po-
sibles. Algunos ejemplos anaĺıticos y numéricos fueron reportados en los art́ıculos [17–21], que
reproducen las masas de los quarks y la matriz CKM con suficiente precisión.
Aunque el método de los ceros de textura se aplica a todo el sector leptónico, nosotros lo enfoca-
remos solo al sector de quarks y durante el proceso, implantaremos la técnica y exploraremos la
posibilidad de encontrar más modelos de matrices de masa con cinco ceros de textura.
Como punto de partida, sabemos que los quarks son part́ıculas masivas, como lo evidencian los
experimentos. Por lo tanto, en nuestro análisis es importante que el determinante (det) de las
matrices de masa de los quarks no sea nulo en el proceso de diagonalización de las matrices de
masa de los quarks, 1 como lo demostramos a continuación:

det(Mq) = Det(U U †MqU︸ ︷︷ ︸
Dq

U †) = Det(UDqU
†) = Det(Dq UU

†︸︷︷︸
1

) = Det(Dq) = m1m2m3 = 0 (3.1)

1Los valores experimentales mas recientes para las masas de los quarks se indican en el apéndice (E)
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para que la igualdad sea válida, implica que al menos una de las masas 〈mi〉 de los querks tenga
masa cero, que no es posible ya que los quarks son part́ıculas masivas. Por lo tanto, para que el
determinante de la matriz de masa sea distinto de cero, debe haber, como máximo, tres ceros de
textura distribuidos de diversas maneras. Si tuviéramos más de tres ceros de textura, implicaŕıa
que al menos una masa de los quarks seŕıa cero o que dos de las masas seŕıan iguales, lo cual
tampoco es cierto. Por lo tanto, un análisis de la situación muestra que solo son posibles dos tipos
distintos de configuraciones de ceros de textura, dependiendo de cómo se distribuyan los ceros en
las entradas de la matriz de masa, como lo exponemos a continuación.

3.1. Patrón con dos ceros de textura en la diagonal

El número máximo de ceros de textura que se puede lograr en una matriz de masa hermı́tica
de quarks es tres, un modelo con cuatro ceros de textura es inconsistente, para arrojar masas no
nulas y reales. Una manera de distribuir estos tres ceros en la matriz de masa “up” o “down” , es
ubicar dos de ellos sobre la diagonal como lo indicamos a continuación:

Mq =

0 x 0
x 0 x
0 x x

 , (3.2)

donde las x representan la entradas diferentes de cero, y u puede ser q o d, dependiendo de si se
trata de la matriz de masa de los quarks “up” o “down”, respectivamente.
Otras posibles maneras de distribuir estos tres ceros, se puede lograr mediante matrices de permu-
tación Pi = i = 1, 2..., 6 a través de una WBT que genera todas las posibles maneras consistentes
equivalentes de acomodar los tres ceros, manteniendo dos de ellos en la diagonal. Teniendo en
cuenta que las matrices de permutación se escriben como:

P1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , P2 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , P3 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ,

P4 =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , P5 =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , P6 =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

(3.3)

3.1. PATRÓN CON DOS CEROS DE TEXTURA EN LA DIAGONAL
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Veamos a continuación los diferentes casos que se presentan al hacer uso de estas matrices :

M ′
q = P1

0 x 0
x 0 x
0 x x

P T
1 =

0 x 0
x 0 x
0 x x

 ,

M ′
q = P2

0 x 0
x 0 x
0 x x

P T
2 =

0 0 x
0 x x
x x 0

 ,

M ′
q = P3

0 x 0
x 0 x
0 x x

P T
3 =

x x 0
x 0 x
0 x 0

 ,

M ′
q = P4

0 x 0
x 0 x
0 x x

P T
4 =

0 x x
x 0 0
x 0 x

 ,

M ′
q = P5

0 x 0
x 0 x
0 x x

P T
5 =

x 0 x
0 0 x
x x 0

 ,

M ′
q = P6

0 x 0
x 0 x
0 x x

P T
6 =

0 x x
x x 0
x 0 0

 .

(3.4)

Aśı que tenemos por defecto, la configuración de los tres ceros, con dos de ellos en la diagonal,dada
en la ecuación (3.2)

3.2. Patrón con un cero de textura en la diagonal

De la misma manera, otra posible distribución de los tres ceros de textura, consiste en acomodar
uno de ellos en la diagonal, como lo indicamos a continuación:

Mq =

0 x 0
x x 0
0 0 x

 , (3.5)

3.2. PATRÓN CON UN CERO DE TEXTURA EN LA DIAGONAL
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De nuevo, las permutaciones generan nuevas distribuciones de tres ceros equivalentes, manteniendo
uno de ellos en la diagonal.

M ′
q = P1

0 x 0
x x 0
0 0 x

P T
1 =

0 x 0
x x 0
0 0 x

 ,

M ′
q = P2

0 x 0
x x 0
0 0 x

P T
2 =

0 0 x
0 x 0
x 0 x

 ,

M ′
q = P3

0 x 0
x x 0
0 0 x

P T
3 =

x 0 0
0 x x
0 x 0

 ,

M ′
q = P4

0 x 0
x x 0
0 0 x

P T
4 =

x x 0
x 0 0
0 0 x

 ,

M ′
q = P5

0 x 0
x x 0
0 0 x

P T
5 =

x 0 0
0 0 x
0 x x


M ′

q = P6

0 x 0
x x 0
0 0 x

P T
6 =

x 0 x
0 x 0
x 0 0

 .

(3.6)

Cabe señalar que las demás posibles formas de ubicar tres ceros, ya sea sobre la diagonal o fuera
de ella, corresponden a texturas f́ısicamente inviables. Esto se debe a que añadir un cero adicional
en alguna de las matrices conduce a masas nulas, lo cual no es compatible con los resultados
experimentales. Por lo tanto, es suficiente considerar texturas con tres ceros, siempre que uno de
ellos esté ubicado en la diagonal, ecuación (3.5).

3.3. Análisis de los parámetros en el modelo con uno y dos

ceros de textura en la diagonal

Para realizar el análisis de los parámetros x en las entradas de las matrices (3.2) y (3.5),
resumamos los dos casos con la siguiente matriz de masa

Mq =

 0 |ξq| 0
|ξq| γq |βq|
0 |βq| αq

 , (3.7)

ya sea tomando γq = 0 o βq = 0 respectivamente. Los parámetros γq y αq son reales debido a que
la matriz Mq es hermı́tica. El parámetro ξq no puede ser cero por la condición (3.1). Las entradas
fuera de la diagonal son números complejos que parametrizamos en forma polar, de tal manera
que |ξq| y |βq| representan sus normas. No es necesario considerar las fases, ya que pueden ser
absorbidas mediante una WBT adecuada [2].
Diagonalizamos la matriz (3.7)

U †qMqUq =

λ1q 0 0
0 λ2q 0
0 0 λ3q

 , (3.8)
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donde podemos encontrar en forma anaĺıtica la matriz unitaria Uq que diagonaliza a Mq, conocida
en la literatura [6], [16] con la siguiente estructura:

Uq =


eiθ1 |λ3q |

λ3q

√
λ2qλ3q(αq−λ1q)

αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q) eiθ2 |λ2q |
λ2q

√
λ1qλ3q(λ2q−αq)

αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

√
λ1qλ2q(αq−λ3q)

αq(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

−eiθ1 |λ2q |
λ2q

√
λ1q(λ1q−αq)

(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q) eiθ2
√

λ2q(αq−λ2q)
(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

|λ3q |
λ3q

√
λ3q(λ3q−αq)

(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

eiθ1 |λ2q |
λ2q

√
λ1q(αq−λ2q)(αq−λ3q)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q) −e

iθ2 |λ3q |
λ3q

√
λ2q(αq−λ1q)(λ3q−αq)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

√
λ3q(αq−λ1q)(αq−λ2q)
αq(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

 ,

(3.9)
añadimos fases para ajustar la CKM al modelo convencional que se muestra en el apéndice E, las
fases en la tercera columna no son necesarias, ya que las demás columnas las absorben a través de
una fase global. Los elementos λiq con i = 1, 2, 3, de (3.7) son los autovalores de la matriz de masa
Mq definidos en (2.7). Ahora, si aplicamos operaciones matriciales que permanecen invariantes
bajo la diagonalización, como la traza, el determinante, y la traza de M2

q , podemos expresar los
parámetros γq, βq y ξq de (3.7) en términos de los λiq, como indicamos a continuación:

γq = λ1q + λ2q + λ3q − αq , (3.10a)

|ξq| =

√
−λ1qλ2qλ3q

αq
, (3.10b)

|βq| =

√
(αq − λ1q)(αq − λ2q)(λ3q − αq)

αq
. (3.10c)

Es evidente, a partir de las expresiones (3.10b) y (3.10c), se deduce que el parámetro αq es ne-
cesariamente distinto de 0 (αq 6= 0). Por otra parte, conforme a los criterios establecidos en la
literatura [1] y en el art́ıculo [21], la matriz en cuestión debe poseer al menos un autovalor negati-
vo, esta condición es satisfecha por la relación (3.10b), lo cual implica adicionalmente que αq > 0.
También, considerando la relación (3.10c) y la jerarqúıa de masa en (2.8), podemos encontrar que
αq se encuentra en alguno de los siguientes intervalos:

si λ1q < 0, λ2q > 0, λ3q > 0→ |λ2q| ≤ αq ≤ |λ3q| , (3.11)

si λ1q > 0, λ2q < 0, λ3q > 0→ |λ1q| ≤ αq ≤ |λ3q| , (3.12)

si λ1q > 0, λ2q > 0, λ3q < 0→ |λ1q| ≤ αq ≤ |λ2q| . (3.13)

La matriz (3.9) la podemos usar para implementar la WBT aplicada a la base (2.10) o (2.11). En
cada caso tenemos:

Cuando la matriz de diagonalización Uq = Uu,

M ′
u → UuDuU

†
u =

 0 |ξu| 0
|ξu| γu |βu|
0 |βu| αu

 ,

M ′
d → Uu(V DdV

†)U †u .

(3.14)

Cuando la matriz de diagonalización Uq = Ud,

M ′
u → Ud(V

†DuV )U †d ,

M ′
d → UdDdU

†
d =

 0 |ξd| 0
|ξd| γd |βd|
0 |βd| αd

 ,
(3.15)

En ambos casos estamos usando el resultado (3.8).
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3.3.1. CASO I: Tres ceros de textura con dos de ellos en la diagonal

Para trabajar con este modelo, usamos la estructura matricial de masa (3.14), donde Uq = Uu,
y hacemos γu = 0. En consecuencia, las relaciones (3.10a), (3.10b), (3.10c) toman la siguiente
forma:

αu = λ1u + λ2u + λ3u , (3.16)

|ξu| =
√
−λ1uλ2uλ3u

λ1u + λ2u + λ3u

, (3.17)

|βu| =

√
−(λ2u + λ3u)(λ1u + λ3u)(λ1u + λ2u)

αu
. (3.18)

Es evidente, de (3.17), que solo un autovalor λiu puede ser negativo. Sin embargo, si consideramos
que λ1u sea negativo, de la relación (3.16) hace que la relación (3.18) no resultaŕıa en una can-
tidad real. Por esta razón, descartamos esa posibilidad. Del mismo modo, śı λ3u fuera negativo,
observamos que las relaciones (3.17) y (3.18) tampoco seŕıan reales. Por lo tanto, λ3u no puede ser
negativo. De aqúı se concluye que solo λ2u puede ser negativo, ya que las relaciones (3.17) y (3.18)
son reales en este caso. Como nuestro objetivo es construir un modelo con cinco ceros de textura,
de los cuales tres de ellos están en la matriz de masa “up” en (3.14), los dos ceros restantes se
deducen de la matriz de masa M ′

d en (3.14), a través de un ajuste de los parámetros libres θ1 y θ2

presentes en la matriz de diagonalización (3.9) con q = u. Después de hacer un análisis numérico 2,
y comparar con los datos que tenemos a disposición como las cotas experimentales para las masas
de los quarks (E.3),(E.4) y la matriz de mezcla CKM (E.2) a la escala de enerǵıa del bosón Z, no
encontramos resultados consistentes con lo suministrado experimentalmente. Por lo tanto descar-
tamos este primer caso.
Hacemos el análisis para el caso en que Uq = Ud, en donde ahora γd = 0 y en consecuencia, las
relaciones (3.10a), (3.10b), (3.10c) toman la siguiente forma:

αd = λ1d + λ2d + λ3d , (3.19)

|ξd| =
√
−λ1dλ2dλ3d

λ1d + λ2d + λ3d

, (3.20)

|βd| =

√
−(λ2d + λ3d)(λ1d + λ3d)(λ1d + λ2d)

αd
. (3.21)

Como en el caso anterior, solo λ2d debe ser negativo. De los cinco ceros de textura, de los cuales
tres de ellos están en la matriz de masa “down” en (3.15), los dos ceros restantes se deducen de la
matriz de masa M ′

u en (3.15), a través de un ajuste de los parámetros libres θ1 y θ2 presentes en la
matriz de diagonalización (3.9) con q = d. Una exploración exhaustiva nos conduce a los resultados
suministrados en la tabla 3.1 donde podemos observar las soluciones viables para la estructura de
masa (3.15)

2El software utilizado para hacer este análisis fue el MATHEMATICA debido a sus prestaciones numéricas y
anaĺıticas. En el apéndice F suministramos algunos cálculos hechos con este software.
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CASO
I

TEXTURAS NUMÉRICAS DE CINCO CEROS DE
TEXTURA (MeV)

Autovalores
negativos

a

Mu =

 0 0 −85.4679 + 157.016i
0 6053.87 29579.+ 5434.63i

−85.4679− 157.016i 29579.− 5434.63i 167190.

 λ1u < 0

Md =

 0 14.5259. 0
14.5259 0 442.526

0 442.556 2904.18

 λ2d < 0

b

Mu =

 0 0 21.0411− 284.492i
0 1690.29 18947.5 + 5841.49i

21.0411 + 284.492i 18947.5− 5891.49i 168946.

 λ2u < 0

Md =

 0 13.4128 0
13.4128 0 392.604

0 392.604 2857.04

 λ2d < 0

Tabla 3.1: Resultados numéricos para los modelos con cinco ceros de textura con dos de ellos en la
diagonal de la matriz de masa Md en donde λ2d < 0 y se obtienen dos subcasos, Ia cuando λ1u < 0
y Ib cuando λ2u < 0.

3.3.2. CASO II: Tres ceros de textura con un cero en la diagonal

En este caso, en las matrices de masa (3.14) o (3.15), con q = u o d, establecemos que uno de
los parámetros fuera de la diagonal sea igual a cero. Sin embargo, no se puede imponer |ξq| = 0, ya
que esto implicaŕıa que el determinante de la matriz de masa correspondiente seŕıa nulo, lo cual,
como se menciona en la ecuación (3.1), no es consistente con la teoŕıa. Por lo tanto, la única opción
viable es que |βq| = 0 para q = u o d.
En primer lugar trabajamos con q = u, en (3.10a), (3.10b) y (3.10c) de esta manera, obtenemos:

(αu − λ1u)(αu − λ2u)(λ3u − αu) = 0 , (3.22)

para que la igualdad se cumpla αu puede tomar el valor de λ1u o λ2u o λ3u, y teniendo en cuenta
(3.10b), se puede observar los siguientes seis casos posibles:

Cuando αu = λ1u. En ese caso se puede dar que λ2u < 0 o λ3u < 0 para que el parametro
|ξu| sea real.

Cuando αu = λ2u. En ese caso se puede dar que λ1u < 0 o λ3u < 0.

Cuando αu = λ3u. En ese caso se puede dar que λ1u < 0 o λ2u < 0.
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CASO
II

TEXTURAS NUMÉRICAS DE CINCO CEROS DE
TEXTURA (MeV)

Autovalores
negativos

a

Mu =

 0 0 431.461
0 957.898 7251.27

431.461 7251.27 171225.


Md =

 0 4.31591 + 14.2586i 0
4.31591− 14.2586i 64.1289 0

0 0 2968.58


λ1u < 0

λ1d < 0

b

Mu =

 0 0 426.288
0 868.054 7335.94

426.288 7335.94 172542.


Md =

 0 −4.1517− 13.8072i 0
−4.1517 + 138072i −62.495 0

0 0 2915.72


λ1u < 0

λ2d < 0

Tabla 3.2: Resultados numéricos para los modelos con cinco ceros de textura con dos de ellos en
la diagonal de la matriz de masa Mu en donde λ1u < 0 y se obtienen dos subcasos, IIa cuando
λ1d < 0 y IIb cuando λ2d < 0.

De la misma forma, hacemos el análisis cuando q = d y vemos que para cualquiera de estos casos,
uno de los λiq restantes debe ser negativo, y de la misma forma que el caso anterior, los dos ceros
que faltan para completar el modelo de los cinco ceros de textura, se obtienen de la matriz de
masa restante M ′

q en (3.14) o en (3.15), ajustando los parámetros libres θ1 y θ2 en la matriz de
diagonalización (3.9). La tabla 3.2 resume los resultados numéricos después de una exploración
exhaustiva de los diferentes casos. La única solución viable se logra con la configuración (3.15)3

En la siguiente sección trabajaremos con los resultados de las tablas 3.1 y 3.2 para encontrar en
forma anaĺıtica relaciones entre la masa de los quarks y las entradas de la matriz de mezcla CKM.

3El sofware utilizado para hacer este anlálisis, fue el Mathematica, debido a sus precisiones numéricas y anaĺıticas.
En el apéndice F suministramos algunos cálculos hechos con este programa.
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Caṕıtulo 4

Modelos anaĺıticos con cinco ceros de
textura

Cuando tenemos un modelo de ceros de textura para la matriz de masa de los quarks, es posible
encontrar relaciones entre los valores de estas masas y los parámetros de mezcla de la matriz CKM.
Basándonos en los modelos obtenidos en la sección anterior con cinco ceros de textura, que se
resumen en las tablas 3.1 y 3.2, podemos realizar un estudio anaĺıtico que nos permita deducir,
principalmente, los valores absolutos de los parámetros de la matriz de mezcla CKM, en términos
de las masas de los quarks.
A continuación exponemos el análisis para cada caso obtenido de la sección anterior.

4.1. Caso I

Como podemos ver de la tabla 3.1, en ambos modelos, de los cinco ceros de textura, tres se
encuentran en la matriz de masa de los quarks down y dos de ellos en su diagonal.
Una estructura anaĺıtica para este primer caso la podemos expresar de la siguiente manera:

MIu = F †

 0 0 |ξu|
0 αu |βu|
|ξu| |βu| γu

F, MId =

 0 |ξd| 0
|ξd| 0 |βd|
0 |βd| γd

 . (4.1)

Las fases en la matriz de mezcla “down”, son absorbidas a través de una WBT. La matriz
diagonal de fase F:

F =

e−iφξu 0 0
0 e−iφβu 0
0 0 1

 , (4.2)

en donde φξu y φβu son los argumentos de ξu y βu respectivamente. Tenemos 7 parámetros reales
y dos fases para describir 10 cantidades f́ısicas: 6 masas de los quarks, 3 ángulos de mezcla y una
fase responsable de la violación CP.
Para diagonalizar la matriz de masa MIu, usamos la matriz de permutación P2 en (3.3) para llevarla
a la forma (3.7) y aśı poder usar la matriz unitaria (3.9), con q = u. De esta manera, la matriz de
diagonalización de MIu toma la forma, F †P2Uu. Para la matriz MId podemos usar directamente
(3.7) con q = d y γd = 0.
Por lo tanto, de acuerdo al procedimiento estudiado en la sección anterior, ecuaciones (3.10), los

30



CAPÍTULO 4. MODELOS ANALÍTICOS CON CINCO CEROS DE TEXTURA 31

parámetros para las matrices de masa toman la forma:

γu = ∓mu ±mc +mt − αu , (4.3)

|βu| =

√
(αu ±mu)(αu ∓mc)(mt − αu)

αu
, (4.4)

|ξu| =
√
mumcmt

αu
, (4.5)

αd = md −ms +mb , (4.6)

|βd| =

√
(mb −ms)(md +mb)(ms −md)

md −ms +mb

, (4.7)

|ξd| =
√

mdmsmb

md −ms +mb

, (4.8)

el signo superior corresponde a λ1u < 0 y el signo inferior corresponde a λ2u < 0. El parámetro αu
es libre, y está acotado a las siguientes regiones:

mc ≤ αu ≤ mt, para λ1u < 0 ,

mu ≤ αu ≤ mt, para λ2u < 0 .

De esta manera, las matrices de diagonalización para las matrices de masa MIu y MId son
respectivamente:

UIu =



e
i(φξu+θ1u

√
mcmt(αu ±mu)

αu(mc +mu)(mt ±mu)
±ei(φξu+θ2u)

√
(αu ∓mc)mtmu

αu(mt ∓mc)(mc +mu)
e
i(φξu−θ3u)

√
mc(mt − αu)mu

αu(mt ∓mc)(mt ±mu)

±ei(φβu+θ1u )

√
(αu ∓mc)(mt − αu)mu
αu(mc +mu)(mt ±mu)

−ei(φβu+θ2u)

√
mc(mt − αu)(αu ±mu)
αu(mt ∓mc)(mc +mu)

e
i(φβu−θ3u)

√
(αu ∓mc)mt(αu ±mu)
αu(mt ∓mc)(mt ±mu)

∓eiθ1u
√

mu(αu ±mu)
(mc +mu)(mt ±mu)

eiθ2u

√
mc(αu ∓mc)

(mt ∓mc)(mc +mu)
eiθ3u

√
mt(mt − αu)

(mt ∓mc)(mt ±mu)
,


(4.9)

UId =



eiθ1d

√
md(mb −ms)ms

(mb −md)(md −ms)(mb +md −ms)
e−iθ2d

√
mb(mb +md)md

(md +ms)(mb +md −ms)(mb +ms)

√
md(ms −md)ms

(mb −md)(mb +md −ms)(mb +ms)

eiθ1d

√
md(mb −ms)

(mb −md)(md +ms)
eiθ2d

√
(mb +md)ms

(md +ms)(mb +ms)

√
mb(ms −md)

(mb −md)(mb +ms)

−eiθ1d
√

md(mb +md)(ms −md)
(mb −md)(md +ms)(mb +md −ms)

e−iθ2d

√
(mb −ms)ms(ms −md)

(md +ms)(mb +md −ms)(mb +ms)

√
mb(mb +md)(mb +ms)

(mb −md)(mb +md −ms)(mb +ms)


(4.10)

donde es necesario incluir las fases no f́ısicas, θ1u,θ2u,θ3u,θ1d y θ2d, a fin de ajustar nuestra
predicción teórica de la CKM a la convención establecida. Los mejores valores calculados los
encontramos en la tabla 4.1. Además, los valores para las entradas de la CKM obtenidos a primer
orden, teniendo en cuenta la jerarqúıa de masas (2.8) los podemos ver en la tabla 4.2.

La matriz CKM se calcula con:
VCKM = U †IUUId .

4.1. CASO I
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CASO I
λ1u < 0 λ2u < 0
λ2d < 0 λ2d < 0

θ1u −1.42318 −2.84403
θ2u 0.670068 1.85606
θ3u 0.00473665 −0.00461668
θ1d 0.636035 1.93013
θ2d −2.2845 −0.976639
φξu 2.06927 −1.49697
φβu 0.181706 0.301461
αu (MeV) 6053.87 1690.29
mu (MeV) 1.79188 1.2684
mc (MeV) 625.493 633.197
mt (MeV) 172620 171268
md (MeV) 2.99323 3.14751
ms (MeV) 68.9279 56.1169
mb (MeV) 2970.12 2910.01

Tabla 4.1: Valores numéricos de ajuste de los parámetros para el Caso I.

CASO Texturas de cinco ceros anaĺıticas Predicción para la matriz de mezcla

I

Mu = P †

 0 0 |ξu|
0 αu |βu|
|ξu| |βu| γu

P ,

Md =

 0 |ξd| 0
|ξd| 0 |βd|
0 |βd| αd

 ,

donde P = (e−iφξu , e−iφβu , 1).
Además mc < αu � mt.
Con : “−′′ para el Caso Ia, en la tabla
3.1, λ1u, λ2d < 0.
Con “+′′ para el Caso Ib, en la tabla
3.1, λ2u < 0 y λ2d < 0.

|Vud| =
√

ms

ms +md

+ . . . ,

|Vcs| =

√
ms

ms +md

(
1− αu

mt

)
+ . . . ,

|Vtb| =
√

1− αu
mt

+ . . . ,

|Vus| = |
√

md

ms +md

+ . . . | ,

|Vcd| = |

√
md

ms +md

(
1− αu

mt

)
+ . . . | ,

|Vts| = |
√

ms

ms +md

[√
ms−md
mb

(
1− αu

mt

)
− eiφβu

√
αu
mt

∓ mc

mt

]
+ . . . | ,

|Vcb| = |

√
ms −md

mb

(
1− αu

mt

)
− eiφβu

√
αu
mt

∓ mc

mt

+ . . . | ,

|Vub| = |
√
mu

mc

αu
mt

− eiφβu
√
mu(ms −md)

mb

(
1

mc

∓ 1

αu

)(
1− αu

mt

)
+ . . . | ,

|Vtd| = |
√

md

ms +md

[√
ms −md

mb

(
1− αu

mt

)
− eiφβu

√
αu
mt

∓ mc

mt

]
+ . . . | .

Tabla 4.2: Caso I para las matrices de masa de quarks con cinco ceros de textura. Y sus corres-
pondientes predicciones a primer orden para los elementos de la matriz CKM en términos de las
masas de los quarks.

4.1. CASO I
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4.2. Caso II

Ahora utilizamos la tabla 3.2, donde los resultados numéricos sugieren la siguiente forma para
las matrices de masa:

MIIu =

 0 0 |ξu|
0 αu |βu|
|ξu| |βu| γu

 , MIId =

 0 |ξd|eiφξd 0
|ξd|eiφξd γd 0

0 0 αd

 . (4.11)

Vemos que en este caso hay solo una fase presente en la matriz de masa de los quarks “down”,
donde φξd es el argumento de ξd y es responsable de la violación CP.
En primer lugar, como en el caso anterior buscamos las matrices de diagonalización correspondiente
a cada matriz de masa. Para la matriz MIIu, la matriz de diagonalización tiene la forma P2Uu,
donde P2 es la matriz de permutación en (3.4) y Uu tiene la forma (3.9) con q = u. Para MIId la
matriz de diagonalización es de la forma F †dUd, donde la matriz diagonal Fd que contiene la fase y
es de la forma:

P =

eiφξd 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

y Ud es de la forma(3.9) con q = d.
Debemos tomar en cuenta, por lo considerado en la sección (3.3.2), que en la matriz MIId, de
acuerdo a (3.15) βd = 0 y en consecuencia de (3.22) con d en vez de u, se presentan las siguientes
situaciones:

Cuando αd = λ1d entonces |ξd| =
√
−λ2dλ3d y γd = λ2d + λ3d ,

Cuando αd = λ2d entonces |ξd| =
√
−λ1dλ3d y γd = λ1d + λ3d ,

Cuando αd = λ3d entonces| ξd| =
√
−λ1dλ2d y γd = λ1d + λ2d .

(4.12)

Debemos tomar en cuenta que para cualquiera de estos casos, uno de los λid restantes debe ser
negativo.
Resumiendo, los parámetros del modelo toman la forma:

γu = −mu +mc +mt − αu,

|βu| =

√
(αu +mu)(αu −mc)(mt − αu)

αu
,

|ξu| =
√
mumcmt

αu

αd = mb,

γd = ∓md ±ms,

|ξd| =
√
mdms,

(4.13)

en donde hemos trabajado de acuerdo a la tabla 3.2 y a las relaciones (3.11) y 4.12, con λ1u =
−mu < 0 y donde el signo superior es para λ1 = −md < 0 y el signo inferior cuando λ2d = −ms < 0,
con αu > 0 y se encuentra en el intervalo mc ≤ αu ≤ mt.
Teniendo en cuenta estas consideraciones, las matrices de diagonalización para las matrices de
masa de los quarks MIIu y MIId tienen la siguiente forma anaĺıtica respectiva:

4.2. CASO II
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UIIu =



eiθ1u

√
mcmt(αu +mu)

αu(mc +mu)(mt +mu)
eiθ2u

√
mtmu(αu −mc)

αu(mt −mc)(mc +mu)
eiθ3u

√
mcmu(mt − αu)

αu(mt −mc)(mt +mu)

eiθ1u

√
mu(αu −mc)(mt − αu)

αu(mc +mu)(mt +mu)
−eiθ2u

√
mc(mt − αu)(αu +mu)

αu(mt −mc)(mc +mu)
eiθ3u

√
mt(αu −mc)(αu +mu)

αu(mt −mc)(mt +mu)

−eiθ1u
√

mu(αu +mu)

(mc +mu)(mt +mu)
eiθ2u

√
mc(αu −mc)

(mt −mc)(mc +mu)
eiθ3u

√
mt(mt − αu)

(mt −mc)(mt −mu)


. (4.14)

UIId =


ei(φξd+θ1d)

√
ms

md +ms

∓ei(φξd+θ2d)

√
md

md +ms

0

∓eiφξd
√

md

md +ms

eiθ2d
√

ms

md +ms

0

0 0 1

 . (4.15)

Los mejores parámetros de ajuste para el caso II los indicamos en la tabla 4.3.

λ1u < 0 λ1u < 0
λ1d < 0 λ2d < 0

θ1u −1.97527 −1.99113
θ2u 0 0
θ3u 0 0
θ1d 3.02511 −0.135088
θ2d 3.14753 3.14844
φξd 1.27688 −1.86289
αu (MeV) 957.898 868.054
mu (MeV) 1.59895 1.64209
mc (MeV) 650.157 555.739
mt (MeV) 171534 172856
md (MeV) 3.29179 3.1659
ms (MeV) 67.4207 65.6609
mb (MeV) 2968.58 2915.72

Tabla 4.3: Valores numéricos de ajuste de los parámetros el caso II.

La matriz CKM se calcula
VCKM = U †IIuUIId .

Los términos de la matriz de mezcla CKM teniendo en cuenta la jerarqúıa de masas se exponen
en la tabla 4.4.

En el siguiente caṕıtulo hablaremos de las conclusiones extráıdas de estos modelos anaĺıticos.

4.2. CASO II
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CASO Texturas anaĺıticas de cinco ceros Predicción para la matriz de mezcla

II

Mu =

 0 0 |ξu|
0 αu |βu|
|ξu| |βu| γu

 ,

Md =

 0 |ξd|eiφξd 0
|ξd|e−iφξd αd 0

0 0 αd

 ,

donde mc < αu � mt y : − para λ1u y
λ1d < 0 − para λ1u < 0 y λ2d < 0

|Vud| =
√

ms

ms +md

+ . . .

|Vcs| =
√

ms

ms +md

(1− αu
mt

) + . . .

|Vtb| =
√

1− αu
mt

+ . . .

|Vus| = |
√

md

ms +md

+ . . . |

|Vcd| = |

√
md

ms +md

(
1− αu

mt

)
+ . . . |

|Vts| = |

√
ms

ms +md

(
αu
mt

− mc

mt

)
+ . . . |

|Vcb| = |
√√√√ αu

mt −
mc

mt

+ | . . .

|Vub| = |
√
mu

mc

αu
mt

+ . . . |

|Vtd| = |

√
md

ms +md

(
αu
mt

− mc

mt

)
∓eiφξd

√
msmcmu

ms +md

1

mt

(
1

αu
− 1

mt

)
+. . . |

Tabla 4.4: Casos II para las matrices de masa de quarks con cinco ceros de textura. Y sus
correspondientes predicciones de primer orden para los elementos de la matriz CKM.

4.2. CASO II



Caṕıtulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo, nos hemos enfocado en el sector de Yukawa del Modelo Estándar, el cual
describe los acoplamientos entre los campos y el bosón de Higgs, responsable de dotar de masa
a las part́ıculas. De esta forma, hemos logrado cumplir con el objetivo de nuestra investigación:
encontrar relaciones entre las masas de los quarks y los ángulos de mezcla en el sector de Yukawa.
Este objetivo se ha alcanzado de la siguiente manera:

En primer lugar, explicamos la estructura del Modelo Estándar y centramos nuestra atención
en el sector fermiónico, donde se encuentra el sector de Yukawa que contiene los parámetros
libres de las matrices de masa. Modelamos las tres familias de quarks como dobletes izquierdos
y singletes derechos, de tal forma que se acoplen con el doblete de Higgs para el mecanismo de
generación de masa. Además, trabajamos solo con el lagrangiano de las corrientes cargadas,
omitiendo los términos que no resultaban relevantes para nuestra investigación.

Una vez establecido el lagrangiano del sector de quarks y el de corrientes, notamos para el
sector de masas que la presencia de 36 parámetros libres resultaba excesiva para realizar
algún tipo de predicción. Por lo tanto, buscamos reducir esta cantidad. En primer lugar,
utilizamos el teorema de la descomposición polar, que nos permitió trabajar con las matrices
de masa del sector de quarks como hermı́ticas, logrando aśı reducir los parámetros libres a
la mitad. Sin embargo, esta cantidad sigue siendo elevada, por lo que implementamos una
WBT, demostramos que, bajo dicha transformación, los lagrangianos permanecen invarian-
tes, esto nos permitió obtener una representación equivalente y, al mismo tiempo, facilitar
la introducción de cinco ceros de textura en total, logrando aśı un número adecuado de
parámetros libres para nuestro análisis.

Dado que las masas de los quarks se han calculado experimentalmente y exhiben una je-
rarqúıa, la introducción de ceros de textura en las matrices de masa exige que las matrices
resultantes sean compatibles con dichos valores experimentales. Por esta razón, realizamos
un análisis exhaustivo de los parámetros propuestos para determinar tanto el número de
ceros de textura que pod́ıan introducirse como su ubicación dentro de las matrices.

Por lo tanto, hemos desarrollado una explicación del modelo con cinco ceros de textura,
a partir del cual se derivan dos posibles escenarios: el primero con tres ceros de textura,
incluyendo uno en la diagonal, y el segundo también con tres ceros, pero distribuidos de
manera que dos de ellos se ubican en la diagonal. En ambos casos se obtuvieron resultados
consistentes.
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Asimismo, construimos la matriz unitaria que diagonaliza las matrices de masa, asegurándo-
nos de que fuera compatible con la matriz de mezcla CKM a la escala de eneǵıa de la masa
del bosón Z, ampliamente conocida en la literatura aśı como las cotas experimentales de las
masas de los quarks.

Una vez completado este análisis y con el apoyo del software Mathematica, obtuvimos valores
numéricos que resultaron compatibles con los datos experimentales de las masas de los quarks.

Trabajamos con los valores numéricos obtenidos y realizamos un estudio anaĺıtico de los
mismos, lo que nos permitió establecer las condiciones necesarias y suficientes para que el
modelo de ceros de textura fuera compatible con los datos experimentales. Este análisis
abarcó los dos casos mencionados en el apartado anterior.
Los resultados obtenidos fueron satisfactorios, mostrando coherencia tanto con los valores
experimentales de las masas de los quarks como con los elementos de la matriz de mezcla
CKM.

Por último, los resultados mas importantes de este trabajo re recojen en las tablas (4.2) y
(4.4) donde puede observar una relación entre las masas de los quarks y la CKM a primer
orden

De esta manera, damos por finalizada nuestra investigación sobre el modelo teórico de los ceros de
textura. Como recomendación, destacamos que este mecanismo debe someterse a prueba cada vez
que los experimentos proporcionen datos más actualizados.

Es importante señalar que, aunque nuestro trabajo se centró en el sector de quarks, este modelo
es aplicable a todo el sector fermiónico del Modelo Estándar. Por ello, dejamos este estudio como
punto de partida para quienes deseen investigar en el sector leptónico y demostrar su validez en
dicho contexto.

Además, sugerimos explorar el uso de herramientas de análisis numérico más avanzado, que
permita identificar ceros de textura de manera más rápida y precisa, acelerando aśı una posible
publicación de resultados y/o predicciones que puedan ser verificadas mas adelante.



Apéndice A

La ruptura espontánea de simetŕıa en el
Modelo Estándar

En la teoŕıa clásica de campos, el Lagrangiano se define como la diferencia entre la enerǵıa
cinética y la enerǵıa potencial del sistema, se escribe de la siguiente manera:

L = T − V , (A.1)

donde la primera parte representa el término cinético (derivado del campo en espacio y tiempo) y
el segundo es el término de masa o potencial.
El Lagrangiano describe la dinámica de un sistema f́ısico y se utiliza para obtener las ecuaciones
de movimiento del campo. Un ejemplo común es el campo escalar libre de masa m, cuya densidad
lagrangiana la podemos escribir como:

L =
1

2
∂µφ ∂

µφ− 1

2
m2φ2 , (A.2)

que tiene la misma estructura de (A.1).
El mundo f́ısico manifiesta una serie de leyes de conservación aparentemente exactas, que creemos
reflejan la operación de simetŕıas exactas de la naturaleza. Estas incluyen la conservación de la
enerǵıa y el momento lineal, del momento angular y de la carga eléctrica. En el lenguaje de la
teoŕıa de campos lagrangiana, la simetŕıa se caracteriza por dos condiciones, en primer lugar, el
lagrangiano (densidad) es invariante bajo transformaciones de simetŕıa y en segundo lugar el vaćıo
f́ısico debe ser único ante dichas transformaciones. A partir de estos requisitos demostremos cómo
ocurre la ruptura espontánea de la simetŕıa usando para nuestro análisis en el siguiente lagrangiano:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ+
1

2
µ2φ2 − 1

4
λ2φ4. (A.3)

Si comparamos este lagrangiano con las expresiones (A.1) y (A.2), es fácil reconocer que el primer
término corresponde al término cinético, el segundo término corresponde al término del potencial,
que es una función de φ, o sea

V (φ) =
1

2
µ2φ2 − 1

4
λ2φ4. (A.4)

Este potencial es invariante bajo una transformación de paridad

φ→ −φ. (A.5)
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Si comparamos el potencial (A.4) con el del lagrangiano (A.2) podemos identificar al término
caudrático como el término de masa de un campo escalar y el término a la cuatro nos garantiza
que esté acotado por debajo. Puede haber más términos con potencias mayores que cuatro, pero
no las consideramos para mantener la renormalizabilidad de la teoŕıa.
Cuando µ > 0 en (A.4), el potencial tiene un mı́nimo en

〈φ〉0 = 0 ,

que corresponde al estado de vaćıo como se puede ver en la siguiente figura

Figura A.1: Potencial escalar con µ > 0 mostrando el estado fundamental en φ = 0

Sin embargo, si µ < 0 en (A.3), el segundo término ya no representa un término de masa, sino
que, al igual que el cuarto término, se interpreta como un término de potencial y el lagrangiano
(A.3) describiŕıa la dinámica de un campo sin masa. Además, el mı́nimo del potencial ocurre en:

〈φ〉0 = ±
√
−µ2

λ
≡ ±v , (A.6)

que corresponde a dos valores para el vaćıo, como lo podemos ver en la siguiente gráfica

Figura A.2: Potencial escalar con µ < 0 que demuestra el estado degenerado del valor mı́nimo de
enerǵıa en el potencial.

Por lo tanto, decimos que el estado base se ha degenerado, en otras palabras ha ocurrido
una ruptura espontánea de simetŕıa, aunque el lagrangiano (A.3) siga siendo simétrico bajo la
transformación de paridad (A.5) no cumple la condición de tener un solo valor de mı́nima enerǵıa.
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Sin embrago podemos escoger como referencia cualquiera de los dos estados base (A.6) y redefinir
el campo φ′ como el campo φ desplazado respecto a +v, que escogemos como vaćıo. Por lo tanto:

〈φ〉0 = +v,

de esta manera, tenemos que:
φ′ ≡ φ− 〈φ〉0 = φ− v , (A.7)

de tal manera, que el Lagrangiano (A.3) en términos de (A.7) lo escribimos como

L =
1

2
(∂µφ

′) (∂µφ′)− |µ2|
(
φ′4

4v2
+
φ′3

v
+ φ′2 − v2

4

)
. (A.8)

Podemos ver que que, este Lagrangiano descrito respecto al vaćıo +v no tiene simetŕıa de paridad
ni del estado base. Pero si consideramos solo las pequeñas oscilaciones del campo φ′ respecto al
vaćıo escogido, el Lagrangiano toma la forma.

L =
1

2

[
(∂µφ

′) (∂µφ′)− 2|µ2|φ′2
]
. (A.9)

Como µ2 es negativo, entonces el anterior lagrangiano describe la oscilación de una part́ıcula de
masa 2|µ2| o sea que −2µ2 > 0. Este ejemplo ha ilustrado cómo ocurre la ruptura espontánea de
simetŕıa cuando una simetŕıa del lagrangiano no se respeta en el estado de vaćıo definido como el
estado de menor enerǵıa. Los mismos métodos para elegir un vaćıo entre un conjunto degenerado
de vaćıos y para descubrir el espectro de part́ıculas se aplican igualmente bien a situaciones f́ısicas
más complicadas e interesantes como las simetŕıas continuas o no abelianas que se pueden encon-
trar en la literatura.

A.1. Ruptura espontánea de simetŕıas continuas no abelia-

nas

Sabemos que las simetŕıas en la naturaleza preservan las propiedades de un sistema, inclu-
so cuando se realizan ciertas transformaciones sobre él. Si estas transformaciones no ocurren de
manera abrupta, sino de forma continua y progresiva, como al realizar una rotación (donde el
valor del ángulo vaŕıa de manera suave), esperamos que las propiedades del sistema permanezcan
invariantes.

En general, las simetŕıas continuas están estrechamente vinculadas a las leyes de conservación,
según lo establece el teorema de Noether. Además, estas simetŕıas también están relacionadas con
las fuerzas fundamentales de la naturaleza y con las part́ıculas que median dichas interacciones.

En este contexto, las simetŕıas continuas y su ruptura fueron estudiadas en profundidad por
Goldstone. A continuación, presentamos un breve resumen del mecanismo de la ruptura de simetŕıa
y sus implicaciones.
En este caso trabajamos con la simetŕıa SU(2) usando el doblete escalar complejo de la forma:

φ =

(
φ+

φ0

)
,

en donde

φ+ =
1√
2

(φ1 + iφ2) ,

A.1. RUPTURA ESPONTÁNEA DE SIMETRÍAS CONTINUAS NO ABELIANAS
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φ0 =
1√
2

(φ3 + iφ4) .

Usamos el Lagrangiano;

L =
1

2
(∂µφ)† (∂µφ)− µ2φ†φ− λ

(
φ†φ
)2

, (A.10)

con el potencial

V (φ) = µ2φ†φ+ λ
(
φ†φ
)2

(A.11)

donde

µ2 determina la curvatura del potencial

λ > 0 asegura que el potencial sea acotado por abajo.

Cuando µ2 > 0 el potencial tiene un mı́nimo en µ2 = 0 Sin embargo, si φ < 0 el potencial tiene un
mı́nimo no trivial donde φ†φ = −µ2

2λ
. Este último caso da lugar a la ruptura espontánea de simetŕıa.

Cuando φ adquiere un valor esperado en el vaćıo:

〈φ〉 =
1√
2

(
0
v

)
,

donde v =
√
−µ2/λ, ocurre la ruptura espontánea de simetŕıa.

Si consideramos pequeñas oscilaciones alrededor del vaćıo que hemos escogido, podemos escribir
el campo de la siguiente manera:

〈φ〉 =
1√
2

(
0

v + η(x)

)
. (A.12)

No olvidemos que se trata de un campo escalar complejo con cuatro grados de libertad que se
puede parametrizar en forma exponencial de la siguiente manera:

φ = e
iθi(x)σi

2

(
0

v+η(x)√
2

)
, (A.13)

con σi como los generadores del grupo SU(2), que no son más que las matrices de Pauli. Bajo
esta parametrización se conservan los cuatro grados de libertad: tres en la fase θi(x) y uno en el
módulo η(x). Nuestro interés está en el campo real η(x) de ah́ı que buscamos una transformación
en SU(2) de la forma

φ −→ φ′ = e
igαi(x)σi

2 φ,

que deje invariante al Lagrangiano y a la vez desaparezca θi(x) como si se perdieran tres grados
de libertad quedándonos solo con el campo η(x). Sin embargo, los campos θi conocidos como
los bosones de Goldstone reaparecen como campos masivos, manteniendo la invarianza gauge
del Lagrangiano. Lo anteriormente expuesto lo podemos ver al trabajar el sector cinético del
lagrangiano (??) desarrollando la derivada covariante para SU(2) que se define:

Dµ =

(
∂µ +

ig′

2
BµY +

ig

2
τ.Aµ

)
, (A.14)

A.1. RUPTURA ESPONTÁNEA DE SIMETRÍAS CONTINUAS NO ABELIANAS
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donde g es la constante de acoplamiento para SU(2), g′ se asocia a U(1) , τi , i = 1, 2, 3. son
las matrices de Pauli. de tal manara que el lagrangiano (A.10) con φ definido en (A.12) queda
expresado de la siguiente manera:

L =

[(
∂µ +

ig′

2
BµY +

ig

2
τ.Aµ

)(
0

v+η(x)√
2

)]2

−

[
µ2

(
(v + η)√

2

)2

+ λ

(
(v + η)√

2

)4
]
.

Desarrollando la derivada covariante, la expresión seŕıa:{[
∂µ +

ig′

2

(
Bµ 0
0 Bµ

)
+
ig

2

((
0 1
1 0

)
A1
µ +

(
0 −i
i 0

)
A2
µ +

(
1 0
0 −1

)
A3
µ

)](
0

v+η(x)√
2

)}2

,

{[
∂µ +

ig′

2

(
Bµ 0
0 Bµ

)
+
ig

2

(
A3
µ A1

µ − iA2
µ

A1
µ + iA2

µ −A3
µ

)](
0

v+η(x)√
2

)}2

,

{[
∂µ +

[(
ig′

2
Bµ + ig

2
A3
µ

ig
2

(
A1
µ − iA2

µ

)
ig
2

(
A1
µ + iA2

µ

)
g′

2
Bµ − ig

2
A3
µ

)](
0

v+η(x)√
2

)]}2

.

Podemos hacer la siguiente definición:

W± =
A1
µ ∓ iA2

µ√
2

, (A.15)

por lo tanto, el lagrangiano (A.10) es

L =

{[
∂µ + i

(
g′

2
Bµ + g

2
A3
µ

g√
2
W+
µ

g√
2
W−
µ

g′

2
Bµ − g

2
A3
µ

)](
0

v+η(x)√
2

)}2

−

[
µ2

(
(v + η)√

2

)2

+ λ

(
(v + η)√

2

)4
]
,

que al resolver, el lagrangiano toma la forma:

L =
1

2
(∂µη) (∂µη) + µ2η2 +

g2v2

8

(
|W+

µ |2 + |W−
µ |2
)

+
v2

8

(
g′Bµ − gA3

µ

)2
+ . . . .

El último término origina una matriz que puede diagonalizarse como se muestra en la literatura
[23] [24]. Ademas, podemos encontar los siguientes campos:

Zµ =
gA3

µ − g′Bµ√
g2 + g′2

, Aµ =
gBµ + g′A3

µ√
g2 + g′2

,

finalmente:

L =
1

2
(∂µη) (∂µη) + µ2η2 +

g2v2

8

(
|W+

µ |2 + |W−
µ |2
)

+
(g2 + g′2) v2

8
ZµZµ + . . . ,

podemos ver que el campo f́ısico η conocido como le campo de Higgs a adquirido masa. al igual que
el bosón vectorial cargado W y el bosón intermedio neutro Z. LA ausencia del bosón A implica
que su masa es cero y se pude identificar como el fotón de la teoŕıa electrodinámica U(1).

A.1. RUPTURA ESPONTÁNEA DE SIMETRÍAS CONTINUAS NO ABELIANAS



Apéndice B

El lagrangiano de corrientes neutras y
cargadas para el sector de quarks

Para obtener la ecuación (1.22) partimos de la ecuación (1.21)

= iūkLγ
µ

(
∂µ +

ig

2
W (3)
µ +

ig
′

6
Bµ

)
ukL − ūkLγµ

g√
2
W+
µ d

k
L

− d̄kL
g√
2
γµW−

µ u
k
L + d̄kLiγ

µ

(
∂µ −

ig

2
W (3)
µ +

ig
′

6
Bµ

)
dkL

(B.1)

En primer lugar, destruimos los paréntesis.

= iūkLγ
µ∂µu

k
L −

g

2
W (3)
µ ūkLγ

µukL −
g
′

6
Bµū

k
Lγ

µukL −
g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL

− g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL + id̄kLγ
µ∂µd

k
L +

g

2
W (3)
µ d̄kLγ

µdkL −
g
′

6
Bµd̄

k
Lγ

µdkL

(B.2)

La expresión puede organizarse de la siguiente manera

= iūkLγ
µ∂µu

k
L + id̄kLγ

µ∂µd
k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

− g

2
W (3)
µ ūkLγ

µukL −
g
′

6
Bµū

k
Lγ

µukL +
g

2
W (3)
µ d̄kLγ

µdkL −
g
′

6
Bµid̄

k
Lγ

µdkL

(B.3)

Podemos usar la notación de Feyman γµ∂µ = ��∂ y las definiciones para los campos W
(3)
µ y Bµ.

Donde:
W (3)
µ = Aµ sin θW + Z0

µ cos θW (B.4)

Bµ = Aµ cos θW − Z0
µ sin θW (B.5)

De tal forma que la expresión se escribe como:

= iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

− g

2

(
Aµ sin θW + Z0

µ cos θW
)
ūkLγ

µukL −
g
′

6

(
Aµ cos θW − Z0

µ sin θW
)
ūkLγ

µukL

+
g

2

(
Aµ sin θW + Z0

µ cos θW
)
d̄kLγ

µdkL −
g
′

6

(
Aµ cos θW − Z0

µ sin θW
)
d̄kLγ

µdkL

(B.6)

43
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Podemos operar los términos semejantes para luego obtener

= iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−
(
g

2
Aµ sin θW +

g

2
Z0
µ cos θW +

g
′

6
Aµ cos θW −

g
′

6
Z0
µ sin θW

)
ūkLγ

µukL

+

(
g

2
Aµ sin θW +

g

2
Z0
µ cos θW −

g
′

6
Aµ cos θW +

g
′

6
Z0
µ sin θW

)
d̄kLγ

µdkL

(B.7)

Organizamos la expresión:

= iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂µd

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−
(
g

2
Aµ sin θW +

g
′

6
Aµ cos θW +

g

2
Z0
µ cos θW −

g
′

6
Z0
µ sin θW

)
ūkLγ

µukL

+

(
g

2
Aµ sin θW −

g
′

6
Aµ cos θW +

g

2
Z0
µ cos θW +

g
′

6
Z0
µ sin θW

)
d̄kLγ

µdkL

(B.8)

Ahora, si tenemos en cuenta las relaciones entre el ángulo de Weinberg y las cargas e = g sin θW y√
g2 + g′2 = g

cos θW
.1tenemos qué

= iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−
(
g

2
Aµ sin θW +

g

6 cos θW
sin θWAµ cos θW +

g

2
Z0
µ cos θW −

g sin θW
6 cos θW

Z0
µ sin θW

)
ūkLγ

µukL

+

(
g

2
Aµ sin θW −

g

6 cos θW
sin θWAµ cos θW +

g

2
Z0
µ cos θW +

g sin θW
6 cos θW

Z0
µ sin θW

)
d̄kLγ

µdkL

(B.9)

1Cuando despejamos g
′

tenemos que √
g2 + g′2 =

g

cos θW

g2 + g
′2 =

g2

cos2 θW

g
′2 =

g2

cos2 θW
− g2

g
′

=

√
g2

cos2 θW
− g2

g
′

= g

√
1

cos2 θW
− 1

g
′

= g

√
1− cos2 θW

cos2 θW

g
′

=
g

cos θW

√
1− cos2 θW

g
′

=
g

cos θW

√
sin2 θW

g
′

=
g sin θW
cos θW

Qué es lo que usamos en la ecuación (B.8) para llegar a (B.9)
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= iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−
(
g

2
Aµ sin θW +

g

6��cosθW
sin θWAµ��cosθW +

g

2
Z0
µ cos θW −

g

6 cos θW
Z0
µ sin2 θW

)
ūkLγ

µukL

+

(
g

2
Aµ sin θW −

g

6��cosθW
sin θWAµ��cosθW +

g

2
Z0
µ cos θW +

g

6 cos θW
Z0
µ sin2 θW

)
d̄kLγ

µdkL

(B.10)

= iūkL��∂u
k
L + id̄iL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−

(
g

2
Aµ sin θW +

g

6
sin θWAµ +

g

2
Z0
µ cos θW −

√
g2 + g′2

6
Z0
µ sin2 θW

)
ūkLγ

µukL

+

(
g

2
Aµ sin θW −

g

6
sin θWAµ +

g

2
Z0
µ cos θW +

g

6 cos θW
Z0
µ sin2 θW

)
d̄kLγ

µdkL

(B.11)

= iūkL��∂µu
k
L + id̄kL��∂µd

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−

(
g

2
Aµ sin θW +

g

6
sin θWAµ +

g

2
Z0
µ cos θW −

√
g2 + g′2

6
Z0
µ sin2 θW

)
ūkLγ

µukL

+

(
g

2
Aµ sin θW −

g

6
sin θWAµ +

g

2
Z0
µ cos θW +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ sin2 θW

)
d̄kLγ

µdkL

(B.12)

Vamos a utilizar la relación del ángulo de Weinberg de la forma g =
√
g2 + g′2 cos θW , de tal forma

qué

= iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−

(
g

2
Aµ sin θW +

g

6
sin θWAµ +

√
g2 + g′2

2
Z0
µ cos2 θW −

√
g2 + g′2

6
Z0
µ sin2 θW

)
ūkLγ

µukL

+

(
g

2
Aµ sin θW −

g

6
sin θWAµ +

√
g2 + g′2

2
Z0
µ cos2 θW +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ sin2 θW

)
d̄kLγ

µdkL

(B.13)

= iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−

(
g

2
Aµ sin θW +

g

6
sin θWAµ +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ

(
3 cos2 θW − sin2 θW

))
ūiLγ

µuiL

+

(
g

2
Aµ sin θW −

g

6
sin θWAµ +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ

(
3 cos2 θW + sin2 θW

))
d̄kLγ

µdkL

(B.14)



APÉNDICE B. EL LAGRANGIANO DE CORRIENTES NEUTRAS Y CARGADAS PARA EL SECTOR DE QUARKS 46

= iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−

(
g

2
Aµ sin θW +

g

6
sin θWAµ +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ

(
3 cos2 θW −

(
1− cos2 θW

)))
ūkLγ

µukL

+

(
g

2
Aµ sin θW −

g

6
sin θWAµ +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ

(
3 cos2 θW +

(
1− cos2 θW

)))
d̄kLγ

µdkL

(B.15)

= iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−

[
g

2.

4

3
Aµ sin θW +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ

(
4 cos2 θW − 1

)]
ūkLγ

µukL

+

[
g

2

2

3
Aµ sin θW +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ

(
2 cos2 θW + 1

)]
d̄kLγ

µdkL

(B.16)

Que en términos de la carga seŕıa:

= iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL

−

[
1

2.

4

3
eAµ +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ

(
4 cos2 θW − 1

)]
ūkLγ

µukL

+

[
1

2

2

3
eAµ +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ

(
2 cos2 θW + 1

)]
d̄kLγ

µdkL

(B.17)

Para alcanzar nuestro objetivo, no es necesario modificar toda la estructura de este lagrangiano.
Por esta razón, realizaré las siguientes definiciones:

P1 =
1

2
· 4

3
eAµ +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ

(
4 cos2 θW − 1

)
P2 =

1

2
· 2

3
eAµ +

√
g2 + g′2

6
Z0
µ

(
2 cos2 θW + 1

)
De tal forma que el lagrangiano se expresa de la siguiente manera

Q̄k
L��DQ

k
L = iūkL��∂u

k
L + id̄kL��∂d

k
L −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL − P1ū
k
Lγ

µukL + P2d̄
k
Lγ

µdkL (B.18)

Simplificando, seŕıa:

Q̄k
Li��DQ

k
L = iūkL��∂u

k
L + id̄kL��∂d

k
L︸ ︷︷ ︸

LCin

− g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL︸ ︷︷ ︸
LCq

+LNq , (B.19)

Dirigimos nuestra atención al sector derecho, donde la derivada covariante adopta la siguiente
forma:”

Dµ = ∂µ − ig′
YR
2
Bµ (B.20)
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Por lo tanto, sustituimos en el sector derecho de la ecuación (1.13). En el Modelo Estándar,las
hipercargas correctas para los quarks derechos son Y (uR) = 4

3
y Y (dR) = −2

3

ūkRi��Du
k
R + d̄kRi��Dd

k
R = ūkRiγ

µ

(
∂µ − ig′

2

3
Bµ

)
ukR + d̄kRiγ

µ

(
∂µ + ig′

1

3
Bµ

)
dkR (B.21)

Distribuimos los términos dentro del paréntesis

ūkRi��Du
k
R + d̄kRi��Dd

k
R = ūkRi��∂u

k
R + d̄kRi��∂d

k
R +

2g′

3
Bµū

k
Riγ

µukR −
g′

3
Bµd̄

k
Rγ

µdkR. (B.22)

Donde definimos:

P3 =
2g′

3
Bµ,

P4 = −g
′

3
Bµ.

De esta forma tenemos:

ūkRi��Du
k
R + d̄kRi��Dd

k
R = ūkRi��∂u

k
R + d̄kRi��∂d

k
R + P3ū

k
Rγ

µukR + P4d̄
k
Rγ

µdkR (B.23)

Al combinar los resultados (B.19) y (B.23) llegamos a la forma general para el lagrangiano de
corrientes cargadas y neutras.”

LC =iūkL��∂u
k
L + id̄kL��∂d

k
L + ūkRi��∂u

k
R + d̄kRi��∂d

k
R −

g√
2
W+
µ ū

k
Lγ

µdkL −
g√
2
W−
µ d̄

k
Lγ

µukL − P1ū
k
Lγ

µukL+

P2d̄
k
Lγ

µdkL + P3ū
k
Rγ

µukR + P4d̄
k
Riγ

µdkR
(B.24)

Esta forma coincide con la ecuación (1.22), que era nuestro objetivo a lograr.



Apéndice C

Del estado de interacción al estado de
masa en el lagrangiano del sector de
quarks

La expresión matemática en la ecuación (1.24) nos lleva a considerar la conveniencia de efectuar
rotaciones en el espacio de sabores de los quarks. Esto tiene como propósito expresar el lagrangiano
en función de los autestados de masa.
El cambio de base para los quarks se hace de la siguiente manera:

ui′L = Uuu
i
L

ui′R = Uuu
i
R

di′L = Udd
i
L

di′R = Udd
i
R

Aqúı, Uu y Ud son matrices de rotación unitarias que nos permiten realizar la transición hacia
los autoestados de masas. Esto conduce a una forma modificada del lagrangiano

L′q =ūi′LMuu
i′
R + d̄i′LMdd

i′
R + iūi′L��∂u

i′
L + id̄i′L��∂d

i′
L + ūi′Ri��∂u

i′
R + d̄i′Ri��∂d

i′
R −

g√
2
W+
µ ū

i′
Lγ

µdi′L

− g√
2
W−
µ d̄

i′
Lγ

µui′L − P1ū
i′
Lγ

µui′L + P2d̄
i′
Lγ

µdi′L + P3ū
i′
Rγ

µui′R + P4d̄
i′
Rγ

µdi′R + h.c.
. (C.1)

Por consiguiente, al realizar las transformaciones pertinentes, se hace evidente que las matrices
de masa se diagonalizan. Sin embargo, en los términos de interacción emerge la matriz de mezcla
conocida como CKM (Cabibbo–Kobayashi–Maskawa), definida de la siguiente manera:

VCKM = U †uUd

y V †CKM = U †dUu. Es importante destacar que esta matriz es unitaria. Por otra parte, es evidente
que en los términos cinéticos y en las corrientes neutras, donde no ocurren mezclas de estados
de quarks, las expresiones no experimentan cambios significativos. Esto puede apreciarse en las
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siguientes formulaciones:

L′q =ūiL U
†
uMuUu︸ ︷︷ ︸
Du

uiR + d̄iL U
†
dMdUd︸ ︷︷ ︸
Dd

diR + iūiL U
†
uUu︸ ︷︷ ︸
1

��∂uiL + id̄iL U
†
dUd︸ ︷︷ ︸
1

��∂diL + ūiR U
†
uUu︸ ︷︷ ︸
1

i��∂uiR

+ d̄iR U
†
dUd︸ ︷︷ ︸
1

i��∂diR −
g√
2
W+
µ ū

i
Lγ

µ U †uUd︸ ︷︷ ︸
VCKM

diL −
g√
2
W−
µ d̄

i
Lγ

µ U †dUu︸ ︷︷ ︸
V †CKM

uiL − P1ū
i
L U

†
uUu︸ ︷︷ ︸
1

γµuiL

+ P2d̄
i
L U

†
dUd︸ ︷︷ ︸
1

γµdiL + P3ū
i
R U

†
uUu︸ ︷︷ ︸
1

γµuiR + P4d̄
i
R U

†
dUd︸ ︷︷ ︸
1

γµdiR + h.c.

. (C.2)

Por lo tanto, el lagrangiano correspondiente al sector de quarks, expresado en términos de los
autoestados de masa, se formula de la siguiente manera:

L′q =ūiLDuu
i
R + d̄iLDdd

i
R + iūiL��∂u

i
L + id̄iL��∂d

i
L + ūiRi��∂u

i
R + d̄iRi��∂d

i
R −

g√
2
W+
µ ū

i
Lγ

µVCKMd
i
L

− g√
2
W−
µ d̄

i
Lγ

µV †CKMu
i
L − P1ū

i
Lγ

µuiL + P2d̄
i
Lγ

µdiL + P3ū
i
Rγ

µuiR + P4d̄
i
Rγ

µdiR + h.c.
. (C.3)

Las matrices Du y Dd son diagonales, y sus elementos corresponden a los autovalores de las matrices
Mu y Md respectivamente.



Apéndice D

El teorema de la descomposición polar

El teorema de descomposición polar es un resultado importante en álgebra lineal y se aplica
comúnmente en matrices y espacios vectoriales eucĺıdeos o hermı́ticos. Este teorema establece que
cualquier matriz compleja sea invertible o no, puede descomponerse como el producto de una
matriz unitaria por una matriz hermitica. 1 .
Formalmente, el teorema establece que si tenemos una matriz cuadrada A la puedo descomponer
como:

A = UH ,

en donde: U es una matriz unitaria (U†U = UU† = 1), y H es una matriz hermı́tica (H† = H).
Es importante tener en cuenta que la descomposición polar de una matriz puede no ser única, lo
que significa que una matriz A puede tener diferentes formas de expresar la descomposición polar
porque depende de las matrices U y H que elijamos. Sin embargo, todas las descomposiciones
polares de A tendrán la propiedad de que U es unitaria y H es hermı́tica.
El teorema surge de la relación entre los números complejos y la forma matricial de los operadores.
o sea que si tengo un número complejo z, puedo escribirlo en forma polar como:

z =
√
z∗z eiθ

Del mismo modo una matriz A la puedo escribir en forma polar como :

A = UH

En donde H es la cantidad positiva y U hace referencia a las rotaciones que generalmente se
expresan como matrices unitarias. Entonces, como la representación polar de un número complejo
no es única debido a que el ángulo puede cambiar infinitamente de la forma z =

√
z∗z e(iθ+2nπ)

(con n = 0, 1, 2, 3...) , la descomposición polar de una matriz tampoco es única, debido a la matriz
de rotación unitaria U. Sin embargo, la matriz H en la descomposición polar śı es única. Pero si
la matriz A es invertible, entonces U también es única.
Demostrar este teorema implica demostrar que es posible construir una matriz unitaria U y una
matriz hermı́tica positiva H 2 , que sea hermı́tica y única. Además, si la matriz A es invertible,
debemos demostrar que la matriz unitaria U tambien es única.

1Aunque en nuestro análisis nos vamos a centrar en matrices complejas, invertibles y cuadradas no significa
que la descomposicion polar no se pueda aplicar a matrices que no lo sean. Por ejemplo, si la matriz es real, la
descomposición polar se expresa como el producto de una matriz ortogonal por una matriz simétrica. Del mismo
modo si la matriz no es invertible o cuadrada.

2Una matriz positiva se define como hermı́tica y que sus autovalores son positivos
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Demostración

Demostración que podemos construir la matriz positiva H
Por el teorema de la descomposición espectral, podemos expresar la matriz A de la forma:

A = UDU†

En donde D es una matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores de A y U es una
matriz formada por los autovectores de A
Por lo tanto:

A† =
(
UDU†

)†
= UD†U†

entonces
A†A =

(
UD†U†

) (
UDU†

)
A†A = UD†U†UDU†

A†A = UD†U†U︸ ︷︷ ︸
1

DU†

A†A = UD†DU†

Podemos ver que las matrices D† y D son diagonales formados por sus autovalores de A† y
A respectivamente. Por lo tanto:

A†A = U


λ∗1

λ∗2
.
.
λ∗n



λ1

λ2

.
.
λn

U†

A†A = U


λ∗1λ1

λ∗2λ2

.
.
λ∗nλn

U†

Nótese que λ∗iλi = σ es claramente un valor positivo. Por lo tanto, podemos definir la matriz
H2 como:

H2 = A†A = U


σ1

σ2

.
.
σn


︸ ︷︷ ︸

Autovalores positivos de A†A

U† .

La matriz A†A es positiva por tener sus autovalores positivos, por esta razón la matriz H se
define como:

H =
√

A†A =
n∑
i=1

√
σiPi

donde se puede ver por las consideraciones anteriores que H es una matriz positiva.
Es importante tener en cuenta que un operador positivo (representado aqúı como H2) posee
una única ráız cuadrada positiva, que en este contexto se denota como H.
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Demostración que la matriz H es hermı́tica
La matriz H se considera hermı́tica si cumple que:

H = H†.

Por lo tanto, sabemos que

H =
n∑
i=1

√
σiPi

En esta instancia, P se presenta como un operador lineal hermı́tico, propiedad que se deriva de
la teoŕıa de la descomposición espectral en el ámbito del álgebra lineal [8], y como resultado,
la hermeticidad también se atribuye al operador H

Demostracion que la matriz unitaria U existe
Hasta el momento sabemos que la matriz H es positiva y en consecuencia invertible. Por lo
tanto, definimos

V = HA−1.

Demostremos que V es unitaria, si VV† = V†V = 1

VV† = HA−1(HA−1)† = HA−1(A−1)†H† = H( A†A︸︷︷︸
H2=H†H

)−1H†

= H(H†H)−1H† = HH−1︸ ︷︷ ︸
1

(H†)−1H†︸ ︷︷ ︸
1

= 1

V†V = (HA−1)†HA−1 = (A†)−1 H†H︸ ︷︷ ︸
H2=A†A

A−1 = (A†)−1A†︸ ︷︷ ︸
1

AA−1︸ ︷︷ ︸
1

= 1

(D.1)

Por lo tanto, V es unitaria que la podemos redefinir como U.

Demostración que H es única
Para esta demostración supongamos que puedemos obtener una descomposición polar de la
matriz A de dos formas diferentes (Demostración por reducción al absurdo). Por lo tanto:

A = UH

A = U
′
H
′

Lo anterior implica que
UH = U

′
H
′

Multiplico por U† ambos lados por la izquierda

U†UH = U†U
′
H
′

H = U†U
′
H
′

Si tenemos en cuenta que H2 = H†H entonces

H2 =
(
U†U

′
H
′
)† (

U†U
′
H
′
)

H2 = (H
′
)†(U

′
)† (U†)†U†︸ ︷︷ ︸

UU†=1

U
′
H
′
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H2 = (H
′
)† (U

′
)†U

′︸ ︷︷ ︸
1

H
′

H2 = (H
′
)†H

′

H2 = H
′2

Dado que la transformación positiva H sólo tiene una ráız cuadrada positiva, se deduce
H = H

′
por lo tanto, se demuestra que H es única.

Para nuestro propósito, no es esencial demostrar la unicidad de U cuando A es invertible.

Demonstremos la validez de este teorema con un ejemplo simple. Abordaremos la búsqueda de la
descomposición polar para la siguiente matriz:

A =

(
−2i

√
7

0 3

)
(D.2)

En primer lugar cálculamos la matriz H2 = A†A

A†A =

(
2i 0√

7 3

)(
−2i

√
7

0 3

)
=

(
4 2i

√
7

−2i
√

7 16

)
(D.3)

Los autovalores de H2 son λ1 = 18 y λ2 = 2, con los autovectores correspondientes denotados
como

|e1〉 =
1

2
√

2

(
i√
7

)
|e2〉 =

1

2
√

2

(√
7
i

)
Aśı los proyectores para cada autovector serán:

P1 = |e1〉〈e1| = −
1

8

 1 i
√

7

− i√
7

7


P2 = |e2〉〈e2| = −

1

8

(
7 −i

√
7√

7 1

)
Ahora ya podemos calcular el valor de la matriz H

H =
√
λ1P1 +

√
λ2P2 =

1

4

(
5
√

2 i
√

14

−i
√

14 11
√

2

)
La matriz unitaria U la calculamos de la siguiente manera U = AH−1 Por lo tanto

H−1 =
1

24

(
11
√

2 −i
√

14

i
√

14 5
√

2

)
Aśı

U = AH−1 =
1

24

(
−15i

√
2 3
√

14

3i
√

14 15
√

2

)
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En consecuencia, la matriz A se descompone en su forma polar de la siguiente manera:

A =
1

24

(
−15i

√
2 3
√

14

3i
√

14 15
√

2

)
︸ ︷︷ ︸

U

1

4

(
5
√

2 i
√

14

−i
√

14 11
√

2

)
︸ ︷︷ ︸

H



Apéndice E

La matriz CKM

La matriz CKM, llamada aśı por los f́ısicos Nicola Cabibbo, Makoto Kobayashi y Toshihide
Maskawa, es una matriz unitaria en la teoŕıa de la f́ısica de part́ıculas que describe las mezclas
entre los quarks cargados en el Modelo Estándar (ME) de la f́ısica de part́ıculas. Esta matriz es
esencial para explicar las transiciones de quarks en las interacciones débiles, que son responsables
de fenómenos como la desintegración beta y la violación CP.
La matriz CKM es una matriz 3× 3 compleja con 4 parámetros reales independientes y una fase
compleja. Estos parámetros y la fase son fundamentales para describir las propiedades de mezcla
de los quarks, es decir, cómo los quarks up, charm, top y down, strange, bottom se transforman
entre śı a través de las interacciones débiles.
La importancia de la matriz CKM radica en que establece la conexión entre los aspectos teóricos
y experimentales de la f́ısica de part́ıculas. A través de la matriz CKM, podemos comprender y
predecir los procesos de desintegración de quarks observados experimentalmente, y proporciona
información valiosa sobre las diferencias fundamentales entre la materia y la antimateria.
En resumen, la matriz CKM es una herramienta crucial en la f́ısica de part́ıculas que ayuda a
explicar cómo los quarks interactúan entre śı y cómo se comportan en el mundo subatómico.
El grupo de datos de part́ıculas PDG, por sus siglas en inglés (Particle Data Group [9]) recomienda
una parametrización estándar de la matriz CKM que se encuentra en la literatura [10] de la siguiente
manera:

VCKM =

Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb

 =

 c12c13 s12c13 s13e
−iδ

−s12c23 − c12s23s13e
iδ c12c23 − s12s23s13e

iδ s23c13

s12s23 − c12c23s13e
iδ −c12s23 − s12s23s13e

iδ c23c13

 , (E.1)

con sij = sin θij, cij = cos θij, θ12, θ13, θ23 y δ, parámetros que se obtienen experimentalmente. Los
resultados de ajuste para las entradas de la matriz son: 0.97431± 0.00012 0.22514± 0.00055 (0.00365± 0.00010)ei(−66.8±2.0)◦

(−0.22500± 0.00054)ei(0.0351±0.0010)◦ (0.97344± 0.00012)ei(−0.001880±0.000052)◦ (0.04241± 0.00065)

(0.00869± 0.00014)ei(−22.23±0.63)◦ (−0.04124± 0.00056)ei(1.056±0.032)◦ (0.999112± 0.000024)

 . (E.2)

Los parámetros observados para la CKM se dan a una escala de energia inferior a µ = MZ , por
lo que usaremos el valor de la masa de los quarks en unidades de MeV.

mu = 1.38+0.42
−0.41,mc = 6.38+43

−84,mt = 172100± 1200, (E.3)

md = 2.82± 0.48, ms = 57+18
−12, mb = 2860+160

−60 . (E.4)
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Apéndice F

Cálculos en Wolfram Mathematica.

A continuación vamos a demostrar como el software de Mathematica Wolfram es una gran
herramienta para reducir el tiempo en cálculos que manualmente seŕıan muy rigurosos. Por otro
lado, es un software que nos da confianza y nos permite entregar resultados claros y exactos según
lo requiera cada sección.
A continuación exponemos algunos de los comandos mas útiles que hemos usado en el desarrollo
de este trabajo.

F.1. Descomposición polar

En el caṕıtulo 2 se presentó el teorema de la descomposición polar como un primer paso para

reducir los parámetros en las matrices de masa del sector de Yukawa. Este teorema se explicó con

mayor detalle en el apéndice E.

Sin embargo, cuando las matrices involucradas son especialmente complejas, resulta conveniente

apoyarse en herramientas computacionales como Mathematica. A continuación, se muestran algu-

nos de los comandos utilizados para estructurar y llevar a cabo la descomposición polar de una

matriz, ya sea real o compleja.

A = {{1, 0, 1}, {0, 1,−I}, {1, I, 0}}A = {{1, 0, 1}, {0, 1,−I}, {1, I, 0}}A = {{1, 0, 1}, {0, 1,−I}, {1, I, 0}}; (*Definición de la matriz A *)

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]; (*Para visulizar A en forma de matŕız *)

Ad = ConjugateTranspose[A]Ad = ConjugateTranspose[A]Ad = ConjugateTranspose[A]; (*Para encontrar la matŕız transpuesta conjugada de A

que hemos llamdo Ad .*)

R2 = Ad.A;R2 = Ad.A;R2 = Ad.A; (*Este producto permite calcular la matŕız R al cuadrado que hemos definido como R2. *)

MatrixForm[R2]MatrixForm[R2]MatrixForm[R2]; (*para visualizar el R2 en forma de matŕız*)

Eigenvectors[R2];Eigenvectors[R2];Eigenvectors[R2]; (*Permite calcular los autovectores de R2 *)

Eigenvalues[R2];Eigenvalues[R2];Eigenvalues[R2]; (*Permite calcular los autovalores de R2*)

56
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e1 = {{1}, {−I}, {1}};e1 = {{1}, {−I}, {1}};e1 = {{1}, {−I}, {1}};

e2 = {{−1}, {0}, {1}};e2 = {{−1}, {0}, {1}};e2 = {{−1}, {0}, {1}};

e3 = {{−I}, {1}, {0}};e3 = {{−I}, {1}, {0}};e3 = {{−I}, {1}, {0}}; (*Con los autovalores y autovectores de R2 hemos definido los vectores bases*)

p1 = MatrixForm[e1.ConjugateTranspose[e1]];p1 = MatrixForm[e1.ConjugateTranspose[e1]];p1 = MatrixForm[e1.ConjugateTranspose[e1]];

p2 = MatrixForm[e2.ConjugateTranspose[e2]];p2 = MatrixForm[e2.ConjugateTranspose[e2]];p2 = MatrixForm[e2.ConjugateTranspose[e2]];

p3 = MatrixForm[e3.ConjugateTranspose[e3]];p3 = MatrixForm[e3.ConjugateTranspose[e3]];p3 = MatrixForm[e3.ConjugateTranspose[e3]]; (* Cada producto definine los proyectores P1, P2, P3

respectivamente *)

R = Sqrt[4] ∗ {{1, I, 1}, {−I, 1,−I}, {1, I, 1}}+R = Sqrt[4] ∗ {{1, I, 1}, {−I, 1,−I}, {1, I, 1}}+R = Sqrt[4] ∗ {{1, I, 1}, {−I, 1,−I}, {1, I, 1}}+ Sqrt[1] ∗ {{1, 0,−1}, {0, 0, 0}, {−1, 0, 1}}+Sqrt[1] ∗ {{1, 0,−1}, {0, 0, 0}, {−1, 0, 1}}+Sqrt[1] ∗ {{1, 0,−1}, {0, 0, 0}, {−1, 0, 1}}+

Sqrt[1] ∗ {{1,−I, 0}, {I, 1, 0}, {0, 0, 0}};Sqrt[1] ∗ {{1,−I, 0}, {I, 1, 0}, {0, 0, 0}};Sqrt[1] ∗ {{1,−I, 0}, {I, 1, 0}, {0, 0, 0}};

(* Es la forma de definir el cálculo de la raiz cuadrada

de la matriz R*)

Rin = Inverse[R];Rin = Inverse[R];Rin = Inverse[R]; (*Calcula la inversa de la matŕız R, se ha definido como Rin. *)

U = A.Rin;U = A.Rin;U = A.Rin; (*Este producto permite encontrar la matriz unitaria U de la descomposición polar*)

MatrixForm[U.R];MatrixForm[U.R];MatrixForm[U.R]; (*Definimos el producto entre U y R que permite demostrar que el resultado

es la matŕız inicial A*).

F.2. Operadores de permutación en las matrices de masa

En el cápitulo 3 trabajamos con los ceros de textura y se analizó que el número máximo de ceros

de textura que se puede lograr en una matŕız de masa hermı́tica es tres y mediante los operadores

de conmutación se pudo encontrar seis formas diferentes de distribuir los ceros de textura en las

matrices de masa en los casos estudiados en las secciones 3.1 y 3.2. A continuación compartimos

la forma de estructurar los operadores de conmutación en el software Mathematica.

(*Definimos los operadores de proyección de la siguiente manera*)

P1 = {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}};P1 = {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}};P1 = {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}};

P2 = {{1, 0, 0}, {0, 0, 1}, {0, 1, 0}};P2 = {{1, 0, 0}, {0, 0, 1}, {0, 1, 0}};P2 = {{1, 0, 0}, {0, 0, 1}, {0, 1, 0}};

F.2. OPERADORES DE PERMUTACIÓN EN LAS MATRICES DE MASA



APÉNDICE F. CÁLCULOS EN WOLFRAM MATHEMATICA. 58

P3 = {{0, 0, 1}, {0, 1, 0}, {1, 0, 0}};P3 = {{0, 0, 1}, {0, 1, 0}, {1, 0, 0}};P3 = {{0, 0, 1}, {0, 1, 0}, {1, 0, 0}};

P4 = {{0, 1, 0}, {1, 0, 0}, {0, 0, 1}};P4 = {{0, 1, 0}, {1, 0, 0}, {0, 0, 1}};P4 = {{0, 1, 0}, {1, 0, 0}, {0, 0, 1}};

P5 = {{0, 0, 1}, {1, 0, 0}, {0, 1, 0}};P5 = {{0, 0, 1}, {1, 0, 0}, {0, 1, 0}};P5 = {{0, 0, 1}, {1, 0, 0}, {0, 1, 0}};

P6 = {{0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {1, 0, 0}};P6 = {{0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {1, 0, 0}};P6 = {{0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {1, 0, 0}};

MatrixForm;MatrixForm;MatrixForm; (*Para visualizar en forma de matŕız cada uno de los operadores de proyección*)

En forma de ejemplo, podemos usar el caso 3.1 con dos ceros de textura en la diagonal .

M = {{0, ξq, 0}, {ξq, 0, βq}, {0, βq, αq}};M = {{0, ξq, 0}, {ξq, 0, βq}, {0, βq, αq}};M = {{0, ξq, 0}, {ξq, 0, βq}, {0, βq, αq}}; (* Definimos la matriz de masa M *)

(* A continuación definimos los productos de cada operador de proyección aplicados

a la matriz de masa M *).

MatrixForm[P1.M.Transpose[P1]]MatrixForm[P1.M.Transpose[P1]]MatrixForm[P1.M.Transpose[P1]]

MatrixForm[P2.M.Transpose[P2]]MatrixForm[P2.M.Transpose[P2]]MatrixForm[P2.M.Transpose[P2]]

MatrixForm[P3.M.Transpose[P3]]MatrixForm[P3.M.Transpose[P3]]MatrixForm[P3.M.Transpose[P3]]

MatrixForm[P4.M.Transpose[P4]]MatrixForm[P4.M.Transpose[P4]]MatrixForm[P4.M.Transpose[P4]]

MatrixForm[P5.M.Transpose[P5]]MatrixForm[P5.M.Transpose[P5]]MatrixForm[P5.M.Transpose[P5]]

MatrixForm[P6.M.Transpose[P6]]MatrixForm[P6.M.Transpose[P6]]MatrixForm[P6.M.Transpose[P6]]

(*Cada producto se puede ver en forma de matriz con la función “MatrixForm”.*)

(*El programa mostrará los seis proyectores para el primer caso.*)


0 ξq 0

ξq 0 βq

0 βq αq




0 0 ξq

0 αq βq

ξq βq 0




αq βq 0

βq 0 ξq

0 ξq 0




0 ξq βq

ξq 0 0

βq 0 αq




αq 0 βq

0 0 ξq

βq ξq 0




0 βq ξq

βq αq 0

ξq 0 0


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F.3. Las matrices Mq y U

En el cápitulo 3 trabajamos con las matŕız de masa (3.7) y la matŕız unitaria (3.9). Haciendo
uso del software vamos a cosntruir la matriz Mq y la vamos a diagonalizar con la matriz U de la
que demostraremos su caracter unitario.

F.3.1. Construcción de la matriz Mq

Para construir la matŕız (3.7) debemos cosiderar los valores definidos en (3.10), Por lo tanto:

γq = λ1q + λ2q + λ3q− αq;γq = λ1q + λ2q + λ3q− αq;γq = λ1q + λ2q + λ3q− αq;

βq = Sqrt[((αq− λ1q)(αq− λ2q)(λ3q− αq))/αq];βq = Sqrt[((αq− λ1q)(αq− λ2q)(λ3q− αq))/αq];βq = Sqrt[((αq− λ1q)(αq− λ2q)(λ3q− αq))/αq];

ξq = Sqrt[−λ1qλ2qλ3q/αq];ξq = Sqrt[−λ1qλ2qλ3q/αq];ξq = Sqrt[−λ1qλ2qλ3q/αq]; (*Se define el valor para cada parámetro de entrada de la matriz Mq *)

Mq = {{0, ξq, 0}, {ξq, γq, βq}, {0, βq, αq}};Mq = {{0, ξq, 0}, {ξq, γq, βq}, {0, βq, αq}};Mq = {{0, ξq, 0}, {ξq, γq, βq}, {0, βq, αq}}; (*Definimos la matŕız Mq *)

MatrixForm[Mq];MatrixForm[Mq];MatrixForm[Mq]; (*nos permite observar a Mq en forma de matŕız *)

El programa entregara el siguiente resultado:


0

√
−λ1qλ2qλ3q

αq
0√

−λ1qλ2qλ3q
αq

−αq + λ1q + λ2q + λ3q
√

(αq−λ1q)(αq−λ2q)(λ3q−αq)
αq

0
√

(αq−λ1q)(αq−λ2q)(λ3q−αq)
αq

αq



F.3.2. Construcción de la matriz U

Una vez construida la matriz Mq el siguiente paso es diagonalizarla calculando sus autovalores y

autovectores teniendo en cuenta las condiciones (3.11), (3.12) y (3.13), para lograr que el software

tenga en cuenta dichas condiciones en los cálculos escribimos los siguientes comandos :

Eigenvalues[Mq,Assumptions{Element[γq,Reals],Element[βq,Reals],Element[ξq,Reals], αq > 0}];Eigenvalues[Mq,Assumptions{Element[γq,Reals],Element[βq,Reals],Element[ξq,Reals], αq > 0}];Eigenvalues[Mq,Assumptions{Element[γq,Reals],Element[βq,Reals],Element[ξq,Reals], αq > 0}];

Eigenvectors[Mq,Assumptions{Element[γq,Reals],Element[βq,Reals],Element[ξq,Reals], αq > 0}];Eigenvectors[Mq,Assumptions{Element[γq,Reals],Element[βq,Reals],Element[ξq,Reals], αq > 0}];Eigenvectors[Mq,Assumptions{Element[γq,Reals],Element[βq,Reals],Element[ξq,Reals], αq > 0}];

Una vez obtenido los autovalores y autovectores podemos construir la matŕız unitaria U.

El programa arroja el siguiente resultado:
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
eiα1|λ3q|

√
λ2qλ3q(αq−λ1q)

αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)
λ3q

eiα2|λ2q|
√

λ1qλ3q(λ2q−αq)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

λ2q

√
λ1qλ2q(αq−λ3q)

αq(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

−
eiα1|λ2q|

√
λ1q(λ1q−αq)

(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)
λ2q

eiα2
√

λ2q(αq−λ2q)
(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

|λ3q|
√

λ3q(λ3q−αq)
(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

λ3q

eiα1|λ2q|
√

λ1q(αq−λ2q)(αq−λ3q)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)

λ2q
−
eiα2|λ3q|

√
λ2q(αq−λ1q)(λ3q−αq)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

λ3q

√
λ3q(αq−λ1q)(αq−λ2q)
αq(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)


El resultado anterior es la matŕız (3.9) que nos permite diagonalizar la matŕız de masa Mq.

F.3.3. Diagonalizacion de la matriz Mq

Diagonalizar Mq no es mas que resolver el producto U †qMqUq. Para ello escribimos los siguientes

comandos en el software:

MatrixForm[MatrixForm[MatrixForm[

FullSimplify[Ud.Mq.U,FullSimplify[Ud.Mq.U,FullSimplify[Ud.Mq.U,

Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals],Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals],Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals],

Element[αq,Reals]Element[α1,Reals],Element[α2,Reals], λ1q > 0, λ2q < 0, λ3q > 0, λ1q < Abs[λ2q],Element[αq,Reals]Element[α1,Reals],Element[α2,Reals], λ1q > 0, λ2q < 0, λ3q > 0, λ1q < Abs[λ2q],Element[αq,Reals]Element[α1,Reals],Element[α2,Reals], λ1q > 0, λ2q < 0, λ3q > 0, λ1q < Abs[λ2q],

Abs[λ2q] < λ3q, λ1q < αq < λ3q}]]Abs[λ2q] < λ3q, λ1q < αq < λ3q}]]Abs[λ2q] < λ3q, λ1q < αq < λ3q}]]

*(La anterior estructura nos ayuda a realizar el producto de matrices teniendo en cuenta

las condiciones para los parametros que compone cada una de las matrices.)*

El programa debe entregar el siguiente resultado:


λ1q 0 0

0 λ2q 0

0 0 λ3q



F.3.4. Comprobación numérica de la matriz Mq y la matriz unitaria
Uq

Podemos hacer una comprobación de que la matriz U es unitaria y que diagonaliza la matriz
Mq tomando valores albitrarios para los autovalores sugetos a las condiciones 3.11,3.12 y 3.11 y
comprobar que al diagonalizar dichos autovalores estarán en la diagonal.
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CASO1

En este caso λ1q < 0. Si tenemos en cuenta que las matrices Mq y U ya estan definidas, en el

software establecemos las siguientes condiciones :

λ1q = −3;λ1q = −3;λ1q = −3;

λ2q = 6;λ2q = 6;λ2q = 6;

λ3q = 9;λ3q = 9;λ3q = 9;

αq = 7;αq = 7;αq = 7;

α1 = 1;α1 = 1;α1 = 1;

α2 = 2;α2 = 2;α2 = 2; (*Damos valores a los parámetros en donde el primer autovalor se ha definido negativo*)

FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[Ud].U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[Ud].U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[Ud].U ],

Assumptions->{Element[α1,Reals],Element[α2,Reals],Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Assumptions->{Element[α1,Reals],Element[α2,Reals],Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Assumptions->{Element[α1,Reals],Element[α2,Reals],Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],

Element[λ3q,Reals], λ1q < 0, λ2q > 0, λ3q > 0,Abs[λ1q] < λ2q, λ2q < λ3q, λ2q < αq < λ3q}]];Element[λ3q,Reals], λ1q < 0, λ2q > 0, λ3q > 0,Abs[λ1q] < λ2q, λ2q < λ3q, λ2q < αq < λ3q}]];Element[λ3q,Reals], λ1q < 0, λ2q > 0, λ3q > 0,Abs[λ1q] < λ2q, λ2q < λ3q, λ2q < αq < λ3q}]];

(* Se utiliza las funciones: MatrixFormMatrixFormMatrixForm sobre el producto UdUdUd.UUU, para obtener el resultado en forma

de matriz y sobre ella aplicamos PowerExpandPowerExpandPowerExpand para que expandir todos los terminos del producto

de las matrcices. Finalmente aplicamos FullSimplifyFullSimplifyFullSimplify, para simplificar al maximo la expresión.

El comando AssumptionsAssumptionsAssumptions permite establecer las condiciones para los parámetros.

FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[U ].Mq.U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[U ].Mq.U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[U ].Mq.U ],

Assumptions->{Element[α1,Reals],Element[α2,Reals],Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Assumptions->{Element[α1,Reals],Element[α2,Reals],Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Assumptions->{Element[α1,Reals],Element[α2,Reals],Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],

Element[λ3q,Reals], λ1q < 0, λ2q > 0, λ3q > 0,Abs[λ1q] < λ2q, λ2q < λ3q, λ2q < αq < λ3q}]]Element[λ3q,Reals], λ1q < 0, λ2q > 0, λ3q > 0,Abs[λ1q] < λ2q, λ2q < λ3q, λ2q < αq < λ3q}]]Element[λ3q,Reals], λ1q < 0, λ2q > 0, λ3q > 0,Abs[λ1q] < λ2q, λ2q < λ3q, λ2q < αq < λ3q}]]

(*En este caso aplicamos las mimas condiciones en el producto de U †qMqUq*)

(*El programa entregará para los productos U †q .Uq y U †q .Mq.Uq los siguiuentes resultados

respectivamente:*)


1 0 0

0 1 0

0 0 1



−3 0 0

0 6 0

0 0 9


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CASO2

De la misma manera que el caso anterior, definimos las condiciones para los productos con la

diferencia que el autovalor negetivo ahora será λ2q.

λ1q = 3;λ1q = 3;λ1q = 3;

λ2q = −4;λ2q = −4;λ2q = −4;

λ3q = 9;λ3q = 9;λ3q = 9;

αq = 7;αq = 7;αq = 7;

FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[Ud].U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[Ud].U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[Ud].U ],

Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q < 0,Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q < 0,Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q < 0,

λ3q > 0, λ1q < Abs[λ2q],Abs[λ2q] < λ3q, λ1q < αq < λ3q}]];λ3q > 0, λ1q < Abs[λ2q],Abs[λ2q] < λ3q, λ1q < αq < λ3q}]];λ3q > 0, λ1q < Abs[λ2q],Abs[λ2q] < λ3q, λ1q < αq < λ3q}]];

FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[U ].Mq.U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[U ].Mq.U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[U ].Mq.U ],

Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q < 0,Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q < 0,Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q < 0,

λ3q > 0, λ1q < Abs[λ2q],Abs[λ2q] < λ3q, λ1q < αq < λ3q}]]λ3q > 0, λ1q < Abs[λ2q],Abs[λ2q] < λ3q, λ1q < αq < λ3q}]]λ3q > 0, λ1q < Abs[λ2q],Abs[λ2q] < λ3q, λ1q < αq < λ3q}]]

(* El programa nos entrega los siguientes resultados *)


1 0 0

0 1 0

0 0 1




3 0 0

0 −4 0

0 0 9



CASO3

Siguinedo la misma estrcutura del código damos valores alvitrarios a los autovalores teniendo

en cuenta la tercera condición , en donde el auntovalor negativo es λ3q.

λ1q = 6;λ1q = 6;λ1q = 6;

λ2q = 10;λ2q = 10;λ2q = 10;

λ3q = −12;λ3q = −12;λ3q = −12;

αq = 7;αq = 7;αq = 7;

FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[Ud].U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[Ud].U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[Ud].U ],

Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q > 0, λ3q < 0,Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q > 0, λ3q < 0,Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q > 0, λ3q < 0,
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APÉNDICE F. CÁLCULOS EN WOLFRAM MATHEMATICA. 63

λ1q < λ2q, λ2q < Abs[λ3q], λ1q < αq < λ2q}]]λ1q < λ2q, λ2q < Abs[λ3q], λ1q < αq < λ2q}]]λ1q < λ2q, λ2q < Abs[λ3q], λ1q < αq < λ2q}]]

FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[U ].Mq.U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[U ].Mq.U ],FullSimplify[PowerExpand[MatrixForm[ConjugateTranspose[U ].Mq.U ],

Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q > 0, λ3q < 0,Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q > 0, λ3q < 0,Assumptions->{Element[λ1q,Reals],Element[λ2q,Reals],Element[λ3q,Reals], λ1q > 0, λ2q > 0, λ3q < 0,

λ1q < λ2q, λ2q < Abs[λ3q], λ1q < αq < λ2q}]]λ1q < λ2q, λ2q < Abs[λ3q], λ1q < αq < λ2q}]]λ1q < λ2q, λ2q < Abs[λ3q], λ1q < αq < λ2q}]]

(* El programa nos entrega los siguientes resultados *)


1 0 0

0 1 0

0 0 1




6 0 0

0 10 0

0 0 −12


(*De esta manera hemos demostrado la veracidad de los análisis para las matrices

con la que hemos trabajado*)

F.3. LAS MATRICES MQ Y U



Bibliograf́ıa

[1] G. C. Branco, D. Emmanuel-Costa and R. Gonzalez Felipe, -Texture zeros and weak basis trans-
formations, Phys. Lett. B 477 (2000), 147-155 doi:10.1016/S0370-2693(00)00193-3 [arXiv:hep-
ph/9911418 [hep-ph]].

[2] Branco, G. C., Emmanuel-Costa, D., Felipe, R. G., - Serôdio, H. (2009). Weak basis transfor-
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