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BEC ESPINORIALES Y SEPARACION DE FASES

Resumen

Este trabajo presenta un estudio detallado del fenomeno de la separacion de fases en un con-
densado de Bose-Einstein espinorial confinado en una red optica bidimensional. Las com-
ponentes del condensado pueden encontrarse en dos posibles estados hiperfinos con proyec-
ciones de espin +1 y —1. Para modelar el sistema, se propone un potencial de interaccion
de contacto, el cual estd completamente determinado mediante la longitud de dispersion de
onda s. Utilizando el esquema de campo medio a temperatura cero, el gas se describe me-
diante la ecuacion de Gross-Pitaevskii. Para resolver esta ecuacion, se emplearon métodos
numéricos como la evolucion en tiempo imaginario y el método de Runge-Kutta de cuarto
orden, lo que permite encontrar el estado estacionario del sistema. Una vez encontrado, este
estado fue caracterizado como un estado de mezcla o un estado de separacion mediante la

magnetizacion del sistema.

El principal resultado de este estudio es la caracterizacion de la naturaleza del condensado
en dependencia del dtomo del que este hecho. Se encontro que la naturaleza de un conden-
sado de **Na es estado de mezcla, mientras que un condensado hecho de dtomos de AR L

0 8"Rb, es estado de separacion.

Palabras claves: Condensado de Bose-Einstein, Separacion de fase, Ferromagnético, Polar.
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SPINORIAL BEC AND PHASE SEPARATION

Abstract

This work presents a detailed study of the phase separation phenomenon in a spinor Bose-
Einstein condensate confined in a two-dimensional optical lattice. The components of the
condensate can be found in two possible hyperfine states with spin projections of +1 and —1.
To model the system, a contact interaction potential is proposed, which is fully determined
by the scattering length s. Using the mean-field approach at zero temperature, the gas is des-
cribed by the Gross-Pitaevskii equation. To solve this equation, numerical methods such as
imaginary time evolution and the fourth-order Runge-Kutta method were employed, allowing
for the determination of the system’s steady-state. Once found, this state was characterized

as either a mixed state or a separated state through the system’s magnetization.
The main result of this study is the characterization of the nature of the condensate depen-
ding on the atom from which it is made. It was found that the nature of a >>Na condensate is

a mixed state, while a condensate made of 'K, "Li or 3 atomsRb, is a state of separation.

keywords: Bose-Einstein condensate, Phase separation, Ferromagnetic, Polar.
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dada una condicion inicial, al reemplazar ¢ por —i7 en

la ecuacion diferencial.
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Capitulo 1

Introduccion

El problema abordado en este trabajo representa un avance significativo en el campo de la
materia ultrafria, dado el amplio interés actual en el estudio de gases atémicos diluidos con-
finados, como se demuestra en el experimento de Stamper-Kurn et al. (1998). En las trampas
magnéticas convencionales, los espines de los d&tomos alcalinos estdn congelados, lo que ha-
ce que, aunque estos 4tomos posean espines, se comporten como particulas escalares. Sin
embargo, en una trampa Optica, los espines de los 4tomos alcalinos son esencialmente libres,
permitiendo manifestar la naturaleza espinorial del condensado de Bose alcalino, como se

destaca en el trabajo de (Ho y Shenoy, 1996).

Debido a la amplia gama de espines hiperfinos de los bosones y a que la interaccién atémica
depende del espin, estos subestados magnéticos pueden cambiar durante un evento de disper-
sion. Por lo tanto, resulta de gran interés investigar como se organizan los espines en el estado
fundamental y explorar la dindmica de mezcla de espines en un condensado de Bose-Einstein
(BEC) atrapado opticamente. Por otro lado, los sistemas de materia ultrafria, particularmen-
te los condensados de Bose-Einstein, han sido reconocidos durante casi dos décadas como
simuladores cudnticos de la materia Gross y Bloch (2017a). Esta identificacion se debe al pa-
ralelismo entre los condensados atrapados en redes Opticas periddicas (o cristales de luz) y su
contraparte en el estado so6lido, donde los electrones se mueven en redes cristalinas (Morsch
y Oberthaler, 2006). La versatilidad de los gases atomicos ultrafrios como sistemas andlogos
a los del estado solido radica en gran medida en la capacidad de controlar la dimensionalidad
y los campos externos que influyen en su dindmica. Ademds, es posible regular las interac-
ciones entre pares de dtomos mediante la resonancia de Feshbach (Tojo et al., 2010; Peil et

al., 2003).

El propdsito de este trabajo es caracterizar la naturaleza de un condensado espinorial en de-

pendencia del d&tomo que lo conforma, mediante la observable denominada magnetizacion.

14



Capitulo 1: Introduccion 15

Se analiza el estado estacionario de condensados formados por gases compuesto por &tomos
de 8"Rb, *Na, 'K o "Li, en dos estados hiperfinos con proyeccién de espin +1y —1, con-
finados en una red Optica bidimensional. En este estudio, se supone que la naturaleza de un
condensado de espin 1 depende fundamentalmente del signo de la diferencia entre las longi-
tudes de dispersion de las ondas s. Estas longitudes de dispersion se extrajeron previamente
(Kawaguchi y Ueda, 2012; Stamper-Kurn y Ueda, 2013).

Para alcanzar el objetivo planteado, la descripcion del gas espinorial se realizard dentro del
esquema de campo medio a temperatura cero, considerando que las interacciones ocurren
entre pares de particulas. Estas consideraciones permiten describir el gas espinorial a través
de la ecuacién de Gross-Pitaevskii (GP). Esta ecuacion, bien conocida en la literatura, des-
cribe un condensado de Bose con interacciones débiles a temperatura cero. En el transcurso
de este trabajo, se podrad apreciar que debido a la naturaleza no lineal de la ecuacion de
Gross-Pitaevskii (GP), su resolucién inicamente es factible de manera numérica. Aunque es-
te aspecto posee un caricter técnico, también desempefiard un papel destacado en el avance

y desarrollo del estudio.

Este trabajo estd organizado en ocho capitulos. En los capitulos 2 y 3 se presenta el plantea-
miento del problema, destacando que el objetivo principal de esta investigacion es estudiar la
influencia de las longitudes de dispersion de onda s en la separacion de fases. Para ello, se rea-
lizardn simulaciones numéricas resolviendo la ecuacion de Gross-Pitaevskii, con el propésito

de determinar el estado estacionario del sistema.

En el capitulo 4, se estudia el formalismo de la segunda cuantizacion, enfocdndose en la des-
cripcidn tedrica del Hamiltoniano de muchas particulas, tanto en primera como en segunda
cuantizacion, especialmente para el caso de los bosones. Se examina el Hamiltoniano en se-
gunda cuantizacion, el cual describe un sistema de muchos cuerpos con interacciones entre
pares de particulas. Como antecedente, se puede consultar el anexo (A), donde se explica
brevemente la condensacion de Bose-Einstein de un gas ideal. Posteriormente, en el mismo
capitulo, se presenta el estudio de la dispersion a bajas energias, introducido como interaccio-

nes efectivas y longitud de dispersion. Este analisis lleva a la conclusion de que en el limite
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de bajas energias, la longitud de dispersion de onda s contiene toda la informacién relevante
sobre la colision entre pares. Este hecho sienta las bases para derivar un Hamiltoniano de
muchos cuerpos en segunda cuantizacion, en el cual el término de interaccién se representa
mediante un potencial de contacto, cuyo coeficiente es proporcional a la longitud de disper-

sion de onda s.

En el capitulo 5, una vez obtenido el Hamiltoniano correspondiente, se procede a deducir la
ecuacion de Gross-Pitaevskii sin considerar el espin de las particulas. Este procedimiento se
lleva a cabo en el esquema de Heisenberg, con la aproximacién de que a temperatura cero
el sistema se encuentra en su estado fundamental. Es importante destacar que este estado
representa la base del sistema con interacciones, consideradas dentro del marco de la aproxi-
macioén de campo medio. Por lo tanto, se afirma que la ecuacién GP describe un condensado
de Bose con interacciones débiles a 17" = 0. Partiendo de la ecuacion de GP obtenida, se in-
corporan efectos del espin. Con estas nuevas consideraciones, se presenta la deduccion de las
ecuaciones acopladas que describen un condensado de Bose espinorial a temperatura cero,
teniendo en cuenta que se trabajara con un gases de 4tomos de 8"Rb, 2*Na, *'K o "Li en dos

estados hiperfinos con proyeccién de espin +1y —1.

En el capitulo 6, se detallan los métodos numéricos' que se emplearon para resolver el sistema
de ecuaciones derivado en el capitulo 5. Se inicia con un analisis sobre como varian las cons-
tantes de interaccion del sistema al trabajar en una red dptica bidimensional. Posteriormente,
se lleva a cabo la adimensionalizacion del conjunto de ecuaciones y se proporcionan los valo-
res numéricos necesarios para obtener el estado estacionario del sistema. En el capitulo 7, se
exponen los resultados obtenidos de las simulaciones, donde se observa la caracterizacion de
los 4tomos. Finalmente, en el capitulo 8 se presentan las conclusiones derivadas del presente

trabajo.

1Se presenta la descripcién de las herramientas numéricas que serdn empleadas en la resolucién de las
ecuaciones acopladas no lineales. Dichas herramientas incluyen el método de evolucién en tiempo imaginario
y el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Ademas, se proporciona una breve descripcion del método de
célculo paralelo utilizando CUDA, la cual puede ser revisada en el anexo (D).



Capitulo 2
Planteamiento del Problema

La separacion de fases es un tema muy relevante en la actualidad ya que permite hacer predic-
ciones detalladas sobre la naturaleza del estado fundamental de condensado de Bose-Einstein
L. Chen et al. (1998), es decir que permite hacer una clasificaciéon conociendo las longitudes
de dispersion de ondas s. En consecuencia, es interesante ver como se organizan los espines
en el estado fundamental y explorar la naturaleza de la dindmica de mezcla de espines en un

condensado de Bose-Einstein atrapado dpticamente.

En particular, en este trabajo de investigacion se quiere describir diferentes aspectos que jue-
gan un papel importante en la separacion de fases de un sistema cudntico. En este estudio
se va a realizar en un condensado Bose-Einstein espinorial, ya que desde el punto de vista
experimental dicho sistema es altamente controlable, por lo cual los condensados son cono-
cidos como simuladores cudnticos Gross y Bloch (2017b). Dado el alto control que se tiene
sobre el condensado se puede modificar el comportamiento del mismo, es decir, puede pasar
de estados miscibles e inmiscibles como se da en el articulo Papp et al. (2008), que utiliza
la resonancia de Feshbach de campo magnético (Tojo et al., 2010; Peil et al., 2003). En con-
creto este trabajo de investigacion lleva a cabo un estudio detallado sobre la naturaleza de
condensados espinoriales de diferentes atomos, los cuales pueden clasificarse en tres tipos:

“Ferromagnético (F)”, “Polar (P)”, o “Ciclico (C)”(Ho, 1998).

Esta investigacion estd a la vanguardia en la comprension de la separacion de fases controla-
ble en condensados de Bose-Einstein espinoriales, ya sea entre especies de atomos diferentes
o de la misma especie, lo que radica en las muchas preguntas que ain deben responderse. En

particular, el objetivo de la investigacion es responder a la siguiente pregunta clave:

(Cuales son los enfoques tedricos que permiten obtener una comprension més profunda de la

separacion de fases en condensados de Bose-Einstein espinoriales?

17



Capitulo 3

Objetivos

3.1. Objetivo general

Estudiar el fendmeno de separacion de fases en un condensado de Bose-Einstein espinorial.

3.2. Objetivos especificos

Para lograr este objetivo general se proponen los siguientes objetivos especificos:

1. Estudiar desde el punto de vista de la cudntica como se tratan los sistemas de muchos

Cuerpos.
2. Deducir la ecuacion que describe un condensado de Bose-Einstein espinorial.

3. Acondicionar un c6digo que resuelva las ecuaciones acopladas de Gross-Pitaevskii que

describen el sistema.
4. Usar la magnetizaciéon como observable para caracterizar la separacion de fase.
5. Estudiar la separacion de fase del estado estacionario del sistema.

6. Caracterizar la naturaleza de un condensado de atomos de rubidio.

18



Capitulo 4

Marco referencial

4.1. Formalismo de la Segunda Cuantizacion

En esta seccidn, se inicia la discusion reformulando la ecuacién de Schrodinger, abordan-
do asi un problema de muchos cuerpos no relativista. Se consideran N dtomos o particulas
idénticas, todas con la misma masa. Se introduce un término de interaccion y se incorpora un
potencial de confinamiento, suponiendo que se presenta en un recipiente de paredes rigidas

con un volumen V' (Cohen-Tannoudji, Diu, y Lalog, 2019).

El Hamiltoniano asociado a este sistema adopta la siguiente forma:

1 .
+ 5Zu(r,-j), (4.1)

1<j

~ D
P. ~

. ‘/er Az’
2m + t(r)

N
=y

donde f’i denota el operador momentum, m representa la masa, th(f'i) es el potencial de

confinamiento, y u(T;;) es el potencial de interaccién. Es relevante sefialar que el potencial
de interaccion varia en funcién de la distancia entre los d&tomos. No obstante, se supondra
que el potencial de interaccion depende unicamente de la distancia entre las particulas ¢, 7,
es decir, V(|r; — rj|) = u(r;;) = V(Jr —r'|) = ¢é(|r — r’|). Este aspecto se abordard mas
detalladamente en la seccion (4.2). La ecuaciéon de Schrédinger dependiente del tiempo se

exXpresa Como:

m%w(t)) = H|U(t)), con |¥(0)) dado. (4.2)

Se define la funcién de onda para los N dtomos de la siguiente manera:

\I’l(rlvr%' . 7TNat) = <7’1,T2, <N |\Ij(t)>’ (43)

conr; = (r;,x;) V @ = 1,2,3,..., N, donde r; indica la posicién en el espacio y x;

19



4.1 Formalismo de la Segunda Cuantizacion 20

representa la componente de espin de la particula 7. La ecuacion de Schrodinger aplicada a la

funcién ¥ (rq, 79, ..., 7y, t) se expresa de la siguiente manera:
e, -
zhE\I/(rl, Toy .oy Ty t) = HU(ry,re, ... 7N, T). (4.4)

Ahora se propone que la funcién de onda sea una superposicion de funciones, utilizando la

base del gas ideal de bosones, expresada de la siguiente manera:

\If(Tl, r2,..., TN, t) = Z C{n/}(t)q){n/}(Tl, To,... ,T'N), (45)

{n'}
donde la funcién de onda W(rq, 7o, ..., 7y, t) se expresa como la suma sobre todos los nime-
ros de ocupacién que sumen N, multiplicada por las ®(r1,79,...,7y) correspondientes a

esos nimeros de ocupacion, y adicionalmente multiplicada por un coeficiente C,y ().

Base de gas ideal de Bosones

Es una funcién simétrica ante el intercambio de cualquier par (7;,7;), y se expresa de la

siguiente manera:

In4! |
By (r1,72, .. TN) = ,/W 3" Galr)ds(ra) ... 0, (rn),  (46)

perm

z . , Inq! ! . . ., ., .
el término de la raiz, |/ #0*L=">= constituye la normalizacion de la expresion. La etiqueta
{n} = (no,n1,...,Nay-..,Ng, ..., Ny, ..., N ) representa el nimero de ocupacién de todos
los valores de las etiquetas ny. Cada etiqueta se corresponde con los cuatro nimeros cudnticos

de los estados de un atomo, donde ny, indica el nimero de atomos en el estado £ de un atomo,

conk = (k,0);

2
k=" (M,, M,, M,) con My, M,,M, €72,
L (4.7)

oc=—-8—-s—1,...,s—1,s,

donde £ representa los cuatro niimeros cudnticos y las funciones ¢, estan definidas por:

op(r) = —=e™"(x | o), (4.8)

NG



4.1 Formalismo de la Segunda Cuantizacion 21

donde el término ¢™** denota una funcién de onda con condiciones periddicas en la frontera,
y (x | o) representa el traslape entre el estado o y el estado x. Aqui, ¢, representa una base

completa y ortonormal, lo que implica que satisface la siguiente relacion:

/dgrﬁ(r)%' (r) = Okp- (4.9)

Ademads, por supuesto, se cuenta con la siguiente expresion:

> m =N, (4.10)
k=0
lo cual es vélido, dado que se considera un conjunto de N bosones. El simbolo Zperm, enla

ecuacion (4.6), denota la suma sobre todas las permutaciones de indices distintos, con n;, # 0
en el conjunto {n}. Para ilustrar, consideremos un escenario con tres particulas (N = 3),
donde todas las n, = 0 para k # «, k # Sy a # (. En este caso, la funcion de onda ® se

expresa de la siguiente manera:

/na'n
P ino=2n5=1} (r1,72,73) — Z Ga(r1)Pa(r2)9s(rs),

perm

= \/7 [0a(11)da(r2)d5(r3) + ¢3(r1)¢a(r2)Ps(rs)
+0a(r1)9s(r2)¢a(rs)]

= \/g [0a(r1)@a(r2)dp(rs) + ¢5(r1)¢a(ra)s(rs)
+0a(r1)9(r2) ¢al(rs)]

entonces,

CI){na:Q,nﬁ:u(?’b7”2, 7’3) I\/g [%(7’1)%(7”2)(?5(7”3) + ¢5(7”1)<Z5a(7’2)¢5(7’3)
+0a(r1)dp(r2)da(rs)] -

4.11)

En esta expresion, el factor \/g indica el inverso del niimero total de permutaciones posibles.
Es fundamental destacar que solo se contemplan las permutaciones entre indices distintos,

puesto que las permutaciones entre indices idénticos no tienen relevancia.
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Mecanica cuantica de muchos cuerpos y la Primera Cuantizacion

Teniendo en cuenta los elementos de la base de gas ideal de bosones descritos anteriormen-
te, el objetivo consiste en determinar la ecuacién que satisfaga los coeficientes C,,(t). Para

lograrlo, al sustituir la ecuacion (4.5) en (4.4), se obtiene:

.0 .
ihes > Clany )@ (ri,ra, . ry) = HY  Coan( @ (rira, .. orn),  (4.12)

' )
Multiplicando ambos lados de la igualdad en la ecuacién (4.12) por su conjugado y llevando

a cabo la integracion, se obtiene:

para el lado izquierdo de la igualdad,
) .0
// .. ./drldrg e dry®*(r, e, 77“]\[)@71& Z Cy () @(r1, 79, ... TN), (4.13)

para el lado derecho de la igualdad,

//.../drldrg...dTNQ’En}(Tl,Tg,...,TN)I:IZC’{n/}(t)cb{n/}(rl,rg,...,TN). (4.14)
{n'}

Primero, abordemos la expresion (4.13). Al reorganizar los términos, se obtiene:

e, .
zhaZC{n/}(t) //.../drldm...drN<I>{n}(fr1,r2,...,TN)q){n/}(rl,rQ,...,rN)_
{n'}

(4.15)

Utilizando la relacién de ortonormalizacién dada por:

// . / dridrsy .. .drN(I)?n,}(rl, Ty TN) Py (P11, 72, - TN) = Ognd{n'ys (4.16)

la ecuacion (4.15) toma la siguiente forma:

~—

L0 .
Zhazc{n/}(t) //.../drldrg...dqu){n}(rl,rg,...,TN)(ID{n/}(rl,rg,...,rN
{n'} <

=0{n}{n}

.0
=iho > Cory ()8 mry-
'}
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Observando que la delta de Kronecker d{,,/}(n} restringe la sumatoria )/, , para {n'} = {n},

es decir:

0 )

por consiguiente, para el lado izquierdo se tiene:

(9

Centrandose en la expresion (4.14) y reordenando los términos, para el lado derecho se ob-

tiene:

Z//.../d?”ld’f’g...dT’N(I)?n}(Tl,TQ,...,T’N)Hq){n/}(rl,rg,...,TN)C{n/}(t), (418)
{n'}

utilizando la expresion H =T+ V,donde T representa la energia cinética y Vla energia

potencial de las interacciones entre dos 4tomos, se obtiene:

S [ [ dridrsdr®ig ) @ 4 D)y 1) 8
{n'}

= Z // e /drldrg o drn @Y (r, T, ,TN)TCD{n/}(rl, o, ..., "N)Crnry (t)
{n'}

+Z//.../drldrg...drNéfn}(Tl,rg,...,rN)V(I){n/}(rl,rg,...,TN)C'{n/}(t).
{n'}

(4.19)

Dado que la ecuacioén del lado izquierdo (4.17) es igual a la expresion del lado derecho (4.19),

se puede concluir que:

C{n} 2// /dT’ldT’Q .dT’N(I)?n}(T’l,T’Q,...,T’N)T(I){n/}(’f’l,Tg,...,TN)C{n/}(t)

+Z//.../d”f’ldT‘Q...d”f’N@?n}(Tl,Tg,...,TN)V@{n/}(Tl,TQ,...,TN)C{n/}(t),
{n’}

(4.20)
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en esta expresion, la energia cinética T se define como T = ZZ 1 2 , donde en la base

de coordenadas PZ- = —ihV,;, adquiere la forma = _ﬂ :

. Para el potencial de

N
-1
icj ulri) = 3 E E u(r;;), donde u(r;;) representa

=1 j=1
——
i#j
la interaccion entre cada par de particulas, contadas una vez, explicando asi el factor de 1/2.

interaccién V, toma la forma V' = >

La suma doble recorre los indices ¢ y j por separado, excluyendo el caso donde i es igual a

j. Al rescribir (4.20), obtenemos:

C{n} Z// /drldrg d?"N(I){n}(’I"l,’I’Q,..., )

_h2vy2
XZ 2@{n/}(’r‘l,’rg,...,TN)C{n/}(t)

i=1

—‘rZ// /d’l‘ldrg d’I’N(I){n}(’I’l,TQ,..., )X

{n/}

N
Xi ZZU(Tij)(I){n/}(Tl’TQ’ ey T’N)C{nr}(t).

i=1 j=1
——
i#j
Al aplicar el término del laplaciano V2 8222 + 5= ayz + 8822 a <I>{n/} (r1,rs,...,ryN)y considerar

la relacion (4.8) en (4.6), se obtiene que:

Vfé{n/}(rl,rg, ce ,’I"N) = —k?q){n/}(’l“l,’f‘g, N ,’f’N).

En resumen, podemos expresarlo de la siguiente manera:

C{TL} Z // /dT’ldT’Q dT’N(I){n}(’I“l, ro,...,T )><

_h2
XZ V (D{n/}(Tl,TQ,..., )) C{n/}( )

7]6 (b{n/}(rlz’r?: T )

+Z// /drldrg drN@{n}(rl,rg,..., N) X

1
3 Z Zu(ﬁ‘j)q’{n’}(rlv r2; -, "N)Coy (t),
i=1 j=1
i#]
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C{n} Z // /drldrg dTN(I){n}<T17 To,...,T )x

_hQ
X Z % (_k’?q){n’}(rlv To,... 7TN)> C{n/}(t)
=1

—{—Z//.../d’l“ld’l“g...d’l“Nq)?n}(’f’l,’l“g,...,’l“N)X
{n'}

N N
1
5 Z Z w(rig) Qg (ry, 72, T) Cpy (B),

i=1 j=1
~
i#]

C{n} Z // /drldTQ .dTNq)?n}(Tl, To,... ,TN) X
F2k2
x Z om Py (11,72, - ) Oy (8)
=1

+Z//.../drldrg...dqu)?n}(rl,rg,...,rN)x
{n'}

N N
1
x 5 Z Z u(rij)q){n’}(rlv T2,..- TN)C{”,}(t)'
i=1 j=1
H,j_/
i#£j

Para el primer término, la primera sumatoria y las integrales pueden reorganizarse dentro de
la otra sumatoria sin afectarlas, dado que no comparten indices iguales. Es decir, podemos

expresarlo de la siguiente manera:

h2k2
C{n} Z Z// /drldrg dTN(I){n}(T'l,TQ,...,TN)(I){HI}(’I”l,T'Q,...,TN)X
XC{n/}(t)—l-Z//.../d'f’ld'f’z...d?”N(I)?n}(Tl,TQ,...,TN)X

N N
Z Zu (13) @y (1,72, - 7N ) Cry (1),

i=1 j=1
N——
i#]

X

N | —

(4.21)
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utilizando la relacién de ortonormalizacién dada por la expresion (4.16), se obtiene:

A2

N
C{n} Z
=1

Z//.../d?”ldTQ...dT’N(I)?n}<T1,T2,...,T’N)(I){n/}(Tl,’f’g,...,’I”N)X
('} .

S{n/}n}

XC{n/}(t)—|—Z//.../dTldTQ...dTN@?n}(ThTQ,...,TN)X
{n'}

N N
Z Zu(rij)cb{n/}(rl, oy, N)Cry (1),

i=1 j=1
i#]

N ~
h2k
C{n} Z Z () 0y iny + Z// /drldrg drNCD{n}(rl,rQ, co o, TN)X
=

N N
Z Z T‘U @{n/} r1,T2,... ,’I“N)C{n/}(t),

i#]

X

L

{M.H

en el primer término de la igualdad, la delta de Kronecker d0y,}(,} restringe la sumatoria
> (n} Para {n'} = {n}. Se puede cambiar la suma ZZ]\LI por > 7~ . que asume la expresion

dada por (4.10). En otras palabras, la expresion anterior se reescribe de la siguiente manera:

k=0

;0 h2k’ .
C{n}():C{n}()Z%nk+Z//.../d'r'ldTQ...dTN@{n}(Tl,TQ,...,TN)X
{n'}

X

N N
ZZU rzg q){n’} M, ro,..., )C{n/}(t)
1=1 j=1
——
i#j

DO | =

(4.22)

Ahora, al emplear la ecuacién (4.6), el segundo término del lado derecho de la expresion

anterior adquiere la siguiente forma:
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N N

1
;//.../drldTQ...dqu)?n}(rlar%...;rN) X 5ZZU(TZ‘j)(I){n/}(Tl,TQ,...,T‘N

i=1 j=1

TLo"nl'

et S g (r)6h(r) - 6 (1) X

:Z//.../drldrg...dmv
x —ZZ w(rg\| = nolnl Z Par (11)Pp (12) - - - Py () Cpory (1),

11] 1 perm/

Z#J

1 nolnil. o nl .l Inglng! .. ng!
3 2 T Tt/ et

perm’ perm {n'}

S [ [ andn ettt utr o n)on )

21]1
z#]

es decir, este segundo término se expresa de la siguiente manera:

1 nolnil.oonll Inglng! .. ng!
S POPINELTES e

perm’ perm {n’}

S [ [ iy 0630 55wt )60

zljl

#J

)Cy (1)

¢7’ (TN)a

Gy (rN)-

(4.23)

Para abordar la expresion (4.23), que corresponde a la energia potencial de interaccidén, como

ejemplo particular se considera el caso en el que + = 3y j = 15, lo que implica que el po-

tencial se expresa como (73 15). En este contexto, las integrales respecto a drs y dry5 estin

asociadas al potencial de interaccion. Por otro lado, las integrales respecto a drdrs . .

.d?"N,

que no estan involucradas en el potencial, se integraran y, debido a la ortonormalizacion de

los estados, se reduciran a uno.

Dicho de otra manera, el tratamiento resulta en una integral doble con diferenciales drs y

dry5, donde el potencial u(rs315) queda “sandwichado” entre dos términos. Uno de ellos im-
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plica dos funciones ¢* conjugadas, mientras que el otro implica funciones ¢ sin conjugacién
multiplicadas por la constante C'(t). Es relevante destacar que las funciones ®,, incorporan
las funciones ¢y, cuya ecuacion se proporciona en la expresion (4.6). Es importante tener
en cuenta que la expresion (4.23) cuenta con {n} fija y con {n'}, que al variar se ajusta
para aquellas que van siendo diferentes de cero. En términos generales, podemos definir la

siguiente expresion:

R / / dridry by, (r) 6, (ryYulrig b (r)bua (). (424)

En el lado izquierdo de la igualdad, u(r;;) representa el operador @ en la base de las coorde-
nadas, que estd “sandwichado” entre funciones conjugadas y no conjugadas. Por otro lado,
en el lado derecho de la igualdad, se deben tener en cuenta los diferentes valores de k para

los cuales la integral es diferente de cero.

Se puede observar que el papel de k; y ko es crucial y pueden intercambiarse sin afectar el
resultado, dado que el operador u solo depende de la distancia. Es decir, intercambiar ¢ por
J no tiene efecto; esto se hace para simplificar el problema. De este andlisis surgen ocho
casos, los cuales dependen de los valores de cada par de k1, ks, k3 y k4. Por ejemplo, si todos
los valores son diferentes (k; # ko # k3 # k4), este seria un caso. Sin embargo, también
puede ocurrir que k; = ko y k3 = ky, entre otras combinaciones. Lo que determinard qué
término sobrevive es la doble integral. Por tanto, se pueden identificar ocho casos distintos

de interaccidn, segin las combinaciones posibles de los valores de los indices.

(kv kol ks, ka) = [ dridrjop (ri) o, (ry)u(rig) Gy (ri) dry ()
(ki, kol U ks, ks) = [[ drydr;oy, (ri)df, (15)u(rig)dry (1) drs (15) | v
=W, 4.25)
(kv kol @ ko, k) = [ dridri@y, (1) @k, (r5)u(rig) dn, (1) Pry ()
(ki kol 4 |k, ks) = [ drdrsoy, (ri)dF, (ry)u(ris) dn, (1) i ()

(ki kil @ lks, ka) = [[ dridr;d, (1), (r5)w(rig) G (1) dr (1)

(ki kil @ ks, ks) = [[ dridroy, (ri) g, (rj)ulrig)dns (ri) dm, (1) | _ Vs (426)
= Vo. .

(ky, k1| @ k1, ky) = ff dride¢Zl(Ti)¢Zl(Tj)u(rij)¢k3(7’i)¢k4(7“j)

(ki kil ko k) = [ dridr;dy, (ri) 67, (ry)u(rig) du (ri) dr, (1)
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Los términos se han clasificado de la siguiente manera: se definen cuatro términos para V; y
otros cuatro para V5. En el caso de V7, los bra son distintos, mientras que en el caso de V5, los
bra son idénticos. Por lo tanto, los ket se reorganizan de acuerdo con esta clasificacién, como

se puede apreciar en las expresiones (4.25) y (4.26).

En el primer caso de V}, se procede a calcular el término asociado a (ky, ko| @ |k3, k4). Por lo

tanto, en este escenario, la ecuacion (4.23) adopta la siguiente forma:

/
1|

nonil.onl )l Inglngl. . ing !l N X
> Crn(®) i 522D DX

{n'} 1=1 j=1 perm’ perm
i#]
4.27
X // . /drldrg coodry ¢ (11)@5(ra) - - ¢:(TN)¢a’(T1)¢B/<T2) Py () X ( )

;ﬁff:lr'r'ZdT']
X <]€1, k2’ i |l{?3, 1{74>
Al dividir las integrales de esta manera, se asegura que las primeras integrales n,, sean iguales

a las n,/ para evitar su anulacién, ya que las funciones ¢, son ortonormales siempre que
Q ?é kl? k27 k37 k4~

Sin embargo, al separar las integrales segtin se muestra en la ecuacion (4.27), se debe quitar

un ng, y ng, de las {n} dadas, lo que lleva a la configuracién

{TL} = (TLO’ ey Mgy — 17”/62 - lankgank4a cee 7”00)7
. . p , / .
y de manera similar, se quita un nj, y nj, de {n’}, generando la configuracién

{n'} = (ng, .- ngy s gy, g, — L, — 1,00 m).

Por lo tanto, para que las primeras integrales no sean nulas, se requiere que:

o I /o I
N, =Ny — 1, ng, =mg, — 1, my =ng, + 1, ng, =my, + L.
N N

Ademés, la suma g g tiene dos casos independientes de permutacion:

i=1 j=1
~
i#]

si k1 # ko entoces se tiene ny, ny,,
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si k1 = ko entoces se tiene ny, (ng, — 1).

Teniendo en cuenta todos estos elementos anteriores, la ecuacion (4.27) se puede expresar de

la siguiente manera:

nol ... (ng, — D (g, — D0, + Dk + D) oonge! [nelngl o ong!
BB RNEE N

k1#ko#k3#ka
1

X §nk1nk2 Z<k1’ k2| U |k’3, k4>C(no,n1,...,nkl71,...,nk271,...,nk3+1,...,nk4+l,...,noo)(t)'

perm

(4.28)

En la expresion, las sumas » > >~ > inicia desde cero hasta el infinito, y la suma sobre las
k1#ka#ks#ky
permutaciones, como se ilustra en el ejemplo de N = 3 particulas (véase la ecuacién (4.11)),

representa el nimero total de permutaciones:

nol. .. (ng, — Dl(ng, — D (ng, + DI kg + DVoong! [nglng! .. ong!
SYyyy L e
k1#ko#ks#ka
1 N! R
X Enklnl@m(kl, kol @ K3y ka) Clng ooy =1ty — 1oty Lt 1o ()

(4.29)

Al simplificar los factores, se puede obtener el primer término de los diversos casos de V.

Especificamente, para el caso (kq, ko| @ |ks, k4), se identifica:

%ZZZZ(M, kz’ U ‘kg, k4>\/nklnk2(nk3 + 1)(Tbk4 + 1))(

k1 #koAka £k, (4.30)

X O(n()vnl?"'vnk‘l _17"'7nk2_17"'7nk3+17"'7nk‘4+17"'7n00) (t)‘

Centrandose unicamente en el término de energia potencial de interaccion de la ecuacion

(4.23) y los cuatro términos de V) (ver anexo (B.1)), se obtiene la siguiente expresion:
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%ZZZZU% ol 4 [k, k) /T 1y (g + 1) (g, + 1) %

k1 #ka#ksFky

1 .
+§Zzz<k1,k2] u |k3>k3>\/nk1nk2(nk3 + 1) (ng, + 2)x

k1#ka#ks

X C(noyn1,~~-,nk1 =Ly =Ly Mgy 2,500 (t)

1 )
+§Z Z(kl, kQ‘ Uu ’/{1, kl)\/nklnkl (nkl + 1)nk2><

k1 7k

(4.31)

X O(”O?”lv"'vnkl +17"'7nk2_17"'7n00) (t)

1
52 D D Ak kel @ [k, ks)y/n iy, (1, + 1)

k1 £ko ks

vt
XC(”07H17--~,M17~--7nk2—1 ~~~~~ nk3+1,-~,noo)(t) = Vl

Todas las contribuciones de V; se definen como V/ (ver anexo ecuacién (B.287)).

Al centrarse unicamente en el término de energia potencial de interaccion de la ecuacion

(4.23) y los cuatro términos de V5 (consulte el anexo (B.1)), se obtiene la siguiente expresion:

%ZZZU% Fal i [ks, k4>\/”k1(nk1 — 1)y + 1) (ng, +1)%

k17£ks#ka

X O(no,nl,...,nkl =2, gy 1 g, +1 0 ne0) (t)

1 .
+§Z Z<k17 k1| u |k37 k3>\/nk’1 (n/ﬁ - 1)(nk3 + 1)(”]% + 2)X

k1 #£ks

X C(noam ----- Ny = 25005 Mg +250 0000 (t)

"éz Z<k1,k1| @ |ky, ks)n/ng, (ng, — 1) (g, — 1) (g, + 1) %

k1#ks3

(4.32)

X C(n07n1,-~~7nk1 —Lenpg 1, n00) (t)

1 R
+§k2(k1, kr| |k, k) (e, — 1) (e, — 1) ngg, X
1

X C(n07n1,...,nkl 7..,7n00) (t) = ‘/'2/
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Todas las contribuciones de V5 se definen como V; (ver anexo ecuacién (B.304)).

Por tanto, al sustituir las expresiones deducidas en (4.31) y (4.32) en la ecuacién (4.21), se

obtiene:

o e ﬁ2 2
h— t) = t VI + V)
1 atC{n}( ) C{n}( ); 5 ng + Vi + Vy

~ (4.33)
vV {n} tal que Z ni = N ycon Cp,(0) dado.
k=0
La ecuacion (4.33) se presenta como la ecuacion de Schrodinger para coeficientes, también
conocida como tratamiento de Primera Cuantizacion, lo que da lugar a un conjunto infinito

de ecuaciones lineales acopladas.

Es importante destacar que este formalismo, conocido como la Segunda Cuantizacion, no
introduce de ninguna manera una nueva teoria ni nuevos principios fisicos que difieran de los
de la mecénica cudntica convencional. La tnica uantizacion que se realiza es cuando se con-
sideran las particulas como objetos cudnticos. Por lo tanto, el marco conceptual de la segunda
cuantizacion se encuentra en la mecédnica cudntica estindar. A continuacion, se procederd a
construir el espacio Fock a partir del espacio de estados mds simple, correspondiente a una

sola particula.

4.1.1. El Espacio de Fock

Dentro del marco de la mecdnica cudntica, se cuenta con el espacio de estados de una sola
particula, representado por , asi como el espacio HZ" que describe n particulas idénticas,
simetrizado adecuadamente con v = 1 para bosones. Para construir el espacio de estados que
contempla un nimero variable de particulas, se considera la coleccion de todos los espacios
HE™ con

n=12 ..., 00.

Introducimos entonces el espacio unidimensional de cero particulas, denotado por H’, de la

siguiente manera:
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H® = \|®(0)) tal que X € C, (4.34)

en este espacio, se incluye un tnico vector |®(0)), supuesto normalizado a uno. Este estado,
denominado como el estado vacio, se denota simplemente como |®(0)) = |0). Un estado en

el cual el nimero de particulas no estd fijo se representa mediante una sucesion:

(W) = {1W(0)), [w(1)), [¥(2)), ... [¥(n))} = {[¥(n))}n, (4.35)

en esta representacion, para cada n, |¥(n)) es un elemento de elemento H¥". La suma de
dos de estos estados, |®) = {|®(n))}, y |¥) = {|¥(n))},, asi como la multiplicacién por

un escalar A, estan definidas por:

@) + [0) = {[U(n)) + |®)}n,

(4.36)
Al®) = {A[®(n)) }n,
respectivamente, y el producto interno es dado por:
(@[W) =Y (®(n)|¥(n)), (4.37)
n=0

donde (®(n)|¥(n)) es el producto escalar en H2". La coleccién de todos los vectores expre-

sada en (4.35) tiene norma finita, es decir:

o

(@]@) =) (2(n)|®(n)) = C, (4.38)

n=0

siendo C' un numero finito.

Formando asi el espacio de Hilbert F, (), también conocido como espacio de Fock. Si de-
finimos un vector |¥) por medio del conjunto de sus componentes en los espacios HE",

podemos considerar H™ como aquellos subespacios en F, () que abarcan los vectores
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0,...,0,...,]%¥(n)),0,..., donde solo la componente n difiere del vector nulo en su res-
pectivo espacio. Estos vectores, tratados como elementos del espacio de Fock, se denotaran
simplemente como |®(n)), , y utilizando la expresién (4.37), su producto escalar se anula

para distintos nimeros de particulas,

(®(n)|W(m)) =0 para n # m. (4.39)

Como consecuencia, todos los pares de estos subespacios son ortogonales en F,(#). Por lo

tanto, F, () se presenta como una suma directa de H5™.

Fo(H) =P, (4.40)

n=0

Ademds, |¥) puede expresarse como la suma |¥) = Y |¥(n)) de sus componentes orto-
gonales |¥(n)). La notacién F, () destaca que, al seleccionar una particula H determinada
por la fisica del fendmenos. El espacio de Fock asociado se obtiene automdticamente me-

diante la construccidon mencionada.

Abhora, siguiendo el principio de simetrizacion para v = 1, se denota de la siguiente manera:

HE" = S, H®™, donde se define el operador S.., como;

1
S = Y P (4.41)

™€ Pn

donde la suma 7 € P, estd hecha sobre todas las n! permutaciones pertenecientes a P,,.

Estados de Fock o ‘“de nimero de ocupacion” (number states)

El estado simétrico 'H?ﬁ” corresponde a productos de los estados de una particula |¢) en H, y

S€ expresan Como:

|9017<P2,---780n>+ :S+|9017S02a"'7gpn>- (442)
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Dado que S es hermitico, el producto escalar de dos de estos estados deberia ser:

+<901a P25 ¢n|¢17¢2a s 7¢n>+ = <(p179027 SRR gpn|8:—8+|¢1a ¢27 ) ¢n>7

, (4.43)
= <9017 P2y SDn|(S+) |¢1a ¢2, ) ¢n>7
como S, es un proyector y, segtin la definicion en la expresion (4.41), obtenemos:
<9017 25 7¢n|8+|¢17 ¢27 s 7¢n>7
(4.44)

1 T
= m Z <+1) <9017S02,--~,Q0n|¢ﬂ-(1),...,¢ﬂ(n)>’

'7r677n

reordenando los productos internos obtenemos,

1
(P12 puldr, G2, ) = D FD)N@ltn) - (nlbnm)- (4.45)

'7T€7)n

Considerando un sistema de n particulas idénticas, se parte de una base {|1/,.) } en el espacio
de estados de una particula. Luego, construimos la base {|t,,..., %, )} en el espacio pro-
ducto tensorial H®™. Sin embargo, dado que el espacio de los estados fisicos del sistema no
es simplemente H®", sino mas bien H%", surge la pregunta de cémo determinar una base en

este espacio de estados fisicos.

Al aplicar el operador S, a los kets de la base {|v;,, ..., %y, )} de H™, podemos obtener un
conjunto de vectores que generan H%". Sea [1)) un ket arbitrario de H$", como |¢) € HE",

podemos expandirlo en la forma:

W) = Z arl,rg,...rn ’wma s 7wrn>- (446)

T1,72,--,Tn

Dado que |¢), por hipétesis, pertenece a H%", podemos expresar S |¢)) = (+1)"|¢), apli-
cando el operador S; a ambos lados de la ecuacién (4.46). Esto muestra que |¢)) puede
expresarse como una combinacion lineal de los kets S, [, . .., 1, ). Ahora, al permutar los
roles de varias particulas en uno de los kets [t , ..., ¢;,) de la base inicial antes de aplicar
S.. En este nuevo ket, la aplicacion de S+ conduce al mismo ket de Hi?“. Introducimos el

concepto de estados de ocupacidon normalizados a uno, los cuales estan definidos por:
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n!

|n1an27"'7nr7"'7noo>+: \/ S+|¢T’17"'7¢TTL>7 (447)

nylnalng! ... neg
donde n,. representa el nimero de ocupacion del estado individual |1),.), siendo igual al nime-
ro de veces que el indice 7 aparece en la secuencia (71,79, 73, . ..,7,). En otras palabras, n,
indica cudntas particulas ocupan el estado |¢,.). Para bosones, n, puede tomar valores en el
rango de 0,1, 2,...,00. Dado que el sistema consta exactamente de /N particulas, la suma

total de n, para todos los r debe cumplir la condicion ) |, n, = >, ny = N.

Otra representacion para |ng, n1,na, . . . , Nso) puede expresarse como el producto tensorial de
los estados |ng), [n1), [n2), ..., |new) es decir:
Mo, M1, M2, -+ Moot = |N0) ® [N1) @ [Nn2) @ ... @ [noo). (4.48)

Esta notacién se conoce como el producto tensorial de los espacios de Hilbert individuales

correspondientes a cada n.

Abhora, la expresion (4.47), o equivalentemente (4.48), muestra que este estado es ortonormal.

Es decir, definimos . (n},, n’, n,, ..., n’ | de manera que
+\e0y 101 102 s Moo

/ !/ / /
(g, nh, g, im0, M, M2, Nee) = Ot Onim Onny - - - Ont e (4.49)

estos estados forman bases del espacio H%", respectivamente. Para demostrarlo, calculamos

el producto escalar entre (4.49), teniendo en cuenta (4.45),

/ I ’ / - 1
+{ng,ni,nh, .o nl |no, Ny M)+ = — / X
\/nolnl! onfnglngll L ong!
(4.50)
X E (Pri|Pr(s1)) - - {Pra|Pr(sn))-
S Pn
En las secuencias 71, 79, . . ., 7, hay n/. indices iguales a r, y en s1, So, . . ., S, hay n, indices

iguales a r. Ademads, en 7(s1), 7(82),...,m(s,), hay exactamente n, indices iguales a r. Si
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para alguna permutaciéon 7 € P, se cumple 7(s1) = 71,...,7(s,) = 7y, por defecto,
n! = n,. En este caso, el término correspondiente a esa permutacion es uno. Si, en cambio,
para alguna permutacion 7(s) # r, entonces el término correspondiente a esa permutacion es
cero, ya que (¢, |¢x(5)) = 0. Sumando sobre todas las permutaciones, solo contribuyen aque-
llas que cumplen el primer caso. Dado que en la secuencia w(s;)7(s2), ..., 7(s1) existen r

indices que se repiten n, veces, hay ng!ni!...n.! contribuciones a la suma total, siendo este

el resultado final. Si dividimos esta suma por /ny!ni! ... nl Inglng!. .. ne!, donde nl = n,,

obtenemos que el producto interno es igual a uno. Ademaés, dado que en cada contribucién se

cumple 7(sy) = 71,...,7(s,) = 7,, esto implica que para que se cumpla dicha condicién,
solo debe existir la igualdad (rq,79,...,7,) = (81, S2,...,S,), y de lo contrario, la suma se
anulara.

Para demostrar que los estados |ng, 1,2, . .., N )4 forman una base de H%", se observa

que cualquier vector |®) en H5™ puede expresarse como |®) = |¥), = S, |¥), donde |¥) €
H®". Dado que los kets [¢),,,®,,, ..., %, ) forman una base de H*", podemos expandir |¥)

de la siguiente manera:

(O) = > Crmara [ ), (4.51)

T1,725--,Tn

Asi, el estado |®), se expresa como:

|(1)>+ = Z CT1,7"2,---TnS+|¢T1a s 7¢7”n>' (452)
T1,724..sTn
Considerando la expresion (4.47) y {n} = (no, M1, My, Ty, . .., Nog) COMO

el nimero de ocupacién de todos los valores de las etiquetas 7y, la expansion (4.52) revela

que cualquier estado |®), en HZ" se puede expresar como una combinacién lineal de los

vectores |ng, n1, M2, - -+, Moo )+
|q)>+ :ZC{H}]no,nl,ng,...,nm>+, (453)
{n}
esto implica que los estados |ng, 11, na, . .., M)+ forman una base del espacio HE". Con

base en esto, obtenemos la relacion de completez dada por:
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A

Z |10, N1, M2y - ey Moo (R, M1, M2y« vy oo | = Z. (4.54)
{n}

A continuacion, es esencial introducir un nuevo tipo de operador: los operadores de creacion
y aniquilacion, los cuales desempefian un papel fundamental en el formalismo de la segunda
cuantizacion. Estos operadores facilitan la expresion conveniente de interacciones que no

conservan el nimero de particulas.

4.1.2. Operadores de creacion y aniquilacion

El primer paso implica la expansion del espacio de Hilbert para permitir un mayor niimero
posible de particulas, no solo N. Aunque, en realidad, no es necesario realizar esta expansion,
ya que el Hamiltoniano conserva el nimero de particulas, considerar un espacio de Hilbert ex-
tendido resulta ser un recurso util. El operador de creacion, denotado como &Z, actia en algun
estado de nuestro espacio de Hilbert extendido, y su efecto es la creacion de una particula en

el estado k. Esta accién se expresa mediante la relacion:

d2|n0,n1, ey My ey Moo = Vg + L ng,na, g+ 1, ) (4.55)

El conjugado hermitico u operador adjunto del operador de creacién es a; = (&L)T y se
conoce como operador de aniquilacién. Este ultimo destruye una particula en el estado k y se

expresa mediante la relacion:

k|0, M1y oo s Mgy ooy M) = /MM, M, oy — 1y M) (4.56)

Para bosones, los operadores de creacion y aniquilacion satisfacen las relaciones de conmu-

tacion

[&k,dL] =01’
’ (4.57)
[a;,ag] — [ag, aw] = 0 Yk, K.
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Operador nimero de particula

Una pregunta fundamental en sistemas de muchos cuerpos es ;Cudntas particulas ocupan el
estado k£? En el contexto cudntico, esperamos que el nimero de particulas en el estado k esté
determinado por el autovalor del operador hermitico 7, también conocido como operador
de ndmero u operador de ocupacién. Este operador 7, resulta ser extremadamente ttil. Por
ejemplo, supongamos que estamos tratando con un sistema de particulas no interactuantes,
donde k etiqueta los autoestados de energia para un Hamiltoniano de una sola particula. En
este caso, cada particula en el estado k tiene una energia ¢, y la energia total de las particulas
en el estado k estd dada por el operador €,n. Por lo tanto, la energia total de las particulas

en el sistema se expresa como (Hermele, 2010):

H=7Y e (4.58)

k

Ahora se buscard una férmula para expresar 7 en términos de dL y ay, siguiendo el caso

bosdnico.

Ry, = &de, (4.59)

Es evidente que se necesitard un operador cuya accion sobre las funciones de onda proporcio-
ne el numero total de particulas en el sistema. No se requiere mucha discusion para concluir

que dicho operador es

N=> =) dl. (4.60)
k k

Recordando la ecuacion dada en la expresion (4.1), que representa el Hamiltoniano original,

en el Formalismo de la Segunda Cuantizacion se reescribe como:

il h2k2 /\T ~ 1 ~ /\T AT ~ ~
H = zk: 2m akak+5;;;;(lﬁ,k2|u|k3,k4>aklak2ak3ak4 . (461)
1 2 3 4

~\~ -~

—i —1,
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Aqui, los operadores dL y ag, para todo k, actdan en la base de Fock |ng,n1,n9,...,Ne)-

Hemos designado H como la suma de dos términos:

H = H, + H,. (4.62)

Ahora se demostrard la equivalencia entre el Hamiltoniano original de la expresion (4.1), que
implica una suma entre particulas, y el Hamiltoniano (4.61), que considera la suma sobre

estados de una sola particula.

Para ello, se considera la ecuacidén de Schrodinger dependiente del tiempo asociada al Ha-

miltoniano (4.61):

m%mf(t)) = H|U(t)), con |¥(0)) dado. (4.63)

Se propone una representacion de |W¥(¢)) como una superposicién sobre todos los valores

{n'}, es decir, |¥(t)) se expresa como:

[T() = D Coap(B)lmg, 1, ). (4.64)
{n'}
Sustituyendo la expresion (4.64) en la ecuacion de Schrodinger, obtenemos:

9 .
i > Cay®)Ing,nlnh, ... nl) = HY  Cun(t)lng, nf,n, ... .nl).  (4.65)
b ()
Al aplicar el bra representado por (ng, 11, na, . .., Nw| y haciendo uso de la ortonormalidad

(ecuacion (4.49)) a ambos lados de la ecuacion anterior, esta adquiere la siguiente forma:

L, 0 X
zhaC{n}(t) = Z(ng, Ny, Na, . .., Neo|H|ng, ny, s, ..., ) Cran (1), (4.66)
{n'}

haciendo uso de la expresion (4.62) y distribuyendo términos, obtenemos:

0 -
Zhac{”}(t) = Z<n07 ny,No, ... 7nOO’H1’n6’ n?la nl27 e ,ng)C{n/}(t)
() A 4.67)
+ Z(no, N1, Mo, . . ., Noo| Ha|ng, ny, my, ..., ni ) Cran (8).
{n'}
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Abordemos primero el primer término del lado derecho de la ecuacion (4.67), el cual se

expresa de la siguiente manera:

S (st iz, s Fi iy s 1) Clay (8),

{n'}
- Z(n()a ni,na,... 7n<>0| Z %d]tdk|n,07 n,17 n/2) cee 7ni>o>c{n/}(t>
{n'} k

Observemos que los dnicos operadores presentes son G, ax, lo que nos permite expresar la
k

ecuacion de la siguiente manera:

h’k’ i ,
5 E o (no,nl,ng,...,noo|azak\né,n’l,nQ,...,nf)o>C'{n/}(t). (4.69)
{n'} k =hy

Utilizando la expresion (4.59), que representa el operador numero de particulas en el estado

k con la propiedad d;&kmk) = ng|ny), se tiene

h2k?
S o, mu e, el )y 0),
('} k

'S
— Z Z o k010 Oy Oty - - Ontmoe iy (), (4.70)
{n'} &k

h?k?
=X 5 O} ) Clury (8),
'}k

demostrando que este estado es ortonormal segin (4.49), al aplicar la expresion y la restric-

ci6én de la suma ) | (n} Para cada delta de Kronecker, se obtiene:

h2k?
2m

nkC’{n}(t). (471)

Ahora, al sustituir el resultado obtenido (4.71) en la expresion original (4.67),
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0 .
atC{n}( )= Z(no, N1, Mo, . . . Moo | Hi |, ny, n, o 0l ) Clrnry (1)
{n’}

:C{n}(wgk L Y 4.72)

-+ Z<n07 niy,na,. .. 7noo‘1.:[2‘n{)7n/17 n/27 “e e 7n£>o>c{n’}(t>7
{n'}
obtenemos:

9] h?k? .
ZhaC{n}(t) = C{n}(t) ; o N + ;(nmnl?n% s 7noo‘H2‘n{)7n/17 n/27 s 7n;o>c{n’}<t>

(4.73)

En segundo lugar, analizaremos el segundo término del lado derecho de la expresion (4.73),

considerando H, el cual se expresa de la siguiente manera:

Z(?’Lo, ny, g, ... 7noo|[:12|n67 nlla 7’L/2, s ,n;)C{n/}(t),

{n'}

1 N F oAt oA s
:Z<n07nl>n27 s 7”00’5 ZZZZUﬁa kQ‘u’k& k4>a};1a;22ak3ak4 ni)vn/hn/Qa s 7n£>o>><
{n'} ki ko k3 kg

4.74)

De manera andloga al caso de la Primera Cuantizacién, se pueden identificar ocho casos

distintos de interaccion, que se expresan como:

ki, kol @ |ks, ka
ki, ko| 4 |ks3, k3
ki, ko| G |ky, ko
ki, ko|  |ky, k3

( )
( )
=V, (4.75)
( )
( )

ki, k1| u |ks, ka
ki, k1| @ |ks, k3
ki, kil @ ke, by
ki, k1| @ |k, k3

( )
( )
= V5. 4.76)
( )
( )
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Esto permite expresar la ecuacion (4.74) como la suma de dos términos distintos,

1 X At ot s a
Z(no,m,ng, e ,noo|§ ZZZZ(kjl,k2|u|k3,k4>a21azzak3ak4 Ty Yy My« + vy M) X

{n'} ki k2 ks k4

X C{n/}(t) = Vll + Vv2/
Tomando por separado los casos correspondientes a V7 y V5:

Para V] de (4.75) se obtiene:

1 X St oAt oA s
> (no,n1,na, .. 7”m\§zzzz<k1, kolilks, ka)af, af ax,an,|ng,nl,nb, ..., i) x

{n’} k1#koF#kz#ky
XC{n/}<t)
1 N oAt oA A
+ Z(no,nl,ng, e ,nm\iz Z Z(k‘l, ka| 4 |ks, k3>a£1a22ak3ak3 Ty M5 My ooy M) X
{n’} k1#ka#ks
XC{n/}(t)
1 X oAt oA A
+ Z(no,nl,ng, e 77%0\52 Z(kl, k| @ |k1, k1>a21az2ak1akl NGy M5 My« oy M) X
{n'} k1 ks
Xc{n’}(t)
1 X St oAt oA s
+ Z<TLO,TL1,TL2, e anoc‘iz Z Z<k17 kQ‘ u |k1a k3>a£1a22ak1ak3 TLB,TLll,TL/Q, e 7nf>o>><
{n'} oy £k ks

Xc{n’} (t) = V1l7

Para V5 de (4.76) se obtiene:

1 " At oAt oA
Z(no,nl,ng,...,nm\izzz:(kl,kl\u|k3,k4>a£1a21ak3ak4 Ty M5 My ooy M) X

{n'} PR

X Crpy (1)

+) " (no,n1na, .. ,nm\%z > (k1 k| ks, Bs)a) af Grgng|ng, nh,nh, ... nl)x
{n"} k1#ks

xC{n/}(t)

+ ) (ng,ma,na, .. ,nm\%z > (k| Vo, s)a Gf an, ar, [ng,nh,mh, ... nb)x
{n'} b1 ks

xCnry(t)

+Z<n0,n1,n2,...,nw%2<k1,k1| @ k1, ky)ay al, g, an, Ing,nf,mb, ... nb)
{n'} iy

4.77)

(4.78)

4.79)
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Se puede observar que tanto en las ecuaciones (4.78) como (4.79), los dnicos operadores
presentes dentro de los diferentes “sandwich” son los distintos operadores de creacion dL y
aniquilacién ag. La otra parte es un nimero complejo y puede salir de la expresion, lo que

nos lleva a la siguiente forma:

para los casos de

!

1 N b oAt oA A
Z 52222061, ko|a|ks, ka)(no, n1,na, . . .,noo|a21a£2ak3ak4 Ty Ty My« ooy M) X

()~ Fathathashs
Xc{n/}(t)
1 N At oA
+ Z 52 Z Z(k‘l, ko| @ |ks, k3)(ng,n1,na, ... ,nm\allakaksaks Ny My, Ny« oy M) X
{n’} k1#koF#ks
XC{n/}(t)
1 N At oA
+ Z 52 Z<k1’ ko| @ |k1, k1) (no,n1,na, ... ,noc\allajwaklakl NGy Ty My o vy M) X
{n’} k1#k2
XC{n/}(t>

(4.80)

1 . it oAt A a
+ E 3 E E E (k1,ko| 0 |k‘1,k3><n0,n1,n2,...,nw\allalzaklakg Ny M5 My oy M) X
{n'}  kiFko#ks

XC{n/}(t) = VY,

y para los casos de V5 tendremos

1 N oAt oA
Z 52 Z Z<k1’ k1| @ |ks, ka)(no,n1,na, ... ,noo|a,11a,11ak3ak4 Ty MYy My« « oy M) X
{n'} k1#ks#ka

XC{n/}(t)
1 N At At oA
+ Z 52 Z(k’l,kl\ a |k‘3,l€3>(no,nl,ng,...,noo\otllallakg,@k3 R VS I P
'} " kitks
XC{"/}(t)
1 N At At oA
+Z§ZZ<I€1’]€1‘u|k1’k3><n07n17n27“'vnoo\altlazlaklak:«; n(]7n/17n/27"'7noo>x
(n'} ° kiks
XO{n/}(t)
/

1 . it ot o .
+ E 3 g (k1, k1] @ |k1,k1><n0,n1,n2,...,nm|aL1azlaklakl NGy Ty My« e vy M) X
e

4.81)

Es relevante senalar que, en este contexto, el término “sandwich” se refiere al valor esperado
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de la accién de los operadores de creacion y aniquilacion en un estado particular sobre otro
estado especifico en la base de Fock. Considerando el primer término correspondiente a la

ecuacion (4.80), definido como V/; se procede de la siguiente manera:

1 X St oAt A A
Z 52222(1@, koltt| kg, Kea) (noy i, o, -y Moo |l @ Qg g [0 1, M, - ML) X

{n'} k1#koF#k37Fka
(4.82)

En este andlisis, se empleard la accién de cada uno de los operadores de aniquilacion y crea-
cion en los diferentes “sandwich”. Por lo tanto, utilizando las definiciones (4.55) y (4.56), se

tiene:

Z %Z Z Z Z<kla kQ‘a’kg, /C4> X

{n'} k1#ko#k3#ka
b oAt a g st ) (4.83)
X (10, M1, N, - - - Moo |y, Ay, Gy (G, [N, MY, n2, o)) Cany (1.

_\/nk4‘n07n17 7n 7 7nloo>

Es decir, al aplicar el primer operador sobre el ket, en cada uno de los términos aparece un

coeficiente que involucra la raiz cuadrada de un nimero complejo, el cual puede salir del

“sandwich” sin problema. Esto conduce a:

Z %ZZZZ ny, (ks kol t] ks, k) <

(W} T hithathstha (4.84)

X (ng, nq, . . . ,nooldltldLQdkSIng, ny, ..oy, — 1 nl ) Crn(t).

Andlogamente aplicamos el siguiente operador a los diferentes kets,

Z ZZZZ ny,, (K1, k|t ks, k) X

{n'} k1#ko#ks#ka
ot . (4.85)
X (ng,ny, . .. ,noo|aklozz2 (ak3|n6, . ,nﬁm —-1,... ,n'oo>)10{n/}(t),

=, /nkS\nO l,nk4—1 ..... nlo)
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por consiguiente, nuevamente surge un término que puede factorizarse en cada uno de los

“sandwiches”, 1o que nos lleva a:

S IS S S oy i, K

2
{n'} k1#koF#k3F#ka (486)

X (ng,ny, . .. ,noo|&k1ak2|n0, s, — Ly, — 1,0 L) Crn(t).

Se observa que los dos ultimos operadores que faltan por actuar sobre los diferentes kets son
dLQ y &,Tﬂ, respectivamente. Al aplicar dLQ, el proceso sigue de manera similar, produciendo

términos donde los coeficientes pueden salir del “sandwich” sin dificultad.

Z %ZZZZ\/TE ny,, (ks kol a|ks, k) X

{n'} k1#ko#ks#ka
(A 4.87
X (N, M1, - .« Moo, (aun{],...,nz?)—1,n§f4—1,...,ngo>> Can (1), (4.87)

[

-~

=, /n%z+1|n6,...,n;€2+1,n§€371,n§€471,...,n{w)

donde /nj,, + 1 es un coeficiente que puede salir de los diferentes “sandwiches”, resultando

en:

Z ZZZZ\/@\/@\/W + 1(k1, kalt]ks, ky) X

’} k1#koF#kzF£ka (4.88)

X (ng, ni, . . . ,noo]&kllng, g, Ly, — Ly, — 1,0 nl ) Crn(t),

y al operar d,tl ,

> %ZZZZ\/@\/@,/% 1y, ol s, Beg) X

{n'} k1#ka#ks#ks
4.89)
~t / / / / ’ ( .
X (N0, N1y -+ oy Noo| g, Mg, -+ -5 My + L, — Limg, — 1,000 nl ) Crany (1),
NS ~~ >
=, /nﬁcl+1\n6,,..,n§€1+1,n§€2+1,n;€3—1,n;€4—1,...7nf>o>

donde aparece un término de raiz cuadrada que puede salir de cada “sandwich”, lo que resulta

en lo siguiente:
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Z ZZZZ\/TM\/”T%\/W +1\/nk + Lk, koli] ks, ka)x

’} k1#koF#ks#ka (4.90)

X (1o, N1, - - - Noo| Mg, -y g, + Loy, + 1,ng, — Loy, — 1,000 nl ) Crany (1),

dado que este estado es ortonormal (segun la ecuacion (4.49)), la expresion anterior adquiere

la siguiente forma:

S IS SIS S b, (ah + 1) (1, + 1) (e, el ) x

o 2T 4.91)

X 5116710 s 6n;€1 +1ng, 57%2 +1ng, 5n§€3 —1ng, 6”24 —lng, - 6n(’x,noo C{n’} (t) .

Asf, la suma ) , se restringird en cada término por los deltas de Kronecker, lo que resulta

en:

S S ST S kol i i ) Gy & D, + D

k1#ko#ks#£ka (4.92)
X C(n07n1a~~-7”k1 =Ly =1 g 1, g, +1,00m00) (t>

La expresion obtenida sigue la misma estructura que el calculo del primer término de V' de
primera cuantizacion (4.30). Por lo tanto, al realizar el tratamiento de segunda cuantizacion y
aplicar los operadores de creacion y aniquilacion para calcular los diferentes términos de V/
(consultar el anexo (C.1)) y V3 (consultar el anexo (C.1)), se obtienen las mismas ecuaciones
correspondientes a V' y V4 (consultar la expresion (C.306) y la expresion (C.307)) en rela-

cién con la primera cuantizacion.

Ahora, la ecuacion (4.73), teniendo en cuenta las expresione (4.77), adquiere la siguiente

forma:

0 h2Kk> .
Zh&C{n}(t) = C{n}(t) zk: 2m Nng + {2;(”07 ny,No, ... 7noo|H2|n{)7 nlla n,27 .. an:x>>0{n’}(t) .

J/

-~

=V/+VJ

Por tanto, obtenemos:
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o0 21,2

0 k
iho-Cpny(t) = Cpay (1) Y 5~

k=0

n, + Vi + V3, (4.93)

donde V' y VJ se definen por las expresiones (C.306) y (C.307), respectivamente. Se observa
que el tratamiento de la Segunda Cuantizacion conduce exactamente a la misma ecuacion pa-
ra los coeficientes que el enfoque de la Primera Cuantizacién (4.33). Por lo tanto, al trabajar
con el Hamiltoniano (4.61), la ecuacion de Schrodinger en el marco de la Segunda Cuantiza-

cion es, simbdlicamente, la misma ecuacién, pero ahora todo ocurre en el espacio de Fock.

El Hamiltoniano (4.61) se puede expresar de la siguiente forma:

B = TG Ao 1706, + 5 S Bl 1k Db (4.94)
irj i,g kel

donde, los operadores bt y b representan el operador de creacion y el operador de destruccion,
respectivamente. Estos operadores desempefian un papel crucial en la descripcion de sistemas
cudnticos y se denotan como b debido a que actian sobre particulas con espin entero llamadas
bosones; Las que se consideran en este trabajo. Estos operadores se aplican a particulas que
se caracterizan por su conjunto de nimeros cudnticos, que pueden incluir pardmetros como
el nimero principal (n), el momento angular orbital (/), la proyeccién del momento angular
(m) y el espin (s). Donde |i) representa una particula con ndimero cudntico 7, que puede ex-
presarse como |n, [, m, s) en algunos casos. El nimero cudntico i se usara solo para la base

de Fock en determinadas ocasiones.

Considerando ahora que |i) y |7) son autovectores del Hamiltoniano de una sola particula,
este ultimo se define como FIO.

~2

P N
Hy = o + Vet (T), (4.95)

con P como el operador del momento lineal y ‘A/m(f') como un potencial externo, cuya dis-

cusion se reserva para mas adelante, se procede a obtener lo siguiente:
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(i| Ho |j) = (i| E; |3),
= Ej(sij7

(4.96)

recordando que la base de Fock debe ser ortonormal, se cumple con la siguiente relacion:

(i |7) = &ij. 4.97)

Al reescribir la ecuacion (4.94), se obtiene lo siguiente:

H= ZbTE 8;;b; + = wa i, j| V |k, Dbyby

,7,k,l
= ZbTEb +- Z bIbL(a, 5| V |k, 1)y,
,7,k,l
es decir, toma la forma,
H= Zb*Eb += Z bIbt (i, 5| V |k, 1)y, (4.98)
zg k,l
En esta expresion, el 3> Y bjb] (i,j| V |k, 1)bgb; corresponde a la parte de interaccién.

Segun la definicién del operador de ndimero (4.59), este satisface la ecuacién de autovalores
N|n) = f|n) = n|n), lo que implica que los estados |n) de la base de Fock son autoestados
del operador de nimero. Por lo tanto, la ecuacion (4.98) se puede expresar de la siguiente

manera:

A ~ ~ 1 PN ~ N
H= ZbTE-b- +5 > BIbi G, G| VR Dby

z]kl

_ZEbTb += Z bIbi (i, | V |k, 1)biby
zjlcl

= ZEZ- bib; 41 > BBt § V |k, Dbiby
, \{'/ 2 Y

H= ZEnz—l— Z bTbT (1, 7] 1% |k, l)bkbl

,5,k,l
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Esto sugiere que:

H= ZEnﬁ— > BB | VK, Dby

i,7,k,l

Por 10 tanto si hay n particulas que no interactian entre si, inmersas en un potencial externo

f[ = —|— Vext( ), se describen mediante esta primera parte:

Hlnl,n27n3,...,>:§ Ei”i\”1>n27n3,~-->>:§ Ein; = Eyny + Eang + Esng . ..
- ,

(4.99)
En el término ) |, E;n; se representa la energia total del sistema. Al examinar la ecuacién
(4.94), en su primera parte, se observa que es la energia en el estado ¢ multiplicada por el
ndmero de particulas en dicho estado. Para analizar el segundo término de la ecuacidn, se no-
ta que implica la aniquilacién de dos particulas en los estados %k y [ mediante los operadores
be, by, y simultdneamente la creacion de dos nuevas particulas en los estados 7 y j a través de
b, bj La probabilidad asociada a este proceso estd mediada por el término (i, j| V' |k, 1). Es
importante destacar que las autovectores del Hamiltoniano Hy, no necesariamente son auto-

vectores del operador V.

Dentro del marco de Segunda Cuantizacion, se procedera a explorar la creacion y aniquilacion
de particulas mediante combinaciones lineales de operadores, junto con las funciones de onda

de una sola particula que evolucionan en el tiempo.

4.1.3. Operadores de campo de creacion y aniquilacion

Los operadores de campo de creacion y aniquilacion se definen mediante:

= Z w:(rv t>bT>
= war, )b,

donde ;(r,t) y 1¥(r,t) representan las funciones de onda de una sola particula, las cuales

(4.100)

son autofunciones del Hamiltoniano H, (4.95). Los operadores de campo de creacion al (r,t)

y de aniquilacién W (r, t) satisfacen la siguiente relacién de conmutacion:
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U(r, 1), UH(r, t)} —U(r, )T, t) — U, )T (. 1),
=D wilr, t)BiZz/}Z‘/(r’,t)@} - szi(r’,t)l?l > tilr b
=3 witr 1) (bl — L)
[be.5"]
—Zzwz () [b1,BL | = D0 S wnlre 00 (0, 0,

:5i,i’
=S vl O, 1) = o(r — ).

Para llegar a este resultado, se emplearon las relaciones de conmutacién de los operadores de

creacion y aniquilacion (4.95), junto con la relaciéon de completitud de las funciones de onda.

Es decir, los operadores de campo satisfacen la relacion:

A

U(r, 1), \iw(r',t)] —o(je —']) = W(r, )W, 1) — H (e, )W (r, 1), 4.101)

y de manera analoga satisfacen satisfacen la relacion,

[@(n t),\if(r’,t)} 0= [@T(r, 1), o, 1)] . (4.102)

Considerando la ecuacion (4.95), la amplitud de probabilidad asociada a este proceso, carac-

terizada por el término de interaccion V; j ,; = (i, j| V' |k, ), se expresa como:

Vijki = /d3r/d3r/¢:(r, t) ‘r—r| Ui (e, )y (Y1), (4.103)
asi, el Hamiltoniano (4.94) adquiere la siguiente forma:
H= Zb* / d*ro; (v, t) Ho; (r, )b
+ = Z / d*r / d*r'y;(r

zgkl

(4.104)
t)(x, )bl bl by,
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Al expresar el Hamiltoniano (4.104) en términos de los operadores de campo de creacién y

aniquilacion (4.100), este adopta la siguiente forma:

H= / Pr¥t(r, t)Hy(r, 1)
(4.105)
P— ¥

1 o ~ ~ ~ ~
+3 / Pr / (e )8 (1, OV ([F — F ) (r, )T, 1),

Para calcular la amplitud (4.103), se necesita informacion sobre el potencial de interac-
cién V(|f‘ — f‘"). Se supone que este potencial depende tnicamente de la distancia entre las

particulas de igual masa y no del tiempo, y se analizaré en la siguiente seccion.

4.2. Interacciones efectivas y longitud de dispersion

Para continuar con el anlisis, es necesario comprender el potencial V' (|r — r’|). En esta sec-
cion, se presentardn algunas aproximaciones para deducir su expresion. Se considera la dis-
persion de dos particulas de masa m; y ms, asumiendo inicialmente que no poseen grados de

libertad internos. EI Hamiltoniano para dos particulas interactuantes se expresa como:

2 ﬁl ﬁQ 3
=214+ 2 4y
2m1 + ng + (

iP—¢)

Donde se considera la energia cinética de cada particula y la energia de interaccién entre

ambas. Se procede a transformar al sistema de centro de masa y coordenadas relativas. El

Hamiltoniano de interés es aquel correspondiente a la coordenada relativa 7 = ‘f’ — 1| con
una masa igual a la masa reducida m, = -—L™=2- de las dos particulas:
mi1+ma
T 231” SN
H = + V(7). (4.106)
2m,.

La funcién de onda para el movimiento del centro de masa representa una onda plana, mien-

tras que la funcién de onda del movimiento relativo satisface la ecuacién de Schrodinger:
h2
SV V() = By,

con una masa igual a la masa reducida m, = 7 de las dos particulas, debido a que se

comienza a trabajar con particulas idénticas. Ademas, el potencial tiene un alcance finito b,
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es decir, si 7 > b, entonces V' (r) = 0. Para describir la dispersion, la funcion de onda para
el movimiento relativo se expresa como la suma de una onda plana incidente y una onda

dispersa. La funcién de onda en el espacio de coordenadas viene dada por

P = e 4 9 (r). (4.107)

En esta parte, 1) representa la funcion de onda para el movimiento relativo y se formula como
la combinacién de una onda plana incidente e*** y una onda dispersa v.(r). En este contex-

ikr

to, se emplean estados de onda plana e’ junto con un factor explicito \/LV Ademas, en este

tratamiento, se ha decidido que la velocidad relativa de la onda incidente sea en la direccion z.

En separaciones interatémicas grandes, la onda dispersada se describe como una onda esféri-
ca saliente, expresada por la funcién f(k) = " /r, donde f(k) representa la amplitud de
dispersion y k especifica el vector de onda de la onda dispersada. Se supone que la interac-
cion entre atomos es esféricamente simétrica, y que la amplitud de dispersion f(¢) depende
unicamente de la direccion a través del dngulo de dispersion 6, que es el dngulo entre las
direcciones del momento relativo de los 4tomos antes y después de la dispersion. La funcién

de onda para r grande es, por lo tanto,

Es posible desarrollar ¢?** en polinomios de Legendre, dado que en coordenadas esféricas,

eikz — eikTCOSQ’
- T pcosh) — T T Bcos).
e e ; Sihr ) (cos ) —e ; Sior )(cos 0) (4.109)
(21+1)d!

Ademds, se propone la funcién f(0) = >,°, D, P(cos ), por lo tanto, se puede rees-

cribir (4.107) y (4.108) como:

2ikr
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Y(r,0) = e*r Z @i+ 17 {(—i)l + %} Py(cos ) — e " Z %B(COS 0),
1=0

(4.110)

Manteniendo la condicién de que la onda incidente tiene direccién z, la solucion a la ecua-
cion de Schrodinger independiente del tiempo para el Hamiltoniano (4.106) en coordenadas

esféricas puede ser expresada como:

W(r,0) = AR(r)Pi(cos ), (4.111)

=0

donde R,(r) debe satisfacer la ecuacion,

o md (ﬁ@) 4 (m + V(r)> R(r) = ER(r). 4.112)

mr? dr dr mr?

En la region donde r es considerablemente mayor que b, se establece que V' (1) = 0, entonces,

52l(1+1)
mr

la energia I se describe como la suma de dos términos: PE2 k + y la solucion a esta

ecuacion se encuentra determinada por:

sin (kr — & + §))

(4.113)
kl ’

Rkl@”) =

siendo d; una fase, de esta manera v (r, #) sera:

) A uil ) 0 A Z le—idl
U(r, ) = e Z %P[(COS 0) — et Z %B(cos 9), (4.114)
=0 =0

igualando las ecuaciones (4.110) y (4.114) se obtiene,

2251 .

Py(cosb), (4.115)

—iZl—l—l
1=0

ahora, al analizar la ecuacidn (4.112) para R(r), en referencia a la mecénica clésica, se pre-

R21(14+1)

senta un potencial efectivo Ve(r) = 5, =5

+ V(r), tanto para [ = 0 como para [ # 0. Asi,
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si una particula lleva una energia menor que la barrera, esta no serd afectada por el potencial
V(r), lo que implica que solo las ondas con [ = 0 serdn dispersadas por el potencial V' (r).

Este fenémeno se debe a que,

€i50
f(o) = ? sin dg, (4.116)
y la funcién de onda dispersa sera:
sin dg i(kr+30)
wsc(ra 0) = L € o 4.117)
r

ademds, en el limite de bajas energias, donde £ — 0, se define la longitud de dispersion de

onda s, denotada como a, como,

lim ta“liao) — (4.118)

k—0

Para continuar, se toma el limite cuando £ — 0, lo que implica que |ka| < 1, §y =~ ka 'y

sin (dg) = ka. Por consiguiente, la ecuacion (4.117) se puede expresar como:

uelr, ) = — e+, (4.119)
r
Recordando que el objetivo inicial es encontrar una expresion para el potencial
V(e —x'l) = U(jr —')).

Se considera la relacién entre la funcién F'(r) y su transformada de Fourier F'(q),

F(r) = %Z F(q)e™ = / (Qd:)g,F (q)e’T, (4.120)

la transformada de Fourier de v se define como:

Y(K') = / Prip(r)e T (4.121)
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por tanto, la funcién de onda en el espacio de coordenadas (4.107) en la representacion del

momento se escribira como:

D(K) = (2m)%0 (K — K) + ¢y (K') | (4.122)

en este resultado, la contribucién de la onda planae** en el espacio de coordenadas se ha
convertido en la delta de Dirac tridimensional en el espacio de momentos. La segunda parte
de la integral representa la contribucién de la funcién de onda dispersa v,.(r). La funcion de

onda (4.122) satisface la ecuacién de Schrodinger, que es

h2k2 h2]{j/2 w (k/) B U(k/ k) n 1 Z U(kl k”)w (k//)
m m sc - ) V -~ ) sc ) (4—123)
donde (ffn—kQ) = F representa el valor propio de energia, y U (k', k") = U(k’' —K") es la trans-
formada de Fourier de la interaccion atomo-atomo. La onda dispersada se expresa entonces

como

Rk Rk - 1
s (K') = — 1) UK, K)+ — UK, K" )s (K') |, .
Ve (K) (m m+z> ( )+V%§< Jw (K') | (4124)
Se ha introducido de manera estandar la parte imaginaria infinitesimal ¢ para asegurar que

solo las ondas salientes estén presentes en la onda dispersa. Esta ecuacidn se puede expresar

de la siguiente forma:

27.2 27.12
Ve (K') = (ﬁ_ Wk
m

—1
; w) T(K. K 2k /m), (4.125)

m

donde la matriz de dispersion 7' satisface la llamada ecuacién de Lippmann-Schwinger

1 h2 12 -1
T k;E)=UK, k) + v Z Uk, K" (E — + z’(s) TK' Kk E). (4.126)

k// m

La onda dispersada a grandes distancias y para energia cero (F = k = 0) puede calcularse a

partir de la ecuacion (4.125), empleando la transformada de Fourier
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dk' e*'r 1
= 4.127
/(2#)3 kK2 dmr’ ( )

encontramos

mT(0,0;0)

4.128
4mh2r ( )

¢sc (T) =

Se ha sustituido el argumento &’ en la matriz T'por cero, dado que los valores significativos en
la transformada de Fourier son del orden de 1/r. Por lo tanto, la expresion (4.128) se puede
identificar cony) = 1 — 2, La constante a se llama longitud de dispersion. Da la interseccion
de la funcién de onda asintética en el eje r. lo que implica que la matriz de dispersion a

energia cero y la longitud de dispersion estan relacionadas mediante la expresion

m
a=17(0,0;0) (4.129)
(0]
4 2
7(0,0;0) = 7:: “ (4.130)

De manera mas general, la amplitud de dispersion y la matriz 7" estidn relacionadas por la

ecuacion

k2
TPk E =

/ —
Flle, k) = A h? m

). (4.131)

En la aproximacion de Born, que se obtiene al considerar solo el primer término del lado de-
recho de la ecuacion de Lippmann-Schwinger, la longitud de dispersion se expresa mediante

la siguiente ecuacion.

m m
ABorn = WU(O) = Ak /dl’U(l’), (4132)
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correspondiente a |k — k'| = 0. Asi, la matriz de dispersion, 7', puede considerarse como una
interaccion efectiva en el sentido de que, cuando se inserta en la expresion de aproximacion
de Born para la funcién de onda dispersa, produce el resultado exacto cuando los dtomos
estan separados por distancias grandes. Todos los efectos de los componentes de longitud de
onda corta de la funcién de onda, que reflejan las correlaciones entre las dos particulas, se

han tenido en cuenta implicitamente al reemplazar U (0) por 7.

Para obtener mds informacién sobre las interacciones efectivas, se adopta otro enfoque. Se

dividen los estados intermedios en la ecuacion de Lippmann-Schwinger en dos grupos: aque-

. P h2k2 .
llos con energia mayor que algtin valor de corte €. = =<, y aquellos con menor energia.

La suma de estados intermedios en (4.126) se realiza en dos etapas. Primero se suman todos
los estados intermedios con energia superior a €., y luego se suman los estados restantes. La

primera etapa conduce a una cantidad U (K, k; F) que satisface la ecuacion

21112

. 1 -1
UK, k;E)=UK, k) + v Z Uk, K") <E - + ié) UK" Kk E), (4.133)

k" k" >k

m

y la segunda etapa construye las correlaciones asociadas con estados de menor energia:

B 1 R 27012 -1
T(kl,k; E) = U(k,,k; E) -+ V Z U(k,,k”; E) (E — —|—Z5> T(kﬂ,k; E)
m
k" k" <k,

(4.134)

La ultima ecuacion muestra que al utilizar U como interaccién en un problema de dispersion,
donde los estados intermedios con energias superiores a €. no aparecen explicitamente, se ob-
tiene la matriz de dispersion correcta. En este contexto, actiia como una interaccion efectiva
que describe las interacciones entre un conjunto limitado de estados. La discrepancia entre
la interaccion efectiva y la interaccion simple se atribuye a la influencia de los estados de
alto momento. Es importante destacar que el potencial efectivo depende explicitamente de la
eleccion de la energia €.. Sin embargo, el resultado final para la amplitud de dispersion es

independiente de esta eleccion.
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Si se toma el limite k. — 0, la interaccion efectiva se reduce a la matriz de dispersiéon. Cuando
k. es pequefio, es decir, para describir interacciones entre excitaciones de longitud de onda

muy larga y a bajas energias, la interaccion efectiva se simplifica a

- A2
UK, K B0 = -2 =1, (4.135)

Para calcular las propiedades de los gases diluidos, la clave reside en que la interaccion efec-
tiva puede emplearse para realizar célculos precisos en sistemas diluidos sin necesidad de
calcular correlaciones de corto alcance. Esto implica que la aproximacion de Born para la
dispersion y enfoques de campo medio como Hartree o Hartree-Fock para calcular energias
producen resultados correctos siempre que se utilice la interaccion efectiva en lugar de la

simple (Pethick y Smith, 2008).

Desde la ecuacion (4.134) para la matriz de dispersion, se puede hacer la siguiente aproxi-

macion:

7(0,0;0) ~ U(0),

- 4 h2 (4.136)
0(0) = ——,
m
Teniendo en cuenta la transformada inversa para U(0) = V/(0), se concluye que,
~ 4 h?
V)= ——%5r). (4.137)
m

Esta ecuacion es esencial para abordar la descripcion de un condensado de Bose con inter-
acciones. En particular, este trabajo se centra en el estudio de un gas de Bose en dos estados
hiperfinos y las posibles fases que surgen cuando se confina en un potencial externo especifi-

Co.

En resumen, en este capitulo se abord6 el Formalismo de la Segunda Cuantizacion, realizan-
do un tratamiento que revela la equivalencia entre la ecuacion (4.33), también conocida como

la ecuacion de Schrodinger para coeficientes o tratamiento de Primera Cuantizacion, y la
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ecuacion de Schrodinger para coeficientes desde la perspectiva de la Segunda Cuantizacion.
Se introdujo el espacio de Fock, los operadores de creacion y aniquilacion, asi como los ope-
radores de campo asociados, lo que permitié expresar el Hamiltoniano de muchas particulas

en términos de estos operadores de campo (4.105).

Es fundamental destacar que el formalismo conocido como la Segunda Cuantizacion no in-
troduce nuevos principios fisicos ni una teoria que difiera de la mecénica cudntica convencio-
nal. La cuantificacion realizada se limita a considerar las particulas como objetos cudnticos,

manteniendo asi el marco conceptual en linea con la mecénica cudntica estandar.

Adicionalmente, se abordd un tratamiento de dispersion a bajas energias, donde se supuso
que el potencial V(|r — r’|) depende tnicamente de la distancia entre particulas de igual
masa y no del tiempo. Este enfoque condujo a la ecuacion de Gross-Pitaevskii, que describe
la dindmica de un condensado con interacciones a temperatura 7' = 0, y serd examinada en

detalle en el proximo capitulo.



Capitulo 5

Ecuacion de Gross-Pitaevskii

5.1. Deduccion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii escalar

Se parte primero del Hamiltoniano en segunda cuantizacion expresado por la ecuacion (4.105),

b / Pt (v, ) o (r, 1)
(5.138)

i —)U(r, 6)T(r,t),

1 - R .
+ 5/d3r/d3r’\IJT(r,t)\IfT(r’,t)V(

el potencial de interaccién, V( ‘ r—r | ), es modelado mediante choques entre pares de particu-

las, es decir, la representacion del potencial de interaccion en la base de las coordenadas se

drh?a
m b

y a la longitud de dispersién de onda s = a y la delta de Dirac en tres dimensiones bajo

expresa como V (|r — r'|) = go(|r — r’|), donde g = siendo 7 la constante de Planck
el sistema de coordenadas cartesianas es 0(|r — r'|) = d(|z — 2'|)d(Jly — ¢'|)d(|]z — Z’|). Al

reescribir la ecuacidn anterior, se tiene:

= / Brdt (v, 1) Ho(r, )

-~

_in

+ g / Prdt (e, )W (v, )0 (r, 1)U (r, 1),

[

(5.139)

=H,
donde se ha denominado H = H; + H,. Con este Hamiltoniano se calcula la ecuacion de
Heisenberg, que describe la evolucion temporal de un operador. En este caso, se calcula para

el operador de campo \if(r, t);

= [¥(r,1), H] , (5.140)
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es decir, lo que se quiere calcular es el siguiente conmutador:
[nif(r, t),ﬁ] - [\if(r, t),ﬁl] + [\if(n t),HQ}. (5.141)

Abhora, teniendo en cuenta las relaciones de conmutacion de los operadores de campo, las

cuales son las siguientes:

A

(e, ), U, 0)] = o(r = ¥)) = U(e, U, 1) - VT ) D(re),  (5.142)

al despejar el término Wi (r', t)U(r, ¢) , se obtiene:

Ui, 6) W (r,t) = U(r, )T (', 1) — 6(jr — 1'|). (5.143)

Lo siguiente es calcular el primer término de la ecuacién (5.141) utilizando la ecuacién

(5.143), es decir, calcular el conmutador:

[@(r, ), ﬁl] —U(r, )y — HU(r, 1),
=U(r,t)H, — / Pt O Hy U (x £)U(r, t),
(e, t) Ty — / e () (r, 1)) b, 1),
—(r, ) H, — /d3r’ (\i/(r, DU (e, 1) — (Jr — r’|)> Hyb(r', 1),
=U(r,t)H, — / U (r, )T (¢ ) HyU(r ) + / Pr's(|r — ¥'))HyW (', 1),

=U(r,t)H, — U(r, t)/d?’r'\iﬁ(r’,t)[:[o\i/(r’,t)—i—/d3r’5(]r— r'|)HoW(r, 1),

-

g

—H,
=U(rtTH, — W, + /dSr’6(|r — |V HyU(r, 1),
:/d?’r'é(\r — ) HoU(r 1),
[\if(r, ), ﬁl] —HyW(r, 1),

entonces, el primer conmutador sera:

[\il(r, ), Hl] — HyW(r,1). (5.144)
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Ahora se calculard el segundo término de la ecuacién (5.141), teniendo en cuenta también la

ecuacioén (5.143). Es decir, se calculara el conmutador:

(e, 1), / Fr T (B T, ) (1),

—(r, 1) Hy — g / St 1) (@T(r',t)\iz(r, t)) B, ) U(r, 1),

—(r, t)H, — g/cﬁr'iﬁ(r',t) (@(n DU, ) — 8(Jr — r’|)> b, ) 0(r, ),
(e 1), 2 / e () (e, 1) B ) B (1)

+

~+

(e, 1)y — W(r,1) / BV )T (¢ T, )T, 1)

[\i/(r, ), ﬁz] —g Wt (r, ) U(r, 1), U(r, 1),

entonces, el segundo conmutador sera:

[\if(r, ), HQ] = U (r, 1) (r, 1) T (r, 1) (5.145)
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Una vez calculados los conmutadores (5.144) y (5.145), se procede a sustituir los resultados

en la ecuacion de Heisenberg (5.140), la cual queda de la siguiente manera:

LOV(r,t) s ~
ih—s ' = [\IJ(r,t),H} ,
- [\if(r, t),Hl] + [@(r, t),m} ,
—HyU(r,t) + g0 (r, t)T(r, t)U(r, 1),
- (ﬁfo + gt ) B(r, t)) U(r, t),
lo que resulta es:
ma‘l’g’ t _ (ﬁo + gUf(r, )0(r, t)) B(r, t).

(5.146)

Si se desea describir un gas a 7' = 0, se sabe que a esta temperatura las particulas del gas

pasan a ocupar el estado base de una particula. En consecuencia, los operadores de campo

pueden ser sustituidos por el primer término de la suma;

SOV )  (a e G i
ih = <H0 + gWT(r, t)U(r, t)) W(r,1),
hawg_twb = (Ho -+ gu3x, Obo(r, by ) wio(x, )b,
m%ﬁ”o = | By + g (e, )00 (r, 1) bibo | o(r, £)bo,
—
=[yo(r.t)|?
mw = | Ho+ g o, t)” bibo | vo(r, t)bo,
ot ~~

—No

ZhM = <ﬁ0 +g ‘1#0(1’, t)|2 NO) w0<r7 t)l;07

ot

(5.147)
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es decir, se reduce a lo siguiente:

200 [t g (e, O R vole, 1) (5.148)

En el limite termodindmico; b| No) & by|No) & v/No|No), conduce a la siguiente ecuacion:

Oy (r, 1)

i
RAT

= [Ho + g luo(r, )P N wo(r, ). (5.149)
Abhora, al reemplazar ¢y (r, t) por 1 (r, t), se obtiene:

OY(r, t)

i
o

= [[{[0 + g |¢Y(r, If)|2 N} p(r,t). (5.150)
La expresion anterior es la ecuacion de Gross-Pitaevskii, la cual describe un condensado de

Bose-Einstein con interacciones a temperatura cero.

Ahora, se procedera a describir el tratamiento que tiene en cuenta el espin de las particulas
en el sistema. Por lo tanto, el Hamiltoniano, como se muestra en la ecuacién (5.138), sufrira
modificaciones y, en consecuencia, también lo hard la ecuacién de Gross-Pitaevskii (5.150).

A continuacién, se abordara este tratamiento correspondiente.

5.2. Deduccion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii espino-
rial

Se parte del Hamiltoniano en términos de los operadores de aniquilacién y creacion, el cual

se expresa de la siguiente manera:

N | —

H = b Ho [)b; + 5 Y bIb(i, 4| V' [k, )bbi, (5.151)
i?j i7j7k7l

Los componentes de este Hamiltoniano pueden conceptualizarse de la siguiente manera: el

primer término representa la energia asociada a particulas en un estado libre, mientras que el

segundo término corresponde a la energia resultante de la interaccion entre particulas. Esta
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interaccion puede entenderse como el proceso mediante el cual dos particulas, inicialmente
en estados £ y [, experimentan una dispersion que las lleva a ocupar los estados 7 y 7, respec-

tivamente, bajo la influencia del potencial V.

Ademas de encontrarse en el estado 7, se considera que la particula tiene una proyeccion de
espin a.. Asimismo, junto con la ocupacién del estado 7, la particula presenta una proyeccioén

de espin (3. De esta manera, el Hamiltoniano se expresard de la siguiente forma:

>N b el Ho |iB)bj s, (5.152)

a8 ij
donde I;ja y I;j,ﬁ representan, respectivamente, el operador de creacion con proyeccion de
espin « y el operador de destruccién con proyeccion de espin 5. Aqui, |j5) denota el estado
de una particula j con proyeccion /3, mientras que |i«) representa el estado de una particula

1 con proyeccion de espin a. Este, en términos de los operadores de campo, sera:

Z / POl (v, ) Hy W, (r, 1), (5.153)

donde W (r,t) y W,(r,t) son los operadores de campo de creacién y aniquilacién de una

particula con espin « respectivamente los cuales se definen como:

Z¢ka ka’
Z¢ka bkaa

siendo ¢y, , los autoestados de Hy. Estos operadores tienen las siguientes relaciones de con-

(5.154)

mutacion,

o (r, 1), Ws(r',1)| =0,

Ul (r,1), Wh(r' 1) =0, (5.155)

W, (r, 1), \f/g(r’, t)| =0(r —r')dap,

Ahora se abordard el término de interaccion atdmica, es decir, el segundo término del Ha-

miltoniano expresado en la ecuacion (5.151). Dado que se estdn considerando particulas con
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espin distinto de cero, es necesario ajustar el término de interaccion. Para ello, se toman dos
particulas con espines F; = 1y F5, = 1. Utilizando la teoria del momento angular, se sabe que
F = F} @ F, Por lo tanto, se puede analizar el sistema en cualquiera de las siguientes bases:
|F, mg) o |Fy, Fo;mq, me) = |Fy,mq) ®|Fy, my). Considerando que F = 0, =1, +2, se obtie-
nen los estados |F, mp) = {|2,2),2,1),]2,0),|2,—1),|2,-2),|1,1),|1,0),|1,—1),]|0,0)},

los cuales se expresan en términos de la base con los coeficientes de Clebsch-Gordan,

12,2) = |1' 1),

2,1) = (|1 0) +10;1)),

2,0) = — (]1; =1) +2[0;0) + | = 1; 1)),

H%IH%I

12,-1) = 7 (| =10) +0; 1)),
2, -2) = | —1;-1), (5.156)

1,1) = (|1 0) —10;1)),

%I

11,0) = 7<|1 1)~ |- 11)),
1, -1) = 7(1—10>+|o 1),
0,0) = %<|1—1>+roo>+|—11>>

Se evidencia que los estados |1, my) son antisimétricos. Dado que se estd tratando con particu-
las bosdnicas, se optard por no considerar estos estados. Ahora, en relacion a la interaccion,

se toma el Hamiltoniano de segunda cuantizacion ecuacion (5.151),

Z bIbI(i, j| V |k, byby, (5.157)
zjkl

donde i, 7, k y [ representan cada uno un conjunto de nimeros cudnticos asociados a un estado
individual de particula. Al introducir el espin, el conjunto de nimeros cudnticos ¢ incorpora
este nuevo parametro. Para mayor claridad, se expresard explicitamente el valor del espin.

Asi, el término de interaccidn es dado por:



5.2  Deduccion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii espinorial 68

3 > b ia, 5BV [k, 10)bg b, (5.158)
a,B,77,0 1,7,k,l

en términos de operadores de campo, esto se expresa como:

1 I3 o ! O 14 A1 AT / T /
3 > /dr/dr Ul (e, )L, )V (| — ) U, (), )T, (r, 1), (5.159)
a,B,7v,0

Usando la aproximacion del potencial a bajas energias, se tiene:

1 ~ ~ ~ ~
3 > oo / &l (e, )Wl (r, )0, (1, 6) Uy (r, 1), (5.160)

a,B,7,0

. Ath?a .
siendo go 5,0 = ——=222. Lo cual es equivalente a:

2F F F F
1 ~ ~ ~ ~
S D / dr " (o BIF, me) UL (e, )Tl t) Y (F mplyi o) U, (r, ) Uy (r, 1),
F=0,2 mp=—F a,f=—F v,0=—F

(5.161)
en otras palabras, se pasa de considerar las dos particulas de manera individual a tratarlas
como un sistema de dos particulas con un espin total F = 0; +-2. Los operadores de creacién

y aniquilacién para pares de particulas con un espin total [ y proyeccién myp son:

F
Ul )= ) (o BIF, me) Wl (r, )Wl (r, 1),
o (5.162)
@F,MF (I‘, t) - Z <F7 mlF‘av B>\ija(r> t)\Dg (I‘, t)
a,f=—F
La expresion (5.161) puede reescribirse de forma méas simplificada como:
| 2F
3 g ) / Wl (v, )W (e, 1) P00 (0, 1) D, (v, 1), (5.163)

]:F:072 a757770
donde P77 = (a; B|F, mg)(F, mg|a; 3) representa el elemento de matriz del proyector P
en la base |Fy, Fp; my, m2). Entonces, si se considera el espin total de los dtomos en el Ha-

miltoniano,
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= / P (e, 1) o (r, 1) + 2 / Erdt (e, ) (e, )0 (e, )T (1), (5.164)

se convierte en:

H=>)" / BPrdl (v, ) Hy W, (v, t)

J

-~

m

2F
1 T T Ho oy, T
+5 g Y / &l (v, t) Bl (r, ) P00 (1, 4) Wy (r, 1),

F=0,2 a,B,7,0
~ 2
~~

H;

(5.165)

donde se ha denominado H = H; + H,. Ahora, con este Hamiltoniano se calcula la ecuacién

de Heisenberg, que en este caso se calcula para el operador de campo \if,,(r, t):

ov,(r,t - -
in0%r(r.t) _ [\Ifu(r,t),H}, (5.166)
ot
es decir, lo que se quiere calcular es el siguiente conmutador.
[\ijy(r, t),ﬁ} - [\i/y(r, t),]:.ll] n [\ixy(r, t),ﬁg] . (5.167)

Ahora, teniendo en cuenta la relacion de conmutacion de los operadores de campo,

A

W, (r,t), Ul (v t)} = 5(jr = t])y0 = U, (r, )L (1) — WI (¢ )T, (r, ). (5.168)
el cual, al despejar el término W1 (v, )W, (r, ), se obtiene lo siguiente:

A

Ut (0, )W, (e, 1) = 0, (r, ) (1) — 0(jr — ¥/))sa- (5.169)

Lo siguiente es calcular el primer término de la ecuacion (5.167) haciendo uso de la ecuacién

(5.169), es decir, calcular el siguiente conmutador:
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+Z/d3 /6 \1‘ VaHO ( )
=0, (r,t)Hy — U, (r 1) ) / dPr "t (¢ 1) HoW o (Y, 1)

J/

-

+Z/d3 31— )y oo ba (¥, 1),
i et M+Z/d3 S — 1 Ho U1 ).

—Z/d3 'S(Ir — ')y o Ho o (', 1),

[\iju(r7 t)a Hl] :HO\IJV(I.? t)?

entonces, el primer conmutador sera:

[\ify(r, ), ﬁl] = HoW,(r,1). (5.170)

Ahora se calcularé el segundo término de la ecuacién (5.167) teniendo en cuenta de igual

manera la ecuacién (5.169), es decir, se calculard el siguiente conmutador:

[\ifl,(r, ), Hg} U, (r, ) Hy — HyW, (r, 1),

H2—— ZQF Z / dr (¢ )WL, ) PP () W (7, )W, (1, ),

IFO2 a,B,y,0

(5.171)
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trabajando sobre el segundo término del anterior.

2F
1 ~ A A A
S5 e Y [ B P T ()0 (. (),
F=0,2 a,B,y,0
F
1 3 AT AT T, Aa?ﬁ! 7U T T
=Y e > /d Bt (1) (@B(r’,t)\ll,,(r, t)) ey () )0, (1, 1),
F=0,2 o,B,y,0
F
1 T > T D o\ T
=5 Y X [ ) (B T~ B = ) ) B B (1),
F=0,2 a,B,7y,0
2F
__1 S S [ d (xiﬁ (v, )W, (r t)) UL (e, ) PP (¢, 1), ()
2 « ? v ) B ) F Y I o )
F=0,2 a,B,y,0
1 = 3, Nyt (4! / HA,B,7,0 T, / T /
+5 S gr Yo | dEr UL )8 = ]), s PRI (K, )T, (1 1),
F=0,2 a,B,7v,0
F
. 1 3 .1 (3 T a,B,7,0.7 T /
=Y e > /dr (q/( £t (v, t)-&(\r—ry),,a) L, 8BS (f 1), ()
F=0,2 o,B,y,0
1 =i RIS / P, BY,0 4T / T /
+35 S gr > [ UL (e = ¥)), s PRt (0 )T 1),
F=0,2 a,B,y,0
—_1§: S & (e ) UL )L 1) PRI (Y )T, (1)
— 9 gr r v\, o r, B r r, o\,
F=0,2 a,B,y,0
1 N 3.1 / Tt Ha,B,7,0 .3 / T /
+35 S gr Y | dra(e =) UL ) BT () T, (1 )
F=0,2 a,B,7v,0
1 2 3 /A'i' / / Aa76777g T / T /
+35 D gr Yo | UL )8 —r]), s PRI (¢, )T, (1),

F=0,2 «,

Sy
2

2F
~ 1 ~ ~ o A ~
==y (r.1) 5 Y gs Yo [ & (e ) VL OB ) BRI (0 )T, 1)
N F=0,2 aB,y,o .
7
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— U, (r, ) Hy + = Zg]pzlll PYEYT (1, 1)y (r, )

F 02 B0
+3 Z ge Y W (e 1) PEH (n, )W, (r, ),
IF 0,2 a,y,0
se observa que en la expresion anterior, tanto 3 como « son indices mudos y debido a que

PLom? = Pg?17 se pueden sumar los términos:

=W (r )y + 5 Z gs Y Wh(e )BT (r )W (r, 1)

IFO2 Byy,0

t3 Z%Z‘P VPRI (1, 1) (1),

IF 0,2 a,y,o
t)Hs + Z gr Y Uh(r )BT (r, ) Wy (r, 1),
F=0,2 a,y,o

obteniendo la siguiente expresion

tVH, + Z gr > UL(r )P0 (r, ) U,y (r, 1), (5.172)

F=0,2 a,v,0

Ahora, se reemplaza el término trabajado (5.172) en la ecuacién (5.171), de manera que:

[\If,,(r, t),Hz} S GULEEDITDY / &r L, OB, ) PP (2, )T, (¢, ), (r, 8),

F=0,2 a,B,y,0
—U(eAH, — U, (¢ t]H, + Z ge Y (e, t) PR (r, )T, (r, t),
F=0,2 o,y,o

entonces se obtienen lo siguiente,

[\ij ] Z gz Y WL(e, ) B0 () Wy (, 1), (5.173)

F=0,2 a,y,o

Ahora es necesario conocer el elemento de matriz Py"""” = («a, v|Pr|7, o). Para lograrlo,

se debe entender la forma de proyeccion en la base |Fy, Fy; mq, ms). Para calcular Pa e



5.2  Deduccion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii espinorial 73

se parte de la definicién de Py como el proyector Py = mezw |F, mg)(F, mg|. Ahora, al

calcular el producto punto F; - F, aplicado a |F, mp), se obtiene:

F, 'FQ‘FJTLI@ = (FQ - F% - F%) |F> mIF>7

N —

segln la teoria del momento angular, se sabe que
F*|F, mg) = F(F + 1)|F, mp)

y también F?|F, my) = F;(F; + 1)|F, mg) con i = 1,2 de tal manera que toma la siguiente

forma:

Fy - Fy|F, mp) == [F(F + 1) — 2F(F + 1)] [F, mg), (5.174)

1
2
donde F; = F, = F. Por otro lado, se presenta la siguiente relacién ) P]F ==Ly

al aplicar el bra (F, mp| a la ecuacién (5.174), se obtiene:

2F 2F

1
Fi-Fy Y |F,me)(F,ms| = > 5 [F(F +1) = 2F(F + 1)] [F, mze)(F, m,
F=0,2 F=0,2 ™
. -~ :PIF‘
lo que implica:
2F
1 .
Fi-Fy= ) 5 [F(F +1) = 2F(F + 1)] Py, (5.175)
F=0,2

ademds, se conoce que los operadores de proyeccion cumplen conPy = Pry PrP; = 0, por

lo tanto se obtiene:

2F
(Fy-Fp)" = ) zin [F(F+1)—2F(F +1)]" B, (5.176)

F=0,2

de modo que se muestra la siguiente relacion:
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2F
Fi Fy= ) % [(+1) — 2F(F + 1)) Ps. (5.177)

F=0,2

Dado que F' = 1, solo se tienen las siguientes proyecciones:

|
P :g(H1®H2—F1'F2),
] (5.178)
Py =3 (2l ® I, + Fy - Fy),
con esta representacion de los proyectores, se puede calcular su elemento de matriz,
POLV,Y,0 1 /
Po :g (504,751/,0 - <Oé| F |7><V’ F |U>>7
A I (5.179)
Py :g (200,40v.0 + (| F |7)(v| F'|o)).
Al reemplazar lo anterior en la ecuacién (5.173), se obtiene:
2F
[Bu(0,1), 1) = 37 g0 30 W0, )P0 (1, 6)0, (1 ).
F=0,2 o,y,o
200 » . .
= WW(@@, )0, (r, ), (r, 1)
92— 9 ; ; ;
+ 3 T (el F I Wl(e ) (n0) - (v ' |o)Wo(r, 1),
oy,
es decir,
. . +2 . . .
(B 1), | == N () B ()0, (1, 1)
¢ (5.180)

Una vez que se han calculado los conmutadores (5.170) y (5.180), se procede a sustituir los

resultados en la ecuacion de Heisenberg (5.166), la cual queda de la siguiente manera:
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2 N R
,,(r,t)+9°+ gQZqﬁ 1), (x, £, (r, 1)

|
S5
o

o =
) (5.181)
IS B )L 00, (1) - 0] B ) r.)

o,y,0

Se realiza la aproximaciéon de 7' = 0. Por lo tanto, los operadores de campo solo serdn el

primer término de la suma;

Z¢ka kaN¢Oa< )bga’

(5.182)
Z¢ka bka"“¢0a( )bOa

Entonces, la ecuacion (5.181) para el estado base se escribird asi:

0o, 7 2
ih%)bOV_HO(éOV( t)bo,, + ot gzz%a bga%a( >b0a¢0”( )bOV

IS B 1), 05 (0, Dby (7] B o) (r, Do

Y0

(5.183)

ahora se define una funcion de onda espinorial como W(r,t) = > 1o(r,t) |a), con el fin

de que esta esté normalizada a la unidad, se la define v ., (r, ¢) de la siguiente manera;

Yo,a(r,t) = n—]\%oﬁ(r, t), (5.184)

con N siendo el niimero total de particulas y n,, el nimero de particulas en el estado de espin
«, con esta definicién y teniendo en cuenta, que en el limite termodindmico los operadores

bo.a = /M, bg’a ~ \/n, la ecuacion (5.183) se reescribe como:

0 v\, 2 2 *
ih% —Hoh, (x, 1) + MggQN Za:%(r, t)a(r, 1)1 (r, 1)

(5.185)

B9 5 ol F ) 6,006 5,0) - 0 F o),

a777g
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teniendo en cuenta que /N es una constante, esta puede ser introducida en g- y go, definiéndose

2 2 .. ., .
ahora como g, = m% Y90 = m%. Utilizando la notacion para los elementos de matriz

(a|F|y) = F, (v|F'|o) = F "7, y sustituyendo H, dada por la ecuacién (4.95), la ecuacién

previa en la representacion de las coordenadas se expresa como:

O (r, ? x
n20Anl) [_j_mv‘z Vi, t>] dule, 1) 220 3 a0l 05,0

+ B ST E (), (1) - F 0 (1),

a’770

(5.186)

Se desarrollaran los términos de la ecuacion (5.186). Dado que esta ecuacidn representa un
sistema de ecuaciones diferenciales, una para cada valor de v, se centrard ahora en los dos
ultimos términos para expresar explicitamente estas tres ecuaciones. Al expandir la suma del

segundo término, se obtiene:

D (e ) a (e, £y (x, 1) =% (1, 801 (1, £)40, (1, £)5,,00
+ 5 (r, ) o (r, ), (v, t)0,,,
+ 7 (r, t)y (v, )10, (1, 8)0,,r,
= (|1 (e, ) + [0 (e, ) + [ebr (2, 0)]%) (0, 8800,

en otras palabras, este término puede expresarse de la siguiente manera:

)
)

([ (e )+ [ (1, )17 + [eh1 (0, ) ) (1 (0,8)00, 1 + (X, )80 + (1, 8)0,1) -

Para simplificar la notacion, se define 1 (r, t) = 1. De esta manera, el segundo término de la

expresion puede ser reescrito como:

> wn (e e (e, ), () = (Joa] + [vol* + [¢1]*) (16,1 + oduo + 11001) -
(5.187)

Para abordar el dltimo término de la expresion (5.186), se recuerda la representacion de la

matriz de espin F = Fiéz- = in + Fy 7+ le% donde las componentes de la matriz son:
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) 010 (0 =1 0 10

N N ) N

Fp=—110 1|, Fpb=—411 0 -1}|, F,=|0 0 0 ]. 5.188
0 1 0 0 1 0 0 0 -1

Es importante destacar que las componentes de la matriz de espin no incluyen el factor A,
ya que se estd trabajando en unidades adimensionales. Al expandir el término y teniendo en

cuenta que ¢ (r, t) = 1, se obtiene:

D OF F 0, = [P g+ F0 g + BT g+ FO T gy

a?’y7o-

+ FOOge0 + FOlygen + FUligo, + FHO9Te,

+F 5] - [F0 10,1 + FO 7N 16,0

+FY 18,0 + F 109068, 1 + F2%6,0

+F"%40,,1 + F_1’1¢15V,—1 + F0’1¢15u,0 + F1’1¢15V,1] )
(5.189)

considerando el siguiente convenio para las componentes de la matriz de espin (5.188):

~1,-1 -1,0 -1,1
0,-1 0,0 0,1 |- (5.190)
1,-1 1,0 1,1

La expresion (5.189) se simplifica y factoriza de la siguiente manera:

SO FY (1) (1) - F 0 (1, 1) =

af}/)o—

@ (Y 1o + UGh_1 + gihr + Yith)

o

(?/fow 1— ?/Jiﬂ/JO‘i‘wT%—?/JS%)
gl = )]

1 (V_10y,0 + Y00y, —1 + Vb1 + V16,0)

EI@

_l_

~—

k
1

J (V16,0 — Yobu,—1 + Y001 — Y16,0)
+k (Y_10,,1 — wl(su,l)] )

>§| @‘§|

(5.191)
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desarrollando el producto punto y sus respectivas simplificaciones se llega a la forma simpli-

ficada dada por:

D FL (e, )by (1, 8) - F 7 (0, 1) =6, 1 [[vol* o1 + oo + oy ([0l = v )]

a7770

+ 0,0 [|1/)—1|2 Yo + 2¢5¢_191 + |1/J1’2 1/)0}
+ 8y [0% 1800 + [ol* b — v (| P — [ )]
(5.192)

Al sustituir las ecuaciones (5.192) y (5.187) en (5.186) y realizar todas las operaciones alge-

braicas necesarias, se obtiene la siguiente expresion:

o, (r,t h?
20D | V()] (0601 00, D 0, )00

+ 6, 1 {01 (1) [(co + c2) ([Ya (r,0)] + [vo(r, 1)) + (co — c2) [ (x, 1)]]
+ ety (1, 1) o (r, )eho (r, 1) }
+ 8,000 (r,1) [(co+ e2) (Ja (e, ) + [-1 (e, 6)[7) + co [tho(x, 1)|7]
+ 2c005 (r, t)hrp_y (r,8) }
+ 6,0 {1 (r, 1) [(co+ c2) ([a(r, )] + [tho(r, 1)) + (co — c2) [r_1(r, 1) ]
+ eatp™ (x, ) o (r, £)bo(r, ) }.
(5.193)

La dltima expresion representa un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas,

una para cada componente de espin, describiendo asi un condensado de Bose-Einstein es-

pinorial. Finalmente, se definen las constantes ¢y = % y 2 = £5% se destaca que el
comportamiento del sistema estd determinado por el signo de estas constantes: si co < 0,
el sistema exhibird un comportamiento ferromagnético, mientras que si ¢, > 0, mostrard un

comportamiento polar, segtin se indica en la referencia (Ho, 1998).

Para este estudio, la ecuacion (5.193) representa un sistema de dos ecuaciones, dado que solo
se considerardn dos estados hiperfinos con proyeccion de espin +1 y —1. En otras palabras,

se excluye el término cero,
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Oy (r t w
ih wa(tr - =57V A Vear(0,8) | (€ (0,)0,, 1 + 1 (v, £)00)

+ 51/,—11/}—1(1.7 t) [92 |¢_1(I’, t)|2 + 93 W)l (l', t)|2]
+ 51/,177/11 (I’, t) [92 |¢1 (l’, t)|2 + 93 |77/J_1(I‘, t)|2} )

(5.194)

_ _ _ __ 290+g2
dondegg—c[)—l—Cngg—cO Cy = 3 -
Hasta este punto, no se ha especificado cudl es el potencial externo. Este trabajo se centrara

en potenciales de red 6ptica bidimensionales, los cuales estdn definidos por:

Vear(£,1) = Ve (r) = Vg [cos® (kz) + cos® (ky)] , (5.195)

donde r = zi + yJ; Vj es la profundidad del potencial en cada punto (z,y) y la energia de

retroceso dada por,

E,. = M (5.196)
mA?

En resumen, en este capitulo se abord6 la deduccion de la ecuacidon de Gross-Pitaevskii esca-
lar, la cual se deriva del Hamiltoniano (5.139) en segunda cuantizacion y supone un potencial
de interaccion entre pares de particulas (4.137). Utilizando este Hamiltoniano, se procedid
a evolucionar con la ecuacién de Heisenberg (5.140), realizando los cédlculos respectivos de
los conmutadores y considerando sus relaciones de conmutacion, lo que permitié mostrar la
expresion (5.146).Si se desea describir un gas a 7' = 0, se sabe que a esta temperatura las
particulas del gas pasan a ocupar el estado base de una particula. En consecuencia, los opera-
dores de campo pueden ser sustituidos por el primer término de la suma (5.147). Finalmente,

se obtuvo la expresion (5.150), que corresponde a la ecuacién de Gross-Pitaevskii escalar,

describiendo un condensado de Bose-Einstein con interacciones a temperatura cero.

En segundo lugar, se presenta la deduccion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii espinorial, la

cual es de suma relevancia para el desarrollo de este trabajo. Se parti6 del Hamiltoniano en
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términos de los operadores de creacién y aniquilacion (5.151). A diferencia del caso esca-
lar, se introdujo un indice adicional o y /3, que denotan la proyeccidn de espin (5.152). De
manera similar, se asigné un indice adicional a los operadores de campo de creacion y aniqui-
lacion (5.154), haciendo referencia a la proyeccién de espin y cumpliendo con las relaciones
de conmutacion (5.155). Al abordar el término de interaccion atdmica, se trabajo tinicamente
con particulas bosénicas. De forma andloga al caso escalar, se procedi6 a calcular la evo-
lucion temporal del Hamiltoniano expresado con el espin (5.165), utilizando la ecuacion de
Heisenberg (5.166). Se calcularon los conmutadores teniendo en cuenta sus respectivas rela-
ciones de conmutacion, y se aplico la teoria del momento angular, dado que solo se trabajé
con particulas de espin entero igual a uno. Asimismo, de manera analoga al caso escalar, se
aplico el limite termodindmico vy, tras realizar calculos adicionales y simplificar términos, se
lleg6 a la ecuacidn (5.193), que representa un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

acopladas, una para cada componente de espin.

Como se menciona a lo largo del trabajo, se consideraron dos estados hiperfinos con pro-
yeccion de espin +1 y —1, por lo que la ecuacion de Gross-Pitaevskii espinorial adquiere la
forma dada por la ecuacién (5.194), donde el potencial externo es una red 6ptica bidimensio-
nal (5.195). En el siguiente capitulo, se presentardn los métodos numéricos para resolver el

sistema de ecuaciones dado por la ecuacién (5.194).



Capitulo 6

Solucion numeérica a la ecuacion de Gross-

Pitaevskii

La ecuacion derivada en el capitulo anterior, como se indicO previamente, constituye un siste-
ma de ecuaciones diferenciales no lineales que carecen de solucién analitica. En este capitulo,
se presentaran métodos numéricos para abordar la resolucion de este sistema de ecuaciones,
con un interés particular en determinar el estado estacionario del sistema. El primer paso

consiste en usar el método de evolucion en tiempo imaginario.

6.1. Evolucién en tiempo imaginario

Para determinar el estado estacionario del sistema, se emplea el método de evolucién en tiem-
po imaginario (Bader et al., 2013). Este método iterativo evoluciona una semilla dada hasta
alcanzar el estado de energia mds baja del sistema. A continuacion, se explica el funciona-
miento de este método. Dado que el Hamiltoniano es un operador hermitico, sus autoenergias
son nimeros reales. Ademads, con un potencial adecuado, estas autoenergias pueden ser po-
sitivas. Sea H un Hamiltoniano que cumple con estas caracteristicas, y ¢ (r,0) = t;(r) la
funcion de onda que describe el sistema en ¢t = 0. Podemos encontrar el estado que describe
el sistema en un tiempo ¢, es decir, ¢(r, t), utilizando el operador de evolucién temporal de

la siguiente manera:

b(r,t) = e~y (r). (6.197)

Por otro lado, las autofunciones del Hamiltoniano, ¢ (r), conforman una base, por lo tanto,
se puede expresar la condicion inicial para la funcion de onda como una combinacion lineal
de dichas autofunciones, es decir, ¢;(r) = >, Cy¢x(r). Reemplazando esto en la ecuacién

(6.197), la solucién se puede escribir como:

81
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Y t) =Y eI Cr(r), (6.198)

k
donde F, es la energia asociada a la autofuncion ¢y (r). Ahora, realizamos un cambio de va-
riable en la coordenada temporal, es decir, t = —i7’, con 7’ € R. Esto conduce a una ecuacién
disipativa, lo que implica que la energia disminuye a medida que transcurre el tiempo. Este

enfoque resulta util para identificar estados de energia minima. En consecuencia, obtenemos:

o(r,—ir') = e Cri(r). (6.199)
k

De esta tlltima ecuacion, se observa que para valores suficientemente grandes de 7/, el término
dominante en la suma es aquel asociado a la menor energia, dado que la exponencial atenta

los términos de mayor energia. Por lo tanto, podemos aproximar la solucién como:

o(r, —ir') = =5 Cogo(r), (6.200)

siendo Fj la menor energia del sistema, a esta evolucion en 7’ se le denomina evolucién en
tiempo imaginario. Es importante destacar que la convergencia de este método esta condicio-
nada a la separacion entre los valores propios de las energias del Hamiltoniano. Ademads, al
considerar que el Hamiltoniano en cuestion posee estados propios degenerados, el estado re-
sultante es una combinacidn lineal de estos. Por lo tanto, mediante este método se obtendran

estados estacionarios del sistema que no necesariamente corresponden al estado fundamental.

La transformacion ¢ = —i7’ modifica la ecuacion de Schrodinger de la siguiente manera:
_68_17/; (e t). (6.201)

La evolucion en tiempo imaginario no solo puede ser utilizada como un método independien-
te para abordar problemas de evolucién temporal, sino que también se puede combinar con
métodos para resolver ecuaciones diferenciales. En este caso, se ha seleccionado el método
de Runge-Kutta de cuarto orden para llevar a cabo la evolucién. A continuacion, se propor-

cionara una breve descripcion de su aplicacion.
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6.2. Método de Runge-Kutta de cuarto orden

El método de Runge-Kutta no es simplemente un unico método, sino una familia de méto-
dos iterativos, tanto implicitos como explicitos, disefiados para aproximar las soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). El mas ampliamente utilizado dentro de esta fa-
milia es el Runge-Kutta de cuarto orden, cominmente conocido como “RK4”. Este método

iterativo se emplea para resolver ecuaciones diferenciales de la forma:

(9¢ = f(¥,t). (6.202)

Dada una condicion inicial ¥ (r, ty), la solucién a la ecuacion en un tiempo ¢t = ¢y + At estd

dada por:

At
Y(r,to + At) = (r, to) + F(kl + 2ko + 2k3 + k), (6.203)
donde las constantes k1, ks, k3 y k4 estan dadas por:

0),t),

f(w klAt,H%),
(6.204)
f<w kQAt,H%),

ky =f (¢Y(x,to) + ksAt, t + At) .
De esta manera, se itera para evolucionar hasta el tiempo deseado. Este método serd empleado
tanto para resolver la evolucién en tiempo imaginario, con el objetivo de encontrar el estado
estacionario del sistema, como para abordar la evolucién en tiempo real y estudiar la dindmica
del sistema. Ahora procederemos a realizar la reduccion dimensional de la ecuacion de Gross-

Pitaevskii.

6.3. Reduccion dimensional de la ecuacion de Gross-Pitaevskii

En la préctica, para generar un condensado cuasi-2D, se emplea la estrategia de confinar el

gas en una trampa armonica inhomogénea, donde una de las frecuencias, w,, es significa-
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tivamente mayor que las otras dos, w, y w,, respectivamente. Este enfoque transforma la
forma de la nube, pasando de tener una estructura tridimensional a la de un disco delgado,
caracteristico de un condensado cuasi-2D. Esta manipulacion restringe las dimensiones en
las que las particulas pueden moverse. A continuacion, se abordara como esta restriccion en
el condensado influye en la deduccién de una ecuacién que describa su comportamiento en

dos dimensiones.

6.3.1. Ecuacion 2D

Para lograr un condensado en dos dimensiones, se ajusta una de las frecuencias de la trampa
armonica de tal manera que w, > w,, donde w, = w, = w,. Este ajuste provoca una
transicion en la forma de la nube, pasando de tener una estructura esférica a la de un disco, lo
que implica que las particulas estan efectivamente restringidas a moverse en dos dimensiones.
Ademas, debido a la marcada diferencia en los valores de las frecuencias de la trampa, la
separacion de los niveles de energia en la direccion z es mucho mayor que en las direcciones
2y y. Esto permite suponer que la dindmica en la direccién z se desacopla de la dindmica en
x e y. En consecuencia, la funcién de onda del sistema en z se encuentra en el estado base del
oscilador arménico. Con estos elementos en consideracion, se propone aproximar la funcion

de onda del condensado 3D como:

w(n t) ~ ¢2D (Q?, Y, t) ¢1D(2)7 (6205)

siendo ¢1p(z) el oscilador arménico 1D para el estado fundamental en la direccion z,

1\ /4 e A
¢ip(z) = e 22° con I, = . (6.206)

ml? mw,

La funcion ¢up(z,y,t) describe la dindmica temporal de un condensado en forma de disco
2D situado en el plano (z,y). Sustituyendo la expresion (6.205) en la ecuacién (5.150) ,

obtenemos:

Zha (¢2D(xa Y, t)¢1D(Z)>

ot = ﬁo—i-gl@bgD(ZE,y,t)Qle(Z)’ZN 77Z}2D(x7y7t)¢lD(Z>7 (6207)
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donde el Hamiltoniano H, de la ecuacién (6.207) posee un potencial tipo oscilador arménico

3D, es decir, tiene la siguiente forma:

N s 62 82
81’2 8y (9 2

0___

) + 1me (2* + %) +%mwzzz.

Teniendo en cuenta lo anterior y reorganizando términos, la expresion (6.207) adquiere la

siguiente forma:

2 2 2
() 22— gy [0 (S o)yt (4 02)| (e )

2 92
T dhop (2, 9,1) [ h—m% + 1mw§z2} b10(2)
+9N’¢2D($,yat)¢1p(2)’ ¢2D($,yat)¢11)(2),

(6.208)

El segundo término de la expresion, [— I

h
2m

az2 + mw z } corresponde a la energia del os-

cilador unidimensional F;p = =~w,. Por lo tanto,

asz ($, Y, t)

o = ¢1p(2)Hapthop (,y, t)

+1ap (137 Y, t)E1D<Z51D(Z) (6.209)
+ gN |ap(x, y, )10 (2))* Yap (2, y, t)d1p(2),

’ihgle (Z)

0 escrita como:

anD(x yut) _

5 Hap + Bip + M(z,y)| dap(w,9,1), (6.210)

donde M (z,y) cumple con la siguiente ecuacion,

M (z,y)p1p(2) = gN |[¢ap(2,y,t)d10(2)| d1p(2). (6.211)

Para eliminar la dependencia en z, hay dos opciones disponibles. En primer lugar, se puede
llevar a cabo la integracién completa de la ecuacién (6.211) con respecto a z a lo largo de

todo el espacio:
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M(x.y) / " 1n(2)dz = gN [dap(z,y,8) / T o1 i)z,

J/

Vv
—ol/2.1/4;1/2 _ 21/2
S T

21/2
) |¢2D('x7 y7t)‘2 )

1/2_1/471/2y _
M) = o (B

1 2
M(z,y) = gN (m) [ap (2, y, )7,

es decir,

1
v 3,

En segundo lugar, se puede multiplicar cada término de la ecuacién (6.211) por ¢1p(z)* y

M(z,y) =g < ) N o (. 1) 6212)

llevar a cabo la integracién en todo el espacio. Aqui se satisface que [ [ dxdy [¢op(x,y,t) |2 =

1y también [ dz |$1p(2)]> = 1, lo que indica que las funciones estdn normalizadas.

M(x,y) / b1o(2)bip(2)" dz = gN [ap (., )| / 610(2) b10(2)é1p(2)" dz,

=|¢1p(2)? =|¢1p(2)]?
M) [ o) ds = gV Wanle, O [ (i@ () dz
— T e

=1

M(z,y) = QN\sz(x,y7t)|2/_ |é1p(2)] dz,

J/

Vv
_ 1
212,172,

1
M(z,y) =g (m) N [ap(z,y, )7,

es decir,

1
V27l

Al sustituir las expresiones obtenidas (6.212) y (6.213) en la expresion (6.210), se obtiene

M({L‘,y) =g ( ) N |¢2D(Iay7t)|2' (6213)

una ecuacion de Gross-Pitaevskii (GP) 2D efectiva que describe la dindmica del condensado.
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ihanD(x’ Y, t)

It = [ﬁw + Eip + goaN [thap (2, y,0)|?| Wop(z,y,t). (6.214)

En la ecuaciéon GP 2D efectiva, la definicion de go4 depende de la integral realizada en la
ecuaciéon GP 3D o en el funcional de energia. Se establece como goq = gﬁ, donde o = 2
o o = 3. En este estudio, se selecciona o = 2 debido a que los resultados son independientes
de o, como se muestra en el articulo de referencia Zamora-Zamora et al. (2019), lo que

conduce a la expresion simplificada

1
g2d = gﬁ-

Teniendo en cuenta que el término £ es una constante que produce un corrimiento en la

(6.215)

energia, se tiene:

0 x, 7t &

. ww((? yit) _ Hop + 2N |tan (2, 4, 1) | ap (9, 1), (6.216)
S~
=92D

donde gop = ¢24/N, A continuacion, se procederd con la adimensionalizacién de la ecuacioén

(5.194) con el fin de reducir al méximo el nimero de pardmetros libres.

6.3.2. Ecuacion adimensional

Se llevara a cabo el tratamiento numérico de las ecuaciones de Gross-Pitaevskii en dos di-
mensiones, con el objetivo de obtener las ecuaciones efectivas que serdn resueltas. El primer
paso consiste en adimensionalizar la ecuacién, para lo cual se establecen unidades de energia
(e), tiempo (7), y longitud (l/y). Con estas unidades, se definen variables adimensionales de

posicién (F) y tiempo (%), expresadas como:

N 1
r — l—r,

to (6.217)
it

T

Asimismo, es necesario considerar como se transforman las derivadas debido a la definicidn

de las variables adimensionales:
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0? 1 02
902 129727
ox l§ 0z 6.218)
9 _19
ot 1ot
Finalmente, se introduce una funcién de onda adimensional definida por:
ValF, 1) = lova(r, ). (6.219)

Al sustituir las definiciones proporcionadas en (6.218) y (6.219) en la ecuacién (5.194), se

obtiene,

@M:{ R oo ~}(zﬁ1(f',f)5,,,1+1ﬁl(f‘,f)5u,1)

T ot _Zml%
1 ~ - - 12 - 2
+ l—25u,—1¢—1(1~'7 t) {92 Yoa(r,t)| + g3 [Pa(r, t)‘ } (6.220)
0
1 - -2 . 2
+l—25u,11/)1(1~'7 t) {92 Yy (T, t)’ + g3 |Y_1(r, 1) } .
0

Aunque se esté trabajando con variables y funciones de onda adimensionales, la ecuacion
aun conserva unidades de energia. Por lo tanto, se procede a dividir la ecuacién entre € y se

definen los siguientes pardmetros para simplificarla al maximo.

h
Yo =—,
TE
h2
n “2miZe’
o Vew(R1
v(F, 1) :L, (6.221)

€
92Dy Arh?Nay

80~ e \/ﬁlzlgmg
. 92D, . 47rh2Na2
l2e V2l 2me

Se aprovecha el hecho de que se estd trabajando en dos dimensiones, utilizando la ecuacion

g2

(6.215) para la constante de interaccion. Con estos parametros, la ecuacién (6.220) adimen-

sionalizada sera:
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028D [y v, )] (92 Ds + 07, D)

+ 5u,—1l/;—1(f'a t) |:g2 ‘¢—l<f: t) 2 + g3 | (r, E)ﬂ (6.222)

~ - ~ - 12 ~ 12
st 00) [ [0 0+ a0 ]

2go+g2

donde g3 = =%=>2. A continuacion, se presentara el valor numérico de las constantes que se

definieron anteriormente.

6.3.3. Constantes

Para calcular el valor de las constantes que intervienen en la ecuacion (6.222), es funda-
mental definir las unidades de energia, tiempo y longitud. Dado que se utilizard un potencial
externo de redes Opticas (5.195), se empleardn las unidades naturales de estos potenciales.

Estas unidades se definiran conforme a lo establecido en Bloch et al. (2008).

A h
e=F, lp= 5 T = E (6.223)
Sea FE, la energia de recoil definida en (5.196), donde k£ = 27" y A es la longitud de onda
utilizada para definir la unidad de longitud [y. La equivalencia de 7 se establece de modo que
Yo = 1. A continuacion, se calculan los valores de los parametros en las respectivas unidades

(ver Tabla 6.1).

Atomo E, ly T = ELLT
STRb 134367 x107°T 532x107"m  7.84842 x107°s
BNa 50795 x1073°] 532 x10"m 2.0761x1075 s
UK 2.8508x1073°] 532 x10""m 3.6991 x107° s

TLi 1.6644 x1073°) 532 x10~"m 6.3358 x107°s

Cuadro 6.1: Valor de las constantes para los diferentes dtomos descritos a través de pardme-
tros de unidades de energia, longitud y tiempo.

Para estos calculos, se utiliz6 los valores reportados en los experimentos descritos por Parker

et al. (2013). En dicho estudio, se proporciona la longitud de onda A del l4ser utilizado para
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crear la red Optica. Ademads, se considerardn los valores de la masa m y las longitudes a;
segun las referencias de Kawaguchi y Ueda (2012) y Stamper-Kurn y Ueda (2013), asi como
los valores de las frecuencias de la trampa arménica segiin Hadzibabic (2008) y C.-A. Chen
y Hung (2021). A continuacidn, se presentan los valores de los pardmetros necesarios para

calcular las constantes (ver Tabla 6.2).

Nombre Simbolo Valor
Numero de particulas del condensado N 400
Longitud del laser A 1064 nm
Frecuencia en direccién z W, 27 x 5000 rad/s
Valor de la constante de Planck reducida h 1.054571817x 10734 Js

Cuadro 6.2: Parametros fisicos utilizados en la simulacién numérica.

Atomo (Espin) Masa (u.m.a.) ag (ap) as (ag)
SRb, F =1 86.909 180 520(15) 101.8 100.4
BNa, F =1 22.9897692807(28) 50.0 55.0
UK, F=1 40.96182576(21) 68.5 63.5
Li,F =1 7.01600455(8) 23.9 6.8

Cuadro 6.3: Los atomos se describen mediante varios pardmetros, incluyendo su masa y
amplitudes de dispersion.

Se presentan los valores de las especies de dtomos considerados en este trabajo (ver Ta-
bla 6.3). La Unidad de Masa Atomica (u.m.a.) se define como 1u.m.a. = 1.660538921(73)
x 10724 g. Ademas, la amplitud de dispersion, denotada como a;, se mide en relacion con el

radio de Bohr, que tiene un valor de ap = 5.2917721092(17) x 10~ m.



Capitulo 7
Resultados

El objetivo de este estudio es analizar la naturaleza del estado base de un condensado de
Bose-Einstein espinorial. La diferencia entre las longitudes de dispersion de onda s ag y as
determina la naturaleza del condensado de espin-1 (Klausen et al., 2001). El estado cuando
aog > as, indicando que las particulas con diferente estado hiperfino de espin, es decir, 41
o —1, ocupan diferentes regiones del espacio. En este trabajo, a este estado se le denomina
separacion de fases. Por otro lado, el estado cuando ag < as, lo que significa que las particulas
con diferente estado hiperfino de espin, es decir, +1 o —1, pueden ocupar la misma region

del espacio. En este trabajo, a este estado se le denomina estado de mezcla.

Nombre Simbolo | Valor
Numero de puntos de la cuadricula en la direccion z N, 512
Numero de puntos de la cuadricula en la direccién y Ny 512
Extension espacial de la malla numérica en la direccion z Ly 40
Extension espacial de la malla numérica en la direccion y L, 40
Tamafio de paso utilizado en la evolucién en tiempo real dr 0.015
Numero de pasos para encontrar los estacionarios 80000
Profundidad del potencial o 3

Cuadro 7.1: Parametros de la simulacién numérica.

En este capitulo se presentan los resultados del estudio sobre la separacion de fases en un
condensado de Bose-Einstein espinorial confinado en una red 6ptica bidimensional. Se utili-
za la magnetizacién como observable fisica para caracterizar si el estado estacionario de los
diferentes dtomos, es un estado de mezcla o un estado de separacion. Los dtomos conside-
rados en el estudio son 8'Rb, *Na, #'K y “Li, cuyas longitudes de dispersién de ondas s,
ap y as se encuentran detalladas en la Tabla 6.3. A continuacién, se muestra una tabla con

los pardmetros utilizados en el cédigo para la simulacién numérica de este trabajo (ver Tabla
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7.1). Para caracterizar este sistema, se utiliz6 la ecuacion de Gross-Pitaevskii, que describe un
condensado espinorial mediante dos ecuaciones acopladas, como se presenta en la ecuacion
(5.194). Mediante los métodos numéricos descritos en el capitulo 6, se resolvid la ecuaciéon
(5.194) utilizando el método de evolucién en tiempo imaginario. Los posibles estados obte-
nidos se ilustran en la Figura 7.1. De izquierda a derecha, en la primera columna, se presenta
la Semilla completamente aleatoria, representando un estado de puro desorden (ruido). En la
segunda columna, se observa una Mezcla, con ambas componentes distribuidas por toda la
red, mostrando una poblacién que se extiende a lo largo de la grafica. En la tercera columna,
se muestra la Separacion, donde las componentes estan ubicadas una a la izquierda y otra a

la derecha, ocupando diferentes regiones del espacio.

Semilla Mezcla Separacién

20

| |?

_20 T T T T T T T T T
2

Figura 7.1: Se grafica la norma al cuadrado de la funcién de onda. De izquierda a derecha, se
presentan la semilla, el estado estacionario en mezcla y el estado estacionario en separacion
de fase. Los renglones superior e inferior (rojo y azul) corresponden a la funcién ¢, y ¥_q,
respectivamente.

Para caracterizar la naturaleza del estado base obtenido mediante la solucidon de la ecuacion
de Gross-Pitaevskii, se propone utilizar la magnetizaciéon como observable. LLa magnetiza-

ci6én izquierda, m;(t), y derecha, mp(t), se definen en términos de la magnetizacion local
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m(z,y,t) = p1(z,y,t) — p_1(x,y,t), donde py(z,y,t) y p_1(x,y,t) representan las densi-
dades de probabilidad asociadas con las componentes ¢ (x,y,t) y ¥_1(z,y,t), respectiva-
mente. Dado que la magnetizacion en el lado izquierdo m;(t) y en el lado derecho mp(t)
proporcionan resultados equivalentes, se opta por emplear las magnetizaciones en el lado

izquierdo, definidas de la siguiente manera:

my(t) = // dx dym(z,y,t), (7.224)
Qr

donde €2; a la mitad izquierda del sistema. Esta magnetizacion cumple con lo siguiente:

9 9 0 si es Mezcla
1

# (0 es Separacién

La magnetizacién muestra comportamientos distintos al variar los pardmetros de dispersién
ao y as. En este trabajo se estudié como varia la magnetizacion en el estado estacionario del
sistema como funcién de las longitudes de dispersion, con el fin de caracterizar dicho estado
como un estado de mezcla o un estado de separacion. Para esto, se realizaron los siguientes

Casos.

1. Variando ay y manteniendo a, constante:

= Se estudia el comportamiento de la magnetizacion izquierda ante diversas modi-

ficaciones en ay.
2. Variando a, y manteniendo a, constante:

= Se estudia el comportamiento de la magnetizacion izquierda ante diversas modi-

ficaciones en a,.

En las Figuras 7.2, 7.3, 7.4 y 7.5 se ilustra el comportamiento de la magnetizacion al variar
las longitudes de dispersion ag y a, para un gas espinorial compuesto por dtomos de 3’Rb,
2Na, 4K y "Li, respectivamente. En dichas figuras, se grafica en color azul la magnetizacién
izquierda en el estado estacionario del sistema como funcién de ag, mientras que en color

rojo se grafica la magnetizacion como funcion de a,. Se puede observar como al aumentar a
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manteniendo a, constante, se pasa de un estado de mezcla a uno separado. Por el contrario,
al aumentar a; manteniendo constante ag se pasa de un estado separado a uno de mezcla.
En la Figura 7.2, se toma el punto donde se cortan las graficas como el valor minimo de
la magnetizacién a partir del cual su estado serd un estado de separacion, el cual tiene un
valor aproximado de 0.02. En dicha figura, se puede observar que variando as (curva roja),
es posible pasar de separacion a un estado de mezcla, mientras que solo variando a, (curva
azul), se puede pasar de un estado de mezcla a separacion. De igual manera, se observa que
para un gas de atomos de sodio (Figura 7.3) o de potasio (Figura 7.4), se pasa de un estado
de mezcla a separacion y de separacion a mezcla variando sus longitudes de dispersion de
onda s. Sin embargo, para el caso de litio en la Figura 7.6, se observa que solo variando as
(linea roja) no es posible pasar de un estado de mezcla a un estado de separacion, ya que el

comportamiento del estado permanece en mezcla.

as

25 50 75 100 125 150 175
0.5

0000'.00“......“.."

0.4 /"‘

0.3

~ --e-= o = 100.4

= 0.2 —— qp = 101.8
0.1
0.0

25 50 75 100 125 150 175

Figura 7.2: Se presenta el comportamiento de la magnetizacion izquierda ;. En la linea azul,
varia ay mientras se mantiene a, constante, y en la linea roja, varia as mientras se mantiene
ao constante, para un gas compuesto por dtomos de 5'Rb.
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Figura 7.3: Se presenta el comportamiento de la magnetizacion izquierda m ;. En la linea azul,
varia ay mientras se mantiene a, constante, y en la linea roja, varia a, mientras se mantiene
ao constante, para un gas compuesto por dtomos de 2*Na.

@2
0 25 50 5 100 125 150 175
0.5
.v‘o.ooo"""““m“““
0.4
0.3
~ as = 63.5
= 0.2 )
0.1
0.0

Figura 7.4: Se presenta el comportamiento de la magnetizacion izquierda m ;. En la linea azul,
varia ay mientras se mantiene as constante, y en la linea roja, varia a; mientras se mantiene
a constante, para un gas compuesto por atomos de 4K,
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Figura 7.5: Se presenta el comportamiento de la magnetizacion izquierda m ;. En la linea azul,
varia ay mientras se mantiene a, constante, y en la linea roja, varia a, mientras se mantiene

ap constante, para un gas compuesto por dtomos de Li.

Por otro lado, se quiso realizar una investigacion mas amplia, para lo cual se variaron ag y as
en el intervalo [20, 180] para el rubidio 8Rb. Los resultados de la magnetizacion izquierda
como funcién de ambas longitudes de dispersion se grafican en una escala de colores en la
Figura 7.6. En dicha figura, se representa a escala de colores la magnetizacion izquierda como
funcidn de las longitudes de dispersion ag y as. También se traza una linea punteada ay = as,
la cual coincide con la frontera entre m; < 0,02 (estado de mezcla) y m; > 0,02 (estado

de separacion), lo que implica que si ay > as, €l sistema estard en un estado de separacion,

mientras que si ag < as, €l sistema estard en un estado de mezcla.
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Figura 7.6: Se presenta el comportamiento de la magnetizacion a escala de colores al variar
ao y ao para un gas compuesto por dtomos de 5'Rb.

Para generalizar los resultados obtenidos para mezclas de dtomos, se emplea la siguiente

ecuacion:

L OW (7t h? .

zh%) = [—%VQ + Vear(r,8) + 911 [T + g2 |‘I’2|2} Wy (7 1),

1
(7.226)

L 0Wy (7 1) [ 2 2

h——"= = | ———V* + Vo (r,t v Uy |7 Wa(r) t).

( En T + Vear (1, 1) + g2,2 [Wa|” + 912 [ V1] 2(7, 1)
Si se considera un condensado de dos componentes con masas diferentes e interacciones
distintas, se emplea la siguiente relacién para las interacciones: g, ; = j;j;# donde a; ;

Tl lgmere

es la longitud de dispersion de onda s entre el atomo ¢ y el 4&tomo j coni,5 = 1,2,y m, =

mima2

o es la masa reducida. Para realizar esta generalizacion se utilizo un “roy model” con

atomos con masas y longitudes de dispersion cercanas a las del rubidio, donde az 2 = 90y la

ay,1 = 70. Para esto, se realizaron los siguientes casos.
1. Variando a; 2, a;; y manteniendo a2 = 90 constante:

= Se estudia el comportamiento de la magnetizacion izquierda ante diversas modi-

ficacionesen a; 2y a1 .
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2. Variando a; 2, az 2 y manteniendo a; ; = 70 constante:

= Se estudia el comportamiento de la magnetizacion izquierda ante diversas modi-

ficaciones en a; 2 y as 2.

En la Figura 7.7, se grafica el comportamiento de la magnetizacion izquierda en una escala de
colores al variar a; 5 y a;,1, manteniendo constante ay 2 = 90. Por otro lado, en la Figura 7.8,
se grafica el comportamiento de la magnetizacion izquierda en una escala de colores, ahora
variando a; 2 y a2 2, manteniendo constante a;; = 70. En ambas figuras (7.7, 7.8), se puede
ver una linea punteada en color negro que representa la curva a;» = ,/ay1az2. Esta linea
estd cerca de la frontera donde se produce el cambio de un estado de separacién a un estado
de mezcla. Por ende, se puede observar que para valores de a; 5 > /ay1a2 3, se presenta la

separacion de fases, mientras que para a; » < /a7 1G22, S€ observa mezcla.

a22:90

m
120 ! )
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N 0.3

ey &0

0.2
60

0.1
40 0.0

20 40 60 80 100 120 140
1.1

o
ot

Figura 7.7: Se describe el comportamiento de la magnetizacion izquierda en escala de colores
al variar a; 2 y a; 1, manteniendo a, 5 = 90, para un gas compuesto por dos dtomos diferentes.
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Figura 7.8: Se describe el comportamiento de la magnetizacion izquierda en escala de colores
al variar a; 2 y as 2, manteniendo a; ; = 70, para un gas compuesto por dos dtomos diferentes.



Capitulo 8
Conclusiones

El propésito de esta investigacion fue estudiar el fendmeno de separacion de fases en un
condensado de Bose-Einstein espinorial, centrdndose en particular en la influencia de las
longitudes de dispersion de onda s en dicho proceso. El interés por esta investigacion sur-
ge de la diferencia en el comportamiento de los espines de los d&tomos alcalinos en trampas
magnéticas convencionales y trampas Opticas, donde se manifiesta la naturaleza espinorial del
condensado de Bose alcalino. Para alcanzar este objetivo, se propuso utilizar un condensado
de Bose-Einstein con interacciones de contacto confinado en una red cuadrada bidimensio-
nal, compuesto uno de los siguientes por dtomos de ®'Rb, 2*Na, 'K o “Li en dos estados

hiperfinos, con proyeccion de espin +1y —1.

Para abordar este problema, inicialmente, se abordo el formalismo de la segunda cuantiza-
cién, con un enfoque en la descripcion tedrica del Hamiltoniano de muchas particulas, se-
guido de una descripcion del potencial de interaccion. Dado que los dtomos considerados
no poseen un momento dipolar magnético considerable, se empleé un modelo de potencial
basado en choques entre pares de particulas. Posteriormente, se dedujeron las ecuaciones de
Gross-Pitaevskii, tanto en su forma escalar (5.150) como espinorial para varias componentes
(5.193). Dado que la ecuacién de Gross-Pitaevskii no tiene solucién analitica, se procedi6 a
su resolucion utilizando métodos numéricos, como la evolucion en tiempo imaginario para el
estado estacionario, el método de Runge-Kutta de cuarto orden para solucionar la ecuacion.
El cddigo fue implementado en Python y CUDA para agilizar el tiempo de computo. Antes
de abordar el tratamiento numérico de la ecuacion que describe el condensado, se propuso un

potencial de confinamiento para una red cuadrada bidimensional.

Considerando el problema de la separacion de fases en un condensado de Bose-Einstein espi-
norial confinado en una red 6ptica bidimensional, se realizé un anélisis de como cambian las

constantes de interaccion al pasar de resolver el problema en tres dimensiones a dos dimen-

100
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siones. Luego, se llevo a cabo el tratamiento numérico correspondiente para la solucién del
sistema de ecuaciones que describe el gas. Una vez resueltas numéricamente las ecuaciones,
se procedid a estudiar coémo la magnetizacién mostraba comportamientos distintos al variar
los parametros de dispersion ag y as. Tras analizar los resultados obtenidos, se llegd a las

siguientes conclusiones:

1. Al modificar las longitudes de dispersion de ondas s, ag y as , se puede alterar el estado
estacionario del condensado, tanto si dicho estado estacionario implica una mezcla
como si implica una separacion de fase. En sintesis, se puede afirmar que el estado

estacionario del sistema es de separacion cuando ay > as y mezcla cuando ag < as.

2. Se encontro que el estado estacionario de un condensado de Bose-Einstein compuesto
por atomos de *'K, “Li y 8’Rb es un estado de separacién, dado que ag > ay para
estos atomos. En contraste, el estado estacionario de un condensado de Bose-Einstein

compuesto por dtomos de ?*Na es un estado de mezcla, ya que ay < as.

3. De forma general, si se tiene un condensado de dos atomos (dtomo 1 y dtomo 2), el

sistema estard en un estado de separacion si a; 2 > /a1 1022 y €n un estado de mezcla

Stape < /01,102 2.
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Apéndice A
Condensacion de un gas ideal de Bose-Einstein

El sistema considerado es un gas ideal compuesto por /V particulas dentro de una caja de lado
Ly volumen V = L3. El Hamiltoniano que describe este sistema es:
)
1

N

. P .

H = E o + Vet (1), (A.227)
=1

donde P; es el operador de momento de la i-ésima particula, mientras m es la masa de la
particula. Suponer condiciones de contorno periddicas, las funciones propias de una sola
particula del Hamiltoniano son los estados propios de impulso. En el espacio real, estos esta-

dos propios se expresan como (4.8):

1 .
dp = Fe““bc | o), (A.228)

2

donde los niimeros cudnticos de momento pueden tomar los valores, ver (4.7);

P = 7k. (A.229)
Ademads, la energia cinética estd dada por

h?k?

, (A.230)
2m

€k —

Para la completa caracterizacion de los estados de una sola particula, se debe tener en cuenta
el espin. Este es entero, dado que se trabaja con bosones. El ndmero cudntico o para la
componente 2 del espin tiene 2m+1 valores posibles. Al combinar los dos nimeros cuanticos

k = (k, o) se obtienen los estados propios de energia completos.

L

IK)|o) (A.231)
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Los nimeros cudnticos de una sola particula se siguen denotando por £, y el autovalor co-
rrespondiente al autoestado de energia k se denota por €, aunque ya no es necesario que
sea el mismo que (A.230). Estos estados forman las bases de los estados de las N particulas
bosénicas, representados como |kq, ko, ..., kn) —> |n1,n2,...,ny), indicando la cantidad
de particulas n en el estado |k). Para un estado de N particulas, la suma de todos los 7

satisface la igualdad N = ), n, y los autovalores de energia de este estado son:

E({ni}) = exny. (A.232)

k

Ahora calculamos la funcion gran particion,

o0 N= Zk Nk
Z Z e PlE{nL})—uN] (A.233)
N=0  {ny}

Se observa que la suma sobre {n,} estd limitada a los casos en que N = ), n;. Poste-
riormente, el resultado se suma sobre todos los valores de /N. Al introducir el término de la
fugacidad del sistema \ = ¢°# y cambiar la suma a términos de {n;} se puede simplificar la

doble suma sobre {n;} de la siguiente manera: {n;}, asi

2 =12

{nx}

Esto se refiere a la suma multiple sobre todos los nimeros de ocupacion, donde cada nimero

de ocupacién {n;} toma todos los valores permitidos 0, 1,2, ... para bosones. Por lo tanto,
se tendra:
o) N:Zk ng
_ Z Z e~ PEWn}) Nl
N=0 " {ng}
[e'e) N:Zk ng
_ Z Z )\1\76*51'5({“1@})7
N=0 " {ng}

)\Zk ”ke—ﬁ Dk €kN 7

no,n1,Mn2,...
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_ no+ni+nz... ,—Begno—Le1ni —Beana...
_EEEH./\Olzeﬁoo i —feans....

no mni1 N2

—STST S (e ono) (xmpem ) (yragpen)

no mni1 N2

_ Z ()\noefb’eono) Z ()\mefﬁqm) Z ()\nzefﬁemz) o
no

ni n2

Nmazx

= :H Z ()\nke*ﬁfknk) _
k  ng

Es decir, se encuentra que:

Nmax Nmax

== H Z ()\nke—ﬁeknk) — H Z 6—5(%—#)7%’ (A.234)
k k. ng

ng
siendo 1,4, €l nimero maximo de ocupacién de un determinado estado & de una particula,

y dado que se va a trabajar con bosones, se tiene que 7,,,, = 00. Ademas, la serie converge

puesto que e~ A(%~#) <« 1, obteniendo asf la forma final de la funcién de particién:

_ 1
== . 1_ o Bl (A.235)
Sabiendo que el gran potencial termodindmico estd dado por: 2 = —kgT'In = Bowley y

Séanchez (1996),

Q=ksT Y In(1—ePxm),
k

donde es posible determinar las propiedades termodindmicas a partir del gran potencial, tales

como la entropia , la presion y el numero de particulas Bowley y Sanchez (1996),

of) 0N} 012
S=_ (= , P=—|— , N=—|— : A.236
<8T)V,u (aV)T,p, (8N>T,v ( )
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Termodinamica de un gas ideal Bose—Einstein

Ahora se definird la funcién distribucién n(e,.), la cual se puede interpretar como el nimero
promedio de particulas en el estado |r). Por el postulado de Gibbs y haciendo uso de la

expresion (A.236), se encuentra que el nimero promedio de particulas es:

N=-— <%) = Xk:n(ek), (A.237)

donde se ha introducido:

1

eBlen—m) — 1’ (A-239)

n(ex) =

Estas también se conocen como las funciones de distribucion de Bose. Si se desea demostrar
que n(e,) representa el nimero de ocupacion promedio de los estados |r), se puede calcular

el valor promedio de n,.. Para ello, se emplea la definicion del valor promedio de un operador
fl, dada por:

(A) = Tr(peA), (A.239)

donde la funcién Tr se entiende como la traza y p¢ es la matriz de densidad, de modo que:

Tr(p E{nk} 6_18 Zk ng (Ek—u)nr |:Hk‘7é'r' an efﬂ(ék*;u)nk} an 676(67‘7“)7“”7‘
(n) =Tr(pen,) = D e—BXknkler—n) T T
{nk} Hk;ér ane e ZnT e r r

znr e—ﬁ(w—u)nrnr ) . o .
o Zn e—Bler—p)ny o _8_1' IHZ € o _8_1‘ [_ In (1 - € ﬂfﬂ:ﬁ(ﬁ"‘#)

[~
1—e® a=P(er—p)

y por tanto,
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Lo que demuestra la exactitud de su afirmacion. Ahora se vuelve al cdlculo de las cantidades
termodindmicas. Para la energia interna, partiendo de (A.236) y aplicando % (6Q) = E—uN

Bowley y Sanchez (1996), se encuentra que:

E =uN + Q(BQ)

op
Z In (1 _ eﬂ(eru))]

0
—uN + —
1

:IuN + Z(ET - ,u) e*ﬁ(ﬁr*,u) _ 1

obteniendo,

E=> en(e), (A.241)

donde esta expresion representa la energia en funcion de la funcién de distribucion.

Ecuacion de Estado

De acuerdo con (A.229), en cualquier sistema de tamafio macroscopico, el espacio entre los

niveles sucesivos de impulso es extremadamente pequeiio en comparacion con el impulso

térmico caracteristico (2mkgT)"/%:

A _FPu—Pma  2mh (A.242)
(2mkgT)V/2 — (2mkgT)V/2 — L(2mkgT)V/2 ‘ '

Dado el gran tamafio de L y la pequeiiez de A, este criterio se satisface adecuadamente incluso
a bajas temperaturas accesibles. El momento es practicamente una variable continua. Por lo
tanto, las sumas sobre las variables discretas M se pueden reemplazar por integrales sobre la
variable continua P;, siempre que se tenga en cuenta el nimero gdP; de estados de momento
en el intervalo d P;. El procedimiento para esta transicion es el siguiente:

Nota: No se debe confundir P, que representa la magnitud de la cantidad de movimiento,

con P, que representa la presion. La notacion hace la distincion entre ambas.
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SRR =93 f(R) = g ST AT (P)

4 3 _ 14 3
S | PR = o [ aP®)

con el factor de degeneracion g = 2M + 1, resultado de la independencia del espin de la

(A.243)

— 9

energia de una sola particula ep segun el Hamiltoniano de particulas libres (A.227). Para el

nimero promedio de particulas de (A.237), se obtiene:

Vg 3 Vyg /OO 2
N = d’P = dPP

CgVm¥? [ dey/e
o

(A.244)

T 91/2.2p3 e—p) —1°

. . 2 . . ., .
donde hemos introducido ¢ = g—m como variable de integracién. Ademas definimos el volu-

men especifico como:

= — A.245
V=g ( )

y se sustituye x = [e. Ademds, A representa la longitud de onda térmica de Broglie!

h
= — B
A= Gomigyie ¥ A= (A.246)
finalmente de (A.244)
1 1 29 [ 71/2 g
v Fﬁ 0 dxex)\—1 — 1 FQB/QO\). (A.247)

En la expresion anterior, se ha introducido la funcién generalizada, la cual esta definida por:

00 y—1
gy (\) = L/ dxx—, (A.248)
I'(y) Jo e A"t —1

'La longitud térmica mide la incertidumbre de la posicién debido a la distribucién del momento térmico de
un gas a la temperatura 7T'. Esta aumenta con la reduccion de la temperatura 7'. Los efectos de la estadistica
cudntica comienzan a ser notables cuando A se hace comparable con el espacio interatomico.
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donde g, () se denomina funcién de Bose-Einstein.

De manera similar, a partir de (A.244), se encuentra:

Q =v Vg /d3Pln (1 — e*B(EP*“)) ,

2mh)3

(2nh)° (A.249)

Vigm . > —B(er—n)

:UW ; dE\/Eln (1 — € ) s
que, al integrar por partes, se obtiene:

2 Vgm32 [ 2de gV kgT
L=-PV = 321272p3 /0 eflemmw) — 1~ A3 95/2(0) (A.250)
donde las lineas superiores se mantienen para los bosones. La expresion {2 = —PV/, valida

para sistemas homogéneos, fue utilizada. A partir de (A.241), se obtiene la energia interna:

Vg 3 B Vgm?? [ €/2de
La comparacién con (A.250) produce, notablemente, la misma relacién
2
PV = §E (A.252)

Se derivan relaciones generales adicionales de la homogeneidad de €2 en 7"y p. A partir de

(A.250), (A.244) y (A.248), se obtienen:

e terne(s)

v (%> | (A.253)
N .

5= (ar),, -7 (5)

S sl/T)

N n(u/T)
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Utilizando los resultados anteriores, se puede derivar ficilmente la ecuacion adiabatica. La
condicién S = ctey N = cte, junto con las ecuaciones previas, llevan a /T = cte, VT?3/? =

cte, PV=°/2 = cte y finalmente:

PV = cte. (A.254)

limite clasico \ = e*/"s7 <« 1
Primero se formula la ecuacion de estado en el limite cuasi-cldsico. Para ello, se expande la

funcidén g generalizada, definida en (A.248), como una serie de potencias en A

1 [ - P
) = d y—1 71>\ —zk )\k —_
gy(N) ) /0 za¥le ];)e 2 o (A.255)

Luego, la ecuacion (A.247) toma la forma:

2

S A
=9 Z e Y ( 52 T O(Ag)) : (A.256)

Esta ecuacion puede resolverse iterativamente para \:

A1 A3 A%\?
A:g—v‘W(g—v) +0<(7) ) (A7)

Al insertar la ecuacién en la serie para €2 en (A.250) y (A.255), se obtiene:

VksT A3
0-=_9 Af (A—|—25/2+(’)>, (A.258)

se puede eliminar ;. en favor de NV y obtener asi la ecuacion de estado.

IA3 A?

Haciendo uso de ‘3—; < 1, se obtiene:
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A3 A3
= ksTln(\) = ksT {m (g—v> ~ Jigy } . (A.260)

Es decir, ;1 < 0. Adicionalmente, para la energia libre de Helmholtz A = Q + uN, a partir
de las ecuaciones (A.259) y (A.260), se obtiene:

NA3
A= Aclas — Uk’ﬁTW, (A261)
donde
AS
Aclas = N]CBT (111 <—) — 1> N (A262)
gu

siendo esta la energia libre del gas ideal clasico.

Condensacion de Bose-Einstein en un gas homogéneo

Veamos cémo se comporta un gas de Bose ideal no relativista con espin s = 0, a bajas

temperaturas. En este caso, la degenerancia es g = 1y la energia estd dada por la expresion

P2

— ) (A.263)
2m

€p

En su estado fundamental, todos los bosones no interactuantes ocupan el estado de particula
Unica con la energia mas baja; por lo tanto, su comportamiento a baja temperatura es sig-
nificativamente diferente del de los fermiones. Entre la fase de alta temperatura, donde los
bosones se distribuyen a lo largo de todo el espectro de valores de momento, correspondiente
a la funcidn de distribucién de Bose, y la fase en la que el estado P = ( se ocupa macroscopi-
camente (a’1" = 0, todas las particulas estin en este estado), se produce una transicion de fase.
Esta transicién, conocida como la condensacién de Bose-Einstein de un gas de Bose ideal,
fue predicha por Einstein basandose en las consideraciones estadisticas de Bose, casi setenta

aflos antes de ser observada experimentalmente. En primer lugar, se refiere a los resultados
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en la ecuacion (A.235), donde se encontré la densidad de particulas, es decir, el reciproco del

volumen especifico, en la ecuacion (A.247):

= = A A=h A.264
g3/2(A) con kT’ ( )
y, usando (A.255),
9 00 21/2 > \3/2
N=—— | do—— =2
93/2(N) = = /0 e ; 57 (A.265)

Para asegurar que n(e,) > 0 para cada valor de P, se requiere que ;1 < 0 para los bosones
I

T esta

y, para un espectro de energia arbitrario, que ¢ < mini(ep). La fugacidad A = e*s

entonces limitada a A < 1. El valor maximo de la funcién g3 /2(1) Figura (A.1) es luego dado

por gs2(1) = 2,612. A continuacion, se considera el nimero de particulas y el volumen, y

por lo tanto, el volumen especifico v, para fijarlo a valores dados. Segun la ecuacion (A.264),

se puede calcular \ en funcién de 7', 0 més convenientemente, vA 3. Al bajar la temperatura,
1

15 disminuye y, por lo tanto, A aumenta, hasta que finalmente, en 5 = T613 alcanza su valor

maximo A = 1 Figura (A.2). Esto define una temperatura caracteristica.

2mh
m(2,6120)2/3

Cuando ) se aproxima a 1, es necesario ser mas cuidadoso al tomar el limite Y, — [ d*P

ks To(v) = (A.266)

utilizando las ecuaciones (A.243) y (A.244). Esto también se indica por el hecho de que la
ecuacion (A.264) implicaria que, para A = 1, a temperaturas inferiores a 7.(v), la densidad
1/v debe disminuir al bajar la temperatura. Segun la ecuacion (A.264), parece que ya no hay
suficiente espacio para todas las particulas. Claramente, se debe tratar el término (P = 0) en

la suma de la ecuacion (A.237), que diverge cuando A — 1, de manera separada:

_ 1 _ ]' v 3
N=s=a1+ PZ#O”(Q’) TN 1 (2rh)p /d Prler). (A.267)

Para los bosones, esta modificacion es relevante tnicamente cuando 7" < T.(v), lo que lleva
a la ocupacion completa del estado (P = 0). De este modo, en lugar de la ecuacion (A.264),

se obtiene la siguiente expresion para los bosones:
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2.612}--—-—---
|
|
2 g?!f?()\) [
! P N
|
| 1}
1

=

- 1/2.612 vAT?
1 A
Figura A.2: La fugacidad A como funcién
Figura A.1: La funcion gs/o(\) de vA 3.
v
N = P + ngg/g(A). (A.268)

3/2
Ademas, utilizando las ecuaciones (A.266) y A3 = (%) , Se obtiene:

3/2 3/2
U:( 27h ) LI i:(T> L (A.269)
mkgTe(v) ) gs/2(1) A \Tu(v))  gspe(1)
Asi, para el namero total de particulas NV, se tiene:
3/2
N1 LN ( T ) 93/2(A) (A.270)
At—1 T.(v) g3/2(1)

El numero total de particulas N es, por lo tanto, la suma del niimero de particulas en el estado

fundamental

(A.271)
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y las particulas distribuidas en los estados exitados:

T 3/2 93/20\)
N =N . A272
(Tcw)) gs/2(1) (A272)

ParaT > T.(v), la ecuacion (A.270) produce un valor para A tal que A < 1. El primer término
en el lado derecho de la ecuacion (A.266) es, por lo tanto, finito y puede ser despreciado en
comparacion con N. Las condiciones iniciales se mantienen en este caso; en particular, \ se

sigue determinando a partir de la ecuacion (A.266), que:

TC(U) 3/2
g3/2(A) = 2,612 T para T > T.(v). (A.273)

Para ' > T.(v), segin la ecuacién (A.266), A = 1 — O(1/N). Esto sugiere que todas
las particulas que ya no estdn en estados excitados pueden encontrar suficiente espacio para
entrar en el estado fundamental. Cuando A estd muy cerca de 1, se puede establecer A = 1 en

el segundo término y obtener:

No=N (1 — (Tj@))3/2> . (A.274)

Se evidencia en la ecuacion (A.274) la condensacion, donde N, representa el nimero de

particulas en el estado base. Si T' < T.(v), Ny es del orden de N, lo que implica una ocu-
pacion macroscopica del estado base. Este fenomeno se conoce como la condensacion de
Bose-Einstein Figura (A.3). Por debajo de T, (v), el estado fundamental P = 0 se ocupa ma-
croscopicamente, lo que implica que una fraccion significativa de las particulas del sistema

se encuentran en este estado de minima energia.
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T.(v) T

Figura A.3: La fraccion condensada Ny/N como funcién de la temperatura describe la con-
densacion de Bose-Einstein. Para 7' < T,(v), esta fraccion es diferente de cero, aumentando
abruptamente a medida que la temperatura disminuye, y tendiendo a 1 a medida que 7' = 0
se acerca a cero. Sin embargo, para T' > T,(v), esta fraccion es cero.



Apéndice B

Primera Cuantizacion

B.1. Calculo de términos para Primera Cuantizacion

Se procedera al calculo de los diferentes términos de V] y V, dentro del contexto de la pri-
mera cuantizacion, teniendo en cuenta la ecuacion (4.22), y examinando los diversos casos

presentados en las ecuaciones (4.25) y (4.26), respectivamente.

Calculo de términos para V;

Se aborda el otro caso de Vi, es decir, se calcula el escenario donde aparece el término

(k1, k2| @ | k3, k3). Entonces, para este caso, la ecuacion (4.23) adopta la siguiente forma:

nolnil.oonl .l Inging!. . ng! VX

> Crn(®) I ! 3 ZZ PP

{n’} =1 j=1 perm’ perm
i#j

X //.../drldm...dmvlgb;(rl)qsg(rg)...¢;(TN)¢Q,(T1)¢5,(7~2)...@(m)x

[ drudr,
X <k’1,]€2| U ‘kg,k’3>.

(B.275)

Al dividir las integrales de esta manera, las primeras integrales n,, deben ser iguales a las n,,

para evitar que se anulen, dado que las funciones ¢; son ortonormales cuando
o # k1, ka, k.

Sin embargo, como se aprecia en la ecuacion (B.275), al separar las integrales, es necesario

quitar un ng, y ny, de las {n} dadas, entonces
{n} = (no, ey, — 1, nky — 1, Mg, Mgy - 5 Mo

118
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de igual manera se debe quitar un n,_ y n’._, entonces
ks Y Ty

{n'} = (ng, Ny My Moy — 2, Mgy -+ -, M)

Por lo tanto, para que las primeras integrales sean diferentes de cero, se debe cumplir que: :

/ / /
Ny, =gy — 1, ng, =ng, — 1, ng =ng, + 2.
N N
Por otro lado, la suma E E tiene dos casos independientes de la permutacion los cuales
i=1 j=1
——
i#]

son:

ki # ko = ngyng, y k1 = ko = ng, (ng,, — 1).

Teniendo en cuenta todos estos elementos, la ecuacién (B.275) se puede expresar de la si-

guiente manera:

! ! !

nol ... (ng, — D (g, — D)0y +2)! 0 onse! [nolng! L ong!
ZZZ\/ — N!)< ) \/ Nt

k1#koF#ks (B276)
1 .
X Enklnkg Z(kla k2| u |k’3, k3>C(n0,n1,...,nk171,..,,nk271,...,nk3+2,...,noo)(t)a
perm

donde las sumas »_ > > se extienden desde cero hasta el infinito, y la suma sobre las per-

k1#ka#ks

: ! . .
mutaciones » perm — W representa el nimero total de permutaciones:
il mo!

ZZZ nol. .. (ng, — D ng, — Dng, +2)1 .0 onee! [nolngl . ong! "
N! N!
k17#ko#ks

1 N!
X §nk1nk2

P B (ky, kol @ K, k3)Clng ooy iy Loy 2, moe) (1)

(B.277)

Al simplificar los factores, se puede obtener el otro término de los diversos casos de Vj.

Especificamente, para el caso (ki, ks| @ |k3, k3), se identifica que

1 .
52 Z Z(k‘l, kol @ |ks, k) \/Tok, My (g 4 1) (0 + 2) %
T kot ks (B.278)

X C(noam,---,nkl —Lmpy =1, gy 2, 00) (t)
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Aplicando el mismo procedimiento, se examina el otro caso de V5, es decir, se calcula cuando
aparece el término (ki, k1| @ |ks, k3). Por lo tanto, para este caso, la ecuacion (4.23) adopta

la siguiente forma:

nolnil..onl .l Inglng!. . ng !l Al
> i "5 Y DI

perm! perm
it
X // . / dridry . ..dry ¢5(r1)¢5(r2) - . . ¢;(7‘N)¢a/(r1)¢5/(r2) Oy (TN) X
) [ dred, ’
X (ky, ko| @ | k1, k).

(B.279)

Al dividir las integrales de esta manera, las primeras integrales n,, deben ser iguales a las n,

para evitar que se anulen, dado que las funciones ¢, son ortonormales cuando
(07 7é kl, kg.

Sin embargo, como se aprecia en la ecuacion (B.279), al separar las integrales, es necesario

quitar un ng, y ny, de las {n} dadas, entoces

{n} = (no?nkl - 17nk2 - 17nk37 cee 7”00)7

de igual manera se debe quitar un nj, y nj, de {n'}, entonces

/ / / / !/ !/
{n'} = (ng,my, — 2,0, Mgy, - -+ 1)
Por lo tanto, para que las primeras integrales sean diferentes de cero, se debe cumplir que:

/ !/
Ny, =gy, + 1, ng, =mng, — L.

N N

Por otro lado, la suma Z Z tiene dos casos independientes de la permutacién los cuales

i=1 j=1
N——
i#j
son:

ki # ke = ngng, ¥ k1 = ko = ng, (ng, — 1).

Teniendo en cuenta todos estos elementos, la ecuacion (B.279) se puede expresar de la si-

guiente manera:
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nol ... (ng, + Dlng, — Doong! [nglng! . ong!
2.2 i .

k7ks (B.280)
1 X
X §nk1nk2 I;ﬂ<k17 k2| u ‘kla k1>C(n07n1,...,nkl+1,...7nk2—1,...,noo)(t)7

donde las sumas > > se extienden desde cero hasta el infinito, y la suma sobre las permuta-

k1#k2
ciones > = M representa el nimero total de permutaciones:
perm — nglngl.ne!’ p P

nol. .. (ng, + Dlng, — Doong! [nglng! .. ng!
>0 N N

e : ' (B.281)

1 N .
X Ny Ny |<k17 kQ‘ u |k17 k1>C(n0,n1,.‘.,nkl+1,...,nk2—1,...,noo)(t)-

2

Al simplificar los factores, se obtiene el otro término de los diversos casos de V;. Especifica-

no'ny! .. Neo

mente, para el caso (ky, ks| @ |k1, k1), se identifica,

1 .
52 Z<k1> k2| u |k717 k1>\/nk1n/€1 (n/ﬁ + 1)nk2x

k1 #£ks (B.282)
XC(noJu ..... nkl—i—l,...,nkQ—1,...,noo)<t)'
Ahora para el ultimo caso de V3, es decir, calculemos cuando aparece el término (kq, ko| @ |k1, k3).

Por lo tanto, para este caso, la ecuacién (4.23) toma la siguiente forma:

'

;C{n/}(t)\/%!nl']\}i'n/ '\/no'nl Nl 1 ZZ Z Z "

i=1 j=1 perm’ perm

i#]
// / Aradry - dry G (m)05(r2) - () () (12) - ()

;éffdridr]'
X <k31,/{52| U |k’1,/{73>.

(B.283)

Al dividir las integrales de esta manera, las primeras integrales n,, deben ser iguales a las n,,

para evitar que se anulen, dado que las funciones ¢, son ortonormales cuando

a # ki, ko, ks.
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Sin embargo, como se aprecia en la ecuacion (B.283), al separar las integrales, es necesario

quitar un ny, y ny, de las {n} dadas, entoces

{n} = (nO?nkl - 17”/62 - 17nk37nk4a o 7noo)7

de igual manera se debe quitar un nj, y nj,, de {n'}, entonces

{n'} = (ng,ny, — Ling,,np, — Ling,, .., nly).

Por lo tanto, para que las primeras integrales sean diferentes de cero, se debe cumplir que:

[ [ I
Mg, = Niyy Mg, = Ngy — 1, g =mnyy + 1

N N

Por otro lado, la suma Z Z tiene dos casos independientes de la permutacion los cuales

i=1 j=1
——
i#j
son:

ky # ky = ngyng, y k1 = ko = ng, (ng, — 1).

Teniendo en cuenta todos estos elementos, la ecuacion (B.283) se puede expresar de la si-

guiente manera:

! ! !

ZZZ nol . ong (g, — DN (ng, + D)1 esonse! molng! L ong! "
N! N!

k1#ko#k3 (B284)
1 .
X §nk1nk‘2 Z <k1> k2| U |k:17 k3>C(n0,n1,...,nk1,...,nkQ71,...,nk3+1,...,noo)(t)a
perm

donde las sumas »_ > > se extienden desde cero hasta el infinito, y la suma sobre las per-
k1 #ka#ks

N p :
perm = noim L1 fepresenta el nimero total de permutaciones.

mutaciones )

ZZZ nol . g (g, — D ngy + 1)1 onge! nolnll...noo!x
N! N

k1#koks ' (B.285)

N! .
] <k17 k2| u ‘k17 k3>C(n07n1,--~7nklw-vnkg_1"“’nk3+1""’n°°)<t).

X =Ny Mg
nolny! ... ng!

2

Al simplificar los factores, se puede obtener el otro término de los diversos casos de Vj.

Especificamente, para el caso (ky, ka| @ |k1, k3), se identifica:
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1
52 SN (ki kol @ [y, Es)\/riy ny gy (g, + 1) %

Tntka ks (B.286)

Finalmente, se suman todas las contribuciones encontradas en (4.30), (B.278), (B.282) y

(B.286), las cuales se definen como V/:

1
‘/1/ 25222 Z(/{?h /{32| U |]{33, k‘4> \/nklnk2(nk3 + 1)(nk4 + 1)><

k1 #koAks ks

1 X
+§Z SO (ke kol ks, ) y/rk, iy (g, + 1) (n, + 2) %

k1#ka#ks

(B.287)

1 .
+§Z Z(k’l, ]{2| u ’kl, k1>\/nklnk1 (nkl + 1)nk2 X

k1#£ks2

XC(noﬂn ----- Mgy 1oy =1, noo)(t)

1
+§Z Z Z<k1’ k2| U |k17 k3>\/nk1nk1nk2 (nk3 + 1)><

k1#ka#ks
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Calculo de términos para V;

Para el primer caso de V3, donde se calcula el (ky, k1| @ |k3, k4), la ecuacién (4.23) toma la

siguiente forma:

l 7 l NN
Zc{nq(t)\/"‘)"N!'n“\/nonl! %Z_:ZZZ

{n’} =1 perm/ perm
i#j
« //.../drldrg...dTNgzﬁZ(h)(/ﬁZ(Tg)...¢:(7‘N)gz5a/(r1)¢5/(r2)...gbﬁ/(rN)x
) [ dred,
X (kv b @ s, ).

(B.288)

Al dividir las integrales de esta manera, las primeras integrales n,, deben ser iguales a las n,,

para evitar que se anulen, dado que las funciones ¢; son ortonormales cuando
a # ki, ks, k.

Sin embargo, como se aprecia en la ecuacion (B.288), al separar las integrales, es necesario

quitar un ng, y ng, de las {n} dadas, entoces

{n} = <n07nk1 - 27nk27nk37nk47 ce. 7”00)7

de igual manera se debe quitar un n;,, y n;, de {n'}, entonces

{n'} = (ng, nj,, iy, i, — Lomg, — 1,0 nl).

Por lo tanto, para que las primeras integrales sean diferentes de cero, se debe cumplir que:

/ _ !/ _ / J—
Ny, = Ny — 2, Ny, =Ny + 1, 1y, =ng, + 1.

N N

Por otro lado, la suma Z Z tiene dos casos independientes de la permutacién los cuales

i=1 j=1
——
i#£]
son:

kl 7& k2 = Ny Nk, Y kl = k2 - nkl(nkl - 1)
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Teniendo en cuenta todos estos elementos, la ecuacion (B.288) se puede expresar de la si-

guiente manera:

no nkl -2 N 1 /{34 1 n()"fll' noo‘
RN

k1 #£ks ks (B.289)
1 N
X §nk1 (nk‘l - 1) Z<k17 k1| u |k37 k4>C(n07n1,...,nk1—2,...,nk3+1,...,nk4+1,...,noo)(t>'

perm

En esta expresion, las sumas »_ > > abarcan desde cero hasta el infinito, mientras que la
k1#k3#ka
N!

suma sobre las permutaciones | perm = mohmiln] epresenta el nimero total de permutacio-

nes.

(i = 2y + DI ks + 1) sonse! [nelng! L ong!
PIDBPBIE N TR
k1#k3#kq
N

AP P
. 00"

9 <k17 k1| U ‘ki’n k4> (R0, 55Ty —2,.A.,nk3+1,...,nk4+1,‘..,noo)(t)-

(B.290)

Al simplificar los factores, se puede obtener el primer término de los diversos casos de V5.

Especificamente, para el caso (ky, k1| @ |ks, k4), se identifica,

%Z ZZ(kl’ kal @ [ks, k4>\/nk1(nk1 — 1)(ngy + 1) (ng, +1)%

k1 #k3#ka (B.291)

X C g m1 ety ~ 2,y 1oy +1,.0m00) (E) -
Aplicando el mismo procedimiento, examinemos el otro caso de V5, es decir, calculemos
cuando aparece el término (ky, k1| @ |ks, k3). Por lo tanto, para este caso, la ecuacion (4.23)

toma la siguiente forma:

nglni!...n. .1 [nolng!. noo'l
pICIIUN IR TITRE D o o Sl o

{n'} i=1 j=1 perm’ perm
i#]
B.292
X //.../drldrg...dqubz(rl)gbz(rg)...gb:(rN)qba,(rl)qsﬁ,(rz)_..¢7,(TN)X ( )

;ﬁff dmdrj
X <k1,k1| i ‘kg,k3>.
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Al dividir las integrales de esta manera, las primeras integrales n,, deben ser iguales a las n,,

para evitar que se anulen, dado que las funciones ¢;, son ortonormales cuando
(07 7& kl, kg.

Sin embargo, como se aprecia en la ecuacion (B.292), al separar las integrales, es necesario

quitar un ny, y ny, de las {n} dadas, entoces

{n} = (no, Ny — 2, Mgy Mgy Mkeys -+ - s Moo ) s
de igual manera se debe quitar un nj,, y nj,, de {n'}, entonces

{n'} = (ng,ny,, iy Ny, — 2,15, ,0L).

Por lo tanto, para que las primeras integrales sean diferentes de cero, se debe cumplir que:

N, = My — 2, Njpy, = Ny + 2.
N N
Por otro lado, la suma Z Z tiene dos casos independientes de la permutacion los cuales
i=1 j=1
——

i#j
son:

ki # ke = npmp, y ki = ko = ng, (ng, — 1).

Teniendo en cuenta todos estos elementos, la ecuacién (B.292) se puede expresar de la si-

guiente manera:

ZZ nol ... (e, — 2)1 (g, +2)! .. ng! nO!nl!...noo!X
N! N!
k1#ks (B.293)

1 N
X §nk1 (g, — 1) Z (K, k| @ | ks, k3>O(no,n1,...,nk1—2,...,nk,3+2,...,noo)(t)7

perm

donde las sumas > > se extienden desde cero hasta el infinito, y la suma sobre las permuta-

k1#ks
ciones > .. = #'%, representa el nimero total de permutaciones.
ZZ\/nO! oo (g, = 2) (g +2)! 0y \/nolnl! M "
N! N!
k1 #ks (B.294)

N! .
| <k17 k1| (4 |k37 k3>O(no,n1,...,nk1 —2,...,nk3+2,...,noo)(t)-

x = S M L
anl(nkl >n0!n1!...noo.
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Al simplificar los factores, se obtiene el primer término de los diversos casos de V5. Especifi-

camente, para el caso (ki, k1| @ |ks, ks3), se identifica:

1 X
EZ Z<klv k1| U |k3’ k3> \/nkl (nk1 - 1)(nk3 + 1)(”’63 + Q)X
k1 k3 (B.295)

X C(nomhm,nkl =2, Mg 250400 ) (t) .

Ahora, se examina el otro caso de V5, es decir, calcular cuando aparece el término (kq, k1| @ |k1, k3).

Por lo tanto, para este caso, la ecuacion (4.23) toma la siguiente forma:

Ul notnal . neol 1 e o
>t/ LR DD IPIPIL
n’ =1 perm/ perm

i#]
X // . / dridry . ..dry ¢n(11)@5(r2) - &L (1) dar (11) g (12) - . Dy (1) X
) f dridr, ”
X <k17k51| U |]{?17I{33>.

(B.296)

Al dividir las integrales de esta manera, las primeras integrales n,, deben ser iguales a las n,,

para evitar que se anulen, dado que las funciones ¢; son ortonormales cuando
« 7& kl, kg.

Sin embargo, como se aprecia en la ecuacién (B.296), al separar las integrales, es necesario

quitar un ny, y ny, de las {n} dadas, entoces
{n} = (no, Mk, — 2, My, Mgy Mgy - -+ s Moo
de igual manera se debe quitar un n;, y n;,, de {n'}, entonces
{n'} = (ng,my, — Ling, mp, — Ling,, ..., nl).
Por lo tanto, para que las primeras integrales sean diferentes de cero, se debe cumplir que:

/ !/
Ny, = Ny — 1, ny, = ngy + 1.
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N N

Por otro lado, la suma Z Z tiene dos casos independientes de la permutacion los cuales

i=1 j=1
——
i#£]
son:

kl 7& k2 = NNk, Y kl = k2 - nkl(nkl - 1)

Teniendo en cuenta todos estos elementos, la ecuacion (B.296) se puede expresar de la si-

guiente manera:

ZZ nol ... (g, — D (g, + D)o onse! [nglng! .o ong! "
NI N!

lekS (B.297)
X §nk1 (nkl - 1) Z <k17 kl’ ’EL |kl> k3>C(no,n1,...,nk171,...,nk3+1,...,noo)(t)7
perm

donde las sumas ) _ > se extienden desde cero hasta el infinito, y la suma sobre las permuta-

k1#£ks

- _ N . ,
ciones ) .., = n-r— . fepresenta el nimero total de permutaciones.

ZZ nol. .. (ng, — Dl ng, + 1)1 oonge! [nplng! . ong! "
N! N!

k1#ks3 ’ (B.298)

N! X
‘ (Fous Keal @ 1kns K3)Clng a1y +1nmoo) (£)-

x = S M L
2nk1(nk1 )nolnll...noo.

Al simplificar los factores, se puede obtener el primer término de los diversos casos de V5.

Especificamente, para el caso (ki, k1| @ |k1, k3), se identifica:

1 .
52 > (ky kal i [k, ks)v/n, (i, — 1) (n, — 1) (g + 1)
k1#ks3 (B.299)

Xc(no,nl,...,nkl —Llmpg+1,n00) (t>

Abhora, para el dltimo caso de V5, es decir, al calcular cuando aparece el término (ky, k1| @ |k1, k1),

la ecuacion (4.23) adopta la siguiente forma:
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AT 1 l NN
Zc{n’}(t)¢n°'n1&i'nm \/no nl il %ZZZ > %

{n'} perm/ perm
i#j
x //.../drldm...dm () B5(ra) - 0 ()b (1) (a) . .- s (rv) X
4] dridr; ’
% (k1 k| @ [k, k).

(B.300)

Al dividir las integrales de esta manera, las primeras integrales n,, deben ser iguales a las n,

para evitar que se anulen, dado que las funciones ¢; son ortonormales cuando

Oé7él{31.

Sin embargo, como se aprecia en la ecuacion (B.300), al separar las integrales, es necesario

quitar un ng, y ng, de las {n} dadas, entoces
{n} = (no,ni,nK, —2,..., ),
de igual manera se debe quitar un nj, y nj, de {n'}, entonces
{n'} = (ng,ny,my, —2,...,n).

Por lo tanto, para que las primeras integrales sean diferentes de cero, se debe cumplir que:

/ —
lel — nkl .
N N
Por otro lado, la suma E E tiene dos casos independientes de la permutacién los cuales
i=1 j=1
——
i#]

son:

ky # ky = ngyng, y k1 = ko = ng, (ng, — 1).

Teniendo en cuenta todos estos elementos, la ecuacion (B.300) se puede expresar de la si-

guiente manera:

Z ng! lel- o) nolnl!...noo!x
N!

1 N
X inkl (nkl - ]-) Z <k17k1| U ‘klvk1>C(no,n1,...,nk1,...,noo)(t)v

(B.301)

perm
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donde la suma ) abarca desde cero hasta el infinito, y la suma sobre las permutaciones
k1

N . :
> perm = meim1n1» Fepresenta el nimero total de permutaciones,

Z\/nol...nkl!...noo!\/nolnll...nwllnk (e —1)— N
k1 N! N! 2 710!711! e nOO! (B.302)

X <k17k1| U ‘klvk1>C(n0,n1,...,nk1,...,noc)(t)~
Al simplificar los factores, se puede obtener el primer término de los diversos casos de V5.

Especificamente, para el caso (ki, k1| @ |k1, k1), se identifica que,

1 .
§Z<k1,k1| i [k, k) (e, — 1) (nk, — D)ng, mg,
™ (B.303)

XC(no,nl,...ﬂ’Lkl,...,’I’Loo)(t)'
Finalmente, se suman todas las contribuciones encontradas en (B.291), (B.295), (B.299) y

(B.303), definidas como V5

Vy Z%ZZZU% k| 0 ks, ka)v/mk, (i, — 1) (i, + 1) (ng, + 1) %

k1#ks#ky

XC(nO,nl,...,nkl —2,...,nk3+1,...,nk4+1,...,noc)(t)

1 N
+2§k:¢;<k1’ kul @ [ks, ks v/re, (i, — 1) (i, + 1) (ny +2)
1 3

Xc(novnla---vnkl _27~~-ank3+27~--»”oo)(t)

530 Skl b ks (i, — D0, — (e, T 1)

ki#ks

(B.304)

Xc(novnla---vnkl _17~~-ank3+17~--»”oo)(t)

1 .
+§Z<k1’ kl‘ u |k11 k1>\/(nk1 - 1)(nk1 - 1)nk1nk1 x
k1

XC(no,nl’m,nkl ~,~~,noo)(t)



Apéndice C

Segunda Cuantizacion

C.1. Calculo de términos para Segunda Cuantizacion

Para calcular los distintos términos de V] segtn la ecuacion (4.80) y los términos corres-
pondientes de VJ como indica la ecuacion (4.80), se aplicara la accién de cada uno de los

operadores de aniquilacion y creacion en los diferentes “sandwich” de manera simultinea.

Calculo de términos para V/

Por consiguiente, al utilizar las definiciones (4.55) y (4.56) y aplicar el primer operador a los

distintos términos, se tiene:

1
‘/1/ :52 Z Z Z<k1, k2| i ‘k?,, k4>\/nk1nk2 (nkg + 1)(nk4 + 1))(

k1#kaFks#ka

XC(”O;nlwnxnkl =1, npy =1, npg + 1, ng, 1 neo) (t)

SIS S Sl i )
n’}

{n’ k1#ka#ks3
x(no,nl,ng,...7nm|d21d22dk3 (kg NG, MY, MY, nl)) Cray(t)

:\/@‘”67"/17'“7";3_17“'7”/oc>
+> %Z > (b, kol @ [k, k) x

'} 7 kiks

X{ng,n1,Ma, . .. ,noo|d;21&,t72&kl (ak, [ngs Y, nh, .. nly)) Cray(t)
=, /n;Cl \n(),n’l,...,n;clfl,...7n’x>
1 X
S S NI

{n'} k1#ka#ks

X (ng,n1,Na, . . . ,noc|d£1&L2&kl (ks |ng, My MY, .. nl)) Crary(2).

Al aplicar el primer operador sobre el ket, se observa que en cada uno de los términos aparece

un coeficiente que implica la raiz cuadrada de un nimero complejo, el cual puede salir del

131



C.1 Calculo de términos para Segunda Cuantizacion 132

“sandwich” sin dificultad. Esto conduce a la siguiente expresion:

1 N
‘/1/ 252 Z Z Z<k17 k2| U |k37 k4>\/nk1nk2(nk3 + 1)<nk4 + 1)X

k1#ko#ks#ka

XC”O:nl, oMy =Ly g = Lo Mpeg 1,0 mp, +1,. 700)(?5)

D309 SNERUNATYHHE

{n'} k1#kaFks

X (ng,nq, . .. ,nco|d,tld22dk3|n6, ny, .o g, — 1o, nl ) Crny (t)
1 .
+Z§ZZ n%l(kl,k2]u|k1,k1>x
('} © kitks
X (ng,ny, . .. ,noo|d,ild22&kl|n6, ny,..oomy — 100 nl ) Crn(t)

1 A
+Z 5222 n;€3<k1>k52| u |kf1,l€3>><
{n'} k1#£ko#ks
X<n0’ .. 7noo|&;£71d;rfz&kl’7167 n/17 e 777';63 - 17 ce ,néo>0{n’}(t)

De manera andloga, se aplica el siguiente operador a los diferentes kets.

1
VY 252 Z Z Z<k317 k2| (v |k37 k4>\/nk1nk’2(nk3 + 1)(nk’4 + 1)X

k1 ko ks ks
XCnonn,. oty =Ly oy — Ly T ALyt + 1 noo) (1)
+Z ZZZ W, (k1 ko] @ [ka, By )
{n'} — kiFhoks
b — Lo ,n;0>)10{n/}(t)

AT AT (A !
X (ng, 1, - . Moo |y, gy (G NG, - - -, 10
N TV
=, /n;cg—1|n6,n’1,...,n;€3—2,...,ngo)

+> %ZZ MWy (R, ko] @ [Ry, )

{n'} k1#k2

X<n0’n1""’n00|d111d22 (dk1|n67 n;ﬂ - 17' néo>)lc{n’}<t>
=\/" —1|n0,n1 n 2,...,nh)
1 A
D502 n%3<k17k2|“|k17k3>x

{n'} k1#ko#ks

X (ng,ny, . .. ,noo|d,£1d22 Sdk1|”67 g, — 1 ,nfx})JC'{n/}(t).

-~

— / / ! /
=/, |7’L0,...,nkl —1,...,nk3—1,...,ngo)
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En consecuencia, nuevamente se produce un término que puede salir en cada uno de los

“sandwiches”,

:%ZZZZUQ, kg‘ U |k‘3, k4>\/nk1nk2(nk3 =+ 1)(nk4 + 1)><

ki#ko#ks#ks

XC(”O ni,.. =1, kg +1ng, +1,. )(t)

> ZZZW%W R, kol @ [k, k) x

{n'}  ki#kaF#ks

<n0,n1,.. noo|ak a,C [ng, nl, .. ny, —2,...,nl YCrun (t)
192 '3 {n"} (C.305)

F Y 53 S ko, Mkl ) x

{n'} k1#ka
x(no,nl,... noo|&k1&k2|n’0,n’1,... Ny, —2,...,n5)Cran (t)
LI ) 3) DYV AL PN S

{n'}  kiFkaFks
><<no,nl,...,7”Loo|d/l€1dk2|n6,...,n;Cl — 1,...,n;€3 — 1,...,ngo>0{n/}(t).

Se observa que los dos ultimos operadores que faltan por operar sobre los diferentes kets son

dL y &Ll, respectivamente. Por lo tanto, al aplicar &,12, se obtiene:

1
1% :§ZZZZ<k1,k2| U |k‘3,k4)\/nk1nk2(nk3 + 1)(ng, +1)x

k1#koF#ksF#ky

choﬂh AAAA 1L ney =1 neg+1, o ng 1 5noc)()

+Z ZZZ\/@W k1, k| i |k3, k3) x

{n'} = ki#ka#ks

A ~T A / /
X(no,n1, . Noolly, (g, [ngsnY, -, — 2,000 mi ) ) Cray ()
=, /n;CZ+1|n6,n’1,...,n22+1,n;€3—2,...,774)0)

DI 9) SNERVEAREI RN EIENEE

'} " ki#ks

X (ng,ni, . . . ,noo|6LL1 (&£2|n6,n’1, N ngo>) Cran (t)
=, /n;€2+1|n6,n’1 ..... n;q 72,n;€2+1 ..... n’_)
1 -
205200 Dy Pk, (R ol [ Ks)

{n’} k1#ko#k3

X (ng,ny,. .. ,noo|&L1 (&22|n6, s, — 1, — 1, ,ngo>) Cny (t),
= /n;2+1\n6 ..... nklfl,n;c2+1,n;€3fl ..... n’l.)
donde /n;, + 1 es un coeficiente que puede salir de cada sdndwich, lo que nos lleva a:
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:%Z SOSTS ki kol it [k, ka1, g (1, + 1) (g, + 1)

k1#kaF#kaF#ka

XCn07n17 - 17 7nk2 17 7nk3+17 7nk4+17 ynoo)(t)

2.3 ZZZ\/”T%\/”@ - 1\/7% + Lk, ko @ [ks, ks) X

{n'} k17#ka7#k3

X (ng, ny, . . . ,noo]d,tlmg,n’l, g, Ly, — 2,1l ) Cran (1)
1 N
Y3 Dy = Ly, Lk el @ R k) x
{TL’} k1#k2
X (ng,ni, . . . ,noo|d21|n6,n'1, ooy, —2,n, + 10 0l ) Clany (1)

O3 S NCHCCRS AP

W}y T ki#thka#ks

X (ng,ny, . .. ,noo|dzl|n6, oo =L, +1ng, — 1,0 nl ) Cn (8,

y al operar d;l, obtenemos:

1
Vvll 252 Z Z Z(klv k2| u |k3’ k4> \/nklnkz(nka + 1)(”1@4 + 1)><

k1#koF#ks#ka

XC(TLOJLL oMy = Loy =Ly g 1,0 1, ,oo)(t)

+Z ZZZ\/TT@\/% 1\/7”% + Lk, kof @ |ks, ks)

{n'} k1#ka#ks

X (Ng, N1, - -+ Mool ak1|n0,n1, oo, FLng, — 2,000 0l ) Crny (1)
= /n;ﬂ+1|n6,n’1,...,n;€1+1,n;€2+1,n;€3—2,.‘.,ng0)
1
[t / / N
+Z 522 n/ﬁ\/nlﬁ - 1\/”192 + 1<k17 k2| U |k17 k1>X

{n’} k1#ka

~t / / / / /
X (1o, N1, - -, Moo @y, |19, MY,y — 2,m, + 1,000 ) Cran(t)
=\/n} —1|n6,n’1 ..... n; -1 nk2—|—1 o)

+Z ZZZ\/nI\/nZ./% + U{ky, ka| @ [Ky, ks) X

{n’} k1#ka#ks

X (g, M1, -+ Noo| dk1|n0, ooy, — Lng, + 1y, — 1,0 nl ) Cn(t),

VvV
— ! / / / i !
= /nkl|no,...,’rzk1 ,nk2+1,nk3—1 ..... nlo)
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donde aparece un término de raiz cuadrada que puede salir de cada “sandwich” y resulta en

lo siguiente:

1
VY 252 Z Z Z(klv k2| U |k3’ k4> \/nklnk2(nk3 + 1)(”’64 + 1)><

k1Ko £ksAka
X C(”Oun17-~~7nk1 =Ly npg =1 pg 1, ng 1,00 (t)

T D559 39 BVLTRVL AN LRSIV ARSTW ARAT AR

{n'} k1#ko#k3

X (1o, M1, ... Noo|ng, Y, .. omg, + Ly, + 1ng, — 2,000, 0l ) Cn(t)

—I—Z ZZV%\/% 1\/nk +1\/nk L(ky, ko| U |ky, ky) X
'} ° kisths

X(No, N1, -+ Moo [N, MYy, -y, — Ling, + 1,000, 0l ) Clany (2)

D5 B) SRR AR LIRS

{n'} ki#koF#ks3

X (10s 15+ oy Too| Mgy - Mg M, + Ly, — 1o 0l ) Cly (2).

Dado que los estados son ortonormales (ver ecuacion (4.49)), la expresion anterior adopta la

siguiente forma:

Z%ZZZ S (k1 kol ks, ka) v/ ri i (g + 1) (1, + 1)

k1 £ko#ksHks

XCno MLy =Ly =1 ngg +1, g, +1,, noo)(t)

+Z ZZZ\/nk’s nk’:s (n;fz + 1) (TL;“ + 1)<k1’k2| U |k37k3>><

('} T kithaths

X(Sn{)no e 6n;€1 +1ng, 5n;€2+1nk2 5n;€3—2nk3 . 5,12)0”00 C{n/}(t)

+ %Z Z\/nzl (n, — 1) (i, + 1) (ng,, — 1) (krs kol @ [k, i) x

('} T kike

xénanoénflm . 5n;€1_1nk15n;€2+1nk2 e 5%0%0 C{n/}(t)

EY IS S ST, (0, + 1) i, G ol )

{n'} k1#ko#k3

Xén’ono e 67%17%1 5n;€2+1nk2 5n§€3—1nk3 R 57%0”00 C{n/}(t).
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De esta manera, la suma ) , se restringird en cada término por los deltas de Kronecker, lo

que resulta en:

1
‘/1/ 25222 Z(/{?h /{32| U |]{33, k‘4> \/nklnkQ(nk?, + 1)(nk4 + 1))(

k1 £ko#ks ks

X C(noml,u-mkl =Ly =1 npg 1, ng, 1,0 100) (t)

1 X
+§Z SN (ke kol ks, ) y/rk, iy (i, + 1) (ng, + 2) %

k1#ka#ks

X C(no,nl,...,nkl 71,...,nk271,...,nk3+2,...,noo) <t>

1 .
+§Z Z(k’l, k‘2| u ’kl, k1>\/nklnk1 (nkl + 1)nk2 X

k1#k2

(C.3006)

X C(”Ovnlv“'vnkl +17"'7nk2_17"'7n00) (t)

1
+§Z Z Z<k1’ k2| U |k17 k3>\/n/€1nk1nk2 (nk3 + 1)><

k1 £ko#ks

X C(ng,nl,.‘.,nkl yeees g = LyeeosTileg +150 000 (t)



C.1 Calculo de términos para Segunda Cuantizacion 137

Calculo de términos para V;

De manera andloga a lo anterior, para calcular los términos correspondientes a V), se utili-
zaran las definiciones (4.55) y (4.56). Aplicando el primer operador a los distintos términos,

se obtiene:

‘/2/ :Z%ZZZUQ,IGH U |k‘3,k34>><

() © Thsths
X (ng, n1,na, - . . ,noo|d,zld};l&k3 (g, ng, i my, . nl)) Crn(t)

TV
_ 7 1ol ol / ’
=, /nk4|no,n1,n2,...,nk471,...,7100)

_|_Z %Z Z(lﬁ, kl‘ U ‘k?); ]{33>X

{n’} k‘l#k’g

X (1o, N1, My, - ., Mool af gy (G, Inf,ml .. nl)) Cny(2)

Vv
_ li / / li / li
=, /nk3|n0,n17n2,...,nk3—17...,noo>

+> %Z > (ki k] ik, k)

{n’} kl#kg,

X (ng, n1,Na, - . . ,noo|dL1 &Llékl Sdk:s\ng, ny,ny, ... ,nf)O)Z Cruny(t)
——

-~

— A _ ! ! ! Vi ! !
=k, =4 /nkg|n0,n1,n2,...,nk371,...,7100)

1 5
+) §Z<k1, kil @ [k, k)<
{n'}  k

X (ng, ny,na, . . . ,noo|dL1 dekl (@, Ing, ny, s, n)) Crny(t),

Vv
—mN — / ! ! /! / !
=Ag, = /nkl|n0,n17n27...,nk1—17...7noo>

donde el término de la raiz cuadrada puede salir de los diferentes “sandwiches”.
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vy ZZ%ZZZU%M U |k3;]€4>\/”TM><

{n'} k1#ks#ky

At AT oA P /
X (10, N1, N, -+ - Moo |y, Ay, kg |Ng, MY, M,y — 1,

DI 3) DURAEIARNEAS

Y T kiks

AT At A ro / /
X (10, M1, N2, - - - Moo |y, Ay, Gy | NG, MY, M, M — 1,

_|_Z %Z Z</{21,/€1| ] |k517 k3>\/n7k?3x

{n'} k1#k3

~T A / / ! /
X (1o, M1, N2, - . ., Moo |y, T, Mg, My, My g, — 1,

5 DRI AN

'} R

AT A / / ! !
X (10, M1, N, -+ - 5 Moo |y, Ty g, My, Mgy oy — 1,

De esta manera, se procede a aplicar los operadores restantes;

Vim0 oSS S ks, ), ¢

{n'} k1#ks#ky

AT AT ~ ! / ! l
X (N, 1,2, .+, Nool Gy, @y, (ks |nG,m mb, g, — 1,

e ,n:)O)C{n/}(t)

. ,n;)C{n/}(t)

.y TL:X)>C{TL/} (t)

., nfw)C{nr} (t)

. an/oo>) C{n’}(t)

— ’ ! ’ ! ! U /
=v/"ks \no,nlﬂLQ,.“,nkS —l,nm—l,.“,nm)

n Z %ZZW’M a |k3,k3>\/@><

'} " ki#ks

NS I !
X (no,n1,na, . .., Neola), ay (@r,|nh,ny,nh, ..., ng,

—1,..

) n/oo>) C{n’}(t)

_ T Y ;o
=My 1\no,nl;rLz,...,'rLk3 2,...

FY IS S )y g ¢

{n'} k1#ks

~F ~ / / / /
X (ng,n1,nag, . .. ,noo|ak1 (nkl\no,nl,nQ, ey My

Mlo)

— 7 7 e ’ r_
=M%, /My ‘"07"17"'7"1«,1 s Mg 1,..

+ Z %Z<k17k"1| U |k'1, kﬁﬁx

'}k

At ~ / / / !
X (N, 1, M2, . -, Mooy, (R, NG, my,n, oo ymp, — 1,0,

Lnio)

nl.)) Crary(t),

— / ’ / ’ U U
=/, -1, /Ty 71\n0,n1,n2,4..,nk1 —1,...

M)

donde los términos con raiz cuadrada pueden salir de los diferentes sindwiches.
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AESIE9) 3) NN ENSINEAVEA

{n'}  k1F#ks#ks

><<n0,n1,n2,... noo|d2 LALLI|116,11'1,11'2,...,n;c —Lng, —1,...,n5)Cp(t)
30 50 Skl by, =

('} “ itk
X{no,n1,na, . .. noo|akla,€1|n(),nl,712,...,n;C —2,...,n)Can (t)
+Z ZZ ]411,/€1| u|k‘1,k3 ,/nk ,/nkl,/nkl

{n'}  Eki1#ks

><<n0,n1,n2,...7noo|dkl|n6,n’1,...,n§€1,...,n§€3 —1,...,n5)Cu(t)

1 A~
£ 30 23 bkl i by g ok, — 1y, — 1%

{n'}  k

X{ng,n1,M2, . .. ,noo|€z;21 Ing, ny,ny,...,ng, —1,...,nL)Cran(t).

Continuamos aplicando los operadores a los diferentes kets.

B 353 3 BN e

'} " ki#kstka

~ ~ I I / / / !
X (ng,n1,Nag, . . . ,noo|ak1 (ak1|n0,n1,n2, ce Mg, — Limg, — 1, ,noo>> Crny (t)
=/ Pyl H1oeeinly —Ling, —1...nt)

I e S AP et

('} © ki#tks

At A~ ro / !
X (ng,n1,nag, . .. ,noo|ak1 a, Ing,ny, g, .., — 2,0, n) ) Crany(t)
= A T e il =2,

+> %Zz%hkﬂ U |k1,k3>\/"763\/a\/77kl><

'}y " kistks

~T ro / / /
X (Ng, M1, N2, . ..y Noo| ak1|n0,n1, o My Mgy — Ly i) Crnny (1)
=, /n;C +1[ng, ny,... n;cl+1 71;63—1,...,7#00)
+ E E k‘hkl‘ U |]€1,]€1 ,/nkl\/nkl 1\/nk1

{n'} k1

~ / / / / /
X (N, N1, N2y« «y Moo ak1|n0,n1,n2, coong, — 1o nl ) Crn (),
A I el i)

donde los términos de raiz pueden salir de los diferentes sindwiches,
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V=0 oSS St kal it k) i ok, 1

{n'} k1#k3#ka

X (ng,ny,na, . . . ,noo|d21|n6, sy 1y, — Ly, — 1, nl ) Clrn(t)
1 . /
+Z§ZZ<I{31,]€1|U |]{73,]€3> TZ?%\/H;CS—]_\/TL;CI—’—]_X
('} T kihs
X (ng, ni,na, . . . ,noo|d21|n6, coomy, 1y, — 2,000, nl ) Cry ()
1 .
+Z§ZZ(k1,k1| U k1, k3)y/ M A/ Ty A/ Py A/ Ty, T+ 1X
('} T kitks
X (N, N1, Mg, - . Moo Mg, 1y, -y, + 1 g, — 1 nl ) Crny (t)
1 . /
+Z §Z<k‘1,k1‘ u |]€1,k’1> n;ﬂ\/n;ﬁ — 1\/71;“ —1 n;ﬂx
'}k
X(no,nl,ng,...,noo|n6,n'1,n'2,...,n%l,...,ng&C{n/}(t).

Se aplica el ultimo operador a los kets restantes, lo que resulta en,

Vi= 0 oS Skl it k) P ok, 1

{n'} k1#k3#ky

><<n0,nl,ng,...,noo|d21|né,...,n;qzl + 1, m, — Ling, —1,...,nl) Cpn(t)

-~

=, /n;Cl +2|ng,..., ngﬂl+2,...,n;€3—17n;€4—1,...,n{)0>
1 X /
+Z§Zz<k1,k1|ulk3,k3> nks\/nﬁw—l\/n?ﬁ—l—lx

('} 7 kiks

X (N, M1, Mo, - s Moo d21|n6, oy, 1 n§€3 —2,... ,nfx)> Can(t)
1/nkl-i-Q\nO nk —i—27 Sy =2,

+Z ZZ kv, kil @ [ky, ks) \/”»ks\/”jl\/n»m\/mx

'} kiFks
X (Ng, N1, Mo, - -y Moo |G, My, + 1,0 g, — 1, i) Cry ()
+Z%Z<kl,k1| i [k, by i\ fod, — 1ok, — 14/, %
'}k
X (Mg, N1, Moy - -y Moo [N, My, My oo Mg, ) Clpnry (B)-

El término de la raiz puede ser extraido de los diversos sandwiches.
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9530 9) SRR N AR T

{n'} k1#ks7#ka

X (No, N1, N2, . Moo |y -y, + 2,000 mp, — Ling, — 1,000 0 ) Cla (t)
1
303Dl kal [k ko) ok, — 14/, + 14/, + 2
{n'} k1#ks
X (N, M1, Mg, - Mooy Mg 2,00 g, — 2,000, 0l ) Cry (1)
1 .
+Z§ZZ<k1,k1\u\kl,kg)),/n;%,/n;”/n;ﬂ,/n;l+1><
('} ° kiks
X (ng, n1, Mg, - - Moo |G, M, oy, + 1,00 ng — 1,00l ) Clny ()
1 .
+Z§Z<k1,k1|u|k;1,k:1>@/n§ﬁ\/n§ﬂ—1\/7121—1 nj,, X
'}k
X (N0, M1, N2, - o Moo [y, My, Mgy Mg s ) Clpnry (B)-

Dado que los estados son ortonormales (ver ecuacion (4.49)), la expresion anterior adopta la

siguiente forma:

Vi=>" %Z SO ki ki |k, k4>\/n;4n;3 (nf, +1) (n, +2)x

{n'} k1#ks#ka
X6n6n0 . 5n;91+2nk1 . 5”;3*17%3 5n;€471nk4 R 5%0%00{”/}(75)

1
#3050 ksl i ks, k) /i, (nh, — 1) (h, +1) (), +2)x

'y 7 ki#ks

X5n6n0 . 6";cl+2nk1 R (5,1;{3,2”]% R 5ngon000{n/}(t)
1 X
—i—Z 52 Z(lﬁ, kil @ [k, k3) /100 A/ Ty A/ T A/ Py + 1%
{n'} k1#k3
X5n6n0 . (5n;€1+1nk1 .. -5n;€371nk3 .. '5n{,0nooc{n’}(t)

1 A
+Z§Z<kl7kl|U|k17k1>1/n;€1\/n§ﬁ_1 n?ﬁ_l n§€1><

{n'} R

an{)no L. (Sn;anl e (Sngonooc{n/}(t)

Por lo tanto, la suma ) | , serd restringida en cada término por los deltas de Kronecker, lo que

resulta en:
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VI :%Z SN (ki Eal d [k, k) y/r (i, — D) (g + D), + 1)x

k1 £ks ks

1 )
+§Z > “(ky, ka| @ [k, ks)y/ng, (n, — 1) (i + 1) (ng, +2)%

k1#k3

(C.307)

"‘%Z ZU% kil @ |ky, ks)n/mg, (N, — 1) (g, — 1) (ng, + 1) %

k1#k3

k1



Apéndice D

CUDA

La explicacion técnica de CUDA puede resultar laboriosa. Por consiguiente, este apéndice se
enfocard exclusivamente en exponer la importancia del calculo paralelo, dado que muchos
trabajos de investigacion requieren de este método, y es precisamente el método utilizado en

este trabajo.

Computacion en sistemas heterogéneos

Para comprender como CUDA contribuye a realizar cidlculos més rapidos, se puede comen-
zar preguntando: ;Como se logra la rapidez de los calculos en CUDA? Para ello, es necesario
entender a qué se refieren las GPU y las CPU. La computacién sobre tarjetas graficas (GPU
computing) se define como el uso de una tarjeta grafica (GPU - Unidad de Procesamien-
to Gréfico) para realizar calculos cientificos de propdsito general. Este enfoque fusiona una
CPU (unidad central de procesamiento) y una GPU para crear un modelo de computacion
heterogéneo. En este modelo, la parte secuencial de una aplicacion se ejecuta en la CPU
(conocida también como host), mientras que la parte mds intensiva en célculos se delega a
la GPU (referida como device). Desde la perspectiva del usuario, la aplicaciéon simplemente

opera con mayor velocidad al aprovechar el alto rendimiento de la GPU.

Por otro lado, la rapidez de los cdlculos al aplicar cdigo en CUDA se fundamenta en la ca-
pacidad de ejecutar multiples tareas de manera simultdnea. En CUDA, se establecen bloques
e hilos que colaboran en la realizacion de tareas de forma paralela. La organizacién y ges-
tién de estos bloques se realiza mediante el concepto de Grid, el cual estd compuesto por un
nimero determinado de bloques (dimension del Grid ), de manera similar cada bloque tiene
una cantidad definida de hilos (dimension del bloque). Cada hilo puede hacer una tarea en
simultdnea con los demas hilos, por consiguiente, al definir el Grid y el bloque se define el

numero de tareas que se va a realizar en paralelo.

143
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Cada ntcleo de una GPU puede realizar una sola tarea, es decir, cada nucleo equivale a un
hilo, mientras que en una CPU cada niicleo puede manejar 2 tareas simultineamente, lo que
significa que por cada nicleo de CPU se tienen 2 hilos. En resumen, si N es el nimero de
nucleos, entonces se tienen N hilos si es una GPU y 2N hilos si es una CPU. La diferencia
radica en que el nimero de nicleos de una GPU es ordenes de magnitud mas grande que para

una CPU. Por esta razon, se utilizan las GPU para paralelizar célculos.

Ejemplo Comparativo de Computacion en CPU y GPU

Especificaciones del Hardware

= Procesador (CPU): Ryzen™ 9 7950x

* Nucleos: 16
e Hilos: 32

¢ Frecuencia: 4.50 GHz

» Tarjeta Grifica (GPU): NVIDIA® GeForce RTX® 4090

* Nucleos: 16384
e Hilos: 16384

¢ Frecuencia: 1.67 GHz

Como se puede observar en el ejemplo, un procesador doméstico de gama alta tiene 32 hi-
los, mientras que una GPU doméstica de alta gama tiene 16284 hilos. A pesar de que estos
ultimos sean mas lentos, la gran cantidad de hilos hace que la GPU tenga una mayor poten-
cia de procesamiento. Para entender como estas especificaciones se traducen en rendimiento
computacional, consideremos una tarea simple que se puede paralelizar, como sumar dos

vectores de gran tamafio.

Imaginemos que tenemos dos vectores de 100 componentes y queremos sumarlos utilizando a

un trabajador rapido (CPU) que puede hacer una suma en un segundo. Este trabajador tardaria
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100 segundos en hacer la suma de los dos vectores. Por otro lado, si tenemos 50 trabajadores
lentos (GPU), a los cuales les toma 4 segundos hacer una suma, en este caso, aunque sean
mas lentos, debido a la cantidad de trabajadores, solo les tomaria 8 segundos hacer la suma

de los dos vectores.

Paralelizacion del Codigo con PyCUDA y la Computacion GPU

En el cédigo del programa E, se ilustra como se utiliza la computaciéon GPU a través de Py-
CUDA para realizar célculos intensivos en paralelo. La estructura del c6digo y la implemen-
tacion de kernels CUDA permiten aprovechar la gran cantidad de nicleos de procesamiento
de una GPU para acelerar operaciones matemdticas. A continuacion, se explica de manera
general qué partes del codigo se paralelizan y cudles no, asi como las razones detrds de estas

decisiones.
Partes Paralelizadas del Codigo

Dada la independencia de cada componente de la matriz, la cual tiene un tamaiio de 512x 512,
es decir, de 262144 componentes, se realiza la creacion de matrices directamente en la GPU.
Los kernels para operaciones elemento a elemento son aquellos que realizan operaciones en
paralelo para cada componente de las matrices GPU. Asimismo, los kernels para operaciones
de reduccidn son aquellos que efectian operaciones como la suma de productos elementales,

aprovechando enormemente la arquitectura paralela de la GPU.

En el codigo, también se calcula el laplaciano de las funciones de onda, proceso que se eje-
cuta en paralelo para cada punto de la malla. De igual manera, se implementa el método de
Runge-Kutta de cuarto orden (RK4) para la integracion temporal, el cual es en serie, pero
se paraleliza para cada punto de la malla al calcular sus derivadas. El calculo de la energia
del sistema se realiza de manera paralela para cada punto de la malla, al igual que el célculo
de la norma de las funciones de onda, que es esencial para la normalizacion. Ademéds, las
funciones de corte, que efectdan cortes en la funcién de onda, también se pueden paralelizar

al evaluar el Hamiltoniano aplicado a la funcién.
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No todas las partes del c6digo pueden ser paralelizadas debido a las siguientes razones:

= Dependencias Secuenciales: Algunas operaciones deben ejecutarse en un orden es-
pecifico, como la preparaciéon de argumentos y la configuracion inicial de los kernels,

como el método de RK4.

= Control de Flujo: La légica de control, como la secuencia de llamados a los ker-
nels y la gestion de la memoria, no se puede paralelizar y debe manejarse de manera

secuencial.

La principal ventaja de paralelizar este tipo de cdlculos es la significativa reduccion en el
tiempo de ejecucion para operaciones intensivas. La capacidad de ejecutar miles de hilos en
paralelo en una GPU permite manejar grandes matrices y realizar calculos complejos en un

tiempo mucho menor en comparacién con una CPU.



Apéndice E
Codigo del programa

El c6digo empleado en esta investigacion se basa en una formulacion original propuesta por
mi asesor, Madrofiero Carvajal (2018). Para nuestro estudio, adaptamos este cddigo para
calcular el estado estacionario resolviendo numéricamente la ecuaciéon de Gross-Pitaevskii
espinorial, utilizando un potencial externo definido en una red cuadrada. Con este fin, im-
plementamos el método de tiempo imaginario, el método de Runge-Kutta de cuarto orden y
aprovechamos la capacidad de cémputo en paralelo de CUDA. A continuacion, se presenta el
codigo utilizado para las simulaciones, el cual esté escrito en Python, PyCUDA y CUDA. Es
importante sefialar que el siguiente c6digo es una version general. El cédigo se divide en dos
partes: el principal, desarrollado en Python y PyCUDA, y el secundario (Kernels), escritos en
CUDA (C).

147
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E.1. Coédigo principal
A continuacién se presenta un ejemplo del codigo escrito en Python y PyCUDA.

[11: Ypylab inline

prec = float32
precComplex = complex64
cuPrec = 'float'
cString = 'f'

Nx = int32(512 ) Ndmero de puntos de la cuadricula en la direccion .
Ny = int32(512) Nimero de puntos de la cuadricula en la direccion y.

# Tipo de datos de precision para nimeros en punto flotante.
#
#
#
#
#
Lx = prec(40) # Longitud total del dominio en la direccion z.
#
#
#
#
#

Tipo de datos de precision compleja para nimeros complejos.
Tipo de datos de precision para el codigo CUDA.
Caracteres que representa el tipo de datos de precision.

Ly = prec(40) Longitud total del dominio en la direccion y.
x_min = prec(-Lx/2.0) Valor minimo en el eje z del dominio.

y_min = prec(-Ly/2.0)
dx =prec(Lx/(Nx-1))
dy = prec(Ly/(Ny-1))

Valor minimo en el eje y del dominio.
Tamafio del paso en la direccion .
Tamafio del paso en la direccion y.

%pylab is deprecated, use %matplotlib inline and import the required libraries.
Populating the interactive namespace from numpy and matplotlib

[2]: | # Cargar paqueterias necesarias para trabajar en la GPU (pyCUDA)
from pycuda import gpuarray
from pycuda import autoinit
from pycuda.compiler import SourceModule
from pycuda.elementwise import ElementwiseKernel
from pycuda.reduction import ReductionKernel
from pycuda import driver as cuda
from pycuda import curandom
from pycuda.tools import DeviceData
from pycuda import compiler
import pycuda.driver as drv

[3]:  # funciones en Pythion
def compileGPU(stringKernel): #Specific function
stringKernel = stringKernel.replace('cudaPres', cuPrec)
stringKernel = stringKernel.replace('cString', cString)
return SourceModule(stringKernel)
def normalizeGPU(psiGPU):
norm = get_Norm_C(dx,dy,psiGPU) .get ()
norm = 1/sqrt(norm)
mult_C(norm,psiGPU)
return norm
def plotState(psi):
f,ax = subplots(l,1, figsize=(5,5))
dens = ax.imshow(psi,extent=[x_min,x_min+dx*Nx,y_min,y_min+dy*Ny], cmap='magma',,
—origin="'lower')
colorbar(dens)
def constantes(a0,a2):
return (0.14099405528194853%a2,0.14099405528194853% (2*a0+a2)/3)



[4] :

[4]:
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# Funciones en PyCUDA
copy_C = ElementwiseKernel (arguments="pycuda: :complex<{0}> *psil, pycuda::complex<{0}>
—*psi2".format( cuPrec ),
operation = "psi2[i] = psill[i] ",
name = "multiplyByFloat_kernel",
preamble="#include <pycuda-complex.hpp>")
mult_C = ElementwiseKernel (arguments="{0} a, pycuda::complex<{0}> *psi".format( cuPrec
=),
operation = "psi[i] = a*psili] ",
name = "multiplyByFloat_kernel",
preamble="#include <pycuda-complex.hpp>")
get_Norm_C = ReductionKernel( prec,
neutral = "0O",
arguments=" {0} dx, {0} dy, pycuda::complex<{0}> *
—psi ".format(cuPrec),
map_expr = "( conj(psi[i]l)* psi[i] )._M_re*dxx*dy",
reduce_expr = "atb",
name = "getNorm_kernel",
preamble="#include <pycuda-complex.hpp>")
get_integral_2D = ReductionKernel( precComplex,
neutral = "0",
arguments=" {0} dx, {0} dy, pycuda::complex<{0}> %
—psi ".format(cuPrec),
map_expr = "(psi[i])._M_re * dxxdy",
reduce_expr = "atb",
name = "getintegral_kernel",
preamble="#include <pycuda-complex.hpp>")

cudarandom = curandom.XORWOWRandomNumberGenerator ()
real_gpu = cudarandom.gen_uniform([Nx,Ny],prec)

# Definicion del tamafio de los bloques y grids
blockDims=(int(8),int(8),int (1))
gridDims = (int(Nx//blockDims [0]+1*(Nx%blockDims[0]!=0)),

int (Ny//blockDims [1]+1* (Ny%blockDims[1] !=0)),int (1))

# definen las dimensiones del bloque y de la cuadricula para la ejecucion de kernels
—CUDA en la GPU.
blockDims,gridDims

(8, 8, 1), (64, 64, 1))



[5]:

[5]:

[6]:
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# Carga un archivo de kernels CUDA, lo compila utilizando PyCUDA
# y prepara funciones especificas del kernel para su ejecucion en la GPU.

# Abre el archivo que contiene los kernels CUDA
filekernels = open('./kernels/kernelsEstacionario.cu')
Kernels = filekernels.read()

filekernels.close()

# Compila los kernels CUDA utilizando PyCUDA
Kernel= compileGPU(Kernels)

# Prepara funciones especificas del kernel para su ejecucion en la GPU
Semilla = Kernel.get_function( "init_kernel" )
Semilla.prepare('fffffffPP')

Lap = Kernel.get_function('Lap_kernel')
Lap.prepare('ffffPP"')

stepRk4 = Kernel.get_function('rk4Step')
stepRk4.prepare (' ffffffffffPPPPPPPP')

Energia = Kernel.get_function('energy_kernel')
Energia.prepare('fffffffPPP')

Norma = Kernel.get_function('norma_kernel')
Norma.prepare('PPP')

Corte = Kernel.get_function('corte_kernel')
Corte.prepare('ffffPPPP')

CorteDerecho = Kernel.get_function('corte_kernel_derecho')
CorteDerecho.prepare('ffffPPPP')

Cortelzquierdo = Kernel.get_function('corte_kernel_izquierdo')
Cortelzquierdo.prepare('ffffPPPP"')

<pycuda._driver.Function at 0x737d78469dc0>

# Método de Runge-Kutta de cuarto orden (RK/) aplicado en la GPU.

# Calcula las derivadas temporales de las funciones de onda, la energia del sistema
# y mormaliza las funciones de onda resultantes. Los resultados de la energia y la,
—normalizacion

# se almacenan en las listas En y NormaP/NormaM respectivamente.

NormaP=[]
NormaM=[]
En = []
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def fftRk4Step():
global t
# Calcula las derivadas temporales de las funciones de onda
Lap.prepared_call(gridDims, blockDims, dx, dy, x_min, y_min,
Psi2DP_gpu_k.gpudata, Psi2DP_gpu_L.gpudata)
Lap.prepared_call(gridDims, blockDims, dx, dy, x_min, y_min,
Psi2DM_gpu_k.gpudata, Psi2DM_gpu_L.gpudata)

# Aplica el método RK/J

stepRk4.prepared_call(gridDims, blockDims, prec(0.5), prec(1/6.), dtau,
x_min, y_min, dx, dy, VO, g2, g3,
Psi2DP_gpu.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata,
Psi2DP_gpu_new.gpudata,
Psi2DM_gpu_new.gpudata,
Psi2DP_gpu_k.gpudata,
Psi2DM_gpu_k.gpudata,
Psi2DP_gpu_L.gpudata,
Psi2DM_gpu_L.gpudata)

Lap.prepared_call(gridDims, blockDims, dx, dy, x_min, y_min,
Psi2DP_gpu_k.gpudata, Psi2DP_gpu_L.gpudata)
Lap.prepared_call(gridDims, blockDims, dx, dy, x_min, y_min,
Psi2DM_gpu_k.gpudata, Psi2DM_gpu_L.gpudata)

stepRk4.prepared_call(gridDims, blockDims, prec(0.5), prec(2/6.),dtau,
x_min, y_min, dx, dy, VO, g2, g3,
Psi2DP_gpu.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata,
Psi2DP_gpu_new.gpudata,
Psi2DM_gpu_new.gpudata,
Psi2DP_gpu_k.gpudata,
Psi2DM_gpu_k.gpudata,
Psi2DP_gpu_L.gpudata,
Psi2DM_gpu_L.gpudata)

Lap.prepared_call(gridDims, blockDims, dx, dy, x_min, y_min,
Psi2DP_gpu_k.gpudata, Psi2DP_gpu_L.gpudata)
Lap.prepared_call(gridDims, blockDims, dx, dy, x_min, y_min,
Psi2DM_gpu_k.gpudata, Psi2DM_gpu_L.gpudata)

stepRk4.prepared_call(gridDims, blockDims, prec(1.0), prec(2/6.), dtau,
x_min, y_min, dx, dy, VO, g2, g3,
Psi2DP_gpu.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata,
Psi2DP_gpu_new.gpudata,
Psi2DM_gpu_new.gpudata,
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Psi2DP_gpu_k.gpudata,
Psi2DM_gpu_k.gpudata,
Psi2DP_gpu_L.gpudata,
Psi2DM_gpu_L.gpudata)

Lap.prepared_call(gridDims, blockDims, dx, dy, x_min, y_min,
Psi2DP_gpu_k.gpudata, Psi2DP_gpu_L.gpudata)
Lap.prepared_call(gridDims, blockDims, dx, dy, x_min, y_min,
Psi2DM_gpu_k.gpudata, Psi2DM_gpu_L.gpudata)

stepRk4.prepared_call(gridDims, blockDims, prec(0.0), prec(1/6.), dtau,
x_min, y_min, dx, dy, VO, g2, g3,
Psi2DP_gpu.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata,
Psi2DP_gpu_new.gpudata,
Psi2DM_gpu_new.gpudata,
Psi2DP_gpu_k.gpudata,
Psi2DM_gpu_k.gpudata,
Psi2DP_gpu_L.gpudata,
Psi2DM_gpu_L.gpudata)

# Normaliza las funciones de onda rTesultantes
NR=get_Norm_C(dx,dy,Psi2DP_gpu_new) .get () +get_Norm_C(dx,dy,Psi2DM_gpu_new) .get ()
mult_C(1/sqrt(NR) ,Psi2DP_gpu_new)

mult_C(1/sqrt(NR) ,Psi2DM_gpu_new)

# Calcula la energia del sistema

Energia.prepared_call(gridDims, blockDims, x_min, y_min,
dx, dy, VO, g2, g3,
Psi2DP_gpu.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata,
Psi2DP_gpu_L.gpudata,)

# Almacena los resultados de emergia y normalizacion
En.append(abs(get_integral_2D(dx,dy,Psi2DP_gpu) .get()))
copy_C(Psi2DP_gpu_new,Psi2DP_gpu)
copy_C(Psi2DP_gpu_new,Psi2DP_gpu_k)
copy_C(Psi2DM_gpu_new,Psi2DM_gpu)
copy_C(Psi2DM_gpu_new,Psi2DM_gpu_k)

t += dtau

[7]: # Matrices en la GPU que representan las funciones de onda
# \psi_{1} (Psi2DP_gpu),y \psi_{-1} (Psi2DM_gpu)

Psi2DP_gpu = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DM_gpu = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
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Psi2DP_gpu_new
Psi2DM_gpu_new
Psi2DP_gpu_k =
Psi2DM_gpu_k =
Psi2DP_gpu_L =
Psi2DM_gpu_L

= gpuarray.zeros ([Nx,Ny], dtype=precComplex)
= gpuarray.zeros ([Nx,Ny], dtype=precComplex)
gpuarray .zeros ([Nx,Ny], dtype=precComplex)
gpuarray.zeros ([Nx,Ny], dtype=precComplex)
gpuarray.zeros ([Nx,Ny], dtype=precComplex)
gpuarray.zeros ([Nx,Ny], dtype=precComplex)

# Inicializa las funciones de onda utilizando un kernel llamado "Semilla"

omega=0.001

Semilla.prepared_call(gridDims, blockDims,

prec(dx), prec(dy),

prec(x_min), prec(y_min),
prec(omega), prec(omega), prec(-1),
real_gpu.gpudata, Psi2DP_gpu.gpudata)

Semilla.prepared_call(gridDims, blockDims,

prec(dx), prec(dy),

prec(x_min), prec(y_min),
prec(omega), prec(omega), prec(l),
real_gpu.gpudata, Psi2DM_gpu.gpudata)

# Calcula la norma de las funciones de onda
NR = get_Norm_C(dx,dy,Psi2DP_gpu) .get () +get_Norm_C(dx,dy,Psi2DM_gpu) .get ()

# Normaliza las funciones de onda
mult_C(1/sqrt(NR), Psi2DP_gpu)
mult_C(1/sqrt(NR), Psi2DM_gpu)

[8]: # Grafica semilla

plotState(abs (Psi2DP_gpu.get ())**2)
plotState(abs (Psi2DM_gpu.get ())**2)
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[9]: | %%time
# Calculo del estado estacionario en mezcla
g2=prec(15)
g3=prec(10)
VO=prec(3)
t =0
dtau = prec(0.015)
for i in range(80000):
fftRk4Step ()

CPU times: user 1min 43s, sys: O ns, total: 1min 43s
Wall time: 1min 43s

[10]: plotState(abs(Psi2DP_gpu.get ())**2)
plotState(abs(Psi2DM_gpu.get ())**2)
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Psi2DP_gpu = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DM_gpu = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DP_gpu_new = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DM_gpu_new = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DP_gpu_k = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DM_gpu_k = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DP_gpu_L = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DM_gpu_L = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)

omega=0.001
Semilla.prepared_call(gridDims, blockDims,
prec(dx), prec(dy),
prec(x_min), prec(y_min),
prec(omega), prec(omega), prec(-1),
real_gpu.gpudata, Psi2DP_gpu.gpudata)
Semilla.prepared_call(gridDims, blockDims,
prec(dx), prec(dy),
prec(x_min), prec(y_min),
prec(omega), prec(omega), prec(l),
real_gpu.gpudata, Psi2DM_gpu.gpudata)

NR = get_Norm_C(dx,dy,Psi2DP_gpu) .get () +get_Norm_C(dx,dy,Psi2DM_gpu) .get ()

mult_C(1/sqrt(NR), Psi2DP_gpu)
mult_C(1/sqrt(NR), Psi2DM_gpu)
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[12]:  %%time
# Calculo del estado estactionario en separacion de fase
g2=prec(10)
g3=prec(14)
VO=prec(3)
t =0
dtau = prec(0.015)
for i in range(80000):
fftRk4Step()

CPU times: user 1min 44s, sys: O ns, total: 1min 44s
Wall time: 1min 44s

[13]: plotState(abs(Psi2DP_gpu.get())**2)
plotState(abs (Psi2DM_gpu.get ())**2)
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E.2. Codigo secundario (Kernels)

En el c6digo principal, en la celda [5], se carga un cédigo secundario llamado “kernelsEsta-

cionario.cu”, mediante la linea “filekernels = open(’./kernels/kernelsEstacionario.cu’)”. Este

codigo contiene las funciones escritas en CUDA que se ejecutardn en la tarjeta grafica. A

continuacion, se muestra el contenido de este archivo.

#include <stdio.h>
#include <pycuda-complex.hpp>
#include <pycuda-helpers.hpp>

surface< void, cudaSurfaceType2DLayered> surf_psip;

surface< void, cudaSurfaceType2DLayered> surf_psim;

__global___ void init_kernel ( cudaPres
cudaPres
cudaPres

x0,
cudaPres

psi) {

int t_1 blockIdx.x*blockDim.x +

int t_j blockIdx.y*blockDim.y +

dx, cudaPres dy,
xMin, cudaPres yMin,

gammaX, cudaPres gamma¥Y, cudaPres

*rnd, pycuda::complex<cudaPres> =«

threadIdx.x;
threadIdx.y;

int tid = gridDim.y * blockDim.y » t_i + t_7j;

cudaPres x = t_i*dx + xMin;

cudaPres y = t_Jjxdy + yMin;

pycuda: :complex<cudaPres> auxC;

cudaPres aux = exp (—gammaX*xxx)*xexp (—gammaYx (y—x0) % (y—-x0));

auxC._M_re = aux + auxx* (rnd[tid]-0.5cString);

auxC._M im = aux + auxx*(rnd[tid]-0.5cString);

psif[tid] = auxC;

__global___ void Lap_kernel ( cudaPres dx, cudaPres dy,

cudaPres xMin, cudaPres yMin,
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int
int
int
int
int
int

int

cudaPres x

cudaPres y

t_i =
t_j =
tid

tid_L
tid R
tid U
tid_D

pycuda: :complex<cudaPres> #*psi,

pycuda: :complex<cudaPres> *kauxp) {

blockIdx.x*blockDim.x + threadIdx.x;
blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y;
gridDim.y % blockDim.y * t_i + t_7j;

= gridDim.y * blockDim.y * t_i + (t_j-1 );

gridDim.y % blockDim.

gridDim.y % blockDim.
= t_ixdx + xMin;

= t_jxdy + yMin;

pycuda: :complex<cudaPres> result;

if

(x==xMin || x==-xMin || y==yMin || y==-yMin) {

kauxp[tid]=0;

}

y « t_1i + (t_j+1 );
gridDim.y % blockDim.y * (t_i+1 ) + t_3J ;
y o+ (t_i-1 ) + t_3j ;

else {

pycuda: :complex<cudaPres> left = psi[tid_L];

pycuda: :complex<cudaPres> right = psi[tid_R];

pycuda: :complex<cudaPres> up = psil[tid_U]J;

pycuda: :complex<cudaPres> down = psi[tid_D];

pycuda: :complex<cudaPres> center = psi[tid];

result = (left + right - 2.0cStringxcenter )/ (dxxdx) ;
result += (up + down — 2.0cStringxcenter )/ (dy*dy) ;

result =

1.0cString;

kauxp[tid]=result;

}

__global__ void rk4Step(cudaPres ak, cudaPres apsi,

cudaPres dt,

cudaPres xMin, cudaPres yMin,

cudaPres dx, cudaPres dy,

cudaPres v0, cudaPres g2,

cudaPres g3,
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pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:

int t_i

:complex<cudaPres>
:complex<cudaPres>
:complex<cudaPres>
:complex<cudaPres>
:complex<cudaPres>
:complex<cudaPres>
:complex<cudaPres>

:complex<cudaPres>

blockIdx.x*blockDim.x + threadIdx.x;

int t_j = blockIdx.yx*blockDim.y + threadIdx.y;

int tid

cudaPres x = t_i*dx + xMin;

cudaPres y = t_j*xdy + yMin;

gridDim.y % blockDim.y * t_1i

+ t_J;

*psip_old,
*psim_old,
*pPsip_new,
*psim_new,
*kauxp,
*kauxm,
*psip_Lap,
*psim_Lap) {

pycuda: :complex<cudaPres> iComplex (0,1.0cString);
pycuda: :complex<cudaPres> psil = psip_old[tid];
pycuda: :complex<cudaPres> psiml = psim_old[tid];
pycuda: :complex<cudaPres> kiAuxl=kauxp([tid];
pycuda: :complex<cudaPres> kiAuxml=kauxm[tid];
pycuda: :complex<cudaPres> resultl, result3;

cudaPres pi=3.14159265;

// Calculating ki

// m=1

// Potencial

resultl = vO0x (cos(pi*x)*cos (pi*x) + cos(pixy)*cos (pixy));
// contacto

resultl += g2+kiAuxlxconj(kiAuxl)

// psil

+ g3xkiAuxmlxconj (kiAuxml) ;

resultl = kiAuxl;
//cinetica

resultl += -0.101321cString*psip_Lap[tid];
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// evolucion imaginaria

resultl = -1;

// m=-1
// Potencial
result3 = v0x (cos (pixx)*cos(pixx) + cos(pixy)*cos(pi*y));

// contacto

result3 += g2xkiAuxml+conj(kiAuxml) + g3xkiAuxl*conj(kiAuxl);

// psiml
result3 x= kiAuxml;
//cinetica

result3 += -0.101321cString*psim_Lap[tid];

// evolucion imaginaria

result3 x= -1;

// psi_aux for next k_i+1

kauxp[tid] psil + ak *x dt x resultl;

kauxm[tid] = psiml + ak » dt * result3;

psip_new[tid] += apsi » dt * resultl;
psim_new[tid] += apsi » dt * result3;

if (x==xMin || x==-xMin || y==yMin || y==-yMin) {
psip_new[tid]=0;

psim_new[tid]=0;

}

__global__ void energy_kernel ( cudaPres xMin, cudaPres yMin,

cudaPres dx, cudaPres dy,

cudaPres v0, cudaPres g2, cudaPres g3,
pycuda: :complex<cudaPres> *xpsip,
pycuda: :complex<cudaPres> *psim,

pycuda: :complex<cudaPres> *psip_Lap) {
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143

144 int t_i = blockIdx.x*blockDim.x + threadIdx.x;

145 int t_j = blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y;

146 int tid = gridDim.y % blockDim.y x t_i + t_3j;

147 cudaPres x = t_i*dx + xMin;

148 cudaPres y = t_j*xdy + yMin;

149

150 pycuda: :complex<cudaPres> Aux;

151 pycuda: :complex<cudaPres> psil = psipl[tid];

152 pycuda: :complex<cudaPres> psiml= psim[tid];

153 cudaPres pi = 3.14159265;

154

155 cudaPres vp = v0x* (cos (pi*x)*cos(pixx) + cos(pixy)*cos(pix*y));

156

157 pycuda: :complex<cudaPres> Kinetic = -0.101321cString » psip_Lapl[tid
17

158

159 pycuda: :complex<cudaPres> NL = g2xpsil*conj(psil)*psil* + g3xpsimlx

conj(psiml) xpsil;

160

161 Aux = vp + Kinetic + NL;

162 Aux x= conj(psil);

163 psip_Lap[tid] = Aux;

164}

165

166

167

168 __global_  void norma_kernel (pycuda: :complex<cudaPres> *psinew,
169 pycuda: :complex<cudaPres> x*psiold,
170 pycuda: :complex<cudaPres> *psiaux) {
171

172 int t_i = blockIdx.xxblockDim.x + threadIdx.x;

173 int t_j blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y;
174 int tid = gridDim.y % blockDim.y » t_1i + t_3j;
175

176 psiaux|[tid]= abs(psinew[tid]-psiold[tid]);

177}

178
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__global__ void corte_kernel (cudaPres xMin,

cudaPres dx,

pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:

cudaPres

cudaPres dy,

:complex<cudaPres>
:complex<cudaPres>
:complex<cudaPres>

:complex<cudaPres>

yMin,

*psip,
*psim,
*auxpsip,

*auxpsim) {

int t_i
int t_j =
int tid

//cudaPres x = t_i*dx + xMin;

cudaPres y = t_j*xdy + yMin;

if (y>0) {

psip[tid];
0;

auxpsipl[tid]
auxpsim[tid] =
}

else(

auxpsipl[tid] 0;

auxpsim[tid] = psim[tid];

__global__ void corte_kernel_izqgquierdo (cudaPres xMin,

int t_i =

int t_j

int tid

gridDim.y % blockDim.y * t_1i

cudaPres dx,
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda: :

{

blockIdx.x*blockDim.x + threadIdx.x;
blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y;

+ t_3;

cudaPres dy,

rcomplex<cudaPres>
:complex<cudaPres>

:complex<cudaPres>

complex<cudaPres>

blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x;
blockIdx.y * blockDim.y + threadIdx.y;
gridDim.y % blockDim.y * t_i + t_7j;

cudaPres yMin,

*psip,
*psim,
*auxpsip,

*auxpsim)
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cudaPres x = t_i » dx + xMin;
cudaPres y = t_3j » dy + yMin;
if (y < 0) |
auxpsipl[tid] = psipl[tid];
auxpsim[tid] = psim[tid];
} else {
auxpsipltid] = 0;
auxpsim[tid] = 0;
}
}
__global__ void corte_kernel_derecho (cudaPres xMin, cudaPres yMin,
cudaPres dx, cudaPres dy,
pycuda: :complex<cudaPres> *psip,
pycuda: :complex<cudaPres> x*psim,
pycuda: :complex<cudaPres> xauxpsip,
pycuda: :complex<cudaPres> xauxpsim)

int t_1

{

blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x;

int t_j = blockIdx.y » blockDim.y + threadIdx.y;

int tid = gridDim.y % blockDim.y = t_i + t_7j;

dx + xMin;

Il
o
-
*

cudaPres x

cudaPres y = t_j » dy + yMin;

if (y >= 0) f{

auxpsipl[tid] = psipl[tid];

auxpsim[tid] = psim[tid];
} else {

auxpsipl[tid] = 0;

auxpsim[tid] = 0;
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