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EL MODELO ESTANDAR Y LA TEORIA DE GLASHOW-SALAM-WEINBERG

Resumen

En este trabajo de grado se estudia y analiza la teoria de Glashow-Salam-Weinberg
del Modelo Estindar. En 1967, los estadounidenses Sheldon Glashow y Steven Weinberg
y el pakistani Abdus Salam propusieron de manera independiente una teoria unificadora
del electromagnetismo y la fuerza nuclear débil. Demostraron que el campo gauge de la
interaccion débil era idéntico en su estructura al del campo electromagnético. Esta teoria
recibio soporte experimental por el descubrimiento en 1983, de los bosones W'y Z en el

CERN por el equipo de Carlo Rubbia.
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THE STANDARD MODEL AND THE GLASHOW-SALAM-WEINBERG THEORY

Abstract

In this graduate work, the Glashow-Salam-Weinberg theory of the Standard Model is
studied and analyzed. In 1967, Americans Sheldon Glashow and Steven Weinberg and Pak-
istani Abdus Salam independently proposed a unified theory of electromagnetism and the
weak nuclear force. They showed that the gauge field of the weak interaction was identical
in structure to the electromagnetic field. This theory was experimentally supported by the

discovery in 1983 of W and Z boson at CERN by Carlo Rubbia’s team.
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Glosario

Modelo Estandar:

Interaccion débil:

Invariancia gauge:

Generacion:

Corriente neutra:

Corriente cargada:

Es actualmente la mejor descripcion del mundo subatémico, pero no
explica la imagen completa. La teoria incorpora solo tres de las cuatro
fuerzas fundamentales, omitiendo la gravedad. Establece que toda la
materia esta hecha de tres tipos de particulas elementales: leptones,

quarks y mediadores.

Se caracteriza por ser la tnica interaccion capaz de cambiar su sabor.
La unica interaccion que viola la paridad de la simetria P y es también

la Ginica que viola la simetria CP.

Es una propiedad de las teorias de campo en las cuales los resulta-
dos fisicos de las interacciones mediadoras son independientes de los
cambios en la escala local o del potencial involucrado. Se cree que to-
das las teorias de campo renormalizables y de buen comportamiento

deben incorporar el principio gauge.

Los seis tipos de quarks y leptones estan agrupados en tres familias
o generaciones. Cada generacion consiste de un par de quarks con
carga eléctrica +2|e| y —2|e| y un par de leptones con carga eléctrica
—1le| y Ole].

Sucede en procesos como el de la interaccion electromagnética, donde
la carga de la particula no cambia, a esto se conoce como corriente

neutra.

Sucede en la interaccidn entre leptones cuando la carga de la particula
de una jerarquia lepténica particular cambia en una unidad, a esto se

le llama corriente cargada.

Xii



Capitulo 1

Introduccion

El Modelo Estdndar es una teoria que emergié entre los afos de 1960 y 1970 que describe
todas las interacciones de las particulas elementales conocidas, excepto la gravedad. Este
modelo responde de forma mds precisa cuestiones fundamentales de la fisica: ;De qué estd
hecho todo, y como interactian entre si las componentes basicas del universo? Todas las
interacciones entre las particulas elementales que ocurren en la naturaleza se pueden reducir a
cuatro fuerzas basicas. En orden decreciente de fuerza estas son: interaccion fuerte (nuclear),

electromagnetismo, interaccion débil (nuclear) y gravedad.

En este trabajo nos vamos a concentrar en la teoria de unificacion electrodébil conocida
como la teoria de Glashow-Salam-Weinberg del Modelo Estindar. Especificamente en el
capitulo 2 expondremos las herramientas matematicas necesarias para construir una teoria
bajo el principio de invariancia gauge. Adicionalmente, presentaremos las simetrias y leyes
de conservacion involucradas. En el capitulo 3, al unificar dos teorias aparentemente distin-
tas, el electromagnetismo, de largo alcance y con bosones sin masa, y la interaccion débil, de
corto alcance y caracterizada por la constante de Fermi, surgen nuevas dificultades: ;donde
estd el campo electromagnético de Maxwell A, (el foton) en esta teorfa? ;cudnto vale la carga
del electron e en funcion de los acoples g; y go de la interaccion gauge? ;cudl o cudles son
los campos del grupo SU(2) responsables de la corriente neutra y cargada? ;cémo asignarle
masa a los fermiones? El método clave que ayudard a resolver todas estas incognitas consiste
en admitir la posibilidad de que en el vacio la simetria gauge se rompe espontineamente
de tal manera que determinados campos toman un valor esperado no nulo. La teoria de
Glashow-Salam-Weinberg busca explicar algunos resultados experimentales de relevancia
histérica considerando los valores de los observables como funciones de tres parametros: la

constante de Fermi GG, la masa del bosén Z y la constante de estructura fina. Finalmente,
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introduciremos el sector de quarks y algunas de sus propiedades. La dificultad para describir
completamente las interacciones débiles de los quarks, es que estos estdn unidos formando
los hadrones, y carecemos de una teoria integral de la estructura de hadrones; por lo que no
se puede dar una explicaciéon completa de la influencia de las interacciones fuertes sobre las
amplitudes de transicion débiles. En el capitulo 4, al estudiar el decaimiento del muén de-
duciremos su tiempo de vida y como es posible determinar el valor de la constante de Fermi

Gr. En el capitulo 5, daremos las conclusiones.

Los apéndices tienen como propdsito complementar el trabajo, presentando algunas de-
mostraciones, las principales propiedades de la teoria de grupos y la ecuacion de Dirac, de

tal forma que sean deducidas las féormulas que utilizaremos en los diferentes capitulos.



Capitulo 2
Teorias gauge

Las bases para nuestra comprension actual del tema fueron establecidas por Maxwell en 1864
en sus ecuaciones que unifican las interacciones eléctricas y magnéticas. El potencial electro-
magnético que debemos introducir para generar campos que cumplan con las ecuaciones de
Maxwell, por construccion, no estd definido de manera tnica. La libertad de elegir muchos
potenciales que describen los mismos campos electromagnéticos se ha denominado invarian-
cia gauge. Posteriormente, la idea se extendid a grupos gauge de naturaleza no abeliana. La
principal diferencia, ademéds de la complejidad algebraica, es la aparicién de interacciones
como consecuencia de la naturaleza no abeliana de la simetria gauge [4]. En este capitulo,
comprobaremos que para el caso de transformaciones gauge locales invariantes sobre la den-
sidad lagrangiana, es necesario introducir campos gauge y redefinir la derivada como una
derivada covariante. También presentaremos los conceptos clave para la teoria que vamos a

€Xponer.

2.1 Invariancia gauge en electrodinamica clasica

Como un caso preliminar que nos va permitir entender la simetria gauge, revisemos las con-
secuencias de la invarianza gauge en la electrodindmica clasica. Las intensidades del campo,
E y B en términos del cuadripotencial A* = (A% A' A% A3) = (A% A), se relacionan

mediante

B=VxA

9A 2.1)

_ 9 g go
=~ VA
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FH = 0rA” — 9" A", (2.2)
Esta construccion garantiza automdticamente que el tensor de campo electromagnético
FH, satisface las dos ecuaciones homogéneas de Maxwell: donde los seis términos que in-

volucran las derivadas de segundo orden se cancelan entre si. Las dos ecuaciones de Maxwell

no homogéneas conducen a una ecuacion de onda de segundo orden

0" = J", (2.3)

donde JV es la cuadricorriente J* = (J°, J', J?, J®) = (p,J). O lo que es lo mismo, la

ecuacion (2.3)) se puede escribir en términos de sus componentes espacio temporales:

8N8“A+V(%AO+V-A) =1J

0
—V24° — E(V A) = p.

Ademds, tomando la cuadridivergencia en (2.3) inmediatamente se muestra que la corri-

2.4)

ente electromagnética se conserva, es decir, satisface la ecuacion de continuidad, 9, J* = 0.
Se conoce bien que el potencial A*(x,t) no es una cantidad observable directamente y que
no estd establecida de forma tnica. Una transformacion gauge local, que consiste en afiadir

el cuadripotencial de una funcién escalar arbitraria, A(z, ), es decir,

A (z) = A*(z) + 0" A(x), (2.5)

no modifica los valores de las intensidades del campo electromagnético EyBy
conserva las ecuaciones de Maxwell y (2.3). La propiedad de la invariancia gauge con-
duce a complicaciones matematicas en el estudio del campo electromagnético. Para calcular
una cantidad de interés, a menudo se somete el potencial a una condicion gauge particular, es
decir, se “fija el gauge”. Los detalles del cdlculo resultante pueden depender en gran medida
de la condicion gauge elegida, aunque, por supuesto, las cantidades observables obtenidas al

final tienen que ser las mismas.
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2.2 Grupos de Lie

Las simetrias gauge provienen de los grupos de Lie. Por tanto estudiamos con cierto detalle
estos grupos. Un grupo G es un conjunto de elementos f, g, A, ..., junto con una regla que
combina dos elementos f, g de GG para formar un tercer elemento fg, que también pertenece

a (7, y que satisface las siguientes condiciones:
(i) Laregla asociativa: f(gh) = (fg)h.

(i) G contiene un elemento de identidad tnico e tal que para cada elemento g de G,

ge =€g=4g.

(iii) Para cada elemento, existe un elemento inverso tnico en G tal que

99 ' =g 'g=e.

Si también fg = ¢ f paratodo f, g, se dice que el grupo es conmutativo o abeliano.

Los grupos que nos interesan son los grupos de Lie, que se definen como una variedad
diferenciable [6] dotada de una estructura de grupo. Dichos grupos poseen las operaciones
de un grupo, donde G x G — G'y el mapeo G — G dado por g — ¢~ son diferenciables. Si
la dimension de la variedad subyacente es r, decimos que G es un grupo de Lie de pardmetro

Tr.

2.2.1 Generadores del grupo

Suponiendo que los elementos de nuestro grupo dependen suavementeﬂ de un conjunto de

parametros continuos « [3]]

g(a) (2.6)

Lo que queremos decir con suave es que existe una nocién de cercania en el grupo, de modo que si dos
elementos estdn “juntos” en el espacio de los elementos del grupo, los pardmetros que los describen también
estdn juntos y son diferenciables.
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y dado que la identidad es un elemento importante en el grupo, es util parametrizar los
elementos (al menos los puntos mas cercanos al elemento identidad) de tal manera que o = 0
corresponda a la identidad. Por lo tanto, asumimos que en la vecindad de la identidad, los
elementos del grupo pueden describirse mediante una funcién de N parametros reales «,

(cona=1,2...N), de manera que

()| a=0 = €. 2.7)
Luego, si encontramos una representacion del gmp los operadores lineales de la re-

presentacion se parametrizan de la misma manera, y

D(@)|ao = 1. (2.8)

En consecuencia, en la vecindad del elemento de identidad, podemos expandir en series
de Taylor a D(«), y si estamos lo suficientemente cerca, slo se escriben los términos hasta

primer grado en la expansion:

D(da) =1 + idogXo + . .. (2.9)

donde el pardmetro do es infinitesimal. En la ecuacidn (2.9), se sobreentiende una suma

sobre los indices repetidos (la “convencién de suma de Einstein”) y

0
Oay,

donde X, (cona = 1,2...N) corresponden a los generadores del grupo. Si todos los

X, = —1t D(a)]|a=o, (2.10)

parametros son necesarios para distinguir los diferentes elementos del grupo los generadores
X, son independientes en la definicién (2.10]f

Sophus Lie demostré que los generadores pueden definir un grupo abstracto sin men-
cionar las representaciones en absoluto. Como resultado de su trabajo, los grupos de este

tipo se denominan grupos de Lie.

2Una representacion de un grupo G en un espacio de Hilbert #, es un homomorfismo 7' : G — GL(H),
siendo un homomorfismo entre dos grupos con diferente operacién (G, *) y (H,e) un mapeo f : G — H que
satisface: f(a *xb) = f(a) e f(b) paratodo a,b € G.

3Se incluye la i para que la representacién del grupo sea unitaria, asf que los X, son operadores hermiticos.
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A medida que nos alejamos de la identidad, existe una enorme libertad para parametrizar
los elementos del grupo de diferentes maneras, pero también podemos elegir nuestra parame-
trizacion para que la ley de multiplicacién de grupos y, por lo tanto, la ley de multiplicacion
para los operadores de la representacion en el espacio de Hilbert sea comodo de manipu-
lar. En particular, podemos alejarnos de la identidad en alguna direccién fija simplemente

elevando a una potencia grande un elemento de grupo infinitesimal.

D(da) = 1 + ida,X,. 2.11)

Debido a la propiedad del grupo, esto siempre da otro elemento de grupo. Esto sugiere

definir la representacion de los elementos del grupo para « finito como

D(da) = lim (1 +ia,X,/k)* = e@eXe. (2.12)

k—o00

En el limite, esto arroja la representacion de un elemento de grupo porque 1 + ida, X, /k
corresponde a un elemento del grupo (2.9) cuando % se vuelve grande. Esto define una
parametrizacion particular de las representaciones (a veces llamada parametrizacién expo-
nencial) y, por lo tanto, de la propia ley de multiplicaciéon de grupos. En particular, esto
significa que podemos describir los elementos del grupo (al menos en la vecindad de e,
o 1) en términos de los generadores. Esto es bueno, porque a diferencia de los elemen-
tos del grupo, los generadores forman un espacio vectorial. Se pueden sumar y multiplicar
por ndmeros reales. De hecho, a menudo usaremos el término generador para referirnos a
cualquier elemento del espacio vectorial lineal real generado por los X,.

En el Apéndice[A] se describen los principales grupos con los que se trabaja en el Modelo

Estandar.

2.3 Lagrangianos relativistas

Una particula, por su naturaleza, es una entidad localizada; en mecéanica clasica, general-

mente estamos interesados en calcular su posicion como una funcién del tiempo: z(t), y(¢),
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z(t). A diferencia de un campo, que ocupa alguna regién del espacio. En teorfa de cam-
pos, nuestro interés se centra en calcular una o més funciones de la posicion y el tiempo:
(;51-(1', Y, 2, t)

En matematicas y fisica, un campo escalar asocia un valor real (o complejo) a cada punto
en el espacio. El escalar puede o bien ser un niimero matematico sin dimensién o una can-
tidad fisica. Como ejemplo, en el contexto fisico, algunos campos escalares tipicos son la
temperatura en una placa metélica, el potencial electrostético, la distribucién de presion en
un fluido, y los campos cuanticos de espin cero, como el campo Higgs. Ejemplos de campos

vectoriales son el campo magnético y eléctrico [13]].

2.3.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange para campos

En mecanica de particulas, se introduce una lagrangiana L que es funcion de las coordenadas,
qi» y sus derivadas temporales, ¢;. De otro lado, en teoria cudntica de campos trabajamos con
una densidad lagrangiana £, que es funcién de los campos ¢; y sus derivadas respecto de

x,y, 2yt (z"), es decir,

_ 09
Oupi = e
En el caso de las ecuaciones de Euler-Lagrange convencionales
d (0L oL
— === 0 =1,2,3 2.13

vemos que el término de la izquierda involucra unicamente una derivada temporal. En el
caso de modelos relativistas de campos debemos tratar las coordenadas espacial y la temporal

al mismo nivel, y las ecuaciones de Euler-Lagrange se generalizan a la forma

oL oL .
9, (m) = 55" (i=1,2,3,...). (2.14)



Capitulo 2: Teorias gauge 9

2.3.2 Lagrangiano de Dirac

La ecuacion de Diracﬂ que daremos a continuacién en unidades naturales, h = 1y ¢ = 1,

describe, en teoria cudntica de campos, particulas de espin 1/2 y masa m,

L = iy — m, (2.15)

donde las matrices v* = ~°,+!, 4% 3 son las matrices gamma que explicitamente se
encuentran en el Apéndice Considerando el campo espinorial ¢ y su espinor adjunto

) = 1° como variables de campo independientes, de la ecuacion de Euler-Lagrange con

oL oL
— = 07 — = iv*0 —m

oY
obtenemos la ecuacion de Dirac:

(id — m)y = 0. (2.16)

Donde hemos usado la notacién de slash: +#0, = J. Otros lagrangianos importantes

para la teorfa se mencionan en el Apéndice[Cl
2.4 Simetrias
Las ecuaciones de movimiento para un sistema descrito por la accién

S = /t dt / PrL(6(x), 9,6(x)) 2.17)

donde el volumen V' puede ser finito (sistema localizado en el espacio) o infinito, se
obtienen del principio de minima accién de Hamilton [9]. Este enfoque establece que la

dindmica del sistema evoluciona desde el estado inicial ¢(t(,x) al estado final ¢(¢,x) tal

4Un andlisis mas extenso de esta ecuacién por la importancia que tienen los fermiones (como quarks y
leptones) para el Modelo Estdndar se da en el Apéndice
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que la accién, tomada como funcional de los campos y sus primeras derivadas, permanece

estacionaria durante la evolucidn, es decir

0S =0 (2.18)

para variaciones arbitrarias

¢(z) — o(z) + o¢(x) (2.19)

que se anulan en la frontera Q2 = (At, V).

El célculo explicito de la variacion 4.5 da:

oL
08 = [ d*z | =6 d,0)| . 2.20
[ 5500+ aiggy e 220

Como en la variacion las coordenadas x no cambian tenemos que:

5(8,0) = 0,00 (2.21)

y (2.20) puede reescribirse como sigue:

e R

El segundo término en es un término de superficie que desaparece y, por lo tanto,
la condicién 65 = 0 nos da las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange (2.14) genera-
lizado a varios campos. En este sentido es importante resaltar que las densidades lagrangianas

que se diferencian entre si por una derivada total de una funcién de campos arbitraria

L(¢(z), 0,0 (x)) = L((x), Dud(x)) + DA (9) (2.23)

dan las mismas ecuaciones clasicas de movimiento.
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2.4.1 Leyes de conservacion

La ecuacion también se puede utilizar para obtener leyes de conservacion deducidas a
partir de una cierta clase de simetrias del sistema fisico. Consideremos un grupo de Lie de
transformaciones infinitesimales globales continuas (independientes de x) que actdan en el
espacio de grados de libertad internos de los campos ¢;.

Bajo una “rotacion” del sistema fisico

¢i(x) — di(x) = e T py(x) (2.24)

siendo el factor e~*“7" una simetria global. Para el caso de una transformacién infinite-

simal alrededor de la identidad tendriamos:

¢i(r) — ¢i(x) = ¢i(w) + dogi(w) (2.25)
donde

50¢Z(I) = —i@aﬂa»qu(x) (226)

J

y ¢i(x) se entiende como la i-ésima componente del campo ¢(z) girado respecto del
marco de referencia original. Los generadores 7“ son un conjunto de matrices hermiticas
T}7 que satisfacen el dlgebra de Lie (ver Apéndice|A)) del grupo G

1

[T, T = icap, T?, Tr(TTP) = 550“5 (2.27)

siendo ¢, las constantes de estructura y los parametros 6 independientes de z. Es-
pecificamente estamos trabajando con un dlgebra de Lie compactzﬂ

El teorema de Noether contiene la descripcién formal de la relacion entre las propiedades
de simetria o invarianza y las cantidades que se conservan. La version del teorema de Noether

que vamos a presentar no constituye la forma mas general posible pero facilita la deduccién

SUn élgebra de Lie compacta puede verse como la forma real mas pequefia de su correspondiente dlgebra
de Lie compleja.
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sin restringir de manera importante el &mbito de aplicacion del teorema ni la utilidad de las

conclusiones. Supondremos que se cumplen tres condiciones [//]]:

1. El cuadriespacio es euclideo. Este requisito no es indispensable, pero vamos a supo-
nerlo por razén de sencillez. Restringe el espacio-tiempo relativista al espacio de

Minkowski, que es complejo pero euclideo.

2. Ladensidad Lagrangiana presenta la misma forma funcional para las cantidades trans-

formadas que para las cantidades originales, es decir,

L"), 0,0/ (2)) = L(/(x), D' () (2.28)

3. La magnitud de la integral de accidn es invariante ante la transformacion, es decir,

5= / L), 0,0/ () '’ = / L(6(2), 0u6(x)) dz. (2.29)

Q

La combinacién de las ecuaciones (2.28) y (2.29) nos da el requisito

L((2), 0,0 () d'a’ = / L(6(x), ,0(x)) d'z. (2.30)
Q/ Q

En la primera integral, la integracion sobre las variables 2’ representa simplemente una
variable de integracion muda y por ello podemos escribirla sin el superindice. La condicién

queda en la forma

// L(¢'(),0,9'(z)) dix = / L(p(x),D,p(x)) dx. (2.31)

Q
Haciendo una analogia con el caso unidimensional en el que se tendria:

b+db b b
[t sl - [ s = [ o+ L] e

+da
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una integral estaria extendida al volumen {2 y la otra integral extendida a la diferencia de

volimenes 2’ — €2, por lo tanto

/Q [L(¢(2), 0,9/ (7)) — L($(2), 0u()) + 0, (L(d(), Oup(w))dx) | d'w =0 (2.33)

dado que las ecuaciones de movimiento son invariantes al anadir términos bajo derivacion,

el ultimo término desaparece y tendriamos la siguiente relacion

[ 1@ @08 = [ (£, 0,00 ds @34
que implica
L(¢/(x), 0,6/ (2) = £6(2), Bu6(a)) (235)

De hecho, la variacién de la accién generada por variaciones arbitrarias de los campos
¢'(x) con condiciones de frontera (2.19) viene dada nuevamente por (2.22) (con ¢(z) —
¢'(x) etc.) y obtenemos las mismas ecuaciones para ¢/ (z) que para ¢(x). Ademas, el cambio

(2.28) de la densidad lagrangiana bajo las transformaciones de simetrfa:

L, 0u¢") — L(,0u0) = L(&,0,¢") — L(6,0u0) = 0 (2.36)

viene dado formalmente por el integrando en (2.19) con d¢ dado por (2.25)). De (2.36) y

de las ecuaciones de movimiento se sigue que las corrientes

oL L
Ty =iz o ¢i)T,.j¢J 2.37)

se conservan, que es la esencia del teorema de Noether, y con cargas

Q(t) = / d*xJ§(t,X) (2.38)

que son constantes de movimiento para cada generador del grupo.
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2.5 Campo gauge para una simetria local abeliana

Como un ejemplo bien conocido, consideremos la invariancia gauge en la electrodindmica
como una consecuencia de la invarianza de la teoria. A menudo se introduce de la siguiente

manera: se considera una teoria de campo libre de Dirac, con densidad lagrangiana

L = ihpy"0,1) — manp. (2.39)

Vemos que este lagrangiano es invariante bajo el grupo U(1) de transformaciones glo-

bales

V' (z) = e (x) (2.40)

donde el parametro ¢ es un autovalor del generador de carga () de U(1).
De acuerdo al teorema de Noether, ecuacién (2.38), la simetria U(1) del lagrangiano

(2.39) implica la existencia de una corriente conservada

Ju(x) = gy (2.41)

que implica la conservacion de la carga correspondiente. Ahora consideramos las trans-
formaciones gauge locales U (1) (transformaciones de fase local en las que se permite que el

parametro # dependa de la coordenada espacio temporal ), es decir,

Y (x) = e 1y (). (2.42)

Como un resultado inmediato, el lagrangiano no es invariante bajo estos trans-
formaciones gauge, porque la transformacion de las derivadas de los campos da términos
adicionales proporcionales a 0,6(z). Para hacer invariante el lagrangiano, se debe introducir
un nuevo término que pueda compensar los términos adicionales. O equivalentemente, se

deberia encontrar una derivada modificada D,1)(x) que se transforme de la forma que lo
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hace (), es decir,

[D,(z)] = e "D, (), (2.43)

en la que se reemplaza 0, por D,, en el lagrangiano (2.39).
La derivada D,, se llama derivada covariante. La derivada covariante se construye intro-

duciendo un campo vectorial (gauge) B,,(x), definido como

D, (z) = [0, + igreB,(x)|i(z) (2.44)

donde e es una constante positiva arbitraria. La regla de transformacién (2.43)) esta ase-

gurada si el campo gauge B,,(z) se transforma como:

1
B (x) = Bu(x) + E@ﬁ(m). (2.45)

Las derivadas covariantes juegan un papel importante en las teorias gauge, en particular,
se pueden construir nuevos objetos covariantes mediante la aplicacion repetitiva de derivadas

covariantes. Para el producto antisimétrico de dos derivadas

[Dm Du]qu) = ID;L<IDV¢) - IDV(IDM#) (246)

se consigue, ver Apéndice

D, DY =iqel0,B,(x) — 0, B, (x)]v. (2.47)

Al comparar las propiedades de transformacion gauge a ambos lados de (2.47)) se llega a

la conclusién de que el tensor

Fu(x) = 0,B,(x) — 0,B,(x) (2.48)

es invariante gauge. El tensor de intensidad de campo F,,, se puede utilizar para comple-

tar el lagrangiano con el término invariante gauge de energia cinética invariante gauge para
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los campo gauge

L= —m)p — ifij. (2.49)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de movimiento para 3, y 1) son

O, F™ = eqy¥h = J” (2.50)

(i —m)y =0, (2.51)

donde se puede identificar a e con la carga eléctrica (e > 0), y reconocemos en la teoria
la electrodindmica de Maxwell-Dirac, ver ecuaciones y (2.16).

Por supuesto, la invariancia gauge U(1) implica la invariancia U(1) global y la conser-
vacién de la corriente y su correspondiente carga (2.38). También implica la ausencia
del término de masa del campo gauge, m?B,, B*. Pero este término no rompe la simetria
U(1) global.

2.6 Campo gauge para una simetria local no abeliana

Para construir un lagrangiano de campo gauge no abeliano, repetimos los mismos pasos de
la seccion anterior. Comenzamos con un lagrangiano de campo libre, pero esta vez con-

siderando n campos de Dirac ¥, de la misma masa m. Es decir,

L= (i Db — miby), (2.52)
k=1

donde n corresponde a la dimension n X n de los generadores del grupo de simetria gauge
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que vamos a considerar. Ademads, podemos simplificar la notacién definiendo el arreglo

(&

U, = wf = (2.53)

Un
Por lo tanto, la ecuacidn (2.52) puede reescribirse como

L = Viy"9,¥ — mIv. (2.54)

Vamos a considerar que el arreglo (2.53)) transforma de acuerdo con una representacion

de algin grupo de Lie no abeliano de la forma

U (x) = e TV (2) = U¥(x), (2.55)

donde U = "7 y los T son las representaciones matriciales hermiticas de los ge-
neradores del grupo, que actdan sobre los campos U y satisfacen las relaciones (2.27).

El lagrangiano de campos libre (2.54) es invariante bajo el grupo de transformaciones
globales no abelianos del tipo (2.55). Extendamos el grupo a una transformacién gauge
local. Tal como se hizo para el caso U(1), busquemos una derivada covariante D,, tal que

transforme de la siguiente manera

D,V (z)] = e @D U(z) = U(z)D, ¥ (), (2.56)

donde U(z) = ¢~ @7" Del mismo modo como en la ecuacién (2.44), esperamos que
a derivada covariante esté dada por una combinacion de la derivada parcial normal mas
la d d te D, esté dad b delad d 1 1

una transformacion de los campos W, de la forma

D, U (z) = [0, + W, ()] (z) (2.57)

donde W, () es un elemento (anti-hermitico) del algebra de Lie, definido como

W, (2) = +igW o (2)T°. (2.58)
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Por consiguiente, necesitamos tantos campos gauge como el nimero de generadores del
grupo. Con la forma (2.57), la condicién se satisface si la regla de transformacién

gauge para W, (x) es la siguiente:

W, (z) = U(2)W,,(2)U" (2) — [0,U(2)]U" ()

(2.59)
— U(@)[W,.(2) + 9,]U ()
0 para una transformacién infinitesimal (con §*(z) pequefio)
W, () = W (z) = Wy () = 0,0(z) + [Wy(z), O(x)] (2.60)
donde
O(z) = +i0%(x)T* (2.61)

es un parametro gauge infinitesimal en la notacién matricial. La transformacién co-

rrespondiente para los campos gauge W' son
1
SWe(x) = gauea(x) + Capy 0’ ()W) (), (2.62)

donde c,3, son las constantes de estructura del grupo definidas en (2.27). También se ve
en que bajo transformaciones globales (0,6 = 0) los campos gauge se transforman de
acuerdo con la representacion adjunta del grupo (ver Apéndice con (1) gy = —iCap-

De manera similar a , podemos construir nuevas cantidades covariantes mediante

la aplicacidn reiterada de la derivada covariante (2.57). Obtenemos,

D DU () = (0,W, () — O, W, (2) + [Wu(2), W, () U(2).  (2.63)

Por tanto, el tensor antisimétrico (la intensidad de campo)

G (7) = W (x) = O, Wi (2) + [Wp(2), W, ()] (2.64)
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es un tensor covariante que bajo las transformaciones gauge (2.59), transforma de la

siguiente manera:

G, (z) = U(z)Gu(z)U™ " (2). (2.65)

Para una transformacioén infinitesimal obtenemos

3Gy () = Gy (), O(x)]. (2.66)

Es obvio a partir de (2.64) que el tensor G,,, se puede descomponer en términos de ge-

neradores del grupo

Gy = i9G, T (2.67)

donde

Ge, = W = 9,W — g WIW), (2.68)

en la que la regla de transformacién para Gy, () proviene de (2.65) y (2.66).
Finalmente, podemos generalizar la definicion de la derivada covariante para aplicarla a

cualquier elemento del dlgebra de Lie £(z) = +i£*(z)T“. Aplicando la derivada covariante

D, =0, + W,(z) al objeto {U e insistiendo en la regla de Leibnitz

D,(£V) = (D,£)¥ + £(D, V) (2.69)

obtenemos

Dué = 0,8 + Wy, ¢ (2.70)

Entonces, la transformacion gauge (2.60) se puede escribir simplemente como

SW,.(z) = D,O(x). 2.71)
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Ademds, tenemos que (ver Apéndice

Dy DulGpo = [Gpuws Gpol (2.72)

Finalmente, podemos escribir la densidad lagrangiana invariante gauge para una teoria
con campos gauge no abelianos de fermiones. Tiene la forma:

c iTr[g,WgW] + (i —m)W. (2.73)

= 27

Tr [G,.,G"] es invariante gauge porque Tr [UG,,G"U~'] = Tr|G,,G"]. El primer
término corresponde al término cinético para los campos gauge no abelianos y el segundo
es el término de interaccion entre fermiones. Los términos de orden superior en los campos
no estan permitidos para la teoria cudntica de campos si ha de ser renormalizable [9]. El
término G/ es cero. El término de campo gauge puro debe estar presente en el lagrangiano
porque necesitamos que el término de energia cinética sea cuadratico en los campos gauge.
Su forma invariante gauge implica entonces la presencia de dos términos de autointeraccién

gauge del orden g y g2, respectivamente.

1 1
53 TGwG"] = = 20,0 — W) + g WIW oW
g (2.74)

- }lQQCaﬁ’YcaU(;W/’fWJWMUAV&

(recordamos nuestra normalizacién Tr[7T7] = 16°7).
Terminamos esta seccién obteniendo la corriente conservada del lagrangiano (2.73). La

variacion de la accién es, ver Apéndice

55 =16 [ / d4x2ig2Tr[gWgW]1 +6 { / Ao (i — m)\Ifl
= —% / d'aTr[(D,G" )6W, ] + 2 / d' & Te].J, W] (2.75)

=0
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donde

Ju(x) =iJ ] (x)T* (2.76)

con

() = Uy, TV,
Obtenemos la ecuacion de movimiento

1
EDMQW —J"=0. (2.77)

Finalmente, aplicando la derivada covariante a (2.77)), el primer término se cancela y se

obtiene asi la ecuacion de divergencia covariante para la corriente (2.76))

D, J"(x) = 0. (2.78)

Por lo tanto, los campos gauge solo pueden acoplarse consistentemente a las corrientes
que se conservan covariantemente. También vemos de (2.78)) que la carga no abeliana aso-
ciada con la corriente fermidnica no es una constante de movimiento. Dado que los campos

gauge no son neutros, su contribucion debe incluirse en las cargas conservadas.
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El Modelo Estandar

El Modelo Estandar de la fisica de particulas es una teoria cuéntica relativista de campos.
En la actualidad, es la teoria mas acertada para explicar el comportamiento de las particulas
elementales y las propiedades de tres de las fuerzas presentes en la naturaleza (electrodébil y
fuerte). En esta teoria se considera que toda la materia esta hecha de tres tipos de particulas
elementales: leptones, quarks y mediadores. Los leptones y los quarks son particulas de espin
1/2 que satisfacen la estadistica de Fermi-Dirac. Los mediadores o bosones, son particulas de
espin entero que satisfacen la estadistica de Bose-Einstein. Hay seis leptones, clasificados de
acuerdo a su carga eléctrica (()), nimero electrénico (L), nimero muénico (L,) y nimero

taudnico (L. ). Estos se presentan en tres familias o generaciones [[13]:

Clasificacion de los leptones

Generacion Lepton Simbolo | @ | L. | L, | L
) Electron e -1 1 101]0
Primera
Neutrino electronico U, 0 1 0 0
muon L —1,0 (110
Segunda
Neutrino mudnico vy 0 0 1 0
Tau T —-110 0 1
Tercera
Neutrino tauonico [ 0 0 0 1

Tabla 3.1: Fuente: [[13]]

Hay también seis antileptones, todos con signos inversos. El positron, por ejemplo, lleva
una carga de +1 y el electrén de —1. De este modo, en total habria 12 leptones.

Similarmente, hay sabores de quarks, clasificados por los siguientes tipo de carga: eléctrica

22
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(Q), extraneza (.5), encanto (C'), belleza (B), verdad (T), arriba (U) y abajo (D). Los quarks

también se presentan en tres generaciones:

Clasificacion de los quarks

Generacién | Quark | Simbolo | @ D|\U| S C| B |T
. Abajo d —1/3| =110 0 [0 0O
Primera
arriba u 23 101,000 ]0
Extrarieza s -1/31 0 0| =110 0|0
Segunda
Encanto c 23 1000 |1] 010
Belleza b —1/31 0 0] 0O |0O|—=1]0
Tercera
Verdad t 2/3 0O ]0[ 0 |0] O0]1

Tabla 3.2: Fuente: [|13]]

Nuevamente, al invertir todos los signos de carga obtendriamos los antiquarks. Debido
a que cada quark y antiquark se presenta en tres tipos diferentes de una propiedad llamada
colo habria 36 quarks en total .

Finalmente, cada interaccion tiene su mediador, el foton ~y para la fuerza electromagnética,
los bosones W, W~y Z° para la fuerza débil y los gluones g, cada uno con tres tipos de
carga de color, para la fuerza fuerte. Por dltimo, en la teoria de Glashow-Salam-Weimberg
se necesita al menos de una particula de Higgs escalar (de espin cero). En consecuencia, hay
como minimo un total de 61 particulas elementales: 12 leptones, 36 quarks, 12 mediadores

y una particula de Higgs.

3.1 Sector electrodébil

El sector del Modelo Estandar que nos interesa principalmente en este trabajo es el sector
electrodébil que proviene de la teoria gauge de las interacciones electrodébiles. Empece-

mos por revisar algunos de los resultados que dieron origen al Modelo Estdndar electrodébil

'El color es un niimero cudntico asociado a los quarks y gluones relacionado con sus interacciones fuertes.
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(conocido como la teoria de Glashow-Salam-Weinberg) [16].

e A bajas energias, las interacciones débiles (por ejemplo, la desintegracion 3 del neutrén,
etc.) se describen bastante bien mediante una forma especifica de la teoria de Fermi
que involucra cuatro interacciones de fermiones en forma de una densidad Hamiltoni-
ana de interaccion corriente-corriente:

Hy=—Jig* (3.1)

siendo J, de la forma

Ju =7 (1 = 35)0 (3.2)

y G'r la constante de acoplamiento de Fermi que se determina a partir de experimentos

a baja energia, como por ejemplo el decaimiento del muén, con un valor de

Gr =1.16637 x 107! MeV~2. (3.3)

e Las componentes izquierdas y derechas de un campo espinorial estan definidas por:

= 5L £5)¥(x), (34)

Yr(z) = ﬁmx)} 1
2

siendo P el operador de proyeccion que proyecta las componentes de helicidad positi-

vas (izquierdas) y negativas (derechas) de un espinor arbitrario

=19, +Yr. 3.5

Los campos de fermiones participan en las interacciones débiles debido a que el grupo

de isospin débil puede identificarse con el grupo SU(2), en forma de dobletes. Las
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componentes de quiralidad derecha aparecen como singlete

Le = (Ve) s LI/ = (V'u) s LT = (VT) , ER, ILLR, TR (36)
e M T
U & t
() ) () ; () 7uRadR7CRaSR7tR7bR (37)
d), \s)p, \b/,

e Entre los nimeros cudnticos que caracterizan a los fermiones con respecto al grupo
de simetria gauge SU(2), ® U(1)y (ver siguiente seccion), estd la relacion de Gell-

Mann-Nishijima para la carga eléctrica

Y
Q=T+ (3.8)

donde () denota la carga eléctrica de la particula, 75 el nimero cudntico asociado con
la tercera componente del generado de isospin débil y Y su niimero cudntico de

hipercarga débil.

e Hay 4 bosones vectoriales portadores de la fuerza electrodébil

v, Wt W, Z (3.9)

donde el fotén + no tiene masa y los bosones W=, Z son masivos.

Esta estructura empirica puede integrarse en una teoria de campo unificado con invari-
ancia gauge para las interacciones electromagnéticas y débiles, interpretando SU (2) ,®
U(1)y como el grupo de transformaciones gauge bajo las cuales el lagrangiano es in-

variante. Esta simetria se rompe, por el mecanismo de Higgs, hasta la simetria gauge

2Al neutrino tinicamente se le asigna helicidad izquierda debido al experimento de Goldhaber, Grodzins
y Sunyar, el cual se presenta en [8]. Este experimento no demuestra que no existe la helicidad derecha del
neutrino, demuestra que esta no interviene en procesos de interaccién débil. Por lo que, es tomada como cero
en la teorfa.

3M4s adelante vamos a ver que este generador corresponde a la matriz de Pauli o3 para el grupo gauge no
abeliano SU (2) 1,
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Fermiones 15 Y Q

Ver, VuL, VrL 1/2 —1 0
€r, UL, TL —1/2 —1 —1
€R> UR> TR 0 -2 | -1

ur, cr, tr, 172 1/3 2/3
dr,sp, by, | 12| 173 | =1/3
UR, CR, LR 0 4/3 2/3
dr, Sr, br 0 =2/3 | =173

Higgs 15 Y Q
ot 172 1 1
@° —1/2 1 0

Tabla 3.3: Nimeros cudnticos de la tercera componente del isospin débil e hipercarga para

leptones, quarks y particula de Higgs [1]

electromagnética de lo contrario, los bosones W=, Z tampoco tendrian masa. En la
formulacion minima del Modelo Estandar, se requiere un solo campo escalar (campo

de Higgs); el cual es un doblete bajo SU(2):

(o Figy\ (0T
v= <¢3 +i¢4) Bl (¢0)7 G109

cuyos nimeros cudnticos estan dados en la tabla 3.3.

3.2 Derivada covariante para SU(2);, @ U(1)y

En el capitulo 2, seccion 2.5 y 2.6, analizamos la invarianza gauge usando campos espinori-
ales ¥. Extendamos nuestro andlisis considerando ahora campos escalares. Para el Modelo
Estdndar de la unificacion electrodébil, construiremos una densidad lagrangiana invariante

bajo una transformacién gauge no abeliana SU(2), para dobletes izquierdos y una trans-
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formacién abeliana U(1)y para los singletes derechos, condensada como la transformacion
SU(2),®U(1)y. Consideremos la densidad lagrangiana de un doblete escalar ¢, con un po-

tencial que mds adelante daremos su valor, que satisface la simetria global SU(2);, @ U(1)y:

L=0,00'0 V(D) (3.11)

el doblete ¢ es dado explicitamente en (3.10). Las transformaciones son del tipo [15]:

e—iVo ‘
¢ — = = e YUQ, (3.12)
Uo
donde e ~*¥? es cualquier elemento del grupo U(1)y y U es cualquier elemento del grupo

SU(2)y, los cuales son unitarios U™* = U'. El generador del grupo U(1)y es la hipercarga
débil Yy los generadores del grupo SU(2);, son las matrices de Pauli o* (k = 1,2,3). Enel

Modelo Estindar, las simetrias globales se extienden a simetrias locales

, e—iY9(a:)(I) ve
d - = @) = e VOYU(2)d. (3.13)
U(z)d

De forma similar a como se calcul6 la transformacién del campo gauge (2.45) para la

densidad lagrangiana (2.39)), se puede demostrar tomando e = ¢, /2, que:

B,(r) — B,(r) = By(r)+ gzﬁlﬂ, (3.14)
1

y andlogamente, para el campo gauge no abeliano W*, de forma similar a como se calculé
la transformacién del campo gauge (2.59) para la densidad lagrangiana (2.52)), pero esta vez
sin considerar la unidad imaginaria y la constante de acoplamiento como se utilizé en la

definicién (2.58) por simplicidad, se puede demostrar tomando g = go/2 que:

W.(z) = W, (z)= U(z)W,(2)U' () + i%(@MU(:E))UT(x). (3.15)

La forma matricial de

W, (z) = Wh(z)o" (3.16)
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€S

W3 Wl - 'WQ
W, (z) = Z w 3.17)
W, +iW? w3

siendo hermitica y de traza cero. Finalmente, de forma similar a (2.44)) y (2.57) definimos

una derivada covariante

Dy = |0+ i2Y B, + z’%wy] (3.18)
que satisface
D, = [0, +i %Y B, +iTW,| ¢’ = e ""IUD,0. (3.19)

Por lo tanto, la densidad lagrangiana invariante gauge local SU(2);, ® U(1)y para un

doblete escalar es

L= (D,®)'D'd — V(0'D) (3.20)

donde se puede observar adicionalmente, que £ es invariante bajo las transformaciones

de Lorentz dado que B, y W, transforman como cuadrivectores covariantes.

3.3 Lagrangiana invariante gauge SU(2);, ® U(1)y para los
leptones

La densidad lagrangiana de interaccion débil completa descrita para una familia de leptones
(electrones) se puede escribir como la suma algebraica de un término cinético de los campos
gauge, un término cinético e interaccion de los leptones con los campos gauge, otro cinético
y con potencial escalar y finalmente uno de interaccion entre leptones y campos escalares,

respectivamente seria:

L= ‘Cgauge + ‘Cleptones + CHiggs + ﬁYuk:awa' (321)
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Expliquemos en mas detalle cada uno de estos términos a continuacion.
Los tensores de intensidad de campo para los campos gauge abelianos y no abelianos se
definieron en (2.48)) y (2.68)), con la especificacién que para el grupo SU(2), la constante de

estructura fina son los tensores de Levi-Civita

gp,l/ = a,LLWS - GVWS - g2€abCW£WuC

(3.22)
Fuw = 0B, —0,B,
La contribucién dindmica que aportan a la densidad lagrangiana (3.21) es:
1 v 1 v
Lgauge = _ZTr[guug“ ] - Z_lf'wjfﬂ . (323)

Dado que los fermiones izquierdos pertenecen a un doblete de isospin mientras que los
fermiones derechos son singletes isospin, y teniendo en cuenta los valores de la hipercarga
débil de la tabla 3.3, Y = —1 para el doblete L. y Y = —2 para el singlete ep, la densidad

lagrangiana para los leptones toma la forma

Lieptones = iLA" (au - i%BH + z’%wjok) Lo +iep" (0, —igiB)er  (3.24)

Ademads de los campos gauge y los leptones, también necesitamos una densidad la-
grangiana para los campos de Higgs escalares que se espera conduzcan a una ruptura espontanea
de las simetrias locales. La densidad lagrangiana consistente con la asignacion de los nimeros

cuanticos SU(2), y U(1)y toma la forma

T
Lrigos = | (0~ i2 B+ i%wjak) o] |om - i2B" + i%W“kak] o — V(D)
(3.25)
De hecho, dado que nos gustaria que el campo de Higgs condujera al colapso espontdneo

de las simetrias locales, elegimos un potencial que tenga la forma

V(0Td) = —m20Td + \(dTd)? (3.26)
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Ademads, por supuesto, los fermiones pueden presentar interacciones con el campo es-

calar, de tipo Yukawa. Esta interaccion se describe con la siguiente densidad lagrangiana

£Yu/mwa - _h(éRq)TLe + Ee(DeR) 5 (327)

donde / denota el acoplamiento de Yukawa.

Por lo tanto, escribiendo (3.21) de forma explicita, al reunir los términos (3.23)), (3.24)),
(3.25), (3.26) y (3.27) obtenemos la densidad lagrangiana para la primera familia lepténica:

1
L= =7 (05 = O,Wi — goe ™ WIW) ("W — 0"W™ — gy W)

1 _
— £ (OuB, = 0,B,) (9"B" = 0" B*) +iL.A" (0 - i2 B, + z%wjak) L.

T
+ieny" (O — igiBy) en + (90 — %5 Bu+ i%wjak> o) (o - i B+ i%W“kak> ®

2
— h(er®' L, + L.®er) + m?®1d — A\(OTD)?
(3.28)

Como podemos observar, en el Modelo Estdndar el neutrino no tiene masa, pues no se
considera su quiralidad derecha (v,.g). De igual manera, un lagrangiano similar describe las

demds familias leptonicas.

3.4 Rompimiento espontaneo de simetria y el mecanismo

de Higss

El rompimiento espontdneo de simetria es un proceso en el cual un sistema fisico en un
estado simétrico termina en un sistema asimétrico. En particular, esto puede suceder en
sistemas donde las ecuaciones de movimiento contienen simetrias, pero las soluciones en el
estado vacio, de més baja energia, no exhiben tal simetria. Cuando el sistema es evaluado
en uno de estas soluciones de vacio, la simetria es rota por las perturbaciones alrededor del

vacio [18]].
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Para el caso de simetrias continuas aparecen términos adicionales correspondientes a
particulas sin masa cuando la simetria continua se rompe espontidneamente, siendo un re-
sultado general conocido como el teorema de Goldstone, éste establece que para cada rup-
tura espontdnea de una simetria continua la teoria debe contener al menos una particula sin
masa. Los campos sin masa que surgen a través de la ruptura espontdnea de una simetria
son llamados los bosones de Goldstone [3]]. El teorema de Goldstone para teorias con rup-
tura de simetria global requiere invariancia de Lorentz y espacios de Hilbert con productos
escalares definidos positivamente. Las teorias gauge no obedecen a ambos requerimien-
tos simultdneamente. En consecuencia, el teorema de Goldstone no se satisface y actia el
mecanismo de Higg [9]]. Este mecanismo necesita de un campo escalar (el campo de Higgs)
acoplado a un campo gauge para producir términos masivos.

Por ejemplo, consideremos una lagrangiana para el sector escalar con la simetria gauge

SU@2),@U(1)y

L= %(aucb)f(aﬂcb) — V(o) (3.29)

con un potencial dado por:

V(D) = —m?dTd + \(OTD)?

(3.30)
= —m?|®|? + \|D[*.

Si sustituimos, a m? por un pardmetro positivo x?, y consideramos a A > 0, tenemos que

L= %@@)T(a“@) + 12| — | D" (3.31)

4En honor a uno de sus mayores contribuidores de la teoria, la cual fue estudiada y generalizada a un caso
no Abeliano por Higgs, Kibble, Guralnik, Hagen, Brout y Englert.
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Los extremos del potencial (3.30)) se obtienen de la relacién

AV (91 ®)

= —20%|®| + 4\ P|?
5] 1] + 47| |

3.32
= [®|(~22 + 4A|D?) (3-32)

=0

donde la solucién trivial, & = 0, es un maximo local como se ve en la Figura 3.1

Figura 3.1: Grafica del potencial V (|®|) cuando m? = p? [4].

y la configuracién clasica de energia minima o estado del vacio ®(, minimo global, esta

dada en los puntos de la circunferencia de radio p/v/2), es decir:

—21% + 4N D|* = 0,
0 — N_z (3.33)
2\
Esta condicion determina tinicamente la longitud del vector |(I>0|2, siendo su direccion
arbitraria. Por convencion, su direccion se elige tal que @ este en la direccién de la compo-

nente neutra [3]]:

_( 0 _ M
CI)O_(U/\@)’ conv—\/x, (3.34)

donde v es el valor esperado del vacio (VEV por sus siglas en inglés). Ahora, para inter-

pretar esta teoria, se tiene en cuenta que un (posible) bosén de Goldstone esta asociado con
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cada generador del grupo gauge que no deja invariante el vacio. El vacio se deja invariante

por un generador GG si

eGP, = P, . (3.35)

Para una transformacion infinitesimal, (3.33) se convierte en

de modo que la condicién para que G deje invariante el vacio es simplemente

GPy=0. (3.37)

En este caso, los generadores de SU(2), ® U(1l)y son (o1,09,03,Y). Calculamos

facilmente que [4]:

om0 ) ()= () 2
e (00 )= (707 o

() *) () ()

0
YOy =YDy =410y = 0
0 Py = +1Pg <U/\/§>7é

(3.38)

Sin embargo, si examinamos el efecto del operador de carga eléctrica () en el estado de

vacio (eléctricamente neutro), encontramos que satisface (3.37):

0 Yo —1

1 1 ({Ye+1 0
Q®0:§(03+Y)¢0:§< >(I)0

(3.39)
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Los cuatro generadores originales estan rotos, pero la combinacién lineal correspondiente
a la carga eléctrica no. El foton, por lo tanto, permanecera sin masa, mientras que los otros
tres bosones gauge adquirirdn masa. En otras palabras tenemos que la simetria SU(2); ®
U(1)y se rompe hacia la simetria U (1) gp,.

Si hubiéramos tomado el otro caso, sustituyendo m? por un pardmetro negativo — 2,

siendo 12 > 0, en (3.31)) y considerando nuevamente \ > 0 tendriamos que

1
L= 5(a#cp)T(c‘)ﬂcp) — 2DTd — A (DTD)? . (3.40)
La configuracion clasica de energia minima o estado del vacio

V() 0 ;

—— =217 |P| + 4\ D

i G LR
= [9](242° +43[0P) (34D
=0

se encuentra en la solucion trivial ® = 0,

,—1 T T

Figura 3.2: Gréfica del potencial V (|®|) cuando m? = —p? [4].

por lo que en este caso no se presenta un rompimiento espontidneo de simetria.

3.5 Boson de Higgs

En las siguientes secciones veremos que al darle masa a los fermiones quedan en funcién del

valor de vacio del campo escalar de Higgs que produce la ruptura de simetria espontdnea,
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lo cual hace que este valor sea un ingrediente importante en la estructura de la teoria de
Glashow-Salam-Weinberg.
Para indagar mds sobre este campo, consideramos el gauge unitario U(z), que nos per-

mite parametrizar el campo escalar (3.10) de la siguiente manera

o) = Ule) ( f;(x)) = el ( +(;1<x>) | G4

Las dos componentes del doblete escalar tienen valores arbitrarios en la parte neutra, en
donde h(x) es una fluctuacién de un campo real alrededor del valor esperado de vacio con
(h(x)) = 0. Para eliminar U (z) hacemos una transformacién gauge. Esto reduce a ¢ a un
campo con un grado de libertad fisico h(x).

Una densidad lagrangiana explicita que permite este valor de vacio es

L = (D,®) (D'd) — V(O'd)

(3.43)
= (D,®)!(D"®) + 12 ®Td — \(DTD)?

donde el potencial proviene de (3.26), tomando m = u, la energia potencial minima

ocurre €n

v ,LL2 1/2
5= (ﬁ) (3.44)

En el gauge unitario, el término de energia potencial despreciando los términos constantes

toma la forma

, 1
Ly = — p>h* — \vh? — Z)Jf‘

(3.45)
1 A 1
=— §m,21h2 — \/;mhhg — ZAM'

Por lo que el campo escalar h(x) tiene masa

mp = V2 = V2. (3.46)
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Esta particula es conocida como el boson de Higgs, su magnitud depende de v, pero cuyo
valor preciso depende del pardmetro A, no especificado, y que como se espera debe ser una

constante de acoplamiento renormalizable.

3.6 Masa de los bosones gauge

Regresemos de nuevo con el campo escalar seccion 3.2, y como sabemos, la derivada covari-

ante leptonica para ® es

D, = (0, - i% B+ i%wjak> 3 (3.47)

donde Wl'j y B, son respectivamente, los bosones gauge de SU(2), y U(1)y. Debe-
mos tener en cuenta que las representaciones exponenciales de los grupos gauge SU(2),,
y U(1)y conmutan una con otra, por ello tienen diferentes constantes de acoplamiento que
denominamos ¢; y gs.

Los términos de masa de los bosones gauge provienen de la derivada covariante (3.47)
aplicada sobre la ecuacion (3.25) en el valor del vacio @, del potencial (3.26); es decir,
después del rompimiento espontidneo de simetria.

Entonces, tenemos que:

(D, Po)"(D*®g) = |D,, Dol

2

| | 0
_ (au - Z%Bu + Z%W50k> (_)|
V2

:a<0)—¢23 10 (0)“@ w3 Wy —iW? (
Nw/ 2 "o ) \E 2 \weiw2 w

1 1
— §v2g§W:Wu_ + g@Q(ngM + gW3)?

(3.48)
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donde
Wl —iw? Wl +iw?
W:[ =+t _—F vy W, = £ F (3.49)
V2 V2
Reescribiendo el segundo término de (3.48) en forma matricial
1 1 9i 9192\ (B
(D, @) (D'dy) = gUQgSWJWM + §v2 (Bu W?w) < L . W*; (3.50)
9192 93 I
La matriz
g 9192
A= 7 7 (3.51)
9192 9>
puede ser diagonalizada de la forma:
A'=PAP™! (3.52)

donde P es la matriz de diagonalizacion unitaria que surge de sus autovectores. Los

autovalores son g7 + g5 y 0. De aqui

A= (T (3.53)
0 0

y la matriz P es:

1 _
P (" 77 (3.54)
VIITI \92 ¢
Esta matriz satisface la condicién PTP = 1, es decir P = P~!, entonces la diagona-

lizacién de A se lleva a cabo realizando el producto PAPT = A’. Con esta idea, en (3.50)
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usamos la propiedad PT P = 1 adecuadamente

I |
(D) (Do) = <0 g3W, W + =v* (B won) P

B
(w7
Wi

2
p ( g1 9122) pr
9192 95

IR PP T 12<u u) gi+9 0\ (Z,
—8Ug2W#WM+8U zr A 0 o) \4,

(3.55)
Donde se ha definido los nuevos campos fisicos
B, — g.W3 B, + g W3
z, =10 “2922“, A, =809 “2912” (3.56)
V91t 93 V91 T 93
Finalmente la expresion queda de la siguiente manera
(D, Do) (DHdy) = §v2g§W:Wu + 1T21)2Z”Zu (3.57)

La estructura de (3.57)), nos permite ver los términos de masa de los bosones gauge vec-

toriales:

e Masa de los bosones Wj - My, = gzg.

e Masa del bosén Z, : My = /g? + g%%

e Masa del bosén A, : M, = 0, debido a que este no aparece en la expresion (3.57).

Identificaremos el campo A, con el potencial vectorial electromagnético.
Después de la ruptura de simetria espontdnea el nimero de grados de libertad de las

particulas se conserva. Al principio teniamos 12 grados de libertad:

_ 4 (Cuatro) grados de libertad para el doblete (3.10), dos para cada componente,
_ 6 (Seis) grados de libertad para los bosones vectoriales iniciales sin masa W<,

- 2 (Dos) grados de libertad para el bos6n no masivo B,,,
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y al final, después de la ruptura de simetria SU(2);, ® U(1)y — U(1)gn se mantienen
los 12 grados de libertad:

_ 3 (Tres) grados de libertad para el bosén vectorial cargado masivo W',
_ 3 (Tres) grados de libertad para el bosén vectorial cargado masivo W,
_ 3 (Tres) grados de libertad para el bosén vectorial neutro masivo Z,,,

- 2 (Dos) grados de libertad para el bosén vectorial neutro no masivo A,

_ 1 (Un) grado de libertad para el escalar masivo de Higgs.

Ademas, podemos simplificar la expresion (3.57) definiendo un angulo de mezcla, Oy,

~
T
z
g;+3g, - /(&
- /’ -
N
//”/ - \ G
-~ AN
e e\g,

Figura 3.3: Angulo de Weinberg

el dngulo que aparece en el cambio de base de (W2, B,,) a (Z,,, A,):

(Zu> _ [cosOw  —sinby (WE) (3.58)
Ay sinfy,  cos Oy B,)’ '
esto es,
g2 . g1
cosby = ———, sinfy = ——. (3.59)
Vi + 93 Vi + 93
siendo la inversa de (3.58)

(Wj) B cosfy  sinOy (Zu> (3.60)
B, —sinfy cos by A, ' ’
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Para simplificar la expresion (3.57) en una forma mas eficiente, reescribimos la derivada

covariante (3.18) en términos de los estados propios de masa de los campos, utilizando (3.49)

y

1 2 1_
g+_% y o =2 " (3.61)

para identificar una relacion para la carga del electrén e

1 Y
Dy =0, + i (Wiot + Wy o) + i, (gf— - 9303)

2 2 2 2
+ i%@ (0—3 + 5) :
VIi T 93
De aqui
o= P (3.63)
V91T 92
y las relaciones (3.59) se pueden simplificar como:
(& (&
92 = = Yy q1= : (3.64)
sin Oy cos Oy

Se observa que el acoplamiento de todos los bosones débiles estdn descritos por dos
parametros: la carga del electrén e que ya se conoce su valor, y un nuevo parametro y,. Los
acoplamientos inducidos por los intercambios W'y Z también envuelven las masas de estas

particulas. Sin embargo, estas masas no son independientes, ya que

My = Mz cos Oy . (3.65)

Todos los procesos de intercambio de W' y Z, pueden ser descritos por tres pardmetros

basicos e, Oy y My .
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3.7 Corrientes electrodébiles

En esta seccidn se construird la teoria de los quarks de manera anéloga al caso leptonico. En
el Modelo Estandar, el color de los quarks es la fuente de su interaccion fuerte, por lo que
consideraremos sélo las interacciones electromagnéticas y débiles de los quarks, sin incluir
el color. La teoria de los quarks no estd tan bien fundamentada en experimentos como la
teoria de los leptones. Esto se debe a que los quarks no pueden aislarse de los hadrones.
Los experimentos solo se pueden realizar en sistemas compuestos de quarks, y la densidad
lagrangiana bésica queda atenuada a bajas energias por las interacciones fuertes. A energias
mads altas, y especialmente a través de las desintegraciones hadrénicas de los bosones Z, la

fisica electrodébil de los quarks aislados puede discernirse hasta cierto punto.

3.7.1 Corrientes leptonicas

Para ser consistente con las reglas de transformacién (3.13)), todas las derivadas gauge del
grupo SU(2), deben tener el mismo factor de acoplamiento g5 /2, donde g, sin 6y, = e al
despejar . Esta es una consecuencia de la naturaleza no Abeliana del grupo SU(2);.
Sin embargo, esta restriccion no se presenta para la constante de acoplamineto del grupo

U(1)y. Si hacemos la siguiente sustitucion [2]

Yg =¢ (3.66)

al hacer en (3.13) el respectivo cambio, se satisface las siguientes reglas de transfor-

macion

e—i(9'/91)0(=) p ,
o - P = U(2) — e ilg /5]1)9(96)U(x)<1)7 (3.67)
T

con lo cual obtenemos una derivada covariante modificada respecto a (3.18) [2]:

/
D, = {aﬂ + i%Bu + i%Wu (3.68)
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donde ¢’ es arbitraria. Para encontrar las consecuencias fisicas del acoplamiento de los
bosones vectoriales a los leptones usaremos este resultado al introducir las constantes de
acoplamiento g3 y g4 en la ecuacion (3.24) cuyos valores daremos mds adelante. Explicita-

mente, tenemos que

Ve . .
‘Cleptones =1 <ﬂ€L éL) ’}/M ((9“ —+ Z%BN + Z%Wjo‘k) ( L) -+ ZéR"yM (aﬂ + zg4Bu) €R

€r

.33 .92 .92

au—l—ZEBM—I—’L?Wj ZE\/EW; ,
=1 (ﬁeL éL) ’7M < 6L>
G2 _ .93 .92 €L
25\/51/‘/,u au—i-Z?Bu _ZEWE

+iegy” (8u + ig4Bu> €R

Simplificando:

Licptones = e, Y Ouve + i€7" 0 er, + 1€V 0 R — % (W:DeLy"eL + W;éy“ue)

- %Wi (D, v"ve, — €LY eL) — %Bu (€ry*er + Ve, v"ve,) — €rY" (94By) er
(3.69)

Utilizando (3.60)

Licptones = i0e, V' Ouve, + i€y Ouer, + i€y Ouen — % (W e Ater + W, en''ve,)

— %(ZM cos Ow + A, sinOw) (U, Y've, — €17 er)

- @(_Zu sin Oy + Ay cosOw) (eryer, + Ve, Vve,)

— gu(—Z, sin Oy + A, cos O )egy'er
(3.70)
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Reagrupando términos

9

V2

9 cosby  g3sinfy L gocosby,  gzsinfy
— 4y VeL/Y - VeL_f—eL’y - - €L,

Licptones = e, V' Opve + i€y 0 e, + 1€py"Oper — (W:DeLy“eL + Wu_éLy“ye)

2 2 2 2
in 6 0 in 6 0

+ Z,ery"(gasin by )ep — Ay ery(ga cos Oy )ep

(3.71)

Al considerar los factores del campo A, elegiremos g3 y g4 de tal modo que la carga del

neutrino sea Oe y la del electron sea —e:

g3 cos By = —gosinfy, = —e, (3.72)

gscos By = —gosin by, = —e. (3.73)

Por lo cual

92

V2

cos tanfyy sin 6 cos 6 tanfyy sin 0
— 927, {%L’Y” ( : LT W2 W) Ve + " (— : AN W2 W) er

Licptones = i0e, Y Ouve, + €0y Oper + iepy'Ouer — —= (W e yer + W, ery've,)

tanfyy sin 6
+egpy* <2%) eR} +eA, lepyer, + eryer)
(3.74)
Finalmente
*Cleptones = iDeL’YMauVeL + iéLV’@u@L + iéR’}/uaﬂeR - gQ(W:J{/IL/+ + W/;‘]I//It/f) (3 75)

— 922, Jy — eAuJEy
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Observamos de (3.75) que el Modelo Estdndar tiene, ademds de la corriente electro-

magnética, corrientes débiles cargadas y neutras, dadas por

I _

JI/;‘L/_‘_ = EV%/YM@L
1

Jb = —ery"'ve,

1 ~ 1 - 1  sin?6 _ .
Jy = (ueLfy“ (5) Ve, +ery" (—5 + 5 W) er, + eRfy“(sm2 Gw)eR)
W

Jpnv = ey (=1er + ey (—1er
(3.76)

3.7.2 Corrientes de quarks

Comencemos con la primera familia de quarks. Las componentes izquierdas uy, y d, de los

campos de quark se agrupan en un doblete SU(2),

u
L= ( d)L (3.77)

mientras que ur y dg, como en el caso de e, no sufren cambios por las transformaciones
SU(2) L.

Solo hay una manera de hacer que la parte dindmica de la densidad lagrangiana rela-
cionada con los campos gauge y los quarks sea invariante SU(2);, ® U(1)y y es permitiendo

que sea analoga a (3.235))

Lo =il |0, + iSYEB, +i%

+ ’iJR’}/M [(‘% + i%YdRBM} dR.

%YuRBu up
(3.78)

W,| L+ gy |9, +

Nuevamente el acoplamiento con el campo W, se determina tinicamente por la simetria
SU(2), y los acoplamientos al campo B,, por la simetrfa U(1)y. Para cumplir con las leyes
de transformacion SU(2), ® U(1)y para los campos de quarks se reemplaza los valores de

la hipercarga dados en la tabla 3.3.
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Usando las ecuaciones (3.17) y (3.60) en (3.74) se puede reescribir la densidad lagrangiana

(3.78) en términos de los campos Wj, Zuy Ay

3 1 : 2
. =il o, 0 L€ W W, —iW;
! 0 9,/ 2simbw \w!iiw? w3

L8 A, — Z,tanfy, 0 I
6 0 A, — Z,tanfy,
2 2 _
+ ?;l_LR"yM |:au + 23614# — i;ZutanHW] U + idR’yu [8# — ZgA/L + igZMtanew dR
(3.79)
Simplificando
L, =tugy" | 0 +i%A + iEZ (3cotby — tanfy,) | uy, + iugy* Z'LWJF dr,
q9 H 3 H 6 K \/§Sin9W 2
_ e - e e
vidpyt (W ) g, + i (a —iSA, —iSZ, (tanby + 3cotd >d
LY <\/§sin9W u) L LY M 3 6“< w W) L
- 2e 2e - e e
+ iugy" [(9“ + ng# — ngutanQW} ug + idry"* [8# — ZgAu + ng#tanGW] dr
(3.80)

Al reorganizar

,Cq :iﬂLvuéuuL + iJLw”(‘?MdL + iJRv“audR + iﬂRv“@MuR _9% (W:ﬂL’)/MdL + W;CZL’}/MUL)

V2

- cotfy, sin By, tanfyy sin Oy
— 922, |ury 2 - 5 ur,
- tandyy, sin 6 cotfy sin 6
gt (_ W6 W W2 W) dy

2 - 1
+ ugy" (—gtanﬁw sin HW) ugr + dgy" (gtanﬁw sin 0W> dR}

2 - 1 - 1 2
— €AM |:Z_LL’)/“ <§> ur, + dpy* <—§) dy, + dpy" (—g) dr + upy" (g) UR:|

(3.81)
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Finalmente

;Cq :iﬂLv“GuuL + iJLv“@udL + iJRv“GMdR + iﬂR’}/MOMUR

(3.82)
2 Wy 4 WSl ) = 922yl — AT
donde
i L
Jw+ = _QUL'VudL
1 L
Jy- = NG Y ur

1 1 2 . - 1 1 .
Jh = [ﬂLy“ (5 —3 sin? @W) ur, + dpy* (—5 + 581112 GW) dr, (3.83)
_ 2 4 - 1.,
+ury" _§SID Ow | ug + drgy" gsm Ow | dr

2 — 1 _ 1 2
Jon = ary” (g) ug +dpy” (—§> dr, + dry" (_5) dp + ury" (g) UR

Sin embargo, el Modelo Estdndar postula tres familias, o generaciones, de quarks.

Por lo tanto, consideremos tres dobletes izquierdos SU(2):

0,2 @) (=), 6)=@), o

y seis singletes derechos:

UR = UR,, dRr = dp;;
CR = UR,, SR = dp,; (3.84b)
tr = UR,, br =dp,.

Para tener una notacién mas compacta. Los denotaremos por

(“’“) . up.dp, conk =123 (3.85)
di),
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Como en el caso de los leptones la lagrangiana de las tres generaciones de quarks, se

toma como una suma del tipo (3.82]) para las tres generaciones

3
Louark = > Lot dy). (3.86)
k=1

3.7.3 Diagramas de Feynman

Los diagramas de Feynman son esquemas intuitivos que representan particulas que coli-
sionan o se descomponen a lo largo de su trayectoria, proporcionando técnicas y métodos
para calcular tedricamente cantidades medidas experimentalmente, como lo veremos en el
capitulo 4. El acoplamiento minimo de la interaccioén de particulas elementales esta repre-

sentado por los vértices primitivos de estos diagramas.

(a) Vértice fundamental del fotén (b) Vértice fundamental de los bosones Z y W

Figura 3.4: Fuente: [13]]

En nuestro caso analizamos acoplamientos de los fermiones con los bosones v, W~, W+
y Z°. Procesos mas complicados se representan con la combinacién de dos o més replicas
de estos vértices.

El vértice leptonico fundamental del boson W cambia la carga de los fermiones, como se

representa en los siguientes diagramas:
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(a) Vértice fundamental del boson W con (b) Vértice fundamental del boson W con

leptones quarks

Figura 3.5: Fuente: [13]]

Aqui un electrén, mudn o tau se convierte en su neutrino asociado, con la absorcién de
un W~ (o la absorcién de un W7). Y un quark se convierte en la respectiva componente de

su doblete asociado, ver Tabla 3.2.

3.8 Masas para los fermiones

3.8.1 Masa de los leptones

Como es bien sabido, desde un principio sabiamos de la dificultad de no poder agregar a la
densidad lagrangiana términos de masa para los leptones a fin de conservar la invariancia
gauge. Recurriendo una vez mas al mecanismo de rompimiento espontineo de simetria,
podemos resolver este inconveniente a fin de tener particulas masivas en el sector fermionico.
Asumiendo una vez mas que el campo escalar ¢ adquiere un valor esperado en el vacio dado
por la ecuacién . Como vimos, este campo escalar necesita ser un espinor bajo SU(2),
y tener una hipercarga Y = 1 para producir el patrén correcto de masas de los bosones gauge.
Con estos numeros cuanticos, podemos también escribir un acoplamiento invariante gauge

relacionando L., eg, y ¢, como se ve a continuacién

Ly urawa = —NLe®er — N\Er®'L,. (3.87)
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Aqui los indices de los dobletes L y ® de SU(2),, estdn contraidos; y se observa también
siempre que las hipercargas Y de los diferentes campos sumen cero. El pardmetro A, es una
nueva constante de acoplamiento adimensional. Si reemplazamos ® por su valor esperado
de vacio (3.34)), obtenemos:

1

1
'CYukawa = __/\eUéLeR - _/\evéReLa (388)

V2 V2

que es un término de masa para el electrén. El tamafio de la masa esta ajustado por el valor
esperado de vacio de ¢ que acompafa a la nueva constante de acoplamiento adimensional:

AeV. (3.89)

Mme = E
Ya que la masa del electron es proporcional a v, se deberia esperar que las masas del
electron y el bosén W sean del mismo orden de magnitud. De hecho, tomando los valores
observados vemos que m./my « 6 X 107°. Ya que \. es un acoplamiento renormalizable,
debe ser introducido en la teoria. Entonces en la teoria de Glashow-Salam-Weinberg se
permite que el electrén sea muy liviano, pero no puede explicar por qué el electrén es asi de
liviano en comparacion del bosén W. Las masas de vy 7 se encuentran de forma anéloga.
Es interesante observar que no hay términos dentro de la estructura que hemos descrito
para dar masa al neutrino. Si queremos generalizar la ecuacion para permitir términos
de masa para el neutrino, tendriamos que introducir un campo fermidnico nuevo vy que sea
invariante bajo U(1)y. Entonces podriamos escribir el acoplamiento del Higgs mediante una

matriz 2 X 2 perteneciente a SU(2),, con este propésito

0 1
€= (3.90)
-1 0

que podria dar masa a v,, presumiblemente comparable a la del electrén

Ly ukawa = —M(Lee®)vr — A\, U(®TeTL,). (3.91)

Pero de los resultados experimentales conocemos que la masa del electron es extremada-

mente pequena; la masa del v, se sabe que es menor que 10eV. Esta supresion extrema de
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la masa del neutrino se explica naturalmente si los estados v no existen. Esta suposicion
también implica que no hay transicion entre las diferentes generaciones de leptones. A con-

tinuacién veremos que este fenémeno se presenta en los quarks.

3.8.2 Masa de los quarks y la matriz CKM

Para mantener la capacidad de renormalizacién, debemos retener la simetria gauge y dar
masa a los quarks mediante el acoplamiento al campo de Higgs pero no lo podemos hacer
de forma andloga a la seccion anterior puesto que la evidencia experimental nos dice que
entre las tres generaciones de quarks se presentan acoplamientos. Para los quarks dj, esto es
sencillo. La forma mds general que podriamos considerar que conserva las simetrias gauge

€S

3
Lyukawa(d) = = [N{(Li®)dg, + Adp, (DTL;)], (3.92)

ij=1

después de la ruptura de la simetria en

del campo de Higgs ®,

3
Ly ukawa(d) = =Y [A?j (. dv.) (g) s + N (0 2) (Zﬁ)] . (3.93)

i,j=1 V2

esto da el término de masa para los quarks tipo d:

3
v — _
Ly ukawa(d) = 7 § (Ndp,dr, + N dg,dy,). (3.94)

ij=1
A priori, )\fj son las componentes de una matriz compleja arbitraria A% de dimensién

3 x 3. Esta matriz siempre se puede poner en forma diagonal real con la ayuda de dos
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matrices unitarias compuestas por los vectores propios de la matriz, a fin de que podamos

escribir

%Ad — D| m"Dy, (3.95)

donde m? es una matriz diagonal real, y Dy, Dg son matrices unitarias. Si los elementos
diagonales son distintos, como parece ser experimentalmente el caso, Dy, Dr son unicos,
excepto que ambos pueden multiplicarse a la izquierda por la misma matriz de factor de fase

no fisicas que pueden ser absorbidas por los campos derechos, ya que son singletes

el () 0
0 e 0 |. (3.96)
0 0 el

Como habiamos mencionado, en el Modelo Estandar los neutrinos tienen masa cero,
sin embargo, para los quarks tipo u, que aqui forman un doblete izquierdo, necesitamos un

término masivo. Para este propdsito, usemos la matriz 2 x 2 en el espacio SU(2),

€ € 0 1
e . (3.97)

EBA EBB -1 0
Una expresion invariante SU (2);, adecuada que podemos construir a partir de los dobletes
dy L;es (®TcL;), donde ®” = (®,, ) es la transpuesta de P.

Entonces vemos que

3
Ly ukawa(t) = = > [NG(Lig® g, + Mg, (D" Ly)), (3.98)

ij=1
donde A}, son las componentes de otra matriz compleja también arbitraria A* de di-

mension 3 x 3. En el proceso de ruptura de simetria, los quarks tipo u adquieren masa

3
Lyukawa(w) = ——= > [Nup,up, + N ug,uL, (3.99)
i,j=1

Sl

2
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que es, como esperamos, similar a £,,,,54(d), que también conserva las simetrias gauge.

De igual forma, m" se puede llevar a una forma diagonal real de manera similar:

%X‘ = U} m"Ug, (3.100)

donde U;, y Ug son matrices unitarias, y m* es diagonal.
U, y Ugr pueden multiplicarse a la izquierda por una matriz de factor de fase no fisicas

que pueden ser absorbidas por los campos derechos, ya que son singletes, digamos

e 0
0 e 0o |. (3.101)
0 0 eifs

La teoria se describe mds directamente en términos de los campos de quark en la base de
masas, para los cuales las matrices de masa son diagonales, de modo que definimos los seis

campos de quarks de la forma:

d/Li = Dp,;dy,, /Ri = D, dg,
(3.102)
up, = ULur,  up, = Ug,un,

Por lo tanto, con las contribuciones de masa de los quarks, £ toma la forma:

3
Eyukawa(quarks) = — Z[mf(&lhd/p% + ng%zd/[/l) + m?(ﬂlLiU/Ri + ’IZIRZ,U/LZ.)], (3103)
i=1

donde identificamos los espinores de Dirac.

/ / /
) () ()
URl UR2 UR3

con los quarks u, ¢y t, respectivamente, y los espinores de Dirac

! ! !
- ’ - 3.105
(d'Rl)’ (d'Rz)’ (d'Rs)’ 10
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con los quarks d, s y b, para que podamos reescribir £,,,,5,(quarks) como

Ly ukawa(quarks) = — [m¥(dyd' g + dpd'1) +m“(@yu' g + Wxu'y)]
— [m®(8},'r + 8s'L) + m(¢.c' r + T L)) (3.106)
— [P B R+ V') + i (Tt + Tt 1),
La anterior expresion corresponden a los seis fermiones masivos de Dirac.
A continuacién, por simplicidad se quitan las primas, y en lo que sigue del texto uy y dy,
con k = 1,2, 3, denotan los campos de quarks fisicos.
En las lagrangianas y (3.86), los términos “diagonal” no mezclan los quarks tipo u
y tipo d y son invariantes bajo las transformaciones unitarias. Sin embargo, los términos que
surgen de los elementos fuera de la diagonal de la matriz WZf o, mezclan quarks vy d a través
de su acoplamiento a los campos de bosones W ¥, y estos términos cambian profundamente.

El resto de términos de las ecuaciones (3.75)) y (3.82) se pueden sumar sin inconvenientes.

En (3.81), el término de la densidad lagrangiana

Loy = —% (WHagy dy, + W, divy'uy) (3.107)

cuando se escribe en términos de los campos de quark fisicos, se convierten en

Vud Vus Vub fyﬂdL
EqW:_E y (ﬂL L fL) Vea Ves Va YsL

Viae Vis Vi by,
T (3.108)
Vud Vus Vub ’YMUL

—EW; (CZL S, BL) chd ‘/cs chb VHCL
Via Vis Vi glads

donde V = U,D!
Como el producto de dos matrices unitarias es unitario, V es una matriz unitaria de di-

mension 3 x 3. Los elementos de V no estan determinados dentro de la teoria. Es en esta
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matriz donde residen tres dngulos de mezcla y una fase de la violacién CP, parametros del
Modelo Estindar.

Una matriz unitaria n x n estd especificada por los pardmetros n?, por lo que aparente-
mente tenemos nueve parametros para medir experimentalmente. Sin embargo, cinco de
estos pueden ser absorbidos en las fases no fisicas de los campos de quark, a través de las
matrices de factor de fase asociadas con Dy y Uy. (Hay cinco, en lugar de seis, fases no
fisicas ya que solo aparecen diferencias de fase en V. Por ejemplo V,,; = ei(f’“_"‘d)Vfd).

Cuando se extraen los factores de la fase de los quarks, la matriz resultante V° depende
solo de cuatro parametros fisicos. Se llama matriz de Cabbibo-Kobayashi-Maskawa (matriz
CKM).

Parametrizacion de la matriz CKM

Una matriz de rotacién 3 x 3 también es una matriz unitaria. Se puede construir una matriz
unitaria mas general como producto de matrices de rotacién y matrices unitarias formadas
por factores de fase. No hay una parametrizacion tnica de la matriz CKM por este método.

Lo que utiliza el Particle Data Group [14] es:

1 0 0 e /2 0 0 cosfhs 0 sinfis
V=10 -cosfy sinbqs 0 1 0 0 1 0
0 —sinfy3 cosbys 0 0 e®/2 —sinf;3 0 cosbis
e/2 () 0 cosbfis sinfy, O
X 0 1 0 —sinfyy cosbia 0 (3.109)
0 0 e /2 0 0 1
C12€C13 $12€13 s13€~%

_ ) 1)
= | —S12¢23 — C12523513€" C12C23 — S12523513€" 523C13
) )
512523 — C12C23513€" —C12523 — S12C23513€" C23C13

donde c;; = cosb;;, s;; = sin 6;;. Los cuatro pardmetros son los tres dngulos de rotacion

012, O23, 013 y la fase 9.
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Evidentemente, si sinfy3 = 0 o sind = 0, entonces V es real. Menos evidente, si

sin 15 = 0, entonces V se hace real redefiniendo los campos de quark

eu =uq, €% =d; (3.110)

y sisin o3 = 0, entonces V se hace real redefiniendo

e uy =uy, e ®dy=d (3.111)

Una redefinicion general de las fases de quark,

d; — e%d;,, wu; — Py, (3.112)

cambiard los elementos de la matriz de V por

Vi, — g8y (3.113)

Usando esta libertad, los tres dngulos de rotacion se pueden elegir para que se encuentren
en el primer cuadrante.

Jarlskog (1985) brinda una condicién importante, necesaria y suficiente para determinar
si, dada una matriz unitaria V, es posible hacerla real mediante tales cambios. Considera la
parte imaginaria de cualquiera de los nueve productos, V;; Vi, Vi,V coni # k'y j # [, por
ejemplo

Im (Vi1 Voo Vo1 Vi) = J (3.114)

J es invariante bajo un cambio de fase general, de modo que si J no es cero, entonces no
puede hacerse asi, y por lo tanto V' no puede hacerse real. Las nueve cantidades son iguales

a =J. En la parametrizacion de la matriz CKM,

J = cosja cosf3 C0S93 SiNyg SiNng3 Sings sin d. (3.115)

Las condiciones ya obtenidas para hacer a la matriz CKM real estdn contenidas en la

condicion J = 0.
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Una vez arreglada la matriz CKM, solo queda una simetria U(1)y global que la deja sin
cambios. Los seis campos de quark, izquierdo y derecho, se pueden multiplicar por el mismo
factor de fase. Como consecuencia, solo se conserva el nimero de quark total actual y, por
lo tanto, se conserva el nimero de quark total. A nivel macroscopico, esto se observa como

conservacion del namero baridnico.

Valores de la matriz CKM

No existe una teoria que relacione los pardmetros de (3.109), asi como tampoco existe una
teoria que relacione las masas de quark. Los pardmetros de la matriz CKM deben deter-
minarse a partir del experimento. La matriz total de acuerdo a Particle Data Group [14]

€S:

0.97446 = 0.00010 0.22452 £+ 0.00044  0.00365 £ 0.00012
V =10.22438 + 0.00044 0.97359 4 0.00010  0.04214 £ 0.00076 (3.116)
0.00896 £+ 0.00023 0.04133 +0.00074 0.999105 £ 0.000032

y el valor de (3.115)) es
J=(3.1840.15) x 1077 (3.117)

Simetria CP y la matriz CKM

Ahora mostraremos que, si la matriz CKM no puede hacerse real mediante una redefinicion
de las fases de los quarks el Modelo Estdndar no posee la simetria CP.

La teoria electrodébil de Glashow-Salam-Weinberg es invariante bajo la operacién CP.
Del mismo modo, CP es una simetria de cada término en el Modelo Estandar de las in-
teracciones débiles y electromagnéticas de los quarks, excepto aquellos términos que dan la
interaccion entre los quarks y los bosones . Estos son los términos que involucran la matriz
CKM.

Teniendo en cuenta que la densidad lagrangiana de Glashow-Salam-Weinberg no tiene

simetria de inversion espacial, ya que s6lo las componentes izquierdas de las funciones de
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onda leptonica estdn acopladas al campo gauge W, del grupo SU(2);, las transformaciones

CP de los campos involucrados se transforman de acuerdo a:

CcP
0% Wi —iWg B wg Wi+ iWe (3.118)
WE+iwz  —Wp Wl —iw2 WP '
cp )
w3 Wl —iw? w3 W+ iW?
= (3.119)
VVZ»I + ZVVZQ _Wig VVZ‘I _ ZVVE —I/Vis

Resulta que

W+CP _WO 7 W-J'_CP — I/V*i—

(2

78t = —7,, Z°7 =7, (3.120)
ASE = —Ay,  ASY = A,
Las derivadas espaciales de los campos son reemplazados por sus negativas.

Los campos de quark se transforman como todos los campos de fermiones:

. T 2 cpP )
= —iqy.,  (qu)” = —ivqp (3.121)
Para demostrar como se viola la simetria CP se analizara los términos Ly, que escribi-

mos Como

f Z A Vigdr, W+ dp " Viu, W,

(3.122)
(i =wu,c,t; j=d,s,b)
Al reemplazar los campos por sus transformaciones CP da
\/— Z A OVidy, W, — dE i Vi, Wi (3.123)

donde, se ha utilizado los resultados

(FP=-L == =" (3.124)
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Al transponer esta expresion con respecto a los indices de espinor, introducimos un signo
menos de los campos de fermién anticomutantes y obtenemos la expresion transformada de

Cp

—% Dl Vi Wy o Vidy, W], (3.125)
irj

Esto es lo mismo que el término original si y solo si V' es real. La evidencia

experimental de la ruptura de la simetria CP se hizo evidente por primera vez en 1964, en la

descomposicién del mesén K°(ds). Es un hecho interesante que los efectos de la violacion

CP en el Modelo Estandar son proporcionales a J.



Capitulo 4
Decaimiento del muon

El decaimiento del mudn es de suma importancia en el Modelo Estandar debido a que solo
involucra campos leptonicos, de tal modo que la fisica que interviene no se ve oscurecida
por fendmenos de interaccion fuerte, siendo uno de los procesos mas sencillos de analizar.
Por este motivo se lo eligi6, ademds de que involucra algunos de los temas que se han venido
desarrollando. En el decaimiento lo que se desea conocer es el tiempo de vida de la particula
en cuestion. Por ejemplo, el tiempo de vida del mudn. Si consideramos que se estd moviendo,
por el efecto de la dilatacion del tiempo vive mads, pero no todos los muones viven lo mismo

por lo que se debe calcular el tiempo de vida media de una muestra grande.

Interaccién Fuerza relativa | Alcance
Gravitacién 1074 00
Nuclear débil 101 < 1fm
Electromagnetismo 1072 00
Nuclear fuerte 1 ~ 1fm

Tabla 4.1: Comparacién de interacciones conocidas [1]]

El decaimiento es una de las tres pruebas experimentales de la interaccién de las particulas
elementales, las otras son los estados ligados y la dispersion. En cuanto a la mecdnica
cudntica no relativista (en la formulacién de Schrodinger) se adapta bien para problemas
de estados ligados. Mientras que la teoria relativista (en la formulacién de Feynman) se usa

para describir decaimientos y dispersiones [13].

59
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4.1 Decaimiento de una particula en n particulas

Las particulas elementales no tienen memoria, por lo que la probabilidad de que un muén
decaiga al siguiente microsegundo es independiente de hace cuanto fue creado. El pardmetro
de interés, es la tasa de decaimiento, I', la probabilidad por unidad de tiempo que cualquier
particula se desintegre. Si tenemos un gran nimero de muones, digamos, N (), en un tiempo
t, entonces N (¢)['dt de ellos deberia decaer en el siguiente instante dt. En consecuencia, se

disminuiria el ndmero de muones restantes

AN = —N(t)T'dt, (4.1)

luego

N(t) = N(0)e ", 4.2)

Evidentemente, el nimero de particulas que quedan disminuyen exponencialmente con

el tiempo. Respecto al tiempo de vida es simplemente el reciproco de la tasa de decaimiento:

T=T 4.3)

Actualmente sabemos que muchas particulas pueden decaer de muchas formas diferentes.
La particula 7, por ejemplo, usualmente decae a it + v, pero algunas veces lo hace en
e” + v,; ocasionalmente 7t decae a 4 + v, + 7, y todas ellas sabemos que terminan en
et + v, + 0. En tales circunstancias, la tasa de decaimiento total es la suma de las tasas de

decaimiento individual:

L= 3T @4
i=1
y el tiempo de vida de la particula es el reciproco de I';,:

1

= : 4.5)
Ftot

T
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En adicién a 7, también podemos calcular las tasas de las diferentes ramificaciones, esto
es, la fraccion de que todas las particulas de un tipo dado decaigan de tal modo. Las tasas de
ramificacion estdn determinadas por las tasas de decaimiento:

L

Tasa de decaimiento para el i-esimo modo = T (4.6)
tot

La esencia de cualquier calculo posterior como vemos radica en determinar la tasa de

decaimiento en un modo especifico I';. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que una

particula m, desde su marco de referencia esta en reposo. Si decae en n particulas

mi — Mo +mg+my+ ...+ m,, 4.7

tendriamos que su tasa de decaimiento esta dada por la férmula, recordando que traba-

jaremos en unidades naturales h = 1y ¢ = 1 [13]:

S n d4p'
[=_— *(2m)*6* (pr—p2—p3—pa—...— 216 (p; — m7) O(p) == (4.
s | P20 5 01— o) LT 208 6 = ) O .5 49

donde m; es la masa de la j-esima particula, p; es su respectivo cuadrimomento y © es
la funcién paso. S es un factor estadistico que corrige el conteo doble cuando hay particulas
idénticas en el estado final: para cada uno de esos grupos s de particulas, S aporta un factor
de 1/s!. Por ejemplo, sia — b+ b+ ¢+ ¢+ ¢, entonces S = (1/2!)(1/3!) = 1/12. En caso
de que no haya particulas idénticas en el estado final, entonces S = 1.

La dindmica de las particulas esta contenida en la amplitud, .# (p1, ps, - - . , P,) que es una
funcion de los momentos y se evalia con los diagramas de Feynman apropiados. EIl resto
esta en el espacio fase, se debe integrar sobre todos los cuadrimomentos salientes, sujetos a

tres ligaduras cinematicas:

1. Cada particula saliente se encuentra en su capa de masa pjz = mjz, o de forma equi-

valente E? — p? = m3, lo cual es el argumento de la funcién delta 0 (p? — m?)

2. Cada energia saliente es positiva: p? = LE; > 0. Esto se debe al argumento de la

funcién paso O.
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3. La energia y el momentum se conservan: p; = ps + p3 + ... + p,. Esto se garantiza

por el factor 0*(p1 —pa —p3 —pa — - .. — Pn)-

Asi que las tres restricciones cinemdticas naturales son en un principio igualmente pro-
bables. Con seguridad, la dindmica contenida en .# favorece algunas combinaciones de
momentos sobre otras, pero con esa modulacidon se pueden sumar todas las posibilidades.

Respecto a las dos funciones de onda u, se aplica la siguiente regla

1
cada ¢ tiene un factor 27, y cada diferencial d tiene un factor 7 4.9)
T

El elemento de volumen cuadri-dimensional puede ser separado en la parte temporal y la

espacial

d*p = dp’d®p. (4.10)

A continuacién, omitiremos el subindice j por simplicidad, este argumento aplica a cada
uno de los momentos salientes. La integra]ﬂ sobre p° puede ser realizada inmediatamente,

aplicando la funcion delta

§(p* —m?) = 6[(p°)* — p* — m?. (4.11)

Abhora, aplicando la siguiente propiedad de la funcién delta

5(a? — a?) = %[5@ —a)+dz+a)] (a>0) .12)

tenemos que

0@ 0w = s (i BT @1

'En total habria 4(n — 1) integrales correspondientes a los momentos salientes.
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Asi que la funcién paso © elimina los picos en p° = —4/p? + m2, mientras que es 1 en
p’ = /p? + m? por lo que la ecuacién (4.8) se reduce a:

S 2 4 ¢4 - 1 d4pj
F:2 | A | (27T)5(Pl—pz—ps—P4—---—pn)H 513 4.14)
™ 2,/ + e 7
con
p] — £/} +m? (4.15)

donde aparezca, ya sea en . o en el resto de la funcién delta.

4.2 La amplitud .#Z

Para poder calcular la tasa de decaimiento es necesario conocer dos cosas [[13]: (i) La ampli-
tud . del proceso y (ii) la densidad de estados finales disponible. La amplitud contiene toda

la informacion dindmica, y para poder calcularla se necesita usar los diagramas de Feynman.

Dado un diagrama de Feynman, como por ejemplo el de la Figura 4.1 se debe proceder

de la siguiente forma:

2 \ _Ms
P2 Ps
/p'/a\_’)%

Figura 4.1: Diagrama de Feynman genérico, con las lineas externas etiquetadas (las lineas

internas no se muestran) [[13]]

1. Notacion: Etiquete los cuadrimomentos entrantes y salientes como py, ps, . . . , P, Eti-

quete los momentos internos como qi, qa, - - . , ¢,. Ponga una flecha al lado de cada
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linea, mantenga la trayectoria de la direccion “positiva” (adelante en el tiempo para las

lineas externas, de forma arbitraria para las lineas internas)

2. Factores de vértice: Para cada vértice anada el factor

la g es llamada constante de acoplamiento; especifica la fuerza de interaccion,

3. Propagadores: Para cada linea interna, escriba un factor

1
2

2 _
4 —my

donde g; es el cuadrimomento de la linea y m; es la masa de la particula de la linea que
i 2 2 . .
describe. (observe que qj # m; porque una particula virtual no yace sobre su capa de

masa).

4. Conservacion de la energia y el momento: Para cada vértice escriba una funcion delta

de la forma

(27T)454(P1 + pa + p3)

donde los p’s son los cuadrimomentos que entran al vértice (si la flecha sale, entonces
p lleva un signo menos). Este factor impone conservacion de energia y momento en
cada vértice, ya que la funcién delta es cero a no ser que la suma del momento entrante

sea igual a la suma del momento que sale.

5. Integracion sobre momento interno: A cada linea interna, se agrega el factor

1 4
@nyi Y

y se integra sobre todos los momentos internos.
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6. Cancelacion de la funcion delta: El resultado incluird una funcién delta

2m)* 64 (pr +pa+ ... — pn)

que refleja en general la conservacion de la energia y el momento. Quite este factor y

multiplique por ¢. De esta manera se obtiene la amplitud .Z .

4.3 Decaimiento del muon

Aplicando las secciones 4.1 y 4.2 al decaimiento del muén

poo—e +U.+v,, (4.16)

empezaremos por encontrar la amplitud .#. En la figura 4.2 presentamos como eti-

quetaremos el momento y espin de cada particula

vk, t)

Figura 4.2: Decaimiento del p~ [13]]

Para el factor del vértice, Figura 3.5 (a), tenemos que

—igw

2v/2

(1 —s5). (4.17)
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El factor 2 en el denominador es puramente convencional, y gy es la constante de
acoplamiento débil. El factor (1 — ~3), tiene una profunda importancia, multiplicado por
~# darfa un factor de acoplamiento, mientras que "y seria un vector axial. Una teoria que
suma un vector a un vector axial viola la conservacién de la paridad, y esto es precisamente
lo que sucede en las interacciones débiles.

El propagador para particulas con espin 1, en este caso el bosén W™ es:

_i(guv - qqu/MI%V)
¢* — My,

(4.18)

donde My es la masa del bosén W™ y ¢ su respectivo momento. En la préctica, ¢° es

mucho mds pequefio que M3, por lo que el propagador se reduce a:

LG
—_ 4.19
M2, (“4-19)
Si definimos
Gr 912/1/
8 = 4.20
V2 8ME’ (4.20)

entonces, hasta el momento tendriamos:

_ _igW m igpu — _igW v
U, 1—v)u Ue 1-— Uy,
1= [ ] |8 S 1 = re)u,
o (4.21)
GF _
= _Z\/ﬁ[uwﬁ“(l - 75)Uu] [U67u(1 - 75)%43] .
Podemos elegir funciones de onda libre para describir las cuatro particulas con cuatro

momentos p, p, k, k' y espines s, §', t, ’, como se presenta a continuacién en (4.22). De

acuerdo a las reglas de Feynman el (saliente) antineutrino es representado por una (entrante)
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funcién de onda con energia negativa. Empleando la forma de la onda plana

() = (2E,V) " Pu,(p/, s )exp(—ip)a") |
ue(x) = (2E6V)’1/2ue(p, s)exp(—ip,z"),

(4.22)
ug, (r) = (2B, V)", (k, t)exp(+ik,a")
u,, (r) = (2EZ,HV)’1/2u,,M(k',t')exp(—z’k;x“),
donde
E,=p°, E=)", E,=k, E,=k (4.23)
y u(p, s), v(p, s) denotan la parte espinor (E positiva)
u(p.s) = (£ +m)? ( . ) ,
Erm Xs
(4.24)

v(p, s) = (B +m)'/? (EC:—_'Z;nXs)

Xs

con las dos componentes del espinor unitario x,. Sustituyendo (4.22), (.23) y (4.24) en
(4.21)) obtenemos la amplitud:

A0 = ) = =i [ el (1= s5)u (1 = e

JGrotp+E+ K —p)
\/5 \/16v4k’01€0p'0p0 (4.25)

X [, (K )7 (1 = 35 )un (P, )]

X [Ue(P; 5)7u(1 = 750w (R, 1)].

= —i(2m)

Para obtener la probabilidad de transicion se debe multiplicar (.25)) por su conjugada
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hermitica

M (0w~ — e Do, = (27)®

G (p+k+ K —p)P
2 16v4k/0k0p/0p0

X | [y, (K, )" (1 = ¥5)un(p’, 8')]
X [te(p, 5)7#(1 — V5) Uy, (K, 1)] ‘2 .

Esto da un factor

*p+k+k —p)P2=p+k+E —p)5*0), (4.26)

que es reemplazado por

VT
@) (p+k+K—p) (4.27)

de acuerdo a la prescripcion usual, que puede ser derivado heuristicamente como sigue

dy . . d*y VT
4 _ — |h lyﬂq} — —
o0) = (11151)5 (4) = }11—13(1) (27?)4e /(27r)4 (2m)* (4.28)

V' y T se entienden como cantidades macroscopicas tal que el proceso fisico toma lugar
enteramente dentro del volumen del espacio-tiempo finito V' 7T'. En la préctica, los dos neutri-
nos no pueden ser observados, esto es, necesitamos sumar o integrar sobre todos los estados
finales posibles. Ademads, para obtener la probabilidad de transicion dentro de un intervalo de
momento pequefio, se multiplica por la densidad de los estados finales del electron dentro de
un intervalo Vd3p/(2m)3. Finalmente dividimos por 7" para conseguir la tasa de decaimiento,
esto es, la probabilidad de transicion por unidad de tiempo de intervalo. Siguiendo estos pa-

SOS encontramos que

1 Vd3p B B ,
dF—TWV/(QW)?)V/( Z|%/L — € Veyu>|

t,t
G? 1 d®p ek [ K i( 2
~ 2 (2m)p 220 | 240 Hp0d Pk Ko=) 1M,
t,t

(4.29)
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donde

M = [uy, (K, )" (1 = 75)u(P', 8)][te(p, $)yu(1 = 35)vn. (R, 0)] . (4.30)

Ahora, lo que sigue serd desarrollar (4.29). La expresién », , |M|* consiste de dos

factores similares para las corrientes de transicion mudnica y electrénica. Si se escribe

M = M"E,

siendo

M¥ =y, (K, )" (1= ys)uu(p',s")  y By = te(p, $)7u(1 — 75) 0. (K, 1),

obtendriamos

YOIMP =Y (MFE)MYE,) =Y (M* M) (E,E])

t,t! t,t! ¢,/

= S S (B,

Centrandonos en el factor mudnico, y utilizando la relacion:

(4.31)

J(%T = [uey" (1 = v5)uy,]T = @, /" (1 = 5)ue,

comenzaremos examinando el siguiente factor:

STOEM) = 3, (K87 (1= 35, (0 ) [, (K )7 (1 = ) (0 )]

t! t!
= Z al/u (klv t/)’yﬂ(l - 75)Uu(p/= 5/>ﬂu(p/7 S/>7y(1 - 75)71’1/# (k,7 t/) :
t/

(4.32)
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Para evaluar esta expresion se utiliza algunas férmulas para los espinores de Dirac y las

matrices -,

Zuyu(k/’ t/)aﬂyu<k/7t/)6 = (¥ + My)ap = ]{;B, (4.33)
tl

donde «, 3 denotan los indices del espinor y m, = 0. Ya que la sumatoria no es sobre

los estados iniciales del mudn, se tiene

_ 1+ 758
up(p', )t (V' )5 = {(JZ” +my,) ( 2755 )} ’ @39
af
con el cuadrivector espin
, p/ . 8/ , (pl . Sl)p/
= — = 4.35
u ( m ° + m(E' +m) )’ (4.35)

donde s’ es el vector del espin con respecto al marco en reposo. Aqui s’ es un vector uni-

tario asi que s™s), = —1. Reemplazando las relaciones (4.33) y (4.34) en (4.32) obtenemos

la siguiente expresion para la contribuciéon mudnica de las corrientes de transicion

DMy =y, (K )Y (1 = 35)un (P, 8 )i (P, 87" (1= 7 uw, (K, )

t/

t/
i 1+ 754 ,
- Z uyu(k/a t/>7r77l:g(1 - ’75)904 |:(]3/ + mu) ( 2755 >:| ’Vﬁa(l - ,}/5)O'Tul/u (k/7 t’)T
t! af

1 '
= Vﬁg(l - 75)90( {(}”, + mu) ( +2,Y57g ):| fyléa<1 - '75)07' :—W'
af
(4.36)

Sumando sobre el primer y el dltimo indice 7 significa que tenemos que evaluar la traza

de la matriz (4 x 4)

St =T {41 = a0 4 m) ] @)

t/
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Ya que 7*y5 = —y57* y Tr{ AB} = Tr{ BA} resulta

St = ¢ ) 1 = 2kt - )

t (4.38)
= ST {(F + m) (L8 K (42501 = 25))

Haciendo uso de la propiedad de que la traza del producto de un nimero impar de ma-

trices -y desaparece, teniendo en cuenta que 5 = iy’y'v%+® consiste de un nimero par de

matrices 7. Ademas (1 — v5)? = 2(1 — ~5). Reemplazando en (4.38)

v 1 174
S (M) = STe{(p 4 m) (14 358)7 KA (1= 35) (1 = 7))
t/
v v 4.39
= Tr{pV" K" (1 — %) + Pys#y K" (1 = 75) (339
+ mu KA (1 —5) + muys gy KA (1 —s)
El segundo y tercer término son impares; por lo tanto no contribuyen. El primer y dltimo

término son pares. Tomando en cuenta que v5(1 — 75) = —(1 — 75), encontramos que

D (MM = Tr {p'y K" (1 = 35) — mugy K" (1 =)}
v (4.40)

=Te{(p/ —mu# )y K7"(1—15)}-
De la sucesiva aplicacion de v+ + v/y* = 2¢"" resultan las siguientes relaciones

generales, ver Apéndice B.2

Tr {y*y"77"} = (™97 — g*7g" + g°7¢™)
Tr {777 s} = —4ie®?.
Utilizando lo anterior en (4.40) el resultado final para la parte mudnica de las corrientes

(4.41)

de transicion:

S (MM = 4l — mys )R = (= ms) Kg + (= mys VR
v (4.42)
— e (p — my,s) o kl).
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La contribucién electronica (#.30)-(#.32) es evaluada en forma similar, lo que da

D (BB =Y lae(p, s)7(1 = 5)ow, (k, 0)][ae(p, )7 (1 = 5)on, (k, )]

t t
= Tr{(p — mef) vk (1 —75)} (4.43)
= 4[(p — mes)uky — (p = mus) kol + (p = mes)vky
— i€apugn(p — mes) k7).
El resultado final de los elementos de la matriz invariante cuadrada (#.31)) es el producto

de las dos expresiones (#.42) y (#.43). Por simplicidad de los célculos se utilizaran las

siguientes sustituciones:

(p/ - musl)u = QL )
(p - mus)u =4qv,
k™ =(q-k),

obtendriamos

D IMP =) (M*M)(E,E])

tt! tt!
— 16[qlukju _ q/ak;guu + ql,uk,ly _ igauﬁuq(llk,lﬂ]
X [quky — ¢k + @k, — iswﬂyqakﬁ]
=1612(¢" - k)(q- k') + 2(¢" - Q)(K' - k) — ieaup (¢"E" + ¢ k") g kP
-0

—ie g Ky (quk + quku) —e2 e 55,00 K50 k)]

J

(4.44)

~

=0
= 16[2(¢ - k)(q - k') +2(q - q) (K - k) + e 215, 4, Kyq" k]

=32(q - k)(q- k) + (¢ - ) (K - k) + (6565 — 0205l kyq" k"]
= 64[(q" - k)(q - )]
= 64[(p" — mus)  ka(p — mes) K} .
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Por lo tanto, reemplazando en (4.29)

G 1 & Bk [ K
AT = p / —— ko k6 (p+ k+ K — ) 64[(p) — myus)*(p — mes)”] .

2 (2m)52p02p° ) 2K° | 2k

aB

(4.45)

Finalmente, se evaluard la integral /,3 que es manifiestamente covariante de Lorentz.
Esto es obvio porque 6*(p + k + k' — p') y &®p/2py = [___ d*pd(p* — m)O(po) son
invariantes de Lorentz. Ya que las variables estdn integradas tnicamente sobre los dos
tensores de segundo rango k y k' puede ocurrir en el resultado factores del tipo g,z ¥y
(" — p)a(@ — p)s = qags. El vector ¢ = (p’ — p) es una definicion diferente de la que

se hizo hace poco.

Ls = Aq*gus + Baags (4.46)

donde ¢®> = ¢“q, fue separado con propésito de obtener las adimensionales A y B. De

(4.46) se construye las siguientes invariantes

9*° 1.5 = (4A + B)¢?

4.47)
qo‘qﬁlag =(A+ B)q4

Abhora se distinguen dos casos:

(i) El vector ¢ = p’ — p es como el tiempo, esto es g > 0. Con esta condicién podemos
q=p —p p p

siempre presentar una transformada propia de Lorentz, tal que

¢ = alg" = (q",0) (4.48)
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define el sistema de referencia. Con respecto a este marco de referencia tenemos

3 31/
/BQB:/dk/dk k/a53 k+k')5(kz0—|—k'0—§0)

2k0 k,/o
3k dSk:’
-~ [5 / — (k)% (ks + KSR + K — 3°)
2k0 2/€’0
d3k (4.49)
= [ g [ O Rl cos(07) 8 05247 - )
d% 0\25(92.0 _ ~0
—/WQ(k )70(2k" = q),
ya que k' = —k y consecuentemente ¥ = k' = |k| = |k'|. La integral puede ser

simplificada sustituyendo x = 2k°,

g1 :/ﬁ%ko)%(%o—q‘))
op A(k0)2

/ / / dkodfdp (K°)* sin(0)5(2k° — ¢°)
4.
:%/0 dko (K°)25(2K° — °) (4.50)

T

:—/ dr %6(x — ")
4 Jo

Para positivos ¢° el argumento de la funcién § tiene valor cero dentro del intervalo de

integracién. Por medio de la funcién ©

1 para x>0
O(x) = , 4.51)
0 para <0
el resultado de encima se expresa como
T, o
971 = £(3")°0(3") - (4.52)
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Para reescribir esto en forma de invariante de Lorentz recordamos que para cuadri-
vectores ¢* que se comportan como el tiempo, el signo de la componente cero ¢°
permanece sin cambiar bajo transformaciones propias de Lorentz, esto es, O(¢°) =
O(¢°). Ademds, con respecto a nuestro marco de referencia elegido tenemos ¢* =

(¢°)* = ¢*. El resultado (4.52)) puede ser establecido en forma invariante de Lorentz

gaﬁlaﬁ = %(f@(qo) para ¢°> > 0. (4.53)

Similarmente obtenemos

A3k d3k’ .
q“¢° 1.5 = / T k/o Vg - k) (k+ K)ok + K° — ")
IOO

0)2 / d%k / d32k;’ (k4 kNS + K0 — ¢
— @ [ Ensen - )
@) [ WOPaReE ~ )
=@ [ GOp s - )
= <(@)'0(@")

8

= gq4®(q0) para ¢* > 0.

(4.54)

(ii) El vector ¢, es como el espacio, esto es ¢° < 0. En este caso el argumento de la
funcién delta, (k + k' — q), es siempre diferente de cero. Esta propiedad se entiende,

recordando que debido a que la masa de los neutrinos desaparece, se mantiene que

k2 — k/2 — 0’

(4.55)
k-k = k% cos(0),
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donde 0 es el dngulo entre k y k’. En consecuencia se tiene

(k+ k) =2(k°"° — k- k') = 2k°K°(1 — cos(9)) > 0, (4.56)

lo que implica que ¢* = k* + k'* no puede ser satisfecho. Por lo tanto

I,s=0 para ¢*><0. (4.57)

Los resultados de (4.53)), (4.54) y (4.57) pueden resumirse como sigue:

_ T a0
8= 740()

T
¢*¢"Ls = §q4@(q0)@(q2)-

9“1,
(4.58)

Evaluando estas expresiones con obtenemos

14+ B =0()6(¢).
- (4.59)
A+ B=26(")6(s),

resulta la solucion

24 (4.60)

Sustituyendo en (4.46) obtenemos finalmente

™

Lag = 57(4°9as + 20045)0(¢")O(4") . (4.61)
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La tasa de decaimiento del mudn con polarizacién s’ dentro de un electrén con pola-

rizacion s esta dada por

Gy 1 d&p 7w

2 (275 2p02p0 24(‘1 9o + 20045)0(¢")O(¢*)64[(p' — my,s)*(p — mes)”]

Gy wdp
=3 @)y (€ 900 + 2as) (0 = ) (0 = mes)10(0) (")
_ G% 7 d’p

?W[(ﬂ—py(ﬁ/ mys §")*(p — Mes)a

+2(p" = p)a(p’ —mus)* (' = p)s(p — mes)
x O —p")O(( —p)*).

’]

(4.62)

Se observa el efecto de la dilatacion del tiempo, que acompaiia la observacion del tiempo
de vida del muén en . Para un mu6n moviéndose tenemos p® = ~ym,, con el factor
de Lorentz v = (1 — v?/c?)~"/2. Como puede verse de la expresién para dI" en ([#.62),
dI' o< 1/, implica que la tasa de decaimiento disminuye considerablemente para mudnes
moviéndose rapidamente, esto es, el tiempo de vida 7, o< «y se prolonga. Para continuar cam-

biamos el marco de referencia del muodn, que es caracterizado por p'* —p* = (m,, — °, —p).

Ya que
2 2
(W' —p)* = (m, —p°)* = p* = (m,, — p")* = (p”" —m7)
' : (4.63)
= —2p° mu—l—m —|—m§,
la condicién (p' — p)? > 0 para un d T diferente de cero resulta la restriccion
P < Pras = (g, +m)/2my,, (4.64)

que consecuentemente requiere p'® — p° > 0, ya que

PO =’ =my, —p° > my, — e = (M2 —m?)/2m, > 0. (4.65)
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La condicién p° < p?,.. en (4.64) y (4.65) asegura que la primera funcién ©(p® — p°) se
cumple autométicamente. Por lo tanto podemos reemplazar el producto de las dos funciones
© en (4.62) por ©(p?,,. — po). Ademads, con respecto al marco en reposo del mudn, se

mantiene que s*' = (0, s’), asf el resultado final es

G% 7 d’p
AT() = 3 (2m)5p0

+2[m, —p” — 8" - p][(my — p°)(po — mes”) +p - (p — me3)]}

{[(my = ") = P*[(po — mes”) + 8- (p — me3)]

(4.66)

X @(pgzax - pO) :

Aqui s = s+ — Po)p__ og 1y componente espacial del vector espin del electron.

(pO+me)

4.3.1 Tiempo de vida

Para determinar el tiempo de vida del muén 7, se suma sobre la orientacion s del espin
del electron, promediamos sobre la orientacion s’ del espin del mudn, e integramos sobre el

momentum p del electrén:

1
— =T,
Ty

%Z/dr

=9 [ Tt~ = 5 + 2o~ )~ 8+ 9O~

= oG [ L =)~ () — 2"+ 2m, — 1)
x [(my = °)p" + () = m2)]}O(Dhae — )

G2 wd3
=2-F / P 3m2p0 — 6m,(0°)° + 3(0°) — 3(0°)° + 3m%p°

3 J (2m)°p?
+ 2m,u(p0)2 - 2m#mg}@<p9na:p - po)
G? Td3p
= ?F W[—‘lmu(po)Q + 3p0(mi + m?) - Qmumg]@(pgnax - po) :

(4.67)
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Al demostrar (4.67) se tiene en cuenta que el valor medio de s es < s >= 0 asi que

también < s* >= % < p-s>=0. Si se emplea la siguiente identidad:

1Pmaz]
/ E’pl. . 1O (Ppe — 1°) = 47 /0 lpldlp|.. ], (4.68)

y tomando en cuenta que p? = (p3 — m?) y por lo tanto

dlpl/dp’ = p"/|pl,
reescribiendo I',, en la siguiente forma al integrar sobre la parte azimutal y polar
Gh [~ (4m)mdp’ p°

Lu=2-" N W[—‘lmu@o)Q + 3p°(m?, +m?) — 2m,m210(p),.. — ")

w

G% Pnas 0.0 012 0/, 2 2 2
=92 (2ﬂ)3/ dp” p°[—4m,(p”)* + 3p (m, +mg) — 2m,m;]

a2 Prmaz
= 23(2F)3 / dp® /(p°)? — m2[—4m,(p°)* + 3p°(m, + m2) — 2m,,m¢]
)3 S
GZm> 2 6 8 4
Sl {1—8’”; pge  Me gy (m)] .
1927 my, m,  my my, my,
(4.69)
Para los siguientes valores de m, y m, en unidades naturales
me = 0.510998928 MeV
m,, = 105.658387 MeV
tenemos
GZim? GZm?
= £(1-1.87x 1074 ~ — 11 4.70
"= Toams <107~ Topms (70)

De (4.69) es obvio que la tasa de decaimiento deberia desaparecer si m./m, = 1. Esta
ecuacion refleja el hecho de que el mudn deberia ser estable ya que |p,,,.| = 0, asi que no

podria haber espacio fase disponible para el estado final del electrén.
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Finalmente, al invertir (4.70) obtenemos el tiempo de vida media del muén de acuerdo a

lo establecido en la ecuacion (4.3)):

19273
.

K G%mz ’

4.71)

Valor numérico de la constante de Fermi

El tiempo de vida del muén y su masa son valores que han sido calculados experimental-
mente, por lo cual se podria despejar de la constante de Fermi para determinar su

valor. El valor del tiempo de vida del mu6n es

7, =2.19703 x 107 % s, 4.72)

es decir

[, =7,"=2996 x 107'° MeV, (4.73)

y con el valor de la masa del mu6n obtenemos el valor de la constante de Fermi:

Gr = 1.16637 x 10~ MeV 2. (4.74)



Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo presentamos las ideas tedricas claves del Modelo Estandar electrodébil
SU(2), ® U(1)y. En el capitulo 2, estudiamos la relacion existente entre las simetrias,
que provienen de los grupos de Lie, y las leyes de conservacién. Por cada generador de
simetria existe una corriente conservada, por lo que al unir la interaccién débil, que tiene 3
generadores, y el electromagnetismo, que cuenta con un generador, esperdbamos encontrar
4 corrientes conservadas, las cuales precisamente fueron obtenidas en el capitulo 3.

Adicionalmente, en el capitulo 3, después de implementar la ruptura espontdnea de simetria
sobre el grupo gauge SU(2);, ® U(1)y hasta llegar a la simetria remanente gauge elec-
tromagnética U (1) gy, logramos solucionar el problema de la masa de los fermiones y los
bosones gauge W'y Z; ademas, obtuvimos la ecuacion que relaciona la masa de los
bosones. Luego, al examinar el acoplamiento de los bosones cargados W= con los quarks,
vimos que por la naturaleza intrinseca de éstos, presentan un acople distinto respecto a los
leptones, lo cual condujo a la violacién de la simetria CP, siendo responsable de esto la matriz
CKM. También, en este capitulo fue posible comprobar que la teoria no predice (quedando
como parametros arbitrarios) la masa del electron, la masa del mudn, la masa del taudn, la
masa de los quarks (up, down, charm, strange, top y bottom), las constantes de acople ¢;
y go de las simetrias U(1)y y SU(2)., respectivamente, la masa del bosén Higgs, el valor
esperado del vacio del campo Higgs y 4 pardmetros de mezcla de la matriz CKM.

En el capitulo 4 examinamos un proceso leptonico puro. Observamos que para la tasa
de decaimiento del mudn, la contribucién principal proviene de la masa del mudn, debido a
que la masa del electron y el neutrino son despreciables en comparacion con éste. También
encontramos una expresion para el tiempo de vida del mu6n, 7, y como es posible a partir de
esta ecuacion determinar el valor numérico de la constante de acoplamiento de Fermi, G,

la cual es de suma importancia en el modelo electrodébil.
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Sin embargo, a pesar de que el Modelo Estandar reproduce muy bien los resultados ex-
perimentales siendo la teoria mds precisa hasta el momento en la fisica de particulas, no
es la teoria definitiva. Existen algunas dificultades, como lo son los pardmetros arbitrarios.
Por ejemplo, la teoria de Glashow-Salam-Weinberg no predice una masa para la particula de
Higgs, debido a que su masa depende del acoplamiento cudntico A, ver (3.46). También tiene
problemas con el neutrino, en esta teoria se asume sin masa, pero actualmente se conoce que
el neutrino puede tener una masa pequeiia, de acuerdo a los experimentos de oscilacion de

neutrinos. En consecuencia, esta teoria no es completa, lo cual abre las puertas a teorias mas
alla del Modelo Estdndar.



Apéndice A
Los grupos del Modelo Estandar

El Modelo Estdndar se construye insistiendo en que las ecuaciones del modelo conservan
la misma forma después de ciertas transformaciones. Por ejemplo, requerimos que las ecua-
ciones tomen la misma forma en cada marco de referencia inercial, de modo que sean covari-
antes bajo una transformacion de Lorentz. Esto puede ser una rotacién de ejes o un boost,
0 una combinacién de rotacion y boost. La densidad lagrangiana que describe el Modelo
Estdndar toma la misma forma en el nuevo sistema de coordenadas, y se dice que la trans-
formacién de Lorentz es una transformacion de simetria. En el Modelo Estdndar, asi como
hay simetrias bajo transformaciones de coordenadas, también hay simetrias “internas” de los
campos de particulas. Las transformaciones de simetria correspondientes estan conveniente-
mente representadas por matrices. Es caracteristico de las transformaciones de simetria que
satisfagan los axiomas matemdticos de un grupo, que presentamos en el capitulo 2. En este
apéndice consideramos algunas propiedades de los grupos que juegan un papel especial en

el Modelo Estandar [2].

A.l Algebras de Lie

En cualquier direccion particular, la ley de multiplicacion de grupos no es complicada. Hay

una familia de un pardmetro de elementos de grupo de la forma [3]:

U()) = ehaaXa (A1)

y la ley de multiplicacién de grupos es simplemente

UMN)U(N2) = UM + A2) (A2)
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Sin embargo, si multiplicamos los elementos del grupo generados por dos combinaciones

lineales diferentes de generadores, las cosas no son tan faciles. En general,

elvaXa iBp Xy £ el@atBy)Xa (A.3)

Por otro lado, debido a que las exponenciales forman una representacion del grupo (al
menos si estamos cerca de la identidad), debe ser cierto que el producto es una exponencial

de un generador,

¢i%aXa iy Xp _ yidaXa (A.4)

para algunos 0. Y como todo es fluido, podemos encontrar ¢, expandiendo los lados de
la ecuacién e igualando las potencias apropiadas de o y 5. Cuando hacemos esto, sucede
algo interesante: encontramos que solo funciona si los generadores forman un dlgebra bajo
conmutacion (o un dlgebra de conmutador). Para ver esto, lo haremos para un orden no

trivial. Podemos escribir

10, X, = In(1 4 e'@aXagifeXo _ 1) (A.5)

Ahora al expandir esto, manteniendo los términos hasta el segundo orden en los pardmetros

a'y 3, usando la expansion en series de Taylor de In(1 + K') donde

K — eiaaxaeiﬁbxb _ 1

— (1 + i, X, — %(%Xaf +.. ) (1 + 16, Xp — %(&X,,)Q +.. ) -1 (A.6)

1 1
= 10, Xg + 8. X0 — e XafpXp — §(ozaXa)2 _ 5(@)@)2 + ...
Esto da

1
Z’(SaXa:K—§K2+...

1 1 1
= Z.Oéa)(a + iﬁaXa - aaXaﬁbXb - E(aaXa>2 - E(BaXa)2 + i(aaXa + /BQXG)Q + ...

(A7)
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Los términos de orden superior en (A.7]) estdn intentando cancelarse. Si las X fueran
numeros, se cancelarian, porque el producto de las exponenciales es la exponencial de la
suma de los exponentes. No pueden cancelarse solo porque las X son operadores lineales y
no conmutan entre si. Por lo tanto, los términos extra mas alla de 1o, X, + i, X, en (A.7)

son proporcionales al conmutador. Efectivamente, el cédlculo explicito en (A.7)) da

1
10, X, =K — —K*+ ...
2 . (A.8)
= Z-Ofa)(a + Z.ﬁa)(a - E[aaXaa 6bXb]

Obtuvimos (A.8) usando solo la propiedad de grupo y la suavidad, lo que nos permitié
usar la expansion en series de Taylor. A partir de (A.8)) podemos calcular ,, nuevamente en

una expansion en « y S. Concluimos que

[0 X, BpXp) = —2i(0c — e — Be) Xe + ... = 17X, (A9)

donde la ¢ se pone para hacer que  seareal y . .. representan términos que tienen mas de

dos factores de v o 5. Dado que (A.9) debe ser verdadera para todo o y 3, debemos tener

Ve = aa@bfabc (AIO)
para algunas constantes f. esto
[Xa, Xo] = i fapeXe (A.11)
donde
fabc = _fbac (A12)
porque [A, B] = —[B, A]. Tenga en cuenta que ahora podemos escribir
1
g =4+ Ba— =Ya+--- (A.13)

2
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de modo que si v y los términos superiores desaparecen, restaurariamos la igualdad en
(A.3).

(A.TT)) establece que los generadores forman un algebra bajo conmutaciéon. Acabamos
de demostrar que esto sigue a las propiedades de grupo para los grupos de Lie, porque los
elementos del grupo de Lie dependen sin problemas de los pardmetros. El conmutador en el
algebra juega un papel similar a la ley de multiplicacion para el grupo.

Si seguimos expandiendo (A.5) més alld del segundo orden, no necesitariamos condi-
ciones adicionales para asegurarnos de que se mantiene la ley de multiplicaciéon de grupos.
La relacién del conmutador (A.11)) es suficiente. De hecho, si conoce las constantes, fqp.,
puede reconstruir § con la precision que desee para cualquier « y 3 en algin vecindario
finito del origen. Por lo tanto, los f,;. son sumamente importantes: resumen practicamente
toda la ley de multiplicacion de grupos. Las f,,. se denominan constantes de estructura del
grupo. Se pueden calcular en cualquier representacion no trivial, es decir, a menos que X,
desaparezca.

La relacién del conmutador se denomina algebra de Lie del grupo. El dlgebra de
Lie estd completamente determinada por las constantes de estructura. Cada representacion
de grupo da una representacion del dlgebra de una manera obvia, y las constantes de estruc-
tura son las mismas para todas las representaciones porque estan fijadas solo por la ley de
multiplicacion de grupos y la suavidad. La equivalencia, la reducibilidad y la irreducibilidad
se pueden transferir del grupo al dlgebra sin cambios.

Tenga en cuenta que si hay alguna representacion unitaria del dlgebra, entonces 10os fp.
son reales, porque si tomamos el adjunto de la relacion del conmutador para las X hermiticas,

obtenemos

[Xava]T = _@'f:chc
[Xb; Xa] - ifbacXc - _ifachc

(A.14)

Dado que estamos interesados en grupos que tienen representaciones unitarias, simple-

mente asumiremos que las f,;. son reales.
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A.2 Representacion adjunta

Los generadores de matrices también satisfacen la siguiente identidad:

(X, [Xb, X¢]] + permutaciones ciclicas = 0. (A.15)

Las constantes de estructura en si mismas generan una representacion del dlgebra llamada
representacion adjunta. Si usamos el dlgebra (A.TT)), podemos calcular la llamada identidad
de Jacobi (A.15)), que se puede comprobar simplemente expandiendo los conmutadores.

La identidad de Jacobi se puede escribir de una manera diferente que a veces es mds facil

de usar y también es instructiva:

(X [Xp, Xc|] = [[Xa, Xb)], Xe| + [ Xb, [Xa, Xc]]- (A.16)

Esta es una generalizacion de la regla del producto para la conmutacion:

[(Xas XpXo] = [Xa Xo Xo + X[ X, X). (A.17)

La identidad de Jacobi es bastante trivial para el dlgebra de Lie con solo representaciones
dimensionales finitas que estudiaremos. Pero no vale la pena que en el tratamiento mas
general de Lie, tenga sentido en situaciones en las que el producto de los generadores ni
siquiera estd bien definido.

Las constantes de estructura en si mismas generan una representacion del dlgebra llamada

representacion adjunta. Si usamos el dlgebra (A.11]), podemos calcular

[Xm [Xln Xc“ = Z-fbcd[)(au Xd]
= _fbcdfadeXe

entonces (debido a que los X, son independientes), (A.15]) implica

(A.18)

fbcdfade + fabdfcde + fcadfbde =0. (A19)
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Definiendo un conjunto de matrices 7},

[Tuloe = —ifave (A.20)

entonces, se puede reescribir (A.19) como

(To, Ty) = i fapeTe- (A21)

Asi, las propias constantes de estructura proporcionan una representacion del dlgebra.
Esto se llama representacion adjunta. La dimension de una representacion es la dimension
del espacio lineal sobre el que actda (al igual que para un grupo finito). La dimensién de la
representacion adjunta es solo el numero de generadores independientes, que es el numero de
parametros reales necesarios para describir un elemento de grupo. Tenga en cuenta que, dado
que las constantes de estructura f,. son reales, los generadores de representacion adjunta son
puramente imaginarios.

Nos gustaria tener un producto escalar conveniente sobre el espacio lineal de los gene-
radores en la representacion adjunta (A.20), para convertirlo en un espacio vectorial. Uno

bueno es la traza en la representacion adjunta.

Tr(T,Ty) (A.22)

Esta es una matriz simétrica real. A continuacion, mostraremos que podemos ponerlo en
una forma candénica muy simple. Podemos cambiar su forma haciendo una transformacién
lineal en el X, que a su vez, induce una transformacion lineal en las constantes de estructura,

suponiendo

Xo — X! = L X, (A.23)
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Entonces
[X(/u X{J - iLadLbefdecXc
= i LoaLe faeg Lyt X (A.24)
= iLqaLe facgLye X,
asi
fave = fape = Laalne facgLye - (A.25)

Si luego definimos un nuevo 7}, con el transformado f

[Ta}bc — [Tc:]bc = LadLbe [Td]eng_cl (A26)

[T.) — [T2) = LaaL[Tu)eg L (A.27)

a
En otras palabras, una transformacioén lineal en X, induce una transformacion lineal en
T, que implica tanto una transformacion de similitud como la misma transformacion lineal
en el indice a que etiqueta el generador. Pero en la traza la transformacién de similitud no

importa, entonces

TH(T,Ty) — Tr(T'T}) = LaeLogTr(T,Ty). (A.28)

Por lo tanto, podemos diagonalizar la traza eligiendo una L apropiada (aqui solo nece-
sitamos una matriz ortogonal). Supongamos que hemos hecho esto (y hemos eliminado las

cantidades primadas), de modo que

Tr(T,T,) = k%0ap sin suma. (A.29)

Todavia tenemos la libertad de cambiar la escala de los generadores (haciendo una trans-
formacion L diagonal), por ejemplo, podriamos elegir todos los k£* distintos de cero, porque

L aparece al cuadrado en la transformacion (A.28)).
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Por ahora, asumiremos que los k, son positivos. Esto define el clase de dlgebras que
estudiamos. Se llaman algebras de Lie compactas. Volveremos brevemente a continuacion a

las dlgebras en las que algunas son cero. Y tomaremos
Tr(T,T,) = Aoap (A.30)
para una conveniente A\ positiva. En esta base, la constante de estructura es completa-
mente antisimétrica, porque podemos escribir

fave = —iN'Te([T,, T)T.) (A.31)

que es completamente antisimétrico debido a la propiedad ciclica de la traza.

Te([T,, Ty|T.) = Te(T,T,T. — T,T,T.)
=T (T, 1.7, — T.T,T,) (A.32)
= Tr([Ty, T.]T,).

Lo que implica

Jabe = Joca- (A.33)

Tomados en conjunto, (A.12) y (A.33)) implican la antisimetria completa de f,.

fabc = fbca = fcab = _fbac = _facb = _fcba- (A34)

En esta base, la representacion adjunta es unitaria, porque los 7;, son imaginarios y anti-

simétricos, y por tanto hermiticos.

A.3 Rotaciones de los ejes de coordenadas y el grupo SO(3)

Considere una rotacion de los ejes de coordenadas sobre el origen. Si las coordenadas en un

. 12 43
marco de referencia K de un punto P son (z!, 2%, x3), y en un marco K’ son (z'", 2%, 2'°),
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girado con relacién a K, los 2’* estdn relacionados con los 2 por una transformacion lineal

real de la forma

o = Ria’. (A.35)

R = (R;) es la matriz de rotacién. Por ejemplo, una rotacién de los ejes a través de un

angulo 6 alrededor del eje-3 en un sentido derecho viene dada por

1 .
z" =x'cosf + z?sind,

2 .
¥ = —zlsinf + 2% cos b,

y corresponde a la matriz

cosf sinf 0
R3(0) = | —sinf cosf 0] . (A.36)
0 0 1

Podemos considerar los 2’ y ' como matrices (columna) X' y x de dimensién 3 x 1,y

escribir la transformacion (A.35)) como

x = Rx.

La transpuesta x’ de x es una matriz (fila) 1 x 3, y el producto escalar de dos vectores x

eyes

Q?ly/ — XTy _ yTx.

En particular, la longitud OP viene dada por vx'x. Dado que una rotacion de ejes

conserva los productos escalares,

Xy = x"R"Ry = x"y .
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Esto es valido para todas las parejas x, y. Por lo tanto

R'R=1 (A.37)

donde 1 es la matriz identidad: por lo tanto, la inversa de R es la transpuesta R” de R y

se dice que R es una matriz ortogonal.

Ya que detR”detR =det(R”R) = det1 =1 y detR” = detR,
(A.38)
(detR)* =1, detR==1.

Las matrices correspondientes a rotaciones puras o “apropiadas” tienen det R = +1.
Podemos ver esto al notar que la rotacién identidad es una rotacion apropiada, y det 1 = 1.
Cualquier rotacién apropiada puede construirse como una secuencia de rotaciones infinite-
simales comenzando desde 1 y por lo tanto por, la continuidad también tiene determinante

+1.

El producto de dos matrices ortogonales es una matriz ortogonal, ya que

(RiRy)" =RIRT =R;'R{*' = (R|Ry)™*

ysidet Ry =1ydetRy, =1,

det(Rle) = det Rldet RQ =1.

Por lo tanto, las matrices ortogonales 3 x 3 reales con det R = 1 forman un grupo bajo
la multiplicacién de matrices. Este grupo se llama grupo ortogonal especial y se denota por
SO(3).

Las matrices ortogonales con det R = —1 también conservan productos escalares. Es
facil ver que la inversién de los ejes de coordenadas en el origen, z’* = —z, corresponde a
una matriz ortogonal con determinante —1; una rotacion general “inapropiada” corresponde
a la inversion en el origen junto con una rotacién apropiada. Las matrices de rotacion in-
apropiadas no forman un grupo, ya que el producto de dos rotaciones inapropiadas es una

rotacion apropiada.
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Se puede construir una rotacién apropiada general como una secuencia de rotaciones

sobre tres ejes diferentes. Por ejemplo, considere

R(¢,0,0) = Ra(v)Ry (0)R3(0) (A.39)

en una notacion obvia. La direccion de 3" esta definida por 6 y ¢, y luego ¢ define la
orientacion final de 172" en el plano perpendicular a 3”. Por lo tanto, cada elemento de SO(3)
se especifica con solo tres parametros. (v, 6, ¢ se conocen como los dngulos de Euler).

También podemos interpretar la transformacion en un sentido activo. Considere
un sistema descrito por una funcién de onda ®(z) en el marco de referencia K. El sistema
se describe por @ (2') = ®(R™'x’) en el marco de referencia K’. Esta es la interpretacion
pasiva. Alternativamente, podriamos estar sobre las coordenadas primadas y darle a esta
ecuacion una interpretacion activa, suponiendo que los ejes se hayan mantenido fijos y el

sistema haya recibido la rotacién inversa R™. La funcién de onda del sistema girado es
P'(z) = (R 'x).

A4 Elgrupo SU(2)

Una matriz U de dimensién n x n es unitaria si UU' = U'U = 1. El producto de dos
matrices unitarias es unitario. Por lo tanto, las matrices unitarias n X n forman un grupo bajo
multiplicacién matricial, denotado por U(n).

Ya que

det(UU") = det(U)det(U*) = detl = 1,

podemos escribir det U = e, donde « es real.

El grupo unitario especial SU(2) es el grupo de todas las matrices unitarias 2 x 2 con de-
terminante igual a 1. Estas forman un grupo, ya que si det U; y det U, entonces det(U;Usy) =
det U; det Uy = 1. SU(2) es un subgrupo de U(2). Cada elemento de U(2) es el producto

de un factor de fase e'*, que es un elemento de U(1) y un elemento de SU(2).



Apéndice A: Los grupos del Modelo Estdndar 94

El grupo SU(2) estd relacionado de manera notable con el grupo de rotacion SO(3)
descrito en la Seccion A.3. Es fundamental para el sector electrodébil del Modelo Estindar.

Cualquier elemento de U(2) se puede poner en la forma

U:eiH

donde H es una matriz hermitica. Una matriz hermitica general 2 X 2 se puede tomar

A+ ol —ia?
H = ‘
ot +ia? o —ad

donde o* (. = 0, 1,2, 3) son cuatro pardmetros reales. Esta eleccién nos permite escribir

como

H = a'1 + o*o”, (A.40)

donde el indice k vade 1 a3,y

(o (0 s (v oY
10/ i 0/ 0 —1

Las o* son las mismas que las matrices de espin de Pauli, y por lo tanto satisfacen

1\2 2)2 3\2 j ok k_j -

o) =(c*)=(")"=1; olo"+0"0? =0, j#k;
()‘()() (AdD)
s O’J] = 25@'ij .
Como la unidad de matriz 1 conmuta con todas las matrices, un elemento general de U (2)

puede escribirse como

U= ei(aol—i-akok’) _ eiaoeiakcrk

El factor de fase ¢’®’ pertenece al grupo U(1). Por lo tanto, los elementos de SU(2)

tienen la forma

U, =7 . (A.42)
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k

Un elemento puede ser especificado por los tres pardametros o*; Las matrices o* son los

generadores correspondientes del grupo. Cada uno tiene traza cero.

k

El élgebra de las matrices " nos permite escribir estos elementos en forma cerrada.

Consideremos formalmente las o para formar un vector & = «é, donde é& es el vector

unitario correspondiente, y el “producto escalar” es a*o* como aéx - 0. Es ficil ver eso

(a-0) =& olaFo" = dJai1 =1,

ya que 0c* + d*a7 = 0y (¢')? = 1, etc. Entonces la expansion de la serie de potencia

de (A.42) da

(ic)*
1+...
2! (A.43)
=cosal +isina(a- o).

Us=1+ia(a o)+

Para establecer la conexidn entre los grupos SU(2) y SO(3), asociamos con cada punto

X la matriz hermitica

( a3 b — 2'3:2>
X(X) = ) (A.44)

b + a2 -

Esta matriz tiene Tr X = 0 y det X = —a* 2,

Considere ahora un elemento U de SU(2) y la matriz

X' = UXU'. (A.45)

Ahora estamos quitando el subindice s en U de (A.43). X' también es Hermitico, y Tr
X' = Tr (UXU') = Tr (U'UX) = Tr X = 0. Por lo tanto, X' tiene la forma

3 1 .2
X ' [
o 1 . 2 3
Yl —a'

donde los 2" estén relacionados con el z* por una transformacién lineal real.
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También det X' = det Udet Xdet UT = det (UU)det X = det X, de modo que 2/"2"* =
2*2*. Como la longitud de x se conserva y la transformacién puede generarse continuamente
a partir de la matriz identidad, la transformacién debe corresponder a una rotacion adecuada
de los ejes de coordenadas y, por lo tanto, a una matriz de rotacién R(U).

Como ejemplo, la matriz SU(2)

i(0/2)03 . 5 e'0/2) 0
U=e = cos(0/2)1 +isin(0/2)0° = ' , (A.46)
0 6—1(0/2)

donde hemos usado (A.43)), corresponde a la matriz de rotacién R3(6#) de la ecuacién
(A.36)). Esto se puede verificar por multiplicacion directa de la matriz.

Las matrices U y —U dan la misma transformacién (A.45)), y por lo tanto corresponden
a la misma matriz de rotacién: a cada elemento de SO(3) corresponden dos elementos de
SU(2), que difieren en un factor de —1. En el ejemplo anterior, las rotaciones de 6 y
0 + 27 alrededor del eje-3 corresponden a la misma matriz de rotacién, pero dan las matrices

Uy —U, respectivamente en SU (2).

A.5 Elgrupo SL(2,C)y el grupo de Lorentz apropiado

El conjunto de todas las matrices 2 X 2 con elementos complejos y con un determinante igual
a 1 evidentemente forma un grupo bajo la multiplicacion matricial. Este grupo se denota por
SL(2,C). Esta relacionado con el grupo de transformaciones de Lorentz adecuadas de la
misma manera que el grupo SU (2) esta relacionado con el grupo de rotaciones SO(3).

0

Ahora asociamos con cada punto = = (z”,X) en el espacio-tiempo la matriz hermitica

general

0 3 1_ ;02
X(x) = (:1: +z° x Z:B) (A47)

que tiene
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Considere un elemento M de SL(2,C) y la matriz X' dada por

MXM=X o X =M")XM"'. (A48)

Entonces X’ también es hermitica y por eso podemos escribir

0 3 1 .2
X A S VA A
- 1, .2 ’
i 20— 2B
donde las 2" estdn relacionadas con las 2* (u =0, 1, 2, 3) por una transformacién lineal

real. también

det MTX'M = det MTdet X'det M = det X’ = det X

asi que

(x/0>2 _ xlkl’/k _ ($0)2 — gk k.

Por lo tanto, la matriz M corresponde a una matriz de transformacion de Lorentz L(M).
Las matrices L(M) forman un grupo que incluye la transformacién de identidad L(1) = 1y,
por lo tanto, por continuidad corresponden a las transformaciones de Lorentz adecuadas.

Una transformacion general adecuada de Lorentz entre los marcos de referencia Ky K’
se especifica mediante seis pardmetros: tres parametros para dar la velocidad v de K’ en
relacién con K y tres parametros para dar la orientacion de K’ en relacion con K. Se define
una matriz compleja general 2 x 2 por ocho pardmetros reales. La condiciéon det M = 1
reduce este ndmero a seis. Por lo tanto, se puede encontrar una matriz M correspondiente
a cada transformacion de Lorentz adecuada. Las matrices M y —M dan la misma trans-
formacion : dos elementos de SL(2,C) corresponden a cada elemento del grupo de
Lorentz apropiado.

La matriz

e?2 0
P = e(?/27° — cosh(6/2)1 + sinh(0/2)c” = < . 9/2> (A.49)
€
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corresponde al boost de Lorentz, como se puede verificar por multiplicacion directa de la
matriz.

De manera mds general, un boost de Lorentz de un marco de referencia K a un un marco
de referencia K’ que se mueve con velocidad v =tanh# en la direccion del vector unitario v

viene dado por

P = e®/?%7 — cosh(0/2)1 + sinhv - &

donde o = (c!, 02, 0%).

Puesto que las matrices o* son hermiticas, también lo es cualquier matriz P correspondi-

ente a un boost de Lorentz.

A.6 Transformaciones de las matrices de Pauli

Al discutir las transformaciones de Lorentz, es conveniente escribir 1 = ¢° e introducir la

notacion

ot = (a° " 0% 0%, "= (0 —c', —0? —0?). (A.50)

Entonces de (A.47))

X(z) = 2%+ 2fo" = 26", X'(d) =2l 5".

La relacidon

M X'M = X

resulta

o, M'6*M = 2,6 = LL5"x),.
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Como las xL son arbitrarias, podemos deducir

MMM = L“5". (A.51)

Ademas

1
L = 5Tr(ar”JwT&“M).

Del mismo modo, al considerar la matriz

X,(z) = 2°%0° + 2¥0* = 2,0",

que también tiene det X; = (20)? — z¥2*, podemos mostrar que existe una matriz N que

pertenece a SL(2,C') de modo que

NigHN = LV5". (A.52)

Las matrices M y N estdn evidentemente relacionadas. Se puede verificar directamente
que cuando M = P, donde P viene dado por (A.49) y corresponde a un boost de Lorentz,
podemos tomar N = P!, y esto sera cierto para un boost de Lorentz en cualquier direccion.
Para una rotacion pura de ejes, tomamos M = N = U, donde U es una matriz unitaria. Se
puede construir una M general como producto de una rotacion seguida de un boost: M = PU.
El N correspondiente esta dado por N = P~U.

Ahora U satisface UU', y notamos que P es Hermitico, P = P'. Por lo tanto

NM' = (P~'U)(U'P) =1, (A.53)

para que N sea el inverso de M.
Los resultados (A.51) y (A.52), junto con (A.53)), son dtiles para construir escalares,

vectores y tensores de orden superior de Lorentz.
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A.7 Espinores

Nosotros definimos un espinor izquierdo

como una entidad compleja de dos componentes que se transforma bajo una transfor-

macién de Lorentz con la matriz L(M) por la regla

I =Ml (A.54)

es decir, I/, = M_l,, donde a y b toman los valores 1, 2.

Definimos de manera similar un espinor derecho

r— <”) (A.55)
()

como una entidad de dos componentes que se transforma por

r = Nr.

Los electrones, y todos los otros fermiones en el Modelo Estandar, se describen por cam-
pos de espin. La nomenclatura de “izquierdo” y “derecho” se explica en la Seccion 3.1.

Los espinores tienen la notable propiedad de que se pueden combinar en pares para for-
mar escalares de Lorentz, cuadrivectores de Lorentz y tensores de Lorentz de orden superior.

Por ejemplo, 1'r = lir, es un escalar de Lorentz (complejo), ya que

'y = (MI){Nr, (A.56)

donde hemos usado (A.53)).

Las cantidades

I'61=1'(c°, ¢, =02, =),

rior =r'(0° o', 0%, o°)r,
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se transforman como cuadrivectores contravariantes (reales), ya que

I = 1"'Mfa M1 = LE(116"1), (A.57)

utilizando (A.51)), y

v ot = r'Nfo"Nr = L4 (rfo"r), (A.58)

utilizando (A.52)).

A.8 Elgrupo SU(3)

El grupo unitario especial SU (3) es el grupo de todas las matrices 3 x 3 unitarias con deter-
minante igual a 1. Nuestra discusion serd paralela a nuestra discusion del grupo SU(2) en la

Seccién A.3. Un elemento de SU(3) se puede expresar como

U=¢e"

donde H es una matriz 3 x 3 hermitica. Una matriz 3 x 3 general hermitica se especifica
mediante 3 X 2 = 9 parametros reales. La condicién det U = 1, o equivalentemente Tr H =
0, reduce este niimero a 8. En lugar de las matrices o* utilizadas en la seccién A.3, tenemos

las ocho matrices hermiticas sin trazas introducidas por Gell-Mann :

010 0 —i 0 1 0 0
AM=|1 00|, X=1]i 0 0, X=]0 -1 0],
00 0 0 0 0 0 0 0
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0 01 0 0 — 0 0O
AM=10 0 0], X=]00 0], X=1]00 1],
1 00 1 0 0 010
(A.59)
00 O 1 0 0
1
M=10 0 , As=—70=]101 0
7 ) 8 /3
0 7 0 0 0 =2
Una matriz hermitica general sin traza es de la forma
H:Odl/\1+0(2/\2+...—|—048)\8
as + ag/V3 a1 — iy oy — ias (A.60)
- oq + ’i()ég —o3 + Oég/\/g Qg — i()é7
o1+ iOé5 g + iCY7 _2048/\/§
Las matrices ), satisfacen las relaciones de conmutacion
8
s M) = 20> fabehe (A.61)
c=1

donde f.;. son las constantes de estructura (ver ecuaciones (A.41))). Los f.,. son impares

en el intercambio de cualquier par de indices, y los f,,. que no desaparecen estan dados

por las permutaciones de fio3 = 1, fiasr = foas = fos1 = faas = fs16 = fesr = 1/2,
fiss = fors = V/3/2.

Las matrices también tienen la propiedad

Tr(Aahs) = 204p, (A.62)

donde d,; es el Kronecker .

Estos resultados pueden ser verificados por cédlculo directo.



Apéndice B

Ecuacion de Dirac

En este apéndice se alistaran los principales resultados relacionados con la ecuacion de Dirac.

B.1 La ecuacion de Dirac

La ecuacién de Dirac se puede escribir

OY(z) .
) (o (<49) + o)

donde o = (v, e, v3) y [ es una matriz hermitica 4 x 4 que satisface

{aiuaj}:25ij7 {04276}:07 62: 17 7’7.]:]-7273

con

70257 P)/Z:Bal

la ecuacion de Dirac se convierte

iy“a;)T(f) —map(z) =0

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

con las matrices v, (1 = 0,1, 2, 3), de dimension 4 x 4, satisfaciendo las relaciones de

anticommutacion

{v", 7"} = 29"
y las condiciones de hermiticidad
7t =090,

103

(B.5)

(B.6)
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Excepto por la Seccion B.8 al final del apéndice, las siguientes propiedades son con-
secuencias de las ecuaciones (B.4) a solamente y no dependen de elegir una repre-
sentacion particular para las matrices ~.

Una quinta matriz anticommutadora se define por

v° = iy"y12R, (B.7)

y 7° tiene las propiedades

A7 =0, (F)P=1, =" (B.8)
Tenga en cuenta que los indices griegos siempre representaran los valores 0, 1, 2, 3 unicamente,

y no para 5.

Las matrices de espin 4 x 4

7
ot = 5[7“77”] (B.9)
satisfacen
o = A0gHv~0 (B.10)

y,cono = (02,03 01%)yi,j,k = 1,2, 3 en orden ciclico, podemos escribir

o = —~054k, (B.11)
Hasta ahora, las matrices v, y las matrices derivadas de ellas, se han definido con indices

superiores: y*, """, etc. Ahora definimos las matrices correspondientes con indices infe-

riores por la relacién

Yo = G’ (B.12)

Sin embargo, estas matrices no se transforman como tensores. A continuacidén veremos
que son las formas bilineales de los espinores que contienen estas matrices las que tienen las

propiedades de transformacion de los tensores.
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También definimos la matriz 5 a través de

;
T

donde el simbolo ,4,,, es completamente antisimétrico siendo igual a +1 para («, 53, i, /)

Vs = e VY =7, (B.13)
una permutacién par de (0, 1,2, 3), igual a —1 para una permutacién impar, y desaparece si

dos o mas indices son iguales.

B.2 Identidades

La manipulacion de expresiones que involucran matrices v a menudo se ve facilitada en gran
medida por el uso de las siguientes identidades algebraicas, que se derivan facilmente de las

relaciones de anticommutacién (B.5):

«

W =4 Wt = -2y
%L,Yafyﬁfyu — 448, fyufyavﬁfy)\fyu = —2y B (B.14a)
WYV = 200 + M P)
Si A, B, ... denotan cuadrivectores y ‘A slash’ se define por A = +*A,,, etc., obtenemos

la siguiente contraccion identificada a partir de las ecuaciones (B.14a):

At = =24
Y ABy" = AAB,  ~, ABCA" = 20 BA (B.14b)
VWABC DA = 2ABABE + ZBAD)

El simbolo £ antisimétrico, introducido en la ecuacién (B.13)), satisface las siguientes

identidades de contraccion:

M e apr = —2g597 — 9497)
56“6‘“’5&5“7 = —06g~ (B.14c¢)

e e o = —24
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B.3 Trazas

A continuacidn, enumeramos algunas reglas y relaciones que son extremadamente Utiles para

evaluar la traza de un producto de matrices . Algunos comentarios sobre la derivacion de

estos resultados se dan al final de la lista.

(i) Para dos matrices Uy V de dimensién n X n tenemos que

Tr(UV) = Tr(VU).

(i) Si (y*y”...~4#4") contienen un nimero impar de matrices -y, entonces

(ii1) Para un producto de un nimero par de matrices 7:

Tr(y*y?) = 49,  Tro*® =0
Tr(y*y77*°) = 4(g°7g — g**9™ + g*°9™)
y de las ecuaciones (B.17):

Tt(AB) = A(AB)

Tre(ABZP) = 4{(AB)(CD) — (AC)(BD) + (AD)(BC)},

y generalmente, si Ay, As, ..., Ay, son cuadrivectores, entonces

Tr(ATAS .. Agr) ={(A1Ao) Tr( A7 .. Ag) — (A1 A) Tr(A5AT .. Agr)

b (A Ao Tr(A54G . As) )

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18a)

(B.18b)

(B.18¢)
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(iv)

v)

En muchos casos especificos, uno puede evaluar las trazas de manera mas simple que
mediante el uso directo repetido de la ecuacion (B.18c). Las relaciones de contraccion,

ecuaciones (B.14), son particularmente utiles a este respecto, como es

AB = AB —i0c*P A,Bs = 2AB — BA, (B.19a)

y los casos particulares de esta ecuacion:

AA =A% AB=-BA siAB=0. (B.19b)
Para cualquier producto de matrices vy
Tr(v*y? ... 4"yY) = Te(7"y* ... 4Py%) (B.20a)
de dénde

Los resultados anteriores se pueden extender a productos que involucran la matriz +°,

siendo las relaciones mas importantes

Try® = Tr(y"y?) = Tr(v7y*77) = Tr(y7y*777*) = 0} o

Tr(y°yy ") = —die®o

Otros resultados que implican ° se obtienen facilmente de las ecuaciones. (B.15) a
(B.21), usando las ecuaciones. (B.7) y (B.8) que definen 7° y establecen sus propiedades

principales.
Los siguientes comentarios son suficientes para deducir las ecuaciones (B.16) a (B.21).

Obtenemos la ecuacion (B.16) usando (7°)? = 1y la ecuacién (B.15), de donde

(6 v

Tr(y*...7") = Tr[(7°)*7* ... 2"] = Tiy ")
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En la dltima traza, usamos {v*,7%} = 0 para conmutar la matriz 7° de la izquierda
al lado derecho, con el resultado —Tr(~“...~") para un nimero impar de factores en

(v*...~"). De ahi sigue la ecuacion (B.16).

Las ecuaciones (B.17) se deducen del uso repetido de las relaciones de anticommutacién

de las matrices y de la propiedad ciclica (B.15]) de las trazas.

Para derivar la ecuacién , presentamos las matrices transpuestas 77 . Se sigue
de las ecuaciones y que las matrices (—y*T) también satisfacen las rela-
ciones de anticommutacion y las condiciones de hermiticidad (B.6). Por lo tanto,
segun el teorema fundamental de Pauli existe una matriz unitaria C tal que

CyoC ! = —oT, (B.22)
La ecuacion luego se sigue de
a v a _ T _ v _
Tr(y*97 .. .7") = Tr[(=Cy*TCH)(=Cy” C) ... (=Cy"TCT)]
(0% T v v (64
=Tr(y*"" . A"T) = Te[(v7 . A7)

Por dltimo, las ecuaciones (B.21) se sigue de 7% = i7%y!y?3y3, {4#,+°} = 0, la
propiedad ciclica (B.15) de las trazas y las ecuaciones (B.16) y (B.17)), es decir

Try” = Tr[(v°9°)7°] = Try” = Tr[(—1"7")y"] = =Try” = 0.

B.4 Solucion de onda plana

La ecuacion de Dirac (B.4) posee soluciones de onda plana

Y(x) = const. (:j:((:;; ) etPe (B.23)
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donde p = (E,/p) y Ep, = +(m? + p?)'/2. En la teorfa de una sola particula, u,(p)
corresponde a una particula de momento p y energia positiva £, v,.(p) a momento —p y
energia negativa —E,. El indice r = 1,2 etiqueta dos soluciones independientes para cada
cuadrimomento p, que elegiremos para ser ortogonales.

Los cuatro espinores constantes u,(p) y v.(p), y sus adjuntas

a,(p) = u,(p)7°,  v.(p) = v.(p)"’, (B.24)

satisfacen las ecuaciones

i (p)(p—m) =0, v,(p)(p—m)=0. (B.26)

Con la normalizacién de estos espinores definidos por

u, (p) ', (p) = v.(p)tv.(p) = =2, (B.27)

uno deduce las siguientes relaciones de ortonormalidad de las ecuaciones (B.25)) y (B.26):

E
T - T —
ur(p)'us(P) = vr(p)'vs(P) = —"0rs (B.28)
ur(p)'vs(—p) =0
y
i () s () = 2 (p) v (p) = 25,
m (B.29)
. (p)Tvs(p) = 0-(p)us(p) = 0
Los espinores u,(p) y v.(p), r = 1, 2, satisfacen la relacién de completez
2
Z[um(p)mg(p) = Ura(P)Ur(P)] = dap. (B.30)

r=1

Esta relacion puede establecerse mostrando que se cumple para los cuatro estados bédsicos

us(p) y vs(p), s = 1, 2.
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B.5 Operadores de proyeccion de energia
Los operadores de proyeccion de energia estidn definidos por

_Ep+m
 9m

A*(p) (B.31)

Tienen las propiedades, que se derivan de las ecuaciones (B.25) y (B.26)), de proyectar
las soluciones de energia positiva / negativa a partir de una combinacion lineal de los cuatro

estados de onda plana u,.(p) y v,(p) es decir

A*(p)ur(p) = u(p),  A~(R)v,(P) = v, <p>} B:32)
u,.(p)A*(p) = u,(p), v.(p)A™(p) = v.(p)
y
Ao (p) = A7u,(p) =0, o(p)AT =@ (p)A” =0. (B.33)

De las ecuaciones (B.31) se verifica directamente la caracteristica de propiedad de los

operadores de proyeccion

[A*(p)]> = A*(p) (B.34a)

(ya que pp = p* = m?), asi como

A*(p)AT(p) =0, A*(p)+A (p)=1. (B.34b)

Usando la relacion de completitud (B.30), se muestra facilmente que los operadores de

proyecciéon A% (p) se pueden escribir

A;tﬁ’(p) = Z ura(p)arﬁ(p)’ A;,B(p) = - Z Ura(p)@rﬁ(p>' (B35)

r=1 r=1
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B.6 Operador de helicidad y proyeccion del espin

Las soluciones de onda plana u,(p) y v,(p) de la ecuacion de Dirac como estados propios de

la matriz de espin de 4 x 4

o= 2P (B.36)
p|
satisfacen las ecuaciones
opur(p) = (=1)" M, (p),  opue(p) = (=1)"wi(p), =12
En consecuencia, ahora definimos los operadores
" 1
II*(p) = 5(1 + op) (B.37)
que se ve facilmente que tienen las propiedades
[F(p)] = 1I%(p), [H(p)IT(p)=0, HU'(p)+I (p)=1, (B3
y
[A(p), TT*(p)] = [A~(p). IT*(p)] = 0. (B.39)
Los espinores u,(p) y v,(p) satisfacen las ecuaciones
I+ T =0 rty ) I+ T =0 rUp
(P)ur(p) = Sur(p),  TT*(p)u,(p) = by (p)} 1o (BAO)
I~ (p)u,(p) = dorur(p), II7(p)vr(p) = 1,v-(P)

Vemos de las ecuaciones que los operadores I1%(p) son operadores de proyeccion
de estados mutuamente ortogonales. Se deduce que u;(p)[uz(p)] representa un electrén de
energia positiva con espin paralelo [antiparalelo] a su direccién de movimiento p, es decir, es
un estado de helicidad positivo (negativo). Por lo tanto, los operadores I1*(p) se denominan

operadores de proyeccion de helicidad.
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La interpretacion correspondiente para los espinores v,.(p) también es posible en la teoria
de una sola particula, ya sea en términos de estados de energia negativa de electrones o en
términos de teoria de agujeros. Considere, por ejemplo, el espinor v;(p). En el lenguaje
de los estados de energia negativa, v;(p) representa un electron de energia negativa con
momento —p y, espin paralelo a —p, de modo que v;(p) es un estado de helicidad positiva
del electron de energia negativa. Traducido al lenguaje de la teoria de agujeros, la ausencia
de este electron de energia negativa representa un positron con momento + p y espin paralelo
a + p, es decir, contintia siendo un estado positivo de helicidad del positron.

Para una particula de Dirac de masa cero, podemos expresar los operadores de proyeccion

de helicidad en términos de la matriz °. Para m = 0, tenemos py = |p| y las ecuaciones

(B.23)) convierten

YIplw,(p) = —v prw,(p) = v*p*w, (p), (B.41)

donde w, (p) representa u,(p) o v,(p). Premultiplicando la tltima ecuacién por y°7" y
usando la ecuacion (B.11)), obtenemos

/yswr(p) = OpWy (p) (B.42)

es decir, los operadores de proyeccion de helicidad (B.37) se convierten, para m = 0,

1
I (p) = 5(1£7°). (B.43)

Para particulas de masa m no nula, este resultado se mantiene en O(m/py) en el limite
de alta energia.

Hasta ahora solo hemos considerado operadores de proyeccion de helicidad. Para una
particula de Dirac, el componente de rotacion en una direccidn arbitraria es un buen nimero
cudntico en el marco en reposo de la particula solamente. Veremos que en el marco en reposo
se pueden definir operadores de proyeccion de espin para un eje arbitrario de cuantizacion
de manera covariante, y al llevar a cabo una transformaciéon de Lorentz en un marco de

coordenadas arbitrario, se pueden definir operadores de proyeccion de espin en este marco.
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Con el eje de cuantizacién en el marco de referencia en reposo de la particula especificada
por el vector unitario n, definimos el vector unitario n* para ser dado en este marco de

referencia en reposo por

n* = (0,n). (B.44)
De la invariancia de los productos escalares, se deduce que en cualquier otro marco

también

n*=—-1, np=0, (B.45)

donde p es el cuadri momento de la particula en este marco. Los operadores de proyeccion

de espin necesarios estdn dados por

II*(n) = %(1 +~°n). (B.46)

Uno verifica facilmente que estos operadores satisfacen ecuaciones como las ecuaciones
(B.38), caracteristico de los operadores de proyeccion, y que conmutan con los operadores
de proyeccién de energia A= (p) para todos los vectores p que satisfacen la ecuacion (B.43).
En el marco en reposo de la particula, los operadores tienen las propiedades deseadas.

A continuacién se muestra una representacion matricial adecuada para este propdsito, ecua-
ciones (B.63) a (B.66).
B.7 Propiedades relativistas

Las ecuaciones de Dirac para 1)(z) y su adjunta ¢ (z),

., 00(x) L, 0(x) —
w_"N 7 — R S

8y miy(z) =0, iy o +mi(x) =0, (B.47)

son covariantes de Lorentz, siempre que los espinores () y ¢)(z) se transformen ade-

cuadamente. Consideraremos transformaciones homogéneas de Lorentz ortécronas.

ot =2 = N, (B.48)
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es decir Aj > 0y detA” = +1, para que el sentido del tiempo no se invierta, pero la
transformacion puede o no implicar inversion espacial. Se puede demostrar que, correspon-
diente a cada transformacion, se puede construir una matriz 4 x 4 no singular S = S(A) con

las propiedades

7Y = ArSyt ST (B.49)

St =~05140, (B.50)

Si las propiedades de transformacion del espin de Dirac o 1(z) estdn definidas por

() = ¢'(') = S¥(z), (B.51)

entonces la covarianza de las ecuaciones de Dirac (B.47) se establece facilmente.
De las ecuaciones (B.50) y se deduce la propiedad de transformacién correspon-

diente del espinor adjunto (z) como

(x) = '(2') = o(x)S. (B.52)

De las ecuaciones (B.49), (B.5T) y (B.52), se obtienen las cinco covariantes bilineales

basicas de la teoria de Dirac. Bajo una transformacion de Lorentz

) ( )

Y escalar
Dy vector
Ypotvyp p se transforma como ¢ tensor antisimétrico de segundo rango ¢ (B.53)
PryPyHap pseudo-vector
VY% ) | pseudo-escalar
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Finalmente, obtenemos la forma explicita de la transformacion (B.5T)) para una rotacion

de Lorentz infinitesimal, es decir.

T, = 1, = N = (g + €) 1" (B.54)

donde £, = —¢,,

bale) = VL) = Sasta(e) = (B + Sl ) 0l

o en forma matricial

1
P(z) — Y'(2') = Sy(x) = (1 + §5WS“”) P(x) (B.55)
donde S*" es antisimétrica.

Usando la relacion de ortogonalidad para A, podemos reescribir la ecuacién

como

SArSTH = 4VA. (B.56)

Usando la ecuacion podemos escribir el lado izquierdo de la ecuacién (B.56)), a

primer orden en €,,, COMo

1
7+ e, . (B.57)

De (B.54)) el lado derecho de la ecuacién (B.56)) se puede escribir

V(g +e)) =7+ g e,
N . . (B.58)
=7+ 5ew (g = 1"g™).

Al igualar las dos ultimas expresiones, obtenemos

(S, A = At g — 4 g™,
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y uno verifica directamente que esta ecuacion tiene la solucién

1
St = 57“71’. (B.59)

Por lo tanto, de las ecuaciones y (B.59), y la definicién de o*”, uno encuentra

que bajo rotaciones de Lorentz un espinor de Dirac se transforma como

Uw) > V() = 0() — Jeuo™v(o). (B.60)

B.8 Representaciones de las matrices

Hasta ahora hemos desarrollado la teoria de Dirac de manera libre de representacion, con-
fiando solo en las relaciones de anticommutacién (B.5) y las condiciones de hermiticidad
(B.6) de las matrices . Hay muchas formas de escribir v, o = 0, 1, 2, 3, como matrices de
4 x 4, de modo que las ecuaciones y se mantienen. Siv*, p = 0,1,2,3, y 9%,
u = 0,1,2,3, son dos de esos conjuntos de matrices, es decir, cada conjunto satisface las

ecuaciones y (B.6), entonces el teorema fundamental de Pauli establece que

AH = U~N*UT, (B.61)

donde U es una matriz unitaria.

Enunciaremos dos representaciones particulares que son ttiles en la practica.

(1) Representacion de Dirac-Pauli. Esta representacion tiene un limite simple no rela-

tivista. En términos de las matrices espin de Pauli 2 x 2

01 0 —1 1 0
01 = ’ 09 = ) 03 = ) (B62)
1 0 1 0 0 —1
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las matrices de Dirac se pueden escribir en esta representacién como

g (T 0 0 o . 123\
== = ) a: b :77
0 —1 ““\o 0
(B.63)

0
Pyk:ﬁak:( 0k>7 k:17273

—O0k 0 J
de donde
o = . 1,J,k =1,2,3 en orden ciclico, (B.64)
0 (%
_ for O
oY =i =1 , k=123 (B.65)
0 O
y

. (0 1)
V= , (B.66)
10

Un conjunto completo de estados de onda plana ahora se construye facilmente. Con

los espinores no relativistas de dos componentes definidos por

1 0
X1 = Xo = (0), X2 = X1 = (1) (B.67)

se pueden escribir las soluciones de energia positiva y negativa de la ecuacién de Dirac

para una particula en reposo

u(0) = (’é) 0,(0) = (0) r=1,2. (B.68)

Ya que
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resulta que

B m—+p _
’LL7»<p) - \/(ZmEp T 2m2>ur(0)7 r 17 27 (B69)

_ m—p _
v.(p) = B, £ 2m2>v7~(0), r=1,2, (B.70)

son soluciones de la ecuacién de Dirac con vectores de energia-momento +p = (+Ep+
p) respectivamente. Los denominadores en las ecuaciones (B.69) y (B.70) aseguran la
normalizacién (B.27)). De la representacién podemos escribir la ecuacién (B.69)

como
wp)=Al X r=1,2 (B.71)
Bp . O'Xr ) b )
donde
E,+m 1/2 1
A= LJ B = . B.72
( 2m ) ’ E, +m (B.72)

Usando las ecuaciones y finalmente obtenemos de (B.71)

1 0
u(p) = A 0 ,  ux(p)=A ! ) (B.73)
Bp? B(p' —ip®)
B(p' +ip?) —Bp?

Del mismo modo, los espinores de energia negativa (B.70) se pueden escribir como

Bp - oy’
o) =A(TP ) =g, (B.74)
X/
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y
B(p' —ip?) Bp?
vi(p) = A , wm(p)=A ( ) ) (B.75)
0 1
1 0

Vemos que los espinores (B.73) y no son, en general, estados propios de heli-
cidad, sino estados propios de la componente z del espin en el marco en reposo de la

particula.

El comportamiento de estas soluciones para velocidades v no relativistas (es decir,
v & |p|/m < 1) se ve facilmente. Para las soluciones de energia positiva, las dos
componentes superiores son muy grandes en comparacion con las dos componentes
inferiores, mientras que para las soluciones de energia negativa son las dos compo-

nentes inferiores las que dominan.

(i) Representacion de Majorana. La simetria del campo de Dirac cuantificado entre
particulas y antiparticulas se vuelve particularmente obvia si se trabaja en una repre-
sentacion Majorana, que se distingue por la propiedad de que las cuatro matrices ~y son
puramente imaginarias, es decir, usar un subindice M para denotar una representacion

de Majorana requerimos

ok

Y= w=0,...,3. (B.76)

Una representacion particular de Majorana 74, se obtiene de la representacion de
Dirac-Pauli, ecuaciones (B.63) a (B.66), por la transformacion unitaria, véase la ecuacién

(B.61),

AR = UrrUT, (B.77)



Apéndice B: Ecuacion de Dirac 120

con

1
U=U'=U"1= 570(1 + 2. (B.78)

Explicitamente, las matrices en esta representaciéon de Majorana estan dadas por

0 —09 . _iO—l 0
V== ( > ;v =t = —io® = ( ) (B.79)

. oo 0
o = Yy’ =100 = ( )
0 —02

Vemos que en esta representacion las cinco matrices y son puramente imaginarias, ya

que las matrices de Pauli 01 y 03 son reales y o9 es puramente imaginaria.
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Lagrangianos relativistas

C.1 Lagrangiano de Klein-Gordon

Para el caso que estemos considerando un solo campo, la densidad lagrangiana es

1 1
L= 5(0:9)(0") — 5m"¢’ (C.1)
Para este caso,
oL
= o Cc2
50,9 ¢ ©2
y
oL B 9
8_¢ = —m“¢ (C.3)

al unir estas dos expresiones en la formula de Euler-Lagrange (2.14)) obtenemos

9,0'¢ = —m>¢, (C.4)

que reescribiendo

(0,0" +m*) ¢ =0 (C.5)

llegamos a la ecuacién de Klein-Gordon, la cual describe un campo escalar. En teoria

cudntica de campos corresponde a una particula de espin O y masa m.

121
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C.2 Lagrangiano de Procca

Finalmente, supongamos que tenemos un campo vectorial, A*, con la lagrangiana

1
L= 5 F Fp +m’ A4,

Para este caso,

or
-  — _ T
20,4y~ T
y
o,
oA, " 4

asi que las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.14)) resultan en

F 4 m?A = 0.

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)

Esta es la ecuacion de Procca y describe particulas de espin 1 con masa m. Esta notacion

nos recuerda a la electrodindmica que se presento en la seccion 2.1, y no es casualidad, para

el campo electromagnético sin masa, si ajustamos m = (, obtenemos las ecuaciones de

Maxwell para el vacio.
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Demostraciones capitulo 2

D.1 Ecuacion (2.47)

[Dy, Do)t = (DD, — DDy )Y
= Du(Dyp) — D, (D)
= [0, +igeB,J([0, + igeB,Y)
— [0, +iqeB,)([0, + iqgeB,JY) (D.1)
= 0,(0,) +iqed,( B,y ) +iqeB,(0,0)
+ (ige)* BuB,p — 0,( 9,0 ) — iqed,( Bua)
—iqeB,(9,4) — (ige)* B, By,

Utilizando la conmutacion de las derivadas parciales, y el hecho de que estamos traba-
jando en un caso abeliano

aﬂ( 3u¢) = au( 3#19)
B,B,Y = B,B,

podemos simplificar la ultima igualdad de la ecuacion (D.1):

[D,, D, = iged,( B,y) +igeB,(0,¢)
- iq@al/( Buw ) - 2'quV( 3u¢ )

=ige( 0,B, )¢ +iqeB,(0,¢ ) + iqeB,(0,¢) (D.2)
—iqe( 0, B, ) —igeB,(0,9) —igeB,(0,))
= iqeF .

123
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D.2 Ecuacion (2.72)

[Py Du]Gpo = (DyDy — DyDyu)Gpo
= Du(DGps) — Du(DuGpo)
= Du(0.Gps + W, Gpol) = Du(01Gps + Wi, Gpol)
= 0u(0,Gps + [Wo, Gpol) + [Wis O0Gpo + W, Gpol |
— 00,80 + Wi Gpol) = [Wa, 0,G06 + Wy Gpol |
= 0,0,Gp0 + 0uWo, Gool + (Woiy .G o] + (Wi, W, G o |
— 00.Gps = Ou[Wi, Gpo] — (W, 0uGpo] = [Wos [W, Gpol |
=0,(W,Gpo — GpoWo) + W,(0,Gp5) — (0,G o0 )W, (D.3)
+ W, WoGps = GooWo] = 00(WGpo — GpoWyu) — Wi (9,G0)
+ (0 Gpe )Wy = W, WG po — Gpo W]
= (0uW2)Gp0 + Wi(01Gp0) — (0uGpe)Wo — Gpo (0, W))
+ Wu(0,Gp0) — (00Gpe) Wy + W W,Gpe — WG W,
— WG oWy + Gpe W W, — (O, W,)G o — Wu(0,G o)
+ (008G oo )Wy + Gpo (0. W,) = Wi (094G ps) + (01 Gpo )W,
— W W,.Gpo + WG oo W, + WG W, — G e W, W,

donde se ha utilizado la identidad (2.68]) y se ha tenido en cuenta que estamos trabajando

en un caso no abeliano. Por ultimo, cancelando términos semejantes y simplificando

Dy Do)Gpo = (0uW,)Gpo — Gpo (W) + WWo.Gpo + Gpo WL W,
— (W) Gpo + Gpo (O, W,)) = WW,. G — G W W,
= (0 W, —OW, + [W,,W,]|)G s
= Gpo (0 Wy = O, W, + [Wy, W)
= G090 — Ypo Gy
= [Gys Gpo]

D.4)
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D.3 Ecuacion (2.75)

1 -
5S =4 { / d4:cﬁTr[gWQ””]1 +4 { / d*xU(iP — m)\If] (D.5)
g
Para que la accidn sea estacionaria con respecto a pequefias variaciones de los campos
gauge
W, — W, + oW, (D.6)
y su derivada
5(0,W,) = 0,(6W,) (D.7)

donde tratamos formalmente )W, como una cantidad covariante que se transforma en

una representacion contigua del grupo

W, (z) = U(x)0W,,(z)U " (x). (D.8)
El cambio de la intensidad de campo (2.68)) bajo la variacién (D.7)) se puede expresar de

la siguiente manera:
Gw — Guw +Du(6W,) —D,(6W,,). (D.9)

Empezando por el primer término de la ecuacion (D.5):

§ [ / d4x—Tr[gWQ””]} = / d4x2i92Tr[g;ng’] — / d4x—Tr[gWgW] (D.10)

debido a la ecuacion la traza del primer término de la derecha de la ecuacién (D.10)
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S

T4(G,G"') = Tr[(Gu + Du(OW, ) — D, (6W,.)) (G + D*(5W") — D¥ (5W))]
= Tr[G,.G" + G, D"(6W”) — G,, D" (WH)
D, (0W,)G" +D,(0W,)D"(6W”) — D, (0W,)D" (6W*)
—D,(06W,)G" —D,(6W,)D"(W”) + D, (6W,) D" (SWH)].

(D.11)

Considerando unicamente términos de primer orden

Tt(G,, "] = Tr[G,,.G" + G, D' (6W*) — G,., D" (§W*)
Du(awl})g#y - Du((swu)guy]-

(D.12)

De la propiedad de la traza Tr[A 4+ B] = Tr[A] + Tr[B] tenemos

Tr(G,,G""] = Tr(G,uG"] + Tr[G,u D" (SW")] — Tr[G,, D* (SWH)]
+ Tt[D,.(6W,)G"] — Te[D, (6W,.)G").

(D.13)

Por otra parte Tr[AB] = Tr[BA]

Tr(G,, G""] = Tr(G,uG"] + Tr[G,u D" (SW")] — Tr[G, D* (SWH)]
+TH[G"' D, (6W,)] — Tt[G" D, (W,,)].

(D.14)

Reescribiendo los siguientes términos que se encuentran dentro de la traza

G, D*(OW") = G*D,(6W,)
G, D" (0W*) = G"D,(6W,,)

Tr(G,, ") = Tr[G,,G"] + Tr[G" D, (SW,)] — Tr[G* D, (§W,,)]
+ Te[G" D, (6W,,)] — Tr[G" D, (§W,,)].

(D.15)
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Finalmente cambiando en el tercer y quinto término de la dltima igualdad p <— vy

utilizando la propiedad de antisimetria de G también en estos términos

Tr(G,,G""] = Tr[G,u "] + Tr[g" D, (6W,)] — Tr[G"D, (5W,)]
+ Tr[G"'D,,(6W,)] — Tr[G"*D,,(6W, )]
= Tr[G,,G"] + Tt[G" D, (6W,)] + Tr[G" D, (6W,)] (D.16)
+ Tr[G" D,(6W,,)] + Tr[G" D, (6W,,)]
= Tr[G,,G"] + ATr[G" D, (6W, ).

Reduciéndose (D.10) a

1 1 1
5 { / d4x2—92Tr[QWg“”]1 - / d4x2—g2Tr[gWgW] +4 / d4:v2—g2Tr[Q“”Du(§W,,)]

= / d%%Tr[Q‘“’DM(dW,,)].

g
(D.17)
Usando la relacién
D, Tr[(G"OW,)] = Tr[(D,G")0W, | + Tr[G" (D,,0W,)] (D.18)
para despejar el término que nos interesa
Tr[G*(D,O6W,) | = D, Tr[(G"OW,)] — Tr[ (D,G"")0W,, |. (D.19)

Aplicando la ecuacién (2.68)) en el primer término de la derecha de (D.19)

TG (DuoW.) | = 9, Te[(G*OW,)] + [W,,, Tr[(G"OW, )] | =Tr[ (D, G")0W, |

[

-~

0 (D.20)
= 9, Tt[(G"6W,)] — Tt| (D,G")5W, .
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Finalmente, reemplazando en el lado derecho de la ecuacién (D.17))

% / 4 2TE (G (D,6W,)| = % / d%@ﬂr[(gwaw,,)]—% / 42T (D,G")5W, .

[ J
~~

0

(D.21)

Desarrollando ahora el segundo término de la ecuacion (D.5):

En el término restante considerando variaciones en los campos gauge

) Ud%; \I/(i]a/—m)llf} = /d% U (iy"D, —m)' ¥ — /d4 U (iy" D, — m)¥

(0, +W,) —m)¥

Il
\\\\

d'z (" (0, + W)

\

d*z (" (W, — W,))¥
= [ d'z iUy oW, U

d'z iUy igdW,, T*W
= d'z Uyt gsW,, T*W

= — / d'z U TV goW,,,.
(D.22)

Considerando las siguientes relaciones:

Ju(w) =i (x)T” (D.23)

con

Jo (@) = U, T, (D.24)
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y examinando el término Tr[J, 6 W*]

Te[J, OWH] = TeliJ () TS W]
= iJ%(2)Te[ T W*]
= i JS (2)Te[T*igdW P T7] (D.25)

— o B B
= —J (x)g6WHTe[TT"]

(z)
(6% 1 «
=—J, (x)g5W5“§6 A

al integrar y usar (D.23)) obtendremos el resultado (D.22)) que buscdbamos

2/d4xTr[JM5W“] = —/d4x Jy (x)goW et

(D.26)
S / d*z Uy, T*WgsWeH,
Finalmente, con y obtenemos la ecuacién de movimiento de (D.5)
2
7 / d'zTr[(D,G")6W,] + 2 / d*zTr[J,6W*] = 0. (D.27)
D.4 Ecuacion (2.77)
2
—= / d'zTr[(D,G")6W, ] + 2 / d'xTr[J,0WH] =0
g (D.28)

/ d*zTr K%DHQ’“’ — J”) 5wy] =0
9

1
FDuG" = =0, (D.29)

Por lo cual
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Aplicando la derivada covariante a se encuentra la ecuacion de divergencia covari-

ante para la corriente

1
?DVDMQ’“’ —D,J" =0. (D.30)

Examinando el primer término de la ecuacion (D.30), determinaremos si las derivadas

covariantes conmutan como lo hacen las derivadas parciales unitarias

1 1
—D,D,G" = 5D,D,G"
g

92

1

1
DD = = DD.G" (D.31)

1 v 1 v
EDVDIU«QM —|— ?DMDVQM - 0

Abhora analizando la ecuacion (D.31)

[Dw DV]gpa = [g;wv gpo}
D, DG =[G, G (D.32)
[DH7 DV] g/“/ = [gpzx; glm/]

Pero

G0, G = GuG" — G" G, = GuwG" — G G" = 0. (D.33)

Por consiguiente el conmutador (D.32) que es igual a la anterior expresion también serd

CEro

D,,D,|G" =D,D,G" —D,D,G" =0 (D.34)

con lo cudl comprobamos la conmutacion de las derivadas covariantes

D,D,G" = D,D,G", (D.35)
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lo cual implica al reemplazar en que

1 1
—2'Dl,'DMg‘”’ + —2'Dl,'D#gW - 0
g 9 (D.36)

D,D,G" = 0.

Por lo tanto

D, J*(x) = 0. (D.37)
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