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Resumen

La teoria de Yang-Mills es una teoria gauge no abeliana que describe las fuerzas fundamentales del mo-
delo estdndar. La naturaleza gauge de la teoria de campo no abeliana de Yang-Mills libre para grupos de
simetria SU (V) es analizada en este trabajo utilizando la formulacién de Hamilton-Jacobi de Lagrangianas
equivalentes de Carathéodory. La simetria de gauge de la teoria es reflejada por la presencia de ligaduras, que
son restricciones sobre las variables dindmicas del sistema y se interpretan como ecuaciones diferenciales
parciales (EDP). Estas ecuaciones satisfacen condiciones de integrabilidad al imponer que sean involutivas
con el fin de garantizar que el sistema sea soluble, lo que da origen a un nuevo conjunto de EDP, que junto
con las iniciales, constituyen el conjunto completo de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi
(EDPH)). El conjunto de EDPHIJ se resuelve mediante el método de ecuaciones caracteristicas de Cauchy,
que permite encontrar las ecuaciones de movimiento del sistema. Las ecuaciones de Hamilton-Jacobi per-
miten identificar los grados de libertad de la teoria y las ecuaciones de campo asociadas, las cuales son
consistentes con otras teorias. Ademds, se implementan las condiciones gauge, que son restricciones adi-
cionales sobre los campos gauge que fijan univocamente su valor en cada punto del espacio-tiempo, para
eliminar la arbitrariedad en las ecuaciones de movimiento generada por pardmetros indeterminados.



Abstract

The Yang-Mills theory is a non-abelian gauge theory that describes the fundamental forces of the stan-
dard model. The gauge nature of free non-Abelian Yang-Mills gauge theories for symmetry groups SU(N) is
analyzed in this work using the Hamilton-Jacobi formulation of Carathéodory equivalent Lagrangians. The
gauge symmetry of the theory is implied by the presence of constraints, which are restrictions on dynamic
variables of the system and are interpreted as partial differential equations (PDEs). These equations must
satisfy integrability conditions by being involutive in order to ensure that the system is solvable, which gives
rise to a new set of PDEs, which together with the initial ones, constitute the complete set of Hamilton-Jacobi
partial differential equations (HJ-PDEs). The set of HJ-PDE:s is solved using the Cauchy characteristic equa-
tions method, which allows finding the system’s equations of motion. The Hamilton-Jacobi equations allow
identifying the degrees of freedom of the theory and the associated field equations, which are consistent
with other theories. In addition, gauge conditions are implemented, which are additional constraints on gau-
ge fields that uniquely fix their value at each point in spacetime, to eliminate arbitrariness in the equations
of motion generated by indeterminate parameters.
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Glosario

Algebra de Lie:

Teoria de campos no abeliana:

Matriz Hessiana:

Sistema singular:

Ligadura:

Ligadura primaria:

Ligadura secundaria:

Ligadura de primera clase:

Es un espacio vectorial sobre un campo de niimeros gene-
ralmente complejos dotado de una operacién binaria deno-
minada corchete de Lie, que mide el grado de no conmu-
tabilidad de los elementos del dlgebra y satisface las pro-
piedades de antisimetria, linealidad e identidad de Jacobi.
Las 4lgebras de Lie surgen naturalmente del estudio de las
propiedades de simetria de sistemas fisicos y matematicos.

Se conoce también como teoria de Yang-Mills. Es una teo-
ria fisica que describe las interacciones entre campos que
no conmutan, es decir, que el orden en que son aplicados si
importa, estos campos se asocian con particulas del modelo
estandar.

Se denomina matriz Hessiana a aquella matriz cuadrada de
n X n elementos de segundas derivadas parciales de una
funcién de n variables.

Aquel sistema que posee ligaduras que relacionen las va-
riables fundamentales del sistema, se caracteriza por poseer
una matriz Hessiana con determinante igual a cero. En caso
contrario, se conoce como sistema regular.

Una ligadura se refiere a una restricciéon matematica que se
impone en un sistema fisico para representar una condicién
especifica o una relacién entre las variables involucradas, la
presencia de estas restricciones reducen los grados de liber-
tad del sistema.

En la formulacién de Dirac, una ligadura primaria corres-
ponde a una relacién entre las variables del sistema que sur-
ge a partir de la definicidon de los momentos candnicos ge-
neralizados.

En la formulacién de Dirac, una ligadura secundaria es una
nueva ligadura que surge a partir de un andlisis de consis-
tencia de todas las ligaduras, exigiendo que sean involuti-
vas, es decir ¢4 () = 0.

En la formulacién de Dirac, se denomina ligadura de prime-
ra clase a aquellas que posean corchetes de Poisson iguales
a cero con todas las ligaduras del sistema.
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INDICE DE TABLAS

Ligadura de segunda clase: En la formulacién de Dirac, se denomina ligadura de se-
gunda clase a aquellas que posean al menos un corchete de
Poisson diferente de cero con alguna de las ligaduras del
sistema.

Lagrangiana: Para un sistema fisico conservativo con un niimero finito de
grados de libertad, es una funcién que describe la dindmi-
ca del sistema fisico. Se define como la diferencia entre la
energia cinética y la energia potencial expresadas en térmi-
nos de las coordenadas generalizadas.

Hamiltoniano canénico: El Hamiltoniano canénico determina la dindmica del siste-
ma fisico en el espacio de fase. Para sistemas conservativos
es equivalente a la energia.

Hamiltoniano extendido: Combinacion lineal del Hamiltoniano candnico, los vincu-
los primarios de primera y segunda clase, y los vinculos
secundarios de primera clase.

Ecuaciones de campo: Conjunto de ecuaciones diferenciales que determinan la
evolucién temporal de un sistema fisico representado por
campos en el espacio respectivo.

Condiciones gauge: Son restricciones adicionales arbitrarias que se agregan al
conjunto de EDPHJ con la finalidad de obtener EDP lineal-
mente dependientes y definir de manera tnica la dindmica
del sistema.

Transformaciones gauge locales: Grupo de simetria infinito que depende de un conjunto de r
pardmetros definidos en el espacio-tiempo. Son transforma-
ciones de algtin grado de libertad interno, que no modifican
ninguna propiedad de las observables fisicas.

EDP: Siglas de Ecuaciones Diferenciales Parciales, estas son
ecuaciones matemadticas que involucran derivadas parciales
de una o més variables desconocidas. Estas ecuaciones se
utilizan para describir relaciones entre funciones de varias
variables y son fundamentales en la modelizacién y resolu-
cién de una amplia variedad de fenémenos en fisica, inge-
nieria, matemdticas y otras disciplinas cientificas.

EDPHJ: Siglas de Ecuaciones Diferenciales Parciales de Hamilton-
Jacobi, son ecuaciones matematicas utilizadas en la meca-
nica cldsica para encontrar soluciones y describir la dina-
mica de sistemas fisicos conservativos.

EDP linealmente independientes: Son un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que
generan indeterminaciones en la dindmica de los sistemas
dado a que la matriz conformada por estas EDP no posee
inversa definida.

Corchetes de Poisson: Denotados como CP, son una notacién y operaciéon mate-
matica utilizada en la mecdnica hamiltoniana y en la teo-
ria de sistemas dindmicos para describir cémo cambian las
cantidades fisicas en el tiempo en sistemas mecanicos.

XI1 Cristian Santiago Mufioz Lépez



INDICE DE TABLAS

Corchetes de Dirac: Denotados como CD, los corchetes de Dirac son una exten-
sién de los corchetes de Poisson que se utilizan en sistemas
con restricciones o ligaduras. Cuando tienes ligaduras en
un sistema, significa que algunas de las variables dindmicas
estan relacionadas y no son completamente independientes
entre si debido a estas restricciones. Los corchetes de Dirac
permiten manejar estas situaciones de manera consistente.

Corchetes generalizados: Denotados como CG, los corchetes generalizados refieren
a una extension de los corchetes de Poisson para sistemas
singulares definidos en la formulacién de Hamilton-Jacobi
y poseen una representacion equivalente a los corchetes de
Dirac.
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Capitulo 1

Introduccion

Las teorias gauge han sido de gran importancia en la teoria cudntica de campos y la fisica de particulas, de-
sempefiando un papel fundamental en la unificacién de fuerzas y en las teorias estdndar de las interacciones
fundamentales. Estas teorias estdn basadas en transformaciones de simetria conocidas como transformacio-
nes de gauge, las cuales dependen del grupo de simetria asociado a cada fuerza fundamental.

En teoria de campos se describen los sistemas fisicos por medio de la densidad lagrangiana, cuando se
aplican transformaciones a esta densidad y la accién que define al sistema no cambia se encuentra una si-
metria, a esta transformacién de simetria se la conoce con el nombre de transformaciones de gauge. En
particular, la teorfa de Yang-Mills es una teoria gauge no abeliana que proporciona la base para descri-
bir las fuerzas fundamentales en el modelo estdndar, este modelo describe la electrodindmica cudntica, la
cromodindmica cudntica y la teoria electro-débil, dependiendo de los grupos de simetria U(1), SU(3) y
U(1) ® SU(2), respectivamente.

Las teorias de Yang-Mills se caracterizan por ser teorias singulares, lo que implica la presencia de liga-
duras que reducen los grados de libertad del sistema. Para abordar este problema, se recurre al método de
Hamilton-Jacobi, especificamente utilizando las Lagrangianas equivalentes de Carathéodory, este método
permite trabajar con las ligaduras y obtener una formulacion consistente de la teoria de Yang-Mills.

En el presente trabajo,' se abordar4 el formalismo de Hamilton-Jacobi aplicado a la teorfa de Yang-Mills.
En el Capitulo 4 se desarrollard el formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas discretos, incluyendo el
estudio de sistemas regulares y singulares y la determinacién de las ecuaciones diferenciales parciales de
Hamilton-Jacobi.

En el Capitulo 5 se realizara el estudio canénico de la densidad lagrangiana de la teoria de Yang-Mills
libre, tanto bajo la formulacién Lagrangiana como Hamiltoniana, encontrando las ecuaciones de campo
y determinando las primeras restricciones que posee el sistema, ademads, se destaca un desarrollo extra
aplicando la formulacién de Dirac a la teoria con la finalidad de compararla con los resultados que se
obtengan en la formulacién de Hamilton-Jacobi.

En el Capitulo 6 se aplicard el método de Hamilton-Jacobi a la teoria de Yang-Mills libre, obteniendo el
conjunto completo de EDPHJ a través del anélisis de las condiciones de integrabilidad. Se construirdn las
ecuaciones caracteristicas del sistema, que presentardn parimetros indeterminados en su evolucién dindmi-
ca.

'Quien esté interesado en revisar el documento IATEX de este trabajo, lo puede hacer mediante el siguiente enlace: ht tps :
//www.overleaf.com/read/gbhcbpmsbgqqg#630834


https://www.overleaf.com/read/gbhcbpmsbgqq#630834
https://www.overleaf.com/read/gbhcbpmsbgqq#630834

CAPITULO 1. INTRODUCCION

En el Capitulo 7 se introduciran las condiciones gauge, especificamente el gauge de radiacién, para reducir
los grados de libertad del sistema y determinar la dindmica de los campos gauge de manera Unica. Se

desarrollardn los corchetes generalizados para definir la dindmica del sistema, encontrando similitudes con
los corchetes de Dirac.

Finalmente, en los Capitulos 8 y 9 se presentardn los resultados obtenidos y se realizardn las conclusiones
correspondientes.

2 Cristian Santiago Mufioz Lépez



Capitulo 2

Planteamiento del Problema

La teoria de Yang-Mills libre es una teoria de campos no abeliana con simetrias gauge locales que permite
describir las interacciones fuertes en el modelo estdndar, al ser una teoria gauge se caracteriza por poseer
una densidad lagrangiana singular, implicando la existencia de relaciones entre los campos fundamentales
que describen esta teoria reduciendo los grados de libertad del sistema y generando una arbitrariedad en las
ecuaciones de campo del mismo.

Se pretende aplicar el método de Hamilton-Jacobi a la teorfa de Yang-Mills libre con la finalidad de
encontrar la arbitrariedad generada por las restricciones de la teorfa e implementar las condiciones gauge de
radiacion dentro del método de Hamilton-Jacobi para poder eliminar esta arbitrariedad.

Este trabajo no se adentrard en la cuantizacion de la teoria de Yang-Mills, sino que se concentrard en el
andlisis cldsico de la misma presentando un método alternativo a la formulacién de Dirac para la solucién
de sistemas singulares, proponiendo la implementacién de las condiciones del gauge de radiacién dentro del
método de Hamilton-Jacobi.



Capitulo 3

Objetivos

3.1.

General

Realizar un estudio de las teorias gauge no abelianas mediante la formulaciéon de Hamilton-Jacobi.

3.2

Especificos

Analizar la formulacién de Hamilton-Jacobi segin Carathéodory, generalizando los resultados a teoria
de campos.

Aplicar la formulacién de Hamilton-Jacobi a la teoria de Yang—Mills.

Implementar condiciones de gauge en la formulacién de Hamilton-Jacobi y aplicarla al estudio del
campo de Yang—Mills.



Capitulo 4

Teoria de Hamilton-Jacobi

Existe un formalismo que surge de la formulacién Hamiltoniana en conjunto con la teoria de las transfor-
maciones canodnicas de Jacobi, el cual se conoce como Formulacion de Hamilton-Jacobi. Este formalismo
fue el punto de partida de Schroédinger en su formulacién de la mecanica cudntica. Se destaca porque, ba-
sandose en los principios variacionales, es la tinica teoria a nivel cldsico que establece una conexién entre la
mecdnica y la éptica [1,2].

El formalismo de Hamilton-Jacobi establece una conexion entre tres disciplinas matematicas que ante-
riormente se consideraban independientes: la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), las
ecuaciones diferenciales parciales y el cdlculo de variaciones. Normalmente, el método de Hamilton-Jacobi
se introduce a través de la implementacion de transformaciones candnicas, lo cual estd estrechamente rela-
cionado con la teoria Hamiltoniana. Sin embargo, existe un enfoque diferente que no involucra la teoria Ha-
miltoniana y se conoce como el cuadro completo de Carathéodory. Este enfoque se basa en las Lagrangianas
equivalentes y permite construir una teoria completa, auto suficiente y con resultados mas generales [1, 3].

En esta seccidn, se estudié el método de las Lagrangianas equivalentes de Carathéodory, demostrando
como la formulaciéon de Hamilton-Jacobi puede obtenerse a partir del principio de accién estacionaria sin
necesidad de recurrir a la formulacién Hamiltoniana. También se examind el método de Cauchy o método
de las ecuaciones caracteristicas para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales.

4.1. Lagrangianas equivalentes

Las ecuaciones de movimiento muestran la evolucién temporal de un sistema fisico dado, estas ecuaciones
se obtienen a partir de una Lagrangiana que describe el sistema. Sin embargo, la Lagrangiana no es tnica,
ya que existe un conjunto de Lagrangianas que generan las mismas ecuaciones de movimiento, por lo tanto,
pueden estar asociadas al sistema fisico.

A partir de lo mencionado, se puede deducir que dos Lagrangianas L y L, son equivalentes si conducen a
las mismas ecuaciones de movimiento.



CAPITULO 4. TEORIA DE HAMILTON-JACOBI

En otras palabras, al considerar las ecuaciones de Euler-Lagrange' [3]:

A 0PN PN A
o¢ otog T ogog T ogaqg

N
dt aqi

se debe encontrar una funcién A(t, ¢’ ¢/) = L(t,¢’,¢’) — L(t,¢’,¢’) que cumpla con la relacién (4.1.1)
y que ademds satisfaga que cada elemento de la anterior relacién sea nulo (esto debido a la independencia
lineal de las coordenadas generalizadas y sus derivadas), de esta manera se asegura que las Lagrangianas
L(t,¢?,¢’) y L(t, ¢’ ¢7) sean equivalentes. Se puede obtener una forma funcional general de A(t, ¢/, ¢’) al
examinar el dltimo término de la ecuacién (4.1.1), exigiendo lo siguiente:

0, 4.1.1)

D*A 0
0¢i0q"

(4.1.2)

teniendo en cuenta que la relacién (4.1.2) debe satisfacerse, se propone que A(t,¢’,’) se exprese como
una combinacién lineal de dos funciones A;(¢’,t) y B(q’,t), las cuales no dependen de las velocidades
generalizadas [3]:

At ¢, ¢%) = ¢ Ai(¢,t) + B(d, 1), (4.1.3)

de modo que, al sustituirla en la ecuacion de movimiento (4.1.1) se obtiene:
0A?- B 8A‘Z~ Pt 83 B 0A; _ o
aq* oq¢’ oq* ot

Nuevamente, se debe exigir que cada paréntesis en la anterior ecuacion sea nulo para garantizar que las
lagrangianas sean equivalentes, esto permite encontrar la forma funcional de A;(¢’,t) y B(¢’,t). El segundo
paréntesis implica la existencia de una funcion S(t, ¢’) tal que

4 0S8

Ai Jv = 7
(¢,1) o

- oS

J = —
B(q¢’,t) 5

Sustituyendo A;(¢’,t) y B(q’,t) en (4.1.3) resulta

,08 0S  dS

At.o? @) =gt 22 4 22 = 22
(t.¢,d") Yot o T @

y la condicién para que dos Lagrangianas sean equivalentes se presenta mediante”

_ ds
L=L-=2.
dt

Se observa ahora el problema desde un punto de vista variacional, en donde se busca una curva que
extremize la accion definida por la Lagrangiana original y que sea la misma que extremize la accién de la

"Estas son las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para una funcién que depende del tiempo, las coordenadas y las
velocidades generalizadas. Cabe destacar ademds que se estd utilizando el convenio de la suma de Einstein cuando hay indices
contraidos en un mismo término.

?Cabe resaltar que la funcién S = S(t, ¢") es una funcién tinicamente del tiempo y las coordenadas generalizadas, no de las
velocidades generalizadas.

6 Cristian Santiago Muiioz Lépez



4.2. ECUACION DE HAMILTON-JACOBI

Lagrangiana modificada [3]. Para satisfacer las condiciones descritas, se utiliza el principio de Hamilton y
se calcula la accion de la Lagrangiana modificada alrededor de una curva de comparaciéon C (Ver figura

4.1.1)[1]: »

Se establece que C' es la trayectoria natural del sistema, de modo
que la accién calculada sobre esta curva siempre es un maximo o
un minimo con respecto a la curva de comparacién C. Matemética-
mente, esto se representa por [1]

Aiey > Agp o Ae) < Ay

Esta condicion permite asegurar que la curva C' sea un extremo
de la accidn, lo que constituye una ventaja importante dado a que
se puede aplicar en sistemas no conservativos en donde la accién
depende explicitamente del tiempo [1]. El principio de accién esta-
cionaria no requiere de condiciones subsidiarias y sélo es necesario
calcular la integral entre dos puntos fijos de la trayectoria [3]. Lo
anterior implica que la variacién d¢*(t1) = 0 = §¢*(t2) y

Figura 4.1.1: Trayectoria dindmica de
A =8A—5S(t2,q) + 5S(t1,q), una curva de comparacién en el espa-

cio de configuracién

considerando que 65 = g{ﬁ 8q', al evaluar esta expresién en los

tiempos t1 y to se vuelven cero, lo que implica que los dltimos términos de la expresién anterior son nulos,
indicando que la funcién S(¢,¢") no influye en la dindmica, de este modo, la dindmica definida por ambas
acciones es la misma:

0A = 0A.
Lo anterior demuestra que la curva C' que extremiza la accion de la Lagrangiana original también extre-
miza la accién con la Lagrangiana modificada [3].

Ahora se desea construir una Lagrangiana que sea idénticamente nula para una curva dada ('(t, ¢7) y que
sea positiva para cualquier otra curva® ¢¢(, ¢’ ). Por lo tanto, el problema variacional consiste en encontrar
un minimo que cumpla con las condiciones

Lt,¢,¢’) =0, (4.1.42)
Lt,¢, @) >0 . (4.1.4b)

4.2. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Para que la curva C sea un extremo de la accién, se debe garantizar que la Lagrangiana modificada sea
un minimo. Lo anterior se expresa mediante la relacién [1]
oL
oG = O

3La condicién (4.1.4a) permite determinar la forma funcional de la funcién A(S (¢, i )) mientras que la condicién (4.1.4b) ubica
un punto de referencia donde la energia potencial es minima y la Lagrangiana equivalente siempre es positiva.
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CAPITULO 4. TEORIA DE HAMILTON-JACOBI

al desarrollar esta expresion y teniendo presente que S(t, ¢/) no depende de las velocidades generalizadas,
es posible llegar a una relacién muy importante para esta funcién [1]:

oS oL _

La ecuacién (4.2.1) puede ser interpretada de manera geométrica
al considerar que el lado izquierdo se puede representar como el
gradiente de S, obteniendo V.S = p;. Esta condicién indica que el
momento debe ser ortogonal a la familia de superficies definidas por
S(t,q’) = o; en el espacio de configuracién, como se observa en
la fig. 4.2.1, donde o; es un valor constante que permite definir a S $=o;

S=o,

como una superficie* [1]. / S-o;

0

Si la condicién (4.1.4a) se cumple, entonces la Lagrangiana ori-

ginal del sistema se expresa como la derivada temporal de S(t, ¢’): Figura 4.2.1: Interpretacién geométri-

as ;0S8 0S ca de la relacién 4.2.1
=—=¢—+ = 422
a1 0q* * ot’ ( )
al aplicar el resultado (4.2.1) y reordenar la expresion (4.2.2), se obtiene

d'pi— L+ 5 =0. (4.2.3)
A partir de aqui se debe considerar si la Lagrangiana que describe el sistema es singular o regular, lo cual
afectard si las velocidades generalizadas pueden ser completamente despejadas o no. Para ello se introduce
la matriz Hessiana, que se define de la siguiente manera [4]
02y
9q'9¢
Al analizar los autovalores de esta matriz, es posible determinar si el sistema es singular o regular. Si
alguno de los autovalores es igual a cero, se reflejard en el determinante de la matriz y se considerard que
el sistema es singular. En cambio, si todos los autovalores son diferentes de cero, se dice que el sistema es
regular, lo anterior se conoce como la condicién Hessiana. A continuacidn, se explora la importancia de la
condicién Hessiana en la solucion de los sistemas, para ello se considera las ecuaciones de Euler-Lagrange

en el espacio de configuracion.
9L _d (9L
dgt  dt \og )

si se asume que la Lagrangiana no depende explicitamente del tiempo, la ecuacién puede ser reescrita de
manera similar a las ecuaciones de Newton® [3,4]:

Wi = F(d",d"),

donde W;; es la matriz Hessiana y F; = g;; — a?i 6Lq +¢’ es un equivalente a la fuerza en la formulacion

Newtoniana. Esta es una ecuacién matricial y para poder despejar todas las aceleraciones es necesario que
la matriz Hessiana sea invertible. Generalmente esta matriz es simétrica, y por tanto es diagonalizable [5],
con esta diagonalizacién es posible observar el rango de la matriz y los autovalores nulos que posea, que
servird para clasificar los sistemas en regulares o singulares.

“Cabe destacar que esta interpretacion es similar al vector de Poynting S en la teorfa ondulatoria de la luz, el cual siempre es
ortogonal al frente de onda [1].

5Cabe resaltar que esto sélo es posible para sistemas conservativos donde la Lagrangiana del sistema no dependa explicitamente
del tiempo.
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4.2. ECUACION DE HAMILTON-JACOBI

4.2.1. Sistemas regulares

Cuando el determinante de la matriz Hessiana es diferente de cero (det W # 0), la matriz Hessiana es
invertible, en este caso se puede afirmar que el sistema es regular y las velocidades pueden ser definidas
como funciones de los momentos, las posiciones e incluso del tiempo ¢* = n*(t, ¢/, p;). La ecuacién (4.2.3)

puede ser reescrita como
oS

‘pi — L+ — = 0.
UNZ It
Los dos primeros términos de esta ecuacién corresponden a una transformacion de Legendre, que define
el Hamiltoniano candnico del sistema Hy(t, ¢’, p;). Ademds, teniendo en cuenta que p; es una funcién de
S(t, ¢ ), la ecuacién de Hamilton-Jacobi puede ser reescrita como [1,4]
0 ; - 0S
—S(t,¢’)+Ho(t,¢,— | =0. 4.2.5
50 (L) + Ho ( o ) (4.2.5)
Esta es la ecuacidn diferencial parcial de Hamilton Jacobi y es una condicién adicional sobre la funcion
S(t,¢’) que determina que la accién calculada sobre la curva C' sea estacionaria. De esta manera, al resolver

el problema de encontrar las ecuaciones de movimiento mediante variaciones, se debe considerar la familia
de superficies determinada por la ecuacién diferencial de Hamilton Jacobi.

Ecuaciones caracteristicas

Se desea calcular las ecuaciones que definen la trayectoria seguida por un sistema fisico a partir de la
funcién S(t, ¢7). Para ello, se utiliza el hecho de que todo sistema de ecuaciones diferenciales parciales estd
asociado a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias [3]. Este conjunto de EDO se puede obtener
mediante el método de las ecuaciones caracteristicas de Cauchy®. Aplicando este método a la ecuacién de
Hamilton-Jacobi (4.2.5), se generan 2n + 1 EDO de primer orden, donde n representa la dimension del
sistema [ 1, 3,4]. Las ecuaciones caracteristicas relacionadas con el sistema de EDPHIJ son las siguientes:

dg’ = a—Hdt, (4.2.62)
8])3'
H
dp; = —a—.dt, (4.2.6b)
aq*
ds = <6Hp,~ — H> dt. (4.2.6¢)
Opi

Se observa que las dos primeras ecuaciones de (4.2.6) coinciden con las ecuaciones canénicas de Hamil-
ton en el espacio de fase. En estas ecuaciones, se puede apreciar la dindmica que rige a las variables que
conforman el sistema [4].

Las anteriores ecuaciones permiten expresar la evolucién temporal de una variable dindmica f (¢, ¢/, Pj)
utilizando los corchetes de Poisson (CP) de la siguiente manera’

df of
i {f ) H } + a0
dt ot

%La demostracién de este método se omitird, ya que el objetivo no es replicar los calculos. No obstante, un lector interesado
puede consultar las referencias citadas en este parrafo [1,3,4].

"No confunda CP con la simetria Carga-Paridad del modelo estindar, en el contexto de teoria de campos CP denota tnicamente
a los corchetes de Poisson.
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CAPITULO 4. TEORIA DE HAMILTON-JACOBI

recuperando el formalismo hamiltoniano a partir de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, deducida a partir del
cuadro completo de Carathéodory [1].

4.2.2. Sistemas singulares

Un sistema fisico se considera singular si no cuample con la condicién Hessiana, es decir, cuando det(W) =
0. Esta situacion plantea un problema, ya que para llegar a la ecuacién de Hamilton-Jacobi, es necesario que
esta matriz sea invertible. Por lo tanto, se requiere encontrar una formulacién mas general que permita
abordar este tipo de sistemas.

Sistema de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi

Al considerar un espacio de configuracién de dimensién n y una matriz Hessiana de rango m, se tienen
m autovalores no nulos y k autovalores nulos, donde £ = n — m. En este caso, es posible descomponer
la matriz Hessiana en dos partes: una parte invertible de dimensién m X m y una parte no invertible de
dimensién £ x k.

La parte invertible de la matriz Hessiana conduce a momentos canénicos conjugados que dependen de las
velocidades generalizadas:

oL a ar i
_ Y9 a4 J
Po=5ga 7 4" = (¢’ pb),
donde {a,b} = {1,--- ,m}. Parala parte no invertible de la matriz, los momentos candnicos conjugados no
pueden ser expresados en términos de las velocidades. Por lo tanto, se representaran mediante® (4.2.7) [5]
oL
Dz = qu, Z‘,y,Z:{l, 7k} (427)
Las ecuaciones mencionadas son consideradas como las EDP del sistema, las cuales establecen relaciones
entre las variables del espacio. Si se define H, = — 88 qLZ se podrédn expresar estas EDP como

b, =p. + H.(¢",n*) = 0.
Con esta division de las coordenadas, la expresion (4.2.3) puede ser reescrita como sigue
oS ;
= — + Ho(¢’,n") =0,
P =50 F olg’,n")
donde se ha definido al Hamiltoniano candnico del sistema mediante
Ho = pan™(¢’,mb) + p-¢° — L.

Se observa que hay velocidades ¢* no invertibles en el Hamiltoniano. Sin embargo, esto no represen-
ta un problema, ya que al derivar el Hamiltoniano con respecto a estas velocidades, se obtiene un valor
idénticamente cero en un espacio en donde las EDP sean respetadas ° [5]:

OH, b =0
ogv YT
8Cabe destacar que a lo largo de este trabajo se utilizaran los subindices z, y, z = {1,-- ,k} para indicar la parte no invertible
de la teoria que se esté trabajando.
“Para los cilculos se debe tener en cuenta que las velocidades son independientes entre si, es decir % =0y g—gz =4y.
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4.2. ECUACION DE HAMILTON-JACOBI

Se puede considerar a ¢g como una nueva EDP del sistema y unificar con las EDP ¢, generalizando los
resultados , asi [4, 5]

Pa = Pa + Hol(d’,pa) = 0; {a, 8} ={0,1,--- ,k}, (4.2.8)
donde se ha definido %—f = ngo = Fy. Larelacién (4.2.8) representa un sistema de ecuaciones diferenciales

parciales de Hamilton-Jacobi, que se denota de manera simplificada como EDPHJ.

Ecuaciones caracteristicas

Al conjunto de EDPHIJ se le puede aplicar nuevamente el método de las ecuaciones caracteristicas de
Cauchy, encontrando 2m + 1 EDO relacionadas con este sistema'? [3-5]:

OPa
dg® = ——dg”
q apa q M
09a
d a — — d 047
D g q
dsS = ( a% — Ha> dq®.
Opa

Las ecuaciones mencionadas redefinen el espacio de fase como un espacio de 2m coordenadas (¢%, pq).
Este espacio se conoce como el espacio de fase reducido. Las variables ¢* son consideradas como pardmetros
independientes y se encuentran en las mismas condiciones que el tiempo. Estas variables ¢* parametrizan
a las variables g%, lo que implica que estas dltimas son pardmetros dependientes y se expresan como g% =

q“(q%,t) [5].

Al integrar la tercera ecuacién caracteristica:

S = /[padqa - Hadqa}a

expresion que se interpreta como una accién candnica que se refiere a un sistema con varias variables inde-
pendientes [5].

Se observa que si el sistema no posee ninguna EDP, es decir, o = 0, se obtiene d¢g* = dt 'y ¢, = H..En
este caso, se vuelve a las ecuaciones candnicas para un sistema regular y la accion toma la misma forma que
en la mecénica cldsica. Esto indica que los sistemas regulares son un caso particular del planteamiento con
sistemas singulares.

Finalmente, se puede construir la evolucién de una observable utilizando las ecuaciones caracteristicas.
Al hacerlo, se obtiene
dF ={F,¢o}dr*; a={0,1,...,k}, (4.2.9)

en esta etapa, las variables independientes del sistema se redefinen como 7¢, que incluyen el tiempo cuando
a = 0y las variables independientes relacionadas con los k£ elementos del sistema de EDPHIJ. Se utiliza
la notacién de corchetes para representar la evolucién de la variable dindmica. Estos corchetes obedecen
las mismas reglas que los corchetes de Poisson, tales como la antisimetrfa, la bilinealidad y la identidad de
Jacobi [5].

10En esta seccién no se realizaran los cdlculos paso a paso para obtener las ecuaciones caracteristicas, pero se citardn los resul-
tados mds relevantes de la referencia «Formalismo de Hamilton-Jacobi a la Carathéodory. Parte 2: sistemas singulares» [5].
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Condiciones de integrabilidad

Hasta el momento, se ha desarrollado el tratamiento de Hamilton-Jacobi asumiendo que las ecuaciones
en derivadas parciales de Hamilton-Jacobi (4.2.8) forman un sistema completo. Sin embargo, surge la inte-
rrogante sobre como confirmar si las EDP obtenidas abarcan todas las restricciones del sistema y permiten
obtener soluciones completas.

Para abordar esta cuestion, se recurre a los resultados provenientes de un enfoque de geometria diferencial
que permite verificar si un espacio es completo y determinar las condiciones necesarias y suficientes para
que esto ocurra. Este procedimiento se conoce como «condiciones de integrabilidad».

En este andlisis, se requiere la introduccién de vectores de campo X, que forman una base en el espacio

tangente a la familia de superficies S(t, ¢’) [5,6]. Estos vectores pueden ser expresados como'':

Xazxfl&'; a={0,1,...,k},

dénde £ indica el nimero méximo de vectores linealmente independientes del espacio. La integrabilidad
de un sistema requiere que estos vectores formen un conjunto completo de vectores de campo linealmente
independientes (LI). La condicién necesaria y suficiente para que esto se cumpla es conocida como la condi-
cion de integrabilidad de Frobenius, esta condicion establece que los vectores deben cerrarse en un dlgebra
de Lie'2, es decir, deben satisfacer [4, 5]

[Xo, X3)(F) = C 5 X, (4.2.10)
donde C’L 3 €8 la constante de estructura del dlgebra y los corchetes de Lie se definen mediante [5]

[Xa, X51(F) = Xo{Xs(F)} — Xp{Xa(F)}.

En la teorfa de Hamilton-Jacobi, es posible escribir el conjunto de EDPHJ con la ayuda de estos ope-
radores. Al aplicar el operador X,, sobre las superficies definidas por S(¢,¢’) se obtienen las ecuaciones
diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi [5]:

b = Xu(S) =0, (4.2.11)

teniendo presente la ecuacion (4.2.1), se puede observar facilmente que Xa(S ) = xL0:S = x’,pi. Si estos
operadores funcionan como una base para los planos tangentes de la familia de superficies S(t, ¢') en la
teoria, entonces deben ser siempre ortogonales al momento canénico generalizado. Por lo tanto, su producto
punto siempre serd cero, lo cual verifica la relacién (4.2.11) [5, 6].

Considerando ahora a F'(¢%, p®) como una variable dindmica en el espacio de fase reducido, al aplicar el
operador X, a esta variable se obtiene la siguiente expresién [4,5]:

XaF(qaapa) = {Fa ¢a}7

ademds, teniendo en cuenta que los corchetes de Poisson satisfacen la identidad de Jacobi, que para tres
variables dindmicas A, By C es

{{A7B}7 C} + {{C, A},B} + {{B7C}7A} =0,

9
at’
12Para obtener mas informacion sobre el dlgebra de Lie, consulte el apéndice §A.

""a notacién 9; es equivalente a
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4.2. ECUACION DE HAMILTON-JACOBI

se puede reescribir la condicién de integrabilidad de Frobenius (4.2.10) como sigue [3-5]
{ba; P} = Clg%'

Esta relacion indica como las EDP del conjunto de EDPHJ deben interactuar cuando se operan mediante
los corchetes de Poisson. No obstante, resulta mds conveniente expresar esta relacion a través del diferencial
fundamental (4.2.9). Se puede observar que, para la evolucién de las EDP, el diferencial toma la forma

Ao = {¢a, ¢p}dr’ = C, y¢,dr" =0, (4.2.12)

aqui se ha asumido la validez de las EDP ¢, = 0. Es posible entender que la condicién de integrabilidad
de las EDP d¢, = 0 exige que estos se mantengan inalterados a lo largo de la trayectoria dindmica. Esto
garantiza la integrabilidad de las ecuaciones caracteristicas y la completitud de las soluciones de las EDPHIJ
[4,5].

Sin embargo, si las variables que inicialmente se asumieron como independientes no lo son en realidad, la
condicion de Frobenius (4.2.12) para el sistema de ecuaciones en derivadas parciales no siempre se cumplird
[5]. En este caso, es posible suponer que existe un subespacio en el cual estas relaciones se satisfacen y donde
se tiene un sistema completo. Para encontrar este subespacio, se puede exigir la integrabilidad de las EDP y
asi imponer nuevas restricciones al sistema, basadndose en el hecho de que las EDP aparecen en la condicién
de integrabilidad de Frobenius (4.2.12) [4, 5].

De esta manera, cualquier EDP que no cumpla con la condicién de Frobenius dard origen a una nueva
EDP que debe ser agregada a las ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi. Este proceso debe
repetirse hasta obtener un sistema de ecuaciones diferenciales parciales completo que garantice la integra-
bilidad [4]. No obstante, este proceso implica la adicién de nuevas variables independientes al diferencial
fundamental (4.2.9), lo cual implica extender el indice « en la ecuacién correspondiente.

Corchetes generalizados

La condicién de integrabilidad de Frobenius (4.2.12) implica que para obtener un sistema de EDPHIJ
completamente integrable, las EDP que lo conforman deben ser involutivas, es decir, que se debe satisfacer
la relacién d¢, = 0. Al imponer esta restriccion, es posible manipular la condicién de integrabilidad de las
EDP para obtener una relacién entre los pardmetros independientes 77 y el tiempo [3,4, 6].'* Para lograr
despejar los pardmetros indeterminados se parte de la condicién (4.2.12):

dpo = {¢a, pptdr? = 0.

Al analizar el caso en el que el indice « no incluye el tiempo, es decir « = H y al expandir el indice 3
como 3 = {0, P}, se puede observar que la expresion anterior se convierte en

dpr = {du, po}dt +{du, dp}dr” = 0.

Se define ahora una matriz denominada «matriz de EDP», compuesta por los corchetes de Poisson entre
las EDP del sistema. Esta matriz se representa como: ®,p, = {¢y, ¢p}. De esta manera, la expresion
anterior puede ser reescrita como se muestra a continuacion [6]

&, pdr” = —{ by, do}dt.

Los indices P y H cuenta el niimero de EDPHIJ sin incluir el tiempo.
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CAPITULO 4. TEORIA DE HAMILTON-JACOBI

Si la matriz de EDP es invertible, entonces es posible despejar todos los pardmetros 77 en términos del
tiempo utilizando la inversa de la matriz de EDP, la cual se denotard como (<I>_1)PH. Considerando este
caso, se puede aplicar la matriz inversa a ambos lados de la ecuacién para obtener

dr? = — ()" {pu, po}dt. (4.2.13)

La expresion (4.2.13) permite expresar el diferencial fundamental (4.2.9) en términos del tiempo de la
siguiente forma:

dF :{F, ¢a}d7aa
:{F7 ¢U}dt + {Fa ¢P}dTP7
= [{F.00} = {F,6r} (@71,)" {6, 00} | dt.
el término entre corchetes recibe el nombre de «corchetes generalizados evaluados a tiempos iguales (CG)»

[3,4, 6], éstos nuevos corchetes obedecen todas las reglas de los CP, como la bilinealidad, la antisimetria y
la identidad de Jacobi [3,6].

En términos generales, para dos variables dindmicas F'(¢%, p®) y G(q%, p*), los CG son

{F.G} = {F,G} = {F.¢p}(®7")"{¢u, G}

A partir de ellos se redefine la dindmica del sistema eliminando todas las variables independientes excepto
el tiempo. La evolucién temporal de una variable dindmica F'(¢%, p®) se puede expresar como el corchete
generalizado entre la variable dindmica y la EDP de Hamilton-Jacobi ¢ [6]

dF(q%,p") = {F, ¢o}"dt.

Finalmente, con la definicién de los CG, la condicién de integrabilidad de Frobenius se reinterpreta como
qﬁa = {@a, P0}* = 0 [4], donde se define q'ba = %. Cabe destacar que con la definicién de los corchetes
generalizados, la condicién de integrabilidad para ¢ se satisface directamente debido a las propiedades de
antisimetria de los corchetes generalizados [4].
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Capitulo 5

Teoria de Yang-Mills libre

La teoria de Yang-Mills desarrollada por Chen Ning Yang y Robert Mills en la década de 1950, se ha
convertido en uno de los pilares fundamentales de la fisica tedrica moderna. Esta teoria ha sido de vital
importancia para describir y unificar las interacciones fundamentales, estableciendo las bases del Modelo
Estdndar y mejorando la comprensién de las particulas elementales y las fuerzas presentes en el universo.
En este capitulo se presentard una introduccién a esta teoria, a través de un enfoque candnico, abordando
desde la construccién de su densidad lagrangiana hasta llegar a la formulacién Hamiltoniana.

5.1. Tensor de intensidad de campo

El tensor de intensidad de campo' F,,(x) describe como varfan los campos gauge en el espacio-tiempo
y cémo interactian estos campos entre si [7, 8]. La forma especifica del tensor de intensidad de campo
depende del grupo gauge de la teoria y se define en general como el conmutador de Lie entre las derivadas
covariantes de los campos gauge, de manera que al ser aplicado a una funcién de onda cualquiera v;(x)
toma la siguiente forma? [8]:

;

donde g se conoce como la constante de acoplamiento asociada con la intensidad de campo. Esta forma
garantiza la invarianza de la densidad lagrangiana bajo una transformacién gauge local. La derivada cova-
riante D, () incluye la derivada parcial y un término de conexién que depende de los campos gauge como

se observa a continuacién’
Dy(z) = Ou(z) — igAu(z),

la derivada covariante tiene una segunda representacion, la cual es equivalente a la anterior y se conoce como
la representacion adjunta, definida en términos de los indices de grupo a y b de la siguiente manera [9]:

D,b(x) =608 — gf. LA (2),

ap

donde f“,  se conoce como la constante de estructura del dlgebra de Lie y su forma depende del grupo de
simetria especifico en el que se esté trabajando. En la teorfa de Yang Mills se trabaja con los campos gauge

!Cabe destacar que se usa la notacién F,, (t,x) = F,.(z)y 9, = %.
2Para mds informacién sobre el conmutador de Lie se recomienda leer el apéndice §A.
3Para mds informacidn sobre la derivada covariante se recomienda el apéndice §B.
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A, (), que son elementos antihermiticos del dlgebra de Lie y cuya representacién con indices de grupo, se
define mediante [10]
Ap(r) = Aj(x)Ta,

siendo T, los generadores del grupo de simetria. Bajo la definicién de derivada covariante (B.1.4), el tensor
de intensidad de campo se puede representar en términos de los campos gauge [8, 10—12]:

Fu(@) = 0, A, (x) = 9, AL () + ig[Au(x), Au(2)] = Fj, (2)Ta,

al expandir cada término de la ecuacién precedente en el espacio de los generadores, se obtiene la represen-
tacion del tensor de campo en este espacio Fﬁ,,(x) De este modo la expansién de cada término es [8, 9]
0uA, = (0,471,
Oy Ay = (O, A}) Ty,
. b
iglAu, Ayl = (=9 AL A T,
al sustituir esta expansion, se puede despejar la representacion con indices de grupo del tensor de intensidad

de campo [10, 11]:
Fi(x) = 0,A%(x) — 0,A%(x) — gf % Al () A (2), (5.1.2)

esta es la forma del tensor de intensidad de campo con la que se trabajara en adelante.

5.2. Invarianza de la densidad Lagrangiana

Una construccién importante en la teoria de campos y que sirve como punto de partida para la discusion
de la teoria de Yang-Mills es la accién [7], quien determina la dindmica de cualquier sistema y debe ser
Unica para cada sistema. La accién se define como la integral de la densidad Lagrangiana [10, 11, 13]:

o (A () = / LA (x),0,A" (x))d . (5.2.1)

La accién es una funcional de los campos, lo que significa que toma a los campos como pardmetros de
entrada y los evaliia en cada punto del espacio-tiempo devolviendo un escalar. Para garantizar la unicidad de
la accién, la densidad Lagrangiana debe ser invariante bajo transformaciones gauge* y se debe construir con
este objetivo [7]. Para ello es conveniente utilizar la derivada covariante y sus propiedades de transformacién
bajo simetrias gauge locales de la forma ().

A partir de la ecuacién (B.1.2), se puede observar que

determinando la regla de transformacién de la derivada covariante:

D) (z) = Q(z)D,(z)Qf (). (5.2.2)

“Para mds informacion sobre transformaciones gauge, consulte la seccién correspondiente en el Apéndice §B.
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La transformacion definida anteriormente serd una transformacion de simetria o transformacion gauge
siempre y cuando €2(x) sea un elemento de SU (NN ), y por tanto se puede parametrizar como se muestra en
laec. (B.1.1) [14]:

Qz) = [ 7],
donde 6“(z) es un factor de fase que depende del punto y 7, son los generadores del grupo SU(N), los
cuales no dependen del punto [15]. La ley de transformacion del tensor de intensidad de campo se obtiene
al considerar su definicion en la ecuacién (5.1.1), con base a esta definicién se puede inferir que el tensor
de intensidad de campo debe transformar de manera covariante, es decir, de la misma forma que la derivada
covariante. Al utilizar la ecuacién (5.2.2), se puede demostrar que se satisface la siguiente relacion:

Fy (2) = Q(x) Fu (2)21 (2).

Se puede construir una accién invariante utilizando este tensor. Uno de los invariantes mas simples se
obtiene tomando la traza del producto de los tensores de campo [10, 11, 14].

Tr(F),, () P ()] = Tr[Fyu (2) F* (2)].

Se observa que dentro de la traza se encuentra el producto de dos tensores de intensidad de campo con los
indices vectoriales contraidos, esto es porque la densidad Lagrangiana que se construye debe ser un escalar
de Lorentz y un escalar de gauge, la contraccién de los indices garantiza la primera restriccion y la traza
garantiza la segunda restriccion [8].

En la ecuacién (5.2.3) se presenta la accién propuesta en la teoria de Yang-Mills, cuando se enfoca exclu-
sivamente en la dindmica de los campos gauge [8, 14]:

(A" (2)) = / d*ax [—;Tr[FW(a:)F“”(a:)] : (5.2.3)

De la anterior ecuacién se determina que la densidad Lagrangiana para la teoria de Yang-Mills es

1
& = =3 TH{Fu @) F* (@)

al expresar esta ecuacion en términos de las componentes de grupo, teniendo en cuenta las propiedades de

la traza, especificamente la propiedad dada en la ecuacién (A.1.2) se demuestra que [9]

1

< = _ZF/»(‘ZV(J:)F#V(Q:)' (5.2.4)
El hecho de tener una densidad Lagrangiana invariante implica que el sistema sea singular, esto se debe a
que la invarianza proviene de una simetria gauge local. Para verificar esta proposicion, se calcula la matriz

Hessiana de la densidad Lagrangiana, definida en la ecuacién (4.2.4), la cual se puede generalizar a teorias
con campos continuos [11, 13]:

W B 62$ 82$
w2 ) = oy An () 6100 A2 ()]~ B(B0AZ)O(ByA2)

5% (x-y).

Se requiere tener presente los resultados obtenidos en el apéndice §C.2, en el cual se calcula la derivada
de la densidad Lagrangiana respecto a las derivadas de los campos de gauge. Lo anterior se debe a que la
matriz Hessiana serd un caso especifico de estos resultados generales:

0%
S 2.
d(0,A2) e’ (5.25)
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CAPITULO 5. TEORIA DE YANG-MILLS LIBRE

0?y
9(0,45)0(0, A3)

="y — g7, (5.2.6)

donde 17 es 1a métrica de Minkowski, que se define matricialmente como

0
-1 0 O
0 (5.2.7)

3
I
S O O
o
|
—

Haciendo v = 0 en la ecuacién (5.2.6) se obtiene que la matriz Hessiana es
W (,y) = "0 — n”*.

Esta se puede expresar en forma matricial al tener en cuenta la métrica de Minkowski (5.2.7), dando como
resultado:

W(l‘ay) =

esta matriz tiene una dimensidén de cuatro y un rango de tres. El hecho de que el rango de la matriz sea menor
que su dimension, indica la presencia de un autovalor nulo, lo que conlleva a que su determinante sea cero.

det[W (x,y)] = 0. (5.2.8)

Este resultado demuestra que el campo de Yang-Mills estd descrito por una densidad Lagrangiana singu-
lar, como era de esperar, debido a la presencia de simetrias gauge locales.

5.3. Formulacion Lagrangiana

El objetivo de aplicar la formulacién Lagrangiana es determinar las ecuaciones de movimiento de la teoria
en cuestion. En el caso de la teoria de campos de Yang-Mills libre, las ecuaciones de movimiento describen
como cambian en el tiempo los campos gauge que representan a las particulas fundamentales.

Para obtener las ecuaciones de campo, se parte de la definicién de la accién dada por la ecuacion (5.2.1):
A (A% (z),0, 49 (x)) = / LA (2), 9, A (2))d'z,

teniendo presente la densidad Lagrangiana de Yang-Mills (5.2.4), la accién podrd expresarse de la siguiente

manera 1
A (A (), 0, A% () = — / dAxFe () FI ().

Sin embargo, existen multiples trayectorias posibles definidas por esta accién. Para asegurar la unicidad

de la trayectoria en el cdlculo, se elige aquella que minimiza la accién, lo cual se conoce como el principio
de minima accién, que matemdticamente se expresa asi

ool = / d*rs L(A” (x),0,A" (x)) = 0,
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5.4. FORMULACION HAMILTONIANA

como consecuencia de este principio, se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange, de las cuales se pueden
derivar las ecuaciones de campo [11, 13]:

07

0%
0A%(z) O [a[f)yAz(a;)]] =0, (5.3.1)

el segundo término de la anterior expresién se calculé en la ecuacién (5.2.5). Por otro lado, utilizando la
ecuacion (5.1.2) y la definicién de la densidad Lagrangiana (5.2.4) se puede demostrar que’

0L v b oae
m - _gF# (':U)fcaAlj(:C)'

Sustituyendo lo anterior en las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.3.1), se obtiene

0= —gF" (2) f% A (z) — 9, 1 ()
0= [5ba61/ - gfchi(l’)]Féw(l‘),

lo anterior se puede expresar en términos de la derivada covariante de esta manera®:

D’ (x)F[" (z) = 0. (5.3.2)

Esta es la ecuacién de campo para la teorfa de Yang-Mills libre en el espacio de configuracion, es decir,
en la formulacién Lagrangiana. Aqui se introduce la derivada covariante en términos de la constante de
estructura, como se muestra en la siguiente expresion:

Dbau(x) = 5ba8§ - gf%chlc/(l‘)v

ecuacién que define la derivada covariante en la representacion adjunta, la cual es totalmente equivalente a
la definicién de derivada covariante (B.1.4) dada en el apéndice §B, esto se debe a que en la representacion
adjunta existe una relacién entre las constantes de estructura y los generadores del grupo [11]:

. dj
—if%e = (T, -

Es importante destacar que la invarianza gauge de la teoria de Yang-Mills se refleja en la aparicion del
tensor de intensidad de campo en las ecuaciones de campo (5.3.2), ya que este tensor es invariante bajo
transformaciones gauge locales.

5.4. Formulacion Hamiltoniana

Teniendo presente la ecuacion (5.2.8), se deduce que la teoria de Yang-Mills es singular, existiendo varios
métodos que permiten estudiar este tipo de sistemas. El método que se trabajard recibe el nombre de método

SEl célculo respectivo se muestra en el apéndice §C.1.
SEs f4cil corroborar este resultado dado a que aparece en muchos libros que trabajan la teoria de Yang-Mills, para més informa-
cién puede consultar las siguientes referencias: [8, 1012, 14].
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CAPITULO 5. TEORIA DE YANG-MILLS LIBRE

de Hamilton-Jacobi, sin embargo, es necesario primero determinar el Hamiltoniano candnico, el cual cons-
tituye el objetivo de esta seccion. A continuacion, se procede a definir los momentos canénicos conjugados
a los campos de gauge [11, 13]:

0L
mh(z) = ————, (5.4.1)
A ()
al reemplazar la relacién (5.2.5) en la ecuacién (5.4.1) se obtiene lo siguiente
i (x) = F°(x) = 9" AQ (x) — Ali(x) — gf " Af (2) Al (). (5.4.2)

Cabe destacar que el tensor de intensidad de campo es antisimétrico en sus indices vectoriales, lo cual
implica que se cumple la relacion Fj” (z) = —F,"(x) [11], de manera que si u = v, se satisface F*”(x) =
0. Teniendo en cuenta esta propiedad, se observa que la componente temporal del momento candénico es
nula:
70(x) = F(z) = 0,

a

la anterior ecuacién no relaciona el momento candénico con la velocidad correspondiente, identificindose
como una ecuacién diferencial parcial,” la cual serd denotada por ¢1,(z) :

p1a(z) = () = 0. (5.4.3)

Ahora, al trabajar con las componentes espaciales del momento canénico conjugado (5.4.2), es decir para

L = 1 resulta ' ' ' N '
mo(a) = F(x) = 8" Ag(a) — Ay (2) — g f, " Aj(2) A ().

a

En esta ecuacion se establece una relacion directa entre las velocidades generalizadas AZ(I) y los mo-
mentos canénicos 7 (), lo que se conoce como una ecuacién de movimiento en el espacio de fase para la
formulacién Hamiltoniana. Dicha ecuacién de movimiento permite despejar las velocidades generalizadas
como funciones de los momentos canénicos:

Au(w) = 0,0, — 9f*Ay(2)] A (2) — g = D (2) A (x) — g (2).
Con las expresiones obtenidas para los momentos candnicos, se puede calcular la densidad Hamiltoniana
candnica mediante una transformacion de Legendre [11, 13]:

Ho(x) =l (x) A (2) — 2L ().
Para la teoria de Yang Mills, el Hamiltoniano canénico se deriva de la siguiente manera
oy = () A () + 3 P () ()
= (@)D () Aa) — i ()] + 5 F() Fia) + 1 (2) Fl ()
= 70 (@)D (@) Aa) — g ()i (o) + 3 F () (a),

7

de este modo la densidad Hamiltoniana candnica para la teoria de Yang-Mills es

1. 1
— ST @) +

"En el método de Hamilton-Jacobi se interpretan las restricciones entre los campos como EDP.

Mo = 7} (x) Dy () Ad (x)

)

Fij(a)Fy (x),
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5.4. FORMULACION HAMILTONIANA

a partir de la densidad Hamiltoniana se puede construir el Hamiltoniano canénico de la teoria, el cual se
define como [13]

HO = /d3$%,
para la teoria de Yang Mills corresponde a
3 a ct 0 1 ) a 1 a 7]
Ho = [ &’z \m(2) D" (2)Ac(2) — 5ma(@)m(z) + 7 Fj(2) Fe ()| -

Es posible reescribir la derivada covariante de manera que actie sobre el momento candnico generalizado
en lugar de hacerlo sobre el campo de gauge. Al realizar dicho cambio, surgird un término que desaparece
bajo condiciones de frontera, debido a que los campos fisicos decrecen con la distancia y su valor tiende a
cero en el infinito, de esta manera el Hamiltoniano candnico resulta

Ho = / o [Ag(x)DaCi(x)W?(x) - %Wé(x)wg(x) +i @ (o) Fi () | (5.44)

Es conveniente trabajar con esta dltima expresion, ya que facilita las operaciones que involucran el Hamil-
toniano canénico. Ademds, se observa que el dltimo término de la ecuacién (5.4.4) depende de los tensores
de intensidad de campo, los cuales, a su vez, dependen de las derivadas espacio-temporales de los campos
gauge. Sin embargo, debido a la presencia de EDP, no es posible expresar todas las derivadas temporales en
términos de los momentos candnicos conjugados.

Existen diversos métodos que abordan este problema, entre ellos se destacan el formalismo de Dirac y el
formalismo de Hamilton-Jacobi, aunque el trabajo se enfoca en este dltimo formalismo, es conveniente tener
presente los resultados que se obtienen bajo la formulacién de Dirac, seccién que se estudia a continuacion.
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5.5. Formulacion de Dirac

Con la finalidad de comparar los resultados obtenidos con la implementacién de las condiciones gauge
en la formulacion de Hamilton-Jacobi, es necesario introducir el tratamiento candnico de estas condiciones
mediante la formulacién de Dirac, esta es una formulacién que permite implementar la informacién de las
ligaduras que posee el sistema a la dindmica del mismo mediante la redefinicién de los corchetes de Poisson.
Cabe destacar que dentro del desarrollo de esta seccidén no se explicard a detalle la formulacién de Dirac,
pues el objetivo de la seccion es encontrar inicamente los corchetes de Dirac fundamentales, por lo tanto se
citaron resultados obtenidos previamente agilizando asi el desarrollo de esta seccién [9].

En este tratamiento, se considera como ligadura primaria a la condicién 70(z) ~ 0, luego mediante un

andlisis de consistencia de la primera ligadura, se obtiene como ligadura secundaria a Dg a(x)ﬂf (x) = 0.
Estas ligaduras se denotan de la siguiente manera

$1a(z) = mo(x) = 0,
$2a(2) = Dy (2)7} (z) = 0,

donde el simbolo «==» indica una igualdad débil. Teniendo presente que los CP permiten definir la evolucion
dindmica de un sistema, se observa que la presencia de estas ligaduras altera esta dindmica dado a que los
CP fundamentales no son consistentes con estas ligaduras:

{4} (2), A (y)} =0,

{mi(x), m)(y)} = 0,

{AL(@), M/ (y)} = 650,
0

dado a que 7, (z) = 0 se espera que al sustituirlo en el dltimo CP este valga cero, sin embargo esta condi-
cién no se satisface, como un método para solucionar este problema se propuso redefinir el Hamiltoniano
canénico incorporando la informacién de las ligaduras mediante los multiplicadores de Lagrange \%(x),
como se observa a continuacién®

Hp = Ho + / @3 [N(2)d1(z) + X3(2)d2a(2)]

expresion que se conoce como el Hamiltoniano extendido, el cual estd compuesto por las ligaduras primarias
y secundarias,’ este define ahora la evolucién temporal de una variable dindmica F, () = Fa(AZ(x), 7y (x))
en el espacio de fase a través de

Fo(x) = {Fu(z), Hp},

la igualdad débil en esta expresion indica que los corchetes de Poisson en los que se basa la dindmica
del sistema no son completamente congruentes con las ligaduras del sistema, de modo que la redefinicién
del Hamiltoniano atin no soluciona completamente el problema. Para solucionar esto se debe redefinir los
corchetes que rigen la dindmica, introduciendo una matriz invertible compuesta por las ligaduras de segunda
clase del sistema. Para la teoria de Yang-Mills, las dos ligaduras que surgen son de primera clase [4], para
poder construir la matriz se debe introducir un conjunto de ligaduras que conviertan a ¢14(z) y ¢24(z) en
ligaduras de segunda clase, estas nuevas ligaduras se conocen como «condiciones gauge» y se introducen
seglin conveniencia.

8Los fndices H y P se usan como contadores del nimero de ligaduras del sistema.
9Las ligaduras primarias son las que surgen de la definicién del momento canénico generalizado, mientras que las secundarias
surgen al exigir la consistencia de las ligaduras primarias, es decir exigir ¢rq(x) = 0.
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5.5. FORMULACION DE DIRAC

5.5.1. Gauge de radiacion

Se consideran ahora como condiciones gauge a las restricciones A%(z) ~ 0y 0¥ A% (z) ~ 0. De esta
manera, el conjunto completo de ligaduras del sistema es el siguiente

Pra(z) = m(2) 2 0, (5.5.1a)
$24(x) = Dy ()7 (x) ~ 0, (5.5.1b)
h3a(x) = Aj(7) =0, (5.5.1¢)
baa(x) = 07 Al () ~ 0. (5.5.1d)

El objetivo ahora es encontrar los corchetes de Dirac (CD) fundamentales de la teoria de Yang-Mills libre
utilizando la definicion de los corchetes de Dirac dada en la ecuacidn (5.5.4) con la finalidad de compararlos
mads tarde con los corchetes fundamentales generalizados, para ello se deben evaluar los corchetes de Poisson
entre las ligaduras y con ello construir la matriz de ligaduras mostrada en (5.5.2), estos CP se muestran a
continuacién'”

Tabla 5.5.1: Corchetes de Poisson entre las ligaduras.

{1 ‘ P1(y) P2¢(y) P3c(y) Pac(y)

¢1a(x) | O 0 —0ae03(x—y) 0 '

$2a(x) | O 0 0 —Dio(2)0yi8° (x — y)
$3a(7) | 600 (x—y) O ‘ 0 0

Paa(z) | O Dio(9)82i0*(x —y) 0 0

Se observa que cada ligadura tiene al menos un corchete de Poisson diferente de cero, por lo que todas
las ligaduras se pueden clasificar como de segunda clase.!! A partir de estos CP se construye una matriz
de ligaduras de segunda clase de la forma C%,(z,y) = {¢%(z), #%(y)}, la cual permite definir la evolu-
cién dindmica del sistema como se observard mas adelante. Para la teoria en cuestion, esta matriz toma la
siguiente forma:

0 0 w0
0 0 0  Di.()0y

Caclts) = |5 0 0 ac(g) Bx —y). (5.5.2)
0 —0uDl(x) 0 0

Es necesario ahora determinar la inversa de la matriz de ligaduras para poderla sustituir en la definicién
de los CD, para ello, se debe considerar la funcién de Green de los operadores correspondientes, estas son
dos funciones Gy.(z,y, Au) y obe(x,y, A,) que satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales:

Lp(2) 0TGPy, Ay) = 55656° (x-y), (5.5.3a)
1 Dl ()0 (2, y, Ay) = 5056° (x-y). (5.5.3b)

Con esto determinado, la inversa de la matriz de ligaduras serd una matriz C(;I (x,y) que satisface

/d 2Cac(7,2)C, (2,y) = /d3zC;)1(:C,z)Cac(z,y) = 003 (x —y),

1%L os célculos de los CP entre las ligaduras se realiza en el apéndice §C.6.
"Las ligaduras de primera clase son aquellas que tiene corchetes de Poisson igual a cero con todas las ligaduras, en caso de que
halla algtin CP diferente de cero se denominan ligaduras de segunda clase.
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mediante la cual, se puede demostrar que la inversa de la matriz de ligaduras es'”
0 0 dep03(x —y) 0
-1 _ 0 0 0 _Ucb(x7y’A)
Co@v) =1 5,5 y) 0 0 0 !
0 Gcb(iU, Y, A) 0 0

esta matriz permite definir los corchetes de Dirac, estos son una generalizacion de los CP que incluyen
la informacién de todas las ligaduras de segunda clase del sistema mediante la inversa de la matriz de
ligaduras [Clﬁg(u, v)] 71, esto genera que los CD sean consistentes con todas las ligaduras y permiten definir
la dindmica del sistema, ademds, los corchetes de Dirac tienen propiedades similares a los corchetes de
Poisson y se definen como

{Fa(@), Go()}p = {Fa(2), Go(y)} — [ dPud*v{Fa(w), dpe(w)HCpd (u,v)] " {ga(v), Go(y)},  (5.5.4)

con esta redefinicion, la dindmica del sistema se calcula con el Hamiltoniano canénico como se muestra a
continuacién'?

Fa(ac) = {Fu(z),Ho}p.

Bajo la definicién de los CD, el conjunto de ligaduras (5.5.1) se convierte en igualdades fuertes, lo que
elimina las arbitrariedades en la dindmica del sistema. Finalmente, a partir de la definicion de corchetes de
Dirac (5.5.4) se calcula la evolucién de cualquier variable dindmica, para ello es conveniente determinar los
corchetes de Dirac fundamentales de la teoria, calculados en la seccidon §C.9:

{AS(2), AL(y)}p = 0, (5.5.52)
{W ( ) ( )}D —95k5lf chﬂk( )3y Cb($7y7A) l5kf dh”l( )akGad(Jf y,A), (5.5.5b)
{AS (), 7 ()} o = [61 — 0065]006° (x — y) — 0kud"™ D, (2)0) oep(x, y, A). (5.5.5¢)

12E] cdlculo de la inversa de la matriz de ligaduras se realiza en la seccién §C.7.
BCabe destacar que en todas las teorfas que poseen ligaduras de segunda clase se debe redefinir los CP con la finalidad de
implementar la informacion de las ligaduras en la dindmica del sistema.
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Capitulo 6

Aplicacion del método de Hamilton-Jacobi

Anteriormente se menciond que la Lagrangiana de la teoria de Yang-Mills presenta singularidades, lo que
implica la presencia de restricciones en el sistema que reducen los grados de libertad. Mediante el método
de Hamilton-Jacobi, es posible identificar el conjunto completo de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
que caracterizan el sistema, que se desarrollardn en este capitulo. Ademds, se construirdn las ecuaciones
caracterfsticas que rigen la dindmica del sistema.

6.1. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

La ecuacion de Hamilton-Jacobi asociada con el hamiltoniano canénico Hj definido en la ecuacion
(5.4.4), se expresa de la siguiente manera'

% + Ho(A"(z), mi(x)) = 0. (6.1.1)

. . . . oS .
Por conveniencia notacional, se denota el primer término como — = PY [5], ademds, la anterior ecua-

cién puede ser expresada en términos de densidades, para lo cual se introduce la densidad de momento:
PY = / d3ap’,

donde se interpreta a p° como la densidad del momento canénico conjugado a la variable temporal ¢. Con
esta notacidn, la ecuacién (6.1.1) puede ser reescrita mediante

P’ + Hy = /de(pO + ) = 0.

El término entre paréntesis corresponde a la ecuacién de Hamilton-Jacobi en términos de densidades. En
el método de Hamilton-Jacobi, esta ecuacién diferencial se considera como una primera EDP, que formara

"Para una comprensién mds detallada de este tema, se recomienda consultar el capitulo §4
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parte de las ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi. Esta EDP se define por:

= pO + Ag(x)Da

i (2)7%(2) — 2 () () + iFi‘}(x)F;j(x) 6.1.2)

6.2. Conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi

La segunda EDP que se incluye en las ecuaciones diferenciales, se determind en la ecuacidn (5.4.3) y se
muestra a continuacion

p1a(z) = () = 0. 6.2.1)

La notacién utilizada para los indices de las EDP es la siguiente: el primer indice en ¢p,(z) cuenta el
nimero de EDPHJ, mientras que el segundo es un indice de grupo. A cada una de estas EDPHJ se le puede
asignar un pardmetro arbitrario que dependa de las coordenadas y del tiempo. En particular, a la EDP (6.2.1)
se le asocia como pardmetro 7{(z), que posteriormente se relacionard con la componente temporal del
campo gauge Ag(x). Por otro lado, a la EDP (6.1.2) se le puede asignar el pardmetro temporal ¢, basado en
que esta EDP esta relacionada con la densidad Hamiltoniana canénica, la cual define la evolucién temporal
del sistema.

Asi, los pardmetros [t, 7{"(z)] conforman inicialmente el conjunto de variables independientes. Este nu-
mero puede aumentar a medida que se encuentren nuevas EDPHJ mediante el andlisis de las condiciones de
integrabilidad, como se verd en la seccién §6.2.1.

Cuando se trabaja con campos continuos, la forma de los campos depende del punto espacio-temporal.
Por lo tanto, los corchetes de Poisson evaluados a tiempos iguales entre dos variables dindmicas Fy(z) y
Gy (y) se definen mediante integrales alrededor de un punto z:

_ 0Fa(z) 6Gy(y)  0Gu(y) 6Fu(x)
{Fa(x)7Gb(y)}10:y0 = /dgz [5142(2) 571_5(2) - 5Aﬁ(2:) 571_5(2) )

(6.2.2)

donde el simbolo ¢ indica una derivada funcional. La evolucién temporal de una variable dindmica F'(A(x), 7(z)) =
F(x) se define utilizando los corchetes de Poisson [3, 5]:

dF(r) = /dsy[{F(w),aﬁoo(y)}dtvL{F(x),cbm(y)}dﬁ(y)]' (6.2.3)

Es momento de obtener los corchetes de Poisson fundamentales, que son relaciones que facilitaran los
célculos de los corchetes de Poisson entre variables dindmicas en el espacio de fase, evitando la necesidad
de utilizar la definicién directamente. A partir de la relacién (6.2.2), se pueden demostrar los siguientes
corchetes de Poisson fundamentales:

{45 (), 7 ()} = 6,058° (x-y),
{Au(), A (2)} =0,
{m.(y), 7 (y)} = 0.
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Los corchetes de Poisson son antisimétricos y obedecen la identidad de Jacobi, por lo tanto forman un
dlgebra de Lie’. Esta es una herramienta fundamental en la teorfa de campos, ya que los corchetes de Poisson
contribuyen a determinar la evolucién espacio-temporal de un sistema fisico, como se ilustra en la ecuacién
(6.2.3).

6.2.1. Condiciones de integrabilidad

Las condiciones de integrabilidad son un conjunto de condiciones que se imponen a los sistemas diné-
micos para verificar su integrabilidad completa y facilitar la resolucién de las ecuaciones caracteristicas
correspondientes. Para que un sistema sea considerado integrable, las EDP del sistema deben mantenerse en
involucién en todo el espacio-tiempo, esto implica que las EDP deban satisfacer la condicién de integrabili-
dad de Frobenius, que se introduce en la seccion §4.2.2:

dd)la(ﬂf) =0.

La evolucion de una variable dindmica se calcula usando el diferencial fundamental (6.2.3). Aplicando
ésto a la EDP (6.2.1), resulta

dgra(r) = /d3y[{¢1a(a:),¢00(y)}dt+ {#1a(2), d1a(y) }dri(y)]
= /d?’y[{ﬁbm(ﬂﬁ),%o(y)}dt

— [ 4l @) + A @) - Griwnt) + P F W),

al resolver esta integral se obtiene * '
dp1q = Dy, (z)m?(z)dt.

La condicién de integrabilidad para la EDP ¢1,(z) conduce a la aparicién de una nueva EDP, tal como
indica la condici6n de integrabilidad de Frobenius (4.2.10), esta EDP surge de la restriccién D} (2)72(z) =
0 y debe ser agregada al conjunto de EDPHJ:

$2a(x) = Djy(z)ml(x) = 0. (6.2.4)

La nueva EDP también debe cumplir con la condicién de integrabilidad de Frobenius. Para verificar su
integrabilidad, es necesario imponer la restriccion:

d¢2a($) = 07

aplicando el diferencial fundamental (6.2.3):

donale) = [ dyl{02u(a), o)}t + {020(0). 1)} W)
para solucionar la anterior integral se deben calcular los corchetes de Poisson presentes, los cuales son

{$2a(2), bo0(y)} = gfac’ bon(x) A% (y) 5% (x-y),
{¢2a(x)7 ¢1c(y)} =0,

2Para mds informacién se recomienda consultar el apéndice §A.
3El desarrollo de la integral se realiza en el apéndice §C.3.
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sustituyendo esto en el diferencial depg,():

Ab2a(2) = g bn(a) / dy[A% ()6 (x-y) ],

= g fuc P (2) A% () dt.

Al ser proporcional a la misma EDP y considerando que en el sistema de EDPHJ ¢9p(z) = 0, se puede
concluir que dego,(x) = 0, demostrando que la condicién de integrabilidad para la nueva EDP es idénti-
camente cero. Las condiciones de integrabilidad indicaron la necesidad de imponer una nueva restriccion
al sistema, ¢, () para obtener un sistema de EDPHJ completo. Esto implica que el conjunto inicial de
variables independientes es incompleto y es necesario expandir el espacio de pardmetros con nuevas varia-
bles independientes que se relacionen con cada EDP [4,5]. Por lo tanto, es obligatorio introducir un nuevo
pardmetro en la teorfa que dependa del espacio-tiempo, el cual serd denominado 7 (x), de esta manera, el
conjunto de EDP con sus respectivas variables independientes es

1

poo(z) = p° + A%(z) D, (z) 7 (x) — iwi (x)mi(z) + iFZ‘;(z)Ff (z) —t, (6.2.5a)
Pra(z) = 7o () —7(z), (6.2.5b)
$20(7) = Diy (2)7] () =78(x). (62.50)

Resulta titil considerar los corchetes de Poisson entre las EDP, las cuales se presentan a continuacién*

Tabla 6.2.1: Corchetes de Poisson entre las EDP 6.2.5.

Ly Poo(y) P1c(y) P2c(y)

boo(x) 0 T8 (y) D, ()83 (x=y)  —gfalpon(x) A% (y) 5> (x-y)
pra(x) | =7 (y) Dy (1) (x-y) 0 0
$2a(2) | Gfacbom(2)A%(y)5 (x-y) 0 9fac b ()63 (x-y)

Ahora bien, la imposicién de nuevas EDP en el sistema requiere modificar la evolucién de una variable
dindmica (6.2.3), lo que conlleva a agregar un nuevo término independiente de la siguiente manera

dFy(z) = /d3y[{Fa($)7¢oo(y)}dt +{Fa(@), P1c(y) i (y) + {Fa(®), d2c(y) }dT5(y)],  (6.2.6)

esta modificacion puede expresarse de forma compacta:
AFu(2) = [ @YF (@) doo(w)}d + {Fuw). 6relw)}riw) P = {1,2),

Con la nueva definicién de la evolucion de una variable dinamica, conocida como el diferencial funda-
mental, es necesario verificar nuevamente las condiciones de integrabilidad de las EDP. Para ello, se deben
considerar las relaciones entre las variables dindmicas y las EDP, como se indica en la tabla 6.3.1. A conti-
nuaciodn, se procede al cdlculo de cada una de las condiciones de integrabilidad.

Se comienza con el andlisis de la condicion de integrabilidad de ¢14(x).

dpra(x) = /dgy[{cf)la(l‘), P00 (y) }dt + {d1a(), 1c(y) 71 (y) + {d1a(2), P2c(y) T3 (y)].

“Para obtener las demostraciones correspondientes, se recomienda consultar el apéndice §C.5.
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Al reemplazar los respectivos corchetes de Poisson en el diferencial anterior, se obtiene

dbra(r) = — / Py (y) Dy ()6 (x — y)dt
= D)l (x)dt
= ¢2a(.%')dt,

esto es consistente con los resultados obtenidos inicialmente al calcular la integrabilidad de esta EDP utili-
zando la definicién (6.2.3).

Abhora se procedera al andlisis de la EDP ¢9,():
dpaa(z) = / d*ylgfae" 20(2) A% (y)8° (x-y)dt + g for D21 (2)0° (x-y)d5 (y)]

— fulou(a) [ YA @+ drs()5 ey
= 9fac P2 (@)[A(2)dt + dr§(2)].
Se observa nuevamente que la condicién de integrabilidad de esta EDP es proporcional a la propia EDP

por lo que la condicién de Frobenius (4.2.12) es satisfecha, verificando que no surgen nuevas EDP a partir
de las condiciones de integrabilidad.

Estas relaciones establecen que el conjunto de EDPHJ (6.2.5) estd en involucidn, lo que indica que las
ecuaciones caracteristicas son integrables [3,4].

6.3. Ecuaciones caracteristicas

Las ecuaciones caracteristicas asociadas al conjunto de EDPHJ se determinan a partir de la definicion de
la evolucién de una variable dindmica, dada en la ecuacién (6.2.6). Para los campos gauge A% (z) y los mo-
mentos candnicos generalizados 7%(x), las ecuaciones caracteristicas se obtienen al resolver las siguientes
integrales:

dAG (z) = /dgy[{Aﬁ(m), doo(y) Yt + { Al (x), d1p(y) i (y) + { Ak (@), d2(y) b3 (y)],

dmy(z) = / d*yl{m (), doo(y)}dt + {5 (2), d1s(y) Yri (y) + {x5 (@), dan(y) dr3 (y)]-

Para simplificar los célculos es titil tener en cuenta los corchetes de Poisson entre las variables dindmicas
y las EDP, los resultados de estos corchetes se resumen en la tabla® 6.3.1:

Tabla 6.3.1: Corchetes de Poisson entre las variables dindmicas y las EDP (6.2.5).

it | P00(y) ' P16(y) _9(y)
Ay (@) % (x-y)[D" (y) AG(y) — o (y)] 0 Dy (y)8° (x-y)
ab(a) 0" B () 0
mi(x) | [9f, 2w () AL (y) + E(y) Dy ()]0° (x-y) 0 9f G (y) 03 (x-y)
4 (x) —7}(y) Dy (y)8% (x-y) 0 0

Para obtener la demostracién de estos resultados, consulte el apéndice §C.4.
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Con el fin de resaltar resultados importantes, se aborda de forma independiente la evolucién de las com-
ponentes espaciales y temporales de los campos. Utilizando la tabla 6.3.1 y el diferencial correspondiente,
se obtiene la evolucién de la componente temporal del campo de gauge:

dAY(z) = dria(x), (6.3.1)

esta relacién muestra que la evolucién de la variable A%(z) es indeterminada debido a la presencia del
pardmetro 71,(x), este problema se lo aborda en el capitulo de condiciones gauge. De manera similar, se
procede al cdlculo de la ecuacion caracteristica de la componente espacial del campo gauge A (x):

dAy(x) = / d*y[8° (x-y)[Da" (y) Ad(y) — ma(y)ldt + Die(y)d® (x-y)drs (y)]

:l/f%WxWWﬁ@M%w—Wﬂmwﬂﬁ/memwﬁ@wMﬁ@ﬂ
= (D) A% w) — 7 (@)dt — Dy ()dr (),

se obtiene:

dAZ(:c) = [Dadi(x)Ag(x) — Wi(l‘)]dt - Dia(x)de(x). (6.3.2)

Se observa nuevamente que la dindmica de los campos gauge se mantiene arbitraria por la presencia de
los pardmetros indeterminados 75 (z). Al igual que con los campos gauge, se procede a calcular la evolucién
de la componente temporal del momento candénico conjugado:

art(o) = [ Pyli@). ono(w)de
drfj() = — [ d*ym(y)Dy" ()8 (x-y)dt

dr§(z) = DY (z)n(z) dt

63(2)
drl(z) = 0,

de esta manera:
drg(z) = 0. (6.3.3)

Finalmente, se procede a trabajar con la variable dindmica 7' (), teniendo presente el respectivo diferen-
cial para el momento canénico conjugado:

dr () = / dy [ (9,7l () A2y) + Fly () Dy (9)]6° (xey)dt + gf %! ()6% (x-y)dr5 ()

= lofym (@) AL (x) — Dy (x) Fly(2))dt + gf i (x)drs ().

Asi, la ecuacidn caracteristica del momento candnico conjugado resulta:

drf () = [gf,"n} () Aw) — Dy () Ffy(@)]dt + g % (x)d7s (). (6.3.4)

Las ecuaciones caracteristicas permiten determinar las ecuaciones de campo en el espacio de fase para los
campos gauge y los momentos canénicos conjugados, para ello se debe tener presente que las ecuaciones de
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campo en el espacio de fase corresponden a las primeras derivadas temporales de los campos, asi, al derivar
(6.3.2) respecto al tiempo se obtiene

dA: () 3 ; ; ; .
9 = Ai(@) = DM (@) Ag(w) — my(w) = Dig ()75 (),
donde se define 75(z) = de;ELB). La anterior ecuacién junto con Ag(m) corresponde a una de las ecuaciones

de campo en el espacio de fase:

Al(z) = 6l10(z) + OO [Dadi(x)Ag(gc) — i (z) — D (z)ig(x)] . (6.3.5)

De igual manera, diferenciando la ecuacidn caracteristica del momento candénico conjugado con respecto
al tiempo, se obtiene la evolucidn temporal de esta variable dindmica, que corresponde a la segunda ecuacién
de campo en el espacio de fase para la teoria de Yang-Mills libre:

#a() = 3l |9fy™w (@) A @) — Dy (@) (@) + g2yt (@) 75 ()] (6.3.6)

Es posible determinar la ecuacién de campo de la teoria de Yang-Mills libre en el espacio de configura-
cién a partir de la derivada temporal del momento canénico conjugado, esto se logra mediante el siguiente
procedimiento:

i () = gfym) (@) Ad(x) — Dy (@) Fy(w) + g f Gt (2)75 (),
606 i (x) = gf," Ad(@)l () = =Dy (@) Fi(2) + gf Gl (2)75 (),
D’ (@) Fly(w) + Dy () Fj(x) = gf Gl (@)F5(x),
Dy (z)Fyy () = gf i ()75 (2 ) (6.3.7)
obteniendo
Dy (x) Fyy (x) = gf G} ()75 (x). (6.3.8)

Por otro lado, recordando que 7(j(x) = 0, se puede expresar la relacién (6.3.3) de la siguiente manera®

ftoa(x) = 0 = D, (x)7}(x).

Teniendo en cuenta la relacién’ (5.4.2) y al sumarle un término nulo DY (z)F¢(z) = 0, la ecuacién
anterior se transforma en la componente temporal (con ¢ = 0) de la ecuacién de campo (5.3.2) obtenida en
la formulacién Lagrangiana:

D}, (x) Fgj(x) + Dy (2) Fgo () = Dy () Fly() = 0. (6.3.9)

Al juntar las ecuaciones (6.3.9) y (6.3.8), se obtiene la ecuacién de campo completa en el espacio de
configuracion:

Dy () Fg, (x) + D (2) Fy () = gf % mi(2)75(z),

Dy () Fyy(2) = gf % mi(2)75(x).

Se observa que esta ecuacion es indeterminada debido a la presencia del parametro 75 (), de esta manera
el método de Hamilton-Jacobi aplicado a la teoria de campos de Yang-Mills libre permitié identificar las
indeterminaciones que surgen en la dindmica de los campos.

8Se observa que esta relacién coincide exactamente con la expresién de la EDP (6.2.4).
7Se observa que al hacer ;1 = j en esta ecuacién, el momento canénico conjugado ser ;= —Fj = Fy;.
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Capitulo 7

Condiciones gauge en la teoria de
Yang-Mills libre

En el capitulo anterior se destacé que las ecuaciones caracteristicas presentan indeterminacién debido a la
presencia de los pardmetros 7%(z). Lo anterior infiere en un inconveniente dado que no es posible determinar
la evolucién de las variables dindmicas en el espacio de fase reducido, por tanto es necesario establecer un
método para determinar la forma de los pardmetros 7%(x).

Para resolver este problema, se introducen las condiciones gauge, las cuales son nuevas restricciones que
se agregan al sistema y reducen los grados de libertad del mismo, el nimero de condiciones gauge que se
deben imponer corresponde al nimero de restricciones linealmente independientes entre los campos que
posea la teorfa' [11, 13]. Estas condiciones permiten fijar de manera tinica la evolucién de las variables
dindmicas y eliminar la arbitrariedad de los pardmetros 7¢(x).

7.1. Gauge de radiacion

Con el fin de comparar los resultados obtenidos en la seccién §5.5 de condiciones gauge utilizando el
método de Dirac, se pretende llevar a cabo un andlisis con las mismas condiciones en el gauge de radiacion:

Cada una de estas ecuaciones corresponde a una EDPHJ y esta asociada a un pardmetro que depende del
espacio-tiempo, por lo que el conjunto completo de condiciones, junto con sus respectivos parametros, esta

'En la tabla 6.2.1 se observa que los CP entre las EDP ¢14(2) ¥ ¢24(x) es cero, indicando que estas son linealmente indepen-
dientes entre si.
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dado por
doo(x) = p'(z) + Ao (x) —t, (7.1.1a)
$1a() = 7y () (), (7.1.1b)
$2a(2) = Dy ()7} () 7 (), (7.1.1¢)
$3a() = AQ(z) —78(z), (7.1.1d)
Paa(w) = OF Ajy() —7(x). (7.1.1e)

Al modificarse el espacio de pardmetros, es necesario ajustar también el diferencial fundamental, en este
caso, el indice que cuenta el nimero de EDPHJ corre de 1 a 4, lo que implica que la evolucién espacio-
temporal de una variable dindmica F,(x) se expresa segin la ecuacion:

dFy(z) —/d?’y[{Fa(x),qﬁoo(y)}dH{Fa(x),qﬁpc(y)}dTﬁ(y) - P={1,2,3,4}. (7.1.2)

7.2. Corchetes generalizados

A partir de la condicién de integrabilidad de Frobenius, es posible redefinir la dindmica del sistema, de
modo que el diferencial fundamental se exprese en términos de los corchetes generalizados y del tiempo,
eliminando asf la arbitrariedad generada por los pardmetros 7%(x), esto se logra introduciendo la matriz de
EDP del sistema definida por

o (2,y) = {05 (), 63 (y)}-

Para escribir la representacion matricial de la matriz de EDP, es necesario calcular los CP entre todas las
EDP del sistema, para ello se tiene presente la tabla 5.5.1, en la cual se calculan los corchetes de Poisson
entre las EDP de la formulacién de Dirac, que coinciden con las EDP de la formulacién de Hamilton-Jacobi,
dicha matriz se expresa como

0 0 —dgc O
0 0 0 D}, ()i
Pule)=| g 0 Dl iy,

0 —0uDi(x) O 0

es importante destacar que la matriz de EDP obtenida en la formulaciéon de Hamilton-Jacobi es idéntica a
la matriz calculada en la formulacién de Dirac, por lo tanto, la inversa de la matriz de EDP es la misma en
ambos casos:

0 0 S (x—y) 0
-1 - 0 0 0 _Ucb(x7 Y, A)
o (2,) = —6a03(x—y) 0 0 0 ’
0 Gcb(xa Y, A) 0 0

donde Gep(z,y, A) y ow(z,y, A) representan las funciones de Green correspondiente a los operadores
Dflb(x)(?;” y 8§”Dflb(x) respectivamente. Mediante la inversa de la matriz de EDP, es posible determinar los
corchetes generalizados de la teoria. Para ello se debe tener presente la definicién del diferencial fundamental
e imponer la condicién de integrabilidad de Frobenius a las EDP ¢ p,(v):

65,00 = [ @ {6500, 8w} v+ {500,000 }ari )] =0,
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de la anterior expresion es posible separar la integral y relacionar el diferencial d7;/ () con el tiempo, como
se muestra a continuacién

[u{enw) ot} dniw) = - [ @ufonw). )} a,
[ g i) =~ [ @ufonw) dw} a,

aplicando la inversa de la matriz de EDP [<I> (y, )} " a ambos lados de la ecuacion e integrando respecto
a v se obtiene

[ vt [ agowine =- [ a0 / P {65 0). 5w},
/ dBudr] (u) / v [0, (y,v)]"" 5 (v, ) / Brdiu y, )" {o%(v), o5 (u)} dt,
/ d3udr] (u)d26% 53 (y / Bvdiu y,0)] " {85(v), 95 (u) ) dt,
drf () = [ @vdu [0 (0] {05(0),6800)} at,

de este modo, se determinan los pardmetros 7, (y) como funciones del tiempo, dejando como tinica variable
independiente al tiempo:

drf! (y) = — / Budbu [0, (y, 0)] "7 {65(0), ()} dt.

El anterior resultado permite modificar el diferencial fundamental en términos del tiempo, esto se logra
reemplazando el d7;' (y) en la ecuacién (7.1.2):

dF,(z) —/d3y [{Fa(x }dt+{ }dT ]
:/d3y {{Fa(x D}t - {Fe }/d vdbu [0 (g, 0)] " {65(0), &(u) ) dt
= / d’y {Fu(x), ¢o(y) } dt - / dydvd*u { Fu(2), o (y )}[ g o))" {05(v), 3w } dt,

al intercambiar las variables y <> u, resulta

AFu(o) = [y {Fale), B}t — [ dudva’y {Fu(o). ) (u >}[ L, 0)] " {85 ), 63(w) }
dF,( /d3 [{F ), d3(y)} — /d3ud3 (2), () b [@3) (w,0)] ™" {850), 66} |

el término entre corchetes se conoce con el nombre de «corchetes generalizados evaluados a tiempos igua-
les». Los corchetes generalizados para dos variables dindmicas F,,(z) y Gy (y) toman la siguiente forma [3]:

(Fu@). Go)} = (Fula), Golw) — [ dPud®y { Fule) oy )} [0 0, 0)] ™" (650, Golo)
Bajo la definicién de los corchetes generalizados, la dindmica del sistema es regida por
AFi(o) = [ @y {Fa(o). 3w} .
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Se observa que los corchetes generalizados tienen la misma forma funcional que los corchetes de Dirac,
los cuales se definieron en la ecuacién (5.5.4). Por tanto, los corchetes generalizados fundamentales serdn
los mismos que los corchetes fundamentales de Dirac (5.5.5):

{4} (z), A ( )= (7.2.12)
{WZ@?) (Y} = 5k5l hﬂk( )8y Cb($7y7A) l5kf dhﬂl( )8kGad<37 y, A), (7.2.1b)
{As (), m ()} = 8, — 0,05] 856 (x — ¥) — 646" D, ()8} 7t (1, y, A). (7.2.1c)

Debido a la presencia de las deltas de Kronecker 5L se observa que estos corchetes son consistentes con
las EDP del sistema, pues al reemplazar A%(x) o 7p(z) en cualquiera de los corchetes generalizados el

resultado es cero.
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Capitulo 8

Resultados

A partir del presente estudio, se logré generalizar la ecuacién diferencial parcial de Hamilton-Jacobi
(4.2.5) para campos continuos, escrita en términos de densidades de la siguiente manera

$oo(x) = po(z) + Ho(x) = 0.

Mediante un andlisis de las condiciones de integrabilidad de la EDP ¢1,(z) = 70(z) se logré deter-

minar el conjunto completo de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi con tres pardmetros
independientes [t, 7{'(z), 74 (z)] conformado por las siguientes EDP:

oo(x) = p° + Ao (x) —t,
$1a(2) = mg(2) =71 (2),
$2a(x) = Dy (2)m} () =73 (2),

el anterior conjunto de ecuaciones obligé a redefinir el diferencial fundamental del sistema:

dF,(z) = /d?’y[{Fa(x)’%o(y)}dt +{Fu(@), ore(y)}drp(y); P ={1,2},

bajo la anterior definicién del diferencial fundamental y con la ayuda de la tabla 6.3.1, se logré determinar
las ecuaciones caracteristicas del sistema, dadas por

dA%(z) = dryg(z),

dAy(x) = [D" () Ag(x) — mi (w)]dt — Dy (x)drs (),

dr§(x) = D, ()n) (x)dt

dri(x) = [fca P(2)AL(x ) Dy () Ffj(x)]dt + gf i (x)drs(x),

mediante estas relaciones, se logré determinar la dindmica de la teoria, que corresponde a las ecuaciones de
campo para los campos gauge y los momentos canénicos generalizados, en el espacio de fase corresponden
a

Al(w) = 8 tralw) + 61 [D() AY(w) — i) — Diy(2)75()]
(@) = 8, [yt (@) A2x) — DY (@) FY (@) + g f ot ()5 ()]
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Se logré obtener ademads la ecuacién de campo de la teoria de Yang-Mills libre en el espacio de configu-

racion:
Dba( )Fb ( >_ 5ng cb T ( )T§($)7

las anteriores ecuaciones mostraron directamente la indeterminacién que se genera en la dindmica de los
campos debido a las restricciones que posee la teoria y se reflejan en los pardmetros indeterminados 7¢(x).
Para poder obtener una dindmica dnica de los campos es necesario encontrar una dependencia temporal
de los pardmetros 7%(x), para ello se implementaron las condiciones del gauge de radiacién al conjunto
de EDPHIJ, de manera que todas las EDP sean linealmente dependientes y ampliando este conjunto de la
siguiente forma:

poo(z) = p’ + A () —t,

1a(z) = 7m0 (2) =71 (2),
$2a(x) = Dy, (2)} () =73 (),
$3a(x) = AQ() =73 (2),
aa(x) = 07 A () =74 (),

donde ¢3,(x) y daq(x) son las condiciones gauge impuestas a las cuales se les asociaron nuevos pardme-
tros indeterminados, al expandir el espacio de pardmetros se modificé también el diferencial fundamental,
expandiendo el contador de las EDPHIJ de la siguiente manera:

dF,(z) = / Py Fa(2), doo(y) Vi 1 {Fa(w), dre(y)}drily) — P={1,2,3,4},

al imponer la condicién de integrabilidad de Frobenius se logré determinar una relacién entre todos los
parametros 7%(x) y el tiempo:

drft(y) = / Brdbu (37 (y,0) {65 (), d(u) ) dt,

ecuacién que permitié redefinir la dindmica del sistema en términos de los corchetes generalizados a tiempos
iguales:

AFs(w) = [ oy {Fula), 68w} dr,

donde se define los corchetes generalizados a tiempos iguales entre dos variables dindmicas Fy,(z) y Gp(y)
como

{Fa(@), Go(1)}" = {Fal2),Go(y)} — [ dPud®v {Fa(2), ¢ (w)} (271),," (u,0) {65.(1), Go(y)}

resultado importante, ya que se observo la equivalencia funcional entre los corchetes generalizados y los
corchetes de Dirac (5.5.4) calculados en el gauge de radiacion:

{Fa(@),Gy(y)}p = {Fa(2), Go(y)} — [ d*ud*v{Fa(x), ope(u) O] (u, v){ga(v), Go(y)}-

Lo anterior permitié deducir que los corchetes generalizados fundamentales entre los campos gauge son
los mismos corchetes de Dirac fundamentales en el gauge de radiacién, de manera que la evolucién de
cualquier variable dindmica se puede calcular al tener presente los siguientes CG:

{A%(z), AL(y)}* =0,
{7 (), 7o (y)}* = gonoL f i (2)0) o (x,y, A) — 90,65 f Uyl (y) 05 G (2, y, A),
{A%(z), 7 ()} = [0 — 65651 676% (x — y) — k8™ DE, ()0 o (, y, A).
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Capitulo 9

Conclusiones

Debido a la invarianza gauge local de la teoria de Yang-Mills libre la densidad Lagrangiana que la descri-
be es singular, lo que da origen a relaciones entre los campos fundamentales de la teoria que se interpretan
como EDP en la formulacién de Hamilton-Jacobi, dicha formulacién exige que estas ecuaciones estén en
involucidn, lo que lleva a imponer restricciones adicionales al sistema hasta obtener un conjunto completo
de EDPHIJ, éstas restricciones se asociaron con pardmetros independientes que permitieron incorporar la
informacién de cada ecuacion diferencial parcial en la dinamica del sistema a través del diferencial funda-
mental.

La dindmica del sistema no presenta una definicién tnica debido a la dependencia con respecto a los
pardmetros indeterminados 7,5 (x) de las ecuaciones de campo (6.3.7) y la dindmica de los campos gauge
(6.3.5), los anteriores pardmetros estdn asociados con las ecuaciones diferenciales parciales linealmente
independientes de la teoria, esto subraya el origen de la indeterminacion en la dindmica de los campos.

Para abordar las arbitrariedades inherentes a la teoria de Yang-Mills libre, se propuso la implementa-
cion de las condiciones del gauge de radiacion, estas condiciones eliminaron la independencia lineal de las
ecuaciones diferenciales parciales, permitiendo asi expresar los pardmetros indeterminados en funcién del
tiempo. Como resultado, se construyeron los corchetes generalizados evaluados en tiempos iguales que en-
capsulan la informacién de todas las restricciones del sistema, reduciendo los grados de libertad de la teoria
de ocho a cuatro, donde la eleccién de estos grados es arbitraria.

En resumen, la implementacién de condiciones gauge en la teoria de Yang-Mills libre permitié definir
de manera tnica la dindmica de los campos, obteniendo unos corchetes generalizados fundamentales que
describen la evolucion de cualquier variable dindmica definida en el espacio de fase, determinando su equi-
valencia con los corchetes de Dirac fundamentales en el gauge de radiacion y asegurando la consistencia
entre la formulacion de Hamilton-Jacobi y la formulacién de Dirac.

Como sugerencias para futuras investigaciones, se plantea la obtencién de la forma explicita de los CG
fundamentales (7.2.1) a través del cdlculo de las funciones de Green, que se describen en la ecuacion (5.5.3).
Ademéds, se propone llevar a cabo un estudio complementario al presentado en este trabajo, que incluya la
implementacién de diferentes condiciones de gauge y ampliar la investigacién de la teoria de Yang-Mills
involucrando interacciones con otros campos, como el campo fermidnico.
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Apéndice A

Algebra de Lie

La teoria de Yang Mills es una teoria de campos que describe la interaccién entre particulas mediante la
introduccién de campos gauge, los cuales estdn asociados a un grupo de simetria llamado grupo de gauge.

Estos grupos son tipicamente grupos de Lie; esto significa que tienen una estructura diferenciable y una
estructura de grupo. Esto permite utilizar propiedades de los grupos de Lie para estudiar los grupos de gauge
y las propiedades de la teoria de Yang Mills.

Un grupo de Lie se define como un conjunto de matrices G = {M(a),a € R} [16] que al tener una
estructura de grupo, deben satisfacer tres propiedades fundamentales [9]:

Asociativa: ¥ M (a), M (b), M(c) € G,
[M(a)M ()] M (c) = M(a)[M(b)M(c)].
Elemento neutro: sea M(e) € G/VM(a) € G,
M(a)M(e) = M(e)M(a) = M(a).
Elemento inverso: sea M(a)~! € G/VM(a) € G,
M(a)"*M(a) = M(a)M(a)~! = M(e).
Producto: M (a)M(b) € G.

Si se cumplen todas estas propiedades, este conjunto junto con el producto de matrices forma un grupo
continuo o grupo de Lie [16]. El dlgebra de Lie se define en un espacio vectorial construido a partir de
una base,! T, = T%, a = {1,2,..., N}, siendo N la dimension del espacio; esta base es un conjunto de
matrices que reciben el nombre de «generadores del dlgebra» y permiten construir cualquier elemento. El
dlgebra de Lie ademds posee una operacién fundamental (Corchetes de Lie [, ]), los cuales satisfacen las
siguientes propiedades [9, 17, 18]:

= Bilinealidad ’:
T, BT") = NaBy[ T, T7).

= Identidad de Jacobi:

[[Tava]vTC] + HTCv Ta]a Tb} + [[Tb?TC]a Ta] = 0.

!Cabe resaltar que el espacio formado por los generadores no posee una métrica como en el espacio de Minkowski, lo que
permite subir y bajar los indices de acuerdo a las necesidades que se requiera.
2X\a ¥ By son constantes que multiplican a los generadores, aqui se emplea el convenio de Einstein de la suma.
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APENDICE A. ALGEBRA DE LIE

= Antisimetria’:
[TCU Tb] = _[Tb7 Ta]

Una propiedad que satisface las tres condiciones es el conmutador, definido como [19,20]

[T, Ty) = TuTy, — Ty T,

Ahora bien, cualquier elemento dentro del espacio GG puede ser expresado como una combinacién lineal
de los generadores, es decir, sea V € G — V = v,T°. Siendo que el conmutador es un elemento dentro del
grupo de Lie correspondiente, este podra ser expandido en términos de los generadores mediante [9, 18]

[T, Ty = ifuTe, a,byc={1,2,... N}, (A.1.1)

o Tecibe el nombre de «constante de estructura del grupo», esta determina como interactian los genera-
dores entre si y como se relacionan los elementos del dlgebra. La identidad de Jacobi puede ser reescrita
en términos de las constantes de estructura, si se sustituye la definicién de los corchetes de Lie (A.1.1), se
obtiene

Flanfae+ fraf o+ [ et 0 =0

La identidad de Jacobi garantiza que el dlgebra tenga una estructura coherente y bien definida y permite
la construccién de los diferentes grupos. Es importante tener en cuenta algunos resultados importantes de
los generadores, dado a que se emplean en algunos cdlculos. Los generadores son matrices antisimétricas,
por lo tanto su traza siempre serd cero, de este modo, para cada generador se satisface [18]

Tr[T5] = 0.

Finalmente, es conveniente expresar la traza del producto de generadores como* [11]

1
Tr[TaTb} = iéab- (A.1.2)

3Como consecuencia de la antisimetria y de la bilinealidad se satisface [Ta,, Ta} =0[18].
“Esto se hace por simetria con otros generadores: las matrices de Pauli SU(2) y las matrices de Gell-Mann SU(3).
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Apéndice B

Derivada covariante y transformacion
gauge local

Sea un campo fermidnico ¥ (x) = Y*(x)eq(x) que transforme como vector mediante [14]

V() = Q2)¢h(x),

donde () define una transformacién local, es decir, que depende del punto. La transformacién definida
anteriormente serd una transformacién de simetria o transformacion gauge siempre y cuando () sea un
elemento de SU () y, por tanto, se puede parametrizar, es decir [14]

Q(z) = [e7 0" )Te], (B.1.1)

donde 0°(x) son factores de fase que dependen del punto y 7, son los generadores del grupo SU(N),
los cuales no dependen del punto [15]. Una transformacién gauge tiene la propiedad de dejar invariante al
campo ¢ (x) de modo que no cambie ante un cambio de base, esta es una propiedad muy importante para la
fisica ya que indica que la cantidad () es un vector en el espacio formado por la base e,(x) y es el mismo
para cualquier observador [7]. Sin embargo, la derivada no cumple con esta propiedad bajo transformaciones
gauge locales; si se quiere asegurar que la derivada de un vector sea también un vector, esta se debe poder
expandir en términos de la base de la siguiente manera

auea(x) = H;Lab(x)eb(x)7

la cantidad II uab(a:) se la conoce como la conexidn, y es el andlogo a los simbolos de Christoffel en relativi-
dad general. Bajo esta definicidn, la derivada de los campos toma la siguiente forma [15]:

() = [0 (2)]ea(®) + ¢ (x)[Opea()]
= [0, (@)]ea(x) + 1% (2)IL, (2)en()
= [0 (x) + ¢ ()1, (2)]ea(),

la cantidad entre corchetes se conoce como la derivada covariante y se puede expresar como
Doy (2)(2) = [0020 () + T, (2) ]9 (),

de este modo, la derivada de un vector se expresa en términos de la derivada covariante de las componentes
de ese vector [7]:

Optp(w) = [Di ()" (x)]ea(w).
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APENDICE B. DERIVADA COVARIANTE Y TRANSFORMACION GAUGE LOCAL

Sin embargo, esto no garantiza que la derivada de un vector siga siendo un vector, para ello se debe
satisfacer que la derivada covariante transforme de manera covariante, es decir

DL(m)@D/“(:p) = Q(z)Dy(x)y*(x), (B.1.2)
esta condicién impone una restriccién sobre la conexién [15]:

I, (z) = Q(a)I,(z)Q " (2) — [0,2(x)]Q " (2). (B.1.3)

Teniendo presente la forma de las transformaciones gauge locales segun la relacion (B.1.1), se observa
que la derivada espacial de estas transformaciones [0,,£(x)] es proporcional a los generadores del grupo
SU(N). Para que la ecuacién (B.1.3) tenga una forma consistente, la conexién debe ser proporcional a los
generadores [7]." Para la teorfa de Yang Mills la conexion toma la forma [7]:

H,(z) = —igAj(z)Ta,

donde g es la constante de acoplamiento que se asocia con la intensidad del campo y AZ(ZE) son los campos
gauge.

A partir de esta definicion, la derivada covariante para la teoria de Yang Mills es
Dy (2)¢ (x) = [Ou(z) — ig Ay (2)Tu]y (2). (B.1.4)

La derivada covariante tiene una segunda representacion, la cual es equivalente a la anterior y se conoce
como la representacidn adjunta, definida de la siguiente manera [9]

b _ sbaz b pc
Dau(x) =040, — 9fca A (),

donde f.? es la constante de estructura, definida en el apéndice §A. Finalmente, es importante para el
desarrollo de los cédlculos destacar la siguiente propiedad de la derivada covariante:

Dzb(y)53 (x-y) = —Dza(x)53(x-y).

'Al poderse expandir la conexién como una combinacién lineal de los generadores del grupo, este pertenece al dlgebra del
grupo.
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Apéndice C

Calculos en la teoria de Yang Mills libre

C.1. Derivada de la densidad Lagrangiana respecto a los campos gauge

Con la finalidad de llegar a la ecuaciéon de campo de la teoria de Yang - Mills libre en el espacio de
configuracién, se realiza el siguiente célculo:

oL 1 d b N
T ~ 135G (@ @),
al realizar la derivada se obtiene
0L _Lpus, >0F£’/3(w)
oAu(x) — 20 W oau(a)
_ 1 v a c
= 5 <x>W[auA%<x>aﬂAﬁ<x>gfidAy<x>Afé<x>}
g [2200] o), o[t
270 0A% () 0A% () “0A(x)
) [Ag(m)Ad (w)]
_ 9 v B
- §fbchb (fﬂ) 8AZ(Z')
v, |04 (x o 0AL(@)
= PR | Gae A + A
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APENDICE C. CALCULOS EN LA TEORIA DE YANG MILLS LIBRE

teniendo presente que las derivadas parciales de los campos gauge con respecto a ellos mismos se reducen

9AY
al producto de deltas de Kronecker mediante 6%8 = (5’5 6% se sigue
1

0L
0A4(x)

= Iy ) [0 Al ) + AL ()30
= LR @Al + L 1 F (@) A
- ff F;ﬁ(x)Ad(m)Jﬁf F () A (2)
_ fb JFI () A () + f” L () A ()

= gfb Ly (@) AL ()
= _gfbcaAlc/( )Fbuu(x)a

d
()50,

Cc
v

de modo que:

0%
0A4(x)

= —g [ AL (2) ) (2).

C.2. Demostracion de la ecuacion 5.2.5

Serd util tener presente la primera y segunda derivada de la densidad Lagrangiana respecto a la derivada
de los campos. Los resultados que se obtengan podran ser de ayuda para posteriores cdlculos. La primera
derivada ayudard a determinar el momento canénico generalizado en la seccién de la formulacién de Hamil-
ton Jacobi y la segunda derivada servira para la determinacion de la matriz Hessiana, pues esta es un caso
especifico con v = 0. Se empezard a trabajar la primera derivada:

ﬂ:_lL b (VOB (1
[0, Aa(z)] 400, A%(x)] Fog(@)B7 ()| -

Para desarrollar esta derivada se debe tener en cuenta que los campos gauge y sus derivadas son indepen-
dientes, con esto en mente:

0L(x)  _ 1 as OFL5(x)
g Ast)] — 2t o, ()
= 3B @) [0eA5@) ~ 054 (0) 7 @) 440
L, 0[0udl()] o040 ()] o 0 A5 () A% ()]
270 B0 Ax(@)] T a0 Ax()] YT, Ag@)] |
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C.2. DEMOSTRACION DE LA ECUACION 5.2.5

por la independencia entre los campos y sus derivadas,

el ultimo término es cero, de modo que

af(:b) 1 af v sv sb Y sv b
M EFb (ZU) 504555(1 (5560{(5(1
1 (6% 14 1 (0% 14
— —ipaﬂ(x)(sg(sﬁ + QFaﬁ(x)égda
1 1
- __ R _ _
—F)"(x)
= F(z).

Para la segunda derivada se usard el resultado obtenido en la primera, de este modo se simplifican los

calculos, con esto:

02ZL (x) _ 3} [ 0L (x) }
[0, Ag(2)]0[0, A ()] 0[0,Af(z)] [ 010, A3(x)]
B OF," ()
00,45 (x))]
va, 48 8Fgﬁ($)

va, Y8

nuan’yﬁ

d

TN S Aar
0[0, Af ()]

0 |0aAg

T80, A ()]

|02 45(2) — 9345() — 9f5.A%(2) A5(@)]

d[0, Ag,

nV’Yn'Y# _ TlVMn’Y’Y_

"y [5355 - 535&‘]
nuan'yﬁ(sg(sg . T,l/a

()] o[0541()
(@) 00,A4(2)]
nvﬁgg5g

En conclusién, se obtuvieron los siguientes resultados para las derivadas parciales de la densidad Lagran-

giana respecto a las derivadas de los campos gauge:

0% (x)
[0, Ag(x)]

= F;"(x),

0?Z(x)

00, Af,(x)]0[0, Ag ()]

= Iy — R,

Cristian Santiago Mufioz Lopez

45



APENDICE C. CALCULOS EN LA TEORIA DE YANG MILLS LIBRE

C.3. Condicion de integrabilidad de la ligadura 6.2.1

Para que el conjunto de EDPHJ sea integrable se debe asegurar que d¢1,(x) = 0, es por ello que se debe
calcular este diferencial haciendo uso de la ecuacion (6.2.3), asi

do1q = /dgy{cﬁla(fﬂ)a Poo(y) tdt,
al tener en cuenta la tabla (6.2.1) se puede obtener el CP que aparece en la integral anterior:

{#10(2), d00(y)} =~} (y) D/ 1a8° (x-y),

colocando este resultado en la integral resulta
dona= [yl )D]5" )t
= / d*y[—} (y)64a0, 6 (x-y)]dt + g fi / [} (y) Ally)° (x-y)]dt

—&wt/f ﬁxwutgn;/fwﬁwﬁ@wmwwt
— Bl (x) — gff Al ()l ()] dt
:DZ abTs ( )dt

esto proporciona una condicién para la primera EDP, la cudl se interpretard en el documento.

C.4. Corchetes de Poisson entre las variables dependientes y las EDP

Se calcularén las ecuaciones caracteristicas de las variables A% (x) y 7}, (); para ello se debe calcular los
CP entre estas variables y las EDP que aparecen en el diferencial fundamental dF.

Se iniciard con la variable A’ (z)

Con la EDP ¢ (y) :
{A4(2), doo (1)} |

= {AL(2), 7 (y)} D" AYly) — mE () { AL (), T ()}

= 5;0,0°(x — y) Dy AQ(y) — mE (y)3508° (x — y)

= 8z —y)[Dyq AYy) — ma(y))-
Con la EDP ¢14(y) : ' ‘

{A4(@), d1(y)} = {44 (), 7p ()} = 0.

Con la EDP ¢ (y) :

{45(2), dn(v))
— {A4(w), D) (0}
= D] i85 — )
= D} i)

46 Cristian Santiago Mufioz Lépez



C.4. CP ENTRE LAS VARIABLES DEPENDIENTES Y LAS EDP

En resumen:

{AL(2), P00(y)} = 6°(x — y)[Dy L AY(y) — ma(y)],
{AL(x), p1s(y)} =0,
{A%(2), ¢(y)} = D}, ,8°(x —y).

Para la componente temporal del campo gauge AY(x) se tiene lo siguiente: Con la EDP ¢go(y) :

{AD(x), doo(y)}
= {A(2), 7 ()} D, * A(y) — mE(W){AY (@), 75 (y)}
= 0.

Con la EDP ¢4, (y) :

{43 (@), d16(y)}
= {Ad(@), ()}
= Sap03(x-y).

Con la EDP ¢9p(y) :

{AY(@), b(v))
= {A0), D) 7))
= 0.

Resumiendo lo anterior:

{Ag(.%'), ¢00(y>} = 0,
{A(@), p1(y)} = a0 (x-y),
{AD(x), pan(y)} = 0.

Ahora para la variable 7{' ().
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Con la EDP ¢00(y) :

{mi' (), doo(y)}

= {ri(2).p <>+w<>Dy§jA2<y>—§w£<y> ") + PO )

= w) (nf (), Dy AU} + o Fh ) (), B )

= f, “m ) AND @ — ) + 5 L) -000 058 — ) + 6553040 — )
9 frac 8 8F AV (y) + gfbdeaaw’m( )6 — y)

= 9h™ b( )AL ()6 (x — y) — 51:;;@)33’53(3; —y)+ %Fi‘}(y)0§53($ —y)

+<Hy>[ 9hud FJi(y) A7 (y )—*gfbd 5 (1) A (Y))0% (@ —y)
= 9/ b( )AL (1) (& — ) + Ff}( 0505 — 9fpd A7 (2))0° (x — )
= [9f, “ml () A2y) + F(y) D,y 716 (x — ).

Con la EDP ¢13(y) :
{7 (2), o1(v)} = {n(2), 1) (y)} = 0.
Con la EDP ¢9p(y) :
{7 (@), om(y)}

= {mi'(@), Dy 475 (y)}

= —gf {mi (@), AY(y)}m5 (y)

= —gf, 7 ()55016° (v — y)

= gfbc 1( )53(1‘_ )
En resumen:

{m2 (@), doo(y)} = [0, “ml(y) AUy) + F (1) D, 6% (@ — ),
[{7¢(2), ou()} = 0,
{r2 (), 62(¥)} = 9 475 ()03 (@ — ).

Finalmente, para la componente temporal del campo 7} (z) se encuentra lo siguiente:

Con la EDP ¢ (y) :

{76 (), doo(y) }

= {m§(@).0") + ) Dy, AN — S )) + 3 FR ) E )}

YY)D, {m (w), A(y) }

= wl(y)D, 505 (x)
b(y) D, 5% (x-y).

Il
3
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C.5. CORCHETES DE POISSON ENTRE LAS EDP

Con la EDP ¢1b(y) :
{7 (2), p1(y)} = {7 (2), m)(y)} = 0.

Con la EDP ¢9p(y) :

{m§(2), bm(v))
= {x4(@), D} oS (0)}

Resumiendo esto dltimo:

Estos CP deben tenerse presente a la hora de calcular las ecuaciones caracteristicas, los cuales serdn
reemplazados en la tabla (6.3.1).

C.5. Corchetes de Poisson entre las EDP

A continuacién se calculardn los corchetes de Poisson entre las EDP para poder calcular las condiciones
de integrabilidad, teniendo en cuenta la definicion completa del diferencial fundamental (6.2.6); para ello se
trabajard con cada una de las EDP por aparte y se calculardn sus corchetes de Poisson respectivos.

Corchetes de Poisson para la EDP ¢ (x):

{¢00(2), Poo(y)}
={p°<x> 47 () DAY ) — ()i (e) + 3 F () FI )5 ) + 7 (0) D, A%y) — Sk ()i )
+ Fkl( VE (y)}

—{AY() D, i () — S (@)l (@) + {F () E (2), AY) D, i (y) — St (y) + 4 Fuw) FE ()
—(AY) D, it (), AYw) D, P (y) — S )i (y) + G FE () — i)t (@), AY) D, P ()
FLFRWER @)} + 3 FS @) (FF ), AY9)D, M) — Skt (v),

se calcula el primer CP de {¢poo(z), ¢oo(y)}:

(A()D, it (), AY0)D, o () — Sk )i ) + 1 FE ) FE )}
= A @) A )DLt (), D, ()} — 7 () AY ) (D, i (), ()

+ %F,ﬁl(y)Ag(x){ngiﬂf(x), F(y)},

=A"(2) A (y){ b2 (2), S2a(y)} — e (y) A™ (@) { P (), T ()} + AOb( Hea(@), Fi(y)}EE (1)
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Usando los resultados para ¢op () :

= A%(@)A%(y)gf Gd2a6° (xy) + 7E () AP (2)g f G (2)0° (x-y)
+A% () Digan DS F (4)8° (2 — ),

por simetrias en los indices de grupo y haciendo y — z se puede eliminar los dos primeros términos,
obteniendo

= A%(2)Dypapy DEAFI ()53 (x-y).

zjt e
Se calcula ahora el segundo CP de { oo (), oo(y)}:
1
{7 (2), Ag(y) D, i () + L Fia (W FE ()}

= AY(y){n{ (), 62aly)} + %Fﬁz(y){ﬂf“(w), F¥(y)},

Usando los resultados calculados anteriormente para los CP:
AM(y)gf Gemi ()0 (x = y) + Fii(y) Dy, 6% (x-y)

)
AM(@)g f Gemf (2)8% (& —y) — Fyir () D6 (x-y)
[9.f 4 A% ()7 () — Foip(2) D3™18% (z — y).

Finalmente con el tercer CP de {0 (), poo(y)}:

SFSFY (@), AYw) D, () — Sk ()i ()

S AN ) (FF (), baaly)) Fl () — 5 F () {FD (@), )y ()
= —A"(y) Digga D3 FI (y)5° (x — y) + F™N () Dyjoed® (x-y) i (1)
= —A"(@)Diata DG FY ()8 (x — y) + F™ (2) Dyjued® (x-y) i (1).

Juntando todo resulta

{doo(), Poo(y) }
=A% (2) Diaay DSIFY () 6% (x-y) — gf §o A (@)7é ()l (2)6° (z — y) + Fyan (@)l (2) D63 (2 — y)

zjtc
— A"(2) Dyipa DS FIH(y)8° (2 — ) + F*™ (y) Dy jue6° (x-y) i (y)
b<>d kHi,ij,ch

0
— A" (1) Dy DS (x-y) — A% () Disan DEFIGIS (& — ) — 9f Sombber ) () A ()6 (x-y)
+ F"%(x)D (z —y)mi(y)

+ Fbik(x)ﬂé(ﬂf)Dfabfs:s(X'Y) T ykba53 T —y)m (Y
:Fbik(x)ﬂz(x)D];“b&?’(x-y) — Fbik(a:)ﬂf(m)Dwkab53(x-y)
=0.

se demuestra finalmente que ‘ {b00(x), poo(y)} = 0. ‘
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Ahora, se trabaja con la EDP ¢1.(z) :

{doo(), P1c(y)}

= (@) + W @)D,YAYw) — S (@) + {F () E (a)

2(1

= 1 (@){Dyg' AY(2), 7 (y)}+§{ Fii(x), md(y)} e (x)

(x)D b’5bc53(x y)
() Dyead® (x-y)

xrca

= T (2)Dyaed’ (x-Y),

a
ﬂ—’b

a
ﬂ—’b

se obtiene | {Goo(z), p1c(y)} = 7¢(z)D,L.63(x-y).
Se trabajard con la EDP ¢g.(x) :

{d00(), d2c(y)}
= _{¢2C(y)7¢00($)}
= =g/ A" (@) dou(w)5* (x-y).

Se obtiene [ {600(z), d2c(y)} = —9f LAY (2)daa()0? (x-).

Corchetes de Poisson para la EDP ¢;,(x)
Con ¢oo(y) :

{014(2), doo(y)}
= —{000(y), P1a(7)}

= )+ DA - S ) + TS W)
0

= —m(y) Doy {AL(y), ma(2)}
= ( )Dmbadg( )

{#1a(2), d00(y)} = =7} (Y) D 11,8 (x-¥).-
Ahora con ¢1.(y) :

=

as

{¢1a(2), d1(y)}
= {mq(x), ()}
0,

asf:‘ {p1a(x), d1c(v)} = O.‘

Finalmente con ¢a.(y) :

{¢1a( ) ¢20( )}

{ﬂ-( )7 ybc ?(y)}
0,

asf: ‘ {d1a(2), d2c(y)} = 0. ‘
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APENDICE C. CALCULOS EN LA TEORIA DE YANG MILLS LIBRE

Corchetes de Poisson para la ligadura ¢, ()

Se va a calcular los corchetes de Poisson de la EDP ¢, () con cada una de las otras EDP, se tiene en

cuenta la dltima definicion del hamiltoniano (5.4.4).
Se empezard por calcular los CP entre o, () ¥ ¢oo(y):
{¢2a( )> bo0(y)} ’ '
= AGWI{DS a7 (@), Dye Y5 (y)} + {Df ot (@), 7 (y) }d (y) +
7{Dx ba™ z( )7 ]ck(y)}ng(y)

= A"(y){d2a(2), P2c(y)} — {sbza(ﬂc)ﬂ?(y)}ﬂﬁ(y)+%{¢2a( ), E5u(u)}Y FEM(y),

es necesario realizar los célculos por aparte, para el primer CP:

A% () {h2a (@), P2c(y)} = Gfae Pban(2) A% ()83 (z — y).

Para el segundo CP

{¢2a(2), 75 (y) Il (y)
= {D% o7 (), 75(y) i)
= {6a0irl(z) — gf, 0 AL(x)ml(x), 75(y) el (y)
= —gh AL (), 75(y) bl ()7 (y)
= —9£,085050%(x — y)ml (x)7l ()
= —gfpd (@)l (y)8* (x —y),

dado a que f, ° es antisimétrico en los fndices b,c y W?(x)wﬁ (x) es simétrico en esos indices resulta:

{2 (), 7§ (y) }ml(y) = 0.

Finalmente para el tercer CP:

{$20(2), Fit(0)} FI* ()
= (D} yml(x), Ffi ()} FL* (y)
= Dy {mi(x),0;A5(y) — 0 AS(y) — af GAL (W) AL () }FF ()
= Dlpal0yi{m} (), AL(y)} — Oye{ml (@), AS(0)} — gf Gedmi (@), A () A5 () NFL* (y)
= Dlpal=0yi0ir0" 6 (& — y) + Oyr010"8° (x — y) — 9f AT W){7}(x), A% (y)}
+H{m} (), AT () AL (W) FZ* (),
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factorizando la delta de Dirac:

{¢2a x), Fi ()} F¥ (y)
Sik[0y;8" — g f 4 AT (W)] + 615 (040" + g f VALY (2
Sik[0y;8" — g f "q AT ()] + 613 [0,6" — g f " AL (y)]]6° (2
Sk DY + 6:; DY FIF(y) 5% (x — )
Dd’F]’“< ) — 8iy DL FIF ()]0 (a
Dixba (DS FIH(y) — DG FS (9)16% (= y)
2Diaba D FY (y)6° (x — ),

ba

ba

(
whal—
a[
whal—
zba[ =0
wbal0i

—y)

By 0i 0" + Oy0i;0 + g f Gl AL (y)6ikd™ + 010" A (y)])0% (x — y) FI¥ (y),

—y)FF(y)

—y)F*(y)

en este punto, se debe aplicar la identidad de Bianchi generalizada [3] para demostrar que

{$2a(x), F(y) LR (y) = 0,

Finalmente se llega a

{d20(2), G00(y)} = gfae P2 (x) A% (y) 03 (x — y).

Se calcula ahora el CP entre ¢o,(x) y ¢1.():

{¢2a( ) ¢1c( )}

= {Dxba 1( ),7‘(‘2(:{/)} )
= {Ga0im}(2) = 9y, *Ag(a)m (), 70 (y)}
= 9/, AL (@), 7 (y) e (2)
= 0,
De este modo‘ {p24(x), P1(y)} = 0. ‘
Finalmente se calcula el CP entre ¢o,(x) y pac() :
{¢2a( ) ¢26( )}
= {Dzba z( ) D;dc ](y)}
= D} 1A D} o T{ W)} (2) + Diy o {mi (), D) 37 (y)
= —9fy "D} g A A (@), 7 (W)Yl (@) = 9 fae "Dy (@), A7 ()} (y)
= —9hw "D} 18390° (@ — ) (@) + 9 e "Dy 4a07010° (x — 9)7] (1)

gfab ﬂ-z(x) ydc(sg('r_y)—i_ b>d) gfdc bDa: ba™" z( )53(:6 y)7
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donde (b <+ d) indica que se intercambiaron los indices b y d en el dltimo término, con esto:

{#24(), d2c(y) }
= —9fw ‘T (@)D} a0 (x = y) + 9foe Dy g (49)8° (x — y)
= 9lfse ‘DL gum} (x) = fop ‘7l (2) D g)0% (2 — y)
= 9lfse 1000 — 9f % 4o Ay (@)} () = fup 7l (@)[050ca — g.f ¥ g AL (2))]6° (z — )
[foe “0b6aami (x) = fup 70 (2)0%0ca — 9l foe “f L gq + fap U L)t () AL (2)]6° (2 — )
= glfe “0L0uam} () = fop 7} (2)0%0ca + 9fa % g (@) Al ())6% (@ — )
= 9[focaOim} (@) = fapem (2)0% + gfoq O Cgpmi (@) Al (2)]0% (2 — )
= 04[9fpeam! ()6 (@ — )] + gl Fape) (@)% + g e f g () Al (2)]6° (2 — ),

el primer término se elimina por la ley de Gauss al evaluar condiciones de frontera, asi

(|
SRS

= g[_fca z( )(SdbaZ +gfca df gdb7r ( )AZ( )]53(.ZU - y)
= —9fea T (@) 0] — [ AG(@)])0° (x — )
= —9fua "min(@)0an0y — [ 93 Ag()]6° (& — y)
= _gfca 7,( )Dldb53(‘r—y)
nuevamente, se puede introducir 7sz (z) en la derivada y surge un término de frontera que se puede despreciar

debido que al evaluar esta frontera en el infinito, los campos fisicos tienden a cero, eliminando este término,
con esto:

= _gfca dl)lder ( )53( )
~9teq “b2a(2)5° (x — y)
= gfa "2(2)8* (x — y),

ast: | {¢24(2), P2c(y)} = 9fac b¢2b(x)53(x —y).

Todos estos resultados serdn resumidos en la tabla (6.2.1) y servirdn para el célculo de las condiciones de
integrabilidad de las EDP pertenecientes al conjunto de ecuaciones diferenciales de Hamilton Jacobi.

C.6. Corchetes de Poisson entre las EDP con condiciones gauge

A continuacidn se calculan los corchetes de Poisson de todas las EDP con las dos condiciones gauge que
se introdujeron, se citardn los resultados de los CP entre las EDP calculadas en otra seccion para tenerlos
presentes en los cdlculos

Para ¢go(x): Realizando el cdlculo respectivo del corchete de Poisson para cada una de las ligaduras con

Poo ().
Se obtiene | {¢oo(x), doo(y)} = 0. |

Se obtiene | {00 (¢), 61c(y)} = 7(y) D,,i (1) (x — y).

Se obtiene | {¢oo(2), P2c(y)} = —fea P21 (2) A%*W 63 (x — y).
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[000(a), Gselp)} = {pole) + w0 (@)D, ¥ (@) AY(a) — gk (@) (@) + I ) Ff (), A2())
= 0,

se obtiene‘ {do0(x), P3c(y)} = 0. ‘

[00(), bae)} = {po(a) + (), (@) AYw) — St () +  F (@) Fiy (o), AR )}
= Ort (@)D, (@) AY(w) — ()t (), A )
= o [t (@), AEW)ID, Y (@) AY(w) — i)t (), AE )]
= 0 [52640%( — ) D, () AR ) — i ()62056% ()]
=~ [*(e — ) (D @) A5(x) - i) )|
= [ —y)] [P @A) - 7))

se obtiene | {¢o0(2), dac(y)} = — [0/6%(x — y)] [D. " (x) A (x) — mi(x)]

Para ¢1,(z) : Realizando el cdlculo respectivo del corchete de Poisson para cada una de las ligaduras con

¢1a<x)-

Se obtiene | {p1a(2), doo(y)} = —7/(y) Dy, (¥)8° (x — y).

Se obtiene‘ {b1a(x), P1.(y)} = 0. ‘

Se obtiene | {14 (), @2c(y)} = 0. |

{d1a(2), $3c(y)} = {ma(x), A2)}
= _5ac(53(x_y)7

se obtiene | {p14(), P3¢(y)} = —0acd>(z — 7).

{P1a(2), dac(y)} = {WS(w)ﬁf’Aé(y)}
= O/{m(x), ALy)},
= 0,

Se obtiene | {14 (), pac(y)} = 0. |

Para ¢, () : Realizando el cdlculo respectivo del corchete de Poisson para cada una de las ligaduras con

¢2a (1’)
Se obtiene | {p2q(2), P00 (y)} = gf,eldop(2) A%(y)83 (z — ).

Se obtiene | {4 (), p1c(y)} = 0. |

Cristian Santiago Mufioz Lopez 55



APENDICE C. CALCULOS EN LA TEORIA DE YANG MILLS LIBRE

Se obtiene | {24 (), p2¢(y)} = gfcldap(x)83 (x — 7).

{62a(2), 63c(1)} = {Dju()m; (), A(y)}
= Dj,(o){m(z), A2v)}
= 0,

<

se obtiene‘ {p2a(), P3c(y)} = 0. ‘

{$2a(2), $ac(y)} = {Dj,(a)nl(x), 0V Al(y)}
= Dj,(2)0¢{nl(x), Al(y)}
= —Dj, ()¢ {Al(y), 7! (x)}
= —Dj,()0Y0%516° (x — )

(
= D ()05} (x ),

se obtiene | {¢24(2), Pac(y)} = —Diy (2)0)6° (x — y).

Para ¢3,(z) : Realizando el célculo respectivo del corchete de Poisson para cada una de las ligaduras con

¢3a (l')

1

150 W F @)

(630(@), Go0(s)} = {A%), poly) + () D, () Ay) — 5l () (y) +
= 0,

se obtiene | {34 (), doo(y)} = 0.

{#3a(2), P1c(y)} = {AQ(2), 7 (y)},
== 5ac(53($_y)7

se obtiene | {$34 (), P1c(y)} = 6ac0>(x — y).

{a(2), d2c(y)} = {AQ(x), D} (y)7}(y)}

= Dj(u){AN (). ()}
= 0,

se obtiene | {3 (x), S2c(y)} = 0.

{03a(2),03:(y)} = {AL(), A(x)}

Il
o

se obtiene‘ {p3a(), P3c(y)} = 0. ‘
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{$30(7), 1c(v)} = {Al(x), Dj(x)A}()}
= 0,

se obiene | {34 (x), 1c(y)} = 0.

Para ¢4, () : Realizando el cdlculo respectivo del corchete de Poisson para cada una de las ligaduras con

Paa(T).
{baala) Go(®)) = (BFAL), poly) + }(w)D, 7 (1) AY) — Zrhw)h(y) + 3 ") Fhy(a)}
= O7HAL@). poy) + 72D, () Ay) — ST )+ F W) L))

= FHAL(2), 7 (y)}[D, 7 (1) Ay) — 7 ()]
= OF[05810%(x — »)[D, “ (y) A (y) — 7] (y)]
= [078°(x — y)][D, " (y)AAy) — 7l (y)],

se obtiene [ {p4a(2), d00(y)} = [07[D, (9) AL(y) — i (4)]6%(z — ).

{paa(2), p1c(v)} = {07 Ay (), 72 (y)}
= O {AL(x), 7 (y)}
= 0,

se obtiene‘ {baa(x), P1(y)} = 0. ‘

{baa(@), p2c(y)} = {07 AL(2). Di(y)m5 ()}

= 97D} (y){AL(x),(y)}
= WD{;c(y)éZaZé?’(x— )
= 9D (y)8(x —y),

se obtiene [ {4 (x), ¢20(y)} = 07 Dig(y)*(x — ).

{b1a(2), P3c(y)} = {35“’14@(35),142(%)}
= OM{AL(z), Ag(x)}
= 0,

se obtiene‘ {b1a(x), P3c(y)} = 0. ‘

{paa(2), P3c(y)} = {07 AL(x), Y Al(y)}
= PO A(z), Al(y)}
= 0,

se obtiene‘ {paa(), Pac(y)} = 0. ‘
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C.7.

Inversa de la matriz de ligaduras C,.(z, y)

Se debe ahora hallar la inversa de la matriz Co. (7, y), esta serd una matriz C," (v, y) tal que

/d3zCac(x,z)Cc_bl(z,y) = /d3ch_bl(x,z)Cac(z,y) =003 (x — y),

esto es

/ d*2Cye(z,2)C5 (2, y)

0 0 —be O N O o Oy
(a0 0 0 Di(x)0a Coit Co Coyt Cof | 3,
- / Tl 5 0 | 0 0 ol ool oot o |0

0 dwiDl (z) 0 0 ol Cn COF o

0 0 —84e O cnt ot oE ot
o o 0 Di(2)0n s, | Ol Coy Oyt Co | s
| e 0 0 0 / d° Cyl Cyl Oy Gy G
0 OpiDi (z) 0 0 Cnt Cn CE ot
0 0 ~84e O Cﬁi(xvy) szi(x,y) 01_31(3773/) Cﬂi(x,y)
_ 0 0 0 Dclzc(x)am 02_11 (:IJ, y) 02_21 (ZL’, y) C'2_31 ($> y) 02_41 (1‘, y)
dac 0 , 0 0 Cs,_ll(m,y) Cs‘zl(ar,y) Cio,l(%y) C;il(w,y) '
0 02iDeo(z) 0 0 Cy (zy) Cp(zy) Cg(zy) Cy(z,y)
—8acCiyt —80cCiy —8acCi3" —3acCiyt
_ Dzzc(l‘)axlczzll D;c(x)amczl}l DZC(CL‘)GMCZ; DZLC(‘T)&UZCLLI
| seCit 64cCr5 8acCr3t 84.C14
—8xich($)C2_11 _a’fiDZ;zc(m)CZ_; _8331‘D(izc($)02_31 _6171'Dzizc(m)02_41
5ab53(x_§’) 0 0 0
_ 0 5ab53(x—y) 0 0
=l o 0 bap0(x —y) 0
0 0 0 Sapd3(x —y)

Al comparar estas dos tdltimas matrices se determinan relaciones para las componentes de la matriz inver-

sa, de este modo se obtiene

Por otro lado, se obtienen relaciones para las componentes de la matriz inversa a partir de las condiciones:
Diy(2)02iC1" = Diyo()02:C5' = Dipo(2)02iCl' = — 02 Dipe () Cy' = —00i D) Coy' = — 02 Dio(w) Cog' =

0

Oyl =Cxt=Cyl =0l =Cct =t =0.

Cpl=Cpl=Cl =0y =0y =Cl =0.

De las condiciones: —5aCC’;11 = 5acC'f31 = 6450°(z — y) se obtiene
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—Cq' = Ot = 003 (x — ).
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De la condicién: D (x)0,:Cy,' = 0450 (x — y) se obtiene la funcién de Green correspondiente:

C4_21 = Gcb(wv Y, A)

Finalmente de la condicién —0,; D% (x)C5;' = §450°(x — y) se obtiene una nueva funcién de Green a la
cual se denominara como o (z,y, A), de modo que

0211 = —ou(x,y, A).

La matriz inversa sera

0 0 02 (x—y) 0O

_1 - 0 0 0 —oep(z,y, A)
Co @)= 5 5x—y) 0 0 0
0 Gcb($7 Y, A) 0 0

C.8. Corchetes de Poisson entre las ligaduras y las condiciones gauge

Con la finalidad de ampliar la tabla (6.3.1) en relacién a los CP entre las ligaduras y los campos, se agrega
la informacién de las nuevas ligaduras, se tiene que calcular los CP entre las nuevas ligaduras y los campos,
de este modo se procede a calcular:

Para ¢3,(z) : Se procederd a realizar el cdlculo del corchete de Poisson entre los campos fundamentales
de la teoria de Yang-Mills libre y la ligadura ¢3, ().

Con el campo A% (z) :

{Ah(2), d3c(y)} = {AL(2), AQ(2)},

Con el campo 7};(7) :

{mi(@), d3c(v)} = {mji(x), A2(W)},
= —525253(1:—31).

De modo que | {AG(2), ¢3c(y)} = 0|y {7 (2), d3c(y)} = —0p028% (2 — ).

Para ¢,,(x) : Se procederd a realizar el cdlculo del corchete de Poisson entre los campos fundamentales
de la teoria de Yang-Mills libre y la ligadura ¢4, ().

Con el campo A% (z) :
{Ah(2), 01c(y)} = {AL(x),0!AlL(y)},
= 9{Al(2), Al(y)},
= 0.
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Con el campo 7}, (z) :

{mi(@), dac(y)} = {mi(x), 0/ AlL(y)},
= 0¢{mi(z), Aly)},

_ | sa 3
= —5]600Y8 (x —y).

De modo que| {A%(z), gac(y)} = 0|y |{7%(2), duc(y)} = —0,020Y5%(x — y).

C.9. Corchetes de Dirac fundamentales

Para simplificar los calculos de la evolucién de una variable dindmica es conveniente calcular los corchetes
de Dirac fundamentales, para ello se debe tener presente los CP entre las ligaduras y los campos y recordar
que los unicos CP entre los campos diferentes de cero son

{A5(@), 7 ()} = 65.6,0°(x — ).

Ahora se considera la tabla de los corchetes de Poisson entre los campos fundamentales y las ligaduras,
extendida con las condiciones gauge:

{ > } ‘ ¢lc(u) ¢2c(u)‘ ¢3C(u) ¢4C<u)
A% (z) | 0260,0°(x —u) (5ziuDaC’(u)53(x —u) 0 U
mh(z) | 0 §Hg fapm(W)83(x — 1) —8H00,,0°%(x — u) —5’”(50@8;‘(53(9: —u)

Tabla C.9.1: CP entre los campos y las ligaduras.

Es conveniente para los célculos tener explicitamente la tabla con las ligaduras como primera columna y
los campos como primera fila para asi poder realizar ficilmente los corchetes de Poisson entre las diferentes
variables dindmicas:

1 | AW ™ (y)

¢1d(v) —(5350V5?(V — y) 0

Goa(v) | =05, D) ()8 @ —y) =07 g franml(v)5%(v — y)
¢3d(v) 0 (5”9(5561(53(?} — y)

daq(v) | O oI 5bd3;’53(v —9)

Tabla C.9.2: CP entre los campos y las ligaduras.
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Con esto definido es posible determinar los corchetes fundamentales de Dirac. Se empezara calculando el
CD entre los campos gauge:

{AL(2), AL(n)}o ={A5(x), AL (1)} —/d?’udgv{AZ(w%¢pc(U)}[C§Z]1(u,v){¢qd(v)~4’5(y)},

— - /d3ud3v [{ A (2), 01(w) HOTE] " (u, v){¢3a(v), 45 (y)}+

{ AL (2), S2c(w) OS] (u, v){aa(v), 45 (1)}],
=0.

Ahora los CP entre los momentos candnicos conjugados:

{mi(2), 7 (y)}o ={mj (), mp (y)} — /d‘q’ud?’v{7r (@), dpe(u) HCpql ™ (u, 0){bga(v), m ()},

/ Bud®v [ {7%(x), doo(u) OS5 (u, v){aalv), 7 (y)}+

()
{ﬂﬁ(w),%c( )}[ O~ (u, 0){dra(v), mp (y) )+
{mi(), Pac(u) OG] ™ (u, 0){¢2a(v), my (1)}

=— /d‘gud3 6! w9f i P (w)03 (z — u)oeq(u, v A)5]5d8”53(v —y)]+
[ P udo[56206% @ — w)Gealin v, A58 byl (0150 — )],

=691 & 535d8y/d3ud3 [Tl (w)oea(u, v, A)5° (v — y)83(x — )] —
50:058,08 . [ P uu[Gual, v, A 015y — 0)0%(w — )],

— 98151041 & 0! [xl (@)oealw,y, A)] — 9836102 f by 0F [Gealw, y, A)ml ()],

=g01,00 f 4, 0Y [xf (2)0 (2, y, A)] — 98763 f 0y OF |G, y, Al (y)],

=g040Lf 0) |7l (@)o .y A)| — 980, 1 0F |G,y Al ()]
=930l (@)Y [0 (., A)| = 98I0k S Ll ()OF (G (2, A)),

=930 40! |7l (@)o (., 4)| — g845L 1 |G .y, A ()]
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APENDICE C. CALCULOS EN LA TEORIA DE YANG MILLS LIBRE

Finalmente los CD entre los campos gauge y los momentos canénicos conjugados son
{Af(2), 7 (9)} o ={Af(2), 7 ()} — / Pud®v{ Af, (), dpe(w) HCpdl ™ (u, 0){dga(v), 7 (1)}

=558 x— y) = [ duds {430, o1e(w)} O] w0 {30 (w). )+
{A5(2), poc(w)}C5H ™ (u, v){paa(v), 7 (y)}],
=5015% (x —y) — / BPud®v[64c00,0% (2 — w)Sead®(u — v)5E 616 (v — y)| —

/ dPud®v [8iy, (Dhe(u)8® (z — w)) eq(u, v, A)57" 65 (955° (y — v)) ],
508753 (x — y) — Buciopbeady / Bud®o[53(@ — )5 (u — v)8 (v — )] -
5iu 09 8 / dBudv[ (~Diy(2)6% (x — u)) oea(u, v, A) (—6;.’53@ - v)) ],

:5,?5;;(53(}( -y)— 52(56’(51‘,1 / dul0®(x — u)6* (u — y)] -
5053} ()0 / Budvo(u, v, A5 (y — v)8 (@ — u),
=0610%(x —y) — 004 650° (x — y) — 667" 64 Dl ()0 0ca(, y, A),

=050,0°(x = y) = 8,00058°(x —y) = 0iyu0? Diy ()0 oen (i, y, A),
=[0), = 0,05]050° (x — y) — 640" D&, (2)8 o (i, y, A).

En resumen, los corchetes generalizados fundamentales entre los campos de la teoria son

{Af(2), AL(y)}p =0,

{mi(@),m(y)}o = 9030, f i (@) o (@, y, A) — 98,05 f i (y)OE G (x, y, A),

{AL (@), 7 (W)} o = [0, — 62061 050° (x — ¥) — 08" Dty ()0} 0 (. y, A).
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