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Teorias gauge

@ A -

Transformacién de los campos gauge

o WmAgsres

sen() 207t

K9 = 92

AL(X) = Au(x) + OA(X)  (24)
Invarianza de la densidad Lagrangiana

L= (2.2)
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Planteamiento del problema

La teoria de Yang-Mills se caracteriza por Se pretende resolver:
poseer restricciones 1 :Cuantas restricciones posee el
i ?
dra(X) =0 (2.3) sistema?

1 ¢:De qué manera las restricciones
afectan a la dindmica del sistema?

La dindmica del sistema no sera bien

definida si existen restricciones LI

1 ¢:Cémo las condiciones gauge
resuelven este problema?
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Obijetivos

General

Realizar un estudio de las teorias gauge no abelianas mediante la formulacion de
Hamilton-Jacobi.
Especificos

o Analizar la formulacion de Hamilton-Jacobi segliin Carathéodory, generalizando los
resultados a teoria de campos.

o Aplicar la formulaciéon de Hamilton-Jacobi a la teoria de Yang-Miills.

¢ Implementar condiciones de gauge en la formulacion de Hamilton-Jacobi y aplicarla
al estudio del campo de Yang-Miills.
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Lagrangiana de la teoria de Yang-Miills libre

La densidad Lagrangiana que describe la teoria de Yang-Mills libre es:

1 4
g(x) = _ZFZI/(X)Fg (X)7 (3.1)
donde se define el tensor de intensidad de campo de esta teoria mediante:
FZI/(X) = aﬂA‘lzl(X) - aVAZ(X) - gfabcAZ(X)Ayi(x)a (32)

descrita para un grupo de simetria general SU(N).

Griffiths).
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Formulacion Lagrangiana

Las ecuaciones de campo se determinan de las ecuaciones de Euler Lagrange

0 oy |22 | - (3.3)
oaa P | o(0gAa)] '
Estas ecuaciones se pueden representar como:
AL(X) = Wy (%, y)]'GL[AG(x), A2 (X)), (3.4)
PL ,
W.U'V(X7 y) - 6(80A5)6(80AZ)6 (x - Y) (3-5)

Sin embargo, la densidad Lagrangiana de la teoria es singular:

W(x,y) = n"°n°" — n""" = diag(0,1,1,1)d(x-y).
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Formulacion Hamiltoniana

Mediante una transformacién de Legendre a la densidad Lagrangiana se obtiene la
densidad Hamiltoniana canénica:

Ho(x) = TG (AL (X) — Z(x), (37)

con esto se introduce el espacio de fase (Af, A“) — (A, mq). Para la teoria de Yang-Mills
libre:

Ho = [ |A20007 ()00 ~ Jri(0nf ) + SFWA|. e8)

Esta formulacién presenta una restriccion sobre sus campos:

$a(x) = 73 (x) = o,
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Ecuaciones diferenciales

En el método de HJ se considera:

_0S(t,Ab(x))
= —5AZ ) (3.10)

Se introduce ademas una nueva restricciéon

_ 95(t, AD(x)) a gy OS(EAY(X))
Poo(X) = a0 +5 (A#(X), W) (3.1)
PO (x)

De manera que se tiene el conjunto de restricciones ¢oo(X) Y P1a(X).
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Corchetes de Poisson

La presencia de restricciones altera la dindmica del sistema, dado a que los CP no se
satisfacen completamente:

{A%(x),AL(y)} = o, (3.12)
{m3(x), o (y)} = o, (3.13)
{A%(x), T (v)} = 650, (3.14)

El dltimo CP fundamental no satisface la restriccion 77 (x) = 0 — {Af(x), 75 (y)} # olo
cual genera un gran inconveniente

dFa(x) = / By {Fa(x), doo(y) }dt (219

&
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Formulaciéon de Hamilton-Jacobi

Se realiza un andlisis de integrabilidad sobre la restriccion que posee el sistema, que se la
considera ahora como una EDP, aplicando la condicion de Frobenius:

doo = C7a5¢7d7—ﬁ =0, (4.1)
se encuentra el conjunto completo de EDPHJ:

boo(X) = p° + % —t,
Pra(x) = 75 (x) =7 (),

$20(x) = Dha ()7 (x) =73 (%)-
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Ecuaciones caracteristicas

A partir de esto se puede construir la evolucién de cualquier observable fisica en el
espacio de fase reducido:

dF(x) = /dSY[{F(X),%o(V)}dH{F(X),¢1c(Y)}de(V)+{F(X)7¢zc(Y)}dT§(Y)], (4.3)

al evaluar la evolucién de los campos se obtienen las ecuaciones caracteristicas de la

teoria de Yang-Mills: dAC(x) = dr(x) (4.42)
dA} (x) = [DA(x)A3(x) — mh (x)]dt — Dl (x)d7$(x), (4.4b)
drd(x) = D (x)mP (x)dt, (4.4¢)

drf (x) = [gfy m ()A2(x) — Dy (X)FF(x)]dt + 8f 7 (x)dlr5 (x).
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Dinamica de los campos

De las ecuaciones caracteristicas se deriva la dindmica de los campos gauge y la ecuaciéon
de campo de la teoria, en el espacio de fase:

AL (x) = 8 72a(x) + o' [ (AZ() — mh(x) — Dla(X)7£()] (4.52)
70(x) = o, | gfsmP()A2(x) — DE(FE() + gFrP (0750)| . (a.5b)

Y en el espacio de configuracion:
Diy ()P, (x) = 81,5 %P (x)£(x), (4.6)

que presentan indeterminaciones debido a la presencia de los parametros
indeterminados 74 (X) Y T24(x).
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Arbitrariedad en la dindmica

Figura: La evolucion del sistema no esta bien definida.
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Independencia lineal

Las indeterminaciones surgen por la independencia lineal de las EDP

{7 } ‘ ¢oo(Y) ¢1c()’) ¢2C(Y)
Poo(X) o T (y)Dac(x)0%(x —y)  ©
$ra(x) | =77 (¥)Dya(y)5% (x-y) o o
®2a(X) o) o o

Tabla: Corchetes de Poisson entre las EDP.

lo que genera que la matriz de EDP ®%°(x, y) = {¢9(x), #2(y)} no tenga inversa.
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Gauge de radiacion

Para solucionar este problema se implementan las condiciones del gauge de radiacion,
expandiendo el conjunto de EDPHJ

Poo(X) = P° + H5(X) —t, (4.7a)
Pra(x) = 15 (x) =7 (), (4.7b)
$2a(X) = Djg ()77 (X) =7, (%), (4.7¢)
¢$3a(x) = Ag(x) —75 (), (47d)
Paa(X) = FAG(X) —74 (%) (4.7¢€)
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Conjunto de EDP linealmente dependientes

Al incluir las condiciones gauge en el conjunto de EDPHJ se obtienen EDP linealmente
dependientes

{,} ‘ Prc(y) Pac(y) Pac(y) Pac(y)

ba(x) | O o —0ac03(x—y) o©

$2a(x) | O o o) —ch(x)8y153(x -y)
¢za(X) | dacd®(x—y) © o o

baa¥) | O D (V)Od¥(x —y) © 0

Tabla: Corchetes de Poisson entre las ligaduras.

Por lo que la matriz de EDP ®%(x, y) ahora es invertible.
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Dinamica del sistema

De este conjunto de EDPHJ se redefine el diferencial fundamental de la teoria:

dFq(x) = / d*y[{Fa(x), doo(y) }dt + {Fa(x), drc(y)}dr; () — P={1,2,3,4}, (4.8)

Lo que permitié encontrar una relacion entre todos los parametros 77(x) y el tiempo:

dry(y) = — / dPvd®u (07) ) (v,v) {6E(v), doo(u)} dt, (4.9)
donde la inversa de la matriz de EDP es:
o o dep03(x—y) ©
1 | o o} o} —op(X,y,A)
Pp(xy)=| _ w53 (x—y) o o o (4.10)

o Gep(x,y,A) © o
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Corchetes generalizados

Las funciones Gpc(X, y,A,) Y obe(X, ¥, A,,) satisfacen las siguientes ecuaciones
diferenciales:

DLy (X)OXG™(x, v, AL) = 61058%(x-y), (4.11a)
DL, ()™ (X, y,Au) = 55553 (x-y). (4.11b)

Los CG para dos variables dinamicas F4(x) y Gp(y) toman la siguiente forma:

{Fa0: 6o} = (Falx).Gol)} [ uc {Falx), chlu) } 03w )]" {65(0). Go()}

(4.12)
Bajo la definicion de los corchetes generalizados, la dindmica del sistema es regida por:

dFo(x) = / By [Fa(x), doo(y)}* dt.
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Corchetes generalizados fundamentales

La forma funcional de los CG es equivalente a la de los CD:

{Fa(x), Go(y)}o = {Fa(x), Gp(¥)} —/d3Ud3V{Fa(X), pc(u)}Cpa(u, V)] {dqa(v), Go(¥)}-

(4.14)
De modo que los corchetes generalizados fundamentales son iguales a los corchetes de
Dirac fundamentales y toman la forma:

{A%(0), A (v)}* = o, (4.15a)
{70 (x), 70 (¥)}* = 8050, F Ly ()0 0P (x, v, A) — 6,,6F el (Y) G (x,v,A), (4.15b)
(A0, T ()Y = (81— 02051 550 — ¥) — 50 Dy ()0 s, . ). (4150

L

21/28



Contenido

de Yang-Mills Conclusiones
0 © )00 ©00

Conclusiones

22/28

La singularidad en la densidad Lagrangiana de la teoria es una caracteristica comuan
en todas las teorias con simetria gauge local y genera la presencia de restricciones en
el sistema.

Los corchetes de Poisson no son completamente coherentes con las restricciones
gue posee un sistema singular, por lo que es necesario redefinirlos y con ello la
dindmica del sistema.

El método de Hamilton-Jacobi aplicado a la teoria de Yang-Mills libre revel6 la
existencia de dos parametros que introducen indeterminacion en la dindmica de los
campos gauge, estos surgieron como resultado de la presencia de restricciones en el
sistema.
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Las EDP linealmente independientes son las que introducen los parametros
indeterminados al sistema, generando la indeterminacion de la dinamica.

Las condiciones del gauge de radiacion permitieron eliminar las EDP linealmente
independientes, de modo que fue posible encontrar una soluciéon a la dinamica del
sistema encontrando una dependencia temporal de los pardmetros 7,(x).

Las EDP linealmente dependientes se pueden eliminar redefiniendo la dindmica
mediante los corchetes generalizados a tiempos iguales.

La forma funcional de los corchetes generalizados es analoga a la de los corchetes de
Dirac, demostrando una equivalencia entre estas dos teorias.
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Propuesta para futuras investigaciones

Como sugerencias para futuras investigaciones, se plantea la obtencién de la forma
explicita de los CG fundamentales a través del calculo de las funciones de Green. Ademas,
se propone llevar a cabo un estudio complementario al presentado en este trabajo, que
incluya la implementacion de diferentes condiciones de gauge y ampliar la investigacion
de la teoria de Yang-Mills involucrando interacciones con otros campos, como el campo
fermidnico.
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Ha sido un placer compartir con ustedes mis resultados.
Espero sus comentarios y preguntas.
Muchas gracias.
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