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Teorías gauge

Transformación de los campos gauge
A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µΛ(x) (2.1)

Invarianza de la densidad Lagrangiana
L ′ = L (2.2) Figura: Diferentes formas de los campos gauge.
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Planteamiento del problema
La teoría de Yang-Mills se caracteriza porposeer restricciones

ϕPa(x) = 0 (2.3)
La dinámica del sistema no será biendefinida si existen restricciones LI

Se pretende resolver:
1 ¿Cuántas restricciones posee elsistema?
2 ¿De qué manera las restriccionesafectan a la dinámica del sistema?
3 ¿Cómo las condiciones gaugeresuelven este problema?
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Objetivos
GeneralRealizar un estudio de las teorías gauge no abelianas mediante la formulación deHamilton-Jacobi.
Específicos
• Analizar la formulación de Hamilton-Jacobi según Carathéodory, generalizando losresultados a teoría de campos.
• Aplicar la formulación de Hamilton-Jacobi a la teoría de Yang–Mills.
• Implementar condiciones de gauge en la formulación de Hamilton-Jacobi y aplicarlaal estudio del campo de Yang–Mills.
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Lagrangiana de la teoría de Yang-Mills libre
La densidad Lagrangiana que describe la teoría de Yang-Mills libre es:

L (x) = − 1
4Faµν(x)Fµνa (x), (3.1)

donde se define el tensor de intensidad de campo de esta teoría mediante:
Faµν(x) = ∂µAaν(x)− ∂νAaµ(x)− gfabcA

b
µ(x)A

c
ν(x), (3.2)

descrita para un grupo de simetría general SU(N).

Figura: Interacciones entre gluones, grupo SU(3) (Introduction to Elementary Particles, DavidGriffiths).
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Formulación Lagrangiana
Las ecuaciones de campo se determinan de las ecuaciones de Euler Lagrange

∂L

∂Aaα
− ∂β

[
∂L

∂(∂βAaα)

]
= 0. (3.3)

Estas ecuaciones se pueden representar como:
Äaν(x) = [Wµν(x, y)]−1Gµ[Abα(x), Ȧ

b
α(x)], (3.4)

Wµν(x, y) =
∂2L

∂(∂0Aµa )∂(∂0Aνa)δ
3(x− y) (3.5)

Sin embargo, la densidad Lagrangiana de la teoría es singular:
W(x, y) = ην0η0µ − ηνµ = diag(0, 1, 1, 1)δ(x-y). (3.6)
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Formulación Hamiltoniana
Mediante una transformación de Legendre a la densidad Lagrangiana se obtiene ladensidad Hamiltoniana canónica:

H0(x) = πµ
a (x)Ȧ

a
µ(x)− L (x), (3.7)

con esto se introduce el espacio de fase (Aaµ, Ȧaµ) → (Aaµ, π
µ
a ). Para la teoría de Yang-Millslibre:

H0 =

∫
d3x

[
A0c (x)D ci

a (x)πa
i (x)−

1
2πi

a(x)π
a
i (x) +

1
4Faij(x)Fija(x)

]
. (3.8)

Esta formulación presenta una restricción sobre sus campos:
ϕ1a(x) = π0

a (x) = 0, (3.9)
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Ecuaciones diferenciales
En el método de HJ se considera:

πµ
a (x) ≡

∂S(t,Abν(x))
∂Aaµ(x)

. (3.10)
Se introduce además una nueva restricción

ϕ00(x) ≡ ∂S(t,Abν(x))
∂t︸ ︷︷ ︸
p0(x)

+H0
(
Aaµ(x),

∂S(t,Abν(x))
∂Aaµ(x)

)
(3.11)

De manera que se tiene el conjunto de restricciones ϕ00(x) y ϕ1a(x).
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Corchetes de Poisson
La presencia de restricciones altera la dinámica del sistema, dado a que los CP no sesatisfacen completamente:

{Aaµ(x),Abν(y)} = 0, (3.12)
{πa

µ(x), π
b
ν(y)} = 0, (3.13)

{Aaµ(x), πν
b (y)} = δabδ

ν
µ, (3.14)

El último CP fundamental no satisface la restricción π0
a (x) = 0 → {Aaµ(x), π0

b (y)} ≠ 0 locual genera un gran inconveniente
dFa(x) =

∫
d3y {Fa(x), ϕ00(y)}dt (3.15)
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Formulación de Hamilton-Jacobi
Se realiza un análisis de integrabilidad sobre la restricción que posee el sistema, que se laconsidera ahora como una EDP, aplicando la condición de Frobenius:

dϕα = Cγαβϕγdτβ = 0, (4.1)
se encuentra el conjunto completo de EDPHJ:

ϕ00(x) ≡ p0 + H0 →t, (4.2a)
ϕ1a(x) ≡ π0

a (x) →τ a1 (x), (4.2b)
ϕ2a(x) ≡ Di

ba(x)π
b
i (x) →τ a2 (x). (4.2c)
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Ecuaciones características
A partir de esto se puede construir la evolución de cualquier observable física en elespacio de fase reducido:
dF(x) =

∫
d3y[{F(x), ϕ00(y)}dt+ {F(x), ϕ1c(y)}dτ c1 (y) + {F(x), ϕ2c(y)}dτ c2(y)], (4.3)

al evaluar la evolución de los campos se obtienen las ecuaciones características de lateoría de Yang-Mills: dA0a(x) = dτ 1a(x), (4.4a)
dAia(x) = [D di

a (x)A0d(x)− πi
a(x)]dt− Di

ca(x)dτ
c2(x), (4.4b)

dπa0(x) = D aj
b (x)πb

j (x)dt, (4.4c)
dπa

i (x) = [gf cab πb
i (x)A

0
c (x)− D aj

b (x)Fbij(x)]dt+ gf acbπ
b
i (x)dτ

c2(x). (4.4d)
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Dinámica de los campos
De las ecuaciones características se deriva la dinámica de los campos gauge y la ecuaciónde campo de la teoría, en el espacio de fase:

Ȧµa (x) = δµ0 τ̇1a(x) + δµi

[
D di
a (x)A0d(x)− πi

a(x)− Di
ca(x)τ̇

c2(x)
]
, (4.5a)

π̇a
µ(x) = δiµ

[
gf cab πb

i (x)A
0
c (x)− Daj

b (x)F
b
ij(x) + gfacbπ

b
i (x)τ̇

c2(x)
]
. (4.5b)

Y en el espacio de configuración:
Dν
ba(x)F

b
νµ(x) = δiµgf

a
cbπ

b
i (x)τ̇

c2(x), (4.6)
que presentan indeterminaciones debido a la presencia de los parámetrosindeterminados τ1a(x) y τ2a(x).
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Arbitrariedad en la dinámica

Figura: La evolución del sistema no está bien definida.
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Independencia lineal
Las indeterminaciones surgen por la independencia lineal de las EDP

{, } ϕ00(y) ϕ1c(y) ϕ2c(y)
ϕ00(x) 0 πa

i (y)D
i

ac(x)δ3(x− y) 0
ϕ1a(x) −πb

i (y)D
i
ba(y)δ

3(x-y) 0 0
ϕ2a(x) 0 0 0

Tabla: Corchetes de Poisson entre las EDP.

lo que genera que la matriz de EDP Φab
HP (x, y) ≡ {ϕa

H(x), ϕb
P (y)} no tenga inversa.
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Gauge de radiación
Para solucionar este problema se implementan las condiciones del gauge de radiación,expandiendo el conjunto de EDPHJ

ϕ00(x) ≡ p0 + H0(x) →t, (4.7a)
ϕ1a(x) = π0

a (x) →τ a1 (x), (4.7b)
ϕ2a(x) = Di

ba(x)π
b
i (x) →τ a2 (x), (4.7c)

ϕ3a(x) = A0a(x) →τ a3 (x), (4.7d)
ϕ4a(x) = ∂xi A

i
a(x) →τ a4 (x). (4.7e)

17/28



Contenido Introducción Teoría de Yang-Mills Resultados Conclusiones Referencias

Conjunto de EDP linealmente dependientes
Al incluir las condiciones gauge en el conjunto de EDPHJ se obtienen EDP linealmentedependientes

{ , } ϕ1c(y) ϕ2c(y) ϕ3c(y) ϕ4c(y)
ϕ1a(x) 0 0 −δacδ

3(x− y) 0
ϕ2a(x) 0 0 0 −Di

ac(x)∂yiδ3(x− y)
ϕ3a(x) δacδ

3(x− y) 0 0 0
ϕ4a(x) 0 Di

ac(y)∂xiδ3(x− y) 0 0
Tabla: Corchetes de Poisson entre las ligaduras.

Por lo que la matriz de EDP Φab
HP (x, y) ahora es invertible.
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Dinámica del sistema
De este conjunto de EDPHJ se redefine el diferencial fundamental de la teoría:

dFa(x) =
∫

d3y[{Fa(x), ϕ00(y)}dt+ {Fa(x), ϕPc(y)}dτ cP (y) → P ≡ {1, 2, 3, 4}, (4.8)
Lo que permitió encontrar una relación entre todos los parámetros τ aP (x) y el tiempo:

dτ H
b (y) = −

∫
d3νd3u (Φ−1)HP

bc (y, v) {ϕ
c
P(ν), ϕ00(u)} dt, (4.9)

donde la inversa de la matriz de EDP es:

Φ−1
cb (x, y) =


0 0 δcbδ

3(x− y) 00 0 0 −σcb(x, y,A)
−δcbδ

3(x− y) 0 0 00 Gcb(x, y,A) 0 0

 . (4.10)
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Corchetes generalizados
Las funciones Gbc(x, y,Aµ) y σbc(x, y,Aµ) satisfacen las siguientes ecuacionesdiferenciales:

Di
ab(x)∂

x
j G

bc(x, y,Aµ) = δijδ
c
aδ

3(x-y), (4.11a)
∂xj D

i
ab(x)σ

bc(x, y,Aµ) = δijδ
c
aδ

3(x-y). (4.11b)
Los CG para dos variables dinámicas Fa(x) y Gb(y) toman la siguiente forma:
{Fa(x),Gb(y)}∗ ≡ {Fa(x),Gb(y)}−

∫
d3ud3ν

{
Fa(x), ϕb

H(u)
} [

Φ−1
bc (u, v)

]HP {ϕc
P(ν),Gb(y)} .

(4.12)Bajo la definición de los corchetes generalizados, la dinámica del sistema es regida por:
dFa(x) =

∫
d3y {Fa(x), ϕ00(y)}∗ dt. (4.13)
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Corchetes generalizados fundamentales
La forma funcional de los CG es equivalente a la de los CD:
{Fa(x),Gb(y)}D = {Fa(x),Gb(y)}−

∫
d3ud3v{Fa(x), ϕpc(u)}[Ccdpq(u, v)]−1{ϕqd(v),Gb(y)}.

(4.14)De modo que los corchetes generalizados fundamentales son iguales a los corchetes deDirac fundamentales y toman la forma:
{Aaµ(x),Abν(y)}∗ = 0, (4.15a)
{πa

µ(x), π
b
ν(y)}∗ = gδkµδ

l
ν f

a
chπ

h
k (x)∂

y
l σ

cb(x, y,A)− gδlµδ
k
ν f

b
dhπ

h
l (y)∂

x
kG

ad(x, y,A), (4.15b)
{Aaµ(x), πν

b (y)}∗ =
[
δνµ − δ0µδν0

]
δabδ

3(x− y)− δkµδ
lνDk

ca(x)∂
y
l σcb(x, y,A). (4.15c)
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Conclusiones
• La singularidad en la densidad Lagrangiana de la teoría es una característica comúnen todas las teorías con simetría gauge local y genera la presencia de restricciones enel sistema.
• Los corchetes de Poisson no son completamente coherentes con las restriccionesque posee un sistema singular, por lo que es necesario redefinirlos y con ello ladinámica del sistema.
• El método de Hamilton-Jacobi aplicado a la teoría de Yang-Mills libre reveló laexistencia de dos parámetros que introducen indeterminación en la dinámica de loscampos gauge, estos surgieron como resultado de la presencia de restricciones en elsistema.
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Conclusiones
• Las EDP linealmente independientes son las que introducen los parámetrosindeterminados al sistema, generando la indeterminación de la dinámica.
• Las condiciones del gauge de radiación permitieron eliminar las EDP linealmenteindependientes, de modo que fue posible encontrar una solución a la dinámica delsistema encontrando una dependencia temporal de los parámetros τH(x).
• Las EDP linealmente dependientes se pueden eliminar redefiniendo la dinámicamediante los corchetes generalizados a tiempos iguales.
• La forma funcional de los corchetes generalizados es análoga a la de los corchetes deDirac, demostrando una equivalencia entre estas dos teorías.
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Propuesta para futuras investigaciones

Como sugerencias para futuras investigaciones, se plantea la obtención de la formaexplícita de los CG fundamentales a través del cálculo de las funciones de Green. Además,se propone llevar a cabo un estudio complementario al presentado en este trabajo, queincluya la implementación de diferentes condiciones de gauge y ampliar la investigaciónde la teoría de Yang-Mills involucrando interacciones con otros campos, como el campofermiónico.
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Ha sido un placer compartir con ustedes mis resultados.Espero sus comentarios y preguntas.Muchas gracias.
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