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Resumen

Los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarios (SEDO) permiten modelar mateméticamente
varias aplicaciones de diferentes ciencias como la ingenieria, la medicina y la quimica, las cuales mu-
chas veces no cuentan con una solucién exacta y para obtenerla se debe aproximar mediante métodos
numéricos. El desarrollo y avance de los métodos numeéricos surgié de la necesidad de aproximar
numéricamente problemas cada vez més complejos, con altas restricciones en la eleccion del ta-
maifio de paso cuando se usan métodos explicitos para generar aproximaciones. Los SEDO con estas
restricciones de soluciéon numérica son denominados rigidos o tipo “stiff ”, problemas que conllevan
a la investigacién de métodos con una mayor zona de estabilidad como lo son los métodos implicitos.

En este trabajo se realiza un estudio tedérico y computacional de algunos métodos numéricos implici-
tos para aproximar soluciones de SEDO rigidos. Inicialmente se formulan y analizan algunas de
las caracteristicas que permiten distinguir los sistemas rigidos de los sistemas que no tienen esta
propiedad. Luego se estudian métodos numéricos implicitos de paso tnico y paso multiple como
el método de Euler, los métodos de Runge-Kutta, los métodos Adams-Moulton y los métodos
Predictor-Corrector. Ademas, se presentan las deducciones y se analizan caracteristicas y propie-
dades importantes como la consistencia, convergencia y estabilidad. Adicionalmente, se destaca la
necesidad de solucién numérica de sistemas de ecuaciones no lineales, para los cuales se utiliza el
método de Newton. Finalmente, se analiza un método adaptativo para variar el tamano de paso y
controlar la magnitud del error segin el comportamiento de las aproximaciones.

Con base a la parte tedrica estudiada sobre los métodos numéricos se realizaron implementaciones
en Lenguaje C, para las cuales se validaron y verificaron propiedades tedricas con SEDO rigidos.
Por tdltimo, para destacar una aplicaciéon de los SEDO rigidos, con las implementaciones realizadas
se soluciona el problema de Rober relacionado con reacciones quimicas. Este problema no cuenta
con una solucién tedrica por lo cual los resultados obtenidos son comparados con los presentes en
la literatura, permitiendo concluir acerca de ellos.



Abstract

The Systems of Ordinary Differential Equation (SODEs) allow mathematical modeling many appli-
cations of different sciences such as engineering, medicine and chemistry which often do not have an
exact solution and to obtain it, it must be approached by numerical methods. The development and
advancement of numerical methods arose from the need to numerically approximate increasingly
complex problems with great restrictions in the choice of step size when explicit methods are used
to generate approximations. The SODEs with these numerical solution restrictions are called stiff,
problems that lead to the investigation of methods with a greater area of stability as the implicit
methods.

In this research, a theoretical and computational study of some implicit numerical methods is carried
out to approximate solutions of stiff SODEs. Initially, some of the characteristics are formulated
and analyzed that allow us to distinguish stiff systems from systems that do not have this property.
Then, Implicit single step and multistep numerical methods such us Fuler’s method, Runge-Kutta’s
methods, Adams-Moulton’s methods and Predictor-Corrector methods, are studied. In addition,
deductions are presented and important characteristics and properties such as consistency, con-
vergence, and stability are analyzed. Additionally, the need for a numerical solution of systems of
non-linear equations for which Newton’s method is used, is highlighted. Finally, an adaptive method
is analyzed to vary the step size and control the magnitude of the error according to the behavior
of the approximations.

Based on the theoretical part studied on numerical methods, their implementations were made in
C Language, for which properties were validated and verified with stiff SODEs. Finally, to highlight
an application of stiff SODEs, with the implementations carried out the Rober problem related
to chemical reactions is solved. This problem does not have a theoretical solution, so the results
obtained are compared with those found in the literature, allowing us to conclude about them.
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Introduccion

Los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarios (SEDO) se pueden relacionar con la modela-
cién matematica de diferentes aplicaciones de varias ciencias como la ingenieria, la medicina y la
quimica. En ocasiones estos son complicados de solucionar o incluso atn la solucién analitica no se
ha determinado, por tanto es conveniente el estudio del analisis numérico para encontrar aproxima-
ciones a sus soluciones.

La aparicion o formulacién de SEDO que modelan diversas aplicaciones y tienen restricciones para
encontrar sus soluciones numéricas, han permitido el desarrollo y el avance de los métodos numeéri-
cos. De estos problemas o aplicaciones que cuentan con estas restricciones han surgido los sistemas
rigidos o tipo “stiff”, los cuales no son féciles de solucionar numéricamente con métodos explicitos,
por tanto se necesita el estudio de métodos numéricos con una mayor zona de estabilidad como lo
son los métodos implicitos para aproximarlos. Ver més en [10, 16] y [22].

Este trabajo tiene un gran interés en el estudio tedrico y computacional de algunos métodos numéri-
cos implicitos para aproximar soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales rigidos. La solucion
numérica de los problemas rigidos conlleva a estudiar y formular algunas de las caracteristicas que
permiten distinguir los sistemas rigidos de los sistemas que no tienen esta propiedad. Estas parti-
cularidades permiten identificar el SEDO y abordarlo numéricamente con el método adecuado para
no causar mayores costos computacionales, ver [2, 8, 18] y [30]. Para el estudio de las caracteristicas
de estos problemas se exigen conocimiento de dlgebra lineal numérica y propiedades matriciales,
temas que fueron estudiados respectivamente en el trabajo de grado de Cesar Fernando Bolafios en
el 2016, como puede ser visto en [5].

Investigaciones sobre el estudio tedrico y numérico para aproximar SEDO con métodos numéricos
explicitos de paso tinico, como el método de Euler creado por Leonhard Euler en 1678 y los métodos
Runge Kutta de diferentes estados que cuentan con una mayor precisién, desarrollados alrededor
de 1900 por los mateméticos Carl T. Runge y Martin W. Kutta. Ademas de investigaciones de los
métodos multipaso de Adams-Bastforth y Adams-Moulton. Fueron realizadas una por Christiam
Fernando Pistala y otra por Rosa Janeth Alpala en el 2017, donde ambos resaltan como trabajos
futuros la solucién numérica de problemas rigidos, ver con detalle en [3] y [23]. Proyectos desarrolla-
dos en la Universidad de Narino, que se complementan con la realizacién de este trabajo al estudiar
métodos numéricos implicitos, lo cual se puede observar en el Capitulo 2.

Para proseguir con el estudio de los métodos numéricos se realiza un estado del arte de algunos
métodos numéricos implicitos. Se hace una introduccién a esta tematica comenzando con la deduc-
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Introduccién xiv

ciéon del método de Euler implicito, método con orden de convergencia uno pero que cuenta con
una excelente region de estabilidad. Se continta con el estudio de los métodos de Runge-Kutta
implicitos y se presentan las deducciones de algunos de ellos siguiendo las condiciones de orden
simplificado, ya que existe una variedad de métodos dependiendo de caracteristicas como la forma
de obtener sus 6rdenes y deducciones. Es importante estudiar caracteristicas y propiedades de estos
métodos, como son la consistencia, convergencia y estabilidad, e incluso el orden de convergencia
y andlisis de errores, ya que esto permite analizar y concluir acerca de los resultados numéricos
que se obtengan y de los métodos mismos. La mayoria de los métodos presentes cuentan con una
caracteristica importante en los métodos numéricos que es la A-estabilidad, propiedad esencial en
los métodos para abordar los problemas rigidos. Se sugiere [8, 16, 18, 20] y [24].

Para la implementacién computacional de los métodos numéricos implicitos al igual que el estudio
tedrico de los mismos, conlleva al estudio de métodos de soluciéon de sistemas de ecuaciones no
lineales como puede ser el método de Newton o sus modificaciones. Este estudio se mira con detalle
en el trabajo de grado realizado por Juneth Andrea Terdn en el 2018, ver [32].

Ademsds de hacer el estudio de los métodos numéricos implicitos se investiga un método de paso
adaptativo, ya que los métodos numéricos de paso tinico y paso multiplo presentan errores de mayor
magnitud en sus aproximaciones en las zonas donde los SEDO muestran su rigidez. Se aborda un
método que permite controlar este error, ya que este consigue identificar el tamanio de h adecuado
en cada paso para conseguir buenas aproximaciones. El método que se muestra es el método adap-
tativo de Euler implicito, ver con detalle en [15] y [28].

Es importante implementar y validar numéricamente propiedades tedricas de los métodos investiga-
dos, ya que esto permite observar dificultades, ventajas y desventajas que estos generan al encontrar
aproximaciones a la soluciéon de SEDO rigidos. Con la validacién de estos se posibilita abordar apli-
caciones con SEDO rigidos que pueden o no contar con soluciones tedricas, pero sus validaciones
conllevan a confiar en sus aproximaciones. Al final del trabajo se soluciona numéricamente una apli-
cacién relacionada con las reacciones quimicas, ya que estas estan asociadas a problemas con rigidez.
Se trabaja el problema de ROBER, un SEDO rigido que segin [4, 25, 26] y [33] es utilizado para
la validacion de los métodos numéricos para abordar este tipo de problemas. Los resultados de esta
aplicacién son comparados con los presentes en la literatura, lo cual permite concluir acerca de ellos.

De esta forma, este trabajo de grado complementa otros estudios que se desarrollaron en la licencia-
tura y los enfoca en el estudio de métodos numéricos mas avanzados abriendo un nuevo camino para
continuar futuras investigaciones. Por tal motivo se proponen los siguientes objetivos a cumplir:

= Objetivo general: Analizar tedrica y computacionalmente algunos métodos numéricos implici-
tos para aproximar soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales rigidos.

= Objetivos especificos:

1. Formular algunas de las caracteristicas que permiten distinguir los sistemas rigidos de
los sistemas que no tienen esta propiedad.

2. Realizar un estado del arte de los métodos de Runge-Kutta implicitos.
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Para

3. Implementar y validar numéricamente propiedades tedricas de los métodos numéricos
investigados.

alcanzar los objetivos propuestos, este trabajo se distribuye de la siguiente manera:

FEn el Capitulo 1 se presenta una introduccion sobre los métodos numeéricos explicitos de paso
Unico para la solucién de SEDO, mostrando propiedades tedricas de los mismos. Ademas, se
describen caracteristicas y propiedades que ayudan a identificar un sistema rigido.

El Capitulo 2 corresponde al estudio de métodos numéricos implicitos de paso tnico para la
solucién de SEDO, donde se muestran propiedades teéricas y deducciones. Ademas, se analizan
algunos métodos de solucion de sistemas de ecuaciones no lineales ya que los métodos implicitos
necesitan de su aproximacion.

El Capitulo 3 presenta el estudio de los métodos numéricos de paso multiple como los métodos
de Adams Bastfoth y Moulton, ilustrando conceptos tedricos y posibles deducciones. Ademas,
se introducen los métodos Predictor-Corrector.

En el Capitulo 4 se muestran resultados numeéricos, donde se validan las implementaciones
realizadas en Lenguage C de los métodos numéricos estudiados, incluyendo resultados con
un método de paso adaptativo. Adicionalmente, se soluciona numéricamente una aplicacién
relacionada con las reacciones quimicas.

Finalmente, en el Capitulo 5 se mencionan las conclusiones de esta investigacion y algunos
posibles trabajos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

En muchas ocasiones es muy tedioso o no es posible encontrar la soluciéon analitica de los SE-
DO que modelan matemédticamente situaciones, por tanto es necesario encontrar a través de los
métodos numéricos aproximaciones a sus soluciones. En este capitulo se realiza una introduccion
sobre los métodos numéricos explicitos para la solucién de SEDO, ya que estos son la base para
el estudio de los métodos numéricos de nuestro interés. Ademds, se mencionan caracteristicas que
ayudan a identificar un SEDO rigido de los que no cuentan con esta propiedad, dado que los proble-

mas a solucionar numéricamente son de este tipo. Esta teoria es seguida de [2, 3, 8, 12, 18, 24] y [30].

En la siguiente seccién se introducen algunos métodos numéricos explicitos de paso inico como
el método de Euler y algunos métodos de Runge-Kutta de distintas 6rdenes, se estudian algunas
caracteristicas y se mencionan propiedades de los mismos que se pueden encontrar en [3, 8, 18] y
[23].

1.1. Métodos de paso tnico

Los métodos numéricos estudiados son métodos iterativos que aproximan el problema de Cauchy,

un problema de un SEDO sujeto a condiciones iniciales

y'(t) = £t y(t),
y(t(]) = Yo

(1.1.1)

donde f : [a,b] x R" - R" y ¢t € [a,]].

A continuacién, se resaltan algunos términos que seran tutiles en el desarrollo e implementacion de

los métodos numeéricos, ya que las aproximaciones no se obtienen de forma continua.
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Se considera un intervalo [a, b], el valor inicial para ¢ es tg = a y el punto donde se tiene la condicién
inicial es yg; b es el punto donde se quiere encontrar la solucién. El intervalo se divide en n subin-
tervalos iguales, con n la cantidad de pasos, es asi como se obtiene un conjunto {to,t1,...,t,} de
puntos de malla, donde t;11 =t;+h,1=0,1,--- ;n—1,y h es el tamarno de paso que se determina

por h = I’_Ta. Este proceso se conoce como discretizacion.

Es vélido resaltar que cuando se utiliza n como exponente de un conjunto de nimero se refiere a
las dimensiones de un vector, caso contrario n hace referencia a la cantidad de paso en el intervalo

de integracién.

Los métodos numéricos que utilizan el paso anterior y;, donde y,; es la aproximacién de la solucién
exacta y(t;), para encontrar la aproximaciéon que se quiere y;,; y que cumplan con una forma

especifica se denominan Métodos de Paso Unico (MPU).

Definicion 1.1. La forma general de un método de paso unico aplicado al problema de Cauchy
(1.1.1) es

Yir1 = Yi + & (i, tiv1, Y5, Yir 1, b)
y(t()) = y07

(1.1.2)

donde ¢ se denomina funcion incremento y h tamano de paso. Si el término y,,, aparece en los
dos lados de la igualdad consideramos un método implicito, de lo contrario se obtiene un método

explicito.

La forma general de los MPU explicitos es

Yir1 =Y + O (ti, tix1,y;,h), (11.3)

y(to) = Yo

En el estudio del andlisis numérico es importante conocer propiedades y caracteristicas de los méto-
dos numéricos como la consistencia, convergencia y estabilidad, ya que estas ayudan a concluir sobre
las aproximaciones obtenidas y los métodos numéricos trabajados. Estos conceptos son necesarios en
este trabajo ya que son validos tanto para los métodos explicitos como para los métodos implicitos.

Las definiciones y teoremas que se muestran a continuacién se tomaron de [3, 8] y [23].

1.1.1. Consistencia, convergencia y estabilidad

Cuando se utilizan métodos numéricos para obtener aproximaciones a las soluciones de SEDO, es
necesario verificar que tan cerca estan las aproximaciones con respecto a las soluciones exactas. Para

ello se presentan dos tipos de error, error local de discretizacion y error global de discretizacion.
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Definicién 1.2. Para el MPU (1.1.2) el error local de discretizacion en el instante t; se define por

Ti = 'y(tz-{-l)h_'y(tz) — &(ti, y(ti), h). (1.1.4)

Definicién 1.3. Para el MPU (1.1.2) el error global de discretizacion en el instante ¢; se define por

ei = [ly(t:) — yill, (1.1.5)
que representa el error acumulado entre la solucién exacta y(¢;) y la solucién aproximada y;.

Al realizar un analizar con respecto a los errores mencionados, se puede determinar qué tan precisa

es la aproximacién obtenida. En relacién a esto, se presentan las siguientes definiciones.

Definicién 1.4. Un MPU (1.1.2) es consistente con el problema de Cuachy (1.1.1) si y solo si la

funcién incremento ¢(t,y, h), satisface la siguiente relacién
é(t,y,0) = f(t,y).
Es decir, un MPU es consistente si y solo si
lim |7 =0, Vt€la,b], yeR"

La definicion de consistencia es importante tenerla en cuenta, porque permite notar que las apro-
ximaciones obtenidas se acercan a la solucién requerida y no se desvian a una otra solucién. La
consistencia controla las magnitudes de los errores locales en las aproximaciones, es decir hay una

precision local suficiente en la solucién numeérica.

Definicion 1.5. Si existieran constantes positivas C, hg y p, independiente del paso de integracion
h y del subindice 7, con 0 < h < hg, 1 <7 < n e € N, tales que el error local de discretizacién
satisface

max ||7;]] < ChP,
1<i<n
entonces se dice que el método numérico tiene orden de consistencia p 'y se denota O(hP).

Definicién 1.6. Si existieran constantes positivas C, hg y p, independiente del paso de integracién
h vy del subindice ¢, con 0 < h < hg, 1 < i < n e i € N, tales que el error global de discretizacién
satisface

méx || < ChP, (1.1.6)
1<i<n

entonces se dice que el método numérico tiene orden de convergencia p y se denota O(hP).

Observacién 1.1. El orden de consistencia indica que tan rapido el error local de discretizacion se
acerca a cero cuando h disminuye y el orden de convergencia indica que tan réapido el error global
de discretizacion disminuye. Como en este trabajo los dos tipos de errores coinciden, se dird que un

método es de orden p.
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Definicién 1.7. Un MPU (1.1.2) es convergente en un punto t; si y solo si
lim ||e;|| = 0.
Jim |11

El método numérico es convergente si fuera convergente para todo t € [a, b] y para cualquier proble-

ma de Cauchy. Esta definicién hace referencia a la convergencia puntual de un método numérico.

A seguir se presenta un resultado que ofrece una forma alternativa para garantizar la convergencia

de un MPU a partir de la consistencia. La demostracién de este teorema se puede ver en [3] y [23].

Teorema 1.1. Considere el MPU (1.1.2), donde la funcion incremento ¢(t,y, h) es Lipschiziana

en Yy y continua en sus argumentos. Si el MPU es consistente es convergente.
A seguir se estudian algunos MPU explicitos como el método de Euler y los métodos de Runge-
Kutta.

1.1.2. Método de Euler

El método de Euler es uno de los métodos mas antiguos creado por Leonhard Euler en 1678. La
deduccién de este método se puede realizar a través de la serie de Taylor, el método de integracién
o por medio de la definicién de rectas tangentes que es la denominada deduccién geométrica, como
se ve en [3, 7] y [23].

El método de Fuler explicito para solucionar el problema de Cauchy (1.1.1), estd dado por

Yir1 = Y; +hf(ti,y,),
y(to) = y07

(1.1.7)

donde tiy1=t;+h, 0<i<n-—1 h="52 f:lab] x R" —» R

Al comparar (1.1.7) con (1.1.3), se concluye que el método de Euler es un MPU explicito con
o(ti,y;, h) = f(ti,y;). Se ignora el término y,,, en (1.1.2).
Ejemplo 1.1. Solucionar numéricamente el siguiente SEDO con el método de Euler.
m/(t) = 2m(t) — n(t),
n'(t) = m(t), (1.1.8)
m(0) =6, n(0)=2 y t=]10,1].

Con soluciones exactas m(t) = 6e! + 4te' y n(t) = 2e' + 4tet, donde m(1) = 27.18282 y n(1) =
16.30969.
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Solucién. Utilizando el método de Euler (1.1.7) y un tamano de paso h = 1/16 se tiene

yy = ylto) + hf(to o) = | "0 | 4 1y16 | 200~ nlto)
i n(to m(tO)
_| +0.0625 | 0 | = | %91 < y0.0625)
| ' 6 |~ | 2375 | YW ’
B [ mt) ] 2m(t1) — n(ty)
Yo =y(t1) + hf(t1,y,) = _ n(t) | +1/16 [ m(t) ]
[ 6,625 | 10.875 7.30469
~ | 2375 +0'0625[ 6.625 ] N [ 2.78906 ] ~y(0.125).

Para conseguir las aproximaciones de m(1) y n(1) se realiza el proceso anterior hasta alcanzar el
extremo derecho del intervalo ¢t = [0, 1]. En la Tabla 1.1 se muestran los resultados numéricos ob-
tenidos con distintos valores de h, se observa que cuando h disminuye a la mitad el error también
reduce a la mitad. Como el problema abordado es un SEDO en R? se usa una norma vectorial para
el cédlculo del error global. Se utiliza la norma dos para obtener estos resultados. En el Apéndice

A.1 se puede observar con detalle esta teoria.

Tamano de paso h 1/16 1/32 1/64 1/128
Aproximacién m(1) | 25.75860 26.44542 26.80746 26.99343
Aproximacién n(1) | 15.20688 15.73746 16.01808 16.16247

Error global 1.80128 | 9.33387 x 107! | 4.75323 x 10~! | 2.39876 x 10~ !

Tabla 1.1: Aproximaciones método de Euler para (1.1.8).

1.1.3. Meétodos de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta surgieron de la generalizaciéon del método de Euler, con el fin de
mejorar el orden de convergencia, este trabajo generalmente se lo atribuyen a Runge 1895 y a Heun
y Kutta que hicieron contribuciones adicionales alrededor de 1900. El interés del estudio de estos
métodos ha avanzado enormemente aportando varias investigaciones que han contribuido con la
teoria y desarrollo de los mismos. En un inicio, el principal interés fue el estudio de los métodos de

Runge-Kutta explicitos (RK) que son los que se observan en este capitulo, ahora, existe un interés
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por los métodos implicitos que son 1tiles para solucionar numéricamente SEDO con propiedades més
restringidas, los cuales méas adelante se estudian con detalle. Para complementar esta informacién

se recomienda seguir [3, 8, 12, 18] y [23].

Definicion 1.8. Un Método de Runge-Kutta explicito de s estados es un MPU, donde el niimero
de estados s hace referencia a la cantidad de evaluaciones de la funcién f(t,y(t)) que se debe hacer

en cada paso. Un método de este tipo se expresa de la forma

Yir1 =Y; +ho (ti,y;, h),

(1.1.9)
y(to) = yOv
donde .
o (ty.h)=> bik;,
j=1
con
kl(tv y) = -f(tv y)
kZ(tv y) = f(t + hc?v Y+ ha21k1)
ks(t,y) = f(t + hes,y + hasi k1 + hasako)
(1.1.10)

s—1
ks(t,y)=f <t+hcj,y+h2ajkkk> , con j=2,...,8.
k=1
Los coeficientes a;i,b; y ¢j son los pardmetros que determinan el método numérico y estos deben

satisfacer que

s s—1
ijzl y cj:Zajk con j=2,---,8.
j=1 k=1

Para la deduccion de los métodos Runge-Kutta explicitos se debe tener en cuenta la Definiciéon 1.8
y los coeficientes aji,b; v ¢; se determinan segin el orden que se desee para cada método. Una
forma de deducir un método es asignando un valor a s y determinar los coeficientes desarrollan-
do las expansiones de Taylor para las funciones ks en (1.1.10) y comparar este desarrollo con los

coeficientes de la serie de Taylor. Las deducciones de estos métodos se pueden encontrar en [3] y [23].

Se sigue la notacién de RKps para hacer referencia a un método de Runge-Kutta explicito con
orden p y s estados. A continuacién, se muestra la estructura de algunos métodos de Runge-Kutta

de diferentes érdenes.
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Runge-Kutta de orden dos con dos estados (RK22)

Yip1 =Y + 2 (k1 + k2),
ki = f(ti,v:) (1.1.11)
ko :f(ti—i-h,yi—l—hkil).

Runge-Kutta de tercera orden de tres estados (RK33)

Yir1 = Ui + & (k1 +4ky + k3)
ki = f(tiy:),
ko = f (t; + $h,y; + shk1)

| ks = f(ti + h,y; — hky + 2hks).

(1.1.12)

Runge-Kutta de cuarta orden de cuatro estados (RK44)

Yir1 =Y, + % (k1 + 2ko + 2ks + k4) ,

ki = f(ti,y:),

ko = f (ti + sh,y; + shk1), (1.1.13)
ks = f (ti + Sh,y; + 1hks),

ky= f(ti+ h,y, + hks).

Segun los métodos de RK anteriores se podria suponer que si se toma un método de RK de s estados,
este tendra un orden equivalente al niimero de sus estados, pero la literatura muestra un resultado
que no permite generalizar esta idea. Segin [8] se tiene que un método de RK con s estados puede
tener un orden del mismo valor a sus estados si 1 < s < 4. Si s > 4 su orden puede variar con una o
dos unidades menor al niimero de estados. En consecuencia, al utilizar un método de RK de orden
mayor a 4 se estarfa causando un gran costo computacional, dado que se realizan una gran cantidad
de evaluaciones de la funcién f, donde el orden de convergencia del método es menor al nimero de

estados. Por tanto, en la practica es conveniente utilizar el método de RK de orden 4.

Dado que los SEDO de interés a solucionar numéricamente en este trabajo son los sistemas rigidos,

en la siguiente seccién se mencionan algunas de las propiedades que los permiten identificar.

1.2. Sistemas rigidos

Muchos campos de aplicacion, en particular la ingenieria quimica, cuentan con problemas de valores
iniciales que involucran SEDO que exhiben un fenémeno conocido como rigidez, donde al intentar
usar los métodos numéricos usuales como los métodos explicitos para resolverlos se presentan cier-

tas dificultades como el costo computacional. El problema de la rigidez se conoce desde hace algin



1. Preliminares 8

tiempo por Curtiss y Hirschfelder, pero en los tltimos anos ha llamado la atenciéon por muchos
analistas numéricos. Algunos conceptos tedricos de algebra lineal y de SEDO que son ttiles para
la investigacion de los sistemas rigidos se muestran en los apéndices A.1 y A.2. Ademas, la teoria
que se estudia a continuacién ha sido tomada de la literatura para la cual se recomienda seguir y
profundizar en [2, 8, 18, 22, 24, 29] y [30].

El concepto de rigidez es dificil definir, dado que este puede depender de muchas caracteristicas de
los SEDO, como sus condiciones iniciales, parametros, sus valores propios, el intervalo de integracién

y hasta el sistema mismo. Algunas de las posibles definiciones son las siguientes:

1. Se presenta un sistema rigido cuando las componentes de la solucién varfan unas mas rapidos

que otras, ver [2] y [22].

Ejemplo 1.2. EDO lineal no homogénea, tomado de [2].

y = —40y + 40t + 1
y(0) = 4,

(1.2.1)

con solucién exacta y(t) = t 4 4e~40,

Solucién. Analizando la solucién anterior se observa que esta cuenta con dos componentes en

su solucién. La componente ¢ que varia lentamente en comparacién con la componente e~ 40

que varia rapidamente, a medida que aumenta el valor de ¢ la solucién se convierte en y =~ t. Es
asi que al utilizar un método numérico explicito para aproximar su solucién exacta se deben
elegir tamanos de paso muy pequenos, lo cual causa un mayor trabajo computacional, por

tanto se ve la necesidad de estudiar métodos con una adecuada zona de estabilidad. O

2. Un sistema de la forma y’(t) = Ay + b es rigido cuando todos sus valores propios tienen parte

real negativa y la relacién entre las mismas es muy grande, seguir [22, 29] y [30].
Ejemplo 1.3. SEDO lineal 2 x 2, tomado de [22].
' = 0.01y,

Y = —100z — 100y + 2020, (1.2.2)
z(0)=0 y y(0)=20.

Solucién. La matriz A del sistema (1.2.2) es

. 0 0.01 ’
—100 -100



1. Preliminares 9

y sus valores propios son
A1~ —0.01 y Ao~ —99.99.

Realizando el andlisis acerca de los valores propios obtenidos, se mira que tienen parte real
negativa y la diferencia entre ellos es muy grande, por tanto a este ejemplo se lo considera un

problema rigido. O

3. Un sistema y'(t) = f(t,y) es llamado rigido cuando el nimero de condicionamiento de la

matriz asociada es muy grande, es decir
r(A) = (1Al - [[[A7H]] >> 1,

con A la matriz asociada del sistema.

En particular cuando se trabaja con la norma dos de matrices se dice que un sistema es rigido,
si todo valor propio \; de la matriz asociada posee una parte real negativa y si
max |Re(\;)|
e S | (1.2.3)
e . I{n’n |Re(Ai)] ' o
= n

RITIN

El sistema se llama débilmente rigido si ¢ = 10 y rigido si ¢ > 10. Ver [6, 20] y [29].
Ejemplo 1.4. Analizar los valores propios del Ejemplo 1.3 segiin esta definicién.

Solucién. Al verificar el cociente que presenta la definicién anterior se tiene que

| — 99.99|

= =2 — 9999.
| —0.01]

q

Dado que q es estrictamente mayor que 1 y mayor que 10 el sistema del ejemplo analizado es

un sistema rigido. O

Observacion 1.2. Al trabajar con la norma dos en la definicién del tercer item, el cociente
(1.2.3) coincide con el andlisis de los valores propios realizado en el segundo item. Para este

caso las definiciones son equivalentes.

En las definiciones y ejemplos anteriores solo se ha trabajado con sistemas lineales, a conti-

nuacién se da a conocer una definicién para el caso de sistemas no lineales.

4. SEDO rigido no lineal. Un sistema y’ = f(¢,y) no lineal es rigido si los valores propios del
jacobiano J = % se comportan de la misma manera que los valores propios de un sistema
lineal. En el caso de los sistemas no lineales los valores propios dependen de la variable ¢, ver

[2, 18].
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Ejemplo 1.5. Sistema stiff no lineal 2 x 2, tomado de [1].
x’ = —1002x + 10002,
Yy =x—y—1y° (1.2.4)

20)=1 y y(0)=1.

—2t

Con soluciones exactas z(t) = e y y(t)=e"

Solucién. Para determinar si el sistema (1.2.4) es rigido, se calcula la matriz jacobiana y se
encuentran los valores propios en varios instantes de tiempo ¢, ademads, se realiza el calculo
del niimero de condicionamiento de la la matriz obtenida en cada tiempo y se hace el anélisis

correspondiente. Segin (1.2.4) la matriz jacobiana del sistema es

S _ |~1002  20004(t)
I S T YOI

donde sus valores propios y el nimero de condicionamiento en varios instantes de tiempo ¢

son:

= En ¢t = 0 la matriz jacobiana es

~1002 2000
J = ,
1 -3

sus valores propios son A\; &~ —1003.9980 y A2 ~ —1.0020 y el niimero de condicionamiento
es k(J(0)) ~ 4974.1688.

= En ¢t =1 la matriz jacobiana es

,_ |~1002 735.7589
1 —1.7358 |’

sus valores propios son A\; &= —1002.7350 y Ay ~ —1.0007 y el niimero de condicionamiento
es k(J(1)) ~ 1540.0006.

= En ¢t =5 la matriz jacobiana es

—1002
. [
1

sus valores propios son A\; &= —1002.0135y Ay =~

es k(J(5)) ~ 1002.1312.

13.4759
~1.0135| "’

—1.0000 y el ntimero de condicionamiento
O]
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De esta manera se mira que al calcular los valores propios del sistema (1.2.4) en varios valores
de t, estos se comportan de forma similar al caso de los sistemas lineales. Los valores propios
cuentan con una parte real negativa y la distancia entre ellas es muy grande, ademas, x(J(t))
es un valor muy grande, por lo cual el sistema no lineal del Ejemplo 1.5 se considera un

problema rigido.

En el siguiente capitulo se estudian métodos apropiados para la solucién de sistemas rigidos como

lo son los métodos numeéricos implicitos.



Capitulo 2

Métodos de paso tinico implicitos

En este capitulo se presentan detalladamente los métodos numéricos implicitos de paso tinico para la
solucién de SEDO, el método de Euler y los métodos de Runge-Kutta. Se analizan algunos métodos
de soluciéon numérica de sistemas de ecuaciones no lineales, el método de punto fijo y el método
de Newton, ya que estos son necesarios para el uso de los métodos implicitos, para profundizar se
sugiere [7, 8, 12, 16, 18] y [32].

El desarrollo y avance de los métodos numéricos ha sido causado por la misma apariciéon de proble-
mas mas complicados de aproximar con los métodos usuales. Por ejemplo los SEDO que modelan
problemas relacionados con la cinética quimica, la teoria de circuitos eléctricos y problemas de la
guia de misiles, presentan cambios notorios en su comportamiento y cuentan con condiciones muy

estrictas cuando se usan métodos explicitos para generar aproximaciones. Ver mds en [10] y [22].

Al tratar de abordar un tipo de problemas més restringidos de solucionar numéricamente, los méto-
dos numéricos explicitos tienen para garantizar la precision, altas restricciones en el tamaifio de paso
utilizado. Por esta razon, es necesario el estudio de métodos numéricos con una mayor zona de
estabilidad para lograr solucionarlos. Es asi como aparecen los métodos numéricos implicitos que

permiten encontrar la solucién de sistemas de este tipo, como se ve en [8, 10] y [29].

En general, segin [8] un método es implicito cuando conlleva la necesidad de resolver una ecuacién
o un sistema de ecuaciones no lineales de las que depende la solucién en un nuevo valor de paso.
En la Definicién 1.1 un MPU de la forma (1.1.2) se lo considera implicito cuando el valor buscado
Y11 estd en ambos lados de la ecuacion, en este caso puede ser complicado despejar explicitamente
el valor y,,, de la funcién f(t,y(t)), por tanto se deben usar métodos numéricos para la solucién

de sistemas de ecuaciones no lineales como el método de punto fijo o el método de Newton.

12
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Para la Definicion 1.1 la forma de los MPU implicitos es

Yir1 =Y + @ (tiv1, Y11, h)

(2.0.1)
y(to) = Yo-

A continuacién, se introduce la deduccién del método de Euler implicito. Siguiendo la idea de la
deduccién del método de Euler explicito por medio de la integracién numérica vista en [3] y [23],

esta puede ser generalizada a través de reglas de integracién de un pardametro de la forma

B y(®)dt ~ Al = 0)F (b y(t) + OF (tern, y(tes), (20.2)

ti

con 6 € [0, 1]. Esta regla de integracién introduce a la siguiente familia de métodos de un pardmetro

Y(tiv1) = y(ti) + h[(1 = 0) f(ti, y(t:)) + OF (i1, y(tir1))],

(2.0.3)
y(to) = Yo,

donde tiy1 =t;+h,0<i<n—1 h="%y f:]a,b] x R" = R™ Segtin (2.0.3) cuando 6 = 0 se
obtiene el método de Euler explicito (1.1.7) y cuando 6 = 1 se tiene un método de la forma

Yir1 =Y +hf(tiv1,Yi41), (2.04)

y(t()) = Yo
referido al método de Fuler implicito, ya que a diferencia de Euler explicito requiere de la solucién

de ecuaciones implicitas para determinar y,, ;.

Al comparar (2.0.4) con la forma general de un MPU en (1.1.2) se concluye que el método de Euler
implicito es un MPU implicito con ¢ (ti, Liv1, Y, Yiv1, h) = f(ti+1,Y;41)- Ademads, se considera este
método como un método implicito introductorio para solucionar numéricamente el problema de
Cauchy (1.1.1).

Seguidamente, se estudian otros métodos numéricos implicitos como lo son los Métodos de Runge-
Kutta.

2.1. Meétodos de Runge-Kutta implicitos

Definicion 2.1. Un método de Runge-Kutta puede ser escrito de la forma

Yit1 Zyi+hzbjkj7 (2.1.1)
j=1
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donde )
k; = f(ti + hej,y; + hZajkk:k), con j=1,...,8 y (2.1.2)
k=1
los coeficientes aji,b; y ¢;, deben cumplir que
S S
D bj=1y ¢=> aj con j=1,...,s (2.1.3)
j=1 k=1

Los valores de los coeficientes a i, b; y ¢; determinan el método numérico generalmente con la Tabla
2.1.

Cc1 aii a2 e ais
Co | a1 G222 -+ Q2g
Cs | Qs1 as2 -+ Qgsg

bl b2 e bs

Tabla 2.1: Tabla de Butcher.

Los métodos de Runge-Kutta son implicitos (RKI), si la triangular superior y la diagonal de la
Tabla 2.1 para los coeficientes aj; tiene al menos un valor distinto de cero, en caso contrario los
métodos son explicitos como los que se trabajan en el Capitulo 1. Para el caso de los métodos
RKI a diferencia de Euler implicito son las etapas k; las que aparecen de forma implicita. Estas
no sélo dependen de las anteriores sino también de las no calculadas, por tanto para encontrar sus
soluciones es necesario utilizar métodos numéricos para la solucién de sistemas no lineales. Para

complementar se recomienda [3, 8] y [12].

Para la deduccién de los métodos RKI se puede proceder de varias maneras, una de ellas es con-
siderando (2.1.1) donde los coeficientes se determinan segin el orden que se desee para el método
siguiendo expansiones Taylor, similarmente como ocurre para el caso de los métodos explicitos. Este
proceso conduce a la solucion de un sistema de ecuaciones no lineales no tan sencillo de resolver, por
tanto, una herramienta 1til para solucionar este problema son las condiciones de orden simplificado.
Estas condiciones permiten obtener con mayor facilidad los valores de los coeficientes que concluyen
el método, visto en [8, 16] y [20].

En este trabajo las deducciones que se presentan para los métodos RKI se realizan utilizando las con-
diciones de orden simplificado, condiciones que se ilustran en la siguiente definicién. Ademads, para
su deduccion se recomienda seguir la teoria de la cuadratura de Gauss y los polinomios ortogona-

les que se mira en el Apéndice A.3, ya que a partir de esta se obtiene una clasificaciéon de los mismos.
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Definicion 2.2. Condiciones de orden simplificado
- 1
B(p) : Zbicf—l = k=1,---,p,
i=1
- 1
c(l) :Zaijc;?—l :Eciﬁ, i=1,--,8 k=11,
j=1
- 1
D(m): Y b} lay = bl — k), G=1,eys, k=1, ,m,
i=1

con p el orden del método y s el nimero de etapas o estados del mismo. La deduccién y el surgimiento
de estas condiciones conllevan a la comprensién de conceptos tedricos mas avanzados a los que se
abordan en este trabajo, por tanto no se incluyen pero pueden ser consultadas en [8]. Sin embargo,
se tiene presente que los coeficientes que se eligen satisfacen la cuadratura de Gauss, de tal manera
que esta sea exacta para un polinomio de cierto grado. Estas condiciones permiten realizar las
deducciones de los métodos de RKI de forma méds préctica y sencilla, mas adelante se realizan

algunas de estas.

Antes de realizar las deducciones de algunos de los métodos de RKI, es valido aclarar que estos
métodos varian y se clasifican de acuerdo al orden del método y a la forma en como este se obtiene,
a las condiciones de orden que deben satisfacer y al polinomio de Legendre que se utiliza. Segin lo
mencionado es posible deducir varios métodos de RKI como los que se muestran en este trabajo y
otros que se pueden encontrar en [8, 16] y [20]. Se usa la notacién RKIps para hacer referencia a un

RKI de orden p con s estados.

2.1.1. Meétodo de Gauss-Legendre

El méximo orden que puede tener el método de RKI de s estados es de p = 2s, debe satisfacer
B(s),C(s) y D(s) y los valores de ¢; corresponden a las raices del polinomio de Legendre P} (z). A

seguir se presentan algunos ejemplos de RKI Gauss-Legendre.

RKI con s =1y orden p =2 (RKI21): Segin las condiciones de orden simplificado se tiene:
= B(1):b =1.
» C(1):a11 =c1.
» D(1):bra;; =b1(1 —cq).

El polinomio de Legendre es P; = 2z — 1 y su raiz c; es % Sustituyendo ¢ y resolviendo el sistema

de ecuaciones anterior, los coeficientes del método son a;; = 1 y by = 1. Consecuentemente se tiene
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1/2 1 1/2
T
Concluyendo el método
Yiy1 = Y; + hk,
ki=f(ti+5 vy, +2k).
RKI con s = 2y orden p = 4 (RKI42): Segin las condiciones de orden se debe satisfacer B(2), C(2)

y D(2). Como los valores de ¢; son las raices del polinomio Pj es suficiente trabajar con B(2) y

(2.1.4)

C(2). El sistema de ecuaciones que se obtiene es el siguiente:

L] B(Q):bl—l—bg:l, blcl—i-bQCQ:%.

82 C2
= C(2):a11 +a2 =c1, anicr +apca = 5, az +ag = ca, az1c1 + agc: = 3.

Calculando las raices del polinomio Pj = 622 — 62 + 1 se tiene que ¢; y ¢ son

1 V3 1 V3

aT3tE Y 2T

Sustituyendo los valores de ¢; y resolviendo los sistemas de ecuaciones, los coeficientes del método

son
1 NI -3 1 1 1 1
a1 1 ai12 6 +47 a21 6 +4, a2 1T 275
Consecuentemente se tiene
1 3 1 3,1
3+ 1 % T1
1V | =v8,1 1
2 6 6 1 1
‘ 1 1
2 2
Concluyendo el método
yi+1:yi+h<%+%>
k1:f<ti+h<%+§>ayi+h<%+(%4_%)]‘:2))’ (2.1.5)
ko= f(titn(3=F) wrn((RE+1) k+%)).

Un producto de las condiciones que deben satisfacer los coeficientes de los métodos RKI Gauss-
Legendre de orden 2s, se muestra en el Corolario 2.1. Este resultado junto a su demostracion se

pueden encontrar en [8].

Corolario 2.1. Un método de RKI tiene orden 2s si y solo si, sus coeficientes se eligen de la

stguiente manera:

1. Elija c1,ca,...,c5 como los ceros de Pr.
2. Elija by, ba, ..., bs para satisfacer la condicion de B(s).

3. Elija aji,, j,k=1,2,...,s para satisfacer la condicion de C(s).
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2.1.2. Método de Gauss-Radau

El méaximo orden que puede alcanzar un método de RKI con s estados es p = 2s — 1 y similarmente

a los métodos de Legendre satisface algunas de las condiciones de orden simplificado.

Algunas de las clasificaciones de los de métodos de Gauss-Radau son:

» Radau I: Este método debe satisfacer que ¢; = 0, los demds valores de c; son las raices del
polinomio P + P;_,, los valores de b; satisfacen las condiciones de B(s) y los a;j satisfacen

C(s).

= Radau II: Este método debe satisfacer que cs = 1, los demds valores de c; son las raices del
polinomio PJ — P, los valores de b; satisfacen las condiciones de B(s) y los a;j, satisfacen
D(s).

Seguidamente, se presentan las deducciones de los métodos RKI Gauss-Radau con s = 2 y orden

p=3.

RKI32-Radau I: Segiin las condiciones de Radau I, los coeficientes de este método deben satisfacer
B(2) y C(2), ¢1 = 0y cp = 2 raiz del polinomio P + P; = 6z% — 42 = 0. Desarrollando el sistema
de ecuaciones que se genera y sustituyendo los valores que se obtienen, los coeficientes del método
son

1
=7 5221, a1 =0, a2 =0, g1 =3, G22= 3.
Consecuentemente se obtiene

Concluyendo el método
Yir1 =Y+ (k1 +3ka),
ki = f(tiy,), (2.1.6)
ko= f (ti+ 2h,y; + & (k1 + ko)) -

RKI32-Radau II: Segun las condiciones de Radau II se tiene que:
» B(2):b+b2 =1, blCl"‘bQCQ:%.

= D(2) : biair + baast + boass = bi(1 — 1), bicrans + bacoass = §b1(1 — ¢3), brarz + boag =
bg(l — 02), bicrats + bacoagy = %bg(l — C%)
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Calculando las raices del polinomio Py — Pj = 622 —8x+2 = 0 se obtiene que ¢; = % y ca = 1, luego
sustituyendo los valores de ¢; y solucionando el sistema de ecuaciones, los coeficientes del método
son

1
by = —, an = 3, a2 =0, a2 =1, azp=0.

Consecuentemente se obtiene

Concluyendo el método
Yigr =Y+ (3k1 + ko),
ko = f (ti + h,y; + hki).

2.1.3. Método de Gauss-Lobatto

Estos métodos de RKI se caracterizan porque el maximo orden que puede alcanzar un método
de s estados es p = 2s — 2. [gualmente que los métodos anteriores sus coeficientes deben satisfa-
cer algunas de las condiciones de orden simplificado, ademés Gauss-Lobatto satisface que ¢; = 0,

¢s = 1y los demas valores de ¢; corresponden a las raices del polinomio de Legendre P} (z)— P o(x).

Algunas de las clasificaciones de los de métodos de Gauss-Lobatto son:

= Lobatto I: En este método los valores de b; satisfacen las condiciones de B(s) y los ajj

satisfacen C(s).

= Lobatto II: En este método los valores de b; satisfacen las condiciones de B(s) y los ajj

satisfacen D(s).

Posteriormente se presentan las deducciones de los métodos RKI Gauss-Lobatto con s = 2 y or-
den p = 2, para los cuales ¢y = 0 y ¢cg = 1, valores que coinciden con las raices del polinomio
P,—Py=6z>—-6x+1—-1=0.

RKI22-Lobatto I: Segin las condiciones de orden los coeficientes de este método deben satisfacer
B(2) y C(2), por tanto al desarrollar los sistemas de ecuaciones que se generan y al reemplazar los

valores de c;j, los coeficientes que determinan el método son

1
a1 =0, a2=0, a1 =3, G22=7, b1—§, b2—§-

Consecuentemente se obtiene
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ol o o
112 1/2 .
(12 1/2

Concluyendo el método

Yir1 =Y, + % (k1 + ko),

ki=f(ti,y:), (2.1.8)

ky=f(ti+hy;+5%(ki+ks)).
RKI22-Lobatto II: Segin las condiciones de orden los coeficientes de este método deben satisfacer
B(2) y D(2), por tanto, al desarrollar los sistemas de ecuaciones que se generan y al reemplazar los
valores de c; se obtiene que

1 1

= =0 ! =0, bi=2, b=
a11—2, a2 =Y, a21—2, a2 = U, 1—2, 2= =-

Consecuentemente se tiene

0ol1/2 o
1112 0
(172 1/2

Concluyendo el método
Yir1 =Y+ 5 (k1 + k),
ki=f (ti,y; + 5k1), (2.1.9)
ko= f(ti+hy, + ki) .
Después de la deducciéon de cada uno de estos métodos, se analizan los coeficientes presentes y
se tiene que para todos los métodos deducidos a excepcion de RKI22-Lobatto II cumplen con las
condiciones para ser un RKI, es decir los coeficientes satisfacen las condiciones de la Ecuacién 2.1.3,

por tanto RKI22-Lobatto II no se lo considera como un RKI, o en abuso de notacién se lo asigna
como un RKI22-Falso.

Como resultado del proceso anterior se muestra en la Tabla 2.2 la clasificaciéon y variacion de los
métodos de RKI, se observa un resumen de las condiciones que necesita cada método para su de-

duccién.

En comparacién con los métodos de Runge-Kutta explicitos, los RKI son mucho mas complicados
en el momento de la implementacion ya que requieren de mucho més tiempo y trabajo computacio-

nal. Sin embargo, la ventaja de estos es que son muy ttiles para trabajar problemas de SEDO rigidos.

Dado que para la solucién de SEDO con métodos implicitos se requiere de la solucién de sistemas

de ecuaciones no lineales, a continuacién se introducen algunos de estos métodos iterativos.
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Método | Orden | Condiciones | Polinomio C;
Legendre 2s B(s),C(s), D(s) P

Radaul | 2s—1 B(s),C(s) P+ P =
Radau Il | 25s—1 B(s), D(s) Py — P, cs =1
Lobatto I | 25 —2 B(s),C(s) P;—P:y |c1=0ycs=1
Lobatto IT | 25 —2 B(s), D(s) Pf—Pry |c1=0ycs=1

Tabla 2.2: Caracteristicas métodos RKI.

2.2. Solucién de ecuaciones no lineales

En ocasiones encontrar las raices de ecuaciones no lineales no presentan un método analitico de
solucion, por tanto se necesita de métodos numéricos para poder encontrar sus aproximaciones.
Entre estos métodos se destacan el método de punto fijo y el método de Newton, como se ve en
[7, 31] y [32].

2.2.1. Meétodo del punto fijo

Un punto fijo de una funcién g es un valor = para el cual g(x) = x. Estos problemas estdn asociados
o relacionados con los problemas de la biisqueda de las raices de una funcién f(z) = 0, dado que se

puede definir g de distintas formas con respecto a la funcién f.

Se considera que el método de punto fijo es uno de los métodos mas sencillos de analizar en la
solucion de problemas no lineales. Para utilizar este método es conveniente examinar propiedades

y fundamentos tedricos como las que se enuncian a continuacién, los cuales se estudian con profun-

didad en [7] y [32].

Para aproximar el punto fijo se escoge una aproximacién inicial xg y se genera una sucesiéon {z,} a
partir de la iteracion
Tnt1 = g(Tn), (2.2.1)

denominada la iteracion de punto fijo o iteracion funcional.

Es importante verificar propiedades como la existencia y unicidad del punto fijo en un intervalo,
por tanto el siguiente teorema presenta condiciones para su verificacion ademas de garantizar su

convergencia. La demostracion de este teorema se puede ver en [7].

Teorema 2.1. Teorema de punto fijo: Sea g € Cla,b] tal que g(z) € [a,b] para toda z en [a,b].

Ademds supongamos que existe que g en (a,b) y una constante positiva 0 < k < 1 tales que

lg'(x)| <k, para toda x € (a,b),
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entonces para cualquier nimero xg en [a,b] la sucesion definida por
Tni1 = 9(xpn), n >0,
converge al unico punto fijo * en [a,b).
A partir de las hipétesis del teorema del punto fijo, en [32] muestran resultados sobre las cotas

de error para aproximar las raices de una funcién, las cuales se relacionan con la convergencia del

método.

Tomando como validas las hipGtesis del Teorema 2.1 y agregando la condicién ¢'(z*) # 0, se garan-
tiza que la sucesién del punto fijo converge sélo linealmente. Para que el método de punto fijo puede
lograr una convergencia cuadratica se debe confirmar que ¢'(z*) = 0y ¢”(x*) # 0. De forma general
para garantizar un orden de convergencia de orden p en el método de punto fijo, se debe cumplir
que ¢'(z%) = ¢"(z*) = --- = g1 (2*) = 0 y gP(a*) # 0, siendo g € CP[a, b]. Estos resultados y sus

demostraciones se muestran con detalle en [32].

Segin lo mencionado la busqueda de los métodos de punto fijo cuadraticamente convergentes,
necesariamente deben senalar las funciones cuyas derivadas se anulan en el punto fijo. La manera
més facil de plantear un problema de punto fijo relacionado con el de la bisqueda de raices f(z) =0

consiste en restar a x un multiplo de f(z), tomando la funcién g de la siguiente forma
g(x) =z — ¢(x) f(z), (2.2.2)
donde ¢(z) se conoce mas adelante.

Para que el proceso iterativo de g sea cuadrédticamente convergente se debe cumplir que g(xz*) =0

cuando f(z*) =0, derivando (2.2.2) se tiene

de donde se llega a
g'(z") =1~ f'(a")p(z"),
para la cual ¢'(2z*) = 0 si y sélo si ¢(z*) = 1/f(z*), por tanto

— () = o — f(CCn)
Tnt1 = g(xTpn) = xp o) (2.2.3)

Del proceso realizado anteriormente se tiene que (2.2.3) es la iteracion del método de Newton, en
donde se hace la restriccién que f/(xz*) # 0, con z* raiz de f(z) = 0. A continuacién se estudia

detalladamente este método.
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2.2.2. Método de Newton

Este es un método iterativo para aproximar las raices de una ecuacién no lineal, puede ser deducido
graficamente a partir de una de las convergencias mas rdapidas que ofrece el punto fijo o utilizando

la serie de Taylor como se mira en [7] y [32].

Considerando la iteracién del método de Newton, esta comienza con una aproximacién inicial xg

que genera una sucesiéon {z,}, se tiene

Tn+l = Tp — —~ para n >0,

f'(zn)

la cual se cumple siempre que f sea diferenciable en Ry f/(z,,) # 0 para todo n > 0.

Para este método es importante la eleccion de la condicion inicial, dado que esta puede influir en la
convergencia del mismo. A continuacion, se enuncia el teorema de convergencia para el método de

Newton y su demostracién se muestra en [7].

Teorema 2.2. Sea f € C?[a,b]. Si z* € [a,b] es tal que f(z*) = 0 y f'(x*) # 0, entonces existe
0 > 0 tal que el método de Newton genera una sucesion {x,} que converge a x* para cualquier

aprozimacion inicial xg € [x* — §, " + J].

La convergencia del método de Newton se dice que es local y ademas esta se garantiza siempre y

cuando z( sea lo suficiente cercana a z*, ver mas en [32].

Dado que las raices de una ecuacién pueden ser simples o tener una multiplicidad, en la literatura
se enuncian definiciones, teoremas y demostraciones que permite identificar cuando un cero de una
funcién tiene estas caracteristicas. Algunos de estos resultados se relacionan con la convergencia
cuadratica del método de Newton en sus raices. Estos argumentos tedricos como otros que permiten

estudiar con més profundidad todo acerca de estos métodos iterativos se muestran en [7, 31] y [32].

Asi como se menciond el método de Newton iterativo para encontrar la aproximacién de la solucién
de una ecuacién no lineal, este se puede generalizar para encontrar las soluciones numéricas de un

sistema de n ecuaciones no lineales. Se introduce el método de Newton en R" como se ve en [32].

Sea F': U C R™ — R™ una funcién definida y diferenciable en el conjunto abierto U tal que F'(x) =
(fi(x), fa(x), ..., fu(x))!, donde f; : R® — R, con i = 1,2,...,n, es una funcién diferenciable,
el vector = (z1,22,...,2,) y t la transpuesta del vector. Luego la solucién de un sistema de

ecuaciones no lineales viene dado por
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fl(wla'rQ) cen 71:71)
fg(l‘l,m’g,...,xn) 0
F(xi,xe,...,2y) = ' =1 |,
fn($1,$2,...,aj‘n) 0
donde para una aproximacién inicial 2(©) = (:Ego), x;o), el x,(qo)) la iteracién del método de Newton
para el sistema es un vector de la forma
-1
R [JF(a:k)} F(xb), (2.2.4)
con ¥ = (¥, 25, ... 2F) y [JF(2)]~! la inversa de la matriz jacobiana
0, 0 0,
g Gh(@) . (@)
of2 9f2 9fa
TP (x) = aacl.(ac) e (x) ... agcn.(:c)
2] n 0, n 2] n
2h(@) S(z) ... Sl(a)

Después de hacer la introduccion a estos dos métodos se muestran las funciones iterativas de los
métodos punto fijo y Newton asociadas a la aplicacion de los métodos numéricos implicitos para
la solucién de SEDO. Para el caso del método de punto fijo su funcién de iteracién es g(x) de la
expresion (2.2.1). Para el caso de Newton la funcién iterativa es (2.2.4) aplicada a la funcién no lineal
F', donde F es la expresion que cuenta con el término implicito igualada a cero. Se muestran algunos
ejemplos presentando las formas de las funciones de iteracion y algunas propiedades necesarias a

tener en cuenta en el momento de su aplicacién.
Ejemplo 2.1. Iteraciones de punto fijo y Newton en Euler implicito y RKI21.
Solucioén. Las funciones de iteracién para los métodos de solucién de ecuaciones no lineales son:

1. Euler implicito: y; 1 = y; + hf(tit1,Yir1)-

k+1 _

» Punto fijo: y;|/] = g(yfﬂ), donde

9(tiv1, Y, Y1, h) =y + hf(tiv1, ¥i01)-

1
ﬁf =i — [JF(yf)]  F(yl,,), donde

= Newton: y
F(tit1, Y Yir1: ) = Yip1 — Y — (i1, yi10)-

La condicién inicial para la primera iteracion de estos es y? 1= Y

2. RKI21: y,,; = y; + hky1, con k1 = f (ti + %,yi + %kl) En este caso las iteraciones de los
métodos de solucion de ecuaciones no lineales se realizan con respectos a k1, ya que este es el

término implicito.
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= Punto fijo: k"™ = g(k¥), donde

h h

= Newton: k¥t! = kb — [JF(kF)] ™" F(kF), donde

h h
F(ti,y; k1,h) =ki— f (ti + 5t 2k:1> .

La condicién inicial para cada método puede ser kY = f (t; + Ly, + 2f (ti,y;)) o kY =
O

Con respecto a las condiciones iniciales para los términos implicitos en el caso de RKI, se hicieron
ensayos y se observé que no se obtienen cambios notorios al utilizar una u otra condicién inicial.
Dado que los resultados fueron muy similares, para estos métodos se elige como condicién inicial

k? = f(ti,y;) ya que es menos costosa computacionalmente.

Ahora se presenta un método especial, un método que no sélo cuenta con un término implicito sino
que tiene dos términos implicitos generando dos funciones no lineales, este es el caso del método
RKI42. En este método los términos implicitos son ki y ko y las funciones no lineales a las cuales

se aplica la iteraciéon del método de Newton en el caso de R son

1 3 k 3 1
Fl(ti,yiakhk%h):kl_f<ti+h<2+\6f> ,yi+h<41+ <\6[+4> kz))

1 3 -3 1 k
Fo(ti, yi, k1, ko, h) = ko — f <tz’+h (2_\6[> Yi+h ((%[4-4) k‘1+42>> -

La iteracién de Newton para RKI42 es
-1
k1 = gk [JF(k:k)} F(K). (2.2.5)

con k = (ky, k)T, F = (F|, F5)", condicién inicial k® = f (t;,4) v

_of  _of

_ ok ok
JE=\ " 5
Ok Oko

Para este método se obtiene una matriz de tamano 2 x 2 en el caso de los R, ya que k1 y k2 son los

dos términos implicitos, por tanto al trabajar en R" el tamaino de la matriz jacobiana es mucho méas
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grande. Por ejemplo para R? se tiene una matriz de tamafio 4 x 4 ya que cuenta con dos funciones

vectoriales no lineales

F = 2 0] — f1 (ti + her,y; + h(annky + aukz))_
|k1[1] = fa (t; + her, y; + h(annkr + ai2ks)) | ’

F, = —k2[0] — i (t; + hea, y; + h (az1ky + azsks))]
ko[l] — fo (ti + hea, y; + b (a2ik1 + azzk2)) |

Se considera la iteracién de Newton (2.2.5) que se aplica en las funciones anteriores, con condiciones

iniciales k = f (t;,4:), kS = f (t;, ;) y con la matriz jacobiana de la forma

1_ 9N __0f __0f __0h
21 [0] o [1] Dhez 0] Dhea 1]
__Ofs 1_ Of _ _0fs __0fs
JF — e [0] o 1] Do [0] Do (1]
_ 8f1 8f1 _ 8f1 _ 8f1
Ok1[0] Ok 1] Ok2[0] Ok2[1]
Ofs 9fs __0fs 1— Of2
k1 [0] Dher 1] Dhez (0] Dhez 1]

Es valido mencionar que para encontrar las soluciones de los sistemas no lineales no se realiza el

célculo de la inversa, en la practica lo que se hace es solucionar el sistema Ax = b.

Segun el procedimiento que se debe realizar para la aplicacién de newton en RKI42 para R", se tiene
que uno de los calculos que se llevan a cabo es el cdlculo de matrices inversas. Proceso que resulta ser
muy costoso computacionalmente cuando se trabaja con matrices de grandes dimensiones, por tanto
es conveniente realizar ciertos cambios y estudiar este método con algunas mejorias o modificaciones

con el fin de disminuir este problema.

2.2.3. Modificaciones método de Newton

En esta seccion se presenta una modificacion del método de Newton realizando una aproximacién
de la inversa de la matriz jacobiana, ya que este es el procedimiento que causa un gran trabajo
computacionalmente.

Método de Jacobi

El método de Jacobi es un método iterativo, es decir es un método que a partir de una serie no

exacta de pasos aproximan la soluciéon de un sistema lineal
Ax = b, (2.2.6)

donde A € R™ "™ es una matriz invertible, € R" es el vector solucién y b € R™ el vector resultante

del producto entre A y el vector x. Este método resulta de descomponer la matriz A de la forma

A=M—N, (2.2.7)
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donde M es una matriz arbitraria no singular y IV resulta de la diferencia M — A.

En este método se considera que M = Dy N = L+ U, donde D es la matriz diagonal de A, L una

matriz triangular inferior y U una matriz triangular superior, segin esto se tiene que
A=M-N=D—-(L+U),
luego al sustituir A en (2.2.6) se llega a
[D—(L+U)]z=0.
Al multiplicar por D! y despejar  en la igualdad anterior se obtiene
x=DY(L+U)x+ Db,
donde su forma iterativa es
2" = DN (L4 U) 2" + Db (2.2.8)
Como L +U = D — A, reemplazando en (2.2.8) la forma iterativa se abrevia a
" = [1-D'A]z* + D', (2.2.9)

la cual es la iteracion del método de Jacobi e I es la matriz identidad. Considerando la iteracion

(2.2.4) del método de Newton y al multiplicar esta igualdad por JF(x*) se tiene
JF (mk) zhtl = JF (ack> zF — F (mk) . (2.2.10)

Al relacionar (2.2.10) con el problema Ax = b, se mira que A = JF (mk) yb=JF (azk) xF—F (:L'k)
Ademsds la matriz diagonal D = DJF (wk) estd formada por la diagonal principal de la matriz
jacobiana JF (:L'k), luego aplicando la iteracién del método de Jacobi para el sistema (2.2.10) se

obtiene

ot = |1 [par ()] " ar (o) |2t 4 [par ()] 75 () o - F (24)]

de donde )

xh = ok — [DJF (a:k)} F (a:k) , (2.2.11)
que hace referencia a la iteracion de Newton modificado con método de Jacobi. Al comparar la
iteracion de Newton (2.2.4) con la iteracién de Jacobi (2.2.11), lo que se realiza es un cambio en
el calculo de las matrices en el momento de hacer cada iteracién, es decir se sustituye la matriz

jacobiana JF (:ck) por la diagonal de esta matriz DJF (a:k)

A continuacién, se presenta la definicién de una matriz diagonalmente dominante que es necesaria
b}
para la comprension del teorema que garantiza la convergencia del método de Jacobi. Este teorema

y su demostracién se muestran en [5].
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Definicion 2.3. Sea A € R™*". Una matriz A es diagonalmente dominante por filas si

n
Qg > Z|aik| Vi=1,2,...,m.
k=1
Cuando se cumpla la desigualdad anterior, la matriz A es estrictamente diagonal dominante por

filas. Similarmente una matriz A es diagonalmente dominante por columnas si y sélo si

m
(2773 ZZ’CL]%’ Vi:1,2,...,n
k=1

y es estrictamente diagonalmente dominante por columnas si se cumple la desigualdad anterior.

Teorema 2.3. Si A es una matriz estrictamente diagonalmente dominante, entonces la iteracion

asociada al método de Jacobi converge para cualquier valor inicial.

A continuacion, se realiza un andlisis cualitativo de la estabilidad de los métodos numéricos, ya que

es una propiedad esencial para la solucién numérica de los problemas rigidos.

2.3. Estabilidad absoluta

Para obtener la solucién numérica en el problema de Cauchy (1.1.1), requiere en la préctica la
eleccién del tamano de paso de integracion h > 0 ademés de un método numérico. Pues al utilizar
un valor de h muy pequeno conlleva a realizar una gran cantidad de célculos causando un costo
computacional, como también por la precisién finita del computador podria causar errores mayores
de redondeo. Es por esto que se debe utilizar un tamano de paso lo mas grande posible, teniendo
en cuenta que la solucién numérica se comporte de manera similar a la solucion tedrica. Esta teoria
ha sido tomada de [8, 16, 23, 24] y [30].

La eleccién de un tamano de paso de integracion h fijo esta relacionado con el concepto de estabi-
lidad absoluta. Para su estudio se debe realizar un analisis cualitativo para el conjunto de puntos
en el plano complejo, en el que la soluciéon numérica tenga el mismo comportamiento de la solucion

analitica, este conjunto de puntos se conoce como la region de estabilidad.

Para los problemas rigidos es necesario encontrar métodos numéricos que no impongan una limita-
cién en el tamano de paso como los métodos explicitos que cuentan con una regién de estabilidad
absoluta pequena. Debido a la complejidad de este andlisis se restringe este estudio a problemas

puramente lineales con coeficientes constantes y se realiza para el caso de SEDO.
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Se considera un sistema de la forma

(2.3.1)
¥(0) = yo,
con A € R™" gy, € R" y solucién tedrica y(t;11) = y(t;)e en t;q =t; + h.
Haciendo un cambio de base
y(t) = Qu(t) = y'(t) = Qu'(t), (2.3.2)
con () una matriz constante no singular y reemplazando (2.3.2) en (2.3.4) se tiene
Qu'(t) = AQw(t), (2.3.3)
al multiplicar (2.3.3) por la matriz inversa de @ se llega a
w'(t) = Q™' AQuw(t)
consiguiendo el sistema
w'(t) = Aw(t), (2.3.4)

donde A = Q1 AQ y su solucién tedrica es w(tiy1) = w(ti)eAh.

Si la matriz A se elige de la forma candnica de Jordan de A, el Sistema 2.3.4 y la aproximacién
numérica llegan a ser en cierta medida desacoplados. Esto significa que para cada valor propio

distinto A;, una de las ecuaciones en el Sistema 2.3.4 tiene la forma

y'(t) = Ay(t) (2.3.5)

y otras componentes que corresponden al mismo bloque de Jordan dependeran de esta soluciéon pero
no contribuird en su comportamiento, ver mas en [8]. Conceptos bésicos de la forma canénica de
Jordan se muestran en el Apéndice A.1 y se estudian con detalle en [17]. La solucién tedrica de

(2.3.5) es y;+1 = €*y; en t;+1 = t; + h, donde se hace z = \h.
A continuacién, se presentan algunas definiciones y propiedades ttiles para el estudio de la estabi-
lidad de los métodos numéricos.

Definicién 2.4. Sea un MPU aplicado al problema (2.3.5) que conduzca a yi+1 = R(2)y;, la

expresion R(z) se denomina factor de amplificacion y el conjunto
S:={z€C:|R(z)| <1}

se conoce como region de estabilidad absoluta o dominio de estabilidad. La interseccién de la region

S con la recta real determina el intervalo de estabilidad absoluta del MPU.
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Algunos métodos numéricos se caracterizan porque son estables en todo el semiplano izquierdo C—,
este es precisamente el conjunto de valores propios donde la solucién exacta de (2.3.5) también es
estable. Una caracteristica deseable para un método numérico es que conserve esta propiedad de
estabilidad, ver [16].

Definiciéon 2.5. Un método es A-estable, si su dominio de estabilidad satisface
C c §={z€C:Re(z) <0},
donde Re(z) es la parte real de z.

Hay un gran interés especialmente en métodos numéricos para los cuales la regién de estabilidad
incluye todo el semiplano izquierdo, este es el caso de los métodos implicitos, métodos con una

propiedad ideal para ser aplicados a los problemas rigidos, ver [8].

Definicion 2.6. Un método es llamado L-estable, si este es A-estable y ademas

lim R(z) =0.

Z—00

Después de mencionar algunos de los conceptos tedricos importantes en el estudio de la estabilidad
de los métodos numéricos, iniciamos un analisis de la estabilidad para algunos métodos explicitos
en el caso de los R con el fin de introducir esta tematica. El estudio de la estabilidad absoluta para

estos métodos se puede ver con detalle en [3] y [23].

Para el caso del método Euler explicito y;+1 = y; + hf(t;, yi), aplicando la expresién (2.3.5) se tiene
Yit1 = Yi + hAy,

de lo cual se obtiene que
Yit1 = (1 +h\)y;.

Haciendo z = hA se llega a que el factor de amplificacién es
R(z)=1+z. (2.3.6)
Analizando la expresién (2.3.6) segin la Definicién 2.4, se tiene
I1+z2] <1,

luego como z € C y es de la forma z = a + bi, reemplazando en la expresiéon anterior y calculando
la norma se llega a
(a+1)*+v* <1, (2.3.7)



2. Métodos de paso tunico implicitos 30

siendo (2.3.7) el dominio de estabilidad para Euler explicito, referente a la parte interna de una

circunferencia de centro (—1,0) y radio 1.

Para el caso de los métodos de Runge-Kutta explicitos se procede de forma similar al caso anterior.
Se analiza la regién de estabilidad para RK22 aplicando (2.3.5) al esquema de estos métodos (1.1.10)
y reemplazando en (1.1.9).
De lo anterior se tiene que

kv = f(tiyi) =My y ko = f(ti + h,yi + hk1) = Ayi + hA%y;. (2.3.8)

Reemplazando (2.3.8) en la expresién genera del método y;11 = y; + h/2(k1 + k2) se llega a

h2)\2
Yit1 = <1 + hA + > Yi-

2

Haciendo z = hA, el factor de amplificacion es

R(z) = (1 +z+ Z;) . (2.3.9)

Analizando la expresién (2.3.9) segin la Definicién 2.4 se tiene que

2
‘1—1-24-2 <1,

2

siendo esta la expresion que define la regiéon de estabilidad del método RK22.

En la Figura 2.1 se muestran las regiones de estabilidad para Euler y RK de varias érdenes. Se
observa que para los métodos presentes en esta ilustracién, entre mayor es su orden mayor es su

region de estabilidad.

N
P i)
xR A
FNEARY
INEARN]

imag(Ah)

N
N

real(\h)

Figura 2.1: Regiones de estabilidad absoluta métodos numéricos explicitos. Tomada de [3].
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A continuacién, se analizan propiedades de estabilidad para algunos métodos implicitos de paso

unico como el método de Euler y los métodos de Runge-Kutta.

2.3.1. Estabilidad del método Euler implicito

Se analiza la regién de estabilidad del método de Euler implicito en R. La forma general del método

de Euler implicito para una EDO es y;11 = y; + hf(tit+1,yi+1), donde aplicando (2.3.5) se tiene

Yi+l = Yi + hAYi41,

de lo cual se llega a
1

Yi+1 = myia
luego haciendo z = hA se sigue

1
Yi+l = 77— Yi
BRI (2.3.10)

Yit1 = R (2) yi.

Analizando R(z) visto en (2.3.10) y segun la Definicién 2.4, se tiene

1
<t

1—=z2

donde z € C y es de la forma z = a + bi, luego reemplazando se obtiene que
|1 —a—bi] >1,

aplicando la norma se llega a
(a—1)2+0> > 1. (2.3.11)

Segun (2.3.11) el dominio de estabilidad para el método de Euler implicito es el complemento de la
parte interna de la circunferencia de centro (1,0) y radio 1. Este cubre todo el semiplano negativo
y gran parte del semiplano positivo, por tanto el método Euler implicito es un método A-estable.
Este método ademds de ser A-estable cumple la condicién de la Definicién 2.6 para ser un método

L-estable. La Figura 2.2 ilustra la regién de estabilidad que representa este método.

Observacion 2.1. Para elaborar la Figura 2.2 se utilizo el software Matlab. Esta ilustracién se
realiza al considerar el conjunto de puntos z en el plano complejo, tales que cumplan la condicién
|R(z)| < 1. Es decir, se representé graficamente los puntos que estdn en la region de estabilidad del
método Euler implicito. Las regiones de estabilidad que se muestran més adelante se trabajan de

forma similar.



2. Métodos de paso tunico implicitos 32

-3 -2 -1 0 1 2
real(Ah)

Figura 2.2: Region de estabilidad Euler implicito.

A continuacién, se trabaja la zona de estabilidad de este método para el caso de SEDO. La forma
general del método es y; 1 = y; + hf(tiy1,¥;41), luego aplicando (2.3.4) se tiene

Yirr = Ui+ hAy;,
de donde

(I - hA) Yit1 = Yi
de lo cual se obtiene que

yH4==(I—hA>_1ym (2.3.12)

luego, haciendo Z = hA se tiene

Y= —2) "y,

Yir1 = R(Z)y;.

Analizando R(Z) visto en (2.3.12) y segun la Definicién 2.4, se tiene

|(r-rd)”

lo cual corresponde a una desigualdad entre una norma matricial y la unidad. En el Apéndice A.1

<1, (2.3.13)

se muestran los conceptos tedricos sobre las normas matriciales.

Teniendo en cuenta que A es una matriz candénica de Jordan, con B; el bloque de Jordan asociado

a Aj, (2.3.13) se puede escribir de la forma

I, —hB 0 0
0 Is — hBy

[an}

<1,

0 0 oo I, —hB,
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calculando la inversa se llega a

(Il—hBl)fl 0 0
0 (I — hBy)~ ! ... 0
: : <1,
0 0 coo (I, — hB)™!

lo cual es equivalente analizar cada uno de las componentes de la matriz, es decir

(7 = B[ < 1]

|(I2 = hBy) M| < 1,...,

(I, —B) || < 1, (2.3.14)

que son las normas asociadas a cada uno de los bloques de Jordan que dependen de un valor
propio A;. Como las funciones que dependen del mismo valor propio no afectan su comportamiento,
entonces el andlisis que se realiza para cada norma en (2.3.14) es el mismo que en el caso de los R.
Este andlisis es realizado para cada uno de los \;, de esta forma se consigue la regién para cada uno
de estos valores, dado que algunas regiones son mucho mas estrictas que otras, entonces se realiza

su interseccion para obtener la region de estabilidad absoluta final del método.

2.3.2. Estabilidad métodos Runge-Kutta implicitos

Para un método RKI de s estados definido por la tabla

c| A
b
similarmente como se mencioné en el método de Euler implicito, el estudio de sus regiones de esta-
bilidad para el caso de sistemas es el mismo que en los R, ya que al realizar el anélisis de la matriz
canénica de Jordan en (2.3.4) cada valor propio distinto se restringe al anélisis del problema (2.3.5)
y'(t) = M\y(t) y sus otras componentes que corresponden al mismo bloque de Jordan dependerén de
esta solucién pero no contribuird en su comportamiento, ver [8]. Es asi como para un método de
RK las regiones de estabilidad se trabajan para el caso de los reales, pudiéndose extender esta idea

para sistemas.

Las expresiones (2.1.1) y (2.1.2) que determinan un método de RKI, en el caso de los R se pueden
escribir como
Yir1 =y + hb'k, (2.3.15)

con
k = f(t:1 + hC,y;1 + hAk), (2.3.16)

donde bT = (bl,bg,...,bs), k = (k‘l,k‘g,...,k‘s)T, C = (01,62,...,CS)T, A = (a]'k)j',kzl y 1 =

(11,19,..., ls)T el vector unitario de dimensién s.
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Luego, aplicado el problema (2.3.5) a la expresién (2.3.16) se tiene
k = A(yi1 + hAk),

de lo cual se sigue
(I — AhA)k = Ay,

de donde se obtiene que
k=(I—-2zA)" \y1, con z=\h. (2.3.17)

Reemplazando (2.3.17) en (2.3.15) se llega a
Yir1 = (14 207 (I — zA) 1)y,
donde el factor de amplificacién para un método de RKI de s estados es
R(z) =1+ 20" (I — zA) 1. (2.3.18)
A seguir se realiza el procedimiento en el cual se obtiene la funcién de estabilidad para el método

RKI21, este proceso se realiza utilizando la expresién (2.3.18).

Segin RKI21 la tabla de Butcher para este método es

1/2 ] 1/2
1.

Reemplazando los valores de los coeficientes del método en (2.3.18) se obtiene

R(z) =1+ 2(1)(I — 2(1/2))"'1, (2.3.19)
de lo cual se concluye que
2+z
= . 2.3.2
R(z)= " (2:3.20)

Es véalido mencionar que la matriz identidad I y el vector 1 de la expresion (2.3.19) para este método
son reales, es decir I = 1 = 1, ya que el nimero de estados de RKI21 es s = 1. Caso contrario, las

dimensiones de estos varian segun el nimero de estados.

Analizando el factor de amplificacién (2.3.20) seguin la Definicién 2.4 se tiene

‘Q'FZ <1, (2.3.21)

2—z

donde su dominio de estabilidad estd formado por aquellos z € C, tales que |2 + z| < |2 — z|.
Tomando z = a + bi un nimero complejo y reemplazando en (2.3.21) se llega a

<1

)

2+a-+bi
2—a—10bi
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de donde
(a+2)2+02<\/(2—a)?+b?

de lo cual se obtiene que
a < 0.

Es decir

Re(z) < 0.

Esto es justamente el conjunto de puntos en el plano complejo con parte real negativa, por lo tanto

el método RKI21 es un método A-estable. La Figura 2.3 ilustra claramente esta regién de estabilidad.

real(\h)

Figura 2.3: Region de estabilidad RKI21.

A seguir se mencionan algunas proposiciones relacionadas con la estabilidad de los métodos de RKI
vistas en [8] y [16].

Proposicién 2.1. (A,b,c) denotan un método de RKI, luego su funcién de estabilidad estd dada

por
det (I — zA + 21b"
R(z) = ( )
det(I — zA)
Proposicion 2.2. Si un método RKI de s estados con A no singular satisface una de las siguientes
condiciones
asp =by, k=1,...,s, (2.3.22)
aj1 = bl, ] = 1, e S, (2.3.23)

entonces R(co) = 0. Esto hace que un método A-estable sea L-estable.
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Demostracion: Segun (2.3.18) se tiene que

R(co) = lim 14 2b7(I —zA) "1 =1-p"(A)"'1. (2.3.24)

Z—00

Ahora, la expresion (2.3.22) es posible escribirla de la forma

Ale, =, (2.3.25)
donde AT es la transpuesta de la matriz A = (ajk:)}g',k:p es = (0,...,0,1)T el vector con 1 en la
posicién s y ceros en las demds componentes y b = (b1, b, ... ,bs)T.

Reemplazando (2.3.25) en (2.3.24) se tiene
R(oo) =1—elA(A)™ 1,

de lo cual se llega a
R(x)=1-es1=0. (2.3.26)

Similarmente, la condicién (2.3.23) se puede escribir de la forma
A61 = lbl,

de lo cual se tiene que
Aeib;t =1. (2.3.27)

Luego sustituyendo (2.3.27) en (2.3.24) se llega a
R(o0) =1—b"(A) " (Aesb ") = 0. (2.3.28)

Por tanto, de (2.3.26) y (2.3.28) se concluye que las condiciones (2.3.22) y (2.3.23) conllevan a que

R(o0) = 0. Es decir, si una de ellas se cumple el método A-estable es L-estable. O

Algunos resultados de estabilidad absoluta para los métodos de RKI se resumen en la Tabla 2.3 y
en la Figura 2.4. Se muestran las regiones de estabilidad para algunos métodos de RKI de orden

dos, tres y cuatro.

Para obtener R(z) en el caso de los métodos RKI se debe solucionar la Ecuacién 2.3.18 que cuen-
ta con operaciones como el célculo de matrices inversas o la multiplicacién de matriz por vector.
Operaciones que pueden ser tediosas y complejas de trabajar manualmente dependiendo de las com-
ponentes y dimensiones matriciales. De estos resultados es valido mencionar que entre mayor es el
orden del método es méas tedioso determinar su factor de amplificacién, dado que al aumentar el
nimero de estados el tamano de su matriz A también crece, ademéds sus componentes aj; no son

tan sencillos de trabajar, por lo cual es necesario utilizar un software de cédlculo simbdlico como
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Método Factor de Amplificacién Intervalo A-estable | L-estable
Euler implicito 1/(1—=2) (—00,0) U (2,00) X X
RKI21 Legendre
RKI22 Lobatto I 24+2)/(2—-=2) (—00,0) X
RK22 - Falso
é{II;II??QQ IE{{;?;:: III (2% +42+6)/(22 - 6) (=6,0)
RKI42 Legendre | (22 + 62 + 12)/(2? — 62 + 12) (—00,0) x

Tabla 2.3: Estabilidad absoluta para métodos numéricos implicitos.

imag(Xh)

-2 0 2 - - o
real(Ah) real(Ah)

(a) RKI orden 3. (b) RKI orden 2 y orden 4.

1
-8 -6 -4

Figura 2.4: Regiones de estabilidad para métodos numeéricos implicitos.
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Sage Math para conseguir estos resultados. Este software permite realizar de forma més réapida el

célculo de las operaciones matriciales y vectoriales presentes en la expresién que determina R(z).

Seguin la Proposicién 2.2 los métodos RKI mencionados en la Tabla 2.3 no cumplen la condicién de

la Definicién 2.6 para ser L-estables, pero si son A-estables excepto RKI32.

A partir de las regiones de estabilidad se deduce que los intervalos de estabilidad para los métodos
explicitos son mas restringidos que los que presentan los métodos implicitos. Por tanto al solucionar
numéricamente los problemas rigidos con métodos explicitos se necesita de un tamaino de paso muy

pequenio para lograr que estos converjan.



Capitulo 3
Métodos de paso maultiple

Los métodos numéricos que se han considerado en los capitulos anteriores son MPU, donde para

obtener la aproximacién de la solucién al problema de Cauchy

y'(t) = ft.yd),
Y(to) = Yo,

se utiliza el paso anterior y; para encontrar la aproximacion de y,,;. En el caso de los Métodos de
Paso Multiple (MPM), para solucionar este mismo problema se necesitan conocer valores previos a
Y,;.1 en el proceso de la discretizacién, como y;,y; 1,Y; o,-..,Y; . Estos métodos aprovechan la
informacién obtenida en etapas anteriores para conseguir el valor de y,, ;. Los MPU se consideran

como un caso particular de los MPM.

La idea de extender y mejorar el método de Euler dio paso al estudio de los MPM propuesta por
Bashforth y Adams en (1883), conocidos como métodos de Adams-Bashforth. Otros tipos de méto-
dos de multipasos lineales fueron introducidos por Nystrom en (1925) y Milne en (1926, 1953).
Ademss, la teoria moderna de los MPM lineales fue desarrollada en grandes pasos por Dahlquist
hasta (1956) y conocida a través de exposiciones presentadas por Henrici en (1962, 1963). Se reco-

mienda seguir [8] y [23].

La forma general de los MPM lineales de N pasos es
N N
Y iy =h> Bifiiy (3.0.1)
j=0 j=0

donde «; y fB; son reales, ay # 0, f : [a,b] x R" — R", h = (b—a)/n, tix; = ti + jhy
Fivj = F (tij  Yiy;) para0 < j < N.

39
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El método definido por (3.0.1) es implicito cuando Sy # 0 y explicito cuando Sy = 0, también se
asume que oy = 1 ya que si no es asf se podria despejar. Es importante mencionar que para aplicar

uno de los MPM lineales los valores iniciales respectivos deben ser conocidos.

Existen diferentes formas para realizar la deduccion de los MPM, una de ellas es a través del método
de la integracién numérica la cual se presenta en este trabajo. Para estudiar detalladamente otros

métodos se recomienda seguir [8] y [23].

3.1. Meétodos de Adams

En esta seccion se analizan dos tipos de métodos de paso multiple lineales: explicitos e implicitos.
Los métodos de paso miltiple explicitos se denominan métodos de Adams-Bashforth (AB) y los
métodos de paso multiple implicitos métodos de Adams-Moulton (AM). A continuacién se dan a

conocer algunos de estos, tal y como se mira en [3, 8] y [23].

La deduccién de MPM a través de la integracién numeérica se realiza integrando el problema de
Cauchy entre t; y t;1; con j > 1. Clasificando varios MPM dependiendo del valor de j. En los
métodos deducidos por integracion numérica se destacan los métodos de Adams, para los cuales se

toma j = 1, obteniendo la siguiente expresion

tit1

Yir1 — Y = P (t)dt, (3.1.1)
t;

donde P (t) es un polinomio interpolante a f (¢,y (¢)). Se usa un polinomio interpolante de grado
N — 1 para el caso de un método explicito y N para un método implicito, siendo N el ntimero de

pasos del método.

Observacién 3.1. En el caso de los métodos de AB el orden de convergencia coincide con el
namero de pasos que se utilice, en cambio en los métodos de AM el niimero de pasos es menor en
una unidad a su orden de convergencia. Esto se debe a que en los métodos implicitos siempre se

tiene un coeficiente 3; adicional, ver [8] y [24].

Para la deduccion del método explicito de Adams-Bashforth de dos pasos es necesario aproximar
f(t,y(t)) por el polinomio de Lagrange de grado 1 que pasa por los puntos (¢;—1,y,;_1) ¥ (ti,y;), €s

decir el polinomio

(t—t;) (t—ti—1)
Pit)= —<Ffiat+—F
1( ) (tifl _ tl)f 1 (t’L _ tifl)‘f
tomando Py
u=-—""1 v dt = hdu,

h
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se tiene que t —t;—1 = huy t —t; =t —t;—1 — h = h(u — 1). Sustituyendo P;(t) y los valores

anteriores en (3.1.1) se obtiene
tit1

Yir1=Y; + P (t)dt,
t;

donde

2
Yir1 =Y, + /1 [ufi +(1— U)fi_l] hdu

u? u? 2
“uen| ()5 (o 5) 5
3 1
=y;+h (2f¢ - 2fi1> .
Concluyendo el método de Adams-Bashforth de dos pasos (AB2)

_ h
Yir1=Y;+ 3 [3fz' - f¢_1] , con (312)
Yo =y(to) vy wy; -conocido,

donde el valor de y; se obtiene con un MPU explicito del mismo orden al método AB2. En general
los valores conocidos en los métodos de Adams son obtenidos con MPU explicitos de érdenes equi-
valentes al MPM.

Se mencionan otros métodos de Adams-Bashforth de orden superior, métodos con tres y cuatro pa-
sos. Estos métodos se obtienen con la interpolacién de polinomios de grados 2 y 3 y sus deducciones

son equivalentes.

Método de Adams-Bashforth de tres pasos (AB3)

Yir1=Y; + Thg [23fi —16f,_1 + 5fi72} , con

(3.1.3)
Yo =1y(to) y wy, conocido para 1<p<2.
Método de Adams-Bashforth de cuatro pasos (AB4)
Yis1 = Ui+ 37 [55F; —59F ;1 +37f;_o — 9f;_3] , con (3.1.4)

Yo =1y(to) y wy, conocido para 1<p<3.

En el caso de los MPM implicitos como los son los métodos de Adams-Moulton, la deduccién de
estos se realiza similarmente por medio del método de integracién. Para el método Adams-Moulton
de dos pasos se aproxima la funcién f(t,y(t)) por el polinomio de Lagrange de grado 2, que pasa

por los puntos (ti—1, f;_1), (ti, f;) ¥ (ti+1, fi41), es decir el polinomio de la forma

_ (=t (t —tisa) (t —ti—1)(t = tit1) (t—t:)(t —t)
Palt) = (tic1 — i) (tic1 — tig1) Jict (ti — tiz1)(ti — tiv1) (tig1 — tim1)(tig1 — )

fi+ Jiv1-
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Tomando
t—1—1

h
se sigue que t —t;_1 =hu,t —t;,=t—tiy—h=h(u—1)yt—tiy1=t—(t;+h)=t—t;, —h=
h(u — 1) — h = h(u — 2), sustituyendo en Ps(t) se tiene

dt = hdu,

u =

h(u —1)h(u —2) (hu)(h(u —2)) (hu)(h(u — 1))

Po(t) = o2 fi+ h(—h) fi+ @hh) fina
B Ry

Reemplazando la anterior expresiéon de P(t) en (3.1.1), se obtiene

2 ulu — u — u —
Yir1 :yi+/l [(21)f¢+1 —u(u—2)f; + (1)2(2)12'_1} hdu

ud  u? u3 9 ud  3u? 2
—yi+h[<6_4> Fiv1— <3—U )fH‘ (6—4‘1'“) fi—1:|1
5) 2 1
=y, +h [mfwrl + gfi - 12.1:1'1:|
h
=y; + ID [5fi+1+8fz’ _.fifl] .
Concluyendo el método de Adams-Moulton de dos pasos (AM2)

Yir1 = Yi + 15 [5F i1 +8Fi — fi1] ,con
Yo =1y(to) vy wy; conocido.

(3.1.5)

Se mencionan otros métodos de Adams-Moulton con orden superior de tres y cuatro pasos. Estos
métodos se obtienen con la interpolacion de polinomios de grados 3 y 4 y sus deducciones se realizan

de forma similar.

Método de Adams-Moulton de tres pasos (AM3)

Yir1 =Y; + i [9f¢+1 +19f;, —=5f;1 + fz'—Q] , con

(3.1.6)
Yo =y(to) vy Y, conocido para 1<p <2.
Método de Adams-Moulton de cuatro pasos (AM4)
Yis1 = Yi + 75 [251F 41 + 646 f, — 264, | +106f; 5 —19f,; 3] ,con (3.1.7)

yo=y(o) v Yp conocido para 1 <p < 3.

A continuacidn, se estudian propiedades y caracteristicas de los MPM como consistencia, estabilidad

y convergencia.
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3.2. Consistencia, convergencia y estabilidad

En esta seccién se presentan las definiciones de consistencia, convergencia y estabilidad para los

MPM, adicionando algunas propiedades que se cumplen para estos métodos. Esta teoria ha sido

tomada de [8, 16, 23] y [24].

Definicién 3.1. Dado un MPM lineal de la forma (3.0.1), el error local de discretizacion es definido

por
S o ay(ti + jh)
h

T; =

La ecuacién (3.2.1) se puede escribir de la forma

N

N
hTi = Zajy(ti —|—jh) — hZBJ‘f (ti +jh>y(ti —l—jh)),

=0 =0
donde su expansién en series de Taylor sobre el centro t = ¢; es

212

Za][ )+ jhy’ (tz)+%y () + ] Zﬁj [hy (1) 1+ oy ) 1 R

7=0

de lo cual se llega a

hri = Coy(t:) + Cihy’ (t;) + Cah®y” (t;) + - - + CphPy®) (t;) +

con coeficientes C;

N
Co = Za]’,
§=0
N N
Cr= Zjaj - ZBJ
§=0 §=0
N j2a- N
cim Yl oS
j=0 Jj=0
N . (p—
o jPa _Z](p 1)5j
T Z -

Definicion 3.2. Un MPM es consistente si y solo si
lim ”TzH = 0,
h—0

es decir si y solo si las constantes Cp =0y C; = 0.

N
= B (ti + jhy(ti + jh)).
=0

(3.2.1)

(3.2.2)

IO

(3.2.3)
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Definicién 3.3. Un MPM lineal tiene orden de consistencia p (O(hP)) siy solo si existen constantes
positivas C, hg y p, independiente del paso de integraciéon h y del subindice ¢, con 0 < h < hg,
1 <i<neiéeN, tales que el error local de discretizacién satisface

max |7l < ChP,
1<i<n

es decir si y solo si

Co=Ci=-=Cp=0y Cpyy #0.

De esta forma, para asegurar la consistencia de un MPM lineal se debe verificar que este tenga un

orden p > 1, en particular para p = 1 se verifica que Cy = 0 = Cf.

Para realizar el estudio adecuado de la convergencia de los MPM lineales, es necesario el analisis de
la teoria de las ecuaciones de diferencias lineales, por tanto, para este andlisis se recomienda mirar

[23] ¥ [24] que es donde se muestra detalladamente lo requerido.

Definicién 3.4. Un MPM lineal (3.0.1) de N pasos es convergente, si para todo problema de Cauchy
(1.1.1) se tiene que

para todo t; € [a,b] y para toda solucién y;, x de la ecuacién de diferencias (3.0.1) que satisfacen

las condiciones iniciales y; = m;(h), donde limy_,on;(h) = y, parai =0,1,... N — 1.

Observaciéon 3.2. La consistencia es una condicidon necesaria para la convergencia, es decir, un
MPM lineal consistente puede o no ser convergente. Sin embargo, si el MPM lineal no es consistente,

entonces no es convergente.

A seguir, se describen algunas definiciones que son necesarias para el andlisis de la convergencia,

consistencia y estabilidad de los MPM lineales.

Definicién 3.5. Dado un MPM lineal (3.0.1), el primer y sequndo polinomios caracteristicos aso-

ciados al método estan definidos respectivamente por

N

N
p(r) = ajrl y a(r)="_ B,
=0 =0

con ay = 1.

En relacién a los polinomios caracteristicos mencionados en la Definicién 3.5, se enuncian algunos

resultados con relacion a la consistencia y estabilidad de los MPM lineales.

Teorema 3.1. Un MPM lineal (3.0.1) es consistente si y solo si

p(1)=0 y p'(1) —a(1) =0.
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La demostracién de este teorema consiste en probar que Cy y C7 sean iguales a cero. Por un lado
al calcular p(1) este resulta ser igual a la expresién correspondiente de Cp, por lo que Cy = 0. Por
otro lado al calcular p'(1) y o(1) y al reemplazar en la igualdad p/(1) — o(1) = 0, esta diferencia es
equivalente a C1, por lo que se tiene que C; = 0 y se concluye que un MPM lineal es consistente.

Esta demostracion se puede ver con detalle en [23] y [24].

Observacién 3.3. En un MPM lineal, el primer polinomio caracteristico p(r) siempre tiene una
raiz igual a 1. Esta raiz es denominada raiz principal y generalmente se denota por ri. Asi, la

consistencia de un MPM lineal depende sélo de la raiz principal r; = 1.

Definicién 3.6. En el caso de raices reales y distintas de p(r), un MPM lineal (3.0.1) es convergente
si

Irj| <1, j=1,...,N,
siendo 7; las raices del primer polinomio caracteristico. En el caso de las raices con multiplicidad

mayor que 1, un MPM lineal (3.0.1) es convergente si esas raices tienen médulo menor que 1.

Definicién 3.7. Se dice que un MPM lineal (3.0.1) es estable si ninguna raiz del primer polinomio

caracteristico
N
p(r) =" ayrd,
=0

tiene médulo mayor que 1 y toda raiz con médulo 1 tiene multiplicidad 1.

El resultado que se muestra a seguir relaciona los conceptos de consistencia, estabilidad y conver-

gencia. Se presenta y se demuestra en [8].

Teorema 3.2. Las condiciones necesarias y suficientes para que un MPM lineal (3.0.1) sea con-

vergente son que este sea consistente y estable.

De esta forma es posible comparar algunas de las propiedades de los MPU y MPM, ya que para
que un MPU sea convergente sélo basta con ser consistente, en cambio para que un MPM lo sea se

debe garantizar su consistencia y estabilidad.

3.3. Estabilidad absoluta

La estabilidad absoluta para los MPM lineales se estudia de forma similar a la estabilidad de los
MPU analizando la expresién

y'(t) = My(1).
La estabilidad consiste en escoger un tamano de paso h adecuado de manera que la solucién numérica

se comporte de forma similar a la solucién tedrica. Se sugiere ver con més detalle en [8, 16, 23] y [24].
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Para observar el comportamiento del error se analiza la expresién

N
(o — 2B)) evey = (3.3.1)
j=0
donde z = Ah, e;1; el error global de discretizacién en el instante t;1; y ¥ = h7; supuesto como
una constante. Segun la teoria estudiada en [23] y [24], la expresién (3.3.1) hace referencia a una
ecuacién de diferencias cuya solucién general es una sucesién {e,}, donde cada término es de la
forma

e =Y Arl (3.3.2)
kzo o ZZ] OBJ

donde el primer término es la solucién de la ecuacién de diferencias lineal homogénea, representan-
do la solucién general para el caso de las raices 7y del polinomio » =0 (aj — zf;) 1 con una cierta
multiplicidad. El segundo término es su solucién particular, con v constante. Segin (3.3.2) el error
es dependiente del primer sumando de la expresién, dado que si alguna raiz 7 tiene médulo mayor

que 1, entonces el error crece cuando N crece.

A seguir se mencionan algunas definiciones ttiles para el estudio de la estabilidad absoluta de estos

métodos.

Definicion 3.8. Se denomina polinomio de estabilidad absoluta de un MPM lineal al polinomio

¢(r,2) = p(r) — — 2B, (3.3.3)

Mz

]:0
donde z = Ah y o(r) con p(r) el primer y segundo polinomios caracteristicos.

Definicion 3.9. Se dice que un MPM lineal es absolutamente estable para un valor de z = A\h

dado, si para este z todas las raices r; del polinomio de estabilidad absoluta (3.3.3) satisfacen que
Iri| <1,
parai=1,...,N.
Definiciéon 3.10. El conjunto
S={z€C/|r;|] <1 paratodaraiz r; de ¢(r,z)},

se conoce como 1egion de estabilidad absoluta y la interseccién de esta region con el eje real se conoce

como intervalo de estabilidad absoluta.
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Para encontrar las regiones de estabilidad de estos métodos se soluciona el polinomio de estabilidad

(3.3.3), trabajando con la expresién

2o P (3.3.4)

obtenida de (3.3.3). Para que los métodos cumplan con la condicién de absolutamente estables,
todas las raices r; del polinomio deben tener médulos menores que uno, es decir se consideran los
puntos en el circulo unitario y para esto se reemplaza 7 en (3.3.4) por € con 6 € [0, 27], obteniendo

los puntos de la region de estabilidad de cada método.

Los polinomios de estabilidad y las expresiones de z para los métodos AB2 y AM2 que se trabajan

para obtener sus regiones de estabilidad son:

" ADE 3 1 2¢ (e — 1)
¢(r,z):r2—<1+2z)r+22 Yy 2= ag1
- AMZ 5 5 1 12¢9 (e — 1)
#lr ) = <1_12Z> 7‘2—57‘—1—5;; Y 7T 5e20 1 8¢ — 1

En las figuras 3.1 y 3.2 y en las tablas 3.1 y 3.2, se muestran las regiones e intervalos de estabilidad
para algunos MPM lineales Adams-Bashforth y Adams-Moulton. Se observa que las regiones de
estabilidad para los métodos implicitos son de mayor amplitud que la de los métodos explicitos,
pero ninguno de estos cuenta con una regién de estabilidad con todo el semiplano izquierdo complejo,
es decir su regién es mucha mas restringida. Se tiene que un MPM lineal es A-estable si C~ C S, por
tanto estos métodos no se consideran A-estables. Se concluye que los métodos de Adams no son del
todo apropiados para solucionar numéricamente problemas rigidos, ya que segin [8] la propiedad

de ser A-estables estd cerca de ser esencial para abordar problemas de este tipo.

Observacion 3.4. Para elaborar las figuras 3.1 y 3.2 se utilizé el software Matlab. Esta ilustraciones
se realizan al considerar el conjunto de puntos z en el plano complejo que satisfacen la expresion
(3.3.4), teniendo en cuenta que las raices de los polinomios caracteristicos deben tener un mdédulo
menor que uno. De esta forma, se representa graficamente el contorno de las regiones de estabilidad
de los MPM.

N2 de pasos N 2 3 4
orden p 2 3 4
Intervalo de estabilidad absoluta | (—1,0) | (=6/11,0) | (—=3/10,0)

Tabla 3.1: Caracteristicas de los métodos de Adams-Bashforth.
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N2 de pasos N 2 3 4
orden p 3 4 5
Intervalo de estabilidad absoluta | (—6,0) | (—=3,0) | (—90/49,0)

Tabla 3.2: Caracteristicas de los métodos de Adams-Moulton.

AB2 AB3 AB4
1 : : 1 : : 1 :
0.5¢ 1 05¢ 1 05¢
0 0r 0
-0.5¢1 1 -05¢ 1 -05¢
-1 : : -1 : : -1 :
-1 -0.5 0 -1 -0.5 0 -0.5 0 0.5

Figura 3.1: Regiones de estabilidad MPM lineales explicitos, Adams-Bashforth.

AM2 AM3 AM4
4 ‘ ‘ ‘ 4 ‘ ‘ ‘ 4 :
2 2t 2
0 0 0
2 2t 2
4 -4 : 4
6 4 2 0 -3 -2 1 0 2 1 0

Figura 3.2: Regiones de estabilidad MPM lineales implicitos, Adams-Moulton.
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3.4. Meétodos Predictor-Corrector

Los métodos de Adams generalmente se implementan en forma de métodos Predictor-Corrector,
estos se obtienen al combinar métodos de paso miltiple tanto explicitos como implicitos. En primer
lugar se realiza un calculo preliminar a la aproximacién en el punto utilizando la férmula de Bash-
forth y luego se encuentra una aproximacion mejorada en el punto con la férmula de Moulton, se
sugiere ver [8, 12] y [18]. Segun [3] y [11] los métodos de este tipo mds utilizados son denominados
Adams-Bashfoth-Moulton (ABM). Para la aplicacién de ABM se usan conjuntamente dos métodos,
un explicito que se llama predictor y un implicito que se llama corrector. El método explicito pre-
senta una cantidad de pasos mayor en una unidad a la cantidad de pasos del método implicito, pero

los dos métodos cuentan con el mismo orden de convergencia.

La forma general de un método de ABM es

k—1
Yiy1 = Y; +hBof(tiv1,yii1) +h Z Bif(tivj, yi—j), (3.4.1)
§=0
donde
k*—1
Y =Y +h Y Bif(tiogyi))- (3.4.2)
j=0

La expresion (3.4.2) es el calculo del método de AB que predice la aproximacién de y(t;+1) con
Yi1 y (3.4.1) corrige este valor al encontrar y;,;. Ademas, los valores de k* y k son el niimero
de pasos de los métodos AB y AM, con k* = k+ 1y p=k+ 1, donde p es el orden del método
Predictor-Corrector ABM.

A continuacién, se describe la forma en cémo se trabajan los métodos ABM para un orden deter-

minado.
Método Predictor-Corrector ABM de tercera orden (ABM3)

Segin la forma general presentada anteriormente para los métodos de ABM, para este método
es necesario utilizar AB3 como un método predictor y AM2 como el método corrector. Para la

implementacién de este método se siguen los siguientes pasos:

1. Calcular los valores de partida y,,y; v Yo con un método de paso unico de tercera orden,

generalmente RK33.

2. Calcular la prediccién de y;,; con AB3

. h
Yir1 = Y; + 1 [23f¢ —16f;,_1 + 5fi72] .
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3. Calcular la correccién de y;,; con AM2

hor o
Yir1 =¥t 5 (5fi1 +8Fi— Fical,
donde fi1 = (ti+1,Yj41)-
De esta forma se aproxima el valor de y(¢;41) para el problema de Cauchy con el método Predictor-

Corrector.

A continuacién, se muestra una observacién sobre el estudio de la estabilidad absoluta para los
métodos Predictor-Correcto. En este trabajo no se profundiza sobre este tema, pero puede ser
estudiado con detalle en [24] y [30].

Observacion 3.5. Para el estudio de la estabilidad absoluta de los métodos Predicto-Corrector,
similarmente a los métodos de AB y AM consiste en solucionar un polinomio de estabilidad ¢(r, z)

que es escrito por medio del primer y segundo polinomios caracteristicos, es decir

¢(r,z) = p(r) — zo(r) + zBn[p"(r) — zo™(r)], (3.4.3)
donde

N N N N
Py = asrd, plr)=) agrd, o (r) = il y o(r) = B,
§=0 =0 7=0 §=0

siendo p*(r) y o*(r) los polinomios de AB y p(r) y o(r) los polinomios de AM. Cuando las raices

r; del polinomio (3.4.3) satisfacen la condicién
lri| <1, i=1,2,...,N,

el método Predictor-Corrector serd absolutamente estable y el intervalo de estabilidad absoluta del
método serd (a, ), con «, 5 € R tal que z = A\ € (a, ). Para profundizar se recomienda seguir
[24] y [30].



Capitulo 4

Resultados numeéricos

En este capitulo se dan a conocer diferentes resultados numéricos, con el fin de verificar la teoria
sobre los métodos numeéricos para solucionar SEDO rigidos presentada en los capitulos anteriores. Se
realizan comparaciones de las aproximaciones obtenidas con los MPU y los MPM con las soluciones
tedricas de diferentes problemas de EDO y SEDO. Ademaés, se incluyen resultados numéricos para

una aplicacion sobre reacciones quimicas.

4.1. Validacién de implementaciones

Se han realizado las implementaciones en Lenguaje C de los métodos numéricos estudiados como
los métodos de Euler, los métodos de Runge-Kutta, los métodos de Adams y los métodos Predictor-
Corrector. A seguir se trabajan algunos SEDO rigidos, los cuales permiten hacer la validacién de

las implementaciones realizadas y verificar las propiedades tedricas de cada unos de los métodos.

Para cada uno de los problemas solucionado numéricamente se calcula el error global de discretiza-
cién comparando las aproximaciones obtenidas con las soluciones tedricas, utilizando la norma dos
para el caso escalar y vectorial. Ademds, para el calculo del orden de convergencia de cada método
se calcula la razén (e(i7h)) / (€(i7h/2)) con h el tamano de paso, donde al calcular logs de la razén

coincide este valor con el orden del método. Es decir, de (1.1.6) se tiene que
lecmll ~Ch” v leqnsmll ~ C(h/2)"

para errores globales con tamanos de paso h 'y h/2, luego calculando la razén entre estas expresiones

se llega a

M ~ P (4.1.1)
legina) |l

o1
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y aplicando logs en (4.1.1) se obtiene que

tog, [ Jeamll Y
lermll)

expresién que permite calcular el orden de convergencia del método.

Como se ha mencionado en los capitulos anteriores los métodos implicitos necesitan de la solucién
de sistemas de ecuaciones no lineales como punto fijo, Newton o Newton modificado. En el caso del
método de Newton se realiza el calculo de la matriz inversa el cual es costoso computacionalmente,
por tanto para matrices de tamano 2 x 2 y 3 x 3 se realiza este célculo de forma exacta. Para matrices

de mayor dimensién se utiliza el método de Newton modificado. Métodos descritos en la Seccién 2.2.

Para los criterios de parada en los métodos de solucion de ecuaciones no lineales, se fijaron valores
de una cantidad de iteraciones maxima de 100 y una tolerancia de 1070 para compararla con la
diferencia absoluta entre dos aproximaciones consecutivas. Estos datos se utilizan para todos los
métodos. El criterio de parada viene dado por la comparacién del error con respecto a la tolerancia
y la cantidad de iteraciones con las iteraciones méximas. Se realizaron ensayos al disminuir el valor
de la tolerancia y se observé que para tolerancias menores a 107'2, los métodos no convergen o
fracasan y para valores entre 107 y 107!2 se obtienen resultados muy similares a los que genera
una tolerancia de 107!°. Una diferencia que se mira al disminuir el valor de la tolerancia es que
aumenta la cantidad de iteraciones en los métodos de solucién de ecuaciones no lineales, caso que
ocurre cuando se trabaja el calculo de la matriz inversa de forma aproximada para matrices de

dimensiones mayores a 3.

Los MPM necesitan de calculos previos para obtener la aproximacién requerida ¥, |, en este caso
para conseguir estos valores se utilizan MPU explicitos con el mismo orden de convergencia al MPM

utilizado.

4.1.1. Convergencia

En este apartado se presentan y analizan resultados numéricos obtenidos con MPU y MPM li-
neales, como los métodos de Euler, Runge-Kutta, Adams-Bashforth, Adams-Moulton y Predictor-
Corrector. Para validar sus implementaciones y verificar sus propiedades tedricas se han solucionado
algunas EDO y SEDO.

Problema 4.1. Usar los MPU y los MPM tanto explicitos como implicitos y los métodos Predictor-
Corrector para aproximar el problema de Cauchy

y = 2ty,

y(0)=1, en t=1[1,1.5]
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Con solucién exacta y(t) = e"~1 y y(1.5) = 3.4903429575.

Inicialmente se soluciona de forma numérica el Problema 4.1, una EDO no rigida, con el fin de

verificar el orden de convergencia de cada uno de los método trabajados.

Las tablas 4.1 y 4.2 corresponden a los errores y razones obtenidas numéricamente en el Problema
4.1, con MPU, MPM y métodos Predictor-Corrector. En la aplicacién de los métodos implicitos se
utilizé el método de Newton para la solucién de los sistemas de ecuaciones no lineales. Se observa
que a medida que se reduce el tamano de h a la mitad el error también disminuye haciendo que los
métodos converjan. En la tltima columna se mira que las razones de los errores para cada uno de
los métodos estan siendo aproximadas al valor correcto segin su respectivo orden. Estos resultados
muestran que los métodos de mayor orden presentan mejores aproximaciones para un tamano de
h mas grande en comparacién a los de menor orden. Esto ocurre en todos los métodos presentes.
Sin embargo, se observa que algunos métodos implicitos cuentan con una mayor precisién que los
explicitos pero con una diferencia no muy grande. Por tanto, para este problema no rigido no fue

conveniente utilizar un método implicito ya que sélo estd causando un mayor costo computacional.

A seguir se soluciona numéricamente una EDO rigida con los métodos anteriormente mencionados.

Problema 4.2. Aproximar con los MPU y los MPM tanto explicitos como implicitos y los métodos

Predictor-Corrector el problema de Cauchy

y = —40y + 40t + 1,
y(0) =4, en t=1]0,20].

Con solucién exacta y(t) =t + 4e=40 y 4(20) = 20.

Segun la solucién tedrica del Problema 4.2 se mira que una de las componentes de su solucién varia

mucho mas rapido que la otra, por tanto se considera una EDO rigida.

El Problema 4.2 fue solucionado numéricamente con métodos explicitos y se observé que para un
tamaifio de paso h > 0.1 todos los métodos divergen. Para h = 5 x 1072 Euler y RK22 presentan
un error de 4 y RK33 y RK44 consiguen converger llegando a un error de orden 107!, Por tanto,
para que Euler y RK22 logren la convergencia se usa un h = 2.5 x 1072, para el cual los errores de

los métodos alcanzan el cero computacional.

Las aproximaciones del proceso de discretizaciéon que se obtuvieron con los métodos explicitos se
ilustran en las figuras 4.1 y 4.2. En la Figura 4.1a se mira que para un tamaiio de paso h = 5 x 1072
las aproximaciones en Euler se estdn comportando de forma oscilatoria y en RK22 estan alejadas

de la solucion tedrica. En la Figura 4.1b se ve que los métodos de orden mayor para el mismo
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Método n Error Razon Método n Error Razén
20 1.6935 x 101 20 1.4781 x 1073
Fuler 40  8.7673 x 10-; 1:324112 40  3.6933 x 10~* 118832
Explicito 80  4.4627 x 10~ 19820 RKI21 80 9.2319 x 107° 40001
160 2.2517 x 102 19909 160  2.3079 x 107° 1.0000
320 1.1310 x 1072 : 320 5.7697 x 1076 :
20  1.9624 x 107! 20 2.8442 x 1073
Euler 40  9.4367 x 10—2 3:8222 40  7.1035 x 10—;1 1:88118
Tmplicito 80 46299 x 1072 7 TC RKI22 80 17754 x 107 0002
160 2.2934 x 102 5 0003 160 4.4383 x 107° 3 0999
320 1.1414 x 1072 ' 320 1.1096 x 10~° '
20 2.8254 x 1073 20  2.3650 x 10~°
40  7.2233 x 107* 3.9115 40  2.9817 x 1076 7.9318
RK22 80 1.8260 x 10-4 59998 RKI32 o) 37432 % 1077 9059
160 45908 x 10-5 597V Radaul o) 681 x 10-8 9829
320 1.1507 x 107° 3.9891 320 5.8669 x 1079 7.9924
20  4.1485 x 107 20  4.8590 x 1076
40  5.3044 x 1076 7.8209 40  6.0831 x 107 7.9876
RK33 80  6.7057 x 1077 Z‘g;gi’ RRZUBQH 80  7.6090 x 10~8 ;'ggg
160 84204 x 107 00 A 160 9.5134 x 1079 20010
320 1.0566 x 108 ‘ 320 1.1889 x 1079 '
20 5.9984 x 10~7 20 5.7578 x 108
40  3.8413 x 108 iigé‘;’g 40 3.5996 x 107? 1?332;
RK44 80  2.4300 x 107* 15‘9038 RKI42 80 2.2499 x 1010 16‘0001
160 1.5280 x 10710 15'9526 160 1.4061 x 10~ 16'0642
320 9.5781 x 10712 : 320 8.7530 x 10713 :

Tabla 4.1: Convergencia MPU explicitos e implicitos, Problema 4.1.
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Método n Error Razén | Método h Error Razén
10 7.2459 x 1073 10 1.2408 x 1073
20 1.1071 x 1073 g‘gggg 20 1.0548 x 10~* g'ggzg
AB3 40  1.5201 x 1074 7' 6431 AB4 40  7.5959 x 1076 . 4'9395
80 1.9888 x 10~° 7'8215 80 5.0844 x 1077 15‘4682
160 2.5427 x 1076 160 3.2870 x 1078 :
10 1.0238 x 1073 10 12293 x10°*
20 1.3772x 107* ;";‘Z’gg 20  9.0465 x 1076 ﬁ‘ggzg
AM?2 40 1.7847 x 107° 7'8587 AM3 40 6.1097 x 1077 15'4055
80 2.2709 x 106 7‘9295 80 3.9659 x 108 15‘7031
160 2.8639 x 10°7 160 2.5256 x 107 ‘
10 5.0938 x 104 10 4.6473 x 107°
20 1.0002 x 10~* 5-0926 20  5.9643 x 1076 7.7919
ABM3 40 15298 x 105 09382 1 Apna 40 50220 x 10-7 L8763
80 2.1053 x 1076 7.2665 80 3.6051 x 1078 13.9302
160 2.7584 x 1077 7.6325 160 2.4094 x 107? 14.9626

Tabla 4.2: Convergencia MPM, Problema 4.1.

tamano de h convergen presentando pequenas oscilaciones de error en el inicio de las iteraciones.

Al disminuir A = 2.5 x 1072 se mira en la Figura 4.2 los errores que alcanza cada método para este

tamaifio de paso. Se tiene que los métodos de menor orden consiguen converger y en general todos

los métodos contintdan con las perturbaciones en la regién inicial.

(a) Euler y RK22.

20

T T
— Soluci6n exacta|
RK33
[ |RK44

e
i

e
™

e
_____

o
e

(b) RK33 y RK44.

Figura 4.1: Convergencia MPU explicitos con h = 5 x 1072, Problema 4.2.

En la Tabla 4.3 se muestran resultados numéricos obtenidos con el método de Euler implicito pa-

ra el Problema 4.2, donde las ecuaciones no lineales se han solucionado numéricamente mediante

el método de punto fijo. Segin la Seccién 2.2 solucionar una ecuaciéon no lineal en este problema

hace referencia a encontrar un punto fijo de la funcién y;+1 = y; + hf(tit1,yi+1), donde la funcién

de iteracién es y; + hf(ti+1,yi+1). Se observa que este método diverge para un tamano de paso

h > 2.5 x 1072, para el cual Euler explicito converge, pero para un valor de h < 1.2500 x 1072 el

método converge presentando muy buenas aproximaciones. De esta forma al utilizar Euler implici-
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15

Errores

UST

RK22
RK33
[ RKA4

[—Euler expiicito]

—Euler explicito| |
RK22
RK33

- RK44

0 2 4 6 8

10 12 14 16 18
t

(a) Errores con h = 2.5 x 1072, (b) Zoom de c).

Figura 4.2: Errores numéricos MPU explicitos, Problema 4.2.

to con punto fijo, es necesario realizar muchas iteraciones para lograr que el método converja en
comparacién con los métodos explicitos. Es decir, este método es mucho mas costoso computacio-
nalmente, ya que debe realizar una mayor cantidad de calculos para conseguir buenos resultados.

Adicionalmente, en la tabla se muestra la cantidad de iteraciones ¢ que realiza el método de punto

fijo.
n h Aproximacion | i Error
800 | 2.5000 x 10~2 Diverge — —
1600 | 1.2500 x 10~2 | 20.000000000069 | 29 | 6.9850 x 10~
3200 | 6.2500 x 10~ | 20.000000000029 | 15 | 2.9104 x 10!
6400 | 3.1250 x 1073 | 19.999999999973 | 10 | 2.6183 x 10~ !

Tabla 4.3: Convergencia método Euler implicito - punto fijo, Problema 4.2.

Debido a los resultados obtenidos en la Tabla 4.3 se mira la necesidad de utilizar un método numeéri-
co de solucion de ecuaciones no lineales con mayor orden de convergencia, para observar cudl es su

comportamiento al solucionar numéricamente SEDO rigidos con métodos implicitos.

Se ha solucionado numéricamente el Problema 4.2 con los MPU implicitos en los cuales se ha uti-
lizado el método de Newton para solucionar las ecuaciones no lineales. Las funciones a solucionar
con Newton son las funciones que cuentan con el término implicito igualadas a cero, se sugiere ver

la Seccion 2.2.

En la Tabla 4.4 se muestran los tamanos de paso, las iteraciones en Newton y los errores globales que
se generan en el Problema 4.2. Se mira que la mayoria de los métodos convergen para un tamano de
paso mucho mayor al utilizado en los métodos explicitos y en el método Euler implicito con punto
fijo. Para estos métodos se necesita de muy pocas iteraciones para lograr obtener buenas aproxi-

maciones a excepciéon de RKI22-Falso y RKI32. En la tabla no se mencionan los resultados para
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el método RKI22 y no se hace distincién entre los Radau de RKI32, ya que los errores generados
por estos son similares a los métodos que cuentan con el mismo orden, esto ocurre porque estian

realizando las mismas cuentas.

Método h i Error
Euler 10 2 6.2189 x 1076
Implicito 5 2 6.1265 x 10710
2.5 2 0.0000
6.2500 x 101 2 2.3643 x 1072
RKI21 3.1250 x 101 2 4.2719 x 107
1.5625 x 107+ 1 0.0000
3.1250 x 1071 2 9.7656 x 107!
RKI22-Falso 1.5625 x 107! 1 2.4414 x 107!
7.8125 x 1072 1 6.1035 x 1072
RKI32 78125 x 1072 1 0.0000
1.25 42 8.5976 x 102
RKI42 6.2500 x 10~ 22 8.5466 x 10~7

3.1250 x 1071 1 2.3270 x 1012

Tabla 4.4: Convergencia MPU implicitos - Newton, Problema 4.2.

Para valores de h mayores a los que se muestran en la Tabla 4.4 se tiene que Euler Implicito alcanza
un error de orden 1073 y los demés métodos divergen. Se mira que en los métodos RKI32 es nece-
sario disminuir A a un valor de 7.8125 x 1072 para lograr que los métodos converjan, alcanzando el

cero computacional, pero RKI22-Falso precisa continuar con este proceso para mejorar su precision.

Segun el andlisis realizado con respecto a los resultados numéricos obtenidos para los problemas
anteriores, se concluye que los MPU explicitos y los implicitos con punto fijo no son los més con-
venientes de utilizar para solucionar SEDO rigidos, ya que estos precisan de tamanos de paso muy

reducidos para conseguir la convergencia, causando un gran costo computacional.

En la Tabla 4.5 se muestra la convergencia de los MPM lineales para el Problema 4.2, donde las
ecuaciones no lineales de AM son solucionadas con Newton. Se mira que los métodos de AM con-
vergen para un tamafio de paso h mayor al que se utiliza en los métodos AB y ABM, es decir
los métodos Adams-Moulton presentan mejores aproximaciones que los deméds métodos. Ademas,
se observa que al comparar los métodos ABM y AB, los métodos Predictor-Corrector convergen
mucho maés rapido que los métodos explicitos. Es valido mencionar que para los ABM y AB no se
necesita resolver un sistema de ecuaciones. En general todos los métodos en el momento que dejan
de diverger consiguen una muy buena precisién, lo cual hace que los errores sean muy pequenos y

no se logre obtener el orden de cada método, es decir la razoén entre los errores no caen en el valor
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esperado. Después de que los métodos consiguen converger no es conveniente disminuir mucho el

tamano de paso, ya que esto puede causar errores de maquina.

Método h ; Error | Método h . Error
MBS om0 omw | AP gamand s
M o0 o000 | MM om0 oo
ABMS o0 10> o000 | APMY 0102 oooon

Tabla 4.5: Convergencia MPM, Problema 4.2.

Al comparar los resultados obtenidos con los MPU y MPM implicitos, se observé que los MPU con-
siguen converger con tamanos de pasos mayores a los que necesita los MPM. Esto se debe a que la
regién de estabilidad de los MPU es mucho mayor a la de los MPM. Es decir, la zona de estabilidad
de los MPM es muy restringida, en cambio los MPU son A-estables o L-estables a excepcién de
RKI32.

Dado que los problemas trabajados anteriormente cuya solucion esta en el espacio de los nimeros
reales, es decir han sido EDO, ahora se trabaja un SEDO lineal rigido que cuenta con soluciones

tedricas.

Problema 4.3. Solucionar numéricamente con los MPU y MPM implicitos y los métodos Predictor-

Corrector el problema de Cauchy

' = —80.6z + 119.4y,
Yy = 79.60x — 120.4y,
z(0)=1 y y0)=4, en t=][0,1].

Con soluciones exactas (t) = 3e~" — 2e72% y y(t) = 2" + 2¢7>°%, donde (1) = 1.1036383235
y y(1) = 0.7357588823.

Se considera este SEDO lineal un problema rigido porque los valores propios de su matriz asociada
tienen parte real negativa y ademas la relacién entre ellos es muy grande, causando que las compo-

nentes de sus soluciones tedricas varien unas mas rapido que otras.

Al solucionar el Problema 4.3 con los MPU explicitos, se observé que estos divergen para tamaifios
de paso h > 7.8125 x 1073, Para un h = 7.8125 x 1073 los métodos convergen, Euler con un error
de orden 1073, RK22 con orden 107°, RK33 con orden 10~8 y RK44 con orden 10~!!. Segiin estos
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resultados todos los métodos consiguen aproximaciones para el mismo tamano de h pero con una

precision diferente.

La Tabla 4.6 corresponde a las iteraciones en Newton, errores y razones calculadas en las aproxima-
ciones del Problema 4.3 mediante los MPU implicitos. Se observa que al disminuir el tamafio de h a
la mitad el error también disminuye, ademaés las razones de los errores caen en el valor esperado con
relacién al orden de cada método. Para RKI42 se altera este valor porque cuenta con una precisién
de magnitud 1073, aproximandose al cero computacional y causando errores de maquina. Para este

problema los métodos de igual orden presentan los mismos resultados numéricos o valores similares.

Método h i Error Razén M No Lineal
3.1250 x 1072 2 2.0459 x 1072 1.9872
Euler 1.5625 x 1072 2 1.0296 x 102 1‘9935 Newt
Implicito 7.8125 x 1078 2 51645 x 1073 "0 ewton
3.9063 x 1072 2 2.5864 x 1073 :
3.1250 x 10*2 2 1.0796 x 10*‘51 4.0003
1.5625 x 1072 2 2.6987 x 10~ :
RKI2L 2 01951073 2 6.7465 x 10~ i‘gggé Newton
3.9063 x 1072 2 1.6866 x 1076 '
3.1250 x 1072 2 3.7877 x 10!
1.5625 x 1072 2 7.0570 x 108 .
RKI32 2195103 2 8.8028 x 10~ ggégi Newton
3.9063 x 102> 2 1.0992 x 107 :
3.1250 x 1072 45 1.7592 x 107 15.9856
RKI42 1.5625 x 1072 22 1.1005 x 10~10 15'4617 Newton
7.8125 x 1072 14 7.1175 x 10712 28‘5279 Modificado
3.9063 x 1073 9 2.4949 x 10713 '

Tabla 4.6: Convergencia MPU implicitos - Newton, Problema 4.3.

Para un h > 3.1250 x 1072 se tiene que Euler implicito converge con errores de orden 107! y
1072, RKI de orden 2 convergen para 3.1250 x 1072 < h < 0.25 con errores de orden 107! y 1072,
para un h mayor divergen, RKI32 divergen y RKI42 fracasa en el método de Newton alcanzando
las iteraciones maximas. Para RKI42 al modificar el criterio de parada que consiste en la verifi-
cacion si las aproximaciones en Newton son las raices de las funciones igualmente fracasa, ya que
las aproximaciones de las raices no cuentan con una buena precision. Sin embargo, RKI42 para un
h < 3.1250 x 10~2 presenta aproximaciones similares a las que se muestran en la tabla, lo tinico que

varia es el aumento de iteraciones en Newton.

Al comparar los resultados de los MPU explicitos e implicitos para un h = 7.8125x 1073, se concluye
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que los métodos logran alcanzar un error del mismo orden, pero los métodos implicitos permiten con-
seguir aproximaciones para tamanos de paso mayores, en cambio los métodos explicitos divergen. Es

decir para que los métodos explicitos no diverjan necesitan disminuir mucho més el tamano de paso.

Después de haber realizado un respectivo andlisis de los resultados numéricos obtenidos con los
MPU, se analizan las aproximaciones obtenidas con los MPM. Para el caso de los AB, se tiene que
para el primer tamaifio de paso que AB3 no diverge h = 1.9531 x 10~2 alcanza un error de orden
10~ y AB4 diverge. Pero para el siguiente valor de h = 9.7656 x 10~ el orden de error de AB3 es
10710 y de AB4 10713,

En la Tabla 4.7 se presentan las aproximaciones para el Problemas 4.3 con los MPM. Se observa que
los métodos con mejores aproximaciones son AM y ABM de cuarta orden, pero los AM consiguen
obtener aproximaciones para un tamano de paso mayor. Para valores de h mayores a los que se
ilustran en la tabla todos los métodos divergen. Se muestra que las razones de los errores consiguen
caer o son proximas a los valores correspondientes a su orden, en el caso de ABM4 estos valores se
alteran ya que los errores son cercanos al cero computacional y pueden causar errores numeéricos.
Adems4s, se menciona que la cantidad de iteraciones finales en Newton para los métodos AM tienen

un comportamiento constante de i = 2.

El error como funcién del tamano de paso para los MPU y MPM implicitos aplicados al Problema
4.3 se muestra en la Figura 4.3. La escala es logaritmica en sus dos ejes con un tamano de paso inicial
h = 3.1250 x 1072 hasta h = 6.1035 x 10~°. Dado que el error es proporcional al tamafio de paso, se
relaciona la pendiente de las rectas como el orden de la convergencia, entre mayor sea la inclinacion
mayor es el orden del método. Se observa que RKI32, AM2 y AM3 muestran un cambio brusco
al inicio de las iteraciones, ya que para los tamafnos de paso iniciales aiin no rompen la zona de
estabilidad. Para RKI42 y AM3 se mira que son los métodos que para un determinado h consiguen
una muy buena precisién, sin embargo no es recomendable usar un tamano de paso muy pequeno,
pues la precisién finita del computador hace que se generen errores de méquina que afectan el error
global de discretizacion. Como para los MPU de igual orden se obtuvieron los mismos resultados,

se tiene que las rectas también coinciden para este problema.

En la Figura 4.4 se muestra la cantidad de iteraciones que realiza Newton modificado en cada paso
del método RKI42 con h = 3.1250 x 1072 en el Problema 4.3. Los cuadros de color azul hacen
referencia a las iteraciones con Newton modificado con el primer criterio de parada que es la com-
paracién de normas e iteraciones. Las equis de color verde muestran las iteraciones con el segundo
criterio de parada que es la verificacion de las raices de sus funciones. Para los métodos implicitos

diferentes a RKI42, Newton genera una cantidad de iteraciones constante igual a 2, en cambio la
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Log(E)

Método h Error Razén
3.1250 x 1072  6.4603 x 10!
1.5625 x 1072 2.0873 x 107 . 9_599
AM?2 7.8125 x 1073 2.6223 x 1078 7‘9801
3.9062 x 103 3.2860 x 10~ 7'9901
1.9531 x 1073 4.1126 x 10710 '
1.5625 x 1072 3.4197 x 101
7.8125 x 1073 1.0746 x 1010
AM3 3.9062 x 1073 6.7482 x 1012 ggigg
1.9531 x 1073 4.2322 x 10713 :
9.7656 x 10~*  2.6867 x 10~ 15.6713
7.8125 x 1072 1.7394 x 107°
3.9063 x 1073 3.3266 x 10~ .
ABM3  1.9531 x 1073  4.1380 x 10710 g'gi’gi
9.7656 x 10~%  5.1600 x 10~ 8‘0111
4.8828 x 10~*  6.4411 x 10712
3.9063 x 1073 8.2472 x 1012
1.9531 x 1073 5.1423 x 10713 16.0381
ABM4 9.7656 x 10~* 3.2394 x 10~ 12‘?832
4.8828 x 10™*  2.5895 x 10715 '

Tabla 4.7: Convergencia MPM, Problema 4.3.

5\—9— Euler implicito ~—RKI21
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RKI22 *+RKI|22-Falso
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T

T

O |-

_5 =
-10 -
-15 1
_20 | | | |

-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5

Log(h)

Figura 4.3: Convergencia MPU implicitos, Problema 4.3.
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modificacion de Newton en RKI42 genera una cantidad de iteraciones mucho mayor con los dos
criterios de parada. Sin embargo, cuando se disminuye el tamano de paso las iteraciones para este

método también disminuyen como se mira en Tabla 4.6.

90 T T T
o RKI42, criterio de parada 1
RKI42, criterio de parada 2
80 [ 7
a
70 a 7
— a
a
60 - o 7
a
50 - 7
a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a 0
40 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

Figura 4.4: Iteraciones Newton modificado, h = 3.1250 x 10~2, Problema 4.3.

Se puede observar en la Figura 4.4 que Newton modificado al inicio del intervalo de integracién
presenta un mayor nimero de iteraciones, pero luego este comienza a disminuir quedando constante
en un determinado valor. El comportamiento de estos puntos se puede relacionar con la rigidez del
problema, ya que las soluciones de este SEDO presentan cambios bruscos en esa parte del intervalo,

causando una mayor restriccion de solucién.

En la Figura 4.5 se ilustra la relacion obtenida entre el tiempo de computo en segundos y los errores
producidos en las aproximaciones con los MPU y MPM implicitos para el Problema 4.3. El tamafio
de paso inicial es h = 3.1250 x 1072 y se disminuye este valor hasta h = 2.4414 x 10~%. Los puntos
que se miran en la figura hacen referencia a los resultados en cada tamano de h, se disminuye el
tamaifio de paso en cada proceso. En la mayoria de los métodos se ilustran ocho puntos a excepcion
del AM3 y RKI42. Para AM3 se ha eliminado el primer punto porque el método diverge para el
tamafio de paso inicial. Para RKI42 se ha eliminado el tltimo punto, ya que el tiempo gastado es
de 0.0225 segundos y es un tiempo mucho mayor al compararlo con los demés métodos, causando

que no se mire con claridad la escala de la grafica.

Se observa que el método RKI42 es un método que presenta una buena precisién para el primer
tamano de h, aunque es el método que mayor tiempo de cémputo gasta, ya que cuenta con dos térmi-
nos implicitos consiguiendo méas evaluaciones en sus funciones lo que justifica un tiempo mayor de

calculo. El error para este método después del quinto h se acerca al cero de maquina y comienza a
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Figura 4.5: Prueba de tiempos métodos implicitos, Problema 4.3.

conseguir resultados no del todo confiables. Para RKI42 al igual que AM3 no se recomienda usar
valores de h muy pequenos porque pueden llevar al calculo de errores, es decir se debe tener cuidado

al escoger el valor de h.

En el caso de AM3, se mira que después de un determinado h el método presenta una buena preci-
sion mejorando el tiempo que muestra RKI42. Para los otros métodos los tiempos no varfan mucho

entre si, pero si varfan sus precisiones de acuerdo a su orden de convergencia.

Al realizar una comparacién relativa de los tiempos finales con respecto al método méas costoso que

es RKI42, se tiene que todos los métodos gastan entre el 32 % y el 35 % del tiempo que gasta RKI42.

4.1.2. Estabilidad

Para verificar la estabilidad absoluta de los MPU y los MPM, se consideran los problemas 4.2 y 4.3

para realizar el andlisis respectivo.

Para el Problema 4.2,

y' = —40y + 40t + 1,

y(0) =4, en t=]10,20],
se tiene que A = —40, obtenido de la solucién homogénea de la EDO, relacionado con el problema
y' = \y. Para que \h esté dentro de la regién de estabilidad de cada método el valor de h debe estar
dentro del intervalo de estabilidad. La Tabla 4.8 presenta los intervalos de estabilidad de h para los

MPU en este problema.
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Método Intervalo Método Intervalo
Euler explicito, (0,0.05) Euler implicito (—00,—0.05) Vv (0,00)
RK22 T RKI21, RKI22, (0, 0)
RK33 (0,0.0628) RKI22-Falso, RK142 ’
RK44 (0,0.0695) RKI32 Radau I y 1I (0,0.15)

Tabla 4.8: Intervalos de estabilidad MPU explicitos e implicitos, Problema 4.2.

En la Tabla 4.8 se puede observar el tamano de los intervalos de estabilidad de los métodos explicitos
e implicitos y notar la diferencia que hay entre ellos. Se mira que en los métodos implicitos, RKI32
cuenta con una mayor restricciéon en su zona de estabilidad, sin embargo esta es mucho mayor que
la de los métodos explicitos. Esto permite justificar el por qué los métodos explicitos deben reducir

mucho mas el tamano de h para lograr que sus soluciones se estabilicen.

Para observar el comportamiento de las soluciones con los métodos explicitos segiin su estabilidad,
en la Figura 4.6 se soluciona numéricamente el Problema 4.2 con algunos de estos métodos, Euler y
RK44. Se han tomado tamafios de paso dentro y fuera del intervalo de estabilidad. Se observa que
para un h; fuera de los intervalos los métodos divergen y para un ho dentro de los intervalos los
métodos son estables alcanzando un error global equivalente al cero computacional. Ademas, se ve
que Euler explicito necesita de un ho menor al de RK44 para que sus soluciones sean estables, ya

que segun los intervalos de estabilidad de la Tabla 4.8 este es mas restringido.

—

—h1=0.070
h2=0.025
L L

— Solucién exacta|

—h1=0.08
h2=0.05

— Solucién exacta |

L L L L L L L L L L L L L
8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

(a) Soluciones Euler explicito. (b) Soluciones RK44.

Figura 4.6: Estabilidad absoluta métodos explicitos, Problema 4.2.

Asi mismo, para el Problema 4.2 se realizaron varias simulaciones numéricas con diferentes tamafos
de paso en todos los métodos implicitos. Para los métodos Euler implicito, RKI21, RKI22, RKI22-
Falso y RKI42 los valores de h siempre estan dentro del intervalo, ya que son métodos A-estables.
Para el caso de RKI32 que no es un método A-estable se toman valores de h dentro y fuera del in-
tervalo de estabilidad. Adema4s, es vélido aclarar que para el caso de Euler implicito no se considera

el intervalo negativo, ya que los tamanos de paso de interés son h > 0.
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En las figuras 4.7, 4.8 y 4.9 se presentan las aproximaciones obtenidas con los métodos implicitos de
orden 1, 2 y 4 para el Problema 4.2. Se observa el comportamiento de las soluciones numeéricas junto
con sus errores para tamanos de paso iguales a 1, 0.5 y 0.25, aunque para tamanos de paso mayores
como h = 10 Euler implicito sea estable. Se mira que para h = 1 los métodos que consiguen estabi-
lizarse son Euler implicito y RKI42, los otros métodos RKI21, RKI22 y RKI22-Falso son inestables
generando oscilaciones en sus aproximaciones. Para h = 1 Euler alcanza el cero computacional en
el error global, RKI de orden 2 un error de orden 10! y RKI42 un error de orden 1073. Al dismi-
nuir h los métodos se estabilizan aunque al inicio de las iteraciones sus soluciones se comporten de
forma oscilatoria. Sin embargo, los métodos son convergentes consiguiendo errores globales menores
o iguales a 107?. El método RKI22-Falso es inestable para estos tamafios de paso, es decir necesita

disminuir mucho mas el valor de h para lograr su estabilidad.

Se menciona que para RKI22-Falso el método de Newton soélo esté realizando 2 iteraciones, debido
a que las aproximaciones en cada una de las iteraciones son muy cercanas. El error entre ellas es
muy pequenio y menor que la tolerancia que se utiliza, lo cual causa que las aproximaciones de las

raices no sean las mejores.

30 20 T T
|—Euler implicito
251 1 RKI21
sk |- RKI22 |
20r . RKI22-Falso
et
P RK142
151 s R 8
—Soluci6n exacta| | 2101 3
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RKI21 |
--RKI22 50 ]
RKI22-Falso | ] S T— -
RK142
5 L L L L L L L L L 0 /
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4
t t
. s
(a) Soluciones numéricas. (b) Errores.

Figura 4.7: Estabilidad absoluta métodos implicitos h = 1, Problema 4.2.
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(a) Soluciones numéricas. (b) Errores.

Figura 4.8: Estabilidad absoluta métodos implicitos A = 0.5, Problema 4.2.
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(a) Soluciones numéricas.

Figura 4.9: Estabilidad absoluta métodos
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t

(b) Errores.

implicitos h = 0.25, Problema 4.2.

20

Para los métodos RKI32 se muestran los resultados numéricos en la Figura 4.10 para el Problema

4.2. Se han escogido tamanos de paso dentro y fuera del intervalo de estabilidad. Para el valor

de h = 1.5037 x 107! fuera del intervalo los métodos divergen, este h ha sido escogido cercano al

extremo derecho del intervalo, dado que si este es muy alejado el método fracasa. Para tamanos

de h menores en el intervalo, se mira que las aproximaciones cuentan con una mayor precision
presentando estabilidad en el método. Con h = 1.4598 x 10~! presenta un error global de orden

1072 y con h = 7.5188 x 1072 el error alcanza el cero computacional.
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(c) Soluciones h = 7.5188 x 1072,
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20

[—RKI32-Radau |

RKI32-Radau Il

(b) Soluciones h

= 1.4598 x 1071,

(d) Zoom de c).

Figura 4.10: Estabilidad absoluta RKI32, Problema 4.2.

18 20

En la Figura 4.11 se ilustran con mayor claridad los errores generados con RKI32. Se mira que con

un h fuera del intervalo el error es muy grade en comparacién al error que se genera al utilizar h

dentro del intervalo. Se verifica que para conseguir buenas aproximaciones se precisa trabajar con
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tamanos de paso

dentro del intervalo de estabilidad.

T T
Radaul,hl| e
........ Radau ”, hl

I |—Radau |‘ h2| e _

Radaull,h2] e
\
(I NS | — (I S —— (I S R —— y S —— [ o S —— I ——
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 4.11: Errores método RKI32 con hy = 1.5037 x 10~! y hy = 7.5188 x 1072, Problema 4.2.

Se ha solucionado numéricamente el Problema 4.2 con el método de Euler implicito con punto fijo,

en las figura 4.12 y 4.13 se muestran estos resultados. En la Figura 4.12 se mira que para un tamano

de paso h = 1.9011 x 10~2 dentro del intervalo de estabilidad el método es estable. Sin embargo, el

tamano de h utilizado es mucho mas pequeno que los utilizados en los métodos anteriores, puesto

que si se utiliza un h mayor el método de punto fijo fracasa. En la Figura 4.13 se presentan los

errores cometidos con hy = 1.9011 x 1072 y hy = 1.2500 x 1072, para estos tamafios de paso el

método genera un error global de orden 10!, Se ve que sin importar el tamafio de h utilizado se

han causado errores al inicio de las iteraciones.

25

20

Figura 4.12: Estabilidad absoluta Euler implicito-punto fijo - = 1.9011 x 10~2, Problema 4.2.

—Solucién exacta
- - Euler implicito-Punto fijo
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(a) Errores hy y ho. (b) Zoom de a).

Figura 4.13: Errores método Euler implicito-punto fijo k1 = 1.9011 x 1072 y hy = 1.2500 x 1072,
Problema 4.2.

Después de haber analizado la estabilidad para los MPU continuamos con los MPM. En la Tabla
4.9 se muestran los intervalos de estabilidad para estos métodos segtin el Problema 4.2, los cuales

son utiles para analizar resultados numéricos con tamanos de paso fuera y dentro del intervalo.

Método | Intervalo
AB3 (0,0.0136)
AB4 (0,0.0075)
AM2 (0,0.15)
AM3 (0,0.075)

Tabla 4.9: Intervalos de estabilidad MPM, Problema 4.2.

Se observa segtn los intervalos de los MPM que los métodos AM cuentan con una regién de esta-
bilidad mayor que los métodos AB, pero los MPM de orden 3 tienen un intervalo de estabilidad
mayor a los de orden 4. Al comparar estos intervalos con los intervalos de los MPU de la Tabla
4.8, se tiene que los MPM cuentan con intervalos mayores a los MPU explicitos, pero menores a los
MPU implicitos. El intervalo de AM2 coincide con el de RKI32.

En la Figura 4.14 se observa el comportamiento de las soluciones numéricas obtenidas para el Pro-
blema 4.2 con los métodos de Adams-Bashfoth de tercera y cuarta orden. Como cada uno de los
métodos cuenta con un intervalo de estabilidad diferente, el analisis de estabilidad se ha realizado
para valores distintos de h en cada uno de los métodos. Un h; fuera de los intervalos para los cua-
les los métodos divergen y un ho dentro de los intervalos donde los métodos consiguen estabilizar
sus aproximaciones alcanzando un error del cero computacional. Por tanto, como las regiones de
estabilidad de estos métodos son restringidas, se deben utilizar tamanos de pasos adecuados para

lograr que los métodos sean estables.

Los métodos de AB a diferencia de los MPU explicitos estudiados, es que sus intervalos de estabili-
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Figura 4.14: Estabilidad absoluta métodos Adams-Bashfoth, Problema 4.2.

dad no se relacionan como los MPU explicitos que entre mayor es el orden mayor es su intervalo. En

este caso, el método AB4 presenta un intervalo mas restringido que AB3, caso que también ocurre

para los métodos AM.

Similarmente, en la Figura 4.15 se ve el comportamiento de las soluciones numéricas y los errores

causados en las aproximaciones durante el proceso de discretizacién con los métodos AM para el

Problema 4.2. Se mira que para los valores de h; fuera de los intervalos los métodos divergen y por

ende los errores crecen demasiado, los pequenos errores en el inicio de las iteraciones estan afectando

los resultados finales. En cambio para los valores de ho dentro de los intervalos, los métodos son

estables y sus errores globales son muy cercanos a cero aunque presenten pequenas oscilaciones al

inicio de la integracién.
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Figura 4.15: Estabilidad absoluta métodos Adams-Moulton, Problema 4.2.
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Estos resultados han permitido validar la informacién de los intervalos de estabilidad que se ven en
las tablas 4.8 y 4.9, como también los resultados de convergencia que se mostraron en la seccion

anterior para el Problema 4.2.

A continuacién, se muestran resultados de la estabilidad numérica de los MPU y MPM para el

Problema 4.3
' = —80.6z + 119.4y,

Yy = 79.60x — 120.4y,
z(0)=1 y y(0)=4, en t=][0,1].

En la Tabla 4.10 se muestran los intervalos de estabilidad para este sistema con sus valores propios
A1 =—1y Ay = —200.

Método Intervalo Método Intervalo
Euler explicito, A1 — (0,2) R A = (—00,—2) VvV (0,00)
RK22 A2 = (0,0.01) Buler fmplicito 1, "~ 0.01) v (0,00)
RK33 A\ — (0,2.51) RKI21, RKI22, X1 — (0, 00)
A2 — (0,0.0126) | | RK22 - Falso, RKI42 A2 — (0, 00)
Al — (0, 2.78) Al — (O, 6)
RK44 Xa — (0,0.0139) RKI32 Radau I y II Xa — (0,0.03)

Tabla 4.10: Intervalos de estabilidad MPU explicitos e implicitos, Problema 4.3.

Segun los intervalos que se muestran en la Tabla 4.10, el valor propio Ao = —200 es el que deter-
mina el intervalo de estabilidad, ya que es el que presenta mayor restriccién segin las condiciones
de cada método. Al comparar el tamano de los intervalos, se mira que los métodos explicitos cuen-
tan con intervalos mucho mas restringidos que los métodos implicitos. Para el caso de RKI32 que

presenta el menor intervalo de los métodos implicitos, este contintia siendo mayor al de los explicitos.

En la Figuras 4.16 se muestran aproximaciones obtenidas con los métodos implicitos para el Pro-
blema 4.3. Se observa que para un tamafo de paso h = 3.1250 x 10~2 todos los métodos implicitos
de orden 1, 2 y 4 son estables, presentando errores globales desde 1072 a 10~°. Estos métodos al
inicio de las iteraciones presenten una mayor magnitud de error, para el caso de los métodos RKI de
orden 2 con aproximaciones oscilatorias y para los deméas métodos con un comportamiento similar
a la solucién exacta pero sin precisién. Se menciona que para tamanos de pasos mayores a este los

métodos divergen, fracasan o consiguen errores globales de érdenes 10~! y 1072,

Para el caso de los métodos de RKI32 que cuentan con un intervalo de estabilidad con mayor res-

triccién, en la Figura 4.17 se presentan resultados numéricos con valores de h dentro y fuera del
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Figura 4.16: Estabilidad absoluta métodos implicitos, h = 3.1250 x 10~2, Problema 4.3.

intervalo de estabilidad. Para h; = 3.1250 x 10~2 fuera del intervalo los métodos divergen, en cambio

para hg = 1.5625 x 1072 dentro del intervalo cuentan con estabilidad generando un error global de

orden 1078, pero presentando un pequeio error al inicio de las iteraciones.
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(a) Soluciones x.

(b) Soluciones y.

Figura 4.17: Estabilidad absoluta RKI32, h; = 3.1250 x 1072 y hy = 1.5625 x 10~2, Problema 4.3.

Seguidamente se verifica la estabilidad absoluta de los MPM para el mismo sistema lineal del

Problema 4.3. Sus intervalos de estabilidad asociados a Ay = —1 y Ao = —200 se muestran en la

Tabla 4.11. Se observa que los intervalos que toman mayor restriccién son los asociados al valor

propio A, por tanto para garantizar la estabilidad absoluta de los MPM se debe elegir un h que
esté dentro del intervalo més restringido.

Método

Intervalo

AB3

A1 — (0,0.5455), Ay — (0,0.0027)

AB4

A — (0,0.3), Az — (0,0.0015)

AM?2

A1 — (0,6), Az — (0,0.03)

AM3

A — (0,0.3), Az — (0,0.015)

Tabla 4.11:

Intervalos de estabilidad MPM lineales, Problema 4.3.

Al comparar los intervalos de estabilidad de la Tabla 4.10 y la Tabla 4.11, se mira que la mayoria de
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los MPM son los que cuentan con mayor restriccion en la estabilidad numérica para este problema.
Para el caso de AM2 su intervalo coincide con el de RKI32, siendo este menor que el de los MPU
implicitos pero mayor al de los MPU explicitos. Sin embargo, este método es el que muestra un

intervalo de estabilidad mayor en los MPM.

En las figuras 4.18 y 4.19 se observan los resultados numéricos para el Problema 4.3 obtenidos con
los MPM. Se han tomado valores de h dentro y fuera de los intervalos de estabilidad dependiendo
de cada método. Se observa que para los valores de hy fuera de los intervalos las aproximaciones en
AM son inestables y alcanzan un error global de orden 10~!. Al tomar un hs dentro de los intervalos

las soluciones numéricas son estables con errores globales desde 107 a 10713,

T T T T
— Solucién exacta —Solucién exacta

~h1=0.03125 ~h1=0.03125
i h2=0.01563

h2=0.01563

(a) Soluciones z. (b) Soluciones y.

Figura 4.18: Estabilidad absoluta AM2, Problema 4.3.

T T T T T T T 4 T
—Solucién exacta — Solucién exacta
~h1=0.01563 ~h1=0.01563
h2=0.00781 h2=0.00781

(a) Soluciones z. (b) Soluciones y.

Figura 4.19: Estabilidad absoluta AM3, Problema 4.3.

Estos resultados al igual que el problema anterior permiten validar la informacién de las tablas 4.10
y 4.11, como también los resultados de convergencia que se presentaron en la secciéon anterior para
el Problema 4.3.

Segun los resultados anteriores se tiene que estos problemas cuentan con subintervalos de integracién
con una mayor restricciéon para ser solucionado numéricamente, es por esto que los métodos estan

generando una magnitud de error en el inicio de las iteraciones que es donde hay cambios bruscos
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de las soluciones. Por esta razon, es necesario estudiar métodos numéricos que permitan corregir

estos errores como lo son los métodos adaptativos, los cuales se estudian y analizan mas adelante.

4.2. Meétodos de tamano de paso adaptativo

Por la existencia de SEDO dificiles de solucionar numéricamente, en un método numérico usar un
tamano de paso de integracién constante no puede ser muy conveniente. En este caso lo recomenda-
ble es usar un tamano de paso variable adaptable al problema, es decir algoritmos que se adaptan
a la trayectoria de la solucién. Cuando la solucién varie suavemente, convendrd adoptar un paso
grande, mientras que cuando la misma varie rapidamente, serd conveniente adoptar un paso menor.
Estos métodos se consideran métodos de paso adaptativo y para su implementacién requieren de
una estimacién del error local en cada paso para determinar el valor adecuado para el paso siguien-
te. Los métodos adaptativos permiten observar y controlar el error local con el fin de mejorar la

precisiéon de las aproximaciones y el tiempo de cémputo. Se recomienda seguir [9, 28] y [34].

La estimacién de error es necesaria porque ayuda a garantizar que los tamanos de paso escogidos
son los suficientemente pequenos para generar una precisiéon requerida en los resultados. Permite
asegurar que los tamanos de paso sean lo suficientemente grandes para evitar trabajo computacio-
nal innecesario, ya que los valores de h demasiado pequenos hacen que se genere un gran costo

computacional. Ver [16] y [28]

Algunos métodos alternativos para la estimacién de error son la extrapolaciéon de Richardson y el
método de Melene que consiste en la combinacién de las férmulas integradas de Runge-Kutta. Estos
métodos controlan el paso de integracion. Un ejemplo de estos es la combinacién de los métodos de
RK como RK45 y RK56, conocida como el método de RK-Fehlberg que controla autométicamente
el tamano de paso. Estos métodos son presentados en [15, 23] y [24]. Por otro lado, el software de
MATLAB ofrece un conjunto de funciones de pasos adaptativos para resolver SEDO. Algunas de
estas funciones son ode45 recomendada para solucionar SEDO no rigidas y odel5s para solucionar
problemas rigidos basada en las férmulas de integracién numérica. En [9] se implementa un algorit-
mo de las Backward Differentiation Formulae (BDF) de orden dos de tamafio de paso adaptativo
utilizando la misma estrategia implementada en odel5g, para complementar se recomienda seguir
9]y [34].

4.2.1. Control automatico del tamano de paso

En esta seccion se introduce una estrategia adaptativa para la seleccién de un tamaiio de paso, la

cual se sigue del procedimiento descrito en [15] y [28].
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Para implementar algoritmos de paso variable es necesario calcular en cada paso de integracion un

tamaiio de h adecuado en base a la estimacion del error. A continuacién, se muestra la idea de un

algoritmo que ajusta automadaticamente el tamafnio de paso, para lograr una tolerancia prescrita del

error local.

Algoritmo 1: Ajuste automaético de tamano de paso.

1.

6.

7.

Escoger de forma adecuada un valor de h inicial. Cada vez que se elige un tamano de paso

inicial el programa calcula dos aproximaciones a la solucién y; v y;.

. Calcular la aproximacién para y(t;) con dos paso consecutivos de tamano h, asignandola a y;.

Calcular la aproximacién para y(t;) con un tamano de paso 2h, asignandola a y,.

. Calcular la estimacién de error mediante la expresion

d i i\ 2

1 y]—y]

E= |- Ji I
d;( SCi ’

donde d son las dimensiones del SEDO que se trabaja y

Sc; = AbsTol + RelTol - méx (‘

)

donde AbsTol hace referencia a la tolerancia absoluta y RelTol la tolerancia relativa asignadas

)

J
Yi1

)

por el usuario.

Si E>1yh>10"'% el paso h se rechaza y se retorna al paso 2 con un nuevo tamaiio de

paso hpyuevo de la forma

s , 1\ 71
Pnuevo = max | 1072, h-min | facmaz, max | facmen, fac b , (4.2.1)

con facmar = 1, facmin = 0.1, fac = 0.25 y p el orden del método. Sino, se aceptan los valores
de h y y; en t;, pasando a t; + hpyevo CON Apyeno de la expresion (4.2.1), pero con facmar = 5,
facmin =025y fac =0.8.

Realizar este proceso mientras t; <= b, de lo contrario parar.

Si t; = b el proceso termina, sino se calcula la tltima aproximacién en ty con h =ty — t;.

Segun [15] el aumento méaximo del tamano de paso facma, se elige entre 1.5 y 5, esto evita que

el codigo tenga pasos demasiado grandes, aumenta y contribuye su seguridad. De igual forma, se

recomienda asignar al factor maximo facmq: = 1 en los pasos justo después de un rechazo de pasos.



4. Resultados numéricos 75

Es importante recalcar que las combinaciones de los métodos adaptativos pueden ser diferentes. Por
ejemplo, método adaptativo con Euler implicito y métodos adaptativos con RKI. Es decir, varian de
acuerdo al método que se use para obtener la aproximacién en y(t;). Sin embargo, en este trabajo
se implementé el método adaptativo con Euler implicito porque es el método que tiene menor orden
y consiguié mejorar la precisién en las partes mas restringidas de un problema rigido.

4.2.2. Tamano de paso inicial

Inicialmente la eleccion del primer tamano de paso para realizar la implementacién de un método
adaptativo estaba a cargo del usuario. El usuario era el encargado de asignar una idea aproximada
de un buen tamano de paso. Esta eleccién se realizaba a partir de la experiencia o ideas previas en
la computacién, pero una mala eleccion de h podria causar una pérdida de tiempo computacional.
Por tanto, segun la literatura varios personajes desarrollaron ideas para que la computadora elija
el valor de este h. Siguiendo [15], se presenta la estructura del algoritmo de la eleccién de un buen

tamano de paso inicial.

Algoritmo 2: Tamano de paso inicial.

1. Hacer una evaluacién de la funcién en el punto inicial f(to,y,).
2. Hacer do = lgoll y di = || £(t0, o)l

3. Sidyody <1071, hacer hg = 1079, sino hacer hg = 0.01(do/d;).
4. Calcular y; con Euler explicito, y; = yy + ho f(to, yo)-

5. Calcular f(to + ho,yy)-

6. Hacer da = || f(to + ho,y1) — f(to, yo)ll /ho-

7. Si max (dy,ds) < 10715 hacer hy = méx (10*6, 10*3h0)7 sino calcular

0.01
hy = ) ——
! méx (dy, da)

8. Finalmente, el tamano de paso inicial es

h = min (100hg, hy).

En el algoritmo de tamafio de paso inicial, la manera de obtener el valor de y; puede variar segin
su forma de ser calculado. Se puede realizar mediante el método de Euler explicito el cual se usa en

este trabajo seguido de [15] o puede ser mediante un calculo de derivadas como se ve en [28].
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4.2.3. Soluciones numéricas

En esta seccién se muestran algunas simulaciones obtenidas con el método de Euler implicito y el
método Euler implicito adaptativo, con el fin de realizar una comparacion entre estos al solucionar

numéricamente un problema rigido.

Se ha solucionado numéricamente el siguiente problema, una EDO rigida, que cuenta con compo-

nentes en su solucién que varian unas méas rapido que otras.

Problema 4.4. Usar los métodos Euler implicito y Euler implicito adaptativo para aproximar el
problema de Cauchy

y' =2t —100(y — t?),

y(0)=1, en t=]0,5].

Con solucién exacta y(t) = t2 + e~ 10% donde y(5) = 25.

Para aplicar el método adaptativo se han asignado tolerancias de AbsTol = 10~* y RelTol = 1073,

las cuales han generado 103 pasos en la integracién del intervalo.

En la Figura 4.20 se observan resultados con los dos métodos numéricos, para Euler implicito se
han usado 32 pasos en el intervalo de integracion y para el método adaptativo 103 que fueron los
generaron segun la tolerancia asignada. Se ha utilizado una cantidad de pasos distinta porque segin
Euler implicito para un n = 32 presenta un error de orden 1073, por tanto se eligieron tolerancias
cercanas a este valor en el método adaptativo que generd 103 pasos. El menor tamano de paso que
utiliza el método adaptativo es h = 1.9998 x 10~%, para el cual Euler implicito realiza 25002 pasos

generando un error global de orden 1079 y el adaptativo un error de orden 107> en ese paso.

30

251

20+

T T
— Solucion exacta
Euler implicito

* M. adaptativo P

(a) Soluciones.

0.07

0.06 -

0.051

0.04

0.031

0.02-

0.011

T T
Euler implicito)
+ M. adaptativo

0

FIFCIPNTY ¢ i L L L ¢
1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

(b) Errores.

Figura 4.20: Resultados numéricos Euler implicito y método adaptativo, Problema 4.4.

En la Figura 4.20a se presenta la comparacion de la solucion teérica del problema contra las aproxi-
maciones obtenidas. Para Euler implicito el tamafnio de paso es un valor de h fijo en cada iteracion

y para el método adaptativo se usa un valor de h variado. Este problema cuenta con subintervalos
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de tiempo donde hay mayor restriccién para ser solucionados numéricamente, por tanto el método
adaptativo usa tamanos de pasos mucho més pequenos a los que usan donde la funcién es mas suave.
Por esta razén se mira que al inicio de la integracién las iteraciones son mucho mas consecutivas

que al final de ellas.

El comportamientos de los errores producidos con estos métodos se ven en la Figura 4.20b. Se mira
que Euler implicito esta causando una magnitud de error mayor en el inicio de la integraciéon que
es donde se presenta el cambio brusco del problema rigido. En cambio el método adaptativo con-
sigue controlar este error aunque este crezca en pequenas magnitudes al final de la integracion, ya
que el tamano de paso escogido en las iteraciones finales es mucho més grande. En el proceso de

integracion el método adaptativo consigue errores de 6rdenes 1072, 10~* y 1072 al final del intervalo.

Después de presentar estos resultados con una cantidad de pasos distinta para cada uno de los
métodos, en la Figura 4.21 se muestra el comportamiento de los errores con los dos métodos pero
con una misma cantidad de iteraciones. Se han utilizado 103 pasos en el intervalo de integracién.
Se puede observar que al haber aumentado la cantidad de pasos, Euler implicito continia con
una magnitud de error en el subintervalo donde el problema es mucho més estricto de solucionar
numéricamente. Es decir, este método necesita de un tamano de paso muy pequeno para lograr

mejorar la precisién en esta zona.

0.2 T T
Euler implicito
+ M. adaptativo
0.151 b
)
o
© 01r b
i
0.05 b
() A o 4 Aol o 0000 %.0.4000.000.0000l0000.600.0006.0000.0000840.0000.000.0¢ 100.0000.000 . Jpp— 4
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

t

Figura 4.21: Errores numéricos métodos Euler implicito y adaptativo, Problema 4.4.

Mas claramente, en la Figura 4.22 se ilustra el comportamiento de los errores obtenidos con Euler
implicito para 32 y 103 pasos. Se observa que en los dos casos el error sigue presente en el inicio del

intervalo.

Segun los resultados obtenidos anteriormente, se puede concluir que el método adaptativo es un
método que permite corregir los errores que se estan obteniendo con el MPU. Este método logra

tomar el h adecuado en cada paso para conseguir buenas aproximaciones. En la Figura 4.23 se
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Figura 4.22: Errores con Euler implicito, Problema 4.4.

observa la variacién del tamaiio de paso en escala logaritmica durante el intervalo de integracién.
Se mira que el dltimo valor de h disminuye con respecto a los anteriores, ya que el ultimo tamaifio
de paso sugerido por el método hace que el valor de ¢ se pase de t¢, por tanto el valor de h final se

calcula realizando la diferencia entre t; y ty_;.

S

> ..

8
2+ 4
35 ....u._..,/’ 7
_4 L L L L L L L L L

-4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1
Log(t)

Figura 4.23: Variacién del tamano de paso Problema 4.4, método adaptativo.

En la Tabla 4.12 se muestran las pruebas de tiempos en segundos para el Problema 4.4 en el in-
tervalo de t = [0,500], ya que para el intervalo inicial el método adaptativo no demanda tiempos
considerables. Se observa que el tiempo varia segin los valores de las tolerancias asignadas, es
decir cuando se quiere que las aproximaciones sean mucho mas precisas las tolerancias son mas pe-

quenas y por ende el método genera una mayor cantidad de paso y un mayor tiempo computacional.

A continuacidn, se soluciona numéricamente con el método Euler implicito y el método adaptativo
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AbsTol | RelTol | N° de pasos | Tiempo
1074 1073 109 0.0030
1076 107% 586 0.0081
1079 1077 27608 0.3246

Tabla 4.12: Prueba de tiempo en segundos - Método adaptativo, Problema 4.4.

el sistema lineal rigido del Problema 4.3, dado por

' = —80.6x + 119.4y,
Yy = 79.60x — 120.4y,
z(0)=1 y y(0)=4, en t=][0,1].

En la Tabla 4.13 se muestran los datos asignados en los métodos de Euler, los cuales han generado

una cantidad de pasos y un determinado error al final de la integracién.

Método RelTol y AbsTol | n Error
. 1073y 107* 56 | 1.6910 x 102
Buler Adaptativo | g4y 19-6 | 177 | 5.1304 x 103
- — 56 | 1.1756 x 10~2
Euler Implicito B 177 | 37381 x 103

Tabla 4.13: Resultados numéricos métodos de Euler, Problema 4.3.

Segun los datos de la tabla anterior, se observa que los dos métodos consiguen un error del mismo
orden, pero en la Figura 4.24 se ilustra los errores cometidos en el proceso de discretizacion. Se mira
que al aumentar la cantidad de pasos, Euler implicito reduce su magnitud de error pero continiia con
el comportamiento de su error al inicio de la integracién, en cambio el método adaptativo presenta

una mejor precision.
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(a) Errores con 56 pasos. (b) Errores con 177 pasos.

Figura 4.24: Errores numéricos, Problema 4.3.

Aplicando el método de Euler implicito adaptativo, en la Figura 4.25 se muestra la variacién de

h para este problema usando distintos valores en las tolerancias. Los puntos de color rojo hacen
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referencia a los h con 56 pasos y los de color azul con 177 pasos. Se observa que al inicio del
intervalo de integracion se consideran tamafios de paso m&s pequenos por la restriccion que hay

para su solucién.

-1 T

- 56 pasos L e e e e
-151 | . 177 pasos il
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Figura 4.25: Variacién del tamaiio de paso Problema 4.3, método adaptativo.

Segun los problemas abordados, se observd que el método adaptativo consigue mejorar los errores
que se generan al solucionar problemas rigidos con los métodos MPU y MPM. Este método debido
a su variacion de h logra identificar cual es tamano de paso apropiado para conseguir buenas apro-

ximaciones.

A continuacién, se trabaja una aplicacion relacionada con las reacciones quimicas, ya que estas

estan asociadas con los problemas rigidos.

4.3. Aplicacién - Problema de ROBER

En esta seccion se realiza una introduccién sobre las reacciones quimicas, se presenta el problema
asociado a estas que es el problema de ROBER y se soluciona el mismo con los métodos numéri-
cos estudiados en las anteriores secciones. Los resultados numeéricos obtenidos se comparan con

resultados presentes en la literatura, lo cual permite comparar y concluir acerca de ellos.
4.3.1. Reacciones quimicas
La informacion general de la teoria de las reacciones quimicas que se presenta en este trabajo se

estudia con profundidad en [13] y [27].

El término especie quimica se refiere a cualquier elemento quimico con una identidad dada, esta
identidad la puede determinar el tipo, el nimero y la configuracién de los dtomos de esa especie.

Aunque dos compuestos quimicos tengan la misma cantidad de dtomos en cada elemento, podrian
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ser diferentes especies por tener diferentes configuraciones.

Se dice que ha ocurrido una reaccidn quimica cuando un nimero detectable de moléculas de una o
mas especies han perdido su identidad y han asumido una nueva forma, por un cambio en el tipo o

nimero de los atomos del compuesto o por un cambio de estructura o configuraciéon de dichos atomos.

Una especie puede perder su identidad quimica de tres maneras: por descomposicién, por com-
binaciéon o por isomerizacién. La descomposicion hace referencia a la particién de una molécula
en moléculas mas pequenas, atomos o fragmentos de atomos. La combinacion ocurre cuando una
molécula de alguna sustancia se combina con otra molécula para formar otra sustancia. La isome-

rizacion consta en un cambio de configuracién de atomos.

Definicion 4.1. Una reaccion quimica es aquel proceso quimico en el cual dos sustancias o mas,
denominados reactivos, por la acciéon de un factor energético, se convierten en otras sustancias

designadas como productos.

En una reaccién quimica se debe cumplir la ley de conservacion de la masa, la cual consiste en que
la suma de las masas de los reactivos es igual a la suma de las masas de los productos. Esto ocurre
porque durante la reaccién los dtomos ni aparecen ni desaparecen, solo se ordenan de una forma
distinta para formar nuevos enlaces. Cuando una reacciéon quimica cumple con esta ley, la reaccién

estd equilibrada.

Ejemplo 4.1.
HCL + NaOH — NaCl+ H>0. (4.3.1)
Reactivos Productos
REACTIVOS PRODUCTOS

©'g

£ ' ) Intercambio o
de atomos
N
Na
EFJ

- @ + @ @ﬁ

Cloruro
de sodio

WO —

Acido Hidréxido de

clorhidrico sodio Agua

Figura 4.26: Reacciéon quimica, reordenamiento de dtomos.

Solucién. Segun (4.3.1) y como se ve en la Figura 4.26, se observar que los reactivos estén tomando

un reordenamiento de atomos con el fin de formar los productos, es decir se une un atomo de cloro
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(Cl) y un atomo de sodio (Na) para formar una molécula cloruro de sodio (NaCl) y un dtomo de

oxigeno (O) con dos dtomos de hidréxido (Hs) para formar una molécula de agua (H20). O

Una reaccién quimica se escribe esquematicamente de la forma
aA+bB+---=pP+qQ+---, (4.3.2)

donde A, B, ... son especies quimicas reactivas y P, @, ... son los productos de la reaccién y a, b, ...
son numeros que en la ecuacién significan moléculas. Es decir, a moléculas de A reaccionan con
b moléculas de B, etc para dar p moléculas de P, ¢ moléculas de @), etc. Una reacciéon quimica
representada por (4.3.2) se le denomina ecuacion estequimétrica y los valores de a,b,...,p,q,..., se

denominan nidmeros estequiométricos.

Agrupando todas las sustancias de la expresién (4.3.2) a un lado de la ecuacidn se tiene
—aA—-bB—---+pP+qQ+---=0.

En los problemas de la cinética quimica hay un interés sobre el estudio de lo que sucede en el inte-
rior de una reaccién quimica, para lo cual se necesita del planteamiento de un modelo para realizar
este proceso. Para dar una introduccién sobre esto se supone un modelo que es la ley de accion de
masas, la cual consiste en que si la temperatura se mantiene constante, la velocidad de una reaccién
quimica es proporcional al producto de las concentraciones de las sustancias que toman parte en la

reaccién. Ver mas en [13] y [27].

De la definicién de la ley de accion de masas se deriva la velocidad de una reaccion, que es la varia-
cién de la concentracién (en moles/unidad de volumen, supuesto el volumen constante) y dividido
por el correspondiente niimero estequiométrico. Es la rapidez con la que se forman los productos o

se consumen los reactivos. Ademas, esta cantidad es la misma para cada sustancia presente en la

reaccion.
Para representar las concentraciones de las sustancias A, B, P, Q, ... de la ecuacion estequiométrica
(4.3.2), se escribe [A], [B], [P], [Q], ..., donde la variacién de cada una de estas es %, %, etc.
Por lo tanto, la velocidad de la reaccién para (4.3.2) estd dada por
1d[A 1d[B 1d[P 1d
_1diA]_ 1dB] _1dP] _1dQ) _ w3

adt b dt pdt ¢ dt
Para exponer la ecuacién que representa lo que sucede en una reaccién quimica, se debe decidir
cual es la funcién incégnita. En este caso, la funcidn incégnita debe ser la concentracion de cada
sustancia en el instante t. En particular para una reaccién de la forma A+ B = P + @), la ecuacién
diferencial que describe una reaccién quimica para el compuesto A aplicando la ley de masas es
d[A]
dt

— k[A][B]. (4.3.4)
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Luego, llamando x4(t) y zp(t) a las concentracién (en moles/volumen) de [A] y [B] que han reac-
cionado hasta el instante ¢ y las concentraciones iniciales de estas [A]p = a y [Blo = 3, resulta que
[A] = % y [B] = (’B_f/ﬂ, con V el volumen donde se lleva a cabo la reaccién. Dado que en
la reaccién considerada por cada mol de A actia uno de B se tiene que x4(t) = zp(t) = z(t). En
consecuencia, reemplazando en (4.3.4) se tiene

gD (a—a(t) (B-z(t)

v = — =

dt |4 V ’

donde k es la constante de velocidad de la reaccion. Haciendo K = % se llega a

v=—r =K(a—z)(f —x). (4.3.5)

Lo mencionado anteriormente hace referencia a la teoria de las reacciones quimicas para una EDO,
lo cual se puede llevar al caso de SEDO. La ecuacién (4.3.4) es la velocidad de la reaccién para una
sustancia quimica relacionada a una EDO. Para el caso de los SEDO, si la misma sustancia quimica
estd presente en dos o mas reacciones que aparecen consecutivamente en un reactor, entonces la ve-

locidad de reaccién correspondiente a dicha sustancia es la suma de las velocidades en cada reaccién.

Para una mayor comprension, se presenta las siguientes reacciones quimicas que se producen con-
secutivamente en un reactor como sigue

A+ B0
(4.3.6)

C+B-*p.

En (4.3.6) k1 y ko son las constantes de velocidad y A, B, C'y D las sustancias involucradas.
Se denota por [A],[B],[C] y [D] a las concentraciones molares de cada sustancia y segin lo visto

anteriormente, se tiene que la velocidad de cada una de las sustancia viene dada por

dlA]
T —k1[A][B],

ABl _ _p 411B] - kaC]1B],
- (4.3.7)

dg;] = k1[A][B] — k2[C][B],
d[b} _
5 = k2[C][B].

Segun (4.3.7), se observa que ya no es una EDO sino un SEDO 4 x 4.

4.3.2. Formulacién del modelo

El problema de ROBER describe la cinética de una reaccién autocatalitica dada por Robertson en

1996. El nombre de ROBER fue dado por Hairer y Wanner. Este problema es muy popular en el
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estudio numérico y a menudo se usa como un problema de prueba en el caso de los sistemas rigidos,

ademds es presentado y simulado en [4, 8, 16, 25, 26] y [33].

El problema consiste en un sistema rigido no lineal de 3 ecuaciones diferenciales, es considerado rigido
porque las magnitudes de las contantes de velocidad de la reaccién presentan una gran diferencia,
causando que el sistema tenga variaciones muy rapidas y muy suaves en sus componentes. La

estructura de sus reacciones estd dada por

Al B
B+B ™ 41D, (4.3.8)
B+C* A4,

donde k1, ks v k3 son las contantes de velocidad y A, B y C son las especies quimicas involucradas.
De [4, 16] y [26] se tomaron los valores numéricos k; = 0.04, ko = 3 x 107 y k3 = 10* y las
concentraciones iniciales de las especies y1 = 1, yo = 0 y y3 = 0. Siguiendo la teoria general de las
reacciones quimicas con la suposicién de la ley de accién de masas, se configura el modelo para el
problema de ROBER

Yy = —0.04y; + 10%y2ys,

! =0.04y; — 10* — 3 x 10792,

Yo Y1 Y2Y3 Yo (4.3.9>
y5 =3 x 107y3,

y1(0) =1, 2(0)=0, y y3(0)=0.

Segun la literatura, originalmente el Sistema 4.3.9 se planted en el intervalo de tiempo t = [0, 40],

pero algunos trabajos como [26] y [33] lo abordan numéricamente en intervalos de integracién ma-

yores o iguales al intervalo inicial.

A continuacién, se presentan aproximaciones para el problema de ROBER con algunos métodos

numéricos trabajados anteriormente.

4.3.3. Soluciones numéricas

La idea de esta seccién es abordar numéricamente el problema de ROBER en un intervalo de tiempo

t = [0,40] y para esto se han utilizado métodos que fueron validados en la Seccién 4.1.

El sistema (4.3.9) modela el problema propuesto y no cuenta con una solucién tedrica. Este pro-
blema se ha solucionado numéricamente con los métodos Euler implicito, RKI42, AM3, ABM4 y
Euler adaptativo, ya que segin las validaciones de las implementaciones estos han sido los més

apropiados para solucionar problemas rigidos. Ademds, [26] muestra resultados para este problema
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con un método de cuarta orden y la mayoria de estos son de la misma orden, por tanto se permite

hacer una comparacion entre ellos.

En [26] y [33] se presentan resultados numéricos para este problema en distintos intervalos de tiem-
po, en la Tabla 4.14 se muestran las aproximaciones para el intervalo que se aborda en este trabajo
que es t = [0,40]. En [26] se utiliza un método hibrido de paso multiple que segin la literatura
es creado con el fin de utilizar una menor cantidad de pasos sin reducir su orden en comparacion
a los MPU y MPM que se han mencionado. Este articulo usa un método hibrido de orden cuatro
con un tamano de paso fijo h = 0.001 para conseguir las aproximaciones de la tabla. En [33] se
usa un algoritmo denominado EPISODE, un paquete de FORTRAN, implementa un algoritmo de
control automatico de pasos basado en el método de BDF eligiendo un tamano de h inicial de
108 y terminando con un h = 1.3. Asigna una tolerancia para el control del error de 10~ la cual
permite conseguir resultados con buenas precisiones, ya que al utilizar una tolerancia menor como
1079, el método refleja inestabilidad o una alta sensibilidad del problema, donde el método diverge

si continta con la integracién.

Las aproximaciones que se ven en la Tabla 4.14 son las que se muestran en la literatura y se toman
como referencia para verificar que las aproximaciones obtenidas no se estan desviando a resultados
erréneos. Se tomaron como soluciones exactas las aproximaciones de los articulos con cinco digitos
iguales en cada componente. Se miran los tamanos de paso que se usan en cada método con el fin
de comparar este valor con los tamanos de paso que se usan en los métodos trabajados para obtener

estos mismos resultados.

Ref | h y1 y2 y3
[26] 0.001 | 0.715827068718994 | 0.918553476456752 x 10~° | 0.284163745746361
[33] 1.3 0.715827 0.918552 x 10~° 0.284164

Tabla 4.14: Soluciones numéricas para (4.3.9) en t = 40.

En la Tabla 4.15 se observan los resultados numéricos para el problema de ROBER obtenidos con
Euler implicito, RKI142, AM3 y ABM4 en t = 40. La idea de esta tabla es comparar los resultados
que se obtienen con estos métodos y el método presente en [26], ya que este articulo usa un método
con un h fijo. Para adquirir estos resultados se utiliza en todos los métodos, a excepcién de RKI42,
el método de Newton para la solucion de las ecuaciones no lineales y el cédlculo de la inversa de la
matriz jacobina se realiza de forma exacta. Para el caso de RKI42 se usa Newton con la modifica-
cién de Jacobi donde la matriz inversa se obtiene de forma aproximada, ya que es una matriz de

dimensién 6 x 6. Ademés, la tolerancia asignada en Newton y su modificacién ha sido TOL = 1076,
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Método | Euler implicito RKI42 AM3 ABM4
h 1.6 x 102 6.4 x 1072 5.0 x 1074 2.5 x 1074
Error 8.1701 x 107° | 1.1509 x 1075 | 8.3876 x 10~% | 7.9998 x 10~
Tiempo 0.0093 0.0039 0.3120 0.0394

Tabla 4.15: Resultados numéricos MPU y MPM.

En la Tabla 4.15 se muestran los resultados obtenidos para los cuales los métodos anteriores consi-
guen la misma precisién que en la literatura tomando cinco cifras iguales en las tres componentes,
se muestran los tamafios de paso, los errores y los tiempos de computo. Segin estos resultados el
método RKI42 es el método que utiliza un tamano de paso mayor y el métodos que precisan de un
h més pequeiio es ABM4 usando un h = 2.5 x 10™%. Asf mismo, el método que gasta mayor tiempo
de cémputo es AM3 y el de menor tiempo es RKI42. Comparando el tamafio de h utilizado en [26]
con los de esta tabla, Euler implicito y RKI42 usan un tamafio de paso mayor al método hibrido

del articulo.

Es importante resaltar que aproximaciones para tamanos de paso mayores al que se muestra en la
tabla, Euler implicito converge con errores de érdenes 1073 y 10~4, RKI42 fracasa, AM3 diverge o

fracasa y ABM4 diverge.

Para los métodos numéricos donde Newton o su modificacion fracasan, se realizé el cambio del
criterio de parada al criterio de la verificacién de las raices, pero no se consiguié que los métodos

dejen de fracasar.

Los resultados numéricos para el problema de ROBER obtenidos con Euler implicito adaptativo
se observan en la Tabla 4.16. Se soluciona el intervalo de integracién con diferentes valores de to-
lerancias y con un tamafo de paso inicial h = 9.1287 x 10~%. Se comparan estas aproximaciones
con los resultados que muestra [33] en la Tabla 4.14 calculados también con un método de control
automaético de pasos. Al comparar el tamafio de paso final se observa que los valores obtenidos no
son similares al que muestra [33], este varia segin las tolerancias asignadas al igual que las preci-
siones de sus aproximaciones. Se mira que para conseguir una precisiéon de orden 10~ se necesita
disminuir las tolerancias a 10~7 y 107, ya que para tolerancias mayores se consiguen errores de
ordenes mayores. En consecuencia, al disminuir estos valores el método tiene una mayor restriccion

en las precisiones, aumentando la cantidad de pasos y el tiempo de computo.

En la Figura 4.27 se ilustra el comportamiento del tamaino de paso que Euler implicito adaptativo
varfa segiin las tolerancias asignadas en la Tabla 4.16. Para tolerancias de 1072 y 10~ el mfnimo y

maximo tamanos de pasos usados son 9.1287 x 10™4 y 4.6230. Para tolerancias de 10™% y 1075 son
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h final AbsTol | RelTol n Error Tiempo

4.6236 1077 1073 33 |3.9617 x 1072 | 0.0006
6.5836 x 10°1 | 107 10~% 142 | 9.8493 x 10~* | 0.0019
7.6157 x 1073 | 107° 1077 [ 4390 | 3.4877 x 107° | 0.0534

Tabla 4.16: Resultados numéricos Euler adaptativo, .

2.8577 x 10~* y 1.4181 y para tolerancias 10~7 y 10~ son 7.1705 x 1076 y 4.7159 x 10~2. Se puede

notar que entre mayor sea la restriccién en las tolerancias, mayor es la restriccién en los tamanos de h.

1 T

- 33 pasos
0F |- 142 pasos
4390 pasos

6 1 1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 1 0 1 2

Log(t) -

Figura 4.27: Variacién del tamaiio de paso, método adaptativo, problema de ROBER.

Se menciona que se usaron Euler explicito y RK44 con el fin de notar el comportamiento de las
soluciones numéricas de este problema al abordarlo con métodos explicitos. Se observé que los dos
métodos explicitos divergen para tamafios de paso h < 5 x 1074, Para que los métodos consigan los
5 digitos de igualdad en las soluciones deben disminuir més el tamano de paso. El primer tamafio
de paso para el cual los métodos no divergen es h = 5 x 1074, para el cual Euler presenta un error
de 7.9998 x 10~ con un tiempo de cémputo de 0.0125 segundos y RK44 un error de 7.6480 x 1076
en un tiempo de 0.0149 segundos. Al comparar estos resultados con los obtenidos con los métodos
implicitos, se mira que la diferencia de estos es que los métodos implicitos permiten conseguir apro-
ximaciones con tamanos de h mayores, en cambio los explicitos tiene una mayor restriccién en el

tamano de paso para que estos no diverjan.

Finalmente, en la Figura 4.28 se ilustran graficamente los comportamientos de las soluciones numéri-
cas para el problema de ROBER en un intervalo de tiempo ¢ = [0, 10'!]. Los datos para la simulacién
de las siguientes figuras se tomaron de [4] y las soluciones numéricas se obtuvieron con RKI42. Al
realizar una comparacion entre estas soluciones se observa que el método RKI42 es estable ya que

sus soluciones numéricas se asemejan a los datos de la literatura.
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Figura 4.28: Soluciones numéricas con RKI42, problema de ROBER.



Capitulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

5.1. Conclusiones

Del estudio tedrico y computacional realizado en este trabajo, se mencionan las siguientes conclu-

siones:

= Los conceptos tedricos e implementaciones estudiadas se profundizan especialmente en los
métodos numeéricos implicitos para la solucion de SEDO rigidos. Como los SEDO se relacionan
con la modelacion matematica de distintas aplicaciones de la vida cotidiana, este estudio

conlleva a la aplicacién de estos métodos en la solucién de problemas practicos.

= Kl estudio de propiedades y caracteristicas que permiten identificar los sistemas rigidos de los
no rigidos se consideran sumamente importantes, ya que estas conllevan a la eleccién de los
métodos numéricos adecuados en el momento de su solucion con el fin de no realizar un mayor

trabajo computacional.

= Se han validado las implementaciones de los métodos en el software Lenguaje C, solucionando
numéricamente SEDO rigidos que cuentan con una solucion tedrica. Estos problemas ayudan
verificar propiedades de los métodos numéricos como es su convergencia, consistencia y esta-
bilidad, para utilizarlos con confiabilidad en la solucién numérica de los problemas practicos
que no cuentan con una solucion tedrica. Las simulaciones numéricas permiten concluir carac-
teristicas de las soluciones en los modelos matematicos como se muestra en la Seccién 4.3 al

abordar el problema de ROBER.

= Es importante tener en cuenta las sugerencias mencionadas en el Capitulo 4, las cuales han
surgido de la experiencia en las validaciones de los métodos numéricos. Estas conllevan al

lector a no causar costos computacionales en el momento de aplicar un método numérico.

89
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= Para la aplicacién de los métodos numéricos implicitos se necesita de algunos métodos auxi-

liares para la solucién de los sistemas de ecuaciones no lineales.

= Los métodos punto fijo, Newton y algunas de sus modificaciones como el método de Jacobi,
han sido utilizados para las soluciones de los sistemas de ecuaciones no lineales en los métodos
implicitos. Segun el método utilizado para este proceso, se pueden causar ventajas o desven-
tajas en el costo computacional. La aplicacién del método punto fijo no fue conveniente en la
solucion de los sistemas no lineales, llevando al estudio del método de Newton que cuenta con
un orden mayor de convergencia, una convergencia cuadratica. Como en la aplicacién de New-
ton se precisa del célculo de la matriz inversa, lo cual es costoso computacionalmente y ademas
tediosos cuando se trabaja con matrices de grandes dimensiones, es conveniente utilizar este

método con algunas de sus modificaciones como Jacobi para reducir este problema.

= Para la solucién de sistemas rigidos se recomienda usar los métodos que cuenten con una zona
de estabilidad adecuada como lo es la A-estabilidad o L-estabilidad, se considera que esta es
una caracteristica esencial de los métodos numéricos para abordar este tipo de problemas. El
estudio de propiedades de los métodos numéricos para la soluciéon de SEDO es sumamente
importante, por ejemplo una buena eleccién de los tamanos de paso conlleva a mejorar las
precisiones, costos computacionales y errores de redondeo que se pueden generar, ya que los
computadores cuentan con una precision finita y pueden causar este tipo de errores ya sea por

los tamanos de paso escogidos o porque los métodos alcanzan el cero computacional.

= En las validaciones de los métodos numéricos utilizados en la soluciéon de SEDO rigidos,
los métodos con una mayor zona de estabilidad como los métodos implicitos son los mas
recomendables para abordar estos problemas. Aunque los métodos implicitos necesiten de
la solucién de sistemas de ecuaciones no lineales, los métodos explicitos precisan reducir en
gran cantidad su tamafio de paso para no diverger. Al comparar estos métodos, los métodos
implicitos presentan buenas precisiones para tamanos de paso mayores con una gran diferencia
a los explicitos, es decir, el trabajo que realizan los métodos implicitos no logra compensar

todas las cuentas que hacen los métodos explicitos.

= El proceso de la validacién de las implementaciones de los métodos numéricos se considera una
especie de laboratorio, donde se han escogido los métodos que presentaron mejores resultados
para solucionar numéricamente un problema relacionado con las reacciones quimicas. Estos
métodos fueron MPU y MPM de orden cuatro implicitos y el método de Euler implicito, los

cuales ofrecen una 6ptima relacion computacional y de precisién.

= Como los SEDO rigidos cuentan con subintervalos donde su solucién es mucho mas estricta de
solucionar numéricamente y los métodos estudiados presentan errores de mayor magnitud en

esas zonas, fue necesario el estudio de los métodos adaptativo como Euler implicito adaptativo
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para disminuir ese error. Estos métodos analizan el tamano de h en cada paso consiguiendo

una buena precisién.

5.2. Trabajos futuros

A seguir se presentan algunos temas futuros de investigacién que se pueden continuar a partir de la

realizacién de este trabajo:
= Métodos implicitos con la propiedad de L-estabilidad.
= Métodos de Rosenbrock.
= Métodos BDF implicitos.
= Métodos de paso miltiple no lineales.
» Profundizacién en los métodos adaptativos.
= Solucién numérica de otras aplicaciones asociadas a SEDO rigidos.
= Profundizacién en el estudio de las condiciones de orden simplificado.
= Estudio de otras formas de deduccién de los métodos RKI.

= Estudio y profundizacién de los temas en otras areas, como la solucién de sistemas de ecua-

ciones no lineales y la aproximacién de la matriz inversa.



Apéndice A
Apéndice

A.1. Fundamentos del algebra lineal

Para el estudio del analisis numérico con respecto a la aproximacién de SEDO, especialmente para
identificar los sistemas rigidos, es necesario tener en cuenta algunos conceptos fundamentales de
algebra lineal como la teoria de sistemas lineales, valores y vectores propios, determinante de una
matriz, inversa de una matriz, normas matriciales y vectoriales, ademas del nimero de condiciona-

miento de una matriz, para los cuales se sugiere complementar en [5] y [17].

A.1.1. Valores y vectores propios

La teoria que se presenta en este apartado es de mucha utilidad para caracterizar cuando un SEDO
es rigido, dado que el calculo de estos valores esta relacionado con una de las definiciones de estos

problemas. Los conceptos y teoremas se tomaron de [5] y [17].

Definicion A.1.1. Sea A una matriz de n x n. El ntimero real A es un valor propio si existe un
vector  # 0 € R” tal que
Ax = \x. (A.1.1)

Todo vector & # 0 que satisfaga (A.1.1), se denomina un vector propio de A asociado al valor propio
A. Los valores propios también son llamados valores caracteristicos, autovalores, valores latentes o

eigenvalores. De forma similar para los vectores propios.

Observacion A.1.1. X puede ser real o complejo, y el vector & puede tener componentes reales o

complejos.

Definicién A.1.2. Sea A = [a;;] una matrix de n x n, el determinante f(\) = det(A — \I,,) es el
polinomio caracteristico de A, y la ecuacién f(A) = det(A — AI,,) = 0 es la ecuacion caracteristica

de A.

Teorema A.1.1. Los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico de A.

92
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A.1.2. Inversa de una matriz

Definicién A.1.3. Una matriz A de n X n es invertible (no singular) si existe una matriz B de

n x n tal que

AB = BA=1,.

La matriz B es llamada inversa de la matriz A. Si no existe esta matriz se dird que A no es invertible.

Observacién A.1.2. La inversa de una matriz A, si existe se denotard como A~!.
Teorema A.1.2. Si una matriz tiene inversa, la inversa es unica.

A continuacién, se mencionan algunas propiedades de la inversa de una matriz:
» Se A es una matriz invertible, entonces A~! es invertible y
(A H™t = A
= Si Ay B son matrices invertibles, entonces AB es invertible y
(AB)'=B"'A"L.
= Si A es una matriz invertible, entonces
(AT) "= (AT,

donde AT es la matriz transpuesta de la matriz A.

Corolario A.1.1. Si Ay, Ag, ..., A, son matrices invertibles de n x n, entonces A1 Ao --

inwvertible y

(AjAg--- A"t =A7tATH - ATL

A.1.3. Normas de matrices y vectores

Definicién A.1.4. Una norma vectorial ||-|| para vectores reales es una funcién
-l - R" — R,
que cumple ciertas condiciones como:
1. Definida positiva. Para cualquier & # 0 € R™ se tiene que
]| > 0,

y parax =0
] = 0.

<A, es
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2. Homogeneidad. Para cualquier € R” y a € R, se cumple que

lez| = |af [z

3. Desigualdad triangular. Para cualquier x,y € R", se satisface que

e +yll < 2] + [yl
Existen diferentes normas vectoriales denotadas por |||, , |||y v ||#|« - Mirar mas en [5] y [17].

Similarmente hay normas matriciales inducidas que permiten estudiar y calcular propiedades en los

sistemas lineales.
Definicién A.1.5. Una norma matricial |||-||| para matrices reales cuadradas es una funcién
M-I - R*™ — R,
que cumple las siguientes condiciones:
1. Definida positiva. Para cualquier matriz A # 0 € R™*"™ se satisface que

Al >0,

y para A = 0, entonces

[IA[[} = 0.
2. Homogeneidad. Para cualquier matriz A € R™*" y o € R", se cumple que

Al = led [[[Al] -

3. Desigualdad triangular. Para cualquier matriz A y B € R™*"™ se tiene que

A+ Bl < [I[Alll + [I1B]]]

4. Consistencia. Para cualquier matriz A y B € R™*"

ABII[ < [[[A[[[ B[] -

Después de la definicién de norma, se concluyen algunas normas matriciales inducidas como la
norma uno, la norma infinito y la norma dos para cualquier matriz A € R™*". Para estas es posible
demostrar que cumplen cada una de las propiedades de la definicién de la norma matricial. Las

siguientes igualdades son normas matriciales inducidas:
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1. Norma uno: ||| A|||; = max;=1,... p || Row;A||, donde Row; A representa la i-ésima fila de A.

2. Norma infinito: |||Al||,, = méx;—1 ... », ||Col;Al|, donde Col; A representa la i-ésima columna
de A.

3. Norma dos: || A]|l, = v/ p(AT A), donde p es el radio espectral de A, es decir el mayor valor
propio de la matriz AT A.

A continuacién, se menciona la definicién de nimero de condicionamiento de una matriz, dado que
es importante en el estudio numérico para aproximar sistemas lineales ademas de permitir realizar

un andlisis de los sistemas rigidos, ver [16].

A.1.4. Numero de condicionamiento.

En muchas ocasiones al solucionar sistemas lineales aparecen sistemas de grandes dimensiones muy
tediosos de solucionar, llevando a la utilizacién de herramientas computacionales para encontrar
aproximaciones a sus soluciones. Debido a los procesos realizados computacionalmente y a la preci-
sién finita del computador, se generan pequenas perturbaciones que pueden afectar a las soluciones
numéricas desvidndolas de los resultados exactos, es por esto que es importante analizar qué tan

cerca se encuentra la aproximacién de la solucion exacta.

Para un sistema lineal Ax = b se define el vector error e = & — x*, donde x es la solucién exacta y

x* es la solucién aproximada. Para analizar el error se usan las normas vectoriales.

Algunas de las perturbaciones en las componentes del sistema pueden ser A(x + Az) =b, (A+
AA)(x+Ax) = bo Ax = (b+ Ab), siendo AA, Ab y Ax pequenas perturbaciones al sistema. Estas
perturbaciones pueden afectar o no a la solucién numérica del sistema, por tanto, a seguir se presenta
una definicién que permite saber cudndo un sistema puede ser afectado por las perturbaciones

ocasionas en los procesos numeéricos.

Definicién A.1.6. El nidmero de condicionamiento de una matriz A, con respecto a la norma

inducida |[|-|||, es definido como
w(A) = AN [[AT]] -

Para x(A) se puede encontrar una cota independiente de la norma inducida empleada, dada por
L= (|11l = [[JAATY[| < HIANlH[ATH]] = =(A).

Se dice que la matriz A estd bien condicionada si el nimero de condicionamiento es cercano a 1y

mal condicionada si es mucho mayor que 1.
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Ejemplo A.1.1. Solucionar los sistemas Hx = by Hx = (b 4+ Ab), para la matriz de Hilbert

1 1

15 3 0 0
H= |3 % %, b=|0| y Ab= |01

1 1 1

315 0 0

Solucién. La solucién exacta del sistema original es

8
Il
o o o

y la solucién numérica del sistema perturbado es

—3.6
¥ =119.2
—18

O

Era esperado que las aproximaciones encontradas fueran cercanas, dado que solo se hace una pe-

quena perturbacion al sistema lineal Hx = b, pero x no es préximo de x*.

Al calcular el nimero de condicionamiento de la matriz H utilizando la norma 2, se tiene
ko(H) = [[|H||, || H']||, ~ 524.05678.

Como el valor de ko(H) es muy lejano a 1 se concluye que la matriz de Hilbert es mal condicionada

y por ende los sistemas formados con esta también lo son.

En este ejemplo pequenas perturbaciones afectan los resultados numéricos, pero algunas veces las
matrices del sistema son matrices bien condicionadas, lo que implica que los resultados numéricos
van a ser muy préximos a los exactos, es decir las perturbaciones en los procesos computacionales

no afectan los resultados.

El niimero de condicionamiento de una matriz es importante en la solucién de SEDQO, ya que permi-
te identificar si la matriz asociada a un SEDO estd bien condicionada o no, y por ende caracterizar

si el sistema es rigido o no.

A continuacién, se presentan algunos teoremas y definiciones importantes para el estudio de la

estabilidad absoluta en los métodos numéricos trabajados, esta teoria se presenta en [14].
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A.1.5. Matrices semejantes

Definicién A.1.7. Se dice que dos matrices A y B de n X n son semejantes si existe una matriz

invertible C' de n x n tal que
B=C"tAC.

Teorema A.1.3. Si A y B son matrices semejantes de n X n, entonces A y B tienen el mismo

polinomio caracteristico y, por consiguiente, tienen los mismos valores caracteristicos.

Definicion A.1.8. Una matriz A de n X n es diagonizable si existe una matriz diagonal D tal que

A es semejante D.

Teorema A.1.4. Una matriz A de n xn es diagonizable si y sélo si tiene n vectores caracteristicos

linealmente independientes. En tal caso, la matriz diagonal D semajante a A estd dada por

AN 0 0 - 0
0 X 0 --- O
D = . . . . Y
0 0 0 -+ X
donde A1, Az, ..., A\, son los valores caracteristicos de A. Si C' es una matriz cuyas columnas son

vectores caracteristicos linealmente independientes de A, entonces
D=C"1AC.

Corolario A.1.2. Si la matriz A de n X n tiene n valores propios diferentes, entonces A es diago-

nizable.

A.1.6. Forma candnica de Jordan

Segun los teoremas y definiciones anteriormente mencionadas, una matriz A de n X n con n vectores
caracteristicos linealmente independientes se puede expresar de forma maés sencilla ya que todos
sus valores propios son distintos, es decir A es diagonizable y por tanto A es semejante a D. Sin
embargo, en la practica surgen matrices que no son diagonizables, pero es posible encontrar una

matriz que sea semejante a esta aunque ya no sea diagonal.

Para analizar las matrices que no son diagonizables de define la matriz Ny de k x k

0 --- 0
001 -0

Ne=1: : : B
0 1
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donde N es una matriz con unos arriba de la diagonal principal y ceros en sus otras entradas. Para

un escalar dado A se define la matriz de bloques de Jordan B(\) por

A 10
0 A
BQA)=A+Ng=|: : N
000 1
000 -+ 0 A

es decir, B()) es la matriz de k x k con el valor de A en la diagonal, unos arriba de la diagonal y

ceros en las demas entradas.

Una matriz de Jordan J tiene la forma

Bi(M) 0 0
0 Bso(A 0
J = 2(. 2) . )
0 0 B.(\)

donde cada B;();) es una matriz de bloques de Jordan, es decir es una matriz que en la diagonal

tiene bloques de Jordan y ceros en las otras entradas.

Teorema A.1.5. Sea A una matriz real o compleja de nxn. Entonces existe una matriz C compleja
invertible de n X n tal que

CtAC = J,

donde J es una matriz de Jordan cuyos elementos en la diagonal son los valores caracteristicos de
A. Mads atn, la matriz de Jordan es inica, excepto por el orden en el que aparecen los bloques de

Jordan.
Definicion A.1.9. La matriz J del Teorema A.1.5 se denomina forma candnica de Jordan de A.

Teorema A.1.6. Suponga que A una matriz de 2 X 2 tiene un valor caracteristico A de multiplici-
dad algebraica 2 y mutiplicidad geométrica 1. Sea vy un vector caracteristico correspondiente a A,

entonces existe un vector ve que satisface la ecuacion
(A—AI)’UZ = 1. (A12)

Definicion A.1.10. Sea A una matriz con un solo valor caracteristico A que tiene multiplicidad
geométrica 1. Sea w1 un vector caracteristico de A, entonces el vector ve definido por (A.1.2) se

denomina vector caracteristico generalizado de A correspondiente al valor caracteristico .
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Teorema A.1.7. Suponga que A, \,v1 y va estin definidos como en el teorema y sea C la matriz

cuyas columnas son vy y ve. Entonces C~YAC = J, donde J es la forma canénica de Jordan de A.

A seguir se introducen algunos conceptos y propiedades tedricas de las EDO y SEDO, métodos de

solucién analitica y numérica para SEDO, destacando propiedades y caracteristicas de los mismos.

A.2. Teoria analitica de SEDO

En esta seccién se dan a conocer algunas definiciones de SEDOQO, las cuales han sido tomadas de
[3, 23] y [35].

Definicién A.2.1. Se llama Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO) a una ecuacién que relaciona
la variable independiente x, la funcién incégnita y = y(z) y sus derivadas ¢/,y”,...,y™; es decir,

una ecuacién de la forma
F(.T,y,y/, ?JH7 v 7y(n)) = 07

donde F es una funcién real con n + 2 variables, =, vy, v/,..., y(”), y y(”) = %.

Definicién A.2.2. La solucion de una EDO es una funcién ¢(t) definida en un intervalo I que

tiene al menos n derivadas continuas en I, las cuales al sustituirlas en la EDO la reducen a una

identidad.

Definicién A.2.3. Un Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (SEDO) de primer orden

es de la forma

dy1
E_fl('%aylvy%"wyn)
dy2
%:fQ(‘r:ylvaa"'vyn) (A21)
dyn
%:fn(xvyby%“'ayn)a
donde cada f;(z,y1,¥2,.-.,Yn) €s una funcién escalar, i = 1...n.

Para reducir una EDO de orden superior a un SEDO se realiza un cambio de variable. Asi, considere

la EDO de n-ésimo orden
y" = fla,y Ly y ). (A.2.2)

Se introducen las variables dependientes y1, ¥o,..., ¥yn, tales que

vi=v, =y, ys=y" .., yp=y" . (A.2.3)
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(n—1)

Luego ¥} = ¢ = ya2, v5 = 4" = ys3, y asi sucesivamente hasta y,, ; =y = y,. Por tanto, la

sustitucion de (A.2.3) en la ecuacién (A.2.2) proporciona el SEDO

Y =2

Yy = Y3

/ _

ynfl - y’l’b

Yo = f(@, 91,92, -, Yn)-

Al trabajar con un SEDO es conveniente utilizar una notacién vectorial por ser mas manejable y

compacta. Sean

Y1 filz,y
T e e
Yn fn(xay)

entonces el sistema (A.2.1) se puede escribir como

y' = f(z,y). (A.2.4)

Definicién A.2.4. Una solucion de un SEDO (A.2.4) es un conjunto de funciones suficientemente
derivables x1 = ¢1(t), x2 = Pa(t), ..., zn = ¢3(t), que satisface cada ecuacién del sistema en algin

intervalo I.

Observe que se denota en negrita las variables que hacen referencia a vectores.

Existen diferentes métodos de solucién analitica tanto para EDO y SEDO, como el método de
eliminacién sistematica, este método es 1til en la soluciéon de EDO con coeficientes constantes y se

basa en el principio algebraico de eliminacién de variables. Ver con mas detalle en [3] y [35].

Definicion A.2.5. El método de eliminacion sistemdtica consiste en la eliminacién de una incégnita
en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales se facilita al rescribir cada ecuacién del sistema

en notacién de operador diferencial. Una ecuacién lineal

any™ + an 1y 4 ary’ + agy = g(b),
donde las a;, i = 0,1,...,n son constantes, puede escribirse como

anD"™ + an,lD(”_l) + - +a1D +agD = g(t).

Si el operador diferencial de n-ésimo orden a, D™ + an_1 D™ Y + ... 4+ a;D + ag se factoriza en

operadores diferenciales de menor orden, entonces los factores conmutan.
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En la siguiente seccion se introducen aspectos tedricos de las cuadraturas gaussianas y los polinomios

ortogonales, conceptos esenciales a tener en cuenta en la deducciéon de los métodos RKI.

A.3. Cuadraturas gaussianas y polinomios ortogonales

Una regla de la cuadratura gaussiana es una aproximacion de la integral definida de una funcién y su
construccion se basa en la teoria de polinomios ortogonales. A continuacién se presentan elementos
basicos de la teoria de polinomios ortogonales y las formulas de cuadratura, se recomienda seguir
[8, 19] y [21].

Se quiere aproximar el valor de la integral ff f(x)d(x) mediante una férmula de integracién numérica

o férmula de cuadratura

b
/f@W@%wJ@ﬂ+m+wJ@& (A3.1)

donde la integral de la funcién f(x) respecto a la medida d(x) es aproximada por una suma finita

que involucra n valores de la funcién en distintos nodos x; seleccionados adecuadamente.

Se consideran las férmulas de tipo interpolatorio en las cuales la aproximacion se obtiene integrando

el polinomio de interpolacién, es decir

[ )~ [ vy,

donde p(x) es el polinomio de interpolacién de Lagrange de f(z) en x1,...,z,. En la base de

Lagrange p(x) viene expresado como

p(x) = flz)lh(x) + -+ fwn)ln(2).

La expresion (A.3.1) es de tipo interpolatorio si los pesos w; vienen dados por

b
wi:/ L(@)d(z), i=1,....n.

Teorema A.3.1. Dados los nodos x1,...,xy, la formula de cuadratura

b
/f@M@%wJ@ﬂ+m+wd@w

es de tipo interpolatorio si y sdlo si es exacta para los polinomios 1,x,--- , ™ L.

La férmula de cuadratura tiene grado de precisién n si es exacta para todo polinomio de grado

menor o igual que n, una férmula interpolatoria con n nodos posee al menos grado de precision
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n — 1. Segun la literatura no se puede construir una férmula de tipo interpolatorio con n nodos y
grado de precision 2n, el grado de precisién 6ptimo usando n nodos es 2n — 1, grado de precisién

alcanzado por las formulas de cuadratura gaussianas.

La regla de cuadratura vista en (A.3.1) generalmente es expresada como una suma ponderada
de valores de la funcién en puntos especificos dentro del dominio de integracién. Una férmula de
cuadratura gaussiana de n puntos, llamada asi por Carl Friedrich Gauss, es una regla de cuadratura
construida para producir un resultado exacto para polinomios de grado 2n — 1 o menos mediante
una eleccién adecuada de los puntos z; y los pesos w;. El dominio de integracién para tal regla se

toma convencionalmente como [—1, 1], por lo que la regla se establece como
1 n
/ fl@)de = w;f(wi). (A.3.2)
-1 i=1

La cuadratura gaussiana (A.3.2) producird resultados precisos si f(z) estd bien aproximada por
una funcién polinomial dentro del rango [—1,1]. La funcién integrada se puede escribir como
f(z) = W(z)g(z), donde g(x) es aproximadamente polinomial y W (z) se conocen, luego hay pesos

alternativos w; tales que
1 1 n
/1f(x)d:c _ /1 W(@)g(@)de = > wif (i)
- - i=1

La funcién f(x) es aproximada por un polinomio denominado polinomio ortogonal. Existe una
variedad de estos polinomios, pero en este trabajo se abordan los polinomios de Legendre por su im-
portancia que tienen en la deduccién de los métodos RKI. Estos polinomios satisfacen que W(x) = 1

y ademés los valores de x; son sus raices, para complementar se recomienda [21].

Los polinomios de Legendre se representan por medio de P,(x) pertenecientes al intervalo [—1, 1],
donde n indica el grado del polinomio. P (x) son los polinomios de Legendre en el intervalo [0, 1],
se definen P (z) = P,(2z — 1) que son los polinomios que se usan en la deduccién de los métodos
RKI en el Capitulo 2. Ver mas en [8] y [21].

Estos polinomios se pueden obtener de su forma general

Po(z) = 2in Zn: (Z)z (@ + 1) (2 — 1)F

o a partir de la férmula de Rodrigues
Po(z) = (2t (L ' (22 — 1)
dx

Los primeros polinomios de Legendre en el intervalo [0, 1] son los siguientes:
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» Pi(z) =1

» Pf(z) =2x—1.

» Pj(z) =62% — 62+ 1.

» Pj(x) = 2023 — 3022 + 12z — 1.

Los resultados que se muestran a continuacién resumen la teoria bésica acerca de las férmulas de

cuadratura gaussianas y los polinomios ortogonales. Estos teoremas pueden ser vistos en [21].

Una manera de establecer una tnica sucesiéon de polinomios ortogonales para cada medida es espe-

cificar que todos ellos sean mdnicos, es decir con coeficiente director igual a 1.

Teorema A.3.2. Sea py(z) el polinomio ortogonal (mdnico) de grado n. Entonces, las n raices de

pn(x) son reales, simples y pertenecientes al intervalo abierto (a,b).

Teorema A.3.3. Sean x1,...,x, las raices del polinomio p,(z) de grado n para la medida d(zx) en
(a,b). Supongamos que se hallan los pesos wi, ..., wy imponiendo la exactitud para los polinomios

de grado menor o igual que n — 1, es decir que se construye la férmula de tipo interpolatorio

b
| @) m wr (o) + -+ waf(a).
Entonces, dicha formula tiene grado de precision 2n — 1.

El teorema a seguir afirma que no es posible hallar por otro procedimiento otra férmula de tipo

interpolatorio con grado de precisién 2n — 1.

Teorema A.3.4. Si una formula

b
/f@W@%wJ@ﬂ+m+wdww

tiene grado de precision 2n — 1, entonces los puntos x; deben ser los ceros del polinomio ortogonal

pn(x) para la medida d(z) en (a,b).
El siguiente teorema afirma la positividad de los pesos.
Teorema A.3.5. En una formula de cuadratura gaussiana, todos los pesos w; son positivos.

A seguir se ilustran algunas implementaciones de los métodos numéricos trabajados realizadas en

Lenguaje C.
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A.4. Implementaciones

A continuacion, se muestran las implementaciones de algunos métodos implicitos que se hicieron

durante el desarrollo de este trabajo para la solucién numérica de SEDO.

En el siguiente apartado se presenta la implementacion del método FEuler implicito, declarando las
funciones necesarias para su aplicacién. Estas funciones estdn escritas con relacién al Problema, 4.3,

por tanto sus funciones y derivadas se escriben de forma particular.

A.4.1. Meétodo Euler implicito.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

//Se definen f1 y f2, funciones no lineales del SEDO a solucionar con Newton.
double fi1(double x, double h, double *y, double *z){
return z[0]-y[0]-h*(-80.6*z[0]+119.4%=z[1]);
}
double f2(double x, double *y, double h, double *z){
return z[1]-y[1]-h*(79.6%z[0]-120.4*z[1]);

//Declaracién de derivadas parciales de f1 y f2.
double dfi1(double x, double h, double *y, double *z){ //fl1’ con respecto a z[0]
return 1+h*80.6;

double dfi12(double x, double h, double *y, double *z){ //fl1’ con respecto a z[1]
return -h*119.4;

double df21(double x, double h, double *y,double *z){ //f2’ con respecto a z[0]
return -h*x79.6;

double df22(double x, double h, double *y, double *z){ //f2’ con respecto a z[1]
return 1+120.4xh;
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/*En esta seccién se definen funciones que se utilizan en la aplicacién de Euler
implicito, matriz inversa, normas vectoriales, operaciones entre matrices y vectores

y lectura de archivos*/

//Funcién método de Newton para un sistema de ecuaciones.
double Newton(double x, double h, double *y, double *z){
//Declaracién de variables, vectores y matrices.
int i, j, itmax, nl;
double TOL, N_E, *sol, *F, *MV, **JF;

TOL = 1e-10; // Tolerancia.

itmax = 100; // Nimero maximo de iteraciones.

xz = xy; // Igualacién de vectores, condicién inicial de *z.
i=0;

//Iteraciones en Newton

do{

i =1+ 1; // Conteo de iteraciones.

//F vector de la evaluacién de las funciones f.

//JF matriz jacobiana y JF"{-1} su inversa.

//Multiplicacién matriz por vector
MV = JF~{-1} * F;

//Calculo de la solucién segin la iteracién de Newton.
for(j=0; j<nl; j++){
sol[jl = z[j] - Mv[j];

//Calculo de la norma Euclidiana mediante funcién.
N_E = |lz,s0lll;

*z = *sol; //igualacién de vectores

}
while (N_E>TOL && i<itmax);

//Datos de salida

if (i>itmax){
printf ("E1 método fracasé");
exit(1);
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elseq{

return *z; //Soluciones del sistema no lineal

/*Funcién Euler implicito. Esta funcién recibe parédmetros como los valores y la cantidad
de subdivisiones del intervalo, el tamafio de paso, las condiciones iniciales y

retorna las aproximaciones buscadas en el punto determinado.*/

double Euler_Imp(double a, double b, int n, double h, double *y, double *z){
//Declaracién de variables
int i;

double x;

//Ciclo que recorre el intervalo de integracidm.
for(i=1; i<=n; i++){
x=a+ (i *x h);
//Aproximaciones en el punto x de las soluciones del sistema no lineal, con z el
vector de salida.
Newton(x, h, y, 2);
xy = *z; //Igualacién de vectores, nuevas condiciones iniciales.
}
//Aproximacién de la solucién del SEDO en el extremo final del intervalo (b).

return *z;

int main(int argc, char*x*argv){
//Declaracién de variables y vectores.
int n, di, d2;

double a, b, h, xn, *Int_n, *y, *z;

//Asignacién de memoria dindmica, con dl y d2 el tamafio de los vectores.
Int_n = (doublex*) malloc (dil*sizeof (double)); //Intervalo y cantidad de particiones.
y = (doublex) malloc (d2xsizeof (double)); //Condiciones iniciales de las soluciones.

z = (doublex*) malloc (d2xsizeof(double)); //Vector temporal.

// Creacién y configuracién de archivos.
FILE *arch_A, *arch_B, *arch_salida;

fopen(argv[1],"r"); //Datos del intervalo y cantidad de particiomes.

arch_A

arch_B = fopen(argv([2],"r"); //Datos condiciones iniciales de las soluciones.

arch_salida = fopen("Resultados.txt","w"); //Archivo para imprimir los datos de salida.
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//Lectura de archivos. Ingresa datos de un archivo a un vector.
Read_file(arch_A,Int_n,d1);
Read_file(arch_B,y,d2);

Int_n[0]; //Extremo inicial del intervalo de integracidm.

Int_n[1]; //Extremo final del intervalo de integracidm.
Int_n([2]; //Cantidad de subdivisiones del intervalo.
(b - a) / n; //Célculo del tamafio de paso.

B B T p
]

Xxn = a + h * n;

//Aproximaciones del SEDO con Euler implicito en b, con z el vector de salida.

Euler_Imp(a, b, h, n, y, z);

//Iteracién final de Euler implicito en el caso de ser xn diferente de b.
if (fabs(zn-b)>1le-10){
*y = *z;

Euler_Imp(xn, b, b-xn, 1, y, 2);

//Impresién de resultados en un archivo, aproximaciones del SEDO.
fprintf (arch_salida,"\%.101f \t \7%.101f\n", z[0], z[1]);

//Cierre de archivos
fclose(arch_A);
fclose(arch_B);

fclose(arch_salida);

En el siguiente apartado se muestra la funciéon del método de RKI21, donde para su aplicacién
se deben declarar sus respectivas funciones similar al método anterior. Esta funcién recibe ciertos
parametros como los valores y la cantidad de subdivisiones del intervalo, el tamano de paso, las

condiciones iniciales y retorna las aproximaciones buscadas en el punto determinado.

A.4.2. Método Runge-Kutta implicito, RKI21.

//Funcién método Runge-Kutta orden dos con un estados RKI21.

double RKI21(double a, double b, int n, double h, double *y, *kl, double *Sol){
//Declaracién de variables y vectores
int 1i;
double x1, x2, *k2;
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//Ciclo que recorre el intervalo de integraciédm.
for (i=0; i<n; i++){

x1 =a+ (i *x h);

x2 = x1 + 0.5 % h;

// Aproximaciones en el punto x2 de las soluciones del sistema no lineal, datos
de salida *k2.
Newton(x2,h,y,k1,k2);

// Iteracién método RKI21
Sol1[0] = y[0] + h * k2[0];
Sol[1] = y[1] + h * k2[1];

// Igualacién de vectores, nuevas condiciones iniciales.
*y = *So0l;
*kl = *k2;
}
//Aproximacién de la solucién del SEDO en el extremo final del intervalo (b) y
nuevas condiciones para *kl.

return *kl, *Sol;

En el siguiente apartado se muestra la funcién del método AM2, donde para su aplicacion se
deben declarar sus respectivas funciones similar a la implementacion del método de Euler implicito.
Ademas, se debe agregar la funcién del método de Runge-Kutta de tercera orden para el calculo de
los valores previos a la aproximacién requerida. La funcién de AM2 recibe ciertos pardmetros como
los valores y la cantidad de subdivisiones del intervalo, el tamano de paso, las condiciones iniciales

y retorna las aproximaciones buscadas en el punto determinado.

A.4.3. Método Adams-Moulton, AM2.

//Funcién método de Adams-Moulton con dos pasos AM2.

double AM2(double a, double b, int n, double h, double *k, double *y, double *z){
//Declaracién de variables y vectores
int 1i;

double *x;

//Ciclo que recorre el intervalo de integraciédm.

for (i=2; i<=n; i++){
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x[0] = a+ (i - 2) * h;
x[1] = a + (i - 1) * h;
x[2] = a+ (i * h);

//Aproximaciones en el punto x[2] de las soluciones del sistema no lineal, con z
el vector de salida.

Newton(x, h, k, y, z);

//Igualacién de vectores, nuevas condiciones iniciales.
xk = *y;
xy = *z;
+
//Aproximacién de la solucién del SEDO en el extremo final del intervalo (b) y
nuevas condiciones para *k.

return *k, *z;
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