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Introduccion

La interaccion electromagnética es una de las interacciones fundamentales de la materia
y su comprension es de gran importancia para la formacion de profesionales en carreras
de ingenieria y ciencias naturales, dado que tiene innumerables aplicaciones tecnoldgicas,
desde la generacion de corriente eléctrica para nuestro uso diario, hasta el funcionamiento
de aceleradores de particulas destinados a indagar como se comporta el universo al nivel
mas fundamental posible, y explicar asi, la conformacién, creacién, el pasado y el futuro
del universo, lo cual no seria posible sin el conocimiento y aplicacion de la interaccién
electromagnética.

Este libro ha sido desarrollado como un insumo de aprendizaje para los estudiantes de
nivel universitario que cursan en su plan curricular tépicos de electromagnetismo en la gran
mayoria de los programas de ingenieria y ciencias basicas en cualquier universidad del pafs.

Todo lo que se encuentra en estas notas es la recopilaciéon del material desarrollado en
preparacion de clases para el curso de electromagnetismo. Durante el proceso de escritura
no se ha hecho uso de ningin texto de fisica y las graficas que aqui aparecen fueron creadas
exclusivamente para este libro.

El presente texto esta dirigido a estudiantes de ingenierias y ciencias naturales, que tienen
formacion en calculo diferencial, integral y algebra de vectores, ademés de formacién en fisica
bésica relacionada con cinematica, dindmica, trabajo y energia.

Dado la importancia de un buen manejo de algebra de vectores, en la primera parte del
texto se resumen las principales propiedades de algebra vectorial y se desarrollan los temas
especificos de electromagnetismo desde el capitulo dos hasta el capitulo nueve, abordando las
tematicas de fuerza eléctrica, campo eléctrico, ley de Gauss, energia eléctrica, capacitores,
corriente eléctrica, circuitos bésicos, fuerza magnética, campo magnético, ley de Ampere y
ley de induccion de Faraday, recopilando al final de estas notas gran parte de la tematica en
las ecuaciones de Maxwell.

Por cada tema tratado, se realizan varios ejemplos que buscan afianzar los conceptos tedricos;
adicionalmente, se proponen ejercicios para que resuelva el lector y, finalmente, preguntas
que tratan de evaluar la comprensién de los conceptos bésicos explicados en cada capitulo.



1- Algebra de vectores

Un vector es un objeto matemdtico que tiene asociada una magnitud y direccién,
permitiendo describir diversas cantidades fisicas, como: la posicién (ubicacién en el espacio
dado un origen determinado), la velocidad, la aceleracién, la fuerza aplicada sobre un objeto,
entre otras. En particular, en este curso el manejo de vectores es de gran importancia para
comprender el concepto de fuerza eléctrica y magnética y por ello es necesario un repaso de
conceptos basicos del algebra de vectores.

1.1. Vectores y sistemas coordenados

Los vectores se representan graficamente por flechas con una longitud determinada que
se interpreta como su magnitud y una direccion establecida respecto a un eje, la cual se
especifica con dngulos (un angulo en dos dimensiones y dos en dngulos en tres dimensiones).
Los vectores sirven para definir cantidades fisicas en N dimensiones, aunque en este curso
serd suficiente su entendimiento en dos y tres dimensiones.

En el caso tridimensional, un cuerpo tiene libertad de moverse en tres direcciones: adelante
y atras, arriba y abajo; derecha e izquierda, y por tanto queda determinado con la eleccion
apropiada de tres valores. Los valores para definir un vector dependen de las coordenadas
con las cuales se requiera trabajar. Las coordenadas més usadas y que se aplicaran en este
curso, son: las coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.

1.1.1. Vectores en coordenadas cartesianas

En coordenadas cartesianas, para definir un vector geométricamente se utiliza un sistema que
consiste en tres ejes perpendiculares entre si, que se interceptan en un punto que se define
como el origen del sistema cartesiano (ver figura 1.1). Los ejes llevan unidades que deben
estar acordes al tipo de cantidad fisica que se piensa trabajar; por ejemplo, si se trabaja con
el vector de posicién, los ejes tendran unidades de distancia (como metros o centimetros).
Los ejes usualmente se denotan por z, y y z y asociado a cada eje se establece un vector
unitario, que como su nombre lo indica tiene magnitud 1, y estan orientados en el sentido
en que cada coordenada incrementa. Para el eje x el vector unitario se denota como i, para
el eje y como j v para el z como k.
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La figura 1.1 corresponde a una representacion grafica de los vectores unitarios ¢, 7, k.
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i

Figura 1.1: Vectores unitarios base en un plano cartesiano 3D

Un vector en un sistema cartesiano queda determinado completamente al conocer el valor
de sus componentes sobre los ejes z,y y z. Graficamente un vector se puede visualizar como
el segmento que corta un paralelepipedo a través de dos de sus vértices opuestos; un vértice
representara el punto de inicio del vector y el otro el punto final. El paralelepipedo debera
estar orientado de tal forma que sus lados sean paralelos a los tres ejes cartesianos, como se
observa en la figura 1.2.

=

P

Figura 1.2: Componentes cartesianas de un vector en tres dimensiones.

La longitud de los lados del paralelepipedo se identifican como las componentes del vector en
cada eje (sus proyecciones) y con dichos valores queda completamente determinado el vector
en estudio, el cual matematicamente en coordenadas cartesianas, se escribe como:

A=A+ Ay + ALk, (1.1)

La forma general para expresar cualquier vector en tres dimensiones establecida en (1.1),
requiere un trato cuidadoso en relacién al signo que puedan tomar las componentes A,, A,
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y A,; si un vector se escribe en forma general usando la expresién (1.1), las componentes A,,
A, y A, pueden ser positivas o negativas, aunque dicho signo esta asociado con el cardcter
vectorial de la magnitud, es decir, define si un vector tiene una componente en direccién
+i, +7 o +k.

La magnitud asociada al vector A se define por:

A| = /A2 + A2 + A2, (1.2)

La magnitud de un vector VT\, también se denota como A, notaciéon que se utilizard en
este texto. La direccién del vector A en tres dimensiones en coordenadas cartesianas estd
implicita en la definicion matematica de A” pero es usual expresarla en términos de angulos,
lo cual hace parte de su descripcién en coordenadas cilindricas o esféricas (que se vera muy
brevemente en una seccién posterior) o en coordenadas polares en el caso bidimensional, las
cuales se explicaran mas adelante.

Ej?mplp 1.1: En este ejemplo se determinard el vector unitario paralelo al vector A =
2.0¢ +4.05 + 4.0k,

Solucién: Como se menciond anteriormente, un vector unitario se caracteriza por el hecho
de que su magnitud es la unidad. Como ejemplo de vectores unitarios se pueden senalar los

vectores <i,j, k;) Sin embargo, es posible construir un vector unitario que tenga la misma

direccién de un vector dado A. Este vector se denota por A y se define por:

. A
A= 1.3
g (1.3
Para el caso en consideracion, se determina que:
Al = \JA2 + A2+ 42 = /(2.0 + (4.0)* + (4.0)° = 16.1. (1.4)
De manera que:
X A 1 . R .
14:-Z=Z@m+Aw+@@
1 A . .
= (200 +4.0j + 4.0k)
ml(m+0ﬁ—o
= 0.12i 4+ 0.255 + 0.25k. (1.5)

Caso bidimensional

Un vector en dos dimensiones se puede interpretar como el caso especial del vector descrito
por la expresién (1.1), cuando una de sus componentes es cero. Para el caso en el cual A, = 0,
el paralelepipedo descrito en la figura 1.2 se convierte en un rectangulo, representado en la
figura 1.3, cuyos lados representan las componentes del vector sobre los ejes = y y.
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Figura 1.3: Vector en dos dimensiones.

En dos dimensiones un vector A en funcién de sus componentes cartesianas, se escribe como:

A=A+ A,J. (1.6)

Gréficamente, el vector corta en dos el rectangulo formado por las componentes A, y A,
y por ello su magnitud también representa la hipotenusa de un tridngulo rectangulo con
lados A, y A,. Geométricamente se pueden construir dos tridngulos rectdngulos al cortar un
rectangulo por una linea que cruce dos de sus vértices opuestos. En el caso de estudio, la
figura 1.3 muestra los triangulos en mencién (de lados A, y A,) cuya hipotenusa representa

la magnitud del vector A.

Utilizando trigonometria bésica, se sabe que en un triangulo rectangulo, el cateto opuesto
(A,) a un angulo (6) es igual a la hipotenusa (|A]) multiplicada por el seno del dngulo, y el
cateto adyacente (A,) a dicho dngulo se obtiene al multiplicar la hipotenusa por el coseno
del dangulo. Ademsds, en ese caso la tangente del angulo () corresponde al cociente entre el
cateto opuesto y el cateto adyacente. Teniendo en cuenta lo anterior, a partir de la figura
1.3 asociada al vector fT, se pueden establecer las siguientes relaciones:

A, = Acos(0), :
A, = Asen(0), (1.8)
y adicionalmente se tiene que:
A
tan () = —2. 1.
an (6) e (1.9)

De forma andloga, se pueden determinar relaciones entre los lados del triangulo y sus angulos
utilizando el dngulo («) esquematizado en la figura 1.3, tal que:

A, = Asen(a), (1.10)
A, = Acos(a), (1.11)
tan (o) = % (1.12)

Y
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En las expresiones anteriores, o corresponde al angulo que forma el vector A respecto al
semieje y positivo y € se identifica como el dangulo que forma el vector A respecto al semieje
x positivo. Cualquiera de los dos dngulos « o  sirven para identificar la direccién del vector
A (ademds o + 0 = 7/2), siempre y cuando se especifique no solo el valor del angulo sino
también el eje respecto al cual se debe medir. Lo usual, por convencién, es dar el dngulo que
forma el vector en estudio (en este caso el vector que se ha denominado ff) con respecto al
semieje positivo x, donde un angulo positivo se mide en direccién contraria a las manecillas
del reloj y un angulo negativo en direccion de las manecillas del reloj. Por lo tanto, si se da
un angulo para un vector en dos dimensiones sin especificar respecto a que eje se mide, se

asume que el eje de referencia es el semieje x positivo.

Figura 1.4: Vectores en coordenadas polares.

La figura 1.4 muestra tres vectores ffz (con i = 1,2,3) esquematizados en un plano cartesiano
en dos dimensiones, alli para cada vector se muestran tres posibles angulos para definir su
correspondiente direccion (60;, «;, f3;), donde el angulo 6; es el angulo definido por convencién
(es decir, el medido desde el semieje x positivo). En la tabla 1.1 se escribe matematicamente
los vectores esquematizados en la figura 1.4 y las relaciones entre las componentes cartesianas
(Agi, Ayi) con los angulos 6; (dngulo usado por convencién). En el caso de utilizar el angulo
por convencién 6, la representacién de un vector en dos dimensiones (asumiendo un plano
xy) siempre sera:

Z:Aﬁ—i—ij = Acosfi + Asen 6. (1.13)

Vector ffl Componentes 6;

/L = Am% + Ayl.}.

/T2 = AwQ% + Ay2JA'

/T3 = Aw3% + Ay3]A'

Tabla 1.1: Componentes cartesianas en términos de los angulos 6; de los vectores representados en la figura
1.4.
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En este caso, el sentido positivo o negativo respecto a los vectores unitarios 7, 7, es determinado
por el signo que tomen las funciones seno y coseno para un angulo # dado. Si se usa un angulo
diferente al de convencion, el signo se debe ajustar a mano.

En la tabla 1.2 se escriben matematicamente nuevamente los vectores esquematizados en la
figura 1.4 relacionan las componentes cartesianas (A,;, Ay;) con los angulos f; y «;. Como
se observa en la primera columna de la tabla 1.2, al usar los angulos 3; y «;, los signos que
definen la orientacién de los vectores, se ha puesto a mano a partir de lo que se observa en
la figura 1.4.

Vector ffz Componentes [3; Componentes «;
Axl = Al Sen (51
Ay = A cos (B
Axg = AQ sen ( Og

) )

) (o)

(82) (a2)

Ay2 = Ag COS (ﬁg) Ayg = Ag sen (CYQ)
(Bs) (a3)

) (@)

—

1 = _Axli + Aylj

Ay = —Apgi — Ayj

—

A= Agi- Ay | T

Ays = Az cos (B3

Tabla 1.2: Componentes cartesianas en términos de los dangulos 3; y «; de los vectores representados en la
figura 1.4.

Coordenadas polares

En dos dimensiones la magnitud de un vector A y su dngulo 6 (medido respecto al semieje
positivo) representan las coordenadas polares del vector y se relacionan con las coordenadas
(A, Ay,), denominadas componentes cartesianas, a través de las expresiones:

A, = Acos(0), (1.14)
A, = Asen(0), (1.15)

donde A representa la magnitud del vector A. De manera similar, las transformaciones
inversas (de cartesianas a polares), vendréan dadas por las siguientes expresiones:

A=/22+, (1.16)

0 = arctan %) . (1.17)

Como ya se habfa mencionado, las relaciones (1.14) y (1.16), provienen de las propiedades
geométricas de un tridngulo rectangulo, donde la magnitud del vector A se asocia a la
hipotenusa de dicho tridngulo. La expresién para calcular el dngulo 6 (ecuacién (1.17)),
presenta una ambigiiedad que se debe manejar con cuidado. Por ejemplo, si se tienen los
siguientes vectores:



16 Algebra de vectores

e 2. 2, 3 2. 2.
PR NN (118)

al evaluar el angulo # mediante la expresién (1.17), se tiene

V2 _V2
04 = arctan (é) =m/4, 6O = arctan < é) = 7/4, (1.19)

2 T2

con lo cual 84 = 6p. Sin embargo, los vectores A y B 1o estdn orientados en la misma
direccién. En este caso, el dangulo 64 se utiliza por convenciéon para definir la direccién
correcta del vector A. Por otro lado, el angulo 65 es el angulo medido entre el semieje x
negativo y el vector B. Para evaluar el angulo convencional del vector é, se calcula como
Op. = Op + m, donde Op. es el angulo medido respecto al semieje x positivo. No siempre
es necesario encontrar el angulo respecto al semieje positivo x; basta con especificar a qué
semieje se refiere el angulo utilizado para definir la orientacién de un vector.

Ejemplo 1.2. Se tiene los vectores A; (i = 1,2,3,4) representados en coordenadas
cartesianas por:

A = —2i—3j, A, =2i+4j,
Ay = 3i-2j, A, =-3i+2]. (1.20)

Para los vectores propuestos, en este ejemplo se calculard las componentes polares de cada
uno de los vectores.

Solucion: Grdficamente los vectores A; se muestran en las figuras 1.5, donde se indica
también el dngulo polar 0; para cada vector. Al aplicar las relaciones (1.14) y (1.16) al
vector Ay, se tiene:

A= /(=22 + (-3)2 = V25, (1.21)

-3 3
a; = arctan (—2) = arctan (5) (1.22)
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Figura 1.5: Ejemplo (1.2). Representacion gréfica de cuatro vectores en un plano.
El dngulo o graficamente se especifica en la figura 1.5a. El dngulo entre el semieje positivo
x y el vector Ay, se obtiene a partir de (ver figura 1.5a):
01 = + . (123)

Realizando el mismo procedimiento para los restantes vectores, se obtienen los valores definidos
en la tabla 1.5.

Vector A; Magnitud angulo 6;
A= 92i-3j oTd=y2 | HTofT
L J f; = arctan (%) + 7
fYQ =2 + 4} 4+ 16 = /20 | 65 = arctan (%)
(

A3 =3i—27 [V9+
Ay=—=3i+2] | VI+

94 =T — 0y
0, = ™ — arctan (%)

o

—

Tabla 1.3: Ejemplo (1.2). Magnitud y direccién de los vectores A;.
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1.1.2. Coordenadas cilindricas
El sistema de coordenadas cilindricas resulta muy conveniente en situaciones y problemas

que tengan simetria cilindrica. Para determinar completamente un vector en tres dimensiones
en coordenadas cilindricas, se necesitan tres valores, que se definen por:

1. La coordenada A, ya introducida en coordenadas cartesianas.

2. La magnitud de la proyeccion del vector A sobre el plano x, y, que se denominara como
A,. Matematicamente dicha magnitud se determina a partir de:

A, = /A2 4+ A2, (1.24)

3. El angulo # medido en el plano xy desde el eje z positivo, hacia la proyeccién del vector
A sobre el plano xy, que se expresa como:

tan (0) =

D>|@D>-

8

(1.25)

Las coordenadas cilindricas en el plano xy son equivalentes a las coordenadas polares
en dos dimensiones. Asi que se puede visualizar a las coordenadas cilindricas, como
las coordenadas polares de un vector mas su componente A,. Para un vector A las
coordenadas cilindricas se muestran graficamente en la figura 1.6.

Figura 1.6: Vector en coordenadas cilindricas.
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1.1.3. Coordenadas esféricas

Para describir cualquier vector en coordenadas esféricas se necesita especificar la magnitud
del vector y su direccién a partir de dos angulos, los cuales en términos de las componentes
cartesianas del vector, son:

1. La magnitud del vector ff, que matematicamente viene dada por:

A=A = /A2 + A2 + A2, (1.26)

2. El dngulo ¢, el cual corresponde al angulo que forma la proyeccion del vector A sobre
el plano zy. Mateméticamente en términos de las coordenadas cartesianas, viene dado
por:

tan (¢) = =2, (1.27)

El angulo ¢ es equivalente al angulo 6 definido en coordenadas polares o cilindricas,
pero se utiliza otra notacién ya que en general en coordenadas esféricas se utiliza el
simbolo @ para definir una segunda variable angular, como se explica en el siguiente
item.

3. El angulo 6, representa el angulo que forma el vector A respecto al eje z positivo.
Matematicamente, se relaciona con las componentes cartesianas a través de :

A

VAT A+ A

Graficamente la figura 1.7, muestra las coordenadas esféricas para un vector A.

cos (0) = (1.28)

Figura 1.7: Vector en coordenadas esféricas.
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1.2. Operaciones con vectores

En esta seccién se presentan las generalidades de las operaciones que se pueden realizar entre
vectores, en particular se discute como realizar: la multiplicacion de un vector por un escalar,
la suma, resta, producto punto y producto cruz.

1.2.1. Multiplicacién de un vector por un escalar

Una cantidad escalar es aquella que se especifica por completo mediante un valor tnico
(carece de coordenadas que especifiquen direccién), y puede ser un valor real (R) o un
niimero complejo (C)!. Si se realiza el producto de un escalar o por un vector 1{ el resultado
es un vector y dicha operacién es lineal, tal que:

(07

(a+B)

= wector, (1.29)
— oA+ pA. (1.30)

NI )

1.2.2. Suma de vectores

La suma de dos vectores resulta en otro vector y es una operacién que obedece las propiedades
de conmutacion y asociacion de la suma, es decir:

A+B = B+ A, 1.31)
(A+B)+C = A+ (B+0). (1.32)

Método analitico
Analiticamente la suma de dos vectores A y B, que en coordenadas cartesianas se representan

CO1mao:

Agi+ Ayj + ALk, (1.33)
— B,i+ B,j + B.k, (1.34)

o o
|

viene dada por:

A+B = (Ax% + A+ Azl%) + (Bxi +B,j + le%)
— (Au+Bo)i+(Ay+ B, j+ (A. + B.) k. (1.35)

1 El conjunto de nimeros reales esté contenido dentro del conjunto de ntimeros complejos; es decir R € C
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El equivalente de (1.35) en dos dimensiones es:

A+ B = (Ad+A])+ (Bi+Bj) = (A +B)i+(4,+B)] (130

Ahora, si la suma implica N vectores identificados como ffl, donde [ = 1,...N, tal que:
Ay = A+ Ayj + Auk, (1.37)

entonces la generalizacién de la ecuacién (1.35) es:

A+ A+ .+ Ay = (Ap1 + Agz + oo+ Apn)i
+(An+Ap+ . +AN)]
(A + A+ .+ ANk

= (Z Aml) i+ (Z Ali) i+ (Z Aa:l) k. (1.38)

. — N —
Como la suma de vectores es un vector, el vector suma que denominaremos S = > ;" A,
tendrd una componente S, en direccién ¢, una componente S, en direccién j y una componente
S, en direccion k, que teniendo en cuenta (1.38), vendran dadas por:

N

Se =Y Au, (1.39)
=1
N

Sy=> Ay, (1.40)
=1

N
S.=> Ay, (1.41)
=1
tal que
N A
S=> A =8,i+8,j+S.k. (1.42)
i=1

Ejemplo 1.3. Si A y B vienen dados por:

= 3i—2j + 4k, (1.43)
— —bi— 3] + 2k, (1.44)

Wy

Encontrar el vector §: <3/T+ 2]§
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Solucion: En este caso se tiene que:

Uy
I

3£+2§:3(37§—25+4/%)+2(—5%—3§'+212;)
_ (9%—6}+121%) + (—10%—6§'+41%)

(9—10)i14 (=6 —6) 7+ (12+4) k
—1i — 12 + 16k. (1.45)

Por lo tanto, las componentes cartesianas del vector S son:

S, = —1, (1.46)
S, = —12, (1.47)
S, = 16. (1.48)

Ejemplo 1.4. Dos fuerzas ﬁA Y ﬁB, que se encuentran en el plano xy, se aplican sobre
un pequeno objeto que se encuentra localizado en el origen de un sistema coordenado. La
magnitud de la fuerza Fy es de 50.0 N y se aplica formando un dngulo de 30° con el eje x
positivo. La fuerza Fy tiene una magnitud de 80.0 N y forma un dngulo de 135° con el eje
x positivo. Una tercera fuerza C se aplica sobre el cuerpo de manera que la fuerza resultante
sobre el objeto se anula. Para el sistema planteado, se determinard la magnitud y direccion
de la tercera fuerza. La representacion grdfica de estos vectores se muestra en la figura 1.8.

:bl

S
<>

Ky

Y

(a)

Figura 1.8: Ejemplo (1.4). Se representa tres vectores cuya suma es igual a cero
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Solucion: De acuerdo a la figura 1.8, el vector ﬁA se puede representar analiticamente en
la forma:

Fp = Fagi + FayJ, (1.49)
donde:
Fup = Facosf =50.0cos30 N, (1.50)
Fu, = Fasenf =50.0sen30 N, (1.51)
con lo cual,
Fy=50.0 Ncos30 i +50.0 Nsen30j = 50.0 (Cos 307 + sen 30}') N. (1.52)

Ahora, el vector Fg se puede expresar como:

Fp = —Fg,i + Fp,J, (1.53)

siendo,
Fp, = Fpcosa=80.0 N cos (180 —135) = 80.0cos45 N, (1.54)
Fp, = Fpsena =80.0 Nsen (180 —135) = 80.0sen45 N. (1.55)

A partir de lo anterior, se tiene que,

Py = —80.0 N cos45i +80.0 N sen 45) = 80.0 (— cos 457 + sen 455') N. (1.56)

La tercera fuerza Feo de magnitud y orientacion no especificados, se puede representar como:
Fo = Fogi + Foyj. (1.57)

Siendo que la fuerza resultante, es decir, la suma vectorial de las tres fuerzas debe anularse;
se debe cumplir que:

Fo+ Fy+ Fo=0. (1.58)
El vector nulo (0) se representa como:
0= 0i+ 07, (1.59)
por lo tanto,
0 = 00+0)
= Fao+ Fp+ Fo
— 50,0 <Cos 307 4 sen 305) N +80.0 (- cos 453 -+ sen 455') N+Cyi+C,j

= (50.0 Ncos30 — 80.0 Ncos45 + C,) i+ (50.0 N sen30 + 80.0 Nsen4d5 + C,) 7,
(1.60)
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con lo cual:
50.0 N cos30 — 80.0 N cos4b + Fr, = 0, (1.61)
50.0 Nsen30+ 80.0 Nsen4b + F¢y, = 0 1.62)
Finalmente se tiene,
Fer = (80.0cos45 —50.0cos30) N ~ 13.3 N, (1.63)
Fey = —(80.0sen45+ 50.0sen30) N ~ —81.6 N.
(1.64)
De manera que el vector ﬁc corresponde al vector
Fr=13.3 Ni—81.6 Nj = (13.3% . 81.6}') N. (1.65)

Este vector se muestra en la figura 1.8. Ahora, el dngulo o que determina la direccion de
esta fuerza, se determina a partir de:

tano = ——, (1.66)

con lo cual,
81.6
= arctan —— =~ 80.7°. 1.67
o = arctan ;o (1.67)

Ejercicio 1.1. Tres fuerzas ﬁA, ﬁB Yy ﬁc, actuan sobre un objeto. La magnitud de la fuerza
Fy es de 350 N y actia en la direccion de 40° al norte del este. La magnitud de la fuerza
Fiy es de 62.0 N y se ejerce en la direccion norte. La fuerza ﬁc de 35.0 N actia al sureste.
Para la situacion planteada se calcule: a) La magnitud y direccion de la fuerza resultante Fr
y, b) las componentes x yy de ﬁR.

Método grafico

Una manera de sumar graﬁcamente dos vectores A y B y obtener el vector suma S=A+ B
consiste en colocar el vector B a continuacién del vector A manteniendo la direccion de
ambos vectores. Asi el extremo de uno coincidird con el origen del otro. El vector suma S
serd aquel que va desde el inicio del vector A hasta el extremo final del vector B , COMO se
observa en la figura 1.9. Ya que la suma es conmutativa, S=A+B=FE+A. El proceso
grafico descrito anteriormente para encontrar el vector suma se puede realizar a la inversa;
es decir, al vector B se le suma el vector ff, por tanto el extremo del vector B ser4 el origen
del vector ff, de tal manera que el vector S ir4 desde el inicio del vector B al final del vector
A. El proceso descrito anteriormente se denomina como “método del triangulo”, dado que
la combinacion de los vectores ff, B y el vector S forman un triangulo; sin embargo, se debe
entender que la ubicacién de los tres vectores en el triangulo, debe respetar la regla de suma
grafica descrita anteriormente (la ubicacién de Ay Bnoes aleatoria).
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Figura 1.9: Suma de vectores.

El método descrito anteriormente para sumar graficamente més de dos vectores se denomina
“método del poligono”, el cual consiste en unir graficamente los N vectores, respetando la
idea que el extremo final de un vector corresponde al origen del préximo vector que aparezca
en la suma, formando asi una cadena. El vector suma corresponderd al vector trazado desde el
inicio del primer vector (el primer “eslabén” de la cadena), al final del ultimo vector (tltimo
“eslab6n” de la cadena), tal como se indica en la figura 1.10, donde se indica graficamente
la suma de cinco vectores. Ya que la suma es conmutativa, el orden en el cual se unan los
vectores es aleatorio (siempre que el inicio de un vector coincida con el final de otro). El
vector suma para los cinco vectores descritos en la figura 1.10, es:

S=A+B+C+D+E. (1.68)

En la gréfica, intencionalmente el proceso de suma se realiza sin respetar el orden en el cual
cada vector aparece en la suma asociada a S.

}

B

N}

C
B S—
D

&,

Figura 1.10: Método del poligono.

Una forma alternativa de sumar graficamente dos vectores, y que en la literatura se conoce
como el “método del paralelogramo”, consiste como su nombre lo indica, en construir un
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paralelogramo a partir de los dos vectores que se desea sumar. Para construir el paralelogramo
se ubica el origen de cada uno en un punto comuin (es decir, se unen por sus “colas”) y se
forma el paralelogramo trasladando una copia de cada vector para formar los lados opuestos
necesarios para completar los cuatro lados del paralelogramo en mencién. El vector suma,
corresponderd al vector que va desde el punto comtn que coincide con el origen de cada vector
y que finaliza en el vértice opuesto del paralelogramo construido. La figura 1.11, muestra la
suma de dos vectores por el método del paralelogramo.

Figura 1.11: Método del paralelogramo.

Ejemplo 1.5. Un vector A tiene una magnitud de 10.0 em y estd dirigido en la direccion
de x positivo. Otro vector B de magnitud 7.0 cm forma un dngulo de 45° con el eje x. Un
tercer vector C posee magnitud de 16.0 ecm y forma un dngulo de 70° con el eje x. Para
la configuracion de vectores descrita, se mostrard grdficamente el vector suma utilizando el
método del paralelogramo, y se encontrard sus componentes cartesianas analiticamente.

Solucion: Para analizar grdficamente el proceso de suma de los vectores correspondiente,
se dibujard en primer lugar cada uno de ellos en un plano cartesiano dos dimensional, que
se indican en la figura 1.12a. La representacion grdfica de la suma de los tres vectores en
consideracion, con el respectivo vector suma 5_’: se indica en la figura 1.12b.

.

(a) (b)

Figura 1.12: Ejemplo (1.5). Suma de vectores en representacion gréfica.
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Para encontrar el vector suma analiticamente, se determinard en primer lugar las componentes
cartesianas de cada uno. Para el vector A las componentes son:

A, =10.0 cm, A, =0 cm, (1.69)
de manera que,

A= Ayi =10.0i em. (1.70)

Ahora, el vector B se debe expresar como:

B = B,i + B,j, (1.71)
siendo,
B, = Bcosa="7.00 cmcos4b=7.00(0.707) cm = 4.95 cm, (1.72)
B, = DBsena="7.00 cmsen45 = "7.00(0.707) cm = 4.95 cm, (1.73)
de manera que,
B= (4‘95% + 4.95}') cm. (1.74)

Finalmente, el vector C se expresa como:

C=Chi+C,J. (1.75)
con
C, = Ccosf=16.0 cmcos70=16.0(0.342) c¢m = 5.47 cm, (1.76)
C, = Csenf =16.0 cmsen70 = 16.0(0.940) c¢m = 15.0 c¢m, (1.77)
con lo cual:
= (5.475 + 15.03') cm. (1.78)

Ast, la resultante es:
S = A+B+C
— 10.0i em + (4.95% + 4.95}) em + (5.4% + 155) cm

= (10.04+4.95+5.47) 1 em + (4.95 + 15.0) j em
= 20.47 em 4+ 20.05 cm. (1.79)

Ejercicio 1.2. Determinar la magnitud y direccion del vector resultante del ejemplo (1.5).

Ejercicio 1.3. Un barco establece un rumbo de 45° durante dos horas logrando un desplazamiento
de 36.0 km. Posteriormente, cambia la ruta a 135° por cuatro horas hasta recorrer una
distancia de 48.0 km. Los dngulos se miden siempre respecto al mismo eje. Determine
analiticamente y grdaficamente el desplazamiento total.
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Ejercicio 1.4. Un barco avanza hacia el norte y recorre una distancia de 70.0 km. Posteriormente
cambia su rumbo manteniendo una direccion constante hasta alcanzar su ubicacion final. Al
final del recorrido, la ubicacion del bote se encuentra a una distancia de 55.0 km en relacion

a su punto de partida y el vector de posicion forma 30° respecto al semieje positivo del eje

x. Determinar el desplazamiento y el rumbo del sequndo recorrido del barco.

Ejercicio 1.5. Un domiciliario debe realizar un recorrido de cuatro cuadras hacia el norte y
posteriormente cinco cuadras hacia el oeste para entregar una pizza. Encontrar el desplazamiento
realizado (vectorialmente), la direccion del mismo y la distancia recorrida.

Ejercicio 1.6. Un golfista aficionado realiza tres golpes para alcanzar el hoyo. Los desplazamientos
de la pelota son: 7.00 m hacia el norte, 3.00 m hacia el noreste (45° respecto al semieje
positivo del eje x) y 1.50 m hacia el suroeste (—45° medido respecto al semieje positivo del

eje x). Partiendo del mismo punto inicial, un golfista profesional logra llegar al hoyo en un

solo golpe. Determinar la magnitud del desplazamiento que realizaria la pelota y la direccion
asociada a dicho desplazamiento.

1.2.3. Resta de vectores

Restar dos vectores A — B , se puede interpretar como la suma del vector A mas el vector
(—B), es decir:
A—B=A+(-B). (1.80)

El vector (—é) representa un vector de igual magnitud que el vector é, pero orientado en
sentido contrario a B, de manera que si:

B = B,i + B,j + B.k, (1.81)
entonces,

—B = —B,i — B,j — B.k. (1.82)

Se debe precisar que la operacion resta no es conmutativa en el sentido que:

A-B+B-A, (1.83)

pero si es conmutativa si se entiende como una suma, tal que:

A-B=A+(-B)=-B+A. (1.84)
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Ejemplo 1.6. Se tiene los vectores A y B en dos dimensiones dados por:

= 3i+4j, (1.85)
= —5i+42j. (1.86)

oo N

Determinar el vector resta ﬁ = ff — §

Solucién: La resta A — B corresponde a:

A-B — A+(-B)

= (3% +4j’> + (—(—5% + 2}))
- <3% + 4}) + (52 - 2})
= (345)i+(4—-2)7
8i + 2. (1.87)

La figura 1.13, muestra grdaficamente el vector resultante ff—é, interpretado como A+ (—é) )

y
2 y
3__ —_
A
24 _ +2
14+ z +1
F——-x X
12 3 4 -5 -4 -3 -2 -1
y
N —B)
3T A
2+ /. B
1+ Ax
X
123456738

Figura 1.13: Resta de vectores A 4 (—B).

Ejemplo 1.7. Un automévil recorre 45.0 km hacia el norte y luego 25.0 km en una
direccion de 30° al norte del este. Para el movil planteado, se determinard la magnitud y
direccion del vector que representa el desplazamiento total del automouvil.

Solucion: En la figura 1.1/ se muestra grdaficamente los correspondientes desplazamientos y
el vector resultante derivado por el método grdfico del tridngulo.
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Figura 1.14: Ejemplo (1.7). Desplazamientos parciales y total para la situacién descrita en el enunciado del
ejemplo (1.7).

Con el fin de obtener analiticamente el desplazamiento se aplica el método grafico del paralelogramo,
el cual se muestra en la figura 1.15.

&V

Figura 1.15: Ejemplo (1.7). Desplazamiento total aplicando el método del paralelogramo.

Segin la figura 1.15 se tiene que:

Dy = Dy,j = 45.0] km. (1.88)
En el caso del sequndo desplazamiento el vector 52 se expresa como:
Dy = Dy i+ Doy, (1.89)
donde
Dy, = 25.0 kmcos30 = 25.0(0.866) km = 21.6 km, (1.90)
Dy, = 25.0 kmsen30 = 25.0(0.500) km = 12.5 km, (1.91)
por tanto,
Dy = 21.6 kmi + 12.5 kmj = (21.6% + 12.5}) km. (1.92)

Entonces, el desplazamiento total es:

—

Dr = 514-52

— 45.0] km + (21.6% + 12.5}') km

= 21.61 km + (45.0 + 12.5)j km

- (21.6% + 57.55) km. (1.93)
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La magnitud del desplazamiento total es:

::JD3+D§:VRmﬁkmf+«W5kmf:614mn (1.94)

En tanto que la direccion resulta:

21.6 km  21.6
p— pr— 1.
tnd = e m 575 (1.95)
con lo cual,
21.6
0 = arct 20.6° 1.
arctan (575> 0.6°. (1.96)

EJer01c1o 1.7. Considere cuatro vectores dados por: A=25i+3. 55, B=1. 054—4 55 +2. 5]2:
C = 15Z+20]+30k yD—30j+15k a) Calcular el vector E = A—I—B—i—C—l—D b)
calcular el vector F = A— B+ C — D. ¢) Obtener la magnitud de los vectores E Y F.

Ejercicio 1.8. Suponga que A =500+ 3.05 + 1.0k Y B =20+ 1.05 + 3.0k. a) Calcular:
A+ B; A— B; 2A+3B. b) Obtener la magnitud de los vectores resultantes del punto a).

Ejercicio 1.9. Dado los vectores A =10+ 3.05 y B = 3.0i — 4.07, determinar: a) la
magnitud y direccion del vector —4B, b) la magnitud y direccion del vector 2A + 3B. ¢)
Obtener la magnitud de los siguientes vectores: A+ B, A— B y 2A + 3B.

EJer01c10 1.10. Tres vectores son dados por: A = 2.0i + 3. 07, B = 1.0i + 5. Oj y c =
—1.004-3.07. Teniendo en cuenta que se debe satisfacer la siguiente identidad: C = alA—i-azB
determinar los valores de ay y as.

Ejercicio 1.11. Dado que A=6.00— 2.07 y B=—4.0i — 3.05 + 8.0k. Encontrar un vector
C tal que: 3A —2C = 4B.

Ejercicio 1.12. Obtener un vector A con una magnitud de 6 unidades y que tenga la misma
direccion que el vector B = 3.00 — 6.05 + 2.0k.

Ejercicio 1.13. Considere los vectores A Y B del ejercicio (1.8). Calcular los vectores
unitarios correspondientes a las expresiones: A+ B; A—B;2A+3B.

1.2.4. Producto punto

El producto punto, producto escalar o producto interno, entre dos vectores, genera una
cantidad escalar. Dados dos vectores A = Ayi + Ayj + Aky B = Byi + Byj + Bk, el
producto punto entre A y B, se define como:

A-B=A,B,+ A,B, + A.B.. (1.97)

Una definicion equivalente con interpretacion geométrica para el producto punto, viene dada
por:
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A-B = ABcosf,,, (1.98)

donde 6,5 identifica el angulo formado entre el vector A y B.

Figura 1.16: Angulo entre dos vectores utilizados en la definicién del producto punto.

En la figura 1.16 se muestran dos configuraciones distintas de un vector A y un vector B y
el correspondiente angulo 6,5 en cada caso.

Entre las propiedades mas importantes del producto punto estan:

1. El producto punto es conmutativo, tal que: A-B=E-A.

2. A partir de la figura 1.16, y de la propiedad:

cos (A £ B) = cos Acos B F cos B cos A, (1.99)
se puede establecer que:

COS (yp = €08 (2 — O45)
= cos 27 cos (0,45) + sen 2w sen (0,5)
= cos (045), (1.100)

por lo tanto, los angulos 6,5, y a5 son equivalente en la definiciéon del producto punto.

. Una caracteristica muy importante radica en que Acosf,; es la proyecciéon del vector

A sobre el eje definido por el vector B. De igual forma Bcosf,; se interpreta como
la proyeccién del vector B sobre el eje definido por el vector A. En la figura 1.17 se
muestra las proyecciones en mencion para dos direcciones distintas de los vectores A
y B. Por lo anterior, el producto punto se puede considerar como la multiplicacién
de la magnitud de uno de los vectores por la proyeccién del segundo vector sobre el
primero. Si dos vectores son perpendiculares, no se puede proyectar uno sobre otro (o
la proyeccién de un vector sobre otro es cero), por lo cual el producto punto de dos
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vectores perpendiculares es cero. Lo anterior también se deduce de la definicién del
producto punto, ya que cosf,; = 0, si 0,, = 7/2.

Figura 1.17: Proyecciones asociadas al producto punto.

Una aplicacién del producto punto en Fisica, se encuentra en la definicién de trabajo.
Cuando se tiene una fuerza constante, el trabajo realizado por la fuerza para llevar una
particula de un punto caracterizado por el vector de posicién 7; a un punto caracterizado
por el vector 7y es igual a :

—

W =F. (7 — 7). (1.101)

Se puede decir que la componente de F que genera trabajo es la componente de la
fuerza proyectada sobre el vector desplazamiento (7'y — ;). Asi que la componente de
F que es perpendicular al desplazamiento no contribuye al trabajo. Por otro lado, en
un movimiento circular, la fuerza centripeta es perpendicular al desplazamiento, y por
lo tanto, el trabajo realizado por dicha fuerza, siempre es cero (no existe proyeccién de
la fuerza centripeta sobre el vector desplazamiento).

Ejemplo 1.8. Para los vectores A y B dados por (ver figura 1.18) :

A = 3i+4j, (1.102)

B = —5i+2j. (1.103)

Para los vectores descritos anteriormente se encontrard el producto interno A- B y el dngulo
formado entre los dos vectores.
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y
Jr y
3__ —
A
2+ 5 T2
14 11
s e e I e e x
1 2 3 4 -5-4 -3-2-1

Figura 1.18: Ejemplo (1.8). Representacién grafica de los vectores descritos en el enunciado del ejemplo (1.8).

Solucion: El producto punto A.B estd dado por:

AB = (3?+ 4}) . (—5?+ 2})
= (3%(=5)) + (4%2)
= —T.

El dangulo entre el vector A Y B se puede determinar teniendo en cuenta que:

AB = ABcos (045),

por lo tanto:

(0.15) AB 7
CoS = — = —
AB B VO+16v25 + 4
7
- L _~ 0296,
51/29

tal que:

0 = cos ! <—L>
AP 529
~ 105.07°.

Ejemplo 1.9. Se tiene dos vectores definidos por:

= i+jtk
= i+J,

oo N

(1.104)

(1.105)

(1.106)

(1.107)

(1.108)
(1.109)
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donde A en (1.108) corresponde a un vector que conecta los vértices opuestos de un cubo
de lado 1, y B une los vértices opuestos de un cuadrado de lado uno en el plano zy (figura
1.19). Para los vectores en estudio, se encontrard el angulo entre los dos vectores.

Figura 1.19: Ejemplo (1.9). Representacién gréifica del vector A y el vector g, asociados al ejemplo (1.9) en
tres dimensiones.

Solucion: Se puede observar que si se considera un triangulo rectdngulo, siendo la hipotenusa
la magnitud del vector A el vector B corresponderd a un lado de dicho tridngulo, como se
observa en la figura 1.20. De acuerdo con lo anterior el angulo 645 entre el vector A y el
vector B geométricamente es :

B 2
Oap = cos ' (Z>:cosl % ~ 35.264°. (1.110)

El resultado anterior se puede comprobar teniendo en cuenta la definicion del producto punto,
tal que:

Figura 1.20: Ejemplo (1.9). Angulo entre los vectores asociados al ejemplo (1.9) en dos dimensiones.



36 Algebra de vectores

SN}
]}
I

(?+§+E> - <?+§>
- 1+1=2 (1.111)

Ahora:

A-B
cos (fap) = cos! (E)

= cos”!

2
— ) ~ 35.264°. 1.112
<\/§\/§ ) (1.112)
Con el anterior resultado se comprueba el valor del angulo 6 45 determinado geométricamente.

Ejemplo 1.10. En este ejemplo se encontrard el producto punto entre los vectores A Yy
B definidos por:

— 2i+3j + 1k, (1.113)
= —2i+3j - 5k. (1.114)

o o

Solucion: El producto punto entre los vectores A Y B corresponde a :

S
o
I

(2?+ 37 + 1@) : (—2?+ 37 — 5@)
2% (—=2)+3%3+1x%(=H)
(1.115)

El anterior resultado establece que el vector A es perpendicular al vector B.

Ejemplo 1.11. En este ejemplo se encontrard un vector que este en el plano xy y que
sea perpendicular al vector A = 3.00 + 2.05.

Solucién: Se denotard como B el vector que se desea encontrar. Ahora, si éste se encuentra
en el plano xy, la representacion mas general estd dada por:

B = B,i+ B,j. (1.116)
Siendo que los vectores A Y B deben ser perpendiculares, se debe cumplir que,

A .B=0, (1.117)
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con lo cual, resulta:
0 = A-B= (3.0%+2.0§'> : <Bx§+Byj'>
= 3.0B, +2.0B,. (1.118)

Al no ser considerado algun otro requisito asociado al vector B, de la condicion anterior se
puede determinar la siguiente identidad:

3.0
B, = ——DB,, 1.11
de manera que el vector B se escribe como:
= 5 . .~ 3.0 _ -
B = Byi+B,j=DByi— —B,j
2.0
~ 3.0,
= B,|li——7]. 1.120
(i-357) (1.120)

Al ser B, una constante indeterminada, el hecho de que A Yy B sean perpendiculares, establece
que existe un numero infinito de vectores B de la forma

= ~ 3.04
B=DB,(i——J 1.121
(i-359). (1.121)

que cumplen el requisito exigido.
Ejemplo 1.12. En este ejemplo, se evaluard el dngulo entre los vectores:

A=1.0i+3.0j —6.0) (1.122)
B =2.0i +2.0j + 5.0k (1.123)

Solucion: De la definicion del producto escalar se tiene que:

A B = ABcos, (1.124)
donde 0 es el dngulo entre los vectores A Y B. Ahora, se sabe que,

A.B = (4.02 +3.0) — 2.0}) . (2.0% 1 2.0f + 5.0/2:)

= (4.0)(2.0) + (3.0) (2.0) + (—2.0) (5.0)
—= 40 (1.125)

Por otra parte,

= \/(4.0)2 +(3.0)2 + (—2.0)* = 5.4, (1.126)

B = \/(2.0)2 +(2.0)* 4 (5.0 = 5.7. (1.127)
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De manera que el angulo entre los vectores es:

A . B 4.0
AB (5.4) (5.7)
— 82.5° (1.128)

§ = arccos

= arc cos [ } = arccos (0.13)

Ejemplo 1.13. En este ejemplo se mostrard que para el vector C = A + B, se cumple
que:

a) Si C? = A% + B2, el dngulo entre los vectores es 90°.
b) Si C? < A%+ B2, el dngulo entre A y B es mayor de 90°.

c) Si C* > A? + B2, el dngulo estd entre 0 y 90°.

Solucién: Si el vector A se representa en la forma:
A=A+ Ay + Ak, (1.129)

la magnitud de define por:

A= JA2+ A2 4 A2, (1.130)

de manera que,
2 42 2 2
AT = A, + A, + A, (1.131)
Ahora, el producto escalar de A consitgo mismo resulta en:

A X = (At A+ Agk) - (A + Ayj + Ak)
= A2+ A+ A (1.132)

lo que permite concluir:
A=A A (1.133)
Ahora, si C=A+ E, se determina que:

-B

v

c? = C.C= <Z+§> : (/T+E> —A-A+A-B+B-A+
— A4+ B>+24.B = A?+ B*>+2ABcos/), (1.134)
donde 0 es en dngulo formado entre los dos vectores. Cuando C* = A% + B2, resulta:

C? = A+ B* = A> + B* + 2AB cos ¥, (1.135)
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a partir de la cual se determina,

2ABcosf = 0. (1.136)

Si los vectores A Y B no son nulos, la identidad se garantiza si:
cosf =0, (1.137)

lo que implica que 0 = 90°. Ahora, si se cumple que C? < A%+ B2, la relacién (1.134) indica
que:

C? = A+ B* +2ABcosf < A* + B, (1.138)
que es equivalente a

AB cosf < 0. (1.139)

Siendo que A y B identifican las magnitudes de los vectores A Y E, estas deben ser positivas,
de manera que la desigualdad (1.139) se cumple solo si:

cosf < 0. (1.140)

Este resultado se da si el angulos entre A Y B es mayor de 90°. Finalmente, si se considera
el caso cuando C* > A% + B?, la ecuacion (1.134) se interpreta en la forma:

C? = A* + B> + 2ABcos > A* + B?, (1.141)
que se reduce a:
2ABcosf > 0. (1.142)
Esta identidad solo se cumple cuando
cosf > 0, (1.143)

condicion que se garantiza cuando el dngulo 0 estd comprendido entre 0 y 90°.

Ejemplo 1.14. Se tiene un vector A (t) que depende del tiempo en la forma:
A(t) = cos (wt) i + sen (wt) 7, (1.144)

(t)

donde w es una constante. Para el vector propuesto, se calculard 4 y se mostrard que éste

vector es perpendicular a A (t).

Solucion: Los vectores unitarios i y j son constantes en magnitud y direccion, es decir, ellos
no cambian con el tiempo, de manera que:

%t(t) = % cos (wt) 7 + sen (wt) j]
— % | cos (wt) i} ~I—% [ sen (wt)ﬂ
= %:cos( )}H—i[sen(wt)}j

= —wsen (wt)i 4 wcos (wt) ]

= w [ — sen (wt) i + cos (wt) j] . (1.145)
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Ahora, si los vectores /T(t) Yy %Et) son perpendiculares, su producto interno debe ser nulo, lo

cual se puede demostrar a partir de la definicion del producto punto, tal que:

At)- # = [ cos (wt) i + sen (wt) j] W [ — sen (wt) i + cos (wt) j]
= w [ — cos (wt) sen (wt) + sen (wt) cos (wt)}

= 0 (1.146)

Ejercicio 1.14. Encontrar un vector que se encuentre en el plano xz de magnitud igual a
5.0 unidades y que sea perpendicular al vector A = 3.0¢ + 2.05 + 1.0k (existe mds de una
solucion).

Ejercicio 1.15. Deducir un vector que simultdneamente sea perpendicular a los vectores
A=4.004+3.0) y B=—1.00 — 3.05 + 2.0k (existe mas de una solucion).

Ejercicio 1.16. Determinar el dngulo entre el vector A =300+ 4.07 + 4.0k y el semieje
positivo del eje x.

Ejercicio 1.17. Obtener el angulo entre los vectores:

2.0i + 1.0 + 2.0k (1.147)

A=
B =3.0i — 6.0 + 2.0k (1.148)

1.2.5. Producto cruz

La multiplicaciéon de dos vectores mediante la operacion denominada producto cruz, genera
una cantidad vectorial. El simbolo para esta operamon es X . De tal manera que si se
considera el 81gulente par de vectores A = A,i+ Ay] + Ak y B B,i+ By] + Bk, entonces

el producto cruz C = A x B se define como:

k

I B . .
C=AxB= ’ A, A, A.|=(A,B.— A.B))i— (A,B. — A.B,)j
B, B, B

xT

Yy z

+ (A.B, — AyB,)k. (1.149)
Propiedades del producto cruz

Entre las propiedades méas importantes del producto cruz, estan:

1. Tomando en cuenta la ecuacion (1.149), el vector resultante C seré perpendicular tanto
al A como al vector B lo cual se puede demostrar asi: Se toma el producto punto entre
el vector A x B y el vector A, tal que:
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GhE)AZQ@&_&&ﬁ4&&_&&ﬁﬂ&&_%&%)

-(A£+AJ+A£)

= (A,B. — A.B))A, — (A,B. — A.B,)A, + (A, B, — A,B,) A,
= A,B.A, — A.B,A, — A,B.A,

+ A.B,A, + A,B,A. — A,B, A,

= 0. (1.150)

por lo tanto, (f_f X é) A =0 y se sabe que el producto punto entre dos vectores
perpendiculares es cero, por lo tanto, el vector (ff X E) es perpendicular al vector A.

De igual forma se puede probar que (ff X ]§> es perpendicular a B.

La anterior demostracion se puede evidenciar desde una perspectiva geométrica, considerando
el hecho de que dos vectores (en dos o tres dimensiones) siempre generan un unico
plano. Dicho plano puede ser por ejemplo el plano de una hoja o el de un tablero. Por

lo tanto, si se calcula el producto cruz entre dos vectores el resultante siempre sera
perpendicular al plano definido por los mismos. En el caso de escoger el plano de una

hoja para representar los dos vectores, el producto cruz entre los dos se encontrara
sobre el eje que atraviesa perpendicularmente el plano de la hoja .

2. El producto cruz es anticonmutativo, tal que:
AxB=-BxA (1.151)

Lo anterior se evidencia a partir de la definicién (1.149); teniendo en cuenta que al
intercambiar dos filas en una matriz, su determinante cambia de signo.

3. A partir de la definiciéon se puede establecer que la magnitud del producto Ax B se
puede escribir como:

|A x B| = ABsen (6,,,), (1.152)

donde 6, representa el angulo que forma el vector A con B. En la figura 1.21 se
indica graficamente los angulos 0,; v 745 que pueden ser utilizados en la definicién
de la magnitud del producto cruz, teniendo en cuenta que senf,; = sen-y,;. De igual
forma, se indica el dngulo o, y se determina que senf,, = —sena,; = |sena,y|
(dado que sen a,; < 0), por lo tanto, se puede utilizar el dngulo o, en la definicién
de la magnitud del producto cruz, siempre y cuando se tome el valor absoluto de la
funcién seno (ya que la magnitud de un vector siempre debe ser un valor positivo). Si
el angulo entre los dos vectores que intervienen en el producto cruz es 7 o 0 (vectores
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antiparalelos o paralelos respectivamente), entonces el producto cruz es cero ya que
senm = sen( = 0. Si por el contrario los dos vectores son perpendiculares, entonces
sen(0,5) =1 (0, =7/2)y |[AX B| =

Figura 1.21: Angulos asociados a la definicién de la magnitud del producto cruz entre dos vectores.

4. Ya que Asen (0,5) representa la componente del vector A sobre el eje perpendicular que
define la direccién de B (ver figura 1. 22) la magnitud |4 x B| se puede entender como
la multlpllca01on de la proyeccién de A sobre un eje perpendicular a B por la magmtud
de B (o la rnultlphcamon de la proyeccion de B sobre un eje perpendicular a A por
la magnitud de A). A partir de la explicacion anterior se evidencia que dos vectores
paralelos o antiparalelos tienen producto cruz cero, ya que la proyeccién mencionada,
€s cero.

5. La magnitud del producto cruz entre dos vectores, es igual al drea del paralelogramo
definido por el vector A y el vector B (ver drea sombreada de la figura 1.22). Lo anterior,
dado que el area de un paralelogramo corresponde a la multlphca(non de la base por
la altura. Si observamos el paralelogramo construido con los vectores A y B segun se
esquematiza en la figura 1.22, la base del paralelogramo corresponde a la magmtud del
vector B y la altura a la proyecccion del vector A sobre un eje perpendicular a B es
decir Asenf g, por lo tanto:

Area = BAsenfO,5 = |A x B|. (1.153)

B
>

Figura 1.22: Proyeccion del vector A sobre un eje perpendicular al vector B.
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Es muy t1til poder determinar la direccién del producto cruz de dos vectores sin realizar
calculos. Para ello existen recursos mnemotécnicos, como los que se presentan a continuacion.

Direcciéon del producto cruz

En esta seccion se presentan tres recursos mnemotécnicos para determinar la direccién del
vector resultante en un producto cruz entre dos vectores, sin realizar calculos.

1. Regla de la mano derecha: considere el producto cruz entre dos vectores A y B tal
que:

C'=(AxB). (1.154)

Para determinar la direccién del vector C por este método, se sitia la mano derecha
con los dedos extendidos en direccion del primer vector presente en el producto cruz
(vector A), tal que la palma de la mano debe “mirar” al segundo vector (vector B)
segtn se indica en la figura 1.23 (ya que el producto cruz no es conmutativo, se debe
tener claro que el primer vector hace referencia al vector que aparece a la derecha en
la definicién del producto cruz). El pulgar se ubica perpendicularmente al dedo indice.
Con esa disposicién, el dedo pulgar indica la direccién del vector c , de tal manera que
al girar los cuatro dedos extendidos (con el dedo pulgar como eje de giro), se pueda
“alcanzar” al segundo vector (vector é) El giro que realicen los dedos para alcanzar
la direccién del segundo vector debe ser menor que 7, si no es asi, se ha posicionado
incorrectamente la palma de la mano y se debe verificar que la palma de la mano
derecha “mire” correctamente hacia el segundo vector, garantizando que al girar los
dedos (cerrando la mano), se pueda alcanzar al segundo vector con un giro menor a 7.
El pulgar nuevamente indicard la direcciéon del producto cruz.

ZA
BA
- Uan
\\ A
& Y
z Ax B

Figura 1.23: Regla de la mano derecha.

2. Otra recurso mnemotécnico para determinar el giro, es simplemente ubicando en un
plano los dos vectores (puede ser el plano de una hoja de papel, el plano del tablero
o el de una pantalla, donde se esté viendo el problema, recordando que dos vectores
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siempre estdn en un mismo plano independiente de si tienen dos o tres componentes),
si el giro (menor de ) que debe realizar el primer vector para alcanzar el segundo es
en contra de las manecillas del reloj, entonces el vector resultante del producto punto
saldra del plano establecido por los dos vectores que intervienen en el producto cruz
(ver figura 1.24a). Si por el contrario el giro necesario para que el primer vector alcance
al segundo es a favor de las manecillas del reloj, la direccion del vector resultante en el
producto cruz “entrard” al plano (ver figura 1.24b). El giro que se debe realizar desde
el primer vector para alcanzar al segundo, no puede ser mayor de 7, si es mayor de 7
se debe cambiar el sentido del giro que se esta realizando.

N

(a) (b)

Figura 1.24: Ejemplo del uso de la regla de la mano derecha.

3. Ahora, si no se tiene en cuenta la restriccion sobre el dangulo del giro planteada en

el dltimo ftem (que sea menor que 7), y se toma siempre el sentido contrario a las
manecillas del reloj para ir desde el primer vector hasta el segundo, entonces si el
angulo necesario para alcanzar al segundo vector es menor a m, entonces el vector
resultante del producto saldra del plano establecido por los dos vectores (“sale” de la
pagina), y si el 4ngulo necesario es mayor a 7 (manteniendo siempre el sentido contrario
a las manecillas del reloj), entonces el vector resultante del producto “entra” al plano
definido por los dos vectores que intervienen en el producto cruz. La figura 1.25 muestra
un vector A y varios vectores denominados B; y D;. Al realizar el producto cruz entre
el vector A y los vectores B,, el giro (en contra de las manecillas del reloj) para ir de
A hasta B; es menor a y por tanto el vector C = A x B, apunta hacia fuera de la
péagina. Por el contrario para ir de A hasta D; el giro necesario es mayor a m y por
tanto el vector C' = A x D; apunta hacia dentro de la pagina.

Ejemplo 1.15. Se tiene los vectores dados por:

i+ +Fk
it (1.155)

o] N
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A x B; = AB;|sin6,,|(k)

A x D; = AD;|sin0,,|(—F)

Figura 1.25: Otra perspectiva en la determinacién de la direccién del producto cruz.

Para los vectores planteados, en este ejemplo se calculard el valor del angulo entre los dos
vectores. Se verificard de igual forma que el resultado coincide con el obtenido por métodos
geométricos en el ejemplo (1.9).

Solucion: El producto cruz de los vectores A y el vector B wviene dado por:

o Pk
AxB = |11 1
1 10
= —li—(-1)j+0k
= —Ti+1j. (1.156)
Ademas,
’A‘X E‘ = ABsen (04p), (1.157)
por lo tanto:
(|ixs
0 = S —
AB Sen AR

_ —1 \/§ ~ o
= sen (W) ~ 35.264°. (1.158)

Como se observa, se obtiene el mismo resultado encontrado en la ecuacion (1.112).
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Ejemplo 1.16. En el ejemplo (1 10) se determind que el vector A = 2i + 3] + 1k es
perpendicular al vector B=-2+ 3] — 5k: por lo cual se deduce que entre ellos debe existir
un dngulo de 90 grados, lo cual en este ejemplo se comprobard con ayuda de la definicion
del producto cruz.

Solucion: En primer lugar se tiene que:

o ik
Ax B = 2 3 1
2 3 -5
= (=15-3)i—(=10+2)j+ (6+6)k
— —18i+8j + 12k. (1.159)

Ahora, el dngulo entre el vector A y el vector B vendrd dado por:

‘/T x B
4 = sen 15
1 V182 + 82 4 122
= sen
V22 R+ 1V22+ 324 5
= sen ! —532 =sen —532
V14y/38 V14 % 38

= sen ' (1) = 90°. (1.160)
Con el anterior resultado se comprueba que los vectores en estudio son perpendiculares.

Ejemplo 1.17. En este ejemplo se demostrard que los vectores:

= 1.00 — 3.0j + 2.0k (1.161)

A
B = —4.00i + 12j — 8.0k, (1.162)

son paralelos.

Solucién: Dados los vectores A Y E, la magnitud del producto vectorial Ax B es definida
por:

‘/_fx é’ — ABsen®, (1.163)

donde 0 es el dngulo entre los vectores A Y é, de manera que si los vectores son paralelos se
debe cumplir que:

AxB=0. (1.164)
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Para el caso en consideracion se determina que:

~ ~

o i j k
AxB = | 1.0 =30 20
40 12 —80

_ [0 20 | sl L0 20 | ] L0 =30

= ' 12 =80 40 -8.0 40 12

= 1[(—3.0) (—=8.0) — (2.0) (12.0)] — 7 [(1.0) (=8.0) — (2.0) (—4.0)]
+£[(1.0) (12) — (—=3.0) (—4.0)]
0. (1.165)

Una manera alterna de demostrar lo anterior, es observar que:
B = —4.0i + 125 — 8.0k = —4.0 (1.02 —3.0j + 2.01%) — 404, (1.166)

lo que indica que A Y B son paralelos.

Ejemplo 1.18. Se tiene dos vectores, A Y B. Para los vectores en consideracion, el
producto escalar y la magnitud del producto cruz son iquales. A partir de los datos anteriores,
se encontrard el dangulo formado entre los dos vectores.

Solucion: El producto escalar entre los vectores A Y B se define como:
A - B = ABcosh. (1.167)
Ahora, la magnitud de su producto vectorial es dada por:

‘/T X E‘ = ABsen6. (1.168)

ya que el problema planteado establece que,

— —

A -B=|AxB]|, (1.169)
se determina que:
ABcosf = ABsenf, (1.170)
es decir,
cosf =send, (1.171)
lo que tmplica:
ii:g — tanf =1, (1.172)

por tanto,

0 = arctan 1 = 45°. (1.173)
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Ejemplo 1.19. Se considera los vectores: A = 1.0i + 3.0j, B = 2.0i — 1.0j y C =
1.0z + 2.05. A partir de los vectores descritos, en este ejemplo, se mostrard que:

/Y~<§><C7>:(7-(/Tx§). (1.174)

Solucion: La cantidad escalar:
A (é x é) : (1.175)

se conoce como triple producto escalar y matemadticamente se muestra que satisface la siguiente
tdentidad:

—

A-(Exé)=/¥-<éx§):é-(ﬁx§). (1.176)

Para este caso se cumple que:

~ ~

o 7k
BxC = [20 —-1.0 0.0
1.0 20 00
_ | L0 00| _+f20 00|, ;20 ~10
20 00| 7|10 00 1.0 20
%(02 —7(0) + k[(2.0) (2.0) — (—1.0) (1.0)]
= 5.0k (1.177)
Ahora,
A (é X é) - (1.0% + 3.0}') : (5.01%) = 0.0, (1.178)
De forma similar,
o ik
AxB = |10 30 00
20 —1.0 0.0
_ 3| 30 00| _+10 00| ;10 30
~ ' =10 00 2.0 0.0 20 —1.0
= 1(0) - 7(0) + £ [(1.0) (—=1.0) — (3.0) (2.0)]
= —7.0k. (1.179)
De donde,
G (A’ x E) = 1.0i + 2.0 - (—7.0/2:) ~ 0.0, (1.180)

resultado que garantiza la identidad.
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Ejemplo 1.20. EI conjunto de vectores: g = 5.0? —2.0j + 3.0k, B = B,i+3.0j + B.k,
tienen un producto cruz C' = A x B = 2.05 + C,k. A partir de los vectores descritos se
encontrard los valores B, B, y C.,.

Solucion: Dado que C=Ax E, se determina que:

~ ~ ~

) o i ]k
C = AxB=|50 —20 3.0
B, 30 B,
.| =20 30 50 30| ;|50 20
B 3.0 B, B, B, B, 3.0
= (=2.0B.—9.0)i+ (—=5.0B. +3.0B,) ) + (15 + 2.0B,) k. (1.181)

Ahora, siendo que C = 2.07 + C’Z];:, se debe cumplir que:

2.0] + C.k = 0.0i+2.0j +C.k
= (—=2.0B,—9.0)i+ (=5.0B. +3.0B,) ] + (15 + 2.0B,) k.

(1.182)
La igualdad anterior se garantiza, si en cada lado, las componentes del vector son iguales;
es decir
—2.0B,—-9.0 = 0.0, (1.183)
—5.0B,+3.0B, = 2.0, (1.184)
154+2.0B, = (.. (1.185)
La primer ecuacion establece que:
9.0
B,=——=—-4.5. 1.186
2.0 ( )

De la relacion (1.184) se determina que,

1 1
B, = — (2045.0B,)=—[20+5.0(—4.5
g 20+ ) =35 [20+50(=4.5)]
= —6.8. (1.187)

Finalmente, a partir de (1.185), se tiene que:

C.,=15+20B,=154+2.0(—6.8) =1.4. (1.188)
Ejercicio 1.18. Tres vectores /Y, B Y c poseen las siguientes componentes: A, = —3.0,
A, =20, A, = -20;, B, =10, B, =00, B, = -1.0; C; = 20, C, = 1.0, C, = 0.0.

Calcular.‘a)g-<§+c_;),b)ffx(g%—c_:) c) A (BXC’) d)ffx(éxé)

EJQI‘CICIO 1.19. Sean los vectores A = 5. 0] —6.5] y B = —3. 57 +7.05. Un tercer vector
C se localiza en el plano xy y resulta perpendicular al vector A. Sin embargo, C-B =150
unidades. Calcular las componentes del vector C.
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Pregunta 1.1. Un excursionista realiza una serie de recorridos durante dos semanas, cada
uno de cuatro dias, cada n dia saliendo de su nueva ubicacion, cada semana iniciando los
recorridos desde el mismo origen. En la tabla 7?7 se muestra la informacion de los diferentes
recorridos. Respecto a los vectores de desplazamiento en cada semana de recorrido es correcto
afirmar que:

a) Es el mismo para los dos recorridos.

b) Tienen la misma magnitud pero diferente direccion.

c) Tienen la misma direccion pero diferente magnitud

d) Son diferentes tanto en magnitud como direccion.

Semana | Dia | Distancia recorrida | Direccion
1 30.0 km este
Semana 1 2 20.0 km sur
3 6.0 km oeste
4 22.0 km norte
1 4.0 km este
Semana, 2 2 10.0 km norte
3 28.0 km este
4 8.0 km sur

Tabla 1.4: Distancias recorridas por semana

Pregunta 1.2. Tomando en cuenta los datos suministrados en la pregunta (1.1), la orientacion
de los vectores desplazamiento en la semana 1 y semana 2, son respectivamente:

a) Noreste y sureste
b) Noreste y noreste.
c) Sureste y sureste.

d) Sureste y noreste.

Pregunta 1.3. Considere los vectores A Yy B de la figura (1.26). En este caso, es correcto
afirmar que el vector C' es igual a:

a) A/cost
b) B+ A

¢) A— B
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Figura 1.26: Ejercicio (1.3). Tres vectores formando un tridngulo rectdngulo

d) Acost
e) B—A

Pregunta 1.4. Dos estudiantes participan en un concurso en el cual gana quien logre realizar
un desplazamiento de magnitud 5m y siga las siguientes indicaciones:

1. En el instante de tiempo t; debe estar en la posicion (2.0m,y ).
2. En el instante de tiempo ty debe estar en la posicion (5.0m,2.0m).

3. to >ty y los estudiantes no pueden realizar movimientos adicionales.
¢ Cudl deberia ser la posicion y, del estudiante para ganar la competencia?

a) yp = —2.0m ¢y, = 6.0m
b) y1 =2.0m 6 y; = 6.0m
c) y1=1.0m dy; =4.0m
d) yy = —1.0m ¢ y; = 4.0m

e) Ninguna de las anteriores

Pregunta 1.5. Un wvector tiene una magnitud de 10 unidades y se ubica en el sequndo
cuadrante de un sistema cartesiano, formando un dangulo de 30° con el eje y. Para el vector
en mencion, la componente T es:

a) 10v/2
b) 10/+/2
c) =5

d) 5
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e) 10

Pregunta 1.6. Un vector se encuentra ubicado en el plano xy y tiene una componente x de
2.0m y una componente y de 10.0m. Si este vector se rota en el plano xy, de tal forma que
su componente x dobla su valor, la nueva componente en direccion vy, es:

a) 7.2m
b) 3.5m
c) no cambia
d) 9.3m
e) 10.0m

Pregunta 1.7. Dos vectores Vi Y V, tienen magnitud igual a d. St su producto punto es
V3d?/2, el dngulo entre los vectores es:

a) cero
b) 50°
¢) 60°
d) 45°

e) 30°



2— Fuerza Eléctrica

En general las particulas o cuerpos en la naturaleza interactiian unos con otros a través
de diferentes mecanismos y existen expresiones matematicas que se fundamentan en la
asignacion de propiedades a las particulas que se cuantifican segin el tipo de interaccién.
Por ejemplo, la masa gravitacional asociada a un cuerpo dado, determina la intensidad de
un tipo concreto de interaccién que se denomina fuerza gravitacional. En el caso de la fuerza
gravitacional la interaccién siempre es de tipo atractiva (cuerpos masivos siempre se atraen)
y de ahi que a todos los cuerpos se les asigne una masa gravitacional positiva. Otro tipo
de interaccién es la eléctrica, la cual se manifiesta en la naturaleza en forma atractiva o
repulsiva. Lo anterior hace necesario que la propiedad asociada a la interaccion eléctrica no
sea Unica y que sean asignados valores negativos o positivos para su descripcién, la cual
se ha denominado carga eléctrica. En el sistema internacional la unidad fundamental de la
carga eléctrica se denomina culombio y se denota por la letra C'. El electrén es una particula
cargada negativamente y su valor usualmente sirve de referencia en diferentes calculos. La
carga eléctrica del electron se simboliza por e y en culombios esta dada por:

e = —1,602176634 x 10"C. (2.1)

Cuerpos con carga de signo contrario se atraen mientras que cuerpos con carga del mismo
signo se repelen. Particulas que no tengan carga eléctrica no interactian eléctricamente ( o
cuerpos con carga eléctrica total igual a cero), aunque si pueden tener otro tipo de interaccién
(por ejemplo pueden interactuar por interaccién gravitacional). La interaccién eléctrica es
mucho méas fuerte que la interaccion gravitacional y por ello en cuerpos que tienen masa
pequena y carga eléctrica, prevalece la interacciéon eléctrica siendo la interacciéon gravitacional
despreciable. La expresién fundamental que describe la interaccion entre particulas cargadas
eléctricamente se conoce como Ley de Coulomb, la cual se presenta a continuacion.

2.1. Ley de Coulomb

A partir de observaciones experimentales es posible cuantificar la interaccion eléctrica, cuyas
principales caracteristicas son:

» La interaccion eléctrica se manifiesta de forma atractiva o repulsiva, por lo tanto, se



54 Fuerza Eléctrica

establecen dos tipos de carga eléctrica; dos cuerpos con la misma carga, interactian
repulsiva mente, mientras que dos cuerpos con carga contraria interactiian atractivamente.
Cuerpos que no estan cargados no interactian eléctricamente.

= El vector de fuerza eléctrica entre dos particulas cargadas, se encuentra sobre el eje
que une las dos cargas y su orientacion sobre el eje depende de si la fuerza es atractiva
o repulsiva. Si las particulas en interaccion tienen el mismo signo de carga eléctrica,
la orientacion del vector de fuerza eléctrica sera tal que indique la separacion de las
cargas y si tienen signos contrarios la orientacion de la fuerza eléctrica serd tal que
senale la atraccion de las particulas en interaccion.

= La magnitud de la fuerza eléctrica entre dos particulas cargadas, es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que separa las particulas en interaccion, lo que
es igual a la magnitud del vector que establece las posiciones relativas de las cargas.

= La fuerza eléctrica es proporcional al producto de las cargas.

q1

e
L g2
ﬁZl

=L

Figura 2.1: Dos cargas puntuales ¢; y g2, separadas una distancia 75 — 77, ejercen una fuerza entre si, que
estd dada por la Ley de Coulomb Fb;.

Estas observaciones se compilan en lo que se conoce como ley de Coulomb. La ley de
Coulomb retine las caracteristicas anteriormente mencionadas en una expresion matematica.
La figura 2.1 muestra dos particulas cargadas ¢; y ¢o, donde la posicién relativa entre ellas
es determinada por el vector Ar = 7 — 77y La fuerza eléctrica (dada por la ley de Coulomb)
que ejerce la particula ¢; sobre ¢y viene dada por:

= q29 q29
Fy =k, AQ L Ar —kﬁA (2.2)

donde en la tltima igualdad de (2.2) se ha utilizado la relacién Ar = %, que identifica el
vector unitario orientado en la direccién de Ar. Adicionalmente segun la figura 2.1 se puede
determinar graficamente que 75 = 71 + 7, por lo tanto:

—

Ar =

Nl

_ (2.3)
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Con lo anterior, (2.4) se puede escribir como:

= q2q1 q1492 o 5
Iy =ko—Ar=k,———— — ) 24
21 N |y — 713 (72 = 71) (2.4)

En la expresion (2.4), k. es una constante de proporcionalidad, cuyo valor es (En el sistema
internacional SI):

2

N
— 8.0874 x 1092

ke = 5
47eg C?

(2.5)

donde a su vez, ¢; representa una constante, denominada como la permitividad en el vacio,
y su valor en el SI es:

02
o = 8.8541878176 x 10712 ——. (2.6)

Nm?
En los calculos numéricos que se desarrollan en este libro, se utiliza una aproximacion para
ke, tal que: k. = 9 x 10° Nm/C?. Por otro lado, el vector Ar = 7 — 7 en (2.4) corresponde a
un vector dirigido desde la carga ¢; (quien ejerce la fuerza) hacia la carga ¢o (quien siente la
fuerza eléctrica), como se indica en la figura 2.1. A partir (2.4) es posible también determinar
la fuerza que ejerce g9 sobre ¢y, la cual esta dada por:

= q192 " - q192 " o =

Fio=ke——=(r1 —13) = —ke5—=7(T2 — 1) = —F5. 2.7
En la ultima igualdad de (2.7) se ha enfatizado que la diferencia entre la fuerza que siente ¢
por g2 y la que siente g por ¢, radica exclusivamente en la direccién del vector Ar = (75 —77),
ya que si Ar va de q; a ¢, entonces —Ar, va de ¢ a ¢;.

En este texto, el orden de los subindices j,7 (o los que hagan sus veces) que aparecen en la
expresion de la fuerza eléctrica ]*j’j,-, determina la particula que siente la fuerza y la particula
que ejerce dicha fuerza, correspondiendo el primer indice (j en Z*?’ﬂ) a la particula que siente
la fuerza y el segundo indice (7) a la particula que ejerce dicha fuerza. Por lo tanto, la fuerza
que ejerce una particula ¢ sobre una particula j, se escribe como:

i = ket (7 — ) = kol . (28)
|7 — 73] i
En (2.8), en la dltima igualdad se ha definido
= 75— 7 (2.9

El vector 7; es independiente del sistema de coordenadas que se utilice. En la figura 2.2 se
muestra el vector 7; y dos sistemas coordenados diferentes en los cuales se observa claramente
que 7;; no se ve afectado. Ya que 7j; es el vector que finalmente se necesita para calcular
la fuerza eléctrica, el resultado debe ser independiente del origen y orientacién del sistema
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coordenado utilizado para establecer la posicién de las particulas. Lo que si depende del
sistema cartesiano son los vectores de posicién 7; o 7; (pero no su resta rj; = 7; — 75).

Las expresiones escritas anteriormente para la fuerza eléctrica entre dos particulas cargadas,
se aplican independientemente del signo de las cargas. Si las dos cargas que intervienen
tienen el mismo signo, entonces la direccién de la fuerza F’;l corresponde a la direccién de
;i (de tipo repulsiva). Si por el contrario, las cargas tienen signos opuestos, saldrd un signo
negativo en el producto ¢;¢o que aparece en la expresion de la fuerza eléctrica (en tal caso
G1G2 = —|q1g2]) y por tanto la direccién de la fuerza ﬁ]z serd —77; (es decir, de tipo atractiva).

qi

Figura 2.2: Invarianza del vector 7%;.

Ejemplo 2.1. Se tiene dos particulas con cargas ¢ = 1.0uC y ¢ = 3.0uC y masas
mi = 1.0g y ms = 2.0g, las cuales se ubican en las posiciones 7, = —3.0mi + 5.0mJ y
7% = 5.0mi + 2.0mj, respectivamente, como se observa en la figura 2.3. Para el sistema
planteado se evaluard: a) la fuerza eléctrica que ejerce la particula con carga g sobre la
particula con carga qo, b) la aceleracion de la particula go cuando se encuentra en la posicion
To.

y(m)
q1 5 4
L~
721 < .
A
2 S~ >
. 31 71
™ q2 .
21 > Fy
2
14
—t—1— ]
-4 -3 _—2 _1 1 2 3 4 5 x(m)

Figura 2.3: Ejemplo (2.1). Ley de Coulomb aplicada a la interaccién de dos particulas.
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Solucion: En primer lugar, se tiene que:

For = 7 — 71 = (5.0mi + 2.0mj) — (—3.0mi + 5.0my)
= 8.0mi — 3.0my. (2.10)

Reemplazando (2.10) en (2.8), se deduce que:

o 4291 R Q20 A ~
Fat = he o (2 = 1) = b (g g gy (8.0mi — 3.0m))

— 0 x 10° 2 2022 (8.0mi — 3.0m) )

- (3.84 x 1074 — 1.4 x 10*43) N. (2.11)

En las dos ltimas lineas de (2.11) se han realizado reemplazos numéricos, teniendo en cuenta
que q1qz = 3uC? = 3 x 10712C2. Dado que para una particula con masa constante, la fuerza
es iqual a F= ma, la aceleracion de la particula con carga qo justo cuando se encuentra en
la posicion 15 es:

3.84 x 107N . 1.44 x 10~ 4N . -m
10-3%kg T — 10-kg =3.84 x 10~ 8—22—144><10 2],

—

[

(2.12)

donde se ha tenido en cuenta que m; = 1.0g = 1.0000 x 1073kg. Se debe aclarar que la
fuerza que siente la carga qo debida a ¢, cambiarda a medida que la posicion relativa entre las
dos cargas en consideracion cambie, y por lo tanto también cambiard la aceleracion (ya que
depende de la distancia relativa entre las cargas); es decir, el valor de dy dado por (2.12)
es correcto exclusivamente para la separacion de las cargas inicialmente considerado (no es
constante).

2.2. Interaccién entre varias particulas cargadas

Para encontrar la fuerza que un sistema de N particulas cargadas identificadas por el indice @
(1 =1,2..., N) ejercen sobre una particula cargada j, se aplica el principio de superposicion,
de tal manera que la fuerza total sobre la carga j corresponde a la suma vectorial de la fuerza
que ejerce cada particula ¢ sobre la particula j, es decir:

N N G
o ~ Y5 _; -
=S Fi=) jke 7 —n!3 7). (2.13)

i#] i#]

La expresién (2.13) se conoce como el principio de superposicién. Para explicar el uso de
(2.13) se realiza el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.2. Se tiene un sistema de 4 particulas, con las siguientes cargas, masas y

posiciones:
¢ = 1.0uC, 7 = 2.0mi + 2.0mj, my = 1.0g,
¢ = —2.0uC 7 = —2.0mi + 1.0m} ms = 1.0¢,
g5 = —3.0uC 7y = —1.0mi — 1.0m} ms = 2.0g,
qs = 6.0uC 7y = 1.0mi — 2.0m my = 1.0g.

(2.14)

Teniendo en cuenta la configuracion de cargas anteriormente descrita, se encontrard la fuerza
que ejercen las particulas 1,2 y 4 sobre la particula 3.

Solucion: La fuerza total sobre la carga g3, viene dada por:

4
Fy =Y "Fy = Fy + Fy + Py, (2.15)
7#3
Ahora:
Py — 7 = —3.0mi — 3.0my7, (2.16)
Py — 7 = 1.0mi — 2.0my, (2.17)
Py — 7y = —2.0mi + 1.0my. (2.18)

Asi que al reemplazar en la ley de Coulomb, se tiene que:

= B L o Nm? —3uC? ( 5 A‘>
F - ke# - = 9 10 —30 - 30 5
0= ke s =) = 0 0 e e s s e
- (1.18 x 107% + 1.18 x 10—35) N (2.19)
o Br L o Nm? 6uC> ( R A.>
F - ke# - — 9 10 ]_O - 20 B
= ke = 12) = 90 M0 s Gy (1O = 2.0m)
_ (5.36 % 1073 — 1.07 x 10*25') N, (2.20)
= Bqs L S o Nm? —18uC? ( A A,)
F == keﬁ - == 9 10 —20 10 5
= ke (8 =7 = 90 W0 o T oy e Lomg
- (3.22 x 1072 — 1.61 x 10—25) N. (2.21)

Finalmente:
Fy = 3.87 x 1072Ni — 2.56 x 1072N7j. (2.22)

Ejemplo 2.3. Cinco cargas iguales de magnitud Q, se encuentran localizadas en un
semicirculo de radio R como se muestra en la figura 2.4. Calcular la fuerza que se ejerce
sobre una carga q que se encuentra en el centro del circulo.
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Figura 2.4: Ejemplo (2.3). Seis cargas ubicadas simétricamente sobre un circulo.

Solucion: Para solucionar el problema planteado, se parte de la expresion para la ley de
Coulomb dada por:

] q:4; S
Fji = keﬁ (T’j — T’Z’> . (223)

Se tomard el origen de coordenadas, como la posicion ocupada por la carga ubicada en el
centro del circulo (carga q). Al identificar la carga ¢ como la carga q; en la expresion (2.23),
es posible establecer que 7; = 0, con lo cual:

F= ke| qf§i|3 (—F) = ke |qf|1; (—7) . (2.24)
T T

Ahora, la magnitud de los vectores de posicion para cada una de las cargas q; = @Q); con
i=1,2,3,4,5, es la misma, tal que: |7;| = R. Entonces:

= qi4; -
Fji = ke R; (—77) . (2.25)

A partir de la la figura 2.4 es posible establecer las siguientes relaciones:

7" = Rj, (2.26)
7 = —Rcos45i+ Rsen45), (2.27)
7 = —Ri, (2.28)
7y, = —Rcos45i — Rsen45], (2.29)
7 = —Rj. (2.30)
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Con lo cual:

By = k(gg (—7) = —k. %R - —ke%} (2.31)
F, = k % (—12) =k % (R cos 45i — Rsen 45;) = kE% (cos 457 — sen 45?) (2.32)
Fig = kg (<) =k, %{ (F7) = k. gf i (2.33)
Fu = k % (—74) =k % (R cos 45i + Rsen 45]> ke% (cos 45 + sen45§) (2.34)
Fis = kA5 (=75) =k, ]%ff (R7) = k. ggg (2.35)
De manera que la fuerza neta que se ejerce sobre la carga q es:
F = Fp+Fy+Fs+Fy+Fg
—k. C}?{gA + ke C]i;] <cos 457 — sen 453) + ke%/i\—i- ke ?%g <cos 457 + sen 45])
e
- ke% 1+ 2¢0s 45 | 7 = ke% (1 + \/5) 7 (2.36)

V2
2

Ejemplo 2.4. Una particula de masam y de carga q, estd restringida a moverse verticalmente
en un tubo cilindrico sin friccion, como se muestra en la figura 2.5. En el fondo del tubo se
localiza una carga QQ; de igual signo que q, que se mantiene fija. A partir de la configuracion
planteada se realizard lo descrito en los siguientes items: a) Determinar la separacion que
deben tener las cargas, de tal manera que la carga q se encuentra en equilibrio. b) Mostrar
que si esta masa se desplaza ligeramente de su posicion de equilibrio, dicha carga realizard
un movimiento armonico simple.

F,
A q

yoé

i‘@

Figura 2.5: Ejemplo (2.4). Particula de carga ¢ bajo la influenza de interaccién eléctrica y su peso.
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Solucion: Si la carga q se encuentra en equilibrio a una altura yo de la carga QQ, se debe
cumplir que:

Y F,=F.—-w=0, (2.37)
donde:
F, = ke@, w = mg, (2.38)
Yo
con lo cual
keg =mg, (2.39)
Yo
es decir:

Yo = (kquf. (2.40)

myg

Ahora, si se desplaza la carga q hacia abajo una distancia y de la posicion de equilibrio
establecida en ygy, se ejercerd una fuerza neta hacia arriba, de manera que:

d2
ZFy :Fe—w:kreﬂ2 — mg = may, :m—‘g, (2.41)
(yo + ) dt
por lo tanto
d? ke
—y—i—kg:& (2.42)

d* m (yo +y)’

resultado que se puede expresar como:

d*y keqQ
ﬁ - 2 +g=0. (2.43)

Ahora, siy < yg, se cumple que y—% < 1 y es posible establecer que

1 ; _ (Hg)g 1ol (2.44)

Y Yo Yo
(1 + Yo
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con lo cual

& e
0 = %Y _ qQ 4y

)
dt myg (1 + %)

Py keqQ Yy
A 1-92
dt2  m yg < g
~—

12

keqQ

d? k 1
= y_iQ_(l_2£>+g

dt? m kedQ

mg Yo
= %—g+2gi+g
= %—l—z—fg/. (2.45)

Una particula con movimiento armonico simple a lo largo del eje y, se describe por la
siguiente ecuacion dindamica:
d*y 2
— +wy=0, 2.46
T2 Ty (2.46)
donde w se interpreta como la frecuencia angular. Al comparar las relaciones (2.45) y (2.46),
se determina que la particula cargada q describe un movimiento armonico simple con una
frecuencia angular:
2
W= (2.47)
Yo

Ahora, el periodo de oscilacion se expresa como:

o 2
=2 —op [ (2.48)
w 29 2q
Yo

Ejemplo 2.5. Dos cargas idénticas y pequenias de masa m y carga q se encuentran
suspendidas de un punto comun por cuerdas de longitud L. En su configuracion de equilibrio,
cada carga forma un dangulo 6 con la vertical como se muestra en la figura 2.6. Para la
configuracion propuesta, se demostrard que:

mg tan 6

=2Lsenf
q sen W

(2.49)

Solucioén: Considerando que en la configuracion de equilibrio la distancia entre las cargas es
d, la intensidad de la fuerza eléctrica entre ellas es:

F=k=>. (2.50)
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Figura 2.6: Ejemplo (2.5). Dos cargas con igual carga se encuentran en equilibrio, suspendidas por cuerdas
de longitud L.

De la figura 2.6 se puede determinar que:

d
— =lsend, (2.51)
2
de manera que
2
q
F=k———. 2.52
412 sen? 6 (2:52)

La condicion de equilibrio del sistema establece que:
> F, = F-T,=F—Tsenf =0, (2.53)
ZFy = T, —w="Tcos —mg=0. (2.54)
A partir de las relaciones anteriores, se determina que:
Tsenf = F, T cosf = myg. (2.55)

Al dividir las anteriores igualdades, se obtiene:

Tsend F 1 ¢
—tanf = — = — (k—t—), 2.5
T cos an mg  mg ( 412 sen? 9> (2:56)
es decir,
ke ¢
tan @ = —_ 2.57
an mg 4L?sen? 0’ (2:57)
resultado que permite establecer que la carga eléctrica se expresa como:
tan @
¢* = mg4L*sen’ e;gn , (2.58)

e

tan 6
q= 2Lsen9@/%. (2.59)

y finalmente se concluye que:
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Ejemplo 2.6. Una pequena particula de masa m y carga —q, estd restringida a moverse
a lo largo de un alambre horizontal sin friccion (eje x), como se indica en la figura 2.7.
A una distancia L de este alambre sobre el eje y estd localizada en una posicion fija, una
particula con carga q. A partir de la configuracion anterior, en este ejemplo se mostrard
que si la particula de masa m, se desplaza una distancia x (siendo x < L) a partir de
su posicion de equilibrio y se libera, dicha particula experimenta un movimiento armonico
simple, adicionalmente se obtendrda una expresion para el periodo.

Ya

A

Figura 2.7: Ejemplo (2.6). Movimiento oscilatorio para una carga puntual debido a interaccién eléctrica.

Solucioén: De la ley de Coulomb, la fuerza sobre una particula con carga q; debida a una

carga q; estd dada por:
= 4i4;

Fji = ke——5= (15 — 7 , (2.60)
|75 — 7l
donde q; representa la carga sobre la cual se ejerce la fuerza, que en este caso serd la particula
con carga —q (¢ = —q), cuya posicion se determina por el vector: ¥; = xi. La carga g;
corresponde a la carga fija sobre el eje y, es decir q; = q, cuya posicion estd definida por el
vector r; = —Lj. A partir de lo anterior, se tiene que:
7 — 7 = i — (—L}) —zi+ L, (2.61)
adicionalmente

7 — 7| = Va2 + L2 (2.62)

Asi, la fuerza entre las dos cargas es dada por:

—

Fi = ket (7 — 7))
|75 — 7]

= b (a4 1)) (2.63)
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La carga q esta restringida a moverse sobre el eje x, por lo tanto se infiere que debe existir
una fuerza interna entre el alambre y la carga q, que anule la componente y asociada a la
fuerza ﬁﬂ definida por (2.63), la cual no se analiza debido a que no es importante para el
objetivo propuesto. Por otra parte, al estar restringida la carga —q a moverse a lo largo del
eje x, se debe cumplir que:

. d2—' d2 . 2 R
g o S S S (:m) (2.64)
dt? dt? (2 + L?)?
de manera que:
pe 2 2 2
md—tf =— eq—éa: = —k, :] 5T = —k, j T T. (2.65)
(22 + L2)2 (22 (= +1))° (g +1))°
St <1, entonces 2—22 < 1, lo cual permite realizar la siguiente aproximacion:
3
1 x2\ 2 3 22
(1+ %)
entonces,
d2 2 1 ke 2
md—tf _ —keqL—;” 2 o LZ z, (2.67)
[(E+1)]?
lo que establece que:
dx kg
— = 0. 2.68
@z mL" (2.68)

La ecuacion anterior indica que si x < L, la particula describe un movimiento armonico
simple alrededor del origen O y a lo largo del eje x, donde es posible identificar la siguiente
frecuencia angular:

keq?
== 2.69
= (2.69)
por lo tanto, el periodo de oscilacion es:

2 2 L3
=" S o [ (2.70)

w keq2 keq2

mL3

Ejemplo 2.7. Una vara rigida de 1.5 m de largo es equilibrada por un pivote (ver figura
2.8). Una particula con carga ¢ = 7.0 x 1077 C, estd localizada en uno de los extremos
de la vara. A una distancia d; = 20.0 em por debajo de la carga q; se ubica una carga fija
G2 = —qi1. Para balancear la atraccion entre las dos cargas, se suspende un bloque de masa m
a una distancia dy = 30.0 ecm del punto de equilibrio, como se indica en la figura 2.8. Para
la configuracion planteada, se determinard el valor de m para que el sistema esté en equilibrio.
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g

Figura 2.8: Ejemplo (2.7). Vara rigida en equilibrio por la interaccién de dos cargas eléctricas, un pivote y
una masa m.

Solucioén: Si la distancia entre las cargas q1 y q2 es d, la fuerza eléctrica aplicada sobre qq
es: )
S, (2.71)

q1492 A
—_— ﬁ]'

ﬁlQZke de

El torque Ty aplicado por la fuerza ﬁlg, tomando como punto de referencia el punto de
equilibrio definido por el pivote, serd:

~

2
7_‘1 = 771 X F12 = <—d12> X <—F12j> = le]_Qk - ke%dlka (272)

donde se ha establecido que 7, = —dyi (dy = 75.0 cm). Ahora, si Ty es el torque ejercido por
el peso de la masa m que se encuentra a la derecha del punto de equilibrio, este se expresa
como:

Ty =7y X (=mgj) = (dai) x (mgj) = —damgk, (2.73)
donde se ha tenido en cuenta que 7y = dyi. Para que ezista equilibrio bajo rotacion, se debe

cumplir que: )
R+ 7 = (ke ydi — mgda)k = 0. (2.74)

De manera que:

= 2.81 x 10~%kg. (2.75)

2
= (8.988 % 10°

N-m\ (7x1077 C)?(0.750m)
“d?gd,

C? ) (0.200m)” (9.81%) (0.300m)

Ejercicio 2.1. Tres cargas, cada una de magnitud 5.0 nC', estdn localizadas en los vértices
de un cuadrado de lado 8.0 cm. Dos cargas localizadas en vértices opuestos son positivas,
y la otra carga es negativa. Encontrar la fuerza que ejercen estas cargas, sobre una cuarta
carga q = 4.0 nC, localizada en el cuarto vértice.

Ejercicio 2.2. Dos particulas con carga Q estan localizadas en las coordenadas (6.0 m,4.0 m)
y (6.0 m,—4.0 m), respectivamente, como se indica en la figura 2.9. La fuerza eléctrica
que ejercen las dos cargas sobre una carga g1 = 8.0 uC' localizada en el punto (0,0) es
3.2 x 10™* Ni. Determinar el valor de Q.
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Y

Q

Figura 2.9: Ejercicio (2.2). Tres particulas en interaccién eléctrica.

Ejercicio 2.3. Cuatro particulas idénticas de valor —q se fijan en las esquinas de un cuadrado
de lado a. Una quinta carga Q) estd ubicada a lo largo de una linea perpendicular que pasa por
el centro del cuadrado como se indica en la figura 2.10. Si z es la distancia entre el centro

del plano y la carga Q, y z < a, mostrar que Q) realiza un movimiento armonico simple y
determinar su frecuencia.

Figura 2.10: Ejercicio (2.3). Cargas puntuales —¢ ubicadas en un cuadrado de lado a, interactuando con una
carga (Q a lo largo del eje z.

Ejercicio 2.4. Una carga puntual con carga 4.5 pC' estd localizada en el origen de coordenadas
de un sistema cartesiano. Una sequnda carga puntual con carga de 8.0 pC' estd localizada en
el punto definido por las coordenadas: v = —2.0 m yy = —1.5 m. Encontrar la ubicacion en
el plano xy, de tal manera que al colocar une electron en dicho punto, este permanezca en
equilibrio.

Ejercicio 2.5. Ocho particulas idénticas de valor ¢ > 0 se fijan en las esquinas de un cubo
de lado a, como se muestra en la Figura (2.11). Una quinta carga QQ > 0 se localiza en el
punto P, en el centro de uno de los lados del cubo. Determinar la fuerza eléctrica que se
ejerce sobre esta carga.

q
/‘

Figura 2.11: Ejercicio (2.5). Configuracién de cargas puntuales ubicadas en los vértices de un cubo,
interactuando con una carga en un punto P ubicado en uno de los lados del cubo.
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Ejercicio 2.6. Considere seis particulas ubicadas en los vértices de un hexdgono reqular de
lado a, como se indica en la figura 2.12. Evaluar la fuerza eléctrica que se ejerce sobre una
carga puntual positiva @, localizada en el centro del hexdgono.

_qt
Figura 2.12: Ejercicio (2.6). Configuracién de cargas puntuales en un hexdgono, interactuando con una carga
Q@ en el centro del hexagono.

Ejercicio 2.7. Tres cargas puntuales estan localizadas en las esquinas de un tridangulo equildtero
como se muestra en la figura 2.15. Calcular la fuerza eléctrica que ejercen estas tres cargas
sobre una cuarta cargas ¢ = 5.0 uC, localizada en el centro del tridngulo.

yﬂ

—4.00uC| ¢ —8.00uC
p x

Figura 2.13: Ejercicio (2.7). Configuracién de cargas en tridngulo equildtero.

Ejercicio 2.8. Dos particulas con carga —5q y —2q estdn localizada en los extremos opuestos
de una barra horizontal aislante de longitud L, como se indica en la figura 2.14. Una tercera
carga tiene libertad de deslizarse entre la linea que une las dos cargas. Determine la posicion
que la carga libre debe tener para que el sistema se encuentre en equilibrio y verifique si es
estable.

—5q —2q
o @ -
L

Figura 2.14: Ejercicio (2.8). Cargas puntuales en extremos de barra horizontal.
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2.3. Distribuciones continuas de carga

En esta seccién se utiliza la ley de Coulomb para calcular la fuerza ejercida sobre una
particula de carga ¢, debida a una distribucién continua de carga. Antes de comenzar con el
proceso matematico, se introduce el concepto de densidad de carga.

Cuando se hace referencia a una distribucién continua de carga, se considera cargas que se
distribuyen sobre parte o toda la region del espacio. En tales circunstancias es 1util trabajar
con densidades de carga. En el caso de cargas que se distribuyen en un volumen se introduce
el concepto de densidad volumétrica de carga, la cual se define como:

B _ dq

= AAY T av (2.76)

p

donde dV representa el volumen infinitesimal donde se encuentra distribuida una configuracion
de carga dq. La carga total contenida por un cuerpo de volumen V se calcula a partir de:

Q= /dq = /pdV. (2.77)

Ahora, si la carga se distribuye uniformemente sobre todo el volumen ocupado por el cuerpo,
la densidad de carga p es constante, y por lo tanto de la relacién (2.77) se determina que:

Q=/pdV Zp/dV =pV, (2.78)

de manera que
= — 2-79
p , (2.79)

donde V' y @ representan el volumen y la carga total del cuerpo. Cuando se habla de
distribucion uniforme de carga, se hace referencia al caso particular en el cual la relacién
Aq/AV, siempre toma el mismo valor sin importar el tamano o la ubicacién dentro del
objeto del cual se haya tomado la muestra AV (con su respectiva carga Ag). Otra forma
de decirlo, es que si se divide el objeto en n partes, cualquier parte con volumen V; tiene la
misma densidad ¢;/V; de todos los demas.

A pesar de que un objeto fisico tiene volumen, es 1util realizar algunas aproximaciones en
aquellos casos donde una o dos dimensiones del cuerpo son despreciables en relacién a la(s)
restante(s) dimension(es) que define(n) el volumen ocupado por el cuerpo. A continuacién,
se analizan separadamente las dos aproximaciones mas importantes:

1. Si dos dimensiones que definen el volumen de un objeto son despreciables en relacién
a la tercera, entonces se puede decir que el cuerpo es lineal (como por el ejemplo un
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cable, un hilo o un cabello), y al considerar que solo se tiene en cuenta una dimension,
es practico trabajar con la densidad lineal de carga, que se define como:

Ag _dg
A= lmA T (280)
donde dl identifica la longitud de un elemento del cuerpo con carga dq. Si el objeto tiene
la carga uniformemente distribuida sobre su longitud, un analisis similar al descrito
para deducir la relacién (2.79), permite establecer que:

A= (2.81)

L I

donde L representa la longitud total del cuerpo y @) su carga.

. Siel cuerpo tiene una dimension despreciable, entonces es practico utilizar una densidad

de carga superficial, simbdlicamente representada por o, la cual se define como:

Ag _ dq
= lim — = — 2.82
7T A0 AA T dA’ (2.82)
donde dA define un area infinitesimal que contiene una carga dg. Si el objeto presenta
una carga distribuida uniformemente sobre toda su area, entonces la densidad superficial

es equivalente a:

o= %, (2.83)

donde A define el drea total del objeto y () su carga.

Ejemplo 2.8. Una distribucién lineal de carga se encuentra localizada a lo largo del eje
x, desde xq hasta el infinito positivo. La densidad lineal de carga no es uniforme y estd dada
por: A(x) = ’\;)C# Para la configuracion descrita se calculard la carga total.

Solucion: La carga total debido a una distribucion lineal de carga es dada por:

Q= /)\dl, (2.84)

de manera que para la distribucion considerada, la carga total es:

o A\t * dx
Q = / da:/\(x):/ dzx ;20 :ono/ 5
xo y) o

1\~ 1
() )
T zo i)

= o (2.85)
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Ejemplo 2.9. Una distribucion de carga positiva estd localizada sobre un semicirculo de
radio R, como se muestra en la figura 2.15. La densidad lineal de carga asociada es definida
por la relacion X (0) = A\gcos O, donde 0 representa el dngulo medido respecto al eje z. Para
la configuracion planteada se calculard la carga total del sistema.

z

.

xz

Figura 2.15: Ejemplo (2.9). Distribucién de carga lineal sobre un semicirculo de radio R.

Solucion: El diferencial de longitud dl de la distribucion de carga, se puede identificar como
un segmento de arco de longitud dl sobre el semicirculo, y se puede expresar en términos del
radio R y el dngulo df, tal que: dl = Rdf. Asi, la carga total asociada al sistema se expresa
como:

0 = /dl)\=/2RdHA(9)=R/2d0)\Ocos9

.
2

= Pofen (3) —sen ()]

2

= R\[1—(=1)] = 2R\ (2.86)

vl

jus
2

= RM\ysend

Ejemplo 2.10. Un plano infinito posee un agujero de radio b como se indica en la
Figura (2.16). El plano tiene una carga que se encuentra distribuida de manera no uniforme
mediante la relacion: o (r) = 007%, donde r es la distancia medida desde el centro del agujero.
Para el sistema descrito, se determinard la carga total del plano.

Figura 2.16: Ejemplo (2.10). Carga total de un plano con carga eléctrica no uniforme.
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Solucién: Para un sistema que posee una carga distribuida sobre su superficie, la carga total
es determinada a partir de:

Q= /daa. (2.87)
De acuerdo a la figura 2.16, el elemento de drea (en coordenadas polares) es dado por:

da = (dr) (rd¢) = rdrdg, (2.88)

de manera que:

] 2m 00 2w
Q = /daa(r):/ / rdrdgbaoﬁzaob/ ﬁ/ d¢
b Jo re v 2o
1 00 2 1
= opb| —- =opb | = | (27m) = 270y. (2.89)
r 0 b

(¢)
b
Ejemplo 2.11. Un cascaron esférico de radio R, centrado en el origen de coordenadas,
posee una carga distribuida sobre su superficie de acuerdo a la relacion o () = ogsen@ (ver
figura 2.17). A partir de los datos anteriores, se calculard en este ejemplo la carga total del
cascaron esférico.

Figura 2.17: Ejemplo (2.11). Carga total en un cascarén esférico con densidad de carga no uniforme.

Solucion: Un elemento de drea sobre la superficie del cascaron en coordenadas esféricas se
expresa como: da = R%*sen 0d0d¢, de manera que la carga total es:

s 2 ™ 2
QR = /daa 0 :/ / R%*sen 0dfdpogsend = o Rz/ sen?f) dH/ do
©) 0o Jo ’ ’ 0o, 0

%(1—cos 20)
™

= 00R2%/ (1 — cos20)df (27) = oo R? <8 — %sen 26’)
0 0

= oo R* (1) = oo’ R%. (2.90)
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Ejemplo 2.12. Una esfera masiva de radio R posee una carga distribuida sobre su
volumen de manera no uniforme de acuerdo a la relacion:

ar para 0<r <R,
p(?“)Z{ Y 50

0 para r >0, (2.91)

donde a es constante y r es la distancia radial medida desde el centro de la esfera. Para esta
situacion, se encontrard la carga total de la esfera.

Solucion: La carga total asociada a un sistema caracterizado por una densidad volumétrica
de carga p es determinada a partir de:

Q= / pdV, (2.92)

donde dV' corresponde al diferencial de volumen y p a la densidad volumetrica de carga.
El elemento de volumen en coordenadas esféricas estd dada por: dV = r?sen0drdfde, de

manera que:
2m
Q = /de / / / r?sen Odrdfdeo (ar)
R 2m
= a/ rgdr/ sen@d@/ do
0 0 0
—_— A
1pa ™

2
1oy L 54
= a ZR (m) (27) = 07 R (2.93)
Ejercicio 2.9. Una objeto lineal cargado, estd localizada en el eje x, desde x = —xqy hasta

x = xg. La densidad lineal de carga del objeto se expresa por: A = )\Oz—é. Calcular la carga
total del material.

Ejercicio 2.10. Un disco cargado uniformemente de radio 45.0 cm, posee una carga caracterizada
por una densidad superfical de 8.1 x 10_3%. Calcular la carga total del disco.

Ejercicio 2.11. Una arandela cargada de radio interior a y radio extem'or b, posee una
carga distribuida sobre su superficie, dada por la relacion: o (r) = oo b donde r es la
distancia medida desde el centro de la arandela. Mostrar que la carga total a?e la arandela es:

Q = oo (V? +ab+a?).

Ejercicio 2.12. Considere una distribucion esférica de carga, con una densidad de carga
dada por:
A
) = para 0<r< R,
plr) = { 0 para r >0, (2.94)
donde A es una constante y r es la distancia radial medida desde el centro de la esfera.

Calcular la carga total del sistema.

Ejercicio 2.13. Un cilindro hueco de radio interior a, radio exterior b y largo L, posee una
densidad de carga volumétrica dada por: p(r) = ar?, donde a es una constante y r es la
distancia radial medida desde el eje se simetria del cilindro. Determinar la carga total del
cilindro.



74 Fuerza Eléctrica

Ejercicio 2.14. Un cilindro de radio R y altura h, con su eje z orientado a lo largo del eje
de simetria del cilindro, posee una densidad volumétrica de carga: p(z) = po + bz, con py y
b siendo constantes. Determinar la carga total del cilindro.

Ejercicio 2.15. Un lago aproximadamente circular de radio a, estd contaminado con productos
quimicos. Dicha contaminacion ha establecido una distribucion de carga sobre la superficie
del lago, que se expresa a través de:

o(r) =— 3_3’ (2.95)
(r2 4 ¢?)

donde ¢ es contante y r es la distancia radial medida desde el centro del lago. Calcular la
carga total que se localiza en la superficie del lago.

Con los conceptos de densidad de carga ya introducidos, es posible describir el proceso
matematico para encontrar la fuerza total que ejerce un cuerpo de carga total ) sobre una
particula puntual ¢ a partir de ley de Coulumb y el principio de superposicion.

2.4. Fuerza entre una carga puntual y un cuerpo con distribucion
continua de carga

En esta seccion se explica el método para encontrar la fuerza sobre una carga puntual g,
ejercida por un cuerpo con una carga total (), distribuida sobre un volumen, un area o una
longitud.

Figura 2.18: Ley de coulomb en una distribucién continua de carga.

El método consiste en tomar un diferencial de carga infinitesimal dg’, sobre el objeto cargado,
cuya posicién respecto a un origen coordenado estard definido por un vector de posicién 7.
El elemento dq’ se considera puntual ya que cualquier dimensién que defina su volumen dV’
es mucho menor a cualquier otra dimension relevante en el problema. A partir de lo anterior
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se procede a evaluar la fuerza s que el elemento de carga dq’ ejerce sobre la carga puntual
q ubicada en la posicion 7 con la ayuda de la ley de Coulomb, tal que:

— (=7, (2.96)

donde (77— ") es el vector dirigido desde el elemento de carga dq’ hasta la particula cargada
¢, como se muestra en la figura 2.18. Para encontrar la fuerza total F que ejerce el objeto
cargado sobre la particula ¢, se aplica el principio de superposicién y se calcula la fuerza
neta que ejercen el sistema de cargas dq’, lo que mateméaticamente consiste en integrar la
ecuacién (2.96), sobre la carga total () que caracteriza el objeto, es decir:

F(7) = k&, /Q 4y (2.97)

=P

A continuacion se presentan ejemplos en diferentes situaciones donde se aplica la ecuacién

(2.97).

Ejemplo 2.13. En este ejemplo se considera un cable infinitamente largo, ubicado a lo
largo del eje y. A una distancia horizontal a del eje y, se ubica una particula con carga q.

Para tal configuracion se calculard la fuerza total que ejerce el alambre sobre la carga q (ver
figura 2.19).

Figura 2.19: Ejemplo (2.13). Fuerza eléctrica entre una particula cargada y una linea infinita de carga.

Solucion: Para resolver el problema planteado, en primer lugar se escoge un elemento diferencial
de carga dq' sobre el alambre, y su ubicacion se asociard al vector 7. Posteriormente se
establece la expresion que define la fuerza dF (ecuacion (2.96)), que ejerce el elemento
diferencial de carga dq’, sobre la carga q ubicada en la posicion T, como se indica en la figura
2.19. Graficamente el vector (7 — ") y el elemento de carga dq' necesarios para formular la
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ecuacion (2.97) se indican en la figura 2.19, donde también se observa la fuerza dF (7). El
vector (' — ') se debe establecer de acuerdo al origen del sistema cartesiano elegido, para
ello es necesario definir la posicion del elemento de carga dq' vy la posicion de la carga q; en
este caso y segun la figura 2.19 los vectores de posicion para dq’ y q son:

7 =y'j, (2.98)
F=ai, (2.99)

ahora, teniendo en cuenta (2.98) y (2.99), se tiene que:
(F =7 =ai —yj, (2.100)

reemplazando (2.100) en (2.96), se encuentra:

e qdq’ A ~
dF = kem (CLZ — y/]) s (2101)

y por lo tanto, la fuerza total sobre q es:

o dd’' A -
F= k;/ S L — (a@' . y’j) . (2.102)
al

a? + y2)3/2

Dado que cada elemento dq' que se tome sobre el cable infinito, tiene una ubicacion diferente
respecto al origen de coordenadas (y cambia), es necesario establecer dq' en términos de la
variable y', para lo cual se utiliza el concepto de densidad lineal de carga A (ya que por ser
un cable delgado, solo una dimension es relevante). Entonces, a partir de (2.80), se tiene
que:

dg = \dl' = \dy/, (2.103)

donde se ha identificado dl' = dy’, ya que la longitud del cable se extiende en el eje y'. Al
reemplazar (2.103) en (2.102), se tiene que:

= * q)\dy’ A A
F=ke /—oo (a? 4 y2)3/2 <m a ylj) ’

00 dy’ . (%) y’dy’ .
k([ ) ()i e

En la ultima expresion los limites de integracion se han definido teniendo en cuenta que
el cable es infinito y comienza en y' — —oo y termina en y — oo. Adicionalmente, en la
sequnda linea de (2.104) se ha tenido en cuenta que q, a y A son constantes (en este caso
A no tiene dependencia respecto a la variable de integracion). Las integrales expresadas en
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(2.104), son comunes en cdlculos donde aparezcan lineas cargadas y su solucion se indica en
el apéndice (77). Teniendo en cuenta el resultado expresado en (77?), se tiene que

dy’ 1 Y
/ CESo Ryt (2.105)

A partir del resultado anterior y al considerar los limites de integracion asociados al problema,
se tiene que:

LA S S
(a2 —|—y’2)3/2 a2 bosoo \/m B

1 b b
T hued VPt VPt
-z (2.106)

La sequnda integral en (2.104) se puede simplificar bajo el reemplazo: u = a* + y'*, con lo

cual du = 2y'dy’ y se tiene que:
y'dy’ 1 du
(a2 + y2)3/? — 9 [ 32

_ ! (2.107)

ul/2’

es decir

ydy 1
/(a2+y’2)3/2 " (@ + g2 (2.108)

y bajo los limites de integracion asociados al problema, finalmente se tiene que:

o0

oo y/dyl B 1
o (a2 + y?)32 - _(a2 + y2)1/2

o bhj?o (a® + y2)1/?

—b

, 1 1
=) ((a2 )2 (@ + b2)1/2) -0 (2.109)

Reemplazando (2.109) y (2.106) en (2.104), se tiene que:

- i (2.110)
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Como se muestra con el resultado obtenido, la fuerza solo tiene componente en direccion 1.
La componente en direccion j se cancela por la simetria del problema (hay simetria respecto
al origen en el eje y).

Ejemplo 2.14. En este ejemplo se considera un configuracion similar al ejemplo anterior
(ejemplo (2.13) ), con la diferencia que en este caso el conductor serd finito, con una longitud
L, ubicado simétricamente respecto al eje x; es decir, L/2 por encima del eje x y L/2 por
debajo del eje x, como se observa en la figura 2.20. Para la situacion planteada se encontrard
la fuerza que el alambre cargado ejerce sobre una particula de carga q ubicada a una distancia
a sobre el eje x.

7 =)

B S e g,

Figura 2.20: Ejemplo (2.14). Fuerza eléctrica entre una particula cargada y una linea finita de carga.

Solucion: Todos los procedimientos desarrollados en el ejemplo (2.13) se aplican en este
ejercicio, lo unico que cambia son los limites en las respectivas integrales. Ast, la fuerza del
conductor lineal finito sobre la carga q en este caso es:

L/2 /
o q)\dy o ’7%

L/2 A/ R L/2 'du! R
Y : yay .
— keqa)\ (/;L/2 (a—2 T y/2>3/2> 71— keq)\ (/_‘L/2 (a2 + y/2)3/2> J- (2111)

Ahora, las integrales presenten en (2.111) son iguales a las expresadas en (2.105) y (2.108).
Con los limites especificos de este problema, las expresiones (2.105) y (2.108) quedan como:

/ T ,/7?/ i - (2.112)
Lo @+ 2P a2 1 T a2(a? + L2412’ :
L/2 y’dy' 1 L/2
- =0, (2.113)
/L/2 (@ + y2)32 (@@ +y2) 2|,
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FEl resultado expresado en (2.113) es una consecuencia de la simetria del problema, lo cual
anula la componente en y' de la fuerza F por lo cual dicha fuerza solo tiene componente en
direccion i, tal que:

~

F = k) , 2.114
1 a(az—i-Lz/ZL)l/2Z ( )

Al reemplazar k. = 1/4meg y A = Q/L, se tiene que:
F= 1< i (2.115)

dmegala® + L2/4)1/22'

Ejemplo 2.15. Una carga Q positiva se encuentra distribuida uniformemente sobre un
alambre delgado de longitud L, que se extiende a lo largo del eje y, como se muestra en la
figura 2.21. Una carga q positiva se localiza en el eje x a una distancia a del origen. En este
ejemplo se evaluard la fuerza eléctrica que ejerce la distribucion de carga ) sobre la carga
puntual q y se analizard el caso cuando a >> L.

Y

Y

Figura 2.21: Ejemplo (2.15). Fuerza sobre una carga puntual g, debida a una linea de carga finita .

Solucion: El procedimiento para resolver el problema bajo la configuracion planteada, es
similar el desarrollado en el ejemplo (2.13), salvo por los limites de integracion, que en este
caso van desde 0 hasta L. por lo tanto, se puede sequir el método aplicado en el ejemplo
(2.13) hasta llegar a la ecuacion (2.104), donde se deben modificar los limites de integracion
con los valores apropiados para este caso, con lo cual, se tiene que la fuerza ejercida sobre
la carga puntual q serd:

L /
= g dy A -~
P || Gtyes (0=13).

L dy’ . L y/dy/ .
k([ )ik ([ )i e
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Las integrales presenten en (2.116), se especifican en (2.105) y (2.108). Con los limites
especificos de este problema, las expresiones (2.105) y (2.108) quedan como:

L

A S .
o (a*+ 9'2)3/2 a’ \/m 0 a?(a? + L2)1/27 .
L 130 L
d 1 1 1
/ 2 - 3{2 32 (22 T (o2 iz T (2.118)
o (a®+y?) (@ +y?)2], (a4 L?) a
por lo tanto
— k:e ]_ -~ k:e 1 1 -~
i Fed@ 4 kea@ N (2.119)
a (g2 + L?)2 L l(a2+12)2 @

Ahora, para analizar el limite cuando a > L, que es equivalente a: 1 >> % se erpresa:

1 1

1

(a2+L2)% a [1 i (5)2] 2

L 2
)]
a a
SR YA S (2120)
T a 2 \a a 2a3 '

Con lo cual:

P keq@Q 1 _ keq@ <1 1L2>
* a (g2 —|—L2)% a
keqQ  1keqQa®  keqQ
a2 2 at = a?

, (2.121)

donde se considera, que el sequndo término, es mucho mas pequeno que el primero. De igual
manera, la componente y de la fuerza se expresa como:
keq@Q

1 1] keQ[f1 112\ 1
L |(@2+12> af L a 2a a

_ keqQ (117N 1kgQL
L 2 @3

F, =

5 (2.122)

Por tanto, en el limite cuando a > L la fuerza que se ejerce sobre la carga puntual () es:

keQQg_ keq@QL~

Fr~
a? 2a3

(2.123)
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Ejemplo 2.16. Dos lineas de carga de longitud 2a poseen densidades lineales de carga
uniforme —X\, A y forman un dngulo recto como se muestra en la figura 2.22. Una carga
puntual negativa —@Q se localiza en el punto P (ver figura 2.22). Para la configuracion descrita
se encontrard la fuerza resultante que ejerce el sistema de lineas de carga sobre la carga
puntual.

yﬂ‘
dq’,
’A
dq’ ) L
9 7! ™ a
<----- a -—-->P €T
Y

Figura 2.22: Ejemplo (2.16). Fuerza eléctrica entre dos barras cargadas.

Solucion: Para solucionar el problema, en primer lugar se tomard un elemento infinitesimal
de cada una de las lineas de cargas y se procede a calcular la fuerza que los elementos en
mencion ejercen sobre la carga Q). Un elemento de carga dqy distribuido sobre un segmento
de longitud dx se identifica por el vector de posicion

7= x4 aj, (2.124)

en tanto, que un elemento de carga dq_ distribuido en un segmento dy se caracteriza por el
vector:

7= —ai+yj. (2.125)
El vector de posicion P donde se localiza la carga puntual —(Q) se expresa como:

7=0. (2.126)

por lo tanto, la fuerza dF que se ejerce sobre la carga puntual por los elementos de carga dq,
y dq_ es:

) —Q)d —Q)dq_
aF = i D oy SRV
= =]
d dq_
— ke Q_’q—,’—gf+/+ke Q_yq 3—» /
| =7 | ||
= k(g af) k2 (i) (2.127)
<x2+a2)§ (a2+y2)§

Ahora, en términos de las densidades lineales de carga uniformes —\ y X\, se deduce que:

dq, = \dx , dq_ = —\dy, (2.128)
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con lo cual:

R Ad ~ Ad ~ A
aF = kM (:Bi+aj> A (—ai+yj>
($2+Q2>2 (a2+y2)2

A (w7 +af) - d—y) (~ai +47)

= k.QM\ =
(x2 + a?)2 (a® + y?

. (2.129)

Por tanto, la fuerza eléctrica total que ejercen las lineas de carga sobre —(Q) es:

. a d . R a d R R
F = kO\ / —xs(xi—i—aj)—/ —y3<—ai+yj)
|/ —a (22 + a?)? a (a® +y?)2

__[a __[a d e d
= kQ\ z/ %daﬂraj/ —x3+ai/ A
—a (.’L’2+a2)§ —a (1'2 _l_a2)§ —a (y2+a2)§

-~ @ y
—]/ dy———
—a (a2+y2)2

Para simplificar cdlculos, se renombrard la variable de integracion en la tercera y cuarta
integral en (2.130), haciendo y — x, con lo cual se tiene:

(2.130)

— -~ a -~ a d -~ @ d
F = kO\ z/ dx%ﬂbj/ —x+a'/ -
—a (I2+a2)§ —a (x2—i—a2) —a <y2_|_a2)§

N|w

—_——
Yy—x
_3/ d Yy .
a (y2+a2)2
y:x
a Y a d Y a d
:keQ)\z/dx ’ 3+aj/ ’ 3+az/ * -
—a (m2+a2)§ —a (LL'Q +a2)§ —a (I’2+6L2)§
~ [ €T
—j/ dx
o (224 a?)?

a

— k.QA [(?—}) /_adxm + (a7+ a?) /Z(Igi—;)g

(2.131)

Para evaluar las integrales presentes en la ultima relacion, se utiliza los resultados expresados
en (2.105) y (2.108), tal que:

dy 1 Yy Yy 1
/ 3~ o 19 / édy = - ) (2132)
(@2 +y?)2 (22 +y?) (22 +4?)2 (22 +y?)

N
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con lo cual, se tiene que:

/“ dx 1 x 1 a a
—a (22 4+ az)% a? (g2 4 a2)% Y @ | (a2 + aZ)% (a® + aQ)%
1 a 2 1 V2
= S le—=|=5=%, (2.133)
@ | (242) V2a a
Y,
a 1 ‘ 1 1
/ — e = - ————| =- T~ T
—a (]32 + a2)2 (]}2 + a2)2 Y (CL2 + a2)2 ((1/2 + a2)2
= 0. (2.134)

De manera que la fuerza que ejercen las lineas de cargas sobre la carga puntual —Q) es:

- ~ =\ V2 2k QN (~ =
F = kQx(ai +aj) a—\f _ \fT@ (+7). (2.135)
Ejemplo 2.17. En este ejemplo se calcula la fuerza ejercida sobre una carga q, debida a

un carga Q) distribuida sobre un alambre de longitud L. La posicion relativa entre el alambre
lineal, la carga q y el sistema coordenado, se muestra en la figura 2.25.

A

X /

I dq

N

l :I\N

Lo L=pr ¢

. 0: )

Yy ., e dF

I ' T . |
- ) s
R G S

. L!

3!

v

Yy v

Figura 2.23: Ejemplo (2.17). Fuerza eléctrica entre una particula cargada y una linea asimétrica finita con
densidad de carga uniforme.

Solucion: Aunque la eleccion del sistema cartesiano es arbitraria y lo usual es escoger un
sistema que facilite el calculo, en este ejemplo se trabaja con un sistema cartesiano poco usual,
con el fin de que el lector logre una mejor comprension de los elementos involucrados en la
ley de Coulomb para desarrollar problemas que involucren distribuciones discretas de carga;
las simplificaciones si no se entienden con total claridad, generan vacios en los conceptos
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fisicos y matemdticos dejando una sensacion erronea de la comprension de un tema. A partir
de la ley de Coulomb y de la figura 2.23, se puede establecer que la fuerza dF' que ejerce el
elemento diferencial de carga dq' sobre q viene dado por:

/

qdq
7 — 73]

dF = k. (7 —7"), (2.136)

en este caso y sequn se observa en la figura 2.23, las posiciones ¥ y ' son:

7= —ai+y'7, (2.137)
F=xi+yJ, (2.138)

y por lo tanto:
P = (r+a)i+ (y—vy)J. (2.139)

Al reemplazar (2.139) en (2.136) e integrar sobre Q, se tiene:

~

= 247 a+ )i —q
F_%Eé«a+@z+@_ywa(+ i+ (y—y)1), (2.140)

para realizar la integral en (2.140), se consideran los siguientes reemplazos:

atz=b, (2.141)
Y —y=u, (2.142)
dy' = du. (2.143)

Por lo tanto, dg = Ady' = Adu. Teniendo en cuenta (2.141), (2.142) y (2.143), la expresion
(2.140) se puede escribir como:

P /L—(y+L/3) ghdu (bA' A.)
= ke 0 —uj ),
O U /

L—(y+L/3) du . L=(y+L/3) udu A
- (/(M/g) m)“’w (/W) ey )

Los limites de integracion en (2.144) se han establecido teniendo en cuenta que segun el
origen del sistema cartesiano que se estd trabajando, el extremo superior de la barra queda a
una distancia L—L/3 (y por tanto U, = L—L/3—y), y el extremo inferior a una distancia
respecto al origen igual a —L/3 (y por tanto um:;, = —L/3 —y). La expresion (2.144), salvo
por los limites de integracion, tiene las mismas integrales de la expresion (2.104), cuyos
resultados se indican en las expresiones (2.105) y (2.108). A partir del resultado indicado en
(2.105) y bajo los limites propios de este ejemplo, se tiene que:
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L—(y+L/3) du 1 U L—(y+L/3)
/—(y+L/3) (0% + u?)3/2 T (0% +u) V2| s
B L—-y—1L/3
02+ (L —y— L/3)2)12
y+L/3
. 2.145
b2(b%2 + (y + L/3)%)1/2 ( )
A partir del resultado anterior, la componente F, de (2.144), estd dada por:
L—y—L L
J y—L/3 y+L/3 (2.146)
b N+ Ty = LR @ (y+ L3P

La segunda integral en (2.144) asociada a F, es directa (ver integral (2.108)), tal que:

L—(y+L/3) udu 1
F — ke )\ —_— frnd —l{;e >\ -
’ q<[wwm(W+WWJ q(W+WWQ

1 1
= —keqA ((b2 F(L—y—L/32 B2+ (y+ L/3)2)1/2>

L—(y+L/3)

—(y+L/3)

1 1
= ~heah («x T @ gL (@rar it L/3>2>1/2) - (20

Las expresiones (2.146) y (2.147) representan las componentes cartesianas de la fuerza total
F' que ejerce el cable sobre la particula q, la cual se encuentra ubicada en el punto ¥ = x%—l—y}.

Ejemplo 2.18. En este ejemplo se considera un anillo circular de radio R y carga Q
uniformemente distribuida sobre su perimetro. Se encontrard la fuerza que dicho anillo ejerce
sobre una particula de carga q ubicada a una distancia a del centro del anillo, sobre un eje
perpendicular al plano del mismo (que se toma como el eje y), como se observa en la figura

2.2/.

Y

Figura 2.24: Ejemplo (2.18). Fuerza eléctrica entre una particula cargada y un anillo cargado eléctricamente.
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Solucion: Para resolver el problema planteado, en primer lugar se toma un elemento de
carga dq' del anillo ubicado en el extremo superior, como se observa en la figura 2.24, de tal
manera que la fuerza dF que ejerce el elemento dq’' sobre la carga q es:

dq’

donde (7" — 7") representa el vector dirigido desde el elemento dq' a la carga q. La magnitud
del vector dF', esta dado por:

(2.149)

d
dF = ke |7 — ] = i
r—

EEEE

Figura 2.25: Ejemplo (2.18). Descomposicién vectorial de la fuerza eléctrica sobre una particula cargada
debido a un aro cargado.

La figura 2.24 muestra la fuerza dF aplicada sobre q debido a la interaccion con el elemento
de carga dq'. Si se toman diferentes elementos de carga dq' a lo largo del anillo, los vectores
de fuerza aplicados sobre q generaran un cono (o estardn sobre la superficie de un cono)
cuyo eje coincide con el eje y (ver figura 2.25). Cada fuerza dF generada por un elemento
dq' del anillo, se puede descomponer en dos componentes: una de ellas estd a lo largo del
eje y (dF ) y la otra componente (dFl) estd sobre un plano paralelo al plano del anillo y
perpendicular al eje y (representado en la figura 2.25 por el circulo azul). Por cada elemento
dq' en el anillo, existe un elemento opuesto dq,, de tal manera que por cada componente

perpendicular al eje y de la fuerza dF (aﬁﬂ) existe una componente de igual magnitud y con
sentido contrario proveniente del elemento opuesto dqp, (ver figura 2.25), y por ello, dichas

componentes se cancelan en la integracion necesaria para calcular la fuerza total F'.
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Por lo anterior, la fuerza total F resultado de la integracion, solo tendrd componente en
direccion y (la simetria del problema como ya se explicd, anula cualquier otra componente).
Con base en la deduccion anterior, la unica componente de ia que contribuye en la fuerza
total es dF,, la cual se puede escribir como:

dF, = dF cos¥, (2.150)

donde 0 representa el angulo entre el eje y y el vector de fuerza dF asociado a cualquier
elemento dq’ en el anillo (ver figura 2.25), con lo anterior se tiene que:

qdq’
dFy = k’em COS@, (2151)

y por lo tanto:

_» A dd’' A
F:/Qdij:ke </Qﬁcose> . (2.152)

En (2.152), |F'—7'| representa la distancia entre la carga q y cualquier elemento de carga dq'
en el anillo; El vector (F— "), cambia entre diferentes elementos dq’', pero no su magnitud,
por lo tanto, |7 — 7’| es una constante en la integracion presente en (2.152). De igual forma,
el dngulo 0 tampoco varia (estd asociado al dngulo del vértice del cono generado por las
fuerzas cﬁ?, segin se indica en la figura 2.25). Con lo anterior, la expresion (2.152) se puede
escribir como:

- q . qQ -
F == kem cos 0 (/Q dq’) j = kem cosfj. (2.153)

Por otro lado, segin los datos del problema expresados en la figura 2.25 (o0 2.24), se tiene
que |7 — 7| = VR?>+ a? y cos = —=&=;, por lo cual:

R2+a2 )

i qQa 5

F =k, (RZ+ a2)3/2j. (2.154)
El resultado expresado en (2.154) se tendrd en cuenta en el proximo problema, donde se va
a encontrar la fuerza ejercida por un disco de carga Q).

Ejemplo 2.19. En este ejemplo se considera la fuerza que un disco de radio interior ¥y y
radio exterior Ty con carga @), ejerce sobre una carga q ubicada a una distancia a del centro
del disco, sobre un eje perpendicular al plano del disco y que pasa por el centro del mismo,
como se observa en la figura 2.26.



38 Fuerza Eléctrica

Figura 2.26: Ejemplo (2.19). Fuerza eléctrica sobre una particula cargada debido a un disco cargado.

Solucion: Para resolver el problema planteado, se considera un anillo circular de radio 1’ y
ancho infinitesimal dr’, ilustrado en rojo en la figura 2.26. Se asume que la carga de dicho
anillo infinitesimal es dq’, y por lo tanto, la fuerza que dicho anillo (de ancho infinitesimal)
ejerce sobre la particula q, vendrd dada por la expresion (2.154); cambiando en (2.154) Q
por dq y R por ', se tiene que:

(2.155)

A partir de (2.155), la fuerza total vendrd dada por:

= agdg’ -
F:ke/Qmj (2156)

En este caso, ya que un disco es un objeto plano, se utiliza la densidad superficial de carga
o, tal que:

dq = odA, (2.157)

donde dA representa el drea del anillo infinitesimal, la cual viene dada por:

dA = 2mr'dr’, (2.158)
tal que:

dq = o2mr'dr’. (2.159)
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Reemplazando (2.159) en (2.156), se tiene que:

- "2 aq2mor'dr’ T2 r'dr’ .
F = k:e/ ———] = keq27raa/ ——
. (7,/2 +a?)3? . (r'% + a2)3/2

T2

~

= —k.q2mac

2
(r? + a?)\/? "

1 1 .
= —keq2 - /
qerae << TP (2 a2>1/2) /

2aqQ 1 1 R
-k (r3 —11) ((Tg + a?)1/? N (r2 + a2)1/2) Js (2.160)
donde en la tltima linea de (2160) se ha Te@mplazado g — W(TQQ,TQ) .

En el problema resuelto, se ha considerado un disco con un hueco en el centro (por tener un
radio interno r1 # 0). Para un disco plano sin hueco en el interior, basta con tomar r; — 0
en la expresion (2.160), por tanto:

q 2 1 1\ -
Fo g, 2099 ( . —) . (2.161)

r3 \(ri+a®)'? «a

Ejemplo 2.20. En este ejemplo, se va a encontrar la fuerza que ejerce un plano infinito
con densidad de carga o, sobre una carga q ubicada a una distancia a del plano (ver figura

2.27).

Figura 2.27: Ejemplo (2.20). Fuerza eléctrica sobre una particula cargada debido a plano infinito cargado.

Solucion: Lo primero que se debe tener en cuenta es que al ser un plano infinito, no se puede
dar una carga total Q) para el plano como en los anteriores problemas, ya que la carga total
Q de un plano con densidad superficial de carga uniforme o, seria infinita. Pero si es posible
encontrar una expresion en términos de la densidad de carga superficial, ya que para ello solo
se necesita cualquier elemento de drea del plano y su respectiva carga (que si es finita). Por
otro lado, al ser un plano infinito, no existe un origen absoluto sobre las coordenadas que
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definen el plano de estudio; es decir, el plano se extiende hacia el infinito en cualquiera de las
dos direcciones que definen el plano, independiente desde donde se observe. Por lo anterior,
la fuerza total sobre una carga q ejercida por el plano cargado, depende exclusivamente de
la distancia perpendicular al plano a la cual se coloque la carga q. Debido a la simetria, la
fuerza total planteada, solo podrad tener la componente correspondiente al eje perpendicular
del plano infinito. En otras palabras, si se representa el objeto en estudio como el plano xz,
entonces la fuerza tendrd direccidn j y solo dependerd de la distancia a, medida sobre el eje
y y que determina la posicion de q (ver figura 2.27) .

Matemdticamente el problema se puede resolver si se considera el plano como un disco con
radio infinito, con lo cual se puede hacer uso del resultado dado por (2.160), antes de tomar
los limites de integracion (partiendo de la sequnda linea de (2.160) y tomando los limites
particulares a este ejemplo). Tomando los limites de integracion ro — oo y 1 = 0 en la
sequnda linea de (2.160), se tiene que:

. 1 >
F=—k.q@2rac—————=| J
e (r +a2)12|,
= keq2moy
g -
= q2—€(JJ, (2.162)

1

donde en la dltima linea de (2.162) se ha reemplazado ke — 1—.

Ejemplo 2.21. Un cilindro de radio R 3y longitud L estd uniformemente cargado con carga
total Q > 0. En este ejemplo se determinard la fuerza eléctrica sobre una carga puntual q que

se encuentre localizada sobre el eje del cilindro y a una distancia a de este como se indica
en la figura 2.28.

Figura 2.28: Ejemplo (2.21). Fuerza eléctrica sobre una carga g debido a un cilindro cargado.

Solucion: Un cilindro de longitud L y radio R se puede dividir en discos de radio R y espesor
dz. Por lo tanto, es viable calcular, en primera instancia, la fuerza que uno de los discos
en mencion ejerce sobre la carga QQ, para posteriormente encontrar la fuerza total, aplicando
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una integracion adecuada. Por lo tanto, se tomard como punto de partida la ecuacion (2.161)
que expresa el resultado para la fuerza que ejerce un disco de carga ) sobre una particula q
ubicada a una distancia a del centro del disco, dada por:

F= _kezagQ ( L 1) 5. (2.163)

2 (r2+a2)1/2  aq

Para poder utilizar la anterior relacion al problema actual, se debe reemplazar Q@ — dq' (ya
que ahora se considera un disco de ancho infitesimal), o — R y a — z (ya que en este
caso, la distancia entre el disco y la carga lo establece la coordenada z). Adicionalmente la
direccion de la fuerza estd a lo largo del eje z. Por lo tanto, un disco de espesor dz ejercera
una fuerza sobre la carga puntual g dada por la expresion:

- 2aqdq’ 1 1\ -
dF = —k, b L (2.164)

Ahora, el disco con carga dq', que se distribuye en un espesor dz, se relaciona con la carga
Q@ contenida en el cilindro de longitud L mediante la relacion,

dq = %dz, (2.165)

con lo cual, la relacion (2.164) se escribe:

) ~
gF =@yl 2 (R, (2.166)
R? L (22 + R?)2
ast, la fuerza eléctrica total es:
. 2k a+L .
Fo k@ de |1— —= | (—h), (2.167)
R2L J, (22 + R2)?

ahora, siendo
/dz(; = (2+RY)?, (2.168)

resulta que:

F o= if;% = - (z2+R2)5K+L(—%)
2k Q 2 273 2 2\3
= sz{(a+L)—[(a+L) +R*? —a+ (a® + R?) }(—k)
= Bt @ B e D+ R} R (2.160)

Ejercicio 2.16. Una distribucion lineal de carga se encuentra localizada a lo largo del eje
x, desde un punto xr = xg > 0, hasta x — co. La densidad lineal de carga no es uniforme y
estd dada por: AN(x) = ax, donde o es una constante con unidades carga eléctrica. Una carga
puntual positiva () se localiza en x = —a. Calcular la fuerza electrostdtica que se ejerce sobre
la carga puntual.
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Ejercicio 2.17. Dos planos infinitos paralelos que se extienden en el plano yz, poseen
densidades superficiales de carga uniforme positivas (o = cte > 0). Los planos cortan el
eje x en x = =Fa. Determinar la fuerza electrostdtica sobre una carga puntual q negativa
ubicada sobre el eje x, en los siquientes casos: a) En la region © > a. b) En la region
x < —a. c¢) En la region —a < x < a.

Ejercicio 2.18. Una carga puntual positiva q se localiza en la posicion x = a + r, como se
muestra en la figura 2.29. Prozima a esta, se encuentra una carga () distribuida de manera
uniforme sobre un segmento de longitud a. Calcular la intensidad de la fuerza eléctrica que
la carga Q) ejerce sobre la carga puntual. Mostrar que si r > a, la magnitud de la fuerza
eléctrica se expresa como: F = ke%.

Figura 2.29: Ejercicio (2.18). Interaccién entre una carga puntual y una distribucién lineal de carga

Ejercicio 2.19. Considere un alambre infinito que posee una densidad lineal de carga uniforme
A > 0. En un punto del alambre infinito se conecta una masa m de carga ¢ > 0 por medio
de una cuerda de longitud | (se asume que la cuerda tiene masa despreciable y carga cero),
formando un péndulo simple como se muestra en la Figura (2.30). Encontrar el angulo 6 que
garantiza la configuracion en equilibrio del sistema.

A

Figura 2.30: Ejercicio (2.19). Particula de carga ¢ interactuando con un alambre infinito cargado

Ejercicio 2.20. Tres lineas de carga infinitamente largas se extienden paralelos al eje z,
como se muestra en la figura 2.31. Las lineas de carga tienen las siguientes distribuciones
lineales uniformes de carga:

—X, para la linea ubicada en x = —a,
A, para la linea ubicada en x =0, (2.170)
=\, para la linea ubicada en = a.

Calcular la fuerza electrostdtica que ejerce el sistema sobre una carga puntual @ positiva
localizada en el punto 7" = bj.
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>

Figura 2.31: Ejercicio (2.20). Fuerza sobre una carga puntual ) ejercida por tres densidades lineales infinitas
de carga

Ejercicio 2.21. Considere el sistema planteado en el ejercicio (2.17), solo que esta vez, el
plano localizado en x = a posee una densidad superficial positiva, mientras que el plano en
xr = —a, presenta una densidad superficial negativa.

Pregunta 2.1. Dos electrones (e; y e3) y un proton (p), se encuentran a lo largo de una
linea recta como se muestra en la figura 2.32. La direccion de la fuerza neta sobre cada una
de las particulas es:

e: e p

Figura 2.32: Pregunta (2.1). Direccién de la fuerza eléctrica sobre dos electrones y un protén.

1. = —
— = =
— =

— =

Pregunta 2.2. Dos particulas de carga +q y una de carga —@Q), se encuentran ubicadas en
los vértices de un triangulo equildtero, como se muestra en la figura 2.33. Respecto a la fuerza
total sobre la particula con carga —(@Q), es correcto afirmar que:

+q +q

Figura 2.33: Pregunta (2.2). Fuerza eléctrica sobre una particula de carga —Q
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1. FEs perpendicular al lado derecho del triangulo.
Es perpendicular al lado izquierdo del tridngulo.
Es paralela al lado izquierdo del triangulo.

Es paralela a la base del triangulo.

Es perpendicular a la base del triangulo.

Pregunta 2.3. Dos particulas con cargas 4Q) y 2Q) se encuentran sobre el eje x, separadas
por una distancia d. Si se requiere que la fuerza neta sobre una tercera particula de carga
20Q) sea cero, su ubicacion correcta serd:

1. Debe colocarse en la linea que une a las dos primeras particulas, no entre las cargas vy
al lado de 4Q).

2. Debe colocarse en la linea que une a las dos primeras particulas, no entre las cargas vy
al lado de 2Q).

3. Debe colocarse en la linea que une a las dos primeras particulas, entre las cargas y mds
cerca de 4Q).

4. Debe colocarse en la linea que une a las dos primeras particulas, entre las cargas y mas
cerca de 2Q).

Pregunta 2.4. Considere cuatro cargas Q) ubicadas en los vértices de un cuadrado de lado
L. Si la longitud del cuadrado cambia de L a L/2, el factor en el que cambia la magnitud de
la fuerza eléctrica sobre una de las cargas serd:

1. el doble.

no cambia.
el cuadruple.
1gual.

Cero.

S v e

ninguna de las anteriores.

Pregunta 2.5. Una particula con carga q se encuentra inicialmente a lo largo del eje de un
disco con radio interior r1, radio exterior ro y carga Q, y se ubica a una distancia d respecto
al centro del disco. Si la particula se mueve a lo largo del eje hasta llevarla al centro del
disco, es correcto afirmar que:

1. La magnitud de la fuerza eléctrica sobre q aumenta.
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2. La magnitud de la fuerza eléctrica sobre q disminuye.
3. La magnitud de la fuerza eléctrica sobre q no cambia.
4. La magnitud de la fuerza eléctrica sobre q es cero sobre cualquier punto del recorrido.

Pregunta 2.6. Si en el problema anterior, se cambia el disco por un plano infinito de
densidad de carga o, respecto a la fuerza sobre q es correcto afirmar que:

1. La fuerza eléctrica sobre ¢ aumenta.

2. La fuerza eléctrica sobre q disminuye.

3. La fuerza eléctrica sobre ¢ no cambia.

4. La fuerza eléctrica sobre q es cero sobre cualquier punto del recorrido.

Pregunta 2.7. Tres cargas puntuales estin situadas en las esquinas de un triangulo equildtero,
donde: q = 3 uC y se ubica en el vértice A, g = —6 uC' y se ubica en el vértice B, q3 =2 uC
y se ubica en el vértice C. La distancia entre cada par de cargas es d = 0.2m. St se desea
calcular la direccion neta de la fuerza que actia sobre la carga q, debido a las otras dos
cargas, ;cudl de las siguientes opciones, describe correctamente la direccion de la fuerza neta
sobre q1 ¢

1. La fuerza neta esta dirigida hacia qs.

2. La fuerza neta estd dirigida hacia gs.

3. La fuerza neta estd dirigida hacia un punto en la linea que une qs y qs.

4. La fuerza neta esta dirigida en un dangulo hacia el vértice B.

5. La fuerza neta estd dirigida hacia el exterior del triangulo.



3— Campo Eléctrico

Para comprender conceptualmente el campo eléctrico, se considera el siguiente ejercicio
mental: un observador tiene acceso a una regién limitada del espacio de volumen V', donde
puede realizar experimentos, pero no puede ver que hay fuera de dicha region. En la region
V', que inicialmente se encuentra vacia, se coloca una carga de prueba ¢ en algin punto.
Si dicha carga experimenta una aceleracién, es claro que debe existir algo por fuera de la
regiéon de estudio que interactia con la carga g. Si ademas, el signo de la carga ¢ determina
el sentido de la aceleracion, se puede descartar la interaccion gravitacional, y por tanto, se
infiere que debe existir una o varias particulas cargadas fuera de la region de estudio.

Si la carga, tiene una masa m y se ubica en diferentes lugares de la region V' y se mide la fuerza
que siente en cada punto (ya que F = md), es posible graficar punto a punto el vector de
fuerza. Dicha gréfica representa un campo vectorial que se puede construir sin conocimiento
de lo que hay fuera de la regién. El campo de fuerzas mencionado, dependera del valor de
la carga ¢, pero la magnitud ﬁ/q serd independiente de esta y por tanto representa una
propiedad vectorial en la regiéon V' que se puede extender a todo el espacio; dicha propiedad
se conoce como campo eléctrico E (propiedad adquirida por la presencia de particulas o
cuerpos cargados dentro del espacio). Formalmente el campo eléctrico se define como:

. F(F

E(r) = lim L (3.1)
q—0 q

El limite en (3.1) es necesario dado que se debe eliminar la influencia de la carga de prueba

¢ (que no contribuye al campo eléctrico que se desea medir), lo cual matematicamente se

logra aplicando el limite lim,_ .

3.1. Campo eléctrico debido a cargas puntuales

La fuerza sobre una carga ¢, ubicada en la posicién 7 debida a una carga ¢, caracterizada
por el vector 77, esta dada por la ley de Coulomb, tal que:

o Qg .
Py = k=12 _(7_ 7). 3.9
21 |'I?— Tllg(r Tl) ( )
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A partir de (3.1) se puede deducir que el campo eléctrico generado por la carga ¢; en el
punto 7, vendra dado por:

. F
E(7) = lim —2
20 @
q1 R
:keT - . 33
|T—T1|3(r Tl) ( )

Si en (3.3) se toma ¢; — ¢ y se ubica dicha carga en el origen (tal que i} — 0), entonces:

- B if
B(7) = ke 7

_ k%r (3.4)

El resultado expresado en (3.4) define que el campo eléctrico generado por una carga aislada
q ubicada en el origen de coordenadas, es directamente proporcional a 1/r? y con direccién

radial; saliendo de la carga ¢, para ¢ > 0, y entrando a la carga ¢, para ¢ < 0 (ver figura
3.1).

e
=

q>0 q<0

(a) (b)

Figura 3.1: Campo eléctrico para cargas puntuales.

El campo eléctrico obedece el principio de superposiciéon; es decir, el campo eléctrico debido
a N cargas puntuales es igual a la suma vectorial del campo eléctrico generado por cada
particula cargada. Por lo tanto, el campo eléctrico en un punto P del espacio identificado
por el vector 7, generado por N particulas cargadas ubicadas en las posiciones 75, esta dado
por:
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N
E(r) = Z Ey(r) = Z kem(r —7i), (3.5)
' i=1

Como ya se menciond, el campo eléctrico se pone en evidencia en una region del espacio,
cuando al colocar una carga de prueba en un punto de la regién en estudio, esta experimenta
una fuerza. Existe una manera de representar el campo eléctrico y es mediante lineas de
campo, las cuales son lineas imaginarias que determinan la trayectoria que una carga de
prueba g, (¢, — 0) seguirfa en presencia de un campo eléctrico. El concepto de linea de
campo eléctrico fue introducido por Faraday y su relacion con el campo eléctrico en una
region del espacio esta determinada por:

= Kl vector de campo eléctrico es tangente en todo punto a la linea de campo eléctrico.
Las lineas de campo tienen una orientacién determinada por la direccion del campo
eléctrico en cada punto. Lo anterior conlleva a que las lineas de campo emerjan de
cargas positivas y converjan en cargas negativas.

= Teniendo en cuenta que el campo eléctrico tiene un valor bien definido en cada punto del
espacio, las lineas de campo no pueden cruzarse. Si en un punto dos lineas se cruzaran,
cada linea tendria una tangente diferente en dicho punto y, por lo tanto, habria un
campo eléctrico por cada linea, lo cual no es posible. Una carga de prueba ubicada en
un punto donde dos lineas de campo se cruzaran tendria dos posibles trayectorias, lo
que contradice la teoria determinista.

= A partir de las lineas de campo en una regién, es posible deducir propiedades del
campo eléctrico. Por ejemplo, si se compara la separacion entre lineas de campo en
dos regiones diferentes del espacio, es posible establecer donde la magnitud del campo
eléctrico es mayor; cuanto més cercanas se encuentren las lineas de campo (mayor
densidad), mayor serd el campo eléctrico.

Como ya se menciond, las trayectorias seguidas por una carga de prueba g, (¢, — 0) en
una region del espacio donde exista un campo eléctrico, corresponden a las lineas de campo
eléctrico. Como se puede observar en las figuras 3.1a y 3.1b, las lineas de campo eléctrico
asociadas a particulas puntuales aisladas son rectas radiales a las cargas que producen el
campo eléctrico. En la figura 3.2 se muestra que las lineas de campo de dos particulas
cargadas son curvas que salen de la carga positiva e ingresan en la carga negativa, teniendo
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siempre como tangente la direccién del campo eléctrico. La figura 3.3 ilustra cémo las lineas
de campo eléctrico de dos cargas positivas se “repelen” (lo mismo sucede si las dos cargas
son negativas), siendo asintéticas a la linea vertical imaginaria que separa las dos cargas en
el punto medio (para cargas de igual magnitud).
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Figura 3.3: Campo eléctrico generado por dos cargas positivas.

Con el conocimiento del campo eléctrico, se puede determinar facilmente la fuerza que ejerce
dicho campo (independiente de su origen) sobre una particula con carga ¢, mediante la
relacion:

F,=qFE. (3.7)

A partir de la relacién (3.7) se deduce que las cargas positivas (¢ > 0) en presencia de un
campo eléctrico se moveran en la direccion del campo, mientras que las cargas negativas
(¢ < 0) se moveran en direccién contraria al campo eléctrico.
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Ejemplo 3.1. Cuatro cargas puntuales idénticas de valor q, estdin ubicadas en las esquinas
de un rectingulo de lados | y w, como se muestra en la figura 3.4. Determinar el campo
eléctrico resultante en el centro del rectangulo.

Solucion: Para facilitar los cdlculos, se considerard el centro del rectangulo como el origen
del sistema coordenadas. De esta manera, la posicion de las cuatro cargas, se caracteriza por
los siguientes vectores:

N W~ l’.\
q — 1= 51 - 5]; (3.8)
W~ I~
= o= ——04+ —7 3.9
q2 To 5 1+ 2]; (3.9)
N W~ [~
q3s — 7‘3:§Z+§], (310)
w~ I~
Fy=——1— —7. 3.11
G — Ty 5~ 5 (3.11)
U
q2
, ____________“__________A__’lQ3
o Wiz
S I Y ®
44 q1
\/

Figura 3.4: Ejemplo 3.1. Campo eléctrico debido a cuatro cargas puntuales

Los campos eléctricos asociados a cada carga se identifican mediante:

q; — E; = keLl‘? (77\— 7:;) R (312)

donde i = 1,2,3,4 y q; = q. Ya que se desea evaluar el campo eléctrico en el origen de
coordenadas, se establece que:
7=0, (3.13)

por lo tanto,

q; — EZ = _ke% (ﬁ) . (314)



3.1 Campo eléctrico debido a cargas puntuales 101

Adicionalmente, a partir de (3.11), se puede determinar que para todo valor de i, se tiene
que:

17| = % (w? + 12)* | (3.15)

Por consiguiente, los campos eléctricos asociados a las cargas se escriben como:

q — Elzke- e 1
%(wQ + l2)§

—92+La, (3.16)

q2 — EQZke_ g 7
%(w2+l2)5

(
(

G — Ey=k d 3Cwﬂl®, (3.18)
(

~ [~
fﬁz—-—j), (3.17)

1w +12)2)

qs — E4:ke 1

~ I~
33@+——j>. (3.19)

- —
% (w? + l2)§_
Asi que, el campo eléctrico total es:

E = E\+E,+E;+E,

~ ~ -
— I g 13<—%r+?)+m 1 13(%m—?)
[% (w? + l2)5} [% (w? + 52)5]

~ ~
+ke q 113 <_%2 - 5]) + ke q 113 (%Z + 5]
[% (wQ + l2)§:| )5]

S B S B
n (w2—|—12)% 2 2‘7 2 2

i _E/.\_é/.\ 4 E/.\_Fl/.\
2" 9J DX

8keq

N——

— 00+ 0j, (3.20)
es decir, el campo eléctrico en el centro del rectangulo es nulo.

Ejemplo 3.2. Ocho particulas con cargas idénticas de valor q se encuentran ubicadas en
las esquinas de un cubo de lado a, como se muestra en la figura 3.5. Para la configuracion
dada, se demostrard que el campo eléctrico en el centro del cubo es nulo.

Solucién: Si se considera el origen de coordenadas en el centro del cubo, se determina que:

7 =0, (3.21)
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de manera que los campos eléctricos asociados a cada carga estin dados por:

q; — E@ = ke% (F_ 7:;) = _ke%ﬂa (322>
|7 — 7] |75

donde i =1,2,3,...,8 y q¢; = q. Segun la ubicacion de las cargas en el cubo con centro en el
origen, los vectores de posicion para cada una de estas serdn:

a-~ a~ a~ a [/~ ~ ~
o= 4 —4 _k:_<' ' k) 2
7 2@+2]+2 5 i+ji+k), (3.23)
a-~ a~ a-~ a ~ —~ ~
L e as —k:—(—' . k;) o4
7y 2Z—|—2j—|—2 5 i+ji+k), (3.24)
a~ a~ a~ a/ ~ ~ ~
N —k:—(—'—' k:) 5
7 Sl it gk =g (it (3.25)
a~ a~ a-~ a /~ -~ ~
o= gi-gi+gkh=5 (-7+Fk), (3.26)
a~ a~ a~ a [~ ~ ~
L —‘——k::—<‘ '—k) 5
Ts 21+2] 9 9 Z+] ) (3 7)
a~ a~ a~ a/ ~ ~ ~
N —‘——k:—<—' A_k) 5
Te 21+ 2.] 9 9 Z+.] ) (3 8)
a~ a~ a~ a /[~ ~ ~
> _ 4x 4 a4y 4/ s 9
o= Simgi—gk=5(-7-F). (3.20)
5> _ O A» ap A = =~ 7
o= 5l 2k: 5 ( i—7 k) ) (3.30)
Z A
q3 q2
e

Q

<

£ S————

Figura 3.5: Ejemplo 3.2. Campo eléctrico debido a ocho cargas puntuales ubicadas sobre los vértices de un
cubo de lado a.

Cada vector 7; tiene igual magnitud, dada por:
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B 2 2 g2
rEVT T
3
Por tanto, los campos eléctricos se expresan en la forma:
= q a [~ -~ ~
a — EBy=-—k 3—<z+]+k>, (3.32)
]
2
= q a ~ o~ o~
@ = By= ket (<4 +F) (3.33)
]
2
q3 — E3 = —ke q 32 <—/Z\—3+7€\> s (334)
]
2
@ = Bi=—h— S (T-]+F), (3.35)
]
2
G5 — Bs=—k—1 39<?+3—E>, (3.36)
5]
2
a6 = o=kt (147 -F), (3.37)
5]
2
. q a [~ -~ -~
— Br=—k S@-7-%). 3.38
qr 7 [ﬁ ]3 5 i ( )
2
G — Ey=—k—1_2 —?—3—%). (3.39)
]
2
Entonces, el campo eléctrico total vendrd dado por:
E = E,+Ey+ Ey+ Ey+ Es + Eg + E; + Eg
4q A~ ~ A ~ A o~
= ke i { (4T +E) + (T +F) + (5T-T+F) + (1-T+F)
W j j j j
+ <7+3—E> + (—%ﬁ—%) + (7—}—2) + (—7—3—@)}
4q ~ ~
= —ke—n— (074 0]+ 0F) . 3.40
WP j (3.40)

Esto confirma que el campo eléctrico en el centro del cubo debido a las ocho cargas es nulo.
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3.2. Dipolo eléctrico

Un dipolo eléctrico consiste en un sistema de dos cargas puntuales +q y —¢q separadas por una
distancia determinada. El dipolo adquiere un tratamiento especial cuando se calcula el campo
eléctrico generado por las cargas que componen al dipolo a una distancia lo suficientemente
grande del centro geométrico de las cargas en mencién. En este caso, es posible realizar
aproximaciones expresando el resultado en términos de una cantidad vectorial denominada
dipolo eléctrico (p), definido como el producto de la carga ¢ por un vector orientado desde
la carga negativa hacia la carga positiva. Para analizar el campo eléctrico en las condiciones
antes mencionadas, se calculara el campo eléctrico asociado a dos cargas (+¢q y —¢q) ubicadas
sobre el eje y y separadas por una distancia 2a, como se muestra en la figura 3.6.

Ya
P
il
+q
7_,’
. =
d
¥ >

v

—q

Figura 3.6: Ejemplo 3.2. Campo eléctrico asociado a un dipolo eléctrico.

Se sabe que el campo eléctrico E; asociado a una carga puntual ¢;, caracterizada por el vector
de posicion 75, en un punto identificado por el vector 7, esta dado por:

E; = k‘e% (7 —73), (3.41)
|7 — 75

y por lo tanto, los campos eléctricos debido a cada una de las cargas del dipolo son:
¢ — E= kLﬁ (F—7) (3.42)

g = By=—k—L (77, (3.43)
De acuerdo a la figura 3.6, la carga ¢ estd ubicada en las coordenadas (0, a), mientras que la

carga —q estd en (0, —a). Asi, los vectores de posicién se pueden escribir como:

g — 71 =aj, (3.44)
—q — Ty = —ay. (3.45)
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Si 7 caracteriza un punto arbitrario del espacio con coordenadas (z,y) donde se evalia el
campo, este se puede expresar de manera general como:

7= i+ yj. (3.46)
Por tanto, se determina que:
Fem o= a0l FoRl= Vet = [P @ -o?], @a7)
1
F—7y = xi+ (y+a)j, 7= = /22 + (y +a)” = [xz—k(y—l—a)Q]Q. (3.48)

Entonces, el campo eléctrico de cada carga es:

B = k a |2+ (y—a) ﬂ , (3.49)
[3:2 + (y — a)ﬂ 2
By = —k q _ [x€+ (y+ a)ﬂ . (3.50)
2

[mQ + (y + a)ﬂ

Por lo tanto, el campo eléctrico del dipolo es:

E = E +E,
= k d 3 x/i\+(y—a)/j\]—k:e q 3 x/i\+(y+a)/j\
[22 4+ (y — a)°]? [22 + (y +a)?]?
1 1 —~
= kgl x 5 — K
[22+ (y—a)?]®  [22+ (y+a)?]?
Yy—a Yy+a -~
N (y —a) - (y +a) |3t (3.51)

[22 + (y — a)?] [22 + (y + a)]

De esta manera, las componentes del campo eléctrico asociado al dipolo son:

1 1
E, = ko T — T 0 (3.52)
[22+ (y—a)?]®  [22+ (y+a)?]?
E, = kuq w-a ___ wtad L (3.53)
[x2+(y—a)2}2 [$2+(y—|—a)2}2
Ahora:
P+ (yta)? = 224y +2ay+ad® = (2* +y?) £ 2ay + a®

(3.54)

2
_ 2+ {HM],

(22 +y?)
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donde
w? oyt =12 (3.55)

por lo tanto:

+2 2
2+ (y£a) =r? [1 e ] (3.56)
r
De manera que:
1 2 2 7%
3 [[L’ + (yia) ]
[xQ + (yia)2]2
3
+2 21 2
r
3
+2 27z
= 3 {1 T } , (3.57)
r

Ahora, a partir de la figura 3.6 es posible establecer que y = acosf, por lo tanto, se tiene
que:

3
1 1 2rcosf a a\?2| 2
[1’2+(y:i:a)2}g - ﬁ[li r ;+<;>]
_3
= % [1 :EQCOSQ% + (g)g] : (3.58)

Si se considera que a es muy pequena en comparacion con 7 (distancia medida desde el centro
del dipolo hasta el punto donde se desea medir el campo eléctrico), entonces a/r < 1. En
una aproximaciéon de primer orden en a/r, se tiene que:

Njw

1
[:172 + (y £ a)Q}

~ % [1 + 2 cos 9%] 2 (3.59)

[SI[¥Y

Ahora, se conoce de la expansion en serie de Taylor dada por:

n

(1+2)" = Xk: %xk (3.60)

De tal forma que si x < 1, en una aproximacién de primer orden en z, se tiene que:

(1+2)"~1+nx. (3.61)

A partir de la relacién anterior, es posible aproximar (3.59), tomando:  — 2acos@/r y
n = —3/2 en (3.61), obteniendo:
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1
[22 + (y £ a)’]

Q

1
= [1 F 3COS@E}
r r

o

1 ay
= 5 [1 ¥ 35] . (3.62)
Asi, se establece que las componentes cartesianas del campo eléctrico se pueden expresar
como:

E, = kgx 1 - — 1 .
(224 (w-a)’]*  [22+ @y +a)]
~ ay 1 ay
~ keqx{ . <1+3ﬁ> ——3(1—3T—2>}
qr [ .ay 3zy (2aq)
= kg (077) =R (363
y
- +
E’y — keq (y Cl) — (y a) —
(22 4+ (y—0a)]*  [22+ (y+a)]?
ay ay
~ l{:eq{(y—a)—3 (1+3T—2) —(y+a)—3(1_3r_2)}
- 1 ay ay ay ay
- pa (o (1450) o (152 0192 o192
1 ay? (2aq) y?
— keqr_g (—2a+6r—2) = —k, 3 (1 — 3T—2 . (364)

Como se menciond al inicio del problema, un dipolo eléctrico se puede caracterizar por
un vector que apunta de la carga negativa a la positiva, denotado como p, conocido como
momento dipolar eléctrico. La magnitud de este vector se define como la carga ¢ multiplicada
por la distancia entre las cargas. En la configuracién en consideracion, se tiene que p = 2aq.
Si 6 es el dngulo medido entre el vector 7y el eje y (ver figura 3.6), se puede determinar que:

r =rsend, y =rcosb, (3.65)

de manera que:

xy = r?senf cos b, y* = r? cos? 0. (3.66)

Esto permite expresar las componentes del campo eléctrico asociado al dipolo de la siguiente

forma:
3zy (2aq) 3(r*senfcosf)p  3psenf cosf

B, = k2L g - — IR (3.67)
de manera similar,
(2aq) y? p 2 cos? 0
Ey = _ke 7’3 1 - 3ﬁ = _keﬁ 1 - 37“—2
- _ke% (1-3cos?). (3.68)
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Ejercicio 3.1. Se tienen tres particulas cargadas ubicadas en tres puntos sobre un cuadrado
de lado L, como se indica en la figura 3.7. Las cargas toman los valores: q1 = q, g = —2q
Yy g3 =q (q > 0). Para la configuracion planteada encontrar: a) El campo eléctrico sobre el
punto P indicado en la figura 3.7. b) Si en el punto P, se ubica una cuarta particula cargada
con valor q4 = 3q, encontrar la fuerza eléctrica total sobre dicha carga. La respuesta debe
quedar expresada en términos de la constante eléctrica, la carga q y la longitud L.

~
Y.
8

D Rt EE S S

4

.
I

Figura 3.7: Ejercicio (3.1). Campo eléctrico debido a una configuracién de tres cargas puntuales ubicadas en
puntos sobre un cuadrado.

Ejercicio 3.2. Un sistema de seis cargas puntuales idénticas de valor q, se encuentran
localizadas en los vértices de un hexdgono de lado a como se muestra en la figura 3.8. Calcular
el campo eléctrico en el centro del hexdgono, cuando: a) El origen de coordenadas se considera
en el centro del hexdgono. b) El origen de coordenadas se toma en la carga q.

Y
4
P S a
e e 9
q
® 9
1 1
1t )
< i >
] I
a=ql !
€----- .— --------- > .
:\\ /’ _q

Figura 3.8: Ejercicio 3.2. Campo eléctrico debido a seis cargas puntuales en un hexagono.

Ejercicio 3.3. Tres cargas puntuales se encuentran a lo largo del eje x con: ¢ = qs = Q ¥y
qs = —2Q. Las cargas q1 y q2 se ubican en x = ta respectivamente, mientras que la carga
q3 se encuentra en x = 0. Calcular el campo eléctrico en cualquier punto sobre el eje y.

Ejercicio 3.4. Siete cargas, todas de igual valor q, se ubican en siete de los vértices de un
cubo de lado a. Para tal sistema, encontrar el campo eléctrico en el octavo vértice del cubo
(el vértice que no estd ocupado por una carga).

Ejercicio 3.5. Tres cargas positivas idénticas estan localizadas en las esquinas de un tridngulo
equildtero de lado a como se muestra en la figura 3.9. Calcular el campo eléctrico en el centro
del triangulo, asumiendo que el origen de coordenadas esta localizado en el punto P.
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Figura 3.9: Ejercicio 3.5. Campo eléctrico debido a tres cargas puntuales
Ejercicio 3.6. Considere un sistema de cuatro cargas puntuales que se encuentran en las
vértices de un cuadrado de lado L como se muestra en la figura 3.10. Calcular el campo
eléctrico resultante en un punto P localizado en el punto medio del lado izquierdo del cuadrado.

Y
B ',q
5

Figura 3.10: Ejercicio 3.6. Campo eléctrico debido a cuatro cargas eléctricas ubicadas en los vértices de un
cuadrado de lado L.

Ejercicio 3.7. Un sistema de cinco cargas puntuales estd conformado por solo dos tipos de
cargas: q1 Y qa, ubicadas como se muestra en la figura (3.11). Calcular el campo eléctrico en
los puntos A y B indicados en la figura.

Ya
q2
=" —'1.\\
RN / AN
/ AN / \
/ \ ! *QZ
Q2’\\ 03 \\ I/ \92 /7’9’ \ T
05 77=~<_ N7 0L | a
<l 1 '~ -
B A
\/

Figura 3.11: Ejercicio 3.7. Campo eléctrico asociado a cinco cargas puntuales distribuidas a lo largo de un
semicirculo de radio r.
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Ejercicio 3.8. Cuatro cargas puntuales positivas qi, g2, q3 y g4 forman el sistema mostrado
en la figura 3.12. Calcular el campo eléctrico en el punto P (origen de coordenadas).

Ya
d’,’. qa
q1 /s
N d ,/4{(13
N,
d . // ../LI
< S >
>
‘.Ch
\/

Figura 3.12: Ejercicio 3.8. Campo eléctrico asociado a cuatro cargas puntuales

Ejercicio 3.9. Un cuadripolo eléctrico se define como un sistema compuesto por dos dipolos
eléctricos con momentos dipolares iguales pero orientados en direcciones opuestas, como
se muestra en la figura 3.13. Calcular el campo eléctrico en el punto P. Mostrar que la
intensidad del campo eléctrico cuando z > d estd dada por:
3(2qd*)

E - ]{367. (369)
El valor (2qd?) se denomina momento cuadrupolar de la distribucién de carga y usualmente
se denota con la letra Q).

z
D et T >
 d . aa  d
@< >0 @< > *—>
P +p

Figura 3.13: Ejercicio 3.9. Campo eléctrico generado por dos dipolos eléctricos.

Ejercicio 3.10. Considere la configuracion de cargas positivas descrita en la figura 3.14.
Calcular el campo eléctrico resultante en el punto P debido al sistema de cargas. Determinar
la intensidad del campo eléctrico bajo la aproximacion z > R.

Yy
Q
-~
Q 7’
/'.\\ ,
/
1 Z
4—‘ Y >
Qy Q P
\
\
"
Q S~

Figura 3.14: Ejercicio 3.10. Campo eléctrico debido a seis cargas puntuales.
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Ejercicio 3.11. Cuatro cargas puntuales idénticas de valor q, se encuentran en las esquinas
de un cuadrado de lado a. Una quinta carga de valor —(@) se ubica a lo largo del eje z como
se indica en la figura 3.15. Para esta configuracion, encontrar el campo eléctrico debido a
las cuatro cargas en el punto donde se ubica la carga —Q), y evaluar la fuerza eléctrica que
se ejerce sobre dicha carga.

y4
gl il g
/// ,’,
// /,,L
+q £ +q

Figura 3.15: Ejercicio 3.11. Fuerza eléctrico sobre una carga puntual —@Q), debido a cuatro cargas puntuales.

Ejercicio 3.12. Una carga q; > 0 se encuentra en el origen de un plano cartesiano. Una
sequnda carga go < 0 se encuentra en un punto con coordenadas (0,y). sEn qué punto a lo
largo del eje y, el campo eléctrico es igual a cero?

Ejercicio 3.13. Una carga puntual q; = 2.4nC', se coloca en uno de los vértices de un
cuadrado de lado a = 1.5m. Una seqgunda carga go = —3.5nC' se localiza en el vértice diagonal
opuesto a qi. Calcular el campo eléctrico en cualquiera de los otros dos vértices.

3.3. Distribuciéon continua de carga

Hasta ahora, se han considerado distribuciones de carga asociadas a particulas que no ocupan
un volumen en el espacio; Por lo tanto, su posicién esta completamente determinada por
un unico punto definido por un vector de posicién. Al considerar cuerpos macroscopicos
cargados, sus efectos eléctricos no se pueden asociar a un unico punto en el espacio como en
el caso de particulas. Para su estudio, es necesario considerar la carga del objeto extendida
sobre el volumen (4rea o longitud) que ocupa en el espacio a través de una distribucién
continua de carga.

Para evaluar el campo eléctrico generado por una distribucion de carga continua, se recurre al
principio de superposicion. Se considera una region infinitesimal de la distribucién con carga
dq' v se calcula el campo eléctrico (dE) generado por esta, a través de la ecuacién (3.1).
Dado que dq’ es infinitesimal, puede considerarse como una carga puntual caracterizada por
un vector de posicién 7. Por lo tanto, el campo eléctrico en una posicién determinada por
el vector 7, debido a un elemento infinitesimal dq’ definido por el vector de posicién 77, esta
dado por:
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— dq/

dE(7) = k =), (3.70)

eSS
|7 — 7

“Sumando”las contribuciones al campo eléctrico resultante de las diferentes elementos infinitesimales
dq’ que conforman la carga total del objeto en estudio y entendiendo que la suma se realiza
sobre una region continua a través de una integral, se tiene que el campo eléctrico total es:

5 dg" .
E:ke/;kEW——F/P<T_T/)' (371)

Una forma adicional de calcular el campo eléctrico, es a través de la fuerza que dicho campo
ejerce sobre una carga de prueba, para lo cual se aplica la relacién (3.7), que es valida
independiente de la fuente que origina el campo eléctrico (si el campo E es generado por
particulas cargadas o por distribuciones continuas de carga). Por lo tanto, la expresién (3.7)
es util si ya se conoce la fuerza eléctrica ejercida sobre una carga puntual ¢’. Por tanto, los
resultados obtenidos en los ejemplos de la seccién (2.3), donde se consideraba la fuerza sobre
una carga q debido a objetos con distribuciones continuas de carga, sirven para determinar
los campos eléctricos asociados a dichas distribuciones. A continuacion, se presentan algunos
ejemplos relacionados con estos casos.

Ejemplo 3.3. En este ejemplo se presentan algunos casos donde se calcula el campo
eléctrico a partir de la ecuacion (3.7).

1. Cable infinitamente largo. En el ejemplo (2.13) se encontré la expresion para la
fuerza que un cable infinitamente largo con densidad de carga A ejercia sobre una carga
q, ubicada a una distancia a del cable ("= a%). El resultado se expresa en la ecuacion
(2.110). Utilizando dicho resultado y la definicion del campo eléctrico se determina que:

. F 2 R
EF =1im — = lim ke@z’
q—0 ¢q —0 q a
A~
= 2k.—1
a
A -
= . 3.72
27reoal ( )

La expresion (3.72) representa el campo eléctrico que ejerce el cable infinito en la

~

posicion 7 = ai (la posicion que en el ejemplo (2.13) ocupaba la carga q).

2. Cable de longitud finita. En el ejemplo (2.14), en la ecuacion (2.114) se calculd la
fuerza que un cable de longitud finita L y carga Q) ejercia sobre una carga q ubicada a
una distancia a sobre el eje horizontal. El conductor se ubico simétricamente respecto
al eje x (ver ejemplo ((2.14))). A partir del resultado (2.114), se puede encontrar el
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campo eléctrico que el conductor finito descrito anteriormente genera en el punto ¥ = ai
(donde se encontraba la carga q). Por lo tanto, se identifica que:

P B ke L ]
— 5 q — 5% q a(a2—i—[/2/4)1/2Z
L R
= ko (3.73)

a(a® 4+ L2/4)1/22'

3. Alambre finito con ubicacién no simétrica. En el ejemplo (2.17) se considera
un alambre finito de longitud L, con una ubicacion no simétrica respecto al eje x. La
fuerza eléctrica sobre la carga q en dicho ejemplo estd dada por las ecuaciones (2.146)
y (2.147). Por lo tanto, las componentes del campo eléctrico vendrdn dadas por:

E —1fmkqu( L-y-L/3 y+L/3 )
T 450 qb (b2 + (L —y — L/3)2)1/2 (b2 4 (y + L/3)2)1/2
_ keA L—y—1L/3 y+L/3
== ((b2 F(L—y—L/3)72 " 12+ <y+L/3>2)1/Q> (3.74)
s _keq 1 _ 1
Ey - (llli% q A ((b2 + (L — Yy — L/3)2)1/2 (b2 n (yq i L/3)2)1/2)
1 1
- ((b? (L =y — L3 (0 + (g + L/3)2)1/2> - B

4. Anillo circular. En la expresion (2.154) del ejemplo (2.18), se encontrd la fuerza que
un anillo circular de radio R y carga () ejercia sobre una particula de carga q ubicada a
una distancia a sobre el eje y. Por lo tanto, el campo eléctrico que dicho anillo genera
en el lugar de ubicacion de q, es:

—

FotmE e @2 -, Qa -
T a0 g a0 g (B2t a2 T (R g a2t

(3.76)

5. Plano infinito. En el ejemplo (2.20) se evalud la fuerza que un plano infinito con
densidad superficial de carga o ejercia sobre una particula q ubicada a una distancia
a del plano, segin se observa en la ecuacion (2.162). Por lo tanto, el campo eléctrico
generado por una plano infinito de densidad de carga o en un punto ubicado a una
distancia a del plano, estd dado por:

— ﬁ q O ~ g -
EF=lm—=1lim-—j7=—1. 3.77
ql—I>I(1) q q1—1>1(1)q260j 26()J ( )
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Es importante destacar que el calculo directo del campo eléctrico en un punto 7 mediante
integracién, es equivalente al procedimiento utilizado para encontrar la fuerza sobre una
carga ¢ ubicada en la posicién 7. La tnica diferencia entre los resultados del campo eléctrico
y la fuerza eléctrica es la presencia de la carga q, la cual no afecta el proceso de integracion.

Ejemplo 3.4. Como un ejemplo de cdlculo directo para encontrar el campo eléctrico, se
considera la siguiente configuracion: un conductor lineal de longitud L y carga total QQ, se
extiende a lo largo del eje x, como se ilustra en la figura 3.16. En este caso, se quiere
determinar el campo eléctrico generado por el conductor en un punto P ubicado a una
distancia a de uno de los extremos del conductor, sobre el eje x, como se indica en la figura
3.16.

Tp
7
(—* > T
(____(1__ ) F— o> = =

Figura 3.16: Ejemplo (3.4). Campo eléctrico generado por una barra cargada de longitud L.

Solucioén: Para resolver este problema, se debe considerar una distribucion continua de la
carga. Primero, se toma un elemento de carga dq' en el conductor y se determina el campo
eléctrico diferencial dE que este elemento de carga genera en el punto P. El campo eléctrico
diferencial estd dado por:

L), (3.78)

que:

por lo tanto:

7= 7' = (L +a)— ). (3.81)
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Al reemplazar (3.81) en (3.78) e integrar, se tiene que:
— dq/

E =k,

‘4(@+ﬂﬁ+xﬂw2

Dado que se trata de un conductor lineal, dg’ = \dx', siendo X\ la densidad lineal de carga.
La integral se realiza en la variable ©', que define la posicion de cada elemento de carga dq
en el conductor. Respecto a la ubicacion del conductor, los limites de integracion van desde
' =0 hasta ' = L. De esta forma, la ecuacion (3.82) se puede escribir como:

((L 4 a) — 2')i. (3.82)

L / L ! gt
= dx . x'dx N
E =k M\L  — kA . 3.83
( +a)/0 ((L+a)2+x’2)3/QZ /0 ((L—l—a)2+x’2)3/2Z (3.83)
La primera integral presente en (3.83), se puede resolver realizando el siguiente cambio de
variable:

/

tanf = Tta)

(3.84)

tal que:
dr' = (L + a) sec 0°df. (3.85)

Reemplazando (3.84) y (3.85) en la primera integral a la derecha de (3.83), se obtiene:

/ L dz’ _ 1 / 95 sec62df
y (T aR 127 ~ (T vaP Jy, (1t and2pn

—1 N 0do
" (Lta) /

0
1 !
= -———send

(L+a)?

(3.86)
0;

Ahora, la relacion (3.84), sugiere que =’ y (L + a) corresponden al cateto opuesto y cateto
adyacente del dngulo 0 asociado a un tridngulo rectdngulo, por lo tanto:

x/

senf = (3.87)

V(L +a)? + 272

por lo cual:

/ L

/L dz’ B 1 x
o (L+a)+a?)32  (L+a) (L + a)? + a2
5 (7o)

(L+aP \ /(L +a)?+ L2

0

(3.88)
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Por otra parte, la sequnda integral que aparece en (3.83) es directa, tal que:
L
0)

- (<<L+a>21+ e <Lia>> |

/L x'dx’ L 1
0 ((L+a)2—|—x’2)3/2 - ((L+a)2+x’2)1/2

Reemplazando (3.88) y (3.89) en (3.83), se tiene finalmente que:

- L 1 1
b= ke <(L+a)((L—|—a)2 e (R EE S U a>

En el caso particular que a > L, se deduce que

ISSEd

(3.89)

(3.90)

(3.91)

Por lo tanto, para a > L el resultado es el mismo que se tendria para una particula con
carga Q) ubicada a una distancia a respecto al punto donde se evaltua el campo eléctrico.

Ejemplo 3.5. Dos placas infinitas cargadas con densidades de carga o y —o se ubican en
el espacio con una separacion entre ellas igual a d. Las placas se ubican perpendicularmente
al eje x, de tal forma que la placa con densidad o corta el eje x en la posicion x = 0, y la
placa con densidad —o corta el eje x en la posicion x = d (ver figura 3.17). Para el sistema

descrito, se evaluard el campo eléctrico en cualquier region del espacio.

Y
a -0
- - al E_ —
£, FE_ ’f;' B
E_
z
d
f€ - - --=---- >
z/

Figura 3.17: Ejemplo (3.5). Campo eléctrico generado por dos planos infinitos cargados.

Solucion: Para resolver el problema, se parte de la solucion previamente calculada para un
plano infinito cargado, dada por la expresion (3.77), en la cual se define que la direccion del
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campo eléctrico se encuentra sobre el eje que corta perpendicularmente al plano en estudio
(que en este caso corresponde al eje x) y cuya magnitud se puede escribir como:

|E|
Dado que el campo eléctrico sigue el principio de superposicion, se puede concluir que en el
caso planteado, el campo eléctrico en cualquier region del espacio, serd igual a la suma del

campo eléctrico li; generado por la placa infinita con densidad o y del campo eléctrico E_ ;
generado por la placa con densidad negativa —o, es decir:

= —. 3.92
280 ( )

E=E,+E_ (3.93)

En cada region del espacio, el campo eléctrico generado por cada placa cambia su direccion,
por lo tanto, el estudio del campo eléctrico total se puede evaluar en cada region del espacio
en forma independiente, lo cual se describe a continuacion:

= Region x < 0: En esta region, el campo eléctrico debido a cada placa serd:

— 0-/'\

E, = — 3.94
+ 2802’ ( )

- O ~
E. = —u 3.95
20" (3.95)

por lo tanto, el campo eléctrico total es:

E = E.+FE
g ¢1+. g -~
= ——1+—1
250 280
= 0. (3.96)

» Region x > d: En esta region el campo eléctrico debido a cada placa sera:

E, = — .
+ 28027 (3 97)
— g ~
E. = ———:u .
o (3.98)

Asi el campo eléctrico resultante es:

E = E.+E
g -~ g -~
= —1— —1
250 250

—

= 0 (3.99)
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» Region 0 < x < d: En este caso el campo eléctrico de cada placa es:

— g -~

EFE, = — 3.100
+ 2802’ ( )

- o ~
E. = —i. 3.101
ooy (3.101)

Por lo tanto, el campo eléctrico total serad:
E - E+ + E

= i (3.102)

Los resultados anteriores indican que el campo eléctrico solo es diferente de cero en la region
entre las placas y es iqual a

E == (3.103)

Ejemplo 3.6. En este ejemplo, se considera dos cables infinitos paralelos, separados por
una distancia d. El primer cable se encuentra a lo largo del eje z cortando el plano xy
en el punto (0,0,0). El sequndo cable corta el plano xy perpendicularmente en el punto
(d,0,0). Ambos cables tienen la misma densidad lineal de carga A\ (ver figura 3.18). Para la
conﬁg/ymcgp’n descrita, se encontrard el campo eléctrico en un punto definido por el vector
=i+ yj.

yA

Cy

z y
\

Figura 3.18: Ejemplo (3.6). Campo eléctrico debido a dos lineas de carga infinitas.

Solucioén: Para resolver el problema, se parte del resultado conocido para un cable infinito
de densidad A (ver ecuacion (3.72)). La magnitud del campo eléctrico generado por un cable
de estas caracteristicas es:

(3.104)

2mwegr’
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donde r representa la distancia radial medida perpendicularmente desde el eje definido por
el cable, hasta el punto donde se desea evaluar el campo. La direccion del campo eléctrico
es perpendicular al eje sobre el cual se extiende el cable, saliendo del cable si A > 0. En
la figura 3.18 se ilustra la configuracion del sistema, con el eje z orientado hacia fuera de
la pagina. El punto donde se medird el campo eléctrico, denominado P , tiene coordenadas
(x,y). Ademds, en la figura 3.18, se ha esquematizado el campo eléctrico debido al cable 1
(ubicado en (0,0,0)) y el campo eléctrico debido al cable 2 (ubicado en (d,0,0)). De la figura
3.18, se puede establecer que el campo eléctrico para el cable Cy, serd:

A —~ —~
E, = (cos 0i + sen 67)
27T€07”1
A

= (cos 07 + sen 67). (3.105)

271'80\/132 +y2

En términos de las coordenadas (x,y), y a partir de la figura 3.18, se puede deducir que:

ro= T (3.106)

cosl = —— (3.107)
Va2 +y?
senf = ——2 (3.108)

por lo tanto:

E A X /.\_|_ Yy -
= 7
' 2megy/ 2 + 12 \/x2+y2 \/xz—l—y?]
A —~ o
= — |zt ) . 3.109
2meg (22 4+ y?) (:m o yy) ( )

De igual forma, a partir de la figura 3.18 se puede establecer que el campo eléctrico del cable
2 es:

— )\ ~ -~
Ey, = Sr— (cosai + senavj)
A ~ -~
= (—cosai+senay). (3.110)
2meq (d — 55)2 + y2
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En términos de las coordenas (x,y) se tiene que:

vy — \/m, (3.111)

cosa = d—c , (3.112)
(d—a)* +y?

sena = Y , (3.113)
(d—2)* +y?

por consiguiente, se deduce:

- A (d—xz) -~ Y -
E, = — 1+ J
2meg (dx)2+y2( \/(d—x)2+y2 \/<d:v>2+y2)

A ( ~
= —(d=2)T+y]). 3.114
Finalmente, el campo eléctrico total es:
E = E1+E2
A A

- m (ZB/Z\‘F y?) + 2men ((d— x)Q n yQ) <— (d— 93)/@\4— y})

A v (d-w) - y y ~
= 272, ((x2+y2) ((d—x)2—|—y2)> +27r80 ((gg2—|—y2) + ((d—x)Q—i—y?))J-
(3.115)

Como un caso particular, si x = d/2, se tendria que:

L ( d/2 (d—d/2) ) -
E = 5 - 3 !
2me0 \ ((d/2)° +42)  ((d—(d/2))” +y?)

LA ( v y )3
2meo \ (/2% +92)  ((d— (d/2)> + 1?)

A ( /2 d)2 );
2meo \ ((d/2)° +12)  ((d/2)° +4?)
A Yy Yy 7
+ Imey (((d/2)2 +4?) - ((d/2)* + y2)> !

A y ~
20 (((d/2)2 +y2)) g (410
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El resultado anterior indica que el campo eléctrico medido en el plano que separa a los dos
cables por el punto medio, tiene unicamente una componente en la direccion j.

Ejemplo 3.7. Un electrén ingresa a una region donde existe un campo eléctrico uniforme
orientado en direccion 3 El electron tiene una velocidad inicial Vo con un dngulo 8 medido
respecto a la horizontal (ver figura 3.19). Para el problema planteado, se analizard el movimiento
del electron.

Yy

=

U

S e
S

Figura 3.19: Ejemplo (3.7). Electrén en presencia de un campo eléctrico uniforme.

Solucioén: El campo eléctrico genera una fuerza sobre el electron dado por:

F=qE = —|e|Ej] = —|e|EJ, (3.117)

y de la sequnda ley de Newton se sabe que: F= ma, por lo tanto:

PN
= —|ij. (3.118)
m

Lo anterior establece que el electron posee una aceleracion constante en direccion —3,' es decir,
el electron adquiere un movimiento con aceleracion uniforme en dicha direccion. En direccion
i no existe aceleracion y por lo tanto, el movimiento es uniforme. Las condiciones anteriores
son similares al movimiento que experimenta un cuerpo masivo cerca de la superficie de la
tierra, en cuyo caso la aceleracion es la gravedad y donde la trayectoria descrita por el cuerpo
es parabolico, lo cual también ocurre con el movimiento del electron que se estd analizando.
El movimiento del electron estd descrita por las funciones y(t), V,(t) y x(t) establecidas para

un movimiento parabdlico, que en el caso particular en estudio son (asumiendo la posicion
inicial (0,0)):

E
y(t) = gt2 + Vosen Ot = —‘Qiﬁ + Vo sen 6t, (3.119a)
m
z(t) = Vpcosbt, (3.119Db)
le|

V, = at+ Vpsenf = ———t+ Vysend. (3.119c¢)
m
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Si despejamos la variable tiempo t de la ecuacion z(t), se tiene que

x
=" 3.120
Vocos@’ ( )

y reemplazamos el resultado en y(t), se obtiene la ecuacion de trayectoria, dada por:

le|E x 2 x
= — % 0
J 2m \ Vycos@ + Vosen Vo cos
E 2

_ B2 iane. (3.121)

2m V2 (cos )

La expresion (3.121) claramente establece la trayectoria parabdlica del electron. A partir
de las relaciones (3.119) y (3.121), podemos encontrar cantidades de interés. Por ejemplo,
podemos determinar la posicion mdzrima que alcanza el electron sobre el eje y (altura
mdzima), lo cual se lograr considerando que en el punto de altura mdzima la velocidad 'V,
es tqual a cero, por lo tanto:

le| E

Vy(t) =0= _Wt + Vo send, (3.122)
entonces
mVysend
= 12
B (3.123)

El tiempo descrito en (3.123) corresponde al tiempo que tarda el electron en llegar a su
altura mdzima. Al reemplazar (3.123) en y(t) se obtiene que:

le| E

Yméx = — 2 + Vi sen 6t
2m
le|E (mVysen6? mVj sen 0
_ Visenf [ =027
2m le|E T Yosen le|E
_ mVg (sen 0)>  mV2(senf)?
2le|E le|E
mV2 (sen §)?
= —. 124
2le|E (3.124)

En conclusion, el electron en presencia de un campo eléctrico uniforme como el descrito en
el planteamiento del problema, realiza una trayectoria parabolica, con una aceleracion en el
eje y dada por la ecuacion (3.118).
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Ejemplo 3.8. Una distribucién lineal de carga se encuentra localizada a lo largo del eje
x desde xy hasta v — +00. La densidad lineal de carga estd dada por: \(z) = %’;g’l Para
el sistema descrito anteriormente, se calculard el campo eléctrico en el origen del sistema

coordenado definido en la figura 3.20.
Ya

.

\

Figura 3.20: Ejemplo 3.8. Campo eléctrico debido a una barra infinita cargada con densidad de carga no
uniforme extendida sobre el eje x.

Solucién: El campo eléctrico debido a un elemento de carga dq' es dado por:
=kee—"= (F—7"), (3.125)
7’|

donde 7 identifica la posicién del punto donde se evalia el campo y 7' caracteriza la posicion
del elemento de carga dq'. Ya que se desea evaluar el campo eléctrico en el origen de
coordenadas, se determina que:

7= 0i + 07, (3.126)
Y
7= i, (3.127)
de manera que:
P =—xi, |F-7 =2 (3.128)

con lo cual, el campo eléctrico toma la forma:

= dq" 1~ dq'~
E= k/F <—m) _ —ke/ﬁz. (3.129)

Ya que el problema estd caracterizado por la densidad lineal

)\0370
el elemento de carga dq' se escribe como:
A
dq = \(x)dx = Ofodx, (3.131)
x

siendo dx la longitud ocupada por la carga dq'. Con lo anterior se tiene que:

N ’ o 1 . 0 =
E=—Fk d—qzz' - —ke/ — ()\Oxod:v) = —k:e/ Aomod—fi. (3.132)
x 0 0 x

12
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Entonces, el campo eléctrico total es:

. ~ [ ~ 1 &
E = —k?e/\().l’ol'/ dl’l’_4 = —k?eA()CL’()Z' (-—3>
o 31‘ o)
)\01’0/,\ 1 ke)\o/.\

= k. —— | == . 3.133
3 l( x%) 3z ! ( )
Ejemplo 3.9. Un semicirculo de radio R posee una densidad lineal de carga dada por:
A(0) = —Xgcos @, donde 6 se mide respecto al semieje z positivo y donde Ny es una constante

positiva con unidades de carga por unidad de longitud (ver figura 3.21). Para la configuracion
en mencion se calculard el campo eléctrico en el origen de coordenadas.

y &

Figura 3.21: Ejemplo 3.9. Campo eléctrico generado por carga distribuida uniformemente sobre un
semicirculo.

Solucion: El origen de coordenadas se puede identificar por el vector:
7= 0i+0j. (3.134)

Caracterizando el elemento de carga dq’ por las coordenadas (x,y), de la figura 3.21 se puede
establecer que:

7' =i+ yj = Rsendi + Rcos'7, (3.135)
de manera que:
F—r' = - (Rsen 0i + R cos 9'}) =—-R (sen 0'i + cos 97) ; (3.136)
7 — 7| = VR2sen2@ 4+ R2cos20 = \/R? (sen2 @’ + cos2 ) = R. (3.137)
Asi, el campo eléctrico debido a dq' se expresa como:
dE = b (7 — )
=

= ke% [—R (sen 0'i + cos 0’3)}
/

. dq e '
= —keﬁ (sen9 i+ cos@y) : (3.138)
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Ahora, la relacion entre el elemento de carga dq' y la longitud dl es:
dqd =X (0')dl = (—Xgcos®) (RdO) = —NgRcos'db’ . (3.139)
Por lo tanto, el campo eléctrico resulta ser:
- - 0'do’ ~
dE = —ke( OR}C;Q)S ) (sen@'/z’\—l— cos G’j)
A o
= keEO (sen 0’ cos 0'd0'i + cos® 9'd9’j> , (3.140)
De manera que el campo eléctrico total es:
. N [2 R
E = keﬁo ’ (sen ¢’ cos 0'ddi + cos 6’d9’j>
>‘0 - z / / A z / 2 nt
= keE z/ df’ sen ¢’ cos 6 +]/ de’ cos” 0
>‘0 _’-\ 2 / AN z /1 /
= keE i d(sen®')send + j d9§(1+cos29)
Ao |~1 2 1 2
= keEO zEsenQ o’ B + —j(@’ — = sen29’)_7r
N N _— 2,
L 0 ™
7T>\0/_\
= — 7. 141
kg (3.141)

Ejemplo 3.10. Dos anillos concéntricos de radios Ry = R y Ry = 4R se encuentran en
el plano xy como se muestra en la figura 3.22. Un punto P localizado en el eje z estda a una
distancia z = 6R. El anillo grande tiene una carga Q) positiva distribuida uniformemente. En
este ejemplo se determinard el valor de la carga distribuida uniformemente sobre el anillo

pequeno, tal que el campo eléctrico en el punto P sea nulo.

> Y

Figura 3.22: Ejemplo 3.10. Campo eléctrido debido a dos anillos cargados.
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Solucion: En el ejemplo (2.18) se mostrd que la fuerza electrostdatica ejercida por un anillo
de radio R y carga Q > 0 (uniformente distribuida), sobre una carga negativa q localizada
en el eje de simetria a una distancia z del centro del anillo, toma la forma:

—

F=(-q)

i (3.142)
(R? 4 22)2

Esta relacion permite establecer que el campo eléctrico debido al anillo cargado positivamente
en un punto sobre el eje de simetria es:

E= kL:ﬁ (3.143)
(R? + 22)3

Si se identifica con Qs la carga del anillo pequerio, los campos eléctricos sobre el eje de
simetria de los anillos se pueden expresar como:

0=0 = B o= k9 5oy, Q0D 3
(R} + 22)* [R2+ (6R)*]?
6QR ~ 60R  ~
= ke#k =k, ¢ -k
(R? 4 36R?)2 R3(1+36)2
_ %9 3 (3.144)
R2(37)2
De igual manera,
QQ — EQ = ke%/g = ke Q2 <6R) g/l{\f
(R +22)° [(4R)* + (6R)*]
— K, Q21 k= ]{;BLR?)@
(I6R? + 36RR?)2 R3 (16 + 36)>
= ke&%ﬁ (3.145)
R? (52)2
Por lo tanto:
E = E+E,=0 (3.146)
+
- ~ ~ ke -
0 = k&mk&k =6 @ . Q23 k. (3.147)
R2?(37)2 R?(52)2 R | (37)2  (52)2
La anterior igualdad implica que deben ser iguales sus componentes, es decir:
6k,
. © T+ Q23 = 0. (3.148)
F1@n:  (52):
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Al ser %“5 constante, la relacion anterior se garantiza Si:

v g T Q—Qs =0, (3.149)
(37)2  (52)2

lo que implica que el valor de la carga distribuida sobre el anillo pequeno debe ser:

(32 (52)\®
Qs = —(37)362 — - (ﬁ) Q. (3.150)

Ejercicio 3.14. Considere una linea de carga negativa localizada a lo largo del eje x, desde
x = —xg hasta © = xy (ver figura 3.23). Calcular el campo eléctrico en el punto P indicado
en la figura 3.23, considerando que la carga sobre la linea esta distribuida de acuerdo a la
relacion \ = /\Oi—é. Analice el caso y > 2xg.

—X0 Zo

Y
Figura 3.23: Ejercicio 3.14. Campo eléctrico debido a una linea finita cargada uniformemente.

Ejercicio 3.15. Se tienen dos barras cargadas de longitud L extendidas a lo largo del eje
x como se indica en la figura 3.24. La barra ubicada a la izquierda del origen tiene carga
Q1 = Q > 0, uniformemente distribuida sobre su longitud, y la barra ubicada a la derecha
del origen tiene una carga Q2 = —Q. Para la configuracion descrita, encuentre: a) El campo
eléctrico sobre un punto ubicado a lo largo del eje y (y # 0). b) Calcular la aceleracion que
experimenta una particula con carga q y masa m ubicada sobre un punto a lo largo del eje
Y.

Figura 3.24: Ejercicio (3.15). Campo eléctrico sobre un eje perpendicular a dos cargas barras cargadas.

Ejercicio 3.16. La figura 3.25 muestra un anillo de radio a el cual posee una densidad lineal
de carga X\ (0) = Agsen, siendo 0 el dngulo medido respecto al semieje x positivo y Ao una
constante positiva. Calcular el campo eléctrico en el centro de anillo.
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<\ Ql

Figura 3.25: Ejercicio 3.16. Campo eléctrico generado por un anillo cargado no uniformemente

Ejercicio 3.17. Una carga Q) estd uniformemente distribuida sobre una barra de longitud [
como se muestra en la figura 3.26. Calcular el campo electrico en los puntos P y P'.

yﬂ‘
P/
i
X
e,
N B e L ><---" >
l b
]

Figura 3.26: Ejercicio 3.17. Campo eléctrico debido a una carga distribuida uniformemente sobre una longitud
finita extendida sobre el eje x.

Ejercicio 3.18. La configuracion de carga mostrada en la figura 3.27 consiste de dos semicirculos
de radio R. El semicirculo superior tiene una carga g > 0, en tanto que el semicirculo inferior
posee una carga —q. Los dos semicirculos disponen de carga uniformemente distribuida sobre

su longitud. Calcular el campo eléctrico en el centro del circulo.

yﬂk

—-q

Y

Figura 3.27: Ejemplo 3.18. Campo eléctrico generado por dos semicirculos cargados

Ejercicio 3.19. Dos barras infinitas son colocadas paralelas una a la otra y perpendiculares al
plano de la pdgina como se muestra en la figura 3.28. Cada una tiene su carga uniformemente
distribuida, siendo A la densidad de la barra ubicada a la izquierda y —\ la densidad de la
barra ubicada a la derecha. Calcular el campo eléctrico en los puntos Py y Py para el sistema
descrito.
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yA
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Y
a/2 Py
T
A\ d/2i ) B
<----d----> 4--—-C-l---> ”

Figura 3.28: Ejercicio 3.19. Campo eléctrico generado por dos lineas de longitud infinita con densidad de

carga uniforme.

Ejercicio 3.20. Una varilla forma un arco de radio R y abertura angular 260 como se muestra
en la figura 3.29. La varilla posee una carga total Q) que se distribuye uniformemente. Calcular

el campo eléctrico en el punto P.

Figura 3.29: Ejercicio 3.20. Campo eléctrico generado por una varilla en forma de arco, con densidad de

carga uniforme.

Ejemplo 3.11. Una carga se encuentra distribuida de manera no uniforme sobre un
plano infinito que presenta un hueco circular de radio b como se muestra en la figura 3.30.
La distribucion de carga sobre el plano es dada por: o (p) = oop%, donde p es la distancia
radial medida desde el centro del agujero. Calcular el campo eléctrico sobre un punto que se
encuentra a una distancia z sobre el eje de simetria del circulo.

z 1»
7\
\
=Y
b

A
=1
/

¢/

g o

T Y

YA

/’ -

/‘,~ RS

o S
/’ \\/,:/v ,

/ / s

5| Py

e

< >

X

Y

Figura 3.30: Ejemplo 3.11. Campo eléctrico generado por un plano infinito cargado, con un hueco circular

en su centro.
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Solucion: Se considera el origen de coordenadas en el centro del circulo. Para un punto P
localizado sobre el eje de simetria del circulo a una distancia z, el vector de posicion que lo

identifica se puede expresar como: R
r = zk. (3.151)

El elemento de carga dq' sobre el plano se puede caracterizar por las coordenadas (z,y). De
acuerdo a la figura 3.30, el vector de posicion asociado a dq' se expresa como:

7 =xzi+yj=pcosdi+p sendy, (3.152)

donde en la ultima igualdad se ha expresado las coordenadas x,y en las coordenadas polares
que en esta ocasion se han denominado p' y ¢’ (denominacion usual en coordenadas cilindricas),
a partir de lo cual se tiene que:

Fei = k- (p’ cos qb//z\—l— P sen qb/jj\) — 2k — P cos Cb//l\— p'sen ¢//J'\7 (3.153)
1 1
7=7 = (224 p%cos’ ¢ + p?sen® @) = (2° + p”?)2. (3.154)

El elemento de carga dq' se puede expresar en términos de la densidad superficial de carga,
en la forma

b 1
dq/ =0 (p/> da = (UOE) (p,dp/d¢,) = O'obpdp/d(ﬁ/. (3155)
o'dp'dg’

Asi, el campo eléctrico generado por dq' es,

a d . .
dE = ke|77—77’|3 (r—7")
oob 1 1 (L / 5 / 5
— kemﬁd/} d¢ (zk —plcosdi —p sen¢j> : (3.156)

De manera que el campo eléctrico total estd dado por,

o) 2T
. b ~ o
E = &k / / 9% add (zk — o cos¢i — o sen ¢’j>
b 0 p? ( 22 2

+07)
. o] d ! 27
— k,oobzk / S — / ¢’
b p/2 <Z2+pl2)§ 0
27

[ do' 2
—koobi / . / de' cos ¢/
boop (224 p?)2 L0

—_—

0

] / 27
—keaobj/ d—p3/ d¢' sen ¢’
b (224 p?)2 Lo
—_—
0
— ork,oobzk / S — (3.157)
b P22+ p2)?
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Al evaluar la integral, se cumple que:

d / 2 2 /2
/ r______FEer (3.158)
p/2 (22 + pl2)§ Z4pl 22 + p/2

por lo tanto,

. . 2 2 /2
E = 2nk.ogbzk —%
! 2P\ 2%+ p "
~ 22 +2b2 22 +2p/2
= 2mk.oobzk | ——mre — llm —————
0 2ADV22 02 oo zdpl\ /22 + pP?

Z2
2rkeonby | 227 4 (F+2>
= — 111 ——

B | WELRE  iow R

- P
2k.oob~ | 22 + 2b° ) (F + 2)
= k lim

23 NN o E
L o

2rk.o0b ( 22 + 2b? B 2> 2
23 b/ 22 + b2 '

Ejemplo 3.12. Una arandela cargada de radio interior a y radio exterior b posee una
carga no uniforme distribuida sobre su superficie, a través de la relacion: o (p) = Uoﬁ;
donde p es la distancia medida desde el centro de la arandela a un punto sobre el plano xy.
Para la configuracion planteada se calculard el campo eléctrico en un punto localizado en el

eje de simetria de la arandela (eje z).

(3.159)

Figura 3.31: Ejemplo 3.12. Campo eléctrico debido a una arandela cargada.

Solucién: Considerando el origen de coordenadas en el centro de la arandela, se asocia al
eje z como eje de simetria de la misma. Si el punto estd localizada a una distancia z del
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origen, la posicion de éste se puede expresar como:
7 = zk. (3.160)

El plano de la arandela coincide con el plano xy, de manera que el vector de posicion 7?’, que
identifica el elemento de carga dq'; de acuerdo a la figura 3.31, se puede expresar como:

—

v =2t +y] = p cos¢i + psen 7, (3.161)

siendo p' la distancia medida desde el origen de coordenadas al elemento de carga dq' y ¢’
el dngulo que forma el vector de posicion 1’ con el eje x (notacion usual en coordenadas
cilindricas). Asi, se deduce que:

P = k- <p’ cos @i + p' sen qﬁ'}) = —plcos¢i— p'seng + zk, (3.162)
_ \/,0’2 cos2 &+ p’2 sen?2 o + 22 — \/p’2 (cos2 & + sen? ¢/) 422

1
= (2 +2)E (3.163)

Ahora, el elemento de carga dq' se relaciona con la densidad superficial de carga o (r)
mediante:

dq =0 (p')dd, (3.164)
siendo da’ el diferencial de drea ocupada por la carga dq' en el plano xy y que en coordenadas
polares se escribe como:

da = p'dp'd¢’. (3.165)

Por lo tanto,

/2

P
(b—a)

dq = <ao (bf a)) (fdpdd) = o dp'dd'. (3.166)

Entonces, el campo eléctrico dado por dq' es:

= dg" .
dE = kem (7” — T/)
1 . pl2
(02 + 22)% *(b—a)
ke /2d /d / R R
C _U(C)L) ('0/2 f j)g (—,0’ cosdi — p'sen ¢’ + zk) . (3.167)
P2+ z

dp'do (—p' cos i — p'sen ¢’ + zE)
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Para obtener el campo total, se debe integrar sobre el plano cargado, de tal manera que

. k /2d d/
E = C <90 // gy ( pcosgbz—psengb]Jrzk)
—CL pl2+22

k‘eO' ~ b /3dr 2w ~ b /3d / 2m
= (b — (C)L) —Z/ m/ dgb/ COS (ZSI — ] / ﬁ/ d(b/ Sen (ZSI
a (P Z a (p Z

—_—
R b /2 / 27
+zk:/ %/ d¢
a (pl2_|_22)§

0 27
2w

9 - b /12 /
_ 2mkedy k/ _ o (3.168)
(b—a) o (p2+22)

3
2

Al evaluar la integral en la expresion anterior, se tiene que:

/Zd / 1
/ PL e e (P + )] (3.169)
(p12 + 2’2)5 (T2 + 22)5

En consecuencia

b
E = 27TkeUOzE{——( ! +In [r+(p'2+22)%}}

(b—a) b2 4 ZQ)%
+— ot (@ + 7)) 1 (3.170)
(a2 + 22)2
es decir:
= Zrheoo 7 b e[ @) (3.171)
= zk § — - - +1n - :
(b—a) (B2 +22)2 (a2 + 22)2 a+ (a2 + 22)?

Ejercicio 3.21. Un disco plano se encuentra en el plano xy con su centro ubicado en el
origen de un plano cartesiano. St el disco estd cargado, encuentre el campo eléctrico generado
por el disco, sobre cualquier punto a lo largo del eje z, para los casos en los cuales la densidad
de carga esté dada por:

« 0 (p) = ou?
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donde p es la coordenada polar definida por p = \/x% + y?.

Ejercicio 3.22. Dos planos infinitos que poseen una densidad superficial de carga uniforme
negativa o, se interceptan formando un dngulo de 45°, como se muestra en la figura 3.32.
Calcular la magnitud y direccion del campo eléctrico en un punto P ubicado sobre el eje
perpendicular a la linea de interpretacion de los planos y a una distancia z de ella.

Figura 3.32: Ejercicio 3.22. Campo eléctrico generado por dos planos cargados.

Ejercicio 3.23. Dos planos infinitos poseen una carga opuesta pero distribuida de manera
uniforme sobre su superficie. Los planos se interceptan formando un dngulo recto (ver figura
3.33). Encontrar la magnitud y direccion del campo eléctrico en cada uno de los cuatro
cuadrantes definidos por los dos planos.

Figura 3.33: Ejercicio 3.23. Campo eléctrico generado por dos planos cargados.

Pregunta 3.1. Se tiene un sistema formado por dos conductores planos infinitos ubicados
perpendicularmente al eje x y separados por una distancia d. Los planos se encuentran
cargados uniformemente con una densidad de carga o. El campo eléctrico en la region entre
los planos tiene la direccion especificada en el figura 3.34. Para este sistema, respecto a los
puntos A, B, C' y D, es correcto afirmar que:

1. Un proton en A deberia sentir la misma fuerza que si se ubica en B, siempre y cuando
la densidad de carga entre los planos sea igual en valor y opuesta en signo.

2. Un proton en A deberia sentir la misma fuerza que si se ubica en B.
3. Un proton en A, sentiria la misma fuerza que la que experimental un eléctron en B.
4. En los puntos C'y D el campo eléctrico siempre es cero.

5. A medida que la separacion d entre los planos aumenta, el campo eléctrico disminuye.
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Figura 3.34: Pregunta 3.1. Interaccion eléctrica de un protén y dos planos cargados.

Pregunta 3.2. Considere las configuraciones de cargas puntuales que se muestran en la
figura 3.35. En todos los casos la distancia de las cargas al origen del sistema de coordenadas
es la misma. Respecto al campo eléctrico en el origen es correcto afirmar que:

1. El campo eléctrico en en el origen de coordenadas en las configuraciones 2), 3) y 4) es
cero.

2. El campo eléctrico en el origen de coordenadas en las configuraciones 2), 3) y 4) es el
mismo en magnitud y direccion.

3. El campo eléctrico en la configuracion 1), 3) y 4) es cero.

4. El campo eléctrico es perpendicular al plano donde se encuentran las cargas en todas
las configuraciones.

1) 2) 3) 4)
49 ¢ -4y 49 ¢ -4y
5q 5q -5q 5q -5q -5q 59 5q
-—e -——e -——e -——e
4q p 4q g 4q g -4c'

Figura 3.35: Pregunta 3.2. Campo eléctrico debido a cuatro cargas puntuales.

Pregunta 3.3. Un barra cargada se dobla como se muestra en la figura 3.36, formando un
semicirculo. La parte superior del semicirculo (por encima del eje x) tiene una carga positiva
+Q y la parte inferior (por debajo del eje x) una carga —Q. Respecto a la direccion del campo
eléctrico en el punto O, es correcto afirmar que:

1. Se orienta hacia dentro del plano xy (hacia dentro de la pdgina).

2. Se orienta en direccion y.
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3. Se orienta hacia fuera del plano xy (hacia afuera de la pdgina).

4. Se orienta en direccion —y.

Q+
o—> T
Q-

Figura 3.36: Pregunta 3.3. Campo eléctrico en el punto O debido a dos barras curvadas.

Pregunta 3.4. En una region del espacio se ubica una carga QQ = —2uC' inicialmente en
reposo, donde existe un campo eléctrico uniforme dado por:

E = 100N/Ci. (3.172)

Respecto a la magnitud de la aceleracion que experimenta la carga —2Q) en presencia del
campo eléctrico, es correcto afirmar que:

1. Es cero para todo tiempo t.

2. Es constante para todo tiempo t y en cualquier region del espacio donde existe el campo
eléctrico.

3. Aumenta con el tiempo a medida que la carga se mueve dentro del campo eléctrico.

4. Disminuye con el tiempo a medida que la carga se mueve dentro del campo eléctrico.

Pregunta 3.5. Respecto a la direccion de movimiento de la carga eléctrica en el campo E
del ejercicio (3.4), se puede afirmar que:

1. La carga se mueve en la direccion del campo eléctrico.
2. La carga se mueve en direccion perpendicular al campo eléctrico.
3. La carga permanece en reposo.

4. La carga se dirige en direccion opuesta al campo eléctrico.
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Pregunta 3.6. Se tiene un sistema formado por un anillo cargado de radio R y carga @,
adicionalmente se ubica una carga puntual de valor q sobre el eje de simetria del anillo a
una distancia z del centro del anillo (z > R) (el plano del anillo coincide con el plano xy).
Si la carga q se aleja del anillo, respecto al campo eléctrico en el centro del anillo generado
por el sistema anillo-carga puntual, se puede afirmar que:

1. Se reduce.
2. Aumenta.
3. No cambia.

4. Siempre es cero.

Pregunta 3.7. El campo eléctrico generado por una barra con carga Q) y longitud L en un

punto sobre el eje perpendicular a esta y a una distancia a de su centro, esta dado por:
_ 1 ML ; - : .

E = T anfat s To/0 donde X\ es la densidad de carga lineal. Si la longitud de la barra se

duplica, el campo eléctrico:

1. Se duplica.
2. Se reduce a la mitad.
3. Se cuadriplica

4. Disminuye.
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La ley de Gauss es un principio fundamental en el campo del electromagnetismo, formulado
por el matematico y fisico aleman Carl Friedrich Gauss. Este principio establece una relacion
entre el flujo eléctrico que atraviesa una superficie cerrada y la carga eléctrica total encerrada
dentro de esa superficie. Mateméticamente, se expresa mediante una integral de superficie
que vincula el campo eléctrico y la superficie en cuestién. La ley de Gauss es una de
las cuatro ecuaciones de Maxwell, que constituyen el fundamento de la teoria clasica del
electromagnetismo. Esta ley no solo proporciona una forma conceptual para entender cémo
las cargas eléctricas generan campos eléctricos, sino que también ofrece una herramienta
poderosa para calcular campos eléctricos en situaciones con una alta simetria, como es el
caso de distribuciones esféricas, cilindricas o planas de carga. Su versatilidad y utilidad
la convierten en un elemento esencial para el andlisis y la comprension de fenémenos
electromagnéticos en la fisica. Para entender la ley de Gauss, es necesario definir el concepto
de flujo eléctrico, por lo tanto, este capitulo inicia con su descripcién tanto conceptual como
matematica.

4.1. Flujo Eléctrico

El flujo eléctrico se define tomando conceptos asociados de hidrodinamica, donde se estudia
entre otras cosas, el flujo de un fluido. Para explicar dicho concepto, se considerard una
corriente asociada a un fluido incomprensible no viscoso que fluye con velocidad v,
adicionalmente se considera un anillo con area A que se encuentra sumergido en dicha
corriente, como se muestra en la figura 4.1. El vector de area A tiene una magnitud igual al
area del anillo A y su direccion es perpendicular al plano del anillo.

\
N—1
y

Y
Y

Figura 4.1: Flujo de un fluido incomprensible a través de un anillo.



4.1 Flujo Eléctrico 139

En la figura 4.1a, el vector de area es paralelo a la velocidad del fluido; el producto Av
determina la cantidad de agua que pasa por el area del anillo por unidad de tiempo. Si el
plano del anillo se inclina con respecto a la direccién del flujo del liquido (ver figura 4.1b), la
cantidad de agua que pasa por el anillo es Avcos@, donde 6 es el dngulo entre la velocidad
v del agua y el vector de area A. La cantidad de agua que pasa por unidad de tiempo por el
area del anillo se denomina flujo, y es expresada como:

¢ = Avcos =A-7. (4.1)

Por analogia al flujo de un fluido, se define el flujo eléctrico. Si el campo E es uniforme y
“fluye” a través de un area A con el vector asociado formando un angulo 6 con el vector de
campo eléctrico (ver figura 4.2), el flujo eléctrico esta dado por:

¢p = E-A=FEAcosf. (4.2)

Figura 4.2: Flujo de campo eléctrico uniforme.

El flujo eléctrico definido en (4.2) se puede interpretar como el “ nimero de lineas”de campo
eléctrico que atraviesan perpendicularmente el area A. Lo cual es una consecuencia a la
introduccion del producto punto en la definicién del flujo eléctrico, el cual proyecta el vector
de campo eléctrico E en direccién de dA, es decir, perpendicular al plano del area.

Como se menciono, la ecuacién (4.2) es vélida si el campo eléctrico es uniforme. En una
situacion mas general, el campo E varfa de punto a punto sobre la superficie, en tal caso la
relacién (4.2) solo es aplicable a elementos de area infinitesimales donde el campo eléctrico se
puede considerar constante. Asi, en una situacion general, se divide la superficie en muchos
elementos infinitesimales de area dA, como se muestra en la figura 4.3. Cada elemento es
caracterizado por el vector dfT(F), cuya magnitud representa el drea dA(7) y su direccién
es normal a la superficie en cada punto, como se indica en la figura 4.3. El flujo eléctrico
asociado al drea dA(7) es:

dép = E - dA = EdA cos . (4.3)

El flujo total a través de toda la superficie se obtiene al integrar la ecuacién (4.3), con lo
cual, se tiene que:
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Figura 4.3: Vector de area dA

b = /S E-dA. (4.4)

Si el flujo se evaltia sobre una superficie cerrada, la direcciéon del vector dA apunta siempre
hacia fuera de la superficie, como se indica en la figura 4.4.

Figura 4.4: Flujo de campo eléctrico a través de una superficie cerrada.

En una superficie los vectores dfT(F) apuntan en distintas direcciones de acuerdo a la curvatura
de la superficie en estudio. Para una superficie cerrada inmersa en una regién donde existe
un campo eléctrico E , se observara vectores de area dA para los cuales 8 < 90°, indicando
que las lineas de campo atraviesan la superficie desde su interior, resultando en flujo eléctrico
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positivo dg¢g > 0. Se puede observar flujo eléctrico positivo hacia la derecha de la superficie
indicada en la figura 4.4. También es posible encontrar elementos dA perpendiculares al
vector de campo E , para los cuales el flujo eléctrico sea cero (d¢g = 0). Finalmente, existiran
elementos de area cuyos angulo con respecto al campo eléctrico, estaran comprendidos entre
90° < 0 < 180°, implicando que las lineas de campo cruzan la superficie de afuera hacia
adentro, generando flujo negativo. Se puede observar flujo eléctrico negativo hacia la izquierda
de la superficie indicada en la figura 4.4. El flujo sobre una integral cerrada se expresa como:

op = ]f E-dA, (4.5)

donde 558 denota que la integral se evaliia sobre una superficie cerrada. El flujo neto a través
de la superficie es proporcional al nimero neto de “lineas de campo” saliendo de la superficie
(nimero de lineas que salen menos las que entran). Un flujo neto positivo indica més lineas
de campo saliendo (flujo positivo), mientras un flujo negativo indica mas lineas de campo
entrando (flujo negativo).

Al calcular el flujo sobre una superficie cerrada, como una esfera, el vector diferencial de area
(d/f) apunta siempre hacia fuera del volumen encerrado por la superficie. Para una superficie
abierta, como se muestra en la figura 4.3, la direccion del vector dA es arbitraria. Esto se debe
a que una superficie tiene dos caras y el vector de area puede ser normal a la superficie desde
cualquiera de sus lados. Sin embargo, una vez que se establece la direccién de un elemento

dA, esta orientacién debe mantenerse constante en toda la superficie de integracién asociada.

Ejemplo 4.1. Para una carga puntual q, en este ejemplo se encontrard el flujo eléctrico
a través de una superficie esférica de radio r con centro en la posicion de la carga q.

Solucioén: Tomando el origen de coordenadas en la ubicacion de la carga q, el campo eléctrico
en cualquier region del espacio vendrd dado en coordenadas esféricas por la expresion:

E = k.=, (4.6)
donde 7 es un vector unitario normal en cada punto a la superficie de la esfera. Por otra

parte, en coordenadas esféricas un elemento diferencial de drea para la superficie esférica
viene dado por:

dA = r*sen 0d0de, (4.7)

y el vector de drea debe apuntar radialmente hacia afuera de la superficie esférica, por lo
cual se tiene que

dA = 1 sen OdOdor. (4.8)

A partir de los resultados anteriores, el flujo eléctrico toma la forma:
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2m
O = /E dA = /EdA / / k’ — 7’ % sen 0dfdg

= keq/ / sen 0dfdp = Ank.q. (4.9)
o Jo

—

Ejemplo 4.2. El campo eléctrico en cierta region del espacio es descrito por: E =
(3.004+2.05 + 0.0k)%. Para el campo establecido se calculard el flujo eléctrico a través de las
superficies mostradas en la figura 4.5, considerando L = 0.30m.

z
T<-—-— L ---->

—_————— e m -

T ¥

Figura 4.5: Ejemplo (4.2). Flujo eléctrico a través de tres superficies cuadradas.

Solucién: Si se procede a evaluar el flujo eléctrico a través de la superficie Sy, se identifica
que Ny = k de manera que A51 = L2h, = L%k. Teniendo en cuenta que el campo eléctrico
es uniforme, el flujo a través de Sy es:

—

by, = E - Ag, = (3.0% +2.0j + k) : (LQic) = L% = 0.90m>. (4.10)

En el caso de la superficie Sy, el vector normal se puede expresar como: ny = j, de manera
que Ag, = L*ny = L?j. Por tanto, el flujo eléctrico es:

—

by, = E - Ag, = (3.0% 2,07 + k) - <L2j> — 2.0L% = 1.8m2. (4.11)

Finalmente, en el caso de la superficie S3, se considera el vector normal como: n3 = i, con
lo cual As, = L*ng = L. Entonces,

—

bp.. = E-Ag, = (3.00+2.0j + k) - (L%) = 3.0L> = 2.7m>. (4.12
Sa 3

Ejemplo 4.3. Se considera un campo eléctrico no uniforme definido por E, = Ezl;:, donde
E, =D (y—2z). En esta expresion x y y estan medidos en metros y D es una constante
con unidades de &~ El objetivo de este ejercicio es calcular el flujo eléctrico a través de una
de las caras de un cubo de lado a, concretamente la cara 4 indicada en la figura 4.6.
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Figura 4.6: Ejemplo (4.3). Flujo eléctrico a través de una de las caras de un cubo de lado a, debido a un
campo eléctrico F.

Solucion: Al ser un campo eléctrico no uniforme, el flujo eléctrico a través de la cara 4 del
cubo, se debe evaluar a partir de la expresion:

Py, = / E-dA, (4.13)
S4
donde . R R
dA = dA (—k:) — —dudyk. (4.14)

St se considera a la esquina inferior del cubo como el origen de coordenadas, es posible
determinar que:

¢ = /Edff:/ E.k) - (—dzdyk
B = |, (B:h) - (~dodst)
= —/ / D(y—Qx)dxdy:—D(/ da:/ ydy—Q/ xdaz/ dy)
o Jo 0 0 0 0
1

_ _p [(a) (%(f) 9 (%aQ) (@1 = Da’ (4.15)

Ejemplo 4.4. Una carga puntual Q negativa se encuentra localizada a lo largo del eje de
un disco de radio a, a una distancia ¢ del plano del disco (ver figura 4.7). Para la situacion
planteada, en este ejemplo se mostrard que si un cuarto del flujo eléctrico debido a la carga
pasa a través del disco, entonces a = v/3c.

Solucion: En primer lugar, el flujo total para una carga puntual @), viene dado por la
expresion (4.9) calculada en el ejemplo (4.1); es decir:

¢T = 47Tke@ = _47Tke|Q‘ (416)
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Figura 4.7: Ejemplo (4.4).Flujo eléctrico a través de una superficie circular debido a una carga puntual

Por otro lado, de acuerdo a la figura 4.7, el disco de radio a estd delimitado por una frontera
circular. Dicha frontera también delimita a la superficie asociada a un elemento de cascaron
esférico de radio r. Por lo tanto, el flujo eléctrico a través del disco, ¢g,, serd igual al flujo
eléctrico a través de la seccion del cascaron esférico ¢g,., es decir:

PEp = PEC, (4.17)
siendo
b = / E-dA. (4.18)
Sc
Ahora, el campo eléctrico debido a la carga puntual () negativa se expresa como:
= (—|Q|) Ql, .
E=k F=ke—5 3 (—7). (4.19)

Por otra parte, el elemento de drea dA se encuentra sobre la superficie del cascaron de radio
r y es normal a la superficie. En consecuencia, este se expresa como:

dA = r? sen 0dOdr, (4.20)
donde 7 es un vector normal a esta superficie, por lo tanto,
dA = 1 sen 0dOdyp () . (4.21)

Asi, el flujo eléctrico es:

01 T
Op. = /s E-dA = / /2 [ |Q| )}{r%en@d@dgp(f)]
01 21
— 0d0 | dyp = 2nk, 6, — 1 4.22
@l [ senan [ o= 278Gl costr ~ 1) (4.22)

De la figura 4.7 es posible determinar que:

C C

costh = -= ——, (4.23)
r (02 +a2)§
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por lo cual,

¢E‘c = 27Tke|@|

S (4.24)
7

(2 +a?

Siendo que un cuarto del flujo eléctrico debido a la carga pasa a través del disco, se cumple
que:

1
Prp = QB = Z¢T, (4.25)
lo que conlleva a que,
k. |Q| = 27k, Q | — S 1 (4.26)
(2 +a?)2
por tanto,
c
- = 1-— 4.27
2 (2 + a?)? (4.27)
a partir de lo cual se obtiene que
3¢ = a?, (4.28)

lo que implica que: a = /3c.

Ejemplo 4.5. El paraboloide mostrado en la figura 4.8, se encuentra inmerso en una
region con un campo eléctrico uniforme Ey. Calcular el flujo eléctrico a través de la superficie
del paraboloide.

—

Eq

—

Eq

\/

\

Y
Y

\
Y

A
>

A
>

Figura 4.8: Ejemplo (4.5). Flujo eléctrico a través de un paraboloide.

Solucion: Es importante destacar que las lineas de campo eléctrico que atraviesan la superficie
circular Sp (la base del paraboloide), son las mismas que pasan a través de la superficie del
paraboloide Sp. Esto significa que el flujo eléctrico debido al campo Ey a través de ambas
superficies es el mismo.

OEp, = QEp- (4.29)
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Ahora, para la superficie del disco es posible establecer que el vector de campo eléctrico EO
es paralelo a la normal n de Sp, de manera que:

bp, = / Ey-dA= | EydA=E, / dA = T2 Ej. (4.30)
Sp Sp Sp

2

Ejemplo 4.6. Una carga puntual Q negativa se localiza en el centro de un anillo de radio
b, el cual posee una densidad lineal de carga A\ uniforme y negativa (ver figura 4.9). Para
el sistema descrito, se calculard el flujo eléctrico a través de una esfera de radio a, en los
casos: b<a yb>a.

S

Figura 4.9: Ejemplo (4.6). Flujo eléctrico debido a una carga puntual y un anillo uniformemente cargado.

Solucion: Para b < a, la superficie de integracion es tal que solo encierra la carga puntual
—@Q, de manera que el flujo eléctrico es:

Op = Ak Qepne = Ak, (—Q) = —47kQ. (4.31)
Ahora, si la superficie de la esfera cumple la condicion b > a, resulta que,
g = 47kQene = 4k, (—Q + Q) , (4.32)

donde Q) es la carga asociada al anillo, la cual se expresa como:
Qx = A (2ma) = 2mal, (4.33)

por tanto,

op = 4k (—Q + 2mal) . (4.34)

Ejercicio 4.1. Calcular el flujo eléctrico a través de las caras 1,2 y 3 para el cubo y el campo
eléctrico descritos en el ejemplo (4.3).

Ejercicio 4.2. Se tiene un campo eléctrico dado por: E= (2.0% — 1.05' + 3.0/2:) % Calcular
el flujo eléctrico a través de una superficie de 2.0m? de drea que es paralela al plano xy.

Ejercicio 4.3. Considerar una superficie cuadrada de lado a, localizada a una distancia d de
una carga puntual negativa QQ, como se muestra en la figura 4.10. Para la situacion descrita,
encuentre: (a) el flujo eléctrico a través de la superficie cuadrada, tomando la superficie
perpendicularmente al eje x y aprozime el resultado al caso a < ¢, (b) el flujo eléctrico
cuando la superficie se encuentra inclinada un dngulo 0 respecto al eje x y analice el caso
a<kec.
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O
_____‘_____

“«~— d ——
Figura 4.10: Ejercicio (4.3). Flujo eléctrico a través de una superficie rectangular, debido a una carga puntual

Ejercicio 4.4. Una carga puntual Q) negativa se localiza en la esquina de un cubo de lado b
como se muestra en la figura 4.11. Calcular el flujo eléctrico a través de la cara sombreada.

Zﬂk

Yo

Q<0
T

Figura 4.11: Ejercicio (4.4). Flujo eléctrico a través de una de las caras de un cubo de lado a

Ejercicio 4.5. Resolver el Ejemplo (4.3) considerando que el campo eléctrico es dado por:

E, = E'zl;:, donde E, = D (2?> — y?), z y y estdn medidos en metros y D es una constante

con unidades de CN2.
m

Ejercicio 4.6. Un campo eléctrico no uniforme es dado por la expresion E = a1 21 + axxj +
a3y2/%, donde ay, as y az son constantes. Calcular el flujo eléctrico a través de una superficie
rectangular paralela al plano xz que va desde x = 0 hasta x = b y de z = 0 hasta z = c. La
superficie corta perpendicularmente el eje y en y = d (b,c,d son constantes).

Ejercicio 4.7. Una pirdmide de base cuadrada de lado a y altura h estd localizada en en
campo eléctrico uniforme E, orientado perpendicularmente a la base de la piramide. Calcular
el flujo eléctrico total a través de las cuatro caras inclinadas de la pirdmide.

Ejercicio 4.8. Un cable infinito que posee una carga por unidad de longitud X, coincide con
el eje de un cascaron cilindrico de radio a y altura h. Calcular el flujo eléctrico a través del
area lateral del cilindro.

Ejercicio 4.9. Un cubo de lado a se coloca en un campo eléctrico uniforme de intensidad
E. Calcular el flujo eléctrico si:

a) El campo eléctrico es perpendicular a dos caras opuestas del cubo.
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b) El campo eléctrico es paralelo a una de las diagonales del cubo.

Ejercicio 4.10. Un campo eléctrico no uniforme orientado en la direccion del eje z estd
caracterizado por una intensidad: E = :EfTOyg, donde Ey es una constante. Calcular el flujo
eléctrico a través de las siguientes superficies:

a) A través de un rectingulo extendido en el plano yz, entre a K y < b yd < z < d. El
plano del rectingulo corta el eje x en x = xy (ro=cte).

b) A través de un rectingulo extendido en el plano zy, entre a <z <byd <y <d.

4.2. Ley de Gauss

El flujo eléctrico conceptualmente tiene una aplicacion adicional, cuando se calcula en superficies
cerradas, en cuyo caso se presentan tres opciones posibles:

1. Se puede dar el caso que el nimero de lineas que “ingresan” al interior de la superficie
cerrada, es menor que el nimero de ntimero de lineas que “salen” de la misma, entonces
el flujo neto sobre la superficie cerrada es positivo (¢p > 0) y se puede inferir la
existencia de una carga positiva dentro de la superficie, ya que las lineas de campo,
salen de cargas positivas.

2. Si el nimero de lineas de campo eléctrico que “ingresan” a la superficie es mayor a las
lineas de campo que “salen”, entonces el flujo total serd negativo (¢r < 0), y se puede
inferir la existencia de una carga eléctrica negativa dentro de la superficie, ya que las
lineas de campo ingresan sobre cargas negativas.

3. Si el flujo total es cero, entonces se puede inferir que el niimero de lineas que “salen”
por algin sector de la superficie, se compensan con el nimero de lineas que “salen”
por otro sector de la misma y por lo tanto, no hay fuentes de campo eléctrico dentro
de la superficie (asumiendo que el campo eléctrico existe).

La ley de Gauss establece que el flujo neto a través de una superficie cerrada es proporcional
a la carga encerrada por la superficie siendo el factor de proporcionalidad igual a 1/¢.
Matematicamente la ley de Gauss se escribe como:

— — 1
]{ Frddi=Lo.. (4.35)
s €o
donde Q.. corresponde a la carga neta encerrada por la superficie cerrada S. Si la carga

neta estd constituida por N cargas puntuales ¢;, entonces la ley de Gauss se puede escribir
como:

N
L1
E-dA==% g, 4.36
f; 60;1(1 (4.36)
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donde se requiere que todas las cargas ¢; se encuentren encerradas por la superficie S. La
figura 4.12 muestra 4 superficies cerradas (Si, So, S3 y Sy), dos de ellas esféricas (S1, Sy) y
dos no esféricas (S y S3), que en virtud de la ley de Gauss, tienen el mismo flujo eléctrico
q/€o (sin importar si son esféricas o no).

Figura 4.12: Diferentes superficies que encierran una carga.

Ahora, si se considera una carga puntual ¢ localizada fuera de la superficie cerrada en estudio,
como se muestra en la figura 4.13, es posible observar que las lineas de campo eléctrico que
“ingresan” por un lado de la superficie, es igual al niimero de lineas que “salen” de la
superficie, por lo tanto, el flujo neto a través de la superficie cerrada es nulo y se concluye
que dicha superficie no encierra ninguna carga.

Figura 4.13: Flujo eléctrico debido a una carga puntual externa a una superficie cerrada.

Ejemplo 4.7. Aunque la expresion (4.35) es vdlida para toda superficie cerrada, se puede
verificar facilmente al considerar una superficie esférica que encierre una carga puntual q,
lo cual se demostrard en este ejemplo.

Solucion: El campo eléctrico para una carga puntual ubicada en el origen de coordenadas,
es dado por

- q .
E = ko5t (4.37)

donde 7 representa un vector unitario dirigido en direccion radial a la carga y con magnitud 1,
que en términos de los vectores unitarios cartesianos se puede escribir como: 7 = 1/\/§ (2 +7+ k)
Ahora se considera una esfera centrada en la carga puntual q. En cada punto sobre la esfera,
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se puede tomar un elemento diferencial de drea dA, cuyo vector de drea apunta en direccion
7 (normal a la superficie), de tal manera que: dA = dAr. Con lo cual el flujo eléctrico sobre
la superficie esférica vendrd dado por:

b — 7415 dA = fk%f)-(dmﬁ)
— kg 7{ 7 7) = g siA (4.38)

En coordenadas esféricas, el elemento de drea se espresa como: dA = r?sen0dfdy, asi que
el flujo de campo eléctrico que cruza la superﬁcie esférica es:

27 2 9d0d
keq T keQ/ / = SO

1
= keq/ sen@d@/ dp = 47?( )q, (4.39)

q
Oop = —. (4.40)
€0
Entonces, el flujo eléctrico a través de la superficie esférica es proporcional a la carga

encerrada por la superficie esférica y dicho resultado es independiente del radio de la esfera.

PE

es decir,

Ejemplo 4.8. A continuacién, se considera un sistema constituido por cuatro cargas
puntuales: qi, g2, q3 Y qa, como se muestra en la Figura 4.14. Para la configuracion descrita
se calculard el flujo eléctrico a través de las superficies: a) Sy, b) Sa, ¢) Ss, d) Sy.

Sy

S3

Figura 4.14: Ejemplo (4.8). Flujo eléctrico debido a un sistema de cargas puntuales.
Solucion: El campo eléctrico en la region donde se encuentran las cuatro cargas, estd dado
por el principio de superposicion, es decir

E=F,+ Ey,+ Es+ Ey. (4.41)

donde E; corresponde al campo eléctrico generado por la carga q; (i = 1,2,3,4). El flujo
eléctrico a través de una unica superficie cerrada S es:

—

by = /E.dg:/(ﬁl+ﬁg+ﬁg+ﬁ4).dA
S S

— /Ji.dﬁ+/52~dﬁ+/ﬁg~dﬁ+/ﬁ4.dff
S S S S

= ¢E’1 + ¢E2 + ¢E3 + ¢E47 (442>
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donde ¢, determina el flujo del campo eléctrico El-, coni=1,2,3,4, a través de la superficie
S. Al evaluar el flujo eléctrico en cada superficie descrita en la figura 4.14, se tiene que:

a) Si se identifica S = Sy, la superficie encierra solo la carga qi, por tanto, el flujo a
través de S es:

by = /El.dm/ﬁg.dm/53.d1+/ﬁ4.dg
S S S S

0 0 0
= ¢p,. (4.43)
por lo tanto
o =1 (4.44)
€0

Se debe observar, que las cargas qz, q3 Yy qs que son externas a la superficie S; no
contribuyen al flujo eléctrico a través de la superficie Si.

b) Si S =238, el flujo eléctrico es:

debido a que esta superficie no encierra ninguna carga.

¢) Para S = Ss, el flujo neto se debe a la contribucion de las cargas qa y q3 que encierra
esta superficie, es decir,
1
op = — (Q2 + qz) : (4.46)
€o
d) Ahora, la carga qy es exterior a todas las superficie que se consideran, por tanto, el
campo asociado a esta carga no contribuye al flujo eléctrico.

Ejemplo 4.9. En este ejemplo se considera un sistema de tres cargas puntuales (4Q, —20Q, Q)
localizadas en el espacio y se analizard el flujo eléctrico a través de cuatro superficies cerradas
(S1,52,S3,54) como se muestra en la figura 4.15.

S3

Sy
S

Figura 4.15: Ejemplo (4.9). Flujo eléctrico a través de 4 superficies cerradas y 3 cargas puntuales
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Solucion: La ley de Gauss establece que el flujo de un campo eléctrico E a través de una
superficie cerrada S se expresa como:

€0

bp = f{ Bodd = Qene _ A7k Qene, (4.47)

donde Qene €s la carga neta encerrada por la superficie S. Ast, el flujo eléctrico a través de
cada superficie descrita en la figura 4.15 es:

Si 1 ¢ms, = ATkQs, = Ak, (4Q + Q) = 207k, (4.48)
Sy 1 ¢ps, = 4mkQs, = 4k, (Q — 2Q) = —4rk,, (4.49)
Sz 1 Qpg, = ATkQs, = 4Tk, (4Q + Q — 2Q) = 127k, (4.50)
Sy 1 ¢rg, = dmkQs, = 47k, (0) = 0. (4.51)

Determinacion de campo eléctrico a partir de la ley de Gauss

Una aplicacién importante de la ley de Gauss, consiste en la evaluacién rapida de campo
eléctricos asociados a distribuciones de carga con una alta simetria, donde la integracion
establecida en la ley de Gauss, se pueda realizar de forma trivial.

A continuacién se presentan ejemplos en los cuales se aplica la ley de Gauss (ecuacién (4.35))
para encontrar el campo eléctrico sobre la superficie de integracion.

Ejemplo 4.10. Uno de los ejemplos usuales para calcular campo eléctrico utilizando ley
de Gauss, es el asociado a una carga Q distribuida uniformemente sobre el volumen de una
esfera de radio R. En tal circunstancia, la superficie gaussiana (la superficie de integracion
que se elige en la ecuacion (4.35)) es una esfera de radio r. Para la situacion planteada se
calculard el campo eléctrico en las regiones r > R yr < R.

Figura 4.16: Ejemplo (4.10). Ley de Gauss aplicada a una esfera cargada de radio R para r > R.
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Solucion:

1. Para la region determinada por v > R, la carga encerrada por la esfera de radio r
(superficie gaussiana) serd la carga total Q dentro de la esfera de radio R (ver figura
4.16); es decir Qene = Q. En tal caso:

7{ F.ai- 9 (4.52)
A

€0

Por la simetria del problema, el campo eléctrico debe salir radialmente de la esfera
cargada, asi que en todo punto serd paralelo al vector de drea dA y por lo tanto:

]{E-M: ]{ Bia= 9. (4.53)
A A €0

Ahora, la simetria del problema también deja en evidencia que la magnitud del campo
en cualquier punto de la superficie esférica debe ser el mismo (ya que solo depende de

la distancia r) y por lo tanto, es constante en la integracion que se debe realizar en
(4.53), tal que:

}iEdA = EfidA _Q (4.54)

€o

Por dltimo, la integral fA dA = A, donde A representa el drea de la esfera de radio r;
es decir, A = 4mr? con lo cual, se tiene que:

Q Q Q

FEdmr? == = F = k.—<. 4.55
o €0 4drrieg r2 ( )

Del resultado final expresado en (4.55), se puede concluir que el campo eléctrico debido
a una esfera cargada, es equivalente al campo eléctrico que genera una particula con
carga () ubicada en el centro de la esfera, siempre y cuando r > R.

2. En el caso que r < R, la superficie gaussiana queda dentro de la esfera de radio R, como
se indica en la figura 4.17; sin embargo, el procedimiento realizado en el item anterior,
especificamente en la parte derecha de la ley de Gauss (o sea, en fA E- dﬁf), se aplica
también para la region establecida por r < R; es decir, el campo sigue siendo paralelo
al vector de darea, su magnitud es contante en la integracion y la integral §A dA = 47r?,
tal que (4.35), toma la forma:

. Qenc : E . Qenc

Ednr? = = P
€0 4mrieg

(4.56)
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%
e,

Figura 4.17: Ejemplo (4.10). Ley de Gauss aplicada a un esfera cargada en el caso r < R

La diferencia respecto al caso v > R, es que ahora la carga encerrada Qen. ya mo
corresponde a la carga total de la esfera (). La carga encerrada serd exclusivamente la
carga dentro de la superficie gaussiana de radio r que serd una fraccion de (). Para
determinar la carga encerrada por la superficie gaussiana, se tiene en cuenta que si un
cuerpo tiene una densidad de carga uniforme p = Q/V, entonces la carga almacenada
q en cualquier fraccion de volumen V', vendrd dada por:

q =pV’, (4.57)
y por tanto,

Qenc = PV;», (458)
donde V,. corresponde al volumen de la esfera gaussiana de radio r, es decir, V, = %,
Y ya que p = %, se tiene que:

Q 4mrd Qr?
enc — V;“ = = Wene = /7 4.59
Qene =PVe = opiis 3 7 ¢ R3 (4.59)

Al reemplazar (4.59) en (4.56), se obtiene:

Qr? Qr

Fanr? = = F = .
o €0R3 47TR3€0

(4.60)

Como conclusion de (4.60), se tiene que el campo eléctrico tiende a cero dentro de la esfera
conforme r tiende a 0. La figura 4.18 indica los resultados obtenidos para el campo eléctrico
generado por una esfera uniformemente cargada.
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T T
—— Campo eléctrico E(r)
=== Radio de la esfera

8000

6000 / \
4000

2000 /
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Distancia r (m)
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Figura 4.18: Ejemplo (4.10). Campo eléctrico generado por una esfera de radio 1 uniformemente cargada

Ejemplo 4.11. En este ejemplo se considera una esfera aislante con carga Q, = —2Q,
de radio interior r = a y radio exterior r = b y densidad constante p. En el centro de la
esfera se introduce una carga Qy = 4Q > 0 (ver figura 4.19). Para tal situacion, se calculard
el campo eléctrico en las regiones:

a) r<a,
b) a<r<b,

c) r>b.

Figura 4.19: Ejemplo (4.11). Superficies de integracion en el cdlculo del campo eléctrico asociado a una esfera
aislante y una carga puntual. a) regién r < a, b) regién a < r < b, ¢) regién r > b.

Solucion: El problema a resolver posee simetria esférica, por lo tanto, se aplicard ley de
Gauss.

a) En la region r < a, la superficie de integracion en la ley de Gauss serd una esfera
centrada en la carga QQ3, como se indica en la figura 4.19a. Dicha superficie solo
encierra la carga Qo, por tanto, la ley de Gauss determina que:
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b)

f}idﬁ:%:@. (4.61)

€o €0

Por la simetria del problema, el campo eléctrico es radial y solo depende de la distancia
r, por lo tanto, E y dA son paralelos y adicionalmente la magnitud del campo eléctrico
E es constante en la superficie de integracion. Matemdticamente se tiene que:

ff_j CdA = %EdA = Ej{dA = E(47mr?), parar < a. (4.62)
Por lo tanto:
Q2 Q2
E(4mr?) = == E = 4.
(477) €0 - 4drregr? (4.63)

Dado que Q3 = 4Q y teniendo en cuenta la direccion del campo eléctrico, se concluye
que

4Q

FE = 57
4dmegr

(4.64)

La region a < r < b, comprende el espacio al interior del conductor, por lo tanto, la
superficie de integracion en la ley de Gauss, serd una esfera centrada en Qo con radio
entre a < r < b (ver figura 4.19b). La simetria del problema establece que el campo
eléctrico E y el vector dff,sem’n paralelos sobre toda el drea de integracion, ademds, la
magnitud del campo es constante, por lo tanto:

f{ E-dA = 7{ EdA = E4rr?. (4.65)

Adicionalmente, la superficie de integracion, encierra a la carga puntual Q2 y la porcion
de Q1 que se encuentra almacenada en el volumen del material aislante al interior de
la superficie de integracion (que se denominard V'), es decir:

Qenc = Q2 + / Pdvl
V/

2 s r
= Qs+ / / / pr'*sen 0'df’ ¢ dr’
0 —mJa

= Qs+ 47T,0/ rdr’

)

= @ +47p 3

(4.66)
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Dado que p es constante, entonces

o
= —-—— 4-67
P §7r (b3 — a3)’ ( )
Entonces
(=)
Qene = Q2 + le
3

=2Q <2 - ﬁ) . (4.68)

Reemplazando los resultados (4.65) y (4.68) en la ley de Gauss, se tiene que:

E4rr® = 29 (2 - M) : (4.69)

€0 (bS — a3)

por lo tanto, se concluye que:

Fo_9 (2 B a3)) . (4.70)

c) En la region r > b, para la superficie de integracion en la ley de Gauss, se tomard una
esfera centrada en Qo con un radio r > b (ver figura 4.19c). En este caso, la superficie
de integracion encierra la carga: Qene = Q2 + Q1. Respecto a la integral, la simetria
del problema conlleva a un resultado similar al descrito en el literal anterior, es decir:

j{E CdA = ]{EdA = E](dA = E(47r?), parar > b. (4.71)
Por lo tanto
E<47T7’2) _ Qenc _ (Ql + Q2) N E. _ (Q2 + Ql) (472>
€0 €0 4dmeq
Teniendo en cuenta que Qo = 4Q y Q1 = —2Q), ademdas de considerar la direccion

radial del campo, se tiene que:

2Q .

7.
4drregr?

E =

(4.73)

FEl resultado expresado en (4.72) es equivalente al que se obtendria para una particula
puntual con carga (Q1 + Q2), ubicada en el origen de coordenadas.

Ejemplo 4.12. Una esfera sélida y aislante de radio R tiene una distribucién de carga
con simetria esférica dada por: p(r) = Cr", donde C' es una constante y n > —3. Para la
configuracion anterior, se encontrard el campo eléctrico dentro y fuera de la esfera.

Solucién: Este problema se resuelve en forma similar al planteado en el ejemplo (4.10),
salvo que en este caso la densidad de carga ya no es constante, pero dado que p solo depende
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del valor r (distancia el centro de la esfera), se sigue manteniendo una simetria esférica. El
campo eléctrico debe apuntar radialmente desde el centro de la esfera, es decir:

E=F(@)# (4.74)

Ast, la superficie gaussiana S que se deberd considerar en la integracion asociada a la ley
de Gauss, debe ser una esfera de radio r con origen en el centro de la distribucion de carga.
Por tanto, el flujo eléctrico es:

b = ]{E -dA, (4.75)

donde dA debe ser un elemento de drea localizado en S y que se expresa en coordenadas
esféricas como:

dA = r? sen 0dOdr, (4.76)

de manera que:
s 2
Op = 7{5 dA = / / [E (r) 7] - (1* sen 0dfdor)
o Jo
™ 2

= r’E (T)/ sen 9d9/ do = 4nr*E (r), (4.77)
0 0
—_—A

2 2T

con lo cual, la ley de Gauss se reduce a:

b = ArE (r) = 47keQene, (4.78)
es decir,
E(r)=k Qene (4.79)
e 7"2 ) .

siendo Qene la carga encerrada por la superficie esférica S de radio r.

Figura 4.20: Ejemplo (4.12). Campo eléctrico al interior de una esfera con distribucién de carga no uniforme.

Si se desea encontrar el campo eléctrico en el interior de la esfera, el radio de la superficie
de integracion esférica es tal que r < R (ver figura 4.20), de manera que la carga contenida
en esta superficie, vendrd dada por:
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Qenc = / SAES / / / Cr'™r"? sen 0'dr'd0’ dy’
= C’/ '”+2d7“/ sen 0d9/ dp
rnt3 2 2
n+3
o Tn+3
= 4 4.80
Tt (4.80)
por tanto,
1 o n+3
E(r)=k.— |4 4.81
-]
de forma que el campo eléctrico en el interior de la esfera es:
_. 7’”+1
E=FE(r)r =4rk, — 3f (4.82)

Figura 4.21: Ejemplo (4.12). Campo eléctrico al exterior de una esfera con distribucién de carga no uniforme.

Ahora, si el campo eléctrico a considerar es en el exterior de la esfera, la superficie gaussiana
debe cumplir la condicion v > R, como lo muestra la figura 4.21. En este caso, la carga

encerrada por esta superficie es,

2
Qenc = / V' = / / Cr'™r"? sen @' dr'df' dy’
2
= C/ ’"+2dr/ sen&d@/ dy
0 Jo

-

~\~ ~\~
RN+3 2
n+3

2

Rn+3

= 4nC
m n+3’

(4.83)
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por lo cual, la ley de Gauss indica que en el exterior de la distribucion de carga se cumple:

1 R™F3
E(r)=k.— |4nC , 4.84
o fee] o
ast, el campo eléctrico para puntos donde r > R, es
. Rn—|—3 1
E =<4k, C——  —7T. 4.85
{ et 3} = (485)

Ejemplo 4.13. Un cascardén esférico de radio interior a y radio exterior b, como se
muestra en la figura 4.22, posee una densidad de carga volumétrica no uniforme dada por:
p(r) = %, donde A es una constante. Para la situacion descrita se calculard el campo
eléctrico en las regiones: v < a, a <r <byb<r.

Figura 4.22: Ejemplo (4.13). Campo eléctrico debido a un cascardn esférico de radio interior a y radio exterior
b con distribuciéon de carga no uniforme.

Solucion: Nuevamente, la distribucion de carga indica que la simetria del problema es esférica,
lo que permite considerar como superficie gaussiana una esfera de radio v centrada en el
cascaron, por lo tanto,

7{ E-dA = 47r%E (r) = 47keQene- (4.86)

En el interior del cascaron, la superficie gaussiana es tal que v < a y como tal: Qene = 0,
asi que el campo eléctrico en esta region es nulo. Ahora, dentro del cascaron la superficie
gaussiana deberd tener un radio r que cumple la condicion a < r < b, de manera que la
carga encerrada por ella es:

T T 27 A
Qene = /p(r') dV':/ / / ﬁr’z sen 0'dr’df' dy’
T 1 ™ ¢ 0 gﬂ'
= A/ —/dr'/ senﬁd@/ dp
a T 0 0
2

Inr’ 2 T

— 4rAln (2) . (4.87)
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De esta manera, a partir de la ley de Gauss se establece que,
4nr2E (r) = 4rk, [zmA In (f)} , (4.88)
a

y por tanto, el campo eléctrico en el interior del cascaron se expresa como:

4r A
B (r) = Tk (f> si  a<r<b (4.89)

72 a

Finalmente, en el exterior del cascaron se cumple que:

b T 2 A
Qene = /p(r’) av’ :/ / / ﬁr’Q sen ' dr'd0’dy’
a 0 0
b 1 T 27
= A/ —/dr'/ sen@d@/ dp
a T 0 0
—_—N— A
Inr’ 2 2

™

— 4rAln <9> : (4.90)

a

de tal modo que,

b
477 E (r) = 4rk, l47rA In (—)] . (4.91)
a
Entonces, en el exterior del cascaron el campo eléctrico es:
BE(r) = ar Ak, (2) L < (4.92)
r) =4rAk.In | — | —. st <r. )
a) r?

Ejemplo 4.14. En este ejemplo se considera un cilindro de radio R y longitud infinita
que se extiende a lo largo del eje y, el cual tiene una densidad de carga p. Tratdndose de
un cilindro infinito, la carga seria infinita, asi que la respuesta debe quedar en términos
de la densidad de carga (que si es una cantidad cuantificable). Para la configuracion de
carga anterior, se encontrard la magnitud del campo eléctrico a una distancia r medida
perpendicularmente respecto al eje del cilindro, utilizando para ello la ley de Gauss.

Solucion: Debido a la simetria del problema, la superficie gaussiana debe ser un cilindro y
existen dos regiones diferentes de estudio, la region en la cual r > R y la region en la cual
r < R, las cuales se analizan a continuacion:

= Para la region r > R, y teniendo en cuenta la simetria del problema, la superficie
gaussiana adecuada serd la superficie de un cilindro de lado L y drea trasversal circular
de radio r, como se observa en la figura 4.23. La superficie gaussiana encerrard un
elemento de volumen AV del cilindro conductor de longitud L y drea A (A = wR?),
entonces la carga encerrada (Qene) por la superficie gaussiana, serd la carga dentro del
volumen AV del conductor, tal que:

Qene = pAV = pLTR?, (4.93)
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por lo tanto, aplicando la ley de Gauss, se tiene que:

L LrR2
]{E-dA:Q‘mczp mh (4.94)

€o €o

\

Figura 4.23: Ejemplo (4.14). Ley de Gauss aplicada a un cilindro cargado en la regién r > R.

La integral cerrada que se debe realizar en este ejemplo, se puede resolver sumando
las integrales sobre tres superficies: caras circulares superior e inferior con dreas Ag y
A, respectivamente, y la cara lateral del cilindro con drea Ay, tal que:

%Ewl/f:/ E-M+/ E.d/n/ Bedd (4.95)
s Ainf Ap

Dado que se estd considerando un cilindro cargado de longitud infinita, el campo
eléctrico tendrd direccion 7 en todo punto (radial a la linea de carga), como se observa
en la figura 4.23, por lo tanto, en las caras circulares superior e inferior del cilindro
gaussiano, el flujo eléctrico es cero; dado que el vector de drea en dichas superficies
es perpendicular al campo eléctrico (ver figura 4.23). Para la cara lateral, el campo
eléctrico es paralelo en todo punto al vector de drea (ver figura 4.23) y adicionalmente
su magnitud es constante en todo punto sobre la superficie lateral del cilindro y por
tanto se tiene que:

fﬁ-dﬁz/ E-M:/ EdA:E/ dA. (4.96)
Ap Ap Ap
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La integral de drea [ AL dA, corresponde al drea de la superficie lateral del cilindro, es
decir 2nrL, por lo tanto:

7{ E-dA = E27rL, (4.97)

reemplazando el resultado de la integral (4.97) en (4.94), se tiene que:

2
Bonrl, = PR (4.98)
€0
pr R?
= F = prm— (4.99)

Ahora, la cantidad prR* (densidad por drea trasversal), tiene unidades de carga por
unidad de longitud, y representa la carga almacenada por unidad de longitud a lo largo
del cilindro que se denota por \. Finalmente, se tiene que el campo eléctrico a una
distancia v (r > R) de un cable cilindrico cargado de longitud infinita, viene dado por:

A
E= .
2mreg

(4.100)

» Sir < R, la superficie gaussiana adecuada es un cilindro interior al cilindro del
conductor, como se observa en la figura 4.24. En este caso, respecto a la integral que se
debe realizar en la ley de Gauss, se presentan las mismas condiciones que las analizadas
en el caso r > R, es decir: caras circulares superior e inferior con flujo cero (por ser
el campo perpendicular al vector de drea), y en la cara lateral el campo es paralelo al
vector de drea y constante en todo punto sobre su drea, tal que:

Ja{E .dA = E2rrL. (4.101)

La carga encerrada por la superficie gaussiana en este caso, vendrd dada por:

Qenc - PAV = pL7TT’2. (4102)

Se debe enfatizar que en (4.102) aparece el radio de la superficie gaussiana r y no el
radio del cilindro cargado R (lo que si se presentaba en el caso r > R). Al reemplazar
los resultados expresados en (4.101) y (4.102) en la ley de Gauss, se tiene que:

E2nrL = pLar? /e, (4.103)

pr
= FE=—. 4.104
2o (4.104)
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Figura 4.24: Ejemplo (4.14). Ley de Gauss aplicada a un cilindro cargado en la regién r < R.

Dado que se estd estudiando un elemento de longitud infinita, es usual escribir el
resultado en términos de densidad lineal de carga A, que en este caso es equivalente a
pmR2, por lo tanto, se tiene que:

_praR? (pnR*)r A
20 mR2 2eqmR?2 2egmR2’

(4.105)

El resultado anterior evidencia que el campo eléctrico en el interior del cilindro es
proporcional a r y si v — 0, entonces el campo eléctrico tiende a cero.

Ejemplo 4.15. En este ejemplo se considera un cilindro infinitamente largo de radio b,
que posee una densidad de carga volumétrica dada por:

p(r) = po (al - L) : (4.106)

con (po, a1, az) constantes y donde r representa la distancia medida perpendicularmente desde
el eje de simetria del cilindro a cualquier punto del espacio. Para la configuracion anterior,
se calculard el campo eléctrico dentro y fuera del cilindro.

Solucion: Siendo que la distribucion de carga del cilindro depende de la distancia radial
r, dicha configuracion tiene una simetria cilindrica, y por lo tanto: E = Er, donde 7 en
este caso representa el vector unitario que apunta perpendicularmente hacia fuera del eje de
simetria del cilindro. La superficie de integracion que se debe considerar en la ley de Gauss;
dada la simetria del problema, es un cilindro de radio r. La superficie cilindrica se puede
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descomponer en tres superficies: dos circulares (As y Aing) y una superficie lateral (Ar). El
flujo eléctrico a través de las superficies circulares es cero, ya que su correspondiente vector de
drea es perpendicular al campo eléctrico, y respecto a la superficie lateral, el campo eléctrico
es paralelo al vector de drea. Matemdticamente lo anteriormente expuesto se describe como:

0 0
fﬁ.MZMJFWJF/ E-dA
s inf Ar
_ / FdA. (4.107)
Ar

Dado que el campo eléctrico solo puede depender de la distancia r, en la superficie Ay el
campo debe ser constante, por lo tanto:

7{5 dA = / EdA = E/ dA = E2rL. (4.108)
AL AL

Por lo tanto, la Ley de Gauss para este problema toma la forma:
2nrLE = 41k Qcpe- (4.109)

St la region de interés donde se desea calcular el campo eléctrico se encuentra al interior del
cilindro, la superficie gaussiana debe cumplir la condicion r < a, lo que implica:

Qenc = / p(r)dV’, (4.110)

donde la integral se debe realizar sobre el volumen limitado por la superficie gaussiana. El
diferencial de volumen dV' en coordenadas cilindricas, viene dada por dV' = r'dr'd¢’'dz, con
lo cual, se tiene que:

Qene = / NdV = / / / N r'dr'dpdz
_ / / / o0 (al——) P ddz
- nf [<_]d/ d¢/ -

T 1 T
= 2mLpy al/ r'dr’ — —/ (r’)2 dr’
0 azJo

-2 -3
5 5
r2 3

= 27l —_——— 4.111
T Lo (Ch 5 3@2) ( )
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Ast, la ley de Gauss determina:

r? r?
2nrLE = 471']{?6 |:27TLp0 <CL1§ — 3—@)1 s (4112)
por tanto,
2
ar T
E =4rk, —_— . b). 4.113
thon (4 - 5). <n (4.113)

En el caso de considerar el campo eléctrico en el exterior del cilindro, la condicion sobre la
superficie gaussiana es r > b. En este caso, la superficie de integracion debe corresponder
a un cilindro de radio b y longitud L (volumen del material en estudio, encerrado por la
superficie gaussiana), con lo cual, se tiene que:

Qene = / p(r)dV = /0 ’ /0 . /0 Lp(r') ' dr' dedz

b N2 2r L
= po/ apr’ — () dr'/ dgp/ dz
0 a2 0 0
—_—A
2m L

b2 83
2 3
v
= 27L ——— . 4.114
TLpo <a1 9 3a2> ( )
Por consiguiente:

v
2rrLE = Ark, |2nLpy ( a1 — — — | |, (4.115)

2 30,2

resultando que:

E =

2 3
it (o~ )
= o b<r). (4.116)

,
Ejemplo 4.16. En este ejemplo se va a estudiar el campo eléctrico producido por un

plano infinito cargado.

Solucion: De acuerdo con la simetria del problema, el campo eléctrico sale perpendicularmente
del plano (si el plano estd cargado positivamente). En este caso la superficie gaussiana se
puede tomar como un cilindro ubicado de tal forma que el plano cargado corte la superficie
cilindrica en dos partes iguales, como se observa en la figura 4.25.

La integral sobre la superficie gaussiana se puede realizar sumando las integrales sobre tres
superficies: caras circulares izquierda y derecha con dreas Ay, y Aper, respectivamente, y la
cara lateral del cilindro con drea Ay, tal que:
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%]@d/f:/ E-d/ﬂ/ E~d/1’+/ E-dA. (4.117)
AIzq Ader Ap

Figura 4.25: Ejemplo (4.16). Ley de Gauss aplicada a un plano infinito cargado.

En este caso, dado que el campo eléctrico es perpendicular al plano en estudio, la integral
sobre la superficie lateral de la superficie gaussiana es cero (ya que E serd perpendicular
a todo dA sobre dicha superficie). Por otro lado, los vectores de drea en las superficies
izquierda 1y derecha del cilindro son paralelos al campo eléctrico. Ademds, la magnitud del
campo eléctrico es constante sobre dichas superficies, ya que dicho campo solo puede depender
de la distancia al plano cargado y todos los puntos sobre la superficie circular se encuentran
a la misma distancia del plano. Teniendo en cuenta estas consideraciones, se tiene que:

0
fooai= [ Boais | E-dfﬂM
Afzq Ader L
:E/ dA+E/ dA. (4.118)
A Aper

Ahora, las integrales sobre las dreas izquierda y derecha son las mismas y corresponden al
drea de un circulo que se denotard simplemente como A., tal que:

Izq

]{E . dA =2EA.,. (4.119)
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Por otra parte, la superficie gaussiana encierra una drea circular (de radio r) del plano
cargado. Por lo tanto, la carga encerrada por la superficie gaussiana serd igual a la carga
almacenada en el drea circular; es decir, el drea A.. Ahora, teniendo en cuenta que el plano
tiene una densidad de carga o, la carga encerrada serd:

Qene = 0 A,. (4.120)
Reemplazando (4.119) y (4.120) en la ley de Gauss, se tiene que:
oA,

2F A, = , (4.121)
€0

por lo tanto, el campo eléctrico generado por un plano infinito cargado serda:
=2 (4.122)
260
La expresion anterior establece que el campo eléctrico generado por un plano cargado es
constante.

Ejemplo 4.17. En este ejemplo se va a utilizar la ley de Gauss en una situacién en la
cual se conoce el campo eléctrico y lo que se desea encontrar es la carga encerrada por un
cubo ubicado en el primer cuadrante de un plano cartesiano en tres dimensiones y con un
vértice en el origen de coordenadas, tal como se observa en la figura 4.26. El campo eléctrico
que se da como dato inicial en el problema es:

Nc-

= ~N
E=(—x— 2y)igc + (2zz — zy) (4.123)

m

Z A

Figura 4.26: Ejemplo (4.17). Flujo eléctrico a través de un cubo.
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Solucion: Los vectores infinitesimales de drea para cada una de las seis caras de un cubo,
segun la figura 4.26, estdn dados por:

dA, = —dxdzj, dAy = dzdz],
dAs = dedyk, dA, = —dxdyk, (4.124)
dAs = —dydzi, dAs = dydzi.
El flujo por la superficie del cubo se puede encontrar dividiendo la integral cerrada en seis
integrales, correspondientes a los seis lados del cubo, tal que:

6
%E-M:Z/ E - dA,. (4.125)
s i=1 A

Ahora se realizaran las seis integrales, comenzando por la asociada a el drea uno Ay (plano
izquierdo del cubo):

— — N N ~
O = / E.-dA, = / (( T — 2y)2— + (222 — zy) ¢ ) (—dxdzj)
A1 Al m
Ne¢ . 0 Ne . .-l
= / (—x — Qy)—c 7) — / (2xz — zy)dxdz—c 7
A1 Al

Nc
= / (2xz — zy)dxdz—. (4.126)
Aq

En la cara izquierda, el valor de la variable y es constante y es igual a cero, lo cual al ser
reemplazado en (4.126) conlleva a:

N a a N 4N
o1 = /Al(2xz - z;f)dxdz—c = —2(/0 mda:) (/0 zdz) ms = _%Es' (4.127)

La integral sobre el drea derecha del cubo Ay se realiza aplicando un proceso similar al
utilizado para encontrar el flujo sobre Ay, salvo que en este caso el valor de y es a, por
lo tanto:

— — /\N N ~ ~
g = / E-dA; = / ((—a: - 2y)i—c + (222 — zy)—§j> - (dzdzg)
Ao As m m
Ao Ne o ool
= / —x — 2y) —M / (2xz — zy)dxdz—ﬂj//jjv
A

- f e e [
—( [ m)(/ ) —af [Cao) ([ ee)
:(%_;)i\ig_ _ (4.128)
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El flujo por la cara superior ¢ es cero, ya que en esta cara el vector de campo eléctrico y el
vector dffg son perpendiculares, por lo cual, su producto punto es cero (el vector de drea dffg
se encuentra sobre el eje z, mientras que el campo eléctrico se encuentra en el plano xy). De
igual forma el flujo por la cara inferior ¢4 también es cero (por la misma razdn que el flujo
¢3 =0). Para la cara del cubo que se encuentra en el plano yz con valor de x = 0, se tiene
que:

-/ o 2 | az—z R
:/ (x+2y)dydz%. (4.129)

En la cara As el valor de x es contante e igual a cero, por lo tanto:

/ Z’Q 2y) dydz— = 2/ ydy/ dz = a*— (4.130)

Por dltimo, en la cara Ag indicada en la figura 4.26, se aplica un procedimiento similar al
utilizado en el cdlculo de la integral sobre el drea As, salvo por el cambio de sentido en la
direccion del vector de drea y que la coordenada x toma el valor de a. Al tener en cuenta lo
anterior, se tiene que:

g = /A E-dAg = /A <( x— 2y)l£ + (222 — zy)NCA> (dydzi)

-/ o+ 2 R
Ag As
= / (2% 2y) dydzi

— /dy/ dz—Q/ ydy/ dz-—Qa— (4.131)

Al sumar todas las contribuciones, el flujo total serd:

. . @Ne N N N
%E-dA:—a——c+a3—C—23 ¢ —a3<—+1> ¢ (4.132)

2 m?2 m m 2m m

Finalmente, al reemplazar el resultado anterior en la ley de Gauss, se establece que la carga
eléctrica encerrada por el cubo, es:

Qene = —a’gg (% + 1) Ne (4.133)
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4.2.1. Campo eléctrico dentro de un conductor

Un material se define como conductor, si las cargas libres en su interior se pueden mover con
facilidad; un conductor ideal, seria aquel donde una carga se pudiera mover de la misma forma
como lo haria en el vacio. Un conductor se considera neutro, si sus cargas positivas y negativas
se encuentran compensadas unas con otras, dejando al conductor con una carga neta igual a
cero. Si un material conductor se introduce en una region donde exista un campo eléctrico,
las cargas libres dentro del conductor se moveran por la accion el campo eléctrico. En un
metal las cargas libres son electrones, por lo tanto, ante la presencia de un campo eléctrico
dichos electrones se moveran en direccién contraria al campo eléctrico. Existen conductores
donde las cargas son iones positivos o negativos, en tal caso ante la presencia de un campo
eléctrico, los iones positivos se moveran en direccion del campo eléctrico externo y los iones
negativos en sentido contrario al campo. Se dice que un conductor se encuentra en equilibrio
electrostatico, si las cargas libres dentro del conductor se encuentran en reposo (reposo en
el sentido macroscépico ). Por lo tanto, al interior de un conductor que se encuentre en
equilibrio electrostatico, el campo eléctrico debe ser cero (de lo contrario, las particulas
libres estarian en movimiento, lo que contradice la definicién de equilibrio). Si dentro de
un conductor neutro se introduce una carga neta (que se entiende estd formada por varias
particulas cargadas), los portadores de dicha carga por accién de la fuerza eléctrica se repelen
y se alejaran unas de otras hasta que llegan a la frontera del conductor (donde fuerzas de
cohesién, impiden que dichas particulas escapen del conductor). Por lo tanto, en equilibrio, el
exceso de carga eléctrica en un conductor siempre estara sobre su superficie. Adicionalmente
en equilibrio, las cargas sobre la superficie de un conductor no pueden moverse sobre la
superficie del mismo, por lo cual, se entiende que el campo eléctrico tangencial a la superficie
del conductor es siempre cero y por tanto, en la superficie de un conductor en equilibrio, el
campo eléctrico unicamente puede tener direccion normal a dicha superficie. En resumen a
los razonamientos anteriores se tiene que:

a) En un conductor en equilibrio electrostatico el campo eléctrico es siempre igual a cero.

b) Un exceso de carga en un conductor en equilibrio (positiva o negativa), siempre se
encontrara sobre la superficie del conductor.

¢) Ante la presencia de un campo eléctrico externo, los electrones en un metal se moveran
en direccion del campo eléctrico, lo que conlleva a que exista un exceso de electrones
sobre una parte de la superficie del material y una exceso de carga positiva en la “cara
opuesta” del conductor. Cuando dicho fenémeno se produce, se dice que el material
estd eléctricamente polarizado.

d) El campo eléctrico sobre la superficie de un conductor siempre es normal en cada punto,
a la superficie del conductor.

Ahora, el flujo eléctrico sobre cualquier superficie cerrada al interior de un conductor es igual
a cero (dado que el campo eléctrico es cero), y por lo tanto, a partir de la ley de Gauss, se

LA nivel atémico las particulas siempre estdn en movimiento en una regién finita del espacio, sin embargo
en promedio su movimiento macroscépico es cero.
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concluye que no puede existir carga neta al interior de un conductor en equilibrio (ninguna
superficie cerrada al interior de un conductor en equilibrio, puede encerrar una carga neta
diferente de cero), ya que

7{5 A== Yene, (4.134)
€0

Ejemplo 4.18. En este ejemplo se considera una esfera conductora neutra, de radio

interior v = a y radio exterior r = b. En el centro de la esfera se introduce una carga

Q > 0. Para tal situacion, se calculard la densidad de carga eléctrica o sobre cada una de

las superficies de la esfera conductora.

Figura 4.27: Ejemplo (4.18). Superficies de integracién en el célculo del campo eléctrico asociado a una esfera
aislante y una carga puntual. a) regién r < a, b) regién a < r < b, ¢) regién r > b.

Solucion: Dada la simetria del problema, se puede evidenciar que existe simetria esférica.
La carga puntual ) genera un campo eléctrico radial, de tal manera que los electrones libres
sobre la esfera conductora se moverdn en direccion contraria al campo eléctrico hasta llegar
a la superficie interior de la esfera, por tal motivo existird una densidad de carga negativa
sobre dicha superficie. De igual forma, se genera un exceso de carga positiva sobre la superficie
exterior a la esfera y por consiguiente dicha superficie tendrd una densidad de carga positiva.
Para establecer la carga sobre la superficie interior, se puede hacer uso de la ley de Gauss,
tomando una superficie esférica cerrada centrada en la carga Q) y con un radior ena < r < b,
como se indica en la figura 4.27, tal que

fﬁ i = Qene. (4.135)
€0

Como no existe campo eléctrico al interior de un conductor, la integral ¢ E-dA se anula, y

por lo tanto, se concluye que la carga encerrada por la superficie gaussiana es igual a cero

(Qene = 0). Ahora, la superficie en consideracion, estd encerrando la carga puntual Q y la

carga sobre la superficie interior a la esfera, la cual se denominard Q;n:, por lo tanto:

Qenc = Q + Qint = O; (4136)
de tal forma que Qny = —Q. Por lo tanto, la densidad superficial de carga al interior de la
esfera serd:

Qint Q
int = = - . 4.1
Tt = a2 47a? (4.137)
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Para encontrar la carga sobre la superficie exterior, se debe considerar que el conductor
es neutro, por lo tanto, su carga total Qr debe ser cero, adicionalmente un conductor en
equilibrio no puede tener una carga neta diferente de cero al interior del conductor y por lo
tanto, la carga solo reside sobre sus superficies; es decir, la carga total Qr sobre el conductor
al ser cero, establece que:

QT =0= Qezt + Qint — Qezt = _Qint = Q7 (4138)

por lo tanto, la densidad de carga o..; en la superficie externa al conductor serd:

_ Qewt . Q
Oext = 47Tb2 - m (4139)

Ejemplo 4.19. En este ejemplo se considera una esfera conductora con carga Q = @Q >
0, de radio interior r = a y radio exterior r = b. En el centro de la esfera se introduce una

carga QQa = —2Q). Para tal situacion, se calculard el campo eléctrico en las regiones:
a) r < a,
b) a<r<b,
c) r>b.

‘Q2+Q1‘ ‘_Ql ‘

Figura 4.28: Ejemplo (4.19). Superficies de integracién en el célculo del campo eléctrico asociado a una esfera
conductora cargada y una carga puntual. a) regién r < a, b) regién a < r < b, ¢) regién r > b.

Solucion: El problema a resolver posee simetria esférica, por lo tanto, se aplicard ley de
Gauss.

a) En la region v < a, la superficie de integracion en la ley de Gauss serd una esfera
centrada en la carga Qy (ver figura 4.28a). Dicha superficie solo encierra la carga Qa,
por tanto, la ley de Gauss determina que:
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b)

fﬁ A = Yene Q2 (4.140)

€0 €0

Por la simetria del problema, el campo eléctrico es radial y solo depende de la distancia
r, por lo tanto, E y dA son paralelos y adicionalmente la magnitud del campo eléctrico
E es constante en la superficie de integracion. Matemdticamente se tiene que:

fﬁ-dj:]{EdA:E]{dA:E(4ﬂr2), para r < a. (4.141)
Por lo tanto:
Q2 Q2
E(4mr?) == S E= 4.142
(4777) €0 Amegr? ( )
Dado que Q2 = —2Q) y teniendo en cuenta la direccion del campo eléctrico, se concluye
que
E=— . 4.143
47T€0T2T ( )

La region a < r < b, comprende el espacio al interior del conductor y por lo tanto, el
campo eléctrico es cero (ver figura 4.28b).

En la region r > b, para la superficie de integracion en la ley de Gauss, se tomard
una esfera centrada en @Qy con un radio r > b (ver figura 4.28c). La superficie en
consideracion, solo encierra a la carga del conductor Q1 y la carga de la particula QQs,
por lo tanto, la carga encerrada serd: Qen. = Q2+ Q1. Respecto a la integral, la simetria
del problema conlleva a un resultado similar al descrito en el literal a), es decir:

j{E CdA = j[EdA = Ej[dA = E(47r?), parar > b. (4.144)

Por lo tanto

B(dmr?) = Dene @+@) | p_(Qt @) (4.145)
€0 €0 4dmeq
Teniendo en cuenta que Qs = —2Q y Q1 = Q, ademds de considerar la direccion radial

del campo, se tiene que:

Q

EF=- 57
4megr

(4.146)

El resultado expresado en (4.145) es equivalente al que se obtendria para una particula
puntual con carga (Q1 + Q2), ubicada en el origen de coordenadas.
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Ejemplo 4.20. En este ejemplo se considera un conductor neutro, representado por un
plano infinito de ancho Ax. El conductor se ubica en una region donde existe un campo
eléctrico By constante, tal como se muestra en la figura 4.29. Para la configuracion descrita,
se estudiard el campo eléctrico dentro y fuera del conductor.

Figura 4.29: Ejemplo (4.20). Plano infinito conductor neutro en un campo eléctrico externo.

Solucion: Dado que en un conductor existen electrones que pueden moverse con facilidad por
el conductor, ante la presencia de un campo eléctrico dichos electrones se mueven en direccion
contraria al campo eléctrico. El movimiento de electrones genera un exceso de carga negativa
sobre una de las superficies del conductor y por tanto un exceso de carga positiva en la cara
opuesta, tal como se ilustra en la figura 4.29.

Hay que resaltar las diferencias respecto al ejemplo (4.16), que hace que este ejemplo conceptual
y fisicamente sea muy diferente (a pesar, que como se determinara, su resultado puede ser
similar). En primer lugar, en el ejemplo (4.16) se tenia un plano infinito cargado que no
tenia un ancho; ahora se va a estudiar un conductor neutro y donde existe un ancho Ax.
En el ejemplo (4.16) se buscaba el campo eléctrico producido por la carga del plano, en este
ejemplo el plano no puede generar campo eléctrico porque tiene carga nula, pero si afecta
el campo eléctrico externo existente y reciprocamente el campo externo polariza las cargas
en el conductor. En el ejemplo (4.16), las lineas del campo salian perpendicularmente del
plano por las dos caras del mismo; en cambio en este caso, las lineas de campo ingresan
perpendicularmente hacia una cara del conductor (donde existe exceso de cargas negativas)
y sale perpendicularmente de la otra (donde hay exceso de cargas positivas).

Aclarado las diferencias fisicas entre este ejemplo y el ejemplo (4.16), el campo eléctrico
se puede encontrar utilizando la ley de Gauss, donde la superficie gaussiana corresponde
a un cilindro ubicado en tal disposicion que una de las dos caras del conductor corta el
cilindro, quedando una de las caras circulares del cilindro dentro del conductor y la otra fuera
del mismo, tal como se indica en la figura 4.29. Nuevamente la integral sobre la superficie
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gaussiana se puede dividir en tres integrales: drea circular interior Aeine, drea circular exterior
Acest y €l drea correspondiente a la cara lateral Ay, tal que:

fﬁdﬁ:/
A

La integracion en el drea circular interior se anula, ya que dentro de un conductor el campo
eléctrico es cero, por lo tanto, se tiene que:

0
fE-ai- [ Ecais [ Boais+ | Eead
cint Aceact AL

:/ E.Cm/ E.dA. (4.148)
Acext AL

E-d%f+/ E.dfh/ E-dA. (4.147)
Acezt AL

cint

La integral asociada al drea lateral también se anula por dos motivos: en la fraccion del drea
lateral que queda dentro del conductor el campo eléctrico es cero y en la fraccion que queda
por fuera del conductor, el campo eléctrico es perpendicular al vector de drea y por lo tanto:

0

fiai= | E.dmw
Acext L
:/ E-dA. (4.149)
Acezt

El campo eléctrico en el drea circular exterior es paralelo al vector de drea y su magnitud es
constante sobre todo punto en dicha drea, por lo tanto:

fEai- [ Eai-p[ dA-Piw. (4.150)
Acezt Acea:t

Por otra parte, la carga encerrada Qepne, corresponde a la carga almacenada en el drea circular
encerrada por el cilindro (A.) y que por lo tanto, es igual al drea circular del cilindro, es
decir:

Qenc = UAC = UAcext- (4151)

Reemplazando (4.150) y (4.151) en la ley de Gauss, se tiene que:

A
EAcext = ? Cext. (4152)
€0
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Finalmente, se encuentra que:

E=_. (4.153)
€o
El resultado anterior indica que el campo eléctrico en cualquier punto, es independiente
de la distancia al conductor, ademds el efecto del campo eléctrico externo se refleja en la
polarizacion del conductor que genera la densidad superficial de carga o. Ademds, dado que
el conductor era neutro, sin el campo externo no hubiera polarizacion y por tanto tampoco
densidad superficial de carga en cada una de las caras del conductor.

Ejercicio 4.11. Se tiene una esfera dieléctrica de radio r, con carga —2Q) distribuida uniformemente
sobre su wvolumen. Dicha esfera se encuentra en el centro de una esfera metdlica hueca

de radio interior ry, (ry > ro) y radio exterior r. la cual posea una carga 3Q. Para la
configuracion planteada encontrar (ver figura 4.30): a) el campo eléctrico en las regiones

T <Ta, T <T <Tp, Tp <T <Tcyr >r. b)La carga eléctrica en cada una de las superficies

de la esfera metdlica.

-

Figura 4.30: Ejercicio (4.11). Campo eléctrico de una esfera dieléctrica y una esfera hueca metdlica.

Ejercicio 4.12. Para la configuracion planteada en el ejemplo (4.19), demostrar que las
densidades de carga superficial en la esfera conductora son: oy = —Q/ (47ra2) Y Oext =

2Q/(4rb?).

Ejercicio 4.13. Calcular el flujo eléctrico en cada una de las superficies cerradas de la figura
4.31 (considerando las superficies en 3D ).

Figura 4.31: Ejercicio (4.13). Flujo eléctrico a través de 5 superficies cerrada, asociado a 4 cargas puntuales.
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Ejercicio 4.14. La carga eléctrica del proton no estd concentrada en un punto, sino sobre
un volumen. FExperimentalmente se establece que la carga distribuida en el proton se puede
describir, aproximadamente, por una densidad de carga no uniforme de la forma:

p(r)= #exp (—%) ) (4.154)

donde e es la carga eléctrica elemental y b = 0.20 x 10~%m. Bajo las consideraciones
anteriores, encuentre el campo eléctrico dentro y fuera del proton.

Ejercicio 4.15. Una distribucion de carga negativa se encuentra uniformemente distribuida
sobre una linea infinita. A una distancia | de la linea de carga se localiza un punto O como
se muestra en la figura 4.32. Encontrar el flujo eléctrico a través de una esfera de radio a
centrada en O, sia <l ya > I.

Figura 4.32: Ejercicio (4.15). Flujo eléctrico a través de una superficie esférica, debido a una linea infinita
de carga.

Ejercicio 4.16. Un cascaron cilindrico infinitamente largo de radio b posee una densidad
superficial de carga o. Mostrar que al interior del cilindro el campo eléctrico es nulo y que en
el exterior la intensidad de campo eléctrico es: B = 47rk:e"7b, donde r representa la distancia
medida perpendicularmente desde el eje de simetria del cilindro a cualquier punto del espacio.

Ejercicio 4.17. Considere un cilindro solido infinitamente largo de radio b, caracterizado
por una distribucion de carga no uniforme p (r) = ar?, donde o representa una constante, yr
la distancia medida perpendicularmente al eje de simetria del cilindro. Para la configuracion
planteada realice lo siguiente:

2wabd

a) Mostrar que la densidades lineal de carga se expresan como: \y = =75

b) Calcular el campo eléctrico en la region interior y exterior del cilindro.

c) Encontrar la densidad lineal de carga y el campo eléctrico en cualquier region del
espacio, en el caso que p (r) = ar.

Ejercicio 4.18. Un cilindro solido de radio a y longitud L posee una densidad de carga no

uniforme p (r) = %, donde C' es una constante y r la distancia medida perpendicularmente al

eje de simetria del cilindro. Encontrar la carga del cilindro y determinar el campo eléctrico
al interior del cilindro.

Ejercicio 4.19. Una lamina infinita de espesor b posee una distribucion de carga p (x) =
Az?, donde A es constante. Encontrar la intensidad del campo eléctrico dentro y fuera de la
lamina.
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Ejercicio 4.20. Una esfera aislante solida de radio a posee una carga que varia con r de
acuerdo a la relacién p (r) = Br?, donde B es una constante y r corresponde a la distancia
medida respecto al centro de la esfera. Probar que la intensidad del campo eléctrico en el

interior de la esfera es: F = 4mkeBy3

5
_ 4Axk.Ba® 1
E = Tme

Ejercicio 4.21. Una esfera de radio R tiene la siguiente distribucion de carga:

, en tanto que fuera de la esfera se expresa como:

(4.155)

(r) = Ar st 0<r<a
PI)=3 Br? i a <r<R’

donde A y B son constantes. Evaluar el campo eléctrico en: 0 < r < ai;, a1 <r < Ry
r> R.

Pregunta 4.1. Teniendo en cuenta la ley de Gauss: ¢ E-dA = q/€o- s Cudl de las siguientes
afirmaciones es correcta?

1. El campo eléctrico E debe ser el campo debido a la carga encerrada.

2. Si dentro de la superficie cerrada hay tres particulas con cargas de +3q, —q y —2q, la
integral de flujo eléctrico a través de la superficie es cero.

3. Sobre la superficie, el campo eléctrico apunta exactamente en la misma direccion que
el vector normal a la superficie en cada punto.

4. Si la carga es cero, entonces el campo eléctrico en la expresion de la ley de Gauss es
cero en todas partes de la superficie Gaussiana.

Pregunta 4.2. Una particula con carga q se coloca dentro de un cubo, pero no en el centro
de dicho cubo. El flujo eléctrico a través de uno de los lados del cubo es:

1. 0.

2. q/¢o,

3. q/(8¢).

4. No se podria calcular con la ley de Gauss.

Pregunta 4.3. Una carga se distribuye de manera uniforme a lo largo de un alambre recto
y muy largo. El campo eléctrico a 3cm del alambre es de 30N/C'. ;Cudl es el valor del campo
eléctrico a una distancia de 6cm del alambre?

1. 180N/C
2. 50N/C
3. 100N/C
4. 15N/C



5— Energia potencial eléctrica y potencial
eléctrico

5.1. Energia potencial eléctrica

Para definir la energia potencial, se partira del concepto de trabajo eléctrico y especificamente
del trabajo realizado por fuerzas conservativas. El trabajo realizado por una fuerza F' sobre
una particula, cuando dicha particula se mueve de un punto 75 a un punto 75 viene dado
por:

W:/ F-dr. (5.1)

Se dice que una fuerza es conservativa si el trabajo que realiza no depende de la trayectoria
recorrida por el cuerpo, sino inicamente de las posiciones inicial y final del mismo. Lo anterior
establece que la integral presente en (5.1) tiene una solucién analitica; es decir, una funcién
escalar que depende de las coordenadas de posicién (en coordenadas cartesianas, serd una
funcién de x,y, z), es decir:

U@%@:—/ﬁ%, (5.2)

donde el signo menos en (5.2) se introduce por convencién. La funcién escalar U(z,y, x) (que
también se denotara como U (7)) se conoce como energia potencial. Toda fuerza conservativa
tiene una energia potencial asociada. En términos de la energia potencial el trabajo producido
por una fuerza conservativa se puede escribir como:

= —AU(P). (5.3)
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Por lo tanto, el trabajo realizado por una fuerza conservativa es igual a menos el cambio en la
energia potencial correspondiente. La integral (5.2) permite encontrar la energia potencial si
se conoce la respectiva fuerza conservativa. Adicionalmente se puede establecer una relacién
diferencial entre la energia potencial y su correspondiente fuerza conservativa, la cual esta
dada por (ver ejemplo (5.1)):

F=-VU, (5.4)

donde VU representa el gradiente de la funcion escalar U, operacién que en coordenadas
cartesianas se define como:

- ou. oU. 0U .
VU = <a—xl+a—y —|—$k) (55)

Ejemplo 5.1. Verificar que si F = —NU (x,y, z), entonces se cumple que:

Ulx,y,z) = —/ﬁ.d}, (5.6)

Solucién: Reemplazando F = —ﬁU(x, y,2), en el lado derecho de (5.6), se tiene que

—/ﬁ.d? = /ﬁU(:c,y,z)-d?, (5.7)

ahora, teniendo en cuenta la definicion del gradiente (ecuacion (5.5)) y que el diferencial dr

en coordenadas cartesianas se puede escribir como: dr = {dxi + dyj + dzl%}, se tiene

- = aUA 8UA aUA A ~ ~
—/F.dr—/{(%z—l—a—y +£k>}-{dm+dyj+dzk}

ou ou oU
= / (%dx + a—ydy + Edz) . (5.8)

El integrando en la ultima expresion, corresponde precisamente al diferencial de una funcion
U(z,y, z), por lo tanto:

—/ﬁ.?:/dU(a:,y,z):U(:z:,y,z), (5.9)
con lo cual se verifica (5.6).

A continuacion se aplican los conceptos anteriores en el estudio del trabajo realizado por la
fuerza eléctrica.
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5.2. Energia potencial eléctrica

La interacciéon eléctrica entre dos particulas estd descrita por la ley de Coulomb, tal que
la fuerza eléctrica ejercida sobre una carga ¢; debido a su interaccién con una particula de
carga g;, estd dada por:

Fz’j = kem (7:;_7:3)7 (510)

donde 7; corresponde al vector de posicién de la carga ¢; y 7; al vector de posicién de la
carga ¢;. Si la particula con carga g; se traslada desde una posicién 7 a una posicién 7 (g,
se mantiene fija en la posicién 7; '), el trabajo ejercido por la fuerza eléctrica sobre la carga
¢; es (ver figura 5.1):

q:q; o, o 5
:ke/F ﬁ(ﬁ—ﬁ) - dry, (5.11)

//.:\ .
T o
\ 7
S
=

Figura 5.1: Desplazamiento de una carga g; en presencia de fuerza eléctrica.

Con el dnimo de simplificar calculos, se asumird que la particula g; se encuentra en el origen
de coordenadas, de tal manera que 7; = 0, con lo cual el trabajo se puede escribir como:

WE =k, / qrq; (7 - dF) . (5.12)
70 1

Ahora, si se considera que el desplazamiento se hace de tal forma que el diferencial de
desplazamiento dr; sea paralelo al vector 7;, entonces (7; - dr;) = r;dr;. Esta consideracién se

! Debe existir una fuerza externa que mantenga a g; fija en su posicién
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aplica para simplificar calculos, sin embargo los resultados que se obtienen, son generales;
independiente de como se mueva la particula (ver ejemplo (5.4)). Teniendo en cuenta la
observacion anterior, el trabajo eléctrico se puede escribir como:

W = k;/ q;gjdri, (5.13)
T0 7
por lo tanto
WE = (ke%qﬂ') '
T
To
_ {ke%‘%’ B kqu‘Qj} | (5.14)
T To

Comparando la primera linea en (5.3), con la primera linea de (5.14), se puede determinar
que la energia potencial eléctrica para la carga ¢; cuando se encuentra a una distancia r; de

q; es:

Ulri) = kL4 (5.15)
T
Por la forma como se dedujo (5.15), claramente r; corresponde a la magnitud del vector
de posicion de la carga ¢;; sin embargo, también corresponde a la distancia entre las dos
particulas.

Ejercicio 5.1. Verificar que

v <kqu> - —kﬂﬁ%: _F,, (5.16)

donde F}j representa la energia eléctrica que la particula q; siente debido a la carga q;, cuando
¢; se ubica a una distancia r de g;.

En el caso mas general, donde la particula fija con carga g; se encuentre en una posicién
arbitraria r;, la energia potencial vendra dada por (ver ejemplo (5.5)):

L 4iq;
U(r) = keim— =7, (5.17)
|7 — 7]
y por consiguiente el trabajo eléctrico, vendra dado por:
N =k (5.13)
|75 — 75 "o
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donde se ha denotado como W7 al trabajo eléctrico realizado sobre la carga g; cuando dicha
carga se mueve por la accién de su interaccién eléctrica con una carga g;. La expresién (5.18)
se puede escribir como

WE = {—ke 9 _ kﬂi} (5.19)

|7 — 73] |70 — 7]

Las relaciones para la energia potencial (5.17), y para el trabajo (5.18), se dedujeron considerando
una particula fija ¢; y una particula en movimiento ¢;, por lo tanto, la expresién (5.17) se
puede interpretar como la energia potencial eléctrica asociada a la carga ¢; en la posicién 77,
debido a su interaccién con la particula g; (ubicada en la posicién 77), cuando las particulas

se encuentran alejadas una distancia d = |r; — r| > 0. Sin embargo, dado la simetria de la
ecuacién (5.17) se tiene que,

U(F) = ket = ket = U (), (5:20)
se evidencia que (5.20) también representa la energia potencial asociada a la carga ¢; ubicada
en la posicién 7, debido a su interaccién con la particula ¢; (ubicada en la posicién 7;), cuando
dichas cargas se encuentran alejadas por una distancia |r; —7;| = |7; —7;| = d. Por lo anterior,
se podria denotar simplemente r = |r; — 7| tal que

U(r) = k2%, (5.21)
T
y se entiende que U(r) dada en (5.21) representa la energia potencial de cualquiera de las
dos cargas en interaccion.

Ejemplo 5.2. Considere dos particulas con cargas q; = 2.0uC' y q; = —3.0uC, ubicadas
en las posiciones definidas por los vectores 7; = 3.0mt y 7; = 2.0myj, respectivamente. Para
la configuracion planteada, se encontrard:

a) La energia potencial eléctrica de la particula con carga g;.

b) La energia potencial eléctrica de la particula con carga q;. Comparar el resultado con
el item anterior.

c¢) Asumir que la particula con carga q; se mantiene fija en la posicion T; para encontrar
el trabajo eléctrico realizado sobre la carga q;, cuando dicha particula se mueve desde
su posicion inicial hasta el infinito (posicion final ¥ — 00 ).

d) Asumir que la particula con carga q; se mantiene fija en la posicion T; para encontrar
el trabajo eléctrico realizado sobre la carga q;, cuando dicha particula se mueve desde
su posicion inicial 7; hasta el infinito (posicion final 7' — 00).
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Solucion:

@)

b)

La energia potencial eléctrica de la particula con carga q; en la posicion T;, estd definida
por la relacion (5.17), es decir

U = ke a1 1 i (5.22)

r, —T;

Reemplazando los valores establecidos para q;, q;, 7; y 7, se tiene que

2 2
U(R) = —k,—SWC SO 957 o m, (5.23)
|3mi — 2my]| V13m

donde se ha tomado k. ~ 9 x 10°Nm?/C?.

La energia potencial eléctrica de la particula con carga q; en la posicion 7}, se determina
a partir de la relacion (5.17) intercambiando i — j, tal que:

U(F)) = ko—2% (5.24)

—

|75 = 73l
Dado que |7; — ;| = |ri — 7|, se evidencia que la energia eléctrica asociada a la

particula con carga q;, es iqual a la energia eléctrica asociada a la particula con carga
q;. Lo anterior se establecid previamente en (5.20) y por lo tanto,

U(7) = U(F) ~ —14.957TN - m. (5.25)

El trabajo eléctrico se puede escribir como:

WE = —AUG) = -U()| —=-(UGF—>00)-U@),  (526)
donde
U(F — o0) = lim k,—2% (5.27)
oo |F — T
por lo tanto,
= qi4;
WE = U(Tl) = ke%- (528)
|75 — 75

El anterior resultado establece que el trabajo eléctrico realizado para llevar la particula
con carga q; desde su posicion inicial r;, hasta el infinito, es igual a la energia potencial
eléctrica que tiene la particula i en la posicion 7;, con lo cual

W” = U(7) = —14.957N - m. (5.29)
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d) Si, la particula con carga q; se mantiene fija, y la particula con carga q; se mueve desde
su posicion inicial 7; hasta el infinito, entonces el trabajo eléctrico realizado sobre la
carga q; es:

WP = —AU(F) = ~U(F)| = —(U(F = o0) — U(F})), (5.30)

donde
U(F — o00) = lim k,—22_ 0, (5.31)

por lo tanto,
B SN q;4;
W* =U(T;) = ke (5.32)
|75 — 7il

Dado que |r; — 75| = |r; — 1|, se concluye que el trabajo necesario para llevar la
particula q; desde su posicion inicial hasta el infinito (manteniendo ¢; fija), es igual al
trabajo necesario para llevar la particula q; desde su posicion inicial hasta el infinito
(manteniendo q; fija), con lo cual

W* = —14.957N - m. (5.33)
Ejemplo 5.3. Verificar que
o 49, _ = 44,
F,=k———=(—7;)=—=Vul| kees—— |, 5.34
T m TP 7= 7) ()< |7“z‘—7“j|> (534

donde el simbolo ﬁ(i) representa el gradiente tomado sobre las coordenadas de 75 (ya que la
fuerza se aplica sobre la carga q; ubicada en ;).

Solucion: Denotando

= 21 + il + 2, (5.35)

T} = i+ yjj + Zjif (5.36)

se tiene que

7 _dd ( kegi; ) :
i \ V(@i = 25)? = (yi — y;)? + (20 — %)
d ( Fedid; ) .
Ay \ V=2 = =l + a2 )
_ 4 ( hedid; ) k. (5.37)
dzi \ /(2 — )% — (g — ;) + (2 — 2)?
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En (5.37), se ha tenido en cuenta que:

7= 7l = (= 2)? = (= )+ (23— ) (5.38)
Realizando las derivadas en (5.37) se tiene que:

Fy; = {keQin i = 27) }%

(i = 25)% = (yi — y5)2 + (2 — 2;)?)3/2

. (zi — ;) ;
&W%«m—%ﬁ—@—wv+w—aﬁw$j

- (51~ ;) A
0 o= = = (539

lo que se puede escribir como:

P {($i—l"j)i+(yi—%)§+(zi—Zj)ff}
ij — Rediqj
P =2 = (i + (i — )P
q:q; S o
=ke—s—5— (15— 7T5), A
|7:;_7:»j|3 (T TJ) (5 0)

con lo cual queda demostrada la ecuacion (5.34).

Ejercicio 5.2. Verificar que

= qi4; S o = qi4;
Ej = ke_,—]_,|3 (Ti — Tj) = V(]) (/{Ze|_,‘—]_,>, (541)

|7 — 7
donde el simbolo ﬁ(j) representa el gradiente tomado sobre las coordenadas de 7 .

Ejemplo 5.4. Deduccién Adicional: En este ejemplo se considera dos particulas con
carga q; y q; en interaccion. La particula con carga q; se mantiene fija en el origen de
coordenadas de un sistema cartesiano. La particula con carga q; se mueve por la trayectoria
descrita en rojo en la figura 5.4, cambiando su posicion de 7y a 7. Para tal sistema se
encontrard el trabajo eléctrico realizado sobre la carga q; durante su recorrido.

Solucion: El trabajo eléctrico sobre la carga q; para la situacion planteada, viene dado por
la ecuacion (5.12), tal que

F(Jiq i o R

W* = ke[ 7“/3] (7" - dr'y, (5.42)
T0

donde se ha denotado por 7' al vector de posicion que determina la ubicacion de la particula

¢ a lo largo de su recorrido.
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Figura 5.2: Ejemplo (5.4). Trabajo sobre una carga ¢; debido a una carga g;

Ahora, dado que el trabajo eléctrico no depende de la trayectoria realizada por la particula
q; para ir desde su posicion inicial a su posicion final, es posible elegir una trayectoria que
permita realizar la integral presente en (5.42) mds facilmente. Por tanto la trayectoria que se
elegird para realizar el cdalculo serd la esquematizada con una linea punteada de color lila en
la figura 5.2, la cual se puede analizar calculando el trabajo por dos tramos independientes:
El primer tramo de recorrido consiste de un elemento recto a lo largo del eje definido por
el vector 1y; que parte en 7y y termina en 7., tal que |7.| = || (ver figura 5.2). El seqgundo
tramo consiste en un elemento circular de radio r que une el punto 7. con el punto final 7.
Bajo las anteriores consideraciones el trabajo eléctrico total serd

WP = WE + WP, (5.43)
donde
WE =k, / 59 G ary, (5.44)
o T
WE =k, / W45 7 - ary. (5.45)
7 T

En el recorrido recto, el vector ' es paralelo al vector dr' y por lo tanto, ¥ - dr’ = r'dr’,
con lo cual, se tiene que

" gig
WP = ke[ 7”3] r'dr'. (5.46)
70
Ahora, en el tramo circular la fuerza eléctrica es siempre normal a la trayectoria, y dado
que el vector de desplazamiento dr’’ es tangente a la trayectoria, se tiene que el producto

(7" - dr"") se anula y por lo también se anula Wy, entonces

WF =0. (5.47)
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Con base en los resultados anteriores, se tiene que

LW:W?:@/Q@WE—@Wj , (5.48)
Loyt 7!
To T0
resultado que se puede expresar como
WE:—{@%%—kﬂ%}. (5.49)
T To

Como se puede observar el resultado (5.49) es igual al expresado en (5.14) cuando se asumio
que el desplazamiento siempre era paralelo al vector de fuerza.

Ejemplo 5.5. Deduccién Adicional

En este ejemplo se deducird la expresion gemeral para el trabajo eléctrico definida en la
ecuacion (5.18) a partir de la ecuacion (5.11).

Solucién: Se procede partiendo de la expresion (5.11), que define la ecuacion para el trabajo,
dada por:

e -k(/‘T—%EL—(F 7)) - dF;, (5.50)

i = d(7 — 7). (5.51)

por lo tanto

4i4; (7 — 7 I
/V L (7= 7) - d(7— 7). (5.52)

_TJ|

donde los limites de integracion se calculardn posteriormente tras un apropiado cambio de
variable. Como el trabajo eléctrico es conservativo, es posible tomar un camino de integracion
por tramos tal que los vectores (7;—77;) y d(1;—77;) sean en todo punto paralelos o perpendiculares
(ver ejemplo (5.4)). En los tramos en que los vectores en mencion sean perpendiculares el
trabajo sera nulo y solo quedard el trabajo correspondiente a los tramos en los cuales los
vectores sean paralelos, tal que

%% (1= qiqj
E_ L /‘r J ‘3 7;))d|r — 75| = ke /’4 L derz 7). (5.53)
(2 ] ,]
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Ahora, realizando el cambio de variable de integracion por u; = |r; — 7|, se tiene que

W* =k, / 5% g,

Oul
u

= —k, (5.54)

q:4;
Us

uo

Teniendo en cuenta que u; = |7; — 75|, se tiene que el limite superior para la variable u serd
u = | — 75|, mientras que el limite inferior vendrd dado por u = |ry — 75|, ya que 7o y T
corresponden a los vectores de posicion inicial y final de la carga q;, respectivamente. Por lo
tanto, se tiene que:

S %4 |77 ]

C U |

70—
—_ — {ke _;Qiqj_. - ke _,Qiqj_, } 9 (555)

|7 — 7] 7o — 7]
que se puede escribir como
we — %% [ (5.56)
7 = 7l 1,

con lo cual se ha llegado a la expresion (5.18) requerida. De igual forma se establece que la
energia potencial estd dada por

U=k 2% (5.57)

-l

5.2.1. Trabajo sobre una carga puntual, debido a N cargas fijas

En el caso que una particula con carga ¢;, se mueva desde un punto definido por 7 hasta
un punto 7, en una regién donde existan N particulas con cargas ¢; (j = 1,2,..., N) que se
mantienen fijas en las posiciones 773, el trabajo eléctrico sobre la carga ¢; serd la suma de los
trabajos producidos por la interaccién de la particula ¢; con cada particula de carga g;, tal
que:
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En (5.58) se ha hecho uso de la definicién establecida en (5.18) para W y donde W
representa el trabajo eléctrico total realizado sobre la carga ¢;. A partir de (5.58) se puede
identificar que la energia potencial eléctrica de la particula con carga ¢; cuando se ubica en

la posicién 7;, vendra dada por:

N . .
U) =k =24 (5.59)

Dado que la energia potencial eléctrica depende de las distancias entre las particulas en
interaccion (|7;—77;|), entonces la energia potencial es independiente del origen de coordenadas
seleccionado, ya que las distancias entre particulas es una magnitud independiente de dicha
seleccion.

Ejemplo 5.6. Se tiene cuatro particulas con carga q; (q; = qVj = 1,2,3,4) ubicadas en
los vértices de un cuadrado de lado L extendido en el plano xy y cuyo centro se encuentra en
el origen de coordenadas . Una quinta particula con carga QQ = —q, se localiza en la posicion
definida en coordenadas cartesianas por: (0,0, z) (ver figura 5.3).

ZA
q3 d q2
< , ’:l' :y
. L
G @----,F--1--@F,
v qi1

T

Figura 5.3: Ejemplo (5.6). Configuracién de cinco cargas puntuales.

Para la situacion descrita se encontrard:

a) El potencial eléctrico asociado a la carga @ ubicada en el punto A definido por las
coordenadas (0,0, d).

b) El potencial eléctrico asociado a la carga QQ cuando dicha particula se ubica en el punto
B definido por las coordenadas (0,0,0).

c¢) El trabajo eléctrico sobre la carga QQ cuando dicha particula se mueve del punto A al
punto B.

d) Sila particula con carga Q parte del reposo en el punto punto A, ;cual serd su velocidad
en el punto B?
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e) Encontrar la energia potencial de una de las particulas de carga q que se encuentran
ubicadas sobre los vértices del cuadrado. Concretamente sobre la carga ubicada en el
punto (L/2,L/2,0). La carga @ para este cdalculo se ubicard en el punto (0,0, d).

Solucion:

a) Para encontrar el potencial eléctrico de la particula con carga Q, se utiliza la expresion
(5.59), haciendo q; = Q (particula sobre la cual se calculard la energia potencial), tal

que
4
U(Fz) _ kez _‘Qq]_‘
j=1 |Ti - .7|
= ke ﬁqu + ke ﬁQq{ + ke ﬁqu’; + ke ﬁQq‘i : (5.60)
|75 — 71 |75 — 75| |75 — 75| |75 — 74
Ahora, 7; (j = 1,2,3,4) determina la posicion de las cuatro particulas de carga q

ubicadas sobre los vértices del cuadrado. Para aplicar la ecuacion (5.60) se utilizard la
siguiente notacion:

7 = dk, (5.61)
H_LA._’_LA. S LA.+LA
r = 2Z 2]7 T = 22 2]7
- LA LA, _,_LA, LA. (562)
T3 22 2% 7"4—22 2]7 .
con lo cual
S ~ L. L
|Ti—7“1|:|dkf—§ —§]|:\/d2+L2/27 (563)
- L LA
75 = 73| =k + i — Sil =V + L2/2, (5.64)
- L~ L
7 = 73] = |dk + i+ 5] = v/ + L2/2, (5.65)
- L LA
7 = 7| = |dk — i+ Sj| = V& + L?/2. (5.66)
A partir de las relaciones anteriores y teniendo en cuenta que () = —q y que ¢; = q

para todo j (j =1,2,3,4), la expresion (5.60) se reduce a:

2
U(F, — dik) = —dk,——Tl (5.67)

NZZESEIPA
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b)

d)

El procedimiento para encontrar la energia potencial eléctrica de la particula QQ en la
posicion (0,0,0), es igual al realizado en el literal anterior, salvo que en este caso la
posicion de la particula () se establece con el vector

7 =0, (5.68)
y por lo tanto, se tiene que

|75 — 75| =|—7;| = L?/2,Vj =1,2,3,4, (5.69)
De tal forma que la energia potencial vendrad dada por

2
U(F, — 0) = —4k,— L (5.70)

VL2

El trabajo eléctrico sobre la particula con carga (), cuando dicha particula se mueve del
punto (0,0, d) al punto (0,0,0), corresponde a menos el cambio en su energia potencial,
es decir:

WE = —AU(7) = — <U(ﬁ- S 0) U7 — di%)) . (5.71)

Utilizando los resultados establecidos en (5.67) y (5.70), se tiene que

W =

2 2
_ —4keq— _ 4k:eq—
VL2/2 Vd?+ L?)2

= 4k.q* L ! (5.72)
S\ R e z) '

Para encontrar la velocidad que la carga @) tiene cuando se encuentra en la posicion
(0,0,0) (punto B), se tiene en cuenta que el trabajo realizado por cualquier fuerza
(conservativa o no), se puede expresar en términos del cambio de la energia cinética,
es decir:

mVi  mV}
2 2

W=AK=Kg—Ks= (5.73)
donde Vs y Vg corresponden a la velocidad de la particula QQ en el punto A y B
respectivamente. Ahora, ya que la particula parte del reposo en el punto A, se tiene que
Vi =0 y por lo tanto

_mVé
2

W (5.74)
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Por otro lado, dado que la fuerza eléctrica es conservativa, entonces el trabajo es igual
a menos el cambio en la energia potencial cuando la particula se mueve desde B hasta
A (resultado expresado en (5.72)). Entonces, igualando (5.74) con (5.72), se tiene que:

mVg 1 . 1
2 JI2  J&+ 122

(5.75)

por lo tanto

2 1 1
VB = 4w { VL2 - VP + L2/2}’ (5.76)

Para encontrar la energia eléctrica sobre la carga ubicada en uno de los vértices del
cuadrado, se utiliza la expresion (5.59), tal que

| Tk HQz‘Q?) ‘ +k, qu‘CM (5.77)

|7”i—773 |Ti—F4”

U(F) = k. _’QiQI_; +k, qq@'(hq
’TZ‘ — 7“1| ’T’i — T

pero en este caso la carga sobre la cual se evaluard la energia potencial corresponde
a la carga ubicada en el punto (L/2,L/2,0). Por lo tanto, en la expresion (5.77), se
debe tener en cuenta que q; = q y 1; = L/Q% + L/Qj'. Las cargas y sus posiciones se
identificardan con la notacion (que se utilizard en la expresion (5.77)):

L. L.
;= o= —1 4+ — 7, 5.78
G =q—= =it 5] (5.78)
@ =Q — 1 =dk, (5.79)
L. L.
quq—>r§:—§i—|—§j, (5.80)
. L. L.
C]3=CI—>7”3=—§Z—§J7 (5.81)
. L. L.
WU=q=7Ta=50= 50 (5.82)

Yy se tiene que

L. L., ~
|7 — 71| = §i+§j—dk’:\/d2+L2/2, (5.83)
L ., (L. L- L. L-\|
|T’Z — T’2| = (52 + §]> - <_§Z+ E])‘ = L’ (584)
L ., (L. L- L. L-\|
P = (EHEJ)—(—?—E )'—ﬁL, (5.85)
L. L. L. L.
-l =(Zi+=)) - (Zi—-=7)| =L :
|7 — 74 (2z+23) <22 2])‘ (5.86)
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Reemplazando los resultados anteriores en (5.77) se tiene:

qQ R
U=t FRCAT S 5.87
{\/d2 T22 LV2L L (5.87)

y ya que QQ = —q, la energia potencial se puede escribir como

(5.88)

U = k.q* I
VB +IL2/2 L 2L
5.3. Energia potencial eléctrica para N cargas puntuales

Es importante destacar, en primer lugar, que en un conjunto de particulas cargadas, cada
particula tiene su propia energia potencial, un concepto que ya fue abordado en la seccion
anterior. Sin embargo, la energia potencial total del sistema no se limita a la simple suma
de las energias potenciales individuales de cada particula. En esta seccion, se analizara la
energia potencial eléctrica asociada al conjunto de particulas.

Se considera un conjunto de N particulas con cargas puntuales, en el que la distancia entre
cada par de cargas puede medirse mediante el vector de posicion relativa (7; — ;). Para
tal configuracién existe una energia especifica denominada energia potencial eléctrica del
sistema. Si las particulas se encuentran suficientemente lejos entre si, la interaccion eléctrica
se anula y, por lo tanto, su energia potencial es cero. Sin embargo, si las distancias entre
las particulas son finitas, habra una energia potencial eléctrica debido a su configuracién
espacial particular. La energia potencial eléctrica de un sistema de N particulas se define
como el trabajo externo realizado en contra de la fuerza eléctrica necesario para “traer” cada
particula desde el infinito (donde no existe interaccién eléctrica entre particulas) hasta su
posicién actual en el espacio, configurando asi el sistema bajo estudio. Mateméticamente,
esta idea se representa como:

N 7—1 7 . -
U:WEMI—WE:—Z{ / Fji~dr}, (589)
=1

j=2 Ui 0

La expresién entre corchetes en (5.89) representa el trabajo eléctrico efectuado al traer la
particula j desde el infinito hasta su posicién final 7; debido a la presencia de j —1 particulas
en el espacio. La segunda sumatoria se debe al incremento en el nimero de particulas
interactuantes a medida que dichas particulas se traen desde el infinito.

Para comprender la definicién anterior, se calculara el trabajo externo necesario para traer
tres particulas con cargas ¢; (i = 1,2,3) desde el infinito a las posiciones 7; (i = 1,2,3).
Esquemaéticamente en la figura 5.4, se entiende el infinito por la regiéon sombreada en gris
donde inicialmente se ubican las tres particulas, las cuales cuando se encuentran en dicha
region, no interactian debido a su separacion infinita.
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ql.

7 — 00 7 — 00
[ ]
q2

.Q3
7 — 00 7 — 00

Figura 5.4: Tres cargas “ubicadas” en el infinito.

El trabajo externo para generar la configuracién de particulas se puede realizar moviendo
una particula a la vez, como se describe a continuacion.

= Para traer la primera carga desde el infinito hasta 7 no se realiza trabajo, ya que en
la cercania de 7 no hay cargas que interactien con ¢; (g2 y g3 atn estén en el infinito,
ver figura 5.5), por lo tanto

WE =0. (5.90)

Figura 5.5: Ubicacién de ¢; desde el infinito al punto 7.

= Una vez la carga ¢; se ha ubicado, se procede a traer la segunda carga ¢» a su posicién
75 (ver figura 5.6), y como ya hay una carga ¢; a una distancia finita de donde se
ubica g9, la fuerza eléctrica realiza trabajo. Entonces, a partir de (5.18), se tiene que
el trabajo eléctrico realizado sobre la carga ¢o es:

q2q1
|—)

T’—Fll

WE = —k,

o0

:—{k O g G0 }

€| - — — —
|T‘2—’I“1| T—00 |’I"—’I“1|

(5.91)
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donde los limites de integracién en (5.91) se han establecido teniendo en cuenta que
inicialmente ¢, se encuentra en el infinito y que su posicién final es 5. El vector 7 en
la primera linea de (5.91) se usa para definir la posicién variable de la carga ¢; a lo
largo de su trayectoria.

q1
‘0
¢! . q2
T2 Y
[ )
q3
T — 00 7 — 00

Figura 5.6: Ubicacién de ¢ y g2 desde el infinito a los puntos 7} y 75

= Por ultimo, al traer la carga g3 a la posicion 73 es necesario realizar trabajo en contra
de la interaccién ejercida por las dos cargas ya ubicadas en 71 y 75 (ver figura 5.7). El
trabajo eléctrico total Wy’, vendra dado por la suma del trabajo eléctrico debido a la
interaccién de la particula g3 con las particulas ¢; y ¢o, entonces:

[o@)
_‘3 — — r3 — —
= / F31 - dr +/ 32 d
[oe) oo
_ E E
= Wi + Wss
q3q1 q3q2
- _ke = = - ke = =
|7 — 7| |77 — 75|
q3t1 qsq2
= kAL 2 (5.92)
|75 — 71 |73 — 7]
7 — 00 7 — 00
e
" . q2
T2 Y
[ ]
q3
T — 00 T — 00

Figura 5.7: Ubicacién de q1, g2 y g3 desde el infinito a los puntos 7, 72 y 73
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El trabajo eléctrico total realizado al traer las tres cargas a sus posiciones 77, 75 y T3, sera

la suma de (5.90), (5.91) y (5.92), tal que:
Wr =W¢F+ Wy + Wy
—_p D Bh . B
B ST (e ST [ s

(5.93)

Ahora el trabajo externo W< que se debe realizar en contra de la fuerza eléctrica en forma
cuasiestatica (es decir, manteniendo siempre a la fuerza externa igual a la fuerza eléctrica

F’;xt = —Fpg), es igual a =W, por lo tanto:
Weet = k. ﬁQ2CI1ﬁ tk, fl:sfh_’ tk, fI3QQ_’ . (5.94>
|7”2—7’1’ |7“3—7”1‘ |7’3—7”2|

Por definicién, el trabajo externo W< expresado en (5.94) es igual a la energia potencial
asociada al sistema de particulas, la cual se puede escribir como:

Z Z 7 q,qu i (5.95)

i=1 j=1
——
i#]

donde en (5.95) el factor 1/2 aparece para evitar un doble conteo en la sumatoria.

La expresion (5.95) se puede generalizar para encontrar la energia potencial eléctrica asociada
a una configuracion de N cargas puntuales; por lo tanto, para N particulas con cargas ¢;
(1 =1,..., N), ubicadas en las posiciones 7;, respectivamente, la energia potencial viene dada
por la expresién:

k N N 44
U=-= - 5.96
)y 59

Para un sistema dado de particulas, el resultado obtenido a partir de la expresion para la
energia potencial eléctrica definida por (5.96) es independiente del origen asignado al sistema
coordenado. Lo anterior dado que la energia potencial depende de la distancia entre las cargas
en interaccién, magnitud que es invariante respecto al origen elegido. Ahora, (5.96) se puede
escribir como:

1 N N G
_ - e R :
U QZZI ]Zl 77 (5.97)
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La expresién entre corchetes en la expresién (5.97) corresponde a la energia potencial asociada
a la carga ¢; debido a su interaccién con las ¢; cargas (ver ecuacién (5.59)), por lo tanto, la
ecuacion (5.97) se puede escribir tambien como:

U= 5> U7, (5.98)

donde en (5.97), U, (7;) representa la energia potencial eléctrica asociada a la carga ¢; en
la posicién 7; (por su interaccién con las restantes N — 1 cargas), asi que (5.96) representa
un medio de la suma de la energia potencial asociada a cada particula ¢; (i = 1,...,3) en
las posiciones 7; respectivas. El factor 1/2 evita doble conteo de algunos términos presentes
en la energia total, ya que en U, (7;) (para cualquier i) existe un término relacionado con
la interaccién de la particula i con la particula j el cual también estd presente en U, (7))
(interaccién de la particula 7 con la particula 7). En la préxima seccién se estudiard la
energia potencial que adquiere una carga, cuando se ubica en una region donde existe un
campo eléctrico dado y el trabajo asociado al desplazamiento de dicha particula debida al
campo eléctrico.

Ejemplo 5.7. Cuatro particulas con carga q se ubican en los vértices de un cuadrado
de lado a, para tal sistema se encontrard la energia potencial eléctrica del sistema. La
configuracion planteada se presenta en la figura 5.8.

D R L
IS

Figura 5.8: Ejemplo 5.7. Energia potencial asociada a cuatro particulas cargadas ubicadas en los vértices de
un cuadrado.

Solucion: La energia potencial eléctrica de la configuracion planteada, estd dada por la
ecuacion (5.95), la cual para 4 particulas, toma la forma :

=1 =1
]
k. ke ke ke ke
S C.I1Q3 t Q1Q_?: t quj t QQQ_?: t QSQj (5‘99)
|7“1—7’2| |7“1—7’3| |7“1—7“4| |7“2—7“3| |7“3—7“4|

En este problema, no es necesario definir las posiciones de cada particula en relacion con
un sistema de coordenadas, ya que lo unico que se requiere es la distancia entre cada par
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de particulas. Observando la ubicacion de las cargas mostradas en la figura 5.8, se puede
determinar directamente las siguientes distancias.

|7y — | = a
7 — 75 =2V
|71 — 74 = a
|7y — 73] = a
|7 — 74| = 2va

|F3—7?4| = a.

Teniendo en cuenta lo anterior, y ya que q; = q para todo valor de i = 1,2,3,4, se tiene que:

ke keq®  ke@®  ke@®  ke@®  keq?

U = e TR
a 2 a a V2 a
2\ k.q?
= 4+ — . 5.106
( \/5) a (5:106)

Ejercicio 5.3. Siete particulas cargadas se mantienen fijas y se localizan en un cuadrado
de lado b como se muestra en la figura 5.9, donde q = e. Para la configuracion descrita
encuentre: a) El trabajo externo necesario para transportar una particula con carga +6e
desde el infinito y ubicarla en el centro del cuadrado, asumiendo una velocidad igual a cero
en la ubicacion inicial y final de la particula. b) El trabajo eléctrico necesario para transportar
una carga +6e desde el infinito y ubicarla en el centro del cuadrado. c) La energia potencial
eléctrica de la particula con carga +6e cuando se ubica en el centro del cuadrado. d) La
energia del sistema formado por las siete particulas mds la particula con carga +6e cuando
dicha carga se ubica en el centro del cuadrado.

Figura 5.9: Ejercicio 5.3. Trabajo eléctrico establecido a partir de siete cargas puntuales.

Ejercicio 5.4. Dos cargas de valor q se encuentran localizadas a una distancia d como se
muestra en la figura 5.10. Una carga adicional de valor q se ubica en el punto C. Para la
configuracion planteada encuentre: a) La energia potencial asociada a las tres cargas. b) Si la
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carga ubicada en el punto C' tiene una velocidad 170, encuentre el trabajo externo que llevard
la particula al infinito reduciendo su velocidada a V = 0.

Figura 5.10: Ejercicio 5.4. Energia potencial asociada a tres cargas puntuales.

Ejercicio 5.5. Cuanto trabajo externo se debe realizar para formar la configuracion indicada
en la figura 5.11, trayendo las particulas desde el infinito y asumiendo que todas las particulas
tienen velocidad cero tanto en su posicion inicial como en su posicion final.

A B
@ v g
s Bt
L —q +gl
@ -t o
C D

Figura 5.11: Ejercicio 5.5. Trabajo necesario para conformar una configuracién de cuatro cargas puntuales.

Trabajo debido a un campo eléctrico.

Si una particula cargada se sitia en una regién donde existe un campo eléctrico, dicho campo
realiza trabajo sobre la carga. Concretamente, si se tiene una carga ¢ ubicada en el punto
7 localizado en una regién donde existe un campo eléctrico E(7), la fuerza que experimenta
dicha particula viene dada por:

F(7) = qE(7), (5.107)
y por tanto el trabajo eléctrico sobre la carga ¢ cuando dicha carga se desplaza en presencia
de un campo eléctrico entre los puntos 7 y 7 estd dado por:

I R
WE:[ qE.dr:q{[ E.dr}. (5.108)

Ejemplo 5.8. Una particula con carga q; se ubica en una region donde existe un campo
eléctrico definido por la expresion:

E = axi + by?] + czJ, (5.109)
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donde a y c tienen unidades de N/(c-m) y b unidades de N/c-m?. Para la situacién
planteada se encontrard el trabajo sobre la particula cargada, cuando se traslada desde el
punto (3.0m,2.0m,1.0m) al punto (—1.0m,5.0m, 1.0m).

Solucion: A partir de la expresion (5.108) se tiene que:

W:q(/ Ed?“)

= q/ (cm:g + by?) + cz}) . (dx% + dyj + dzl%)

— q/31 (axdr) + (]/25 (by*dy) + q/l1 (czdz)

2-1 315 211
T Yy
= qa— b=— —
qa 5 ) +q 3 +qa 1
133
—q (5am2 L pl3m’ ) (5.110)

5.4. Potencial eléctrico

Si se tiene un campo eléctrico generado por distribuciones de carga eléctrica, entonces
la fuerza F = qE es conservativa (en tal circunstancia el campo eléctrico se denomina
electrostatico) y por la tanto la integraciéon del campo eléctrico expresada (5.108) depende
solo de los puntos inicial y final (independiente de la trayectoria), lo que conlleva a que la
integral definida en (5.108) tenga una expresién analitica, es decir:

F2 ’FQ RN
= (—/ E.dr>, (5.111)
Fl Fl

donde el signo menos en la integral para definir el potencial se incluye por convenciéon. A
partir de (5.111) se tiene

Ag(T) = () — ¢(71) = <— / E.d?) , (5.112)

La expresién analitica ¢(7) es una funcién escalar que se conoce como potencial eléctrico.
Para que exista analiticamente la integral expresada en (5.111) es necesario que el campo
eléctrico se relacione con el potencial eléctrico a través del gradiente de ¢(7), tal que:

—

= —V¢(F). (5.113)
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Ejemplo 5.9. Deducir la expresion (5.111) a partir de (5.113).

Solucién: Reemplazando (5.113) en la la parte izquierda de la expresion (5.111) se tiene:

% 7
/ E.T:—/ O(7) - dr

Vo

( g ' ) dx% +dyj + dz/%)
(7
Ox

( 8¢(F) ? )

. / a6(7) = —o(7)

71

7?2

: (5.114)

T1

lo cual verifica el resultado expresado en (5.111) .

A partir de la expresion (5.111), tomando como puntos de integracién 7y 7, se tiene que

O(F) — ¢(7) = — / E.dF". (5.115)

En (5.115) en el integrando se ha tomado r’ como variable de integracién, para poder utilizar
7 como limite de integraciéon. A partir de (5.115) se tiene que

o(7) = — / B+ o). (5.116)

70

La cantidad ¢(7p) representa el potencial eléctrico en el punto 7. Dicho valor es arbitrario y
en general depende del origen elegido para el sistema de coordenadas. Respecto al potencial
eléctrico, lo que se puede medir y tiene sentido fisico, es la diferencia de potencial A¢p =
() — ¢(10), valor que es independiente del origen escogido para el sistema de coordenadas
que se esté utilizando. El valor ¢(7) dependera del valor escogido para ¢() y por tanto del
origen de coordenadas establecido para medirlo. Para una distribucién localizada de cargas
(sea discreta o continua) el campo eléctrico evaluado muy lejos de dicha distribucién es débil
y tiende a cero si la distancia tiende a infinito, por lo anterior es viable considerar que el
potencial es cero en el infinito y a partir de (5.116) se tiene que:

= —/ E.dF". (5.117)
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La ecuacién (5.116) permite encontrar el potencial eléctrico en un punto 7 a partir del
conocimiento del campo eléctrico y del valor establecido para ¢(7%). La expresién (5.117)
brinda una opcién para calcular el potencial eléctrico en una posicion 7 para distribuciones de
carga localizadas en una regién finita del espacio, donde se puede asumir que ¢(7y — 00) = 0,
en caso tal:

—

O(7) = — /TE('F’)-CIF’- (5.118)

[e.9]

En términos del potencial eléctrico, teniendo en cuenta (5.112), el trabajo eléctrico descrito
por (5.108) se puede escribir como

R no
W¥* =gq (/ E.dr) =—q (—/ E.dr)
51 51

= —qAg, (5.119)

y ya que el trabajo eléctrico es igual a menos el cambio en la energia potencial, entonces

AU = qAg. (5.120)

por lo tanto, se concluye que

U(F) = qo(7). (5.121)

A partir de (5.121) se tiene otra forma de calcular la energia potencial eléctrica asociada a
una carga ¢ si se conoce el valor del potencial eléctrico en la posicion ocupada por la carga.

La expresion (5.121) deja la impresién que es posible definir el potencial eléctrico ¢(7),
en términos de la energia potencial que tendria una carga g ubicada en 7, simplemente
dividiendo la energia potencial U(7) sobre ¢. Sin embargo, el potencial escalar es una funcién
independiente de la carga q. Si se tiene una carga q en el punto 7, dicha carga influye en las
caracteristicas fisicas del espacio y conceptualmente una simple divisién por ¢ no es suficiente
para eliminar su influencia en el espacio; a menos que dicha carga sea tan pequena que no
contribuya a modificar la estructura eléctrica del espacio en estudio; es decir, si ¢ — 0. Por
lo tanto, se puede definir el potencial eléctrico en términos de la energia potencial a través
de

o(7) = lim L. (5.122)

q—0 q

La relacién anterior se puede deducir también si se considera que:
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E(7) = =Vé(7). (5.123)

Ahora, al tener en cuenta que E= limg_ ﬁq /q (donde ﬁq representa la fuerza aplicada sobre
una carga q), y que I, = —VU (donde U representa la energia potencial eléctrica asociada
a la carga ¢) entonces se tiene que:

F VU

— _ — _ , _q _ , vu
E(7) = —V¢(r) = lim . = (5.124)
a partir de lo cual se puede establecer que:
- U()
o(r) = 1111_13% = (5.125)

De las definiciones anteriores es claro que el potencial no depende de la carga de prueba ¢
y se debe a la presencia de otras cargas (discretas o continuas) en el espacio. A partir de
(5.125), el potencial eléctrico tiene unidades de energla sobre carga eléctrica, en el sistema
internacional se da en Julios/C, lo cual también se conoce como voltios (aunque voltios se
refiere principalmente a diferencia de potencial eléctrico).

Ejemplo 5.10. Un protén, localizado inicialmente en el infinito, se mueve con una
velocidad v hacia un sequndo proton. Asumiendo que el seqgundo proton estd en reposo en
un punto fijo, en este ejemplo se determinard la posicion en la que el primer proton queda
momentdaneamente en reposo.

Solucioén: La energia inicial total asociada al proton en movimiento es:
E, =T,+ U, (5.126)

donde la energia cinética inicial del primer proton es:

1
T, = §mv2, (5.127)

en tanto que la energia potencial inicial del primer proton es:

U; = q¢ (F — 00) = ¢qlim keg =0, (5.128)
r—oo T
de manera que:
1
E; = imvg. (5.129)

Ahora, la energia final asociada al proton en movimiento, cuando se aproxima al sequndo
proton y queda momentdneamente en reposo a una cierta distancia R, es:

2

By =Ty +Us = %mWO+ a0 (7~ R) =q <k%> - ke%. (5.130)
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Ya que la inica fuerza involucrada en el problema es la fuerza eléctrica, la energia mecdnica
se conserva y se tiene que

E;

I
=

(5.131)

<

I 5 q*

—mv° = k.—.

2 R
Se concluye por lo tanto, que la distancia del primer proton en relacion al seqgundo cuando
se alcanza el reposo instantdneo es:

(5.132)

B 2k.q?
ome?

R (5.133)

Ejemplo 5.11. Un electrén estd sometido a un potencial unidimensional dado por: ¢ (x) =
Az?, donde A es una constante real positiva con unidades de energia por unidad carga y por
unidad de drea. Para dicho potencial se mostrard que el electron realiza un movimiento
armonico simple y se establecerd el periodo del movimiento.

Solucién: Teniendo en cuenta la ecuacion (5.121), se tiene que la energia potencial asociada
al electrén sometido al potencial ¢ (x) = Ax?, vendrd dada por

U=e¢p(x)=cAr? (5.134)
de manera que la fuerza a la cual estd sometido el electron es:

2
Fo oy WU _ _~d(edr)
dx dx

Al ser un movimiento limitado a lo largo del eje x se determina que,

= —2¢Awi. (5.135)

~

F = Fyi = mayi, (5.136)

donde a, indica la componente x de la aceleracion y se expresa como:

= —, 5.137
de manera que:
Foriem®® (5.138)
= F,i = m—i. :
dt?
Ast, la relacion (5.135) se puede escribir como:
d*x~ ~
md—tfi = —9eAwi, (5.139)
y por lo tanto
d*x
Moy = —2eAx, (5.140)
que se puede escribir como
d? 2eA
) (5.141)
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Definiendo
2eA
w= ] =2, (5.142)
m
la expresion (5.141) toma la forma:
.

La ecuacion diferencial (5.143) corresponde a la ecuacion de un movimiento armdnico simple
de frecuencia w. Por lo tanto, se concluye que el electron experimenta un movimiento de este
tipo, cuya frecuencia estd dada por w (ecuacion (5.142)). En consencuencia, el periodo de

oscilacion es:
27 2 m
T 20 —9 - 5.144
w 2¢A ﬂ\/ 2eA ( )

m

Ejemplo 5.12. Considere un campo eléctrico uniforme dado por la expresion: E = Eyk
(Eo = cte). Para tal situacion, se encontrard A¢(r), entre los puntos (—a,b,d) y (0,0,0).

Solucién: Para resolver la situacion planteada, se parte de la relacion (5.112) obteniendo:

Ag(F) = — / E.dr

0

= — / (Eok).(dzi + dyj + dzFk)

d

— —Eyd. (5.145)
0

d
= —/ (EodZ) = —E()Z
0

Ejemplo 5.13. Encontrar el potencial eléctrico generado por una particula con carga q
ubicada en el origen de coordenadas.

Solucién: Como la carga estd localizada en una region finita del espacio (concretamente en
un punto), entonces el potencial eléctrico se puede determinar a partir de la ecuacion (5.117),
Y se tiene que:

() = —/ E(").di" = —/ (k. 25) - ar. (5.146)
Dado que el campo eléctrico es conservativo, se puede escoger una trayectoria de integracion

en (5.146) de manera que el campo eléctrico sea siempre perpendicular o paralelo al desplazamiento
dr’. En los tramos de la trayectoria donde el campo eléctrico sea perpendicular al desplazamiento,
la integral se anula. Por lo tanto, la integral en estudio dependerd unicamente de los tramos

en los cuales el campo eléctrico sea paralelo al desplazamiento. En estos tramos, se tiene que

—

E(r') - dr" = Edr', entonces se obtiene
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7 0
_ k;g _ k;g ~ ik, (5.147)
por lo tanto
=k~ = . 5.148
4(r) r Ameyr ( )

El potencial eléctrico en el punto 7 generado por una particula con carga ¢ ubicada en el
punto 77 , se puede escribir como:

q
7) = ke——"-. 5.149
A partir de (5.149) se puede inferir el potencial en un punto 7 debido a una distribucién
discreta de N particulas cargadas. En concreto, si se tiene NV cargas ¢; (j = 1, ..., V) ubicadas
en posiciones descritas por 7, entonces el potencial eléctrico en un punto 7 estd dado por:

N

o) =) ki qjqr." (5.150)

J=1

La expresion (5.150) se puede entender como la suma del potencial en el punto 7, generado
por cada particula ubicada en los puntos 7.

Ejemplo 5.14. Se tiene cuatro particulas con carga q; (q; = qVj = 1,2,3,4) ubicadas
en los vértices de un cuadrado de lado a extendido en el plano xy y cuyo centro se encuentra
en el origen de coordenadas (ver figura 5.12). Para la configuracion descrita, se encontrard
el potencial eléctrico en un punto a lo largo del eje z.

ZA
q3 q2
R 2
< ‘ 4’:’ ;y
2 2a
G @----/--1--®¥
A a

T

Figura 5.12: Ejemplo (5.14). Potencial eléctrico sobre el eje z, debido a cuatro cargas ubicadas en los vértices
de un cuadrado de lado 2a.
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Solucién: Aplicando la formula (5.150), se tiene que:

4

qj
¢(F): ke S =
jzl |7 — 7]
S TR Y YU C N TR CHE - (5.151)
|7 — 7] |77 — 75| |77 — 73] |77 — 74

En este caso, se establecio que q; = q para todo j = 1,2,3,4. Las posiciones de las cuatro
particulas estardn dadas por los vectores

™ =ai+aj, Th,=—ai+aj,

—

Py = —ai —aj, Ty=ai—aj, (5.152)
y la posicion donde se evaluard el potencial eléctrico viene dado por el vector
7= zk, (5.153)

con lo cual, se tiene que:

7 — 7| = | — 2k — ai — aj| = V22 + 2a2, (5.154)
7 — 7| = | — 2k + ai — aj| = V2% + 2a2, (5.155)
|7 — 7 = | — 2k + ai + aj| = V22 + 242, (5.156)
7 — 74| = | — 2k — ai + aj| = V22 + 2a2. (5.157)
Reemplazando los anteriores resultados en (5.151) se tiene que
L q
o(7) = 4k, (5.158)

V22 + 2a2

Ejemplo 5.15. Un sistema de seis cargas puntuales estdn localizadas en el perimetro de
un rectangulo como se indica en la figura 5.13. Para el sistema dado, se evaluard en este
ejemplo, el potencial en el centro del rectangulo.

+2q1 +4q2 -3¢
--------- -0,
1 ! .
: »
: 9
1 : :
:7(]1 +4q2 +2q11 '
YR LS o'
€ >
2a

Figura 5.13: Ejemplo 5.15. Potencial eléctrico en el centro de un rectangulo debido a seis cargas puntuales.
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Solucion: Si se considera el origen de coordenadas en el centro del rectingulo, se puede
identificar,

—

7 =0. (5.159)
Ast, los vectores de posicion que caracterizan cada una de las cargas son:

¢, =-3n —7=dai+aj (5.160)

=4 —iH=aj (5.161)

¢h=2q —7=—ai+aj (5.162)

=—-q —7Fi=—ai—aj (5.163)

¢h=4q —75=—aj (5.164)

=20 —is=ai—aj (5.165)

lo que permitird determinar:

F—f=—ai—a] = |F—7|=+2a, (5.166)
F—f=—a] = |F—7|=a, (5.167)
F—fy=ai—aj — |F—7]=+2aq, (5.168)
F—fi=ai+aj = |F—7i=V2a, (5.169)
F-f=a] = |F—7|=aq, (5.170)
Fefg=—ai+a] = |F—7=v2a. (5.171)

Ast, el potencial asociado al sistema es:

OF) = Y ke

/ / / /

S TR T
|7 — 73] |7 — 7]

(2q1) (=) (4q2) (2q1)

e\/-a+ke\/_a + k. " +ke\/§a

ke (3a1 20 @ 2q1

- <f+4 Vi Vs 42+f)
8keq2

= . (5.172)

a

Ejemplo 5.16. Se tiene el siguiente potencial eléctrico dado por la expresion:
¢ (x,y,2) = ax® + ba’y + cx2?®, (5.173)

donde (a,b,c) son constantes (la determinacion de unidades para las constantes a,b y ¢, se
deja como ejercicio para el lector). Para el potencial establecido se calculard el respectivo
campo eléctrico y su valor en el punto definido por las coordenadas (1.0m,0.0m,1.0m).
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Solucion: Se sabe que el campo eléctrico se puede calcular a partir del potencial a través de
la siguiente expresion:
E=-Vo. (5.174)

Dado que el potencial en estudio estd definido en coordenadas cartesianas, se calculard el
gradiente en dichas coordenadas, tal que:

V:A-%Jr;%Jrga%, (5.175)
por lo cual,
E(x,y,2) = —-Vé(z,y,2)
= — (;% +3§y —i-//;%) o (x,y,2)
— o) T o) - kol
= —?6% < ax’® + br’y + ca:zz) — ;6% < ax® + br’y + cxz2>
—/k\:% ( azx® + br’y + ca:22>
= ( aaa—f + by%_a; + cng—i) —7 ( bm2g—z>
N 2
—k (cx%%)
= — (Zax + 2bxy + 022)?— (ba:2> j— (201’2) k. (5.176)
Por tanto, el valor del campo eléctrico en el punto (1.0m,0.0m,1.1m) es:
E (x,y,2) = — (2a m-+c- mQ)?— b- mQ}— 2% - m?k. (5.177)

Ejemplo 5.17. El potencial eléctrico dentro de un tubo de longitud L = 10 m y con eje
de simetria orientado a lo largo del eje x esta dado por:

¢ (z) = 2500(J/C) — 52*(J/C - m?), (5.178)
Para la situacion planteada se calculard:

a) El campo eléctrico a lo largo del eje z.

b) Para un protén ubicado en el punto x = 2.00m, se evaluard la aceleracion del proton
en el instante que se libera.

c) Si en los extremos del tubo existe una placa metdlica, se calculard la velocidad de
impacto del proton con uno de los extremos del cilindro.
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Figura 5.14: Ejemplo 5.17. Estudio de la energia eléctrica de un protén dentro de un tubo cilindrico cargado.

Solucion:

@)

b)

El campo eléctrico dentro del tubo es determinado a partir de (se omitiran por el
momento las unidades):
~d¢ (x) d

E(zx) = —Vo¢(x)= —i— = —?% (2500 — 522)
dx’~

= b= 10a71. (5.179)

La fuerza a la que estard sometido el proton en la presencia del campo eléctrico en
estudio es:

F (z) = ¢E (z) = 10qui, (5.180)
donde q corresponde a la carga del proton. La aceleracion del proton se determina a
partir de la sequnda ley de Newton, tal que

F () = qE (z) = 10qxi = mya (z) (5.181)

donde m,, corresponde a la masa del protén. Por lo tanto, la aceleracion que adquiere
el proton en cualquier punto del tubo es

1 —~
i(x) = 247 (5.182)

mp
Por lo tanto, la aceleracion del proton en x = 2.00 m es:

} 10g .~ 20.0¢~ 20.0(1,602 x 10719)~
a2) = —(2.0)i= i= L 67 % 10-%
myp myp (1,67 x )

m
= 1.27x 108?. (5.183)

La velocidad de impacto del proton se puede determinar a partir del principio de la
conservacion de la energia mecdanica. La energia inicial corresponde a la energia del
proton en x; = 2.00 m, de donde este se libera del reposo, de manera que:

E, = T,+Ui=0+qé(x) = (1,602 x 10719) [2500 _5(2)
x=2.0m

= 3,97 x 107 J. (5.184)
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La energia final, corresponde a la energia del proton un instante antes del choque,
cuando el proton lleva una velocidad v, de manera que:

1 1
By = Ty+Up=5mv* + g0 (2) — Smyv? + (1,602 x 1071) [2500 _5 (10)2]
2=10.00m
1
= §mpv2 +3,20 x 10719 J. (5.185)
Dado que en este caso la energia se conserva (solo hay presentes fuerzas conservativas),
entonces
E;, = Ey, (5.186)
+
1
3,97 x 10716 = Empzﬂ +3,20 x 10716, (5.187)
con lo cual .
§mpv2 =0.77 x 10719, (5.188)
es decir,

2(0.77 x 10-167)  [2(0.77 x 1016) ymy\  ———m
! \/ my \/ (1,67 x 1027) ( s ) 09210 s

= 3.03x10° . (5.189)
S

Ejercicio 5.6. Calcular el potencial en el punto P debido a la distribucion de carga indicada
en la figura 5.15.

o,
4
x
+q % —q
d @,,»'.
%
\\d
Y
@

Figura 5.15: Ejercicio 5.6. Potencial eléctrico debido a cuatro cargas puntuales.

Ejercicio 5.7. Tres cargas idénticas q se localizan en el plano xy. Dos de ellas se encuentran
en x = +b en tanto que la tercera se ubica eny = a. Para la configuracion descrita encontrar:
a) El potencial eléctrico sobre cualquier punto a lo largo del ejey. b) El campo eléctrico sobre
cualquier punto a lo largo del eje y, derivando dicho resultado a partir del potencial eléctrico
encontrado en el literal a). ¢) Analizar el comportamiento del potencial y del campo eléctrico
sobre eje y, tomando y — o0.
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Ejercicio 5.8. En un punto del plano xy, el potencial eléctrico es dado por la expresion:
¢ (v,y) = ary + br’y?, (5.190)

A partir de (5.190):

a) Determinar las unidades de las constantes a y b incluidas en la expresion del potencial
eléctrico.

b) Evaluar el potencial en los puntos (1.00 m,1.00 m) y (2.00 m,3.00 m), tomando que:
a=4.0yb=2.5 (las unidades de a y b, se determinan en el item anterior).

c¢) Calcular el campo eléctrico en los puntos (1.00 m, 1.00 m) y (2.00 m, 3.00 m), tomando
que: a =4.0 y b =2.5.

Ejercicio 5.9. Calcular el potencial eléctrico en un punto a lo largo del eje z, para las
distribuciones de carga y ubicaciones descritas grdaficamente en: a) figura 5.16a, b) Figura
5.16b, c) figura 5.16¢, d) figura 5.16d; si la magnitud de ¢ = 5.0 uC, y a = 2.5m.

<
[
>

cc
{’4

Figura 5.16: Ejercicio (5.9). Potencial eléctrico para diferentes arreglos de cargas puntuales.

Ejercicio 5.10. Dos cargas puntuales positivas de valor q estdn localizadas a lo largo del eje
y, en los puntos y = +b, con una separacion entre las cargas de valor a. Para el sistema
descrito: a) FEvaluar el potencial en un punto del eje x. b) Determinar el comportamiento
para puntos distantes, es decir cuando x > a.
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Ejercicio 5.11. Encontrar el potencial eléctrico en un punto a lo largo del eje z debido a la
distribucion de cargas descrita en la figura 5.17.

A

Figura 5.17: Ejercicio 5.11. Potencial eléctrico debido a 4 cargas puntuales.
Ejercicio 5.12. En el ejemplo 5.16 determinar las dimensiones de las constantes (a,b,c).

Ejercicio 5.13. Determinar el campo eléctrico correspondiente a la configuracion de cargas
definida en el ejercicio 5.10.

Ejercicio 5.14. Un dipolo eléctrico es definido como un sistema de dos cargas puntuales
1guales y opuestas de wvalor q y separadas a una distancia L . El dipolo se ubica de tal
manera que el origen de coordenadas corresponde al punto medio de las cargas y estas se
ubican a lo largo del eje y(ver Figura 5.18 ). Sea T el vector de posicion medido desde el
origen de coordenadas a un punto arbitrario y donde 0 caracteriza el dngulo formado entre
el vector 7y el eje z positivo. Para el sistema planteado, encuentre el potencial eléctrico y
demuestre que para puntos distantes al dipolo (r > L), el potencial se puede expresar como:

kep cos 6

¢ (r) = , (5.191)

r2
donde p = 2L, corresponde al momento dipolar eléctrico del sistema.

z P

+q -
A r

Lo

Figura 5.18: Ejercicio 5.14. Potencial eléctrico debido a un dipolo eléctrico.

Ejercicio 5.15. Calcular el campo eléctrico correspondiente al dipolo eléctrico descrito en
el Ejercicio 5.14.
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5.4.1. Distribuciones continuas de carga

Z

Figura 5.19: Potencial eléctrico asociado a una distribucién continua de carga.

Para encontrar el potencial en un punto 7 debido a una carga () distribuida sobre un volumen
V', se procede buscando en primer lugar el potencial d¢ asociado a un elemento diferencial de
carga dq' ubicado en la posiciéon 7' (ver figura 5.19). Para un elemento diferencial de carga
dq', el potencial viene dado por la expresion (5.149), y se tiene que

do(7) = ked—q/. (5.192)

=7
El potencial total se puede obtener mediante integracion de (5.192), tal que:

&(F) = ke/Q quw (5.193)

r—r

La geometria de cada problema define la integral presente en (5.193). Para una mejor
comprension de la ecuacién (5.193) en el calculo de potenciales eléctricos, a continuacién, se
presentan algunos ejemplos de su uso.

Ejemplo 5.18. En este ejemplo se calculard el potencial eléctrico en el origen de coordenadas,
asociado a una carga @ distribuida uniformemente sobre un alambre en forma semicircular.

El objeto semicircular cargado tiene radio R y se ubica en el plano xy como se indica en la
figura 5.20.
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eje y
Yl---am- -5 7
7/
X eje r
-« L >
x
\J

Figura 5.20: Ejemplo (5.18). Potencial eléctrico asociado a un semicirculo de carga Q.

Solucién: Para resolver el problema se escoge un elemento de carga dq' sobre el alambre
semicircular, tal que el potencial eléctrico asociado al elemento dq' vendrd dado por (5.19):

dq

do(7) = ke = (5.194)

=

donde el vector 7 representa la posicion en la que se va a calcular el potencial, que en este
caso corresponde al origen de coordenadas, por lo tanto

7= 0. (5.195)
El vector 7' corresponde a la posicion del elemento dq', y segin la figura 5.20, vendrd dado
por
P =21+, (5.196)
con lo cual
F— 7| =~ 7| =] -2t —yj| = Va? +y? = R. (5.197)

El resultado anterior indica que |F—7"| corresponde al radio del semicirculo, el cual permanece
constante a lo largo del alambre semicircular. Dado que este valor no cambia durante la
integracion necesaria para evaluar el potencial eléctrico, se puede considerar como una constante
en el proceso de integracion, por lo tanto:

dg ko [, ke
o(7) :ke/% - E/dq - RQ. (5.198)

En (5.198) se ha tenido en cuenta que R es una constante en la integracion y que [ dg¢' = Q.
Reemplazando k. = 1/(47mey), finalmente se tiene que

_ @
dreoR’

() (5.199)
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Ejemplo 5.19. Una varilla de pldstico ha sido deformada para generar un circulo de radio
R, como se muestra en la figura 5.21. La varilla posee una carga Q1 distribuida de manera
uniforme a lo largo de un cuarto de la circunferencia. El resto de la circunferencia posee una

carga Qo = —2Q), también distribuida uniformemente. Para la configuracion planteada, en
este ejemplo se determinard el potencial en el centro del circulo.
Y
Q1
dq’
7!
- b1 x
Q2
Y

Figura 5.21: Ejemplo 5.19. Potencial eléctrico de un circulo cargado dividido en dos secciones con carga Q1
y Q2 respectivamente.

Solucion: El potencial asociado a esta distribucion de carga se evalua a partir de la expresion.:

¢ (1) = ke / 4q (5.200)

=T

Se toma como origen de coordenadas el centro del circulo y por lo tanto, para el punto donde
se evaluard el potencial eléctrico, se tiene que:

7=0. (5.201)

Por otra parte, el vector 7' corresponde al vector de posicion de cualquier punto sobre el
anillo en estudio, cuya magnitud es contante e igual a R (por tratarse de un circulo), con lo
anterior se tiene que:

|7 —7'| = |—-7'| =R, (5.202)
de manera que,

¢ (F) = k'e/d—f? = %/dq, (5.203)

donde la integral suma la carga distribuida en la circunferencia, de manera que:

¢ (F) = % {/dq} . (5.204)

La integral [ dq, corresponde a la carga neta en el anillo; es decir, [dg = Q1+ Q2, con lo
cual se tiene que:

k

®

kte

(Q1—2Q1) = — I

6 = @i+ i) = (5.209)

ov]
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Ejemplo 5.20. Se tiene una barra de longitud L, la cual se extiende a lo largo del eje z con
una carga Q uniformente distribuida sobre su longitud (ver figura 5.22). Para la configuracion
planteada, en este ejemplo se evaluard el potencial eléctrico en un punto sobre el eje x, es
decir: 7 = xi.

\AS

A

SH

<— — — — — >

e T S

Y
Figura 5.22: Ejemplo (5.20). Potencial eléctrico sobre el eje x asociado a un cable recto cargado con densidad

de carga uniforme.

Solucion: Para encontrar el potencial eléctrico, en primer lugar se toma un elemento de
carga dq' sobre la barra, cuya posicion se determina por el vector ¥' = 2'k, como se describe
esquemdticamente en la figura 5.22, con lo cual, se tiene que

7 — 7' = |t — 2'k| = Va2 + 272, (5.206)

por lo tanto, el potencial eléctrico do(r) (ver 5.19), vendrd dado por:

dq
d(7) = ko ok
d /
S — (5.207)

Ahora, la carga dq' puede ser escrita en funcion de la densidad de carga lineal X, con lo cual
dq' = \dz'. (5.208)

Con lo anterior el potencial eléctrico total se obtiene al integrar (5.207), y se puede escribir
como:

. L—d dz
QS(T’) = ke>\ /d W (5209)
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La integral presente en (5.209) se encuentra resuelta en el apendice (77) en la ecuacion (77),
a partir de la cual se tiene que:

L—d / 2 2\ (L—d
Y k| (5.210)
0 Vatt R z .

donde los limites en (5.210) se han definido teniendo en cuenta que el punto mds “bajo” de
la barra se encuentra a una distancia —d respecto al origen de coordenadas sobre el eje z, y
el punto mds “alto” de la barra se encuentra a una distancia (L — d) respecto al origen de
coordenadas sobre el eje z. Reemplazando el resultado expresado en (5.210) en (5.209), se
tiene que:

O(F) = koA {m (5.211)

(L—d)+L—d?+a%\ | —d+ V& + 2?
x n x '
Ejemplo 5.21. Una varilla de longitud L descansa sobre el eje x como se indica en la
figura 5.23, con un extremo anclado en el origen. La varilla posee una densidad lineal de
carga distribuida de manera no uniforme definida por: A = ax, donde o es una constante
positiva con unidades de carga por unidad de drea. Para la situacion descrita, se encontrard
el potencial en el punto B indicado en la figura 5.23.

Yy

0>

-«

< g 7’

Figura 5.23: Ejemplo 5.21. Potencial asociado a un varilla cargada extendida sobre el eje x.

Solucion: Si se considera el origen de coordenadas en el extremo izquierdo de la barra, se
puede determinar que el vector de posicion asociado al punto b donde se evalia el potencial
vendrd dado por:

=it bi. (5.212)

Ahora, el vector de posicion para un elemento infinitesimal de carga dq' tomado de la barra
cargada (ver figura 5.23), estd dado por:

7 =2l (5.213)
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de manera que:
L ~ o~
F—7 = (5 — x/) 1+ bt, (5.214)
con lo cual

(5.215)

Por otro lado, en términos de la densidad lineal de carga, el elemento dq' se escribe como,
dq = M\l = ax'dx’. (5.216)

Por lo tanto, el potencial electrostatico debido a la distribucion de carga considerada se
expresa como:

d L 'da! L 'da’!
¢(f’):ke/ 7 —k;e/ [ arer 1:k’ea/ [ T (5.217)
0 0

|7?—7"/|— (%_m/)2+b2i|§ (§—$/)2+b2j|§

Realizando el siguiente cambio de variable:

L
p=g-r = r=g-op = dp = —da’, (5.218)

los limites de integracion en la variable u son:

L L
L L
r = L = pu=—-——-—L=—— (5.220)
2 2
de manera que:
» - rdz 5 (& —p) (—dp)
(b(r):keoé/ ; é:kea/ll (22)2é
0 [(é_x) +b2] 5 (2 +0?)
L L
L [3 -3
_ ke / d—Ml +kea/ &1 (5.221)
205 (22 5oo(? )

La primera integrar presente en (5.221) se evalia en el apéndice (77?) y su resultado se da
en la expresion (7). La sequnda integral se resuelve en forma directa (con un reemplazo

w = Vu?+b?), de tal manera que se tiene:
/d—“l — In (u NRTEn b2> : (5.222)
(,UQ + b2)§

/ ( wip Sy, (5.223)

,LL2 + b2)%
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a partir de lo cual se obtiene:

o(7) = —real ln(,u+ u2+b2)

, (5.224)

k.aL L L2 L L2
p— € _— - 2 — — 2
5 [ln(z—i- 4—|—b> ln< —2+ T —|—b>

es decir, el potencial debido a la barra en el punto B es dado por:

L L2 2
koL 5+ 5 +b
6 (F) = 27 | 2 : . (5.225)

2 L L2
-3+ I—i—bQ

Ejemplo 5.22. Un alambre con densidad lineal de carga uniforme X, se dobla como se
muestra en la figura 5.24. Se determinard el potencial eléctrico en en el centro del curvatura
de la parte semicircular del alambre.

< ) 3

Figura 5.24: Ejemplo 5.22.Potencial eléctrico de un alambre con dos secciones rectas y una seccién circular.

Solucion: El potencial se puede evaluar dividiendo la trayectoria en tres tramos: tramo recto
desde x = —R hasta v — —o00; que se denominara como C4, tramo semicircular comprendido
desde x = —R hasta x = R; que se denominara como Cs, tramo recto desde v = R hasta
r — 00; que se denominara como Cs. A partir de lo anterior el potencial eléctrico se puede
determinar a partir de:

dq dq dq / dq
)=k, | —— =k, —— + k. —— + k. —_ .22
¢(r /|F—7?'| /01 7“—7"'| /02 7’—7“'| Cs |7”—7?'| (5 6)

Siendo que la carga se define en términos de una densidad lineal de carga uniforme \ se
puede expresar:

dg = \dl, (5.227)
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de manera que:
dl dl
¢ (1) = keA / = k:eA/ keA/ —_— (5.228)
o, [T =7 02|7“—r| o, [T =77
Ahora, si se considera el origen de coordenadas en el punto O, se determina que:
=0, (5.229)
de manera que
r—7" = -7 (5.230)
con lo cual,
7= == =1, (5.231)
entonces,
dl
O (T) = ke ——l—k’)\ —+k)\ —. (5.232)
Cl Cz C3 r
Para el segmento C se entiende que:
dl = dx, r'=ux, (5.233)
con lo cual: -
- -3R _
/ d :/ dv _ Inx =In SR In 3. (5.234)
01 r/ —R x -R _R
De manera similar, para el segmento Cs resulta:
dl = dx , r' =z, (5.235)
con lo cual,
3R 3R
/ d—f = / v _ lnx lmﬁ In 3. (5.236)
Cs Xz R
Finalmente, para el segmento Cy se cumple:
dl = Rd# ) r =R, (5.237)
con lo cual: Rd@ i
/ / df = . (5.238)
CQ 0 0
Por tanto, el potencial debido a la distribucion de carga considerada es:
dl dl dl
O () = keA + ke + ke —
o cy 1’ c T
= kEX(In3) + kA (7) + kA (In3)
= kA(m+2In3). (5.239)
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Ejemplo 5.23. En este ejemplo, se calculard el potencial eléctrico en un punto P definido
por el vector 7 = xi + zk debido a una carga @ distribuida uniformemente sobre un alambre
de longitud L que se extiende sobre un eje paralelo al eje z. La disposicion relativa entre el
alambre lineal, el punto P y el sistema de coordenadas se ilustra en la figura 5.25. A partir
del potencial obtenido, se evaluard también el campo eléctrico en el punto P. Finalmente, se
considerardn casos particulares como un alambre situado simétricamente respecto al eje x y
un cable de longitud infinita.

ejez A
A
- dq'
A ~
1 I 7 -~
- &
| _;'\LP
2 N |
1 f r |
L, g 1z
1 ' T | .
I e
R R -
! I
v d
' 1
1 |
Yy v
|

Figura 5.25: Ejemplo (5.23). Potencial eléctrico asociado a un cable recto de densidad de carga uniforme.

Solucioén: El diferencial de potencial eléctrico asociado a un elemento de carga dq' tomado
sobre la barra en estudio, estd definido por (ver 5.19):

dq’ _ dq'

dp(r) = ke (5.240)

— —»/"

|7 — 7| |7 — 7

Como la carga total Q) estd distribuida uniformemente a lo largo de la longitud L, se puede
expresar dq' a través de la distribucion lineal de carga A, ya que dq' = \dZz', y por lo tanto:

dz
do(T) = W (5.241)

En (5.241) el vector ' define la posicion del elemento diferencial dq’ y el vector T la posicion
en la cual se va a evaluar el potencial, que teniendo en cuenta la figura 5.25 se pueden escribir
como:

—

7= —at + 2k,

7= 1+ zk, (5.242)
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por lo tanto,
P =(a+2)i+(z— 2k = |F=7] = (a+2)*+ (z — )2 (5.243)

Al reemplazar (5.243) en (5.241) e integrar, se tiene:

AdzZ
= ke : 5.244
é(7) / ((a+z)2+ (2 —2)2)1/2 ( )
La integral presente en (5.244) se puede realizar tomando
a+x =0, (5.245)
7 —z=u. (5.246)

Realizando los reemplazos indicados en (5.245) y (5.246) en la expresion (5.244), se tiene
que:

L—(z+d) \du
¢ = ke /—(z+d) (b2 + u)1/2” 240

Los limites de integracion en (5.247) se han establecido teniendo en cuenta que segin el
origen del sistema cartesiano que se estd trabajando, el extremo superior de la barra queda
a una distancia L — d (y por tanto ume. = L —d — z), y el extremo inferior a una distancia
(—d) respecto al origen (y por tanto Umi, = —d — z). Ahora, la integral en (5.247) tiene la
solucion (ver (77)):

L—(z+d) dz L—(z+d)

/ m = 11’1 <Z + V 22 + b2) s (5248)
(o) (P +27) —(z+d)

por lo tanto
L—(z+d) d V222 \ |t
O(F) = ko) ST YN i Sl 5.249
2 2\1/2
o) (0P 27) b —(z+d)

FEvaluando en los limites de integracion y teniendo en cuenta que b = (x + a), finalmene se
tiene que:

(5.250)

VL= (z+d)*+ (x +a)?+ (L - (z—i—d)))
) = keAln )
o) ( ViE+d)?2+ (z+a)?—(2+4d)

Ahora, para encontrar el campo eléctrico a partir del potencial eléctrico, se tiene en cuenta
la relacion

E() = =Ve(P), (5.251)
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con lo cual:

B = ka0 <ln (\/(L— t+d)P+ (@ +a)?+(L— (z+d))>) | (5.252)

VE+d)?+ (z+a)? - (2+d)

FEl potencial eléctrico evaluado sobre el eje x no depende de y (como se observa en (5.250)),
por lo tanto, la deriwada parcial del potencial con respecto a la variable y es cero y en
consecuencia el campo elétrico no tiene componente en direccion y (cuando se evalia sobre
el eje x). En ese caso, el campo eléctrico en el punto P solo tendrd dos componentes: E, y
E., y estan dadas por:

o (Y GHDP A+ (@t aP+ (L= (24d)
Ealf) = ~hed g <l ( VEt+d?+ (@ +a)?—(z+d) ))
o [YE=GEHd)? + @4 a)? + (D= (2 +4d))
E.(7) = —keA— (1 ( N CEX T )) (5.253)

Realizando las derivadas correspondientes en (5.253) y realizando algunas simplificaciones
algebraicas, se tiene que:

kA L—d—=z d+ z
Bu() = a+x <\/(a+x)2+(L—d—z)2 " \/(a+x)2+(d+z)2)’ (5-254)

1 1
FeAr) = e - . 5.255

A partir de los resultados obtenidos para el potencial y las componentes del campo eléctrico,
se pueden estudiar algunos casos particulares, como por ejemplo:

1. Si el alambre se extiende justo sobre el eje z y el punto P se encuentra sobre el eje
x, entonces a = 0 y z=0 (ver figura 5.26), por lo tanto, a partir de (5.250), (5.254) y
(5.255) se tiene que:

(5.256)

gb(x):keAln( (L—d)2+a:2+(L—d)>

V& + 2% —d)

ke L—d d
Ey(r) == (\/m+\/m>, (5.257)

1 1
E.(2) = —keA ( e T d)2> . (5.258)
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El caso particular que se ha analizado, tiene las caracteristicas asociadas al ejemplo
(5.20) y se evidencia que el resultado expresado en (5.211) es igual al deducido para
el potencial eléctrico en (5.256). Es importante mencionar que no es posible obtener
la componente E, del campo eléctrico mediante aplicacion del gradiente sobre (5.256),
dado que en (5.256) ya se ha eliminado la variable z; es necesario primero aplicar el
gradiente sobre el potencial eléctrico en (5.250) y luego el reemplazo de z = 0.

\AS

A

SH

<— - — — — >

B TRl P,

\

Figura 5.26: Ejemplo (5.23). Potencial eléctrico sobre el eje x asociado a un cable recto de densidad de carga
uniforme.

2. En este caso, ademas de las consideraciones impuestas en el item anterior, se considera
simetria respecto al eje x, tal que d = L/2. Reemplazando d = L/2 en (5.256), (5.257)
y (5.258), se tiene que:

B VL2442 + L/2
d(x) = kA In (\/m — L/2>’ (5.259)
E,(F) = ke;\L ( _ i L2/4> | (5.260)
E.() = 0. (5.261)

La simetria del problema explica la cancelacion de la componente del campo eléctrico
en direccion z.

3. Ahora se considera la situacion en la cual el cable tenga una longitud infinita. En ese
caso, primero se encuentra el campo eléctrico tomando L — oo en (5.260), y partir
de este resultado se calcula el potencial eléctrico. No es posible encontrar el potencial
haciendo L — oo en (5.259), lo cual se explica al final de este item.
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Si L — oo, entonces (5.260) se puede escribir como:

L=oo 22+ L2/4 T

E.(z) = lim kAL ( ! ) = le/\. (5.262)

por lo tanto, la componente E, para un punto cualquiera sobre el eje x, se puede escribir
como:

E.(r) = : (5.263)

Para encontrar el potencial eléctrico, se parte de la relacion

E=-V¢, (5.264)
que se puede escribir como
~ do. do~ do-
E=—|—i+— —k|. 2
(dxl+dyj+dz ) (5.265)

Debido a la stmetria planteada en este item, solo existe componente en direccion x para
el campo eléctrico, la cual vendra dada por

d¢
E,=——. 5.266
T (5.266)

Al considerar el resultado expresado en (5.263), se tiene que:
2k A _do

. T (5.267)

Al despejar do e integrar en x (se utilizard x' como variable de integracion para poner
x como limite de integracion), se tiene que

/I do(a') = — /I 21;,3,)\0%, (5.268)

Zo o

= ¢(z) — ¢(zo) = 2kAIn % (5.269)

Antes de continuar, es importante tener en cuenta que cuando se encuentra el potencial
en un punto P, en realidad se estd calculando la diferencia de potencial entre el punto
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P y un punto de referencia. Hasta ahora se habia asumido que dicho punto se encuentra
en el infinito. Es decir, se habia tomado que:

¢(r — o00) — 0. (5.270)

La consideracion (5.270) es razonable para objetos de dimensiones finitas, ya que si
se estd lo suficiente lejos del objeto, el efecto de su carga eléctrica debe disminuir y
por tanto es apropiado considerar cualquier efecto producido por la carga como cero.
Lo anterior no es cierto si el objeto tiene su carga distribuida en una region infinita
del espacio (los efectos de la carga no disminuirdn ain considerando puntos muy
alejados del objeto en estudio). Por lo anterior, cuando se trabaja con objetos que
tienen dimensiones infinitas, como en el caso contemplado en este item, es apropiado
considerar el potencial cero en un punto finito del espacio. En (5.269) se puede elegir
convenientemente un punto de referencia para el potencial eléctrico, por ejemplo:

¢(z0) = 0, (5.271)

por lo tanto:

é(z) = 2k A In % (5.272)

El resultado descrito por (5.272) no es posible obtenerlo haciendo L — oo en (5.256),
ya que (5.256) tenia como premisa que ¢(r — 00) — 0, que como ya se explicd, no es
conveniente para objetos de dimensiones infinitas.

Ejemplo 5.24. En este ejemplo, se considera el potencial eléctrico generado por un anillo
de carga total Q) y radio R, situado en el plano xz. El punto P, donde se calcula el potencial,
se encuentra a una distancia y del centro del anillo y sobre un eje perpendicular al plano del
mismo, como se observa en la figura 5.27.

z

Y

Figura 5.27: Ejemplo (5.24). Potencial eléctrico sobre el eje y asociado a un anillo cargado.
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Solucion: Como se trata de una carga uniformemente distribuida sobre el perimetro del
anillo de radio R, en primer lugar se debe calcular el potencial eléctrico generado en el
punto P por un elemento dq', como se observa en la figura 5.27. El potencial do, para tal
configuracion estd dado por 5.19):

dq
]
El elemento de carga dq’ se puede expresar como: dqg' = \dl’, donde dl' representa un elemento

de longitud a lo largo del perimetro del anillo. Por lo tanto, el potencial total en el punto P
esta dado por:

do(7) = ke (5.273)

dl’
= 5.274
~h [ o = (5-274)

En este caso, la magnitud |7 — 7’| representa la distancia entre el elemento de carga dq' vy el
punto P, la cual es la misma para cualquier elemento de carga dq' dentro del anillo y por lo
tanto, es una constante en la integracion que se debe aplicar en (5.274), concretamente:

= yja
it ok, (5.275)
con lo cual
7= 7| = Jyj — @i — 2k| = V/y? + 22+ 22 = /i + R2. (5.276)

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, se tiene que:

O(7) = - —sz. (5.277)

dl

En (5.277) se ha tenido en cuenta que la integral fdl’ corresponde al perimetro del anillo
dado por 2wR. Finalmente, teniendo en cuenta que A = Q/(2wR), la expresion (5.277) se
puede escribir como:

Q
VTP

Ejemplo 5.25. Un anillo fijo de radio R y carga positiva Q posee un eje de simetria
a lo largo del eje x. En el centro del anillo se encuentra localizada una carga positiva q de
masa m. Cuando esta se desplaza ligeramente, la particula se acelera a lo largo del eje x y
se mueve hacia el infinito. En este ejemplo se calculard la velocidad final de la particula.

O(7) = kp——t (5.278)



5.4 Potencial eléctrico 231

Solucion: Se mostré que el potencial generado por un anillo de radio R y carga Q) en un

punto a lo largo del eje de simetria y que coincida con el eje x estd dado por (ver ecuacion
(5.278) ):

Q
7)) = ke———=. 5.279
A e (5.279)
Ahora, la energia potencial asociada a una carga q localizada a una distancia x respecto al
centro del anillo es:
qQ

VvV R? + 2?
Si la carga q inicialmente se localiza en el centro del anillo y se encuentra en reposo, la
energia total inicial asociada es:

U=q¢ (") = ke (5.280)

qQ qQ
E=T+U =0+k —= =0+ k,—=.
+ + i + ke

Por tanto, si la carga q se desplaza ligeramente del origen y se mueve hacia el infinito, la
energia final que esta adquiere se expresa como:

(5.281)

1
_aQ mvs, (5.282)

1, ,
Ey=T;+U; = §m’l)f+mh_{£10ke\/m =3
siendo vy la velocidad que alcanza la particula en el infinito. Asi, de la conservacion de la
energia (E; = Ey) se determina que:
1

—mv]% =

ke@,
2

R

de manera que la velocidad de la particula en el infinito es:

2k,
vy =1/ mzf. (5.284)

Ejemplo 5.26. En este ejemplo se calculard el potencial eléctrico generado por un carga
Q distribuida uniformemente sobre un disco de radio interior vy y radio exterior ro. El plano
del anillo se encuentra en el plano xz y el potencial eléctrico se evaluard en un punto P
ubicado sobre el eje y (ver figura 5.28).

(5.283)

Solucién: Considerando que un disco se puede considerar como un conjunto de anillos
concéntricos de ancho infinitesimal, es posible solucionar el problema planteado haciendo uso
del resultado expresado en (5.278) para el potencial eléctrico generado por un anillo deducido
en el ejemplo (5.24). Entonces, se puede establecer que el potencial eléctrico asociado a un
anillo de radio ' y ancho dr’ evaluado sobre un punto ubicado a lo largo del eje y, segun la
ecuacion (5.278) (cambiando R — ' y g — dq') vendrd dado por:

do(F) — ho—1__ (5.285)
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z

adr!
PR

dq"

Figura 5.28: Ejemplo (5.26). Potencial eléctrico sobre el eje x asociado a un disco cargado.

Integrando (5.285) sobre toda la carga del disco, se tiene que:

(5.286)

dq
o(r) = / ke—————.
(4) Q /7,,/2 + y2
Como se trata de un objeto cuya carga se encuentra distribuida uniformemente sobre su drea,
se puede establecer que:

dq = odd' = o2nr'dr’. (5.287)

En (5.287) se ha tenido en cuenta que el drea de un anillo de radio v y ancho dr' estd dada
por da = 2nr'dr’ (ver figura 5.28). Reemplazando (5.287) en (5.286), se tiene que:

o) = 2o [T LI
7) = 2rk.o
- r/2+y2
T2
= 2mk.or\/1"% + 12
T1

= 2rk.o (\/rg Fy?— \/7«§ n yz) , (5.288)

Por la simetria del problema, el campo eléctrico unicamente tendrd componente a lo largo
del eje que atraviesa perpendicularmente el disco, que en este ejemplo se ha tomado como el
eje y, por lo tanto:

do
Ey — _d_y

Y Y
= 2rk.0 — i 5.289
(Mﬂﬂ W%ﬂﬁ) 025

Dos casos particulares se pueden resolver a partir de los resultados anteriores, los cuales son:



5.4 Potencial eléctrico 233

1. Un caso particular del resultado expresado en (5.288) y (5.289) es cuando r1 = 0, en
tal situacion se tiene que:

6(F) = 2o (\/7~§+7y2 - y) , (5.290)

Y

E, = —2rkeo |~ 1.
VTt

2. El campo eléctrico de un plano infinito cargado con densidad de carga o se puede
obtener a partir de (5.291) tomando ry — 00, con lo cual, se tiene que:

(5.291)

E, = 2rk.o, (5.292)
g

JoR—— 5.293
2] (5.293)

donde se ha tenido en cuenta que k. = 1/4meg.

No es recomendable hacer ro — oo en la expresion (5.290) para obtener el potencial
eléctrico de un plano infinito. La razon se explico en la ultima parte del ejemplo (5.23)
y concretamente se da porque (5.290) se obtuvo con la premisa que en el infinito
el potencial se anulaba, consideracion que no es adecuada para un cuerpo cargado
con dimensiones infinitas. En este caso, lo mejor es obtener el potencial a partir de
integracion del campo E, (ecuacion (5.293)), tal que:

d¢
E,=—— 5.294
Yy o )
:>/ —/ E,dy = 50 dy (5.295)
#(yo) Yo €0 Yo
= B(y) — ¢(yo) = "% 7 (y— o). (5.296)
Finalmente, se obtiene:
o
Ap =——Ay. (5.297)
260

Ejemplo 5.27. Un disco de radio R posee una densidad superficial de carga no uniforme
o = Ar, donde A es una constante con unidades de carga por unidad de volumen. El valor
de r se mide a partir del centro del disco. El plano del disco se ubica perpendicularmente al
eje x. Para la situacion planteada se determinard el potencial en un punto x a lo largo del
eje de simetria (eje x).
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Figura 5.29: Ejemplo 5.27. Potencial eléctrico asociado a un disco cargado con densidad de carga superficial
no uniforme.

Solucion: El potencial debido a una distribucion de carga continua se calcula a partir de:

kedq

=

o (7) =

(5.298)

=

Un disco se puede representar como un conjunto de anillos concéntricos de ancho infinitesimal
dr’ (ver figura 5.29). La carga contenida en uno de dichos anillos dq' se localizard a una
distancia 1’ del centro del disco y ocupara una drea da’, la cual se puede expresar como:

da' = r'dr'd¢’, (5.299)

con lo cual
dq = oda' = Cr'dd’ = Cr”dr'd¢’. (5.300)

De la figura 5.29 es posible determinar que |7 — 7’| corresponde a la hipotenusa del tridngulo
rectdngulo de lados |F| = x y |F'| =1, de manera que:

F—7 ="+ )% (5.301)
con lo cual, se tiene que
ked / A /2d Id /
dg (7) = ety Ardrdd (5.302)
|7 — 7| (12 + 22)3

por lo tanto, el potencial debido al disco es:

/2 ! 340 R 12 9,1 27
o) = Ak// Sk [ s
(r? +2%)2 0 (r?24a2)z Jo

/Qd
— 2rAk / (—T (5.303)
0

"2 4 xQ)%

Ahora, teniendo en cuenta que (ver (77))

2d 1 1 2 2
/—T (N —rvr2 + % — 51’2 In (7’ +Vr2 4 x2> ) (5.304)

(r2 + mQ)% 2
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se determina que

1 1 R
0

1 1 1
= 2mAk §R\/ R? 4 22 — 51:2 In (R +VR?+ xQ) + §x2 In (x)}

[1 1 N )
= 2ndk | SRVET 22 - a”ln (R VR Az ) (5.305)
x
de manera que el potencial en el punto P, debido al disco es:
R+ VR? 2
6 (7) = 27 Ak R\/R2 7 —a; 2In ( + - rr ) (5.306)

5.5. Energia de una distribucion continua de cargas

Para encontrar la energia potencial asociada a una distribucién continua de cargas, se inicia
con la expresion de energia potencial para una distribucién de N cargas puntuales definida
n (5.97):

ke al G
_52 Z |T’Z—T’]|
%#J

Z (5.307)

En la expresién anterior, la energia U, (7;) corresponde a la energia potencial eléctrica de la
particula ¢; ubicada en la posicién 75, dada por:

[\DI»—t

N
49j
U, =q; — ) 5.308
qi q Z ‘7“1' . r]l ( )
J=1
~—
i#]

Adicionalmente, de la expresién (5.150) se puede inferir que el resultado entre paréntesis de
(5.308) corresponde al potencial generado por las g; particulas en el punto 7}, tal que (5.308)
se puede escribir como:
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Uy = qi¢(77).- (5.309)

Al considerar un objeto con distribucién continua de carga y conociendo el potencial en
cualquier punto dentro y fuera del objeto, se puede establecer, a partir de (5.309), que la
energia Uy, asociada a un elemento diferencial dentro del objeto de carga dg, ubicada en una
posicién 7 del espacio, vendra dada por:

Udg = dqo(T). (5.310)

Ahora, un elemento diferencial de carga dgq corresponde a la carga total ) divida entre IV,
con N tendiendo a infinito, por lo tanto:
Q

Ut = Jm

(). (5.311)
Tal como se describi6 en la ecuacién (5.307) para cargas puntuales, la energia potencial
eléctrica total corresponde a un medio de la suma del potencial eléctrico de cada particula
cargada. Para este caso, la energia asociada a una carga infinitesimal dada por la expresién

(5.310) hace las veces de la energia de una particula y la suma se reemplaza por una integral,
por lo tanto, se tiene que:

1

U=3 /Q dgo (7). (5.312)

El factor % evita “doble conteo” en la integracién, tal como se explico al deducir la ecuacién
(5.307) para cargas puntuales. Con el conocimiento de la densidad de carga del cuerpo, se
puede establecer la integral presente en (5.312) como una integral de volumen, de drea o de
linea, dependiendo de si el objeto en estudio tiene tres, dos o una dimensién relevantes, tal
que:

Uzéﬂmmmmw; (5.313)

1 )
U= /A o (M(F)dA, (5.314)

1 ;
U=3 /L A7) (7). (5.315)
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Ejercicio 5.16. Para la distribucion de carga considerada en el ejemplo 5.21, calcular el
potencial en el punto A.

Ejercicio 5.17. Una varilla de longitud L tiene una carga Q) distribuida de manera uniforme.
La wvarilla reposa a lo largo del eje y donde su centro se considera como el origen de
coordenadas. Evaluar el potencial en:

» Un punto P localizado a lo largo del eje y.

» Un punto P localizado a lo largo del eje x.

Mostrar que si el punto P se encuentra muy distante de la varilla, el potencial se reduce al
de una carga puntual Q).

Ejercicio 5.18. Calcular el potencial eléctrico para el disco descrito en el ejemplo 5.27, en
un punto a lo largo del eje de simetria del disco, cuando el disco presente una distribucion

superficial de carga, dada por: a) o = "]0{22, b) o= ”OTR.

Ejercicio 5.19. Una varilla de longitud L reposa sobre el eje x y presenta una carga distribuida
de manera uniforme y caracterizada por una densidad A\ (ver figura 5.30). Determinar el
potencial en el punto P indicado en la figura igura 5.30.

Yy
P!
A

b

1
|
:
|
v :E

Figura 5.30: Ejercicio 5.19. Potencial eléctrico debido a una varilla cargada.

Ejercicio 5.20. Una varilla de pldstico tiene una carga Q) distribuida de manera uniforme.
La varilla se ha deformado de manera que se he generado un arco de circulo de radio R y
angulo central ¢, como se muestra en la Figura 5.31. Calcular el potencial eléctrico en centro
de curvatura del arco.

Figura 5.31: Ejercicio 5.20. Potencial eléctrico debido a un arco circular cargado.
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Ejercicio 5.21. La figura 5.32 muestra tres arcos no conductores de radio R. Las cargas en
los arcos son: q1, g2 = 4q1 y q3 = —2q1. Encontrar el potencial en el centro de curvatura.

yl\

A

Y

Figura 5.32: Ejercicio 5.21. Potencial eléctrico debido a tres arcos circulares cargados.

Ejercicio 5.22. Un cuarto de un disco de radio R tiene una carga distribuida de manera
uniforme y caracterizada por una densidad o. Calcular el potencial en el punto P indicado
en la figura 5.33.

3

T \J

Figura 5.33: Ejercicio 5.22. Potencial eléctrico debido a un cuarto de disco cargado.

Ejercicio 5.23. Calcular el potencial en el centro de curvatura de las configuraciones de
carga mostradas en la figura 5.34. Considerar que la carga se encuentra distribuida de manera
uniforme en todos los elementos circulares.

Q1
Q2
Q| 7
7:’3 772 T
- >

Figura 5.34: Ejercicio 5.23. Potencial eléctrico debido a tres arcos circulares cargados.
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Ejercicio 5.24. Una particula de carga Q1 se encuentra fija en un punto A. Una sequnda
particula de masa M y carga Q) se encuentra inicialmente a una distancia Ry de la primera
de donde es liberada. Encontrar la velocidad de la sequnda particula cuando esta se encuentra
a una distancia Ry de la primera.

Pregunta 5.1. Una carga de 2C se mueve desde el punto A, donde el potencial es ¢4 =
100V oltios, hasta el punto B, donde el potencial es ¢ = 40V oltios. En este caso, el trabajo
realizado por la fuerza eléctrica sobre la carga es:

a. —120J.
b. —80J.
c. 120J

d. —200J.

Pregunta 5.2. Un anillo de radio R y carga total () se encuentra en el plano xy, el potencial
eléctrico en el centro del anillo es:

8
e
O

ke
b. 555

ke
2R

(o

C.

ke@
d Q.

Pregunta 5.3. Si el potencial eléctrico en un punto A es mayor que en un punto B, esto
significa que:

a. Una carga positiva se moverd espontdneamente de A a B.

b. Una carga negativa se moverd espontdneamente de A a B.

c. El potencial eléctrico no afecta el movimiento de una carga, independiente de su signo.
d. El trabajo necesario para mover una carga de B a A es negativo.

Pregunta 5.4. Se coloca una carga q en un campo eléctrico uniforme de magnitud FE.

¢ Cudnto trabajo se requiere para mover la carga q una distancia d en direccion opuesta
al campo eléctrico?

a. qEd
b. —qEd

qFE

d
d. qE?d
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En la seccién (5.5) se determiné que una configuraciéon dada de cargas —ya sea discreta o
continua— tenia asociada una energia potencial eléctrica, equivalente al trabajo necesario
realizado por una fuerza externa para generar dicha configuracién, es decir, para traer las
cargas desde el infinito y ubicarlas en sus posiciones finales. Este trabajo externo no se pierde,
sino que se almacena en el sistema como energia potencial, por lo que puede ser recuperado
posteriormente.

Un caso sencillo que ilustra como el trabajo externo se almacena como energia potencial
es el de dos particulas con carga positiva separadas una distancia d, que tienen una cierta
energia potencial debido a su posicion relativa. Si se liberan, se repeleran mutuamente por la
naturaleza de la interaccion eléctrica, transformando su energia potencial en energia cinética.
Esta energia cinética podria ser aprovechada, por ejemplo, al hacerlas chocar contra un
material y generar calor. En conclusion, el trabajo externo empleado para establecer la
configuracion de cargas se almacena como energia potencial eléctrica y puede transformarse
en otras formas de energia ttil.

Con base en esta interpretacion, es claro que si se quieren separar las cargas positivas y
negativas de un material neutro es necesario realizar un trabajo externo que se almacena
como energia potencial eléctrica en la configuracion final de las cargas. Por ejemplo, si se
tienen dos conductores neutros, aplicando un trabajo externo se puede quitar una carga
Aq > 0 de un conductor para llevarla al segundo, dejando un exceso de carga positiva en el
primer conductor y por tanto cargando negativamente el segundo (en una cantidad -Agq). El
trabajo externo necesario para separar la carga Aq se almacena en energia potencial eléctrica.

A nivel tecnoldgico, el almacenamiento de energia potencial eléctrica se aprovecha a través
de elementos electrénicos como por ejemplo los denominados capacitores (o condensadores),
que se presentan en diferentes configuraciones geométricas y con diferentes capacidades de
almacenamiento. Basicamente, un capacitor se compone de dos conductores inicialmente
neutros separados por un medio dieléctrico, es decir, un material que dificulta el paso de
electrones entre ellos. Sin embargo, también es posible que la separacién entre los conductores
este vacia.

La figura 6.1 muestra tres posibles configuraciones geométricas en la que se pueden presentar
los conductores para formar un capacitor: la configuracion de placas paralelas, la configuracién
de conductores esféricos y la configuracién con conductores cilindricos.
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Ap=V

<~————>

Ap(=V)
>

~
=,

D

()

Figura 6.1: Capacitores de placas paralelas, esféricas y cilindricas.

Un capacitor se carga aplicando un trabajo externo llevando electrones de un conductor al
otro. Para determinar cuantitativamente la capacidad de almacenamiento de un capacitor,
se define la capacitancia C', que viene dada por:

C=- (6.1)

donde @ representa la carga neta almacenada en uno de los dos condutores (los dos conductores
tienen en magnitud la misma carga) y A¢ la diferencia de potencial eléctrico entre los
dos conductores que forman el capacitor. Por lo tanto, las unidades de capacitancia son
culombios (C') sobre voltios(V'), donde el voltio es la unidad de potencial eléctrico utilizada
para describir diferencia de potencial, y se define como voltios= (N -m)/C. La capacitancia
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es un valor positivo, por lo tanto la carga y la diferencia de potencial se deben tomar como
positivos (valor absoluto). En los circuitos eléctricos, la diferencia de potencial se denomina
voltaje y se denotard con la letra V. Ademas, la capacitancia depende de las propiedades
fisicas y disposicién geométrica de los materiales de los que esta compuesto el capacitor.

Como ya se menciond, los conductores inicialmente no tienen carga y el almacenamiento de
energia se da al extraer electrones de un conductor y llevarlos al segundo conductor con la
aplicacion de un trabajo externo, lo cual se denomina proceso de carga del capacitor. Por
lo anterior, si uno de los conductores queda cargado en una cantidad @), el otro conductor
queda cargado en una cantidad -@). El proceso de carga origina un campo eléctrico en la
region que separa los conductores del capacitor, el cual aumenta a medida que la carga
en cada conductor aumenta. El campo eléctrico generado en el proceso de carga va del
conductor cargado positivamente hacia el conductor cargado negativamente (ver figura 6.1),
generando sobre los electrones ubicados en el conductor cargado negativamente una fuerza
eléctrica dirigida hacia el conductor cargado positivamente (ver figura 6.1). La razén por
la que los electrones no se mueven entre los conductores se debe a la presencia de fuerzas
moleculares que mantienen a los electrones dentro de un conductor, asi como a la presencia del
material dieléctrico que separa a los dos conductores que componen el capacitor. Sin embargo,
si el campo entre los conductores es suficientemente grande se podrian vencer las fuerzas
moleculares y la resistencia que impone el dieléctrico, permitiendo el transito de electrones
entre los conductores y, por lo tanto, liberando la energia potencial eléctrica almacenada, lo
cual en la préctica no es deseable. Lo anterior define un limite en la cantidad de carga que
puede soportar cada conductor y por lo tanto un limite en la energia potencial almacenada
por un capacitor que depende nuevamente de las propiedades fisicas y geométricas del mismo.

Teniendo en cuenta la disposicion geométrica del capacitor se destacan los capacitores
de placas paralelas, capacitores de simetria esférica y capacitores cilindricos, los cuales se
describen a continuacion:

6.1. Capacitor de placas paralelas

Como su nombre lo indica el capacitor de placas paralelas consiste de dos placas rectangulares
conductoras ubicadas paralelamente separadas por una distancia d a través de un material
dieléctrico (o vacio), como se observa en la figura 6.2.

Figura 6.2: Capacitor de placas paralelas.
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Para cargar el capacitor, se aplica una diferencia de potencial entre las placas con el uso de
una fuente externa de voltaje V' (voltaje representa la diferencia de potencial de la fuente
externa). La fuente externa extrae electrones de una de las placas y las lleva a la otra placa.
Durante el proceso de carga, la diferencia de potencial entre las placas del capacitor tiene
sentido contrario al de la fuente externa, por lo cual solo se traslada electrones de una placa a
la otra mientras la diferencia de potencial entre las placas del capacitor (A¢) sea menor a la
diferencia de potencial de la fuente externa (V). El transito de electrones finalizard cuando
la carga almacenada sea tal que la diferencia de potencial entre las placas sea igual a la
diferencia de potencial de la fuente externa (A¢ = V). Por lo mencionado anteriormente, uno
de los factores que determina la méxima carga en el capacitor es la diferencia de potencial
de la fuente externa; si la diferencia de potencial de la fuente externa aumenta, también
aumentard la carga en el capacitor (siempre que no se llegue al limite de carga impuesto por
las propiedades del capacitor). Al no existir un medio conductor en la regién que separa los
conductores del capacitor, los electrones en dichos conductores no podran moverse de una
placa a la otra (asumiendo que el campo eléctrico generado en el espacio en medio de las
placas no sea lo suficientemente grande para vencer las fuerzas que mantienen los electrones
en dichas placas).

Una vez cargado el capacitor, la carga almacenada se mantiene al desconectar la fuente
externa. Ahora, si las placas se conectan mediante un cable conductor, los electrones se
moveran de la placa cargada negativamente a la placa cargada positivamente, lo cual se
puede aprovechar colocando en el medio del camino un dispositivo (como por ejemplo una
resistencia) que convierta la energia cinética de los electrones en otro tipo de energia, por
ejemplo en luz o calor ( aunque a nivel tecnolégico no tienen en general dicho uso).

Para encontrar la capacidad de almacenamiento de carga de un capacitor de placas paralelas,
se parte de un capacitor cargado como el descrito en la figura 6.2. Si la distancia entre las
placas es pequena en comparacion con las dimensiones de ellas, se puede considerar que
el campo eléctrico es constante en la region entre las placas (exceptuando en las sectores
cercanos a los bordes de las placas, donde el campo no es uniforme; sin embargo excluir
dichos sectores en el célculo representa una aproximacion adecuada para fines practicos). Para
encontrar el campo eléctrico entre las placas, se hace uso de la ley de Gauss, tomando como
superficie gaussiana un cilindro que atraviesa un lado de una de las placas del conductor, de
tal manera que una de las caras circulares del cilindro gaussiano quede dentro del conductor y
la otra cara circular en el regién entre las dos placas, como se observa en la figura 6.3 (donde
se presenta exclusivamente la placa cargada positivamente del capacitor y se ha exagerado el
ancho w de la misma para favorecer la visualizacién). En la situacién anteriormente descrita,
se tiene que:

%E.d%f = dene (6.2)
€0

Ahora, la integral se puede realizar separando el area total de la superficie gaussiana en tres
areas: dos circulares y el area lateral del cilindro, tal que:
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/E.M:/ E.d/ﬂ/ E.M+/ E.dA. (6.3)
Ac Ac2 Ar

Figura 6.3: Campo eléctrico dentro de un capacitor de placas paralelas.

Las areas A.1, y Ao representan el area circular interna y externa al conductor, respectivamente,
y Ap, representa el area lateral del cilindro. La integral sobre el area circular interna es cero,
ya que no existe campo eléctrico dentro de un conductor. La integral sobre el area lateral
también se anula, por dos razones: en la parte del area lateral que queda dentro del conductor
el campo es cero y por tanto el flujo E.dA = 0, y en la parte del area lateral que queda fuera
del conductor el campo eléctrico es perpendicular al area lateral del cilindro, por lo cual se
anula el producto interno E.dA. Por lo mencionado anteriormente se tiene que:

/ Fdd - / FdA (6.4)
A62

Ahora, si se restringe el andlisis en un sector alejado de los bordes de la placa conductora
(alrededor del centro del conductor), el campo eléctrico es aproximadamente uniforme y
paralelo al vector de area dA, por lo cual se tiene que:

/E.M:/ EdA=E / dA = EA,. (6.5)
Ac?

A62

En la expresiéon anterior, del producto interno solo se mantienen el producto de las magnitudes
de los vectores, al ser E y dA paralelos, y posteriormente el campo eléctrico sale de la integral
por ser aproximadamente constante en la region de estudio. Volviendo a la ley de Gauss y
utilizando el resultado (6.5) se tiene que:

EA, = Lre, (6.6)
€0
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de donde:

1 QE’I’LC
EF=— .
g0 Aca

(6.7)

Ahora ‘fj"; corresponde a la densidad de carga superficial ¢ del conductor, por lo tanto:

B=_. (6.8)

La direccion del campo eléctrico va de la placa cargada positivamente a la placa cargada
negativamente. Por otro lado, la diferencia de potencial entre las placas del capacitor se
puede encontrar a partir de:

A¢ = —/ " B.dr, (6.9)

donde 7, corresponde a cualquier punto sobre la placa cargada positivamente (ya que cualquier
punto se encuentra al mismo potencial), y 7, a la posiciéon de cualquier punto sobre la
placa cargada negativamente. Por comodidad en este andlisis, el camino de integracién en
la expresion (6.9) se realiza a través de una linea recta que atraviesa perpendicularmente
las placas del condensador y que va del conductor positivo al negativo, de tal manera que el
producto E.dF es simplemente Edr, tal que:

Ag = — / " Bar. (6.10)

Ahora, ya que el campo eléctrico entre las placas es constante, se tiene que:

Ap=—E / dr = E(ry — 14), (6.11)

Tb

cuyo valor absoluto se puede escribir como
|A¢| = El|(ry, —rq)| = Ed. (6.12)

En la dltima igualdad de la expresién anterior, se ha definido como |(r, —r,)| = d la distancia
que separa los conductores del capacitor. Teniendo en cuenta el resultado dado en (6.8) se
tiene que:

Ag| = 22 (6.13)
€0



246 Capacitores

Ahora, la capacitancia se define como:

Q
por lo tanto, se tiene que:

od

€0
Por otro lado, la densidad superficial de carga se puede escribir como: o0 = Q/A, y por lo
tanto, la capacitancia la expresién para la capacitancia toma la forma:

Q o g0A
(Q/A)d — d -

La expresién (6.16) representa la capacitancia de un capacitor de placas paralelas de area
A con una separacién entre placas d y vacio en medio de las placas (por eso la presencia
del factor de permitividad en el vacio gj). La ecuacion (6.16) pone en evidencia que la
capacitancia aumenta con el area de las placas y disminuye a medida que la distancia d entre
ellas aumenta.

C= o (616)

Siguiendo con el mismo procedimiento aplicado para encontrar (6.16), a continuacién se
presentan los condensadores de geometria cilindrica y esférica en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 6.1. Un capacitor con geometria cilindrica consta de dos conductores cilindricos
ubicados uno dentro del otro, como se indica en la figura 6.1c. Se asume que el capacitor
esta cargado y que el cilindro interior tiene una carga positiva @), de tal manera que en
la region comprendida entre los conductores (y lejos de los bordes) el campo eléctrico sale
“radialmente” del conductor interno hacia el conductor externo como se observa en la figura
6.4. Para dicha configuracion se encontrard la capacitancia.

Solucion: En este caso, lo primero para encontrar la capacitancia es encontrar el campo
eléctrico entre los conductores, y luego, a partir de la expresion (6.10), calcular la diferencia
de potencial entre los cilindros. Para encontrar el campo eléctrico dentro de este sistema se
utiliza la ley de Gauss, con una superficie de integracion dada por un cilindro concéntrico a
los conductores del capacitor, representada en azul con contorno punteado en la figura 6./
(donde solo se indica la superficie gaussiana y el conductor interno cargado positivamente).

Aplicando la ley de Gauss se tiene que:

7{ E.dA = e (6.17)
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Figura 6.4: Campo eléctrico dentro de un capacitor de placas cilindricas.

La integral cerrada en la ley de Gauss se puede separar en tres integrales correspondientes a
las dos caras circulares del cilindro de integracion y el drea lateral del mismo, tal que:

/ E.dA = / E.dA+ / EdA+ | E.dA, (6.18)
A A

sup Al

donde Awg y Asup representan las dreas circulares superior e inferior del cilindro gaussiano,
y Ay representa su drea lateral. Por la geometria del problema (y lejos de los bordes del
capacitor), el campo eléctrico es perpendicular a los vectores de drea de las caras circulares,

por lo cual el producto punto E.dA se anula en dichas dreas. Por otra parte, dado que el campo
électrico es “radial” el producto punto E.dA en la cara lateral del cilindro es simplemente
EdA, y por lo tanto, se tiene que:

0 0
fiai - L/Ed/MA/Ed/M/ BdA
inf sup Al

= E.dA = / EdA. (6.19)

A partir del resultado anterior, la ley de Gauss se puede escribir como:

/ BdA = e, (6.20)
A, €0

Ahora, el campo eléctrico es constante en la superficie lateral del cilindro gaussiano, ya que
todos los puntos de la superficie lateral se encuentran a la misma distancia del eje del cilindro.
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Por ello, el campo eléctrico puede salir de la integral en la expresion (6.20), de modo que:

/ EdA = E/ dA = BA, = dre, (6.21)
A A

€0

El drea lateral del cilindro gaussiano A; es 27rl, y por tanto:

QETLC
= 6.22
eo(27rl) (622)

La relacion Gene/l se puede interpretar como una densidad lineal de carga del conductor
interno y se denota como A, tal que:

E= ém. (6.23)

La expresion anterior representa el campo eléctrico en la region comprendida entre los
conductores del capacitor cilindrico, el cual es de naturaleza radial: emerge radialmente del
conductor cargado positivamente (en este caso, del cascardn de radio r,) y se dirige hacia el
conductor cargado negativamente (el cilindro de radio ry). Por lo tanto, se puede encontrar
la diferencia de potencial entre los conductores a través de la relacion:

o
Ap = — / E.dF, (6.24)

donde 7, corresponde a cualquier punto sobre el cilindro cargado positivamente (ya que
cualquier punto sobre dicho cilindro se encuentra al mismo potencial), y 7, a la posicion
de cualquier punto sobre el cilindro cargado negativamente. Por conveniencia, el camino de
integracion para realizar la integral presente en (6.24) se toma como una linea recta radial
que une los dos conductores en el capacitor y que va del cilindro cargado positivamente al
cilindro cargado negativamente, de tal manera que el producto E.dF es simplemente Edr, y
por lo tanto:

Ap = — /Tb Edr. (6.25)

Ahora, teniendo en cuenta (6.23) se tiene que:

T A A Tp
AP = — dr = — In{—|. 6.26
¢ /ra go(27r) ' 27eg n(%) ( )

El potencial eléctrico establecido en (6.26) es negativo, ya que se ha tomado un camino de
integracion en el mismo sentido del campo eléctrico. Dado que este campo va desde puntos
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de mayor potencial a puntos de menor potencial, se cumple que ¢(ry) < ¢(r.), y Ao =
() — d(ry) < 0. Reemplazando el resultado expresado en (6.26) en la definicion de la
capacitancia, se tiene que:

Q- Q
Al Ay (%)

2meQ a

C

(6.27)

Finalmente, la densidad lineal de carga del conductor interno se define como: A = Q/L, y
por tanto se tiene que:

C = — ©__
27T6()L1n (i)
om0l
c = o (6.28)

In (:—Z)

La expresion (6.28) representa la capacitancia de un capacitor de geometria cilindrica con
vacio en el espacio existente en medio de los conductores que conforman el capacitor.

Ejemplo 6.2. Un capacitor esférico estd conformado por dos conductores esféricos concéntricos
(ver figura 6.1b). Para la configuracion descrita se encontrard la capacitancia.

Solucion: Se asume inicialmente que el capacitor estd cargado. En dicha situacion, el campo
eléctrico es radial y sale del conductor esférico cargado positivamente (que se tomard como
el interno), al conductor cargado negativamente (en este caso el externo). Aplicando la ley
de Gauss, se puede establecer que el campo eléctrico en la region comprendida entre los dos
conductores es equivalente al campo eléctrico que genera una carga ubicada en el origen (ver
ejemplo (4.10) ), por lo tanto:

— Q ~
E = . 6.29
47rgor2r ( )
Ahora, la diferencia de potencial eléctrica entre los dos conductores estd dada por:
o
Ap = —/ E.dr. (6.30)

donde 1, representa el radio del conductor esférico externo (negativo), y r, el radio del
conductor esférico interno (positivo). Para realizar la integral (6.30) se toma como camino
de integracion una recta radial que conecte los dos conductores y que vaya del conductor
interno al externo, tal que E.di = Edr, y por lo tanto:
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b
Ap =— / Edr

Ty Q
= — d
/Ta 4rregr? "
Q 1 1
_ — . 6.31
dmeg \rq T ( )

Dado que 1/ry, < 1/r,, se tiene en (6.31) que Ap = ¢(ry) — P(r,) < 0, lo cual se debe a que el
camino de integracion se tomd a favor del campo eléctrico y que el campo siempre va desde
puntos de mayor potencial a puntos de menor potencial. Reemplazando el resultado anterior
en la expresion para la capacitancia, se tiene que:

Q Q
‘A¢| E 47?50 <i o %)
471'60

= T (6.32)

1 _ 1
Ta Ty

En los ejemplos anteriores se ha considerado que el espacio entre los conductores del capacitor
esta vacio. Sin embargo, para mejorar la capacitancia, es comun insertar un medio dieléctrico
entre las placas. La presencia de un dieléctrico reduce la intensidad del campo eléctrico en
comparacion con el que se produciria en el vacio, lo que permite al capacitor almacenar
una mayor cantidad de carga eléctrica para una misma diferencia de potencial (recordando
que existe un limite en la carga que puede almacenar un capacitor). En estos casos, los
procedimientos de calculo aplicados previamente siguen siendo validos, con la tinica diferencia
de que se debe reemplazar la permitividad del vacio ¢y, por la permitividad del medio
correspondiente € ! (que se puede encontrar en tablas para diferentes materiales). Los capacitores
con medios dieléctricos se discutiran mas adelante en este capitulo.

Ejemplo 6.3. Un condensador cilindrico tiene una carga negativa en el micleo metdlico
interior y una carga positiva en el cascaron cilindrico exterior. La magnitud de la carga en
cada conductor es de 10.0 pC'. El cilindro interior tiene un radio de 0.50 mm, mientras que
el cascaron exterior tiene un radio de 5.00 mm. La longitud de cada cilindro es de 18.0 cm.
Para el capacitor descrito se determinard la capacitancia y la diferencia de potencial que se
requiere para lograr una carga en el condensador de 10.0 pC'.

Solucién: De la ecuacion (6.28) se establece que la capacitancia asociada a este condensador
cilindrico se determina a partir de:

27T€0L
In (7’:—17)

! Considerando dieléctricos lineales e isotrépicos.

C = (6.33)
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En la configuracion planteada se tiene que:

re = 0.50 mm =0.50 x 1073 m, (6.34)
ry, = 5.00 mm =5.00x 1072 m, (6.35)
L = 18.0 cm =18.0 x 1072 m, (6.36)
de manera que
dmeol, (385X 107255 ) (18.0 x 1072 m)

¢ = =2 5.00x10-3 m

In (—b) In (3555105 )
= 434 x 107" F =4.34 pF. (6.37)

Ahora, la magnitud de la diferencia de potencial entre los cilindros es dada a partir de la
relacion (6.26), con lo cual, se tiene que:

_ A Tp\ Q T'p
A¢ = 2meg = (Ta> ~ 2meoL = <ra)

(10.0 x 1072 C) <5.00 e U m)
= n
27 (8.85 x 1071255) (18.0 x 1072 m) ~ \0.50 x 1073 m
= 230 V. (6.38)

Ejemplo 6.4. Un condensador esférico, constituido por dos cascarones esféricos concéntricos
conductores separados por el vacio, tiene una capacitancia de 127 pF'. La esfera interior
posee un radio de 15.0 cm. Para la configuracion planteada, se evaluard el radio del cascaron
esférico exterior y se determinard el valor de la carga almacenada por el condensador, de tal
manera que la diferencia de potencial sea de 200 V.

Solucion: Para un condensador esférico de radio interior r, y radio exteriorry la capacitancia
es dada por ( ver ecuacion (6.32)):

4
C=_ T (6.39)
1 _ 1
(£-2)
A partir de la cual se puede determinar que:

1 4dmey 1
— - = — 6.40
Tq C ry (6.40)

lo cual implica que el radio exterior es

B 1 B 1
o= (L _ m) N L 8.85x10-12-C2
Ta ¢ <15.0x10—2 AT e )
B 1
(B = 5)

= 17.3 em. (6.41)
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Ahora, la magnitud de la diferencia de potencial viene dada por la expresion:

Ap= -9 (i _ 1) | (6.42)

dmeg \rqg Tp

Para una diferencia de potencial de 200 V' entre los cascarones, la carga almacenada por los
conductores estd dada por:

_ 2
Q = dmegAp AT (8.85 x 10 12m> (200 V)
(i B L) (15~0><110_2 m 17,3><110—2 m)

Ta b

— 27.2 nC. (6.43)

Ejemplo 6.5. Un capacitor de placas paralelas tiene una carga Q vy placas de drea A.
Para el capacitor descrito, se determinard la fuerza que ejerce una placa sobre la otra.

Solucion: El campo eléctrico generado por la placa cargada positivamente es:

- O

E=—n, 6.44

2o (6.44)

donde n es un vector unitario perpendicular a la placa. Ahora, si se considera un elemento de

carga infinitesimal —dq localizado en la placa cargada negativamente, la fuerza que la placa
con carga positiva ejerce sobre este elemento de carga es:

dF = —dgF = —dqg-2-7, (6.45)
280
y la fuerza total es:
F /dE /dUA 75l d © 5 (6.46)
=— = — —nN=——n =—— o n )
1 q2€0 260 1 280\’/ ’
A A
es decir:
F=- n. A4
2€0An (6 7)

Ejercicio 6.1. Se tiene un condensador cilindrico consistente de un nicleo sélido coazial a
un tubo conductor hueco de radio 0.320 cm . La longitud del condensador es 15.0 ecm y su
capacitancia es de 34.2 pF. a) Considerando que el espacio entre los conductores es aire,
evaluar el radio del conductor interior. b) Para una diferencia de potencial de 150 V', calcular
la densidad lineal de carga del capacitor.

Ejercicio 6.2. Un capacitor esférico estda sometido a una diferencia de potencial de 210 V' y
la carga que almacena es de 4.30 nC'. St el cascaron exterior posee un radio de 5.00 cm y el
espacio entre los cascarones es vacio, determinar: a) La capacitancia del sistema, b) evaluar
el radio del conductor interior, c¢) calcular el campo eléctrico entre los cascarones.

Ejercicio 6.3. Un capacitor de placas paralelas posee una densidad superficial de carga de
25.0 gn—cg Si la diferencia de potencial es 120 V', calcular: a) El espacio entre las placas. b) Si
la carga almacenada por las placas es de 15 nCdeterminar la capacitancia del condensador.
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6.2. Capacitores en circuitos

Los capacitores son elementos usuales de circuitos electrénicos y se representan graficamente
como se observa en la figura 6.5.

Figura 6.5: Representacion esquematica de un capacitor.

De igual forma, un dispositivo electronico puede contener varios capacitores que se conectan
en diferentes configuraciones dependiendo de la funcion que desempenen en el dispositivo.
Las configuraciones basicas en las cuales se pueden conectar dos o més capacitores en un
circuito se denominan configuraciones en serie, paralelo y configuracién mixta, y se presentan

a continuacién.

6.2.1. Configuracion en serie

pe---- e

- A

. & |

Vi !

f----- V=Vt
e :

Vo :

Y Y
______ 4

Figura 6.6: Dos capacitores en serie.

La configuracién basica de dos capacitores en serie se indica en la figura 6.6. Como se ve,
uno de sus lados se encuentran unidos por un camino (conductor) que no se divide en su
recorrido. Los conductores conectados (de diferentes capacitores) junto con el medio que los
une, forman una regién equipotencial. Si una diferencia de potencial externa V' se conecta
a los dos extremos libres de los capacitores (como se observa en la figura 6.6), entonces la
suma de las diferencias de potencial en cada capacitor sera igual a la diferencia de potencial
externa aplicada sobre los capacitores, como se indica en la figura 6.6, es decir:

V=V+W. (6.48)
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Algunas consideraciones para tener en cuenta en un arreglo de dos capacitores (que se puede
generalizar a N capacitores), se discuten teniendo en cuenta la notacién usada en la figura
6.7, donde los capacitores se describen como C'4 y Cp, los dos conductores asociados al
capacitor A son ¢,1 v Cq2, y los conductores asociados al capacitor B son ¢ v ¢pe. El arreglo
de capacitores se encuentran unidos a una fuente externa con una diferencia de potencial V'
con lo cual se genera un potencial V,, en uno de los extremos del arreglo y V, en otro de los
extremos. A partir de lo anterior se tiene que:

a)

'Shbl REEEEIN
' CA Cal I
' |
Va=V, = Vs - :
:
|

—===BV, V=V,-V,>0
Cp Ch1

Ve =V,~V,

- - - - -

Ch2

A S

Figura 6.7: Configuracién de dos capacitores en serie.

En dos capacitores en serie hay cuatro conductores (dos por cada capacitor). En un
arreglo en serie, dos de dichos conductores se conectan mediante un medio conductor
(a2 ¥ cp1 en la figura 6.7), de tal manera que el sistema conformado por los dos
conductores y el medio que los conecta, forman una regiéon equipotencial. Ya que el
arreglo se puede considerar como un solo conductor y un conductor siempre es una
regién equipotencial (se indica como regién sombreada en la figura 6.7).

Si una diferencia de potencial V' se conecta a los extremos libres de los conductores en
serie, la suma de la diferencia de potencial en cada capacitor, sera igual a la diferencia
de potencial aplicada al sistema (como se observa en la figura 6.6), tal que

V=Vs+ Vg (6.49)

En el proceso de carga, electrones de uno de los conductores conectados a la fuente
externa son extraidos (c,1) v llevados al otro conductor (cpg) que se encuentra conectado
al otro polo de la fuente externa. No se extraen ni adicionan electrones a los conductores
de los capacitores que se encuentran unidos (¢, ¥ ¢p1).

Durante el proceso de carga, los dos conductores que se unen en el arreglo de capacitores
en serie se polarizan. Dado que el conductor ¢y se estd cargando negativamente,
polariza al conductor ¢, positivamente. De igual forma, dado que el conductor c,;
se carga positivamente, el conductor ¢, se polariza negativamente. La polarizacion se
da porque electrones en ¢;; se mueven al conductor c,o, por lo tanto, la carga total en
el sistema formado por c,e y 1 (v el medio que los une) sigue siendo cero.
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e) La diferencia de potencial entre el punto p y el punto s para el capacitor Cy es V4 =
V, — Vs. Donde V; corresponde al potencial del sistema formado por el conductor c,o y
e (y el medio que los une). De igual forma, la diferencia de potencial entre el punto
sy el punto ¢ para el capacitor Vp viene dada por: Vg =V, — V.

f) Es muy importante recordar que la carga almacenada en un capacitor corresponde al
valor absoluto de la carga presente en una de sus placas. Todo capacitor cargado tiene
una carga neta igual a cero, ya que la carga en una placa es igual y de signo contrario
a la de la otra. En un arreglo de dos capacitores en serie, los electrones depositados
en uno son equivalentes a los extraidos del otro; por lo tanto, la carga almacenada en
cada capacitor es la misma:

Qa= Qs (6.50)

g) En un arreglo de dos capacitores en serie, solo existen dos conductores cargados c,; y
cp- El sistema formado por cqe v ¢ es neutro (la suma de las cargas de polarizacién
es cero). Por lo tanto, la carga almacenada en la configuraciéon de dos capacitores en
serie, se entiende como la carga almacenada en cada condensador; es decir :

Q = QA = QB) (651)

donde @) corresponde a la carga almacenada en el arreglo de capacitores en serie, y se
enfatiza que la carga total no corresponde a la suma de las cargas individuales en cada
capacitor.

Las caracteristicas descritas anteriormente, se aplican para un arreglo de N conductores en
serie. Es decir, todos los capacitores almacenan la misma carga (independiente que tengan
diferentes capacitancias) y se entiende que la carga total del sistema (Q7) es la carga asociada
a un capacitor, es decir:

Qr=0Q;, VYi=1,2..N. (6.52)

Se debe tener en cuenta que si se retira un solo capacitor del arreglo, la carga @); de los
capacitores restantes cambiaria (y por tanto la carga total del arreglo). En el caso de dos
capacitores en serie como los mostrados en la figura 6.6, se tiene que: QQ = ()1 = Q5.

En un arreglo de N capacitores en serie, la diferencia de potencial total entre los extremos
libres del arreglo es igual a la suma de las diferencias de potencial en cada capacitor, como
se observa en la figura 6.8, tal que:

N
V=NVi+V+.+W=)> V (6.53)

i=1
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Figura 6.8: Arreglo de N capacitores en serie

6.2.2. Capacitancia equivalente para un arreglo de capacitores en serie

Un arreglo de capacitores en serie se puede reemplazar por un solo capacitor, manteniendo
la misma carga de cada uno de los capacitores del arreglo original y aplicando sobre este
la misma diferencial de potencial externa utilizada en dicho arreglo. La capacitancia del
capacitor que cumple dicha condicién se denomina capacitancia equivalente del arreglo en
serie.

Como ejemplo para calcular la capacitancia equivalente en el arreglo en serie, se va a
considerar el circuito de dos capacitores en serie descrito en figura 6.6. La capacitancia
para cualquier capacitor viene dada por C' = Q/V , y por tanto, la diferencia de potencial
para cada capacitor se puede escribir como:

@
@
Vo = % (6.55)

Como ya se menciond, la carga en los dos capacitores en serie es la misma (Q1 = Q2 = Q), y
la suma de la diferencia de potenciales en cada capacitor es igual a la diferencia de potencial
total sobre el arreglo, por lo tanto:

_ QO
Vo= Vith= S
1 1
_ Q<—01+—02>. (6.56)

La anterior expresion se puede escribir como:

1 1\"' 0
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—1

La expresién | & + A tiene unidades de capacitancia y representa la capacitancia de un
T oy

Unico capacitor que podria reemplazar los dos capacitores del circuito inicial. Este circuito

almacenaria la misma carga que los capacitores individuales conectados en serie. A esta

cantidad se le denomina capacitancia equivalente del arreglo en serie, y estd dada por:

1 1\ !
Q”:(5?+5) . (6.58)

En el caso de tener N capacitores en serie (como los indicados en la figura 6.8), la expresion
(6.58) se generaliza, tal que:

1 1 1\ !
@q:(—+—+m+—)

= Zé . (6.59)

6.2.3. Configuracion en paralelo

Dos capacitores estan conectados en paralelo si sus extremos se encuentran unidos a la
misma diferencia de potencial, como se observa en la figura 6.9. En esta configuracién, cada
capacitor puede almacenar una carga diferente, dependiendo de su capacitancia. En este
caso, la carga total almacenada en el sistema es igual a la suma de las cargas almacenadas
en cada capacitor.

—9

i

____________ i
A 1
Cy Cy A :T
Vi Vo Ny
' l
Y. Ly =
‘.V

Figura 6.9: Dos capacitores en paralelo.

Para aclarar lo mencionado anteriormente sobre un arreglo de dos capacitores en paralelo; lo
cual puede generalizarse a un arreglo de N capacitores, se analizara la configuracion mostrada
en la figura 6.10. En dicha figura, los capacitores en paralelo se representan como C'y y Cp;
los dos conductores asociados al capacitor A son c¢,; v ¢.2, mientras que los del capacitor
B son ¢ v . El arreglo completo estd conectado a una fuente externa que establece una
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diferencia de potencial V', generando un potencial V,, en uno de los extremos del sistema y
V, en el otro (asumiendo V,, > V,). A partir de lo anterior, se tiene que:

1

Ca Cat Ch1 Cp |
: L
L AN S R v
| Z 5 S \

Figura 6.10: Configuraciéon de dos capacitores en paralelo.

a) En un arreglo de dos capacitores en paralelo, un conductor del primer capacitor se

conecta, mediante un medio conductor, a un conductor del segundo capacitor; de
igual forma, se conectan los otros dos conductores restantes. En el arreglo en paralelo
mostrado en la figura 6.10, el conductor ¢,; se une con ¢y, y el conductor c,o con cpa.
Esto implica que los conductores c,; ¥ ¢p1, junto con el medio que los une, puedan
considerase como un unico conductor. Por lo tanto, se encontraran siempre al mismo
potencial, formando una regién equipotencial (representada en rojo en la figura 6.10).
Lo mismo aplica para los conductores c,o v ¢p2, que constituyen una regién equipotencial
(representada en azul en la figura 6.10). Como consecuencia, en cada capacitor del
arreglo en paralelo se mide la misma diferencia de potencial, es decir:

Vi=Vs. (6.60)

Si el arreglo se conecta a una diferencia de potencial externa V', entonces

V=Vy=Vs (6.61)

Durante el proceso de carga, el arreglo de dos capacitores se conecta a una fuente
externa, la cual extrae electrones de dos conductores (uno por cada capacitor) y los
transfiere a los conductores opuestos. En el arreglo representado en la figura 6.10,
la fuente externa, de voltaje V, extrae electrones de los conductores ¢, v cp1, v los
deposita en c,o v cpo, respectivamente. El ntimero de electrones transferidos de c,;
hacia c,2, en general, no coincide con el nimero de electrones transferidos de ¢,; hacia
cpo; esta diferencia depende de la capacitancia de cada capacitor. Cuanto mayor sea
la capacitancia, mayor sera la cantidad de carga desplazada. Por lo tanto, la carga
almacenada en cada conductor, en general, no es la misma (excepto en el caso en que
ambos capacitores tengan igual capacitancia). Es decir:
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Qa # @p- (6.62)
La carga almacenada en el arreglo de capacitores serd igual a
Qr =Qa+ Q5. (6.63)

Las caracteristicas descritas anteriormente, se generalizan para un arreglo de N conductores
en paralelo. Es decir, cada conductor se encuentra a la misma diferencia de potencial y
almacenan diferente carga eléctrica, siendo la carga total almacenada igual a la suma de las
cargas individuales en cada capacitor, es decir:

N
Qr=>» Qs (6.64)

V=V, Vi=12..,N. (6.65)

6.2.4. Capacitancia equivalente para capacitores en paralelo

Un tnico capacitor puede tener las mismas caracteristicas de almacenamiento de carga de
un sistema conformado por dos capacitores en paralelo, siempre que se le aplique la misma
diferencia de potencial eléctrico V. Para ello, dicho capacitor debe tener una capacitancia
especifica, la cual se denomina como capacitancia
equivalente del arreglo. Para determinar esta capacitancia equivalente, se considera el sistema
de dos capacitores en paralelo indicado en la figura 6.7. La carga total almacenada en el
arreglo estd dada por la suma de las cargas individuales almacenadas en cada capacitor:

Q = Q1 +Q2 (6.66)

Ahora, teniendo en cuenta la férmula general de capacitancia C' = Q/V/, se tiene que Q) =
CV, por lo tanto, para cada capacitor se tiene que

Q1= C1Vy, (6.67)
Q2 = ChVa. (6.68)

Sin embargo, dado que los dos capacitores estan en paralelo, se cumple que: V; = V5, =V,
entonces:

Q1 =C1V, (6.69)
Q2 = C1V, (6.70)

de tal manera que la carga total almacenada vendré dada por

Qr=Q1+Q2=CV+CV =(C, +C,)V, (6.71)
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y por lo tanto,

Q

(Cl + 02) — v

(6.72)

La magnitud (C; + Cs) tiene dimensiones de capacitancia y para la configuracién en estudio
representa la capacitancia equivalente que un tinico capacitor deberia tener para reemplazar
los dos capacitores de la configuracion de la figura 6.9, almacenando la misma carga total
que la suma de las cargas de los dos capacitores individuales. La ecuacién (6.72) se puede
generalizar para N capacitores en paralelo, en ese caso la capacitancia equivalente esta dada
por:

Ceq = (Cl -+ 02 + .o+ CN)

= Y G (6.73)

La capacitancia equivalente expresada en (6.73) corresponde a la capacitancia que deberia
tener un tnico capacitor para reemplazar N capacitores en paralelo.

6.2.5. Arreglos mixtos de capacitores

En un dispositivo electrénico, los capacitores pueden ubicarse en diferentes configuraciones:
en serie, en paralelo, o en combinaciones més complejas que incluyan ambos tipos de arreglos.
Si se consideran unicamente casos en los que los capacitores estan organizados en arreglos
en serie y/o paralelo, se puede encontrar una capacitancia equivalente con ayuda de las
expresiones (6.59) y (6.73). Estas expresiones permiten reemplazar todos los capacitores del
sistema por un tnico capacitor que pueda almacenar la misma carga total del arreglo original,
tal como se muestra en el proximo ejemplo.

Ejemplo 6.6. La figura 6.11 muestra un arreglo de 5 capacitores para el cual se va a
encontrar la capacitancia equivalente, y posteriormente la carga y diferencia de potencial que
tiene cada capacitor. Las respectivas capacitancias asociadas a los capacitores descritos en
la figura 6.11 son:

C,=C,=3C, (6.74)
Cy=Cy=C, =2C. (6.75)

Adicionalmente, en este ejemplo se considera que los 5 capacitores se pueden reemplazar por
un unico capacitor de capacitancia equivalente Ce,.

Solucion: En el arreglo indicado en la figura 6.11 , se evidencia que los capacitores con
capacitancias C,. y Cy se encuentran en serie, por lo tanto, se puede encontrar una capacitancia
equivalente que se denomina como C.q, tal que:
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_ v (6.76)

Ce_

A
|
|
|
|
N
|
|
|
|
Y

Figura 6.11: Ejemplo (6.6). Arreglo de cinco capacitores en configuracién mixta.

Reemplazando los capacitores de capacitancias C. y Cy por un unico capacitor equivalente
de capacitancia Ceq, el circuito se simplifica sequn se indica en la figura 6.12a. A partir del
circuito simplificado 6.12a, se puede observar que los capacitores con capacitancias C,, Cy y
C.q se encuentran en paralelo, por lo tanto, se puede determinar una capacitancia equivalente
para los tres capacitores en mencion, tal que:

1
Caved = Co + Cp + Ceqg = 3C +2C + 60/5 = % (677)

Al reemplazar los capacitores de capacitancias C,, Cy, y Ceq por un capacitor de capacitancia
Coabea; €l circuito se simplifica segun se indica en la figura 6.12b. Por tltimo, en el circuito
descrito en la figura 6.12b se tiene que Cupeq estd en serie con C., por lo tanto:

1 1 \'
Ca cde — | ~
bed (Ce * Oabcd)

(L, 1N
~\20 " 310/5

= 62C/41. (6.78)
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La capacitancia equivalente asociada a los 5 capacitores iniciales estd dada por Cupeqe (y €l
circuito simplificado a un solo capacitor se indica en la figura 6.12c).

Cabcde

< ———

__|
_.|

(a) (b) ()

Figura 6.12: Ejemplo (6.6). Reduccién asociado al arreglo de cinco capacitores en configuracién mixta.

Para encontrar la carga almacenada y la diferencia de potencial en cada capacitor, se trabaja
con la ecuacion de la capacitancia, que para cualquier capacitor viene dada por: C = Q/V.
Ahora, la carga almacenada en el capacitor equivalente de capacitancia Cypeqe, estd dada por:

62C
Qabcde - Cabcdev — EV (679)

Observando el circuito indicado en la figura 6.12b, se tiene que la carga almacenada en Q gpede
es igual a la carga almacenada en Qupeq Yy Qe (por estar en serie Copeq y Ce), y la diferencia
de potencial en el capacitor de capacitancia Cyeq y en el capacitor de capacitancia C, son:

 Qapese 620V 510V
Vabea = Coved 41 31C 41 (6.80)

Qabede  62CV 1 31V

C. 41 20 41"
A partir del resultado anterior se puede evidenciar que Vypeq+ Ve =V, como se debe cumplir
al estar considerando dos capacitores en serie. Al observar el circuito simplificado 6.12a, se

observa que los capacitores de capacitancias C,, Cy y Cuq estdn en paralelo y por lo tanto,

la diferencia de potencial Vypeq €s igual para cada uno de los tres capacitores en mencion, es
decir:

‘/;:

(6.81)

10V

Va:%:‘/cd:v;zbcdzr'

(6.82)
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Ahora, la carga en los capacitores de capacitancias C,, Cy y Ceq, estan dadas por:

10V 30CV
Qa - Ca‘/;l - Cavabcd - 30? — T, (683)
10V 20CV
Qv = CpVo = CopVapea = QOE =T (6.84)
6C 10V 12C'V
Qed = CegVea = CeaVapea = EA TR T (6.85)

Volviendo al circuito original (figura 6.11), se observa que los capacitores de capacitancias
C. y Cq se encuentran en serie, por lo tanto, la carga Q.q = Q. = Qq, €s decir:

120V

Qe = L (6.86)
120V

Qa=—7— (6.87)

Por dltimo, las diferencias de potencial en los capacitores de capacitancias C. y Cy son:

Q. 120V 4V

©C. 41x3C 417 (6.88)

ch 12C'V (1%
Vy= 22 = =

Cy, 41x2C 41
Como se puede verificar de los resultados anteriores V, + Vy = Vg = 10V/41.

(6.89)

Ejemplo 6.7. Seis capacitores idénticos, cada uno de capacitancia C, se conectan entre
st como se muestra en la figura 6.15. Para el sistema planteado se calculard la capacitancia

equivalente del sistema.
C1 Cy Cs
‘ C4 CS Cﬁ ‘

Figura 6.13: Ejemplo 6.7. Capacitancia equivalente para un arreglo de seis capacitores.

Solucién: Caracterizando los condensadores de la manera como se indica la figura 6.13, es
posible determinar que los condensadores Cy = Cy = C3 = C, y de igual forma se encuentran
en serie los capacitores capacitores Cy = C5 = Cg = C', de manera que el circuito se puede
reducir al circuito equivalente indicado en la figura 6.14, donde:

1 1 1\' ¢
Cel—(a+@+53> =3 (6.90)
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Y
1 1 1\*' C
==+t =) =% 91
Cez (C4+C5+Cg> 3 (6.91)
Cel
Ce?

Figura 6.14: Ejemplo 6.7. Circuito equivalente asociado al circuito descrito en la figura 6.13.

Ahora, los condensadores Cyy y Ceg se encuentran en paralelo (ver figura 6.14), de manera
que estos se reducen a un solo condensador de valor:

C L ¢ c 20
33 3°
Ejemplo 6.8. Siete condensadores se conectan como se muestra en la figura 6.15. Para
el sistema planteado se evaluard la capacitancia equivalente teniendo en cuenta que

01 = 03 = 60mF, CQ = 04 = BOmF, 05 = OG = C7 = 9.0mF. (693)

Cez = Ce1 + Ceg = (6.92)

Figura 6.15: Ejemplo 6.8. Arreglo de siete capacitores en un arreglo mixto.

Solucion: De la figura 6.15 es posible establecer que los condensadores Cy y Cy se encuentran
en paralelo, y su capacitancia equivalente serd:

Cup = Cy+ Cy = 6.0 mF. (6.94)

Ahora, los capacitores Cs, Cg y C7 estdn en serie y se pueden reducir a un capacitor Ces,
dado por:

oo (L, 11 - L S -
2 =\, "0 0.) \90mEF " 90mF " 9.0mF
— 3.0 mF. (6.95)
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Lo anterior permite simplificar el circuito indicado en la figura 6.15, obteniendo el circuito
equivalente representado en la figura 6.16.

e2

i

Figura 6.16: Ejemplo 6.8. Simplificacién parcial de el circuito descrito en la figura 6.15.

—Q

(&

-

Ahora, los capacitores C3 y Cey estin en serie. Al combinarse generan el circuito indicado
en la figura 6.17, donde

1 1\ ! 1 1 118 mF
Coa= [ — _ — . 6.96
’ (03 N (Jel> (9.0 mF 6.0 mF) 5 (6.96)

e2

#ﬂ

Figura 6.17: Ejemplo 6.8. Simplificacion del circuito indicado en la figura 6.16.

3

De la figura 6.17 se determina que Ce3 y Ceo estan en paralelo, lo que permite reducir el
sistema al indicado en la figura 6.18, con

064 = OeS + Oez = 6.6 mF. (697)

‘—|C’!_—| Cel|l_.

Figura 6.18: Ejemplo 6.8. Circuito equivalente al indicado en la figura 6.17.

Finalmente, los condensadores Cy y Cey estan en serie. Por tanto, la capacitancia equivalente
del sistema Cl5 es:
1 1\ 1\
Ces = | = =1(0.32—— , 6.98
b (Cl C€4> ( mF) ( )

C.s = 3.14 mF. (6.99)

con lo cual
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Ejemplo 6.9. En la figura 6.19 se muestra un sistema compuesto por cuatro capacitores
idénticos de 5.00 puF, conectados a una diferencia de potencia Vy, = 30.0 V. Calcular la
carga y el potencial en cada condensador y la diferencia de potencial entre los puntos a y d.

Cl 02
Cs

be

Cy
Figura 6.19: Ejemplo 6.9. Arreglo de cuatro capacitores en configuracién mixta.
Solucion: En primer lugar se evaluard la capacitancia equivalente del circuito. Los condensadores

C1 y Cy se encuentran en serie, de manera que se pueden combinar y formar el condensador
Ce1, como se muestra en la figura 6.20. El valor de C,y es:

1 1\ 2\
Cp=(=—+—= = (—= , 6.100
' (cn 02) (5-00uF) (6:100)
con lo cual,
Ce1 = 2.50 pF. (6.101)
Cel
a, — Cs
+d
b
Cy

Figura 6.20: Ejemplo 6.9. Circuito simplificado asociado al circuito descrito en la figura 6.19.

Ahora, los condensadores C.y y C3 se encuentran en paralero. De ellos se obtiene un condensador
de capacitancia Cey (ver figura 6.21), cuyo wvalor es:

062 == Cel + 03 =7.50 ,U,F (6102)

Finalmente, los condensadores Cy y Coo estan en serie, lo que permite establecer que la
capacitancia equivalente del sistema es:

1 1 -1 1 -1
- o) “\o30.F 1
C (062 " 04) (0.30 ;LF) ’ (6.103)
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con lo cual
Ce3 = 3.00 pF. (6.104)
CeQ
Qe d
b [
Cy

Figura 6.21: Ejemplo 6.9. Circuito simplificado asociado al circuito descrito en la figura 6.20.

La diferencia de potencial para el capacitor equivalente Cy3 es Vi, = 30.0 V', de manera que
la carga que almacena es:

Qc., = Ce3Vip = (3.00 1F) (30.0 V) = 90.0 uC. (6.105)

Ahora, siendo que C.3 resulta de la combinacion en serie de los condensadores Cy 1y Ceo,
estos poseen la misma carga que almacena C.s, por tanto,

QCeS = QCeQ = QC4 =90.0 ILLC. (6106)
Ast, la diferencia de potencial sobre Cyy es
Qc., 90.0 uC
Vo,=—== =120 V. 6.107
C2 = C, 750 uF (6.107)
De igual forma, la diferencia de potencial en el condensador Cy es:
Qc, 90.0 uC
Ve, = = =18.0 V. 6.108
“ 70, T 5.00 uF (6.108)
De la figura 6.21 es posible determinar que
Vaa = Ve, =12.0 V. (6.109)

A partir de la figura 6.20 se concluye que la diferencia de potencial en Cyo es la misma que
en los condensadores Ce; y Cs (ya que se encuentran en paralelo), es decir

Ve, =Ve, = Ve, =120V, (6.110)

con lo cual, la carga que se almacena en estos condensadores es:
Qc., = CaVe, = (250 pF)(12.0 V) = 30.0 uC. (6.111)
Qc, = C3Ve, = (5.00 uF) (12.0 V) = 60.0 puC. (6.112)

Ya que Cg resulta de la combinacion en serie de los condensadores Cy y Cs, la carga
almacenada por Cy y Cs es la misma que la de Cyy, es decir,

chl = QCI = Q02 = 30.0 uC. (6.113)
Asi, la diferencia de potencial en dichos condensadores es:
30.0 puC
Ve, = Qoo 300100y = Ve, (6.114)

C,  5.00 uF
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Ejemplo 6.10. Dos condensadores de placas paralelas al vacio tienen separaciones entre
placas de wvalor dy y do, respectivamente. Ambos condensadores tienen el mismo valor de
drea de las placas, denotada por A. En este ejemplo se mostrard que, al conectar estos
condensadores en serie, la capacitancia equivalente es iqual a la de un unico condensador
con drea A y una separacion entre placas de valor igual a di + ds.

Solucién: La capacitancia para un capacitor de placas paralelas viene dada por (ver ecuacion

(6.16)):

A
C= 507. (6.115)
En el caso de los capacitores considerados, las capacitancias correspondientes son:
E()A SQA
Cy = — Cy = —. 6.116
1 dl 3 2 dg ( )
La capacitancia equivalente asociada a estos condensadores conectados en serie es:
11\ 11\
Oe — —_— + —) — _ + _
(6e) = (3 3)
d; dy ! dy + do -
— 2 — 6.117
(6014 + €0A) EoA ’ ( )
por lo tanto,
€0A
Ce=—"—1, 6.118
dy + do ( )

que equivale a un condensador de placas paralelas separadas por una distancia de valor di+ds.

Ejercicio 6.4. La figura 6.22 muestra un sistema de tres capacitores con los siguientes
valores: C; = 7.00 pF', Cy = 4.00 pF y C3 = 6.00 pF'. La configuracion estd conectada
a una diferencia de potencial V,,. Una vez que los capacitores alcanzan su mdzrima carga, se
sabe que el capacitor Cy tiene una carga de 45.0 pC'. Determinar el valor de las cargas de
los capacitores C y C3, y calcular el valor del potencial V.

C1
a r Oy
i d
Vab
1
1
b‘
Cs

Figura 6.22: Ejercicios 6.4 y 6.5. Arreglo de tres capacitores en configuracién mixta.

Ejercicio 6.5. Considere que el capacitor Cy de la figura 6.22 tiene una capacitancia de
4.00 pF y almacena una carga de 160 puC'. Si la diferencia de potencial entre los puntos a
y b, Vi, es de 140 V, evaluar la diferencia de potencial a través de los otros capacitores del
sistema.
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Ejercicio 6.6. Se tienen dos capacitores de placas paralelas al vacio, con dreas Ay y As,
respectivamente, y con la misma distancia de separacion entre placas d. Mostrar que, si
estos capacitores se conectan en paralelo, la capacitancia total del sistema equivale a la de
un unico capacitor con drea Ay + As, y separacion d entre placas.

Ejercicio 6.7. En la figura 6.23 cada condensador Cy tiene una capacitancia de 7.50 pF,
mientras que los condensadores Cy tienen una capacitancia de 5.20 pF'. Para el sistema
planteado, encontrar: a) la capacitancia equivalente del sistema, b) evaluar la carga y diferencia
de potencial en cada capacitor, ¢) determinar la diferencia de potencial entre los puntos ¢ y
d indicados en la figura 6.23. Lo anterior teniendo en cuenta que Vg = 100V

Cy & Cy
a |
Cy Cy &

b_‘ |

C Cy Cy

Figura 6.23: Ejercicio 6.7. Arreglo de nueve capacitores en configuracién mixta.

Ejercicio 6.8. En el arreglo de capacitores indicado en la figura 6.24, se tiene que: Cy =
Co =48 pF yC3 = Cy = C5 = 2.4 puF. Para una diferencia de potencial de Vy, = 230 V,
evaluar la carga y la diferencia de potencial en cada capacitor.

=
-

Figura 6.24: Ejercicio 6.8. Arreglo de cinco capacitores en configuracién mixta.

Cy Cy

Cs Cy

Ejercicio 6.9. Encontrar la capacitancia equivalente entre los puntos a y b para el conjunto
de condensadores mostrados en la figura 6.25, siendo que Cy = 7.00uF, Cy = 12.0uF y
C3 =4.00uF'. Ahora, si la diferencia de potencial entre los puntos a y b es de 80V, calcular
la carga almacenada en el condensador Cs.

el [ Cy
a .__{ ’_ b
G | O3 2]

| Cy

Figura 6.25: Ejercicio 6.9. Arreglo de siete capacitores en configuracién mixta.

Ejercicio 6.10. Un conjunto de capacitores idénticos se conecta primero en serie y luego en
paralelo. La capacitancia equivalente de la combinacion en paralelo es 200 veces mayor que
la obtenida en serie. Determinar el nimero de capacitores que conforman el sistema.
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6.3. Capacitores con dieléctricos

Si los conductores dentro de un capacitor estdn separados por un medio dieléctrico (lineal?
e isotrépico?), entonces la capacitancia dependerd de la susceptibilidad eléctrica del medio
dieléctrico, de tal manera que a mayor susceptibilidad, mayor capacitancia (mayor resistencia
al paso de portadores de carga entre los conductores del capacitor, mayor capacidad de
almacenar carga en el capacitor). Por ejemplo, la capacitancia para un capacitor de placas
paralelas, vendra dada por (ver ecuacién (6.16)):

€A

S 1
C T (6.119)

donde A corresponde al area de las placas, d la distancia de separacion y e la susceptibilidad
del medio dieléctrico entre las placas conductoras. La razon entre la susceptibilidad eléctrica
del medio y la susceptibilidad eléctrica del vacio, se conoce como constante dieléctrica, tal
que

k=—. (6.120)

€o
En términos de la constante dieléctrica, la capacitancia dada en (6.119) vendra dada por
o kﬁoA
d

donde se ha definido como Cj la capacitancia que el capacitor tendria si el medio de
separacién entre los conductores estuviera vacio. De igual forma, la capacitancia de un
capacitor cilindrico con constante dieléctrica k serd (ver (6.28)):

C

— kCy, (6.121)

orkeoL
o = T ke, (6.122)

In (:—b>

y la capacitancia de un condensador esferico serd (ver ecuacién (6.32):

47T]€€0

C = kC. (6.123)

Es posible que, dentro del espacio entre los dos conductores que forman un capacitor,
se encuentren presentes mas de un material dieléctrico. En tales casos, la capacitancia
debe calcularse a partir de su definiciéon fundamental. Sin embargo, ciertas configuraciones
permiten realizar simplificaciones. Por ejemplo, la figura 6.26 muestra un capacitor de placas
paralelas que contiene dos materiales dieléctricos diferentes en el espacio entre sus placas,

2 En forma sencilla se puede considerar un material dieléctrico lineal, cuando las cargas en presencia de
un campo eléctrico se mueven siguiendo las lineas de campo eléctrico
3 Materiales que mantienen sus propiedades en cualquier direccién
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con constantes dieléctricas ki y ko. Esta configuracion puede interpretarse como un sistema
equivalente de dos capacitores conectados en serie, como se ilustra en la figura 6.27. Por lo
tanto, su capacitancia equivalente esta dada por:

1 1\t o0,
. 124
Ceq <01+02> (6 )

T O+ Cy

Figura 6.26: Capacitor con dos dieléctricos en la separacion entre sus conductores.

4|

kl dl
A |

k2 d2

Figura 6.27: Configuracion equivalente de dos capacitores en serie asociado al capacitor de la figura 6.26.

Ahora, dado que los capacitores son de placas paralelas, se tiene que:

A
Oy = by 222 (6.125)
dy
A
Co = k02 (6.126)
dy
Por lo tanto
erkey
Clp = —1%2 (004, 6.127
“ %@+@®@0) (6.127)

donde d; + dy = d.

La figura 6.28 muestra otra configuracion posible, la cual se puede interpretar como un
arreglo de dos capacitores en paralelo, tal como se indica en la figura 6.29. Con lo cual la
capacitancia equivalente sera:

Ceq - Cl -+ Cz, (6128)
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<--i--->

Figura 6.28: Capacitor con dos dieléctricos en la separacién entre sus conductores.

Ay _ A,
d__ ki ko d

Figura 6.29: Configuracion equivalente de dos capacitores en paralelo asociado al capacitor de la figura 6.28.

Reemplazando (6.125) y (6.126) en (6.128), se tiene que

€0A1 50142
k
a Ty

Ceq == kl - (klAl + szg)%, (6129)
donde A; + A; = A.

Ejemplo 6.11. Encontrar la capacitancia asociada al capacitor que se indica en la figura
6.30.

Figura 6.30: Capacitor con dos dieléctricos en la separacion entre sus conductores.

Solucion: El capacitor en estudio puede analizarse como un arreglo equivalente de tres

capacitores: dos conectados en serie y un tercero en paralelo con dicha combinacion, como
se muestra en la figura 6.31.

Por lo tanto, la capacitancia equivalente del sistema estard dada por:

1 1\ C1Cy
== 4 1
Cea (C’l Cg) Cs Cy+ Cy Cs, (6.130)
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A_l_ As
di ki =
=71 ks d
d>hy

Figura 6.31: Configuracién equivalente de tres capacitores asociado al capacitor de la figura 6.30.

Ahora, las capacitancias se pueden expresar como:

Ci=k : (6.131)
dy
A

Oy = k2L, (6.132)
do
A

Cy = kf“d 2, (6.133)

donde Ay + Ay = A y dy + dy = d. Al reemplazar (6.131), (6.132) y (6.133) en (6.130), se
tiene que

kq ks

Cog= 77—~
T (kydy + kady)

(€0A1) -+ kg

(6.134)

Ejemplo 6.12. El espacio entre las placas de un capacitor estd ocupado por dos bloques
de material dieléctrico con constantes dieléctricas k1 y ko. Cada bloque tiene un espesor de g,
siendo d la distancia entre las placas, las cuales tienen un drea A. Para el sistema planteado,
se calculard la capacitancia equivalente.

P

<> <>

K1 dj2

!
i
)

*

Figura 6.32: Ejemplo 6.12. Capacitor con dos medios dieléctricos en “serie”.

T d/2

Solucion: El sistema descrito por la figura 6.32 se puede simplificar al circuito mostrado en
la figura 6.33, donde las capacitancias Cy y Cy corresponden a:

Ol = Ii10071, 02 = KQC()’Q’ (6135)

stendo Cy1 y Co2 las capacitancias en ausencia de material dieléctrico, las cuales estdn dadas
por

Co1 = Coa = = , (6.136)

d d
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de manera que:

2h1e0A 2hiacn A
Cp = el g, = 2eco (6.137)
d d
|
ml
Cl: Kl :30’,/2
ol K2 A
\/

Figura 6.33: Ejemplo 6.12. Configuracién equivalente del capacitor indicado en la figura 6.32.

La capacitancia equivalente del sistema es:

-1
o _ (L. 1 o L1 (4, -
© Cl 02 - 2515()%! 2525014 - 2518014 2/’{26014

d 1 1 -1 d Ko + K1 -1
B <250A (fi_1+’f_2>) B <250A( K1k )) ’ (6-138)

lo cual se podria escribir como:

28014 R1K2
Ce = . 6.139
d (KJQ + /il) ( )

Ejemplo 6.13. EI espacio entre un par de placas paralelas de drea A estd ocupado por
dos bloques de material dieléctrico con constantes dieléctricas k1 y ks, tal como se indica
en la figura 6.34. En esta configuracion, los bloques tienen un espesor d (distancia entre
las placas) y un drea A/2 (siendo AJ2 el drea de las placas metdlicas), de manera que los
bloques ocupan la mitad del volumen entre las placas del capacitor. Para esta configuracion,
se calculard la capacitancia del sistema.

e s

L Rl kg ta
. Y

Figura 6.34: Ejemplo 6.13. Capacitor con dos medios dieléctricos en “paralelo”.

Solucion: El sistema descrito en la figura 6.3 se puede simplificar al circuito indicado en
la figura 6.35, donde

Cl = li10071, CQ = KJQCO’Q, (6140)
stendo N
605 &TOA
_ — Y2 _ =047 141
Co1 = Co2 ] od ' (6 )
de manera que:
A A
c, = met o, R (6.142)

2d 2d
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4 | Cs |
K1 K2 E?d
'y

Figura 6.35: Ejemplo 6.13. Configuracién equivalente al capacitor indicado en la figura 6.13.

Al estar los condensadores Cy y Cs en paralelos, la capacitancia equivalente es:

KquA 4 K2€0A o E()A (/{1 + /{2)

Co=ChtCh=— 2d 2d

) (6.143)
Ejemplo 6.14. El espacio entre las placas de un capacitor de placas paralelas se llena
hasta la mitad con un material dieléctrico cuya constante dieléctrica es k = 2.00, tal como
se muestra en la figura 6.36a. Cuando el mismo capacitor se coloca en posicion horizontal,
se llena parcialmente con el material dieléctrico de la misma constante k = 2.00, como se
indica en la figura 6.36b. Para la configuracion horizontal, se determinard la altura hasta la
cual debe llenarse el capacitor con el material dieléctrico para que su capacitancia sea igual
a la que se obtiene cuando el capacitor estd en posicion vertical.

(a) (b)

Figura 6.36: Ejemplo 6.14. Dos capacitores parcialmente llenos de un material con constante dieléctrica «.

Solucion: El sistema descrito en la figura 6.36a se puede expresar de manera equivalente el
sistema indicado en la figura 6.37, para el cual se establece que,

o (%) oA
_ A2/ _ 2047 144
Cl d 2d 9 (6 )
_co (%) _ &4
Cy = K YR (6.145)

donde se considera que A corresponde al drea de las placas y d la distancia entre estas.
El sistema se interpreta como una combinacion en paralelo, de manera que la capacitancia
equivalente es,

C,=Ci+Cy=

A A g0A (1
0 f0_ S0 (+“). (6.146)

20 "0 T a3

Para el capacitor ubicado en forma horizontal, el sistema es equivalente al indicado en la
figura 6.38. En este caso, se identifica que d—1vy estd asociada a la separacion entre las placas
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del condensador C3, en tanto que y corresponde a la separacion entre placas del condensador
Cy. En este caso, se determina que

EQA
_ 54 14
C’3 d_y7 (6 7)
A
Cy = /@507. (6.148)

C1
a d b
<
Cs
K

Figura 6.37: Ejemplo 6.14. Configuracién equivalente asociada al capacitor indicado en la figura 6.36a.

La capacitancia equivalente de este sistema se puede evaluar a partir de:

r 1 n I n 1 d-y N Yy
OS N 03 04 n EOTI?/ /{% n 6014 IiéoA
1 Y 1 (kd—rKy+y
g0 < yr K g0 ( K >
1 [kd+(1—kK)x
_ 14
» [ L ] | (6.149)
de manera que:
keoA
Co=—-—"7""——. 6.150
rd+ (1 —RK)y ( )
1
Cs id-y)
Cyl K l:y

Figura 6.38: Ejemplo 6.14. Configuracion equivalente asociada al capacitor indicado en la figura 6.36b.

Ahora, el valor de y, deberd ser tal que Cs = C,, de manera que,

c, = G,
i
KkeoA oA (1 + k&
kd+ (1 —kK)y d ’

(6.151)
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que se reduce a

K 1 /1+k
—_— == 6.152
kd+(1—k)y d( 2 )’ ( )

2dk = (14 k)[kd+ (1 —kK)y]
= k(l+r)d+(1+r)(1-r)y
= k(1+r)d+(1+r)(1-kK)y, (6.153)
Yy se tiene que,
(1+k)(1—-kr)y = 2di —Kk(1+k)d
= kd(2—1—k)
= kd(l—k), (6.154)

lo que implica que se cumpla la siguiente identidad

(1+K)y = Kd, (6.155)
con lo cual g
= d, 6.156
YT aw) (6:156)
por tanto, para k = 2.00 se establece que
2
Y= §d' (6.157)

Ejercicio 6.11. El condensador de placas paralelas, con un drea A y una separacion entre
placas d, mostrado en la figura 6.39, estd lleno con tres materiales dieléctricos diferentes,
cuyas constantes dieléctricas son ki, Ko Y K3, Yy con espesores dy, dy y d3, respectivamente.
Mostrar que la capacitancia equivalente del sistema es:

d

d o d | ds°
H1+I€2+Ii3

Ceq = (6158)

P

A
LRl ' idy
Y
K2 idg
K3 *}dg
\J

1

Figura 6.39: Ejercicio 6.11. Capacitor de placas paralelas lleno con tres dieléctricos.
Ejercicio 6.12. La figura 6.40 muestra un capacitor de placas paralelas con un drea 4.00 X
10712 m?2, el cual estd lleno con dos ldminas de material dieléctrico, cada uno con un espesor
de 6.00 mm. Una de las laminas posee una constante dieléctrica de valor 3.50, mientras que
la constante dieléctrica de la otra es de 5.00. Determinar la carga que el capacitor almacena
st este es conectado a una bateria de 9.00 V.
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]

>

<--> <€~
J

L d/2

1

/2

Figura 6.40: Ejercicio 6.12. Carga en un capacitor lleno con dos materiales dieléctricos en “serie”.

6.4. Energia de un capacitor

Si en un tiempo t un capacitor tiene una diferencia de potencial entre sus conductores igual
a A¢, entonces el trabajo externo necesario para llevar una carga dq desde la placa cargada
negativamente hacia la placa cargada positivamente, vendra dado por:

AW epr = dqAo. (6.159)
Se debe observar, que a medida que el capacitor se carga, la diferencia de potencial A¢

aumenta. Ahora, el trabajo necesario para mover una carga () entre los conductores del
capacitor sera:

Q
W, — / g, (6.160)
0

Por otra parte, la capacitancia para un capacitor se define como

C= A%b = A¢ = %, (6.161)
por lo tanto,
1 Q 1q2Q Q2
= = | qdg==L| == 162
Weat C/qu o7 a0 (6.162)

El trabajo establecido en (6.162) corresponde a la energia potencial eléctrica almacenada
cuando un capacitor tiene una carga Q; es decir

Q2
U=—. 6.163
2C ( )
En un arreglo de capacitores en serie, paralelo o mixtos, la energia almacenada en el arreglo
se obtiene reemplazando en la expresiéon (6.163) la capacitancia C' por la capacitancia

equivalente del circuito C,.
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Ejemplo 6.15. Encontrar la energia potencial almacenada en el arreglo de capacitores
indicado en la figura 6.11.

Solucién: La capacitancia equivalente del circuito propuesto, fue encontrada en el ejemplo
(6.6), ecuacion (6.78) con un valor de

Cpede = 62C /41, (6.164)
y se encontré que la carga tenia un valor de (ver ecuacion (6.79))
62C
Qabcde = 11 V. (6165)

Por lo tanto, la energia almacenada en el arreglo serd:

U — Qopede o (%V)Q B 31V?

20w 2(8E) 4107

(6.166)

Ejercicio 6.13. Encontrar la energia potencial eléctrica almacenada en cada uno de los
capacitores indicados en la figura 6.11, para los cuales se tiene que:

C,=C, =3C,
Cy=Cy=C, =2C. (6.167)

Ejemplo 6.16. Para el sistema de capacitores mostrado en la figura 6.41, la diferencia
de potencial entre a y b es de 20 V. Las capacitancias de los capacitores son: Cy = 8.6uF,
Cy = A48ukF, C3 = 6.2uF, Cy = 11.8ul y Cs5 = 3.5uF. Para el sistema planteado, se
calcularad la energia total almacenada en el sistema y se determinard la energia almacenada

en el capacitor de 4.80 pF'.
S
~|CHCFQH>
a b
Cs

Figura 6.41: Ejemplo 6.16. Energia potencial eléctrica en un arreglo de cinco capacitores en configuracién en
mixta (serie y paralelo).

Solucion: El sistema mostrado en la figura 6.41 se puede reducir al circuito indicado en la
figura 6.42, donde los capacitores Cyy y Ceo estan dados por:

ST (L Loy 308 P (6.168)
< = \c, " G) T\860uF "a80pF) "~ UOHT '

1 1\! 1 1 -
Co = (—+—] = = 4.06 uF. 6.169
2 (@*YL) (6%MF+UﬁuF> a (6.169)
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Ct: 2

a._|07_< >_b

Cs

Figura 6.42: Ejemplo 6.16. Primera simplificacién del circuito indicado en la figura 6.41.

Ahora, bajo una simplificacion adicional el circuito se puede reducir al indicado en la figura
6.43, donde se tiene que:

Cuy = Coy + Cs = 4.06 uF + 3.50 uF = 7.56 uF. (6.170)

Cel Cc3
SR
Figura 6.43: Ejemplo 6.16. Segunda simplificacién del circuito indicado en la figura 6.42.

Finalmente, el sistema indicado en la figura 6.43 se reduce a un solo capacitor de capacitancia

1 1\ " 1 1 -1
Oy = _ —2.19 uF. 6.171
! (Oel * 053) (3.08 WF 756 ,uF) p (6.171)

Ahora, siendo que la diferencia de potencial entre los puntos a y b es de Vy, = 20V, la
energia del sistema es equivalente a la energia almacenada en Coy, y dado que

Q@ 1 1 2
=< _Z = 172
U 50 2QV 2C’(V) , (6.172)
la energia almacenada por el condensador C.y es:
1 1
Uy = 5Ces (V) = 5 (219 uF) (20 V)? =438 J. (6.173)

Al estar los condensadores Cyy y Ceg en serie, la carga que almacenan es la misma que aquella
correspondiente al condensador Cey, la cual es dada por:

Qes = CogVip = (2.19 uF) (20 V) = 43.8 uC, (6.174)
con lo cual, se determina que la carga de los condensadores Coy y Ceg €s:

Qes = Qe1 = Qez = 43.8 pC. (6.175)

Ahora, la capacitancia Cey resulta también de la combinacion en serie de los condensadores
C1 y Cy, por tanto, se puede establecer que la carga que almacena el condensador Cy =
4.80 pF' es:

Qe1 = Q1 = Qo =438 uC. (6.176)

Asi, la energia potencial correspondiente a este condensador es:

Q3 (438u0)

U, = —
720, 2(4.80 uF)

=0.19 mJ. (6.177)
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Ejemplo 6.17. Para el circuito mostrado en la figura 6.44, la diferencia de potencial
entre a y b es de 8 V y las capacitancias son: C; = 20uF, Cy = 10uF, C3 = 40uF,
Cy = 50uF, C5 = 30uF y Cs = 25uF. Para la configuracion planteada, se determinard la
energia almacenada en el sistema.

e W

HHF

Cy Cs Cy Cs
Figura 6.44: Ejemplo 6.17. Energia almacenada en un arreglo de seis capacitores en configuracién mixta.

Solucién: El circuito mostrado en la figura 6.44 se puede reducir al circuito indicado en la
figura 6.45. Las capacitancia Coy y Cey sonN:

1 1\! 1 1 -
Co = (=—+=—] = = 13.3 uF. 6.178
! (01 i 03) (20.0 WF 0.0 MF) a (6.178)

11 1\ 1 1 1 -
Cop = ([=—+—+—=—) = = 10.7 puF6.179
2 (04 o 06> (50.0 WF 300 uF | 250 MF) HkG-179)

Ce1
aﬂﬂ%#’
Cy Ceo

Figura 6.45: Ejemplo 6.17. Primera simplificacién al arreglo de capacitores indicado en la figura 6.44.

Ahora, el sistema indicado en la figura 6.45 se puede simplificar al indicado en la figura 6.46,
donde la capacitancia C.3 viene dada por:

Cuy = Coy + Cy = 13.3 uF +10.0 pF = 23.3 puF, (6.180)

Finalmente, el sistema se reduce a un circuito de un solo condensador de valor:

1 1\! 1 1 1
CLy = - — 73.3 uF. 6.181
! (Ce2 * Ceg) (10.7 WP 233 uF> K (6.181)

i

0523 062

Figura 6.46: Ejemplo 6.17. Segunda simplificacién al arreglo de capacitores indicado en la figura 6.44.

Ahora, la energia total del sistema es aquella almacenada por el capacitor Coy, de manera
que:

| 1
Ucw = 5Cet (Va)* = 5 (733 uF) (85 V)* = 264 m.]. (6.182)
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Ejercicio 6.14. Para el sistema de capacitores descritos en el Ejemplo 6.16, calcular la
energia potencial asociada a los demds capacitores.

Ejercicio 6.15. Para el sistema de capacitores indicados en el Ejemplo 6.17, calcular: a) La
carga almacenada por los capacitores Cy y Cg, b) la diferencia de potencial en los capacitores
Cy y Cs, ¢) la energia asociada a cada capacitor. Lo anterior teniendo en cuenta que: Cy =
20uF, Cy = 10uF, C3 =40uF, Cy = 50uF, Cs = 30uF y Cs = 25uF.

Ejercicio 6.16. Cuatro capacitores son conectados como se muestra en la figura 6.47. Para

una diferencia de potencial entre los puntos a y b de 25 V', calcular la energia almacenada
por cada capacitor en el circuito.

20.0uF  15.0uF

N lamlsit?
| |

6.0uF

Figura 6.47: Ejercicio 6.16. Energia almacenada en cuatro capacitores en arreglo mixto.

Ejercicio 6.17. La figura 6.48 muestra un sistema de capacitores con las siguientes capacitancias:
Cy =480 uF, Cy = Cy =240 puF y C3 = C5 = 9,5 pF'. Para el sistema descrito calcular

la energia potencial del sistema y la energia potencial correspondiente a cada capacitor si la
diferencia de potencial entre el punto a y b es de 250 V.

4 Cy

Cy Cs

Figura 6.48: Ejercicio 6.17. Energia almacenada en cinco capacitores en arreglo mixto.

Ejercicio 6.18. La diferencia de potencial entre los puntos a y b para el sistema de capacitores
que se indica en la figura 6.49 es de 2.0 V. Calcular la energia potencial del sistema en caso
que el interruptor S esté abierto y para cuando esté cerrado.

2.0uF  4.0uF

4.0pF  2.0uF

Figura 6.49: Ejercicio 6.18. Energia potencial de cuatro capacitores con configuraciones: con interruptor
cerrado e interruptor abierto.

Ejercicio 6.19. Dos capacitores se conectan en serie y la combinacion se conecta a una
bateria de 10.0 V.. Un capacitor posee una capacitancia de 6.00 uF' y la diferencia de potencial
a través del otro es de 5.00 V. Determinar la capacitancia del sequndo capacitor y la energia
almacenada en cada capacitor.
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Ejercicio 6.20. Una lamina de material dieléctrico, caracterizada por una constante Kk y
espesor b, se ubica exactamente en la mitad de un capacitor de placas paralelas de drea A y
separacion d (ver figura 6.50). Para la situacion planteada, calcular: a) la capacitancia del
sistema. b) Si una carga Q se distribuye entre las placas, encontrar la razén entre la energia
almacenada por el condensador antes y después de insertar el material dieléctrico.

Figura 6.50: Ejercicio 6.20. Capacitor parcialmentemente lleno de material dieléctrico.

Ejercicio 6.21. En la figura 6.51 se muestra un sistema de dos capacitores de placas paralelas
A y B conectados través de una diferencia de potencial suministrado por una bateria de
650 V. Cada placa tiene una drea de 90.0 cm? y una separacion entre placas de 50.0 mm. El
condensador A estd lleno de aire en tanto que el B estd lleno de un material de constante
dielectrica k = 3.50. Para el sistema planteado calcular: a) la intensidad del campo eléctrico
en cada una de los condensadores. b) Determinar la densidad superficial de carga de cada
condensador. ¢) La energia del sistema y la de cada condensador.

B A
|_i I
i K ]

! 1

Figura 6.51: Ejercicio 6.21. Energfa almacenada en condensadores en paralelo.

Pregunta 6.1. St se duplica el voltaje aplicado a un capacitor, ;qué sucede con la carga
almacenada?

a. Se duplica
b. Se reduce a la mitad
c. Se mantiene igual

d. Se cuadruplica

Pregunta 6.2. Dos capacitores de 6uF" y 3uF estan en paralelo y se conectan a una bateria
de 12V. Luego, se desconectan de la bateria y se conectan entre si con placas de signos
opuestos en contacto. ;Cudl es la diferencia de potencial final?

a. 4V
b. 6V
c. 8V
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d. 10V

Pregunta 6.3. En un capacitor de placas paralelas, si la distancia entre placas se duplica y
la carga se mantiene constante, ;qué sucede con la diferencia de potencial?

s

. Se duplica
b. Se reduce a la mitad
c. Se mantiene constante

d. Se cuadruplica

Pregunta 6.4. Cinco capacitores de placas paralelas tienen las siguientes dreas de placa y
separaciones entre placas:

Capacitor 1 (Cy): drea ag, separacion dy.

Capacitor 2 (Cy): drea 3ag, separacion 3dy.

do
> -

Capacitor 3 (C3): drea 2aqg, separacion

Capacitor 4 (Cy): drea %L

5, separacion 2dy.

do
3

Capacitor 5 (Cs): drea ag, separacion
En ese caso, el orden de los capacitores de menor a mayor capacitancia es:

a. Oy < Cy<(C) < Cy<Cy
bh. Cy < Cy < C) < Cs < (s
c. Ci <Oy < Cy<Cy<Cy
d. Cp<(C; <y < (C3<Cy

Pregunta 6.5. Un capacitor de placas paralelas tiene un drea de placas de 0.3m? y una
separacién entre placas de 0.2mm. Para obtener un campo eléctrico de 1.5 x 10°V/m entre
las placas, scudl debe ser la magnitud de la carga en cada placa?

a. 0.5uC
b. 1.0uC
c. 2.0uC
d. 4.0uC
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Pregunta 6.6. Considerar un capacitor esférico de radio interno Ry y radio externo Ry, en
ese sistema la capacitancia es proporcional a

Ry
Rs

b. Ry — Ry
c. R3— 12

Ry Ry
d. 725

Pregunta 6.7. La capacitancia de un capacitor cilindrico puede aumentarse mediante:

a. Disminuir tanto el radio del cilindro interno como la longitud.
b. Aumentar tanto el radio del cilindro interno como la longitud.
c. Aumentar el radio del cilindro externo y disminuir la longitud.

d. Disminuir el radio del cilindro interno y aumentar el radio del cilindro externo.



7— Corriente Eléctrica

En general las cargas eléctricas estan en movimiento, lo cual conlleva a importantes consecuencias
fisicas mas alla de las propiedades ya estudiadas por solo la presencia de cargas eléctricas en el
espacio (como el campo eléctrico). Por lo cual, el estudio del movimiento de cargas eléctricas

es de fundamental importancia para entender conceptos fisicos, como campo magnético y
ondas electromagnéticas, entre otros. Como punto de partida se comienza por definir el
concepto de corriente eléctrica.

Para analizar el movimiento de portadores de carga dentro de un medio, se contabilizan las
cargas que atraviesan una seccion transversal del mismo. La corriente eléctrica se define como
la cantidad total de carga que pasa a través de dicha seccién transversal en un intervalo de
tiempo.

El medio por el cual las cargas pueden moverse puede ser un fluido (gas o liquido), un sélido,
o incluso el espacio vacio. Las cargas en movimiento pueden ser positivas (como protones o
iones positivos) o negativas (como electrones o moléculas con exceso de carga negativa). Una
solucion de agua y sal es un buen conductor, en el que los portadores de carga son moléculas
cargadas que se desplazan a través del fluido, generando corriente eléctrica.

En un sélido conductor, existen electrones débilmente ligados a los atomos que componen
el material, lo que permite un trasporte relativamente facil de cargas. Este movimiento es
posible generalmente cuando se aplica una diferencia de potencial a lo largo del material.

En este texto se presenta unicamente el estudio de corriente eléctrica a través de medios
conductores solidos; es decir, se considera que los portadores de carga son electrones libres,
y cuando se haga referencia a un conductor, se debe entender que se trata de un sélido
conductor.

Un conductor (como por ejemplo un cable cilindrico) presenta una érea transversal al flujo
de electrones (ver figura 7.2) y en cualquier parte del material se puede establecer el nimero
de cargas Aq que atraviesa la seccion transversal del mismo en un intervalo de tiempo At. La
corriente se define entonces como la carga que atraviesa una area transversal del conductor
en un intervalo de tiempo, cuando dicho intervalo tiende a cero, lo cual matematicamente se
expresa como:

Ag d
S I

At—»0 At dt’ (7.1>
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La corriente eléctrica es un escalar, por lo tanto, no tiene una direcciéon asociada como
ocurre con las cantidades vectoriales. Es importante senalar que, en muchos libros de texto,
se asigna una direccion convencional a la corriente eléctrica basdandose en la velocidad de los
portadores de carga positiva dentro del conductor ( o su equivalente en caso de portadores
con carga negativa). Sin embargo, dicha direccién corresponde realmente al vector velocidad
de las particulas en movimiento, no a la corriente como tal.

Una caracteristica importante en la definicién de corriente eléctrica es que la carga eléctrica
asociada siempre se considera positiva, incluso cuando las particulas en movimiento tienen
carga negativa. Para ilustrar este concepto, se presenta la siguiente situacién: se considera un
conductor cilindrico donde se senalan dos puntos como se observa en la figura 7.1. Ademas,
se asume que un electrén con carga e (e =~ 1.6 x 107'%) se encuentra en la posicién A del
conductor en el instante t = t;, y que en el tiempo 5 se ha desplazado al punto B. En este
caso, se puede establecer que durante el tiempo At = t, — t1, una carga igual a —e (—e < 0)
se movio desde el punto A al punto B, es decir, de izquierda a derecha.

Bajo esta interpretacién, se entiende que en intervalo At, el punto A aumento su carga en una
cantidad +e (4+e > 0), mientras que el punto B la disminuy6 en la misma cantidad —e. Esto
puede interpretarse como el movimiento de una carga positiva +e de derecha a izquierda
durante el mismo intervalo de tiempo At. Esta convencion, basada en el desplazamiento
equivalente de carga positiva, es la que se utiliza en la definiciéon de corriente eléctrica,
incluso cuando los portadores de carga son negativos.

Figura 7.1: Interpretacién de la corriente eléctrica con portadores de carga negativa.

A pesar de lo mencionado anteriormente, en un gran nimero de textos (y también en este
texto), la corriente se representa esquematicamente mediante una flecha. Aunque una flecha
es una notacién tipica de una magnitud vectorial, es importante aclarar que la corriente
eléctrica es una magnitud escalar. El uso de la flecha tiene como propésito indicar la direccion
del flujo de particulas cargadas en el material conductor (o la direccién opuesta en el caso
de cargas negativas). Esta direccién estd asociada, en realidad, al vector velocidad de las
particulas cargadas, o en materiales dhmicos ! a la direccién del campo eléctrico en cada
punto del conductor. En ningtin caso debe interpretarse que la flecha representa una direccion
inherente a la corriente eléctrica segin su definicién formal dada por la ecuacién (7.1). Por
lo tanto, cuando se utilice una flecha para representar la corriente, debe entenderse que
esta simboliza la direccion de una magnitud vectorial relacionada, como la velocidad de los
portadores o el campo eléctrico, y no una propiedad vectorial de la corriente misma.

I Materiales que obedecen la ecuacién (7.11) que se explicard en una préxima seccién
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En el Sistema Internacional de medidas la unidad fundamental de corriente eléctrica es el
Amperio y teniendo en cuenta (7.1), un amperio (A) es:

Culombio
A= —r0. 7.2
sequndo (72)

En un conductor los electrones siempre estan en movimiento a velocidades muy altas, pero
dicho movimiento es aleatorio y en general no existe un desplazamiento neto de los portadores
de carga a lo largo del material. Cuando existe un campo eléctrico a lo largo del conductor,
a pesar de los miltiples choques que sufren los electrones con los atomos del material y
otros electrones, se genera un desplazamiento neto a lo largo del conductor (los electrones se
mueven en direccién contraria al campo). El desplazamiento neto de los electrones se asocia
a la velocidad de deriva vg, que es muy pequena en comparacion con la velocidad que en
general tienen los electrones en el material; es decir, los electrones en presencia del campo
eléctrico se mueven chocando unos con otros en el proceso, pero en promedio tienen una
velocidad en direccién contraria al campo eléctrico, que representa la velocidad de deriva.

La corriente en un conductor se puede escribir en términos de la velocidad de deriva. Para
deducir dicha relacién, se hard uso de la figura 7.2 donde se ha esquematizado un volumen
AV de un conductor cilindrico.

Figura 7.2: Movimiento de portadores de carga en un conductor lineal

Se asume que todas las particulas dentro del volumen AV se mueven a lo largo del conductor
con una velocidad de deriva constante @, en la direccién ¢ como se muestra en la figura 7.2.
Con base en esto, las particulas situadas en el extremo izquierdo del volumen AV requieren
un tiempo At = Ax/vy para recorrer la distancia Ax asociada al volumen AV. Si las
particulas en el extremo izquierdo del volumen AV demoran At en atravesar dicho volumen,
entonces cualquier electrén que se encuentre dentro del volumen AV saldra de este en un
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tiempo menor que At. Esto implica que todas las particulas contenidas en el volumen AV
abandonan dicho volumen en un tiempo At. El nimero de particulas que salen del volumen
AV durante el tiempo At se denota N,,.. Por otra parte, el nimero de portadores de carga
en el material por unidad de volumen esta dado por:

n=N/V, (7.3)

donde N representa al niimero total de portadores de carga y V' el volumen total del material;
es decir, n representa una densidad de portadores de carga. Si n es uniforme a lo largo de
todo el material, entonces se tiene que:

Ny = nAV. (7.4)

El nidmero de cargas N, por la carga de cada electrén (g) representa la carga total AQ en
el volumen AV tal que: AQ = N,yq. La carga AQ = N,q atraviesa la seccién A; (seccién
transversal del conductor) en el tiempo At. Por lo anterior la corriente sobre el drea A; estd
dada por:

N, A
avld_ nqg lfm —V (7.5)

I=Jim = Am At—0 At

At—0 At - A}SHO At

Por otra parte, geométricamente AV = A,Ax, por lo tanto:

, AV Az
f=ra iy A = A A 0

Finalmente, teniendo en cuenta que vy = lima;_sq %, se tiene que:

I = nqAv,. (7.7)

El resultado anterior muestra una dependencia explicita de la corriente con el area transversal
del conductor; ademaés, existe una relacion con la magnitud de la velocidad de deriva. Por esta
razon, es util definir una nueva magnitud vectorial, independiente del area transversal, cuya
direccién corresponde a la direccion del campo eléctrico o a la velocidad de deriva (siempre
que la velocidad sea originada exclusivamente por el campo eléctrico). Tal magnitud se conoce
como la densidad de corriente y se denota como J. La magnitud de la densidad de corriente
se define como:

Al dI

J=m AT

(7.8)
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La direccién de la densidad de corriente corresponde a la velocidad de deriva en cada
punto del conductor. Teniendo en cuenta la definicién (7.8) y la ecuacién (7.7), se tiene
que (tomando A; = A):

dI
J = T4 = 4, (7.9)

J = qni,. (7.10)

La densidad de corriente se puede definir directamente en términos del campo eléctrico en
ciertos materiales (denominados materiales éhmicos), a través de la ley de Ohm, la cual se
puede escribir en la forma:

J=0E, (7.11)

donde o se denomina conductividad del material(no se debe confundir con la densidad
superficial de carga) y es un pardmetro que depende de las propiedades fisicas del material
que se mide en unidades del inverso de ohmnios por metro? (1/(€2 - m)). La conductividad
es un coeficiente que indica, en cierto modo, qué tan facil es poner en movimiento las cargas
en un conductor: a mayor conductividad, mayor sera la densidad de corriente.

Otra magnitud importante es la resistividad, que se define como el inverso de la conductividad:

p= (7.12)

Q|+~

La resistividad se mide en metros por ohmnios (m -€2). En general la resistividad (y de igual
forma la conductividad) es una propiedad de los materiales que depende de la temperatura.
Para metales y para cierto intervalo de temperatura, la relacién entre resistividad y temperatura
viene dada por:

p(T) = po (1 + (T —Tp)). (7.13)

El valor py es la resistividad del material medida a la temperatura 7j (una temperatura
de referencia, como la temperatura ambiente) y constituye una condicién inicial para la
ecuacion (7.13). Por otra parte, o es una constante adimensional denominada coeficiente
de temperatura para la resistividad, que depende del material. En general, se determina
experimentalmente en laboratorios, y existen tablas con valores de o para diversos materiales
que se pueden consultar en la literatura.

2 Los ohminos corresponden a la unidad de medida de la resistencia eléctrica, que se simboliza con la
letra griega 2 y que se definird en la seccién (7.1) en la expresién (7.42) a partir de la ecuacién (7.41).
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Para algunos materiales, tales como el aluminio, cobre, hierro, entre otros, la constante de
resistividad es positiva. Por tanto, para una temperatura 17" > Tj, se puede deducir a partir
de (7.13) que la resistividad aumenta a medida que se incrementa T'; es decir, al aumentar
la temperatura, el material dificulta el movimiento de los portadores de carga. Esto se debe
a que los dtomos del material vibran con mayor amplitud, lo que incrementa la probabilidad
de choque de los portadores de carga médviles, y por tanto disminuyendo su velocidad.

Ejemplo 7.1. La densidad de corriente en un alambre cilindrico estd dada por: j(p) =
C'p/l;, donde p es la distancia radial medida desde el eje central, en tanto que C es una
constante con unidades de corriente sobre volumen. FEl radio del alambre es R. Para la
configuracion planteada se encontrard: a) la corriente transportada por el alambre, b) la
corriente a tmvéste un anillo concéntrico al alambre que tiene un ancho radial de % Y cuyo

radio interior es 5

Solucion:

a) La corriente transportada por el alambre se determina a partir de:

I:/f-daj (7.14)
S

por lo tanto, la corriente eléctrica representa el flujo del vector de densidad de corriente.
Dada la simetria del problema, es conveniente resolver el problema en coordenadas
cilindricas con lo cual el elemento de drea da asociado a la superficie S, viene dado
por:

da = dak = pdpdok, (7.15)

de manera que la corriente total transportada por el alambre es:

I = /S (OpE) - (pdpdqu) =C /0 Rdep /0 2ﬂd¢

%RS 2
L 21 g
= ?R C. (7.16)
b) Ahora, para la corriente contenida en el anillo de ancho radial 1—%, se tiene que :
I = /J-do_i:B/ p2dp/ dgf):QﬂB/ p2dp
S % 0 %
—
2w
2R 3 3
1 5 2T 3 R
= 2tB(=p*| ==B|(=R) — (=
" <3P > L 3 (5 ) ( 2 )
91 3
= — B. 1
15007TR (7.17)

Ejemplo 7.2. En este ejemplo, se evaluard la corriente en un alambre de seccion transversal
circular de radio R, si la magnitud de la densidad de corriente es dada por: a) J (p) = Jo% y
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b)J(p) =Jo (1 — %), donde p corresponde a la coordenada radial en coordenadas cilindricas,
y Jo es una constante medida en amperios por metro cuadrado. La densidad de corriente se
dirige a lo largo del eje de simetria del cilindro.

Solucion:

_ D (133> (27) = %WJORQ. (7.18)

b) De manera similar, para el caso donde J (p) = Jo (1 — &), se tiene:

I = /S [Jo (1 — %) E} - <pdpd¢E) =J, /OR (1 - %) pd,o/o% do

2
R 1 (B 1 1 /1
= 27 dp — — 2dp | =27y |=R2— = [ =R?
WO/OPP R/OPP 70[2 R<3 )}
N—— N——
3 R? 3R
T 59
= -R%J,. (7.19)

3

Ejemplo 7.3. Un conductor transporta una corriente cuya funcion con respecto al tiempo
viene dada por: I (t) = Iye™+, donde Iy = 3.0 A es la corriente medida a t = 0.0 s y donde
7 = 0.50 s. Para la situacion descrita, se determinard la carga que fluye por el conductor
entret =0.0 s yt =4r.

Solucion: La corriente que circula en un conductor por definicion, estd dada por:

I(t) = dz—ff), (7.20)

por lo tanto, la cantidad de carga dq transportada en un intervalo de tiempo dt es:
dq (t) = I(t)dt, (7.21)

a partir de lo cual se puede establecer que la carga que circula en un intervalo de t = 0s
hasta un tiempo t arbitrario es:

Q t
/0 dg(t) = Q (t) = /0 1(¢)dt, (7.22)
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por lo tanto,

6, b o
Q) = /[oe_fdt’zlo/ erdt =1 (~7e77)
0 0 0

- h <1_6_£>‘ (7.23)

Ahora, para un t = 41 se tiene,

Qr) = 1l (1 — e’%> =171l (1 — 674)
= (0.50 5) (3.0 A) (1—e7?)
1.47 C. (7.24)

Ejemplo 7.4. La definicion mds general del coeficiente de temperatura para una resistencia

se expresa como:
1dp

o= ——

pdT’
donde p es la resistividad medida a una temperatura T. Si se asume que o es constante, se
encontrard una relacion para la resistividad en funcion de la temperatura.

(7.25)

Solucién: De la relacion (7.25) se puede deducir que:

d
Fp — adT, (7.26)

integrando 7.26 con las condiciones: p = po para T = Ty, y p(T) para una temperatura
arbitraria T', se tiene que

p(T) T
/ w o _ / ar’, (7.27)
PO P To

+
p(T)
Inp = Inp(T)—Ilnpy=a (T -1T), (7.28)
Po
i
T
In [p( )} = a(T-Ty), (7.29)
Po
resultado que se puede escribir como:
p(T) = poeTT0). (7.30)

Ahora, si se considera que o (T — Ty) < 1, es posible aproximar la relacion anterior utilizando
la siguiente expansion,
ef~1+u si r < 1. (7.31)

De manera que:

p(T) = poe® =) ~ po | 1+ (T — TO)] : (7.32)

El anterior resultado da la relacion de la resistividad en funcion de la temperatura introducido
en la ecuacion (7.13) .
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Ejercicio 7.1. La magnitud de la densidad de corriente en un alambre cilindrico de seccion
transversal circular de radio R es dado por: J(p) = Cp?, donde C' es una constante (la
direccion de la densidad de corriente se encuentra a lo largo del eje de simetria del alambre)
. Calcular la corriente a través de un disco circular, delimitado entre p = %R yp=R.

Ejercicio 7.2. Un alambre cilindrico de radio r posee una resistencia R. Evaluar la resistencia
de un sequndo alambre hecho del mismo material que posee la mitad de la longitud y la mitad
del didmetro del alambre original.

Ejercicio 7.3. La corriente en un alambre cambia con el tiempo de acuerdo con la relacion:
I(t) =1y —at?, con I = 60 A ya =075 8%. Calcular la cantidad de carga que cruza
la seccion transversal del alambre en el intervalo de tiempo comprendido entre t = 0.0 s y
t =10.0 s.

Ejercicio 7.4. La carga que circula en un cable se modela por medio de la siguiente ecuacion:
t .

q(t) = qoe~T, donde go = 15.0 C y T = 10 s. Para el caso planteado calcular: a) La corriente

ent = %T, b) evaluar el instante en que la corriente se reduce a la mitad de su valor inicial.

Ejercicio 7.5. Una barra en_forma de cubo de lado L = 4.0 cm, posee una densidad de
corriente dada por: J = Joe?%k , donde Jy = 0.40 2y B=12x10"% m~'. La disposicion
de la barra sobre un eje cartesiano se indica en la figura 7.3. Para el sistema planteado,
calcular la corriente que pasa por una cara perpendicular al eje z y que corta al eje z en el
punto z = 0.

\

z

Figura 7.3: Ejercicio 7.5. Célculo de corriente eléctrica por una cara de un cubo.

7.1. Ley de Ohm y resistencia eléctrica

En la ecuacién (7.11) se ha definido la densidad de corriente en términos del campo eléctrico,
relacion que se conoce como la ley de Ohm. Sin embargo, existen otras expresiones equivalentes
para la ley de Ohm, una de las cuales relaciona la diferencia de potencial entre dos puntos
de un conductor y la corriente que circula por dicho conductor. Para deducir dicha relacién
en forma sencilla a partir de (7.11), se considera un conductor con un segmento recto entre
dos puntos a y b donde circula una densidad de corriente constante que se pueda escribir
como J = I /A. En ese caso se tiene que:

I i}

J = b =0k, (7.33)
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donde E representa un vector unitario adimensional en direcciéon E. Si se multiplica la
expresion por el desplazamiento infinitesimal a lo largo del conductor dl y se integra entre
los puntos a y b del conductor, se tiene que:

b] 5 b_) .
/ZE~dl:a/E~dl (7.34)

Ahora, teniendo en cuenta que la diferencia de potencial entre el punto a y b se define como:

a b
A¢:—/ E-?:/E-Jz, (7.35)
b a

se tiene que:

b I .
/ Spedl= oo (7.36)

Dado que se ha asumido una densidad de corriente constante, donde tanto I como A se
mantienen constantes en el tramo comprendido entre a y b, y adicionalmente que el campo
eléctrico esta en direccion del desplazamiento infinitesimal JZ, el lado izquierdo de la expresiéon
(7.36) se puede escribir como:

b1 I I I
/azEdl—Z/adl—Z(a—b)—ZL, (737)

donde L representa la distancia entre a y b. Con lo anterior la ecuacién (7.36) toma la forma:

éL — oA (7.38)

Denotando A¢ =V, a partir de (7.38) se tiene que:

V=1 (é) =7 (%) . (7.39)

. I 1L . . . , .
La cantidad (”7) que aparece en la dltima expresion se conoce como resistencia eléctrica
del material conductor y se representa con la letra R, la cual depende de las caracteristicas
fisicas y geométricas del material, es decir:

no (PLY 7.40
() (7.40)
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Como se observa a partir de (7.40), la resistencia aumenta con la longitud del material, ya
que al incrementarse la longitud, también lo hace el nimero de choques de los portadores de
carga en el conductor. Por otro lado, la resistencia disminuye al aumentar el area transversal,
dado que una mayor area permite la circulacion de un mayor nimero de portadores de carga.
Asimismo, la resistencia aumenta al incrementarse la resistividad del material. Finalmente,
se tiene que una forma equivalente de la ley de Ohm esta dada por:

V = RI, (7.41)

donde V' corresponde a la diferencia de potencial entre dos puntos de un conductor que
transporta una corriente I, y R es la resistencia del material. A partir de (7.41), es posible
determinar las unidades de la resistencia eléctrica. Dado que en el sistema internacional la
diferencia de potencial se mide en voltios V' y la corriente en amperios, se obtiene que la

unidad fundamental de la resistencia eléctrica esta dada por la relacién %. La anterior
relacion se conoce como ohmios y se denota como {2, tal que:
, Voltios
Q= Ohmio = ————. (7.42)
Amperios

Aunque la expresién (7.41) se obtuvo a partir de (7.11) tomando consideraciones especiales,
la férmula (7.41) es general y se aplica para todo material 6hmico.

Potencia disipada por una resistencia

Se sabe que el trabajo necesario para trasladar una carga dq entre dos puntos que presentan
una diferencia de potencial A¢ es:

W = —dgAd, (7.43)

En una resistencia, las particulas viajan de puntos de mayor potencial a puntos de menor
potencial (por eso a la diferencia de potencial sobre la resistencia se le denomina caida de
potencial), por lo tanto, A¢ < 0. Si se denota |A¢| = V, el trabajo sobre una particula
dq al pasar por una resistencia R se puede expresar como: W = dqV'. El trabajo descrito
anteriormente también corresponde a la energia potencial perdida por la carga dq al pasar
por la diferencia de potencial V. Con lo cual, la potencia P asociada a la resistencia; es decir,
la energia disipada por la resistencia en la unidad de tiempo sera:

dW  dg
P=—=—-V=1V 7.44
dt dt ’ (7.44)
y teniendo en cuenta la ley de Ohm, la expresion para la potencia también se puede escribir
como:

P =1V =I(IR) = I’R. (7.45)
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Ejemplo 7.5. En este ejemplo se hace uso de la ecuacién (7.40) para determinar la
resistencia que tiene un conductor con geometria cilindrica, con radio interior a, radio
exterior b y con resistividad p. La resistencia se evalia en direccion perpendicular al eje
de simetria. En dicho caso a medida que las cargas recorran el material, el drea transversal
aumenta. Si se desea calcular la resistencia que el cilindro tendria cuando las cargas se
mueven a lo largo del eje de simetria, el drea transversal se mantendria constante (se deja
como ejercicio para el lector).

Figura 7.4: Resistencia eléctrica a lo largo del eje “radial” para un conductor cilindrico.

Solucion: Si el cilindro en estudio se sitia en una region donde existe un campo eléctrico
en direccion 7 radial 3, como se indica en la figura 7.4, entonces los electrones libres en
el material se moverdn en direccion —r. Ya que el drea transversal aumenta conforme r
aumenta, es necesarto establecer inicialmente la resistencia para un elemento cilindrico de
espesor dr (longitud a lo largo de la cual se mueven los electrones) y drea transversal A (drea
de la parte lateral del elemento cilindrico) dada por:

A=2mrL, (7.46)

donde L representa la longitud del cilindro. A partir de (7.40), la resistencia dR del elemento
cilindrico esta dada por:

dr
o2mrL’

Para obtener la resistencia total, se deben “sumar” las contribuciones de todos los elementos
cilindricos de espesor dr que componen el conductor cilindrico, lo cual se hace mediante una
integral, tal que:

dR = p (7.47)

b
dr
= . 4
h /a p27rrL (7.48)

3 Aunque en coordenadas cilindricas la notacién usual para la direccién en mencién es p, dado la confusién
que se puede presentar con la resistividad, se ha optado por utilizar la notaciéon usual en coordenadas polares
7.
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Teniendo en cuenta que la resistividad es constante a lo largo del material, se tiene que:

p “dr P b
- — =" In-. 7.49
2rL Jy r  27wL " (7.49)

Ejemplo 7.6. La region entre dos esferas conductoras concéntricas de radios i y o se
encuentra llena de un material conductor cuya resistividad es p. Para la situacion planteada,
se calculard la resistencia que presenta el material entre los dos cascarones esféricos,es decir,
en direccion radial. Adicionalmente, se evaluard la densidad de corriente cuando se establece
una diferencia de potencial entre los cascarones esféricos igual a AV'.

Solucién: La resistencia a lo largo de un material de resistividad p, evaluada entre dos
puntos separados por una distancia L, a través de una seccion transversal A, viene dada por
la expresion (7.40):

L

En la ecuacion (7.50), se asume que el drea transversal A es constante en todo punto a lo
largo de la longitud L. Sin embargo, esta condicion no siempre se cumple. Por ejemplo, al
medir la resistencia entre dos cascarones esféricos de radio r1 y 12, la longitud L en (7.50)
corresponderia la distancia definida por |ro—r1|. Sin embargo, en este caso, el drea transversal
entre los cascarones esféricos no es constante, sino que varia entre el drea 4mwr? y 4wri. Por
esta razon, la expresion (7.50) deja de ser vdlida. Para solucionar esta dificultad, se evalia
primero la resistencia entre dos puntos separados por una distancia infinitesimal dl, lo cual
se obtiene al diferenciar (7.50). Asi, que se tiene que:

dl
dR = p—, (7.51)
A

donde A representa el drea transversal a lo largo del elemento diferencial dl, la cual se
considera constante en dicho intervalo. La resistencia total del material se obtiene integrando
la expresion (7.51). Volviendo al problema en estudio, la resistencia dR, dada por (7.51),
corresponde a la resistencia de un cascardn esférico de radio v, espesor dr y drea 47wr? (ver
figura 7.5). Por lo tanto, se tiene que:

(7.52)

Figura 7.5: Ejemplo 7.6. Resistencia eléctrica entre cascarones esféricos concéntricos.
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Por tanto, la resistencia entre las dos esferas concéntricas es:

R - /” dr p /”dr_ p 1\"
) P2 ~ 4r . T2 Am r)
- ()=t (7.5

4T \ry 1o drrory

Ahora, siendo que la diferencia de potencial AV se da entre los cascarones, la ley de Ohm
establece que la corriente que circula es:

A A 4
L L RN (7.54)
Rdemn) o p(ry =)
Trory

Por lo tanto, la densidad de corriente que fluye a través de la esfera de radio r es:

Anror1 AV
oL e i AV (7.55)
A Amr? p(ro—mry) 127 '

relacion que muestra la dependencia de la densidad de corriente con el radio.

Ejemplo 7.7. Un material de resistividad p tiene la forma de una cuna, como se muestra
en la figura 7.6. Calcular la resistencia entre las caras A y B.

Figura 7.6: Ejemplo 7.7. Resistencia eléctrica asociada a un material en forma de cuna.

Solucion: Dado que el drea transversal de la cuna entre las caras A y B no es constante,
para resolver el problema es necesario utilizar la relacion (7.51)

dl
dR = p. (7.56)

Teniendo en cuenta que la corriente va a circular de la cara A hasta la B, se tiene en este
caso que dl = dx. Ahora, el elemento de drea A se entiende como la seccion transversal
localizada a una distancia x del origen, cuyo valor depende de la coordenada y (la altura de
la cuna), y viene dado por la expresion:

A = yw, (7.57)
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donde w es el ancho constante de la cuna en la direccion perpendicular al plano xy. De este
modo, se puede expresar la resistencia dR como:

dR = p—. (7.58)

Para establecer una relacion entre las variables x y vy, se considera el origen de coordenadas
en el extremo inferior izquierdo de la cuna, como se indica en la figura 7.6, donde se muestra
también los ejes coordenados xy. Asi, es posible establecer una relacion lineal entre la altura
de la cuna y la distancia x en la forma:

y =mz+y, (7.59)

donde las constantes m y y, corresponden a la pendiente y al intercepto de la recta que define
la inclinacion de la parte superior de la cuna, de acuerdo con el sistema de coordenadas y el
origen establecido (ver figura 7.6). A partir de las caracteristicas geométricas del problema,
se puede establecer que la pendiente m estd dada por:

Yo —
= , 7.60
= (7.60)
Por lo tanto, la relacion entre la altura y y la distancia sobre el eje x para la cuna, puede
escribirse como,
Yo — W
y = ( >x+y1. (7.61)
L
El resultado anterior permite expresar
dx d
dp=L% =7 ’ (7.62)

wy w((m) ety

La resistencia entre la cara A y B se obtiene de integral la expresion anterior, es decir,

:_/ z

(") rem)],
In <Zj) (7.64)

Ejemplo 7.8. Se tiene un capacitor de placas paralelas de drea A y distancia entre
placas d. Adicionalmente, el material dieléctrico entre las placas del capacitor tiene una
conductividad o y una constante dieléctrica k. Para la configuracion planteada, se encontrard
una relacion entre la resistencia R del material y la capacitancia C' del capacitor.

(7.63)

Por lo tanto,

L
R:

Slb SRS

Solucion: La capacitancia del condensador en presencia de un material dieléctrico de constante
dieléctrica k viene dada por:
C = kCy, (7.65)
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donde Cy es la capacitancia del condensador en ausencia de material dieléctrico. Para el
caso de un condensador de placas paralelas de drea A y separacion entre placas d, se cumple
que

A
Cy = 222 (7.66)
d
de manera que
A
C= 5507. (7.67)

Ahora, la resistencia del material dieléctrico que ocupa el capacitor, medida entre las placas
del mismo es:
d d

donde o es la conductividad del material. De la relacion (7.67) se deduce que:

d €0
que al ser substituida en (7.68) resulta
d 1 €0
por lo tanto
RC = % (7.71)

lo cual establece la relacion buscada.

Ejercicio 7.6. Se tiene un resistor de longitud L, fabricado a partir de un cilindro hueco
de carbono, con radio interior 11 y radio exterior 5, como se muestra en la figura 7.7. Para
dicho material, encontrar la resistencia a lo largo del eje de simetria del cilindro.

Figura 7.7: Ejercicio 7.6. Resistencia eléctrica de un objeto cilindrico hueco.

7.2. Circuitos

En un dispositivo electrénico, se encuentran numerosos componentes eléctricos interconectados.
Uno de los elementos mas comunes son las resistencias eléctricas. Muchos aparatos funcionan
gracias a resistencias que han sido colocadas intencionalmente en el dispositivo. Por ejemplo,
una bombilla de filamento funciona con una resistencia que al paso de electrones produce luz;
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de manera similar, las resistencias en estufas eléctricas se calientan por el mismo principio.
En electronica, los dispositivos pueden representarse mediante esquemas, al igual que una
casa se puede representar en un plano arquitecténico. En estos diagramas una resistencia
eléctrica se representa mediante el simbolo indicado en la figura 7.8.

AN

Figura 7.8: Simbolo de resistencia eléctrica.

Todo material posee una resistencia, pero segun las necesidades de un dispositivo especifico y
la funcién que deba cumplir, esta resistencia tendra diferentes caracteristicas: valores grandes
o pequenos, fijos o variables, entre otras. En cualquier caso, para que una resistencia cumpla
su funcién es necesario que exista un flujo de portadores de carga (usualmente electrones), lo
cual requiere una diferencia de potencial eléctrico entre sus extremos que genere una corriente
eléctrica. El sentido de la densidad de corriente indica la direccién en la que disminuye el
potencial eléctrico. Esto se debe a que la densidad de corriente, en general, tiene la misma
direccion que el campo eléctrico, y el campo eléctrico apunta precisamente hacia donde el
potencial disminuye. Por lo anterior, ante un flujo de carga eléctrica, los portadores de carga
positiva disminuyen su potencial eléctrico, y de igual forma, su energia potencial eléctrica.
En el caso de los electrones (carga negativa), aunque se mueven naturalmente a lugares de
mayor potencial, su energia potencial también disminuye debido a su signo negativo.

Por convencién, cuando los portadores de carga son negativos (como los electrones), se toma
el sentido de la densidad de corriente como opuesto al flujo real de los portadores. Es decir,
se considera la direccion en la que se moverian las cargas positivas si estuvieran presentes.

Por lo mencionado anteriormente, y teniendo en cuenta la direccion de la densidad de
corriente, la diferencia de potencial entre los extremos de una resistencia se denomina caida
de potencial. Si se mide la diferencia de potencial entre dos puntos tomando la direccién
definida por el vector densidad de corriente eléctrica, dicha diferencia es negativa.

Para generar una diferencia de potencial constante a través de una resistencia, es necesario
conectar una fuente de voltaje. Esta fuente tiene dos terminales los cuales se encuentran
a una diferencia de potencial distinta (Voltaje= diferencia de potencial). Al conectar un
extremo de la resistencia a una salida de la fuente y el otro extremo a la salida opuesta, se
genera una diferencia de potencial a través de la resistencia. Esta diferencia de potencial es
necesaria para producir un flujo de electrones (una corriente).

En una fuente de voltaje ideal, se supone que los electrones pueden circular a través de la
fuente sin encontrar resistencia interna. Esto implica que toda la caida de potencial ocurre
unicamente en los elementos del circuito, como la resistencia conectada, y no dentro de la
fuente misma.

Esquematicamente, el simbolo de una fuente de voltaje constante se representa como se
muestra en la figura 7.9. En este simbolo, la linea mas corta corresponde al terminal de
menor potencial (que se suele representar con el signo menos), mientras que la linea més
larga representa el terminal de mayor potencial (que se suele representar con el signo +).
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Esta convencién facilita la interpretacién del sentido del flujo de corriente en los circuitos

eléctricos.
i| il

Figura 7.9: Simbolo de fuente eléctrica constante ideal (sin resistencia interna).

El circuito mas sencillo para producir una corriente eléctrica consta de una fuente de voltaje
y una resistencia, como se observa en la figura 7.10. En esta configuracién, si se asume
que los portadores de carga son particulas con carga positiva, estas se moverian desde
el terminal positivo de la fuente de voltaje (mayor potencial) hacia el terminal negativo
(menor potencial), disminuyendo su potencial eléctrico al atravesar la resistencia. La fuente
de voltaje, por su parte, toma las cargas positivas que llegan al terminal negativo y las “eleva”
nuevamente hacia el terminal positivo. Este movimiento ocurre en contra de la direccién
natural de las cargas, por lo que se requiere un agente externo que realice el trabajo necesario
para mantener el ciclo de corriente. Dicho trabajo es efectuado por propiedades internas de
la fuente, las cuales permiten mover las cargas desde el terminal negativo al positivo. Es
importante destacar que toda fuente de voltaje presenta una resistencia interna al paso de
los portadores de carga. En general, esta resistencia es muy pequena si se desea una fuente
eficiente. Idealmente, se considera que dicha resistencia es nula, por lo que no se incluira en
los andlisis y calculos posteriores. Sin embargo, en la practica, las fuentes reales presentan
un limite en la corriente que pueden generar en un circuito. Este limite estd determinado
por la resistencia interna y la tolerancia del material con el que esta fabricada: si la corriente
excede el valor maximo permitido, el material puede perder sus propiedades fisicas.

Aunque el andlisis anterior se realizé suponiendo portadores de carga positivos, en los
conductores metalicos los portadores de carga son electrones, es decir, cargas negativas.
Sin embargo, como es comun en el estudio de circuitos eléctricos, se adopta la convencién
de corriente positiva, que asume el movimiento de cargas positivas en sentido opuesto al
desplazamiento real de los electrones.

Figura 7.10: Circuito bésico con resistencia Ohmica.

Si se asume que se trabaja con materiales éhmicos, la corriente que circula por el circuito
descrito en la figura 7.10 estara dada por:
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(7.72)

~
I
=l <

En la ecuacién (7.72), la diferencia de potencial (o voltaje) V representa la caida de potencial
en la resistencia, la cual, en el circuito mostrado en la figura 7.10, corresponde a la diferencia
de potencial suministrada por la fuente.

—~

En un dispositivo electrénico tipico, existen multiples resistencias que se combinan en diferentes
configuraciones con el objetivo de cumplir funciones especificas. Las formas mas simples de
combinacion de resistencias se dan en arreglos en serie y en paralelo, los cuales se explican
en las siguientes secciones.

7.3. Resistencias en serie

Cuando dos resistencias se encuentran conectadas en serie, la corriente que circula por una de
estas es la misma que circula por la otra. Esto se debe a que no existe, entre los extremos de
ambas resistencias, ningin punto donde la corriente pueda dividirse. Un punto de divisién de
corriente se denomina nodo, y su ausencia es una condicién necesaria para que dos resistencias
se consideren en serie.

En este tipo de conexién, todos los portadores de carga que atraviesan una de las resistencias
deben necesariamente pasar por la otra. En la figura 7.11, se muestran dos configuraciones
tipicas en las que pueden aparecer dos resistencia conectadas en serie.

Se observa en la figura 7.11b que entre las resistencia R; y R» hay una fuente de voltaje;
sin embargo, no existe un camino alternativo para los portadores de carga que permita una
bifurcacién de la corriente. Por lo tanto, las resistencias siguen estando conectadas en serie,
a pesar de la presencia de la fuente entre ellas.

Ry Ry B Vv Ry
MWW A=A

(a) (b)
Figura 7.11: Dos resistencias en serie.

Dado que en una conexion en serie la corriente que circula a través de cada resistencia es la
misma, y considerando que la caida de potencial en una resistencia se determina mediante la
ley de Ohm (V' = I R), se concluye que la caida de potencial en cada resistencia dependera del
valor de su resistencia. En general, la caida de potencial sera diferente para cada resistencia,
a menos que ambas tengan el mismo valor, en cuyo caso experimentarian la misma caida de
potencial. Para ilustrar este concepto, se analizara el circuito mostrado en la figura 7.12.

Del circuito mostrado en la figura 7.12, y siguiendo la direccién de la densidad de corriente, se
puede establecer que la diferencia de potencial entre el punto b y el punto a, que corresponde
a la caida de potencial sobre la resistencia R, esta dada por:
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Voo = Vo = Vo = —1R;. (7.73)
Vo |
?
|
| R;
+ [
V—— | I Vi
F I Ry
[
¢
|

Ve

Figura 7.12: Circuito con dos resistencias en serie.

El signo negativo en la ecuacién (7.73), se debe a que V;, es menor a V,, por la direccién de
la densidad de corriente (V, < V, = V, — V, < 0). De igual forma, para la resistencia Ry se
tiene que:

Vo =Ve = Vo= —1Rs. (7.74)

Por otra parte, a partir del circuito esquematizado en la figura 7.12, se puede determinar que
la diferencia de potencial entre el punto a y el punto ¢ corresponde a la diferencia de potencial
suministrada por la fuente. Esto se observa al considerar inicamente los componentes ubicados

hacia la izquierda del circuito (es decir, a la izquierda de la linea verde punteada). Por lo
tanto, se tiene que:

Vac = ‘/a - ‘/c
=V. (7.75)
La diferencia de potencial entre los puntos a y ¢ también corresponde a la suma de las caidas

de potencial sobre las resistencia R, y R, al analizar iinicamente los elementos ubicados a

la derecha del circuito (es decir, a la derecha de la linea verde punteada). Por lo anterior se
tiene que:

Vaie=Vo=Ve=(Vo=Vo)+ (Vo = V)
= ab+%c:_‘/ba_‘/cb- (776)

Al reemplazar los resultados obtenidos en (7.73) y (7.74) en (7.76) se tiene:
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Ve = (IR, + IRy). (7.77)

Y ya que en (7.75) se ha determinado que V' = V,,, se concluye que:

v

V=IR+Ry), =1=—-——.
(Fr + Ra) Ry + Ry

(7.78)

A partir de la ecuacién (7.78), se puede evidenciar que es posible construir un circuito con la
misma fuente de voltaje, que genere la misma corriente I expresada en (7.78) con una sola
resistencia, denominada resistencia equivalente .4, la cual vendrd dada por:

Rey = Ri + Ro. (7.79)

El circuito equivalente se esquematiza en la figura 7.13.

7
¢
|
| =
v 1+ I I I
_F_ I Ea
[ +
| =z
.
Ve

Figura 7.13: Circuito equivalente asociado a dos resistencias en serie.

La generalizacién de la féormula (7.79) para NNV resistencia en serie (ver figura 7.14), estd dada
por:

Rey= Ri+Ry+ ...+ Ry
N

=> R, (7.80)

i=1

Figura 7.14: N resistencias en serie.
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7.4. Resistencias en paralelo

Dos resistencias se encuentran en paralelo, si los extremos de cada resistencia se unen como
se ilustra en la figura 7.15.

Ry

Figura 7.15: Configuracién de dos resistencias en paralelo.

Como se observa en la figura 7.15, cada extremo de una resistencia se conecta a un extremo
de la otra resistencia, formando dos puntos de unién denominados nodos. En estos nodos
pueden confluir distintas corrientes, ya sea entrando o saliendo por diferentes trayectorias
(representadas en el circuito por cables de conexién). Es fundamental tener en cuenta que en
un nodo no puede haber acumulacién de carga; por lo tanto, la corriente total que entra al
nodo debe ser igual a la que sale, sin importar cudntos caminos de entrada o salida existen.

En la figura 7.15 se observan dos resistencias en paralelo. Los nodos del circuito, identificados
como los puntos de union de los extremos de las resistencias, se denominan a y b. Si este
arreglo forma parte de un circuito eléctrico, el punto a estara a un cierto potencial eléctrico
V., v el punto b a un potencial V,. En la figura 7.15, se ha representado una corriente que
fluye de izquierda a derecha, por lo tanto, se asume que V}, <V, por lo cual:

Vi = (Vo = Vi) > 0. (7.81)

Ahora, dado que los puntos a y b son comunes a ambas resistencias, la diferencia de potencial
entre ellos, V, = V, — V}, es la misma para las resistencias R; y Rs. Es decir, ambas
resistencias estan sometidas a la misma diferencia de potencial. Esta es una caracteristica
fundamental de las conexiones en paralelo: todas las resistencias conectadas en paralelo
comparten la misma diferencia de potencial. Por lo tanto, una condicién necesaria para
afirmar que dos o mas resistencias estén en paralelo es que se encuentren conectadas entre
los mismo nodos, y, en consecuencia, estén sometidas a un mismo voltaje. En general, por
cada resistencia circula una corriente diferente, a menos que tengan exactamente el mismo
valor de resistencia.

Teniendo en cuenta el circuito esquematizado en la figura 7.16 conformado por dos resistencias
y una fuente de voltaje, y teniendo en cuenta la ley de Ohm, se puede establecer que:
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Vi = Vi=1LRy, (7.82)
Ve = Vo= LR, (7.83)
I
L lal
pa— ,
VT v R Ry
;____ 2 Il
710

Figura 7.16: Circuito con dos resistencias en paralelo.

Se debe aclarar que, teniendo en cuenta la direccion de la densidad de corriente, se cumple
que V, > V,, y, por lo tanto, V;, =V, —V, > 0. Ahora bien, la corriente total que circula por
las dos resistencias es simplemente la suma de las corrientes que circulan por cada resistencia.
Por lo tanto:

I=1+1D. (7.84)

Si se reemplazan (7.82) y (7.83) en (7.84), se tiene que:

%b Vab
] — Yab Yab 7.85
7R, (7.85)
11
RV L 7.86
b (R1 + R2> (7.86)

La diferencia de potencial V,, es igual al voltaje V' de la fuente. Por lo tanto, a partir de la
ecuacion (7.86), se tiene que:

1 1\
V=1 EJFE . (7.87)

Por lo anterior, se concluye que es posible reemplazar dos resistencia en paralelo por una
Unica resistencia equivalente R.,, dada por:

1 1\
Ry,=[—+— ) 7.88
q (Rl + RQ) ( )
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Sobre la resistencia R., circula una corriente I, tal que dicha corriente es igual a la suma
de las corrientes que circulan por las dos resistencias en paralelo; es decir I = I; + I5. El

circuito equivalente asociado al circuito de la figura 7.16, se indica en la figura 7.17.

Figura 7.17: Circuito equivalente asociado a dos resistencias en paralelo.

Las propiedades que se han definido para dos resistencias en paralelo, se generalizan a N
resistencias en paralelo. De este modo, todas las resistencias en paralelo dentro de un circuito
estan sujetas a una misma diferencia de potencial. La corriente que ingresa al arreglo de
resistencias se divide, pasando una parte de la corriente total por cada una de ellas, teniendo

en cuenta que a una mayor resistencia corresponde una menor corriente.

Si se tienen N resistencias en paralelo (ver figura 7.18), la resistencia equivalente estd dada

por:

Ry Ry Ry
N R;
=1

Ry R, Rs Ry

Figura 7.18: N resistencias en paralelo.

(7.89)
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7.5. Circuitos mixtos

En un circuito, las diferentes resistencias que forman parte del mismo pueden aparecer en
diferentes configuraciones: en serie, en paralelo o en otras combinaciones. Para los circuitos
donde las resistencias se encuentren exclusivamente en serie y paralelo, que se denominaran
como arreglos mixtos, es posible reducir el niimero de resistencias a una sola, manteniendo la
misma corriente total del circuito original. Esto significa que la carga que fluye desde un polo
de la fuente de voltaje hacia el otro, en una unidad de tiempo, se mantiene igual al simplificar
el circuito. Lo anterior es posible de lograr con la ayuda de las resistencias equivalentes en
serie y en paralelo, conceptos que ya se han estudiado.

Para entender como aplicar los conceptos de resistencias equivalentes en un circuito mixto,
a continuacion se presenta un ejemplo.

Ejemplo 7.9. En el circuito indicado en la figura 7.19 se va a determinar la diferencia de
potencial en cada resistencia y la corriente que circula por cada una de ellas. Adicionalmente,
y como punto de partida, se calculard la resistencia equivalente del circuito.

R
At
.
Vv — Rs
Nodo b R I
A b I
._"“\/\/\/\/‘—’_ﬁ\\ I
Ry R3 ‘Nodoa 5
Iy =13 =13

Figura 7.19: Ejemplo de un circuito con resistencias en configuracién mixta.

Solucion: En primer lugar, se va a encontrar la resistencia equivalente del circuito siguiendo
un procedimiento paso a paso; es decir, buscando la resistencia equivalente por cada par
de resistencias hasta reducir el circuito a un circuito equivalente con una sola resistencia.
Grdficamente dicha simplificacion paso a paso se indica en la figura 7.20.

El primer paso en la simplificacion que se desea realizar (ver figura 7.20a), consiste en
encontrar la resistencia equivalente entre la resistencia Rs y la resistencia Ry que se encuentran
en serie, y que se denomina Rsy (toda la corriente que pasa por Rz debe pasar por Ry, no
hay nodos entre la linea que une las dos resistencias en mencion), por lo tanto:

R34 - Rg + R4. (790)
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Ri234

T1934 EI;([U a

Figura 7.20: Simplificacién para el circuito descrito en la figura 7.19.

La figura 7.20a muestra el circuito con la primera simplificacion de resistencias aplicada.
Ahora, se puede observar del circuito de la figura 7.20a, que la resistencia Rsy se encuentra
en paralelo con la resistencia Ro, ya que los extremos de las dos resistencias en mencion
(R34 y Rs) se encuentran conectados. Los puntos a y b (Nodos a y b) indicados en la figura
7.20a, son comunes para las resistencias Rsy y Rs; por lo tanto, la diferencia de potencial
Ve = Vo — Vyy es la misma para las dos resistencias. En conclusion las resistencias Rzy y Ro
se pueden reemplazar por una resistencia equivalente tal que:

1 1\ !
R - | =4+ _—
234 (R2 + R34)

_ (1+ ! )_1 (7.91)
B Ry  Rs+ Ry ' '

El circuito simplificado con la resistencia equivalente Rasy, se indica en figura 7.20b. Siguiendo
el procedimiento, se observa que la resistencia Ry se encuentra en serie con la resistencia

Rosy; porlo tanto, las resistencias Razq y Ry se pueden reemplazar por la resistencia equivalente
dada por:

Rigss = Ry + Ros

—R+(1+ ! )1 (7.92)
— P T\Ry, "Ry + Ry ‘
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Finalmente, del circuito mostrado en la figura 7.20c, se observa que las resistencias Riszs
y Rs se encuentran en paralelo; por lo tanto, la resistencia equivalente de todo el circuito
viene dada por:

1 1
R, = +—. 7.93
! (R1234 R5) ( )

Ahora se procederd a encontrar la caida de potencial en cada una de las resistencias. Observando
el circuito de la figura 7.20c, se evidencia que la diferencia de potencial aplicada a la
resistencia Rs es igual a la diferencia de potencial aplicada a la resistencia Riss3q (por estar
en paralelo), y corresponde a la diferencia de potencial que entrega la fuente; es decir, la
diferencia de potencial V. Ahora, aplicando la ley de Ohm, se puede determinar que las
corrientes que circulan por la resistencia Rs y Ris34, estdn dadas por:

\%
I; = — 7.94
5 R5 ) ( )
v
I = 7.95
1234 Risss ) ( )

donde se ha definido como I1934 a la corriente que circula en la resitencia Riss4, descrita en
la figura 7.20c. Reemplazando (7.92) en (7.95), se tiene que:

Vv

71'
1 1
Ry + (R—2 + R3+R4>

11234 =

(7.96)

La direccion de la densidad de corriente en cada caso, se especifica en la figura 7.19 (En
este caso se habla de la direccion de la densidad y no de la corriente I, puesto como ya se
explicd en secciones anteriores, la corriente no es un vector). Como ya se ha definido la
corriente que circula por la resistencia equivalente Ris34, ahora se puede analizar el circuito
de la figura 7.20b y determinar la diferencia de potencial por las resistencias Ry y Ross. Las
resistencias Ry y Rozy se encuentran en serie, por lo tanto, la corriente I1234 circula por las
dos resistencias, es decir,

Tozq = I = Ipsa. (7.97)

Al haber obtenido la corriente que circula por Ry y Rasy, se puede encontrar la diferencia de
potencial por cada resistencia haciendo uso de la ley de Ohm, de modo que:

Vi = lLouly, (7.98)
Vasa = T1234 R34, (7.99)

donde se ha definido a Vo34 como la diferencia de potencial en la resistencia Rozy, la cual se
observa en la figura 7.20b. Al reemplazar (7.96) en (7.98) y (7.99), se obtiene:



7.5 Circuitos mixtos 313

1%
Vi = Ry, (7.100)
1 1 !
Ry + (R—2 + R3+R4)
1%
‘/234 = ) ) I R234 (7101)
Rl + <R_2 + R3+R4>
1% ( 1 1 )‘1
= — ) . (7.102)
—1
Bit (ot gty) MR B

En la ultima linea se ha reemplazado el valor de la resistencia equivalente Rasy (ecuacion
(7.91)). Continuando con el proceso, se regresa al circuito de la figura 7.20a. Como ya se
habia descrito, las resistencias Ry y Rsq se encuentran en paralelo, por lo tanto, el potencial
Vasa que se encuentra en la ecuacion (7.102), corresponde a la diferencia de potencial para la
resistencia Ry como también para la resistencia Rsy, y a partir de la ley de Ohm, se puede
determinar las corrientes que circulan por las resistencias en mencion, tal que:

Vasa

I, = 7.103
Vaza
Iy = —— 7.104

donde 134 corresponde a la corriente que circula por la resistencia Rsy. Reemplazando los
valores que ya se han encontrado para Vasy, y Rsy, se tiene que:

-1
v 1 1 )
=
1 1 Rs R3+Ry
R1+(R2 +R3+R4)

I, = 7.105
~1
el
I _ R1+(%+R3iR4) fi2 Rt Ha (7 106)
i Rs+ Ry ' '

Finalmente, se retoma el circuito original descrito en la figura 7.19, donde se identifico que
las resistencias Rs y Ry se encontraban en serie, de modo que la corriente I34 es comun a
ambas resistencias. Por lo tanto, la diferencia de potencial en R3 y en Ry puede deducirse a
partir de la ley de Ohm, tal que:

Vs = IuRs, (7.107)
Vi = IRy (7.108)
Al reemplazar (7.106) en (7.108) se tiene que:
-1
()

Vy = Ry. 7.109
* Rs + Ry ! ( )
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Con lo anterior, se ha cumplido el objetivo de encontrar todas las corrientes y diferencias de
potencial por cada resistencia presente en el circuito de la figura 7.19.

Ejemplo 7.10. En este ejemplo se pretende encontrar la resistencia y la diferencia de
potencial sobre la resistencia R., que se encuentra en el circuito esquematizado en la figura
7.21a, teniendo en cuenta que:

R,=Ry=R.=R, =3R, (7.110)
Ry = R; =2R. (7.111)

Solucion: Se puede determinar por las caracteristicas del circuito, que Ry, R. y Rq se
encuentran en paralelo. De igual forma R, y Ry estan en paralelo, por lo cual, el circuito
nicial se puede reducir al circuito equivalente esquematizado en la figura 7.21b, para el cual
se tiene que:

11 1\
Ryeq = <§b + o R_d>
_ (% N % L %) o g ~ 0.86R, (7.112)
)
_ <% n %) T ? — 12R, (7.113)

Las expresiones finales de (7.112) y (7.113), se obtienen al realizar los reemplazos indicados
en (7.111). Ahora, las resistencias Ryq, Ref y Rq, se encuentran en paralelo; por lo tanto, el
circuito puede reducirse a un circuito con una sola resistencia R, (ver 7.21c), para la cual
se tiene que :

Req = Rbcd + Ref + Ra
6R OR
=3R+ - + = ~ 5.06R. (7.114)
En la dltima igualdad de la anterior expresion, se reemplazaron los valores expresados en
(7.112) y (7.113). Ahora, la corriente que circula por el circuito equivalente esquematizado
en la figura 7.21c es:

Vv Vv
Ir = ~ (0.20—. 7.115
r= o~ 020 (7.115)

La diferencia de potencial que hay en los terminales de la resistencia Ryeq, €s igual a la
diferencia de potencial en las resistencias Ry, (Vi,), R. (Ve) v Rq (Va), ya que estas se
encuentran en paralelo. Por lo tanto, dicha diferencia de potencial estd dada por:
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‘/bcs:‘/c:%:v;l

1%
= IrRycs ~ 0205086k = 0.172V. (7.116)

Ahora, teniendo en cuenta el objetivo de este ejemplo, la corriente que circula por la resistencia
R, esta dada por:

~ 0.057V/R. (7.117)

R, R,

(a)
——

It
od
\V—
- R,

<

(b) ()

Figura 7.21: Simplificacién circuito mixto ejemplo (7.10).



316 Corriente Eléctrica

Ejemplo 7.11. La figura 7.22 muestra cinco resistores de resistencia R = 5.0 Q. Para
dicha configuracion, se encontrard la resistencia equivalente entre los puntos F' y H.

Figura 7.22: Ejemplo 7.11. Arreglo de cinco resistencia con igual valor R.

Solucion: Entre los puntos F' y H, se observa que las dos resistencias ubicadas por la linea
superior del circuito estdn conectadas en serie. Lo mismo ocurre con las dos resistencias
situadas en la linea inferior del circuito. Por lo tanto, el circuito se puede simplificar como
se muestra en la figura 7.23a, donde la resistencia equivalente Ry estd dada por:

Ra =R+ R=2R. (7.118)

En este nuevo circuito, las resistencias se encuentran en paralelo, por lo que pueden combinarse
y reducir el sistema a un solo resistor Ry, como se indica en la figura 7.23b. El valor de la
resistencia R.o se determina a partir de:

1 1 1 1 2 1 2 1 2
_ - - - 4 - - 4 - _ = 7.119
Fo Ba BRTR, R, R ZBTRETE (7.119)
de manera que
00
Reo = E = (5.0 ) = 2.50 Q. (7.120)
2 2
Rel
——VVWW—
F R H
—— NN—1—
REI F REQ H
e AAAVAY —/MWN———

Figura 7.23: Ejemplo 7.11. Primera y segunda simplificacion del circuito descrito en la figura 7.22.

Ejemplo 7.12. Para el circuito indicado en la figura 7.22, se calculard la resistencia
equivalente entre F' y G.

Solucion: Entre los puntos F' y G, el circuito en estudio puede reducirse esquemdticamente
al indicado en la figura 7.24, donde R, estd dado por:

Rq =R+ R=2R. (7.121)
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Figura 7.24: Ejemplo 7.12. Primera simplificacién del circuito descrito en la figura 7.22, en el cdlculo de la
resistencia equivalente entre el punto F'y G.

Ahora, la resistencia R se encuentra en paralelo con una de las resistencias de valor R,
con lo cual se puede realizar una simplificacion adicional que se indica en la figura 7.25a,
donde la resistencia R.3 se puede calcular a partir de:

11 1 1 13
_ 11 1_3 7.122
Ra Ra Ry 2RTR 2R (7.122)

de manera que

R = ﬁ. (7.123)
3
F Re3 R G RE4
——— MMN—— MM I3 —W G
R ] R —*
WA, —AMN—

Figura 7.25: Ejemplo 7.12. Segunda y tercera simplificacién del circuito descrito en la figura 7.22; en el
calculo de la resistencia equivalente entre el punto F'y G.

En el circuito resultante, se puede observar que la resistencia Rz se encuentra en serie
con una resistencia de valor R. FEstas dos resistencias pueden reemplazarse por una unica
resistencia equivalente Ry, con lo cual se llega al circuito indicado en la figura 7.25b, donde

2R 5R
Ra=Rs+R="3+R=". (7.124)

Finalmente, el sistema se ha reducido a un sistema de dos resistencias en paralelo, las cuales

pueden combinarse para formar una resistencia equivalente. Esta resistencia se puede calcular
a partir de:

11 1 3 1 8
_ 1_3 1_8 7.125
R Ru R SRR BR (7.125)

con lo cual

_OR 5
8 8

Ejemplo 7.13. Nueve alambres de cobre de resistividad pc, longitud L y didmetro d, se
conectan en paralelo para formar un solo conductor con una resistencia R. En este ejemplo
se encontrard el valor del diadmetro D de un simple alambre de cobre de longitud L, que posea
la misma resistencia asocitada a los nueve alambres de diametro d en paralelo.

Res (5.0 Q) = 3.13 Q. (7.126)
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Solucion: Si R es la resistencia equivalente de los nueve alambres de cobre, su valor estd
dado por:
Rc

R=— 7.127
9 ? ( )

donde R¢ es la resistencia de un solo alambre de cobre, la cual se expresa como,

L
= po— 12

con A = ”TdQ, y por tanto

RC 1 ch 1 ch 4 ch
9 9 A 9 ’TTdQ 9 md? ( )

Ahora, la resistencia de un alambre de didmetro D es:

_pel _pol 4PCL

R = . (7.130)
wD?
A e wD?
Ya que se debe cumplir que R = R', se tiene que
dpcL  pclL
9x ~ Yapr (7.131)
que se reduce a
11 1

Esto implica que, para un solo alambre de didmetro D que cumpla con la caracteristica
solicitada, se requiere que

D = 3d. (7.133)

Ejemplo 7.14. Las resistencias del circuito indicado en la figura 7.26 tienen los siquientes
valores: Ry = 48.0 1, Ry = R3 = 30.0 Q y Ry = 60.0 Q. La fuente de voltaje establece
una diferencia de potencial de 12.0 V. Para el circuito planteado se calculard la resistencia
equivalente y la corriente en cada una de las resistencias que componen el circuito.

R,

+ R
\% RQ% k %Riﬂ

Figura 7.26: Ejemplo 7.14. Arreglo mixto de cuatro resistencias.
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Ry a

T+
o~
%)

Ra V

<
i
AN

Figura 7.27: Ejemplo 7.14. Primera y segunda simplificacién del circuito indicado en la figura 7.26.

Solucion: En el circuito en estudio las resistencias Ry, R3 y Ry se encuentran en paralelo;
por lo tanto, el circuito puede reducirse al indicado en la figura 7.27a, donde R se puede
calcular a partir de

1_j1+14+1
Rqe Ry Rz Ry
1 N 1 N 1
30,00 3009  60.0 9

(7.134)

de manera que
R4 =12.0 Q. (7.135)

Ahora, las resistencias Ry y R se encuentran en serie y se puede reducir el sistema a una
unica resistencia de valor:

Re = R + Ry = 60.0 Q. (7.136)

Para determinar las corrientes sobre cada resistencia, en primer lugar se debe obtener la
corriente que circula por la resistencia equivalente Reo, la cual estd dada por:

V.o 120V
R.o  60.0 Q

Dado que las resistencias Ry y R« se encuentran en serie, se tiene que la corriente que
circula por Ry y Rea es la misma y corresponde a la corriente I, es decir:

I, = =02 A (7.137)

L =14=1,=02 A, (7.138)

Ahora, a partir de la ley de Ohm se tiene que la diferencia de potencial a través de la
resistencia Ry es

Vi=ILR, =96V (7.139)

y de igual forma se tiene que

‘/61 - [echl == 24V (7140)

Dado que las resistencias Ry, Rs y Ry se encuentran en paralelo, la diferencia de potencial
por cada resistencia es la misma e igual a Vei; es decir
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Vo=V3=V, =V, =24V (7.141)
Por lo tanto, las corrientes por las resistencias Ry, R3 y Ry, serdn:

Va

L = = 0.08 7.142

2 R2 ) ( )
Ve

Iy = = 0.08 7.143

3 Rg ) ( )

I, = Ya _o0u (7.144)
Ry

Ejemplo 7.15. En este ejemplo se encontrard la resistencia equivalente para el circuito
indicado en la figura 7.28, teniendo en cuenta que: Ry = Ry = 10.0 2, R3 = R, =20.0 Q y
Rs = Rg = 15.0 (.

Ry

n
\% - s Ry Rg

Ry

Rs

Figura 7.28: Ejemplo 7.15. Circuito con seis resistencias en configuracion mixta.

Solucién: El sistema indicado en la figura 7.28 se puede reducir al circuito mostrado en la
figura 7.29a, donde R, representa la resistencia equivalente para las resistencias en serie R
y Rs y donde R corresponde a la resistencia equivalente para las resistencias en paralelo
Ry y Rg. La resistencia Re. viene dada por:

R = Rs+ R; =200 Q+15.0 Q =350 Q, (7.145)

en tanto que la resistencia equivalente R.o se puede evaluar a partir de

1_1+1_ 1 N 1
Ro Ry Rs 1009 150Q’

(7.146)

por lo tanto
Ro =6.0 Q. (7.147)

Ahora, en el circuito simplificado (ver figura 7.29a), las resistencias Ry y Rey se encuentran
en paralelo, las cuales se pueden remplazar por una unica resistencia R.3 que se determina

a partir de,
1 1 1 1 1

Ra R R, 2000 309

(7.148)

es decir

Res = 12.7 Q. (7.149)
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Reo vV

=
Ry = Ra Res

R52

<
1 +

&

_IVVVV\_

AN
e

&
ANWA

Figura 7.29: Ejemplo 7.14. Primera y segunda simplificaciéon del arreglo indicado en la figura 7.26.

En el circuito simplificado indicado en la figura 7.29b, se observa que las resistencias Ry y
R.3 estan en serie, de manera que se pueden reducir a una resistencia Rey, dada por:

Re = Ry + Ry = 10.0 Q + 12.7 Q = 22.7 Q. (7.150)

Ahora, el circuito 7.29c¢ indica que Re y Rey estan en paralelo, de manera que se pueden
combinar y obtener finalmente una resistencia equivalente al sistema inicial R, la cual se
puede encontrar numéricamente a partir de

1—1+1—1+1 (7.151)
R Ro R 60Q 227 '
es decir,
R, =4.75 Q. (7.152)
Ejercicio 7.7. La corriente en la resistencia Rg de la figura 7.30 es Is = 1.4 A, y las

resistencias tienen los siguientes valores: Ry = Ry = R3 = 3.0 Q y Ry =10.0 2, R5 =9.0 Q
y Rg = 5.0 Q. Teniendo en cuenta estos valores, se requiere calcular el voltaje suministrado
por la fuente de voltaje.

Ry Ry Rs
YWWY VW, YWW—,

v —T% R3§ Ry ? s § Ry

Figura 7.30: Ejercicio 7.7. Arreglo de seis resistencias en configuracion mixta.
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Ejercicio 7.8. Para el circuito del Ejemplo 7.15, considere que la fuente de voltaje tiene un
valor de 55.0 V. Calcular la corriente que circula por las resistencias Ry y Rg, asi como la
diferencia de potencial en Ry y Rs.

Ejercicio 7.9. Las resistencias indicadas en el circuito descrito en la figura 7.51 tienen un
valor de 15.0 Q cada una, y la diferencia de potencial suministrada por la fuente de voltaje
es de 20.0 V. El circuito tiene un interruptor S. Para el circuito planteado, encontrar la
corriente que circula por cada resistencia en dos casos: cuando el interruptor estd abierto y
cuando el interruptor esté cerrado.

-

v —_% Rz% R

Figura 7.31: Ejercicio 7.9. Corriente en cada resistencia con interruptor abierto e interruptor cerrado.

Ejercicio 7.10. Para la combinacion de resistencias establecida en la figura 7.32, donde
R =Ry =06.0Q y R3 =4.5 Q, calcular la resistencia equivalente entre los puntos D y E.

”
VWA
D Ry R E
! MA—LA—

Figura 7.32: Ejercicio 7.10. Arreglo de tres resistencias en configuracién mixta.

Ejercicio 7.11. Una fuente de voltaje de 6.0 V' genera una corriente en el circuito indicado
en la figura 7.33. Cuando el circuito estd abierto, la corriente total (es decir, la corriente
sobre la resistencia equivalente del circuito) es de 1.5 mA. Si el interruptor se cierra en
la posicion Sy, la corriente total en el circuito es 2.0 mA. Ahora, cuando el interruptor se
cierra en la posicion So, la corriente total en el circuito es de 2.5 mA. Encontrar el valor de
las resistencias que garantizan las corrientes establecidas anteriormente.

Ry Rs
VWW\ YWWA—
Ry
\Y __Fi S.l—_
[

Figura 7.33: Ejercicio 7.11. Circuito con cuatro resistencias, una fuerte y un interruptor.

Ejercicio 7.12. Una corriente de 7.0 A circula por la resistencia Ry que se muestra en el
circuito descrito en la figura 7.34. Determinar la corriente que circula por la resistencia Rs
y por la resistencia Ry, teniendo en cuenta que: Ry = 30.0 2, Ry = 10.0 , R3 = 35.0 Q y
R, =30.0 Q (El valor de la fuente de voltaje se desconoce).
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R3

Ry

VWW

+

| |
T
|4
Figura 7.34: Ejercicio 7.12. Determinacién de la corriente por las resistencias R3 y Ry.

Ejercicio 7.13. La figura 7.35 describe un circuito donde R = 15.0 Q, para tal sistema
encontrar la resistencia equivalente entre los puntos A y B.

A2

2R 3R

R
— MM

A 2R
—— " NW—

Figura 7.35: Ejercicio 7.13 . Resistencia equivalente para una arreglo de cinco resistencias en configuracién
mixta.

7.6. Leyes de Kirchhoff

En un circuito eléctrico, ademas de resistencias y fuentes de voltaje, pueden existir otros
componentes. Asimismo, no siempre las configuraciones de las resistencias corresponden a
conexiones en serie o en paralelo, por lo que se requieren métodos adicionales para encontrar
la corriente y la diferencia de potencial en cada elemento del circuito.

Una herramienta ttil para el andlisis de circuitos son las leyes de Kirchhoff, las cuales se
conocen como ley de mallas y de nodos, y se describen a continuacion.

7.6.1. Ley de mallas

Se define una malla como cualquier trayectoria cerrada que se pueda trazar en un circuito.
Para ello se puede partir de un punto en el circuito y elegir un camino a través de los
diversos componentes del mismo hasta llegar nuevamente al punto de partida (evitando
pasar dos veces por el mismo camino). En general, un circuito puede contener varias mallas,
dependiendo de la cantidad de elementos y su disposicién. La figura 7.37 muestra algunas
de las mallas que pueden identificarse para el circuito esquematizado en la figura 7.36 (estas
no son las unicas que se pueden construir).
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-7 I I
—\/\V/\V\——=e L

RN
P Nodo a
Ry Vo R3 P

Figura 7.36: Mallas y nodos en un circuito eléctrico.

R
I ! I

I, Iy

Iy =1I3=1I3

(a) (b)

Figura 7.37: Mallas asociadas al circuito de la figura 7.36

La ley de mallas establece que la suma de voltajes y caidas de potencial a lo largo de
cualquier trayectoria cerrada (malla) en un circuito debe ser igual a cero. Para comprender
esta ley, se considera la malla representada en la figura 7.38, en la que se han marcado dos
puntos arbitrarios, a y b, dentro de la malla. En cualquier malla, siempre existen al menos
dos caminos que conectan un par de puntos. En la figura mencionada, estos caminos se
ilustran en azul y rojo. En términos de diferencia de potencial, la diferencia V,;, a lo largo
de un camino (por ejemplo, el azul) debe ser igual a la obtenida a lo largo del otro camino
(el rojo). Esta igualdad en las diferencias de potencial es la base conceptual de la ley de
mallas. Es importante destacar que cualquier componente que no se encuentre dentro de la
trayectoria cerrada en estudio no afecta el andlisis de esa malla especifica.

Al analizar un circuito mediante el método de las mallas, es necesario definir las “direcciones”
de las corriente que circulan por cada componente en el circuito (recordando que la direccién
en realidad esta asociada al vector densidad de corriente). En principio, dichas direcciones
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usualmente se desconocen, por lo tanto, la eleccion de estas direcciones es arbitraria al inicio
del planteamiento del problema. Si se elige incorrectamente la direccion de alguna corriente,
esto se reflejarda en la soluciéon como un valor negativo para dicha corriente. Esto indica
simplemente que la direccién real de la corriente es opuesta a la asumida inicialmente, sin
afectar la validez del resultado.

Figura 7.38: Malla asociada al circuito de la figura 7.36.

Para aplicar la ley de mallas en un circuito, se deben seguir una serie de pasos, los cuales se
explican a continuacién y se ilustran tomando como ejemplo el circuito de la figura 7.36:

1. Elegir la direccion para las diferentes corrientes que circulan sobre cada resistencia en
el circuito (recordando que sobre resistencias en serie circula una misma corriente),
lo cual en principio se puede realizar en forma arbitraria. La figura 7.37 muestra la
eleccion de direcciones para las distintas corrientes en el circuito de estudio.

2. Establecer una trayectoria cerrada en el circuito. En este caso, tomando como referencia
el circuito de la figura 7.36, se analizara la malla representada en la figura 7.38.

3. Asignar una direccién de recorrido a la malla, que servird como guia para sumar las
diferencias de potencial en cada componente a lo largo de la trayectoria. Cada malla
puede tener su propia direccion de recorrido, sin embargo, no se deben modificar
las direcciones previamente asignadas a corrientes del circuito. En la figura 7.38, la
direccion de la malla ha sido escogida en sentido contrario a las manecillas del reloj.

4. Realizar la suma de las diferencias de potencial asociadas a cada componente ubicado
a lo largo de la malla, e igualar esta suma a cero. Para realizar la suma se debe tener
en cuenta que:

» La diferencia de potencial sobre una resistencia obedece la ley de Ohm. Por lo

tanto, para una resistencia R; por la cual atraviesa una corriente I;, la diferencia
de potencial estd dada por:
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» La diferencia de potencial Vg; en cada resistencia se incorpora en la suma con
signo negativo si la corriente a través de dicha resistencia circula en la misma
direccion que el sentido de recorrido asignado en la malla, y con signo positivo si
circula en sentido opuesto. En el caso de la malla representada en la figura 7.38,
las densidades de corriente asociadas a I; e I34 (donde I3y = I3 = I;) circulan en
sentido contrario a la direccién asignada a la malla, mientras que la corriente I5
lo hace en el mismo sentido. Por lo tanto, los potenciales Vg, Vg3 v Vg4 se suman
con signo positivo, y el potencial Vz5 se suma con signo negativo.

» La diferencia de potencial asociada a un fuente de voltaje se considera positiva si
la direccién asignada a la malla recorre la fuente desde el polo negativo (linea mas
pequenia en el simbolo de una fuente) hasta el polo positivo (linea més grande en
el simbolo de una fuente), en caso contrario la diferencia de potencial ingresa con
signo negativo. En la malla ilustrada en la figura 7.38, la direccién asignada a la
malla atraviesa la fuente partiendo del polo positivo hacia el polo negativo y por
lo tanto, es negativa.

Con todo lo anterior, para la malla representada en la figura 7.38, la ley de mallas conlleva
a:

Vet +Ves +Vau = Ves = Vo = 0, (7.154)
[1R1 + [34R3 + [34R4 - I5R5 - ‘/2 = O (7155)

Por cada malla, se puede obtener una ecuacién asociada a la suma de diferencias de potencial
sobre la trayectoria cerrada correspondiente. En general para encontrar todas las corrientes
que circulan en un circuito, es necesario analizar mas de una malla y aplicar también le ley
de nodos que se explica a continuacion.

7.6.2. Ley de nodos

Como nodo se entiende a todo punto dentro de un circuito donde exista division o unién de
corriente provenientes de diferentes caminos. También se puede dar el caso que en un nodo
no hay divisién de corriente, pero en dicho punto debe existir una conexién de un potencial
externo aplicado por el polo de una fuente de voltaje externa (ideal si no hay corriente) o de
un capacitor. Dado que la conexién entre los componentes de un circuito se da por cables
conductores, un nodo se puede entender como un punto donde se conectan cables (cada cable
llevara una corriente diferente y/o conectara con un potencial externo ). La figura 7.39 indica
un nodo en cual se unen 4 cables (no se indica todo el circuito).

Ya que no pueden existir puntos de acumulacién de cargas sobre ningtin punto del circuito
(incluidos los nodos), entonces toda corriente neta que entre a un nodo (por uno o varios
cables) debe salir del mismo por otro cable conectado al nodo (o por otros cables conectados
al nodo) como se indica en la figura 7.39, en el cual I + I3 + I, = I. Con lo anterior, se
puede establecer la ley de nodos asi: la carga neta que ingresa en un nodo en la unidad de



7.6 Leyes de Kirchhoff 327

tiempo, debe salir del nodo en la misma unidad de tiempo. Lo anterior aplica para cualquier
punto sobre los cables de conduccién en el circuito, sea nodo o no, pero es particularmente
util cuando se analiza sobre nodos. Como ejemplo, en el circuito descrito en la figura 7.36, se
tienen 3 nodos denominados, Nodo a, Nodo b, y Nodo c. Se debe notar que en la figura 7.36,
existen dos puntos identificados como Nodo a, que en el circuito real corresponden al mismo
punto; se podria quitar del gréfico la linea que une a los dos puntos identificados como Nodo
a y las corrientes y diferencias de potencial en el circuito no se afectan.

Figura 7.39: Nodo con dos corrientes entrantes y dos corrientes salientes.

Como ejemplo para aplicar la ley de nodos, se toma nuevamente el circuito esquematizado
en la figura 7.36, en el cual se tiene que:

1. Sobre el nodo ¢, ingresa la corriente [ y salen las corrientes I e Iy, por lo tanto, se tiene
que:
I=05LH+1I. (7.156)
2. Sobre el nodo b, ingresa la corriente I y salen las corrientes I e I34 (donde I3y = I3 =
1), por lo tanto, se tiene que:
I = Ir + I34. (7.157)
3. Sobre el nodo b, ingresan las corrientes I, I34 e I5 y sale la corriente I, por lo tanto,
se tiene que:
Is+ 1o+ I3, = 1. (7.158)
Como se puede verificar, en conjunto los nodos a y ¢ son equivalentes al nodo b, ya que si

se despeja I de (7.157) y se reemplaza en (7.156), se obtiene la misma relaciéon dada por
(7.158).

En general, para encontrar todas las corrientes en un circuito haciendo uso de las leyes de
Kirchhoff, se deben establecer tantas ecuaciones como corrientes existan en el circuito. Estas
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ecuaciones se obtienen del analisis de mallas y nodos dentro del circuito. Por lo general, el
numero de ecuaciones posibles a partir de mallas y nodos es mayor que el niimero de corrientes
desconocidas, por lo que no es necesario establecer las ecuaciones para todas las mallas o
nodos presentes en el circuito, sino inicamente las necesarias para obtener un sistema de
ecuaciones con igual nimero de incégnitas (corrientes) que de ecuaciones. A continuacién,
se presenta un ejemplo de la aplicacion de las leyes de Kirchhoff para la determinacién de
corrientes:

Ejemplo 7.16. Como aplicacion de la leyes de nodos y mallas, en este ejemplo se
encuentran todas las corrientes descritas en el circuito esquematizado en la figura 7.40,
donde ya se ha asumido y se indica mediante flechas, las diferentes “direcciones” de las
corrientes asociadas a cada resistencia en el circuito. Los valores para cada resistencia y
fuentes de voltaje se indican en la figura 7.40.

IS AAAAA Is I4R4 8Q [4
:Nodo c

Vi =12V / Vo =9V
I L |/ §L L 0, |+
o F—— AV AN\W——

Ry =10 R, =10

Nodo a Nodo b’
I3 I3
R3 =100

Figura 7.40: Circuito mixto ejemplo (7.16).

Solucion: El circuito descrito en la figura 7.40 tiene tres nodos, que en el esquema se
etiquetan como: Nodo a, Nodo b y Nodo ¢ (Al Nodo ¢, le corresponden grdficamente dos
puntos, pero en la prdctica solo es uno). Al aplicar la ley de nodos se tiene que:

Nodo a= I, = I5 + I3, (7159)
Nodo b:>I3—|—]1 :]4, (7160)
Nodo C:>I4+[5:[2—|—[1. (7161)

Para aplicar la ley de mallas, se han escogido del circuito original tres mallas esquematizadas
en la figura 7.41, eligiendo en todas ellas el sentido de las manecillas del reloj para realizar
la suma de las diferencias de potencial. Aplicando la ley de mallas de Kirchhoff se tiene que:

Malla (a) = 12V — I5(5Q2) — I,(1Q) = 0, (7.162)
Malla (b) = —9V + L,(1Q) + L(8Q) = 0, (7.163)
Malla (c) = 9OV + I5(10Q) — 12V + L,(1Q) — I,(12) = 0. (7.164)
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Figura 7.41: Mallas para el circuito descrito en 7.40.

El circuito original tiene cinco corrientes, por lo tanto, entre las relaciones de corrientes y
voltajes establecidos en la aplicacion de nodos y mallas se deben escoger cinco ecuaciones,
para formar un sistema de cinco ecuaciones con cinco incognitas (las corrientes). Dos de las
tres ecuaciones relacionadas con los nodos son equivalentes, asi que solo dos son utiles. Si
se toman las ecuaciones encontradas para los nodos a y b (ecuaciones (7.159) y (7.160)), y
las ecuaciones establecidas para las tres mallas (a), (b) y (¢) (ecuaciones (7.162), (7.163) y
(7.164) ), se tiene un sistema de cinco incdgnitas con cinco ecuaciones, que se puede resolver
por cualquier método matemdtico, cuyos resultados son:

179 452 36 215 416
I = ﬁA’ I, = ﬁA’ I3 = ﬁA’ Iy = ﬁA, Is = ﬁA- (7.165)

La diferencia de potencial en cada resistencia, se obtiene al multiplicar cada una de las
corrientes encontradas por la resistencia correspondiente; es decir, V; = I; R;, con lo cual:

179 179

Vi=LR = ﬂA(lﬁ) = mVOth'os, (7.166)
Vs = LRy — %A(m) _ %Voltios, (7.167)
Vi=1I3R; = %A(lOQ) = %Voltios, (7.168)
Vi = LRy = %A(SQ) - %Voltios, (7.169)
Vi = IRy = 9 450) = 2200 o1tios. (7.170)

211 211
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Ejemplo 7.17. La figura 7.42 describe un circuito con tres resistencias y tres fuentes
de voltaje. Para tal sistema se encontrard la corriente en cada resistencia y la diferencia de
potencial entre los puntos c y [ teniendo en cuenta que: Vi, = 70.0V, Vo = 60.0V, V3 = 80.0V/,
Ry = 2.0kQ), Ry = 3.0kQ) y R3 = 4.0k).

Va5

Figura 7.42: Ejemplo 7.17. Aplicacién de las leyes de Kirchhoff.

Solucion: Para determinar las corrientes en cada una de las resistencias presentes en el
circuito, se utilizardan las leyes de Kirchhoff. Para ello se han asignado las corrientes I, I
e I3, con su posible orientacion, como se indica en la figura 7.42. El circuito presenta dos
nodos equivalentes: el nodo definido en el punto ¢ y el nodo definido en el punto f. Para
cualquiera de los nodos se tiene que:

L=1I+1Is (7.171)

Figura 7.43: Ejemplo 7.17. Mallas asociadas al circuito indicado en la figura 7.42.

Para aplicar la ley de mallas, se escogen dos mallas dentro del circuito, las cuales se describen
en la figura 7.43. Considerando un recorrido en sentido antihorario para realizar la suma de
potenciales y caidas de potencial a través de las mallas, es posibles establecer las siquientes
ecuaciones:

» Malla (I):
—70.0 V — (2.0 kQ) I, — (3.0 kQ) I, + 60.0 V = 0. (7.172)

» Malla (11):
—60.0 V + (3.0 kQ) I, +80.0 V + (4.0 kQ) Iy = 0. (7.173)
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Reemplazando (7.171) en (7.172) resulta,
— 20k L —(B0KQY L = 100V,
{
— (20 kQ) I, — (3.0 kQ) ([, + I;) = 100V,
{
—(5.0kQ) L — 3.0k = 100 V. (7.174)
Ahora, reemplazando (7.171) en (7.173) se tiene,
(3.0 kQ) I, + (4.0 kQ) I3 = —20.0V,
l
(3.0 kQ) (I + I5) + (4.0 k) I; = —20.0 V,
!
BOEQYL+(TO0KQ)I; = —200V. (7.175)
De la ecuacion (7.174) es posible despejar la corriente I3 tal que
100V = (5.0 kQ) I
I = WL . (7.176)
Al substituir el valor obtenido de I3 en (7.175), se tiene:
—10.0 V — (5.0 Q) I.
(3.0 kQ) I, + (7.0 k) ( VBl _ 90 1% (7.177)
3.0 kQ
{
(9.0 kQ) I —70.0 V — (35.0 kQ) I, = —60.0V, (7.178)
{
—(26.0 kQ) I, = 10.0V. (7.179)
Por lo tanto,
10.0 V
I, =— = —0. A. 1
2= 350 = 038 m (7.180)
Ahora, de la ecuacion (7.176) resulta
~10.0 V — (5.0 k) (—0.385 mA)
I3 = . 181
’ 3.0 kQ (7.181)
por tanto,
I3 = —2.69 mA. (7.182)
Finalmente, de (7.171) se tiene,
I, =1+ I3 = —0.385 mA — 2.69 mA = —3.08 mA. (7.183)

los signos en las corrientes indican que la direccion real de las mismas es opuesta a la

considerada inicialmente en la aplicacion del método.
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Ahora, la diferencia

Ve

de potencial entre los puntos ¢ y [ es:

—60.0 V — (3.0 kQ) I, = —60.0 V — (3.0 kQ) (3.08 mA)

—69.2 V,

(7.184)

lo que indica que el punto ¢ estd a un potencial mds alto en relacion al punto f.

Ejemplo 7.18. Para el circuito indicado en la figura 7.44, se calculard Vi, Vo y Ry

teniendo en cuenta que: Ry = 6.0, Ry

4.0Q, Ry

6.0, Rs

I, =3.0A, I = 1.0A, I, = 2.04, Is = 3.04 ¢ I = 1.0A.

Ry
VAAA'A
_>
+ [1
I g
—22 € I3
—VWWA VWWW
Ry IT | Rs
4 +
Vo
I T I
WWhe
Rs

YWWW YWWy
Ry R3

Figura 7.45: Ejemplo 7.17. Mallas (7.44).

400, I, = 4.04,

Solucion: El circuito en estudio presenta cuatro nodos identificados por los puntos (1,2,3,4)
en la figura 7.44. Adicionalmente, es posible elegir tres mallas dentro del circuito que se
tlustran en la figura 7.45. A partir del estudio de nodos y mallas, se puede establecer el

siguiente conjunto de ecuaciones:

» Malla (I):

(4.0 Q) (3.0 A) + (6.0 Q) (1.0 A) + (6.0 Q) (4.0 A) — V; = 0.

(7.185)
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» Malla (11):
(1.0 A) Ry + Vi — (4.0 Q) (3.0 A) = 0. (7.186)
» Malla (I11):
—Vy+ (4.0 Q) (3.0 A) — (6.0 Q) (1.0 A) = 0. (7.187)
» Nodos (1):
L =1+1 (7.188)
» Nodos (2):
Iy=1I+ L. (7.189)
» Nodos (3):
I =1+ (7.190)
» Nodos (4):
I = I+ I, (7.191)
De la expresion (7.185) resulta que
120V 460V +240V —V; =0, (7.192)
de manera que
Vi =42.0 V. (7.193)
Ahora, de (7.187) :
Vo120V - 6.0V =0, (7.194)
es decir,
Vo= 6.0 V. (7.195)
Finalmente, utilizando (7.186) y (7.195) se determina que
(1.0 A) Ry + 6.0 V — (4.0 Q) (3.0 A) =0, (7.196)
es decir 190 V — 6.0 V
R, = T0A =6.0 Q. (7.197)

Es posible verificar que las ecuaciones de nodos se satisfacen automdticamente.

Ejercicio 7.14. Teniendo en cuenta que la potencia disipada en un circuito corresponde a la
cantidad de energia transformada en calor como consecuencia de la resistencia eléctrica de
los elementos del circuito, y que dicha potencia se calcula mediante la expresion P = I*R,
calcular la potencia disipada en cada uno de los resistores del circuito representado en la
figura 7.46. Lo anterior teniendo en cuenta los siguientes valores: Ry = 60.0kS), Ry =
40.0kQ2, R3 = 60.0k€), Ry = 40.0kQ2, V; =100V y Vo = 200V .

v _-F Ré Voo Ré

R2 R3
e AW A

Figura 7.46: Ejercicio 7.14. Circuito con dos fuentes y cuatro resistencias.
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Ejercicio 7.15. Para el circuito indicado en la figura 7.47, calcular la potencia disipada en
la resistencia de Ry y evaluar la diferencia de potencial entre los puntos a y b, teniendo en
cuenta que: Ry = 4.0Q0, Ry = 2.092, Ry = 6.092, V1 =8.0V y Vo, = 12.0V.

+| L
R
a 1
Ry
> VWA b
R3S
>
oL
4B
1%

Figura 7.47: Ejercicio 7.15. Potencia disipada en la resistencia Rs.

Ejercicio 7.16. En el circuito mostrado en la figura 7.48, el voltimetro indica una lectura de
25.0 V' cuando el interruptor se encuentra abierto. Determinar el valor del voltaje suministrado
por la fuente, asi como la lectura del amperimetro una vez el interruptor se cierra. Para
esto, tener en cuenta los siguientes valores de los componentes del circuito: Ry = 30.0€2,
Ry = 20.092, Ry = 75.0Q2, Ry = 50.092, y Vo = 25.0V.

R: |

AN @_

V;

R3§ Ry Q_L-Q R4§: ®
_-|- Vi

Figura 7.48: Ejercicio 7.16. Determinacién del voltaje suministrado por la fuente de voltaje V5.

Ejercicio 7.17. Para el circuito de la figura 7.49, calcular la potencia disipada por cada
uno de los resistores y evaluar la diferencia de potencial entre los puntos a y b, teniendo
en cuenta que: Ry = 1.09), Ry = 6.0Q2, Ry = 1.092, Ry = 2.0Q2, Ry = 4.0Q2, Rg = 1.01,
I, =1.0A, I, =2.04, y V3 =20.0V.

Ill
R Rs
a — —0
IQl V2
Rs3 Ry
—'\/\/\/\/‘—LI—‘_ WW—

Figura 7.49: Ejercicio 7.17. Potencia disipada por cada resistor en un circuito con seis resistencias y tres
fuentes de voltaje.
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Ejercicio 7.18. La resistencia Ry del circuito indicado por la Figura 7.50, consume energia
a razon de 30 J . Encontrar la corriente a través del amperimetro y evaluar el valor de Vi,
teniendo en cuenta que: Ry = 17.0Q), Ry = 6.0Q2, Ry = 3.0, Ry = 2.0, Rs; = 13.092,
Rs; =1.0Q, Rg = 19.092 y R; = Rg = 20.012 .

Figura 7.50: Ejercicio 7.18. Corriente medida en el amperimetro ubicado entre R5 y Rg.

Ejercicio 7.19. Calcular las tres corrientes del circuito indicado por la Figura 7.51, teniendo
en cuenta que: Ry = 10.0Q2, Ry = 1.0Q2, Ry = 1.0Q2, Ry = 5.002, Rs = 8.02, V}, = 12.0V y
Vo =9.0V.

VWWW\
_—
I
L v I I Vo
Rz ! l_ I_
_WY?W WWW\
4 R;

Figura 7.51: Ejercicio 7.19. Determinacién de las corrientes I, Is e I3.

Hasta el momento solo se han analizado circuitos donde existen fuentes de voltaje y resistencias,
pero los dispositivos electronicos contienen muchos mas componentes dependiendo de la
complejidad del mismo.

Un elemento adicional que puede tener un circuito sencillo es un capacitor. Cuando un
capacitor descargado se conecta a una fuente de voltaje a través de una resistencia, dicho
capacitor no se carga instantaneamente y se puede comprobar que el tiempo en el proceso
de carga depende de la resistencia en el circuito y de la capacitancia del capacitor. De igual
forma, si una vez cargado el capacitor se conectan sus terminales a través de una resistencia,
el capacitor se descarga y la velocidad de descarga depende de la resistencia y la capacitancia
en los elementos del circuito, lo cual se analiza en la siguiente seccién.

7.7. Carga y Descarga de un Capacitor

Como ya se explico, un capacitor es un dispositivo eléctrico que tiene la capacidad de
almacenar carga eléctrica, en un circuito dicha propiedad es 1util para cumplir diferentes
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funciones como: almacenamiento temporal de energia, estabilizacion de senales eléctricas,
filtrado, generacion de senales oscilantes, entre otras. Si bien un capacitor se puede cargar
instantaneamente al ser conectado a una fuente de voltaje, es muy importante analizar como
es el proceso carga si el capacitor se conecta a la fuente de voltaje a través de una resistencia.
De igual forma es importante el estudio del proceso de descarga, cuando los terminales de
un capacitor cargado son conectados mediante una resistencia.

7.7.1. Proceso de carga de un capacitor

Para estudiar el proceso de carga de un capacitor, se va a considerar el circuito de la figura
7.52. La resistencia en la figura 7.52 se usa para cargar el capacitor gradualmente en el tiempo.
Si no hubiera resistencia, el capacitor se cargarfa a su méximo valor instantdneamente (En
la practica siempre existe una resistencia debido a los cables de conexién, pero puede ser
despreciada).

Ve — — I

Figura 7.52: Carga de un capacitor.

Si se observa la figura 7.52, se puede evidenciar que la diferencia de potencial medida entre
el punto a y el punto b, que se denota con V,;,, debe ser igual independientemente de si se
mide considerando los elementos que estan en la parte superior de los dos puntos (elementos
en azul), o los elementos que estédn en la parte inferior (elementos en rojo). Si se considera
la difererencia de potencial entre el punto a y b tomando los elementos por la parte superior
(en azul), se tiene que:

Vi = IR. (7.198)

Ahora, al considerar la difererencia de potencial entre el punto a y b tomando los elementos
por la parte inferior (en rojo), se tiene

V=V — Ve, (7.199)

donde V representa el voltaje de la fuente y Vi la diferencia de potencial en el capacitor. Se
debe evidenciar que durante el proceso de carga, la polaridad de la fuente es contraria a la
polaridad del capacitor. Ahora, al comparar (7.198) y (7.199), se tiene que:
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V—-V.=1IR. (7.200)
Por otro lado, se tiene que

dq

==
dt’

(7.201)
donde la corriente I determina el paso de carga dq en el tiempo dt a través de una seccién
transversal de la resistencia. Adicionalmetne, la diferencia de potencial en el capacitor, viene
dada por:

4c

= 202
Ve o (7.202)

donde ¢. hace referencia a la carga almacenada en el capacitor en un cierto tiempo t. Si se
reemplaza lo anterior en (7.200), se tiene que:

v _ g% (7.203)

La expresion (7.203) no se puede integrar atin, ya que en (7.203) existen dos variables; por
un lado se tiene dgq que esta asociada a la carga que atraviesa la resistencia, y por otro ¢,
que es la carga almacenada en el condensador. Sin embargo, la carga dgq que atraviesa la
resistencia en un tiempo dt, representa también el aumento de carga dg. en el capacitor en
el mismo tiempo dt, por lo tanto:

dg _ dge
= —=— 7.204
dt — dt’ ( )
y reemplazando el dltimo resultado en (7.203) se tiene:
Qe dqe
V-==R—. 7.205
C dt ( )
Al despejar % de la ultima relacién, resulta:
dQC (VC - QC)
= 2
dt RC (7.206)
y por lo tanto
dq. dt
G (7.207)

(VC—q) RC

Si se asume que el circuito en estudio se cerré al tiempo cero, iniciando el proceso de carga
con un condensador completamente descargado; es decir, al tiempo t = 0 — ¢q. = 0. Al
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integrar la expresién (7.207) entre el tiempo ¢t = 0 (g. = 0) y cualquier tiempo ¢, se tiene

que:

“ dg [y at
< = 2
> [ woro = (7:208)

donde en la ultima igualdad se han renombrado las variables de integracién ¢. y t, por ¢.
y t', respectivamente, para usar las primeras ¢. y ¢t como limites de integracién. Al integrar

(7.208) se tiene que:

dc
1 _ _
= H(VC qc) . RC
VC —q. t
| = —
~ Yo RC
t
- 1- ——)). 2
=q.=VC ( exp < RC’)) (7.209)

La expresién (7.209) indica la carga g. almacenada en el capacitor a cualquier tiempo t.
Como se puede observar, al tiempo cero la carga en el capacitor es cero (justo cuando
se conecta la fuente de voltaje V). También se establece que para alcanzar la méxima
carga (V' ('), se requiere un tiempo infinito, pero en la practica en un tiempo relativamente
grande (relativamente grande en comparacién a 1/(RC)), se puede considerar el capacitor
completamente cargado. La figura 7.53 muestra la grafica de carga vs tiempo para el capacitor

en el proceso de carga con valores especificos de V', Ry C.

gcvst
120 - emm=TTIEIEEE
b d
//
//
100 A /'
/ Pardmetros
] / V=125V, R=1000Q, C=1 uF
80 /
Q ,l'
2 60 !
N 1
S 1
!
40 A 1
1
1
!
204
1
1
]
0 - 1
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
t(s)

Figura 7.53: g, vs t en el proceso de carga de un capacitor.
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A partir del dltimo resultado de (7.209), se puede encontrar la corriente en el circuito a
cualquier tiempo ¢t mediante derivacién, y teniendo en cuenta que I =

dg — dge i .
gt = > Se tlene quer

dg. 'V t

A partir de (7.210), se puede observar que al tiempo cero la corriente es maxima (V/R) y
disminuye conforme aumenta el tiempo, lo cual se explica dado que el capacitor se carga
con polaridad contraria a la fuente y su diferencia de potencial aumenta a medida que la
carga aumenta, disminuyendo paulatinamente la accién que la fuente externa ejerce sobre
los portadores de carga. Cuando alcanza la méaxima carga, la diferencia de potencial en

el capacitor es igual a la diferencia de potencial de fuente, pero dada su polaridad, anula
completamente el efecto que tiene la fuente externa sobre los portadores de carga.

La figura 7.54 muestra la grafica de corriente vs tiempo en el proceso de carga del capacitor,
para valores especificos de V', Ry C.
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Figura 7.54: I vs t en el proceso de carga de un capacitor.

7.7.2. Proceso de descarga de un capacitor

Para explicar el proceso de descarga de un capacitor, se utilizara el circuito descrito en la
figura 7.55.

Al no existir fuente, los electrones almacenados en una de las placas del capacitor, se mueven
para cubrir el exceso de carga positiva en la carga opuesta del mismo, generando una corriente
a través del circuito (recordar que la corriente tiene direccién contraria al movimiento de los
electrones). En este caso, se tiene que:
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V.=1IR, (7.211)
y por lo tanto:
Ge dq

—

Figura 7.55: Circuito asociado a descarga de un capacitor.

Ahora, la carga dq que atraviesa la resistencia en el tiempo dt, es igual a la carga dg. que sale
del capacitor al tiempo dt, pero dado que en este caso la carga en el condesandor disminuye
al pasar el tiempo (la carga dg. sale del capacitor en el tiempo dt), se tiene que:

dg _ dqgc

= ) 7.213
dt dt ( )
Remplazando (7.213) en (7.212) se tiene que:
Ge dg.
— =—-R—. 7.214
C dt ( )
Integrando (7.214) se tiene que:
% dq! bt
£ =— . 7.215
/qm q /0 RC (7:215)

En la expresion anterior, se ha tenido en cuenta que el proceso de descarga se inicia con un
capacitor cargado (al tiempo cero, la carga es maxima), y se han tomado las variables de
integraciéon como ¢, y t', para utilizar ¢. y t como limites de integracién. Al integrar (7.215)
se tiene que

In - (7.216)




7.7 Carga y Descarga de un Capacitor

341
con lo cual

t
¢ — Ymazx -~ |- 7.217
e = Gmaz XD ( RC) (7.217)

Se puede asumir que la carga méxima en el condensador ¢,.., se alcanza en un proceso de
carga mediante una fuente externa de voltaje V' y por lo tanto, ¢.. = VC. La expresién
(7.217) indica que la carga es maxima al tiempo cero y tiende a cero conforme el tiempo
avanza (en t — 00). La figura 7.56 muestra la grafica de carga vs tiempo en el proceso de

descarga de un capacitor con valores especificos de V., Ry C.
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Figura 7.56: g, vs t en el proceso de descarga de un capacitor.

La corriente en el circuito, se puede encontrar a través de la equivalencia (7.213), tal que:

__QWMI ___f_-
I= RC exp( RC)' (7.218)

que se determina a partir de (7.213) es negativa, lo cual radica en
el hecho que la carga disminuye con respecto al tiempo en el proceso de descarga, pero la

corriente eléctrica (carga que pasa en la unidad de tiempo por la resistencia) siempre es

positiva I > 0. La figura 7.57 muestra la grafica de corriente vs tiempo en el proceso de
descarga de un capacitor con valores especificos de V (V' = ¢4./C), Ry C.

dqc
Se debe aclarar que 7,

Si se comparan las graficas de I vs t para el proceso de carga y descarga, se puede evidenciar
que son exactamente las mismas. Efectivamente la corriente en el proceso de carga parte al
tiempo cero de su méaximo valor, definido por la diferencia de potencial suministrada por
la fuente externa V' y la resistencia en el circuito, y disminuye a cero conforme el capacitor
se carga. En el proceso de descarga sucede algo similar, la corriente parte al tiempo cero
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de su maximo valor, relacionado con la maxima diferencia de potencial del capacitor V,

cargado y la resistencia en el circuito. Si se asume que el capacitor se dejo cargar un tiempo

suficientemente largo con una fuente externa de voltaje V', entonces la diferencia de potencial

inicial en el capacitor que genera la corriente en el circuito sera igual a V., y por tanto, las

corrientes en el proceso de carga y descarga seran la misma (asumiendo que se mantiene la
misma resistencia en los dos procesos).
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Figura 7.57: corriente (I) vs tiempo (¢) en el proceso de descarga de un capacitor.

Ejemplo 7.19. Determinar la carga mdrima que puede alcanzar el capacitor mostrado
en el circuito de la figura 7.58.

Ry

——WW—t
I
! 12 13
R3
+
V= R y

b

Figura 7.58: Ejemplo (7.19). Carga méxima en un capacitor.
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Solucion: Cuando el capacitor se encuentra completamente cargado, no circula corriente a
través de la linea donde se encuentra la resistencia Ro; de existir corriente, significaria que
el capacitor aun no ha alcanzado su carga mazxima. Por la misma razon, no hay caida de
potencial en Ry, debido a que Vo = IRy e I = 0. Por lo tanto, toda la corriente que pasa
por Ry debe pasar por Rs, ya que no puede existir puntos de acumulacion.

R, a
9
1
I
v—=

R

T 2
@
b

Figura 7.59: Ejemplo (7.19).Malla a la izquierda del circuito indicado en la figura 7.58.

Entonces, la malla ubicada a la derecha del circuito serd equivalente al circuito mostrado en
la figura 7.59, en la cual las resistencias Ry y Ry pueden considerarse conectadas en serie.
Es decir, la resistencia equivalente para el circuito definido por la malla en consideracion,
serd: Req = R1 4+ Ry. Ahora, a partir de ley de mallas se tiene

Vv

V=IR+Ry) =T =— .
(B + F2) R+ R,

(7.219)

Con lo cual, la diferencia de potencial entre los puntos a y b, indicados en la figura 7.59,
corresponde a la caida de potencial en la resistencia Rs; es decir: Vo = I Ry. Por tanto,

VR,

Vo= 1hy = 5 ——p-
1 2

(7.220)
La diferencia de potencial Vo corresponde a la diferencia de potencial en los puntos extremos
de Ry, pero también a la diferencia de potencial del capacitor, ya que no circula corriente a
través de R3. Por lo tanto, se puede observar que el capacitor esta conectado a los puntos a
y b del circuito. En conclusion,

Ry

R Y o P
e = 2 = R+ Ry

Ve (7.221)

Otra forma de analizar el problema consiste en encontrar la relacion entre la carga almacenada
en el capacitor y el tiempo. Para ello se tiene en cuenta las dos mallas descritas en la figura
7.60, las cuales corresponden al circuito en estudio.
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Figura 7.60: Ejemplo (7.19). Mallas del circuito indicado en la figura 7.58.

Aplicando la ley de mallas para cada una de las mallas indicadas en 7.60, se tiene que:

V — LR — LRy, =0, (7.222)
IQRQ - 13R3 - ‘/C - 0 (7223)

Adicionalmente, para el nodo a se tiene que Iy = I, + I3. Reemplazando I; en términos de
Iy e I3 en (7.222), se tiene que:

V —I3R; — I1)(Ry + Ry) =0, (7.224)
Despejando Iy de (7.223) y (7.224), se tiene que:
 BR3+ V. V — 3R,

ILh=—" 7.225
R2 ’ Yy 2 ( )

I :
2 Ry + R,

por lo tanto

LRy +V. V —ILR

= , 7.226
Ry Ry + Ry ( )
lo cual se puede escribir como
Ry R R )
V-Isy| =——+Rs | —V.=0. 7.227
Ry + Ry ’ (Rz +R (7.227)
St denotamos V' = ﬁv y R = (Rl?fél + R3>, la anterior expresion se puede escribir

como:

V' — LR —V,=0. (7.228)
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Ya que I3 = % y V.= q/C, se tiene
dg q
V- =R - =
dt C
La ecuacion (7.229) corresponde a la ecuacion diferencial que determina el proceso de carga

de un capacitor cuando el voltaje aplicado es V' y la resistencia es R'. Su solucion estd dada
por (ver ecuacion (7.209)):

— 0. (7.229)

¢ =V'C (1 - e—t/WC)) , (7.230)
por lo tanto, la carga mdzxima serd iqual a: Qe = V'C, es decir

Gmaz (Rl + RQ)

y se obtiene el mismo resultado expresado en (7.221).

Ve, (7.231)

Ejemplo 7.20. En el circuito de la figura 7.61, los dos capacitores se encuentran cargados
y tienen una diferencia de potencial entre sus placas de 45 V. Al cerrar el interruptor indicado
en figura, los capacitores se descargan. En este ejemplo se determinard el tiempo que tardan
los capacitores en alcanzar una diferencia de potencial de 10 V' y la corriente en el circuito
en dicho instante, teniendo en cuenta que: Ry = 30.0Q2, Ry = 50.0Q2, C} = 15.0uF, Cy =
20.0pF.

Ch Co

Ry

Figura 7.61: Ejemplo 7.20. Analisis de la descarga de dos capacitores en paralelo con dos resistencias en serie.

Solucion: De la figura 7.61 es posible determinar que los dos capacitores estdn en paralelo,
de manera que estos se pueden reducir a un solo capacitor de valor:

Cog = 15.0 uF +20.0 puF = 35.0 puF. (7.232)

Ahora, las resistencias también se reducen a una sola equivalente dado que se encuentran en
serie y cuyo valor es:

R.; =50.0 Q+30.0 Q =80.0 €. (7.233)

Ahora bien, a partir de la relacion (7.209), se sabe que la carga del capacitor durante un
proceso de descarga, en funcion del tiempo, se expresa como:

t
1) = Qmax ey R 234
000 = s 0 (i) (7.234)
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donde qusx = CVinax, siendo Vs la diferencia de potencial al tiempo cero. En términos del
potencial, la relacion (7.234) se puede expresar como

t
CV (t) = CVinax -, 7.235
() e (~5) (7.235)
es decir,
t
V(1) = Vipax - . 7.236
(0= Vssoww (- ) (7.236)
Para el circuito en estudio, se tiene que: R — Req y C — Cygq, por lo tanto se tiene que:
V() = Vingy © ! (7.237)
= Vmax €X - : :
P\ Rr.C.,

Al despejar la variable de tiempo t de la ecuacion (7.237), se puede establecer que:

t = —ReyCogln [“i(ﬂ . (7.238)

Ahora, el tiempo que tarda un condensador en pasar de un valor de potencial de 45V a 10 V
serd:

10V
t = —(80.0 Q) (35.0 uF)In {45 V} = 4211 ps. (7.239)

La corriente en el circuito durante el proceso de descarga se expresa como (ver ecuacion
(7.218)):

Gméx t C"/méx t Vméx t
I(t) = — = —— | = —— 24
(1) = R oxp ( RC) rC P ( RC) R “P\"RC) (7.240)
que para el caso en estudio se puede expesar como:
Vméx t
I(t) = — ) 7.241
) Req o ( Requq) ( )

Por lo tanto, para un tiempo de 4211 us la corriente es:

45V

1) = exp (_( 4211 ps

80.0 Q) (35.0 uF)

004 ) =0.12 A. (7.242)

Ejemplo 7.21. Ei circuito ilustrado en la figura 7.62, indica tres capacitores que se
encuentran cargados con una carga igual a 4.0 nC'. El circuito posee un interruptor que se
puede cerrar o abrir. Al cerrar el interruptor se produce una corriente sobre el circuito. Una
vez que el circuito se cierre, se iniciard un proceso de descarga. En este ejemplo se evaluard
el valor de la energia almacenada en los capacitores y el valor valor de la corriente cuando la

energia se haya reducido al 20 % de su energia inicial, teniendo en cuenta que: Ry = 25.01,
C1 =15.0pF, Cy = 20.0pF y C3 = 10.0pF.
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i

CQ :: Rl

Gy

Figura 7.62: Ejemplo 7.21. Energia almacenada en tres capacitores en serie.

Solucion: Una vez que el circuito se cierre, el circuito se puede simplificar, teniendo en
cuenta que los capacitores se encuentran en paralelo. La capacitancia equivalente se puede
calcular a partir de:

L S SR
Ce 10.0 pF ~ 20.0 pF ~ 15.0 pF’

(7.243)

de manera que
Ceg = 4.61 pF. (7.244)

Ahora, la energia potencial eléctrica almacenada en un capacitor viene dada por:

Uy, = 9 (k=1,2,3) (7.245)
20k7 3 7 9

por lo tanto, la energia almacenada en los tres capacitores vendrd dada por:

204 202 205

_Q2 L1
T 2\C Gy G

i% QL @, &
=1

Q2
= , (1=1,2,3), (7.246)
2C.,

donde se ha tenido en cuenta que para capacitores en serie Q1 = Q2 = Q3 = @, y donde
Ceq €5 la capacitancia equivalente de los tres capacitores. Ya que Q; = 4.0 nC', para llegar al
20 % de la energia inicial se tiene que

Uy =0.20 U;, (7.247)
que en términos de cargas se expresa como

Uy = 02U, (7.248)

1
G _ g @

I 7.249
2C, 20, (7.249)
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lo que implica

Q=02 Q =0447Q, (7.250)

donde Q)¢ corresponde a la carga almacenada en los capacitores cuando se ha perdido un
80 % de energia inicial. Ahora, la carga en un condensador en funcion del tiempo se expresa
como:

t
_ __v 251
g (1) qmaxeXp< RC>, (7.251)

que para los datos considerados corresponde a

Qs = Qiexp <—Ré ) , (7.252)
eq
1y por tanto,
t = —RC,In (%) = —(25.0 ) (4.61 pF)In (%7@)
= —(25.0 Q) (4.61 pF)In (0.447) = 92.7 ps. (7.253)

Ahora, la corriente que tendra el circuito en este tiempo se expresa como

Gmax t
I = pe o (_RC’>
eq eq

B (4.0 nC) 92.7 ps
T (250 Q) (461 pF) P [_ (25.0 Q) (4.61 pF)
— 154 A (7.254)

Ejemplo 7.22. EI circuito mostrado en la figura 7.63 estd compuesto por dos resistencias
en paralelo, con valores Ry = 4.0 k2 y Ry = 6.0 k€2, conectadas a su vez a dos capacitores
también en paralelo, cuyas capacitancias son C; = 3.0 uF y Cy = 5.0 pF. El sistema
es alimentado por una fuente de voltaje de valor V. = 150 Voltios. Para este circuito, se
calculard la carga almacenada en los capacitores como funcion del tiempo.

) R,
P e
e

Figura 7.63: Ejemplo 7.22. Anélisis del proceso de carga para dos capacitores en paralelo.

Solucion: Dado que las resistencias estdn en paralelo, pueden reemplazarse por una resistencia
equivalente, la cual se puede calcular mediante la expresion:

1111 1
_ L b 7.255
R R Ry 400 400 (7.255)
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es decir,
R, = 2.40 kQ. (7.256)

Ahora, en el caso de los capacitores en paralelo, la capacitancia equivalente es:
Coq=C1 +Co =30 uF"+5.0 uF' = 8.0 puF. (7.257)

Con lo anterior, el circuito original puede simplificarse a un circuito que presenta una unica
resistencia Re, y un tinico capacitor Cey. La carga que almacena el capacitor equivalente, se
expresa como:

t
Qeq (t) = VCeyexp (— Requq> : (7.258)

donde se ha denotado q., como la carga almacenada en funcion del tiempo para un capacitor
equivalente con capacitancia C.,. Ahora, teniendo en cuenta que la diferencia de potencial

en el capacitor se expresa como
q

57

la diferencia de potencial en las placas del capacitor C, es:

qe 1 t t
Veg (1) = C’q = C—VCeqexp <_R 8 ) = Vexp <_R 8 )
eq eq eq™~’ eq eq~eq

t
(2.40 kQ) (8.0 uF)

V= (7.259)

= (150 V) ex —@t. 7.260
| = 150 Ve |- 28] r20)

= (150 V) exp {—

Dado que Cyy es el resultado de combinar los capacitores en paralelo Cy y Cs, la diferencia
de potencial establecida por la ecuacion (7.260) es la misma para Cy y Cs, asi, la carga que
almacenaria el capacitor Cy es:

Q1(t) = CiVy(t) = (3.0 uF) (150 V) exp {—@t]
= (450 pC)exp [—@t} : (7.261)
en tanto que para Cy es:
Qs (t) = oV (t) = (5.0 uF) (150 V) exp {—@t]
= (750 pC)exp [— 52;O8t} : (7.262)

Ejemplo 7.23. En la figura 7.64, el interruptor se ha cerrado por un tiempo suficiente
largo para permitir que el capacitor se carque completamente. Para el circuito en cuestion se
encontrard: a) La corriente en cada resistencia y la carga del condensador. b) Se determinard
la ecuacion de corriente en funcion del tiempo para la resistencia Ry cuando el interruptor se
abra (tomando t=0, el instante en el cual se abre el interruptor). c¢) Se encontrard el tiempo

que toma llevar la carga a un quinto de su valor inicial. Lo anterior teniendo en cuenta que:
Ry =5.0kQ), Ry = 15.0kQ2, Ry = 3.0k, Ry =7.02, C; = 10.0uF y Vi =9.0V.
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Figura 7.64: Ejemplo 7.23. Anélisis del proceso de carga y descarga de un condensador en un dos
configuraciones diferentes (interruptor abierto y cerrado).

Solucion:

@)

b)

Si el tiempo que se considera ha sido suficiente para cargar el condensador, ya no
habrd corriente a través de las resistencia R3 de 3.0kS) y se establecera una corriente
constante por el circuito formado por la resistencias Ry, Ry y Ry . Esta corriente que
pasa a través de las resistencias en serie Ry, Ry y Ry vendrd dada por:

9.0V

I = = 0.3 mA. 7.263
5.0kQ + 7.0 KO+ 15.0 k0 m (7.263)

Con esta corriente, es posible determinar la caida de potencial Vy en la resistencia Ry
utilizando la ley de Ohm, tal que:

Vy = IRy = (0.3 mA) (15.0 kQ) = 4.50 V. (7.264)

Ahora, si se considera la malla constituida por las resistencias en serie Rz (3.0 k2) y
Ry junto con el capacitor, la diferencia de potencial Vo = I Ry, termina siendo la misma
que se establece en el capacitor (ya que no hay corriente a través de la resistencia de
3.0kQ2), de manera que la carga almacenada en el capacitor es,

Q = CVs = (10.0 uF) (4.50 V) = 45.0 uC. (7.265)

Una vez se abre el interruptor, el capacitor inicia un proceso de descarga a través de las
resistencias Ry y R3. Para calcular la corriente en la resistencia Rs, es posible reducir
el circuito constituido por las resistencias Ro, R3 y el condensador, a un circuito con
una sola resistencia R.q = Ry + R3 y el capacitor. Niumericamente para la resistencia
equivalante se tiene:

Rey = 3.0 kQ + 15.0 kQ = 18.0 kQ. (7.266)

Ahora bien, la corriente que circula durante el proceso de descarga en la resistencia Rsy
es la misma que circula en la resistencia Ry, y estd dada por:

max t
I(t) = ]q% = exp (—R C) , (7.267)
eq eq
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donde qusx = @Q, por tanto,

I(t) ¢ e t Cvs e t
= X — - X -
R,C P\"R.,C) R,CP\ R.,C

Ve (Lt \_4as0v [ '
" R, P\UTR,C) T 180k 7P| (180 kQ) (10.0 uF)

5.50
= 0.25 mAexp {_Tt] . (7.268)

c) La carga en el condensador, para el sistema en consideracion, se expresa como:

q(t) = Qmaxexp (— RiC) = (45.0 uC') exp [—(18.0 kQ)t(lo.O uF)]

= (45.0 pC)exp {—?t} : (7.269)

Ahora, si q(t) = %qméx = %Q, se cumple que

1 5.50
q(t)= 5 (45.0 uC') = (45.0 uC) exp [——t} ) (7.270)
S
de manera que
1 5.50
con lo cual,
1 1
t=—Inb=—1Inb5=10.29 7.272
550 550 > (7.272)
que es el tiempo que se requiere para que el condensador alcance un quinto de su carga
macial.

Ejercicio 7.20. Una carga @ estd almacenada en un capacitor de capacitancia C. Este
capacitor se conecta al circuito mostrado en la figura 7.65, el cual esta compuesto por una
resistencia R y un sequndo capacitor de capacitancia 3C', inicialmente descargado. Una vez
se cierra el circuito, determinar la diferencia de potencial entre las placas del capacitor de
capacitancia C y expresar la carga en funcion del tiempo.

Figura 7.65: Ejercicio 7.20. Proceso de carga de un capacitor.
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Ejercicio 7.21. En el circuito de la figura 7.66, el interruptor se ha mantenido abierto
por un largo tiempo. Una vez el interruptor se cierre, calcular la corriente y la carga en
el capacitor, teniendo en cuenta que: Ry = 20kS), Ry = 30.0Q0, R3 = 120k$2, V1 = 20V y
C = 10pF.

Ry

VWV J | o
i
VT Ry
o ) %
VMV

Figura 7.66: Ejercicio 7.21. Anélisis del proceso de carga y descarga de un capacitor en dos configuraciones
diferentes (interruptor abierto y cerrado).

Ejercicio 7.22. El capacitor en el circuito de la figura 7.67, es de 25.0 uF'. Una vez cerrado
el interruptor del circuito y considerado un tiempo largo, evaluar: a) La potencia disipada
por cada resistencia. b) La carga en el capacitor. c¢) Si el interruptor se abre (tras un largo
tiempo de haber estado cerrado), determinar el tiempo que tarda la corriente en alcanzar una

quinta parte de su valor inicial. Lo anterior teniendo en cuenta que: Ry = 382, Ry = 2Q y
V = 15V oltios.

Figura 7.67: Ejercicio 7.22. Andlisis de un circuito con un capacitor, cuatro resistencias y una fuente de
voltaje.

Ejercicio 7.23. En un circuito RC, la expresion para corriente, carga o diferencia de potencial
en un capacitor son funciones del tiempo, y todas dependen del factor: e~*/(FC)  donde el

producto RC' tiene unidades de tiempo. Por esta razon, dicho producto se conoce como la

constante de tiempo del circuito. Teniendo en cuenta lo anterior, considerar que se tienen

dos capacitores de 4.0 pF y 8.0 uF', y dos resistencias de 45.0 kQ y 200 k). Realizar todos

los circuitos que se puedan establecer con los cuatro elementos y calcular, en cada caso, las

respectivas constantes de tiempo.

Pregunta 7.1. ;Qué principio fisico explica que la suma de las corrientes que entran a una
union eléctrica es igual a la suma de las corrientes que salen de ella?

a. Ley de Ohm
b. Conservacion de la carga
c. Tercera ley de Newton

d. Conservacion de la energia
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Pregunta 7.2. Se conectan tres resistencias: Ry = 202, Ry = 40 y Ry = 6). Ry y Ry estdan
en paralelo, y el conjunto se conecta en serie con Rs. ;Cudl es la resistencia equivalente?

a. 3%
b. 652
c. 792
d. 8
e. 1092

Pregunta 7.3. Un capacitor de 10uF' se conecta en serie con una resistencia de 1k§) a
una bateria de 12V . ;Qué voltaje tiene el capacitor después de un tiempo igual a 37 (tres
constantes de tiempo)?

a. 2.2V
b. 4.4V
c. 6.3V
d. 10.0V
e. 11.4V

Pregunta 7.4. Una bombilla de 60W estd conectada a una fuente de 120V . ;Cudl es la
corriente que consume?

a. 0.25A
b. 0.5A
c. 1A
d. 2A
e. 4A

Pregunta 7.5. Un capacitor de capacitancia C = buF', se carga a través de una fuente de
voltaje de 10V y una resistencia de R = 2kS). Encontrar el voltaje en el capacitor al tiempo
t =5ms:

a. 2V
b. 3V
c. 6V
d. 7.8V
e. 9.2V
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En secciones anteriores se explico que particulas cargadas interactiian eléctricamente a través
de la ley de Coulomb. Si adicionalmente las particulas se encuentran en movimiento, se puede
identificar un tipo de interaccion adicional a la interaccion eléctrica, la cual se conoce como
fuerza magnética. La expresiéon de la fuerza magnética que una carga ¢ en movimiento con
velocidad ¥ siente debido a una carga ¢’ en movimiento con velocidad ¢/, en un instante en
el cual la carga ¢ se encuentra en la posicién 7y la carga ¢’ en la posicién 7/, estéa dada por
(ver figura 8.1):

= poqq [T x (T —7")
F, = ppm UX{ e : (8.1)
YA
F;n,
U
q
. (7" —7")
7
,l—}'/
=/
T q/
<l x‘
Ty -

Figura 8.1: Fuerza magnética entre dos cargas en movimiento.

De igual forma, la fuerza magnética que la carga ¢’ siente debido a la carga ¢ vendra dada
por:

5 Hod'q,  [UX (-7
Fy = 1ot ”’X{W . (8.2)

Ahora, la ecuacién (8.1) se puede escribir convenientemente como:

- . po ¢ x (F—71")
Fq =qu X {E ‘7:,_ F’P s (83)
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y se observa que la expresién entre corchetes en (8.3) es un funcién vectorial independiente
de la carga g y de su velocidad, que se conoce como el campo magnético evaluado en la
posicién definida por el vector 7, generado por una carga ¢’ en movimiento con velocidad v’
ubicada en la posicién 7', tal que:

B(F) = {“Oq/ o x (F= ) } . (8.4)

Al igual que el campo eléctrico se entiende como una propiedad que adquiere el espacio
debido a la presencia de cargas, el campo magnético se entiende como una propiedad que
adquiere el espacio debido a la presencia de cargas en movimiento. En términos del campo
magnético, la expresion (8.3) se puede escribir como:

F, = qi x B(7). (8.5)

En la practica las expresiones de la fuerza magnética definida por (8.1) o (8.2) y el campo
magnético (ecuacién (8.4)) son de poco utilidad, ya que a nivel macroscépico no se trata
con pocas particulas cargadas en movimiento, sino con muchas particulas que pueden viajar
a diferentes velocidades, pero que macroscopicamente se pueden analizar a través de la
corriente eléctrica que producen, y se define la fuerza magnética y el campo magnético en
términos de dichas corrientes, lo cual se analizara en la siguiente seccién. Por ahora, se
asumird que se conoce el campo magnético (sin tener en cuenta la fuente que lo produce) y
se analizard la fuerza magnética a partir de (8.5).

Las unidades en las cuales se mide el campo magnético se pueden determinar a partir de
la expresién (8.5). Si la fuerza se mide en newtons, la carga en culombios y la velocidad en
metros sobre segundos, entonces el campo magnético, en términos de unidades de medida
vendra dada por:

B — = teslas. (8.6)

Cm/s

En el sistema internacional, la unidad fundamental para el campo magnético son las teslas,
definidas en (8.6).

Una caracteristica importante de la fuerza magnética es que no produce trabajo, si es la
unica fuerza aplicada sobre un objeto (consecuencia de la definicién 8.5). Lo anterior se
puede explicar teniendo en cuenta que si una particula se desplaza una cantidad d;’, el
trabajo dW en dicho desplazamiento por definicién esta dado por:

—

AW = F - dr, (8.7)
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y ya que U = Z—Z, se tiene que la velocidad es paralela al vector desplazamiento dr. Ahora,
la fuerza magnética es perpendicular a la velocidad de la particula (por las propiedades del
producto cruz y de la definicién (8.5)), y por tanto la fuerza magnética es perpendicular al
desplazamiento dr. Dado que el producto punto entre dos vectores perpendiculares es cero,
entonces el trabajo realizado por la fuerza magnética es cero. Adicionalmente, ya que el
trabajo es igual al cambio en la energia cinética, entonces dicha energia no cambia cuando
el trabajo es cero y por lo tanto, la magnitud en la velocidad no cambia (aunque si puede
cambiar su direccién y en la afirmacién anterior se ha asumido que la masa es constante). A
continuacion, se presentan ejemplos donde se aplica la ecuacién (8.5).

Ejemplo 8.1. La figura 8.2 indica una region del espacio (region sombreada) con un
campo magnético uniforme orientado en la direccion —k (entrando perpendicularmente a la
pdgina y esquematizado en la figura 8.2 por cruces rojas). Un electron ingresa a la region
sombreada con una velocidad ¥ = vi. Para tal situacidn, se va a encontrar la trayectoria del
electron mientras permanece en la region sombreada.

U B

F m >< \\\\ ><

\

. \
0/ = |
I

/

J X
=

X
X
/N

X X

P

X

SFg X X

Figura 8.2: Electrén en presencia de un campo magnético uniforme.

Solucién: A partir de la definicion (8.5) se tiene que:

— ~

F, = (—e)7 x B = —e(vi x (—Bk)) = —e

q

k
0

o O o

‘ = —cvBy. (8.8)

O S =0

-B

Como ya se explico, la fuerza magnética no cambia la magnitud de la velocidad, asi que la
fuerza magnética solo puede cambiar la direccion de la velocidad; por lo tanto, se estd ante
un mowvimiento donde la magnitud de la velocidad no cambia pero si su direccion, debido a
la aplicacion de una fuerza constante perpendicular a la velocidad. El movimiento circular
uniforme reune las anteriores condiciones y, por tanto, el movimiento que experimenta el
electron debe ser un movimiento circular uniforme. La figura 8.2 muestra dicha trayectoria.
Se puede verificar tomando cualquier punto en la trayectoria circular que la fuerza magnética
siempre apunta hacia el centro del circulo. Por ejemplo, en la figura 8.2 se indica un punto
P, en el cual la velocidad se puede escribir como ¥ = —v sen i — v cos (95', en dicho punto se
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tiene que:

— — ~

F,=—-eix B=—¢ (—v sen 0i — v cos 95) X (—Bk)

= —e|—vsenf —wcosf O ‘
0 0 —-B
— —evB(cosfi — senbj). (8.9)

Ahora, se puede determinar a partir de la figura 8.2, que el vector de posicion que define el
punto P es

7= (rcosfi — rsenfj), (8.10)
por lo tanto
7 = (cos 01 — sen 6), (8.11)
1y se tiene que
F,, = —evBF. (8.12)

La ultima expresion indica que la direccion de la fuerza es —7; es decir, hacia el centro del
circulo. Si se toma otro punto en la trayectoria circular, se debe llegar a la misma conclusion.
Ya que el movimiento es circular, lo importante para definir la trayectoria es el radio. Se
observa en el movimiento que la unica fuerza que se dirige hacia el centro de curvatura
(centro del circulo) es la fuerza magnética y ya que en un movimiento circular la resultante
de las fuerzas aplicadas sobre el eje radial es la fuerza centripeta, entonces se tiene que:

|F| = F. = ma,. (8.13)

Se debe recordar que la fuerza centripeta es una resultante (es decir, la suma de varias
fuerzas), por lo tanto, en un diagrama de cuerpo libre no se dibuja. Al sumar todas las
fuerzas que van hacia el centro de giro, se obtiene la fuerza centripeta. Como ya se conoce
la fuerza magnética (ver (8.9)), al reemplazar en (8.13) se tiene:

mu? mu

ev . r "L ( )

’ITLU2

donde se ha tenido en cuenta que a. =
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Ejemplo 8.2. En este ejemplo se considera una situacién similar a la planteada en
el ejemplo (8.1), donde existe un campo magnético en sentido —lAc, salvo que en lugar de
enviar un electron, habrd un flujo de electrones ingresando desde la izquierda con diferentes
velocidades y adicionalmente al campo magnético, en la region sombreada habrd un campo
eléctrico orientado en direccion -j (indicado con flechas negras en la figura 8.3). Bajo la
situacion planteada se determinard qué electrones atraviesan la region sombreada sin cambiar
su direccion.

18 Iy
TARS
AT

—

]

><

-

3‘11
X

X X
X X

X
X
X

Figura 8.3: Electrén en presencia de un campo magnético y campo eléctrico uniformes.

Solucion: Se sabe del ejemplo (8.1) que un electron que ingrese a la region en estudio, siente
una fuerza magnética en direccion -7, pero ahora también sentird una fuerza debida al campo
eléctrico, orientada en direccidn j (se debe recordar que particulas cargadas negativamente
se mueven en contra del campo eléctrico). Ya que tanto la fuerza eléctrica como magnética
estan orientadas sobre el eje vertical, dichas fuerzas se deben anular para que no exista
cambio en la direccion de los electrones (no quiere decir que para todas los electrones las
fuerzas se anulen, solo ocurrird para aquellos electrones que no cambien su direccion), y en
dicha situacion se tiene:

Fo,+F,=—cvBj+eEj =0, (8.15)

donde se ha tenido en cuenta que F. = (—e)E y que E = —Ej (se ha tomado q = e para
indicar la magnitud de la carga eléctrica del electron, el signo de la carga ya estd introducido
en la direccion de la fuerza). A partir de (8.15) se tiene que:

E
evB =eE = v = L (8.16)

En conclusion, solo las particulas que tengan una velocidad igual a la razon entre el campo
eléctrico y magnético (E/B) atravesardn la region sombreada sin cambiar su direccion.
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Este ejemplo reune las condiciones basicas de lo que se denomina como un “selector de
velocidades”. En la prdctica, al imponer las condiciones fisicas planteadas en este ejercicio,
se logra escoger particulas con cierta velocidad de un flujo aleatorio de particulas (el flujo
no necesariamente tiene que ser de electrones). El resultado es independiente de la carga de
las particulas, aunque para cargas positivas la orientacion de la fuerza magnética y eléctrica
cambian (por el cambio de signo en la carga).

Ejemplo 8.3. Un electrén se proyecta en un campo magnético uniforme (0.80% + 2.203') T
con una velocidad <5.00§ + 2.005’) x10° . Determinar la fuerza magnética sobre el electrén.

Solucion: Para el caso en consideracion se identifica que:

qg = —1.602x107" C, (8.17)
7 = (5.00% + 2.00}) %109 % (8.18)
B = (0.80% n 2.20}) T, (8.19)
de manera que la fuerza magnética es:
F = qu X B
= (=1.602107% () [(5.002 n 2.00}') %100 %} X [(o.So% + 2.203) T]

= (—1.602) 11.0<€ X 3‘) + 1-60(5 X 5) (107) (C?T)

k —k N
— —1.505% 1072 k N. (8.20)

Ejemplo 8.4. Una particula alfa se mueve con una velocidad (17 = 3.007 — 5.00j> %106

3N =3

en una region donde esta presente un campo eléctrico uniforme E = <1.50% — 2.20}') * 106

Yy un campo magnético uniforme B = (1.40% + 4.505) T. A partir del enunciado anterior,

se determinard la fuerza inicial que actia sobre la particula.
Solucioén: Del principio de superposicion, la fuerza neta que actia sobre la carga es:
F = Fy + Fp, (8.21)
siendo ﬁE Y ﬁB las fuerzas eléctricas y magnéticas, las cuales se expresan como:
Fr=qE,  Fy=qixB, (8.22)

donde q identifica la carga de la particula alfa cuyo valor es: 3.20 1071 C. Por tanto, la
fuerza eléctrica vendrd dada por

—

. . 5 4
Fp = qE=(320%10"" C) {(1.50@' - 2.20j) x10° —}
m

- (4.80% - 704}) £10713 N, (8.23)
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y la fuerza magnética estd dada por

Fgp = qux B

= (320107 ©) [(3.00i —5.005) % 10° =] x | (1.40i +4.505) 7|

= (320) 185 (ix ) =700 (j xi) | x (07 (0=1)

— (3.20) <13.5l% + 7.00k ) £10713 N

= 65.6 «x10°"° k N, (8.24)

de manera que la fuerza neta sobre la particula alfa es:

—

F = Fg+ Fg
- (4.802 . 7.04}') X107 N 4656 10°% & N
- (4.80% —7.04) + 65.6 k) 10713 N. (8.25)

Ejemplo 8.5. Una particula de carga q, masa m, momento lineal p y energia cinética
K se mueve por accion de un campo magnético uniforme B en una trayectoria circular de

R . ., . 2R2B2
radio R. Para la situacion planteada, se mostrard que p = qRB y K = 15>
Solucion: La fuerza magnética sobre la particula estd dada por
E, =qt x B. (8.26)

Ya que la fuerza magnética es la que produce el movimiento circular, su aplicacion es
perpendicular al desplazamiento instantdneo, y por lo tanto perpendicular a la velocidad.
La magnitud de la fuerza magnética entonces se puede escribir como:

F,, = qBV. (8.27)

Al no existir otras fuerzas aplicadas sobre la particula, la fuerza magnética debe ser igual a
la fuerza centripeta, tal que

quB = ma,, (8.28)
donde
v 8.29
@ =7, (8.29)
de manera que,
2
v
B=m— 8.30
wB=m", (5.30)
por lo tanto, mv = qRB, con lo cual
p=mv = qRB. (8.31)

Ahora, la correspondiente energia cinética se expresa como:
q2R2BQ
2m

K =—-mv®=— (mv)” = 1 (qRB)2 =

5 (8.32)
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Ejemplo 8.6. En este ejemplo se estudiard el movimiento de una particula cargada q que
ingresa con una velocidad Uy a una region donde estd presente un campo magnético uniforme
B orientado en la direccion positiva del eje z.

Solucion: De la sequnda ley de Newton se determina que la dindmica de la particula es
descrita por medio de la siguiente ecuacion,

ma = mo = g x B. (8.33)
Siendo que . R
B = Bk, (8.34)
se determina que )
.|tk . .
TxB=|v, v, v, |=v,Bi—v.Bj, (8.35)
0 0 B

de manera que

dt a ' T al T

Ast, la igualdad anterior implica que se deban cumplir las siguientes relaciones:

d_’\ d ) d ~ d z 7 o ~
mZ —m ( Ves Sy Y k‘) = qu,Bi — qu, Bj. (8.36)

du,,
mos = quy B, (8.37)
dv,
— = —qu,B, 8.38
T (5.3%)
dv,

= 0. 8.39
m-— (8.39)

La ecuacion (8.39) establece que la velocidad v, a lo largo del eje z es constante y ya que la
particula ingresa con una velocidad inicial

~

170 = on% + onj + UOZ]C, (840)
se determina que la solucion de la ecuacion (8.39) es

v ) = 10

= Voz- (841)

El sistema de ecuaciones (8.37) y (8.38) estd acoplado, de manera que para resolverlo se
procede de la siguiente manera: se deriva la ecuacion (8.37) obteniéndose

d?v,  ¢Bdv,
= —— 8.42
dt? m dt ( )
utilizando la anterior relacion, la expresion (8.38) toma la forma:
d*>v, qB {( ¢B q¢*B?
=— | —-——v )| = ——v, 8.43
dt? m ( m " ) m2 (8.43)
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que se puede expresar como:
d?v,

2,
i +w v, =0, (8.44)
donde se ha definido
B
w=12, (8.45)
m

La expresion (8.44) representa la ecuacion diferencial asociada a un movimiento oscilatorio,
y su solucion se puede escribir como:

v, () = dilit) = Acoswt + Bsenwt. (8.46)

Reemplazando el resultado de (8.46) en la expresion (8.37) se determina que

dy (t dv, 1d
vy (t) = % = qﬂBd_Ut = <Acoswt + Bsenwt) = —Asenwt + Bcoswt.  (8.47)

La solucion de las ecuaciones (8.41), (8.46) y (8.47) se puede expresar como:

A B
z(t) = —senwt— —coswt+ D,
w w
A B
y(t) = —coswt+ —senwt+ E, (8.48)
w w

z(t) = wot+ F.

Para determinar las constantes A, B, D, E y F, es necesario conocer la velocidad al tiempo
cero (ver ecuacion (8.40)) y la posicion al tiempo cero, la cual se puede escribir como:

Ahora, de las relaciones (8.46) y (8.47) se deduce que,

v (t=0) = A=, (8.50)
v, (t=0) = B=uy,. (8.51)
de manera que
x(t) = Y02 senwt — % coswt + D, (8.52)
w w
y(t) = 22 coswt + -2 senwt + E. (8.53)
w w

De la condicion inicial en la posicion se deduce que:

x(t=0) = —@—l—D:xo, (8.54)
w

y(t=0) = %+E:ZJO, (8.55)

y(t=0) = F = z,. (8.56)
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Por lo tanto:

= zo+ (8.57)

w
B = yp-—, (8.58)
F = 2. (8.59)

A partir de lo anterior, la posicion de la particula se expresa como:

Voz % U
x(t) = Lsenwt—&coswt+xo+&,
w w w
Vo U Vozx
y(t) = icoswth&senwt—i-yo—L, (8'60)
w w w

z(t) = wo.t+ 2.

Las anteriores relaciones determinan completamente el movimiento de la particula e indican
que la particula se mueve formando una espiral; rotando en el plano xy en movimiento
circular y avanzando en el eje Z a velocidad constante. Para mostrar lo anterior, se escribe
las ecuaciones (8.60) en la forma

T — (xo + M) = 2 senwt — % coswt. (8.61)
w w w

y— (yo - Uﬁ) = 2 coswt + “% senwt. (8.62)
w w w

2 2

v 2 v v Vz 0

[m — (xo + ﬂ)} = L; sen? wt + L;" cos® wt — 2% 20y senwtcoswt.  (8.63)
w w w w
Yoz \ 1? v 2 Ugy 2 Vo2 Voy

[y - (yo - —)} = —Jcos"wl+ — sen” wt + 2— = sen wl cos wt. (8.64)
w w w w

Al sumar (8.63) y (8.64), y realizar las simplificaciones pertinentes, se tiene que

Voy 2 Vo 2 1 2 2 2 2
[a; — <x0 + ?ﬂ + [y — (yo — —)] ) (on + voy) (sen wt + cos wt)

w
1
= £)2 (ng +U§y)
N
_ (q_B) (2 +12,) (3.65)
es decir,
Voy \ 12 Yoz \ 12 mor ' *
el B o () e
w w qB
donde
v} = UG, + UG, (8.67)

La expresion anterior caracteriza la velocidad perpendicular a la direccion del campo. La

ecuacion (8.66) representa una circunferencia de radio R = S centrada en el punto definido




364 Fuerza magnética

por la dupla (JEO + q%y, Yo — ”OTI) en el plano xy. Ahora, la relacion asociada a la variable z en
(8.48) indica que esta coordenada aumenta linealmente en el tiempo. Asi, el par de ecuaciones
(8.48) y (8.66) indican que la trayectoria de la particula es una helicoide de radio R.

Ejercicio 8.1. Un electrén que se mueve con una velocidad ¥ = (5.10i+1.02j+5.15 Jo 100) 2
entra a una region donde existen un campo eléctrico y magnético uniforme, de tal manera que
el electron pasa la region sin aceleracion. El campo magnético aplicado es B= (4.20%—3.50}'—}—
2.00 l%)T . Teniendo en cuenta las caracteristicas de movimiento descritas anteriormente,
encontrar el campo eléctrico en la region por la que pasa el electron.

Ejercicio 8.2. Un proton y un electron tienen la misma energia cinética y ambos se mueven
en un plano perpendicular a un campo magnético uniforme. Encontrar la relacion entre el
periodo de sus orbitas.

Ejercicio 8.3. Una particula con una masa de 2.15 %1073 kg y una carga de 3.18 x 1078 C,
posee en un tiempo t = ty una velocidad ¥ = 4.50 * 10% % j. Determinar la magnitud y
direccion de la aceleracion de la particula producida por un campo magnético uniforme de

B = (1.65¢ + 2.507 + 4.98 l%) T, al tiempo t = t,.

Ejercicio 8.4. Una particula de 20 g de masa y una carga de 90 uC' se mueve a través de
una region donde estd presente un campo magnético uniforme y un campo gravitacional
aprovimadamente uniforme (§ = —9.8) %3). La particula se mantiene a una velocidad

constante v = 201 kS—T que es perpendicular al campo magnético. Para la situacion descrita,
determinar el valor y la direccion del campo magnético.

Ejercicio 8.5. Una particula se mueve en un campo magnético uniforme B= 5.00By%+By5.

La fuerza magnética que actia sobre la particula es E,, = 7.45%x107'° Nk cuando la velocidad
de la particula es ¥ = (3.501+4.201)"*. Para la situacion planteada, encontrar la componente

en direccion j del campo magnético.

8.1. Fuerza magnética sobre conductores

En esta seccion se generaliza la ecuacion (8.5) para determinar la fuerza sobre un conductor
lineal que tiene una corriente I, debida a un campo magnético uniforme, como se observa en
la figura 8.4.

Figura 8.4: Conductor lineal en medio de un campo magnético uniforme.
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En el caso de un conductor, la fuerza total magnética ejercida sobre el conductor no se
puede calcular directamente de la ecuacién (8.3). Se debe encontrar en primer lugar la fuerza
magnética sobre una carga dq asociada a un elemento de longitud dl del conductor. Entonces,
la fuerza magnética ejercida por un campo magnético uniforme B sobre una carga dq del
conductor es:

dF,, = dqv; x B, (8.68)

donde vy representa la velocidad de deriva de las particulas cargadas en el conductor. Ahora,
la carga dq que atraviesa la unidad de tiempo dt, se puede escribir como: dq = %dt = Idt.

De igual forma la velocidad de deriva viene dada por: vy = %. Con lo anterior se tiene que:

dqty = 1t — i, (8.69)
dt
Reemplazando (8.69) en (8.68) se tiene:
dF,, = Idl x B. (8.70)

La magnitud del vector dl representa un elemento diferencial de longitud del conductor con
carga dq (también representa el desplazamiento de una carga dq en un tiempo dt a lo largo
del conductor). La direccién de dl corresponde a la velocidad de deriva de los portadores de
carga en cada punto sobre el conductor (es decir, es tangencial a la curva descrita por el
conductor). Para encontrar la fuerza total sobre un conductor lineal, se debe integrar todas
las contribuciones de carga infinitesimal dgq (o cﬁ) del conductor, por lo cual:

E, = /[d? x B, (8.71)

donde ¢ representa la trayectoria que siguen las cargas en el conductor (la curva descrita
por el conductor). A continuacién, se presentan algunos ejemplos para mostrar el uso de la
ecuacién (8.71).

Ejemplo 8.7. Se considera un conductor que estd representado por la cuarta parte de un
circulo que lleva una corriente I en contra de las manecillas del reloj, como se observa en
la figura 8.5 (no es necesario especificar de donde proviene la corriente que circula por el
circuito o a donde va, fuera del cuarto de circulo en estudio). El conductor se encuentra en
una region donde existe un campo magnético constante en direccion —z tal que: B = —Bi.
Para la configuracion planteada se evaluard el campo magnético en el centro de curvatura
del material, que se asumird como el origen de coordenadas.
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Figura 8.5: Conductor circular en medio de un campo magnético uniforme.

Solucién: Para aplicar la ecuacion (8.71), primero se debe escoger un elemento dl en el
conductor y escribir la expresion de la fuerza magnética ejercida por el campo B sobre el
elemento dl (tal como se observa en la figura 8.5), y se tiene que,

—

dF,, = Idl x B. (8.72)

Ahora, de la figura 8.5 se determina que dl = (—dl sen 0i + dl cos 9}'), por lo tanto:

dl x B = (—dlsen6i+ dlcos0j) x (—Bi) = —dlBcosf(j x i) = diBcosO(k),  (8.73)

donde se ha utilizado el hecho que (i x 1) = 0 y que (j X 2) = —k. El resultado obtenido en

(8.73) es independiente del elemento dl seleccionado en la trayectoria circular, ya que las
diferentes orientaciones se obtienen simplemente cambiando el dngulo 6 en la definicion de
dl. Con lo anterior se tiene que:

E, = /Id? x B=1IB (/dl cos 9) (k). (8.74)

Ya que dl corresponde a la longitud de arco asociada a un dngulo df, dado por: dl = rdf, la
expresion (8.74) toma la forma:

/4 R
F, = IrB (/ Cos 0d6’> (k)
0

— —rIBk. (8.75)

1

St en lugar de un cuarto de circulo, el conductor fuera un semicirculo de radio r, se aplicaria
el mismo procedimiento descrito anteriormente. En ese caso lo unico diferente serian los
limites de integracion de la variable 0 en la primera linea de la ecuacion (8.75). Para un
semicirculo, los limites irian de 0 a 7 lo cual conllevaria a que ﬁm = 0. Lo anterior se da
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porque en el cuarto de circulo del segundo cuadrante, el producto cruz entre dl Y B estd en
la direccion k (en el primer cuadrante tenia la direccion —k ). Al sumar las contribuciones
de los dos cuartos de circulo, la fuerza resultante magnética se anula.

Ejemplo 8.8. En este ejemplo, se va a encontrar la fuerza magnética sobre un conductor
con forma de semicirculo, que lleva una corriente I en contra de las manecillas del reloj,
debido a un campo magnético orientado en direccion i (en el ejemplo (8.7), el campo estaba
en direccion 5), como se observa en la figura 8.6 donde los puntos rojos representan el campo
magnético saliendo de la pagina.

Figura 8.6: Conductor semicircular en medio de un campo magnético uniforme.

Solucion: En este caso se tiene que:

dl x B = (—dlsen6i + dl cos0j) x (Bk)

i j ok
—dlsenf dlcosf 0
0 0 B

= Bdl(cos #i + sen 87). (8.76)

Reemplazando el resultado de la ecuacion (8.76) en la expresion para la fuerza magnética,
se obtiene lo siguiente:

E,=1IB /dl(cos 0i +senfj) = [BT'/ cos 0d0i + [BT/ sen 0d0;
c 0 0
= 21 Brj. (8.77)

donde en la anterior expresion se ha tenido en cuenta que dl representa la longitud de arco
asociada a un dngulo df, tal que: dl = rdf. Si en lugar de considerar un conductor en forma
de semicirculo, se considera un conductor circular manteniendo la direccion de la corriente,
lo iinico que cambiaria en el procedimiento anterior, serian los limites de integracion para el
dngulo 0 en la primera linea de (8.77), los cuales irian de 0 a 27, y por lo tanto, la fuerza

magnética asociada seria cero; es decir, el semicirculo inferior aportaria una cantidad dada
por F,, = =21 Brj.
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Ejemplo 8.9. Se considera un conductor delgado con una trayectoria rectangular que lleva
una corriente I en sentido de las manecillas del reloj, situado en una region donde existe un
campo magnético en direccion —i, como se observa en la figura 8.7. Para la configuracion
planteada se encontrard la fuerza magnética que el campo magnético ejerce sobre el conductor
rectangular.

Figura 8.7: Conductor rectangular en medio de un campo magnético uniforme.

Solucion: Al aplicar la ecuacion (8.71) en este ejemplo, se observa que la integracion se
puede separar en cuatro integrales, correspondientes al lado izquierdo (l;,), lado superior
(Lsup), lado derecho (lger) y lado inferior (lins) del rectangulo, tal que:

a b a b
ﬁm:/hﬁxéz/ Icﬁizx§+/ Icflsupx§+/ zdvdeTx§+/ Idl; x B.
c 0 0 0 0
(8.78)

Sin embargo, a partir del planteamiento del ejemplo, se conoce que cﬁzz = —cﬁder y por tanto:

/Icflizx§+/ ]cflderxﬁz/ ]cﬁizxﬁ—/ [dl. x B =0. (8.79)
0 0 0 0

Por otro lado, (flsup x B = —cflinf x B = 0, ya que cﬁsup es un vector paralelo a B. En
conclusion:

F,= /Id? x B =0. (8.80)

Ejemplo 8.10. En este ejemplo se considera una varilla conductora de longitud L que se
encuentra extendida sobre el eje y y donde existe un campo magnético uniforme en direccion
—k. La varilla se mueve con velocidad ¥ = vi, como se observa en la figura 8.8. Como se
explicard a lo largo del desarrollo de este ejemplo, la varilla se polarizard generando una
diferencia de potencial entre sus terminales la cual se evaluard a continuacion:
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Figura 8.8: Varilla conductora en medio de un campo magnético uniforme.

Solucion: Teniendo en cuenta que los electrones dentro de la varilla se mueven con la
velocidad U y que existe un campo magnético en el medio sobre el cual se mueve la varilla,
entonces habrd una fuerza magnética sobre los electrones dada por:

—

F, = (—e)0x B, (8.81)

donde (—e) representa la carga de los electrones. Ahora, inicialmente, en el momento en que
la varilla ingresa al espacio donde existe campo magnético, los electrones llevan la velocidad
de la varilla y por lo tanto

—

EF,=—eix B=ecvB (% X l%) = —evBj. (8.82)

El resultado anterior permite intuir que la fuerza magnética llevard electrones a un extremo
de la varilla dejando un exceso de carga positiva en el otro extremo . Lo anterior generard
un campo eléctrico dentro de la varilla como se indica en la figura 8.8. Por lo anterior, la
fuerza total sobre los electrones dentro de la varilla, serd igual a la fuerza magnética mds la
fuerza eléctrica (—eE), es decir:

Fr=F,, + Fg
= —etUx B —¢E. (8.83)

Dado que el campo eléctrico aumenta conforme los electrones se desplazan (y que la fuerza
magnética tiene direccion opuesta a la fuerza eléctrica), llegard un momento en que las

1 Es claro que si los electrones se desplazan a lo largo de la varilla, tendrdn una componente de la
velocidad en direccién —7, resultando en una fuerza magnética con una componente adicional en direccién
—4. Sin embargo, dado que los electrones no estan acelerados en direccién —i se entiende que existen fuerzas
internas que anulardn dicha componente que no aporta al andlisis que se esta realizando y por lo tanto, se
omitira su estudio.
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fuerzas se equilibrardn. En dicha situacion de equilibrio, ya no existird desplazamiento de
electrones y la fuerza total serd cero, es decir:

Fr=—etx B—eE =0, (8.84)
por lo tanto
—eix B =¢E. (8.85)

Dado que Fr = 0, la aceleracion de los electrones serd cero y el electron solo se desplazard
por el movimiento de la varilla, es decir con velocidad uniforme v = vi, y se tiene que

7x B =vB(i x (—k)) = vBJ. (8.86)

Adicionalmente, eE — eEj', por lo tanto, la expresion (8.85) se puede escribir como

—evBj = —eEyj, (8.87)
1y por tanto:
E=vB. (8.88)

Ahora, la diferencia de potencial entre los extremos de la varilla cuando se ha alcanzado el
equilibrio, estd dada por:

Tro,
A¢p = —/ E -dr. (8.89)
Si se toma dr = dxi + dy7, y ya que E= —Ej, se tiene que:

—

B (dx% v dyj) — _E (j . (da;% v dyj))
— _Edy, (8.90)

de manera que:

L

= vBL. (8.91)

L
Ap = / Edy = vBy
0 0

La ultima expresion representa la diferencia de potencial entre los extremos de la varilla
cuando se ha alcanzado el equilibrio entre la fuerza magnética y la fuerza eléctrica.
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Ejemplo 8.11. Un alambre de longitud L y masa M que conduce una corriente I, estd
suspendido y se mantiene en equilibrio por un par de resortes de masa despreciable. El
alambre se encuentra en una region donde existe un campo magnético uniforme B como
se muestra en la figura 8.9. Para el sistema descrito se determinard la magnitud y direccion
de la corriente en el conductor que garantice eliminar la fuerza sobre los resortes.

X X
X X
X X
)s_ X
Figura 8.9: Ejemplo 8.11. Equilibrio sobre una barra suspendida por dos resortes ideales.

Solucién: Las fuerzas que actian sobre el alambre son: la fuerza magnética ﬁm, el peso W
y la fuerza aplicada por cada resorte Fy. La fuerza neta aplicada sobre el alambre, vendra
dada por:

Fp =W + F,, + 2F;. (8.92)

Dado que el alambre se encuentra en equilibrio, la fuerza neta es cero, por lo tanto:

W+ F, +2F, = 0. (8.93)

Para la situacion planteada, donde los resortes no ejercen fuerza, se tiene que ﬁk =0, por
lo tanto, a partir de (8.93) se concluye que:

EF,=-W =—(-Mgj) = Mgj, (8.94)

lo cual establece que la fuerza magnética debe tener direccion j. Dado que el campo magnético
es constante, la fuerza magnética sobre el alambre vendrd dada por:

EF,=ILxB (8.95)
con lo cual
F,=1ILxB= Mgj. (8.96)

Ya que el campo magnético tiene direccion —k para que el pmducto de L x B tenga la
direccion requerida para la fuerza magnética (j) se necesita que [ = li, y se tiene que:
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IIB | ix (=k) | = Mgj = ILB = My, (8.97)
\“A/—/
j

de manera que la intensidad de la corriente es:
mg
175
Ejemplo 8.12. Se tiene una barra de masa despreciable y longitud L por la cual circula
una corriente I. La barra se sujeta al piso en el punto P, por medio de un pivote con un eje
de giro sobre el cual la barra puede rotar libremente. Adicionalmente, un resorte de constante
de elasticidad k conecta el otro extremo de la barra a una pared, como se observa en la figura

8.10. Si la varilla se somete a un campo magnético uniforme B orientado hacia la pdgina,
determinar cudnto se estira el resorte.

[ = (8.98)

T

Figura 8.10: Ejemplo 8.12. Torque sobre una barra pivoteada en uno de sus extremos, debido a la aplicacién
de una fuerza magnética y una fuerza eléstica.

Solucion: La condicion de equilibrio de rotacion establece que la suma de torques que se
ejercen sobre la barra es cero. Tomando como eje de referencia el punto P, el torque neto
sobre la barra viene dado por (considerando que la barra tiene masa despreciable):

ZF:TE+T}:O:>T7;:—T§:>TE:TB, (8.99)
donde Tg representa el torque ejercido por la fuerza eldstica que es dado por:
’FE X ﬁE

, (8.100)

TE —

siendo g el vector medido desde el punto P al punto de aplicacion de la fuerza Fy. De la
figura 8.10b se determina que

T =L (cos 0i + sen (95) : (8.101)
Fy = —kai, (8.102)



8.1 Fuerza magnética sobre conductores 373

donde x caracteriza el estiramiento del resorte. Con lo anterior se tiene que:

5 =L = (kx)Lsen6. (8.103)

(cos 0i + sen Hj) X (—kxi)

Dado que el campo magnético es constante, para la fuerza magnética se tiene que:

Fo= [ 1 (i B) :I(/df) «B=1Lx B
=L (cos 0i + sen 9}) x (—Bk)
=—-LB <cos€ <5 X l%) + sen 6 (j X l%))
=LB (cos 07 — sen 05) . (8.104)
El resultado se pudo encontrar aplicando la regla de la mano derecha entre la direccion del
flujo de corriente y el campo magnético, evidenciando que la fuerza magnética se aplica
perpendicularmente a la barra. Por otro lado, si la barra tiene una distribuida uniforme de

masa, la fuerza magnética neta sobre la barra, se aplica sobre el centro de masa de la barra,
y por lo tanto, el torque vendrd dado por:

. L
™B — ]E F
IL?B
= <COS 0i + sen 8]) (cos 07 — sen 91)
f
IL?B
= k (8.105)
2
Ya que se ha determinado que T = Tg, se tiene que:
IBL?
kxLsent = 5 (8.106)
lo que implica que el resorte se estira un valor x dado por:
IBL
= ) 1
2k sen 6 (8.107)

Ejemplo 8.13. Una espira cuadrada de alambre de lado L se localiza en el plano xy, como
se muestra en la figura 8.11. La espira estd sometida a un campo magnético no uniforme
B (y,2) = bo zy—i—BO yk: donde By es una constante positiva. Para la configuracion presentada,
se determmam la fuerza magnética ejercida sobre la espira.
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Solucion: La fuerza magnética ejercida sobre la espira se puede derivar de:
F = ?{Idfx B. (8.108)

Para realizar la integral, la espira cuadrada se puede expresar como la suma de los tramos
rectos C, Cs, C3 y Cy, y por tanto:

ﬁ:f/ dfxB?u/ dfxBlf/ dfxBll/ dl x B. (8.109)
C1 Cy Cs

|

Cy

CiY

A
Y

Figura 8.11: Ejemplo 8.13. Espira cuadrada con corriente I en presencia de un campo magnético no uniforme.

Ahora, siendo que la espira se encuentra en el plano xy, se debe tener en cuenta que z = 0, de
manera que el campo magnético que actia sobre cada una de los segmentos en consideracion
es:

. By -
B(y,0) = foyk (8.110)

Ahoara, para el tramo Cy se tiene que
dl = dv (—z) . y=0, (8.111)

de manera que

— — 0 ~ B =~
/ dl'x B = / (—d:m') X (—Oyk:) —0. (8.112)
Ch L L y=0
Para el segmento Cy se cumple que
dl = dy (;) . z=1, (8.113)
con lo cual
L L
- A By - B+ ByL -
/ di'x B = / (dyj) x (—Oyk:)‘ — —Oi/ ydy = 205, (8.114)
Ca 0 L x=L L 0 2
2
L

Ahora, para C5 se tiene que, ~ .
Al =dvi, y=1L, (8.115)
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entonces
- Ly By - By~ [* \
/ di'x B = / (dxi) X <—Oyk)’ - ——OLj/ dr — —B,Lj. (8.116)
Cs 0 L y:L L 0
—
L
Finalmente, en el trayecto Cy
dl = —dyjy, x =0, (8.117)
resultando
L L
- 5 . By - By ByL .
/ di'x B = / (—dyj) x <—0yk> - ——Oi/ ydy = — 2273 (8.118)
Ca 0 L 2—0 L J, 2
L2
2
Ast, la fuerza magnética sobre la espira es:
F = 1/ dfxBikI/ dfxBiFI/ dfxBﬁrI/ dl x B
Cl CQ Cs 04
ByL - 5 ByL
— J(0)+1 (%z) i (—BoLj> n (—%z)
= —IBLj. (8.119)

Ejemplo 8.14. La figura 8.11 muestra una barra de masa m y seccion trasversal circular,
con radio R, que reposa sobre dos rieles paralelos separados una distancia d y de longitud L.
Cuando una corriente I circula en la barra, esta comienza a rodar a través de los rieles sin
deslizarse. Un campo magnético uniforme B estd orientado perpendicularmente a las barra
y a los rieles, como se observa en la figura 8.11 . Para la situacion planteada, se evaluard
la velocidad de la barra al momento que la barra abandona lo rieles, considerando que el

movimiento se inicia desde el reposo.

z

we ]l

Figura 8.12: Ejemplo 8.14. Barra de masa m que reposa sobre dos rieles paralelos separados una distancia d

y de longitud L.
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Solucion: Teniendo en cuenta que el campo magnético es uniforme, la fuerza magnética que
se ejerce sobre la barra es:

F=1Ix B, (8.120)
donde R
I=di, B-=8 (—k;) , (8.121)
con lo cual A A
F=IIxB=1I (dz’) X (—Bk) - —IdB(i X k:) — 1dBj. (8.122)

El teorema del trabajo y la energia establece que:
W=K;—-K;, (8.123)

donde W caracteriza el trabajo realizado por la fuerza F', en tanto que K identifica la energia
cinética de la barra. Ahora, dado que la barra se mueve sin deslizarse, la energia cinética es
la suma de la energia cinética rotacional mds la traslacional, es decir,

1 1
K = KT —I— KR = §mv2 —|— 5]&)2, (8124)
donde I caracteriza el momento de inercia de la barra medido a lo largo del eje de la barra,

es decir,

1
I= 5mR2, (8.125)

en tanto que w es la velocidad angular que se expresa en términos de la velocidad del centro
de masa v como (si la barra rota sin deslizar):

v = Rw. (8.126)

En el momento en cual la barra abandona los rieles, la velocidad serd vy y se tiene que,

1 1/1 2 1 1 3
Ky =gmuj+3 (émRQ) () = gmed + gt = et (8.127)

Dado que la masa parte del reposo, se tiene que K; =0, y por lo tanto

3
W=K;= Z—lmv%. (8.128)

Ahora, para una fuerza constante, el trabajo realizado por una fuerza F' al trasladar un cuerpo
una distancia L viene dado por:

W =F.L=FLcosf. (8.129)

Dado que en el caso en estudio la fuerza va en direccion del desplazamiento (cosf = 1), y
teniendo en cuenta (8.122) y (8.128) se tiene
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3
W=FL=IdBL = vaj% (8.130)

con lo cual, la rapidez de la barra al final de los rieles es:

AIdBL
vy =1/ E (8.131)

Ejercicio 8.6. La espira rectangular de la figura 8.13 tiene una masa por centimetro de
longitud de 0.30 Z-. Sobre la espira circula una corriente de 50.0 A. Cuando un campo
magnético orientado en la direccion y se aplica, la espira que puede girar sobre el lado pq, se
mueve hasta que su plano forme un dangulo de 6 con el plano xz. Calcular la orientacion y
la intensidad del campo magnético que garantiza que esta configuracion sea posible, teniendo
en cuenta que: I, = 20.0cm, ly = 25.0cm, y 6 = 45°.

Figura 8.13: Ejercicio 8.6. Espira rectangular en un campo magnético.

Ejercicio 8.7. Una corriente de 3.50 A circula por el tramo de a hasta b del conductor que
se muestra en la figura 8.14. Este se localiza en un campo magnético de 3.50 T orientado en
la direccion de z positivo. Encontrar la fuerza total sobre el conductor, teniendo en cuenta
que la longitud horizontal del alambre es de 30.0cm y la longitud vertical de 40.0cm.

ohe

Figura 8.14: Ejercicio 8.7. Conductor en campo magnético en la direccion z.

Ejercicio 8.8. Un campo magnético uniforme de 0.50 T se orienta en la direccion positiva
del eje y. En la region donde estd presente el campo se localiza una espira generada a partir
de un cubo de 25.0 cm como se muestra en la figura 8.15. A través de la espira circula una
corriente de 9.50 A. Calcular la fuerza magnética sobre la espira.
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h
e

7

x
Figura 8.15: Ejercicio 8.8. Fuerza magnética sobre una espira, debida a un campo magnético uniforme.

Ejercicio 8.9. Un alambre de 20.0 g de masa y 50.0 cm de longitud estd suspendido por
un par de resortes como se muestra en la figura 8.16. Los resortes de masa despreciable,
se estiran 0.3 cm debido al peso del alambre. El sistema anterior forma un circuito cuando
los resortes se conectan a una resistencia de 40.0 Q y a una bateria 5.0 V', los cuales se
encuentran fijos. Cuando un campo magnético orientado hacia fuera de la pdgina es aplicado,
los resortes se estiran 0.2 cm adicionales (0.5¢cm respecto a su longitud natural). Determinar
la magnitud del campo magnético.

Figura 8.16: Ejercicio 8.9. Elongacién de dos resortes que mantienen en equilibrio una barra de masa M con
corriente I.

Ejercicio 8.10. Un campo magnético de 2.50 T" es aplicado a un conductor por el cual circula
una corriente de 8.00 A. Esquemdticamente, el campo magnético se orienta de tal manera

que ingresa a la hoja, como se observa en la figura 8.17. Calcular la fuerza magnética sobre
el conductor, teniendo en cuenta que: a = 12.0cm, r = 3.0cm.

Figura 8.17: Ejercicio 8.10. Fuerza magnética sobre un conductor que trasporta una corriente I.
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8.1.1. Torque y momento dipolar magnético

Si una espira (que corresponde a un conductor con una trayectoria cerrada), se ubica en una
region donde existe un campo magnético, dicha espira es susceptible a experimentar rotacion
debido al torque generado por la interaccion entre la corriente eléctrica que circula por la
espira y el campo magnético externo.

Como ejemplo particular, de una espira que gira por la presencia de un campo magnético, se
va a encontrar el torque ejercido sobre el conductor rectangular con corriente I, en presencia
de un campo magnético uniforme B = Bi, como es el caso del ejemplo (8.9). Esta situacién
se representa en la figura 8.18.

Figura 8.18: Torque ejercido por un campo magnético sobre un conductor rectangular.

En el ejemplo (8.9) se determind que la fuerza total sobre el circuito rectangular descrito en
la figura 8.18 es cero, lo cual conlleva a que el conductor como un todo no se traslade (o que
la velocidad del centro de masa sea cero). Sin embargo, no se estudié si el conductor puede
rotar. Para determinar si el cuerpo puede rotar, es necesario calcular el torque total ejercido
por la fuerza magnética sobre el conductor. Por definicién el torque ejercido por una fuerza
F , se determina mediante la relacién:

—

F=FxF, (8.132)

donde 7 representa el vector que determina la separacién entre un punto de referencia (un
punto en principio arbitrario, que generalmente y convenientemente se toma sobre el eje de
giro) y el punto donde se aplica la fuerza. Para la espira rectangular en estudio, se calculard
el torque sobre cada lado del conductor y el torque total se obtendra sumando los resultados
parciales. El método aplicado para el calculo del torque sobre un lado del conductor es el
mismo que se debe aplicar en los lados restantes. En primer lugar se evaluaré el torque sobre
el lado izquierdo.

Para cumplir el objetivo propuesto, se puede proceder de dos formas: 1) encontrar el torque
d7 ejercido por la fuerza dE, aplicada sobre un elemento dl del conductor y luego encontrar
el torque total sobre el lado izquierdo mediante integracion. 2) buscar la fuerza total E,
sobre el lado izquierdo del conductor y encontrar el torque asociado, teniendo en cuenta que
la fuerza F, se aplica sobre el centro de masa del lado izquierdo del conductor (asumiendo
una distribucién uniforme de masa). En este ejemplo se utiliza el segundo método y se deja
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al lector comprobar que el resultado obtenido seria el mismo si se aplica el método 1). Como
se menciono anteriormente, se procede a encontrar la fuerza magnética aplicada sobre el lado
izquierdo del conductor F},. , que se determina a partir de:

iz

—

Fin. :/ Idl x E:/ I(dlj) x (—Bi)
0 0

:—/ IBdu%:fB(/ dz)l%
0 0

— I Bak. (8.133)

En (8.133) se ha tenido en cuenta que (j x 1) = —k para todo elemento dl en el lado izquierdo
del conductor (por tanto, constante en la integracién), ademés que la corriente I y el campo
B son constantes. Ahora, con el resultado obtenido en (8.133), se puede encontrar el torque,
tomando como punto de referencia el centro del rectangulo, con lo cual 7# = —b/2; (distancia
del centro del rectangulo al centro del lado izquierdo del conductor), por lo tanto, en este
caso el torque esta dado por:

[Bab, . .. IBab-
P lixk) = 2a 1 (8.134)

Tinq = 7 X (IBak) =

donde en la tltima expresién se ha utilizado que (i x l%) = —J. En el lado derecho del

conductor, el caleulo de la fuerza F.,, cambia respecto a (8.133) tnicamente en la direccién

der
de dl, ya que en el lado derecho (a diferencia del izquierdo) la direccién del flujo de corriente

es —j, v por tanto dl = —dlj , con lo cual, se tiene que:
Fop = / 1dl x B
0

= /Oaf(—dzj) x (—Bi)

0 ~
= —/ IBdlk

= —IB/ dl k = —IBak. (8.135)
N
Para el lado derecho del conductor, el vector 7" necesario en el cdlculo del torque es 7 = g%,
por lo tanto, se tiene que:
. A ~ IBab
Fier = 7 X Fp, = (b/2i x (—IBak)) = ——]. (8.136)
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La parte superior e inferior del conductor no experimentan torque, ya que la fuerza sobre
dichos segmentos es cero (dl es paralelo o antiparalelo al campo), por lo tanto, el torque total
sobre la espira rectangular es:

7 = g + Taer = IBabj = IABj, (8.137)

donde en la tltima igualdad de (8.137) se ha definido A = ab, que representa el area
encerrada por el circuito del conductor rectangular. Es posible definir un vector de area A
cuya magnitud sea igual al area del rectangulo definido por el conductor y que esté orientado
en direccién -k (en general, si el rectdngulo en el plano de la hoja lleva una corriente en sentido
de las manecillas del reloj, la orientacién del vector de drea serd hacia dentro de la hoja (-k)
y si el sentido de la corriente es en contra de las manecillas del reloj, el vector de drea estaria

orientado hacia fuera de la hoja (k)). Con la definicién anterior del vector de érea, el torque
se puede escribir como:

7=IAxB. (8.138)

El lector puede comprobar que efectivamente [ AxB=1 ABj para el problema en analisis.
El resultado encontrado en (8.138) se aplica en general a todo conductor que encierre una
area A y se encuentre dentro de una regiéon donde exista un campo uniforme B , por lo tanto,
es tutil definir una nueva cantidad g conocida como el momento dipolar magnético de una
espira, tal que:

f=1IA, (8.139)

donde la orientaciéon del momento dipolar magnético ji corresponde a la orientacién del vector
de drea A. Para un conductor cerrado que se pueda representar esquematicamente en el plano
de la hoja, la orientacién de fi saldra perpendicularmente de la hoja si el flujo de corriente
en el conductor va en contra de las manecillas del reloj, y entrara perpendicularmente a la
hoja, si el flujo de corriente va a favor de las manecillas del reloj. Con la anterior definicién,
para una conductor que encierre una area A y esté en una regién donde exista un campo
magnético uniforme B , el torque esta dado por:

7=[xB. (8.140)

El torque esta orientado a lo largo de eje de rotacién del conductor. A continuacion, se
presenta un ejemplo sencillo del uso de la ecuacién (8.140).

Ejemplo 8.15. Se considera un conductor circular (una espira) que lleva una corriente
I en sentido contrario a las manecillas del reloj, y que esta dentro de una region donde
existe un campo magnético dado por: B = B(‘/Tiz + ‘/75)] (B forma un dngulo de 45° con
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respecto al eje positivo del eje x), como se observa en la figura 8.19. Para la situacion descrita
anteriormente se va a determinar el torque sobre la espira circular.

/ 7 /
/! T /B

/ S
AN

Figura 8.19: Torque sobre una espira producido por un campo magnético uniforme.

Solucion: En primer lugar, si se dibuja el conductor en el plano de una hoja y se tiene en
cuenta que la direccion de la corriente va en contra de las manecillas del reloj, entonces el
momento dipolar magnético apunta hacia afuera de la pagina (direccion k), y estd dado por:

~

ji=1IA=I(xr?)k, (8.141)

donde r corresponde al radio del conductor circular y por lo tanto, el torque es:

- ~ 2 A N
F=jxB=Irm*B(k x (7@' + 7j)) =m?IB 5 (kxi+kxj). (8.142)
Ya que kxi :j' Y que k x } = —Az', se tiene que:
2 24
7= WTQIB(gj - %@). (8.143)

El resultado anterior indica un torque con una magnitud 7r*IB que forma un dngulo de 45°
respecto al eje negativo del eje x. El eje de giro es un vector en el sequndo cuadrante del
plano xy formando 45 grados con respecto a la horizontal. Con respecto al eje en mencion la
espira gira en sentido contrario a las manecillas del reloj (desde el punto de vista asociado
al eje de giro).

Ejemplo 8.16. En la figura 8.20 se indica una varilla metdlica que se encuentra pivoteada
en el punto A. La varilla tiene una longitud L y una masa M uniformemente distribuida
sobre su longitud. La varilla conduce una corriente I proveniente del punto A y que termina
en el extremo opuesto de la varilla. Fxiste un campo magnético dirigido hacia dentro de la
pdgina, indicado con cruces rojas en la figura 8.20 . La varilla se encuentra en equilibrio
rotacional cuando forma un dngulo 0 respecto al eje horizontal. Para la situacion descrita se
encontrard la magnitud del campo magnético.
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Y
X X X X X X X X X X

B
X X X X X X XX
e/

-~

A

Figura 8.20: Ejemplo (8.16). Torque sobre una varilla conductora de corriente I.

Solucion: Las fuerzas aplicadas sobre la varilla son: Fuerza magnética sobre la varilla debida
a la interaccion entre la corriente eléctrica I y el campo magnético, el peso de la varilla y la
fuerza normal aplicada en el punto A (extremo inferior de la varilla). El diagrama de cuerpo
libre para la varilla se indica en la figura 8.21 (la direccion de la fuerza magnética se ha
determinado utilizando la regla de la mano derecha).

Para el cdlculo del torque se tomard como punto de referencia el punto A y por tanto la
fuerza normal no ejerce torque, ya que en este caso

v = 7y XN =0. (8.144)
—~—

0

Y

-«

A

Figura 8.21: Ejemplo (8.16). Diagrama de cuerpo libre, sobre una varilla conductora de corriente I.
Por otra parte, el torque generado por el peso de la varilla es
7?W = FW X W
L A ~ ~
=3 (cos 01 + sen 9]) X (—mgy)

L N
= — 72ng cos Ok. (8.145)

El anterior resultado indica que el torque generado por la fuerza magnética debe estar orientado
en direccion k , para compensar el torque debido al peso. Ahora, la fuerza magnética sobre
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un elemento dl del conductor vendrd dada por:
ﬁm —Idlx B
= Idl (cos 0i + sen 95) X (—Bl%)

= —Idl [ cos 0 x l%—ksen@j’ x k
. —
- %

= IBdl (cos ) — sen 9%) , (8.146)
y la fuerza magnética total serd:
— L ~ A
P, = / IB (Cos 67 — sen (%) dl
0
R \ L
=1IB <cos«9j — sen@i) / dl
0
=ILB (cos 07 — sen 6%) . (8.147)
Dado que la varilla es uniforme, la fuerza magnética se aplica sobre el centro de masa, es

decir a una distancia L/2 respecto al punto A; por lo tanto, el torque asociado a la fuerza
magnética estda dado por:

Ty = T X ILB (cos 9}' — sen 05)

(cos 0i + sen 95) x ILB <COS ) — sen 9%)
2

~
~ ol

B . .
<cos2 Ok + sen? 0k>
II°B .

= k.

2

En la situacion de equilibrio descrita en el planteamiento del problema, se cumple que:

(8.148)

IL?B. Lmg

Tm + Tw = 5 k— cos Ok = 0, (8.149)
con lo cual se obtiene
II’B L 0
== ’;g cosf, — B = % (8.150)
En conclusion, el campo magnético viene dado por:
— mg cos 6 -
B=————— (8.151)

1L
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8.2. Energia de un dipolo magnético

El trabajo realizado por una fuerza F' que genera rotacién sobre un cuerpo (no traslacién),
cuando el cuerpo gira un angulo df, viene dado por:

AW = 7da, (8.152)

donde 7 representa la magnitud del torque ejercido por la fuerza F (1 = |rx F ). Para
el caso de una espira, la magnitud del torque generada por un campo magnético se puede
escribir como:

7 =|ii x B| = uBsen. (8.153)
A partir de la definicion del torque, se puede evidenciar que la rotacion que dicho torque
produce sobre un objeto, tiende a alinear el vector de momento dipolar magnético i con el

vector de campo magnético B. En consecuencia, esta rotacién disminuye el dngulo 6 (dngulo

entre el vector /i y el vector B); es decir da = —df. Por lo tanto, la expresién (8.152) se
puede escribir como:

dW = tdo = —pB sen 6d6. (8.154)

Por lo anterior, el trabajo total ante una rotacién entre un angulo ¢; y 0y, esta dado por:
Of
W= —/ B sen 6db. (8.155)
0;

Si se asume que el momento dipolar ¢ y el campo magnético B son constantes, se tiene que:

Oy

W = uBcosf (8.156)

0;

Teniendo en cuenta la definicién del producto punto, la expresién (8.156) se puede escribir
como:

0y Oy

W=j-B (8.157)

-~ ()

Dado que el resultado no depende de la trayectoria entre los puntos limites de la integracién,

91' 91’

se puede establecer que la fuerza es conservativa y que la funcién escalar (— T B> corresponde



386 Fuerza magnética

a la energia potencial; es decir, la energia potencial magnética asociado a un dipolo @ en
presencia de un campo magnético B es:

U=—ji-B. (8.158)

Ejemplo 8.17. Por un conductor, con la forma geométrica descrita en la figura 8.22,
circula una corriente I. Para el conductor en mencion se determinard el momento dipolar
magnético asociado a la espira.

<«
Ry

Figura 8.22: Ejemplo 8.17. Momento magnético dipolar de una espira.

Solucion: El momento dipolar magnético se define como:
fi=1A=1IAn, (8.159)

donde A es el drea generada por la trayectoria de la espira y n es un vector normal unitario
a dicha superficie, el cual se define por la regla de la mano derecha. El drea de la espira es:

A= (vR3—7R}) = 5 (R3— RY). (8.160)

DN | —

Ahora, si se considera que la superficie generada por la espira se encuentra en el plano xy, el
vector unitario n deberd orientarse a lo largo del eje z. Dada la orientacion de la corriente
en la espira, se determina de la regla de la mano derecha que

n=k, (8.161)

por lo tanto, el momento dipolar magnético asociado a la espira es:
fi=— (R:— Rk (8.162)

Ejemplo 8.18. Una bobina rectangular de lados a y b con N wueltas, tiene la posibilidad
de girar a lo largo del eje z. El plano de la bobina forma un dngulo 6 con el eje y (ver
figura 8.23a). Para el sistema descrito se calculard el momento dipolar magnético de la
bobina. Adicionalmente, se evaluard el torque ejercido sobre la bobina si se aplica un campo
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magnético uniforme en direccion j ( B = —Bj) . Finalmente, se evaluard la energia potencial
magnética de la bobina.

€ - - ===
9

<

R

\/

A

Figura 8.23: Ejemplo 8.18. Momento dipolar, torque y energia magnética para una bobina rectangular.

Solucion: El momento dipolar magnético asociado a la bobina es:
iy = N[, (8.163)

donde [i es el momento dipolar magnético que corresponde a una de las espiras y que se
expresa como

i = I An, (8.164)

donde el drea de una espira es:
A = ab, (8.165)

en tanto que el vector unitario n se orienta como se muestra en la figura 8.23b. De acuerdo
a la figura 8.23b, el vector n se representa por:

n = cos 01 — sen 0. (8.166)

de manera que

fin = Nlab <cos 97 — sen 9}) . (8.167)

Ast, el torque que el campo magnético ejerce sobre la bobina es:

T = [y X B= [N[ab (cos&%—sen@j)] X (—B})

= —NlabB cos@(% X j) — sen@((j’ X j))
\“A/—J ﬁf—/
2
= —NIabB cosbk. (8.168)
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Ahora, la energia potencial asociada la bobina es:

—

U = —jix-B=-— [Nfab (cos@%—sen@j)] . (—B}')

= NIabB cosG(%-j)—sené’(j'j)
S

= —NIabBsen. (8.169)

Ejemplo 8.19. Una particula que posee una carga q y una masa m se mueve con una
velocidad angular w en una trayectoria circular de radio a. Para el sistema descrito se
demostrard que el momento angular de la particula es:

i=—1L, (8.170)

donde L es el momento angular de la particula medido en relacion al centro del circulo.

Solucién: Si se coloca un detector de carga en un punto de la trayectoria circular recorrida
por la particula, dicho detector marcard por cada tiempo T (tiempo que la tarda a la particula
dar una vuelta) el paso de una carga q. Lo anterior se puede interpretar como una corriente
promedio I transportada en un circuito circular de radio a, dada por:

_aQ _q

= . 8.171
At T ( )

Ahora, la velocidad angular w de la particula se relaciona con el periodo por medio de

2T
= — 8.172
w=" (8172)
de manera que la corriente se puede expresar como:

=L _1 (8.173)

2r 27
w

La magnitud del momento dipolar magnético asociado a la trayectoria circular descrita por
esta corriente es:

2
p=1A= (g—i‘;) (wa?) = £, (8.174)
que vectorialmente se expresa como:
L qwa®
A== (8.175)

donde n es un vector normal unitario respecto a la trayectoria circular de radio a. Si se
considera que la particula rota en sentido contrario a las manecillas del reloj, en el plano vy,
el momento dipolar magnético se orientard en direccion k (es decir, n = k) Por tanto,

2
q‘“;“ k. (8.176)

=
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Por otra parte, el momento angular de la particula viene dado por:

-

L=7FXp=mrxuv, (8.177)

dondev = aw y 7 es el vector de posicion de la particula en relacion al centro de la trayectoria
circular, es decir ¥ = ar. En un movimiento circular uniforme, los vectores 7 y U son
perpendiculares. Entonces, si el movimiento se esquematiza en el plano xy, siquiendo el
sentido contrario a las manecillas del reloj, se tiene que:

—

L = mavk = ma (aw) k = mwa?k. (8.178)
Comparando las relaciones (8.176) y (8.178), se determina que:

2
qua A:i< 2A> _ 17 1
5 k v mwa”k 5L (8.179)

=

L

Ejemplo 8.20. Una barra no conductora de masam y longitud | posee una carga distribuida
de manera uniforme y caracterizada por una densidad lineal de carga A. La barra gira con una
velocidad angular w alrededor de un eje que pasa por una de sus extremos como se muestra
en la figura 8.24. En este ejemplo se demostrard que el momento dipolar magnético de la
barra es:

L, Q -
5 8.180
A= L ( )

donde @) es la carga total de la barra.

_________
- -
-

~
- -
__________

Figura 8.24: Ejemplo 8.20. Momento dipolar magnético para una barra en rotacién.

Solucion: Un elemento de carga dq distribuido sobre la barra en un segmento de longitud dr
y localizado a una distancia v del eje de rotacion describe una trayectoria circular de radio
r con una velocidad angular w. Utilizando la ecuacion (8.173) de los resultados derivados en
el Ejemplo 8.19, la corriente promedio asociada a este elemento de carga es:

w
2T

dI = = dg. (8.181)

Ahora, el elemento de carga dq se puede expresar como
dq = \dr. (8.182)
Por otra parte, para la corriente dI, el momento dipolar magnético se expresa como:

dp = Adl, (8.183)
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donde A es el drea generada por la trayectoria circular que corresponde al elemento de carga
dq. Asi, se determina que,
A=mr? (8.184)

Por tanto,
dp = Adl = (7r?) (%dq) = g)\r2dr. (8.185)

Entonces, el momento dipolar magnético asociado a la barra se obtiene por integracion de
(8.185), con lo cual se tiene que:

l 3
A
w= EA/ r2dr = “T (8.186)
0

Ahora, siendo que la carga sobre la barra se distribuye de manera uniforme, se deduce que

=, (8.187)

p= e (Q) _ W@l (8.188)

y por tanto

6 \ ! 6

Se sabe que para una barra que gira con una velocidad angular w, el correspondiente momento
angular es:
L=Iw, (8.189)

donde I es el momento de inercia de la barra medido desde el extremo de la misma y que

tiene el valor de: .

I= ngQ, (8.190)
con lo cual 2
L= m‘; (8.191)
Por tanto, de la relacion asociada al momento dipolar magnético de la barra se deduce que,
Q [ mwl? Q
== T 8.192
H=om \ 73 om (8.192)
siendo que los vectores [i y L son paralelos, se determina que,
— Q 7
= —L. 8.193
=g (8.193)

Ejemplo 8.21. Un disco de radio R y masa m posee una densidad superficial de carga
uniforme o que rota con una velocidad angular w a través de un eje que pasa por su centro.
El disco se encuentra en una region donde estd presente un campo magnético uniforme que
forma un dngulo 0 como se muestra en la figura 8.25a. Para la configuracion planteada se
evaluard el torque ejercido por el campo magnético sobre el disco.
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Figura 8.25: Ejemplo 8.21. Torque aplicado sobre un disco cargado en rotacién.

Solucion: En primer lugar se procede a calcular el momento dipolar magnético asociado a la
distribucion de carga que estd rotando. Se considera el elemento de carga dq que se encuentra
distribuida en una anillo de radio r como se muestra en la figura 8.25b.

Sobre un punto de la trayectoria circular de radio r cada tiempo T (periodo), pasard una
carga dq; por lo tanto, la corriente promedio asociada vendrd dada por:

dl = — “ g0 = £ 5da, (8.194)
T

donde el drea del anillo (da), de radio de espesor dr, en coordenadas polares estd dada por:
da = 2mrdr, (8.195)

con lo cual, se tiene que

dl = Qi()' (27rdr) = wordr. (8.196)
m

El momento dipolar magnético asociado a esta corriente es:

dp = AdI = (7r?) (wordr) = Twordr. (8.197)

Asi, el momento dipolar magnético total se obtiene por integracion de (8.197), y se tiene
que:

R
1
= Wwa/ ridr = Zﬁw0R4, (8.198)
0
e
el cual se puede expresar como
1
ﬁ:meR%, (8.199)

donde n es un vector unitario orientado a lo largo del eje de rotacion. La magnitud del torque
neto que actia sobre el disco es:

= 1
T = )ﬂ X B‘ = puBsenf = ZmuaR“B sen 6. (8.200)
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Ejercicio 8.11. Demostrar que el momento dipolar magnético asociado a un solenoide de N
vueltas trasportando una corriente I, viene dado por:

_IL?
47N

Ejercicio 8.12. Dos alambre circulares concéntricos de radios r1 y ro se encuentran ubicados
en el plano xy como se muestra en la figura 8.26. Por cada alambre circula una corriente
I. a) Calcular el momento dipolar magnético del sistema en el caso en que la corrientes se
orienten en el sentido indicado en la figura 8.26. b) Evaluar el momento dipolar magnético
para el caso en que la corriente interna tenga sentido contrario a la espira exterior.

1 (8.201)

YA

-
-

A

\ &S}

\/

Figura 8.26: Ejercicio 8.12. Momento dipolar magnético para dos espiras con corriente I.

Ejercicio 8.13. Un campo magnético uniforme de 0.50 T" en la direccion x positiva actia
sobre una bonina rectangular de N wueltas, por la cual circula una corriente de 10.0 A.
La espira estd articulada a lo largo del eje z como se indica en la figura 8.27. a) Calcular

el torque y la energia potencial asociada a la espira, teniendo en cuenta que: a = 30cm,
b=20cm, y 0 = 50°.

Figura 8.27: Ejercicio 8.13. Torque aplicado sobre una bobina de N espiras.

Ejercicio 8.14. Un campo magnético uniforme B= (—3.00% — 4505 + 1.001%) T es aplicado

a una bobina de 25 wvueltas, como se muestra en la figura 8.28. Por la bobina de drea
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3.20 x 107* m? circula una corriente de 3.00 A. Fvaluar la energia y el torque debido al
campo magnético.

V4

N y
=1
i
Figura 8.28: Ejercicio 8.14. Torque y momento dipolar magnético sobre una bobina circular de N espiras.
Ejercicio 8.15. Por la espira rectangular de la figura 8.29 circula una corriente de 2.50 A.

La espira estd sometida a un campo magnético uniforme de 1.50 T'. Determinar la energia
y el torque debido al campo.

Figura 8.29: Ejercicio 8.15. Energfa y torque sobre una espira.

Pregunta 8.1. Dos conductores paralelos de longitud infinita, separados por una distancia
d llevan un flujo de corriente en la misma direccion. Para la situacion planteada, se puede
decir que la direccion de la fuerza magnética entre los conductores es:

a) Paralela a los conductores.

b) Perpendicular al eje de los conductores y repulsiva.
c¢) Perpendicular al eje de los conductores y atractiva.
d) No existe fuerza magnética entre ellos.

Pregunta 8.2. A lo largo del eje y, se extiende un cable delgado infinito que lleva una
corriente I. A una distancia d a la derecha de dicho cable se ubica un electron que a un
tiempo t lleva una velocidad en direccion © (i). Para la situacion descrita anteriormente, la
fuerza magnética sobre el electron al tiempo t, tendrd la direccion dada por:

a) Saliendo de la pdgina (direccion k).
b) Direccion positiva en el eje x (i).
¢) Direccién negativa respecto al eje x (—1).

d) Direccién negativa respecto al eje y (—7).
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e) Direccion positiva respecto al eje y (7).

Pregunta 8.3. Se tiene un resorte metalico de longitud natural Lo y constante eldstica k.
Si se hace pasar una corriente I sobre el resorte, sque le sucede a la longitud del resorte?

a) Se comprime.
b) Se estira.
c) No se afecta.

d) El resorte comienza a girar.

Ayuda: Analice la direccion de la interaccion magnética entre dos espiras contiguas.

Pregunta 8.4. Se tiene una espira circular que lleva una corriente I ubicada en una region
donde existe un campo magnético uniforme. ;En que direccion se debe orientar el plano de
la espira en relacion a la direccion del campo magnético de tal manera que no exista un
momento de torsion sobre ella?

a) Formando un dngulo de 45°.
b) Formando un dngulo de 30°.
c) Con el plano de la espira paralelo a la direccion del campo.

d) Con el plano de la espira perpendicular a la direccion del campo magnético.
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9.1. Campo magnético de una carga en movimiento

Como se explicé en la seccion anterior, las fuentes de campo magnético son cargas en
movimiento. La intensidad de campo magnético calculada en el punto 7, que genera una
carga ¢’ ubicada en la posicién 7’ con velocidad U/, viene dada por la expresion:

- _uoq/qj’x(F—F’)
B(r) = e T (9.1)

donde g es una constante, cuyo valor es:

T.
1o = 4 x 10—777”. (9.2)
YA
B(f)
P
3 (7~ )
-
A
e
<l a:‘
Y "

Figura 9.1: Campo magnético ejercido por una carga puntual en movimiento.

La figura 9.1 muestra una carga ¢’ con velocidad ¢/, la cual genera un campo magnético en
la posicién 7. A partir de los vectores esquematizados en la figura 9.1 se puede establecer
que el vector de campo magnético en el punto 7 generado por una carga ¢’ > 0, apunta hacia
afuera de la pagina (se representa por un punto purpura en la figura 9.1 ). De la ecuacién
(9.1) y tomando en cuenta la figura 9.1, se puede determinar que el campo magnético sale
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de la pagina perpendicularmente (direccién l%) Dicha direccién se mantendria siempre que
el dngulo 0 (dngulo entre el vector (7 — 7’) y ¢'') sea menor que m, pero si 7 < 6 < 2m, el
campo tendria direccién -k (ya que senf < 0 si 7 < 6 < 2). En el andlisis anterior se ha
asumido un valor de ¢’ > 0, pero la ecuacién (9.1) sigue siendo vélida si ¢ < 0; cuando se
ponga explicitamente el signo de la carga, se corregira la direccién del campo.

Si la carga en movimiento ¢’ se ubica en el origen de coordenadas, entonces 7' = 0, y la
expresion (9.1) toma la forma

(9.3)

Como se observa de la expresién (9.1), el campo magnético B depende de la velocidad de
la carga ¢’ y dado que la velocidad es una cantidad que depende del observador, el campo
magnético dependera también del sistema de referencia del observador. Si se establece un
sistema de referencia para el observador que viaje a la misma velocidad que la carga que
produce el campo, entonces el campo magnético sera cero (ya que en dicho caso, el observador
medird una velocidad cero para la carga) y la carga solo generard campo eléctrico. En caso
contrario (si el observador no viaja a la misma velocidad que la carga), la carga eléctrica
generara campo eléctrico y magnético.

Ejemplo 9.1. Se tiene una carga ¢ > 0 que se mueve con una velocidad ¥ = vi cuando
se encuentra en la posicion 7. Para la situacion descrita, se encontrard el campo magnético
en los puntos : a) 7y y b) 7y (ver figura 9.2).

YA

\

Figura 9.2: Ejemplo (9.2): Campo magnético producido por una carga puntual.

Solucion:

a) A partir de la definicion de campo eléctrico generado por una carga puntual (ec (9.1)),
se tiene que el campo magnético en 1| serd:
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= . Mo qUX (F1—7)
B(r) =" 21— 1) 9.4
(71) o (9.4)

La direccion de B(T)) se puede determinar a partir de algin recurso mnemotécnico
definido para evaluar la direccion del producto cruz entre los vectores ¥ y (7; — 7).
Aplicando la regla de la mano derecha, en este caso se observa que la direccion del

campo magnético es k, por lo tanto, el campo magnético sera:

= po lqgu X (M —7) |~ po  qu -
B = — k="——7" 0.k 9.5
(rl) Ar ’771 _ 7?‘3 A ’7;»1 _ F‘Q senvir, ( )

donde 6y representa el dngulo entre el vector U y el vector (| — 7).

b) Para encontrar la direccion del campo magnético en el punto 75 se debe establecer la
direccion del producto cruz entre el vector vy (79 — 1), el cual segin la figura 9.1 y la
regla de la mano derecha es igual a —k, por lo tanto, el campo magnético serd:

5= Mo QU 7
B = —— 0ok 9.6
( ) Ar |7;»2_7:»|2 Sen vak, ( )

donde 0y representa el dngulo entre el vector U y el vector (y — 7).

9.1.1. Campo magnético de un conductor lineal

Y

!

;’\
s

r B(7)

!l

Figura 9.3: Campo magnético debido a un conductor lineal con flujo de corriente I.

Una corriente I se puede pensar como un flujo de cargas positivas que viajan por un conductor
con una velocidad de deriva 9. Por lo tanto, para un conductor lineal, se puede escoger un
elemento infinitesimal dr’ que contenga una carga dq’ que se mueve a lo largo del conductor
con una velocidad #. A partir de lo anterior, es posible utilizando la ecuacion (9.1) establecer
el campo magnético dB (7) generado por la carga dq’ en movimiento en un punto 7 del espacio,
tal que:
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= -
dB() = o 4V X (72T (9.7)

47 |7 — 7|3

donde 7 ’q/representa la posicién de la carga dq’. Ahora, para dq' y Uy se tiene que: d¢’ = C;—({dt
y Ug = dst, por lo tanto
dq'  dr'  dq

a7
dq'7; = = () = rar. 9.8
T =" "t ~ at (dt ) " (9:8)

A partir de lo anterior, el campo magnético generado por un conductor lineal que lleva una
corriente I’, se puede obtiene al integrar la expresién (9.7), tal que:

. I'di’ = =
,uo/l X (7 —T") (9.9)

B(r) = 1o
=t =B

donde la integral en (9.9) se extiende sobre toda la longitud del conductor. Adicionalmente,
la direccién del vector dr”’ serd la direccién de la velocidad de deriva de las particulas en
movimiento dentro del conductor (asumiendo siempre cargas positivas o su equivalente); es
decir, dr’ serd tangente a la curva generada por el conductor y con orientacién definida por
el movimiento de las cargas positivas contenidas en este (o su equivalente si los portadores
de carga son negativos). Para mostrar la aplicacién de la ecuacién (9.9), a continuacién se
presentan algunos ejemplos con diferentes configuraciones.

Ejemplo 9.2. La figura 9.4 muestra un conductor delgado de longitud L, que lleva una
corriente I y densidad de corriente en direccion j. Para tal situacidn se encontrard el campo
magnético en un punto situado a una distancia horizontal a del conductor, como se indica
en la figura 9.4.

Y
Vi
A
Adq/
Ly
LT '
LY ' B X
T FEEES Ea
Cod T @ g
ooy
Y

Figura 9.4: Campo magnético asociado a un conductor lineal recto e infinito.
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Solucién: Para utilizar la ecuacion (9.9) en primer lugar se toma una seccion del conductor
con carga dq’ y longitud dr’, como se observa en la figura 9.4. El campo debido al elemento
dr' en el punto definido por el vector ¥ = ai, vendrd dado por la ecuacidn (9.7) y su integral
por (9.9). De los valores esquematizados en 9.4, se determina que:

de tal manera que
F—F/:ag_y/j y |7;-‘_1;’/|: /a2_|_y/2. (912)

Adicionalmente, dr' = dy’}', por lo tanto, el campo magnético se puede escribir como:

By = o /Zldr X (7 — ")

|7 — 7|3

) ﬂ/[azy (5% (ai ~ 7))

A (a® + y2)3/2

poal [ dy'(j x 1)
- tod /l CET (9.13)

donde la distancia a y la corriente I han salido fuera de la integral por ser valores constantes.
Ahora, ya que (j X 1) = —k, la expresion (9.13) se puede escribir como:

poal [ [F71 dy’ >
= — ——— > k 9.14
S = 619

donde los limites de integracion se han establecido observando la posicion del punto inicial
y final del conductor a lo largo del eje y. Ahora, teniendo en cuenta el resultado establecido
en el apéndice (?7) en la ecuacion (?7), se tiene que:

/Ld dy/ B 1 y/
. @R @iyl

o <\/a2L : +\/a2d+d2)’ (6-15)

con lo cual el campo magnético se escribe como:

= /,LOI L—d d ~
B(r) = { N \/a2 — } k. (9.16)
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Como se evidencia, el campo magnético se dirige hacia dentro de la pagina (tomando el eje
z como aquel que corta perpendicularmente la pdgina). Dado que el resultado expresado en
(9.16) se obtuvo tomando 7 = ai, se puede inferir que si se evaluara el campo magnético a la
izquierda del conductor, donde ¥ = —ai, el campo magnético en dicho punto, estaria definido
por (9.16) cambiando a — —a, es decir:

= o) IU/OI L - d d ~
(’l“ CLZ) dra { /ag + (L ——d)2 + P e ) ( )

es decir, el campo magnético a la izquierda del conductor se dirige hacia afuera de la pdgina.

Ejemplo 9.3. A partir de la solucién obtenida en el ejemplo (9.2) establecida en la
ecuacion (9.16), evaluar el campo magnético para los casos particulares: a) d = L/2 y b)
L — oc.

Solucion:

a) Para el caso particular en el cual d = L/2, por reemplazo directo en la expresion (9.16)

se obtiene:
= I L “
B(r) = -1 k. (9.18)
dma a?+ (L)?/4

b) Si el conductor tuviera una longitud infinita (L — oo), entonces

i {;} i {;} (919
e | Ve (LA f e | D2/

Reemplazando (9.19) en (9.18), se obtiene que el campo magnético generado a una distancia
a (a la derecha del conductor) de un conductor infinitamente largo extendido sobre el eje y
y que lleva una corriente I, cuyos portadores de carga se mueven en direccion j, estd dado
por la expresion:

o pol +

B(r) = ——F. 9.20

(M) =-5— (9.20)

El campo magnético evaluado en un punto a la izquierda del conductor (y a una distancia a
del mismo), vendrd dada por (cambiando a — —a en (9.20)):

B(7) = pol p (9.21)

2ma

Al considerar un circulo de radio v en el plano xz centrado en el eje de un conductor lineal
infinito (ver figura 9.5), se puede inferir que la magnitud del campo magnético generado
por el conductor sobre cualquier punto a lo largo del circulo debe ser constante e igual a la
magnitud del campo magnético deducido en (9.20) (cambiando a — r); es decir
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1
B = Mol

. 9.22
2rr ( )

Por otra parte, la direccion del campo magnético, debe ser tal, que gire alrededor del conductor,

como se observa en la figura 9.5 (lo cual se puede inferir a partir de los resultados expresados
en (9.20) y (9.21)).

Figura 9.5: Campo magnético alrededor de un conductor recto que lleva una densidad de corriente hacia
afuera de la péagina.

Ejemplo 9.4. Se tiene un conductor circular que lleva una corriente I cuyos portadores
de carga se dirigen en sentido contrario a las manecillas del reloj, como se observa en la
figura 9.6. Para la situacion descrita se evaluard el campo magnético en el centro del circulo
definido por el conductor.

Figura 9.6: Campo magnético asociado a una espira circular.

Solucion: Por facilidad en los cdlculos en este ejemplo se tomard el origen de coordenadas
en el centro del conductor circular y ya que el campo magnético se evaluard en dicho punto,

se deberd tomar en la expresion (9.9) que 7 = 0; por lo tanto, el campo magnético vendrd
dado por:

L g [T X ()

B(0) i) (9.23)

El vector dr’ es tangente en todo punto al circulo definido por el conductor y teniendo en
cuenta la regla de la mano derecha, se tiene que:
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dr' x 7' = —r'dr'k. (9.24)

El resultado anterior es independiente del elemento dr' seleccionado a lo largo de la trayectoria
circular, y por lo tanto, la direccion del producto dr’ x 7' es constante en la integracion para
encontrar el campo magnético, tal que:

. [_'/ 1 Idr'\ -
G _Ho (dr XT)_@(/ dr)k. (9.25)

4 r’3 4 r’2

Ya que en este caso, tanto la corriente, como la magnitud del vector 7 es constante (r'=R),
se tiene que:

5 po ([ Idr o pol / g bl / o -
B=" b= ([ ) k= do ) k 2
in < / "2 ) i R? g we \ [, ROk (5.26)

donde en la ultima igualdad de la expresion (9.26), se ha utilizado el hecho de que un elemento
de arco dr' es igual al producto del radio R por df, y ya que se tiene una espira circular, la
integracion va de O a 2w, por tanto:

B="CF. (9.27)

Si la direccion de la corriente se cambia (es decir, en sentido de las manecillas del reloj),
cambiaria la direccion del campo, tal que k — —k. De igual forma, si la espira no fuera
un circulo completo, lo unico que cambiaria en el cdlculo anterior serian los limites de
integracion en (9.26), donde en lugar de 21 se deberia colocar el dngulo asociado al elemento
de arco del conductor.

Ejemplo 9.5. Se tiene una espira circular de radio r cuyo plano coincide con el plano
xy. El centro del anillo coincide con el origen del sistema de coordenadas. La espira conduce
una corriente I en sentido contrario a las manecillas del reloj. Para tal sistema se encontrard
el campo magnético generado por el anillo sobre un punto a lo largo del eje z (ver figura 9.7).
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Figura 9.7: Campo magnético sobre el eje z asociado a una espira circular ubicada en el plano zy.

Solucién: Para encontrar el campo magnético se toma un elemento dr’’ sobre el anillo y se
calcula el campo magnético que genera dicho elemento (que lleva una corriente I) sobre un
punto a lo largo del eje z. La posicion del elemento dr' respecto al origen de coordenadas,
se encuentra a partir del vector de posicion 7' y se tiene que:

P =ai+y ] — di' = da'i + dy'7, (9.28)

La posicion sobre un punto a lo largo del eje z se define a través del vector

7= 2k, (9.29)
con lo cual

F—7'=zk—21—1y7, (9.30)

= VR?+ 22 (9.31)

A partir de lo anterior, la expresion (9.9) se puede escribir como:

. Id7i’ ==
B(m:@/ dr’ x (r—171")
I

47 |7 — 7|3

o I (da:’% + dy’ﬁ') X (—x’% —yj+ zl%)
B E/l (R? + 22)3/2 ’

(9.32)
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3/2

Dado que la corriente I y el denominador (R? + 22)”" son constantes de integracidn, se

tiene que

B(7) = — Zuif o /l {(an'i+ay3) x (=a'i=y/j+ k) }. (9.33)

Para el integrando en la expresion (9.33) se tiene

~ ~

(dx’i + dy’j) X (—:c’i -5+ zk) = ' de’ dy’ 0
—x =y =z

= (2dy) i — (zd2’) ] + (—y/da’ + 2'dy') K, (9.34)

lo cual se puede simplificar al considerar que: ' = Rcosf — dx’ = —Rsenfdf y vy =
Rsenf — dy' = Rcos0df, y se obtiene

(dx'% + dy'}) X (—x’i —yj+ zl%) — (2R cos0df) i + (zsen 0dh) j + R2dok. (9.35)

Reemplazando la relacion (9.35) en (9.33) se tiene que

— NOI /271- 2 “ 2 7
B(7) = zRcosfdf) i+ (zsenfdb) 7 + R°dOk ¢ . 9.36
)= s, {( i+ ( ) } (9.36)

Las integrales a resolver son:

2

cosfdh = 0, (9.37)

2

sen df = 0, (9.38)

J
J

27
/(w:%, (9.39)
0

con lo cual la expresion para el campo magnético en estudio toma la forma

o B MOI 9n 7
B(7) = PRI <R 27rk;> , (9.40)

y se obtiene finalmente que:

. IRz .
pol R 2

Mm:mm+ﬁﬂ2' (9.41)
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Ejemplo 9.6. Para la espira descrita en la figura 9.8, se calculard en el campo magnético
en el punto P, considerando que la espira lleva una corriente I.

1

Figura 9.8: Ejemplo 9.6. Campo magnético en el centro de curvatura de una espira cerrada.

Solucion: El campo magnético se determina a partir de,

B»: MOI%‘dT?/ X (F—F/)

4

— (9.42)
=7

03 dT_"4/ dF3/ C 4
T4 r3

Figura 9.9: Ejemplo 9.6. Tramos C, Cs, C3 y C4 asociados a la espira cerrada indicada en la figura 9.8.

St se considera el origen de coordenadas en el punto P donde se evaluard el campo magnético,
se cumple que
=0, (9.43)

por lo tanto,

B» - IU()] % dr’ x (—F/) . _,LL()I % dr’ x F/' (944)

4 |- 4 7|
Separando el contorno de integracion en las trayectorias Cy, Co, C3 y Cy, como se indica en
la figura 9.9, el campo magnético se puede evaluar como:

E(F) _ _,u()]/ dfll X 7_’11 /L()I/ dFIQ X 7_‘12 /L()I/ dFlg X 7:’3 (945)
C1 Cy Cs

4 AP 4w AP 4w 7
I dr', x 1,

_ Mo / (9.46)
4 Cy |7:Zl|
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Para las trayectorias Cs y Cy, se determina que el vector de posicion (7”) es paralelo al vector
de desplazamiento (di'), y por lo tanto, su producto cruz se anula. Debido a lo anterior, las
contribuciones de los segmentos C3 y Cy al campo magnético en el punto P es nula. Por otra
parte, para el calculo del campo magnético generado por la trayectoria C4, se tiene que el
vector de posicion 71" sobre un punto a lo largo de la trayectoria, se puede escribir como:

F'lzR1<cos¢i+sen¢j> = |fl=R = dF'llequ(—sen&—i-cosM),

(9.47)
de manera que R
di'y x 7 = —Ridok, (9.48)
con lo cual .
dr'’y x /”Rquﬁk 1 A/” T -
MO S - ——k do = ——Fk. 9.49
/01 7 o R Ry Jy ¢ Ry (9.49)
En el caso de la trayectoria Cy resulta que:
™ = Ry (COS P + sen gbj) , 75| = Ra, dr'’y = Rodg (sen $i — cos gbj) , (9.50)
lo que 1mplica X
di'y x 7y = Radok, (9.51)
entonces .
dr’y x 1% /”R%dqzﬁk: 1A/7r T -
_ -k do = —k. 9.52
/02 |73 o R Ry TR (952)
De manera que el campo magnético en el punto P debido al conductor es:
= ol T - ol (T wol (1 1 -
47 ( Ry ) Amr (Rg > 4 <R1 Ry (9:53)

Ejemplo 9.7. Se tiene un circuito cerrado formado por dos semicirculos de radios Ry y
Ry, conectados por segmentos rectos (ver la figura 9.10). El circuito lleva una corriente 1
con un flujo en sentido de las manecillas del reloj. Para la situacion planteada, se evaluard
el campo magnético en el punto P siendo que Ry > R,.

Figura 9.10: Ejemplo 9.7. Campo magnético en el centro de curvatura de una espira cerrada.
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Solucion: Para evaluar el campo magnético, la trayectoria cerrada se puede dividir en cuatro
trayectorias: dos semi circulares y dos rectas, como se observa en la figura 9.10. Bajo la
division en las trayectorias sugeridas, el campo se puede evaluar a través de:

, Y ]{df’x(F—F’)
B = .
47 |7 — 7|
MOI/ di'y x (F— 7)) ,uol/ dly x (7 — 7))
R e At Jo, |7— )
I [ di'sx (F—T7 I [ diyx(F—7
o / 3ﬁ ( ! 3)+M0 / 4ﬁ( 34)' (9.54)
4 Cs |T_Fé| 4m Cy |T_FZ1|

Tomando el origen de coordenadas en el punto P, las trayectorias rectas no contribuyen al
campo magnético, debido a que en todo punto el vector de posicion es paralelo al vector de
desplazamiento y por tanto las integrales en C3 y Cy se anulan. Ademds, al tomar el punto
P como el origen de coordenadas se tiene que

7 =0, (9.55)
de manera que
B» _ /,60[/ d’l?ll><(—7_"i)+,uo[/ dFIQX(—T_'g)
am Je,  |-7f N
1 dr'y X 7 1 dr'y x
Ll [ ATl [ 050
Ar Jo, |7 Ar Je, |7

Bajo la configuracion planteada, los vectores de posicion y de desplazamiento para puntos a
la largo de la trayectoria Cy y Cy serdn:

"' = R (cos $i + sen qﬁj) , |7 = Ry, dry = Ryd¢ <sen $i — cos qﬁj) , (9.57)
' = Ry (cos P + sen gbj) , |7 = Ry, dr'y = Rydg (sen $i — cos gbj) , (9.58)

con lo cual

di'y x 7' = Rdok, (9.59)
di'y x 7' = R2dok. (9.60)
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Entonces, el campo magnético debido a la espira es:

B :_ﬂd/“ﬁﬁxﬁ_ud/‘ﬁbx@
Am C1 ‘7:11’3 Am Co ‘7:5’3
~ pol [T Rk pol [*" R3dok
B _47r/ RS 47?/7T R}

pol 1 - / pol A/%

= b _l LT
A Ry a¢ dr Ry J, ¢
—

:_&%L+Lﬁ_ (9.61)

Ejemplo 9.8. La figura 9.11 muestra dos alambres rectos paralelos separados por una
distancia 2a. Ambos llevan una corriente I con un flujo de cargas en el mismo sentido. Para
el sistema planteado se evaluaran los campos magnéticos en los puntos Py y Ps.

I
—
A A
2&. tpl
\/ I
A
1
2a1

S

Figura 9.11: Ejemplo 9.8. Campo magnético asociado a dos cables rectos conductores.

Solucion: La intensidad del campo magnético debido a un conductor largo y recto que transporta
una corriente I es (ver ecuacion (9.22)):

Kol

B = ,
2rr

(9.62)
donde r es distancia radial medida perpendicularmente desde el eje conductor al punto donde
se desea evaluar el campo. La direccion del campo lo va a determinar la regla de la mano
derecha y para ello se va a considerar que los dos conductores definen un plano que coincide

con el plano xy. Al considerar individualmente los dos puntos planteados en el ejemplo, se
tiene que:

s Campo en el punto Py: en Py, la distancia de los conductores al punto es:

ri=a, r=a, (9.63)
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de manera que la magnitud del campo magnético asociada a cada conductor en el punto
Py, estd dada por:

_ ol gl ol ol

B, = = = = ) 9.64
Y onr,  2ma’ > 91ry  2ma ( )
De la regla de la mano derecha se puede determinar que:
5 _ tol ( ) 5 _ Mol ()
B, =" -k By =— (k 9.65
1 274 ) 2 27a ) ( )
con lo cual el campo magnético total es
— — — [ “~ I ~ —
B=5B +By=—-1"%+ 2% =0 (9.66)
2ma 2ma
s Campo en el punto Ps: para este punto, se deduce que
r1=4a, ry=2a, (9.67)
y la magnitud de los campos magnéticos se expresan como:
5 ol ( A) poly - pola ( A) pols -
By = —k)=—=—k, By;= —k)=- k. 9.68
Y o S8ta 27 21y Ara (9.68)
Ast, el campo magnético neto en este punto es:
Lo I - I~ .
B=05 +B =t —mk:—&<h+21’2>k. (9.69)
8ma dma 8ma

Ejemplo 9.9. Se tiene tres conductores rectos y paralelos. Esquemdticamente, estos tres
conductores atraviesan perpendicularmente el plano de la pdgina, posicionandose en tres
de las cuatro esquinas de un cuadrado de lado L, como se ilustra en la figura 9.12. Los tres
conductores transportan una corriente I. Se calculard el campo magnético en el cuarto vértice
del cuadrado en las siguientes situaciones: a) Todas las corrientes ingresan a la pdgina. b)
Las corrientes Iy e I3 ingresan a la pdgina, mientras que Iy sale de ella. ¢) Las corrientes I
e Iy ingresan a la pagina y la corriente I3 sale.

Figura 9.12: Ejemplo 9.9. Campo magnético debido a tres conductores rectos y paralelos.
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Solucion: Se caracterizard los campos magnéticos generados por cada conductor de la siguiente
manera:

polr  pol
B, = = — 9.70
! 2rry 2wl ( )
tolo ol
By, = = , 9.71
2 21ry 212 ( )
pol3 pol
B; = = —. 9.72
s 2rrs 2wl ( )

Para los casos en consideracion se tiene que:

a) Todas las corrientes entrando a la pdgina: Los campos magnéticos asociados se muestran
en la figura 9.13.

Y

be{l """" Pa 5
L By 5

;<®I2 ! I3 T

Figura 9.13: Ejemplo 9.9. Campo magnético debido a tres conductores rectos y paralelos, con I, Is e I3
entrando en la pagina.

Vectorialmente los campos se representan como:

= 4o ()
B = — (- 9.73
1 27TL J)> ( )
By = Bayi— By, (9.74)
5 pol -
By = —i. 9.75
3 27TLZ ( )
Donde,
_ ol B ol
By, = Bycosf = cosf, By, = Bysenf = senf, (9.76)

siendo que 0 = 7, se determina que,

_ el V2l _ mol (9.77)
7 0BrL 2 4nl UM 4nL '
con lo cual
= A ~ ,LLO[A. IU’OI ~ /~L0[ <f A~>
By = Byt — By,7 = — = —J)- .
2 2zt 2uJ 47TLZ 47TL‘7 Aw L v <9 78)
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Ast, el campo magnético total en el punto P es:

B = By+ By+ By
B ,UOI A ,UOI <A. _ A.) HDI A
o’ T ar U torr’

VJOI 1 2 1 A
= P 241)i-(=+1
vz l(301)- ()

_ 2Hod (; —j) , (9.79)

b) Las corrientes Iy e I3 entran a la pdgina en tanto que la Iy sale de ella: Los campos
magnéticos asociados se muestran en la figura 9.14. Vectorialmente los campos se
representan como:

— MOI ~
B = —— :
! 27TLJ7 (9.80)
— A A ,U/OIA. /JJOIA- :u()] ( o A-)
2 20+ B2y] 47TLZ + 47TL‘7 47 L A ( )
— ,U’OI ~
B, = 4 .82
5 T (9-82)
Por tanto,
g = gl + 52 + §3
ol s pol (_é A.) pol -
N 27TL‘7 4L rrI)t 27rLZ
ol Ly - 1 K
= = |(1-= _—
s |(-2) i+ (5-1)]
B 1
- 2
_ (9.83)

Figura 9.14: Ejemplo 9.9. Campo magnético debido a tres conductores rectos y paralelos, con I7, Is entrando
en la pagina e I, saliendo.
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c) Las corrientes I e Iy entran a la pdgina mientras que I3 sale: Los campos magnéticos
asociados se muestran en la figura 9.15. Vectorialmente los campos se representan

como:
5 tol ~
B, = -/ .84
1 27TLJ’ (9 8 )
= ~ A pol »~ ol ~ pol (A- A-)
B - B xl — B = — = J— s .
2 200 T ) = T ym ) T e U (0.85)
5 ol -
By = ——. )
3 27TLZ (9.86)
De manera que
B = By+B,+ By (9.87)
_ ,UOI A ,UOI <A. _ A.> _ ,UOI A
= o T UT) T oLt (9.88)

_ % [(% - 1)%— (1+%> j’] (9.89)

I 1. 3.
_ kol (——z’——j) (9.90)

oL\ 72" 2

_ _% (£+3§') (9.91)
y

L Ell B,

Figura 9.15: Ejemplo 9.9. Campo magnético debido a tres conductores rectos y paralelos, con I, Iz entrando
en la pagina e I3 saliendo.

Ejemplo 9.10. La corriente en un conductor largo y recto I, interactiia con la corriente
15 que circula por una espira rectangular con lados a y [, la cual se encuentra inicialmente
a una distancia ¢ respecto al conductor recto, tal como se ilustra en la figura 9.16. Para
el sistema planteado se calculard la fuerza magnética que el conductor recto ejerce sobre la
espira.

Solucién: Considerando que el flujo de corriente en el conductor recto se da en direccidn j
, el campo magnético a la derecha de dicho conductor se puede escribir como:
= Holy ( )
By =——(-k 9.92
YT omn ’ (9.92)
donde x representa la distancia medida perpendicularmente a la derecha del conductor recto.
La fuerza magnética que ejerce este campo sobre la espira rectangular es:

F, = I ?{ di’ x By, (9.93)
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donde C' representa la trayectoria rectangular definida por la espira y tomada en sentido de
las manecillas del reloj (de acuerdo al flujo de corriente en dicha espira). La integracion en
C se puede dividir en cuatro tramos tal como se indica en la figura 9.16, con lo cual la fuerza
magnética se puede escribir como:

ﬁgzlg/ dF'1x§1+12/ dF2,X§1+12/ dFlgxgl
C’l C2

C3
+ 1, / di'y x By. (9.94)
Cy
A
Il dFll ¢
> A
I !
did er" i l

€ > C> i

¢ :

Cy :

4---‘---——) \

a

Figura 9.16: Ejemplo 9.10. Interaccién magnética entre un cable recto y una espira.

Para cada una de las trayectorias se tiene que:

» Para el tramo Cy se tiene que:

N 4 = ,UOII >
dr's = d By = —(—k 9.95
Py dai, Bi= 10, (9.95)
entonces y
— I ~
&'y x By = BL5 (9.96)
2r «x
s Fn el tramo Cy se tiene:
diy' = d» (—j) By= ol (9.97)
2 ) 2 o (C + &) ) .
de manera que
—/ =4 ,Ll’o-ll i
dr'y x By = ———dz1. (9.98)
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s Para el tramo Cy se tiene:

— “ =4 [ 7
47y = da (—z) By — ’;(’Txl(—k), (9.99)
con lo cual
N I dx ~
A7’y x By = —HO12%5 (9.100)
2r T

s Para el tramo Cy se tiene:

A _, I A
di'y = dzj, B, =10 (—k) , (9.101)
2me
asi que
o 5 poly A
dr’ By = ——dz(—1). 9.102
My x By= z(—1) ( )

Con lo cual la fuerza magnética es:

" LI, [T dx LI, . [ LIy, [T dx
P = ,u012j/ + HolL1l2 Z/dy_lmlzj/ axr
c 0 c

27 r | 27 (c+a) 27 x
—_——
ln”T“ l lnHTa
LI, [
_ Hol1 22./ dy
2me )
l
/,L0[1[2 c+a\~ /L(][ljgl A /,L0[1[2 c+a\~
= In + 71— In 7
27 27 (c+ a) 27 c
_M011]2lg
2mc
uolllgl 1 1 ~
= ——
27 c+a c
1,15l A
— Mol Sl ) (9.103)
2t |c(c+a)

Ejercicio 9.1. Para el conductor de la figura 9.17 evaluar el campo magnético en el punto

P.

Figura 9.17: Ejercicio 9.1. Campo magnético debido a un conductor con dos segmentos rectos y un segmento
semicircular.
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Ejercicio 9.2. FEl circuito mostrado en la figura 9.18 consiste de dos arcos de radios a y b
conectados por medio de dos segmentos rectos. El circuito lleva un flujo de corriente I en

sentido de las manecillas del reloj. Evaluar el campo magnético en el punto P (centro de
curvatura).

I

///
—— i A
\_,\/’ \//’/ b
TN
j2

Figura 9.18: Ejercicio 9.2. Campo magnético debido a espira con dos segmentos rectos y dos arcos circulares.

Ejercicio 9.3. En la figura 9.19, se presentan dos cables paralelos, y uno de ellos tiene una
curva semicircular con un radio R. Suponiendo que ambos cables transportan una corriente
wdéntica I, determinar la direccion del flujo de corriente en el cable recto y calcular la
distancia entre las partes paralelas de los cables, de manera que el campo magnético en
el punto P, senalado en la figura 9.19, sea nulo.

Figura 9.19: Ejercicio 9.3. Campo magnético debido a dos conductores.

Ejercicio 9.4. La figura 9.20 presenta dos conductores que transportan corriente. El alambre
1 lleva una corriente I y estd compuesto por un arco de radio Ry y un segmento en forma
de “V” (medido desde el centro de curvatura del arco) con una abertura angular de 6. Por
otro lado, el alambre 2 transporta una corriente Is y se compone de dos segmentos rectos
y un semicirculo de radio Ry. Tanto el arco del alambre 1 como el semicirculo del alambre
2, comparten el mismo centro de curvatura. Determinar la intensidad y la direccion de la

corriente I, en funcion de I, de modo que el campo magnético neto en el centro del arco
sea igual a cero.
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I

Figura 9.20: Ejercicio 9.4. Campo magnético debido a dos conductores con segmentos de arcos circulares.

Ejercicio 9.5. Resolver el Ejemplo 9.8 para el caso en que el flujo de corriente en cada
conductor tengan sentidos opuestos.

Ejercicio 9.6. Tres conductores rectos y paralelos atraviesan perpendicularmente el plano de
la pagina, tal como se muestra de manera esquemdtica en la figura 9.21. En el plano, estos
alambres estdn situados en los vértices de un tridngulo equildtero con lado L. Cada conductor
transporta la misma corriente I. Los conductores esquematizados en la base del tridngulo
atraviesan el plano de la pdgina entrando en ella, mientras que en el tercer conductor, el
flujo de corriente, sale del plano. Calcular el campo magnético en el centro del tridngulo.

R

Figura 9.21: Ejercicio 9.6. Campo magnético debido a tres conductores rectos ubicados en los vértices de un
triangulo.

9.2. Ley de Ampeére

La Ley de Ampere es una de las leyes fundamentales del electromagnetismo y relaciona el
campo magnético con la corriente eléctrica que lo produce. En su forma integral, la Ley de
Ampere se enuncia de la siguiente manera: la circulacién del campo magnético B (é . d_:S) a
lo largo de un camino cerrado es igual a la permeabilidad del medio py multiplicada por la
corriente eléctrica total I,,. que atraviesa la superficie delimitada por ese camino cerrado.
Matematicamente, se expresa como:

]{ B -ds = piolene. (9.104)
Algunas observaciones respecto a la ley de Ampere (9.104), son:

= La corriente [.,. se refiere a la corriente total que atraviesa el drea definida por
la trayectoria cerrada. La figura 9.22 muestra varias trayectorias cerradas que son
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atravesadas por diferentes flujos de corrientes. Si se toma la trayectoria cerrada (a) de
la figura 9.22, se puede establecer que I.,. = I;. El flujo de corriente asociado a I,
atraviesa “positivamente” el drea encerrada por la trayectoria (a). Para la trayectoria
(b), Iene = (I1 — Io) (sale I; y entra I,). Para la trayectoria (¢), Ien. = (I1 — Iz + I3)
(sale I; e I3 y sale I). En este punto se debe entender que el drea encerrada por una
trayectoria cerrada no es tnica, lo cual se explicara mas adelante.

Figura 9.22: Ley de Ampere aplicada sobre cuatro trayectorias cerradas.

= El vector diferencial ds en (9.104), sigue el sentido de la trayectoria cerrada, pero
dicho sentido no estd definido en la Ley de Ampére (es arbitrario). Si inicamente se
esta interesado en la corriente que atraviesa el area descrita por la trayectoria cerrada,
basta en (9.104) considerar valores absolutos, con lo que la ambigiiedad del sentido
en la trayectoria carece de importancia. Por otra parte, si la trayectoria es plana (en
dos dimensiones), se puede siempre dibujar la trayectoria en una hoja de papel, y
elegir la orientacién en contra de las manecillas del reloj. Entonces si el resultado de
fs B-ds es positivo, significa que la corriente atraviesa el area definida por la trayectoria

“saliendo” del plano establecido por la hoja de papel, en caso contrario, si fs B-ds < 0,
la corriente “entra” a la hoja de papel.

= El area encerrada por una trayectoria cerrada no es tnica. Por ejemplo, un circulo puede
ser el limite de una semiesfera como también el limite de un circulo. La ambigiiedad
que resulta del area encerrada por una trayectoria cerrada exige un ajuste a la ley
de Ampere establecida en la forma (9.104), lo cual se discutird més adelante. Por
ahora y hasta que se diga lo contrario, siempre que se hable de drea encerrada por
la trayectoria cerrada, se estara haciendo alusion a la méas pequena; en caso de una
trayectoria circular, seria el area del circulo.

La ley de Ampere, al igual que la ley de Gauss, sirve en la practica para determinar campos
magnéticos de configuraciones con una alta simetria. Para aclarar su uso, se presentan a
continuacion algunos ejemplos.
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Ejemplo 9.11. Se toma el caso del ejemplo (9.2), donde se tenia un conductor delgado
infinito sobre el eje y, que llevaba una corriente I en direccion j. Dada la simetria del
problema, el campo magnético se puede encontrar haciendo uso de la ley de Ampeére, para
ello se utiliza como superficie de integracion un circulo con centro en el eje del conductor y
cuyo plano es perpendicular a dicho eje (eje y en este caso), como se observa en la figura
9.23 (en este caso el conductor puede ser cilindrico con un cierto radio diferente de cero,
siempre y cuando se mida el campo fuera del conductor).

t

:

(a) (b

Figura 9.23: Campo magnético alrededor de un conductor recto e infinito.

~

—
o

~

Solucién: Como se establecid en el ejemplo (9.2), el campo magnético es tangente a un
circulo de radio r con centro en el eje de conductor y se dirige en sentido positivo (contra
las manecillas del reloj) si la corriente sale del plano establecido por el circulo. Por lo
anterior, como trayectoria cerrada de integracion, se elige una circulo de radio v orientado
positivamente y con origen en el eje del conductor. Con la anterior eleccion, el campo
magnético en toda la trayectoria cerrada es paralelo al vector ds (ya que ds siempre es
tangente a la trayectoria), por lo tanto, B -ds = Bds. Adicionalmente, y por la simetria
del problema, la magnitud del campo alrededor del circulo debe ser la misma (es decir, es
constante en la integracion), asi que:

fé cds = ?{(Bds) = B%ds — B2xr. (9.105)

En la anterior expresion se ha hecho uso que B Y ds son paralelos, que B es constante y que
la integral cerrada de un elemento de arco es el perimetro de la trayectoria, que en este caso
es el perimetro de un circulo. Aplicando la ley de Ampére se tiene

B2nr = pglene, (9.106)

y finalmente

I
B ="t (9.107)

21
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En (9.107) se ha establecido que la corriente encerrada por el circulo de integracion (Ien.),
corresponde a la corriente total I que atraviesa el conductor.

Ejemplo 9.12. Se considera un conductor cilindrico de radio R que lleva una corriente
I, tal como lo muestra la figura 9.24. El campo magnético en un punto fuera del cilindro
(r > R) viene dado por la expresion (9.107) del ejemplo (9.11), ya que toda la corriente que
circula por el cilindro atraviesa la trayectoria de radio r para r > R. FEn este ejemplo se va
a encontrar el campo magnético para un punto dentro del cilindro r < R.

Figura 9.24: Campo magnético dentro de un conductor cilindrico.

Solucién: La trayectoria cerrada de integracion que se utilizard para aplicar la ley de Ampére
serd un circulo de radio r < R, como se observa en la figura 9.24. Todas las condiciones del
ejemplo (9.11) se aplican para este caso; es decir, B Yy ds son paralelas y el campo magnético
es constante alrededor del circulo de integracion, tal que:

745 cds = %(Bds) = Bj{ds — B2xr. (9.108)

Ahora, la corriente encerrada I.,. por la trayectoria de integracion, ya no corresponde a la
corriente total I que recorre el conductor, sino solamente una fraccion de ella. Si se asume
una corriente con densidad uniforme, que atraviesa el drea transversal del conductor, la
corriente encerrada por la superficie de radio v se puede encontrar aplicando una regla de
tres simple. Si se tiene una corriente I para una drea A = wR?, la corriente para un drea
A" = 7r? se puede calcular a partir de:

T 2
[ = 7R2, e — 12 = L= é. (9.109)
Por lo anterior, la ley de Ampere toma la forma:
polr? polr
B2mr = ,uojenc = R2 = B = m (9110)
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Como se observa de la ultima expresion, el campo magnético tiende a cero conforme r — 0,
y en el limite r — R, las expresiones (9.107) y (9.110) son equivalentes.

Ejemplo 9.13. Un toroide es un devanado de espiras alrededor de un micleo que en
general es de metal. Un toroide con seccion transversal circular se indica en la figura 9.25a).
En este ejemplo se va a calcular el campo magnético en el centro del nicleo metalico de un
toroide con seccion transversal circular.

*Trayectoria
de integracion

Figura 9.25: Ejemplo (9.13). Campo magnético dentro de un toroide.

Solucién: El toroide en estudio tiene una seccion transversal circular de radio a (ver figura
9.25b) que no se debe confundir con el radio r, que define el circulo medio del toroide. Se
asume que el devanado es muy denso, de tal manera que si se corta transversalmente el
toroide en cualquier lugar, el corte transversal indicaria una espira circular de corriente de
radio a como se indica en la figura 9.25b. Desde la perspectiva de un corte transversal (figura
9.25b), se tiene una espira circular de corriente I con un flujo en sentido contrario a las
manecillas del reloj, que genera un campo magnético en todo punto tangencial al circulo medio
del toroide de radio r (perpendicular en todo punto a la seccion transversal del toroide) y en
sentido horario en relacion al circulo de radio r. Por la simetria del problema, se establece
que el campo magnético en cualquier punto en la parte central del toroide (circulo de radio
r) debe tener la misma magnitud. Por lo anterior, la trayectoria cerrada al aplicar la ley
de Ampére debe ser un circulo que atraviese el centro del toroide (linea azul puntuada en
la figura 9.26), y por lo tanto, el vector B es anti-paralelo al vector dr ( dr corresponde
al vector tangencial a la linea azul puntada en la figura 9.26 que apunta siempre en sentido
anti-horario), y adicionalmente, la magnitud del campo B es una constante en la integracion.
Por lo anterior, se tiene que:

745 dr = — %(Bdr) = —Bj{dr — —B2nr. (9.111)
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Figura 9.26: Ejemplo (9.13). Lineas de corriente que atraviesan un circulo de radio  en un toroide.

Ahora, se puede observar que el circulo de radio r es atravesado por N espiras (siendo N el
numero de espiras que rodean al toroide) y ya que cada espira lleva una corriente I, entonces
la corriente total que atraviesa el circulo de radio v es NI; es decir Io,. = —NI (el signo
menos dado que la corriente entra en la pdgina, ver figura 9.26), siendo I la corriente que
circula por una sola espira. Con lo anterior se tiene que:

—B2mr = —ugN1, (9.112)
y finalmente:
polN 1
= . 9.113
2nr ( )

Ejemplo 9.14. Un solenoide es un devanado de espiras sobre una base en general metdlica.
La figura 9.27 indica un solenoide con una seccion transversal circular. En este ejemplo se
calculard el campo magnético en el interior de un solenoide (lejos de los extremos del mismo).

Figura 9.27: Ejemplo (9.14). Campo magnético asociado a un solenoide.
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Solucion: Si el solenoide se corta con un plano perpendicular a su eje de simetria, se observa
una seccion transversal circular. Desde esta perspectiva, aparece una espira circular con
corriente I, a través de la cual pasa el campo magnético que atraviesa el drea circular del
solenoide. Generalmente, el campo magnético dentro del solenoide no es constante, lo que
es evidente cerca de los bordes, donde las lineas del campo magnético se curvan (ver figura
9.27), lo que compromete la simetria necesaria para aplicar eficientemente la ley de Ampere.
No obstante, si el solenoide es muy largo y se analiza una region alejada de los bordes, el
campo permanece aproximadamente uniforme. Bajo estas condiciones, el campo fuera del
solenoide es aprorimadamente nulo y, en su interior, se presenta un campo uniforme, donde
las lineas de campo son rectas que atraviesan la seccion circular del solenoide (la magnitud
y la direccion del campo son constantes). Esta simetria permite el uso de la ley de Ampére y
sugiere una trayectoria de integracion de forma rectangular. La figura 9.28 muestra un corte
vertical del solenoide, donde se esquematiza la trayectoria rectangular que se utilizard en la
integracion de la ley de Ampére (con un lado mayor Iy y se asumird un sentido antihorario).
La integral se puede descomponer en cuatro integrales: Lado izquierdo (1;,), superior (Lsp),
derecho (lger) € inferior (Li,s), tal que:

fg.*zz/g.du/ é.du/ g.du/ B.d. (9.114)
s l l l linf

iz sup der

RRRNRRRK

Figura 9.28: Trayectoria cerrada para el calculo del campo magnético dentro de un solenoide.

La integral sobre el lado derecho de la trayectoria es cero, ya que el campo fuera del solenoide
es cero. En los lados superior e inferior de la trayectoria, la integral también es cero, por dos
razones diferentes a saber: 1) para el sector del lado superior (o inferior) que queda dentro
del solenoide, el campo magnético es perpendicular al vector dr’ asociado al recorrido de la
trayectoria rectangular y por lo tanto, el producto B-dl se anula y 2) para el sector que queda
fuera del solenoide, el campo magnético es cero. Con lo anterior, de las cuatro integrales solo
es diferente de cero la primera, en la cual el vector de campo es anti paralelo a dl y donde
la magnitud del campo magnético es constante, por lo tanto:

ll ll
745- zz—/ (Bdl) = —B/ dl = —Bl,. (9.115)
s 0 0
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Ahora, la integral anterior es proporcional a la corriente que atraviesa la trayectoria cerrada
rectangular. Si el numero de espiras es muy grande y se distribuye uniformemente sobre la
longitud del solenoide, se puede definir una densidad de espiras dadas por:

: (9.116)

donde N corresponde al nimero total de espiras. Por lo tanto, el nimero de espiras envueltas
sobre una longitud [ del solenoide sera:

Se sabe que existen un numero Ny de espiras que atraviesan el drea rectangular y por tanto

la seccion rectangular es atravesada por una corriente total —N1I (el signo menos, dado que
la corriente ingresa hacia la pdgina), tal que:

—Bll = _,U/ONII; (9118)
y por lo tanto:
N
B = pg—1
l
= ponl. (9.119)

Ejemplo 9.15. La figura 9.29 muestra la seccion transversal de una bobina de N vueltas
por la cual circula una corriente I. Para las trayectorias senaladas en la figura 9.29 se
evaluard la circulacion del campo magnético definido por la integral:

/ di' - B (9.120)
C

Figura 9.29: Ejemplo 9.15. Calculo de circulacién de campo magnético a través de cuatro trayectorias.

Solucién: Matemdticamente, la ley de Ampere se define como:

%df’ - B = pol, (9.121)
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la cual establece que la circulacion del campo magnético a lo largo de la trayectoria cerrada C
es proporcional a la corriente neta que atraviesa la superficie generada por dicha trayectoria.
Ahora, considerando como corrientes positivas aquellas que esquemdticamente salen de la
pdgina y negativas las que entran, para cada trayectoria en consideracion, se tiene que:

» Trayectoria A:

7{ - B = o (T+ 1) = 2401 (9.122)
A
= Trayectoria B:
%d?’-§:u0(1+l—l—l):0. (9.123)
B
» Trayectoria C':
fdf’-é:uo(—f—f—l—f—1—1—1)=—7MOI. (9.124)
= Trayectoria D:
?{df" B = (=1 —1)=—2uol. (9.125)
d

Ejemplo 9.16. Se tiene un cascardn cilindrico de radio interior a y radio exterior b. El
cascarén lleva una densidad de corriente J = Cp?, donde p corresponde a la distancia medida
perpendicularmente desde el eje de simetria del cilindro a cualquier punto del espacio. La
constante C' tiene unidades de corriente sobre longitud a la cuarta potencia (A/L*). Para la
configuracion planteada se evaluard el campo magnético en cualquier region del espacio.

Solucion: La distribucion de corriente asociada posee simetria cilindrica; es decir, para un
valor p dado, la densidad de corriente es la misma. Las caracteristicas asociadas al problema,
permiten establecer que las lineas de campo magnético son circulos concéntricos con el eje
de simetria del cascaron cilindrico; es decir, a lo largo de un circulo de radio p el campo
magnético debe ser constante. Lo anterior permite el uso de la ley de Ampére para el calculo
del campo magnético, tomando como trayectoria de integracion circulos concéntricos al eje
de simetria del cascaron.

Figura 9.30: Ejemplo 9.16.

La ley de Ampére establece que:

74 di" - B = jiglene. (9.126)
C
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siendo C' un circulo de radio p. El campo B es tangente a la trayectoria en cada punto del
circulo de integracion (y por lo tanto, paralelo al vector di”’) y su intensidad se mantiene
constante en cada punto de dicha trayectoria, de manera que

]{ di’ - B = Bj{dl — B(27p), (9.127)
C

con lo cual:
B (27mp) = polene, (9.128)
El valor de p dependerd de la region en donde se desea determinar E, por lo tanto, se necesita
considerar las siguientes situaciones:
= Region p < a: En esta region se tiene que

B (27p) = polene, (9.129)

Para un circulo de radio p < a, no existe corriente alguna que atraviese el drea definida
por la trayectoria circular y por lo tanto, I.,. = 0, y se tiene que

B (27p) = polene = 0, (9.130)

lo que implica que
B =0, para p < a. (9.131)

» Regiona < p < b: En este caso I.,. corresponde a la corriente que atraviesa un disco de
radio interior a y radio exterior p. Dado que la densidad de corriente no es constante,
la corriente I,,. se calcula a partir de

Lope = / dd'J, (9.132)
A

donde la integral se evalia sobre la superficie A asociada al disco de radio exterior p
e interior a. Tomando el diferencial de drea en coordenadas polares con radio p dado
por: da’ = p'dp'do, se tiene que:

P 2w
Iene = /C da'J = / / pldp'de (C’p’2> / dp'p° / d¢  (9.133)
a 0

i(ﬂ —a)
C 4 4
= (o' —d'), (9.134)
por tanto

C
B (27p) = polene = MOEW (p4 — a4) , (9.135)

con lo cual la magnitud del campo magnético es:

C 4 4

B= uo—(p @) para a < p < b. (9.136)

4 p
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= Region p > b: En este caso, se debe evaluar la corriente que atraviesa el disco de radio
exterior p > b, pero considerando que la densidad de corriente en la region p < a y
p > b es cero, se cumple que:

Ipe = / da'J = / / pdp'dpCp”? = /dpp’3 / do (9.137)

1((,47044
C
= o (b* —a?). (9.138)
Entonces,
C

B (2rp) = piolen. = po T (b* —a?), (9.139)

lo que 1mplica que el campo magnético es:

C (bt — at
B= uozw, para p > b. (9.140)

p

Ejercicio 9.7. Fvaluar la circulacion del campo magnético para las trayectorias consideradas
en la figura 9.51.

Figura 9.31: Ejercicio 9.7. Circulacion a través de tres espiras circulares.

Ejercicio 9.8. Un cilindro recto, solido y con su eje de simetria orientado a lo largo del eje
z, conduce una corriente cuya densidad se distribuye de manera no uniforme, y estd dada

por:
- 2lp |1 _ (2 2} 2 <
J = ma? [1 (a) k para p = @, (9141)
0 para p > a.

donde a es el radio del cilindro, p es la distancia radial medida desde el eje del cilindro e I
es una constante que se mide en amperios. Calcular la corriente total que pasa por toda la
seccion transversal del alambre. FEvaluar el campo magnético dentro y fuera del alambre.

Ejercicio 9.9. La figura 9.32 muestra dos cables coaxiales, largos, cilindricos y concéntricos
por los cuales circula la misma corriente I pero en sentidos opuestos. Asumiendo que las
corrientes se distribuyen de manera uniforme, evaluar el campo magnético en las regiones:
a)p<ri,b)ri<p<ry, c)ra<p<r3yd) p>rs.
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Figura 9.32: Ejercicio 9.9. Cables coaxiales con corriente I.

9.2.1. Corriente de desplazamiento

Figura 9.33: Dos posibles superficies limitadas por una circunferencia.

Una trayectoria cerrada puede servir como limite para infinitas superficies. Por ejemplo, la
figura 9.33 muestra un anillo verde que limita dos superficies distintas: 1) el area circular
dentro del anillo (sombreada en gris) y 2) el drea de una semiesfera que también tiene el
anillo como limite (sombreada en azul). Aunque se han dibujado estas dos superficies, se
podrian definir infinitas mas.

La ambigiiedad asociada a definir qué superficie es la apropiada para una trayectoria cerrada,
plantea un desafio en la interpretacién de la ley de Ampere. Para abordar este problema,
se considera el ejemplo de un capacitor de placas paralelas en proceso de carga, ilustrado
en la figura 9.34. En este caso, hay una corriente de conduccién I. en los conductores que
conectan las placas del capacitor. Si se traza una trayectoria circular alrededor de uno de
estos conductores (representada en verde en la figura 9.34) y se aplica la ley de Ampere al
area encerrada por el circulo A, (en gris), se obtiene:

7{ B-dr = pol., (9.142)
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donde I, es la corriente que atraviesa el area A.. Sin embargo, si se considera que el area
encerrada es la de una semiesfera A, (en azul), que no es atravesada por la corriente de
conduccién, la corriente encerrada en la ley de Ampere parece ser cero:

%é -dr = 0. (9.143)

Figura 9.34: Corriente de conduccién y corriente de desplazamiento.

Dado que ambas integrales (9.142) y (9.143) consideran la misma trayectoria cerrada, los
resultados deberian coincidir. Para resolver esta ambigliedad, es necesario realizar un ajuste
a la ley de Ampere, para lo cual se considerara el caso de un capacitor de placas paralelas
que se encuentre en proceso de carga.

Entre las placas del capacitor, un campo eléctrico variable genera un flujo eléctrico sobre el
area de la semiesfera A.. Considerando la ley de Gauss, es claro que el flujo eléctrico tiene
unidades de ¢/¢g, entonces las variacién temporal de este flujo tiene unidades equivalentes a
Amperios/gg. El producto de la derivada del flujo respecto al tiempo y &¢ tiene unidades de
corriente y se define como corriente de desplazamiento Ip, que se escribe como:

ID =&0—- (9144)

Puede demostrarse que esta corriente de desplazamiento es igual a la corriente de conduccién
durante la carga del capacitor. Asi, al considerar la semiesfera, la ecuacién (9.143) se ajusta
a:

]{é CdA = Mogod%. (9.145)

En conclusion, para resolver la ambigiiedad sobre la superficie en la ley de Ampere, se debe
modificar la corriente total en la ecuacién original para incluir la corriente de desplazamiento,
tal que la ley de Ampere se debe escribir como:
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L d
753 dA = pol, + Moéfo%- (9.146)

En el ejemplo de la figura 9.34, para el area plana circular, la corriente que atraviesa es la de
conduccién I, y la corriente de desplazamiento Ip es cero. Por otro lado, para la superficie
semiesférica, la corriente de conduccién es cero, pero existe Ip. Esta equivalencia corrige la
ambigiiedad en la ley de Ampere.

Pregunta 9.1. Se tiene un alambre infinito extendido sobre el eje y. El alambre lleva una
corriente eléctrica I en direccion j. A una distancia © a la derecha del alambre el campo
magnético es B. Si la distancia x se duplica, respecto a la magnitud del campo magnético se
puede decir que:

a) Se duplica.

b) Se reduce a la mitad.

c) No se altera.

d) Disminuye pero faltan datos para determinar la proporcion.

Pregunta 9.2. Se tiene una espira cuadrada que se puede esquematizar en el plano de una
hoja y la cual lleva una densidad de corriente que fluye en sentido de las manecillas del reloj.
Para la situacion descrita, respecto al campo eléctrico al interior de la espira se puede decir
que:

a) La magnitud del campo magnético es constante en cualquier punto al interior de la
espira.

b) El campo magnético es nulo.
c) El campo magnético atraviesa el plano de la hoja perpendicularmente saliendo de ella.

d) El campo magnético atraviesa el plano de la hoja perpendicularmente entrando hacia
ella.

Pregunta 9.3. Respecto al campo magnético al interior de un solenoide con N espiras que
llevan una corriente I, no se puede decir que:

a) Es aproximadamente constante en las regiones lejos de los bordes.
b) Depende de la densidad de espiras.
c) Se anula cerca del eje del solenoide.

d) Pierde uniformidad cerca de los bordes.
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Pregunta 9.4. Se tiene un cable cilindrico infinito de seccion transversal circular de radio

R que lleva una corriente I. Respecto al campo magnético generado por el conductor en
consideracion se puede decir que:

a) Es cero en los puntos interiores del cilindro.

b) Para puntos exteriores al cilindro, el campo aumenta conforme aumenta la distancia
al eje del cilindro.

c¢) Para puntos interiores al cilindro, el campo aumenta conforme aumenta la distancia
al eje del cilindro.

d) Es constante en puntos interiores al cilindro.
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Antes de entrar en el tema central de este capitulo, es necesario definir y entender el concepto
de flujo magnético, que en forma analoga al flujo eléctrico, se define como:

¢B:/A§-dff. (10.1)

El flujo magnético se puede entender como el niimero de “lineas” de campo magnético que
atraviesan el area A en un cierto tiempo. Si el vector de campo magnético es constante sobre
el area A, entonces la expresién (10.1) se puede escribir como:

¢p = B.A = BAcos®. (10.2)

En la expresion (10.1), el vector dA representa un vector de area con magnitud dA y orientado
perpendicularmente al plano del area definida por dA. Teniendo en cuenta la definicion del
producto interno, el &ngulo 6 corresponde al angulo entre el vector de campo magnético y el
vector de area. Como se presenté en el capitulo de Ley de Gauss, el flujo eléctrico sobre una
superficie cerrada es igual a la carga encerrada por dicha superficie; sin embargo, en relacién
con el campo magnético no existen cargas aisladas como generadoras de campo magnético
y por ello el flujo magnético calculado sobre una superficie cerrada es siempre cero; es decir:

op = fﬁ.dﬁ: 0 (10.3)

La ecuacion (10.3) es el equivalente a la ley de Gauss para el campo magnético.

Ejemplo 10.1. Se tiene un solenoide de radio R y de longitud L que lleva una corriente
I como se muestra en la figura 10.1. Para la configuracion planteada se determinard el flujo
magnético a través de un disco de radio r > R cuyo eje de simetria coincide con el eje del
solenoide como se observa en la figura 10.1.
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T A >

O

Figura 10.1: Ejemplo 10.1. Flujo magnético sobre un disco de radio R, debido a el campo magnético generado
por un solenoide.

Figura 10.2: Ejemplo 10.1. Corte transversal para el sistema indicado en la figura 10.1.

Solucion: Con el fin de evaluar el flujo magnético, se considera una vista de la seccion
transversal del solenoide, como se indica en la figura 10.2. En ella se muestra que el campo
magnético estd orientado saliendo perpendicularmente respecto al plano de la pdgina (puntos
rojos). Considerando que el solenoide es ideal, que el disco se ubica cerca del punto medio
respecto a la longitud del solenoide y que el drea ocupada por el disco fuera del solenoide
no es muy grande, entonces el flujo a través del disco es exclusivamente producido por el
campo magnético al interior del solenoide, el cual es uniforme y paralelo al eje de simetria.
La intensidad de este campo se calculé en el ejemplo (9.14) y estd dada por:

B = ponl, (10.4)

donde el parametro n identifica el numero de vueltas por unidad de longitud, que en términos

de la informacion suministrada en el planteamiento del problema, se puede escribir como
_ N

n =, de manera que

NI
El flujo magnético es definido por:
Dy :/E.da, (10.6)
s

donde S identifica la superficie del disco. Dada la simetria del problema en la cual B = Bk
y donde el eje del disco coincide con el eje de simetria del solenoide, se puede expresar:

da = dak. (10.7)
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Ahora, siendo que el campo magnético estd restringido a la region interior del solenoide
(y que es aproximadamente uniforme al interior del solenoide, lejos de los bordes), el flujo
magnético a través del disco de radio r > R es:

. NI NIR?
@B:/B-dc‘i:/Bda:B/da: fo— | (7R?) = o™ K . (10.8)
S S S L L
N——

A

Ejemplo 10.2. Se tiene un cascarén semiesférico cerrado de radio R, limitado por el drea
esférica Sy y el drea plana Si. El cascaron se ubica en una region donde existe un campo
magnético uniforme B como se indica en la figura 10.3. Para el sistema planteado en este
ejemplo se evaluard el flujo magnético a través de las dreas Sy y So.

Figura 10.3: Ejemplo 10.2. Flujo magnético a través de un cascarén semiesférico.

Solucién: EL flujo magnético a través de Sy se determina a partir de

Dp,, :/ B-di. (10.9)
S1

Ahora,
di = dan, (10.10)

donde 1y es un vector unitario perpendicular al drea plana Sy (ver figura 10.3), de tal manera
que el flujo magnético a través del darea Sy serd:

—

bpy, = / B - (dany) :/ Bdacos (m — 0) = —/ Bdacosf = —Bcosf | da
51 Sl Sl Sl

= —Bcosf (7R*) = —mBR?cos ), (10.11)

donde se ha tenido en cuenta que el dngulo entre el vector de campo magnético y el vector
de drea es (m — ). Ahora, para evaluar el flujo magnético a través de Sy se puede utilizar el
hecho que el flujo magnético total a través de una superficie cerrada siempre es cero, por lo
tanto se tiene que:

®Bhemisfe7'io = (bBSl + @352 = 07 (1012)

de manera que
Op, = —Pp, = TBR’cosl. (10.13)
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Ejemplo 10.3. La figura 10.4 muestra un conductor lineal infinito a lo largo del eje
vertical, que lleva una corriente I en direccion j (las cruces rojas en la figura, indican el
campo magnético que apunta hacia dentro de la hoja, en el lado izquierdo del conductor
infinito). A una distancia horizontal x. del eje vertical, se ubica el centro de una espira
rectangular de lados a, b. De tal forma que el lado a se extiende horizontalmente y el lado b
verticalmente. Para la configuracion anterior se encontrard el flujo magnético sobre la espira
rectangular.

X X X X X =X

X X e X XX
A

B B X X
dl i

X X X

X {Dx x
z|l [

X X X

X P X X

% Yy X X
T >

X ><a/>< xX X X

yx X xX X X X

Figura 10.4: Ejemplo (10.3). Flujo magnético sobre una espira rectangular.

Solucion: Ya que el campo no es uniforme sobre el drea encerrada por la espira rectangular,
no es posible calcular el flujo total directamente, se debe considerar primero un drea de lado
vertical b y ancho horizontal infinitesimal dx (ver figura 10.4), de tal forma que:

do¢p = B - dA. (10.14)

Ahora, el campo magnético a una distancia horizontal x del conductor infinito y en cualquier
punto a la izquierda del conductor, estda dado por:

5 Mol -

B = %( k). (10.15)
A partir de (10.15), se puede evidenciar que en un drea dA como la que se observa en la
figura 10.4, el campo magnético es constante, ya que en todo punto a lo largo del eje vertical
el campo magnético no cambia (el campo no depende de la posicion vertical) y en el ancho dx
se puede considerar que la variacion de B es despreciable. El vector dA es perpendicular al
plano del drea en estudio, tal que: dA = bdx(l%). Con lo expuesto anteriormente, la ecuacion
(10.14) se puede escribir como:

I
dop = — " bdz. (10.16)

2rx
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FEl flujo total a través de la espira rectangular, se obtiene integrando (10.16), tal que:

5 Lolb /%“/2 dx
B — — ——

2T c—a/2 X
1ol b Te+a/2

= — 1 . 10.1
27 n(xc—a/Q (10.17)

El flujo magnético en este caso es negativo, debido a que se ha tomado el vector de drea en
direccion contraria al campo magnético.

Ejercicio 10.1. Resolver el Ejemplo 10.1 para el caso r < R.

Ejercicio 10.2. El cubo de lado de lado L que se muestra en la figura 10.5, se encuentra
en una region donde existe un campo magnético no uniforme definido por la expresion: B =

<2x2y% + 2z + y2x3l%> T. Calcular el flujo magnético en la cara del cubo definida pory = L.

Z A

h
R -

Yo

N

Figura 10.5: Ejercicio 10.2. Flujo magnético a través de la cara de un cubo, debido a un campo magnético
externo no uniforme.

Ejercicio 10.3. Un largo solenoide de radio R, que transporta una corriente I posee n
vueltas por unidad de longitud. Una bobina circular de radio Ry y que tiene N wvueltas es
coaxial con el solenoide y equidistante de sus extremos. Encontrar el flujo magnético a través

de la bonina si: a) Re > Ry, b) Ry < Ry.

10.1. Ley de Faraday

En capitulos anteriores se establecié que en un circuito se puede generar corriente eléctrica
mediante una fuente externa que imponga una diferencia de potencial. Otra manera de
producir corriente eléctrica en un circuito cerrado es situandolo en una region donde existe
un campo magnético. Si se logra establecer un flujo magnético variable en el tiempo a través
de la espira, es posible generar una corriente en el circuito. Para que exista un flujo magnético
variable a través del drea encerrada por un circuito (y por lo tanto, una corriente inducida),
y teniendo en cuenta que:
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gzﬁB:/BdAcose, (10.18)
A

se debe cumplir por lo menos una de las siguientes condiciones:

= Que la magnitud del campo magnético que atraviesa el area A encerrada por el circuito,
cambie en el tiempo.

= Que el circuito sea flexible posibilitando que el area encerrada cambie su tamano.

= Que el angulo entre el vector de campo magnético B y el drea dA cambie en el tiempo.
Para que esto se cumpla, el vector de campo magnético y/o el vector de drea pueden
modificar su direccion.

Las anteriores condiciones conllevan a un cambio en el tiempo del flujo magnético que
atraviesa el area A; por lo tanto, un flujo magnético variable en el tiempo sobre el area
limitada por un circuito cerrado, genera una corriente eléctrica sobre el circuito, lo cual se
conoce como la ley de induccién de Faraday.

10.05V

@[

Figura 10.6: Espira cerrada en medio de un campo magnético en direccién k, con una corriente y fem inducida
por un aumento en el tiempo en el flujo magnético.

Para expresar matematicamente la ley de induccién de Faraday, se va a tener en cuenta
un circuito cerrado donde sus extremos se conecten a un voltimetro, como se observa en la
figura 10.6 (donde la corriente esquematizada corresponde a un aumento de flujo magnético
a través del area de la espira). Al existir un flujo magnético variable sobre el area encerrada
por el circuito, el voltimetro mide una diferencia de potencial; es decir, el cambio en el flujo
magnético produce una diferencia de potencial sobre el circuito. La diferencia de potencial
que se obtiene en este proceso se denomina Fuerza Electromagnética Inducida, que a pesar de
su nombre no es una fuerza, sino una diferencia de potencial que se denota por ¢, y en forma
simplificada se denomina fem inducida. Con lo anterior, una forma equivalente de enunciar
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la ley de induccion de Faraday es: Una fem inducida se genera sobre un circuito cerrado, si
existe un flujo magnético variable en el tiempo a través del darea encerrada por el mismo, que
matematicamente se escribe como:

dop
== 10.1
£ o (10.19)

Si el circuito tiene una resistencia R, la corriente inducida en el circuito serd: I; = ¢/R.

El signo menos en la expresién (10.19) no hace parte de la ley de induccién de Faraday, es
un factor adicional que proviene de lo que se conoce como la ley de Lenz, la cual establece el
sentido de la fem inducida y por tanto el sentido de la densidad de corriente en el circuito,
lo cual se explicarda con mas detalle en la siguiente seccion.

10.1.1. Ley de lenz

Como se explic anteriormente, para que exista una corriente inducida sobre un circuito
cerrado, debe haber un cambio en el flujo magnético a través del area encerrada por el
circuito. A su vez y como se explicé en capitulos pasados, una corriente sobre un circuito
genera un campo magnético, que en el caso de la corriente inducida se denomina campo
magnético inducido (que es diferente al campo magnético externo). La direccién de la
densidad de corriente asociada a la corriente inducida debe ser tal, que el campo magnético
inducido tenga asociado un flujo magnético que busque compensar el cambio en el flujo
magnético externo.

Para mejorar la comprension de lo anteriormente expuesto, se va a considerar un ejemplo
que consiste de un circuito cerrado representado por un circulo ubicado sobre el plano de
una hoja y que se coloca en medio de un campo magnético externo orientado inicialmente en
direccion l%, como se observa en la figura 10.6 (donde el campo magnético se ha representado
por puntos rojos que simbolizan un campo que sale perpendicularmente del plano de la hoja).
Partiendo del circuito esquematizado en la figura 10.6 y las condiciones iniciales descritas
anteriormente, se pueden presentar las siguientes situaciones:

= La magnitud del campo magnético externo puede variar en el tiempo. Si la magnitud
aumenta, la corriente inducida debe generar un campo magnético inducido contrario al
campo magnético externo. La figura 10.7a representa un campo magnético externo que
aumenta con respecto al tiempo produciendo una corriente sobre el circuito que genera
un campo magnético inducido en contra del campo magnético externo. Si la magnitud
disminuye, el campo magnético inducido debe tener la direccién del campo magnético
externo. La figural(.7b representa un campo magnético externo que disminuye con
respecto al tiempo produciendo una corriente sobre el circuito que genera un campo
magnético inducido a favor del campo magnético externo. En las dos figuras, el campo
magnético externo se representa con flechas de color rojo, mientras que el inducido con
flechas azules.
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Figura 10.7: Aplicacion de la ley de Lenz al cambiar la magnitud en el campo magnético externo.

» Un cambio en el tamano del area encerrada por el circuito. Si el drea aumenta (el flujo
aumenta), la corriente inducida debe generar un campo en contra del campo magnético
externo (ver figura 10.8a). Si el drea disminuye (el flujo disminuye), la corriente inducida
debe generar un campo magnético inducido en direccién del campo magnético externo

(ver figura 10.8b). Siempre el campo magnético inducido trata de compensar el cambio
producido en el flujo del campo magnético externo.
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Figura 10.8: Aplicacién de la ley de Lenz al cambiar la magnitud en el campo magnético externo
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= Si el angulo entre el campo magnético externo y el vector de area aumenta, el flujo
disminuye ( si  aumenta, entonces cos  disminuye), y por tanto, la corriente inducida
debe generar un campo magnético en direccién del vector de area, favoreciendo el
flujo magnético a través de la espira (ver figura 10.9a). Si el dngulo disminuye el
flujo aumenta y por tanto la corriente inducida debe generar un campo magnético
inducido en sentido opuesto al vector de area (ver figura 10.9b). Nuevamente, el campo
magnético inducido trata de compensar el cambio en el flujo del campo magnético
externo.

Figura 10.9: Aplicacién de la ley de Lenz al cambiar la magnitud en el campo magnético externo.

Con el objetivo de mejorar el entendimiento de la ley de Lenz y de la ecuacién (10.19), se
presentan algunos ejemplos:

Ejemplo 10.4. Se tiene una espira cuadrada de longitud L ubicada en el interior de
un circuito compuesto de una resistencia R, una fuente de voltaje V', un capacitor C' y un
interruptor S, el cual inicialmente se encuentra abierto (ver figura 10.10). Al tiempo cero el
interruptor se cierra. Para la configuracion planteada se encontrard el sentido del flujo de
corriente eléctrica sobre la espira cuadrada.

Figura 10.10: Ejemplo (10.4). Ley de Lenz aplicada a una espira cuadrada.
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Solucion: Al cerrar el interruptor el capacitor inicia un proceso de carga y por lo tanto, la
corriente en el circuito vendrd dada por la expresion

I(t) = V -tire (10.20)
R

El sentido del flujo de corriente segun la disposicion de la fuente de voltaje, serd el sentido de
las manecillas del reloj. Ahora, la corriente I(t) genera un campo magnético, el cual en los
puntos al interior del circuito tendrd una direccion que serd perpendicular al plano de la hoja
y entrando a la pagina. Lo anterior dado que, para cualquier punto al interior del circuito
definido por el vector ¥y cualquier elemento diferencial di”’ (el cual lleva la direccion del flujo
de corriente I(t)) a lo largo del circuito definido por la posicion 7', el producto di"’ x (7'—7")
tiene direccion /2:, y corresponde a la direccion del campo magnético para cualquier punto al
interior del circuito, es decir:

By = Lol f 47 X 1)

]r—r’F’
Mof |’ < (F =)\, ;
—k). 10.21
{fl O (10.21)
dr’ %
F‘\F‘/

||
|
Q

Figura 10.11: Ejemplo (10.4). Vector dr’ y ¥ — 7', para tres puntos a lo largo del circuito. El producto
dr’ x (7' — ') tiene direccién —k.

En la figura 10.11 se indican los vectores (7" — ') y di" para un punto dentro del circuito
(definido por la posicion 7) y para tres puntos sobre el circuito (definidos por la posiciones
7). En los tres casos se puede verificar que la direccion del producto dr’ x (' — 7') es
—k, aplicando la regla de la mano derecha o por cdlculo algebraico directo. La expresion
(10.21) establece que el campo magnético depende la corriente eléctrica 1(t) y dado que la
corriente disminuye con el tiempo, el campo magnético también disminuye con el tiempo,
lo que conlleva a que el flujo magnético sobre la espira cuadrada disminuya. Teniendo en
cuenta la ley de Lenz, se concluye que el flujo de corriente eléctrica inducida sobre la espira
cuadrada debe llevar el sentido de las manecillas del reloj, para producir un flujo magnético
inducido que favorezca el flujo magnético inicial (es decir, un campo magnético inducido en
direccion —Fk).
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Ejemplo 10.5. Una espira circular de alambre de radio R, se ubica en una region donde
existe un campo magnético. Si la espira se esquematiza en una hoja de papel, el campo
magnético se orienta de tal manera que ingresa a la hoja, como se observa en la figura
10.12. Para tal configuracion se determinara el sentido de la corriente inducida en la espira
cuando la magnitud del campo magnético aumenta o disminuye.

Figura 10.12: Ejemplo 10.5. Corriente inducida sobre una espira circular de radio R debida a un campo
magnético variable en el tiempo.

Solucion: El flujo magnético a través de la espira circular es:

by = / B-di= / Bda = B/ da = TR*B. (10.22)
S S S

TR2

De manera que:

= Si el campo magnético aumenta, lo mismo ocurre con el flujo magnético. Por tanto, la
corriente inducida en la espira deberd ser tal que mantenga constante el flujo. Esto se
alcanza si la corriente inducida establece un campo magnético orientado hacia afuera
de la pagina, lo cual se logra cuando la corriente inducida en la espira se orienta en el
sentido contrario a las manecillas del reloj.

» Ahora, si el campo magnético disminuye, el flujo magnético se reduce. Por tanto, el
flujo magnético se mantiene constante si el campo generado por la corriente inducida
apunta en la misma direccion del campo magnético externo. Asi, la corriente inducida
deberd orientarse en el sentido de las manecilla del reloj.

Ejemplo 10.6. Se tiene un conductor recto e infinito que lleva una corriente dada por
la expresion: I (t) = Ipe™, donde b es una constante positiva. El conductor se extiende a lo
largo del eje x. Adicionalmente, se ubica una espira conductora de radio R por debajo del
conductor (como se indica en la figura 10.13). Para tal sistema se encontrard el sentido del
flujo de la corriente inducida sobre la espira a un tiempo t > 0.

Solucién: La magnitud del campo magnético generado por el conductor a una distancia |y|
por debajo del conducto lineal, viene dada por:

Bt) = 'u;fy(r)k (10.23)
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y teniendo en cuenta la expresion para la corriente en funcion del tiempo, se tiene que

(10.24)

o o o_0 o o
B

o o o o

o o o o

Figura 10.13: Ejemplo 10.6. Corriente inducida sobre una espira circular debida a el campo magnético
generado por un cable infinito de corriente I.

La relacion (10.24) establece que la intensidad del campo magnético disminuye a medida que
transcurre el tiempo, lo que implica que el flujo magnético a través de la bobina circular para
t > 0 también tiende a disminuir. Por tanto, el campo que surge de la corriente inducida
debera senalar hacia afuera con el fin de oponerse a la disminucion en el flujo. Entonces, el
flujo de corriente inducida debe orientarse en sentido antihorario.

Ejercicio 10.4. Una espira cuadrada de lado L estd sometida a un campo magnético que
estd dirigido hacia afuera de la pdgina (ver figura 10.14). La intensidad del campo magnético
es dada por B = 4.0 t2, donde B se mide en teslas y t en sequndos. Determinar la direccién
del flujo de corriente inducida para t > 0.

YA

ol

b{

>

X

=
>

Figura 10.14: Ejercicio 10.4 y ejemplo (10.13). Corriente y fem inducida sobre una espira rectangular
generadas por un campo magnético variable.

Ejercicio 10.5. En la figura 10.15 se observa una barra de longitud L que se mueve con una
velocidad U sobre unos rieles en la presencia de un campo magnético uniforme B que apunta
hacia afuera de la pdgina. Encontrar la orientacion del flujo de corriente inducida, cuando
la barra se mueve a velocidad constante, cuando la direccion de la velocidad va hacia: a) la
derecha, b) la izquierda.
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T

Figura 10.15: Ejercicio 10.5. Corriente inducida sobre una barra que desliza sobre rieles paralelos, en presencia
de un campo magnético uniforme.

Ejercicio 10.6. Los planos de dos espiras circulares mostrados en la figura 10.16 son paralelos.
Una corriente I circula en la espira A en el sentido horario (respecto al semieje x positivo).
Si la magnitud de la corriente I se incrementa, determine: a) la direccion de la corriente

inducida en la espira B, b) el sentido de fuerza magnética sobre la espira B, c) analice el
caso cuando la magnitud de la corriente disminuye.

Iz
A B
- —— ___.».CU

Figura 10.16: Ejercicio 10.6. Corriente inducida sobre la espira B debida a la interaccién con una espira A
con corriente eléctrica I.

Ejercicio 10.7. Se tiene una espira circular de radio R ubicada al interior de una de las dos
mallas que componen el circuito que se indica en la figura 10.17. El interruptor del circuito en
estudio, inicialmente se encuentra abierto. Teniendo en cuenta el sistema descrito, encontrar:
a) Si el interruptor se cierra al tiempo t = 0, encontrar la direccion del flujo de corriente
inducida sobre el circuito circular. b) Si el interruptor pasado un largo tiempo después de

estar cerrado se abre, encontrar la direccion del flujo de corriente inducida sobre el circuito
circular de radio r.

—/0«/\/6\/\/ o

Figura 10.17: Ejercicio (10.7). Sentido de la corriente inducida sobre una espira circular.



444 Ley de induccién electromagnética

Ejercicio 10.8. Se tiene un imdn cilindrico con su eje de simetria sobre el eje vertical y una
espira circular de radio R como se indica en la figura 10.18. Para la configuracion planteada,
encontrar la direccion del flujo de corriente eléctrica inducida sobre la espira, en el caso en
que el iman se aleje de la espira y en el caso en que el iman se acerque a la espira.

7 i/ \ N N,
¥ PR}
14 Al

¥

Figura 10.18: Ejercicio (10.8). Sentido de la corriente inducida sobre una espira circular.

Ejemplo 10.7. La figura 10.19 muestra un conductor lineal infinito a lo largo del eje
vertical, que lleva una corriente I en direccion j (las cruces rojas en la figura, indican el
campo magnético que apunta hacia dentro de la hoja, en el lado izquierdo del conductor
infinito). A wuna distancia horizontal x. del eje vertical, se ubica el centro de una espira
rectangular de lados a, b. De tal forma que el lado a se extiende horizontalmente y el lado b
verticalmente. Para la configuracion anterior se determinard la corriente inducida sobre la
espira rectangular (de resistencia R), si la espira se se mueve con una velocidad U = vi.

A
X X X X X=X
X X g X XX
A\
~ B X X X
dif
X X X
X T 'b>< _,><
>
X X X
X X X
X y x X
e >
v xQy x x x
yx X X X X X

Figura 10.19: Ejemplo (10.7). Corriente y fem inducida sobre una espira rectangular.
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Solucién: En el ejemplo (10.3), ya se cdlculo el flujo magnético a través de la espira cuadrada

debido al campo magnético generado por el conductor lineal, y se obtuvo que (ver ecuacion
(10.25) ):

/L[)Ib :I:c—{—a/Q
= — 1 . 10.25
¢5 or (xc—a/Q ( )

Ahora, la fem inducida viene dada por menos la derivada del flujo magnético total respecto
al tiempo, y si se observa (10.25), la unica variable que cambia al moverse la espira, es la
variable x., por lo tanto:

(10.26)

dqu dgbB dl’c [Lojb ( 4a >
& = —— = — - v,

Cdt dw. dt 21 \4a? — a2

donde en la ultima igualdad de (10.26) se ha reemplazado d;; = v. Ahora, teniendo en cuenta

la fem inducida, la corriente inducida sobre el conductor rectangular es:

& _p,OIb 4a
L= R 27R (4x2 - a2) v (10.27)

El signo en (10.27) se presenta porque la corriente inducida debe estar a favor del sentido de
las manecillas del reloj. Teniendo en cuenta que el flujo magnético disminuye a medida que
la espira se mueve hacia la derecha, la corriente inducida debe generar un campo magnético
que aumente el flujo a través de la espira.

Ejemplo 10.8. En la figura 10.20 se observa una region de ancho S, donde existe un
campo magnético en direccion k (saliendo de la pdgina). Una espira cuadrada de lado a incide
con una velocidad T = vi de izquierda a derecha. Para tal configuracion se va a encontrar la
corriente en funcion de la distancia x que recorre la espira, tomando a x como la posicion
del lado derecho de la espira.

B
Il ¢ e o e o
A
] | o] ej7e e o
Qa —>U
V| | o] ¢ o o o
xXr

Figura 10.20: Ejemplo (10.8). Corriente y fem inducida sobre una espira rectangular al ingresar en una regién
de campo magnético constante.
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Solucion: El problema se resolverd dividiendo su andlisis en cinco momentos diferentes: El
primero se da cuando la espira se encuentra a la derecha de la region sombreada. El seqgundo
momento se presenta cuando la espira inicia su ingreso a la region sombreada y finaliza
cuando la espira ingresa completamente a dicha region. El tercer momento se da cuando
la espira se encuentra completamente en el interior de la region sombreada. El cuarto, se
presenta cuando la espira comienza a salir de la region sombreada y termina cuando la
espira sale completamente de dicha region. El ultimo momento se presenta cuando la espira
se mueve hacia la derecha fuera de la region con campo magnético. El andlisis del flujo
magnético, fem y corriente inducida, en los cinco momentos anteriormente descritos, se
realiza a continuacion:

1. En el primer intervalo al no existir campo magnético que atraviese la espira en estudio,
no existe flujo magnético, por lo tanto, la fem y la corriente inducida serdn iguales a
cero.

2. Cuando la espira inicia su ingreso a la region sombreada y hasta que ingrese completamente
en dicha region, solo existird flujo magnético en la porcion del drea de la espira que
se encuentre dentro de la region sombreada. St se observa la figura 10.20, el drea que
presenta flujo magnético estd dada por: A = ax, siendo x, la distancia de la espira que
ha ingresado en la region con campo magnético. Por lo anterior, se tiene que:

¢p = B - A= Bax, (10.28)

donde se ha tomado convenientemente la direccion del vector drea, tgual a la direccion
del campo magnético. En (10.28) lo dnico que varia con el tiempo es la porcion de la
espira que ha ingresado en la region de campo magnético (es decir, x). Por lo tanto,
se tiene que:

¢n dx
_f — _Ba== =_R 10.2
7 o av, (10.29)

E; —

donde se ha tomado que v = Z—f. En ese caso, la corriente inducida estda dada por:

&

=5 Bw

= ) 10.30
I I (10.30)
A medida que la espira ingresa en la region sombreada, el flujo aumenta hacia fuera
de la pdagina, y por lo tanto, la direccion del campo magnético inducido debe entrar
perpendicularmente a la pagina, lo cual es posible por un flujo de corriente que lleve el
sentido de las manecillas del reloj.

3. Una vez la espira ingresa completamente en la region sombreada, y mientras ninguna
porcion salga de la misma, el flujo magnético se mantiene constante (Ba?); por tanto,
la fem y corriente inducidas son iguales a cero.
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4. Cuando la espira empieza a salir, la situacion es similar al item 2. El flujo en la
espira empieza a disminuir, ya que disminuye el drea de la espira dentro de la region
sombreada (ver figura 10.21). Cuando una cantidad d = x — s de la espira ha salido de
la region, el drea que se mantiene al interior de la region sombreada es A = a(a—d) =
a(a — x + s). Por tanto, el flujo magnético es:

—

¢B:§-A:Ba(a—d) = Ba(a — z + s). (10.31)

Durante el tiempo que tarda en salir completamente la espira de la region sombreada,
la inica variable que cambia con respecto al tiempo en la expresion (10.31) es z, por
lo tanto la fem inducida sera:

dos da
= _""7 _ Ba— =B 10.32
£i o a— av, (10.32)

donde nuevamente se ha tomado que v = %. Si se compara (10.29) con (10.32), se
observa que la unica diferencia entre las dos expresiones es un signo menos. Por lo
tanto, el valor de la corriente sigue igual (ver (10.30)), pero su sentido cambia, tal que

en este caso, el flujo de corriente va en contra de las manecillas del reloj.
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Figura 10.21: Ejemplo (10.8). Corriente y fem inducida sobre una espira rectangular al salir de una regién
de campo magnético constante.

5. Finalmente, cuando la espira se mueve hacia la derecha, fuera completamente de la
region sombreada, el flujo magnético es cero. En consecuencia, la fem y corriente
inducida son igualmente cero.
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Ejemplo 10.9. Se considera una espira circular de radio r con resistencia R, la cual
posee un eje de giro en el eje y. En la region en la cual la espira se encuentra, existe un
campo magnético uniforme orientado en direccion k (saliendo de la pdgina). Al tiempo cero,
el plano de la espira coincide con el plano xy (el eje z sale perpendicularmente del plano de
la hoja). En este ejemplo se encontrard la fem y corriente inducida si la espira rota alrededor
del eje y (que corresponde a su eje de simetria vertical) con una velocidad angular constante
w en sentido contrario a las manecillas del reloj (desde la perspectiva del eje positivo y).

W A
o o
o o
o o
o o
o o

Figura 10.22: Ejemplo (10.8). Corriente y fem en una espira circular que rota sobre su eje vertical de simetria.

Solucion: En la situacion descrita, el vector de drea A de la espira al ser perpendicular al
eje de giro, se encuentra en todo momento en el plano xz, por lo cual se puede escribir como:

A=A <sen 0i + cos 0]%) : (10.33)

donde 0 representa el dngulo entre el eje z y el vector A. Como el campo se encuentra
orientado en direccion k, el flujo magnético a un tiempo dado, estd dado por:

¢B=/§.M=§./dz=§.g
— Bk - (A (sen 07 + cos 91%))
= BAcosf. (10.34)

Para encontrar la fem, se observa que lo que varia respecto al tiempo en el flujo magnético
es unicamente el dngulo 6. Por tanto, se tiene que:
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dcost dcosf dcos 6 db
= o BAT T = o BAT T = S BAT
= BAwsenf = BAw sen wt. (10.35)

Donde, en la ultima igualdad de (10.35) se ha tenido en cuenta que % = w y que 0 varia

con el tiempo (0 = wt). Teniendo en cuenta (10.35), la corriente inducida es:

. BA
Ii:%: R“senwt. (10.36)

Del resultado obtenido para la corriente, se puede evidenciar que la corriente cambia de signo
conforme la espira gira. Lo anterior, ya que el flujo en una mitad del giro disminuye y, en la
otra mitad, aumenta, obligando a la corriente a generar un campo magnético inducido que
cambia de orientacion para compensar la pérdida o ganancia de flujo magnético a medida
que la espira rota. Por lo tanto, si 0 < 0 < 7 (flujo disminuyendo), la corriente debe estar en
contra de las manecillas del reloj, alrededor de la espira; y sim < 0 < 27 (flujo aumentando),
la corriente debe ir a favor de las manecillas del reloj.

Ejemplo 10.10. En este problema se va a considerar un riel rectangular, sobre el cual
se monta una varilla movil de masa M, como se observa en la figura 10.25. Se asume que el
riel no tiene resistencia eléctrica ni genera friccion y que la varilla movil tiene resistencia R,
de tal forma que en todo momento la resistencia en el circuito es R. FEl drea establecida entre
el riel y la varilla movil es atravesada por un campo magnético uniforme B en direccion —k
(hacia dentro de la pdgina). Si la varilla se pone en movimiento, el flujo magnético cambia
con respecto al tiempo y por lo tanto, se genera una corriente en el circuito formado por el
riel y la varilla. Bajo las condiciones anteriores se calculard: a) La fem y corriente inducida
en el instante en que la varilla se mueva con velocidad ¥ = vi. b) La velocidad de la varilla
en funcion del tiempo.

Figura 10.23: Ejemplo (10.10). Corriente y fem inducida en un circuito de drea variable
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Solucion:

@)

b)

Convenientemente el vector de area se toma en direccion k. St a un tiempo t, el ancho
de la espira es x, entonces el flujo al tiempo t estd dado por:

~

¢B:/é.dgzé./dgzg.g:BLx<_;;>.k
— —BLx. (10.37)

El flujo magnético definido por la expresion (10.37), cambia a medida que la distancia
x aumenta (ya que aumenta el drea del circuito). Por lo tanto, la fem inducida estd
dada por:

Bé?—BMf (10.38)

donde se ha tenido en cuenta que ‘jl—f = v. A partir de (10.38), la corriente inducida es:
& . BLv

L="=
R~ R

(10.39)

Como el flujo aumenta, la corriente debe generar un campo inducido que se oponga
al cambio en el flujo. Por lo tanto, el campo inducido debe tener direccion i (36 debe
recordar que el flujo producido por el campo externo B aumenta en direccion —k:) lo
cual es posible con un flujo de corriente en contra de las manecillas del reloj.

En primer lugar se calculard la fuerza magnética generada por el campo magnético
externo sobre la varilla en movimiento. En el literal a) se encontré que existe una
corriente inducida sobre la varilla; por lo tanto, existird una fuerza magnética generada
por la interaccion del campo magnético externo con la corriente inducida, la cual vendrad
dada por:

F%:i/[AFU<§. (10.40)
En este caso, di' = dyj y B = — Bk por lo tanto, aplicando la regla de la mano
derecha (o por cdlculo algebraico directo) se tiene que: dir’ x B = —Bdyi y se tiene que

— L A
m:—@/Bwi
0

= —BLI;. (10.41)
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La fuerza magnética es la unica fuerza aplicada en direccion x sobre la varilla (donde se
ha despreciado la contribucion debido al campo magnético inducido). Por lo anterior,
la aceleracion en direccion x serd:

— ' BILi. 10.42
N T (10.42)

a—=

Reemplazado el resultado obtenido para la corriente inducida en (10.39), se tiene que

F v .
i=—-—"=——_B?L%. 10.4
““Mm~ Mr" "' (1043)
Por lo tanto, se tiene que:
dv v
=—=——_PB?[? 10.44
“Tat T T MRT T (10.44)

Al integrar la expresion anterior entre un tiempo t = 0 y un tiempo t cualquiera, se
puede establecer que:

v dUI 1 t
— = ——B2L2/ dt’ 10.45
v U MR 0o ( )
!
B2L?
lnv% = -t (10.46)
!
B2
U = Ug exp <— VR t> (10.47)

donde vy corresponde a la velocidad al tiempo cero.

Ejemplo 10.11. Se tiene una barra metdlica de longitud L, masa M y resistencia R,
montada sobre dos rieles paralelos al eje x (de resistencia despreciable) como se indica en la
figura 10.24. La barra es libre de moverse sin friccion sobre los rieles. Un extremo de cada
uno de los rieles se puede conectar a una fuente de voltaje V' al cerrar un interruptor S (ver
figura 10.24). Adicionalmente, el sistema se encuentra en una region donde existe un campo
magnético que ingresa perpendicularmente a la pdgina (es decir, en direccion lz:) Para el
sistema descrito se encontrard la velocidad terminal de la barra metdlica una vez se cierra
el interruptor.

Solucioén: Al cerrar el interruptor, se genera una corriente que circula por el circuito formado
por la barra metdlica, los rieles y la fuente de voltaje. Una fuerza magnética se ejerce sobre
la barra debida a la interaccion de la corriente eléctrica con el campo magnético externo, la
cual se puede escribir en la forma:
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E,= /Idf’ x B. (10.48)

P >
LV X X K X xXBx
L/><><><><><><><
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I >

- >

X

Figura 10.24: Ejemplo (10.11). Velocidad méxima alcanzada por una barra con corriente I en presencia de
un campo magnético uniforme B.

La corriente, dado la disposicion de la fuente, fluye en sentido de las manecillas del reloj;
por lo tanto, sobre la barra di’ = —dyj y dado que B = — Bk, se tiene que

L
ﬁm:/ IBdy (7' x k)
0 Hf_/

— IBLi. (10.49)

Por lo tanto, al tiempo t = 0 (en el instante en el cual se cierra el interruptor), la aceleracion
que experimenta la barra serd:

= F,/M = IBLi. (10.50)

A partir de lo anterior, se establece que una vez cerrado el interruptor, la barra iniciard
un movimiento en direccion i. Dicho movimiento aumenta el drea limitada por el circuito
formado por la barra, los rieles y la fuente de voltaje; por lo tanto, existird una fem inducida
sobre el circuito y una corriente inducida. Dicha corriente, a su vez, interactuard con el
campo magnético externo, generando una fuerza adicional sobre la barra, la cual se debe
calcular. Para ello, en primer lugar se evalia el flujo magnético sobre el drea generada por
el circuito, y se tiene que:

¢B=/§-d1‘f:§-/dg:§.ff:_314
= —Bla, (10.51)
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donde x denota el ancho del circuito para algun tiempo dado t, y se ha tomado el vector A
en direccion k. El flujo magnético definido por la expresion (10.51) cambia a medida que la
distancia x aumenta, ya que la barra se estd moviendo en direccion 1. Por lo tanto, la fem
mducida vendrd dada por:

€ = BLé—f = BlLv, (10.52)

donde se ha tenido en cuenta que % =v. A partir de (10.52), la corriente inducida es:
. E; BlLv

L=2==" 10.53

El sentido de la corriente inducida corresponde al sentido contrario de las manecillas del
reloj. Para calcular la fuerza magnética sobre la barra debido a la interaccion del campo
magnético externo con la corriente inducida, se procede aplicando el mismo procedimiento
empleado para encontrar (10.49), salvo que en este caso dr’ = dyj. A partir de lo anterior,
se tiene que la fuerza magnética debida a I; toma la forma:

l

L
Fpi = —/ I;Bdy (7' x k)
0 R{_/
= —I,BLi
B2L2/U/;

==t (10.54)

Entonces, la fuerza total sobre la barra serd: ﬁT = ﬁm + ﬁmi, y al reemplazar los resultados
dados en (10.49) y (10.54), se tiene

i. (10.55)

_ B2L2 N
Fr = (]BL _ “) '

El primer término en (10.55) es constante (ﬁm), mientras que el sequndo término aumenta

conforme aumenta la velocidad en la barra v; por lo tanto, llegard un momento en el cual la

fuerza total se anule y la velocidad tome su valor mdxzimo, en dicho instante, se tiene:
B%L?Vp4z IR

IBL = =2 m% s e = e 10.
e BT (10.56)

Al tener en cuenta que I = V/R, finalmente se tiene que:

Vv

mar — 7 - 10.57
v BI (10.57)
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Ejemplo 10.12. La figura 10.25 indica una barra de masa M 1y resistencia R que desliza
sin friccion sobre dos rieles con una inclinacion de angulo 6. Los rieles y la base forman una
cuna. En la region donde se encuentra la cuna, existe un campo magnético uniforme dirigido
verticalmente hacia abajo, como se indica en la figura 10.25. Para el sistema planteado se
encontrard la velocidad mdzima que alcanza la barra.

~ ‘3’/‘

Figura 10.25: Ejemplo (10.12). Velocidad méxima alcanzada por una barra con corriente I en presencia de
un campo magnético uniforme B.

Solucion: Para resolver el sistema, se escoge un sistema de referencia adecuado, donde el
eje de la barra coincide con el eje x; el eje y se elige de manera que corresponda al eje
perpendicular a la barra y paralelo al campo magnético (y a la gravedad). Por lo anterior,
el eje z serd el eje perpendicular tanto al eje de la barra como al campo magnético (ver
figura 10.25). La barra, debido a su peso, inicia un movimiento desplazandose hacia la parte
baja de la cuna con una velocidad que es paralela a la pendiente de la cuna. La barra y los
rieles sobre los que se sostienen forman una espira (los rieles se unen también sobre la parte
baja de la cuna). El drea limitada por la espira, disminuye conforme la barra desciende; por
lo tanto, existe una fem alrededor de la espira y una corriente inducida. Para resolver el
problema, en primer lugar se calculard la fem y corriente inducida sobre la espira. El flujo
magnético sobre el drea limitada por la espira en estudio, viene dado por:

¢p = /E-M. (10.58)

En este caso el campo magnético se puede escribir como B = —Bj. El vector de drea es
perpendicular al plano inclinado de la cuna (paralelo a la fueza normal que se esquematiza
en la figura 10.26 1), y forma un dngulo 6 respecto al semi eje positivo del eje y, por lo cual
se puede escribir como:

dA = dAsen 0k + dAcos 6. (10.59)

! Respetando la orientacién de la figura 3D 10.25, en la figura 10.26 el semi-eje positivo del eje z va de
derecha a izquierda.
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Figura 10.26: Ejemplo (10.12). Velocidad méxima alcanzada por una barra con corriente I en presencia de
un campo magnético uniforme B.

A partir de lo anterior, el flujo magnético, vendrd dado por:

OB = /(—Bj) . (dA sen Ok + dA cos 95)
=— / B(dA)cosf = —B cos@]((dA) = —BcosfA, (10.60)

donde A representa el drea limitada por el circuito (rieles y barra) a un cierto tiempo. Dado
que la longitud de la barra es L y que la distancia del centro de la barra a el punto mds bajo
de la cuna a un tiempo t se denota como s, el drea A se puede escribir como: A = Ls, por
lo tanto

¢p = —BLscos#. (10.61)

Ahora, la fem vendrd dada por:

d d(BL 0 d
oo dom _d(BLscosb) py 0% BLcosu, (10.62)
dt dt dt
donde se ha tenido en cuenta que v = —ds/dt representa la velocidad a la cual desciende la

barra (el signo menos, se debe a que s disminuye conforme t aumenta). A partir del resultado
anterior, la corriente sobre el circuito (y sobre la barra), serd

€ _BLU cos 6

10.63
= 7 (10.63)
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El signo menos en (10.63) implica que el flujo de corriente circula en el sentido de las
manecillas del reloj. Por otra parte, la interaccion entre la corriente inducida y el campo
magnético externo, genera una fuerza magnética sobre la barra. Dicha fuerza vendrd dada
por la expresion:

E, = /Iidf’ x B. (10.64)
Ya que di’ = dxi (siguiendo la direccion del flujo de corriente sobre la barra), se tiene que:

di"' x B = —Bdx (z x j’) — _Bdrk, (10.65)

por tanto

= L ’ . B2[2 .
F=—|L|B ( / dx) k= —|L|BLE = —+089k:, (10.66)
0

donde se ha reemplazado el valor de |I;| obtenido en (10.63) (el signo para I; ya se tuvo en
cuenta en la definicion de dr’). Con lo anterior, las fuerzas aplicadas sobre la barra son:
El peso de la barra Mg, la fuerza normal ejercida por los rieles N y la fuerza magnética
E,.. Las tres fuerzas se indican en el diagrama de cuerpo libre en la figura 10.26, con una
vista transversal del plano yz. Considerando que la barra ha llegado a su velocidad mdxima

(aceleracion cero), la sumatoria de fuerzas para el diagrama de fuerzas indicado en la figura
10.26, sera:

Fy,= Ncos — Mg =0,
F, = Nsenf — F,, = 0. (10.67)

Despejando la fuerza normal N de la expresion para F, y reemplazando el resultado en la
expresion para F, se obtiene:

F,, = Mgtan®. (10.68)
Teniendo en cuenta (10.66) y tomando v — Vpas, Se tiene que

B2 20,4, cos 0
R

= Mgtan0, (10.69)

por lo tanto,

MgRtan 0
=t 10.
Umas = B2 cos 6 (10.70)
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En resumen, la barra desciende partiendo del reposo debido a su peso y se genera una
corriente inducida sobre la barra (por la presencia del campo magnético), la cual a su vez
interactia con el campo magnético externo y por lo tanto, se aplica una fuerza magnética
sobre la barra. Cuando la barra alcanza su velocidad mdzrima, la fuerza total es cero y, bajo
dicha consideracion, se encuentra finalmente la velocidad mdxima que alcanzaria la barra.

Ejemplo 10.13. Se tiene una espira cuadrada de lado L que es atravesada perpendicularmente
por un campo magnético dependiente del tiempo definido por: BZt) = C’t3x2yl;: (ver figura
10.14), donde C' es una constante que se mide en #, t se mide en sequndo y {x,y} se
miden en metros. Para la situacion planteada se calculard la magnitud y direccion de la fem
mducida en la espira.

Solucion: El flujo magnético a través de la superficie generada por la espira se encuentra a
partir de:

dp :/B-da, (10.71)
S
donde (ver Figura 10.14):
B = Ct*2*yk, da = dxdyk, (10.72)

de manera que

dp = /S (C’t3x2yl%> . (dxdyl%) = C’t?’/OL xzdx/OL ydy
- <

173 172
3L 5L

1
= 60L5t3. (10.73)

La relacion anterior establece que parat > 0, el flujo magnético se incrementa con el tiempo.
Por tanto, para mantener el flujo magnético constante a través de la espira, el campo
magnético debido a la corriente inducida deberd orientarse en direccion —k. Entonces, la
corriente inducida deberd circular en sentido horario. La magnitud de la fem inducida es:

dop
dt

1 1
_4 <—0L5t3) = §CL5t2. (10.74)

|€|:‘ T dt \6

Ejemplo 10.14. Un solenoide con n wvueltas por unidad de longitud transporta una
corriente dada por I (t) = Iy (1 —e™™), donde Iy se mide en amperios y a es una constante
positiva con unidades de t~1. Dentro del solenoide y coaxial con este se localiza una bobina
que tiene radio R con N wvueltas. Para la situacion planteada se determinard la fem inducida
en la bobina (ver Figura 10.27).

Solucioén: La magnitud de campo magnético al interior de un solenoide se expresa como:
B = poln. (10.75)

Si se considera el eje de simetria del solenoide a lo largo del eje z y que la corriente fluye en
sentido antihorario (desde la perspectiva del semieje z positivo), el vector de campo magnético
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dentro del solenoide se puede escribir como:

B = polnk. (10.76)

il

Figura 10.27: Ejemplo 10.14. fem inducida sobre una bobina ubicada al interior de un solenoide que conduce
una corriente I.

n

M.

Ast, el flujo magnético a través de la bobina con N espiras es:

=N / B-di=N / (,udnl%) - (da/%) — Nuoln / da = NuoInwR:.  (10.77)
S S S

TR2
Entonces, la fem inducida en la bobina es:

ddp o dl d L
€ = - —NpgnmR*— i — Npgnn R T [IO (1 —e t)}
= —NugnmR*Iyae . (10.78)

Ejemplo 10.15. Se tiene toroide que tiene una seccion transversal rectangular de lados
a y b, con un radio interior R, con N espiras y que transporta una corriente sinusoidal
I(t) = Iysen (wt). Una bobina que posee N' vueltas se enrolla alrededor del toroide como se
muestra en la figura 10.28. Para tal sistema se encontrard la fem inducida en la bobina.

NI

Figura 10.28: Ejemplo 10.15. fem inducida sobre una espira rectangular externa a un toroide de corriente I.

Solucién: La disposicion del sistema sugiere el uso de coordenadas cilindricas para resolver
el problema. A partir de la figura 10.28 se puede observar que el campo magnético asociado

al toroide se expresa como:
5 poNI .

B=5 "6 (10.79)
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Ahora, si los planos de las espiras que componen la bobina se orientan de manera que sean
perpendiculares a la direccion del campo, resulta que:

di = dpdz¢, (10.80)

con lo cual el flujo magnético a través de las N’ vueltas de la bobina es:

o R+b  pa NT - R
Oy — N’/B-dd’:N’/ / Hol¥ 2 3 -(dpdng)
s R o \ 2mp

NN'T (fdp [ NN'I b
_ VN _/ _p/ gy = NN Tay (REDY (10.81)
27 R
()
Por tanto, la fem inducida en la bobina es:
I _dPp __d /LONN’[aln R+
T dt R
B ,uONN ay R+b
B R dt
NN’ +

_ _Ho ( = ) o Iy sen (wt)]
B _,uONN awly R+0
= 5 In < 7 ) cos (wt). (10.82)

Ejercicio 10.9. Para la configuracion planteada en el ejemplo (10.7), calcular la fem sobre la
espira rectangular, en el caso que la espira no se mueva (velocidad v =0) y que la corriente
sobre el cable infinito esté dada por la expresion: 1(t) = Ioe /™
corriente al tiempo cero.

, siendo T = cte e Iy la

Ejercicio 10.10. Una espira rectangular de ancho w y largo L se encuentra proxima a un
alambre largo y recto por el cual circula una corriente I, dispuestos como se observa en la
figura 10.29. Suponer que la corriente estd cambiando con el tiempo de acuerdo a la relacion
I(t) = at + bt?, donde a y b son constantes con unidades de amperios sobre sequndo y
amperios sobre sequndos al cuadrado, respectivamente. Determinar la fem inducida en la
espira y la direccion de la corriente inducida.

Ejercicio 10.11. Una bobina circular con 45 vueltas, de radio 8.00 cm y una resistencia de
2.500 €, estd localizada en una region donde estd presente un campo magnético orientado
perpendicularmente al plano de la bobina. La magnitud del campo magnético varia de acuerdo
a B(t) = 0.01 — .05¢t%, donde t se mide en sequndos y B en teslas. Calcular la fem inducida
en la bobina a t = 10.0 s.

Ejercicio 10.12. Una espira circular de alambre de radio a se ubica en una region donde
existe un campo magnético uniforme. El plano de la espira es perpendicular a la direccion del
campo magnético (ver Figura 10.30). La magnitud del campo varia con el tiempo por medio
de la siguiente relacion B (t) = a — bt®, donde a y b son constantes con unidades de teslas
y teslas sobre sequndo al cubo, respectivamente. Calcular la fem inducida en la espira. Si la
espira posee una resistencia R, determinar el valor de la corriente inducida.
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Figura 10.29: Ejercicio 10.10. Fem inducida sobre una espira rectangular debida a un campo magnético

externo variable.

[
\ |

\Vj

Figura 10.30: Ejercicio 10.12. Fem inducida sobre una espira circular de radio r debida a un campo magnético
externo variable.

\ (V1 \ /

\/

10.1.2. Campos no electrostaticos

En las secciones anteriores se ha establecido que la presencia de cargas en el espacio, genera
campos electrostaticos. Sin embargo, la fem inducida puede ser relacionada con un campo
eléctrico, pero en dicho caso el campo se conoce como campo no electrostatico. Las lineas
de campo de un campo no electrostdtico, no parten de cargas positivas ni llegan a cargas
negativas, ya que las cargas no son las fuentes de dichos campos, sino que son generadas
por flujo magnético variable sobre una espira. Considerando la trayectoria generada por una
espira, el campo eléctrico es tangencial a dicha espira y por tanto la curva dada por la espira
representa también una linea de campo no electrostatico.

Un campo no electrostatico, que en este caso se denomina como Eypg, no es conservativo,
o lo que es lo mismo, no se puede determinar a partir del gradiente de una funcién escalar.
Por lo anterior, sobre un camino cerrado la integral de linea dada por:

7{ Eng - dF, (10.83)

no es cero (como si ocurre en el caso de campos electrostaticos). Para campos no electrostaticos
se cumple que la fem inducida es igual a la integral cerrada descrita por (10.83), tal que:

4 d
%ENE L dif = —%. (10.84)
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Si en una regién existen campos electrostéticos (que para esta explicacién se denotan como
Eg) y campos no electrostaticos, entonces el campo total E estd dado por:

E =Ep+ Eyp. (10.85)

Ahora, para el campo E se cumple que:

]éﬁ.d;:f(ﬁﬁﬁm).d}
0
= f BT+ f Bye

sy

g (10.86)

En conclusién, si en una region existe campo electrostatico Fg, no electrostatico EFnxg o si
existen simultaneamente los dos tipos de campo eléctrico, en cualquier caso se aplica que:

o dog
B.dr =28 10.
]{ r= -2 (10.87)

En el caso particular que el campo eléctrico total sea exclusivamente electrostético ( E= EE),
no existe un flujo variable de campo magnético (o no existe flujo magnético) y por tanto
% = 0, con lo cual se cumple la relacién de la integral cerrada para un campo electrostético.

10.2. Ecuaciones de Maxwell

Los fenéomenos de interaccion electromagnética pueden ser estudiados a partir de cuatro
ecuaciones fundamentales conocidas como las ecuaciones de Maxwell, que recopilan las leyes
que se han estudiado en este texto y son:

1. Ley de Gauss (ver capitulo (4)): La ley de Gauss establece que el flujo eléctrico a
través de cualquier superficie cerrada es igual a la carga encerrada por dicha superficie
y mateméticamente esta dada por (ecuacién (4.47)):

7{5 CdA = ene. (10.88)
€0
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2. Para el campo magnético lo establecido por la ley de Gauss se aplica, salvo que al no
existir fuentes aisladas de campo magnético, la integral por una trayectoria cerrada del
flujo magnético es siempre cero (ecuacién (10.3)), es decir:

fé SdA = 0. (10.89)

3. Ley de induccién de Faraday (ver secciéon (10.1)): La ley de induccién de Faraday
establece que la integral de linea del campo eléctrico a través de una trayectoria cerrada
es igual a menos el cambio respecto al tiempo del flujo magnético. Matematicamente
se expresa como:

]{E i = %08 (10.90)

4. Ley de Ampere (ver seccién (9.2)): la ley de Ampere establece que la integral de
linea del campo magnético a través de una trayectoria cerrada, es proporcional a la
corriente de conduccién I, que atraviesa el area limitada por la trayectoria establecida
en la integracién (cualquiera de las area posibles) o es proporcional a la corriente
de desplazamiento Ip que atraviesa dicha superficie (o cualquiera de las superficies
posibles). La corriente de desplazamiento Ip es proporcional al cambio en el tiempo

del flujo eléctrico. Mateméticamente la ley de Ampere se expresa como (ver ecuacion
(9.146)):

L d
]{B.dA — ol + uosO%. (10.91)

Pregunta 10.1. Un cable delgado infinito se extiende a lo largo del eje y, el cual lleva una
corriente I (el cable se mantiene fijo). Una espira rectangular ubicada a la derecha del cable
se mueve a un tiempo t hacia la derecha (alejindose del cable infinito) a una velocidad ¥ = vi.
Respecto a la situacion descrita anteriormente, respecto a la densidad de corriente inducida
sobre la espira rectangular, se puede decir que:

a) La densidad de corriente fluye en sentido contrario de las manecillas del reloj.
b) La densidad de corriente fluye a favor de las manecillas del reloj.

c) No eziste densidad de corriente inducida.

Pregunta 10.2. Se tiene un alambre delgado infinito que lleva una corriente I en direccion
J. A una distancia v a la derecha del eje del alambre se ubica el lado izquierdo de una espira
cuadrada de lado L. Si la espira cuadrada se mueve con velocidad v = —v}, respecto a la
corriente inducida sobre la espira se puede decir que:

a) Es I vy fluje en direccion j.
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b) Es I vy fluje en direccion —j
c) Es cero.
d) Faltan datos para determinar su valor.

Pregunta 10.3. Una anillo metdalico de radio R se ubica en una region donde existe un
campo magnético que atraviesa el anillo perpendicularmente. El plano del anillo se ubica en

el plano zy y el campo magnético se dirige en direccion k. Si la magnitud del campo aumenta,
la direccion del flujo de corriente eléctrica es:

a) En sentido de las manecillas del reloj.

b) En sentido contrario a las manecillas del reloj.

c) Es cero.

d) Faltan datos para determinar la direccion del flujo de corriente.

Pregunta 10.4. Un aro de cobre se sostiene en posicion vertical en un plano este-oeste,
dentro de un campo magnético uniforme cuyas lineas de campo se orientan en la direccion
norte-sur. La mayor fuerza electromotriz (fem) inducida se produce cuando el aro:

a) gira alrededor de un eje norte-sur.
b) gira alrededor de un eje este-oeste.
c) se mueve rapidamente, sin girar, hacia el sur.

d) se mueve rdpidamente, sin girar, hacia el noroeste.
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