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GLOSARIO

ANOMALIA EXCENTRICA: Es el angulo medido desde el centro de la elipse, que
forma la proyeccion del planeta sobre la circunferencia principal y el eje de la elipse.
Se designa por E. La relacion entre la anomalia media y la anomalia excéntrica es la

llamada Ecuacién de Kepler.

ANOMALIA MEDIA: es la fraccién de un periodo orbital que ha transcurrido, ex-
presada como angulo; también es el angulo que forma con el eje de la elipse un planeta
ficticio que gira con movimiento uniforme sobre una circunferencia cuyo diametro coin-

cide con el eje principal de la elipse y llamada circunferencia principal Se designa por
la letra M.

ANOMALIA VERDADERA: Es el angulo que forma el planeta medido desde el

foco de una drbita eliptica con el perihelio del planeta.

ASTEROIDES: Es un cuerpo rocoso, carbonicelo o metalico mas pequeno que un plan-
eta y mayor que un meteoroide que orbita alrededor del Sol en una oérbita interior a la

de Neptuno.

EFECTO KOZAI: Tipo particular de resonancia orbital descubierta en 1962 por el
astronomo japonés Yoshihide Kozai. Consiste en un acoplamiento entre la inclinacién y
la excentricidad orbital de un cuerpo; si una disminuye la otra aumenta, y viceversa,

variando ambos parametros de forma ciclica y encadenada.

EXCENTRICIDAD: Cociente entre los dos semiejes de una elipse. Una excentricidad
cero corresponde a una circunferencia, y una excentricidad uno seria el limite de una
elipse estirada hasta el infinito. Puesto que las d6rbitas de todos los cuerpos del Sistema
Solar son elipses, la excentricidad corresponde al achatamiento (o estiramiento) de las

Orbitas.

INCLINACION: Angulo que forma el plano de la orbita de un astro con el plano
de la ecliptica si éste gira en torno al Sol (planeta, asteroide o cometa), o con el plano

ecuatorial del planeta central en el caso de un satélite.

ORBITA: Es la trayectoria que describe un cuerpo alrededor del objeto celeste que lo



tiene atrapado en su campo gravitatorio. Las érbitas siempre se cinen en su forma a una
de las cuatro curvas denominadas conicas, es decir, que pueden ser una circunferencia

-en la préactica esto no ocurre-, una elipse, una parabola o una hipérbola.

PERTURBACIONES SECULARES: Son procesos perturbativos que se deben a
ciclos muy lentos (de hasta millones de anos) que pueden afectar al valor del eje mayor
y de la excentricidad, a la inclinacion del plano de la érbita y a la orientacién de ésta

en el espacio.

SEMIEJE MAYOR: Desde el punto de vista matematico el semieje mayor es, como
su nombre indica, la mitad del eje mayor de una elipse, pero en astronomia se considera
como tal a la distancia media que separa a un cuerpo del astro principal en torno al

cual describe una orbita.



RESUMEN

En el siguiente trabajo se estudié de la perturbacién secular causada por el planeta
Jupiter a la érbita de algunos asteroides con semiejes menores a 2 UA denominados
NEO’s (asteroides cercanos a la Tierra), con altas inclinaciones y altas excentricidades
con el fin de observar si en ellos ocurre el fendmeno denominado efecto Kozai. Para ello
se usaron herramientas tedricas tales como el problema de los dos cuerpos, el problema
de los tres cuerpos, perturbaciones, desarrollo de ecuaciones diferenciales por medio
de métodos numéricos y algoritmos computacionales. Se diseno programa en c++, que
resuelve las ecuaciones de movimiento por el método Rungue-Kutta y se aplico a los as-
teroides mencionados, usando los elementos orbitales clasicos como condiciones iniciales
para desarrollar las ecuaciones de movimiento, observando la evolucién temporal de los
elementos orbitales como la inclinacién y la excentricidad para un millon de anos, de-

terminando el proceso de libracion de estos elementos.



ABSTRACT

In this paper, we studied the secular disturbance caused by the planet Jupiter over
the orbit of some asteroids with semi-axes smaller than 2 AU called NEO’s (Near
Earth Asteroids), with high inclinations and high eccentricities in order to see if the
phenomenon Kozai effect affects them. These theoretical tools such as the two-body
problem, the problem of the three bodies, disturbances, development of differential
equations using numerical methods and computational algorithms were used. A C ++
program was designed, which solves the equations of motion by the method Rungue-
Kutta and applied to the asteroids mentioned, using the orbital classics elements as
initial conditions to solve the equations of motion, observing the temporal evolution of
the orbital elements such as inclination and eccentricity for a million years, determining

the libration process of these elements.



INTRODUCCION

Desde épocas antiguas los humanos y en especial los astréonomos se han fascinado con
todos aquellos elementos que se observan en nuestro firmamento y la forma como es-
tos se encuentran organizados en él. Los planetas llamados por los griegos, particulas
errantes, causaron mucho impacto a los matematicos y fisicos de la época; debido a
que estos tenfan un movimiento extrano que no podia ser explicado, por lo cual se les
atribuy6 poderes divinos para poder determinar su existencia en el universo conocido
hasta aquellos momentos. Pensadores como Aristarco arguyeron que esos movimientos
tenian esa forma errdtica debido a que los planetas como la tierra giraban alrededor del
sol y no como se crefa todos estos elementos giraban alrededor de la tierra. La geometria
de estos movimientos erraticos fue estudiada a fondo, con una muy buena aproximacion,
en el ano 1609 por Johannes Kepler quien formulé unas leyes matemaéticas en las cuales
se propone el calculo de la posicion, forma y velocidad de los cuerpos celestes, estas

leyes dieron inicio al desarrollo de la mecénica celeste conocida hasta este momento.

Con los trabajos de Galileo Galilei y René Descartes se dejo la puerta abierta para que
las condiciones iniciales de los cuerpos celestes fueran determinadas por medio de las
leyes de movimiento y de atraccion gravitacional universal propuesta por Isaac Newton,
donde se puede describir y predecir el movimiento de cuerpos celestes como planetas,
cometas, satélites etc. Dando razon de la érbita de la tierra alrededor del sol o la trayec-
toria de la luna alrededor de estéa o mejor aun describiendo cualquiera de las érbitas de
los planetas de nuestro sistema solar. Lastimosamente hasta ese momento no se podian
explicar el porqué algunas orbitas planetarias eran inestables y porque la atraccion
gravitatoria entre los cuerpos celestes producian en sus orbitas ligeras perturbaciones
que crecian con el tiempo, dando un resultado catastrofico a los calculos; los planetas
o bien caerian al sol o bien serian expulsados del sistema solar. Pero esto no sucedia,
la explicacion a este acontecimiento fue dada por Pierre Simon, Marquez de Laplace,
quien determino que las perturbaciones deberian ser periddicas, es decir, marcadas por
ciclos repetidos, en lugar de ser acumulativas. El sistema solar por la tanto se estabi-

lizaria a si mismo, y no habria necesidad de intervencién divina para explicar porque
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ha sobrevivido hasta el dia de hoy. Dejando con ello una herramienta poderosa para
el estudio de la dindmica y estructura del sistema solar, iniciando una carrera tedrica
con avances cada vez mas complejos que describen la forma y evolucién de los sistemas

planetarios.

El estudio realizado al problema de N cuerpos ha arrojado datos relevantes y de mucha
importancia en el funcionamiento de nuestro sistema solar, matematicos como Euler y
Lagrange han hecho un aporte profundo al desarrollo tedrico de este problema ,otorgan-
do soluciones aproximadas a las ecuaciones diferenciales, dejando ver que los elementos
keplerianos clasicos sufren cambios trascendentales a medida que el tiempo transcurre
a causa de las perturbaciones causadas por diferentes interacciones de los cuerpos en
nuestro sistema solar, en especial las perturbaciones que son realizadas por las masas

de Jupiter o Saturno.

El avance de la tecnologia en estas ultimas décadas, sobre todo en los computadores,
han permitido desarrollar de manera adecuada y casi que precisa, por medio de métodos
numeéricos, las ecuaciones diferenciales que describen la interacciéon de los cuerpos en
sistemas tales como el de los satélites que el hombre envia la érbita terrestre, deserren-
dar y entender un poco mas el funcionamiento de nuestro sistema solar, o ir mas lejos,
crear predicciones en sistemas planetarios de algunas estrellas posibles portadoras de
planetas. Proporcionado informacién precisa de como los cuerpos describen su érbita
sin dejar de lado todas aquellas posibles perturbaciones que sobre estos se produzcan,
dejando observar los mecanismos, dinamica, estructura y formacion de nuestro sistema
solar solucionando problemas matematicos de manera casi exacta sin omitir ciertos val-
ores que en la teoria se dejan de lado a causa de la dificultad matematica que estos

presentan en su desarrollo.

El Observatorio Astronémico de la Universidad de Narifio con su grupo de investigacién
es uno de los pioneros en Colombia en realizar estudios sobre los planetas y asteroides
de nuestro sistema solar. Trabajos como “OBTENCION DE LA CURVA LUMINOSA
DEL ASTEROIDE 4179 TOUTATIS” dieron pie a para un sin numero de trabajos y

publicaciones por parte de este grupo, siendo calificado con el maximo por parte de
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Colciencias dejando la puerta abierta para que su director fuera nombrado miembro
desde 2007 de la AMERICAN ASTRONOMICAL SOCIETY-AAS

En el siguiente trabajo se sigue por la misma linea desarrollando las ecuaciones de
movimiento para el problema de los tres cuerpos por medio del método Rungue-Kutta
de orden 4, aplicandolo a asteroides cercanos a la tierra (NEQO’s) perturbados por la
fuerza gravitacional del planeta Jupiter, observando con ello la perturbacion causada
a la orbita en largos periodos de tiempo para los elementos orbitales determinando la

libracién ocasionada por el mecanismo Kozai.

Los capitulos 1, 2, 3, se recolectan el fundamento tedrico necesario para este trabajo,
los temas estudiados son: el problema de los dos cuerpos, el problema de los tres cuer-
pos y perturbaciones, mecanismo Kozai y métodos numéricos. En el capitulo 4 se mira
la aplicacién de los métodos numéricos y el desarrollo del cédigo de programacion y
en el capitulo 5 se miran los resultados de la aplicacién del programa PERTURBA a

diferentes asteroides del sistema solar en especial los asteroides cercanos a la tierra.
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1.1.

1 OBJETIVOS

Objetivo general

Examinar el mecanismo Kozai por medio del estudio de la evolucion temporal de los

elementos cldsicos de algunos asteroides del grupo préximo a la Tierra (NEO’s) a causa

de las perturbaciones causadas por la masa del planeta Jupiter.

1.2,

Objetivos especificos

Estudiar el problema de los dos cuerpos.

Estudiar el problema de N cuerpos y el desarrollo de la funcién perturbadora para

el problema de los tres cuerpos.

Estudiar la teoria de perturbaciones seculares y la resonancia kozai producida

para asteroides con altas inclinaciones.

Estudiar el desarrollo de los métodos numéricos para solucién de sistemas de

ecuaciones diferenciales no lineales.

Desarrollar un software que permita ver la evolucién temporal de los elementos
orbitales por medio de la solucién del problema de N cuerpos para asteroides

cercanos a la Tierra con altas inclinaciones o excentricidades.
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2 EL PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS

Se debe considerar dos masas puntuales bajo la interaccion gravitacional mutua, el
movimiento de estos cuerpos puede ser facilmente predicho usando un modelo matematico
simple que ignora todas aquellas perturbaciones que afectan al sistema. La solucién de
este problema ayuda a el entendimiento de como es la 6rbita de un cuerpo en el espacio

preliminarmente y los elementos geométricos que esta contiene.

2.1. Ecuaciones de movimiento

El modelo de los dos cuerpos describe un movimiento de dos masas puntuales aisladas
del universo, considerando la accién de la fuerza gravitacional Newtoniana entre si, pero
la solucion de este problema puede conducir al estudio del movimiento de los planetas

alrededor del Sol, de un satélite alrededor de planeta Tierra etc.

La ecuacién que rigen el movimiento estéd dada por:

k2 .
P=— é\/trJrZVRi (2.1)

r

Usando un modelo simple que ignore todas las influencias gravitacionales externas y to-
das aquellas perturbaciones diferentes a la interaccion gravitacional donde se considera
solo la atraccion de dos masas, se proporciona una solucién no tan compleja con una
ecuacion de movimiento dada para el problema:

k2 M

r3

i=—

r (2.2)

Donde M = G(m; + mg) el pardmetro G estd dado por el sistema internacional de

medidas.

El estudio del movimiento de los cuerpos del sistema solar puede tomar varios sis-
temas de referencia, por conveniencia y facilidad del problema se puede escoger un
sistema con coordenadas rectangulares centrado en el Sol el cual es llamado sistema he-
liocéntrico. La constante fundamental llamada constante gravitacional gaussiana dada

por k = 0,01720209895, la longitud, la masa y el tiempo estan expresados en unidades
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astronémicas (AU), masas solares 1 y dias respectivamente.

El tiempo usado para las coordenadas heliocéntricas es llamado tiempo modificado

expresado por:
T =k(t —to) (2.3)

Donde t es un instante de tiempo cualquiera, y t, es un tiempo inicial escogido para

una época dadalf]

2.2. Las leyes de Kepler

Cuando las técnicas de célculo integral son usadas para resolver la ecuacién diferen-
cial de movimiento, el resultado confirma las leyes que derivé empiricamente Johannes
Kepler en el siglo XVII:

1. Las orbitas de los planetas son elipticas con el Sol en uno de sus focos.
2. La linea que une un planeta con el sol barre aéreas iguales en tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo de un planeta es proporcional al cubo de su distancia
media al Sol

2.2.1. Ley de las secciones cénicas Sea la ecuacién fundamental del movimiento

de los dos cuerpos escrita de la siguiente manera:

M

Donde:
u=— (2.5)
" .

Vector unitario senalando la direcciéon del radio vector. Realizando el producto cruz
entre la ecuacién (2.4)) con r se tiene:

rxi= —M(r x U) (2.6)

r2

IBOULET D. Metohods of Orbit Determination For the Micro Computer. Willmann Bell, Inc.
Virginia 1991. section 1.4

2BOULET D. Metohods of Orbit Determination For the Micro Computer. Willmann Bell, Inc.
Virginia 1991. pag 85
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Tal que:
rxr=0 (2.7)

Ya que r y U son paralelos, se tendra que su producto cruz es el vector nulo. Ahora si

se considera la siguiente diferenciacién con respecto al tiempo modificado:

g{rxﬂ:rxf+fxf (2.8)
-
Que se puede escribir como:

d

Por propiedades de las derivadas podemos decir que el elemento (r x 1) de la ecuacién

(2.9) es una constante:
rxi=h (2.10)

Donde h es el vector constante de integracion llamado el momento angular por unidad

de masa del problema de los dos cuerpos.

La ecuacién general de la seccién conica escrita en coordenadas polares tiene la forma:

P

= 2.11
" 1+ ecosf ( )

Donde el origen esta en uno de los focos y el angulo polar fes el dngulo entre el radio

vector y el origen de coordenadas que pasa por el foco, este dangulo es conocido como

la anomalia verdadera y al cantidad p es el semiparametro denotado por: P = hﬂZ
La cantidad e es conocida como la excentricidad la cual determina el tipo especifico de

seccion conica que tiene la orbita.

Los elementos usados para el caso de una elipse se pueden observar en la figura [2.2.1]
Donde r es el radio vector y el vector e define la direccion del perifoco. Se denotan tam-
bién anomalia verdadera fy el semiparametro P, la longitud ¢ es la distancia perifocal

v a es le semieje mayor, estos elementos se ven relacionados en las siguientes ecuaciones:

(2.12)



Figura 2.1: Elementos para una seccién conica elipitica

En el cuadro se observa la seccién conica correspondiente al valor de la excentricidad

y la relacién del semiparametro con los elementos de cada una de estas secciones.

La ley de las areas determina la segunda ley de Kepler:
dA h
— == 2.13
ar 2 (2.13)

Y la ley arménica determina el periodo orbital que se convierte en la forma generalizada

de la tercera ley de Kepler.

(2.14)

- i

L AT
La velocidad del movimiento puede ser determinada por la ley de VIS-VIVA la cual
relaciona la velocidad del cuerpo con respecto a su posicién.

v = M (2 — 1) (2.15)

r a
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Cuadro 2.1: Determinacién de las secciones conicas

circulo e=0 p=a
) elipse 0<e<l1 p=a(l —e?)
use packages: array arabola Py P—q=2a(—¢)
hiperbola e>1 p=a(e? 1)

Estas relaciones cobran verdadera importancia al momento de determinar la érbita de

un cuerpo celeste. [’

2.2.2. La ecuacion de Kepler La anomalia media estd definida por:
M =n(t—r1) (2.16)

Donde la constante 7 es el tiempo del pasaje por el perifoco y n es conocido como el
movimiento medio n = %’T M tiene dimensiones angulares y se incrementa linealmente

con el tiempo lo cual no nos da una interpretacion geométrica sencilla.

La anomalia excéntrica estd definida como el dangulo entre el semieje de la elipse y el
radio desde el centro al punto del circulo circunscrito. Estas dos medidas estan rela-

cionadas mediante la ecuacion de Kepler:
M=FE—-esinE (2.17)

La cual es fundamental para encontrar la posicién de un cuerpo en un tiempo determi-
nado ]

2.2.3. Relacion geométrica para la formulacién eliptica En la construccién
geométrica de la figura se puede observar que la coordenada x del cuerpo celeste

estd relacionada con la anomalia excéntrica por:
T = a(cos E — e) (2.18)

y la coordenada 7 es:
y=avl—e’sinE (2.19)

3BOULET D. Metohods of Orbit Determination For the Micro Computer. Willmann Bell, Inc.
Virginia 1991. section 3.4

“MURRAY.C,y DERMOTT.S. Solar System Dynamics Ed Cambridge University Press. Cambridge
1999. pag. 34
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Las componentes de la velocidad se obtienen diferenciando las componentes de la posi-

ciéonT y y obteniendo:

- nasin F

T=——
l—e—cosE

nayv'1 —e?cos E

l—e—cosFE

(2.20)

7=
La ecuacién que preserva la energia del sistema esta dada por:

_ld® M
24t I (2.21)
=5

Que es considerado el hamiltoniano del sistema. La proyeccién y la norma del momento

H

angular en el eje z estda determinado por:

h=+/Ma(l—e?) (2.22)

Estas relaciones se hacen importantes en el desarrollo de las transformaciones canénicas
que puede tener el hamiltoniano del sistema que pueden aportar soluciones aproximadas

a la teoria de perturbaciones. H

2.3. Orbita y geometria

El problema de los dos cuerpos puede ser caracterizado por seis (6) cantidades numéri-
cas que son relacionadas a las constantes arbitrarias resultantes de la integracién de la
ecuaciéon ([2.2)), estos pardmetros son llamados elementos orbitales y cuando estos son

conocidos, el movimiento orbital de los cuerpos puede ser determinado.

El vector posicion y el vector velocidad pueden hacer una descripcion general del
movimiento orbital de los cuerpos, pero estos no muestran en forma detallada del
tamano, forma y orientacién de la érbita en el espacio; por ello se hacen necesarios
este conjunto de elementos. En la figura [2.3] podemos observar la geometria de estos
elementos en el espacio donde se pueden observar el semieje mayor a, inclinacion 7, la
longitud del nodo ascendente €2, argumento del perifoco w, ademas de la excentricidad e
y la anomalia media M que son los seis elementos clasicos que se deben tener en cuenta

en este trabajo para la descripcion de detallada de la o6rbita de los cuerpos.

5 BOULET D. Metohods of Orbit Determination For the Micro Computer section. Willmann Bell,
Inc. Virginia 1991. section 4.3.1, MODERN CELESTIAL MECHANICS Aspects of Solar dynamics
pag 15
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Figura 2.2: Los 6 elementos orbitales determinados desde el plano de la ecliptica

2.3.1. Tres vectores fundamentales Los elementos clasicos deben ser determina-
dos por los vectores e, h y N ilustrados en la figura2.3.1] donde el origen de coordenadas
es el centro dinamico C, los vectores I, J y N son vectores al paralelos a las coordenadas
x, y vy z respectivamente. El sistema de coordenadas esta alineado de tal manera que
la eje +x coincide con la direccion del equinoccio vernal y el plano xy corresponde al

plano de la orbita.

El vector excentricidad e esta definido por:

o— <Z—2 - %) - (%) v (2.23)

Como la vector posicion y el vector velocidad estan definidos en el sistema coordenadas

x,y v z lo mismo sucede con el vector de excentricidad.

El vector momento angular esta determinado por el producto cruz entre r y v:

h=rxv (2.24)
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Figura 2.3: Vectores fundamentales determinados desde el plano de la érbita

. El vector nodo ascendente se esta definido por el producto cruz entre K y h:

N=kxh (2.25)

2.3.2. Orientacién de los angulos Los vectores mencionados en la secciona an-
terior, ayudan a determinar los angulos como la inclinacién, el argumento del perifoco

y el nodo ascendente.

Las ecuaciones que relacionan estos elementos con los tres vectores fundamentales son:

1. Para el célculo de la inclinacién se hace uso del producto punto entre K y h:
k.h = |k||h| cosi (2.26)
Por tanto la inclinaciéon quedara determinada por:

h
= = 2.2
cost = — (2.27)

2. En el caso del nodo ascendente se tiene:

I.N = [I||N] cos 2 (2.28)
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Por la tanto el nodo queda determinado por:

N,
0=-= 2.2
oS N (2.29)

3. El argumento del perifoco se obtiene del producto punto:

N.e = |N||e| cosw (2.30)
El argumento queda definido por:
N.e
= 2.31
cosw =~ (2.31)

El vector N tiene componentes en todos los ejes al igual que el vector e por lo tanto

los célculos son mas engorrosos []
2.4. Posicion y velocidad de los elementos clasicos

Para determinar la érbita de un cuerpo es necesario convertir los elementos orbitales
en elementos de posicién y velocidad para una época determinada. Esta transformacion
se puede definir determinando un conjunto de vectores unitarios P, Q y W que se
encuentran en el plano de la 6rbita como se muestran en la figura[2.4] donde se observar
que:

W=PxQ (2.32)
Como el cuerpo celeste B orbita el centro dindamico C la posicién y la velocidad quedan
descritas en términos de los vectores:

r =7P +7Q

v =7P +7Q
Si se expresan las cantidades del lado derecho de las ecuaciones en términos de

los elementos orbitales los vectores r y v pueden ser calculados. La matriz de rotaciéon

(2.33)

Rzy de los vectores P, Q, W que permite la transformacién de los elementos orbitales
en términos de la posicién y la velocidad esta dada porﬂ

cosflcosw —sin2sinwcos? —cosQsinw —sinf2coswcosi  sin{2sini
sin2cosw + cossinwcosi —sin{2sinw + cos{dcoswcosi — cosf)sini
sinw sin ¢ COS W SIN 7 COS 1

SBOULET D. Metohods of Orbit Determination For the Micro Computer Willmann Bell, Inc.
Virginia 1991. section 4.4

" BOULET D. Metohods of Orbit Determination For the Micro Computer. Willmann Bell, Inc.
Virginia 1991. section 4.5, MORBIDELLI ALESSANDRO . MODERN CELESTIAL MECHANICS
Aspects of Solar dynamics 2010. pag 16
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Figura 2.4: Vectores P, Q, W. Estos vectores determinan la trasnformacion de los
elementos érbitales en coordenadas cartesianas heliocentricas
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3 EL PROBLEMA DE N CUERPOS

Se asume que los cuerpos son esféricos y que poseen masas distribuidas homogénea-
mente de modo tal que es equivalente a considerar cuerpos puntuales. Para hacer una
descripcion analitica de la interaccion de un sistema de n particulas con masas myq,
mo,m3...m, se debe tener en cuenta la posicion y velocidades de cada una de estas:
dr;, dy;,  dz, (3.1)
Vv, = L+ —1, + —1,

dt dt dt

Donde la posicion y la velocidad de los vectores i de cada una de las particulas se han

tomado con respecto a un eje de coordenadas que se asume no acelerado. La norma que

denota las distancias entre las particulas m; y m; estd determinada por:

vy = |ty — 1| = \/(rj —r).(r; — 1) (3.2)

La magnitud que denota la fuerza de atraccién de las particulas i'* y j** estd dada por:

m;m;
2
ij

f=a

(3.3)

La direccién de las fuerzas estan expresadas en términos de los vectores unitarios, tal

que la fuerza actuando en m; debido a m; tiene la direccién de (rfr;“)
¥

, mientras que la

fuerza en m; debido a m; tiene direcciéon opuesta.

Por lo tanto las fuerza total f; que afecta a m; debido a la presencia de n — 1 masas es:

£=6> ", —x,) (3.4)
j=1 4

re.

En esta sumatoria los términos ¢ = j se omiten.

De acuerdo a la segunda ley de movimiento de Newton se tiene:

d?r; dv;
Mg =g (3:5)
Tal que las n ecuaciones diferenciales estan dadas por:
d?r; " m;
Pl g Z r—;(rj —1;) (3.6)
j=1 U
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Con las condiciones iniciales apropiadas se construye una descripciéon matematica com-
pleta el movimiento de n particulas. Cuando no existen fuerzas externas actuando sobre
el sistema, tanto el momento lineal como el momento angular ademas de la energia se

conservai.

De la ecuacion (3.1)) se observa que la suma de los vectores tiene un resultado igual a
cero por lo cual:
d2

@(mlrl -+ m27_"2 -+ m3r3....mnrn) =0 (37)

Se observa que el centro de masa r,, de un sistema de particulas esta desacelerado, por
consiguiente el momento lineal se conserva y al realizar la segunda derivada de (3.7]) se
tiene:

Te = Cit + Cy (3.8)

Al realizar la sumatoria del producto cruz entre los vectores posicion y los vectores
fuerzas r; x f;, dados para cada una de las particulas que actiian en el sistema, se tiene

como resultado el vector nulo:

irixfi:iriXmifi:irixp'i:%irixpizo (39)
i=1 =1 =1 =1

Y al realizar su integracion el resultado es:
miry X Vi + maly X Vo + ... + m,r, X v, = C3 (3.10)

El vector momento angular es una constante en magnitud y direccion y el plano invari-

able del sistema es el plano que contiene el centro de masa.

El potencial gravitatorio V; en un punto (z;, y;, 2;) estd definido como:
V= ) 3.11
- .11
La funcién potencial depende solamente de las distancias que existe entre las particulas,
independientemente estas, del eje de coordenadas que se tenga. La importancia de este
potencial deriva de la propiedad de que el gradiente de V; nos proporciona la fuerza de

atraccion en una particula por unidad de masa en un punto (x;,y;, z;) por lo tanto:

)%
T oy 2
£, =m; ar. (3.12)
Ponde )% oV, oV; 0V,
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Definido como un vector fila. El exponente T' indica la matriz transpuesta necesaria

para la transformacién de f/ en una matriz fila.

La funcién U estd definida por:
1 n

Esta expresién es llamada la funcién fuerza, y es igual al trabajo total hecho por la
fuerza gravitacional en un sistema ensamblado de n masa puntuales de un estado de
dispersién infinita en una configuracion dada. En términos de U el vector fuerza f; queda

determinado por:
7 oUu
! 37’,-

El propdsito de expresar el vector mediante el gradiente de la funcién fuerza en lugar

(3.15)

del potencial gravitacional es debido a la conveniencia del sistema ya que, como se dijo

anteriormente, U es independiente de las coordenadas de cualquier punto en particular.

La funcién fuerza U es una funcién de componentes x1, y1, 21, €2, ....Un, 2n de los vectores
posicién, y cada componente es a su vez, una funcion de ¢, la derivada total de U es:
dU oU dry  0U dry oU dr,,

+ .+
dt Ory dt | or dt or, dt
Por lo tanto de la ecuaciéon numero (3.12)) proporciona el valor de la derivadade U con

(3.16)

respecto al tiempo:

dU dVl dVQ an dT
—_— = —_— —_— My— .V, = — 3.17
at MgV T Vet e Ve = (3.17)
Donde: .
T = §(m17)f + mavs + ... + muv) (3.18)

El problema de n cuerpos no tiene solucién analitica por lo cual no es posible predecir
el movimiento bajo los efectos gravitatorios mutuos para cualquier instante partiendo

de sus posiciones y velocidades im’cialesﬂ

3.1. Aplicacion al sistema solar

El Sistema Solar es un ejemplo clasico de un problema de n cuerpos donde el cambio

de la posicién de los planetas al moverse alrededor del Sol resulta en una variacién de

'RICHARD H. BATIIN. An Introduction to the Mathematics and Methods of Astrodynamics.
American Institute of Aereonautics and Astronautics. ed AIAAA Educations series. 1999. section 2,4
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la fuerza ejercida sobre alguno de sus miembros. En el caso del Sistema Solar el centro
de fuerza dominante es el Sol, los movimientos planetarios se aproximan bastante a un
movimiento producido por un sistema de dos cuerpos puro pero perturbado, ya que
existen desviaciones de la orbita debida a la accién de otros planetas o fuerzas externas
como la fuerza ejercida por el planeta Jupiter o Saturno a las 6rbitas de todos los demas

miembros del sistema.

Las perturbaciones deforman la érbita de la configuracién cénica que se espera en un
sistema de dos cuerpos, por ello los elementos orbitales que se calculan a partir de la
posicion y velocidad son validos en la mayoria de los casos solamente para un corto

lapso de tiempo.

A pesar de esto, con el uso de teorias matematicas para la solucién de ecuaciones
diferenciales y con condiciones iniciales adecuadas se puede aproximar el curso y el
comportamiento de la érbita de los cuerpos celestes para una cantidad considerable de
tiempo. En las siguientes secciones se observa las ecuaciones diferenciales de un sistema
de tres cuerpos centrados en un origen de sistema inercial y un sistema centrado en una
de sus masas, que para el caso del sistema solar, el centro dindamico es el Sol y el mayor

elemento perturbador para cualquier cuerpo interno de sistema es el planeta Jupiter.

3.1.1. Movimiento del centro de masas para tres cuerpos Sean tres cuerpos
de masas puntuales m., m; y m; con sus respectivos vectores posiciéon R., R; y R;
referidos a un punto O cualquiera de un sistema de coordenadas inercial. Sean también
r; el vector relativo del cuerpo de masa m; con respecto a m., r; el vector relativo del
cuerpo de masa m; con respecto a m. y |r; — r;| el vector relativo del cuerpo de masa

m; con respecto a m; como se muestra en la figura (3.1.1)

Si se considera que las unicas fuerzas actuantes son las fuerzas gravitatorias entre los

cuerpos las ecuaciones de movimiento referidas al origen son:

r; r;
m.R. = chmiﬁ + Gmcmjﬁ

i J
m;R; = gmzm]](rj——r]z‘ + szmcr_; (319)
J v i
; (ri — 1) r
R = i~ I Gmama—L
m;R; = Gm;m; 1, + m]mcr?
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Figura 3.1: Esquema vectorial para tres cuerpos centrados en un centro dinamico inercial

Haciendo uso de las ecuaciones (3.7)) y (3.8) se puede observar:
R.,. = it + ¢ (3.20)

Lo que pone en evidencia que el centro de masas del sistema se desplaza en el espacio

en linea recta y con movimiento uniforme:.
mcRc X VC -+ mlRZXVZ -+ ijj X V;j =0 (321)

Haciendo uso de la ecuacion (3.9)):

d
Al integrar se obtiene:
3
h = ZI‘Z‘ X m;V; (323)
i=1

El vector constante h representa la conservacién del momentum angular. Se tienen

ya tres constantes escalares en el espacio. A medida que estos cuerpos se desplazan
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en el espacio, sus vectores posiciéon y velocidad son tales que el vector h conserva
una magnitud constante y una direccion fija en el espacio. La linea a lo largo de la
cual se dirige h se llama linea invariable. Asociada a esta linea se encuentra un plano

perpendicular a ella y que contiene el centro de masas que es llamado plano invariable.

La energia cinetica T' y la energia potencial V' tomando las ecuaciones (3.14) y (3.18)

son respectivamente:

1
T=- Z m;v (3.24)

(3.25)

mem; mem; m;my;
+
i rj vy =i

3.1.2. Ecuaciones de movimiento relativo El problema de n cuerpos puede ser
solucionado estableciendo un origen de coordenadas fijas en un sistema ideal, propuesto
para tres particulas donde el origen de coordenadas x,y, z puede ser considerando el
movimiento de n — 1 cuerpos con respecto al restante. Para el caso del sistema solar se
puede considerar al Sol como cuerpo central y se refiere el movimiento de los restantes

objetos a su posicion en el espacio.

Si se toma como origen de coordenadas la posicién de m; las ecuaciones de movimiento

estaran dadas por:

P = _Glm +mr +agm/ [

r—r r
3

r—r| 3
/ / | / ’ (326)
- G(my +m)r r—r T
V=—-———r——+0m|—5——— 3
r v/ —x| 7
El primer término de la derecha corresponde a la aceleracién del cuerpo debido a myq,
el segundo termino a la aceleraciéon del tercero actuante, y el tercer término a la accién

del tercer cuerpo sobre mj.

Si la masa m; se centra en el sistema de coordenadas cartesianas como masa dominante,
y se denomina a m como masa de estudio en posicién r = (z.y, z), y como m’ la masa
que perturba el movimiento de m alrededor de m; con posicién v’ = (2/,y/, 2’) como se
observa en la figura , las ecuaciones de movimiento para m son:
2 / /
i*——kMr—i—k:zm’(r _r—r—> (3.27)

7“3 p3 7“’3
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Figura 3.2: Esquema vectorial para cuerpo centrado en m;

Donde M = (my+m) y p=|r' —1|. como p? = (' — ) + (¢ —y)? + (2 — 2)? se tiene

que:

> —Vp! (3.28)
Como r es independiente de r’ se puede escribir:

r-r r
V( T"S ) — 7’73 (329)

Reemplazando en la ecuacién (3.27)) se tiene:

k*M

r3

r+ VR (3.30)

i

Donde R es conocida como la funcién perturbadora. Si existe méas de una masa per-
turbando el movimiento de un cuerpo, la funcién perturbadora total sobre la masa m
es la suma de las funciones perturbadoras de cada masa perturbadora individual, sus

ecuaciones estan determinadas por:

2
f:—k94r+§:VRi (3.31)

r
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Las ecuaciones de movimiento de r’ son:

/ -
v+ k*(my + m’):Tg = k*m (r p3r — T—Z) (3.32)

Las ecuaciones de movimiento bajo ciertas condiciones iniciales tienen ahora un desar-
rollo tedrico complejo debido a las funciones perturbadores de las ecuaciones (3.27)) y
. En este trabajo el desarrollo de estas funciones se hace por medio de métodos
numéricos que se explican en el siguiente capitulo, pero antes de su desarrollo se ten-
dré en cuenta el significado fisico que ofrece la teoria de perturbaciones para pequetios
impulsos y el efecto Kozai como consecuencia del estudio de esta teoria aplicado al

dindmica de nuestro sistema solar Pl

3.2. Perturbaciones

La teoria de perturbaciones, es una técnica que descansa en la solucion analitica del
problema de los dos cuerpos. La idea es describir el movimiento de un cuerpo (que se
mueve en una trayectoria que no es una elipse) mediante una ecuacién del tipo (3.31)) y
obligarlo a cada momento, en cada punto de su trayectoria, a que describa una elipse, lo
que resulta, en que a través de la trayectoria se ha de definir una elipse instantéanea, vali-
da sélo en dicho punto de la trayectoria y que en el siguiente punto se hace necesario
definir una elipse con parametros orbitales algo distintos a los que se definieron en la
primera y asi sucesivamente. Si de alguna manera se logra describir cémo estan cam-
biando en el tiempo los pardmetros que definen la geometria y la orientacién de la
érbita en el espacio (los elementos orbitales) entonces el problema se resuelve hallando,
para cada tiempo, los valores de dichos parametros. Habiendo hallado la dependencia
temporal de cada elemento en el tiempo que interesa, se utiliza la soluciéon del problema

de los dos cuerpos que es valida en ese punto de la trayectoria.

Como se vio en la seccion anterior es posible referir el movimiento de los cuerpos a un
sistema relativo de ecuaciones donde la los cuerpos se encuentran en orbita alrededor
de una masa central. En este nuevo sistema toda desviacion respecto del movimiento
kepleriano de un objeto se denomina perturbaciones y la funcién que caracteriza la

perturbacion se denomina funcion perturbadora.

2MURRAY.C,y DERMOTT.S. Solar System Dinamics, Ed Cambridge University Press. Cambridge
1999. section 7
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3.2.1. El efecto de pequenos impulsos Un caso simple de perturbacién se pro-
duce cuando un objeto moviéndose en una érbita kepleriana se ve afectado por una
fuerza perturbadora por unidad de masa F durante un cierto tiempo dt, la ecuacién de

movimiento del objeto es:
k2 M
r3
Este impulso afectarda su movimiento alrededor de la masa central y modificando los

r+F (3.33)

i

elementos en su érbita.

Si se descompone F en direcciones radial al objeto, normal al plano orbital y perpen-

dicular a estos dos, se puede escribir:
F = Ra, + Nt + By (3.34)

Donde iy = tia X 0y. La acciéon de esta fuerza produce una variacién del momento

angular debido al momento de fuerza:

L
L =1 x Fdt = (rBdt)aa — (rNdt)hy (3.35)
m
Como % = hlia, entonces:
dL . . N
E = d(huA) = hdlp + Gadh (336)

Ya que diip es perpendicular a tia, tenemos que dh = rBdt Y:

Ndt
r " (3.37)

Descomponiendo el vector i de acuerdo al sistema ecliptico de coordenadas

dip = —

s = sin(i)sin(Q)x — sin(i)cos(Q)y + cos(i)z, las componentes dependen exclusiva-
mente de 7, , que segun la ecuacién ([3.37)) se ven afectadas solo por la componente N
de F. Al multiplicar la ecuacién (3.37) por Z se tiene:

Ndt
g-dig = —— "5 1y (3.38)
Escrita de otra manera:
Ndt Ndt
— sin(i)di = — 2 (A x G,) = ! i (2 % a) (3.39)

Dado que Z X Gia tienen magnitud sin(i) en direccién del nodo ascendente y el vector

t forma un angulo con f con la direccién al nodo ascendente, se tiene:
di N -

pri —Ercos( ) (3.40)
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Al multiplicar la ecuacién (3.37)) por tia y Z se obtiene:

Nrdt .

Z- (ﬁA X dﬁA) = — Z - flr (341)

Diferenciando tia:

diaa = (cosisin Qdi + sini cos QdQ)X + (— cos i cos Qdi + sini sin QdQ)y + (— sinidi)z

(3.42)
Como sin 3 = sin f sini entonces se escribe:
Ndt -
sin2idQ = . sin f sin ¢
Q9 N Feni (3.43)
— = —rsin fsinig
dt h
Teniendo en cuenta la ecuacion de la orbita del capitulo 1 tenemos que:
P h?
= _ 1= -1 3.44
ccos | r GMr (3:44)
Derivando la anterior ecuacion:
h dr
nf=———-1 3.45
esin f oM 4 ( )

Como el valor de r no se amplia instantdneamente con el impulso, los cambios del
movimiento deben cumplir:

2hdh

d(ecos f) = G 5.16)
dh dr h  d*r '

aMa T amae

Como f = f — w, ninguna de las componentes de R o B afectan la longitud del nodo,

d(esin f) =

f’ no cambia instantaneamente y df = —dw, si se aplica esta condicién y la ecuacién
(3.37) en la ecuacién ((3.46)), y se considera que % = R, se tiene:
2hB
decos f + dwsin f = ——dt
GM
(3.47)
desin f — d podrrB g, bR,
esin f — dwecos f = ——— —
dt GM GM

Resolviendo para de y dw se obtiene:

h 2h &
de = —— Rdtsin f + (— cos f + i sin f) Bdt

aM GM GM
(3.48)

do = " Ratcos f + | 2" f—T% in f | Bdt

eaw — GM COS GM COS GM S1n
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Al hacer el reemplazo del los valores de h y % por sus correspondientes valores para el

movimiento kepleriano se puede obtener:

de  na®

_— = — — 2

priale 1 —e?[Rcos f + B(cos f + cos F)]
dw na? r (3.49)
_— = —e2 = —_ — 1
priale e\/l e [ Rcosf+B<1 P> smf}

En el caso de dw se debe considerar ademas que se ve afectado por cualquier variacion

de la longitud del nodo en una cantidad — cosidS2, por lo tanto la expresién final es:

2

dw na r ds)
= —e2 | = — — ) g — ) ——
e 6\/1 e?|—Rcos f+ B (1 ) sin f} cos(i) o (3.50)

Para encontrar una expresiéon que determine el diferencial da, se parte de la expresion:

a(l —e?) = G?M (3.51)

Diferenciando se obtiene:

2h
1—¢e%)=2 - .52
da(1l —e?) aede—i—GMdh (3.52)

Al reemplazar de y dh por sus expresiones obtenemos:

da 2na a?
- _ — 2 & — 2
= M Rae\/l e?sin f + B . V1—e (3.53)

La variacion de los elementos orbitales debido a la accién de una fuerza externa se
expresa mediante las ecuaciones (3.40)), (3.43)),(3.46)), (3.49), (3.50),(3.53) que consti-

tuyen una de las formas de las ecuaciones de Lagrange escritas de una forma propuesta

originalmente por Gauss [

Los matematicos y fisicos, Leonhard Euler y Joseph Louis LaGrange, mediante el méto-
do de variacion de parametros, desarrollaréon una solucion aproximada de la funcion
perturbadora de estas ecuaciones encontrando la variacion temporal de los elementos

orbitales de los cuerpos para largos periodos de tiempo.

3(Las ecuaciones planetarias de Lagrange fueron extraidas de MURRAY.C,y DERMOTT.S. Solar
System Dynamics Ed Cambridge University Press. Cambridge 1999. pag. 251, 252)
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3.2.2. Mecanismo kozai Mediante la ayuda de expansiones elipticas se pueden de-
sarrollar las ecuaciones de Lagrange para la funcién perturbadora de la ecuacién ((3.31))
y obtener una soluciéon aproximada para el problema de los tres cuerpos. Pero en 1962
el fisico y astronomo Yoshihide Kozai considero a un asteroide moviéndose bajo la
accion gravitacional del Sol y de Jupiter donde la masa del asteroide era despreciable
comparada con la masa solar y la masa de Jupiter determinado las ecuaciones diferen-
ciales de movimiento desde la teoria hamiltoniana y teniendo en cuenta las variables

canonicas de Delanuy: ﬁ

[

L=k =M
G=1L(1- €2>% Jg=w (3.54)
H = Gcosi h=Q

Donde k? es la constante de de gravitacién de Gauss y G corresponde a la componente

z del momento angular vista en el capitulo uno ecuacion ([2.22]).
E? = E*m™2m? (1 +m) (3.55)

Donde p/ es la masa reducida de Jupiter. El hamiltoniano para el sistema es:

(3.56)

k4 k' s r’ 2 r s
F=_ /—1 k}2 / 2 9 / o
oLz T s TR ”T i T U 214+

Donde s es:
xx' +yy + 22
S =

rr!

(3.57)

Tomando condiciones iniciales tales como la excentricidad de Jupiter igual a cero y de-
sarrollando funcién perturbadora por medio de polinomios de Legendre. Encontrd que
cuerpos con altas excentricidades y altas inclinaciones libraban bajo la accién pertur-
badora de Jupiter, causado un cambio periddico de la inclinaciéon y excentricidad para
largos periodos de tiempdﬂ. El proposito de este trabajo no es solucionar analitica-
mente el hamiltoniano Kozai, ya que la solucion particular de la funcion perturbadora

se hara por medio de los métodos numéricos que se muestran en el siguiente capitulo

4E] desarrollo de las variable de Delanauy puede verse en: MORBIDELLI ALESSANDRO. MOD-
ERN CELESTIAL MECHANICS, Aspect of Solar System Dinamics, 2010 section 1.9.1

5Yosihihide. Kozai, Secular pertubations Of Asteroids Whit High Inclinations And Eccentricity,
Astronomical Journal Vol 67, pag 591. ADS. (Articulo original del autor)
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4 METODOS NUMERICOS

Los métodos numéricos son técnicas mediante los cuales algunos problemas matematicos
pueden ser resueltos con operaciones aritméticas sencillas. Aunque existen muchos méto-
dos numéricos ellos tienen una caracteristica en comun; involucran un gran nimero de
tediosas operaciones aritméticas, por lo cual se hace necesario el uso de programas de

computador que faciliten el desarrollo de estas operaciones.

Como se vio en los capitulos anteriores, para determinar la 6rbita de un cuerpo en el
espacio implica desarrollar ecuaciones trascendentales como la ecuacién de Kepler y
ecuaciones diferenciales como las ecuaciones de movimiento relativas, por lo cual antes
de pasar al desarrollo de estas, se hace una breve descripcion de los métodos numéricos

a usar en este trabajo.

4.1. Meétodo de Newton-Rapson

Si el valor inicial de una raiz es x;, una recta tangente puede ser extendida por el punto
[x;, f(x;)], el punto donde esta recta tangente corta al eje z usualmente representa un
probable valor estimado para una raiz. Este método, es un método alternativo de la
serie de Taylor, como se observa en la figura la primera derivada a x es equivalente

a la pendiente:

/ o f(l}) —0
fi(@) = S (4.1)
Que se rescribe de la forma:
Ti+l = T — ;,((Z)) (4.2)

Conocida como la formula de Newton-Rapson. La efectividad de este método depende
estrictamente del nimero de interacciones que se usen y cuanto mayor sean estas, mayor

serd la efectividad y la exactitud del valor buscado/l]

LATEVEN C.CHAPRA. Y RAYMOND P. CANALE. Numerical Metohods for Engenieers. Fifth
Edition. ed Mc Graw Hill 2006. section 6.2
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Figura 4.1: Esquema del Método de Newton-Rapson para encontrar una raiz de una
funcion cualquiera

4.1.1. Aplicacion a la ecuacién de Kepler Se debe recordar que esta ecuacién
hace parte de las denominadas ecuaciones trascendentales, por lo cual no se tiene una
solucion analitica posible para el valor de la anomalia excéntrica. Asi que aplicando el
método de Newton-Rapson se tiene un valor inicial para E que depende de las condi-
ciones iniciales de un cuerpo celeste que se desea estudiar; retomando la ecuacién ;

se puede determinar una funciéon que depende de E de la forma:
f(E)=M—FE +esinE (4.3)

Donde FE es la anomalia excéntrica y M anomalia media. De acuerdo al método de

Newton-Rapson y usando la ecuacién (4.2) los valores para cada una de las iteraciones

FE son:
E;
Ei=FE;i — M
M — E; + esin E; ’
Ei+1 = -
—1+ecos E;

1 =1,2,3....n. Donde n corresponde al niimero de iteraciones que se den para la soluciéon

de la ecuacion. El valor de E; estd determinado por el valor de la anomalia media M ﬂ

2BOULET D. Metohods of Orbit Determination For the Micro Computer. Willmann Bell, Inc.
Virginia 1991. section 4
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4.2. Método RUNGUE-KUTTA (RK)

Método genérico que se usa para solucionar ecuaciones diferenciales con mucha exacti-
tud aprovechando las series de Taylor sin necesidad de calcular derivadas de elevados

ordenes. La forma generalizada del método esta dada por:

Yiyr = Vi + O(z5,y5, h)h (4.5)

Donde ¢(z;,y;, h) se conoce como funcién de incremento que puede ser interpretada

como la pendiente en un intervalo. La forma general de esta funcion esté definida por:
¢ = arky + agks + ... + ankn (4.6)

Las a4 son constantes y los k, se definen como:
ki = f(xi, vi)
ko = f(xi + pih, yi + qukih)
ks = f(xi + p2h, yi + gukih + gaskoh+)

kn = f(zi + pn_1h, yi + gu_11k1h + gn_12kah + ... + -1 n—1kn_1h)
Los ps v los g5 son constantes que dependen del orden RK que se escoja; las ks sirven
como funciones de evaluacién, haciendo el método RK eficiente para el calculo computa-
cional. Varios métodos pueden ser estudiados usando diferentes nimeros de términos
en la funciéon de incremento. Para obtener una precision aceptable en los resultados
solamente se estudiard el método de RUNGUE-KUTTA de orden 4 (RK4) donde la
ecuacion tiene la forma:

1
Las funciones k, estan dadas por:
kl = f(xza yl)
1 1
ko = f(zi+ §h,yi + iklh)
1 1

ky = f(x; + h,y; + ksh)
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Mas alla de los métodos de cuarto orden, los métodos RKn se escojan proporcionan una
mayor ganancia en precision de los resultados esperados, pero esto se ve compensado,

con esfuerzo y complejidad al realizar el algoritmo del computo deseado.

Para solucionar sistemas de ecuaciones diferenciales, los métodos RK toman la forma:

dyr
dr f1($a?/1,y2---yn)
dys
dr fZ(xaylayQ--'yn)
(4.10)
dyn
% = fn(xaylaQQ-"yn)

La solucion de estos sistemas requieren de n condiciones iniciales para conocer el valor

de z deseadol]

SATEVEN C.CHAPRA. Y RAYMOND P. CANALE. Numerical Metohods for Engenieers. Fifth
Edition. ed Mc Graw Hill 2006. Section 25.3, 25,4; CURTIS HOWARD D. Orbital Mechanics for
Engineering Students. ELSEVIER, 2010. section 1,8.1

46



5 APLICACION DE LOS METODOS NUMERICOS AL CALCULO DE
LA ORBITA DE LOS CUERPOS CELESTES

En este capitulo se hace una descripcion del uso de los métodos numéricos para el calculo
de la érbita por medio de algoritmos computacionales usando lenguaje de programacion
en c++. Cuando los elementos orbitales clasicos son conocidos para una época dada de
un cuerpo cualquiera del sistema solar, las condiciones iniciales quedan determinadas
y por lo tanto sus ecuaciones de movimiento también; cada solucién en un intervalo de
tiempo muestra el desarrollo y la evolucién temporal de estos elementos. Observando
cambios en la forma y geometria de la érbita ayudan a comprender la evolucion y

estructura de nuestro sistema solar.

Antes de hacer una breve descripcién del cédigo usado en lenguaje c++, se muestra
como es la aplicacién del método RK4 en la soluciéon de las ecuaciones de movimiento

relativo.

5.1. Meétodos RK4 para ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones diferenciales de movimiento relativo para dos cuerpos, estan acopladas
de tal manera que estas dependen de la posicion y la velocidad en cada instante de
tiempo. Por ello es necesario hacer uso de las ecuaciones que proporcionan la
solucién numérica a un sistema de ecuaciones diferenciales cualquiera. Al aplicar el
método de RK4 a la ecuacion se pueden expresar las ecuaciones diferenciales de

segundo orden en términos de ecuaciones de primer orden acopladas asi:

dr

L -
v _ g(m,r,v,R) |
dt Y ) Y

De tal manera que la funcién f depende tnicamente de la velocidad mientras que la
funcién g depende de las masas, velocidad y las posiciones de los cuerpos, en cada
instante de tiempo. Es necesario que en la rutina del programa la parte correspondiente

al método Runge-Kutta tenga los acoples de las funciones vectoriales de movimiento
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para cada uno de las componentes de la masa perturbada y de las masas perturbadoras.

Fij=hf(v)

(5.2)
Gij = hg(m7 r,v, R)

Donde & es el intervalo de tiempo modificado y cada una de las funciones Fj;, Gy;
corresponden a las ecuaciones k; del método RK4 que determinan la posicién y la

velocidad de cuerpo celeste]]

5.2. Descripcion del cédigo Perturba.c

El cédigo de programacion que permite ver la evolucion temporal de los elementos
orbitales de un cuerpo perturbado por una fuerza gravitatoria, es realizado en lenguaje

¢++ donde se pueden observar cuatro partes fundamentales que son:

= Entrada de condiciones iniciales del cuerpo perturbado y del cuerpo perturbador.

s Transformacion de elementos orbitales clasicos a coordenadas cartesianas he-

liocéntricas de los cuerpos celestes tanto perturbado como perturbador.

= Desarrollo de las ecuaciones de movimiento relativo para cada componente carte-

siana de los cuerpos celestes por medio del método RK4.

» Conversién de coordenadas cartesianas heliocéntricas a elementos orbitales clésicos

y salida de datos.

5.2.1. Entrada de condiciones iniciales. Al correr el programa la pantalla pide
entrar las condiciones iniciales de cada cuerpo, tanto el cuerpo perturbado como el
cuerpo perturbador. Primero se introducen los elementos orbitales de los asteroides que
se desea trabajar, que para el caso de este trabajo, son los asteroides tipo NEO’s por
sus siglas en ingles (la descripcién de este tipo de asteroides puede verse en el anexo D).
Luego se digitan las condiciones iniciales del cuerpo que perturba la érbita del asteroide;

para este trabajo se toman los elementos orbitales del planeta Jupiter.

Es necesario también digitar las masas de cada uno de los cuerpos, teniendo en cuenta

!BOULET D. Metohods of Orbit Determination For the Micro Computer. Willmann Bell, Inc.
Virginia 1991. section 6.3
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que estas se toman en términos de masas solares, los valores del semieje mayor se
encuentran en unidades astronémicas AU, ademas de estos datos, el programa pide el
tiempo en el cual se hacen las iteraciones del método numérico. En la figura (5.2.1)se
puede observar la interfaz grafica del programa que por motivos practicos no es muy
compleja ya que los datos de salida no se grafican en la misma interfaz, debido a la

enorme cantidad de datos que el programa arroja.

Figura 5.1: Interfaz grafica de entrada de condiciones iniciales presentada por el com-
pilador de C++

5.2.2. Transformacién de elementos orbitales clasicos a coordenadas carte-
sianas. Para hacer la transformacién de elementos orbitales a coordenadas carte-
sianas, es necesario resolver la ecuacion de Kepler, para determinar el valor de la
anomalia excéntrica de cada uno de los cuerpos celestes. Para ello el programa usa
el método de Newton-Rapson aplicado a la ecuacién de Kepler visto en la seccién 3.1.1,
tomando como valor inicial para la anomalia excéntrica el valor que toma la anomalia
media M, introducido como condicién inicial. El cédigo de programacién usa 100 itera-

ciones para lograr un valor aproximado de la anomalia excéntrica para una época dada.

Al finalizar la totalidad de las iteraciones se usan en el cédigo, las ecuaciones ([2.18)),
(2.19), (2.20) para determinar las coordenadas cartesianas de la posicién y velocidad se
usan las ecuaciones (2.33)) donde se hace uso de los vectores P, Q y W y la matriz de
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transformacion Rz; descrita en la seccion 1.3 donde se da uso de las condiciones iniciales
de cada cuerpo celeste; estas ecuaciones se usan tanto para el cuerpo perturbado como

para el perturbador.

5.2.3. Desarrollo de las ecuaciones movimiento. Después de obtener las coor-
denadas cartesianas de cada cuerpo, se puede determinar el radio vector y la velocidad
para las funciones F;; Y G;; propuestas en la secciéon anterior (ecuaciones ) El
método Rungue-Kutta debe desarrollarse para cada una de las componentes cartesianas
de los cuerpos celestes, donde se hace uso de las ecuaciones y (3.32). Debido a
que los componentes de la velocidad y la posicién de cada uno de los cuerpos estan
acoplados, la escritura del cédigo debe ser muy cuidadoso y no omitir ninguna compo-
nente. El paso h del método RK4 estd determinado por h = (0,017202099/24) x t que
determina el tiempo en dias o en horas para cada una de las iteraciones que realice el

programa.

5.2.4. Conversion de coordenadas cartesianas a elementos orbitales clasicos.
Para cada iteracion del método RK4, se transforman las coordenadas cartesianas en
elementos orbitales de cada cuerpo que entra al programa, ya que es necesario obser-
var la evolucién temporal de estos, en especial la inclinacién y la excentricidad. Para
ellos se hace uso de las ecuaciones (2.15)) (2.23)),(2.24)), (2.25)), (2.27), (2.29),(2.31). Ca-

da uno de estos datos es guardado por el programa en un archivo de texto llamado

("orbitalelements.txt”,”w”). Se hace necesario aclarar que en este trabajo se quiere
observar perturbaciones seculares, las cuales se dan en largos periodos de tiempo, por
tanto se toman como minimo 1 millén de anos. El cédigo del programa toma cada dato
como si este correspondiese a un dia, asi que para 1 millén de anos se reproducen 366
millones de datos, por lo cual el programa solamente guarda en archivo las iteraciones
correspondientes a 1000 anos. Estos datos son graficados después en gnuplot, donde se
puede ver la variacion temporal de cada uno de los elementos orbitales o la forma de la

Orbita en coordenadas cartesianas tridimensionales.

El cédigo Perturba se mira en su totalidad en el ANEXO C.
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6 RESULTADOS

Haciendo uso del cédigo perturba y tomando como cuerpo perturbador el planeta
Jupiter, se puede observar la evoluciéon temporal de los elementos orbitales de cuer-
pos con masas despreciables (asteroides). Con los datos obtenidos del programa, se
realiza un grafico en el plano de la inclinacién contra tiempo y de la excentricidad con-
tra tiempo (el tiempo esta tomado en anos). Si las variaciones en la 6rbita corresponden
a perturbaciones seculares como la propuesta por Yhosihide Kozai, se observan los cam-
bios en la d6rbita de los asteroides estudiados de manera ciclica ocasionados por la masa

perturbadora.

Las siguientes figuras muestran la evolucién de la inclinacion y al excentricidad de las

condiciones iniciales de los cuerpos que se observan en el cuadro [6.1]

Figura 6.1: Pertubacion secular para cuerpo a 3 UA con alta inclinacion correspondiente
a la investigacion
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Figura 6.2: Pertubacién secular para cuerpo a 3 UA con baja inclinacion correspondiente
a la investigacion

Figura 6.3: Pertubacién secular para el asteroide MIDAS, aplicacion de un asteroide
real

Figura 6,1

En esta figura se observa la inclinacién y excentricidad de un asteroide ubicado a 3 UA
con una inclinacién inicial de 45° y una alta excentricidad. Se puede ver en la figura a
como a medida que pasa el tiempo la inclinacién decae hasta un minimo de 20° mientras
que en la figura b se observa que la excentricidad tiene un maximo de 0,45 para este
mismo tiempo. La perturbacion secular que determina la libracion entre la inclinacién y
la excentricidad que se observan en las figuras a y b, estd de acuerdo la teoria propuesta
por yosihide kozai en su articulo de 1969 para cuerpos a distancias de 3 UA y con altas

inclinaciones, perturbados inicamente por la masa del planeta Jupiter.
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Figura 6.4: Acoplamiento de inclinacion y excentricidad para asteroide MIDAS

Cuadro 6.1: Datos de asteorides de prueba

DESIGNACION | EPOCA | ANOMALIA ARGUMENTO NODO INCLINACION | EXCENTRICIDAD | SEMIEJE MAYOR
Y NOMBRE MEDIA DEL PERIHELIO | ASCENDENTE
FICTICIO 1 2012 0 0 0 45 0,45 3
FICTICIO 2 2012 0 0 0 12 0,02 3
(1981) MIDAS 20120314 143,5 267,8 357,0 39,8 0,650 1,776

(4179) TOUTATIS

20120314

299,6

278,6

124,5

0,4

0,629

2,529

Figura 6,2

Esta figura corresponde a un asteroide ubicado en a la misma distancia (3AU) pero

con excentricidad e inclinaciéon baja. En la figura ¢ se observa la evolucién temporal

de la inclinacién manteniéndose practicamente constante con un valor inicial de 1,2°,

mientras que en la figura d se mira la evolucién de la excentricidad perturbada pero sin

sobrepasar valores mayores a 0,05 empezando con una excentricidad de 0,02.

Figura 6,3

En esta figura se observa la evolucién temporal del asteroides Midas, que corresponde

a un asteroide tipo NEQO’s correspondiente a un objeto estelar tipo Apollo, tiene un

semieje mayor promedio de 1,776 UA, en la figura e se observa el cambio de la ex-
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Figura 6.5: Pertubacion para el asteroide TOUTATIS donde se observa que la pertur-
bacion no corresponde al mecanismo Kozai

centricidad en un periodo de 30 mil anos con un maximo de 0,65 y un minimo de 0,3
aproximadamente. En la figura f se muestra también este cambio pero en la inclinacién
con un periodo igual, mostrando un maximo que esta entre 50 y 52 grados y un minimo

que oscila en 38 y 40 grados
Figura 6,4

En esta figura podemos ver el acoplamiento de la excentricidad y la inclinacion del
asteroide Midas, donde se observa la perturbacion secular debido al mecanismo kozai.
A méximos de inclinacion se observa minimos de excentricidad y viceversa. Esta grafica
comprueba la dindmica de perturbaciones en la orbitas de los cuerpos celestes y deja la
libracion que sufren estos cuerpos con altas inclinaciones y altas excentricidades ubica-

dos cerca de la é6rbita de nuestro planeta.

Se debe tener en cuenta que los datos de los elementos orbitales de los asteroides que
el programa usa, solamente son perturbados por la masa de Jupiter. En el anexo B se
muestran las graficas de otros asteroides tipo Apolo que tienen similares caracteristicas

al asteroide Midas.
Figura 6,5

En esta grafica se puede observar la evolucién temporal de la excentricidad en la figura
h, vy la inclinacion en la figura ¢ del asteroide Toutatis. Este es uno de los asteroides
mas representativos de la zona de asteroides tipo NEO’s. Que es considerado uno de los
cuerpos potencialmente peligrosos, ya que en diciembre de 1992 paso a una distancia de

0,02 UA, este fue asteroide fue estudiado determinante por el Observatorio Astronémico
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de la Universidad de Nariﬁo.ﬂ En la figura (i), se puede ver que existe una perturbacion,
ocasionando un cambio en la érbita del cuerpo, pero se mira que esta perturbacion no
es debida al efecto kozai, ya que no existe un acoplamiento entre los elementos orbitales

de excentricidad e inclinacién.

thttp://echo.jpl.nasa.gov/asteroids/4179- Quijano Vodniza, Alberto; Rojas Pereira, M.; Lopez, J.
P.; Reyes S, K.; Narvaez S, J.; Eraso R, L. Toutatis. Study of the 4179 Toutatis Asteroid. Universidad de
Narifio. American Astronomical Society, DPS meeting 39, 20.07; Bulletin of the American Astronomical
Society, Vol. 39, p.448
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CONCLUSIONES

= Se ha calculado los elementos orbitas de los cuerpos celestes que rotan alrededor
del Sol para largos periodos de tiempo, con ecuaciones de movimiento relativo
para tres cuerpos, teniendo en cuenta la perturbacién de la 6rbita causada por el
planeta Jupiter; y se han observado perturbaciones seculares en la inclinacién y

la excentricidad.

= Se observa en los resultados el acoplamiento que existe entre la inclinacién y la
excentricidad debido a la libraciéon producida por el mecanismo Kozai para objetos
cercanos a la tierra; este efecto es producido por la perturbacién de la masa de

Jupiter a cuerpos del sistema solar con altas inclinaciones y altas excentricidades.

= El codigo de programacion permitié observar sin problema la perturbacion cau-
sada por el planeta Jupiter de algunos asteroides. Aquellos que corresponden a
la teorfa original de Kozai con semiejes iguales a tres AU (a=3 AU) mostraron
los procesos de libraciéon correspondientes a la excentricidad y la inclinaciéon. En
especial se trabajo con asteroides tipo Apolo con semiejes aproximados a una UA
(a=1 AU), en ellos el programa no presento ninguna clase de anomalia, pero en los
asteroides que tenian semiejes menores a 1 UA, el programa presento problemas,
ya que el semieje mayor a decaia mostrando que la érbita del asteroide giraba en

espiral hacia el Sol.

» El codigo de programacion usado trabajé solamente con la perturbaciéon causada
por el planeta Jupiter, en las ecuaciones de movimiento solo se trabajo con el
problema de los tres cuerpos, aunque que los asteroides estan cercanos a la Tierra
no se resuelve estas ecuaciones con mas de una fuerza perturbadora, a pesar de

esto los datos arrojados corresponden al fenémeno de libracién de Kozai.

= Finalmente se puede concluir que el estudio de los asteroides préoximos a la tierra
NEO’s, es de suma importancia, por lo cual la perturbacion que ejerce el planeta
Jupiter es significativa y determinante a la hora de observar la deformacion y

estructura de las dérbitas de estos asteroides.
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RECOMENDACIONES

Las siguientes recomendaciones son investigaciones adicionales que se pueden hacer con
el fin de obtener una mejor idea de la forma, estructura y dindmica de las orbitas de

los cuerpos cercanos a la tierra (NEO’s).

= Solucionar por medio de métodos numéricos las ecuaciones relativas de movimien-
to para mas de tres cuerpos, con el fin de aplicar éstas al sistema solar y obtener
perturbaciones ocasionadas por mas planetas como Jupiter, Saturno, Neptuno,

Tierra etc.

» Permitir un cédigo de programacion del método Rungue- Kutta de altos 6rdenes,
con el fin de observar con mucha mayor precisién las perturbaciones seculares de

los asteroides tipo NEO’s.

= Aumentar en el cdédigo de programacion, efectos perturbativos distintos a la fuerza
ocasionada por la accién gravitacional, se podria observar asi la orbita debido a
los efectos de la no esfericidad de los planetas, los efectos de radiaciéon solar o la

perturbacion ocasionada por efectos relativistas.
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ANEXO A. Trasnformacién de coordenadas desde los vectores

fundamentales

Es necesario desarrollar la transformacion de las ecuaciones que determinan la posicién

y la velocidad en terminos de los elementos orbitales, por medio de los vectores P y Q
de la figura y haciendo uso de las ecuaciones (12.33)).

Deacuerdo a la relacion geometrica descrita en la figura los vectores P, Q, W por suce-
sivas rotaciones se peuden transformar a lso vectores unicos I, J, K a través del sistema
de angulos €2, i vy w. Paso 1 se rota el sistema I, J, K alredero de K a través del angulo
Q2 obteniendo:

I' = 4+IcosQ+ Jsin)
J = —IsinQ+ JcosQ (6.1)
K =+K
Paso 2 se rota el sistema I', J', K alredero de I’ a través del angulo ¢ obteniendo:
I/l — +I/
J" = +J cosi+ K'sini (6.2)
K' = +J sini + K’ cosi
Paso 3 se rota el sistema I”,J”, K" alredero de K’ a través del angulo w obteniendo:

P=+I"cosw+ J sinw
Q=-T"sinw+J"cosw (6.3)
W — +K”

Paso 4 al sustituir con las ecuaciones (6.1)) y las ecuaciones (6.2)) se obtine:

I" = +IcosQ+ JsinQ
J" = —IsinQcosi+ Jcoswcosi + Ksini (6.4)

K" = +IsinQsini — Jcoswsini + K cos
Paso 5 al sustituir con las ecuaciones ((6.3)) y las ecuaciones (6.4) se obtine:

P = +I(coswcos Q) — sinwsin {2 cos )
+J(coswsin Q + sinw cos 2 cos 1) (6.5)

+k(sin w sin 7)
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Q = +I(—sinwcos Q) — coswsin 2 cos i)
+J(—sinwsin  + cosw cos 2 cos )
+k(coswsini)

W = +I(+sinQsini) + J(— cos 2 sinsin i) + k(4 cos )
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ANEXO B. Cédigo del programa pertuba.c

5 Akokokskok ok sk sk ok sksk ok sk sk ok skk sk ok sksk skl ok kol kokokkokok - PERTTURB Askosk sk skesk sk sk s ks o sk sk ok sk ok ok ks s ok sk s ke sk sk s sk ok sk o ks s sk ok o
; Este programa descompone los elementos orbitales de los cuerpos cuerpos celestes y los

; convierte; en corrdenadas cartesianas heliocentricas, mediante desarrollo de metodo de

; Newton-Rapson el programa resuelve la ecuacién de Kepler para la variable E de la

; anomalia excentrica.

; con las variables x,y,z se desarrolan las ecuaciones de movimiento relativo para tres cuerpos,
tomando al sol como origen de coordenas por medio del metodo Runge-Kutta cada iteracion de este
; metodo corresponde a un dia de tiempo para cada cuerpo.

; el codigo realiza nuevamente la transformacién de corrdenadas cartesianas heliocentricas a
; elementos orbitales en cada una de las iteraciones.

; Cada dato arrojado por el programa es guardado en un archivo de texto para ser revisado y
; analizado al finalizar

PROYECTO DE GRADO

ESTUDIO DEL MECANISMO KOZAI EN ASTEROIDES PROXIMOS A LA TIERRA

Lainer Alberto Eraso Ruiz
Programa de Fisica
Universidad de Narifio
2012

3 ok ok ok ok ok ke ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ke ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ke ok sk ok ok sk o ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok

5 inclusion de libreriasskokskskskokskokoskokskok ok sk kskok sk k sk okok ok ok skook ok ok sk o ok sk ksl sk sk ok e ok sk ok sk ok sk ok ke ok sk s sk sk e ok sk sk ok sk sk s ok sk ok o ok
#include<iostream.h>

#include<conio.h>

#include<math.h>

#include<stdio.h>

#define PI 3.1415926

#define G 1

#define mc 1

;Definicion de variableskkskskkskskskskskokkskkskskkokkokkokokkok Kok Kk ok Kok ook ok ok Kok ook Kok ok Kok ook oK ok Kok ook oK ok K ok ook oK ok Kok Kok Kok o K ok K

int main()

{

FILE * pFile;

double p;

float f,ml,mi,ei,inci,ai,wi,oo0i,m;
float m2,mj,ej,incj,aj,wj,00j;

float mil,incii,wii,ooii;

float mj2,incjj,wjj,o00jj;

float xbl,ybl,xpl,ypl,dl,fl;

float xb2,yb2,xp2,yp2,d2,f2;

float px1,pyl,pzl,px2,py2,pz2,q9x1,qyl,qzl,qx2,qy2,qz2;
float ecl,ec2,rl,r2,bl,b2,epl,ep2;
float xi,yi,zi,xj,yj,zj,t,h;

float vix,viy,viz,vjx,vjz,vjy;

float ri,rj,rij,vi,vj,ET;

float kilix,kliy,k1iz,11ix,11iy,11iz;
float ki1jx,kljy,k1jz,11jx,11jy,11jz;
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float k2ix,k2iy,k2iz,12ix,12iy,12iz;
float k2jx,k2jy,k2jz,12jx,12jy,12jz;
float k3ix,k3iy,k3iz,13ix,13iy,13iz;
float k3jx,k3jy,k3jz,13jx,13jy,13jz;
float k4ix,k4iy,k4iz,14ix,14iy,14iz;
float k4jx,k4jy,k4jz,14jx,14jy,14jz;
float RVi,exi,eyi,ezi;

float RVj,exj,eyj,ezj;

float hx,hy,hz,hh,hx1,hyl,hz1,hhi;
float nxi,nyi,nxj,nyj,Ni,Nj;

float cosooi,cosooj,Nei,Nej;

float coswl,cosw2,cosei,cosej,Exci,Excj;
int r,j,i,N,pl;

sEntrada de datoskokskokskokskskokskokskosk ok skok sk ok ok sk ok s ok ok ok ok sk ok o ok 3 ok ok s ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok o ok o ok ok s ok s ok K sk ok ook ok ok ok ook ook 3 ok ok ook o ok kK

cout<<"\n CALCULO ORBITA PERTUBADA POR JUPITER \n\n\n";
cout<<"\n CONDICIONES INICIALES CUERPO 1 \n\n\n";

cout<<" ANOMALIA MEDIA :m1 ";
cin>> mil;

cout<<" EXCENTRICIDAD:ei "
cin>> ei;

cout<<" INCLINACION:inci "
cin>> incii;

cout<<" SEMIEJE MAYOR:ai ";

cin>> ai;

cout<<" ARGUMENTO DEL PERIFICO w:wi ";

cin>> wii;

cout<<" NODOD ACENDENTE:ooi ";

cin>> ooii;

cout<<" MASA:mi ";

cin>> mi;

cout<<"\n CONDICIONES INICIALES CUERPO 2 \n\n\n";

cout<<" ANOMALIA MEDIA :m2 ";

cin>> mj2;

cout<<" EXCENTRICIDAD:ej ";

cin>> ej;

cout<<" INCLINACIGN:incj "

cin>> incjj;

cout<<" SEMIEJE MAYOR:aj ";

cin>> aj;

cout<<" ARGUMENTO DEL PERIFICO w:wj ";
cin>> wjj;

cout<<" NODOD ACENDENTE:ooj ";

cin>> 00jj;

cout<<" MASA:mj ";

cin>> mj;

cout<<" Enter the value of t: ";
cin>> t;

cout<<" Enter the count : \n\n ";
cin>> p;

cout<<" Enter the value of N: \n\n ";
cin>> N;

m1=mil*PI/180;
inci=incii*PI/180;
wi=wii*PI/180;
00i=00ii*PI/180;

m2=mj2*PI/180;
incj=incjj*PI/180;
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wj=wjj*PI/180;
00j=00jj*PI/180;

;Metodo Neton -Rapson a la ecuacidn de Keplerskskkkskssskskkkkokskskokskokkkokokkokokokk ok kokkokokok

ecl = ml;

ec2 = m2;

for (j = 1;j<=100;j++)
{

ecl = ecl - (ecl - ei * sin(ecl) - ml1) / (1 - ei * cos(ecl));
ec2 = ec2 - (ec2 - ej * sin(ec2) - m2) / (1 - ej * cos(ec2));

Trasnformacién elementos orbitales a coordenas cartesianasskikskskskskskskskskskskkskkkkskkk
bl = ai * sqrt(l - eixei);

rl = ai * (1 - ei * cos(ecl));

epl = (1 / r1) * sqrt((1 + mi) / ai);
xbl = ai * (cos(ecl) - ei);

ybl = bl * sin(ecl);

xpl = -ai * epl * sin(ecl);

ypl = bl * epl * cos(ecl);

b2

aj * sqrt(l - ej*ej);

r2 = aj * (1 - ej * cos(ec2));

ep2 = (1 / r2) * sqrt((1 + mj) / aj);
xb2 = aj * (cos(ec2) - ej);

yb2 = b2 * sin(ec2);

xp2 = -aj * ep2 * sin(ec2);

yp2 = b2 * ep2 * cos(ec2);

pxl = cos(wi) * cos(ooi) - sin(wi) * sin(ooi) * cos(inci);
pyl = cos(wi) * sin(ooi) + sin(wi) * cos(ooi) * cos(inci);
pzl = sin(wi) * sin(inci);

gxl = -sin(wi) * cos(ooi) - cos(wi) * sin(ooi) * cos(inci);
qyl = -sin(wi) * sin(ooi) + cos(wi) * cos(ooi) * cos(inci);
gzl = cos(wi) * sin(inci);

px2 = cos(wj) * cos(ooj) - sin(wj) * sin(ooj) * cos(incj);
py2 = cos(wj) * sin(ooj) + sin(wj) * cos(ooj) * cos(incj);
pz2 = sin(wj) * sin(incj);

gx2 = -sin(wj) * cos(ooj) - cos(wj) * sin(ooj) * cos(incj);
qy2 = -sin(wj) * sin(ooj) + cos(wj) * cos(ooj) * cos(incj);
qz2 = cos(wj) * sin(incj);

xi=xbl*pxl+ybl*qgx1l;
yi=xbl*pyl+yblxqyl;
zi=xbl*pzl+ybl*qzl;

vix = xpl * pxl + ypl * gx1;

viy = xpl * pyl + ypl * qyl;
viz = xpl * pzl + ypl * qgzl;

Xj xb2 * px2 + yb2 * qx2;
v xb2 * py2 + yb2 * qy2;
zj = xb2 * pz2 + yb2 * qz2;

Vjx = Xxp2 * px2 + yp2 * qx2;

Vjy = xp2 * py2 + yp2 * qy2;
vjz = xp2 * pz2 + yp2 * qz2;
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ri = sqrt(xi * xi + yi * yi + zi * zi);
rj = sqrt(xj * xj + yj * yj + zj * 2j);
rij = sqrt((xj - xi) * (xj - xi) + (yj - yi) * (yj - yi) + (zj - zi) * (zj - zi));

vi sqrt(vix * vix + viy * viy + viz * viz);
vj sqrt(vjix * vjx + vjy * vjy + vjzx vjz);
ET = (mi * vi * vi +mj * vj * vj) / 2 - (mi / ri +mj / rj +mi *mj / rij);

;Metodo rungue-kutta para las ecuaciones de movimientokikkkkkksksskskokkkkokskokokokokkkokkokokokokk ok ok
h = (0.017202099 / 24) * t; \\funcién de paso

pFile = fopen ("orbitalelements.txt","w");

for (i=1; i<=N;i++)

{

\\xi

klix = h*vix;

11ix = h*(-G*(mc+mi)*xi/pow(sqrt (xi*xi+yixyi+zi*zi),3)

+G*mj* ((xj-xi) /pow(sqrt ((xj-xi)*(xj-xi)+(yj-yi) *(yj-yi) +(zj-zi) *(zj-zi)),3)
~xj/pow(sqrt (xj*xj+yj*yj+zj*z3),3)));

kiliy = hxviy;

11iy = h*(-Gx(mc+mi)*yi/pow (sqrt (xi*xi+yi*yi+zix*zi),3)

+G*mj* ((yj-yi) /pow(sqrt ((xj-xi)* (xj-xi)+(yj-yi)*(yj-yi)+(zj-zi) *(zj-zi)),3)
—y3/pow (sqrt (xj*xj+yj*yj+zj*zj),3)));

kliz = hxviz;

11iz = h*(-Gx(mc+mi)*zi/pow(sqrt (xi*xi+yi*yi+zix*zi),3)

+Gxmj* ((zj-zi) /pow(sqrt ((xj-xi)*(xj-xi)+(yj-yi) *(yj-yi)+(zj-zi) *(zj-zi)),3)
~zj/pou(sart (xj*xj+yi*yi+zi*zi),3)));

// xj

kiljx = h*vjx;

11jx = h*(-G*(mc+mj)*xj/pow(sqrt (xj*xj+yj*yj+zj*zj),3)

+G*mix* ((xi-xj) /pow(sqrt ((xj-xi)*(xj-xi)+(yj-yi) *(yj-yi)+(zj-zi)*(zj-zi)),3)
-xi/pow(sqrt (xi*xi+yi*yi+zi*zi),3)));

k1ljy = hxvjy;

11jy = h*x(-G*(mc+mj)*yj/pow(sqrt (xj*xj+yj*yj+zj*zj),3)

+G*mi* ((yi-yj)/pow(sqrt ((xj-xi)*(xj-xi)+(yj-yi)*(yj-yi)+(zj-zi) *(zj-zi)),3)
-yi/pow(sqrt (xi*xi+yi*yi+zi*zi),3)));

kljz = h*vjz;

11jz = h*x(-G*(mc+mj)*zj/pow(sqrt (xj*xj+yj*yj+zj*zj),3)

+G*mi* ((zi-zj) /pow(sqrt ((xj-xi)*(xj-xi)+(yj-yi)*(yj-yi)+(zj-zi) *(zj-zi)),3)
-zi/pow(sqrt (xi*xi+yi*xyi+zi*zi),3)));

//xi

k2ix = h*x(vix+11ix/2);

12ix = h*(-G*(mc+mi)*(xi+k1ix/2)/pow(sqrt ((xi+klix/2)*(xi+klix/2)

+(yi+kliy/2) *(yi+k1iy/2)

+(zi+k1iz/2)*(zi+k1iz/2)),3)

+Gxmj* ((xj+k1jx/2-xi-k1ix/2) /pow(sqrt ((xj+kljx/2-xi-k1ix/2)*(xj+k1jx/2-xi-k1ix/2)
+(yj+k1jy/2-yi-kliy/2)*(yj+k1jy/2-yi-k1iy/2)+(zj+k1jz/2-zi-kliz/2) *(zj+kljz/2-zi-
k1iz/2)),3)-(xj+k1jx/2) /pow(sqrt ((xj+k1jx/2)* (xj+k1jx/2)+(yj+k1jy/2) *(yj+k1jy/2)
+(zj+k1jz/2)*(zj+k1jz/2)),3)));

k2iy = h*(viy+11iy/2);

12iy = h*(-G*(mc+mi)*(yi+k1iy/2) /pow(sqrt ((xi+klix/2)* (xi+k1ix/2)

+(yi+kliy/2)*(yi+k1iy/2)

+(zi+k1iz/2) *(zi+k1iz/2)),3)

+Grmij* ((yj+k1jy/2-yi-k1iy/2) /pow (sqrt ((xj+k1jx/2-xi-k1ix/2)* (xj+k1jx/2-xi-k1ix/2)
+(yj+kljy/2-yi-k1iy/2)*(yj+k1jy/2-yi-k1iy/2)+(zj+k1jz/2-zi-k1iz/2) *(zj+kljz/2-zi-k1iz/2)),3)
-(yj+k1jy/2) /pow(sqrt ((xj+k1jx/2)*(xj+k1jx/2)+(yj+k1jy/2) *(yj+k1jy/2)
+(zj+k1jz/2)*(2j+k1jz/2)),3)));
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k2iz = hx(viz+11iz/2);

12iz = h*(-G*(mc+mi)*(zi+k1iz/2) /pow(sqrt ((xi+klix/2)*(xi+k1lix/2)+(yi+kliy/2)*(yi+kliy/2)
+(zit+k1iz/2)*(zi+k1iz/2)),3)

+G*mj* ((zj+k1jz/2-zi-k1iz/2) /pow(sqrt ((xj+kljx/2-xi-k1ix/2)*(xj+k1jx/2-xi-k1ix/2)
+(yj+kljy/2-yi-k1iy/2) *(yj+kljy/2-yi-k1iy/2)+(zj+kljz/2-zi-k1iz/2) *(zj+kljz/2-zi-k1iz/2)) ,3)-
(zj+k1jz/2) /pow(sqrt ((xj+k1jx/2)*(xj+k1jx/2)+(yj+k1jy/2) *(yj+k1jy/2)
+(zj+k1jz/2)*(zj+k1jz/2)),3)));

// xj

k2jx = hx(vjx+11jx/2);

12jx = h*(-G*(mc+mj)*(xj+k1jx/2) /pow(sqrt ((xj+ki1jx/2)*(xj+k1ljx/2)
+(yj+k1jy/2)*(yj+k1jy/2)+(zj+k1jz/2) *(zj+k1jz/2)) ,3)

+Gxmi* ((xi+k1lix/2-xj-k1jx/2)/pow(sqrt ((xj+kljx/2-xi-k1ix/2)*(xj+k1jx/2-xi-k1ix/2)
+(yj+kljy/2-yi-k1iy/2)*(yj+k1jy/2-yi-k1iy/2)+(zj+k1jz/2-zi-k1iz/2) *(zj+kljz/2-zi-k1iz/2)),3)
- (xi+k1ix/2) /pow(sqrt ((xi+k1ix/2)*(xi+k1ix/2)+(yi+k1iy/2)*(yi+kliy/2)
+(zi+k1iz/2)*(zi+k1iz/2)),3)));

k2jy = hx(vjy+11jy/2);

12jy = h*(-G*(mc+mj) *(yj+k1jy/2) /pow(sqrt ((xj+k1jx/2) * (xj+k1jx/2)+(yj+kljy/2) *(yj+kljy/2)
+(zj+k1jz/2)*(zj+k1jz/2)),3)

+G*mi* ((yi+k1liy/2-yj-k1jy/2) /pow(sqrt ((xj+kl1jx/2-xi-klix/2)*(xj+k1ljx/2-xi-k1ix/2)
+(yj+k1jy/2-yi-k1iy/2)* (yj+k1jy/2-yi-k1iy/2)+(zj+k1jz/2-zi-k1iz/2) * (zj+k1jz/2-zi-k1iz/2)) ,3)
- (yi+k1liy/2)/pow(sqrt ((xi+k1ix/2)* (xi+klix/2)+(yi+kliy/2)*(yi+kliy/2)

+(zi+k1iz/2) *(zi+k1iz/2)),3)));

k2jz = hx(vjz+11jz/2);

12jz = h*x(-G*(mc+mj)*(zj+k1jz/2) /pow(sqrt ((xj+k1jx/2)*(xj+kljx/2)+(yj+kljy/2) *(yj+k1ljy/2)
+(zj+k1jz/2) *(zj+k1jz/2)) ,3)

+Gxmi* ((zi+k1liz/2-zj-k1jz/2) /pow(sqrt ((xj+kljx/2-xi-k1ix/2)*(xj+k1jx/2-xi-k1ix/2)
+(yj+kljy/2-yi-k1iy/2)*(yj+k1jy/2-yi-k1iy/2)+(zj+k1jz/2-zi-k1iz/2) *(zj+kljz/2-zi-k1iz/2)),3)
-(zi+k1iz/2) /pow(sqrt ((xi+k1ix/2)*(xi+k1ix/2)+(yi+k1liy/2)*(yi+kliy/2)

+(zi+k1iz/2) *(zi+k1iz/2)),3)));

//xi

k3ix = h*(vix+12ix/2);

13ix = h*x(-G*(mc+mi)*(xi+k2ix/2) /pow(sqrt ((xi+k2ix/2)* (xi+k2ix/2)

+(yi+k2iy/2)*(yi+k2iy/2)

+(zi+k2iz/2) *(zi+k2iz/2)),3)

+G*mj* ((xj+k2jx/2-x1-k2ix/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2-xi-k2ix/2) * (xj+k2jx/2-xi-k2ix/2)
+(yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) *(yj+k2jy/2-yi-k2iy/2)+(zj+k2jz/2-2zi-k2iz/2) *(zj+k2jz/2-2zi-k2iz/2)) ,3)
-(xj+k2jx/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2) * (xj+k2jx/2)+(yj+k2jy/2) * (yj+k2jy/2)

+(zj+k2jz/2) *(zj+k2jz/2)),3)));

k3iy = h*(viy+12iy/2);

13iy = h*(-G*(mc+mi)* (yi+k2iy/2) /pow(sqrt ((xi+k2ix/2)*(xi+k2ix/2)+(yi+k2iy/2)*(yi+k2iy/2)
+(zi+k2iz/2) *(zi+k2iz/2)),3)

+Gxmj* ((yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2-xi-k2ix/2) * (xj+k2jx/2-xi-k2ix/2)
+(yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) *(yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) +(zj+k2jz/2-2zi-k2iz/2) * (zj+k2jz/2-zi-k2iz/2)) ,3)
- (yj+k2jy/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2) * (xj+k2jx/2) +(yj+k2jy/2) * (yj+k2jy/2)
+(zj+k2jz/2)*(zj+k2jz/2)),3)));

k3iz = hx(viz+12iz/2);

13iz = h*(-Gx(mc+mi)*(zi+k2iz/2) /pow(sqrt ((xi+k2ix/2)* (xi+k2ix/2)+(yi+k2iy/2)* (yi+k2iy/2)
+(zi+k2iz/2) *(zi+k2iz/2)),3)

+G*mj* ((zj+k2jz/2-zi-k2iz/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2-xi-k2ix/2) * (xj+k2jx/2-xi-k2ix/2)
+(yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) * (yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) +(zj+k2jz/2-2zi-k2iz/2) * (zj+k2jz/2-zi-k2iz/2)) ,3)
-(zj+k2jz/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2) * (xj+k2jx/2) +(yj+k2jy/2) * (yj+k2jy/2)
+(zj+k2jz/2)*(zj+k2jz/2)),3)));

//xj

k3jx = hx(vjx+12jx/2);

13jx = h*(-G*(mc+mj) * (xj+k2jx/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2) * (xj+k2jx/2) +(yj+k2]jy/2) * (yj+k2jy/2)
+(zj+k2jz/2)*(zj+k2jz/2)),3)

+G*mi* ((xi+k2ix/2-xj-k2jx/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2-xi-k2ix/2)* (xj+k2jx/2-xi-k2ix/2)
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+(yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) * (yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) +(zj+k2jz/2-2zi-k2iz/2) *(z]+k2jz/2-2zi-k2iz/2)) ,3)
- (xi+k2ix/2) /pow(sqrt ((xi+k2ix/2)* (xi+k2ix/2)+(yi+k2iy/2)*(yi+k2iy/2)
+(zi+k2iz/2) *(zi+k2iz/2)),3)));

k3jy = hx(vjy+12jy/2);

13jy = h*(-G*(mc+mj) *(yj+k2jy/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2) * (xj+k2jx/2) +(yj+k2jy/2) * (yj+k2jy/2)
+(zj+k2jz/2) *(zj+k2jz/2)) ,3)

+G*mi* ((yi+k2iy/2-yj-k2jy/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2-xi-k2ix/2)* (xj+k2jx/2-xi-k2ix/2)
+(yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) *(yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) +(zj+k2jz/2-2zi-k2iz/2) * (zj+k2jz/2-zi-k2iz/2)) ,3)
- (yi+k2iy/2)/pow(sqrt ((xi+k2ix/2)* (xi+k2ix/2)+(yi+k2iy/2)* (yi+k2iy/2)

+(zi+k2iz/2) *(2i+k2iz/2)),3)));

k3jz = h*(vjz+12jz/2);

13jz = h*(-G*(mc+mj)*(zj+k2jz/2) /pow(sqrt ((xj+k2jx/2) *(xj+k2jx/2)+(yj+k2jy/2) *(yj+k2jy/2)
+(zj+k2jz/2) * (zj+k2jz/2)) ,3)

+GHmi* ((zi+k2iz/2-zj-k2jz/2) /pow (sqrt ((xj+k2jx/2-xi-k2ix/2) * (xj+k2jx/2-xi-k2ix/2)
+(yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) *(yj+k2jy/2-yi-k2iy/2) +(2j+k2jz/2-2zi-k2iz/2) * (zj+k2jz/2-zi-k2iz/2)) ,3)
-(zi+k2iz/2) /pow(sqrt ((xi+k2ix/2)* (xi+k2ix/2)+(yi+k2iy/2)* (yi+k2iy/2)

+(zi+k2iz/2) *(zi+k2iz/2)),3)));

//xi

k4ix =h*(vix+13ix);

14ix =h*(-G*(mc+mi)* (xi+k3ix) /pow(sqrt ((xi+k3ix)*(xi+k3ix)+(yi+k3iy)*(yi+k3iy)
+(zi+k3iz) *(zi+k3iz)),3)

+Gxmj* ((xj+k3jx-xi-k3ix) /pow(sqrt ((xj+k3jx-xi-k3ix)*(xj+k3jx-xi-k3ix)
+(yj+k3jy-yi-k3iy) *(yj+k3jy-yi-k3iy)+(zj+k3jz-zi-k3iz) * (zj+k3jz-zi-k3iz)),3)

- (xj+k3jx) /pow(sqrt ((xj+k3jx) * (xj+k3jx)+(yj+k3jy) *(yj+k3jy)+(zj+k3jz) *(2j+k3jz)),3)));

k4iy =h*(viy+13iy);

14iy =h*(-G*(mc+mi)* (yi+k3iy) /pow(sqrt ((xi+k3ix)* (xi+k3ix)+(yi+k3iy)*(yi+k3iy)
+(zi+k3iz) *(zi+k3iz)),3)

+Gxmj* ((yj+k3jy-yi-k3iy) /pow(sqrt ((xj+k3jx-xi-k3ix)*(xj+k3jx-xi-k3ix)
+(yj+k3jy-yi-k3iy) *(yj+k3jy-yi-k3iy)+(zj+k3jz-zi-k3iz) * (zj+k3jz-zi-k3iz)),3)

- (yj+k3jy) /pow(sqrt ((xj+k3jx) * (xj+k3jx)+(yj+k3jy) *(yj+k3jy)+(zj+k3jz) *(2j+k3jz)),3)));

k4iz =h*(viz+13iz);

14iz =h*(-G* (mc+mi)* (zi+k3iz) /pow(sqrt ((xi+k3ix)*(xi+k3ix)+(yi+k3iy)*(yi+k3iy)
+(zi+k3iz) *(zi+k3iz)),3)

+Gxmj* ((zj+k3jz-zi-k3iz) /pow(sqrt ((xj+k3jx-xi-k3ix)*(xj+k3jx-xi-k3ix)
+(yj+k3jy-yi-k3iy) *(yj+k3jy-yi-k3iy)+(zj+k3jz-zi-k3iz) * (zj+k3jz-zi-k3iz)),3)
-(yj+k3jy) /pow(sqrt ((xj+k3jx) *(xj+k3jx)+(yj+k3jy) *(yj+k3jy) +(zj+k3jz) *(zj+k3jz)),3)));

//%3

k4jx = h*(vjx+13jx);

14jx = h*(-G*(mc+mj)* (xj+k3jx) /pow(sqrt ((xj+k3jx) * (xj+k3jx)+(yj+k3jy) * (yj+k3jy)
+(zj+k3jz) *(zj+k3jz)) ,3)

+Gxmi* ((xi+k3ix-xj-k3jx)/pow(sqrt ((xj+k3jx-xi-k3ix)*(xj+k3jx-xi-k3ix)
+(yj+k3jy-yi-k3iy) *(yj+k3jy-yi-k3iy)+(zj+k3jz-zi-k3iz) *(zj+k3jz-zi-k3iz)),3)

- (xi+k3ix) /pow(sqrt ((xi+k3ix)* (xi+k3ix)+(yi+k3iy)*(yi+k3iy)+(zi+k3iz)*(zi+k3iz)),3)));

k4jy = hx(vjy+13jy);

14jy = h*(-G*(mc+mj)*(yj+k3jy) /pow(sqrt ((xj+k3jx)* (xj+k3jx)+(yj+k3jy) *(yj+k3jy)
+(zj+k3jz) *(zj+k3jz)),3)

+Gxmix ((yi+k3iy-yj-k3jy)/pow(sqrt ((xj+k3jx-xi-k3ix)*(xj+k3jx-xi-k3ix)
+(yj+k3jy-yi-k3iy) *(yj+k3jy-yi-k3iy)+(zj+k3jz-zi-k3iz) *(zj+k3jz-zi-k3iz)) ,3)

- (xi+k3ix) /pow(sqrt ((xi+k3ix)* (xi+k3ix)+(yi+k3iy)*(yi+k3iy)+(zi+k3iz)*(zi+k3iz)),3)));

k4jz = hx(vjz+13jz);

14jz = h*(-G*(mc+mj)*(zj+k3jz) /pow(sqrt ((xj+k3jx)* (xj+k3jx)+(yj+k3jy) * (yj+k3jy)

+(zj+k3jz) *(zj+k3jz) ) ,3) +G*mix* ((zi+k3iz-zj-k3jz) /pow(sqrt ((xj+k3jx-xi-k3ix)* (xj+k3jx-xi-k3ix)
+(yj+k3jy-yi-k3iy)*(yj+k3jy-yi-k3iy)+(zj+k3jz-zi-k3iz) *(zj+k3jz-zi-k3iz)),3)

- (xi+k3ix)/pow(sqrt ((xi+k3ix)* (xi+k3ix)+(yi+k3iy)* (yi+k3iy)+(zi+k3iz)*(zi+k3iz)),3)));

xi=xi+(k1lix+2*k2ix+2*xk3ix+k4ix)/6;
xj=xj+(kljx+2xk2jx+2xk3jx+k4jx) /6;
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vix=vix+(11ix+2%12ix+2%13ix+14ix)/6;
vjx=vjx+(11jx+2%12jx+2*13jx+14jx)/6;
yi=yi+(kliy+2+k2iy+2%k3iy+kdiy)/6;
yi=yj+ (k1 jy+2%k2jy+2*k3jy+kdiy) /6;
viy=viy+(11liy+2*12iy+2*13iy+14iy)/6;
viy=vjy+(11jy+2*12jy+2*13jy+14jy)/6;
zi=zi+(k1iz+2%k2iz+2%k3iz+k4iz)/6;
zj=zj+(k1jz+2xk2jz+2xk3jz+k4jz) /6;
viz=viz+(11iz+2%12iz+2%13iz+14iz)/6,
vjz=vjz+(11jz+2%12jz+2x13jz+14jz) /6;

ri=sqrt(xi*xi+yixyi+zi*zi);
rj=sqrt(xj*xj+yj*yj+zj*zj);
rij=sqrt ((xj-xi)*(xj-xi)+(yj-yi)*(yj-yi)+(zj-zi) *(zj-zi));

vi=sqrt (vix*vix+viy*viy+viz*viz);
vj=sqrt (vjx*vjx+vjy*vjy+vjz*vjz) ;

RVi=xi*vix+yi*viy+zi*viz;
;trasnformacién de coordenadas cartesianas a elementos orbitalesskkkskskskskskskokskkskskokkokkkokkokkkkkk

; Calculo de excentricidad*x*xikk

exi=(vi*vi/(1+mi)-1/ri)*xi-(RVi/ (1+mi))*vix;
eyi=(vi*vi/(1+mi)-1/ri)*yi-(RVi/(1+mi))*viy;
ezi=(vi*vi/(1+mi)-1/ri)*zi-(RVi/ (1+mi))*viz;

ei=sqrt(exi*exiteyi*eyi+ezi*ezi);
RVj=xj*vjx+yj*vjy+zj*vjz;

exj=(vj*vj/(1+ mj)-1/rj)*xj-(RVj/(1+mj)) *vjx;
eyj=(vj*vj/(1+ mj)-1/rj)*yj-(RVj/(1+mj)) *vjy;
ezj=(vj*vj/(1+ mj)-1/rj)*zj-(RVj/(1+mj) ) *vjz;

ej=sqrt(exjxexj+eyj*eyjtezj*ezj);

;Calculo de momento angular hxkkk**
hx=yi*viz-zi*viy;
hy=zi*vix-xi*viz;
hz=xi*viy-yi*vix;

hxl=yj*vjz-zj*vjy;
hyl=zj*vjx-xj*vjz;
hzl=xj*vjy-yj*vjx;

hh=sqrt (hx*hx+hz*hz+hy*hy) ;
hhi=sqrt (hx1*hx1+hz1*hz1+hyl*hyl) ;

;calculo de inclinacionk*kkkkxk

inci=(-atan((hz/hh)/(sqrt (1-(hz/hh)*(hz/hh))))+1.5707963263)*180/PI;
incj=(-atan((hz1/hh1)/(sqrt(1-(hz1/hh1)*(hz1/hh1))))+1.5707963263)*180/PI;
;calculo de semieje mayorkkkiikkkkk

ai=(ri*(mc+mi))/(2* (mc+mi)-ri*vi*vi);

aj=(rj*(mc+mj))/(2*(mc+mj) -rj*vj*vj);

ET=(mi*vi*vi+mj*vj*vj)/2-(mi/ri+mj/rj+mi*mj/rij);

;calculo de Nodo ascendente sk kskkkkkkkk

nxi = -hy;
nyi = hx;

nxj = -hyl;
nyj = hxi;

Ni = sqrt(nxi*nxi + nyi*nyi);
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Nj = sqrt(nxj*nxj + nyj*nyj);

cosooi = nxi / Ni;
cosooj = nxj / Nj;
ooi = (-atan((cosooi) / (sqrt(1l - (cosooi)*(cosooi)))) + 1.5707963263) * 180 / PI;
ooj = (-atan((cosooj) / (sqrt(1 - (cosooj)*(cosooj)))) + 1.5707963263) * 180 / PI;

;calculo de argumento defil periheliokkkkkkksikkkk
Nei = (nxi * exi + nyi * eyi) / (Ni * ei);
Nej = (nxj * exj + nyj * eyj) / (Nj * ej);

coswl = Nei;
cosw2 = Nej;
wi = (-atan((Nei) / (sqrt(1 - (Nei)*(Nei)))) + 1.5707963263) * 180 / PI;
wj = (-atan((Nej) / (sqrt(l - (Nej)*(Nej)))) + 1.5707963263) * 180 / PI;

;calculo de anomalia mediakkkkkkkskkskokskokkkkkkkkkhkkk

cosei = (1 / ei) - ri / ((ai * ei));

Exci = -atan((cosei) / (sqrt(1l - (cosei)*(cosei)))) + 1.5707963263;
cosej = (1 / ej) - (xrj / (aj * ej));

Excj = -atan((cosej) / (sqrt(1 - (cosej)*(cosej)))) + 1.5707963263 ;

ml = (Exci - ei * sin(Exci)) * 180 / PI;
m2 = (Excj - ej * sin(Excj)) * 180 / PI;

;datos de salidaskokskokskskokskokskokokskokskok sk ok ok s ok s ok ok sk ok s ok ok ok ok o ok s ok ok s ok s ok ok sk ok ook ok ok ook ook K sk ok ook ok sk ok ook ok ok sk ok ook sk ok k

p=p+1;
if (i==1)
{

}
else
{
p1=i%366000;
if (p1==1)
{
\\ salida de datos
printf(" %.1f %f %f %f %f %f Yf Yf\n ",p,ei,inci,ET,ai,wi,oo0i);
fprintf (pFile, " hd  ho1f GE KE GE U WE UE \n ",i,p,ei,inci,ET,ai,wi,o0i,xi,yi,zi);

}

printf (" %f %f Uf Uf Uf Af Uf Uf Uf Uf %f \n ",ml,m2,ei,incj,aj,wj,ooj,nxi,nyi,nxj,nyj);
fclose (pFile);

cin>> m;

return(0);

getch();

}
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ANEXO C. Asteroides cercanos a la tierra NEQO’s

Figura 6.6: Ubicacién Asteroides NEO’s tomada de la pagina de nasa

La poblacion de pequenos objetos asteroidales que vagan por el sistema solar, interno
es interesante por muchos motivos. En primer lugar, los asteroides cercanos representan
una posible fuente de meteoritos y de proyectiles capaces de generar los grandes crateres
y las estructuras de impacto que se observan en la Luna y en los cuatro planetas ter-
restres; conocer el nimero de los proyectiles en los distintos intervalos de dimensiones
y la distribucion de sus parametros orbitales puede servir para determinar con mayor
precisiéon la frecuencia de los impactos y contribuir, indirectamente a la elaboracién de

una cronologia relativamente precisa de las superficies planetarias caracterizada.

Otro motivo de interés es de tipo marcadamente astronémico. A causa de las perturba-
ciones a que estan sujetas sus orbitas -ya sea durante periodos breves, por encuentros
cercanos con los planetas terrestres, o durante periodos largos, sobre todo por la influ-
encia de Jupiter-, las direcciones de los asteroides cercanos cambian continuamente de
forma cadtica, lo cual determina que no puedan sobrevivir por término medio mucho

mas de 200 millones de anos antes de chocar con un planeta.

Los asteroides cercanos se clasifican en tres categorias principales segiin sus parametros
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(o elementos) orbitales: objetos Amor, objetos Apolo y objetos Aten, por el nombre de

los tres prototipos.

En el perihelio, las érbitas de los asteroides Amor alcanzan una distancia al Sol com-
prendida entre 1,017 y 1,3 unidades astronémicas (UA). puesto que la 6rbita de la
Tierra se situa entre 0,983 y 1,017 UA del Sol, los objetos Amor llegan a atravesar la

orbita de Marte, pero no la de la Tierra.

Los objetos Apolo, en cambio, tienen en el perihelio distancias inferiores a 1,017 UA
y, por lo tanto, pueden atravesar la 6rbita de la Tierra; sin embargo, su semieje mayor

supera 1 UA, lo cual significa que su periodo orbital dura méas de un ano.

Finalmente, los objetos Aten (desconocidos hasta 1976) tienen un semieje mayor infe-
rior a 1 UA y, en consecuencia, pasan la mayor parte del tiempo en la zona de espacio

interior a la érbita terrestre

2Tomado de la pagina de nasa: http://neo.jpl.nasa.gov/neo/
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Cuadro 6.2: Condiciones iniciales asteorides NEQO’s

DESIGANCION | EPOCA | ANOMALIA ARGUMENTO NODO INCLINACION | EXCENTRICIDAD | SEMIEJE MAYOR
Y NOMBRE MEDIA DEL PERIHELIO | ASCENDENTE
(4257) Ubasti 20120314 176,1 278,9 169,2 40,7 0,468 1,647
1999 DK3 20120314 48,7 103,0 149,8 43,1 0,444 2,11
2001 RM 20110208 292,4 118,0 223,7 36,6 0,485 2,253
2011 BZ18 20120314 67,5 253,6 298,3 13,8 0,705 3,027

ANEXO D. Aplicacion del codigo de programacion pertuba.c a asteroides

tipo NEO’s

Se aplica el codigo de programacion a algunos asteroides cercanos a la tierra para obser-

var la pertubacién secular ocaciona por el mecanismo Kozai.Los datos de las condiciones

inicales estan consigandos en el cuadro [6.2

Figura 6.7: Evolucion temporal de la excentricidad de Ubasti
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Figura 6.8: Evoluciéon temporal de la inclinacién de Ubasti

Figura 6.9: Acoplamiento excentricidad-inclinacién Ubasti

Figura 6.10: Evolucién temporal de la excentricidad de 1999DK3



Figura 6.11: Evolucién temporal de la inclinacion de 1999DK3

Figura 6.12: Acoplamiento excentricidad-inclinacion 1999DK3

Figura 6.13: Evolucion temporal de la excentricidad de 2001RM
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Figura 6.14: Evolucién temporal de la inclinaciéon de 2001RM

Figura 6.15: Acoplamiento excentricidad-inclinaciéon 2001RM

ECCENTRICITY 2011BZ18
0.75 T T T T T T

=
o

eccentricity

=
= 5
B wn
i A
T T
I I

=

.

n
T
L

0.4 L L L L L L L L L
1] 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 &00000 900000 le+00

time (years)

Figura 6.16: Evolucién temporal de la excentricidad de 2011BZ18
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Figura 6.17: Evolucién temporal de la inclinaciéon de 2011BZ18

Figura 6.18: Acoplamiento excentricidad-inclinacion 2001RM
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