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Semblanza de

Vicente Erdulfo
Ortega Patino

En una parcela del sur que Aurelio Arturo llamé los paises de Colombia, donde el
verde es de todos los colores, y que ahora se llama Guaitarilla (Cesto de flores),
nacid Vicente Erdulfo el 17 de octubre de 1944. Realizé sus estudios primarios y
secundarios en este municipio del departamento de Narifo. La Universidad de Na-
rifo le confirié el titulo de Licenciado en Educacién, con especialidad en Matema-
ticas y Fisica, el 17 de agosto de 1972.

Tan pronto obtuvo el titulo, inicia su labor docente en el INEM de Pasto, desde el
17 de noviembre de 1972 hasta el 26 de septiembre de 1973, y desde el 16 de no-
viembre de 1973 hasta el 31 de julio de 1974 en el colegio Policarpa Salavarrieta
de Samaniego. Desde el 5 de agosto de 1974 hasta la fecha fungié como profesor
de tiempo completo en la Universidad que lo formé. De espiritu comprometido y
de avanzada en la formacién de los profesionales profesantes de las matematicas,
se ha interesado en su formacién académica y en elevar los estandares curricula-
res de la Licenciatura en Matematicas, programa de formacién profesional, que
la Universidad de Narifio tiene como alternativa de oferta dignificante para los
jovenes de la region.

Erdulfo es reconocido como hombre de debate, preconizador de las ideas socia-
listas que emergen de las discusiones, en las que sus argumentos son claros e
irrefutables. Hombre de gran energia que ha sorteado dificultades propias de la



existencia humana en las cuales, ha resultado victorioso e indemne. Su vida fami-
liar, que conozco de forma ligera, se le acompana con dos de los tres hijos: una
de ellas persiste sus existencia en Argentina, y la otra, que lo convirtié en abuelo,
anclé sus naves en la oficiosa y desordenada Bogota, capital de nuestro pais, y a
quien acudio en la cercana etapa de la jubilacion.

“Erdulfo es reconocido como hombre de debate”
@

Preocupado y ocupado en su formaciéon académica, aduciendo que por respeto
y compromiso en la dedicacién que el ejercicio docente requiere en la formacién
de profesionales, ha participado en incontables eventos en los que se discute la
ciencia matematica y sus formas de aprendizaje. Ademas, ha trasegado su rumbo
por el pais en coloquios, seminarios y encuentros. El dltimo titulo académico que
recibié, fue el de Magister en Educacion, conferido por la Universidad del Valle
en abril de 2011; la tesis de grado se titulé Formacion de la Nocién Abstracta de
Estructura Algebraica a partir del Estudio Histdrico-Epistemoldgico de los Aportes de
Cantory Dedekind.

Mucho antes de estos estudios pos-

FORMACION DE LA MOCKRN ARSTRACTA . ree
graduales referidos a la matematica,
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incursioné como estudiante de etapa
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y padre en el cuidado de un hijo que

Tirrcrs fue apagando la luz de su existencia,
e —— vencido por la enfermedad. Tal vez esta
circunstancia, le ensef6 a Erdulfo a ver en cada chico que entra a su aula, en cada

uno de sus estudiantes, la posible imagen portentosa de un gran académico y,



por ende, de un gran profesional. Mas que un maestro, se ha convertido en guiay
faro de todos los que han sido sus alumnos. Me encuentro entre ellos, y por estas
y otras razones, admiro su memoria, su pasidon por las matematicas, de las que
entiende a cabalidad las ramas que la componen, con su método propio y el alto
significado de los objetos y lo que ellos representan.

@
“Mds que un maestro, se ha convertido en guia y
faro de todos los que han sido sus alumnos”
o

Lector consumado, interpreta como el mas canon epistemolégico de las teorias
y esto lo ha convertido en un escritor perfeccionista. Sus escritos concienzudos,
llenos de detalles, de datos, de buena informacién distan la impronta de la prosa
por su entrega, pues justo, el sentido de no pasar por alto los detalles, sumergen
sus escritos en el lastre de la revision perpetua, a fin de que alcancen el grado de
perfecciéon que lo ameritan. Ha visto en cada libro un tesoro y tiene acufiados
en su memoria, acaso en orden jerarquico, los titulos y autores de los mejores
libros en cada una de las ramas de la matematica. Tuve la oportunidad de conocer
su biblioteca personal, y en todos los rincones de los estantes sobresalian titulos
apasionantes. En este sentido, cada uno de sus libros, es un amigo, al que asiste
con frecuencia. Ademads, en este sentido y con diligencia a reconocer, de manera
excepcional a autores colombianos, de quien recomienda su adquisicién y uso.

La capacidad de entrega, su afan per-
feccionista en las tareas, el compromiso
social que ha acufado en su espiritu se
ha hecho evidente en varias etapas de
la vida, y estos gestos se han hecho evi-
dentes en su accionar; acaso por ello,
la alta direccidn de la universidad lo ha
encargado de la administracién en car-
gos importantes: el primero de junio
de 1990 fue nombrado Vice-decano de
la Facultad de Educacién, Facultad que



por aquella época, casi constituia la mitad de la misma universidad, no solo por
la oferta de programas, sino por la cobertura estudiantil que tenia. De hecho, por
entonces, una misma carrera se ofrecia en jornadas diurna y nocturna. También, en
abril de 1994, desempeié el cargo director del Departamento de Matematicas. Vie-
ne al caso, comentar estos cargos, para reafirmar la calidad de entrega y amor por
la universidad. De modo que en su actuar, conjugaba su capacidad profesional, con
la seriedad coyuntural por su profesién de maestro y los estdndares de exigencia
que imponia como el tnico vehiculo disciplinar en el aprendizaje de la matematica.

Al mirar en retrospectiva la labor acometida en la ultima década, se vislumbra la
coherencia de su interés con el quehacer docente puesto que se ha dedicado a
las asignaturas cuyo contenido estan profundamente enraizados en lo histérico y
en lo epistemoldgico de las matematicas, de las didacticas de las ciencias y de la
pedagogia, imprimiendo en ellas el sello particular de la habilidad docente y su
basta experiencia profesional. Bajo esta cohesién de formacién adquirida y expe-
riencia ejecutada, deja como legado una serie de guias que al ser coleccionadas,
se convierten en excelentes mediadores bajo el estandarte de cosechar la forma-
cion de excelentes profesores de matematicas.

No recuerdo caso similar en la Universidad de Narifio, de un profesor que haya
cumplido a cabalidad y con decoro su ejercicio profesional docente hasta el ulti-
mo minuto posible, previo al retiro forzoso, por alcanzar la edad permitida por el
Estado.“Soy capaz de pagar, para que me dejen seguir haciendo mi labor”, aducia
con frecuencia, si bien es justo que, a una determinada altura de la vida se entre a
una etapa de sosiego y tranquilidad, que también se acompafie por beber a solas
el aprendizaje de las altas matematicas, hara falta su presencia magnifica en los
pasillos y aulas, avivando los espiritus juveniles, suscitando el entusiasmo en sus
colegas al alentar a estudiar matematicas desde la comprensién misma del signi-
ficado de sus objetos.

“Soy capaz de pagar, para que me dejen
seqguir haciendo mi labor”
o




Erdulfo deja el recuerdo de la leccién magnificente de que el esfuerzo vale la
pena y se ve al final recompensado. El empefio ejercido por él, en cada uno de
los momentos de su vida, osa de mostrarse como ejmplo y se ha convertido en
el fecundo camino seguido por varios de sus estudiantes, quienes disfrutando de
su amistad han seguido el sinuoso camino de los estudios posgraduales. Grata cir-
cunstancia, si se tiene en cuenta, que en la vida se hace posible emular lo positivo.

Los rincones del campus universitario, guardaran el recuerdo imperecedero de
sus pasos, las aulas de su sabiduria y buena voluntad y las mentes de sus pupilos,
la inquietud de su espiritu. Tanto empefio impuesto en su ejercicio profesional se
queda en los recuerdos como el signo inequivoco de no haber perdido la ilusién
de labrar el destino de los jovenes, subyugados por la esperanza de un pais mejor
y un territorio amigable.

“Gracias Erdulfo, avivaremos el fuego
de tus ensenanzas siguiendo la traza
del ejemplo brindado’.
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Introduccion

Movidos por la iniciativa de hacer de los procesos de investigacidn que ejecutan
los grupos constituidos para este fin y adscritos al Departamento de Matematicas
y Estadistica de la Universidad de Narifo, un vértice de visibilidad, se ha adoptado
la pertinente decision de establecer su produccién cientifica y académica de una
serie de textos, de la que este volumen es el primer tomo. La serie ALCANZAR:
evidencia textual de investigacién del Departamento de Matematicas, se convertira
en ejemplo inspirador para las generaciones actuales y venideras, y para que los
informes de los investigadores no se anclen en los anaqueles del olvido, haciéndose
invisibles y nada asertivos para los interesados.

GESCAS, ALTENUA y GIBIMA, como grupos de investigacién con diferentes
afluentes y lineas consolidadas han celebrado, a través de algunos de sus inte-
grantes, este compromiso que lleva la firma de la seriedad de sus productos y
de la impronta del reconocimiento social que tiene nuestro departamento como
administrador de dos programas de pregrado y tres de maestria. Gescas es un
grupo dedicado a los asuntos educativos de matematica, geometria y estadistica,
Altenua dirige su accionar en temas que van a la vanguardia de los progresos del
algebra moderna y posee la cualidad de ser un grupo interinstitucional, y Gibima,
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cubre los campos investigativos en el analisis y el ambito de la aplicacién de la
matematica en el mundo de la vida.

Esta feliz idea surge desde la impropia e inveterada circunstancia de que los
resultados de investigaciones no se apegan a las fuentes de informacién de las que
se dispone, en consecuencia, sus resultados permanecen rodeados de oscuridad
y desconocimiento. Al tiempo, la evidencia fisica de la existencia de la serie, se
convierte desde ya en un dinamizador efectivo de los procesos de investigacién y
en un adalid de reconocimiento de sus investigadores y gestores.

Este primer volumen titulado INFINITO, DIAGNOSTICO EN MLGM y PRO-
PIEDAD DE CONTINUACION UNICA mezcla los resultados de tres trabajos que
se cohesionan en una interrelacién que procura describir fendmenos naturales.

El infinito es uno de los objetos mds extrafios del mundo académico, de él,
cada humano se hace una imagen inicial e incipiente que con frecuencia es defec-
tuosa. Ya en los terrenos académicos asombra, por ejemplo, reconocer que existen
infinitos tipos de infinito y que sin su verdadera comprension e institucionalizacién
como objeto matematico, muchas teorias se tornarian oscuras e incompletas. Es
posible asegurar que solo pensando en la unidad, como gesto suspicaz, se percibe
la gestacion del infinito. Este concepto, por tanto, emerge y se hace necesario
en cada una de las teorias matemdticas y, con ello, se cruza en la interpretacién
cientifica del universo, como en el cabal entendimiento de |a teoria de la relatividad
de Einstein. En el capitulo referido al infinito, se exponen catorce ejemplos en los
que se entromete este concepto, algunos de ellos, sostenidos desde lo finito pero
cada cual, interesante y hasta divertido. Son solo catorce de los muchos ejemplos
que aparecieron como producto de la investigacidn titulada: Serie Alcanzar. Textos
para evidenciar los procesos de investigacion.

Los modelos de regresidn son usados en una gran variedad de disciplinas cientifi-
cas con el objetivo de explicar una variable respuesta en términos de otras variables
de diferente naturaleza, denominadas variables predictoras o covariables. Tenien-
do esto en mente, a lo largo de los afios han surgido diferentes tipos de modelos,
comenzando con el modelo de regresién simple con respuesta gaussiana, pasan-
do por los modelos lineales generalizados hasta modelos con caracteristicas mas
complejas como los GAMLSS (Generalized additive models for location, scale and
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shape). El uso de cada uno de estos tipos de modelos depende de las caracteristicas
inherentes a los datos, y una etapa importante en el anélisis estadistico realizado
a través de estos es la evaluacién del uso adecuado de uno u otro modelo, tal
evaluacién se denomina diagndstico y sera tema central del segundo capitulo de
este libro.

El drea de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) congrega fuerzas de tra-
bajo para el estudio de modelos tedricos y fisicos gobernados por ecuaciones que
contienen derivadas parciales en varias variables. Las EDP son modelos que inten-
tan describir o generalizar fendmenos de la naturaleza en los que variaciones de
tiempo, de espacio y de pardmetros estdn involucradas. Los modelos de EDP per-
tenecen a diferentes especialidades o dreas cientificas; como por ejemplo, modelos
no lineales de ondas en aguas rasas en dinamica de fluidos, modelos magnetohi-
drodinamicos en fisica del plasma, éptica no lineal y mecénica cudntica, modelos
integrodiferenciales en neurociencia y modelos elipticos en geometria y fenéme-
nos estacionarios. En esta investigacién se centra la atencidn en un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales que describe la evolucién de ondas de agua de
gran elongacién y pequefia amplitud. Especificamente, se pretende analizar una
propiedad de continuacién Unica de las soluciones de este tipo de sistemas de

ecuaciones.
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Capitulo 1.

Breviario de ejemplos
con el infinito

Resumen

El infinito es un objeto que reboza efectividad Matemdtica y ldgica, vértice
de paradojas y dador de vida a otros objetos como series, limites, derivadas, in-
tegrales, (...) Emerge con la concepcién de unidad y trasciende por cualquier
temdtica. En este capitulo se esbozan temas consecuentes con el infinito desde la
perspectiva de la idoneidad didactica de un proyecto de investigacién, que indaga
por el conocimiento que poseen sobre el infinito los futuros educadores matemati-
cos. Con base en el hecho de que el conocimiento de los temas de un profesor,
debe superar el conocimiento comin, se proponen los siguientes ejemplos en el
presente capitulo.
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m Introduccién

El grupo GESCAS es una unidad docente adscrita al Departamento de Ma-
tematicas de la Universidad de Narifio con una misién académica fundamentada
en la investigacion del ingreso de mediadores en el aprendizaje de diversos obje-
tos matemadticos y de indagar sobre el efecto que el disefio de estrategias meto-
doldgicas, causan dentro del progreso académico de las personas. La existencia de
Gescas, como grupo de investigacién en el dmbito de la educacién matemitica,
se acerca a las cuatro décadas y ha resultado fundamental en el decurso y vida de
la Universidad de Narifio. Una de sus mds recientes investigaciones se realizé en
torno al Conocimiento matemdatico especializado sobre el infinito en educadores
matemadticos en formacion. En ella participaron cincuenta estudiantes del progra-
ma de Licenciatura en Matemadticas quienes establecieron secuencias didicticas
para el aprendizaje del infinito como un objeto matematico de alta densidad en

Su uso.

Los investigadores, dentro de su compromiso de idoneidad investigativa, se
comprometieron a proponer ejemplos de uso del concepto dentro de diferentes
tematicas, en las cuales se sospecha poca injerencia del infinito. Ahondando en
el concepto, es ficil determinar que el infinito es un concepto inherente a la
matematica, vive en su esencia y aparece desde el mismo momento en que se
vislumbra al 1 como representacién de la unidad y, con ella, no solo se sitiia en el
orbe académico la conceptualizacién de lo infinitamente grande, sino también de lo
infinitamente pequefio. Esta argumentacion asevera que al desarraigar el infinito de
la matematica, ella se quedaria como una simple técnica de conteo, impidiendo a la
humanidad adentrarse en el paraiso que deviene de su aprovechamiento mental; no
emergeria el concepto de limite, no podriamos alcanzar a dimensionar la cabalidad
de lo eterno, ni siquiera a intentar explicar lo que seria imposible de explicar
la cadena de demds conceptos como derivada, integral ni tampoco abordar el
delicado, delicioso, pero fangoso terreno abonado por George F. Cantor con su
teoria de transfinitos.

Al decidir de la alta necesidad del concepto de infinito dentro de todas las ramas
de la matematica, se ha propuesto en este capitulo casi una docena de ejemplos
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en los que aparece el concepto como un pensamiento de inevitable ocurrencia.
Algunos de los ejemplos son propios de las elucubraciones del autor, y otros ya
son de vasto conocimiento académico, los cuales se usan y aprovechan en sentido
didactico y divulgativo.

Conceptos iniciales sobre el infinito

El concepto de infinito es uno de los constructos mas finos de la matemati-
ca, con gran historia, riqueza epistemoldgica y alta aplicabilidad en las dreas del
anélisis, algebra y légica; sin él, resulta imposible comprender las nociones de
infinitésimo, infinitamente grande, infinito actual o infinito potencial, ni grandes
teorias verificadas y establecidas como la teoria de la relatividad, la teoria del
campo unificado, entre tantas.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (San Petersburgo, 3 de marzo de 1845-
Halle, 6 de enero de 1918), matemdtico y légico ruso, de ascendencia alemana y
judia, fue quien mds trabajé la nocién del infinito actual, y por esta considera-
cién es uno de los creadores de la teoria de conjuntos, base de las matematicas
modernas. Cantor lega toda una dinastia infinita de diversos infinitos, infinitos
actuales (con todos sus elementos en acto, en totalidad), cada cual mas grande
que su predecesor. Esta dinastia fundamenta su existencia en que la suma (unién)
de todos los subconjuntos de un conjunto, tiene una cardinalidad superior a la del
conjunto original, es decir, no es posible establecer una funcién biyectiva entre
un conjunto y sus partes y, en consecuencia, poseen cardinalidad diferente. La
demostraciéon elaborada por Cantor, en el caso en el que el conjunto inicial tiene
cardinalidad infinita, utiliza el ingenioso argumento de la diagonal, mecanismo,
que fundamenta los infinitos tipos de infinitos.

El hecho de que la cardinalidad del conjunto suma de las partes de otro, supera
a la del conjunto inicial, se puede ver con un simple ejemplo; siendo A = {a, b, ¢}
el conjunto inicial o base, el conjunto suma de partes es

p(A) = {{} {a} . {b} {c} {a b} {a,c} . {b c} {a b c}}
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y puede verse que card(A) = 3, mientras que card (p(A)) =23 = 8. En general,
tiene ocurrencia que si card(A) = n, entonces card(p(A)) = 2".

La nocién de infinito arraiga asuntos paradigmaticos, Laurence Sterne crea
uno, por ejemplo, en su novela “Vida y opiniones del caballero Tristram Shandy”
en el que da cuenta de la forma en que Tristram invierte dos afios escribiendo los
recuerdos de sus dos primeros dias de vida y se pregunta si alcanza o no a escribir
toda su biografia. La respuesta obvia es que no, pero si su vida es infinita, sin
importar que se gaste un ano escribiendo los recuerdos de tan solo un dia, con
seguridad, Tristram podra escribir su autobiografia en totalidad. Esto se llama la
paradoja de Tristram Shandy, y fue creada por Bertrand Russel. Como se explicara
adelante, el infinito también compendia anomalias aritméticas de alto alcance.

El conjunto de los niimeros naturales N, tiene cardinalidad infinita, y es en la di-
nastia de los infinitos el mas pequeio, su cardinalidad es Aleph cero,
card(N) = Rg y tiene la gracia de tener infinitas partes con igual cardinalidad, por
ejemplo, todos los mdiltiplos de 19 son en su totalidad Np, puesto que se puede
establecer la correspondencia biunivoca

119, 238, 3«57, ..., n<19n,

Desde esta perspectiva, se aprecia que el conjunto de los nimeros naturales es
infinito. Pero también el conjunto de los niimeros naturales es equivalente o coor-
dinable con el conjunto de los nidmeros racionales Q. Georg Cantor demostré la
numerabilidad del conjunto de los racionales siguiendo el argumento de la diagonal
en el que se evidencia una malversacién de los naturales al rotular a los racionales
positivos, lo cual da la sensacidn de que existen mucho mas nimeros naturales que
racionales. La demostracién de Cantor inicia con la disposicién de los racionales
positivos en una matriz infinita por dos costados, como se muestra en el Cuadro
1.1, y cuenta cada uno de ellos siguiendo el camino sefialado en la Figura 1.1 lo
cual garantiza que no se deje sin contar algln racional. Mas adn, cada nimero
racional positivo queda rotulado infinitas veces con sendos nliimeros naturales y la
funcién construida f : N — Q¥ es sobreyectiva pero no inyectiva.

Por ejemplo, el racional 1 queda contado a lo largo de la diagonal principal de la
tabla de la figura 1.1 con la secuencia de nimeros naturales 1,5, 13, 25,41, 61, ...
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que es la cola inicial de la sucesién de términos cuadraticos (2n2 —2n+ 1). Esta
expresidén genera una lista infinita de naturales que cuentan al mismo racional 1,
con lo que se nota un despilfarro considerable de los naturales y hacen parecer
que ellos abundan atn mas que los mismos racionales. De hecho, no existe una
expresion algebraica que permita rotular a los racionales, pero si existen infinitas
funciones inyectivas de los racionales en los naturales; basta con asociar a cada
racional ya simplificado §, al natural 22 3b si es positivo o al natural 5727 si es
negativo y tomando el numerador a como tal. Con solo cambiar uno de los primos
2,3,5 0 7, ya estamos frente a una nueva funcién inyectiva.

La inyectividad de la funcién descrita arriba, f : Q@ — N aparece heredada
del teorema fundamental de la aritmética que explica que cada nimero natural
se expresa de manera (nica como el producto de un conjunto finito de niimeros

primos.

El matematico Ernst Schoder (1841-1902) conjuntamente con Felix Bernstein
(1878-1956) demuestran y sintetizan un teorema que explica el razonamiento
de Cantor. Ellos aseguran que si A y B son dos conjuntos tales que se pueden
configurar sendas biyecciones de A a B y también de B a A, entonces, entre Ay B,
existe una biyeccién. Y esto significa, que tienen el mismo nimero de elementos.

En el caso que nos ocupa g : N — Q tal que g(n) = n es inyectiva, y
f: Q@ — N de modo que f(2) = 223" cuando 2 > 00 f(£) = 2723°
en caso contrario también es inyectiva. Sin embargo, es imposible escribir una
férmula que se corresponda con una funcién biyectiva entre estos dos conjuntos.
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Figura 1.1: Camino indicado para contabili-

zar todos los racionales positivos del Cuadro
1.1
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Cuadro 1.1: Racionales positivos dispuestos
en una matriz infinita, segtn la demostra-
cion de Cantor.

Cabe resaltar que en el Cuadro y Grafica anteriores, el racional 1 aparece en
la diagonal principal infinitas veces, e igual ocurre con todos y cada uno de los
racionales positivos.

El razonamiento elaborado por Cantor con su método de la diagonal es como
sigue:

a) Como N C @Q es indudable que card(N) < card(Q).

b) El camino diagonal construye una funcién sobreyectiva f : N — QT, que
demuestra que los racionales quedan cubiertos con los naturales y en con-
secuencia card(Q) < card(N).

c) La consecuencia de las situaciones a) y b) es que card(N) = card(Q). Este
cardinal se denomina Ng, como se establecid antes.

d) Todo conjunto S, tal que N C S C Q tiene el mismo cardinal Rg de N, en
particular card(Z) = Ny, donde Z representa el conjunto de los nimeros
enteros que compendia a los naturales, sus opuestos y el cero.

e) Existen conjuntos B contenidos propiamente en N, Z o en Q con igual cardi-
nal Ny, por ejemplo; el conjunto de los niimeros primos, el de los cuadrados
perfectos, la fracciones de numerador 1, llamadas fracciones egipcias, los en-
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teros pares o como se mostré antes, el de los multiplos de cualquier entero,
en particular, los miltiplos de 19.

Para los nimeros reales, que son aquellos que se pueden escribir con cifras
decimales con o sin periodicidad y mediante el argumento de la diagonal, Cantor
demostré que su cardinalidad es mayor que Yo, card(R) = Rj vy, se atrevid a
pensar que posiblemente, X; = 280 sj se sigue el modelo constructivo de Godel.
De hecho, demostrar tal circunstancia llevé a Cantor a gastar los lltimos afios de
su vida sin resultados positivos. Este problema se conoce como la hipdtesis del
continuo que asegura que no existe un conjunto cuyo tamafo o cardinalidad sea
estrictamente mayor que la de los naturales y al tiempo, estrictamente menor que
la de los nimeros reales. (Al seguir el modelo expansionista de Cohen se ve que
2N = Nll; Recalde (2018)). Cantor se preguntd si existe un infinito que se ubique
entre Ng y Np, es decir, si existe un subconjunto infinito de nimeros reales cuya
cardinalidad esté entre estos dos Alephs. Cantor conjeturd que la respuesta a esta
inquietud era negativa y a la pregunta se le llamé hipétesis del continuo, a la cual
después Kiirt Godel demostraria que es una conjetura indecidible, es decir, que no
se puede demostrar si es cierta o falsa, a través del conjunto de cualquier niimero
de axiomas de la teoria de conjuntos, en los que esté comprometido el conjunto
de los niimeros naturales.

La diferencia entre el infinito potencial y el infinito actual es andloga con
la diferencia entre el devenir y el ser o estar, entre lo que puede llegar a ser
y jamas lo es y lo que siempre es, el infinito potencial se obtiene por procesos
que no enfrentan en ningin momento con el infinito en su totalidad, sino con
un infinito que aparece como posibilidad (en potencia) y que se va realizando
progresivamente. Por ejemplo, al considerar la sucesién de los nimeros naturales
N =1{1,2,3,4,...} es claro que ninguno de estos elementos es el infinito, pues la
naturaleza de los nlimeros es diferente a la naturaleza del infinito: con solo sumar
1 a cualquier niimero se le cambia su esencia, en cambio al sumar uno al infinito
no se consigue nada, sigue siendo infinito, es decir, no cambia su naturaleza, su
esencia.

En consecuencia pensar en N como un todo se estd trabajando con el infinito
actual, en el mismo sentido como lo estudié Cantor; es lo que esta alli, lo que
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se tiene, es lo actual con todo el sentido de facto. En cambio, si se piensa en
un niimero grande, como Giigol (101%9), es facil decidir que con solo sumar 1 ya
se sobrepasa este valor, y asi puede de manera progresiva sobrepasar cualquier
nimero, por grande que se disponga. El infinito actual estd, aparece, se dispone
de él de manera completa, entera, el infinito potencial no aparece sino que se va
desarrollando; con la potencia de ir mas alla y tiene cardcter sumativo y particio-
nante. El cardcter sumativo le imprime la oportunidad de general el concepto de
continuidad y el particionante o divisible, da chance a generar los conceptos de
limite, vecindad y punto de acumulacién.

La diferencia entre el infinito potencial y actual se puede evidenciar en la

siguiente secuencia, que cuenta los términos de una progresiéon geométrica:

1 3lafs]6 ... n].. N
il A A hd 4 _1
O e N T O R T R

Cuadro 1.2: Secuencia que contabiliza los términos de una progresion geométrica.

El primer renglén presenta la secuencia de los nimeros naturales, de modo
que en la dltima columna, en un caracter sumativo o de agregacion, se debe
entender que ya se tiene en acto todo el conjunto de los niimeros naturales; el

segundo renglén define la funcidn biyectiva f(n) = ; y, con idéntico proceso
sumativo, es claro que las sumas parciales tienen la potencia de crecer paso a
paso acercandose de manera paulatina a 5; sin embargo, por mas cerca que una
suma parcial se encuentre de este valor, jamas sera igual, porque ademas quedan

infinitos términos por ser agregados. Solo cuando ya se tienen todos los términos

o0

i 1 1

en acto, en el momento, se puede escribir que 4 E 9 =73
i=1

Sin duda, la integracién del infinito potencial y el infinito actual, ha permitido
el progreso de las matemadticas y la constitucién de mas y nuevos conceptos.
El infinito potencial se ilustra en la novela de Laurence Sterne titulada “Vida y
opiniones del caballero Tristram Shandy”, en la que el protagonista expone que se
gasta un ano para escribir los recuerdos de uno solo dia de su existencia, de este
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modo se gastaria cinco afos en escribir los recuerdos de sus primeros cinco dias
de vida, pero debido a que tiene vida eterna, no existe el peligro de que nunca
termine de escribir los recuerdos de todos los dias de su vida, al contrario, en algin

momento de su existencia terminara la obra.

Por infinito actual se entiende el compendio del todo, cuando se describe al
conjunto de los niimeros naturales. Queda desprovisto de todo, de orden, de sen-
tido operativo, sus elementos no devienen el uno del otro por el hecho de sumar
uno con otro, o por relacionarlos de acuerdo con determinada regla, estdn todos
alli con un sentido de acto, de ser y no con sentido temporal; al contrario, su exis-
tencia por ser ideal, es atemporal. Desde este punto de vista, todos los conjuntos
numéricos tienen sentido actual: los reales entre cero y uno, por ejemplo y cada
elemento, no le debe su existencia a una férmula que le procura su devenir, su

existencia es un hecho, es un acto.

De modo que cada uno de los Aleph (R) producidos desde el pensamiento de
George Cantor es la materializacién del infinito actual; un punto del espacio, un
punto dentro de la niebla como lo mencioné Jorge Luis Borges vy, sin embargo,
estando en un punto N;, con un solo movimiento, te mueves a otro, a otro aleph
2N/, de naturaleza diferente al infinito anterior y esta recurrencia genera una forma
sucesiva de pasar de un punto a otro, de un infinito a otro y alli, de repente, aparece
el infinito potencial, asi, lo sucesivo genera al infinito potencial.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), en tres décadas deja
formulada, una teoria matematica del infinito actual, introduce una nueva visién:
hasta Cantor, la forma de concebir el infinito en matematica era la de infinito
potencial que emerge desde las paradojas de Zendn con el problema de Aquiles y

la tortuga.

Cantor establece una correspondencia biyectiva entre el conjunto de los nime-
ros naturales y un subconjunto propio formado por los cuadrados de dichos niime-
ros naturales. Determina que estos conjuntos, ambos infinitos, tienen el mismo
cardinal designado como Ry (Aleph cero. Aleph, primera letra del alfabeto hebreo).
Todo conjunto infinito que se pueda poner en correspondencia biunivoca con el
conjunto de los niimeros naturales se dice que tiene potencia Ng, y se denomina
numerable. A Ry se lo llama ndmero transfinito y, ademds, en conjuntos de po-
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tencia Ny es posible encontrar infinitos de orden superior. Por ejemplo, la sucesién
de los cuadrados tienen un orden superior al de la sucesién natural en virtud de
que ellos crecen de manera vertiginosa, y atin mas rapido lo hacen los cubos o la
sucesién de los quinticos.

Cantor determina que es posible comparar los cardinales de conjuntos infinitos,
y prueba que el cardinal del conjunto de los nimeros reales es distinto del cardinal
del conjunto de los nimeros naturales, la demostracién se cimienta en que el
intervalo de reales (0,1) no es numerable y, en consideracién a ello, su potencia
debe rebasar a Ng.

La demostracién se hace por reduccién al absurdo; parte del supuesto que se
puede hacer una lista ordenada de los reales, es decir, construir una biyeccidn
entre el intervalo (0,1) y el conjunto de los nimeros naturales. Al suponer que la
biyeccién del conjunto de los naturales con el de los reales del intervalo antedicho
se presenta en la lista:

X1 = 0, d114d12d13d14..-d1n - - -
X = 0, d21d22d23ad24 ...d2n . . .
X3 = 0, d31d32d433434 ...43n . - -

X4 = 0, d41d442d43344 ...3d4n - - .

Xp = 0, dnl1dn2dn3dn4 ..-dnn - - -

el nimero real y = 0, bibobsbs ... en el intervalo (0,1), tal que b; = aj; + 1 si
a;i < 9y b; =0 cuando a;; = 9 es diferente a todos los de la lista ordenada, pues
difiere de cada uno de ellos al menos en una cifra y, por ello, no queda contado.

En consecuencia no existe una biyeccién entre N y el intervalo (0, 1), y por esto
su potencia es superior a Ng y se denomina C, del que posiblemente es C = N3
y del que no se ha demostrado que es X; = 280, o posiblemente R, = 2%, en Ia
secuencia ordenada de transfinitos Ng, N1, Ny, ...

Como ya se explicd, sumar 1 al transfinito X no cambia su naturaleza, es decir
N+ 1 =N, y siendo que esto se puede hacer de manera repetida, se encuentra
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que N+ n = XN por grande que se tome a n. Este tipo se aritmética de transfinitos
guarda aln mds sorpresas: N + X = RN y, en general, es el caso que nX = N,
por grande que se pueda imaginar a n, y mas atn, ® x X = X2 = R, como se
puede ver, por ejemplo, con los nliimeros racionales que tienen cardinalidad Ny y
siendo que entre dos enteros existen Ng nimeros racionales, en todo el conjunto
de nldimeros reales hay Ny x N racionales, que como se sabe es Ny. Aplicando esto,
de manera reiterada, también se encuentra que N'" = X, En esta fina aritmética
con el infinito también se determina que X, + N, = N, siempre que m < n.

De las series de nimeros surgen anomalias numéricas significativas cuando
interviene el infinito, el infinito potencial; anomalias que derivan desde el incum-
plimiento de algunas propiedades, en especial, la propiedad conmutativa de la
adicién. Es decir, el orden en que aparecen los sumandos, cobra importancia.
Piénsese por ejemplo en la suma de infinitos unos

o0

21:1+1+1+...,
=1

con claridad, esta suma diverge, es decir, puede sobrepasar cualquier cota por
grande que se disponga, va mas alld del glgol o del gligol-plex, avanzando, lenta,
sosegada, sostenida pero enérgicamente. En cambio la serie alterna

e .
(1) t=1-141-141—...

puede entenderse como una suma infinita de ceros

Z 1-1)+(1-1)4+(1-1)...=04+040+...
=1

que es cero u organizada de otra forma
(1) Tt=1-(1-1)-(1-1)+(1-1)...=1+40+0+0+...=1
i=1

o podemos organizar unos primeros n unos, y dejar los n unos negativos al final
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de la cola, en el infinito, para que operen

o

() =41 -1)+(1-1)+...=n+0+0+0+...=n,
i=1

siendo que la suma, sea entonces, cualquier niimero entero.

Pensar en esta serie alternada de unos, se puede inferir desde la igualdad

1

o
1_i_r:1—r+r2—r3—|—...:¥(—r)’.

1

que haciendo r = 1, también se encuentra que

- ; 1
Z(_l)'_l:1_1+1_1+1_"':§-
i=1

Desde la suma de infinitos reales aparecen asombrosas anomalias:

)

e La serie armdnica por ejemplo ;} =1+ % + % + % + ..., diverge, esto
es, es tan grande que rebasa cualquier tope, crece con lentitud al punto que
solo para sobrepasar al 5 hacen falta cientos de términos,

(1) =1- 1 + 1 — — + ... tiene asombroso compor-

i+1 2 3 4

tamiento, las sumas parciales

o0
e La serie alterna g
i=0

. 1 1 1 1+1_5 1 1+1 1 7

2 2 2 3 6 2 3 4 12
que en aproximaciones decimales son 0,5, 0,83333, 0,583333, ..., se acer-
can de manera oscilante y de forma inexorable al valor 0, 693147 que coincide

con el nimero real trascendente In(2).

Causa asombro la ocurrencia de que la suma infinita de niimeros racionales no
sea siempre un racional, contrario a cuando los sumandos resultan ser una cantidad
finita de ellos. Pero no solo eso, si atendemos a la oportunidad brindada por la
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paradoja de Tristram Shandy, y como ocurre en la escritura de autobiografias
en las que el autor puede saltar dias y regresar a estos en cualquier momento,
podemos ordenar los sumandos, por ejemplo como
1+1+1 1+1+1+1 1+
3 5 2 7 9 11 4 7
u otros dérdenes, y hacer que las sumas parciales converjan a cualquier nimero

real.

El infinito se puede utilizar como criterio de abundancia, asi, a sabiendas de
que la serie arménica diverge y, sin embargo, partes de ella divergen o convergen,
por ejemplo, la serie de los inversos de los cuadrados perfectos converge, pero la

de los inversos de los primos

1 1 1 1 1

=1

p primo

diverge, se puede hacer tan grande como se quiera y esto significa, de hecho, que
hay mds nimeros primos que cuadrados perfectos, hecho misterioso e insondable
por los irregular de la distribucién de los nimeros primos, frente a la de los cua-
drados perfectos en las que la distancia entre ellos configura la secuencia de los

ndmeros impares.

Nicole Oresme (1323-1382), fue el primero en demostrar que la serie arménica
SEEEREE
i 1 2 3 7

diverge, también demostré que

o0

Pi_1,2.3 4.,
20 22223 24 T

o .
, 3i 3 6 9 4
yademasqueg E:Z+E+B+"':§'
i=1

Jacob Bernoulli (1654-1705) probé que la serie de los inversos de los cuadrados
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o0 oo

1 ) , 1 7 .

g — convergia, y fue Leonard Euler el que demostré que E 2= %" mediante
i i

i:1 . . . . i:1

el uso de las funciones trigonométricas. También encontrd que

i 1 1.1 .1 1. w2
“(2i-1)2 1 3 5 72 778

dando paso a que la suma de los inversos de los cuadrados de los pares sea

3 L UL SR NN U ol
i:1(2i)2_22 42 62 8 7 6 8

Euler también encontrd la suma de la serie alternante

i(_l)i+l—l+l+l+l+ _w?
—~ 21222 321
1=

Estos resultados son importantes, en cuanto determinan que sumas infinitas
de nimeros racionales producen irracionales, en este caso trascendentes, pues
vinculan de manera misteriosa y asombrosa al trascendente 7, es decir, a la cir-
cunferencia.

El infinito es una nocién importante, es un concepto que atraviesa diversos
campos del conocimiento y resulta vital su comprensién y utilizacién en los en-
granajes de otros conceptos. En las series de Cauchy, de Riemann para el célculo
integral, series de Taylor, entre tantas, es claro que no importa la cercania a cero
de sus sumados, ya que se convierte en una condicién necesaria pero no suficiente.
El juego visual logra ejercer influencia en la comprensién de este concepto como
se senala en el siguiente breviario de ejemplos:

1.2.1 Distribucién de puntos en el plano con distancias enteras

Lo finito y lo infinito no se comportan de igual modo, técnicas de lo finito
pueden lograr cosechas maravillosas en lo infinito, pero también permiten alcanzar
grandes absurdos. Paul Erdos, por proponer un ejemplo, demostré por el método
de reduccién al absurdo que para que infinitos puntos tuviesen distancia entera
dos a dos, los mismos deberian ubicarse a lo largo de una misma recta, y con ello
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ya se tiene un infinito innumerable de posibilidades, puesto que el plano contiene
infinitas rectas. Sin embargo, si el nimero de puntos es finito, diga n, por grande

que fuese, no todos los puntos estdn sobre una misma recta. En efecto, se pueden

tomar n—2 triadas pitagdricas simples (a;, b;, c,-);’:_f, tales que mcd(a;j, b, ¢;) =1
n—2
y llamar P = H aj, y de este modo los n puntos

i=1

b, n—2
(0,0), (0,P), vy (aP' 0> (la mayoria en el eje x)
i i=1

. : : b; -

tienen distancia entera, claro, cada — P es un niimero entero, y es suficiente con
aj

el simple cdlculo de la distancia

d( 0 P), (b’P,o> ") -

ai i=1

que es un ndmero entero positivo debido a que cada a; es un divisor de P. De
2

manera implicita se hace uso de la igualdad a,?—i-b,? = ¢f, en la expresién anterior.
Existe una demostracién constructiva mas sofisticada de ubicar cualquier ndmero

finito de puntos sin que al mismo tiempo, tres de ellos sean colineales.

La demostracion explicada, al mismo tiempo, se basa en la existencia de in-
finitas triadas pitagéricas simples. Los babilonios, siglos antes de Pitdgoras, las
construfan tomando enteros x, y tales que x > y; la triada (x? — y?, 2xy, x* + y?)
es pitagdrica y para que sea simple es suficiente con tomar uno de los bas-
tiones, x par y el otro impar; asi por ejemplo, la sucesién infinita de triadas
((2n)? — 1,4n, (2n)? + 1) contiene solo triadas pitagéricas simples. Y siendo una
sucesion, tiene la potencia de cambiar n por n + 1 cada vez para agregar una
nueva triada pitagdrica simple a la coleccién y asi ir avanzando paso a paso por
ellas.

Sin embargo, cuando se piensa tal conjunto de triadas como la imagen total, y
por ello actual del conjunto de los niimeros naturales, se obtiene a la mano toda
la sucesion y no hay necesidad de avanzar paso a paso para obtener o sacar la
triada que se desee en el instante que se precisa. Dicho de otro modo, para tener
todas las triadas pitagéricas, es suficiente con dejar de pensar en que cambia su
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naturaleza al convertirse en n+ 1 con un pequefo paso, y pensar de una buena
vez en N, donde ipso facto estdn todos los n y de inmediato se puede escoger a
Gugol o dar un salto mayor y escoger a Glgol-plex, si fuere el caso y saber que
con ello queda una posibilidad potencialmente infinita de escogencias en los que
estos dos nimeros mencionados se tornan excesivamente pequefos (Guénard and
Lelievre, 1999).

1.2.2 Un resultado contradictorio

Adoptar el comportamiento del infinito como un ndmero (algo finito) resulta
nefasto. Por ejemplo, si se quiere calcular la suma infinita 1+3+32+33+..., que
de hecho diverge, y para inyectarle alma finita se le llama S = 143432433 +... =

o0

E 3', pequefios malabares algebraicos consiguen ver que
i=0

S=1+3+32+3+... =14+31+3+32+33+...)=1+3S

yasi § = —%. Gran fiasco, jcdmo asi que la suma de enteros positivos que a
todas luces diverge resulta igual a un racional puro y ademas negativo? De hecho,

esta suma infinita también se puede escribir como

S=1+3+3(1+3+3°+3+...)=4+09S,

: 1
con lo que se llega al mismo resultado de que S = 5

Esto ocurre con las infinitas progresiones geométricas de razén n,
S=14+n+n+n+...

sobre las que con el mismo malabar algebraico se evidencia que en la medida en que
se avanza potencialmente hacia el infinito por ellas, su suma (siendo divergente)

. 1 .
se aproxima a cero, puesto que S = 1 y por valores negativos. Bueno, tam-
n J—
bién ocurre lo contrario, sumas infinitas que al cumplir ciertos requisitos resultan
convergentes, como por ejemplo

1 1 1 1
2+22+23+..._;2,.,
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que converge, un poco en virtud a que sus sumas parciales crecen con lentitud
extrema, aunque esta razdén se quede corta, puesto que existen sumas infinitas
que crecen con extrema lentitud y no son convergentes, como la serie arménica.

1.2.3 La ventaneria del hotel de Hilbert

Puede ser el caso de rescatar algunos detalles subyacentes al famoso cuento del
hotel infinito de Hilbert, que permite explicar que si un pdjaro se lleva un grano
de arena de la playa cada cien afios, si tiene vida infinita, en algin momento,
terminard por llevarselos todos.

Si cada una de las infinitas habitaciones del Hotel de Hilbert tuviera a su vez,
una infinitud numerable de ventanas, se tendria en total oo X oo ventanas, es decir
oo ventanas, en suma, una infinitud numerable de ventanas, y en consecuencia,
no se tendria mas ventanas que habitaciones, a pesar de la aparente densidad de
las mismas. (Es bueno pensar aqui en la forma de enumerar a los racionales). Al
suponer que las ventanas se han enumerado y que son las 11:59 del 31 de diciembre
del presente afo y que unos nifios traviesos rompen las primeras 100 ventanas y
que al mismo tiempo solo es reparada la ventana 1, pero, medio minuto después,
los mismos nifios traviesos rompen las ventanas numeradas de la 101 a la 200 y al
tiempo solo la ventana 2 es reparada, y un cuarto de minuto mas tarde, los mismos
nifios traviesos rompen las ventanas de la 201 a la 300 y, a su vez, la ventana 3
es reparada, y un octavo de minuto mas tarde (Aqui ya se provee de un sistema
inductivo que predice la suma infinita de los inversos de las potencias enteras de
dos). Y al fin (por fin aparece el problema), se pregunta, jcudntas ventanas han
roto estos ninos maliciosos y cuantas se han reparado hasta las doce de la noche,
hora de darse el feliz aho nuevo? Si, la respuesta es simple y maravilla, los nifios
maliciosos, han roto todas las ventanas, pero al tiempo, la diligente administracién
del hotel (Hilbert al mando), las han reparado todas. La explicacidn se sustenta
en el infinito potencial, al dar un paso cada vez, se agrega un sumando y quedan
infinitos pasos por darse, siendo cada paso temporal la mitad del anterior, lo que

produce la serie
o0

1 1 1 1

Ll oyl

2 22 23 Pt 2!
Solo si se han dado todos los pasos, ya no hay otro por darse, esto es, situados
en el infinito actual, se habra completado el 1. Es hora de volver a casa.
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1.2.4 La serie armoénica y el primer transfinito

De manera tacita se ha explicado que el infinito oo, tiene una naturaleza dife-
rente a la de cualquier niimero, es el tnico objeto matematico que al agregarle o
quitarle uno, mantiene su esencia, o incluso al dividirlo por dos o por tres, o por
diez o por, ... queda inalterado, como puede evidenciarse al particionar el conjunto
de los nimeros naturales en pares e impares, o en particionar al mismo conjunto
en correspondencia con el residuo de dividir cada natural por un n fijo; cada parte
tiene cardinal infinito, es decir, se puede establecer una correspondencia biunivoca
entre cada uno de sus elementos y el conjunto total de niimeros naturales (Esta
es la definicién sucinta de conjunto infinito, aquel que puede corresponderse de
manera biunivoca con una de sus partes). Con esto se tiene que % = 00, igual

00 ., 2
— =00, y por ello noo, y también co” = oo.
n

Pero, es (til detenerse a repetir que el tnico objeto S, tal que S+1=5=5-1

ara cualquier n, fueron
nt1) g1’ d

de utilidad para que Jakob Bernoulli ofrezca una demostracién de la divergencia

1 1
es el infinito. Esto, ligado a que n ( — ) =
n

1 1
de la serie arménica S = 1+§+§+Z+. .., sustentada en la propiedad asociativa
de la adicion. En efecto,

(-8 (-G G-9

(por una simple destruccién de paréntesis) y siendo que en los puntos suspensivos

. se entromete el infinito potencial, mientras que en el = 1 ya se cuenta con
todos los sumandos, con todos los términos; asi, ya se han dado todos los pasos,
y por ello, se estd en el infinito actual. Vale escribir, en consecuencia, que también

es cierto que

()02 G2 (D) -

y también que

DD GGt

N =
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y asi de manera sucesiva; igualdades que se disponen en una tabla con infinitos
renglones en la que se hace evidente la “agrupacién de términos semejantes” ; para
ello, llAmese de manera previa a S como la suma de los inversos de la secuencia
de los ndmeros naturales. Amster (2019, 2008, 2013, 2010)
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Con todo esto, basta aplicar el principio aristotélico de que si a cosas iguales se
les agrega cosas iguales se siguen cosas iguales, con las que de un lado se tiene

tio(toNas(ioN) e o)
2 2 3 3 4 4 5)

LR
273745

y como estas cosas son iguales, es claro que S —1 = S, o lo que es lo mismo

y del otro lado

S = 541 (S no cambia su naturaleza al sumarle 1). De modo que S no tiene otra
alternativa que la de ser el infinito, o dicho de otro modo, la serie arménica diverge
al infinito, puede hacerse tan grande como se desee, y asi su crecimiento sea en
exceso lento y puede hacerse, en algliin momento, mas grande de un Giigol, o mil
Gugol o un Gugol-plex, quedando estos niimeros tan pequefios en la distancia.

Cantor llamé a este S, del ejemplo, como w. Con w se respeta la definicién de
Cantor, adoptando a w como el menor entre todos los niimeros mayores que se
encuentran cuando se tiene la lista completa de la sucesién de naturales. De este
modo, w es el primer transinfinito en su respectiva lista indeterminable.
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Nicolds Oresme, por alld en 1350, surtiéndose de la asociatividad y de propie-
dades evidentes de las desigualdades, regalé al mundo una demostracién rayana
en la belleza de este mismo hecho. Su demostracién se inspira en que la suma

de un conjunto finito de fracciones heterogéneas con igual numerador y positivas
1

1 . .

—,—,—,..., — siempre es mayor que m veces la fraccién mas pequefia (que
ny n2 n3 Nm

tiene mayor denominador), es decir

Oresme, toma la serie arménica S = 1+ -+ —-+—+—+... y hace asociaciones de

2" términos, asi S—l—l—l—i- 1—1-} + 1—Fl—i-l—i-l—i- + ue resulta
B E AT T 3T, 5 6 7' 8 o
mayor ue1+1+ 1+1 + 1+1+1+1++ (h I
- -+ - —+ -4+ -+ = ... (hay que regres
yord 2" \a" 1 § 8 8 8 y que regresara o
- ., . 1 1 1
expuesto). Esta dltima expresion es |gua|al+§+§+§+§+...<5, que es

la serie armodnica.

Aqui otro hecho evidente, infinitos unos, como infinitos medios, o infinitos
centésimos, o infinitos gugolésimos, es también el infinito, y por ello, no tiene
otra alternativa que crecer de manera desmesurada, a pesar de que lo haga con
lentitud; por tanto, S es el infinito.

1.2.5 Las fracciones continuas constituyentes de irracionales

Las fracciones continuas periddicas resultan ser un buen ejemplo para compren-
der el comportamiento del infinito actual y del infinito potencial. Con una maroma
algebraica elemental se hace evidente que v2 = [1;2,2,2,...] = [1;2]. Al dete-
nerse en un piso se alcanza una aproximacién racional para v/2. Si el nimero de
pisos que se desciende o toma es par, tales aproximaciones son mejores y mayores
que v/2, y si el nimero de pisos que se toma es impar, las aproximaciones racio-
nales a v/2, siendo menores son cada vez més finas. Si se llama a; a las menores y
bi a la sucesién de las mayores, con lo que se ve por ejemplo que a1 < V2 < by,
es decir

1 1
1+—1<\@<1+§ 0 ay<V2< b
2+ 5
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que es lo mismo que

1+

en realidad se ha construido una coleccién infinita y numerable de intervalos
[an, bn] cada uno de ellos con infinitos racionales en su interior, debido a la den-
sidad de Q, cada vez més estrechos (con buena métrica |a, — b,| — 0 cuando

o0
n — 00), pero tales que ﬂ [an, bn] = {\@} Es decir, con el infinito actual,
i=1
cuando se tiene a todos, la interseccién de tales intervalos de extremos racionales
es un conjunto unitario conformado por el irracional v/2. Y asi, se tiene una cons-
truccidn visual de aproximacién a los infinitos irracionales algebraicos por medio de
fracciones continuas simples, que permiten un descenso por pisos de profundidad

infinita.

Las fracciones continuas simples infinitas y periddicas se convierten en el me-
jor pretexto para la constitucién de los nimeros irracionales, en el fondo, en la
constitucidon de los reales, a través del limite de sucesiones de racionales. En efec-
to, sea a un ndmero natural diferente a cero y con este nimero se configura la

fraccién continua simple y periddica, y ademds infinita x = [0;3,...], esto es

X g A partir de aqui se configura una sucesién de racionales con solo ir

at ——g—
At 1
a+ —

aumentando cada vez, un piso, a partir de la primera fraccién finita, y por esto racional

1 . . . . .
—. La sucesién se avizora ensegmda con sus primeros términos como
a
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que con algunos malabares algebraicos se convierte en

1 a 2+1  a(a®+2)  a*+3a2+1 a(a* +4a2+3) _
a'a®+1'a(a®+2) a*+3a2+1"a(a* +4a%2+3) a%+5a*+622+1"" '

sucesién que advierte una regla de formacién. Tal ley de formacién establece la secuencia

, . « ,
de niimeros racionales, tales que {"} donde a3 =1y 1 = a, y de alli en adelante, un

Bn
poco parecido a la configuracién de la serie de Fibonacci, se encuentra que o, = (,_1
mientras que 8, = a,_1 + aBn_1.

Esta regla de configuracién de cada término de la sucesion si se tiene el término
anterior, permite los cdlculos de los ejemplos numéricos. Péngase por ejemplo que a sea
2; en este caso la sucesién queda como sigue:

a, | [1 2 5 12 29 70 169

By 1251229 70" 169 408" """
Para examinar el comportamiento de esta sucesidn, se hace preferible escribirla en apro-
ximaciones de su expansién decimal infinita

[0.5,0.4,0.4166666666, 0.4137931034, 0.4142857142,0.4142011834, 0.4142156862, . . ]

en la que se percibe, un poco por la asociacién de la memoria, o por simple recuerdo, que
de manera oscilante se acerca a la parte decimal del irracional V2.

Al tomar a = 17, la sucesion es

ap,| _ [ 1 17 200 4947 84389 1439560 24556009
Bnf — \17'290' 4947' 84389" 1439560' 24556009 418907013 """

y cuya expansién decimal es

[0.05882352941, 0.05862068965, 0.05862138669, 0.05862138430, 0.05862138431, . . .]
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y de la que también de manera oscilante debe acercarse a la parte decimal de un irracional.

Para develar el irracional x = [0; 3, . . .], se hace suficiente ver que en cada piso se vuelve

a reproducir x, esto significa que es factible escribir x = = esto
1 a+x
at ———
N 1
a4+ -
1
a+ —
1 . hy; 2
es a = T x que termina en la ecuacién de segundo grado x“ + ax — 1 = 0, cuya
a+x
> . a?+4-a o 5
solucién positiva es x = — Hace falta probar que en ningin caso va? + 4
) ) a2 +4—a L )
es un nimero natural, y en consecuencia, x = ————— es un irracional algebraico
siempre. En otras palabras, se estd frente a una fabrica de ndmeros irracionales: infinitas
) ) o a2 +4—a
sucesiones que de manera oscilante convergen al irracional x = ——5 . Yduese

consiguen al ir cambiando el valor de a.

Y en efecto, al suponer que v/a2 + 4 = b, siendo b un natural mayor que a se obtiene
que (b+a)(b—a) = 4, y con esta consideracidn, las tnicas posibilidades son que b+a = 4

5
yb—a=1o0oqueb+a=2yb—a=2. Sisesupone el primer caso, se llega a bzi

ya= 5 que no son nimeros naturales, y al suponer lo segundo, necesariamente b = 2
y a =0, pero con a = 0 las fracciones continuas se tornan indefinibles. La conclusién es
Val+4—a

simple; para cualquier nidmero natural a, la expresién x = >

representa a un

irracional algebraico.

Gran dato, pues en las siguientes ecuaciones, el miembro a izquierda representa una
sucesién que tiene la potencia de crecer en la forma explicada, y a la derecha se obtiene

el dltimo término de la sucesién, como si ya se hubieran efectuado los infinitos pasos, es
decir, se tiene un limite en acto.

V229 — 15

[0;1_5,...]: >

e _V173-13
[0'13""]—f
e V77327
[0'27""]_f
0,153 ]_\/23413—153
1153, ] = ——
01, = 21

2
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Y claro, con cada uno de ellos, al agregar una parte entera diferente, es posible de nuevo
encontrar una familia infinita de irracionales cuya familiaridad estd constituida por tener la
misma parte decimal en su expansién infinita. Asi, por ejemplo, la sucesién {[n; 1,.. ]}

1+5
—

de nlimeros racionales tiene como primer elemento a la razén dorada

Esto significa que se ha construido una tabla de doble entrada que se extiende por dos
lados al infinito

[O;I,...] [1;1_,...] [2;I,...] . [m;I,..]
0;2,...] [1;2,..] [22..] [m;2,..]
(0:3,..] [L3..] [23,..] [m;3,.. ]
O:a..] [La...] [27..] [m; 7, .. ]

que es numerable, hecho que se demuestre con el mecanismo del camino de la diagonal
de Cantor.

Con idéntico criterio es posible construir otros irracionales algebraicos que obedecen a
diversas estructuras. Por ejemplo, con solo variar la longitud del periodo de las fracciones
continuas simples infinitas

[0;a,b...], [l;a b,c..]

con a, b, ¢, ... naturales.

Y asi, se tiene una nueva matriz de irracionales algebraicos que resulta numerable. En
el trasfondo de esta forma de construccidn subsiste la idea formal de que el conjunto de los
irracionales algebraicos es numerable. Al llamar A al conjunto de los niimeros irracionales
algebraicos y T al de los irracionales trascendentes, se obtiene que R = QU A UT, de
los que se sabe que R es innumerable, Q es numerable y A es numerable; resultando
como conclusién que el caracter innumerable de los reales obedece al hecho de que los

irracionales no algebraicos, llamados trascendentes, es innumerable y discreto (Clawson,
1999).

Un conjunto extraiio, misterioso, poco conocido y de gran utilidad.
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1.2.6 Un pequeino ejemplo sobre series

Las series de Taylor y Maclaurin, que aproximan por polinomios a funciones trascenden-
tes que satisfagan algunos requisitos, se convierten en un ejemplo sencillo y evidente para
distinguir los infinitos potencial y actual. Por ejemplo, aproximaciones sucesivas para la

funcién 5 5 4 2 4 6

y = ser;(x) son las funciones y; = 1, y» = 1—%, y3 = 1—%+%yY4 = 1_%"‘; _%'
o0 ) 2i

debido a que el desarrollo de Taylor es ser;(x) = ; (—1)2’ ﬁ

Las aproximaciones se ven en la siguiente grafica.

et

——~18 -5

Figura 1.2: Aproximaciones de la funcion y = sen(x).

X

o0 2i
sen(x X . . .
De hecho, (x) = E m y es claro que se tiene la potencia de aumentar i
X i !
i=0

sen(x)

en 1 para aumentar el grado del polinomio y con ello mejorar la aproximacién a
que solo se obtiene cuando de manera total, en un acto, ya se tengan todos los térn)1<inos
del polinomio. Es de anotar que al obtener cualquier aproximacién por fina que sea, para
tener la totalidad, adn hacen falta infinitos términos, hacen falta todos aquellos que de
manera potencial pueden alcanzarse, paso a paso y que, un poco por descomedimiento,
son infinitos.

Es buena evidencia de comparacién asumir aproximaciones por series de Taylor o de

. . 1
Maclaurin para otras funciones como xe€, cos (1 , X+ sen(xz), entre otras.
X
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1.2.7. Paradigma perimetro-area

Los dos tipos de infinito sometidos a estudio comparativo, el potencial que era conocido
por los griegos y el actual que tiene simientes con Galileo y que emerge con Cantor,
se comprometen a veces en los objetos menos sospechados, en los momentos menos
esperados, como repitiendo el adagio de que en cualquier momento salta la liebre. Por
ejemplo, la proposiciéon 37 del libro | de los Elementos de Euclides asegura que “los
tridngulos que estdn sobre la misma base y entre las mismas paralelas son iguales entre
si". Esta proposiciéon que modifica el paradigma de que a mayor perimetro, mayor area,
tal como se creia en algunos circulos navieros que comparaban las dreas de las islas por el

tiempo empleado en bordearlas, deriva en la férmula A = - donde h es la distancia entre
las paralelas. De este modo al tomar la base fija b = AB en la recta , y el tercer vértice C
sobre /1, se tiene una posibilidad potencialmente innumerable de ubicarse, reproduciendo
una secuencia infinita e innumerable de tridngulos, todos con area constante. Este es
un conjunto infinito de objetos diferentes de una misma clase con la impronta de tener
algo en comiin, la medida de su &rea. Euclides lo dice claro: “Los tridngulos que (...)",
aludiendo a todos los tridangulos, que ya se ha dicho, son infinitos.

Figura 1.3: Secuencia infinita e innumerable de tridngulos con drea constante.

1.2.8. Un limite ejemplar

En el concepto de limite de una sucesién, figura de manera implicita el infinito poten-
cial. Se dice que el limite de a, cuando n tiende a infinito es un real L si dado un valor
positivo £ por pequefo que se tome, es posible encontrar un natural N, tal que de alli en
adelante, las distancias entre los restante infinitos términos de la sucesién y el real L son
mdas pequeiias que el £ escogido y para siempre. Por ejemplo, si en una circunferencia de
radio 1 = r se inscribe un tridngulo equildtero, en él se inscribe una circunferencia de
radio r», en ella se inscribe un cuadrado y en él se inscribe una circunferencia de radio rs,
en esta circunferencia se inscribe un pentdgono regular y, asi consecutivamente, se genera
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una sucesion de radios. Se pide calcular lim r,, pensando en que la intuicidn asevera que
n—o0

tal sucesién de radios debe converger a cero.

En principio este problema parece imposible de resolver, ya que esta construccién
tropieza con el impedimento de que algunos poligonos regulares no son construibles;
dicha construccién se podria realizar hasta el hexdgono regular y pare de contar, pero es
ideal suponer que la construccién se puede realizar y es factible ir rehaciendo la solucién
en concordancia con los siguientes pasos:

e Paso 1:
r
cos(ay) = 2 dedonder, =r cos(a)
n
iend 2 T i
siendo ;7 = — = —, se tiene
y 1 6 3
T
rh=rcos| = |.
2 3
Figura 1.4: Tridngulo equilatero inscrito
en una circunferencia.
e Paso 2:
r3 ,
cos(ap) = —, asi 3 = rycos(a)
r
27 T
con ] = — = — de donde
2] 8 4

Figura 1.5: Cuadrado inscrito en una
circunferencia.
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e Paso 3:

cos(az) = :—:, por ello ry = r3cos(as)
2m s

con az = 0 - & de la cual

™ ™ s
rp = r COs (3) COos (4) Cos <5>

Figura 1.6: Pentagono regular inscrito
en una circunferencia.

Y ya, el proceso inductivo asevera que los términos de la sucesidn respetan la siguiente
expresion

r, = r COS E COS z COS z COS L —rf[cos L
" 3 4 5)°" n+1) Py k+1

Realizando célculos se obtiene para n = 900002, rogpo02 = 0, 1150044034 r, hecho que
hace ver como la intuicién a veces falla y que en el infinito, el radio del dltimo poligono
regular, que es nada mds ni nada menos que una nueva circunferencia, es aproximadamente
doce centésimas partes del radio de la circunferencia original.

En analogia con los ejemplos anteriores, en los cuales aparecen sumatorias, este ejemplo
se distingue por la elegancia de un producto infinito en el cual los dltimos factores,
se aproximan a ser uno, en la medida en que el argumento de los cosenos se acercan,
potencialmente a cero.

1.2.9. Mas sobre fracciones continuas y algo de radicales anidados

Entonces, la diferencia entre el infinito potencial y el infinito actual, por analogia, es
similar a los que puede llegar a ser y lo que realmente es. Un ejemplo visual que permite
distinguir esta situacidén y que de hecho, a la vez, integra a los dos tipos de infinitos es la

fraccién infinita
3 4

4 3’

2+;

34—
4+ ——

1+
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fraccién en la que los numeradores inician en 3 y aumentan de uno en uno y los deno-
minadores inician en 4 y también aumentan de uno en uno, exhibiendo la secuencia de
los niimeros naturales en su integridad. Esta fraccién infinita no es mas que una hermosa
forma de acercarse a un ndmero racional por valores racionales. Es un hecho simple el
arglir que existen infinitas formas de acercarse a un nimero racional o irracional, bien
por valores racionales o valores irracionales.

Una forma de tener infinitos caminos discretos para aproximarse a un nimero real x
es empezar por cualquier punto ag e ir tomando las mitades o terceras o décimas partes
de la distancia faltante entre ag y x. Si se escoge la de los puntos medios, en el primer

. ap + x . a +x , .,
paso se tiene a; = y en el paso siguiente a, = — Asi, la sucesién de los a,
tiene la potencia infinita de aproximarse a x sin serlo y tan solo cuando se agoten todos

los pasos se estard en x.

a, a a, d; X

Figura 1.7: Infinitos caminos discretos para aproximarse a un niumero real x a partir de
dg.-

Para algunos puntos exclusivos, existen vias especiales de aproximacién. Euler, por
n
ejemplo, descubrié que lim (1 + > = e, es decir, existe un camino discreto, taponado
n—oo n

de racionales que se acerca al irracional trascendente e, expresion que procura la sucesion

()06

El excelso hombre de los nimeros, Srinivasa Ramanujan Alyengar, descubrié un abanico

de racionales

amplio de fracciones infinitas singulares, por ejemplo, encontré que

3
4 1
5
6
44—
Jr5-1—...

1+
2+

que se escribid antes, en la que los numeradores y denominadores son la secuencia restrin-
gida de los nimeros naturales, solo que en el caso de los numeradores faltan el uno y el
dos. Esta fraccidn infinita, posee una espléndida belleza por la simplicidad de su definicién
y simetria, deja entrever la percepcidn visual de bajar por sus pisos con una potencia paso
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a paso, de uno en uno, encontrando en este descenso, fracciones cada vez mds préximas

4 . .
a 3 ellas determinan la secuencia

351 97'23'59' 16" 280" 89 '

{ 3 21 33 69 21 399 119 }
, . 4 . N
Jamas alcanzan a ser igual a 3 excepto cuando por medio del infinito actual, se haya
dado el dltimo paso.

Ramanujan también descubrié que

4
6 ’
8
10
5
+7+...

5
3 4y
34

fraccidn infinita que parte de los infinitos pares, exceptuando el 2, como numeradores y la
secuencia infinita de los impares como denominadores (el infinito de los niimeros naturales

5 .
particionado entre pares e impares). Vaya forma de escribir al 3 entre las infinitas formas
4(v3-V2)(V3+V2)
: 41444
simplicidad la misma 3 Huelga repetir que entre mas se avance en la profundidad de los

que tiene de escribirse (como ), pero entre todas, gana por su

. L . 5
pisos, se encuentra una fraccidén tan préxima a 3 como se establezca por margen.

Entre todas las expresiones descubiertas por Ramanujan gana por belleza, por la natural
simpleza de repetir la secuencia natural en numeradores y denominadores, la fraccién

infinit
Intinita 1 1

2 S e—1'
3
4
St v

en la que como se ve (se visualiza), compromete al niimero e, base de los logaritmos

1+
2+

neperianos. Ya entendido el camino en el que el infinito potencial permite avanzar sin
detenerse y sin alcanzar a ser, vale la pena proponer un nuevo ejemplo; el de los radicales
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infinitos, donde en particular, la expresién

1+ 4|1+41+ 1+\/1+\/1+\/1+\/1+...

permite alcanzar (lo hace en el infinito actual, es decir, cuando se tenga a mano todo el

1+5
2

dorada o divina proporcién . Exceptuando el primer radical, primer paso, el acercamien-

archivo de radicales) al ndmero irracional ¢ = [lamado nimero de oro, o razén
to a este irracional se realiza por una secuencia infinita de ndmeros irracionales, todos
algebraicos. En esta forma de escribir al nimero de oro se deja entrever la forma en que

o=vIto=y/1+/IFp=...

Con la insistencia propuesta de que el infinito se entromete en casi todos los objetos
matematicos, y habiendo estudiado el problema de la inscripcién alternada de circunfe-
rencias y poligonos regulares donde aparecié un producto infinito, resulta circunstancia
insalvable presentar dos resultados desvelados por Ramanujan que son:

ﬁ pP+1)  [2241)\ (3 +1) (52+1 _(5)[10\ /26 5
. p2—1) \22-1 21 51" \3 8 24) 7772
P primo
y

a 1 1 1 1 105

p primo

expresiones que relacionan, la primera a todos los nimeros primos con un racional y
la segunda a todos los niimeros primos con las circunferencias, es decir con 7, con el
trascendente 7.

Estos dos resultados se basan en que el conjunto de los niimeros primos contiene una
infinitud numerable y equipotente con la de los niimeros naturales, a pesar de que al ir
avanzando sobre los primos y se tenga al primo mas grande resulte dificil calcular al primo
siguiente; entonces, resulta complicado avanzar sobre los primos, con la misma seguridad
que se hace al caminar dentro del conjunto de los niimeros naturales.

Nicole Oresme (1323-1382) quien demostré el cardcter divergente de la serie arménica,
también probd que

ii_1+£+i+i+ =2
c-2i 2 22T e T
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Yy que
oo

3i_3+6+9+12+ 4
’_714"_4 42 43 4T3
buenas disculpas visuales para revisar el infinito potencial y reconocer que solo en el

tltimo momento, cuando se tienen todos los términos se obtiene 2 o 3 seglin una u otra
sumatoria.

1.2.10. Otros argumentos que sostienen al infinito

Y, ien dénde mds interviene el infinito? Es un hecho, de que en todos los procesos
reiterativos es natural que intervenga, como en la construccién del tridngulo de Pascal
que a su vez contiene secuencias infinitas, como la de los nimeros triangulares y los
tetragonales, el infinito estd en las sucesiones autodefinibles como la serie de Fibonacci,
en el método de aproximacién de Newton Raphson a raices irracionales de funciones, en
el concepto constructivo de limite que es el mas fino del cdlculo; por ende, en el concepto
de infinitésimo, en la divisién inductiva de un segmento en partes iguales, en las fracciones
continuas y periddicas, en las fracciones y radicales infinitos, por proponer una pequefia
lista de ocurrencia.

Muchas de las expresiones contienen una belleza intrinseca y son ejemplos que arriesgan
al infinito como un fenémeno visual, tal es el caso de la siguiente fraccién infinita

T 1
4 12
1+

32
52

72
24...

2+
2+
2+

que permite la dindmica de un descenso por pisos hasta profundidades insospechadas.

El infinito se compromete en muchos otros procesos y conceptos, como en los fractales
y en cada una de las sucesiones. De hecho, el infinito no solo estd en lo infinitamente
grande, sino también en lo infinitamente pequefio. Y los ejemplos expuestos lo atestiguan,
el infinito potencial persiste como pionero en el principio de induccién: “Si un principio in-
ductivo lo cumple el 1; entonces lo cumple cualquier nimero natural”. Desde este principio
y el concepto de sucesor n + 1, emerge toda la matematica.

Los resultados matemdticos sostienen en sus entrafas al infinito. Cuando se dice “Los
tridngulos del plano ... (y lo que se demuestre)”, se infiere de inmediato en todos los
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tridngulos del plano, es decir, en la totalidad que aparecen en el acto y que son un infinito
innumerable, pues hay tantos tridngulos como puntos contiene el plano. Y para cada uno
resulta valida cada proposicién demostrada como aquella que dice que las mediatrices de
un tridngulo concurren en un punto llamado circuncentro, y a su vez, cada uno de los
infinitos puntos del plano tiene la capacidad de ser circuncentro, no de un tridngulo, sino
de infinitos triangulos.

Del mismo modo, siendo que el algebra es la ciencia de las identidades, cada una de
sus férmulas como la diferencia de cuadrados x? — y? = (x + y)(x — y), resulta contener
su validez para un tramado innumerable e infinito de valores x y y; por ello, no hay vida
suficiente para verificar su veracidad, porque el infinito potencial es algo que no se alcanza.
Sin embargo, en la férmula x2 — y? = (x 4 y)(x — y) estdn todos los casos, estan en el
acto porque el infinito actual es algo que si se alcanza. Guardando la analogia, es tanto
como decir “estuve en un pedazo de barrio en San Juan de Pasto” o decir “estuve en San
Juan de Pasto”.

1.2.11. Anotacién a la distribucion de puntos

Ya se indicé al menos una forma de ubicar n puntos en el plano, de modo que dos

a dos tengan siempre como distancia un nimero entero. Basta con tomar n — 2 triadas
n—2
. , . . _2 .
pitagdricas simples (a;, b, ¢;)i—; , llamar P = H a;, y con ello se tienen los n puntos
i=1

b,‘ n—2
(0,0), (0,P) y ('P, 0) con distancias enteras dos a dos. Cada uno de estos n

aj -
grupos, que ademas puede’rTlescogerse de infinitas maneras, puesto que dependen de las
n — 2 triadas pitagoéricas seleccionadas, se eleva a una infinitud innumerable de otros n
puntos en el plano que satisfacen el requisito de la distancia entera exigida. Con solo
aplicar un movimiento rigido, bien de traslacién, rotacién o reflexiéon por alguna recta o
punto o por composicién entre ellas, se tiene un nuevo conjunto de puntos del plano que
resuelven el problema.

biy N\ o
De este modo, los (a, 8), (o, B+ P) y (a + 2P, B) determinan infinitos con-
aj =1
juntos de puntos que satisfacen las condiciones del probléma, y por rotacién también
lo satisfacen los puntos establecidos por las férmulas (0,0), (—Psen(6), Pcos(d)) y

bi bj "2 ,
<.Pcos(9), aPsen(@)) que hacen una nueva clase infinita de posibilidades que re-

i i=1
sulta ser un infinito innumerable, y también cada reflexién de los puntos originales por cada

2mP  (m*—-1)P
1+m? 1+ m?

una de las infinitas rectas y = mx, que determina los n puntos (0, 0),
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n—2
1—m? b 2m  b;
y —P, =P , entre las cuales se destaca la reflexién por la recta
1+m?2a "1+ m?a -
= b: n—2
y = x, que determina los n puntos (0,0), (P,0) y (0, 'P>
aj

i=1

Con esto se asevera que los movimientos rigidos son de gran sutileza y que sin el
infinito no habria matemadtica.

Asi, a través de los movimientos rigidos de traslacién, rotacién y reflexién axial, o por
la composicién entre ellos, cualquier conjunto de n puntos cuyas distancias dos a dos
son enteras, sus imagenes por congruencias, siguen manteniendo el patrén de distancias
enteras entre cualquier par de puntos del conjunto transformado. De este modo, dados
n puntos con la singularidad de que las distancias entre dos puntos de tal conjunto sean
enteras, se tiene a la mano una infinita e innumerable coleccién de conjuntos de n puntos
que respetan esa caracteristica.

Vale la pena en este punto, disponer un ejemplo. Al tomar las cuatro triadas pitagdricas
simples (3,4,5), (15,8,17), (5,12,13) y (21,20, 20) se encuentra que P = 4725, valor
que de acuerdo con lo explicado, conforma un sexteto de puntos con distancias enteras
entre cualquier par de entre ellos; estos puntos determinan el conjunto

{(0,0), (0,4725),, (6300, 0) , (2520, 0), (11340, 0) , (4500, 0)} .

Al escoger como vector de traslacién el vector (7, €), se encuentra que las imagenes por
traslacién respecto de dicho vector determinan el nuevo conjunto de puntos,

{(m, e),(m, e+ 4725), (7w + 6300, €), (7 + 2520, €), (7 + 11340, e) , (7 + 4500, €)},

que mantiene la cualidad de que las distancias entre cualquier par de puntos de esta media
. . .y 7T .
docena, son enteras. Igual, si se escoge como dngulo de rotacién a 6 = 3 con la rotacién

escogida se hallan los seis puntos

{(o, 0), <—472§‘/§, 47225) . (3150,315073) , (1260,1260v/3) , (5670, 5670v/3) , (2250, 2250\@)} .

Y para cambiar un poco el rumbo, al adoptar como centro de reflexion axial a la recta
y = 2x, el conjunto original, a través de la reflexion axial por la recta descrita se convierte
en el conjunto

{(0,0), (3780, 2835) , (—3780, 5040) , (—1512, 2016) , (—6804, 9072) , (—2700, 3600)}
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que mantiene la especificidad de que la distancia entre dos cualquiera de sus elementos es
un ndmero entero, hecho que se evidencia al calcular cualquiera de las quince distancias
que alli emergen.

En conclusién, dado un conjunto de n puntos del plano que mantienen la condicién
de que la distancia entre dos cualquiera de sus elementos es un valor entero, a través de
los movimientos rigidos se tiene la posibilidad de construir una infinitud innumerable de
conjuntos de n elementos que mantienen tal caracteristica (Zalamea, 2019).

1.2.12. Vestigios de la funcién z de Riemann

El problema de Basilea (Bernoulli- Euler) consiste en calcular la suma de los inversos
de los cuadrados de los nimeros naturales y hace apertura a la funcién z de Riemann
que es, acaso, la funcién mas importante en matemdticas. Se parte del hecho de que

P < m para todo nimero natural n, y en consecuencia
o0 (oo}
1 1
< -
2:22_ Z;n(n—i—l)
y siendo
oo (oo}
1 1 1 1 1 1 1 1 1
= - = =l--+-—4+-—-—-+-—...=1
;n(n—f—l) ;n n+1 2+2 3+3 4+4

se tiene que la suma de los inversos de los cuadrados es creciente y acotada, pero menor
que la suma de los inversos de los nimeros triangulares que converge a 2. Tal suma debe
ser convergente y, en su momento, los esfuerzos de los expertos fueron infructuosos por
demostrar este hecho.

Euler utiliz6 métodos finitos para hacer un célculo infinito. Por ejemplo, parte de la
aproximacién potencialmente infinita (Taylor- Maclaurin)

[N 0 i1
_ - s _ 1)+l
sen(x) = x — 3l —|—5! 7 +...= ;:1( 1) =1
y por ello
sen(x) x2 x* x5 Nt g x20=D
S A I S I N G A i
X e m Y gy

i=1

que tiene las mismas raices que sen(x), exceptuando 0 (todas miiltiplos enteros de 7) y

sen
que en correspondencia con el teorema fundamental del dlgebra, la funcién p(x) = ( )
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se puede escribir con el producto infinito

(x = m)(x +7)(x — 27)(x +27) ... = p(x).
0 . " :
Al multiplicar por 'ZEO; que es una de las infinitas formas de escribir 1, siendo

p(0) = (—=1)"7?(27)?(37)?...

Se”X(X) = p(0) (1_; <1+;) (1—2’;) <1+2’;>
s 2 () ()

se obtiene,

. . AT sen .

y siendo p(0) = 1 (aqui hay que recordar el cldsico limite limy_o ﬁ =1, que sirve
2 4 6

para definir la funcién w, o simplemente reemplazar en p(x) = 17%+%7%+. ).

En definitiva se tiene que
0 _ 2(i—1) oo 2
_q)Ri-n X T 1— = |
Z;( ) (2i — 1) ,11 w22

Y ahora, es suficiente con aplicar el principio de identidad que sefala que cada objeto es
idéntico consigo mismo; asi, en ambos miembros de la igualdad, los coeficientes de x2 o de
x* o ... deben ser los mismos. En el primer caso, el coeficiente de x? en el primer miembro

-1 3 o ] X2
es ( 6) . y del otro lado hay que ir fijando en cada factor un término —— y tomar los
Tl
1 (infinitos) de | tantes fact te hecho prod (-1)° 1001d
infinitos) de los restantes factores, este hecho produce que =—= —,yde
P que ~— = ;_1 20y
o0
1 2
alli se deriva que = =—.
que > 5 =

i=1

e . : . . w2
En el infinito potencial, con cada paso se obtiene un racional préximo a g,y al tener

2
todos los sumandos en el infinito actual, se estd encima del irracional 5

Con algunos malabares algebraicos, al comparar e igualar los coeficientes, en ambos
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o 4

‘- . ™ p c

términos de x* se obtiene E =90 y asi se puede obtener mas resultados.
1

i=1

(oo}
Al pensar de un modo general en (k) = lek como la suma de los inversos de
i=1
las potencias de orden k > 2 de todos los niimeros naturales, no solo resulta que siendo
infinitas, todas son convergentes siendo claro en particular que ¢(2) = % Riemann
(1859) cambia k por s, adoptandolo como cualquier complejo con parte real mayor que 1,
que es la condicién de convergencia de esta funcién que se llama, funcién z de Riemann.
No obstante, mucho antes Euler habia encontrado una relacién asombrosa entre esta
funcién y los niimeros primos que se escribe como

=1 1
;;Zﬂiy

p primo 1-— -
1%

Huelga mencionar que si s = 1, (1) se tiene la serie armédnica, de la que ya se
determind su divergencia. La funcién z de Riemann ha ampliado su estudio a valores
multiples. La férmula de Euler se explica porque

1

=14 z4+22+34 ..
1—z

. . 1
que converge si |z| < 1,y por ello si z = —, es claro que
p

1 1 1 1
:1—‘1‘*5“!‘?4'?4-,
ps p* p

1-—
p

de donde resulta

a 1 1 1 1 1 1 1
H 1: 1+§+§+ﬁ+ 1+¥+@+g+...

p primo 1-— -
P

Al ir desarrollando de manera potencial dados los productos, factor a factor, se van alcan-
zando todos los numeros naturales n elevados a la potencia s, sin que ninguno se repita,
hecho que corresponde con el teorema fundamental de la aritmética.

Buen ejemplo, cada £(s) se fundamenta en el infinito y para infinitos valores de s,
la funcién converge, se ha demostrado que si s es par, la serie converge (por ejemplo
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2 * . o .
e(2) = —ye(d) = ﬁ) con lo cual, se tienen infinitas expresiones convergentes; en
cambio, para los valores de s impar, no se ha establecido en varios casos su punto de

convergencia, y por ejemplo £(1) es divergente.

1.2.13. Divisién de un segmento en partes iguales

La proposicién 1 del libro | de los Elementos de Euclides ensenan a “construir un
tridngulo equildtero sobre una recta fija dada” y la proposicién 10 ensefia a “dividir en
dos partes iguales una recta finita dada”, entendiendo como recta finita el concepto
de segmento. Estos dos resultados configuran un principio inductivo que permite dividir
una “recta finita” en cualquier nimero n de partes iguales. El proceso inductivo emerge
connatural con la construccidn de tridangulos equildteros, y se explica enseguida.

Los cuatro pasos que se muestran a continuacién resultan el vestigio claro de la divisién
de un segmento en dos partes iguales y que se afinca en la solucién que presenta Euclides;
tal construccién se constituye en el paso 1 del método de induccién matematica.

e Paso 1:

(a) (b) () (d)

Figura 1.8: Construccion para la division de un segmento en 2 partes iguales.

e Paso 2: Dado que ya es posible dividir un segmento en dos partes iguales se utiliza
tal posibilidad para construir de un lado, un tridngulo equildtero, siendo uno de
los lados el segmento AB, y en el otro semiplano que determina la recta jﬁ dos
tridangulos equildteros de lados AM y MB. Estas ilustraciones se muestran en las
dos siguientes gréficas.
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(a) (b)

Figura 1.9: Construccion de tridngulos equildteros.

En este punto es suficiente con trazar los segmentos EF y EG y definir los puntos
de intersecciéon de los mismos con el segmento AB: de ese modo se determinan los
puntos H e I, lo cual se establece en la siguiente gréfica:

(a) (b)

Figura 1.10: Construccion para la division de un segmento en tres partes iguales.

Los puntos H e | trisecan el segmento AB debido a que AH = 2HM, ya que
por simetria de la construccién AH = [B. La primera aseveracién se deduce por
semejanza entre los tridngulos AFHM = AEHA, dado que los dngulos en H son
iguales por opuestos por el vértice, m(£ZA) = m(£M) = 60°, y en consecuencia,
los dngulos en E y F de los tridngulos respectivos también son iguales. Al tener los
tridngulos semejantes, sus lados son proporcionales, y sabiendo que AE = 2FM,

o 1 _ _
se infiere que AH = 2HM o también que HM = §AM, y mejor auin AH = §AB.
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Con esto se asegura que al tener la competencia de partir un segmento en dos
partes iguales se posibilita partir, mediante un proceso iterativo, un segmento en
tres partes iguales. Se deja evidencia de este hecho en la construccién de la Figura
1.11, en la cual a partir de la triseccién, por iteracion, parte un segmento en cuatro

secciones iguales.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 1.11: Construccion para la division de un segmento en cuatro partes iguales.

Los puntos J, K y L dividen en cuatro partes iguales al segmento AB, debido a
que AGJC = AFJA, y porque AF = 3GC se tiene también que AJ =3JC, y en

consecuencia, AJ = ZE. También es claro que AJ = JK en razén a que
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e Paso 3: En este paso, que es el de generalizacidon, puede verse que teniendo el seg-
mento AB dividido en n partes iguales, la reproduccién iterativa de la construccién

queda como en la Figura 1.12.

(a) (b)

Figura 1.12: Construccién para la division de un segmento en seis partes iguales.

De la semejanza de tridngulos ADEF = ACEA, Figura 1.12, y habida cuenta,
AB.

que AC = nDF, se tiene que AE = nEF, y en consecuencia, AE = o

De alli ya es facil probar que todos los segmentos de la divisién tienen igual longitud,
y por ello, el método iterativo funciona para todo n en el conjunto de los naturales.

Figura 1.13: Construccidn para la division de un segmento en n partes iguales.

Con esto, termina la prueba.
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Este ejemplo permite establecer que en el que el infinito actda potencialmente de dos
maneras: en la cantidad inmensa de partes en que se divide el segmento original y en lo
infinitamente pequeno que se vuelve cada una de esas partes.

1.2.14. Los racionales como adherencia de los irracionales

Los ndmeros, como objetos del mundo de los ideales, abarcan una amplia e infinita
diversidad de representaciones. Cada nimero se escribe o dibuja de infinitas maneras y
hasta pueden incluir en su representacién conceptos finos y delicados como el del limite.
En particular, todo natural mayor que 1 puede dibujarse como un radical anidado infinito.
Y en efecto Vn > 2,

]

\/n(n_1)+ n(n—1)+ - =n

Este hecho se atestigua disponiendo como hacen los matemdticos para descubrir el
valor de una expresién

x:\/n(n—l)+ n(n—1)+ /"

que conduce a la ecuacién cuadrdtica x> —x — n(n—1) = 0, que a su vez se escribe como
(x = n)(x + (n—1)) =0, y dada la configuracién positiva de dicho radical anidado, la
inica posibilidad para x es x = n.

Estas razones aducen que se estd frente a la constelacion infinita de los nimeros
naturales, pintados como
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y cada una de estas representaciones acarrea en sus entrafias al infinito, junto a ellas y las
operaciones, se tiene la patética forma de representar nimeros bajo el esplendor acucioso
del infinito. Asi las cosas, con

\/2+\/2+1/2+\ﬁ+\/90+\/90+1/90+\ﬁ

se tiene una representacién del 12 y para no ir tan lejos, con

\/2+,/2+W+\/56+\/56+W
\/132+\/132+\/W— 2+, [0+ B2F )

5
se ha representado a 5

De manera analoga, las fracciones impropias también se expresan como radicales ani-
dados infinitos. Con solo disponer /u+ /u+ /... = r, se tendrd que u+r = r?, y asi

. . 3
u=r*—r. Por ejemplo, si r = 5

y con ellos se obtiene

también

w14 14 7
25 25 25 S

De nuevo, el mitico misterio de la matemdtica sorprende al presentar la comunién
dialéctica del infinito actual y del infinito potencial, al relacionar objetos conocidos como
los niimeros oblongos y las raices cuadradas. La alta y connotada belleza de la matematica
con frecuencia aparece en las cosas mas simples.

El uso de CAS, software de asistencia matemdtica computacional, permite cobrar la
evidencia del resultado expuesto. En DERIVE, por ejemplo, con la orden

RADICALES_ANIDADOS (r,n):=ITERATES(SQRT((r:(r-1))+u),u,SQRT((r-(r-1)),n)
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se genera una funcién de n radicales que de manera creciente y acotada, genera una
secuencia de irracionales que se aproximan a r, y que tienen como limite a ese valor en el
infinito. De este modo, una aproximacién de RADICALES_ANIDADOS(5,8) es el vector

[4.4721359549995793928, 4.9469319739611923829, 4.9946903781877403159,
4.9994690096236960588, 4.9999469006804158318, 4.9999946900652220424,
4.9999994690064940088, 4.9999999469006491189, 4.9999999946900649090]

En el que se ve su crecimiento mondtono con limite 5. La aproximacién de
RADICALES_ANIDADOS(19\5,8) es

[3.2619012860600180952, 3.7285253500626783448, 3.7905837743100571585,
3.7987608208875242582, 3.7998369466185682976, 3.7999785455471414144,
3.7999971770446279391, 3.7999996285584855224, 3.7999999511261162018]

L . 19
cuyos términos se acercan de modo inexorable a 5

En los ejemplos descritos se ha dispuesto la aproximacién de nimero de digitos en 20.
Esta evidencia subraya la oportunidad de redescubrir el hecho significativo, que los nimeros
racionales son adherencias de sucesiones de irracionales, tal y como se ha demostrado en
este capitulo (Fresdn and Rué Perna, 2013).
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Capitulo 2.

Diagnodstico en modelos
lineales generalizados
mixtos (MLGM)

Resumen

Los datos correlacionados no gaussianos son frecuentes en investigaciones bioldgicas,
médicas y agricolas. Los modelos lineales generalizados mixtos (MLGM) son una poderosa
herramienta para el anélisis y tratamiento de este tipo de datos. El andlisis residual y
de sensibilidad son procedimientos de diagndstico utiles para verificar las suposiciones
hechas sobre estos modelos y la idoneidad de los datos. Entre las técnicas incluidas en el
analisis de sensibilidad esta la influencia local, que permite discriminar observaciones con
un peso indebido en las estimaciones de parametros de cualquier modelo estadistico. En
este capitulo se pretende encontrar estructuras analiticas aproximadas para las medidas
de influencia local en MLGM.
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Introduccidn

Es comdn en la practica estadistica el uso de modelos de regresién con caracteristicas

diferentes, dependiendo de la naturaleza de los datos que se desee analizar. El objetivo
de un modelo de regresidn es explicar las posibles relaciones de una variable, denominada
respuesta, con otras variables, denominadas explicativas. Algunas de las caracteristicas
mds relevantes en los datos que recaen en nuestro interés son la unidimensionalidad de
la variable respuesta y la correlacién entre respuestas de individuos diferentes. Datos de
esta naturaleza son comunes en estudios longitudinales y con medidas repetidas.

Algunos de los modelos mds comunes para el trabajo con este tipo de datos son los
modelos de seudoverosimilitud (Liang and Zeger, 1986, Zeger et al., 1988) y los modelos
de efecto aleatorio. Casos especiales de estos dltimos, son los modelos lineales mixtos
de respuesta gaussiana (Verbeke and Molenberghs, 2009) y no gaussiana (Demidenko,
2013, Breslow and Clayton, 1993). Los dos constituyen los modelos lineales generalizados
mixtos (MLGM), modelos que son objetivo central de este trabajo.

Al margen del tipo de modelo de regresién que se use en la investigacidn estadistica,
existen algunas etapas de caracter trascendental, que permiten evaluar la idoneidad de un
modelo supuesto para la descripcién de los datos, denominado modelo postulado. Entre
estas etapas estan el andlisis de residuos y de sensibilidad y serdn descritas en secciones
subsiguientes.

Las etapas ya mencionadas son posteriores a la estimacién de los pardmetros del mode-
lo, tépico que no es de interés en este capitulo y por tanto, no se ahondara en los métodos
de estimacién para modelos de regresién. Sin embargo, una breve descripcién de algunos
procesos de estimacién pueden ser encontrados en la seccién 2.2.2. El lector interesado en
la profundizacién de este tépico puede remitirse a algunas referencias como: McCulloch
and Searle (2000), Stasinopoulos and Rigby (2007) o Montgomery et al. (2021).

2.1.1. Andlisis de residuos

Existen diversos trabajos que realizan estudios en profundidad acerca de residuales
para diferentes tipos de modelos (McCullagh and Nelder, 1989). Por ejemplo, residuos
de Pearson, componentes de desvio o residuos de Anscombe son definidos para modelos
lineales generalizados que podrian considerarse como casos particulares de los modelos
de nuestro interés. Lo ideal en los residuos es que tengan un comportamiento asociado
a alguna distribucién probabilistica, generalmente, la distribucién normal. En este senti-
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do, para modelos lineales generalizados los residuos previamente mencionados presentan
desvios importantes a distribuciones conocidas que impiden hacer una evaluacién del mo-
delo postulado de una forma adecuada (Williams, 1984). Esta situacidn se presenta en
diversos tipos de modelos y los MLGM no son la excepcién.

Una alternativa de residuos importantes que tienen la virtud de preservar su compor-
tamiento distribucional en una gran variedad de modelos de regresidn, son los residuos
cuantilicos y residuos cuantilicos aleatorizados (Dunn and Smyth, 1996). Un resultado
importante, cuya prueba sale del alcance de este texto, es que estos residuos son inde-
pendientes y siguen una distribuciéon normal estandar siempre que un modelo postulado
sea adecuado (Rigby and Stasinopoulos, 2005). Lo anterior, hace que estos residuos sean
de gran utilidad en la practica estadistica. De hecho, los residuos cuantilicos son la base
del paquete gamlss del software R para la evaluacién de supuestos distribucionales en
modelos de regresidn. Este paquete dia a dia cobra mas importancia, pues permite traba-
jar con un tipo de modelos mas generales denominados GAMLSS por su siglas en inglés
Generalized additive model for location, scale and shape.

Los GAMLSS generalizan gran cantidad de modelos como por ejemplo: modelos li-
neales normales (ML) (Montgomery et al., 2021), modelos lineales generalizados (MLG)
(McCullagh and Nelder, 1989), modelos lineales mixtos (Lesaffre and Verbeke, 1998), mo-
delos lineales generalizados mixtos (Breslow and Clayton, 1993), modelos duplos (Paula,
2013), modelos ajustados en cero (Mullahy, 1997), entre otros. El paquete gamlss por su
parte permite el anélisis de datos, via modelos de regresién, con cada uno de los modelos
mencionados a lo largo de este capitulo, usando como herramienta fundamental las propie-
dades de los residuos cuantilicos. En este sentido, el paquete gamlss provee importantes
instrumentos de visualizacién, basados en los residuos cuantilicos, como son el worm plot
(grafico de gusano) y el ggplot (gréfico cuantil cuantil), disponibles mediante la funcién
textttplot() y wp (), respectivamente. Estos graficos son esenciales, puesto que facilitan
estudiar el comportamiento de los residuos y, por tanto, establecer si el modelo postulado
es adecuado para explicar las relaciones entre las variables o no. En caso de no serlo,
los residuales mostraran un comportamiento alejado del que deberian tener tedricamente,
es decir, acorde con una distribucién normal estandar. Para mas referencias alrededor de
gamlss, el lector puede remitirse al Capitulo 2 de Stasinopoulos et al. (2017).

Vale la pena mencionar que previo a la existencia de gamlss se construyeron paquetes
para el estudio de distintos tipos de modelos como se muestra en la tabla 2.1. Sin embargo,
estos paquetes permiten la estimacién de los pardmetros de un modelo postulado y no la
validacién del mismo, lo que implica riesgos graves en los aspectos inferenciales.
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Funcién Paquete Referencias

lmer () 1med Bates et al. (2015)
glmer () 1me4 Bates et al. (2015)
glmer.nb() 1me4 Bates et al. (2015)

glmmPQL () MASS Breslow and Clayton (1993), Venables and Ripley (2002)

Cuadro 2.1: Modelos y paquetes

El paquete gamlss (Stasinopoulos et al., 2017) soluciona esta dificultad mediante sus
diversas funciones relacionadas con los residuos cuantilicos. De hecho, este problema es
resuelto para gran cantidad de modelos mencionados a a lo largo de este texto. Los
tipos de variables respuestas que pueden ser considerados en los modelos de regresidn
disponibles en gamlss se pueden encontrar en Rigby et al. (2019).

Si bien gamlss resuelve la dificultad asociada a la validacién de un modelo de regresién,
hasta donde se conoce no presenta herramientas para detectar observaciones o individuos
con peso desmedido en las estimaciones de los parametros de interés. La deteccidn de estos
es vital, puesto que permite evitar errores inferenciales. Las técnicas para la identificacién
de tales observaciones se enmarcan dentro del andlisis de sensibilidad para un modelo de
regresion. Dichas técnicas son tépico central de la siguiente seccién.

2.1.2. Andlisis de sensibilidad

Como se ha mencionado de forma extensa, el paquete gamlss facilita la evaluacién
de un modelo postulado al tener un entorno completo para el estudio de los residuales
cuantilicos; sin embargo, tiene limitaciones en cuanto al andlisis de sensibilidad. Esto abre
un enorme campo de investigacidn en el drea de modelos de regresion.

En la teoria estadistica existen diversas formas de realizar analisis de sensibilidad,
es decir, existen diferentes formas de medir el impacto excesivo de observaciones en
las estimaciones de los pardmetros asociados a un modelo. Una gran parte de ellos se
denominan diagndsticos de eliminacién; entre ellos, especial relevancia tienen DFFITS
(Walker and Birch, 1988) y la distancia de Cook. Esta ultima propuesta por Cook (1977)
para modelos de regresién lineal simple y extendida para diferentes modelos a través de
los afios. Por ejemplo, para regresién logistica, que es un caso particular de los MLG, la
distancia de Cook se encuentra en Cook and Weisberg (1982) y, su extensién para modelos
lineales generalizados en Williams (1987). Para MLGM un primer intento de distancia de
Cook fue propuesto por Xiang et al. (2002) y refinando recientemente por Pinho et al.
(2015).
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Una estrategia diferente a los diagndsticos de eliminacién se denomina influencia local,
propuesta originalmente por Cook (1986) y refinada mas adelante por Poon and Poon
(1999) para modelos lineales con respuesta gaussiana. Esta técnica ha sido extendida
para diversos tipos de modelos de regresién en los Gltimos afios. Un primer intento para
el andlisis de sensibilidad, a través de la influencia local, para datos longitudinales con
respuesta gaussiana se llevé a cabo por Lesaffre and Verbeke (1998). Aunque este trabajo
permite la deteccién de individuos influyentes en modelos lineales mixtos normales, no
admite una extensidn directa para los modelos lineales generalizados mixtos (MLGM)
(Breslow and Clayton, 1993) y esto abre una posibilidad enorme de investigaciones sobre
estos Ultimos. De esta manera, la siguiente seccidn tiene como objetivo definir de forma
detallada los MLGM.

Modelos lineales generalizado mixtos

En esta seccién definimos los MLGM y algunas de sus propiedades. Ademas, aspectos
bésicos de la estimacién de los pardmetros asociados al modelo son abordados al final de
esta seccion.

2.2.1. Definicion del modelo

El modelo especifico de esta investigacién, siguiendo a Pinho et al. (2015), se puede
definir como sigue:

Sea Yj; la j-ésima observacién del i-ésimo sujeto, donde 1 < j < n;, 1 < i < N

N

y Ny = > nj. Se supone que la funcién de probabilidad de Yj; depende de un vector
i=1

g-dimensional b; de efectos aleatorios, a través del parametro 6;; € R. También se supone

que dado b;, Yj; sigue una distribucién en la familia exponencial, dada por

fysl6: (viii 0, @) = exp [aﬁ {yi 05 — a(0y)} + c(y: gzs)} : (2.1)

donde a(.) y c¢(.; .) son funciones conocidas y ¢ denota el pardmetro de precisién. A

partir de ciertas condiciones de regularidad (McCulloch and Searle, 2000), se sigue que
d a(0;) 1 d?a(0;)
Hij = E(Y,'j|b,') = 7. yVar(Y,-j|b,~) =¢ V,'j, donde V,‘j ZV(/,L,'J') = >
do; do;

es llamada la funcién varianza.
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, . . . _ T T . . .,
El pardmetro 6;; relaciona y;; al predictor lineal n; = x; B+z; b; mediante la relacién

g(uy) = nj = x; B+ zj bi, (2.2)

donde xj; es un vector (p+ 1) x 1 de valores de la variable explicativa, 3 es un vector
(p+1)x1 de de parametros desconocidos, z;; es un vector g x 1 de variables no estocasticas
y g(.) es una funcién diferenciable y monétona. Ademas, se asume que b; ~ N4 (0, =),
donde = es una matriz de varianza-covarianca simétrica y definida positiva, la cual depende
de un vector g (g + 1)/2 x 1 de pardmetros £. Los modelos lineales generalizados mixtos
son especificados conjuntamente por (2.1), (2.2) y la suposicién distribucional sobre b;

previamente mencionada.

En particular, en este trabajo, se considera el MLGM especificado como sigue:

ind

Yij| b ~ FE (uiji ¢),
g(uij) =x;B+zyb y (2.3)
iid —
b,' ~ Nq (0, :),
donde j =1,..., npyi=1..., N. La notacién FE(-; -) hace referencia a la familia

exponencial. Esto implica asumir que dado b;, Y/ sigue una distribucién de la forma (2.1).

Ademads, considerando 1; = (77,-1, o 7],-,7,.)T . = (Mil: R ,u,-,,,.)T y
T
g(p;) = (g (ni1),---, g (i nf)) , se obtiene
g (ki) =X; B+ Z;b;, (2.4)

donde X,‘ = (X,'l ..... X,‘,.,i)T y Z,‘ = (Z,’l ..... Z,'ni)T.

.
Finalmente, al escribir p = (ulTuE)T . n= (annE)T . b= (bi...,b;)

.
g(p) = (g ()" ... g (uN)T> es posible expresar la relacién (2.4) como

g(u)=n=XB+Zb, (2.5)

T N

donde X = (XT, o X;'V—) yZ = Z;, con @ denotando la suma directa de matri-
i=1

ces.
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2.2.2. Estimacidén de vector de parametros 1

El modelo previamente definido permite el tratamiento de datos correlacionados y la

=\
estimacién de los parametros en cuestién 1 = ﬁT,ET, ¢) puede ser realizada a partir
estructuras aproximadas o relacionadas con la siguiente funcién de log-verosimilitud:

L(1y;) = log / exp {L (1 y;, bi)} d by (26)
y N
L(y;y) = Z L(v;y;)- (2.7)
donde

L (i i b) = =3 log(2m) = 3 log | =+ 3" [6 {ys 05 — a(63)} + ey 6)] - 3 b7 = b

Jj=1

es la funcién de verosimilitud conjunta entre y; y bj, parai=1,2,..., N.

Una situacién ideal, para algunos procedimientos de estimacién y para desarrollar anali-
sis de sensibilidad, sea via eliminacién o mediante influencia local, seria que la expresién
en (2.6) tuviese una forma cerrada; sin embargo, esto en general no ocurre (McCulloch
and Searle, 2000). Existen algunos casos especiales en los cuales la distribucién asociada
a la variable respuesta y;; y a los efectos aleatorios b; son conjugadas, en ese caso la
expresién (2.6) tendrd una forma cerrada (Fabio et al., 2012). No obstante, los modelos
de efecto aleatorio en los que eso ocurre no son de interés para la presente investigacidn.

Vale la pena mencionar que la log-verosimilitud marginal (2.6) no siempre dependera
de una integral multivariada, puesto que no todos los modelos tienen un efecto aleatorio
y en esos casos la funcidon de verosimilitud marginal tendra una forma cerrada. Estas
situaciones ocurren con los MLG y los modelos con exceso de ceros. Estos dltimos son
Gtiles en la practica estadistica y vale la pena un estudio mas profundo, que no recae en
el interés de este capitulo.

Existen diversas metodologias numéricas para llevar a cabo la integracién multidimen-
sional, como por ejemplo la cuadratura de Gauss Hermite o la aproximacién de Laplace. El
uso de esta dltima (ver apéndice, 2.A) genera la funcién de log-verosimilitud penalizada,

usada por el paquete gamlss (Stasinopoulos et al., 2017)
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N

N n;
Lp(B.b)=>_> log {fy,-,-|b,- (vij: B, ¢)} - %Zb;T =i (2.9)

i=1 j=1 i=1

Esta expresion es base fundamental para el andlisis de sensibilidad desarrollado en este
capitulo. La técnica a usar para dicho analisis se describe en la siguiente seccién.

Influencia local

Enseguida, se explora la influencia local como herramienta para evaluar el impacto de
observaciones particulares en los valores estimados del parametro 3, denominado vector
de parametros de efectos fijos. En principio, se describe la técnica general estudiada,
para modelos de regresién simple, en el trabajo de Cook (1986). Este trabajo es de suma
importancia porque permite establecer, entre otros aspectos, la conexién entre la influencia
local y el concepto de curvatura normal. Después se enunciaran las dificultades en un
intento de extension de esta técnica a MLGM. Por (ltimo, serd expuesta una alternativa
de solucidn a las dificultades planteadas, con ayuda del enfoque GAMLSS. Puntualmente,
seran calculadas las medidas de influencia o las curvaturas en la direccién de un vector
unitario d.

2.3.1. Influencia local: enfoque general

Con el objetivo de investigar la sensibilidad de los valores estimados de un vector de
pardmetros desconocidos (3) bajo pequefias perturbaciones o cambios en algunos com-
ponentes del modelo o los datos, Cook (1986) propuso el concepto de influencia local. En
esencia, la propuesta estd basada en medir tal sensibilidad a través del comportamiento

del desplazamiento de la verosimilitud LD, = 2 {L (Za;y) L (Bw;y)}, donde B,

denota la estimativa de maxima verosimilitud bajo L (3;y |w), la cual denota la forma
adoptada por la funcién de log-verosimilitud del modelo postulado L (3; y) cuando mo-
dificaciones menores son introducidas en el modelo o los datos mediante el vector de
pertubacién w € © C R’ (/ no necesariamente representa el tamafio muestral). La forma
de introducir pequefias modificaciones no es tnica y depende del objetivo de investigacién.
Las diferentes posibilidades para perturbar un modelo son llamadas esquemas de pertur-
bacién. Sin embargo, investigar las caracteristicas de LD,, para todo w € © podria ser
inviable. Asi, Cook (1986) propusé estudiar el comportamiento de LD,, en una vecindad
del vector de no perturbacién wo, eso es, wg es tal que L (3; y|wo) =L (3; y). De acuer-
do con Cook (1986) este estudio debe ser hecho por medio del célculo de la curvatura
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normal Cq (8), en la direccidén de algin vector unitario d, de la gréfica LDy,y1+2a Versus
a, donde a € R. Cook (1986) mostré que Cq podria ser expresado como

Ca(B)=2|d" A"Lj;Ad|, (2.10)

en el que
_9°L(Biy) A PL(By|w)
- 9BaB" y - 9BIwT

y estas cantidades son evaluadasen w =wgpy B = B
. . T T\
Ademas si el vector de pardmetros es particionado en 3 = (ﬂl . Bs ) y el foco de

interés, por ejemplo, es la influencia local sobre el vector 3; de dimensién r x 1, entonces
la curvatura normal Cq (3;) en la direccién unitaria d toma la forma

Ca(8y) = ’dT AT (Lg}, - L22> Ad’ , (2.11)
en el que
0rx/ Orx(s—r) 9? L(ﬂv y)
Ly = 1 y Lg g, =——""5.
[O(S—r)xr Lg252 i 5,32aﬁ2T

Aunque la curvatura normal (Cook, 1986) ha sido ampliamente usada, no es invariante
bajo un cambio uniforme de escala y podria tomar cualquier valor. Asi, es dificil juzgar
su tamafio de forma objetiva. Para reducir estas complejidades, Poon and Poon (1999)
propusé la curvatura normal conformal, la cual tiene una corespondencia uno a uno con
la curvatura normal C4 y toma valores en [0, 1]. Considerando las ecuaciones (2.10) y
(2.11) las curvaturas normales conformales (Poon and Poon, 1999) son definidas, respec-
tivamente, por

Bd(ﬂ):_{d A" (Lgp) Ad} (2.12)

\/tr{(AT L} A)z}
- {dT AT (Lh - La2) Ad}

{AT (Lh —L22) A}2

Ba(B) = (2.13)

tr
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Esto implica que 0 <B4 (8) <1y 0 <Bgq(8;) < 1. Todas las cantidades son evaluadas
enw=wyypB=0.

Adn cuando la curvatura normal Bg podria ser calculada en cualquier direccién d, se
puede tener interés particular en algunas de ellas. Para ello se usard la curvatura normal
conformal como una herramienta para evaluar la influencia de observaciones en los valores
estimados de los parametros. Asi, se encaminan los esfuerzos para calcular tal curvatura
en los MLGM.

2.3.2. Influencia local en MLGM: Dificultades

En los modelos lineales generalizados mixtos (MLGM), a diferencia de los modelos
lineales mixtos (MLM), la variable respuesta no necesariamente debe aproximarse a una
distribucién normal (ver seccidn, 2.2); por el contrario, la gama de posibilidades se amplia a
las distribuciones que pertenecen a la familia exponencial (McCulloch and Searle, 2000),
como es comun en los modelos lineales generalizados (MLG) (McCullagh and Nelder,
1989). Estos lltimos con la restriccién de independencia sobre las observaciones. En
realidad, los MLGM pueden ser considerados como una generalizacién de los MLM vy los
MLG que permiten ser ajustados a datos con caracteristicas de naturaleza mas compleja.

Una dificultad que surge en el manejo de los MLGM, complejidad que es manifiesta
en los métodos de estimacidn para los parametros asociados a este modelo (Breslow and
Clayton, 1993, McGilchrist, 1994), es la forma no cerrada de su funcién de verosimilitud
marginal (2.6). Dificultad que es abordada, por Breslow and Clayton (1993) a través de
aproximaciones de la funcién de verosimilitud marginal. Autores como McGilchrist (1994),
Pawitan (2001) y Nelder et al. (2006) realizan el proceso de estimacién basados en la
funcién de verosimilitud conjunta entre la variable respuesta y los efectos aleatorios. De
esta forma evitan problemas de integracién multidimensional en (2.6). Una alternativa
adicional es usada por Zhao et al. (2006), quien hace un anilisis completo de los MLGM
via herramientas bayesianas. Esta dificultad se extiende para el desarrollo del analisis de
residuos y de sensibilidad, como es posible deducir en Xiang et al. (2003) y Pinho et al.
(2015). En realidad este es un problema presente en la mayoria de modelos de regresién
con efecto aleatorio (ver, por ejemplo Tang et al., 2006).

Las complejidades en la estimacidén de parametros para estos modelos y muchos otros,
en general los modelos GAMLSS, es solventada al considerar una funcién de verosimilitud
penalizada (2.9) (Rigby and Stasinopoulos, 2005, Stasinopoulos and Rigby, 2008), que
produce valores estimados de los parametros de interés denominados valores estimados
penalizados, muy préximos a los valores estimados de maxima verosimilitud como para
ser Utiles en la practica. Los algoritmos usados para la estimacién de los pardmetros de
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interés y la prediccién de los efectos aleatorios, implementados en el paquete gamlss son
los algoritmos CG (Cole and Green, 1992) y RS (Rigby and Stasinopoulos, 1996b,a).

Vale la pena mecionar que Is MLGM pueden ser considerados como un caso particular
de los GAMLSS de efecto aleatorio (Stasinopoulos et al., 2017), y la funcién de verosimili-
tud penalizada abordada en (Rigby and Stasinopoulos, 2005) coincide con la verosimilitud
penalizada para los MLGM (2.9). En el apéndice 2.A se describe el procedimiento para
obtener esta lltima mediante la aproximacién de Laplace multivariada estudiada en Tuer-
linckx et al. (2006) o Demidenko (2013). De esta manera, estudiar los MLGM como un
caso particular de los GAMLSS, es decir estudiar los MLGM desde un enfoque GAMLSS
puede solucionar las complejidades ya mencionadas y permitir un desarrollo completo del
anélisis de sensibilidad para estos modelos. Tépicos que se abordan en la siguiente seccién.

2.3.3. Influencia local en MLGM: enfoque GAMLSS

La técnica descrita en la seccién 2.3.1 no puede ser aplicada de forma directa para
MLGM por razones ya expuestas en la seccién anterior. Algunos enfoques encaminados
a abordar esta dificultad, en lo que a andlisis de sensibilidad se refiere, estan en Ouwens
et al. (2001) en el cual se usa herramientas bayesianas, o en Tapia et al. (2019b) y Tapia
et al. (2019a) que realiza anélisis de sensibilidad en casos particulares de los MLGM, a
través de una medida andloga a la influencia local propuesta por Zhu and Lee (2003). Una
limitacién de los trabajos mencionados lineas atrds es el poco uso practico que tienen,
puesto que su implementacién en algln software estadistico podria ser una tarea tediosa y
con alto costo computacional. Una alternativa diferente para el anilisis de sensibilidad de
MLGM surge al estudiar estos modelos como un caso especial de los GAMLSS de efectos
aleatorios (Stasinopoulos et al., 2017), esto es, al estudiar los MLGM con un enfoque
GAMLSS, tal y como fueron abordadas las complejidades de estimacién por el paquete
gamlss. Dado que este paquete usa la verosimilitud penalizada (2.9) para estimar algunos
de los parametros de interés en los MLGM, tiene sentido calcular las medidas de curvatura
a partir de esta funcién de verosimiltud apoyado en las ideas de Tang et al. (2006).

En lo que sigue, se determinan los componentes de las medidas de curvatura, A y
L 35 dadas en las expresiones (2.10) y (2.12), para el vector de parametros de efectos
fijos 3, desde diferentes esquemas de perturbacién. Vale la pena notar que la estructura
de Lgg no depende del esquema de perturbacién usado y su estructura, como se devela
en el apéndice 2.B.1, viene dada por:
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; oL , bi ~ 5 |-t =-1\ "1
Lﬁﬁz% =¢XTP,{P, —¢zi(¢zTP,z,—: ) Z,T}P,X,
B=B
:$fo>,{f>,_1—$z,/\, 1ZT}P,X,
Luego,
oL (8. blw)| - s A
= IR WBBIW) _axTRIPp T - gzA 2Tl PX 2.14
wop™ |, =" P-0 } (214)
donde

N N N
X:(XI’XTYM,XI’)TV wW=PwW, P=@PPr, A=PA
i=1 i=1 i=1

N
z=FPpz, P,=D,_ .M -W, y A=¢Z P,Z,—=""
i=1

De esta manera, uno de los elementos de (2.10) o (2.12) estd totalmente determinado
mediante una estructura cerrada. Por otro lado, como ya se menciond previamente, la
estructura para A depende de la forma en la que se desee perturbar el modelo, que en
la prictica permitirdn detectar diferentes componentes con peso desproporcional en los
valores estimados del vector de pardmetros 3 en el predictor lineal (2.5). Estructuras
cerradas para la matriz 4, siguiendo esquemas de perturbacién planteados por Lesaffre
and Verbeke (1998), Zhu and Lee (2003) y Tang et al. (2006), son tépicos de interés de
las siguientes secciones.

Esquema 1: ponderacion de casos

Sea w = (wl,wz,...,wN)T un vector de perturbacién de dimensién (N x 1). Con
el objetivo de determinar individuos potencialmente influyentes sobre 3, consideremos la
log-verosimilitud perturbada dada por:

N ni
Lo (8. b1w) = Y | D108 {f (58, 0) } — 5 b7 = b

i=1 j=1

De esta manera, el vector (N x 1) de no perturbacién es wy = 1. Mediante algunos
calculos expuestos en el apéndice 2.B.2 s posible obtener

_ 9Le(B.b|w)
T 0BowT

=exXTWV D _ex"PzA 2T WV D

w=w g, B=P

A

(2.15)
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donde
T N N N N
X=(X1.X3,..X3) . W=PW, v=@PV. P=PP., 1=Pn
i=1 i=1 i=1 i=1
Y N
z=PHz, P, =D, ,M-W; y AN=¢ZP;Z;—=""

Ademis, al sustituir (2.15) y (2.14) en (2.10) o (2.12), se obtienen las medidas de
curvatura en la direcciéon de un vector d de interés. Por ejemplo, vectores de la forma
u € RN, cuyos componentes son ceros excepto por la i-ésima posicién cuyo valor es 1,
permiten identificar individuos potencialmente influyentes.

Esquema 2: perturbacion en la variable respuesta

. y T
Considérese el vector de perturbacién w = (w{,w},...,wy) , donde

w! = (wi1, wi2,...,win,). Ademds, asuma la perturbacién sobre la variable respuesta

1
dada por y¥" = y; +wj, que podria ser dtil para determinar observaciones potencialmente

influyentes. Con estas condiciones, la funcién de verosimilitud penalizada, asume la forma:

N n;

1 +__
Lp (B blw) =D | > tog {fy, (vi+wiiB ¢)} - S b=,
i=1 | j=1
De esta manera, el vector de no perturbacién es wo = 1y, Luego, al usar algunos

herramientas algebraicas dadas explicitamente en el apéndice 2.B.3 se obtiene:

a= VLo (B blw) X WV o 2xXTPzZA 2T WAV
0B dw T _
w=wg, B=P
(2.16)
donde
T N N N N
X=(X{.X3...X3) . W=@PW., v=@PV. P=-PP. 1=-Pn
i=1 i=1 i=1 i=1
y
N
z=FPz, P,=D,_ .M -W;, y Ai=¢Z/P,Z;—="".

Las curvaturas o medidas de influencia en alguna direccién d € RV7 de interés , bajo
este esquema de perturbacidn, es obtenida al sustituir (2.16) y (2.14) en (2.10) o (2.12).

Esta forma de perturbacidon permite detectar observaciones potencialmente influyentes

al considerar vectores directores en RV7 de la forma u,-JT- = (uy, uy, ...,uy), donde

u; € R"parai=1,..., N. Basta considerar el vector u; con uno en la j-ésima posicién
del vector u; y ceros en el resto de entradas para j =1,2,...,n;.
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Esquema 3: perturbaciéon en la variable explicativa
. T
Considere ahora w' = (wlT sz, AU wﬂ) con w; = (w,-l, Wi, ..., w,-,,,.) y wij
es un vector (p+ 1 x 1). La matriz A serd calculada con el esquema de perturbacién

wij

X' = Xjj + wij. Este dltimo produce la funcién de verosimilitud penalizada perturbada,
dada por:
N
Le (B, blw) = Lp (B bilw))
i=1
donde
u wij wijj 1 T ——1
Lp (ﬂ, b,-\lw,-) = z} |fb {y,--9,.j —b ((9,] )} +c (y,-j; (b)] — 5 b,- = b,'
j=
y

0;" =0 (u“j) g = (nj’) cy oyt = (XT +w;) B+zb;

El vector de no perturbacién, con este esquema, es w, = 1y (p41)- Ahora bien, mediante
algunas manipulaciones algebraicas, expresadas en detalle en el dpendice 2.B.4, obtenemos
la matriz A = (4y, Ay, ..., Ay) de dimensién (p+ 1, Nt), donde

A OLe (B bijwi)
T 9B0w] _
s “i w=w o B=P
T T ~F ST ob/ T A7 v 57
=X/ {-W,+D,, 5 M} (1i©B )+¢ | % {-Wi+D, s M} (1,23
B=B
.
— X/ P, (1,0B ) +o L 72/ P (1,08
98 |
B=B
—~ ~ —~ —~ ~ o~ — —1 ~ ~
:qbX?P,-(Inf@ﬁT)—abzXTsz,- {¢2/Piz; -2} ZTP,-(Im@ﬁT)
para i = 1,2, ..., N. La ultima expresiéon para A; fue obtenida usando la ecuacién

(2.B.2). En consecuencia, es posible deducir una estructura cerrada para A, dada por:
o~ TA ~T /\2 T/\ ~—1 —l—/\ ~T
A=¢pX P(INT®B>—¢XPZ/\ ZP(INT@)ﬂ) (2.17)

donde
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z=Pz, P, =D, M-W; y A=¢ZPZ-=Z"

También, al sustituir (2.17) y (2.14) en (2.10) o (2.12), las medidas de curvatura en
forma cerrada son obtenidas.
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Apéndice

Verosimilitud penalizada a partir de la aproxi-

macion de Laplace

De Demidenko (2013), se sabe que para una funcién h : R? — R integrable, se tiene

que
/exp {h(x)} dx ~ (27)%? exp {h (%)} ’_ (‘9)(8%

Ra

x=X

- . . . . ., Oh
donde X es el maximo de la funcién h, en particular es solucién de la ecuacién — = 0.

Ox
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Ahora bien, para i =1,2,..., N, se tiene que

exp {L (1)} = / exp {L(#; vy, bi)} db;

Ra

-1/2

~ (2m)"? exp {L(¥;y;, bi)}

> L(V;y; bi)
El-— 2020

.. . - ., OL(v;y;, bi
para v fijo y siendo b; raiz de la ecuacién (¥:y;. bi)

= 0. Es decir, b; satisface la
ob; !
ecuacion

d9U dpj 1
— =7 b =
¢ Z{ dMu dn; “ °

o de forma equivalente

bi=b;(v)
(2.A.1)

(2.A.2)

OZ] VNV}/z ‘7/71/2 y

Luego, regresando a (2.A.1) se obtiene

L) = g oslE1 3 [0 200} i) - 357

_% log’Z;TWiZi—F_:_l‘
:Z|:¢{Yij9ij—a(9ij)}+c(y’j;¢)] %5 .
=1

=1 b;

1 .
o ‘z.T
> g | 4;

ibj=

Finalmente, usando argunmentos de Breslow and Clayton (1993), es posible ignorar el
altimo término para obtener

n;

1~ -
L (Bibi) = > {¢’ {Yijaija(gij)}JFC(YU;éb)} -5 6 =7
j=1
o en general,
- < 1 ~7T__4+
P (B:b) :Z { {YJ i~ (90')}+C(yfj:¢)}—2 i = 'b;
i=1 Jj=1
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La expresion anterior es la base de estimacién de los modelos GAMLSS dada de forma
explicita por Rigby and Stasinopoulos (2005) y su implementacién respectiva en R-sofware
(R Core Team, 2021) realizada por Stasinopoulos and Rigby (2008).

Elementos necesarios para la curvatura C4 (3)
o Ba(B)

En esta seccidn se presentan los calculos detallados de los componentes de la curvatura
(2.10) y (2.12). Puntualmente, se construyen Ay Lgg =dLp (3, b) /B8 "

2.B.1. Escore y Fisher para 3 a partir de Lp (3; b)

A partir de la expresién dada en (2.9) se tiene que

N

ZZ'Og{ywb (vij: B, ¢)} bl =7 b;,
i=1 j=1 i=1
y para cada individuo, usando (2.1), resulta
) — S 1 T =—1p
Le(8,6) =Y log {fy, b (viji B, 6) } — 5b = by (2B.1)
j=1

= Z |:¢ {y:’jgij - b(@,-j)} +c (y,,,¢)] - %b,T =1p;
=1

En principio se desarrollard los célculos sobre (2.B.1). Asi podemos deducir, para
i=12,...,N, que:

7@Lp(,@b-)_¢i(y’1 )dOU A (X,-j—l-db'?rzij>—db'T =1,

1 d/iu dnjj dg d@
w,, db; __4
- 1 1 Xl b
¢Z\/ v (’ F ) B -

_ _ dp’

—d)XTWl/z 1/2 (y ) + (,b I ZTWI/Z 1/2( yi— ,') . i _:_1 b,'
dg dg

oXTWY2y 12 db; Trxrl/2<,—1/2 —1
=¢X; W,V (yi — pi) + e {¢Z W,V " (yi—pi)— = b,-}

=X WPV (v — )
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Ma3s atn,
PLp(B.bi) 9 (0L —éf¢§i wmeT
oo’ 9B \op') OB duudnu

- doj (dpy | dnj xJ dnj v
= - + (yij — wij) mj; X
¢1_21{ Wi (dnu> dﬂ (yJ :uJ) Jdﬂ ij

d T
_¢Z lJ m’j X’J+ d,@
do; (d 2 db;
ij Hij i T
Xij + —— Zij | X;i
i (dnij> (J s J) J}
= ¢X,T (Dy,-—u,-Mi _Wi)X +

Y
s (‘“’") 27 (D, M~ W)X,

ds’

£
db;
- (b{XiT + <dﬂT> ZT} Dy, M; = W;) X

Por otro lado, usando la expresién (2.A.2), se tiene que

dLp (B:b)| ) By by x o
ob | (¢§: 5 7 15) g dgg 0 O = O
y por tanto
aLp (,6, b,) _

pxq-

dBdb,
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Es decir,

nj

9 do; du; STz
3 E i — Hij — b; =0
03 ¢ (yJ F‘J) dpu d77u pPxq

j=1

ni

db;
¢ vy — ny) my Xi g % | ?

Jj=1
d; [ duj db:T T db,T =1
i <dn,, it g )T (T ap s T Oex

¢X D, .. M/Z; +¢ ’ZTD —uMZ; - ¢XWZ i~

op
ob! -+ _db] _ 4
L7, W,Z; L=""=0
¢ ds ds pxa
b db] __
¢ (X,T dé ZT> (Dy—puM; — W) Z; — d[; = =0,
. .. T ab, T et .z
Ahora bien, al definir T; = | X; + g Z; (Dy,-—u,-Mi — W,-), la dltima ecuacién en

la expresion arriba puede ser reescrita como

db; _
oTZ; — a3 =" =0pxg-
Asi, podemos considerar el siguiente sistema de ecuaciones
db __
oTiZ; — Tﬁ =t= Opxq
ob;
T i T

T, — <X,- a8 Z; ) (Dyl_,”,_M,- — W,-) =0px,-

multiplicando de forma adecuada por — ¢ y Z; la primera ecuacién en la expresién anterior
y sumando a la segunda ecuacién se logra:

T

0b;

ds

-1
= ~6 X[ (Dy, My~ W) Z; {62] (D), M; = W) Z;— =71} .
(2.B.2)
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. ., . oL , bi
Sustituyendo la expresidn anterior en la estrucura resultante para OLe (B, bi)

—= se obtiene:
oBopB
OLe (B, bi) _ T T ' N T . N ——1\"loT
SapopT 01X —oX! (DywMi- W) Z (627 Dy - W) Zi - =) 2
X (DYi—NiMi - W’) X
-1
= ¢X; (Dy,—p,M; — W) {(Dy,.,mM,- ~W)) ' - 6Z (qsz,-T (Dy,—p;M; — W) Z; — 5*1) z,-T} X
X (DYi*MfM" - Wf) Xi
~ ~ ~— o~ 1
:¢X,TP,{P,17¢Z, (q&Z,TP,Z,—_: 1) ZT}P,X,
:¢7X,Tf’,{f’flfq?Z;A,_IZ,T}P,X,
Luego,
aLP (ﬂv b|(.U) T~ T D "
= 2P 21 =¢X'P —¢ZA Z'lPX
Blelc A ¢ { ¢ }
p=B
2.B.2. Ponderacion de casos
T T T :
Sea w = (w1, wa,...,wN) Yy b= (b1 . b ,...,bN) . Ahora, se puede considerar la

verosimilitud perturbada

N

p(B.blw) =Y w,ZIog{mb U-;ﬁ,¢)}—%b75‘1b,-
i=1 j=1

de manera que

2L 0 {aLp(ﬁ b|w)}
T 0BT 8,6 Ow™

=¢ % [Z {jby — b(01)] + c (v, & Z {Im;On; — b (On;)] + c(mj, ¢)}]

ny nN
172 —1/2 dmyj 172 —1/2 dnn
=¢ [Z (v — pj) 1/ Vi) / Tﬁj "'Z(}’Nj — pnj) WN{/ VNJ/ dBJ]
Jj=1 j=1

db;y _
=9 |:X1T W11/2 Vi/Q (Y1 - 11'1) + : —a 4 W}/2V vz (Y1 - Nl) T

dg

dby _
XJ VVIN/2 VlN/2 (yn— &) + dg ZTWI/ZVN Y2 (YN — By ):|
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.
y haciendo uso de la expresién obtenida en (2.B.2) para % resulta

A=¢X' {INT - (M D,_, - W) Z/\_lzT} wi/2y—1/2p

donde

N N N
M=PM, D=P:-n) A= @{qﬁZT (M/D,, W,-)Z,-—_:’l}
i=1 i=1

i=1

2.B.3. Perturbacion aditiva sobre la variable respuesta

T .
Sea w = (w!,wl,...,wl) , donde w! = (wj1, win,...,wWin al considerar la
1 2 N i i

funcién de verosimilitud perturbada
N 1
Lp (B, b|w) = Z'Og{y,\b Yij +wij; B, ¢)}_§b7571bi

i=1

o lo que es equivalente

p (B b|w)= ZLP B.bilw;)
donde
P(B.bilw)) Z{ {y + wjj 9/'_b(ei')}+c()/i'+wi"¢):|_le—:lbi-
p ij i) Yi ij ij ij 5 Di
Ahora bien, para 1 </ < N resulta

aLp (,6, b,-\w,-)

ST :[¢9i1+6/(y,'1+wi1;¢) ¢0in;+cl(}/in,-+win,-;¢):|-
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Asi, mediante algunos cdlculos y fundamentalmente usando la expresién en (2.B.2), se
obtiene

02Le (B, bilw;) _ | dbndun ( db b/
0B 0w dpin dni dﬂ

d6 d i db'
—_— Xin; + —— Zin;
(b d Min; d Nin; ( d /6 )

_ XT 1/2 —1/2 :ZTW1/2V'—1/2

=X WIAVV2 _@2XTP .z A 2] WPV,

1

Ademds,
2
a= LB blw) oy wiey12 - 2 xTpz A 2T WAV,
0B 0w T

donde

T N N N

x=[x  Xi| . z=@z. wW=Pw. v=PV
i=1 i=1 i=1
y
N
Ai=¢Z (MiDy,, —~W)Zi— = A= P {62] (MD,,, ~W)Z-="}

2.B.4. Perturbacion sobre la variable explicativa

. T
Considere ahora w' = (w]— w; w—N'—) con w; = (w,-l, Wi, ..., w,-,,,.) y wij

es un vector (p+ 1 x 1). La matriz A serd calculada con el esquema de perturbacién
wij

X' = Xjj+ wjj. Asi, la funcién de verosimilitud perturbada viene dada por

N

L(B, blw) =D _L(B, biw))

i=1

donde

(i) Z[{ b(@f”)}+c<yﬁ;¢>]—§b75lb,-.

Jj=1

Asi, tenemos

0L (B, wj|w)) wi 1/2 -1/2 gT
T - ® (y — py ) w;' v B
ij
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y por lo tanto,

OLB i) _ {—W;'j + (y,-,- - u‘f’) m‘f’} B+

9B 0w,
db" wj wi\ _wi | T
¢WZU{*WUJ+(}’U*NUJ) mijj}ﬂ .

M3s aln, para 1 </ < n, se obtiene

_OLBwilwi) _ T . A
A= gowy 0% {-Wi+D, M} (L g") +
b
&y Z! {-W;+D,,_,, M} (In,- ®[3T) _

Ahora bien, usando la expresién en (2.B.2), es posible obtener una estructura cerrada

para A; y luego para A =[Aq, Ay, ..., Ayl

Curvaturas en R software

Las medidas de influencia local establecidas hasta el momento para MLGM han sido
implementados en el programa R. Dichos cddigos se encuentran disponibles en https:

//github.com/sdiagnostics/diagnostico.git.

##Para usar esta funcidén son necesarios los siguientes paquetes #H
require(gamlss)

require (cIRT)

##Descripcion #H
#H #H
##Esta funcidén pretende detectar individuos con peso despropor—  ##
##cional en los valores estimados de los efectos fijos. Esta #H
##funcién estard disponible para varias distribuciones de la A
##familia exponencial con diferentes funciones de enlace. e
##Argumentos A
ia #H
## model Un MLGM ajustado mediante la funcidén gamlss() y re(). ##
#H Por ejemplo, para un modelo de intercepto aleatorio, ##
- tenemos A
HH modelk—gamlss(response ~ covl + cov2 + cov3 + #HH
H# re(random="1| factor), data= ..., family= ...). HH
## #H
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## data Conjunto de datos usado para ajustar el modelo A
#H i
curvatura.mlgm.gamlss=function (model, data){

a<—model

dat<—data

diagi<—function (a){
if (length(a)==1)
{
da<—as . matrix(a)
}
else {da<—diag(a)}
return(da)

}
##Esta funcién permite extraer la matriz de varianza — covariaza ##
## estimada para el modelo ajustado por medio de la funcidén A
. gamiss () s
getSigmab <— function(obj)
{
vc <— VarCorr(obj)
suppressWarnings(storage.mode(vc) <— "numeric”)
if(ncol(vec)>2){
variances<—diag(vc[," Variance” ][1:length(vc[,” Variance”])—1])
covariance<—prod(vc[,”StdDev” |[1:length (vc[,”StdDev"])—1])*
ve[,” Corr” ][ tis.na(vc[," Corr"])]
variances [l ,2]<—covariance
variances [2,1]<—variances|[1,2]
covariancematrix<—variances
} else {
covariancematrix<—diagi(vc[," Variance”][1:length(vc[,"”" Variance”])—1])
}
return(covariancematrix)
}

A E lementos del modelo

Y<—as . matrix (aSy)#Variable respuesta

del<—as.vector (which(is.na(coef(a))))

X<—model . matrix (a)[,—del |##Matriz de disefo
beta<—coef(a)[!is.na(coef(a))]##Efectos fijos
p<—length (beta)##\imero de efectos fijos

d<—getSigmab (getSmo(a))##Matriz de varianza—covarianza
g<—ncol (d)##Dimensién efectos aleatorios
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NT<—nrow (Y)##Nimero total de observaciones
piij<—fitted(a,"mu")## Mu ajustado

##Extraccion de los efectos aleatorios predichos del modelo ajus— ##
## tado y construccién de la matriz de disefio Z A

if(ncol(ranef(getSmo(a)))>1)

{
slopeglmm<—names(ranef(getSmo(a)))[2]
interceptglmm<—names(a$mu.coefSmo[[1]]Scoefficients$random)
zetas<—cbhind (rep (1,NT),dat[, colnames(dat)==slopeglmm])

} else {
interceptglmm<—names(a$mu.coefSmo[[1]]$Scoefficients$random)
zetas<—as.matrix (rep(1,NT))

}

dim(zetas)

cluster<—rle (as.vector(dat[,colnames(dat)==interceptglmm]))S$lengths

k<—length (cluster)

u<—matrix(unlist (ranef(getSmo(a))),ncol=nrow(d))

u<—lapply (1:k, function(i){uli,]})

##Funcién para obtener las observaciones de forma separada para ##
## cada individuo #HH

pos<—c (0 ,cumsum( cluster))
divisor<—function (A){
if(ncol(A)!=1)
{
spt<—function (i ,A){B<—A[(pos[i]+1):pos[i+1],]
B<—as.matrix (B)
if (ncol (B)==1){B<—t(B)}
else {B<—B}
return(as.matrix(B))}
lis<—lapply (1:k,spt ,A=A)}
else{
spt<—function (i ,A){B<—A[(pos[i]+1):pos[i+1],]
return(B)}
lis<—lapply (1:k,spt,A=A)
}
return(lis)}
Zi<—divisor (zetas)
Zi<—lapply (Zi, as.matrix)
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Z=direct _sum(Zi)

##Componentes requerido para calcular la courvatura normal e
#H conformal #H
H# Poisson con diferentes enlaces A

if (a$family[1]=="PO"){

phi<—1

V=diagi(piij)

D<—diagi(as.vector(Y)—piij)

if (aSmu. link=—="1log" ){
We—V
Mc—diagi(rep(0,length(Y)))
P<—D7+ %W

}

if (aSmu. link="1identity"){
We—diagi(piij ~(—=1))
M<—diagi(—piij " (—2))
P<D7+ %W

}

if(a%mu. link="sqrt”){
We—4xdiagi(rep(1l,length(Y)))
Mk—diagi(—2*piij ~(—1))
P<—DY%+ %W

}

- Bernoulli con enlace candnico.

if (aSfamily[l]=="BI")
{D<—diagi(as.vector(Y)—piij)

phi<—1

V<—diagi(piij*(1—piij))

if (aSmu. link=—"1logit")

{
We—V
M<—diagi(rep(0,length(Y)))
P<—DY%+ %W

}
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4 Gama con diferentes enlaces e

if (a$family[1]=="GA")

{

phi<—1/(coef(a,”sigma”))"2

D<—diagi(as.vector(Y)—piij)

V<—diagi(piij "2)

if (aSmu. link="1log")

{
W<—diagi(rep(1l,length(Y)))
Mk—diagi(—piij "(—1))
P<—DY* %MW

}

if (aSmu.link="inverse")

{

We—V
M<—diagi(rep(0,length(Y)))
P<—D%+ %MW

I

if (aSmu. link="1identity")

{

We—diagi(piij ~(—2))
Mk—diagi(—2*piij ~(—3))
P<—DY+ %MW

I

}

##Matriz Lambda
lambda=t (Z)%%%*%/—as . double ((d"(—1)))*diag(ncol(Z))
###Hessiana para efectos fijos

Lbetabeta=phi*t (X)%%P%*%(P"(—1)—phi*Z%%solve (lambda ) %%t (Z) ) V%P %x%X
###Esquema 1 de perturbacion: Ponderacion de casos
yu<—divisor (Y—piij)
yu<—lapply (yu, as.matrix)
DD=direct _sum(yu)
Delta=phixt (X)%%V" (1/2)%%/"(—1/2)%%D

—phixt (X)%PY%%Z%*%solve (lambda ) %%t (Z) %%

W (1/2)%%/"(—1/2)%+%D
AL UCURVATURA  Cook
Cdbeta=diag(t(Delta)%%solve (Lbetabeta)%#%Delta)
Cdbeta
#HHHAHAHACURVATURA Poon Poon
num=t (Delta)%+%solve (Lbetabeta)%+%Delta
Bdbeta=diag (num/sqrt (sum(diag (num%%mum))))



Bdbeta
A AH#Grafico para deteccion de individuos
#if (Y (missing (type))){
#if (type=="subjects”){
par(mfrow=c(1,1))
par(mar = c(5.1, 5.1, 4.1, 2.1))
plot (1:k,Bdbeta,ylab=expression(B[i](beta)),xlab="Individuos"”,
ylim=c(min(Bdbeta)—0.000001,1),
cex=.60,cex.lab=1, cex.axis=0.8, cex.main=1.2,main="",pch=19 )
#abline (cuttoflogconf 0, Ity=2)
identify (1:k,as.vector (ILTOTALconf),n=7,cex=0.7)
#}
#
#}
}
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Capitulo 3.

Un resultado de continuacién
Unica para un sistema
bidimensional de ecuaciones no
lineales para ondas superficiales

Resumen

Esta investigacion establece un resultado de continuacién tnica para un sistema no
lineal bidimensional especial que modela la evolucién de ondas de agua largas con pe-
quefia amplitud en presencia de tensién superficial. Justo, se muestra que si (, @) =
(n(x,y, t), ®(x,y,t)) es una solucién del sistema no lineal, en un espacio funcional ade-
cuado, y (17, @) se anula en un subconjunto abierto 2 de R?x[— T, T], entonces (n, ®) =0
en la componente horizontal de 2. Para establecer dicha propiedad, se recurre a una es-
timacién de tipo Carleman para un operador diferencial £ relacionado con el sistema. De
esa manera, se prueba la estimacién de Carleman mediante el uso de una versién particular
de la conocida desigualdad de Treves.
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Introduccidn

Esta investigacion se centra la atencidn en el siguiente sistema bidimensional

N+ A®— LA20 4V . (Vo) =0,
(3.1.1)
O +n—p(o—3An+5|Ve]? =0,

que describe la evolucién de ondas de agua de gran elongacién y pequena amplitud en
presencia de tensién superficial (ver Quintero (2010)). En este modelo, € es el pardmetro
de amplitud (coeficiente de no linealidad), p es el pardmetro de onda larga (coeficiente de
dispersién), o es el inverso del nimero de Bond (estd asociado con la tensién superficial)
y las funciones n = n(x,y,t) y ® = &(x,y,t) denotan la elevacién de la onda y la
velocidad potencial en el fondo z = 0, respectivamente.

Como es usual, en los modelos de ondas de agua, existe una estructura de tipo Hamilto-
niana que es fundamental para determinar el espacio adecuado para soluciones especiales
(ondas solitarias por ejemplo), ademds proporciona informacién relevante para el estudio
del problema de Cauchy. Para el sistema (3.1.1), el funcional Hamiltoniano H = #(t) se
define como

n _} 2 _1 2 2 ﬁ 5 s
" <¢> - 2/]Rz (" ﬂ‘(” 2)|V77| +e[VOP + L|AG] 4 en| Vo )dxdy,

y la estructura de tipo Hamiltoniana estd dada por
e _ ’ n o 0 1

Vemos directamente que el funcional # estd bien definido para 7, V@ € H*(R?), para
t en algln intervalo. Estas condiciones caracterizan el espacio natural para el estudio
de soluciones del sistema (3.1.1). Al respecto, Quintero (2010) mostré para el modelo
(3.1.1) la existencia de soluciones de ondas solitarias que se propagan con velocidad de
onda 6 > 0,

—lu x—0t y . :@v x—0t y
n(x.y. ) = - ( i ,\/ﬁ), P(x,y, 1) = < 7 ,\/ﬁ), (3.1.2)

en el espacio de energia H!(R?) x V(IR?), donde H(IR?) es el espacio de Sobolev usual
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de orden 1, el espacio V(R?) se define por la norma dada

1wl ey = / <|VW|2 + IAW|2) dxdy
R2

:/Rz(w -|—W —|—W +2W +W )dxdy.

En el articulo Quintero (2011), se demostré el buen planteamiento del problema de
Cauchy asociado con el sistema (3.1.1) en el espacio tipo Sobolev

(HS+1(R2) % VS+2(R2)) ) (Hs_2(R2) % Vs_l(RQ)), s>1,

donde H*(R?) es el espacio de Sobolev usual de orden s, definido como la completacién
de la clase de Schwartz con respecto a la norma

s
Wl = [ (1+162) @) de
y V*(R?) denota la completacién de la clase de Schwartz con respecto a la norma

[[wl

ey = [ (1 16F) 6P OR e,

donde W es la transformada de Fourier de w definida sobre R? por

e 8w x)dx.

9= 75 o°

En concreto, J. R. Quintero demostré el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sea s > 1. Si (1, @) € HST1(R2)x V*+2(IR?), entonces existe Ty > 0, que
depende de [|(m0, @o) || e+1(r2) x ve+2(r2), Y existe una dnica solucién (n, @) € C([0, To]
HL(R?) x Vs+2(R2)) N CL([0, To] : H*2(R2) x V=~1(R?)) del problema de Cauchy
asociado con el sistema tipo Boussinesq (3.1.1).

Ademds, para todo 0 < Ty < T existe una vecindad V de (10, ®5) en HS"1(R2) x
V5T2(IR?), tal que la aplicacién dato-solucién es Lipschitz de V en la clase C([0, To] :
H5+1(R2) % Vs+2(R2)).

La presente investigacion demostrara un resultado de continuacién Unica para el sis-
tema (3.1.1). En particular, que si

(n, @) = (n(x,y.,t), (x,y, 1))
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es una solucién del sistema (3.1.1) en un espacio de funciones adecuado, tal que
ne (T ThHR(RY) @ e L2 ([-T, T] e (R?)).

Ne, Pr € L? ([_ T, TJ, leoc(R2)) '

y (17, ®) = 0 en un subconjunto abierto 2 de R? x [T, T], entonces (1, ®) =0 en la
componente horizontal de 2. La componente horizontal 2; de un subconjunto abierto
2 CR? x R es el conjunto definido por

2 ={(xy, t) eR2x [T, T] : 3(x, 1) €R? (x1,:,t) € 2}.

La propiedad de continuacién tnica ha sido ampliamente estudiada en las dltimas
décadas. Un trabajo importante del tema fue realizado por Saut and Scheurer (1987);
ellos probaron un resultado de continuacién (nica para una clase general de ecuaciones
dispersivas, en la cual estd incluida la ecuacién KdV,

Uy + Uty + U = 0,

y varias de sus generalizaciones. De manera similar, Shang (2007) mostré en un resultado
de continuacién Unica para la ecuacién de onda larga regularizada simétrica,

1

2
Utt — Uxx + = (U ) — Uxxtt = 0.
2 xt

En las ecuaciones anteriores se establece un estimativo de Carleman para demostrar que
si una solucién u es idéntica a cero en un subconjunto abierto 2, entonces u = 0 en la
componente horizontal de (2.

Utilizando la transformada de dispersidn inversa y algunos resultados de la teoria de
funciones de Hardy, Zhang (1992) demostré que si u es una solucién de la ecuacién KdV,
entonces no puede tener soporte compacto en dos momentos diferentes, a menos que
sea idéntica a cero. En el trabajo Bourgain (1997), se introdujo un enfoque diferente y se
probéd que si una solucién u de la ecuacién KdV tiene soporte compacto en un intervalo de
tiempo no trivial | = [t;, to], entonces u = 0. Su argumento se basa en una continuacién
analitica de la transformada de Fourier a través del Teorema de Paley-Wiener y la relacién
de dispersion de la parte lineal de la ecuaciéon. También se aplica a modelos no lineales
dispersivos de orden superior y a dimensiones espaciales superiores; en particular, Panthee
(2005) demostré que si u es una solucién suave de la ecuacién de Kadomtsev-Petviashvili
(KP),

Up + Uxxx + Uy + 8;1uyy =0,
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tal que, para algtin B > 0,
suppu(t) C [-B,B] x [-B,B], Vte€ [t1,t)],

entonces u = 0.

Hace poco, Kenig et al. (2002) propusieron un nuevo método y demostraron que si
una solucién suficientemente suave u para una ecuaciéon KdV generalizada tiene soporte
en una semirrecta en dos instantes de tiempo diferentes, entonces u = 0. Ademas, Es-
cauriaza et al. (2007) establecieron propiedades de unicidad de soluciones de la ecuacién
de Korteweg-de Vries k-generalizada,

U+ uFuy + Uy =0, keZt. (3.1.3)

Ellos obtuvieron condiciones suficientes acerca del comportamiento de la diferencia u; — u»
de dos soluciones uy, up del modelo (3.1.3) en dos tiempos diferentes to =0y t; = 1
que garantizan que u; = u,. Este tipo de unicidad se deduce desde el supuesto de que las
soluciones coinciden en un subdominio de R en dos tiempos diferentes. De manera similar,
Bustamante et al. (2011) demostraron que si u es una solucién suave de la ecuacién de
Zakharov-Kuznetsov,

U + Usxx + Uxyy + uuy = 0,

tal que, para algin B > 0,
supp u(tp), suppu(ty) C [-B, B] x [-B, B],

entonces u = 0. Ademds, en el articulo Bustamante et al. (2013) se demostré que si la
diferencia de dos soluciones suficientemente suaves de la ecuacién Zakharov-Kuznetsov
decae como e_"()‘zﬂ’z)y4 en dos tiempos diferentes, para algiin a > 0 suficientemente
grande, entonces estas soluciones coinciden. Otros resultados de continuacién dnica se
pueden ver por ejemplo en Carvajal and Panthee (2005), Carvajal and Panthee (2006),

Jr. (2003), lorio (2003), Kenig et al. (2003).

Siguiendo los trabajos de Saut and Scheurer (1987), primero se establecerd un esti-
mativo tipo Carleman apropiado para el operador lineal £, asociado al sistema (3.1.1).
Para ello, se utiliza una versién particular de la conocida desigualdad de Treves. Luego,
para demostrar el resultado de continuacién Unica, se probarad que si u es una solucién de
Lu =0y u=0en una bola en el espacio xyt, que pasa por el origen, entonces u =0
en un entorno del origen. Este trabajo de investigacion estd organizado de la siguiente
manera. En la Seccién 3.2, usando una versién particular de la desigualdad de Treves,
se establece un estimativo de Carleman el operador diferencial £ que estd estrechamente
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relacionado con el problema planteado. En la Seccién 3.3, primero se dan algunos resulta-
dos técnicos dtiles. Luego, se muestra el resultado de continuacién (nica para el sistema
(3.1.1).

Un estimativo tipo Carleman

En esta seccién se usard la notacién D = (x,8y,0;). Si P = P(£1,&,&3) es un
polinomio en tres variables, tiene coeficientes constantes y grado m, entonces se considera
el operador diferencial de orden m asociado a P,

P(D):P(aXvayvat) = Z an D%,

la|<m

donde D = 010,20, y |a| = a1 + az + as. Por definicién

PO, &,65) = 020202 P(61,&.65), B = (Br, B, B3) € N°.

Usando una versién particular de la desigualdad de Treves, se establece una estimacién
de Carleman para el operador diferencial £, definido como

P1(0x, 0y, 8:) + (f. f2) - V P>(0x,0y,0:) + A
L= : (3.2.1)
P3(0x, 9y, 0t) P4(0x, 0y, 0¢) + (f4, fs) -V

donde f; = fi(x,y, t), paraj =1,2,3,4,5, los operadores P;, j = 1,2, 3, 4 estan definidos
por
P1(0x, 0y, 0¢) = Pa(0x, 0y, 0r) = O

Py(0x, 0y, 0:) = —al?,  P3(0,0y,0;) = | — bA.

Teorema 3.2. (Desigualdad de Treves). Sea P(D) = P (9,9, 0;) un operador diferen-
cial de orden m con coeficientes constantes. Entonces para todo & = (&1, &, €3) € R3,
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a=(a1,a2,03) €Ny ¥ e C°(R3) se tiene que

22|a|§2a
|PE(DYwPet ey dxdydt
al R3
< C(m,a) [ |P(D)W[?e¥ (v D)8 dxdydt, (3.2.2)
R3
donde
U ((xy.1).6) = X6 +y2 G + 126, €0 =gUEmE,
o] = a1 + a2+ as, ol =aglaslas!,
r+ o i ol <
sup,, m .S Jal < m,
C(m,a)= Pir+als a
0, si ol > m.
Demostracion. Ver Teorema 2.4 en Treves (1966). O

Corolario 3.1. Sea P(D) = P(ax,ay,at) un operador diferencial de orden m con
coeficientes constantes. Entonces para todo a = (a1, an,a3) € N3, 6 >0 7>0,
Ve G§°(R3) and 9(x,y,t) = (x — §)2 + (y — 0)? + 62t se tiene que

22| \a|52a3
77/ |P)(D)WPe?™ dxdydt
Oé! R3
< C(m,a)/ |P(D)W|?e®™ dxdydt (3.2.3)
R3

con
o] = a1 + a2+ a3, ol =a1lanlas!,

r+a« .
Sup\r+o¢\§m v Sl ‘O‘| <m,
(0%

C(m,a) =

0, si|al > m.

Demostracion. Se usa el teorema anterior con el operador diferencial
Q(D) = P(D + a) = P(0x +270,0, + 276, 0;),
donde

>0, a=(276,270,0), z=(x,y,t), € = (&1,&, &) = (V21,V21,V270).



96 Infinito, diagndstico en MGLM y propiedad de continuacion Unica

Entonces, usando la desigualdad (3.2.2) se tiene que

22|a|€2a

/ |PN(D + a) W [2e¥#) dxdydt

p2lal lal §2as
_ ;7]5/ |P(a)(D+a)W|2e27—(x2+y2+52t2)dxdydt
| R3

IN

C(m,a)/ \P(D + a)w2e (X +°C) gxdy dt
RS

para todo ¥ € C§°(R3), a = (a1, a2, a3) € N3 y cualquier 7 > 0. Ahora multiplicando
. . 2 .
ambos lados de la desigualdad anterior por e*™%" se obtiene

22lallal s2as
% |27 P)(D 4 ) w220 D dxdydt
. R3

< C(m,a) [ |e¥ I P(D + a)w|2e? Vv D dxdydt.
R3

En particular, se puede escoger ¥ = Ve=2m30tY) donde W € C$°(R3). Observando que

PE(D)(W) = 2700 p)(D 4 g)(we 2700 +)))

y también que
P(D)(W) 27'5(x+y)P(D+a)(u/ 7276(x+y))

resulta
22\a| |a|52a3
" [ |P(D) W2t dxdydt
[64) 3

< C(m,a) | |P(D)¥|*e*™¥dxdydt.
R3

Enseguida se presenta el estimativo deseado para el operador diferencial L.

Teorema 3.3. Sea L el operador diferencial definido en (3.2.1), donde las funciones
fi, b, f3, fa, f5 € L2 (R3). Si se considera

Bs = {(x,y, t) eR® : x>+ y? + > < &%},

P(x,y,t) = (x = 0)>+ (y — ) +6%t%, 6 >0,
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entonces existe una constante C > 0, tal que la desigualdad
?b? | |WPe*Vdxdydt + b [ |V ¥i|?e* Y dxdydt
Bs Bs

+ 7422 [ |W2e®™Vdxdydt + 13a% | |[VW,|2e* Y dxdydt
Bs Bs

+723° |1202 W, + 48}2, W2V dxdydt
Bs

+ 728 | 12000, + 402V [*e* ™V dxdydt
Bs

<C | |LVYPe*Vdxdydt (3.2.4)
Bs

se satisface para todo ¥ = (Y5, V1) € C5°(Bs) x C5°(Bs) y cualquier 7 > 0 con

A([1fall7 5,y + 15117 (s5))

332

1 41|67 55 1
8’ 2567222 — 8’

<

41 (g + 1Eeqe)) _ 1
Tb? -

N |

Demostracién. Sea W = (¥, ¥,) € C§°(Bs) x C§°(Bs). Se considera el polinomio

Pa(&1, &2, &3) = —a(&l + 2656 + &3),

Py(D) = P(9, 0y, 0;) = —al?

el operador diferencial asociado a P,. Luego, si o = (4,0, 0) se tiene que

P (&, &, &) = PO (&, &, &) = —24a,  PY(D)w, = —24aw,

C(4,(4,0,0)) = sup (’“‘):1.

rtal<a \ @
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Luego, al usar el Corolario 3.1,

3% [ |WaPe*Vdxdydt < (24)2874a% | W2 ™V dxdydt
Bs Bs

22\0c| \a|52a3
- T o |P§O‘)(D) W, 2e®™ dxdydt
al Bs

g/ |P2(D)¥,|?e* ™ dxdydt. (3.2.5)
Bs
Similar,

P3O0 (&, &, &) = —24a8y,  PEOO)(D)W, = —2420,W,,  C(4,(3,0,0)) = 4.

Por consiguiente, al usar nuevamente el Corolario 3.1, se obtiene que

263
732 |8Xw2|26271/)dxdydt < T |P2(3,0,0)(D) W2|2e27—7/;dxdydt
Bs 24 Bs
< | |Py(D)¥,|*e* ™V dxdydt. (3.2.6)
Bs

De forma semejante
PP, &5, 65) = —24ag,,  PL*O(DYw, = —2420,W,,  C(4,(0,3,0)) = 4.

Por consiguiente, al usar nuevamente el Corolario 3.1, se obtiene que

26 3
22 [ 10, W.2e* ™ dxdydt < <7 |P§0’3’0)(D)U/2|2e2”"dxdydt
Bs 24 /g,
< |Py(D) ¥, |2e®™ dxdydt. (3.2.7)
Bs

De similar forma,
P§2,0,0)(€1,€2,€3) _ _3(12§% i 4§§)' P2(2.0.0)(D) v, = _3(1285 v, + 48}% W2).

C(4,(2,0,0)) = 6.
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En consecuencia,
723 / 1202, + 40 W, |*e* ™V dxdydt
Bs
24 2
< T / |P2(2'°'0)(D)W2|2e2wdxdydt
12 /g,

< [ |Pa(D) Wo€™V dxdydt. (3.2.8)
Bs

También en
PL2O(e), 6, 6) = —a(128 +482),  PL2O(D)w, = —a(1202W, + 402W,),

C(4,(0,2,0)) =6.

En consecuencia,

723 | [1202W, + 492V, |*e™ dxdydt

Bs
24 2
< 2T [ |PL2O(DYw, 22 dxdy dt
12 /g,
< [ |PyD)¥2|?e* ¥ dxdydt. (3.2.9)
Bs

Ahora, al definir
P3(£1,&.&) =1—b(& +&3),  P3(D) =1 —bA,
se tiene que
PO (e, &) = —2b, PEOO(D)W, = —2bvy,  C(2,(2,0,0)) =1,

y entonces

24 2
202 || Rer ™ dxdydt < TT / |POO(DY w262 dxdydt
B(s B(S

< |P3(D) W2 ™ dxdydst. (3.2.10)
Bs
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Por analogia se tiene que
PO (Dyw, = —2b, Wy, C(2,(1,0,0)) =2,

y ademas
2 2 274 27 (1,0,0) 2 274
Tb |0y ¥1]°e” "V dxdydt < - [Py (D)W |“e“ ™Y dxdydt
35 B(S

< [ |Ps(D)¥1|?e* ¥ dxdydt. (3.2.11)
Bs

Igual, se obtiene que
PO (DY = —2b0,w;, C(2,(0,1,0)) =2,
y también
Tb2/B |0, V1 [2e*™ dxdydt < 2277 PO (DY wy |2 dxdydt
s

Bs

< [ |Ps(D)¥1 €™ dxdydt. (3.2.12)
Bs

De las desigualdades (3.2.5)-(3.2.12) se nota que existe C > 0, tal que
szz/ |V1 2™ dxdydt + sz/ |V, |2e®™ dxdydt
B5 Bé
+ 74 | W2 dxdydt + 133 [ |[VW,|2e® ™V dxdydt

Bs Bs

+ 7% | [1202W, + 40, W,|*e’™ dxdydt
Bs

+723° |128§ W, + 402 W, e* ™V dxdydt
Bs

< c/ (IPADYVP + [PADYVAP) ¥ dxdydt.  (3213)
Bs

Ahora, se aprecia que si L, = Py(D) + fz(x,y,t)A entonces Pr(D)V¥, = LoV,
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—f3(x, y, t)AW,. Por consiguiente, de las desigualdades (3.2.6)-(3.2.7) se logra

/ |(fa(x,y. ), fs(x, v, t)) - V¥, [*e* ™V dxdydt
Bs

<2y + 1 lE 51)) /B VUL dxdydt
)

4(1 ey + 161B s
7-332 B;s

4(1 ey + 161 s)
7'332

|Po(D) W, |?e®™ dxdydt

/ (|£2w2|2+|f3Aw2|2) e Vdxdydt.  (3.2.14)

Bs

Ademds, de las desigualdades (3.2.8)-(3.2.9),

If(x, y, t) A2 ™ dxdydt < Hfgnim(sé)/ |AW,?e*™ dxdydt
Bs

Bs
2
_ LSO |16AW,[2e® ™ dxdydt
256 Jg,
Al
- HH2L56(B) (4030, +1200U5) + (40U + 1203 ) e dxdly dt
5
2[|f17
< A( 402, + 1202 W, ?*™ dxdydt
256 Bs
+ [ 4w + 120 e dxayd)
Bs
41617 (s,
T3l L= (Bs) P.(D)W. 2 2~rwd dvdt
— 2567222 /Ba| (Dyvale -

2
_ Aoy

556,727 /B (|£2U/2\2+|f3AlI/2|2> eV dxdydt. (3.2.15)
5

De forma similar, si £3 = | — bA = P5(D), entonces P3(D)¥; = L3¥;. Luego, al usar
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las desigualdades (3.2.11)-(3.2.12) se tiene que

[ (e, 0. ey, 0) - Ui P dxdyde
Bs

< 216y + I8l <(e) [ (10017 +10, ) e dxdyat
5

= 2(A1B gy + 151 (5) / VW, e dxdydt
5

A1l ) + 12l (55))

|P3(D) V1 |2e®™ dxdydt

- Tb2 Bs
2 2
_ 4(Hf1HL°°(Ba) +I% “(Bé)) / |L3¥1|2e® Y dxdydt
sz Bs .

Ahora, si se elige 7 > 0 suficientemente grande, tal que

4(Hﬂl||%°°(85) + ”f:’)”zoo(sé))

4\\'(3”%06(35) 1
7332

1

8 2567222 — 8’

A1l 7o 8,y + 12l (5))
Th2

entonces de las desigualdades (3.2.14)-(3.2.16) se obtiene que

<

<

N =

/ (I(fl, ) VUi +|6AW + |(fi, f) - vw2|2) eV dxdydt

Bs
1
< 5/ (|z:2w2\2+|,c3w1|2) eV dxdydt
Bs

1
—l—f/ |AW,?e*™V dxdydt,
2 /g,

lo cual implica que

/ (I(fl, ) - VW2 + |BAV? +|(fa, f5) ~vw2|2) e®Vdxdydt
Bs

(3.2.16)

g/ (|z:1u/1\2+ |LoWs|? + LWy ]2 + |.c4u/2|2) e’ dxdydt
Bs

= [ |LvPe* Vdxdydt,
Bs

donde
Ly=0c+ (R 6)-V, Lo=0i+(ff) V
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1/2
ILY| = (|z:1 VIR 4 [LoWn)? + L3 W2 + |.c4w2|2) _

En consecuencia,

/ (|P2(D)w1‘2 +|Ps(D) W2|2) e’ dxdydt

Bs

< 2/ <|£2 W% + |f3AlI/2|2) ™ dxdydt + |L3¥12e® Y dxdydt
Bs Bs

< 2/ LV 2™ dxdydt
Bs
+2/ ((fl f) - VUi + AV + (f, f5) -Vll/2|2> e Vdxdydt
Bs

<4 [ |LV]2eVdxdydt.
Bs

Por tanto, de la desigualdad (3.2.13) y la desigualdad anterior se obtiene el estimativo
tipo Carleman (3.2.4). O

Observacion 3.1. El estimativo tipo Carleman (3.2.4) es invariante bajo cambios de signo
en las componentes del operador diferencial L.

Corolario 3.2. Sea T > 0. Si ademas de la hipdtesis del Teorema 3.3 se tiene que
n€ L([-T, Tl Hpe(R?), @€ LX([-T, T]; Hjp(R?)),

e, e € L2([= T, T]; Lo (R?))

y el soporte de 7 y el soporte de @ son conjuntos compactos contenidos en B, entonces,
la desigualdad (3.2.4) se cumple si se reemplaza ¥ = (¥1, ¥) por U = (n, ®). Es decir,

202 | |n)e¥dxdydt + b | |Vn2e?™ dxdydt
35 35

+ 7% | @2 Vdxdydt +13a° | |Vo|Pe*Vdxdydt
Bs Bs

+723° / 1207 @ + 40} 0>’V dxdydt
Bs

+723° |128§¢ + 40202V dxdydt
Bs

< C | |LUPe*Vdxdydt. (3.2.17)
Bs
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Demostracidn. Sea {ps}a>0 una sucesién regularizante (en las variables x, y, t) y se
considera

Ua = (pa * 10, pa * @),

donde * denota la convolucién usual de funciones. Entonces U, € C5°(Bs) x C§°(Bs) y
la desigualdad (3.2.4) se verifica para U,, esto es,

szz/ |pa * n2€*™Vdxdydt + Tb2/ |V (pa *1)|?e® ™ dxdydt
Bs Bs
+ 7% [ |pa * @2V dxdydt +132% | |V(pa * ®)[2e* Vdxdydt
Bs Bs
+ 7232/ |120%(po * ®) + 43§(pa * ®)2e® ™V dxdydt
Bs

+ 7232/ 11202(pa * @) + 402(pa * ®)[?e* ¥ dxdydt
Bs

< C | |LU?e®™dxdydt. (3.2.18)
Bs

Ahora, paran=0,1y m=0,1,2 se tiene que

102 (P xm)e™ — B5n €™ || i2(8y) = [|(pa * Dgn)e™ — Oine™ |l 12(sy)
< Cllog(pa *n) — Ol 2(ss) — 0,

187 (pa xm)e™ — 8yne™ [|i2(8,) < CllO)(pa* 1) = Iy nlli2(85) — O,
y ademas
105 (o + @)e™ — PP ™| 12(8,) < ClIOF (o * @) — O Pl 12(8;) — O,

187 (pa * ®)e™ = 0@ €™ || 12(85) < Cl|O} (pa ¥ ®) = 0@ 12(85) — O,
cuando o — 0%, donde C es una constante positiva que depende tinicamente de 7 y .

De forma similar se obtiene que

/ (|£Uoé|2 ™ — |LU)? e27w> dxdydt — 0, cuando o« — 0.

Bs

Por lo tanto, pasando al limite en (3.2.18) se logra el estimativo (3.2.17). O
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Continuacion unica

En esta seccién se probard el resultado de continuacién tnica para el sistema (3.1.1).

Antes, se estableceran los siguientes resultados auxiliares.

Lema 3.1. Sean T >0y f1,f, K, 1,15 € L (R2 x (=T, T)). Sea U = (n, ®) con

n € L([=T, Tl Hipe(R?)), @ € LX([=T, T]: Hi (R?)),

ne, @ € L2([—T, T]; L2,.(R?))

loc

una solucién de LU =0 en R2 x (—T, T) donde L es el operador diferencial definido en
(3.2.1). Sea

U si t>0
0 si t<0O.

V:

Si V =0enlaregion {(x,y,t) : x <t, y <t} interceptada con un entorno de (0,0, 0),
entonces existe un entorno 07 de (0,0,0) (en el espacio xyt), tal que V =0 en O;.

Demostracion. Por hipdtesis existe 0 < § < 1, tal que V. =0en Rs = Ry U R», donde
Ri={(x,y,t) : x<t, y<t}nBs, Ro={(x,y.t): t<0}N By,

Bs = {(x,y,t) : X*+y*+ 1> < 6%}

A continuacién, se considera x € C§°(Bs), tal que x =1 en un entorno O de (0,0,0) y
definamos
V= (llll, lI/2) = XV

Entonces se tiene que
Ve (=T, Tl Hipe(R?), ¥ € LX([~T, T]; Hi(R?)),

0¥, 0V, € LA([-T, T]; L3,.(R?)),

loc

y también que
supp ¥ C Bs.

Por definicién de x, se observa que LW = 0 en O. Luego, al usar el corolario anterior, se
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tiene para ¥(x, y, t) = (x — 8)> + (y — §)® + 62t2 y 7 > 0 suficientemente grande que
b [ | Pe*™Vdxdydt + sz/ |V [2e*™Y dxdydt
Bs Bs

+743° |Wo 2™V dxdydt + 73 a? IV, 2™ dxdydt
Ba Bé

+ 728 | 1200V, + 40V, [P eV dxdydt
Bs

Bs

< C [ |Lv|Pe*™Vdxdydt = C/ LV 2™V dxdydt. (3.3.1)
Bs Bg\o

Ahora, al usar de nuevo la definicién de x y el hecho de que V = 0 en Ry, se obtiene que
suppW¥W C D, supplW¥W CDN(Bs\0O),
D={(xy,t) : 0<t<x,y<d<l}
De esto se deduce que si (x,y,t) #(0,0,0) y (x,y, t) € D, entonces

= (x =0 +(y—9) +0°¢
< (t—0) 4 6%t
= t2(2 + 0°) — 416 + 62 < 262

Y(x,y,t)

Asi, existe 0 < € < &2, tal que
Y(x,y, t) <262 —¢, (x,y,t)€DN(Bs\O).

Ademids, dado que (0,0, 0) = 252, se puede escoger un entorno O; de (0, 0, 0) contenido
en O, tal que
P(x, y, t) >25% —¢, (x,y,t) €Oy
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De la construccién anterior y la desigualdad (3.3.1), tenemos que existe C; > 0 tal que
72e27(52_6)/ | w1 |2dxdydt < 72/ | w126 dxdydt
01 Ol
<72 [ |¥Pe*™Vdxdydt
Bs

< cl/ |ILV|2e® ™V dxdydt
Bs\O
< C1e2f<52*6>/ |LW|?dxdydt,
Bs\O
y ademas
7_4627(62—6)/ |W2|2dxdydt§7'4/ |lll2\2e2wdxdydt
01 Ol
§7-4/ | W, e* Vdxdydt
Bs
< C1/ |ILV|?e* ™V dxdydt
Bs\O
< C1e2f(52*6>/ |LV[2dxdydt.
Bs\O

Por lo tanto, c
/ | Wy Pdxdydt < 71/ LW [dxdydt
0, T JBs\O

C
/ |V, 2dxdydt < —; LW dxdydt.
O, T JBs\O

En consecuencia, pasando al limite cuando 7 — +0o0, se tiene que ¥ = 0 en O;. Dado
que V=¥ en Oy O; C O, se obtiene que V =0en O;. O

Usando un argumento similar, es posible demostrar el siguiente resultado.

Lema 3.2. Sean T >0y fi,h, £, f,fs € LS (R* x (=T, T)). Sea U = (n, ®) con
ne Ll ([=T, Tl Hp(R?), @€ L2([-T, Tl Hj,(R?)),

e, e € L([= T, T]: L, (R?))

una solucién de LU = 0 en R? x (=T, T), donde L es el operador diferencial definido en
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(3.2.1). Sea
0 si t>0
U si t<O.

V:

Si se supone que V =0 en la regién {(x,y,t) : x < —t, y < —t} interceptada con
un entorno de (0, 0, 0), entonces existe un entorno O, de (0, 0,0) (en el espacio xyt), tal
que V =0en O,.

Al usar los lemas anteriores se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3. Sean T >0y Fi,Fo, F3,F4, Fs € LS. (R2 x (—T,T)). Sea U = (n, ?)

loc
con

ne (=T, Tl Hp(R?), @€ L([-T, T]; Hj, o (R?)),
ne, @ € L2([—T, T]; L2,.(R?))

loc

una solucién en R? x (=T, T) del sistema

ne — ad?® + (Fu(x,y, t), Fa(x,y,t)) - Vi + F3(x,y, t)A® =0,

b, +n— bAn + (F4(x,y, t), Fs(x, y, t)) Vo =0.

Sea 7y una esfera que pasa por el origen (0, 0, 0). Si se supone que U = 0 en el interior de
~ en un entorno de (0,0, 0), entonces, existe un entorno de (0, 0,0) donde U = 0.

Demostracion. Si se supone que la esfera (o una parte de ella) v estd dada por (x,y) =
(g1(t), g&2(t)), entonces, al usar la hipdtesis se tiene que U = 0 en la regién {(x,y,t) :
x < g1(t), y < ga(t)} interceptada con un entorno de (0,0, 0). Luego, existen wy,ws €
R\ {0, 1} tales que U = 0 en un entorno de (0, 0, 0) interceptado con la regién {(x, y, t) :
x < hi(t), y < hy(t)}, donde

wit si t>0, j=1,2
—Llt si t<0, j=1,2.

Ahora, se considera el siguiente cambio de variable (x,y,t) — (X, Y, T) con

X:X—hl(t)+|t|
Y =y — h(t)+|t]
T=1t.
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Al notar que en las nuevas variables, si T > 0, entonces la funcién
U=UXY, T)=MnX,Y,T),®X,Y,T))
es una solucién del sistema
Nt —al?d+(1—w +F,1—w +FR) Vn+ FRA® =0,
Pr+n—bAn+(1—wi+Fa,l—wr+ Fs5)- VO =0.

Ademds, U =0en laregién {(X,Y,T) : X< T, T<T T >0} interceptada con un
entorno de (0,0, 0 y satisface que

LU=0 si T2>0,

donde
Pl(ax'aY'aT)'i_(flei) -V P2(8X,8y,87)+f3A
ﬁ pr—
P3(0x, Oy Or) Pa(9x, Dy, 0r) + (f. ) - V
con
P1(8XvaYu aT) = P4(8X,8y, 87‘) = (9-,-'
Py(0x, 0y, 07) = —al?,  P3(0x,0y,07) =1 —bA
y también

ﬂ:l—w1+F1, 6:1—WQ+F2, f3:F3, f4:].—(,U1+F4, f5:1—w2+F5.

Ahora, sea
U si T>0
0 si T<O.

Vi=

Asi, Vi =0enlaregion {(X,Y,T): X< T, Y<T, T>0U{(X,Y, T): T <0}
interceptada con un entorno de (0, 0,0). Usando el Lema 3.1 con el operador diferencial
anterior £, se tiene que existe un entorno O; de (0,0,0) en el espacio XY T, donde
Vi = 0. Por tanto, si T > 0 entonces U =0 en O;.

Caso similar ocurre cuando U =0en laregion {(X,Y,T) : X <-T,Y<-T,T<
0} interceptada con un entorno de (0, 0, 0), satisface que

LU=0 si T<O,
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donde

A= —-14+FA, h=2-1+F, =R fh=3-1+F f=2—-1+F.

En consecuencia, si
0 si T>0
U si T<0,

Vy =

entonces del Lema 3.2 se tiene que existe un entorno O, de (0,0, 0) en el espacio XY T,
donde V5, = 0. En conclusién, si T < 0, entonces U = 0 en O,. Por tanto U = 0 en
O1 N O,, y regresando a las variables originales (x, y, t) se obtiene el resultado. O

Asi se tiene el resultado principal de la propiedad de continuacién (nica del sistema
(3.1.1).

Teorema 3.4. Sean T >0y (n, ®) = (n(x,y, t), (x, y, t)) con
n€L([=T, T Hpo(R?)), @€ L2([-T, T]; Hig (R%)),

ne, @ € L2([—T, T]; L2,.(R?))

loc

una solucién en R? x (=T, T) del sistema (3.1.1). Si (n, ®) = 0 en un subconjunto
abierto 2 de R? x (—T, T), entonces (1, ®) = 0 en la componente horizontal de 2.

Demostracion. Al definir las funciones

Fi(x,y, t) =€dx®, Falx,y, t) =€d,®, Fs(x,y,t)=1+en,

Fa(x,y, t) = 50,P, Fs(x,y,t) = 50,9,

vemos que el sistema (3.1.1) se puede escribir de la siguiente manera

N — aA’ o + (Fl, F2) -Vn+ FA® =0,
(3.3.2)
¢t+7]—bA’l7+(F4,F5)V¢:O,

con Fy, P, Fs3, Fa, Fs € LS. (R x (=T, T))ya= %, b= pu(c—13). Al usar algunos
resultados de inclusién conduce a que

NELX(=T, T Hig(R?)), @€ L2(=T, T; Hj, (R?)),
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y asi

[F3lle mex(~7.7)) < 1+ Clnllece ex(-7.1)) <1+ C  sup . [(t)]| 1

te(-T loc (R

y también, para i = 1,2,4,5,

[Fill e 2x(~7,7)) < € sup HFi(f)HHfOC(RZ)
te(—T,T)

<C sup [[O(t)l|m (m2)-
te(—T,T)

En consecuencia, Fi, Fo, F3, F4, Fs € LS. (R? x (—T, T)). Por consiguiente, se puede

loc
probar el Teorema 3.4 para el sistema (3.3.2).

Ahora, al denotar por {21 la componente horizontal del conjunto 2, sea
A={(x,y,t) € : (n,®)=0 enunentornode (x,y,1t)}.

Sea Q € () arbitrario y se escoje P € A. Ademds, sea " una curva continua contenida en
{2 que une Py @, parametrizada por una funcién continua f : [0, 1] — (2 con f(0) = P
y (1) = Q. Dado que P € A, entonces existe r > 0, tal que

(n,#)=0 en B.(P), (3.3.3)

donde B,(P) es la bola abierta centrada en P de radio r. Enseguida, sea rp > 0 con ry <
min{r, dist(I",0§2)}. Se nota que de la eleccién de ry, B,,(P) C B,(P). En consecuencia,
B, (P) C A. Ahora, sea p < 2. Luego

B (f(s)) C {4, paratodo se€]0,1], (3.3.4)
ya que si w € By, (f(s)) y w ¢ 21 entonces
lw —f(s)|| <2n < ry < dist(l,01) < ||lw—f(s)].
lo cual es una contradiccién.

Ahora Al considerar el conjunto
N ={(xy,t)eN:(n,®)=0 en B, (x,y,t)N},
y también

S={0<¢<1:f(s)eA siempreque 0<s</{}, {y=supS.
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Se prueba que f({y) € Ay. En efecto, si w € B, (f(4y)) y rn = ||w —f(4)]|| > 0, entonces
usando la continuidad de f, se tiene que existe 0 < § < £y, tal que

1 (lo) = f(to = d)I| < —ra,
de modo que
[w = f(lo = 8)Il < [[w = F(Lo)[| + [[f(lo) — F(lo — S)I| < ra,

y ademds w € B, (f(£o—09)). De la definicién de £y, existe €5 € S, tal que lo—06 < €5 < {p,
lo que implica que f(¢y — &) € A;. Luego, al usar (3.3.4) se determina que

(n,®)=0 en B, (f(lo—0))N 2 =B, (f(lo —9)). (3.3.5)
En consecuencia, (n(w), ®(w)) =0, y por tanto
(n,®)=0 en B, (f(%)). (3.3.6)

Por consiguiente, se demuestra que f({g) € /.

Ahora, si {5 = 1, entonces del razonamiento anterior se tiene que Q@ = f(1) € Ay C A
En consecuencia, dado que Q fue elegido arbitrariamente, se obtiene que (1, ®) = 0 en
£21; lo cual demuestra el Teorema 3.4. Por tanto, para completar la demostracién del
Teorema 3.4 es preciso probar que £y = 1. En efecto, se supone que ¢y < 1y sea G el
conjunto dado por
G={Zec :||Z-1f(l)|]|=n}.

Para w = (x1, y1, t1) € G fijo, se considera el cambio de variable (x,y,t) — (X, Y, T)
donde

X =x—xq,
Y=y-—wn,
T=t—t.

Notar que (0,0,0) € G*={Z = (X, Y, T) : [|[Z—(f(lo) —w)| = n}. Més adn, al usar
(3.3.6) se nota que

(n(X, Y, T),o(X,Y,T)=0, (X,Y,T)eB,(f(f) —w).
Por lo tanto, por el Corolario 3.3 existe r);, > 0, tal que

(n(X, Y, T),®(X,Y,T)) =0, (X,Y,T)e B.:(0,0,0),
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de lo cual volviendo a las variables originales, se tiene que para cada w € G, existe r;, > 0,
tal que
(n,®)=0 en B,;(w).

Entonces, al usar (3.3.6) y la compacidad de G, se tiene que existe €; > 0, tal que
(7, ®)=0 en B, i (f(%)). (3.3.7)

Si se usa nuevamente la continuidad de f, se obtiene que existe 0 < §; < 1 — g, tal que
siw € B, (f(¢o+ 01)), entonces

[w —f(lo)|l < [lw — f(lo+d1)|l + [[f(lo + 61) — F(o)l| < 1 + e

Asi, w € By e (f(4)), por tanto, se tiene que B, (f(¢o + 1)) C B+ (f(%)). En
consecuencia, usando (3.3.7) se obtiene que (1, ®) = 0en B,,(f({o+ 1)), y también que
f(€o + 1) € A1, lo cual contradice la definicién de 4. Luego ¢y = 1 y la demostracién
estd completa. O



114

Bibliografia

Amster, P. (2008). Fragmentos de un discurso matematico. Fondo de Cultura Econémica.

Amster, P. (2010). jMatemdtica maestro! Un concierto para nimeros y orquesta. Siglo
XXI Editores.

Amster, P. (2013). La matemdtica como una de las bellas artes. Siglo XXI Editores.

Amster, P. (2019). Del cero al infinito. Un recorrido por el universo matemdatico. Fondo
de Cultura Econémica.

Bates, D., Machler, M., Bolker, B., and Walker, S. (2015). Fitting linear mixed-effects
models using Ime4. Journal of Statistical Software, 67(1):1-48.

Bourgain, J. (1997). On the compactness of the support of solutions of dispersive equa-
tions. International Mathematics Research Notices, 1997(9):437—447.

Breslow, N. E. and Clayton, D. G. (1993). Approximate inference in generalized linear
mixed models. Journal of the American Statistical Association, 83(421):9-25.

Bustamante, E., Isaza, P., and Mejia, J. (2011). On the support of solutions to the
zakharov—kuznetsov equation. Journal of Differential Equations, 251(10):2728-2736.



Bibliografia 115

Bustamante, E., Isaza, P., and Mejia, J. (2013). On uniqueness properties of solutions of
the zakharov—kuznetsov equation. Journal of Functional Analysis, 264(11):2529-2549.

Carvajal, X. and Panthee, M. (2005). Unique continuation property for a higher order
nonlinear schrodinger equation. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
303(1):188-207.

Carvajal, X. and Panthee, M. (2006). On uniqueness of solution for a nonlinear schrodin-
ger—airy equation. Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 64(1):146-158.

Clawson, C. (1999). Misterios Matematicos. Magia y belleza de los nimeros. Planeta.

Cole, T. J. and Green, P. J. (1992). Smoothing reference centile curves: the Ims method
and penalized likelihood. Statistics in medicine, 11(10):1305-1319.

Cook, R. D. (1977). Detection of influential observation in linear regression. Technome-
trics, 19(1):15-18.

Cook, R. D. (1986). Assessment of local influence. Journal of the Royal Statistical Society.
Series B (Methodological), 48(2):133-169.

Cook, R. D. and Weisberg, S. (1982). Residuals and Influence in Regression. New York:
Chapman and Hall.

Demidenko, E. (2013). Mixed models: theory and applications with R. John Wiley &
Sons.

Dunn, P. K. and Smyth, G. K. (1996). Randomized quantile residuals. Journal of Compu-
tational and graphical statistics, 5(3):236-244.

Escauriaza, L., Kenig, C., Ponce, G., and Vega, L. (2007). On uniqueness properties of so-
lutions of the k-generalized kdv equations. Journal of Functional Analysis, 244(2):504—
535.

Fabio, L. C., Paula, G. A., and de Castro, M. (2012). A poisson mixed model with nonnor-
mal random effect distribution. Computational Statistics & Data Analysis, 56(6):1499—
1510.

Fresan, J. and Rué Perna, J. J. (2013). Los nimeros trascendentes. Ediciones La Catarata.
Guénard, F. and Leligvre, G. (1999). Pensar la Matematica. Tusquets Editores.

lorio, R. J. (2003). Unique continuation principles for some equations of benjamin-ono
type. In Lupo, D., Pagani, C. D., and Ruf, B., editors, Nonlinear Equations: Methods,
Models and Applications, pages 163179, Basel. Birkhauser Basel.



116 ‘ Infinito, diagndstico en MGLM y propiedad de continuacion Unica

Jr., R. J. 1. (2003). Unique continuation principles for the Benjamin-Ono equation. Dif-
ferential and Integral Equations, 16(11):1281 — 1291.

Kenig, C. E., Ponce, G., and Vega, L. (2002). On the support of solutions to the gene-
ralized KdV equation. Annales de I'l.H.P. Analyse non linéaire, 19(2):191-208.

Kenig, C. E., Ponce, G., and Vega, L. (2003). On unique continuation for nonli-
near schrodinger equations. Communications on Pure and Applied Mathematics,
56(9):1247-1262.

Lesaffre, E. and Verbeke, G. (1998). Local influence in linear mixed models. Biometrics,
54(2):570-582.

Liang, K.-Y. and Zeger, S. L. (1986). Longitudinal data analysis using generalized linear
models. Biometrika, 73(1):13-22.

McCullagh, P. and Nelder, J. (1989). Generalized Linear Models, Second Edition. Chap-
man & Hall, second edition.

McCulloch, C. E. and Searle, S. R. (2000). Generalized, Linear and Mixed Models. Wiley,
New York.

McGilchrist, C. (1994). Estimation in generalized mixed models. Journal of the Royal
Statistical Society: Series B (Methodological), 56(1):61-69.

Montgomery, D. C., Peck, E. A., and Vining, G. G. (2021). Introduction to linear regression
analysis. John Wiley & Sons.

Mullahy, J. (1997). Heterogeneity, excess zeros, and the structure of count data models.
Journal of applied econometrics, 12(3):337-350.

Nelder, J. A., Pawitan, Y., and Lee, H. J. (2006). Generalized Linear Models with Random
Effects: Unified Analysis via H-likelihood. Chapman and Hall/CRC.

Ouwens, M. J., Tan, F. E., and Berger, M. P. (2001). Local influence to detect influential
data structures for generalized linear mixed models. Biometrics, 57(4):1166-1172.

Panthee, M. (2005). Unique continuation property for the kadomtsev-petviashvili (kp-ii)
equation. Electronic Journal of Differential Equations, 2005(59):1-12.

Paula, G. A. (2013). On diagnostics in double generalized linear models. Computational
Statistics & Data Analysis, 68:44-51.

Pawitan, Y. (2001). In all likelihood: Statistical Modelling and Inference using Likelihood.
Oxford University Press.



Bibliografia 117

Pinho, L. G. B., Nobre, J. S., and Singer, J. M. (2015). Cook’s distance for generalized
linear mixed models. Computational Statistics & Data Analysis, 82:126-136.

Poon, W.-Y. and Poon, Y. S. (1999). Conformal normal curvature and assessment of local
influence. Journal of the Royal Statistical Society: Series B (Statistical Methodology),
61(1):51-61.

Quintero, J. (2010). Solitary water waves for a 2d boussinesq type system. J. Part. Diff.
Eq, 23(3):251-280.

Quintero, J. R. (2011). The Cauchy problem and stability of solitary waves for a 2D
Boussinesq-KdV type system. Differential and Integral Equations, 24(3/4):325 - 360.

R Core Team (2021). R: A Language and Environment for Statistical Computing. R
Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria.

Recalde, L. (2018). Lecturas de historia de las matemdticas. Programa Editorial Univer-
sidad del Valle, 1rd edition edition.

Rigby, R. A. and Stasinopoulos, D. (1996a). A semi-parametric additive model for variance
heterogeneity. Statistics and Computing, 6:57-65.

Rigby, R. A. and Stasinopoulos, D. M. (2005). Generalized additive models for location,
scale and shape. Journal of the Royal Statistical Society: Series C (Applied Statistics),
54(3):507-554.

Rigby, R. A. and Stasinopoulos, M. D. (1996b). Mean and dispersion additive models.
In Statistical Theory and Computational Aspects of Smoothing: Proceedings of the
COMPSTAT '94 Satellite Meeting held in Semmering, Austria, 27-28 August 1994,
pages 215-230. Springer.

Rigby, R. A., Stasinopoulos, M. D., Heller, G. Z., and De Bastiani, F. (2019). Distributions
for modeling location, scale, and shape: Using GAMLSS in R. Chapman and Hall/CRC.

Saut, J.-C. and Scheurer, B. (1987). Unique continuation for some evolution equations.
Journal of Differential Equations, 66(1):118-139.

Shang, Y. (2007). Unique continuation for the symmetric regularized long wave equation.
Mathematical Methods in the Applied Sciences, 30(4):375-388.

Stasinopoulos, D. M. and Rigby, R. A. (2007). Generalized additive models for location
scale and shape (gamlss) in r. Journal of Statistical Software, 23(7):1-46.

Stasinopoulos, D. M. and Rigby, R. A. (2008). Generalized additive models for location
scale and shape (gamlss) in r. Journal of Statistical Software, 23:1-46.



118 ‘ Infinito, diagndstico en MGLM y propiedad de continuacion Unica

Stasinopoulos, M. D., Rigby, R. A., Heller, G. Z., Voudouris, V., and De Bastiani, F.
(2017). Flexible Regression and Smoothing: using GAMLSS in R. Chapman and
Hall/CRC.

Tang, N.-S., Wei, B.-C., and Zhang, W.-Z. (2006). Influence diagnostics in nonlinear
reproductive dispersion mixed models. Statistics, 40(3):227-246.

Tapia, A., Leiva, V., del Pilar Diaz, M., and Giampaoli, V. (2019a). Influence diagnostics
in mixed effects logistic regression models. TEST, pages 1-23.

Tapia, A., Leiva, V., del Pilar Diaz, M., and Giampaoli, V. (2019b). Sensitivity analysis
of longitudinal count responses: a local influence approach and application to medical
data. Journal of Applied Statistics, 46(6):1021-1042.

Treves, F. (1966). Linear partial differential equations with constant coefficients : exis-
tence, approximation, and regularity of solutions.

Tuerlinckx, F., Rijmen, F., Verbeke, G., and Boeck, P. D. (2006). Statistical inference in
generalized linear mixed models: a review. The British Journal of Mathematical and
Statistical Psychology, 59 Pt 2:225-255.

Venables, W. N. and Ripley, B. D. (2002). Modern Applied Statistics with S. Springer
Science, fourth edition.

Verbeke, G. and Molenberghs, G. (2009). Linear Mixed Models for Longitudinal Data.
Springer Series in Statistics. Springer New York.

Walker, E. and Birch, J. B. (1988). Influence measures in ridge regression. Technometrics,
30(2):221-227.

Williams, D. (1984). Generalized linear models.

Williams, D. (1987). Generalized linear model diagnostics using the deviance and single
case deletions. Journal of the Royal Statistical Society: Series C (Applied Statistics),
36(2):181-191.

Xiang, L., Lee, A. H., and Tse, S.-K. (2003). Assessing local cluster influence in generalized
linear mixed models. Journal of Applied Statistics, 30(4):349-359.

Xiang, L., Tse, S.-K., and Lee, A. H. (2002). Influence diagnostics for generalized linear
mixed models: applications to clustered data. Computational Statistics & Data Analysis,
40(4):759-774.

Zalamea, F. (2019). Fundamentos de Matemdticas. Facultad de ciencias. Universidad
Nacional de Colombia.



Bibliografia 119

Zeger, S. L., Liang, K.-Y., and Albert, P. S. (1988). Models for longitudinal data: a
generalized estimating equation approach. Biometrics, pages 1049-1060.

Zhang, B. (1992). Unique continuation for the korteweg—de vries equation. SIAM Journal
on Mathematical Analysis, 23(1):55-71.

Zhao, Y., Staudenmayer, J., Coull, B. A., and Wand, M. P. (2006). General design
Bayesian generalized linear mixed models. Statistical Science, pages 35-51.

Zhu, H.-T. and Lee, S.-Y. (2003). Local influence for generalized linear mixed models.
Canadian Journal of Statistics, 31(3):293-309.



120

1.1

1.2

1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.1
1.12
1.13

Indice de figuras y tablas

Camino indicado para contabilizar todos los racionales positivos del

Cuadro 21
sen(x)
40
X

Aproximaciones de la funcion y =

Secuencia infinita e innumerable de tridngulos con area constante.......... 41

Triangulo equilatero inscrito en una circunferencia 42
Cuadrado inscrito en una circunferencia 42
Pentagono regular inscrito en una circunferencia 43
Infinitos caminos discretos para aproximarse a un nimero real a partir de ag44
Construccion para la division de un segmento en 2 partes iguales................ 53
Construccion de triangulos equildteros 54
Construccion para la division de un segmento en tres partes iguales.......... 54
Construccion para la division de un segmento en cuatro partes iguales......55
Construccion para la division de un segmento en seis partes iguales............. 56
Construccion para la division de un segmento en n partes iguales.............. 56



121

Acerca de los autores

Oscar Fernando Soto Agreda

Licenciado en Matemdticas de la Universidad de Narifio y Magister en modelos
de ensefanza problémica de la Universidad INCCA de Colombia, se desempefa
como profesor de tiempo completo en la Universidad de Narifo, adscrito al De-
partamento de Matematicas y Estadistica, desempefiando cargos administrativos
de importancia. Como miembro activo del grupo de investigacion GESCAS, ha
mantenido su interés por divulgar los alcances didacticos del uso de las TIC en el
aulay en especial el uso de Software de Geometria dindmica y el uso de asistentes
computacionales en el drea de analisis.

Sergio Gomez Noguera

Licenciado en matematicas de la Universidad de Narifio. Magister en matematicas
de la Universidad de Antioquia y Doctor en estadistica del Instituto de Matemati-
cas y Estadistica (IME) de la Universidad de Sao Paulo. Actualmente de desempe-
fa como profesor asistente del departamento de matematicas y estadistica de la
Universidad de Narifo.

Ricardo Cordoba Gomez

Matemadtico de la Universidad del Cauca. Realizé estudios de Maestria y Doctora-
do en Ciencias Matematicas en la Universidad de Cauca, Colombia. Actualmente



122

es profesor asociado adscrito al Departamento de Matematicas y Estadistica de la
Universidad de Narifio, prestando sus servicios principalmente en la Licenciatura
en Matematicas, y es miembro del Grupo de Investigacién en Biologia Matema-
tica y Mateméatica Aplicada (GIBIMMA) de la Universidad de Narifio y el Grupo de
Investigacién Espacios funcionales de la Universidad del Cauca.



editorial

Universidad de Nariio

Ano de publicacion: 2025
San Juan de Pasto - Narino - Colombia



: 978-628-

ISBN: 7864-11-5
/ no_ge . FINERY
||H ‘| “ ‘|||||‘|H “ H edltorlal O:é;zg!g
9178 5 .

6287186411

Universidad de Narifio l"’t'l(‘)'/m?

2




