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INTRODUCCION

En los albores del siglo XXI, durante el encuentro de la Escuela Regional de
Matematicas, (creacion del maestro Jairo Varela), celebrado en la ardiente y
romantica ciudad de Neiva, el emérito profesor de la Universidad Nacional de
Colombia, Yu Takeuchi, tuvo la oportunidad de preguntar si la Caja de
Polinomios era un instrumento que permitia meter la mano y sacar polinomios.
La respuesta que recibio lo dejé asombrado y confundido: “si, y no solo eso,
permite todo el juego operatorio: sumar, restar, multiplicar, dividir y hasta
factorizar.” Takeuchi, debié tener compromisos que le impidieron asistir a la
demostracion de que, en efecto, todo lo dicho y mucho mas, es posible con la
Caja de Polinomios y dado su caracter de didacta consumado, hubiese

aprovechado mejor ese instrumento, inventando estrategias.

De verdad, resulta increible que un elemento que tiene un sustrato de altisima
abstraccién, como es el concepto de polinomio, descienda su caracter al mundo
perceptible de lo tangible; es decir, el juego operatorio se celebra con las manosy
claro, con larazén. La Caja de Polinomios se convierte en un mediador ludico que
permite que lo simbdlico emerja de lo tangible permitiendo una comunién entre el

mundo de las realidades y el mundo de los ideales.

Sumar y restar polinomios con coeficientes enteros, son actividades que
pueden dominar aprendices de escolaridad primaria. Tomando en cuenta esto,
hace falta que un investigador o un profesor, disefie una indagacion de
aprendizajes en algebra temprana. Existen experiencias de escolares menores

a los siete afios cronolégicos, quienes en menos de una hora han aprendido a
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escribir, leer, sumar, restary hasta multiplicar polinomios de grado dosy es que
estas operaciones desvelan algoritmos sencillos de repetir en lo simbédlico,

que alfinal es lo que importa.

En la divisién y factorizacién, la Caja de Polinomios se convierte en un
rompecabezas auténtico y racional. Interviene en esta operacién vy
procedimiento la razén con un alto sentido ludico, de diversién y, por ello, de
pasiony entusiasmo. El ensayo y el error muestran su caray al final aparece la
satisfaccion de la operacién cumplida, del resultado alcanzado con eficiencia
y exactitud. Es de destacar que el algoritmo tradicional de la divisién que se
aprende con regularidad en la escuela es pesado y complejo, no deja
comprender el porqué de su significado, en cambio aca, es admisible y
comprensible, la razén y la mente lo acata al igual que ocurre con el

procedimiento de la factorizacion.

Pero el instrumento va mas alla de lo que a primera vista es posible con él,
y en este libro de investigacidn, las Ultimas guian muestran ejemplos de un
trabajo matematico laborioso en torno a otros objetos que aparecen en su
anatomia. Por ejemplo, al pensar en trabajar con polinomios de grados
superiores, las clases de fichas que se hacen necesarias para el juego
operatorio, tienen intima relaciéon con los niumeros triangulares. También se
muestra la forma de atacar el problema paradigmatico que expone que el
perimetro no es prueba o examen para el drea y se estudia este problema

desde el germen mismo del principio fundamental del conteo.
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Es sano advertir, que, desde este este punto de vista, el sacar provecho del
recurso, obedece a la impronta creativa del maestro, que es el aula de clase

deberia ser inagotable.

Este libro es el resquicio de una ventana de oportunidades que puede
adoptarse como guia y que se recomienda abordar en el orden en que se han
establecido sus partes componentes, para apropiarse de la cualidad

eminentemente didactica de este recurso.

Mas aun, los profesores, deberian liderar procesos de investigacion
alrededor del uso de este libro, que en realidad es una herramienta
pedagégica. La Caja de Polinomios, media entre lo tangible y lo abstracto
en un mundo necesario para la ciencia y la tecnologia, considerando que
todo el conocimiento matematico esta algebrado. Todo momento es
propicio, para cambiar el rumbo de nuestro quehacer docente, utilizar al
maximo los recursos y tener la satisfaccidon de ser reconocido como un
profesor diferente. Bajo esta perspectiva, la Caja de Polinomios es una
excusa para mejorar sus clases, una excusa que merece ser atendida con

igual o mejor impetu laborioso, del que le han prodigado sus creadores.

En comparacién con creaciones parecidas, vale recordar que la Caja de
Polinomios, requiere el empleo de tan solo tres reglas en su juego operatorio. A
diferencia de instrumentos que, teniendo el mismo objetivo, contienen un nimero

excesivo de reglas, lo que impide que su utilizacidon sea practicay atractiva.

Los fundamentos matematicos desempenan un papel fundamental en el
desarrollo del pensamiento computacional, ya que proporcionan un marco

estructurado para la resolucion de problemas y el disefio de algoritmos.

13



Conceptos clave como la ldgica, la teoria de conjuntos, la combinatoria y la
teoria de numeros constituyen la base de los modelos computacionales, lo
que permite la formulacion de procesos claros y sistematicos para el anélisis y
la resolucion de problemas complejos. La légica facilita el razonamiento y la
toma de decisiones, mientras que, la teoria de conjuntos y la combinatoria
ayudan a organizar datos y explorar posibles resultados. La teoria de nimeros,
centrada en las propiedades de los niumeros enteros, desempefa un papel
crucial en el cifrado y la seguridad computacional. Al comprender estos
principios matematicos fundamentales, las personas pueden comprender
conceptos computacionales como algoritmos, complejidad y estructuras de
datos, lo que les permite comprender mejor cémo desglosar problemas,

automatizar soluciones y crear sistemas eficientes en el mundo digital.

Esta obra es uno de los resultados de la investigaciéon “Cultura educativa sobre
Pensamiento Computacional aplicado a Industria 4.0 en educacién basicay
media del municipio de Pasto” que forma parte de la Convocatoria de
Investigacion Docente 2022 financiada por la Vicerrectoria de Investigacion y
Proyecciéon Social de la Universidad de Narifio, ya que contempla la
elaboracién de material educativo para apoyo en la formacion matematica
como instrumento potenciador del pensamiento computacional en diferentes

escenarios académicos.
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CAPITULO 01

LA APLICACION MULTIPLATAFORMA
DE LA CAJA DE POLINOMIOS

La visualizacion y experimentacion con imagenes interactivas en el ambito de las
matematicas es una estrategia clave para facilitar la comprensién de procesos
abstractos, como las operaciones con polinomios. Estas herramientas permiten
que los estudiantes no solo resuelvan problemas, sino que puedan observar cémo
cambian los resultados al modificar las variables en tiempo real, lo cual facilita el

entendimiento profundo de los conceptos.

Diversos estudios destacan que las tecnologias interactivas favorecen la
experimentacién en un entorno seguro, donde los estudiantes pueden explorary
manipular conceptos sin temor a equivocarse, lo que promueve un aprendizaje
significativo. Por ejemplo, Salvador-Garcia (2021) sefiala que este tipo de
herramientas incrementa la motivacién y la participacion de los alumnos,
ayudandolos a visualizar conceptos que de otro modo serian mas dificiles de
entender. Ademas, la gamificacion y el uso de elementos interactivos pueden
mejorar las competencias matematicas y motivar a los estudiantes a involucrarse

mas activamente en su aprendizaje (Prieto-Andreu, 2022).

En particular, las imagenes interactivas y dinamicas permiten que los estudiantes
internalicen conceptos complejos como los relacionados con polinomios. Estas
herramientas ofrecen una representacion visual de las operaciones, lo que ayuda
a los estudiantes a observar el impacto inmediato de las modificaciones en las

ecuaciones o graficos. Esto no solo facilita la comprension de las operaciones
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algebraicas, sino que también promueve una reflexion mas profunda sobre los

métodos utilizados (Holguin et al., 2020).

El uso de imagenes dinamicas y manipulables promueve una participacién del
estudiante, permitiendo que interactie con los conceptos, los maneje y observe
los resultados en tiempo real. Segun estudios, la combinaciéon de interactividad
con modelos visuales contribuye significativamente a que los estudiantes
desarrollen habilidades cognitivas de mayor nively puedan internalizar conceptos

abstractos que de otra forma serian dificiles de entender (Olmedo et al., 2024)

En la educacion matematica, el uso de herramientas interactivas se ha vinculado
con un aumento en la motivacion y el compromiso del alumnado, ya que estas
plataformas permiten adaptar los contenidos a las necesidades individuales de
cada estudiante (Olmedo et al., 2024). Ademas, la experimentacion visual facilita
la exploraciéon de las relaciones matematicas, como la factorizacion de
polinomios o las graficas de funciones, proporcionando una comprensién mas

intuitiva de los conceptos subyacentes (Gomez-Blancarte & Valles-Pérez, 2016).
1.1 Desarrollo de la App Caja de Polinomios

Adobe Animate es una de las mejores plataformas para el desarrollo de
aplicaciones graficas que utilizan graficos vectoriales. Esta herramienta
destaca por su capacidad de crear animaciones 2D interactivas, tanto para la
Web como para aplicaciones de escritorio. Gracias a su integracion con
estandares como HTML5, Canvas y WebGL, Animate, permite desarrollar
experiencias multiplataforma y exportarlas a diferentes entornos, incluyendo

aplicaciones Web y paquetes para escritorio mediante la tecnologia Adobe AIR.
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Elenfoque de Adobe Animate combina la manipulacion de graficos vectoriales
con potentes herramientas de animaciéon y control de linea de tiempo, lo que
facilita el desarrollo de animaciones precisas y dindamicas. Ademas, su
capacidad de exportar en multiples formatos hace que sea una opcién ideal
para disefadores y desarrolladores que buscan crear desde juegos y videos
hasta presentaciones multimedia y aplicaciones interactivas (Adobe Inc.,

2024; Wikipedia, 2024).

Para nuestra propuesta, se seleccioné Adobo Animate por las caracteristicas
descritas y como metodologia de construcciéon se adoptd la metodologia RUP
(Rational Unified Process) que organiza el desarrollo de software en fases
iterativas: Inicio, Elaboracion, Construccion y Transiciéon, cada una con
ciclos que permiten mejorar continuamente el producto. Esta metodologia se
centra en la gestién de requisitos, el modelado basado en UML (Unified
Modeling Language) y la integraciéon de las mejores practicas en ingenieria de
software. Uno de sus objetivos es asegurar la calidad desde etapas tempranas,
permitiendo una entrega incremental de valor y un control riguroso de los

cambios (Medrano & Naupari, 2019; Wikipedia, 2024).

El enfoque iterativo de RUP facilita manejar los riesgos y cambios de manera
continua, ya que cada fase genera artefactos clave como el documento de
visién, los diagramas de casos de uso y la especificacion de arquitectura.
Ademads, promueve la colaboracién entre equipos y la adaptacién a las
necesidades especificas del cliente para asegurar que el producto finalcumpla

con los requisitos establecidos (Medrano & Naupari, 2019; Wikipedia, 2024).
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1.2 Algunas consideraciones técnicas

El software La Caja de Polinomios fue desarrollado para ser compatible con
los sistemas operativos Windows, Android y Linux, ofreciendo versiones

optimizadas para cada plataforma.

En la version para Windows, se proporciona un archivo comprimido
(CajaDePolinomiosWindows.zip) que contiene el instalador ejecutable
(CajaDePolinomios.exe). Este archivo guia al usuario paso a paso durante el
proceso de configuracion para asegurar una instalaciéon sin complicaciones.
Ademas, es indispensable tener instalada la tecnologia Adobe AIR en el
equipo. Para facilitar este requisito, se incluye el instalador correspondiente

(AdobeAIR_v51.1.1.5.exe).

Esta integracion garantiza que el software funcione correctamente y
proporcione al usuario la experiencia completa sin necesidad de

configuraciones adicionales complicadas.

Para dispositivos Android, se proporciona el archivo comprimido

CajaDePolinomiosAndroid.zip, que contiene dos paquetes APK:

e CajaDePolinomios32.apk: Disefiado para tabletas Android mas

antiguas con arquitectura de 32 bits.

e CajaDePolinomios64.apk: Optimizado para tabletas Android con

arquitectura de 64 bits.

Si bien, la aplicacidn puede instalarse en teléfonos celulares, no se

recomienda su uso en pantallas pequenas, ya que la interfaz puede volverse

18



CAPITULO 01

dificil de manejar. En particular, algunos botones de la aplicacién podrian ser

complicados de presionar sin un lapiz electrénico o stylus.

Estos archivos APK estén listos para ser instalados en dispositivos mdéviles. Sin
embargo, la instalacién de aplicaciones de fuentes externas requiere la
activacion de la opcion “Permitir instalacion de aplicaciones de origenes
desconocidos”. El procedimiento para habilitar esta opcién varia segun la

version de Android:

e Android 7 y versiones anteriores: En estas versiones, la activacioén
de la opcién “Permitir instalacion de aplicaciones de origenes
desconocidos” se realiza desde Ajustes del dispositivo >
Seguridad. A continuacién, se presentan algunas capturas de
pantalla que ilustran el proceso en estos sistemas Android,

mostrando los pasos necesarios para habilitar esta configuracion.

Wi =812
Seguridad H

Administracion de dispositivos

Administradores de dispositivos
Ver o desactivar administradores de dispositive

Origenes desconocidos El telef_cnc y los datos personales
Permitir I instalacién d 2 son mas vulnerables a los

ermitir la instalacion de aplicaciones que
no sean de Play Store ataques de aplicaciones de origen
Por seguridad, el teléfono se desconocido. El usuario acepta ser
ha configurado para bloquear el tnico responsable de cualquier

Instalacion bloqueada

aplicaciones de origenes Almacenamiento de crede dafio en el teléfono o pérdida de
desconocidos. datos que se pueda derivar del uso
Tipo de almacenamien de estas aplicaciones.
CANCELAR  AJUSTES Almacenado en hardwg

CANCELAR  ACEPTAR

Certificados de confianza
Mostrar certificados de CA de confianza

Instalar desde memoria
Instalar certificados desde almacenamiento

Eliminar certificados

Figura 1 Activacion de Origenes desconocidos. Fuente (Xataka Android, octubre 13 de 2024)
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e Android 8 y versiones posteriores: En estas versiones, la opcidon de
instalar aplicaciones desde fuentes desconocidas ya no se encuentra
en los ajustes generales del sistema. En su lugar, el permiso se concede
por aplicacion individual (por ejemplo, Chrome o un administrador de
archivos). Para habilitar esta opcion, el usuario debe acceder a Ajustes
> Aplicaciones > [Aplicacion que descarga el APK] > Instalar
aplicaciones desconocidas y activar el permiso para cada aplicacién

que se utilizara para la instalacion.

Por ejemplo, si el archivo APK se descarga desde un navegador como Chrome,
el dispositivo mostrara pantallas similares a las ilustradas en la Figura 2. Este
enfoque garantiza un control mas granular sobre las fuentes externas,
mejorando la seguridad del dispositivo al limitar los permisos solo a las

aplicaciones necesarias para cada instalacién.

Figura 2 Pantallas en sistemas Android 8 o superiores. Fuente (Xataka Android, octubre 13 de 2024)
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Si el archivo APK se transfiere al dispositivo mediante cable USB, memoria
externa o Bluetooth, la instalacion se realizara a través de un administrador
o gestor de archivos, como la aplicacién Mis Archivos. En este caso, el
usuario debe otorgar los permisos necesarios para permitir la instalacion
desde esta fuente especifica. Para hacerlo, debe acceder a Ajustes >
Aplicaciones > [Administrador de archivos utilizado] > Instalar
aplicaciones desconocidas y habilitar el permiso correspondiente para Mis

Archivos o cualquier otro gestor utilizado.

La Figura 3 muestra las pantallas tipicas que aparecen durante este proceso,
ilustrando los pasos necesarios para completar la instalacién correctamente.
Este método permite instalar aplicaciones desde medios externos de manera
controlada, garantizando la seguridad del dispositivo.

iE

< Instalar apps desconocidas

' Mis archives

Figura 3 Activar la opcién para Mis Archivos. Fuente (Xataka Android, octubre 13 de 2024)
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e Android 14: Esta versién introduce una capa adicional de seguridad al
requerir una verificacidon mediante Google Play Protect antes de permitir la
instalacién de aplicaciones de fuentes externas. Estas medidas garantizan
que el usuario sea consciente de los riesgos potenciales asociados con la
instalacion de aplicaciones no oficiales y refuerzan la protecciéon del

sistema operativo contra software malicioso.

Si la aplicacién no supera la verificacion, el sistema emite una alerta sobre los
riesgos detectados y recomienda precaucién al usuario. Ademas, Android 14
ha incrementado las restricciones, evitando la instalacién de aplicaciones que
utilicen APIs obsoletas, lo que garantiza que el software instalado cumpla con

los estandares actuales de seguridad y rendimiento.

La Figura 4 muestra cOmo se presenta la interfaz en un dispositivo con Android
14 durante el proceso de instalacion, incluyendo las opciones de verificaciony
las alertas correspondientes. Es importante mencionar que la Caja de
Polinomios es una aplicacion completamente segura, libre de virus y malware
que puedan comprometer su dispositivo. Por lo tanto, no es necesario utilizar

la opcion “Analizar app” que aparece en la pantalla ilustrada.

Para proceder con la instalacidn sin realizar el analisis, despliegue la opcion “Mas
detalles” y seleccione “Instalar sin analizar”. Esto permitird completar la
instalacién de manera rapida y segura, sin que se active el analisis adicional de

Google Play Protect.
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@ Google Play Protect © Google Play Protect
Se recomienda analizar Se recomienda analizar
la app la app
B CajaDePolinomios %ﬁ CajaDePolinomios

Todavia no se verifico esta app con
Play Protect. Para proteger tu
dispositivo y los datos, envia esta
app a Google para que realice un
andlisis de seguridad.

Todavia no se verifico esta app con
Play Protect. Para proteger tu
dispositivo y los datos, envia esta
app a Google para que realice un ‘
analisis de seguridad |

Mis datallos = h El analisis podria tardar un poco.
Veras los resultados en esta

pantalla. Cémo funciona Play
Analizar app Protect |

i lar sin analizar
No instalar app Instalar sin analiza

Analizar app

No instalar app

Figura 4 En Android 14. Fuente propia.

Para Linux, la aplicacién se distribuye en un archivo comprimido,
CajaDePolinomiosLinux.zip, que contiene la carpeta con todos los recursos
necesarios para su correcta ejecucion. Es imprescindible instalar previamente
Wine, una aplicaciéon que proporciona un entorno de compatibilidad en
sistemas Linux, permitiendo ejecutar software disefiado para Windows sin

complicaciones.

La Figura 5 ilustra este proceso: a la izquierda, se muestra la carpeta de la Caja
de Polinomios en un sistema Linux Ubuntu; y a la derecha, se observa el icono
caracteristico de las aplicaciones Windows listo para ser ejecutado mediante
Wine. La ejecucion es sencilla, basta con hacer doble clic en el archivo .exe

incluido para iniciar la aplicacion.
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T Recientes

B ~r rentime win
* Favoritos

D) Redientes :
Bl #dobe air
* Favoritos
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1] Escritorio [ B E
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[®) Documentos [® Documentos
. System Volume Information B csizoerolinomios.sw
I Imégenes
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certificado.p12
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i RECOVER_Trazador -01Android.fla
Figura 5 Carpeta y ejecutable en Linux Ubuntu. Fuente propia.

La Figura 6 muestra la ejecucion del software la Caja de Polinomios en Linux
Ubuntu utilizando Wine como entorno de compatibilidad. Esta ilustracién
destaca de qué forma la aplicacién se integra y funciona sin problemas en un
entorno Linux, permitiendo a los usuarios acceder atodas sus funcionalidades

como si se tratara de un sistema Windows.

Figura 6 La Caja de Polinomios en Linux Ubuntu. Fuente propia.
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1.3 Descarga de la aplicacion
A continuacion, se presentan los enlaces de descarga para las distintas

versiones de la aplicacién la Caja de Polinomios, asegurando

compatibilidad con mdltiples plataformas:

e |nstalador para Windows:

https://drive.google.com/file/d/1nabKgMPnhJEQdSH66h4CuoLVRSpW
XpZX/view?usp=sharing
e Carpeta para ejecucion en Linux bajo Wine:

https://drive.google.com/file/d/19skqw4znKjpoSNOmMDLYWvI0sBGMv

uM7v/view?usp=sharing

o APKde 32y 64 bits para Android:
https://drive.google.com/file/d/1aHKzOX84A62IDjPclfSXK6ETIt1vfeyS/

view?usp=sharing
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CAPITULO 02
PREAMBULO

La Caja de Polinomios es una herramienta pedagodgica, resultado del trabajo
colectivo de profesores de la Universidad de Narifio. Sus origenes se remontan
alos trabajos de Euclides, del matematico arabe Thabit ibn Qurray de Pierre de
Fermat y Renato Descartes. Conjuga conceptos como el de homogeneizacion
que se utiliza en la construccion de las tarjetas del juego para polinomios de

grado superior a dos.

La Caja de Polinomios se traduce como un elemento que resume el caracter
epistemologico del concepto de polinomio y su esencia operativa y ludica que
estimula varias esferas de la inteligencia, en particular la légico-matematica al
igual que la corporal-cinestésica y la linglistica. Sumar, restar, multiplicar,
dividir, factorizar y resolver ecuaciones de una variable con respuesta entera,
se convierten en procesos algoritmicos divertidos que plasman el
conocimiento en saberes significativos y derivan de procedimientos de mayor

riqueza que al tratarlos en forma tradicional.

El uso de las tabletas enriquece céalculos como el del maximo comun divisory
el minimo comun multiplo de dos polinomios, puesto que todos los
rectdngulos que se construyen con las tarjetas sobre una misma base se
corresponden en su area total, referida al polinomio que cada uno representa,
en un conjunto de polinomios que tiene a tal base como su maximo comun
divisor. Todo esto, amén de traer contenida toda la aritmética de numeros
enteros, de la cual se rescatan algoritmos faciles para ser comprendidos por
estudiantes cuya edad cronoldgica no se corresponda con el estudio de estas

tematicas segun la malla curricular del sistema educativo colombiano.
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Lo presentado en estas guias no contiene todo lo que se puede hacer con este
material didactico, ni siquiera en un uno por ciento de todos los calculos que se
ejecutan con este mediador y de los cuales aparecen algunos como ejemplos y
otros pocos como ejercicios. En consecuencia, su correcta utilizacién depende de
la creatividad individualy de otras cosas producto delingenio personal del usuario.
Como ejemplo adicional, en las ultimas guias se estudia larelacidon entre areas de

figuras y sus perimetros, aspecto que subyace en el campo de los paradigmas.

Desde este punto de vista, el lector debe hacer una contextualizacidon histérica
y epistemolégica de este instrumento mediador didactico. Los trabajos de
Thabit ibn Qurra, Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi y Omar Khayyam se
encuentran inscritos en el algebra retérica puesto que el dlgebra simbdlica es
posterior al renacimiento e introducida por Frangoise Viete, pero sin
consistencia en su utilizacién. Este proceso llega a su madurez con René
Descartes en 1637 cuando es editada su Geometria en Leiden en la que se
propone utilizar las primeras letras del alfabeto a, b. c, ... para los datos
conocidos y las ultimas x, y, z,... para las incégnitas o valores desconocidos.
De hecho, media entre estos dos periodos el desarrollo del algebra sintactica

de amplio uso en la Italia del renacimiento.

La mayor limitacidn que tiene la Caja de Polinomios radica en que es imposible
utilizarla para desarrollar de manera satisfactoria el concepto de variable, que esta
en el corazén del algebra. Pero, por el contrario, es un rico instrumento para
aprender toda la operatoria algebraica de polinomios estableciendo un vinculo
entre lo tangible y lo puramente abstracto con novedosos mecanismos

algoritmicos que se trasladas de manera inmediata al terreno simbdlico.
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La Caja de Polinomios es una herramienta que contribuye al desarrollo cognitivo,
dinamizando los procesos de aprendizaje de las Matematicas en diferentes grados y
niveles de la Educacién Formal. De hecho, la aplicacion de este novedoso material
didactico depende de la creatividad docente, el grado de interés y motivacion en la
planeacidn y desarrollo de estrategias y, en consecuencia, es posible utilizarla desde
el preescolar hasta el grado undécimo, sirviendo de mediador de los conceptos desde
lo concreto a lo simbdlico y hasta lo estrictamente abstracto y formal, tal como se
observa en las demostraciones de irreductibilidad de polinomios a través del conteo
de la cantidad de fichas que representan el polinomio y de las cuales se presentan en

las guias, algunos ejemplos.

2.1 Estandares curriculares

A continuacion, se presentan los estandares curriculares que pueden generar
un desarrollo eficiente y una captacién mental correcta cuando se utiliza como
mediador la Caja de Polinomios, estandares que fueron determinados por

docentes que conocieron del disefio de este instrumento.
2.1.1 Nivel Preescolar
1. Reconocer algunas figuras geométricas como cuadrados y rectangulos.

2. Agrupar objetos de acuerdo con diferentes atributos, tales como el

color, laforma, ..., y armar figuras grandes y pequefas

3. Senalar entre dos grupos o colecciones de objetos semejantes, el que
contiene mas elementos, el que contiene menos, o establecer si en

ambos existe la misma cantidad.
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2.1.2 Niveles Basica Primaria, Basica Secundaria y Media Vocacional

Pensamiento Numérico y Sistemas Numéricos
1. Clasificar conjuntos de acuerdo con el numero de fichas que se
encuentren en ellos.

2. Reconocerelsignificado de numero en diferentes contextos (medicién,

conteo, comparacion, codificacion, localizacion en zonas).

3. Reconocer el efecto que tienen las operaciones basicas (sumas segun
las zonas, restas retirando una o varias fichas segun las zonas, la

multiplicacion formando cuadrados o rectangulos con fichas iguales).

4. Resolveryformular problemas aditivos de composiciény transformacion,

comparacion e igualacién y problemas de multiplicacion.

5. ldentificar en el contexto de la Caja de Polinomios, la necesidad de un
calculo exacto o aproximado y lo razonable de los resultados

obtenidos.

6. Comprender y ubicar los numeros negativos en el plano cartesiano y

realizar sumas y restas con ellos.
Pensamiento Espacial y Sistemas Geomeétricos
1. Describir y argumentar matematicamente acerca de figuras, formas 'y
patrones que pueden ser vistos o visualizados.

2. Comparar y clasificar figuras bidimensionales de acuerdo con sus

componentes y caracteristicas (cuadrados y rectangulos).

3. Reconocery aplicar traslacionesy giros de una figura en el plano.
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Reconocer y justificar congruencias y semejanzas entre figuras
(ampliary reducir).

Predecir y comparar los resultados de aplicar transformaciones
(traslaciones, rotaciones, reflexiones y homotecias) sobre figuras

bidimensionales en situaciones matematicas.

Identificar caracteristicas de localizacidn de objetos en sistemas de

representacion cartesiana y geografica.

Pensamiento Métrico y Sistemas de Medidas

1.

Reconocer atributos mensurables de los objetos y eventos (longitud,

superficie) en diferentes situaciones.
Comparary ordenar objetos respecto a atributos mensurables.

Realizar y describir procesos de medicidon con patrones arbitrarios y

algunos estandarizados de acuerdo con el contexto.

Analizar y explicar la pertinencia de usar una determinada unidad de

medida y un instrumento de medicién.

Reconocer el uso de las magnitudes y las dimensiones de las unidades

respectivas en situaciones aditivas y multiplicativas.

Calcular perimetros y areas de figuras geométricas utilizando dos o

mas procedimientos equivalentes.

Describiry argumentar relaciones entre el perimetro y el area de figuras

geomeétricas, cuando es constante una de las dimensiones.
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Pensamiento Aleatorio y Sistemas de Datos

1.

Clasificar y organizar la presentacion de datos (relativos a objetos

reales o eventos escolares) de acuerdo con cualidades o atributos.

Representar datos relativos a un entorno usando objetos concretos,

usar diagramas de barras.
Identificar regularidades y tendencias en un conjunto de datos.
Interpretar informacion presentada en el grafico de barras.

Usar e interpretar la mediana (promedio), la media y la moda en un

grafico para describir el comportamiento de un conjunto de datos.
Reconocer la relacién entre un conjunto de datos y su representacion.

Resolver y formular problemas a partir de un conjunto de datos
presentados en tablas o diagramas de barras.

Predecir y justificar razonamientos y conclusiones usando

informacién estadistica.

Pensamiento Variacional y Sistemas Algebraicos y Analiticos

1.

Reconocer y describir regularidades y patrones en distintos contextos
(numérico y geométrico entre otros).

Utilizar letras, figuras u otros simbolos para representar un objeto
(fichas).

Construir secuencias numeéricas y geométricas utilizando propiedades
de los numerosy de las figuras geométricas.

Predecir patrones de variacidon en una secuencia numérica,

geométrica o grafica.
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5. Reconocer el conjunto de valores de una variable en situaciones

concretas de cambio (variacién).

6. Construir expresiones algebraicas equivalentes a una expresion
algebraica dada.

7. Modelar situaciones de variaciéon con funciones polinédmicas.

8. Desarrollar la operatoria algebraica como adicién, sustraccion,

multiplicacién y division de polinomios de una variable de grado dos

y hasta cuarto grado.

9. Desarrollar técnicas para factorizar polinomios, en particular, la
diferencia de cuadrados, la sumay diferencia de potencias impares,
los trinomios cuadrados perfectos y otros trinomios factorizables de
una variable.

10. Demostrar la reductibilidad e irreductibilidad de polinomios.

11. Calcular el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de

dos polinomios.

12. Aplicar los productos y cocientes notables.

Procesos Matematicos

1. Planteamiento y resolucién de Problemas.
e Traducir problemas del lenguaje comun al algebraico y
resolverlos satisfactoriamente.

e Idearun plan pararesolver un problemay lo lleva a cabo con éxito.
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2. Razonamiento Matematico
e Presentar demostraciones directas o indirectas de proposiciones
matematicas significativas.
3. Comunicacién Matematica
e Utilizar lenguaje, notacion y simbolos matematicos para
presentar, modelar y analizar alguna situacién problematica.
e Exponer ante una audiencia, de manera convincente y
completa una tematica inherente a polinomios con argumentos

matematicos eficientes.

Este material didactico permite desarrollar toda la operatoria algebraica con
polinomios de una variable hasta de grado cuarto. Los algoritmos disponibles
en la Caja de polinomios son los que se enlistan a continuaciéon, tomando en
cuenta que se puede escribir mas de millén y medio de polinomios de una vez

con la cantidad de fichas disponibles en cada caja.

e Sumar polinomios de una variable

e Restar polinomios de unavariable

o Multiplicar polinomios de una variable

e Factorizar polinomios de una variable

e Sustituir variables

e Ejecutar la geometria transformacional

e Dividir polinomios

e Resolver problemas de construccion de rectangulos referentes a
perimetros y dreas, cuando uno de los dos parametros es constante.

e Calculo del maximo comun divisory el minimo comun muiltiplo entre polinomios
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e Demostracién de la reductibilidad o irreductibilidad de polinomios.

e Diversas competencias relacionadas con los estdndares de matematicas
desde el nivel preescolar hasta el de formacién media y en concordancia
con tipos de pensamiento, que se describieron antes

e Resolucién de ecuaciones lineales de una variable con solucién entera.

2.1.3 El Significado Epistemolégico y Didactico de la
Caja de Polinomios

Tradicionalmente, el conocimiento matematico escolar, desde los niveles iniciales,
se ha rodeado de conceptos desafortunados a su propia naturaleza, como un
conocimiento excluyente e intimidatorio que solo esta al alcance de unos pocos

privilegiados y en cambio para muchos significa fracaso, frustracién y ansiedad.

Frente a este estado de cosas, los recursos para el trabajo en el aula de clase de
matematicas juegan un papel esencial para despertar sentimientos y actitudes
positivas hacia las matematicas, para desmitificarlas, y propiciar la participaciéony
la integracidn y vencer los obstaculos emocionales responsables del aburrimiento,
permitiendo ver que las matematicas son una materia viva, llena de interés y util

dentroy fuera del aula.

Por otra parte, se debe tener en cuenta que las dimensiones del desarrollo humano
(corporal, cognitivo, comunicativo, socioafectivo, estética, espiritual, ...) no son
independientes, sino que se presentan en forma simultanea y complementaria,
permitiendo, cada una, el desarrollo del “archivo de habilidades” especificas de las
distintas inteligencias del nifio y del ser humano en general. De esta manera,
acciones y actividades como la manipulacién juegan un papel importante en el

aprendizaje de las matematicas. Teniendo en cuenta que lo que “se hace se



aprende”, es fundamental para la ensefianza de las matematicas, el presentar
inicialmente los conceptos a través de la manipulacién de materiales, tanto por
parte del estudiante en actividades debidamente orientadas, como por parte del
profesor en demostraciones practicas. La manipulacién de objetos y de manera
especial las figuras que conforman la Caja de Polinomios, guiada de manera
inteligente por el profesor, conduce al estudiante al descubrimiento de muchos
conceptosy relaciones, procesosy patrones de accién correspondientes a diversas
situaciones matematicas que pertenecen a la parte constitutiva de la estructura
propiamente dicha de estas ciencias y en consecuencia llevan a dominar leyes y

principios matematicos generales.

Asi mismo la visualizacién o experimentacion de imagenes visuales en secuencia
llevan al estudiante a una comprensién mas profunda de los procesos matematicos

involucrados en una operacion.

Aqui resulta conveniente precisar que las operaciones constituyen un aspecto
fundamental en la construccién y desarrollo de los conceptos matematicos, y
en esta toma de conciencia de la posibilidad de realizar operaciones el sujeto
desempeia un papel activo. Este hecho se constata en muchos episodios de la
historia de las matematicas. Por ejemplo, la creacién de los primeros sistemas
de numeracién marcé los inicios de la aritmética y de esta manera, no solo fue
posible satisfacer las necesidades fundamentales del recuento, la
simbolizacién de cantidades y acciones, de relaciones y transformaciones
cuantitativas que se podrian realizar con los objetos, sino que ademas fue

posible establecer las operaciones.
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La toma de conciencia de la operatividad constituye un proceso gradual que cubre
un largo periodo de la historia de las matematicas y que apenas en el siglo XVI
empezd a ponerse en evidencia, principalmente, con la obra de Simén Stevin. El
atractivoy la utilidad del nUmero, radican en que se trata de un concepto operatorio.

Son precisamente las operaciones las que otorgan potencialidad al nimero.

El trabajo de Nicole Oresme hizo el mas efectivo uso de diagramas geométricos, de
intuicién y de un sistema de coordenadas, para dar a sus demostraciones una
convincente simplicidad lo cual marcé una etapa significativa hacia el desarrollo del
calculo, que es el ejemplo clasico de operatividad. En su modelo geométrico el
campo operatorio lo constituye la teoria de las proporciones expuesta en los
Elementos de Euclides. Dicho modelo al permitir la interpretacién por medio de
areas, de ciertos problemas cinematicos, hace posible el desprenderse de las
formulaciones retéricas de los problemas y de esta manera beneficiar el
surgimiento de un lenguaje con rasgos simbdlicos que llevaria al Algebra de Viéta.
Asi mismo Oresme suministré las técnicas por medio de las cuales Galileo
demostré que “la distancia es proporcional al cuadrado del tiempo durante la caida
libre de un cuerpo.” El hecho de que la distancia recorrida pueda representarse
mediante un area tiene un significado importante porque éste puede ser
considerado como un “germen de la des-dimensionalizacion de las variables, lo

cual constituye un paso necesario para la creacion del lenguaje algebraico.”

Esta sucinta y quiza fragmentada reflexiéon acerca de los distintos temas y
aspectos de las matematicas escolares permite poner en evidencia el
fundamento epistemolégico de la Caja de Polinomios y su valor como recurso

didactico para el aula.
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El mundo moderno se ha tornado acucioso por la constante invenciéon de
artefactos de los que la escuela debe permitirse el lujo de su primigenia
utilizacién como unico recurso para ampliar el conocimiento. Y siempre ha sido
asi, los mas remotos artefactos son signos y sefales pictoricos de origen
rupestre que datan de miles de afios y que evolucionaron hasta convertirse en
alfabetos, sistemas de numeracién y sonidos. En estas representaciones
pictéricas existe evidencia de la existencia de artefactos que lograron la
sobrevivencia de la especie humana como las lanzas, los cuchillos, las flechas
y el arado por mencionar algunos. Pero ninguno de ellos con tanto valor para
sobrevivir como los alfabetos. Los alfabetos como los sistemas de numeracion
son alta tecnologia, la mas elevada y encumbrada entre todas, pues permiten
compartir y procesar informacién y también compartirla, ademas, a través de
ellos los objetos de las realidades se conviertan en instrumentos de las
idealidades. Los dos mundos son diversos y al tiempo cercanos, por ejemplo, en
elmundo de las realidades existen las mesas y las que vemos a nuestro alcance
son limitadas y perceptibles; mientras que, en el mundo de las ideas, el
concepto de mesa se torna ilimitado y accesible a la imaginacién y por ello, en
este mundo ideal emergen las mesas redondas, triangulares, pentagonales, de
tripode o de multiples patas y se va mas alla confluyendo hacia conceptos mas

finos como el de la redondez.

Se observa a través del ejemplo expuesto que, la innovacién y la creatividad jamas
se detienen, se convierten en un mundo inacabadoy aprovechable, mas aun en este
momento de gran auge de las llamadas tecnologias simbdlicas. En el texto

Educacion matematica: del signo al pixel, el académico colombiano Luis Moreno
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Armella (2014) explica la importancia de la escritura y del sistema decimal como

elementos que permitieron mejorar la inteligencia de los seres humanos.

Ahora bien, en este contexto aparece la Caja de Polinomios que permite ejecutar toda
la operatoria algebraica en Z[x]. Como se explicara en la primera guia, este recurso
resulta de la acumulacién de las ideas de célebres pensadores como Euclides, Thabit
ibn Qurra, Fermat y Descartes, sumadas a la visidon creativa de los autores de este
texto. Sumar, restar, multiplicar, dividir y factorizar polinomios se convierten en
acciones tipo rompecabezas que recurren a pocas reglas de juego entre las que se
cuentan las tres reglas basicas de la matematica en general: 1) el principio de
identidad que asegura que todo objeto es idéntico consigo mismo, 2) La ley del tercio
excluido que afirma que una cosa es una cosa 0 su contraria pero no nada intermedio
y 3) laley de no contradiccién que impide que un objeto sea ély su contrario al mismo
tiempo. Estas reglas se dinamizan, cobran vida en este recurso digital, taly como lo
hacen también cada una de las propiedades de las operaciones donde cobra valor el

gran significado del cero como comodin en los procesos operatorios.
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CAPITULO 03

ARTEFACTO DIGITAL PARA
MANIPULACION DE POLINOMIOS.

El juego operatorio algebraico de lo tangible a lo simbdlico.

3.1 GUIA No. 1. Historia y Fundamentaciéon Matematica
de la Caja de Polinomios

La Caja de Polinomios conjuga los aportes de cuatro matematicos famosos:
Euclides, siglo Il a.C. quien con su libro Los Elementos entrega a la humanidad el
primer texto cientifico perfectamente sistematizado; de este libro se extracta el
teorema 43 del Libro | que permite la construccion de fichas rectangulares de
distintas dimensiones pero de igual area y que se apoya en la proposicion 34 del
mismo texto en la que demuestra que cualquier diagonal de un paralelogramo lo
divide en partes iguales; asi mismo se utiliza el tercer axioma o nocién comun en
el cual Euclides asevera “Y si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos
son iguales;” estos conceptos se revisaran mas adelante. El segundo matematico
es Thabit ibn Qurra, siglo X d.C. dedicado a la contemplacién de las cantidades y
quien de manera generosa presenta el concepto de homogeneizacion, el cual
permite tratar a los polinomios a través del manejo de las areas de rectangulos,
atendiendo alas dimensiones de la basey de la altura. Por ultimo, el juego extiende
su aplicacién a polinomios con coeficientes negativos con la utilizacién del plano
cartesiano, cuya creacion se indilga a Pierre de Fermat y Renato Descartes, siglo
XVII d.C. El plano cartesiano ideado por estos franceses conjuga sobre una misma
representacion la posicion de un objeto en el tiempo, logrando describir de

manera légicay evidente una trayectoria.
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Esta guia utiliza algunas de las concepciones de estos prohombres, que
permitieron la existencia de un mediador del conocimiento algebraico que
se ha llamado la Caja de Polinomios, como también algunos fundamentos

matematicos que encierra el juego.

1) La construccién de fichas de igual area, que se utilizan con el principio de
sustitucion en la Caja de Polinomios, se fundamenta en el teorema 43 de los
elementos de Euclides y del que se dispone a continuacién su enunciado y
demostracion, por ser importante para la discusidn sobre el soporte

matematico del material didactico que acompana a este libro de investigacion.

Proposicién 43. En cada paralelogramo los complementos de dos
cualesquiera paralelogramos construidos alrededor de una diagonal del primer

paralelogramo son iguales (equiextensos).

[l Demostracién. Sea el paralelogramo ABCD y AC una diagonal; y alrededor
de ACsean EH y FG paralelogramos y BK, KD paralelogramos llamados
complementos; se trata de demostrar que BK es igual al complemento KD.

A H D

AN f

£

Figura 7 Fuente propia.
Como ABCD es un paralelogramo y AC es una de sus diagonales los tridngulos
ABC y ACD son iguales. Nuevamente y como EH es un paralelogramo y AK es

su didametro, los tridngulos AEK y AHK son iguales.
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Por la misma razén, los triangulos KFC y KGC también son iguales. Ahora,
como eltridangulo AEK esigual altriangulo AHK y KFC iguala KGC, el triangulo
AEK junto con KGC esigual al triangulo AHK junto con KFC.

El triangulo total ABC también es igual al triangulo total ADC; en

consecuencia, los complementos BK y KD que son las partes restantes

también son iguales. Y con esto termina la prueba.

La demostracién presentada por Euclides se apoya en la proposicién 34, “En
las areas de los paralelogramos, los lados y los angulos opuestos son iguales
entre si, y la diagonal las divide en dos partes iguales.” Y también utiliza la
tercera nocién comun o axioma que explicité en el libro | de los Elementos “Y si
de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales.” Estas dos

conclusiones permiten evidenciar la siguiente demostracioén sin palabras.

[T

=
- 4=

Figura 8 Fuente propia.
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Con este recurso es factible construir una ficha
equivalente en area a otra de diferentes dimensiones; en

particular se puede replicar una ficha rectangular

equivalente con una cuadrada cuando se da uno de sus

lados con sélo repetir la construccion de la proposicion

43 taly como de manera grafica se explica en la siguiente
secuenciay que parte delcuadrado dadoyde unlado del Figura 9 Fuente propia.
futuro rectangulo como se indica en la grafica que

aparece a la derecha.

La construccidn, parte de la prolongacién del lado izquierdo del cuadrado en
una longitud igual a la del lado del rectangulo. La secuencia grafica que sigue,

indica el procedimiento a seguir.

Figura 10 Fuente propia.

Y con esto, se tiene dos fichas de diferentes dimensiones, pero con igual area.

3.1.1 ACTIVIDAD 1
Subrayar los nombres de los matematicos que han aportado conceptos en la

existencia de la Caja de Polinomios.
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1. Isaac Newton 2. Arquimedes 3. Euclides
4. Thabit ibn Qurra 5. Eratéstenes 6. Pierre Fermat
7. Luis Cauchy 8. Renato Descartes 9. Pitagoras

Definir brevemente cada uno de los siguientes conceptos:

Caja de Polinomios.
Homogeneizacion.
Plano Cartesiano.

Rectangulo.

3.1.2 ACTIVIDAD 2

Construir un rectangulo cuya area sea igual a la de un cuadrado b? si uno de
sus lados es g. Estudiar la relacion existente entre los lados del rectangulo.
Construir un rectangulo cuya area sea igual a la de un cuadrado b? si uno de
sus lados es 2b. Estudiar la relacion existente entre los lados del rectangulo.
3.1.3 ACTIVIDAD 3

Siguiendo el proceso de construccidon indicado en el teorema 43 del libro | de
Los Elementos de Euclides, construir rectangulos de igual area que los

cuadrados dados b? si uno de los lados del rectangulo es el segmento a.

43



[ o
b? b2
@

@

Figura 11 Fuente propia.

2) Este método de anexidn de areas permite resolver problemas que
conducen a ecuaciones lineales y a ecuaciones cuadraticas y es un avance
de corte algebraico conocido y desarrollado por los griegos 300 afios antes
de nuestra era. De aqui, debe saltarse al siglo X para inspirarse en el criterio
de homogeneizacion de Thabit a fin de consolidar el proyecto que ha
culminado en convertir a los polinomios en objetos tangibles siempre que

sus coeficientes sean niumeros enteros o también racionales.

En la pagina 57 del libro Recorriendo elAlgebra editado por Colciencias y escrito
por Myriam Acevedo de Manrique y Mary Falk de Losada, se expone brevemente
sobre el uso de unas tarjetas rectangulares que posibilitan la representacion de
polinomios de grado dos en una variable y con coeficientes enteros positivos. Se
otorga el crédito de la idea central a Thabit ibn Qurra, algebrista drabe que murié

enelano 901.



Thabit ibn Qurra es el matematico arabe, segundo en importancia después de
Muhammad ben Musa al-Khwarizmiy antes de Omar Khayyam. Thabit murié en el
afno 901 de nuestra eray su nacimiento se ubica entre los afios 824 al 836 . Thabit
es uno de los primeros en identificar una dificultad relacionada con la interaccion
entre las soluciones algebraica y geométrica de una ecuacion cuadratica,
dificultad que determina no sélo los origenes del Algebra, sino que también

alumbra el camino de la ensefianza y del aprendizaje de la matematica.

Alintentar solucionar problemas que ahora se representarian de la forma x? +
mx = n, Thabit ibn Qurra evidencia que no se puede igualar area con longitud,

ni areas y longitudes con numeros (objetos adimensionales) e introduce una

unidad de medida (e) que le permite escribir la ecuacién anterior como.

x? + m(e)x = n(e)?.

El mecanismo de introducir (¢) se conoce como proceso de homogeneizacién y
ha permitido elaborar una representacién geométrica que se usa para factorizar,
multiplicar, dividir, sumar y restar expresiones cuadraticas de manera tangible
mediante la utilizacién de fichas que se consiguen en sitios especializados o se
elaboran en las instituciones escolares, como las que se representan a
continuacion. Estas fichas con la incorporacion de la unidad de medida se

representan mediante rectangulos que concretizan ciertas medidas de areas.
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Figura 12 Fichas del software. Fuente propia.

La interpretacién geométrica de Thabit ibn Qurra permite adoptar x? como un
cuadrado de lado x, la variable x esta representada por un rectangulo de lados
xy1lyellesun cuadrado de lado 1. Asi las cosas, la factorizacién de x2 +
4x + 4, por ejemplo, se realiza tomando un cuadrado x?, cuatro rectangulos x
y cuatro cuadrados 1, para proceder con ellos a configurar un rectangulo en el

que las figuras vecinas tienen coincidencia en la longitud de sus lados.

> x+2

Figura 13 Fuente propia.



El grafico anterior decide de manera evidente que x? + 4x + 4 = (x + 2)?
como se ve al igualar la suma de las areas de todas las fichas con el area del

cuadrado que se puede configurar con ellas, al multiplicar sus lados.

El trabajo de homogeneizacion de una ecuacion introduciendo una unidad de
medida (e) permitié convertir expresiones unidimensionales y adimensionales
en areas rectangulares y al dividir objetos de dimensiones superiores por

potencias adecuadas de (&), se consigue representar cualquier polinomio en

3 3
e , X7 X . .
enteros como una suma de areas; asi, ?, e—z,... SOn expresiones algebralcas que

se pueden concretizar como rectangulos. En estas guias, se hace un estudio
sobre este tipo de trabajo con polinomios de grado superior a 2 introduciendo
de manera tangible el recurso matematico del cambio de variable de uso
frecuente en el estudio del Algebra y del Calculo. El cambio de variable se
posibilita por el concepto de homogeneizacién de expresiones permitiendo
tratar exclusivamente con rectangulos y es el fundamento central de estas

guiasy de la construccién del material didactico que la acompana.

Los griegos hicieron esfuerzos sobresalientes por representar de manera
geomeétrica ciertas entidades algebraicas; fruto de estos esfuerzos es la aparicion
de un célculo denominado Algebra Geométrica cuyos elementos primarios son
los segmentos de recta. En este sentido, la representacién de nimeros mediante
segmentos es mas amplia puesto que numeros de la forma v/n son construibles
con reglay compas. Estos numeros, si no son cuadrados perfectos, son nimeros

irracionales que por aquella época eran desconocidos.

Con los segmentos, como una forma de representacion mas amplia, fueron

definidas todas las operaciones basicas elementales; la suma consistia en
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anexar un segmento a continuacion de otro, la sustraccion era la eliminacion
de una parte de un segmento, la multiplicacidon condujo a la construccién
bidimensionalde un rectanguloy si el producto era de tres factores, este se leia
con la construccién de un paralelepipedo; el producto de un nimero mayor de
tres factores no podia considerarse; y por ultimo, la divisién se podia efectuar
siempre que la dimensién del dividendo no fuese menor que la del divisor. En
resumen, el concepto de homogeneizacidn permite representar cualquier
potenciade X enlos mundos unidimensional, bidimensional o tridimensional,

segun se requiera como se indica en los siguientes graficos:

— 3 o7 a7 L2

— a;
) 3 (1!

Representacion Representacién Representacion
unidimensional. bidimensional tridimensional

Figura 14 Representacion en dimensiones. Fuente propia.

3.1.4 ACTIVIDAD 4

Senalar cuales de los siguientes enunciados son verdaderos (V) y cuales falsos

(F). Utilice los paréntesis ubicados al comienzo de cada proposicion.

() Todo polinomio de grado 2 en una variable se puede representar como una

figura rectangular.

() Todo polinomio de grado 2 en una variable se puede representar como una

figura poligonal.
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() Toda figura poligonal conformada con fichas de la Caja de Polinomios

representa a un polinomio.

() Thabit ibn Qurra, es el primer matematico del que se tiene noticia logra
representar cualquier polinomio de una variable de una manera sucinta,

representacion basada en el concepto de area.

() La idea original de Thabit, permite la representacién de polinomios siempre

que sus coeficientes sean positivos.

3) Eltrabajo de representar en un solo elemento la posicion de un objeto
en un tiempo determinado hizo concebir a Renato Descartes el plano
cartesiano, que en nuestros dias ha tomado la apariencia que se muestra a

continuacion en la figura 4.

Este plano cartesiano, permite el desarrollo operatorio algebraico con
polinomios de coeficientes enteros siendo que en el primer y tercer
cuadrantes se disponen los términos con coeficientes positivos y en el

segundo y cuarto los de coeficientes negativos.

Como todo el juego operatorio, se fundamenta en la construccidon de
rectangulos alrededor del origen, los ejes coordenados son fundamentales
para determinar las dimensiones de los rectangulos que se construyen; taly

como se mostraréd en las guias subsiguientes:
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Figura 15 Plano cartesiano de la Caja de Polinomios. Fuente propia.

3.1.5 ACTIVIDAD 5
Discutir las razones por las cuales las fichas ubicadas en los cuadrantes

PRIMERO y TERCERO son positivas y si se ubican en los cuadrantes
SEGUNDO y CUARTO son negativas.

Sobare el plano de la Figura 4, senalar las partes positiva y negativa de cada

uno de los ejes coordenados.

4) La Cajade Polinomios contiene 11 clases de fichas; con ocho de estas
clases se puede realizar todo el juego operatorio con polinomios de
cuarto grado en una variable; pero en teoria el grado es ilimitado, sélo
que la cantidad de clases de fichas aumentaria de forma polinémica, lo

que la hariainmanejable.

El numero de clases de fichas para trabajar con polinomios de grado 7 esta

dado por la expresion

n?+4n
TSLnespar
fy=1
n“+4n-1

2 sines impar
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Por ejemplo, las fichas basicas para trabajar con polinomios de grado 2 son 3y

se muestran a continuacién con sus dimensiones.

1 x
| [ o]
X X2

Figura 16 Fuente propia.

Las fichas béasicas para acceder al trabajo con polinomios de grado 3 son 5y

se han representado en la Figura 6.

1 x x
N [=] [ #
X xz x3

Figura 17 Fuente propia.

En la Figura 7 se ha dispuesto la cantidad de fichas requeridas para el

desarrollo operatorio con polinomios de grado 4.

2 3

1 x x x
!
x x2 x3 I—'I-'
x? o

Figura 18 Fuente propia.
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En la siguiente tabla se disponen algunos valores sobre la cantidad de fichas

requeridas para representar polinomios de acuerdo con un grado determinado.

Grado | 1 |23 |4 |56 |7 (8]9)| 10|11 12| 13 |14

Clases
de Fichas

Como puede verse, acceder con el rompecabezas a grados altos significa
producir demasiadas clases de fichas lo que tornaria al instrumento en un

recurso inmanejable.

3.1.6 ACTIVIDAD 6
Discutir y disefiar las clases de fichas que se requieren para desarrollar la

operatoria algebraica con polinomios de grado 5y 6 en una variable.

Discutir y disefiar las clases de fichas que se requieren para desarrollar la

operatoria algebraica con polinomios de grado 3 en dos y tres variables.

3.1.7 PARA RECORDAR
La existencia de la Caja de Polinomios como instrumento mediador del
conocimiento algebraico y particularmente de su desarrollo operatorio se

fundamenta en los tres siguientes conceptos.

Concepto de sustitucion de variables, que tiene su raiz en el Teorema 43 del
Libro | de los Elementos de Euclides, el cual permite la construccién de fichas

rectangulares de diferentes dimensiones, pero con igual area.
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Concepto de Homogeneizacidn, originado en la preocupacion de representar
de manera coherente un polinomio, como la anexién de areas rectangulares;

problema que discute y soluciona el matematico arabe Thabit ibn Qurra.

Concepto de Plano Cartesiano, cimentado en las ideas de los franceses Pierre
Fermat y Renato Descartes. La idea de situar un objeto de acuerdo con un
sistema coordenado brinda el contexto adecuado para representar polinomios
de una o mas variables de manera tangible, sin importar que algunos o todos

los coeficientes sean enteros negativos.

Sir Isaac Newton legd a la humanidad su vision del mundo amparado en las
ideas de Apolonio, Kepler, Copérnico, Galileo, Eratéstenes, ..., y dijo que no
hubiese podido hablar sobre la gravedad “sin estar parado en hombros de
gigantes.” Igual, la Caja de Polinomios se traduce en un elemento que no
existiera sin las ideas de Euclides, Thabit ibn Qurra, Fermat y Descartes.

Claro, y sin nuestra preocupacion docente.

De esta manera, la Caja de Polinomios se convierte en un instrumento
mediador del conocimiento que presenta una nueva forma de representar las
expresiones algebraicas, representaciones que, a su vez en el desarrollo
operatorio construyen algoritmos y procedimientos novedosos que se ejecutan
a modo de un rompecabezas. La Caja de Polinomios, incorpora lo ludico a la
aprehension del conocimiento y es una de las razones por las que ese

conocimiento es significativo y perdurable.



3.2 GUIA N°2

La Caja de Polinomios es un proyecto de la Universidad de Narifio cuyo origen se
establece en el siglo Il con el gran Euclides, continda en el siglo X con los trabajos
del arabe Thabit ibn Qurra, luego en el siglo XVII con Pierre de Fermat y Renato
Descartes y finaliza en el siglo XX con la utilizaciéon de los recursos dados en los
pasos anterioresy el trabajo de docentes del Departamento de Matematicas de la

Universidad de Narifio ubicada en la Ciudad de San Juan de Pasto, Colombia.

La Caja de Polinomios es un rompecabezas que permite estudiar el desarrollo
operatorio de polinomios de manera recreativa, hace una mediacion tangible del
conocimiento y logra instalarlo de manera simbdlica de una manera significativa.
Objetivo: medir el perimetro de figuras poligonales armadas con las fichas
de la Caja de Polinomios siguiendo las reglas establecidas para la anexién

de fichas vecinas.

1) Elrompecabezas en su version tangible contiene 80 fichas divididas en 8
clases; las del primer tipo, y que se muestran a continuacién permiten
desarrollar toda la operatoria con polinomios en una variable, hasta de
grado cuatro. La version virtual de la Caja de Polinomios permite el estudio

de polinomios de hasta grado 3 en una sola variable. Ver Figura 2.

Las fichas rotuladas con 1 son cuadrados de lado 1 y por tanto su perimetro
(longitud del contorno) es igual a 4; las fichas rotuladas como x son
rectdngulos de lados x y 1, lo que hace que su perimetro sea de 2x + x
unidades de longitud; las fichas rotuladas con x son cuadrados de lado x y por

ello su perimetro es 4x .
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2) Por anexién, con varias de estas fichas se pueden configuras variadas

formas poligonales; particularmente se pueden formar rectangulos. Para

realizar esta tarea se debe tener presente una unica regla: fichas vecinas

deben coincidir en su lado de vecindad. Cuando no es posible que esto

ocurra, el contacto de vecindad se obliga a ser un vértice. Las siguientes

figuras poligonales se han formado respetando la regla y por tanto son

disposiciones correctas.

1

x|x

T
1
1
1

Figura 19 Fichas por anexion. Fuente propia.

A continuacidn, se disponen algunas figuras que no respetan la regla y por lo

tanto son incorrectas.

x 1

T
1) 1 1
1

4

1

x
x|
1

Figura 20 Fichas mal anexadas. Fuente propia.
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3.2.1 ACTIVIDAD 1

Con las fichas de la Caja de Polinomios; presentar al profesor o guia tres
disposiciones correctas y tres incorrectas; senalar la razén o razones del

porqué de aquellas que son incorrectas.

2) Sobre disposiciones poligonales correctas, es de interés el calculo de su
perimetro que es la longitud del contorno. Debajo de cada una de las

siguientes figuras poligonales se ha calculado y escrito su perimetro.

T T

- _
‘-1 ‘-| i 1 i 1 i
. .

x X 1 1 x x 1 1 X X 1 1

6x + 4 6x +8 6x+6

Figura 21 Perimetro de poligonos. Fuente propia.

3.2.2 ACTIVIDAD 2

Armar las siguientes figuras poligonales y calcular su perimetro.

1 1 111]1
1 x 1
X
1 Y X
xz xﬂ X | x xz xg Xl X xz xﬂ Xl X

Figura 22 Fuente propia.
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3.2.3 ACTIVIDAD 3

Armar figuras poligonales a voluntad y calcular su perimetro.

3.2.4 ACTIVIDAD 4

Determinar que las tres siguientes figuras poligonales siendo diferentes,

poseen el mismo perimetro y calcularlo.

x | x |1]1 x [1]1]1]1
x | x |1]1 = | = [1]1]1 2

X X
x | x |11 = | = [1]1]1 S
2 2 x| x P | xlx|x 2l x|x|x|x

Figura 23 Fuente Propia.

Se observa que las tres figuras anteriores son rectangulos.
3.2.5 ACTIVIDAD 5

3) Disenar parejas de rectangulos que, siendo diferentes, tengan el

mismo perimetro.

Se percibe imposible la existencia del algebra sin el puente aritmético, lo
contrario es posible, esto dignifica que todo lo del ambiente numérico se
sumerge en lo algebraico y con ello, el dlgebra exhibe procesos mentales mas
abstractos que la propia aritmética. Esto sucede porque el hombre moderno
ha sufrido tres transiciones importantes en el area cognitiva de la matematica:
la mimética que permiti6 el empleo del cuerpo como sistema de

representacion, la fase de la oralidad (Acevedo y Falk, 2004) que se vehiculiza
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con los alfabetos en la configuracién de las palabras y que dinamiza lo
pensado, es decir, el lenguaje permite intervenir en el mundo de las ideas. Solo
esto justifica que este paso sea superior al anterior y que aparezcan
vinculados, como se ve en la gesticulacidony uso de las manos, en los discursos
de los oradores. El tercer momento de transicién cognitiva aparece con la
invencién y produccion de memoria externa que ha evolucionado desde los
huesos que permitieron sefalar cantidades con marcas hechas por
herramientas afiladas, hasta los actuales sistemas de cémputo que son la
manifestacién de la complejidad de los actos humanos y la necesidad de
conservar y procesar la informacion (Fiallo y Parada, 2018). De este modo, el
instrumento tecnolégico que se presenta en este libro aparece como
respuesta a la necesidad escolar de ensenar los algoritmos algebraicos

teniendo en cuenta el algebra en la ciencia de las identidades.
3.3 GUIA No.3. Lectura y Escritura de Polinomios

La Caja de Polinomios permite estudiar polinomios de coeficientes enteros. Para ello

se requiere de la utilizacion del plano cartesiano incorporado en el rompecabezas.

Objetivo: leer y escribir polinomios de una variable y de grado dos usando de

manera adecuada el plano cartesiano.

Un contexto fundamental para utilizar la Caja de Polinomios es el plano
cartesiano, pieza del rompecabezas. Sus cuadrantes permiten escribir
cualquier polinomio, para ello, recordemos que el plano esta dividido en

cuatro cuadrantes.
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Cuadrante IT

Cuadrante T

Cuadrante I

Cuadrante IV

Figura 24 Cuadrantes del tablero de la Caja de Polinomios. Fuente propia.

En el primer cuadrante las coordenadas (x, y) de cada punto son positivasy en

el tercer cuadrante las coordenadas son negativas, por tanto, las fichas de la

Caja de polinomios que se ubiquen

términos positivos del polinomio. En el segundo cuadrante, las coordenadas
de un punto (x,y) muestran que su abscisa x es negativa y su ordenada y
positiva, mientras que, en el cuarto cuadrante, la abscisa es positiva y la
ordenada es negativa, de donde se deduce que las fichas ubicadas en estos
cuadrantes representen términos negativos del polinomio. De acuerdo con lo

anterior, las fichas se ubican en concordancia con el valor algebraico que

en estos cuadrantes corresponden a

poseen como se muestra en la siguiente grafica.

NEGATIVO

POSITIVO

POSITIVO

NEGATIVO

Figura 25 Signos de los cuadrantes. Fuente propia.
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Algunas de las representaciones posibles del polinomio x2+x —1 se

muestran enseguida.

Figura 26 Representaciones posibles del polinomio x"2+x-1. Fuente propia

3.3.1 ACTIVIDAD 1

Unir con una linea la representacién grafica que corresponde a cada uno de los

siguientes polinomios.

a) 2x2+2x+2 b)2x? +x —4 c)x? +5x — 4

=] -
2
xz x x Xz x

e | & ”m

Figura 27 Fuente propia.

3.3.2 ACTIVIDAD 2

Representar cada uno de los siguientes polinomios que se han escrito sobre

diferentes planos cartesianos, de una manera diferente.
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| x |
1 |HY 3o e
x
_ | | x
= =-
2 4+x-1 2
x'+2x-2
- x4+ 2x+1

Figura 28 Fuente propia.

3.3.3 ACTIVIDAD 3

Leer cada uno de los polinomios que se han escrito en los siguientes

planos cartesianos.

>
il s
Bl ‘ 2
[=]

Figura 29 Fuente propia.

Observacion. Las siguientes graficas representan al polinomio cuadratico

p(x) = x* +2x — 1.

:’xz :
% 22 | x
2
Figura (a)
Figura (b)

Figura 30 polinomio cuadratico p(x) = x% 4+ 2x — 1. Fuente propia.
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La Figura (a) utiliza la menor cantidad de fichas posibles para la representacion
del polinomio p(x), la Figura (b) representa al mismo polinomio p(x) pero
posee cuatro fichas (numero par), mas que la figura (a), dado que en el
segundo cuadrante (negativo) y en el tercer cuadrante (positivo), las fichas x?
que se han ubicado, tienen signo contrario y equivalen algebraicamente a 0
(cero); lo mismo sucede con un par de fichas 1 ubicadas una en el primer

cuadrante y otra en el cuarto.
3.3.4 ACTIVIDAD 4

Leer los polinomios que se han representado en los siguientes planos

cartesianos y reescribirlos utilizando la menor cantidad de fichas posibles.

L= 2
2

2 ninEa
E] E, x2 | X I X I
L=

Figura 31 Fuente propia.

Para leer un polinomio, es conveniente retirar los pares de fichas que equivalen

algebraicamente a cero.

3.3.5 ACTIVIDAD 5

Escribir en su cuaderno de trabajo los polinomios representados en los

siguientes planos cartesianos.
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Figura 32 Fuente propia.

3.3.6 ACTIVIDAD 6

Representar de tres formas distintas en los planos de abajo, el polinomio
p(x) =2x* —3x+2 utilizando parejas de fichas que equivalgan

algebraicamente a cero.

Figura 33 Fuente propia.

3.3.7 ACTIVIDAD 7

Por agregacion de ceros, representar en la Caja de Polinomios las siguientes

expresiones, al menos de dos maneras diferentes.

p(x) =x*-3x+1 q(x) =x*—-3x-2 s(x) =1—x?
r(x) = x* — 2x p(x)=2x2-x+1 u(x) =x2+4x—-3
p(x)=—x2-2x+1 v(x)=-2x>+x-1 wkx)=x*+3x—4
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3.3.8 ACTIVIDAD 8

Repetir en el plano cartesiano de la Caja de polinomios las siguientes
disposiciones de fichas, a continuacién, retirar los pares de fichas que

representen un CERO (0) y por ultimo leer y escribir debajo de cada figura el

polinomio que representan.

0.
Dol E

G LT
Ll = [ ’

Figura 34 Fuente propia.

!H

ofl|=d
NN

(==L

3.3.9 ACTIVIDAD 9

Representar, en el cuaderno de trabajo, utilizando el plano cartesiano y la

menor cantidad de fichas posible, los siguientes polinomios:

p(x) =2x*—-3x+1 qix) =x*>—-x+2 r(x) =1—2x?
S(x)=2x2—3x t(x>=2x2—x+1 u(x)=x2+x_4
v(x) = -2x*—x+1 wx)=3x>*-5x+2 h(x)=-2x*-5x—4

3.3.10 PARA RECORDAR
La Caja de Polinomios permite representar polinomios de tal manera que

1) las fichas tienen unas dimensiones particulares; la longitud de sus

lados es una caracteristica importante.
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2) el valor algebraico de cada ficha corresponde con el rétulo que

contieney que la identifica.

3) la ubicacion de cada ficha en el plano cartesiano establece para ella

un valor relativo que puede ser positivo 0 negativo.

| 2
1 ¥ |x X X
X

3

1 2
X —X

Figura 35 Valor relativo de una ficha. Fuente propia.

La grafica anterior refuerza las caracteristicas descritas en los parrafos
precedentes y que son fundamentales para el desarrollo del juego

operatorio algebraico.

4) Parahacerunaadecuada lecturade los polinomios que se representan
en el tablero en aconsejable y conveniente retirar los pares de ceros
que se presenten. Sin embargo, es necesario advertir que en el
desarrollo operatorio (adicidn, sustraccion, multiplicacién, division,
factorizacion, resolucidon de ecuaciones lineales con una incoégnita y
respuesta entera), se pueden agregar parejas de ceros con el fin de

completar rectangulos que representen a determinado polinomio.

Este artefacto digital disminuye la tensidn existente entre lo intuitivo e inductivo
y lo estrictamente formal puesto que permite el paso a la consecucién de
resultados formalmente deductivos desde la manipulacion y observacion hasta

la inmersion mental de los polinomios. Es decir, del momento de observar
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polinomios en el artefacto, ellos se convierten de inmediato en ideas o sujetos
mentales, habitan la idea. Y solo con precipitar en la mente la concepcién de un
polinomio ya se estd posibilitando el chance de intervenir en él a través de la

dinamica del juego operatorio.

No se puede olvidar que el dlgebra es el recurso més valioso de la matematica,
en si mismo es un artefacto de acciona su progreso, sin él, la matematica seria
tan solo un instrumento defectuoso y no el gigante que alarga sus brazos con
la intenciéon de hacer una descripcidon completa del universo y permitir al

hombre habitar el paraiso de las ideas y de los conceptos.

René Thom asevera que “el verdadero problema al que se enfrenta la
ensefianza de la matematica no es el del rigor sino el problema del desarrollo
del significado y de la existencia de los objetos matematicos...” He aqui, un

instrumento, un artefacto, que disminuye tal dificultad (Thom, 1973).
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3.4 GUIA No. 4. Adicion y Sustraccion de
Polinomios Cuadraticos

La Caja de Polinomios es una herramienta pedagdgica que posibilita el
aprendizaje del Algebra de polinomios, en cuanto a la operatoria del llamado
pensamiento variacional. En particular, permite realizar adicién y sustraccion

de polinomios.

Objetivo: calcular la suma vy la diferencia de polinomios de grado dos en una

variable, utilizando la Caja de Polinomios como herramienta de calculo.
3.4.1 ADICION

Para calcular lasumade p(x)y q(x) es conveniente escribir el primer sumando
p(x) utilizando uUnicamente los cuadrantes SEGUNDO y TERCERO; el
sumando q(x) se escribe, en los cuadrantes PRIMERO y CUARTO.

I I
Negative | Positivo

Hr IV
Positivo | Negativo

Figura 36 Cuadrantes para p(x) y q(x). Fuente propia.

Sumar es sindnimo de AGREGAR, de modo que la suma se calcula leyendo

el polinomio que queda escrito en TODO EL TABLERO (Plano Cartesiano).
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Recuerde que para leer un polinomio es aconsejable retirar del plano todos

los CEROS que se produzcan.

Ejemplo. Para efectuar la adicién del polinomio
p(x) = 2x*>—3x+ 4 conq(x) = —x24+x=2

se realizan los siguientes pasos:

1. Escribirelpolinomio p(x) = 2x2 — 3x + 4 en los cuadrantes segundo

y tercero.

2 2

X X

Figura 37 Escritura del polinomio p(x) = 2x? — 3x + 4. Fuente propia.

2. Escribirelpolinomioq(x) = —x2 + x — 2 enlos cuadrantes primeroy cuarto.

El

x

Figura 38 Escritura del polinomio q(x) = —x? + x — 2. Fuente propia.
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Al ejecutar los dos pasos anteriores el tablero toma la siguiente apariencia.

]
[ 2 J| 2|0

X X

Figura 39 Polinomios p(x) y q(x) en el tablero. Fuente propia.

3. Retirardel plano, silas hubiere, los pares de fichas que equivalgan

algebraicamente a cero; con lo que se obtiene lo que sigue.

En|d

x2

Figura 40 Retiro de fichas que suman cero. Fuente propia.

4. Leer el polinomio que queda escrito en TODO el tablero, taly como se
ve en el plano anterior; es decir, x? — 2x + 2. De esta forma se obtiene

que 2x? —3x+4)+ (—x?+x—-2)=x*>—-2x+2
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Debido a que el Algebra es un juego operatorio simbélico es necesario indicar
mediante simbolos lo que de manera concreta se ha realizado en el tablero.

De lo anterior se deduce que la suma de p(x) = 2x? —3x + 4 con

q(x) = —x? + x — 2 es x? — 2x + 2,lo que simbdlicamente se representa como

(x?2—3x+4)+(—x*+x—-2)=2x*-3x+4—x2+x-2

Cuando en la Caja se ejecuta la suma, eliminando los pares de fichas
equivalentes a 0, se esta realizando la tarea simbdlica de agrupar los términos

de la siguiente forma
p()+qx)=x*>+(x?*—x)—-2x+(x—-x)+2+2-2)
Puesto que cada expresion entre paréntesis igual a cero se obtiene que
p(x) +q(x) =x%2 —2x +2

3.4.1.1 ACTIVIDAD 1
Efectuar la adicién de p(x) = —2x2+ x — 3 y q(x) = x? — 4x + 5 realizando

los siguientes pasos:

1. Ubicarp(x) = —2x? + x — 3 en el segundo y tercer cuadrantes.
Ubicarq(x) = x? —4x + 5 en el primeroy cuarto cuadrantes.
Retirar los pares de fichas que equivalgan algebraicamente a cero.
Leer el polinomio resultante.

Escribir en el cuaderno de trabajo la expresién obtenida.

@ g A~ 0 DN

Representar simbdlicamente el procedimiento descrito en los pasos 1 a 4.

70



CAPITULO 03

3.4.1.2 ACTIVIDAD 2

Calcular, utilizando la Caja de Polinomios, las sumas de los siguientes pares

de polinomios p(x) y q(x), realizando los pasos de la actividad 1.

p(x)=x2—x+2yq(x) =2x%+2x -3
p(x) =x%—-3x+2yqx) =2x*>+2x—3
p(x)=x2—x+2yq(x)=—-2x>-2x+3
p(x)=x>—x+3yq(x)=2x2+2x+5
p(x)=x®>—x+2yq(x)=—-2x*>+2x—1
p(x) = —x?—x+3yq(x) =2x?>+3x+1
p(x) = —3x%2 —2x + 2y q(x) = 2x% + 2x
p(x) = —x?—x+3yq(x) =2x*+2x+5
p(x) =x®+4x—-5yq(x) =2x®>—4x+1

Ademas, calcular cada una de las sumas de manera simbdlica, siguiendo el

patrén suscitado en la Caja de Polinomios.
3.4.2 INVERSO ADITIVO

Dado el polinomio p(x), su inverso aditivo —p(x) es aquel que tiene todos los

signos de sus coeficientes contrarios al original; de este modo, el opuesto de

p(x) = —2x* 4 3x — Sp(x) =-2x"+3x—5 es —p(x) = 2x? — 3x + 5.

Para hallar, con la Caja de Polinomios el opuesto de un polinomio se
trasladan todas las fichas que se encuentran en un cuadrante de

determinado color a uno de color diferente. Con esto se consigue, por
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ejemplo, que el inverso aditivo u opuesto de x? x> sea —x? y viceversa, lo

que en la caja se puede representar de las siguientes formas:

=]

-x" X —-X

Figura 41 Inverso aditivo. Fuente propia.

Asi, por ejemplo, la representacién con la cajade p(x) = —2x? + 3x — Ses

x|
X

x|

2 2

X X
IREE

Figura 42 Representacién del polinomio p(x) = —2x? + 3x — 5.Fuente propia.

Una de las representaciones de su inverso aditivo es

2 2

X

L] o] ]
[1]

Figura 43 —p(x) = 2x? — 3x + 5. Fuente propia.
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Como puede observarse, el inverso aditivo del inverso aditivo de un polinomio
es él mismo, esto es, —(—p(x)) = p(x) lo que con uso del tablero es
equivalente a retornar todas las fichas que representan al polinomio p(x) a un

cuadrante de color igual que el original.

En los siguientes pares de planos se representa un polinomioy a su derecha su

respectivo inverso.

i RRR

p(x) = —2x% +2x +3 —p(x) =2x? -2x -3
Figura 44 Un polinomio y su inverso aditivo. Fuente propia.
3.4.2.1 ACTIVIDAD 3
Para cada uno de los siguientes polinomios p(x), calcular su inverso aditivo

—p(x) utilizando la Caja de Polinomios.
p(x) =2x*+x-3 p(x) = —2x2+x-2 p(x) =x*+x-5

p(x) =—4x2+3x—-2 p(x)=—-x2+3x-2 p(x) =3x2+4x -5
p(x) =3x%2 +3x—2 p(x) =3x2+3x+2 plx)=-2x>—4x—-1
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3.4.2.2 ACTIVIDAD 4

Calcular de manera simbélicay en su cuaderno de trabajo, el inverso aditivo de

los polinomios que aparecen en la tabla de la Actividad 3.

3.4.3 MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Dado un polinomio p(x), es factible sumarlo consigo mismo la cantidad de
veces que se desee; dos, tres o mas veces. Enrealidad, esto constituye, dentro
del espacio vectorial de los polinomios, la operacién externa denominada,

multiplicacién por un escalar.

Los graficos siguientes se corresponden con la multiplicacién del polinomio

p(x) = x2 — 2x — 1 dos y tres veces.

0o Wicicéla

2 X X
x | 2 o s

1-p(x) 2-p(x) 3-px)

Figura 45 Multiplicacidn de un polinomio por 1, 2 y 3. Fuente propia.
3.4.3.1 ACTIVIDAD 1

Dados los polinomios p(x) =x2—-1, q(x) =x>+x—-2 y s(x)=-x2+2x-3
calcular utilizando la Caja de Polinomios las sumas 2p(x), 2p(x) + q(x),

2p(x) +3q(x), s(x) + 3q(x), p(x) + q(x) + 25(x), 3q(x) y p(x) + 3q(x) + s(x).
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3.4.4 SUSTRACCION

Para calcular la diferencia entre p(x), y —p(x), p(x) — q(x), se procede de

manera similar al calculo de sumas y de acuerdo con los siguientes pasos:

1. Escribir el minuendo p(x), en los cuadrantes SEGUNDO y TERCERO.

2. Escribir el sustraendo q(x), en los cuadrantes PRIMERO y CUARTO.

3. Dado querestar es sindbnimo de quitar, las fichas ubicadas en el primer
cuadrante correspondientes a g(x), deben cambiarse de signo, lo que
equivale a trasladarlas al segundo cuadrante. De igual forma se
procede con las fichas ubicadas en el cuarto cuadrante que deben
trasladarse al tercer cuadrante.

4. Retirardeltablero, los ceros que se hayan configurado.

5. Ladiferencia esta constituida por las fichas que finalmente quedan

en el tablero.

Ejemplo. Para calcular la diferencia entre p(x) = x2 —3x + 2y

q(x) = x%2 —2x +1,p(x) — q(x), serealizan los siguientes pasos:

1. Escribir el polinomio p(x) = x? —3x +2 (minuendo) en los cuadrantes

segundo y tercero.
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E
20 .2

X

Figura 46 Polinomio minuendo p(x). Fuente propia.

p(x)
2. Escribir el polinomio q(x) = x2 — 2x + 1 (sustraendo) en los cuadrantes

primeroy cuarto.

x xE o

2 2

X

X

Figura 47 Polinomio sustraendo q(x). Fuente propia.

3. Trasladar las fichas del sustraendo; las del primer cuadrante al segundo y

las del cuarto cuadrante al tercero.
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Xz h
|-
s .

EE -

p() —q(x)

Figura 48 Traslado de fichas. Fuente propia.

4. Retirar del plano las fichas que representen ceros.

Figura 49 Retiro de fichas cero. Fuente propia.

p(x) —q(x)
5. Leer el polinomio resultante, en este caso p(x) — q(x) = x%? —x + 1.

De lo anterior se deduce que la diferenciaentre p(x) = x> —3x+2 vy
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qix)=x2—-2x+1 es p(x)—q(x) =x*—x+1; al revisar lo ejecutado
concretamente, y escribirlo de manera simbdlica, lo ejecutado se puede

representar como

p(x) —q(x) =(x?—3x+2)— (x> —2x+1) =
x2—3x4+2—-x*+2x—1=x*—x+1

Si, en la Caja de Polinomios la diferencia de polinomios obliga a eliminar los
pares de fichas que algebraicamente equivalen a cero; simbdlicamente se

agrupan los términos, de acuerdo con el ejemplo, de la siguiente forma
2+ (2 —x)—-x+(1-1D+QRx—-2x)=x?—-x+1

Puesto que cada expresion entre paréntesis es igual a cero, se obtiene que

p(x)—q(x)=x*—-x+1
3.4.4.1 ACTIVIDAD 6

Para los polinomios p(x) = —2x2 + x — 3 y q(x) = x? — 4x — 5 efectuar las

diferencias p(x) — q(x) y q(x) — p(x) realizando los siguientes pasos:

1. Ubicar el minuendo p(x) (o q(x)) en los primery tercer cuadrantes.
Ubicar el sustraendo q(x) (o p(x)) en los cuadrantes primero y cuarto.
Trasladar las fichas del primer cuadrante al segundo.

Trasladar las fichas del cuarto cuadrante al tercero.

Retirar los pares de fichas que equivalen a cero.

Leer el polinomio resultante.

Escribir en el cuaderno la expresiéon obtenida.

® N O U opw N

Representar simbdélicamente el procedimiento descrito en lo pasos 1 a 6.
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3.4.4.2 ACTIVIDAD 7
Calcular, utilizando la Caja de Polinomios, para los siguientes pares de

polinomios p(x) y q(x) las diferencias p(x) — q(x) y q(x) — p(x).

p(x) =x*—x+2yq(x) =2x>—2x+3
p(x) =x2—-3x+2yq(x) =x%—-2x+3
p(x) =x*—x—2yq(x) =—-2x*—2x+3
p(x) =x?—x+2yqx)=—-2x2+2x+1
p(x) = —x?>—x+yq(x) =—-2x2+3x+1
p(x) = -3x2—-2x+2yq(x) = —2x*+2x—3
p(x) = —x?—x+3yq(x) =2x*+2x+5
p(x) =x%+4x—5yq(x) =2x%* +4x +1

Realizar el calculo de las diferencias anteriores recurriendo a la escritura

simbodlica usual.
3.4.4.3 ACTIVIDAD 8
Siendo

p(x)=x2-1, qix)=—x*>+x-2, rx)=x+2 y t(x)=1—x+x?,
calcular 2p(x) — q(x) —r(x), p(x) —2q(x), 2q(x) —3r(x), 3r(x) —t(x) y
—2q(x) — 2r(x) + t(x).

3.4.5 PARA RECORDAR

La Caja de Polinomios permite calcular la suma y la diferencia de dos

polinomios.
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1. Pasos para calcular la suma p(x) + q(x)
e Escribir p(x) en los cuadrantes segundo y tercero.
e Escribir q(x), en los cuadrantes primero y cuarto.
o Retirar los pares de fichas que equivalen a 0.

e Leerel polinomio resultante p(x) + q(x).

2. Pasos para calcular el inverso aditivo de p(x), es decir —p(x):
e Escribir p(x) en el plano cartesiano.
e Trasladar cada una de las fichas a cuadrante de diferente color.

e Leerel polinomio resultante —p(x).

3. Pasos para calcular para p(x) y q(x) la diferencia p(x) — q(x)

e Escribir p(x) en los cuadrantes segundo y tercero.

Il.Escribir q(x) en los cuadrantes primero y cuarto.
lll.Trasladar las fichas del primer cuadrante al segundo.
IV.Trasladar las fichas del cuarto cuadrante al tercero.

V.Retirar las parejas de fichas que algebraicamente equivalen a 0.
Leer el polinomio resultante p(x) — q(x).

Es simple avizorar que el plano cartesiano se convierte en otro artefacto de alta
tecnologia que le otorga vida a este instrumento digital y que aviva el principio
llamado la ley del tercio excluido. Es justo asegurar que las matematicas
emergen de las experiencias y también del pensamiento de los humanos,
experiencias e intuiciones que se obligan a re-escribirse en lenguajes
simbdlicos. El lenguaje simbdlico que posee la matematica, en consecuencia,

es considerable y por tanto apreciado en el mundo académico y cientifico y
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este instrumento es un puente entre lo tangible y lo simbdlico, que al final, en
matematicas, es lo que importa. Fourier sostenia, por ejemplo, que “el estudio
de la naturaleza es la fuente mas fértil de descubrimientos matematicos”
(Bottazzini, 1986). Sin duda, el aporte didactico que hace este artefacto digital
moviliza un aprendizaje que emerge de lo real, pero que asi mismo se ve

atravesado por los sentidos y las ideas.
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3.5 GUIA No. 5. Optimizacion del uso del plano cartesiano

En la Caja de Polinomios el tablero brinda el contexto para establecer el valor
algebraico relativo de cada una de las fichas, valor que también les

corresponde cuando se ubican alrededor del origen de coordenadas.

Objetivo: utilizar el plano cartesiano y en particular las direcciones de los ejes
coordenados como elementos fundamentales para establecer el valor
algebraico relativo de las fichas y de los rectangulos que se construyen

alrededor del origen de coordenadas.

3) Elplano cartesiano esta configurado a partir de dos ejes perpendiculares que

se cortan en el origen de coordenadas; cada uno de los ejes contiene dos

direcciones opuestas, positiva y negativa como se muestra a continuacion.

F
2
i
3
i,
| T
MNegative «— | — Posifivo
4
&
2
3

Figura 50 Plano cartesiano. Fuente propia.

Para cada rectangulo que se construya, de aqui en adelante, las dimensiones
se leeran como base y altura en su orden, siendo que la base corresponde al
lado paralelo al eje x y la altura, el lado paralelo al eje y y en concordancia

con la orientacién de los ejes. De esta manera, la ubicaciéon de una ficha o
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de un rectangulo a partir del origen y haciendo uso de los ejes coordenados
establece unas dimensiones distintas, como se muestra con las siguientes

disposiciones de la ficha x.

x X i *
x, 1 x,—1 —-x.—1 -x1
x x X x
1. x 1,—x -1,—-=x -1, x

»

Figura 51 Dimensiones de la Ficha X. Fuente propia.

3.5.1 ACTIVIDAD 1

Enlazar con un trazo continuo las siguientes disposiciones de la ficha x*en

correspondencia con las dimensiones de la base y de la altura.

X, —Xx —Xx,x —X,—X X, x

Figura 52 Dimensiones de la Ficha x?. Fuente propia.

4) Siesto ocurre con los rectangulos elementales que estan constituidos por
una sola ficha, ocurre igual con rectangulos conformados por varias fichas

como los que se muestran a continuacion.
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x |11
x 111
2 | x|x 2 | x| x 2 | x|x|x
X 11111
Basex + 3 Base —x + 3 Base —x + 3
Alturax + 1 Altural — x Altura—x — 1

Figura 53 Dimensiones de rectangulos. Fuente propia.

Desde el lenguaje popular, por ejemplo, adoptando el ultimo rectangulo se dice

que sus dimensiones son —x + 3 por —x — 1 y es facil ver que en el plano

cartesiano se esta representando al polinomio x? — 2x — 3.

3.5.2 ACTIVIDAD 2

Representar en el plano cartesiano incluido en la Caja de Polinomios los
siguientes rectangulosy escribir debajo de cada uno sus dimensiones teniendo

en cuenta que se debe leer primero la dimensién de la base que es paralela al

eje x y luego el de la altura paralela al eje y.
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X x 1
X1 X ;\’2 x
x2 2
x X
111 x 1
Base: Base: Base: Base:
Altura: Altura: Altura: Altura:
ad i 1 x X 1
2
x Xz X x2 x2 x
Base: Base: Base: Base:
Altura: Altura: Altura: Altura:
x |1
* x |11 1
5 X
x w2 | x| x 2 2 |z
X
Base: Base: Base: Base:
Altura: Altura: Altura: Altura:

3.5.3 ACTIVIDAD 3

Figura 54 Fuente propia.

Construir al menos diez rectangulos utilizando la Caja de Polinomios y

determinar para cada uno las dimensiones de sus lados, luego escribirlos

en el cuaderno de trabajo.
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3.5.4 PARA RECORDAR

Cada rectangulo dispuesto en el plano cartesiano, alrededor del origen de
coordenadas, representa a un polinomio cuyas dimensiones son relativas a las
posiciones de las fichas respecto a los ejes coordenados. En los tres graficos

siguientes se hace la lectura de los polinomios que representan.

2 2 |x x| x x? | x|[x|x
3 x |1 x [1]1]1
X x
p(x) = 222 —x— 1 p(x) =x* -1 p(x) = —x*+4x -3

Figura 55 Rectangulos y su lectura. Fuente propia.

La lectura de los polinomios representados se hace al quitar los ceros que
aparecen formados por pares de fichas del mismo peso algebraico ubicados

en cuadrantes de diferente color.

En esta configuracion de rectangulos, es natural que el nimero de fichas
utilizado antes de deshacerse de ceros siempre es un nidmero compuesto. Por
ejemplo, en la grafica anterior las cantidades de fichas utilizadas para
representar los rectangulos son 6, 4y 8. A continuacidn se representan otros

polinomios donde se verifica idéntica situacion.
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11111 11111

* |11 1 1 1]1]1]1
x [1]1

xz X|x | X X|XxX|xX | X x2
xz X| X

_ .2
L p(x)=—x*+x+6

px)=x*—4x+4 p(x) =x2—2x—8

Figura 56 Rectangulos y su lectura. Fuente propia.

Una particularidad, ya anotada, es la multiplicidad de representaciones de un mismo
polinomio. En el ejemplo que sigue se ha representadoap(x) = x? — 4x + 4 como
dos cuadrados cuyos lados midenx — 2yx — 2 enelprimercasoy2 —xy2 — xen

el segundo.

Figura 57 Multiplicidad de representaciones. Fuente propia.

3.6 GUIA No. 6. Multiplicacién de polinomios
de la forma (ax+b)- (cx+d)

El plano cartesiano incorporado en la Caja de Polinomios permite establecer
el valor relativo de cada una de las fichas y de los rectangulos construidos

alrededor del origen de coordenadas.
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Objetivo: calcular el producto de dos polinomios lineales de una variable.

El plano cartesiano con sus ejes coordenados se constituye en un elemento
esencial para el célculo de productos. El producto p(x) - q(x) corresponde al
valor algebraico relativo de las fichas que configuran un rectéangulo de base p(x)
y de altura q(x) o viceversa. La lectura del producto se realiza, después de retirar
los pares de fichas que algebraicamente equivalen a cero y que se ubican, para

recordarlo, en cuadrantes de colores distintos, si es que los hubiere.

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento para calcular productos de la
forma (ax + b) - (cx + d) puesto que estudia el calculo de (2x — 1) - (x + 2)

indicando dos caminos.

Primer camino: se toma como base el polinomio p(x) = 2x — 1, ubicando
dicho polinomio a partir del origen y haciendo uso adecuado de los ejes

coordenados, como se muestra en la siguiente figura.

Figura 58 Polinomio base. Fuente propia.

Unavez hecho esoytomando en cuenta que fichas adyacentes deben tener
la misma dimensiéon en su frontera comun, se configura la altura del
rectangulo cuya dimensién esta dada por el factor g(x) = x + 2; este paso

se sefala en la siguiente figura.
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Figura 59 Polinomio altura. Fuente propia.

Ahora, se arma completamente el rectangulo utilizando tantas fichas como

sea necesario. El rectdngulo completo se dispone en la siguiente grafica.

X x2 x2
1 x x
1

Figura 60 Rectangulo completo. Fuente propia.

Finalmente, se procede a retirar fichas que algebraicamente equivalen a cero;
en este caso, un par de fichas rotuladas con x y se procede a leer la respuesta

teniendo en cuenta la ubicacidn de las fichas en sus respectivos cuadrantes;

el tablero se observa asi:

Figura 61Polinomio Producto. Fuente propia.
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Y en consecuencia se tiene que (2x — 1)(x + 2) = 2x% + 3x — 2.

En eljuego operatorio simbodlico, el procedimiento efectuado se explica mediante
la aplicacion de la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto de la

adicion. Para el ejemplo que se ha mostrado, se escribe de manera condensada
Cx—1Dxx+2)=2x—1)-(x) + (2x—1)-(2) yportanto
Cx—1D(x+2)=2x>—-x+4x—2=2x>—-x+3x+(x—x)—2=2x%>+3x— 2.

La propiedad distributiva, se puede determinar de mejor forma al desagregar
las fichas del rectangulo producto por grupos en forma horizontal o vertical,

como se muestra en las siguientes graficas:

x 2 2
7 xz X2 I X X
1 X x
1 x
1 . : 1 X x
Cx—DE+2)=2xx+2)+ (D +2)
x xz xz
X x2 7.2
1
1 x x 1| x x
1 x
@x—1Dx+2) = 2x — D) + 2x — 1(2)

Figura 62 Propiedad distributiva. Fuente propia.

En el segundo camino: se establece como base el polinomio p(x) = 2x — 1
pero en este caso, como se muestra en la siguiente figura, se tiene el sumando
x de la altura g(x) = x + 2; a partir de alli, se completa el rectangulo teniendo

en cuenta el criterio de que fichas adyacentes deben coincidir en la dimensién
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de su frontera comun. Esto obedece a un hecho simple, en la multiplicacién,
cualquiera de los factores tiene la misma importancia. De este modo, en la
construccién del rectangulo, al tiempo que se establece el primer factor se le
dalamismarelevancia al segundo factor. Esta disposicion permite apreciar de
mejor forma la aplicacién de la propiedad distributiva de la multiplicacién

respecto de la adicion.

1] 1| = | =

1 1| = x

x x2 x2 x x2 x2 x x2 .7:2
FPasol Fazo 2 Pasa 3

Figura 63 Segundo camino. Fuente propia.

Después de completado el rectangulo se procede a retirar las parejas de fichas que

algebraicamente equivalen a cero lo que permite leer el producto de manera simple.

1 X
1 X X
.1‘2 x2
Paso4

Figura 64 Retiro de ceros. Fuente propia.
Asi, p(x) - q(x) = 2x — 1)(x + 2) = 2x2 + 3x — 2.

Este camino alternativo para calcular el producto tiene en cuenta desde un
comienzo la composicion del otro factor y es que se debe recordar que en las

operaciones binarias cada uno de los dos operandos tienen igual importancia.



CAPITULO 03

Ademas, se percibe la propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de
la adicién al desagregar el rectangulo final por las clases o grupos de fichas

que se consolidan en la formacién del rectangulo.

1 x x x 1
1 x x x 1
x| 2| 2 x| 2| 2 x| 2| 52
[
Cx—Dx+2) COE+2)+ (D +2) | Cx— D)+ 2x—1D(R2)

Figura 65 Desagregar un rectangulo. Fuente propia.

3.6.1 ACTIVIDAD 1

Repetir en la Caja de Polinomios el calculo de los siguientes productos en los
cuales se ha seguido uno de los dos caminos presentados en esta guia, a

continuacién, debe realizar el calculo por un camino alternativo.

El calculo de (x + 1)(x — 2) se presenta a continuacion:

X x2 . xz
_ x |1 * ]l x |1
x 1 * |1 1
Pasal Faso 2 FPase 3 FPasa 4

Figura 66 Calculo del producto (x + 1)(x — 2). Fuente propia.

Y esto significa que (x + 1)(x — 2) = x? — x — 2. La disposicién en el paso 1

delfactor (x + 1) debajo del eje* x obedece a que el segundo factores (x — 2).
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o Elcalculode (2x + 1)(1 — x) se presenta en el siguiente esquema.

X | X ‘ 1 | x | x 1 x x 1 x 1
X ;;2 xz X X2 X2
FPasa 1 Faso 2 FPase 3 FPasa 4

Figura 67 Calculo del producto (2x + 1)(1 — x). Fuente propia.

Demodoque (2x + 1)(1 —x) = —2x2+x+1

3.6.2 ACTIVIDAD 2

Las siguientes graficas corresponden a la multiplicacion de algunos polinomios.

Indicar para cada una, los factores que se multiplican, el producto encontrado y

las distribuciones a izquierda y derecha de los factores empleados.

x
X 1 x 1
2
x X
7('2 ,12 X
x 1 x x |1 x x |1
xz X xz ;{2 X xz XZ x
J LB F x [1]1 . |
2| x|z -
x| x|x =
ET

Figura 68 Fuente propia.



3.6.3 ACTIVIDAD 3
Escoja al menos diez parejas entre las expresiones que presenta la siguiente
tabla y calcule su producto; puede escoger una misma expresion como la

segunda componente de la pareja.

2x—1 2—x 3x—2 x+2 3 —2x
3x—2 x—1 x—2 2—3x 2+ x
x—3 2x X 3x—1 1—x

Ademas, calcular cada uno de los productos sin utilizar la Caja de Polinomios.

Por otra parte, es importante recalcar que el plano cartesiano permite
evidenciar la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto de la

adicidén; para aclarar este concepto se plantea el siguiente ejemplo.
Ejemplo. Calcular el producto de los polinomiosp(x) = 2x + 1yq(x) = x — 2.

Para ello es suficiente con separar un poco los grupos de fichas de acuerdo
con la clase a la que pertenecen respecto de cualquiera de los ejes, sin retirar
las parejas de fichas que equivalen a cero. En el grafico siguiente, por ejemplo,
se evidencia en las partes a) y b) el producto (2x + 1)(x — 2); en la parte b)
se ha separado por el eje y, las filas de acuerdo con la clase a la que
pertenecen las fichas y por ello resulta claro que (2x + 1 )(x — 2) esigual que

Qx+1)x)+ 2x+1)(=2).
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x% x| x x2 x| x| (2x+1)-x=22+x
1
1 x x 1
- - ] (2x+1)-[—2)=—4x—2

(2x+1:l [x— 2)

Figura 69 Fuente propia.

Buen asunto este de que sobre una construccion se pueda dar evidencia de
propiedades como la distributiva. Es un asunto sobre el que se puede recalcary que
prueba la utilidad de un recurso como el de la Caja de Polinomios que sirve de

mediador entre lo tangible y lo abstracto, entre lo tangible y lo puramente simbdlico.

En el grafico que sigue se da evidencia de la distributividad del factor que

entra por izquierda.

= 22 —4x

[Ex) [x— 2)

=T ] x-2y= -2

c)

Figura 70 Fuente propia.
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En la grafica ¢) se ha hecho la division por el eje X y sobre ella se observa la

distribucionizquierda 2x +1)(x —2) = 2x)(x —2) + (1 )(x — 2)
3.6.4 ACTIVIDAD 4

Para al menos cinco parejas seleccionadas entre los binomios de la siguiente
tabla, calcule su producto y con el rectangulo completo, evidencie la
propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicidon a derecha
e izquierda, separando los grupos de fichas de acuerdo con sus clases y

tomando como guias los ejes coordenados.

2x—1 2—x 3x—2 x+2 3—2x
3x—2 x—1 x—2 2—3x 2+ x
x—3 2x X 3x—1 1—x

3.6.5 PARA RECORDAR

La Caja de Polinomios permite calcular el producto de dos polinomios de la

forma (ax + b)(cx + d) y para ello

1. Se construye un rectangulo cuya base es uno de los dos polinomios
que se ubica a partir del origen de coordenadas y haciendo uso

adecuado de los dos sentidos que a partir de este origen tiene el eje x.

2. La altura del rectangulo la establece el otro factor y la correcta
ubicacién que se hace del mismo, de acuerdo con los sentidos que a

partir del origen tiene el eje y. Ademas, se debe respetar la siguiente
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regla: fichas adyacentes deben tener la misma dimensiéon en su

frontera comdun.
3. Secompleta elrectangulo utilizando tantas fichas como sean necesarias.

4. Se retiran las fichas que algebraicamente equivalen a cero y que se
corresponden con parejas de igual rotulacién, pero ubicadas en
cuadrantes de diferente signo; finalmente se procede a leer el producto

constituido por el polinomio que queda escrito en el plano cartesiano.

5. Ademas, la Caja de Polinomios permite evidenciar la propiedad
distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicion y la
propiedad conmutativa como en el caso que sigue en el que se

multiplica 2 —x)(2x — 1) y 2x — 1)(2 — x).

xzxx 1] x x
1] ~ | =x
2
x | X | X
sz xz
x |11

Figura 71 Fuente propia.
En ambos casos, el polinomio resultante es p(x) = —2x2 + 5x — 2.

Se ha dispuesto algunos mensajes de caracter operativo didacticos al final de
algunas de estas primeras guias, para que los profesores estén conscientes de la
importanciay la responsabilidad que tienen en sus manos. Por un lado, ellos han

adquirido el compromiso de que los amantes y arquitectos de la matematica



persistany, por ello, se ven empujados a hacer que sus estudiantes aprendan una
buena algebra, asignatura que, en los planes de estudio de las escuelas, se suele
convertir en escollo y en el primer eslabdn hacia la frustracién. En cambio, se vera
en las siguientes guias como los algoritmos operatorios se tornan divertidos y

susceptibles de ser narrados con simbolos universalmente aceptados.

Es importante sefalar que cada profesor deberia alimentar en sus estudiantes
el pensamiento intuitivo, puesto que la escuela intenta exagerar en la
rigurosidad y formalidad a la hora de ensefhar matematica. El matematico

norteamericano formado en Alemania, James Pierpont (1899) asegura que:

Tenemos dos mundos: el mundo de nuestros sentidos y de nuestra
intuicion y el mundo de los numeros, y sus verdades son las mas
sdlidamente establecidas dentro del conocimiento humano. El precio
que se debe pagar para entender esto, es la total separacion del

mundo de los sentidos. (p. 406)

Este aporte digital, permite que este precio no sea terrible, puesto que permite
un transito elemental y suave, del aprendizaje del algebra, desde lo tangible,

pasando por la razén, hasta lo absolutamente simbélico.
3.7 GUIA No. 7. Division de polinomios

La Caja de Polinomios permite elaborar calculos utilizando procesos propios;
es decir, se corresponde con el establecimiento de algoritmos alternativos de

los tradicionales, como se evidencia en el calculo de la division.
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Objetivo: calcular cocientes de la forma (ax? + bx + ¢) =+ (dx + e) donde

cada uno de los coeficientes a, b, ¢, d y e son nimeros enteros.

Uno de los algoritmos operativos que causan sorpresa por la sencillez de aplicacion
con el uso de la Caja de Polinomios es el de la divisién. La division es sinénimo de
repartir o de distribuiry efectivamente es lo que se hace cuando se trata de calcular
el cociente p(x) + q(x); en este caso se debe construir con el dividendo p(x) un
rectangulo de base g(x) teniendo como recurso la agregacion de pares de fichas
que equivalen a cero (Comodin). El cociente de la division es la altura de dicho
rectangulo, mientras que el residuo, si existe, esta constituido por fichas 1 ya que

se efectuaran divisiones del tipo
(ax?® + bx +¢) + (dx + e).

El siguiente ejemplo ayuda a comprender mejor la division de polinomios.

Calcular el cociente (x?2 — 3x + 4) +~ (x — 1).

Paso 1. Escribir el polinomio dividendo (x? — 3x + 4) en el plano de la Cajade
Polinomios y establecer sobre el plano unas guias imaginarias de anchura

equivalente al divisor (x — 1) como se indica a continuacién:

[1][1

o

]

Figura 72 Lineas imaginarias para la division. Fuente propia.
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Paso 2. Ubicar las fichas que representan al polinomio sobre la banda imaginaria,
conformando un rectangulo alrededor del origen de coordenadas, teniendo en
cuenta que se debe utilizar el menor numero posible de pares de fichas que
representen cero y respetando el color del cuadrante que les corresponde, es
decir, el polinomio que se debe leer en el tablero, una vez efectuado el paso 2 se

obliga a ser el dividendo p(x), como se muestra a continuacion:

X xz
1 x
1

Figura 73 Ubicacion de fichas. Fuente propia.

En este ejemplo no hubo necesidad de agregar ceros, y es claro que el cociente

esx — 2yelresiduo es 2.

En el juego operatorio simbdlico, el calculo del cociente anterior se escribe en
concordancia con el algoritmo de la divisién de Euclides como x? —3x + 4 =
(x> —x)—x+1—x+1+2o0loque es lo mismo por asociacién x(x —1) —
(x—1)—(x—-1)4+2 o mejor (x—1(x—1—-1)+2 y si se quiere, en
definitiva x> —3x + 4 = (x> —x) = (x — 1)(x — 2) + 2, expresién que sefiala

que el cociente pedido es x — 2 y el residuo es 2.

Ejemplo 2. A continuacién, se calcula paso a paso el cociente

(x? —3x +4) + (x — 3).
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Paso 1. Escribir el dividendo x? — 3x + 4 en el plano cartesiano contenido en
la Caja de Polinomios y establecer unas lineas imaginarias, si se requieren que

determinen la base del rectangulo a construir e igual al divisor x — 3.
111

s

]

Figura 74 Fuente propia.

Paso 2. Se organiza el rectangulo alrededor del origen, teniendo en cuenta que
se debe utilizar el menor numero de pares de fichas que representen
algebraicamente ceros. En este caso no se requiere anexar fichas pues el

rectangulo se configura de manera inmediata.

Figura 75 Fuente propia.

Como puede verse, en este caso el cociente es x y el residuo es 4.

De manera simbdlica es suficiente mostrar que
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x2—3x+4=(x*>-3x)+4=x(x—-3)+4

Asi, que el cociente es x y el residuo es 4.

Ejemplo 3. En este ejemplo, se presenta el calculo del cociente

(2x?2=3x+1) = (x — 2).

Paso 1. Se escribe el polinomio dividendo 2x? — 3x + 1 en el plano de la Caja
de Polinomios, polinomio que se organizara en el siguiente paso alrededor del
origen de coordenadas como un rectangulo y para ello se establece la franja

de anchura x — 2 que es el divisor.

Figura 76 Fuente propia.

Paso 2. Se organizan las fichas alrededor del origen preservando el signo que
les corresponde en concordancia con el color del cuadrante y buscando que
para completar el rectangulo falten, la menor cantidad de pares de fichas

equivalentes algebraicamente a cero.
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Figura 77 Fuente propia.

Paso 3. Se completa el rectangulo con los dos siguientes movimientos, sobre

los cuales se hace evidente que toca agregar tres parejas de ceros.

X 111 X

xxx2 ‘II »T?-‘xZIII
x| .2 xxe

Figura 78 Fuente propia.

De este modo, el cociente es 2x + 1y elresiduo es 3 y en concordancia con el

algoritmo de la divisién se escribe 2x2 —3x + 1 = (x — 2)(2x + 1) + 3.

Reconstruyendo de manera simbdlica el calculo de este cociente se expresa asi:
2x2—3x+1=2x2—-4x+x—-2+3=2x>—-4x)+ (x —2)+3 =
2x(x—2)+(x—2)+3=(x—-2)2x+ 1)+ 3;

lo cualindica que el cociente es 2x + 1 y el residuo es 3.

Ejemplo 4. En infinitas ocasiones como la de este ejemplo, la divisién carece

de residuo, entonces se trata de una divisidon exacta.
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Dividir (2x2 + 2x — 4) = (2x — 2).

La solucién se presenta resumida en los dos siguientes recuadros en los que

se alcanza a ver laforma en que

2x2+2x—4=2x>—-2x+4x — 4
=x(2x—-2)+2Q2x—2) =(2x —2)(x + 2).

lx
%2

x? x| 2| 2

2x2+2x—4=(02x—2)(x+2)

2x2 +2x — 4

Figura 79 Fuente propia.
3.7.1 ACTIVIDAD 1

Calcular los cocientes que se indican a continuacién:

x—1
2x%2 —3x+2+{x+1
X — 2
x+ 2
x2+3x—-2+{x+1
x—2
x—1
3x24+x+2+{x+1
x—2
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x—1
X2 4+2x—-3+{x+1
x+ 2

Realizar los calculos de estos cocientes representado de manera simbdlica lo

efectuado con la Caja de Polinomios.

105



CAPITULO 03

3.7.2 ACTIVIDAD 2

Unir mediante un trazo continuo las divisiones que se indican a continuacién

con su respectivo cociente y residuo.

Cociente Residuo
(2x2=-3x+2)+(x—1) x 1
(2x2=3x+2)+(x—2) 2x—1 —4
(2x?2+2x—-3)=+(x+1) 2x +1 -3
(2x?2+2x—3)=+(x+2) x+1 4

3.7.3 PARA RECORDAR

La Caja de Polinomios permite realizar divisiones de polinomios de la forma

(ax?® + bx + ¢) + (dx + e) siguiendo los siguientes pasos:

Escribir el polinomio dividendo ax? + bx + c en el plano cartesiano de la Caja
de Polinomios y establecer unas guias imaginarias que determinen en su

anchura conjunta al polinomio divisor dx + e.

Formar sobre la banda imaginaria y alrededor del origen de coordenadas,
un rectangulo con las fichas que conforman al polinomio dividendo; para
ello se tiene como comodin, la utilizacion de parejas de fichas

algebraicamente equivalentes a cero.
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Finalmente, se procede a leer la respuesta, tomando como cociente de la
division la altura del rectangulo construido y como residuo, las fichas 1 que no

forman parte del rectangulo.

Nota: el residuo esta constituido con fichas del tipo 1 ya que se estan
efectuando divisiones entre polinomios de la forma

(ax?® + bx +¢) + (dx + e).

Es interesante ver que, en todo momento, en el plano queda representado, en
totalidad el polinomio dividendo D(x) = ax? + bx + c. Las siguientes figuras
indican ladivisiénde D(x) = 2x2 — 3x + 4 entre los divisoresx — 1yx — 2 que

presentan la evidencia de representar al mismo D (x).

; 11x
xx x| x| £

Figura 80 Fuente propia.
De este modo
2x2—-3x+4=(x—-1)2x—-1)+3 y
2x2—3x+4 = (x—2)(2x + 1) + 6 yde aqui resulta que
x-1D2x—-1)+3=x—-2)2x+1)+6
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de acuerdo con el legado aristotélico que, si dos cosas son iguales con una

tercera, ellas son iguales entre si.

En adicidn a esto, es util recordar que el objetivo del algebra es transformar las
expresiones, pero dejandolas idénticas. Los viejos profesores de esta rama de la

matematica aseguran que el dlgebra es, finalmente, la ciencia de las identidades.

Observacion: cuando en el algoritmo tradicional, la divisién requiere de la
aparicion de coeficientes fraccionarios, la Caja de Polinomios se vuelve inocua
e ineficaz, pues ella permite tan solo, la constitucién de polinomios con
coeficientes enteros. En casos como al dividir p(x) = 4x2 — 3x + 1 entre
q(x) = 2x — 1, el proceso se torna infinito por la aparicion de fracciones de
denominador dos en el cociente. Desde este angulo, el profesor debe procurar
seleccionar polinomios que calcen dentro de las posibilidades de la Caja de

polinomios como los que se presentan a continuacion:

Dividir los polinomios 6x? + x + 3, —6x? + 5x + 3, 6x% — x — 10, 6x% — 5x —
8, 4x% —4x — 8, 4x% + 4x — 12 4x* +4x—12 por el divisor 2x — 1.

Dividir los polinomios 4x? —4x —12, 4x%2—2x—11, 4x?—4x—12,
6x%> —x —4,6x%>—x—7,6x%>—x+ 3,6x*+ 7x + 7 por el divisor 2x + 1.

3.8 GUIA No. 8. Factorizacién de polinomios de grado 2

La Caja de Polinomios originalmente se construyé para factorizar polinomios
de grado dos en una variable y con coeficientes enteros positivos. Esta tarea

derivé en un rompecabezas de mayores aplicaciones.
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Objetivo: factorizar polinomios, mediante la construccién de rectangulos
alrededor del origen y siguiendo la regla de vecindad establecida para la

construccién de estos.

Factorizar un polinomio utilizando la Caja de Polinomios equivale a disponer
unarepresentacién rectangular del mismo, siempre que esto sea posible. Para
realizar esta tarea a veces es necesario la agregacion de ceros; es decir, de
parejas de fichas del mismo rétulo que ubicadas en cuadrantes de distinto
color equivalen algebraicamente a cero. Para este efecto, se requiere disponer
el menor nimero de fichas que representan al polinomio en cuestién, en un

encuadre minimal viable.

Un encuadre minimal, es aquella disposicién de un polinomio p(x) de forma
que su completacién a rectangulo requiere del menor nimero de fichas
(Ceros). En la siguiente grafica se representan tres encuadres del polinomio

p(x) = x? — x — 2; de los cuales el tercero corresponde a un encuadre minimal.

x2 x°
x | * 1 22
on nji Eann
Faltan 12 fichas Faltan & fichas Faltan 2 fichas

Figura 81 Fuente propia.

Un encuadre minimal viable es aquel que requiere de un numero par de fichas
que equivalen algebraicamente a cero y que completan el rectangulo que
representa al polinomio p(x). En la siguiente grafica se representan dos

encuadres minimalesdep(x) = x2 — x — 2, el segundo de los cuales es viable,
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pues requiere de dos fichasx para completar el rectangulo, pero

algebraicamente, la agregacion de estas fichas equivale a sumar cero.

x |1

1

= [1]1]

Encuadre Minimal Encuadre minimal viable

Figura 82 Encuadres. Fuente propia.

Al completar el rectangulo que representa al polinomio p(x) a partir de un

encuadre minimalviable, se ha factorizado; su factorizacién es el producto de
las dimensiones de dos lados consecutivos del rectangulo; por ejemplo, a
partir de la disposicion minimal viable que representa a p(x) = x?>—x—2se

consigue la siguiente figura

x2 X
1
xr |1
Figura 83 Fuente propia.

y siendo las dimensiones de dos lados consecutivos de este rectangulo x + 1

yx —2setienequep(x) =x2—x—2=(x+ 1)(x — 2).

Es posible representar lo ejecutado con el rompecabezas de manera

simbdlica, observando que se ha adicionado un cero constituido por fichas x.

Por esta razén se escribe
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x2—x—-2=x>+(x—x)—x—2
=x?+x-x—-1—-x-1
=x(x+1D)-(x+1)-(x+1)
=(x+1Dx-2).

3.8.1 ACTIVIDAD 1
Las siguientes representaciones corresponden a la factorizacién de algunos

polinomios cuadraticos, escribir debajo de cada una de ellas, el polinomio que

se ha factorizado y su respectiva factorizacion.

x| x|z X [x|x x| x|
. e x 111 x 1/1
1
x| x? x2 x| 2 %2 X 1
x 1
1 x * 1| =x x
x|
x 1 111 x 1)1
x 1 111 x 111
x 1
2 |x|x x| x|x
x* |
Figura 84 Fuente propia.
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3.8.2 ACTIVIDAD 2

Factorizar los siguientes polinomios:

p(x) =2x?—-3x+1 q(x) =2x*+3x+1
r(x) = 4x? -1 s(x)=x%2-1

t(x) =6x%2+x—1 u(x) =3x2+2x -1
v(x) = x32 4+ 5x — 2 w(x) =3x%2 —7x+2
z(x) =x?>—-2x+1 y(x)=x?>—4x-5

3.8.3 ACTIVIDAD 3

Factorizar cada uno de los polinomios de la tabla anterior sin recurrir al uso de

la Caja de Polinomios sino a través de una representacién simbélica.

Un polinomio p(x) se denomina completo, cuando el proceso de factorizacidn
no requiere de la agregacion de ceros; de hecho, existe una infinidad de
polinomios completos como p(x) = x? —3x+2 cuya representacion

rectangular se indica en la siguiente grafica.

Figura 85 Fuente propia.

El dibujo indica claramente la factorizacion x> —3x + 2 = (x — 1) (x — 2)

Larepresentacion simbdlica del proceso de factorizacion de este polinomio es
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x2=3x+2=x>—-x—-2x+2=(x?—-x)—-(2x-2)=x(x—-1) -2(x—-1)
=(x-Dx—-2)

Una consecuencia directa del uso de la Caja de Polinomios y su algoritmo
de factorizaciéon es la de reconocer que un polinomio es factorizable
cuando se representa como un rectangulo y en consecuencia el nimero de
fichas empleadas es compuesto, siendo esta, una condicién necesaria
pero no suficiente. Por ello, si el polinomio p(x) = X, a;x’ es completo, la
suma de los valores absolutos de sus coeficientes s = Y[-,la;| es un
nimero compuesto. Por ejemplo, p(x) = x? —3x + 2es completoyesclaro

que s = |1] + |-3| + |2] = 6 es un nimero compuesto.

Reconocer que un polinomio p(x) es completo facilita su factorizaciéon ya que
permite descomponer sus términos al considerar su coeficiente director
(coeficiente no nulo del término que indica el grado) y la cantidad de fichas con la
que se representa tal polinomio en la Caja de Polinomios. Por ejemplo,
p(x) = x2 — 2x + 1 es completo y se representa con 4 fichas, su coeficiente
director es 1 y dado que 4 = 2 X 2, se busca su representacion como un
rectangulo dos por dos. Esto, ligado a la configuracion del polinomio obliga a
pensar que un factor es (x — 1) puesto que se representa con dos fichas. Asi se
hace una descomposicién de p(x) buscando arreglar el factor comun (x — 1)
que se obliga a ser base del rectangulo. De este modo p(x) = x%2 —2x+1 =

x2—x—x+1=x(x—-1D)—-(x-1D)=Cx-1Dkx-1) = (x — 1)

Su representacion se dispone a continuacion:
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Figura 86 Fuente propia.

Por ejemplo, el polinomio p(x) = 2x? — 7x + 3 es completoy esta constituido
por 1212 fichas, asi, se buscaria representar a este polinomio como un
rectangulo 2 X 6 o 3 X 4. La configuracién del polinomio y el coeficiente
director hacen intuir que la segunda alternativa es mejory en consecuencia es
bueno ensayar con el factor (2x — 1). Para ello se descompone el polinomio

buscando tal factor de la siguiente manera.

p(x) =2x*—7x+3=2x*—x—-6x+3=x2x—1)—-3(2x—-1)
=2x—1)(x-3)

y en efecto, su representacion viene asi

Figura 87 Fuente propia.
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3.8.4 ACTIVIDAD 4

Factorizar los siguientes polinomios sin recurrir a su representacién en la Caja
de Polinomios y empleando una disgregacion de los términos a sabiendas que

son polinomios completos.

x2+3x+2 x%2 —4x+3 2x% —3x+1
3x2 —4x+1 3x2 —7x+2 —3x%2+8x—4

3.8.5 ACTIVIDAD 5

Subrayar aquellos polinomios de la siguiente tabla que son completos.

2x2—3x+1 2x%2+3x+1 4x% —1

3x2 + 5x — 2 x2—-5x+6 3x2+2x — 1
3x% + 5x — 2 3x2—7x+2 x2—2x+1
x2+2x+1 2x% +3x—2 3x2 + 5x — 2

Existen polinomios para los que es imposible elaborar un encuadre minimal
viable; en este caso se asegura que el polinomio en cuestion no es factorizable en

Z[x]; tal es el caso del polinomio 2x2 + 1 cuyo encuadre minimal es como sigue:

Figura 88 Fuente propia.
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Pero de ninguna manera se puede representar este polinomio a través de un
rectangulo. Lo mismo sucede con el polinomio p(x) = 2x% + 2 del que se

presentan algunos encuadres de los cuales ninguno es minimal viable.

on [i]1] ] B
©

Figura 89 Encuadres minimales no viables. Fuente propia.

3.8.6 ACTIVIDAD 6

Demostrar, utilizando la Caja de Polinomios que los siguientes polinomios no

se pueden factorizar.

x> +1 2x2 +7x+1 x> —=3x+7
x%2+3 3x% -1 2x% —x—2

3.8.7 PARA RECORDAR

Un polinomio p(x) es factorizable en los enteros si puede representarse como
un rectangulo cuando se utiliza la Caja de Polinomios; en este caso, los
factores son las dimensiones consecutivas de dos lados del rectangulo y el

numero de fichas que configuran tal rectangulo es un nimero compuesto.
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Si @ es el menor numero de fichas utilizadas para escribir el polinomio p(x) en
el plano cartesiano; el numero total de fichas a utilizar en su factorizacion es
a + 2k, donde k € N. Es decir, es el menor numero de fichas méas un nidmero
par de ellas. Esta observacion permite ejecutar el algoritmo de la factorizacién
de manera eficiente pues lo que se debe buscar es que el niUmero natural a +
2k resulte un nimero compuesto; y siendo asi @ + 2k = pq, de modo que el

rectangulo que factoriza a p(x) es un rectangulo de p filas por g columnas.

Por ejemplo, p(x) = 2x? + 7x + 1 se escribe en el tablero con 4 fichas, como
lo indica la grafica que sigue; pero su factorizacion se realizacon 6 = 3 X 2

fichas y asi se configura un rectangulo de 2 filasy 3 columnas.

Figura 90 Factorizacién de p(x) = 2x? + 7x + 1. Fuente propia.
La representacion simbdlica de esta factorizacion se resume como:
p(x) =2x?+x—1=2x>+2x—x—-1=Q2x*+2x)— (x+1) =
2x(x+1D)—-(x+1D)=x+1D2x—-1)
En el grafico que sigue se muestra al polinomio p(x) = 2x2 +x — 6 que se

representa con nueve fichas, nueve es compuesto y sin embargo su

factorizaciénp(x) = 2x? + x — 6 = (2x — 3)(x + 2) requiere de quince fichas.
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111(1 11111 x X
1(1]1 x 11111 x x
.'1:2 X2 X| X | X ;(2 ;(2

Figura 91 Factorizacién de p(x) = 2x? + x — 6. Fuente propia.

Un hecho claro que se establece con la Caja de Polinomios radica en que la
factorizacion aplicable en ella se hace en el dominio de los polinomios con
coeficientes enteros. De hecho, ya en el mundo abstracto, polinomios que no
resultan factorizables alli, lo pueden ser al utilizar nimeros racionales,

irracionales o complejos.
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3.9 GUIA No. 9. Polinomios de grado 3

El trabajo de Thabit ibn Qurra, en el siglo X (Arabia) culmind con la idea de
homogeneizacion de los polinomios de grado 2 que acabamos de estudiar. El
trabajo realizado por docentes de la Universidad de Narifio derivé en la
homogeneizacidn de polinomios de cualquier grado en una o mas variables. En
esta seccidn se estudiaran los polinomios de grado 3 implementando el ardid

matematico de sustitucién de variables.

Objetivo: reconocer las partes constitutivas de las fichas que permiten la

escritura, lecturay desarrollo operatorio algebraico con polinomios de grado 3

La forma generalizaday natural de representar geométricamente a x3 es como
un cubo de arista x; sin embargo, cualquier potencia de x puede representarse
como objetos de dimensién 1 o 2 o 3. En el caso de la Caja de Polinomios se
representan como objetos bidimensionales y mas particularmente como
rectangulos. Los rectangulos basicos para los polinomios de grado 3 son los

siguientes y se presentan con sus dimensiones:

1 X x2
1 1 1 1-1 1 x2 1
1 X x2

Figura 92 Fichas con sus dimensiones. Fuente propia.

Esto significa, que adicional a las tres clases de fichas que permiten la
representaciéon de polinomios de grado 2, aparecen dos nuevas que tienen un

valor algebraico de x? y x3 y cuyas medidas respectivamente son x2, 1y x?, x.
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Figura 93 Nuevas fichas. Fuente propia.

El hecho que permite el desarrollo operatorio algebraico con polinomios de grado 3
se centra en que las fichas rotuladas con x?2, la cuadradayy la rectangular, poseen la
misma area y por ello les corresponde el mismo valor algebraico y, en

consecuencia, se pueden remplazar una a otra cuando se requiera.

Desde este punto de vista; las dos siguientes disposiciones rectangulares

representan al mismo polinomio p(x) = x% + 2x + 1.

7 == [1]

Figura 94 Dos disposiciones de p(x) = x? + 2x + 1. Fuente propia.

Como se ha dicho, los dos rectangulos poseen la misma area.

3.9.1 ACTIVIDAD 1

Representar de dos maneras diferentes y utilizando el principio de sustitucién

los siguientes polinomios.

p(x)=x2-3x+2 q(x)=2x*>-3x+1 r(x)=x2+3x—-2
s(x)=3x>—-x+1 r(x)=x*>4+x-3 ukx)=x*>+5x—4
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3.9.2 ACTIVIDAD 2

Escribir debajo de cada uno de los graficos dispuestos a continuacion, el

polinomio que ellos representan.

x x 1 |
2 2
x x x| x? %
2
3 1| x x
x
x 2 3 2 3
x x x % \
3 X
1 x
2
1 x

B

N

'

B

s
] =]
=]

Figura 95 Fuente propia.
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3.9.3 PARA RECORDAR

El principio de sustitucion es importante en la conceptualizacidon operativa y
demostrativa de la matematica; en realidad, en casi todas las demostraciones
matematicas se va siguiendo una secuencia de sustituciones de unas
expresiones por otras hasta llegar a la deseada. También en los cémputos se
emplea este recurso particularmente en las técnicas de integracién que se

estudia en cursos avanzados de matematicas.
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3.10 GUIA No. 10. Adicién y Sustraccion de
Polinomios de Grado 3
El principio de sustitucion explicado en la guia 8 se fundamenta en la igualdad

entre areas que poseen las fichas y que se traduce en una relacién de
equivalencia con su valor algebraico. En la operatoria algebraica se pueden
remplazar unas por otras, con el fin de efectuar los calculos recurriendo a la

menor cantidad de fichas posible.

Objetivo: calcular la suma y la diferencia de dos polinomios de grado tres
en una variable, utilizando la Caja de Polinomios como instrumento
mediador del conocimiento algebraico que permite el paso de lo tangible a

lo simbélico y abstracto.

Adicion: recuerde que para calcular la suma de p(x) y q(x) es conveniente
escribir el primer sumando p(x) utilizando, nicamente los cuadrantes
SEGUNDO y TERCERO. El sumando q(x) se escribe, en los cuadrantes
PRIMERO y CUARTO; esto permite leer los polinomios de izquierda a derecha.

NEGATIVO | POSITIVO
i I

POSITIVO | NEGATIVO
I -

Figura 96 Cuadrantes. Fuente propia.

Para calcular la suma de dos polinomios de grado 3 se procede de manera

similar que para los de grado 2.
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Ejemplo. Sumarp(x) = x3 + 2x2 —3x + 1conq(x) = x3 — x? + 2x — 2, esta

suma se calcula de acuerdo con los siguientes pasos:

1. Escribir el polinomio p(x) = x3 +2x2—3x+1 en los cuadrantes

segundo y tercero.

x
x x
72
e
o
1

Figura 97 Fuente propia.

2. Escribir el polinomio q(x) = x3—x?2+2x—2 en los cuadrantes

primero y cuarto. El tablero toma la siguiente apariencia.

x
x
x3 X
x x
. 2 1
% 1
.
1

Figura 98 Fuente propia.
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3. Retirardelplano las parejas de ceros que se producen, con lo que se obtiene

Figura 99 Fuente propia.

4. Leer el polinomio que queda escrito en todo el tablero y que asegura

como: p(x) + q(x) = 2x3 + x2 — x-1.

Recordando que el Algebra es un juego operatorio simbdlico, esta suma se

calcula de acuerdo con la siguiente cadena de igualdades.

p(x)+q(x) = (x3+2x2-3x+1) + (x% —x%2+2x—2)
=x3+2x2 —3x+1+x3—x?+2x-2
=x3+ a3 +x?+x?—x?—2x+2x—x+1-1-1

=2x3+x2—-x—1
3.10.1 ACTIVIDAD 1

Calcular utilizando la Caja de Polinomios, las sumas de los siguientes pares de

polinomios p(x) y q(x).

px)=x3-x*—x+2 p(x) =2x3+x%2—-3x+2
q(x) = —2x3—2x?>+2x -3 q(x) = —2x3+2x?>+2x -3
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p(x) =x3+x%—x+2 p(x) = —x>+x*—x+2

q(x) = 2x3 - 2x* — 2x + 3 gx) =x3 —2x% +2x— 1
p(x) =x3—x>—x+3 p(x) = 3x3 —3x% —3x+2

q(x) = —2x3+2x* +3x + 1 qx) =x3+2x2+2x -1
p(x) =x>—2x*—x+2 p(x) =x3+2x2 +4x -5
qlx) = —x3—2x*+2x+5 q(x) = —3x3 +2x2 —4x + 2

3.10.2 ACTIVIDAD 2

Calcular cada una de las sumas de la Actividad 1 de manera simbélica.

Il. Para calcular la diferencia entre p(x) y q(x), p(x) —q(x) se procede

inicialmente como en el caso del calculo de sumas.

1.

2.

Escribir el minuendo p(x)en los cuadrantes SEGUNDO y TERCERO.
Escribir el sustraendo q(x) en los cuadrantes PRIMERO y CUARTO.

Las fichas ubicadas en el PRIMER cuadrante y que corresponden al
sustraendo q(x) deben cambiar de signo y por ello se trasladan al
SEGUNDO cuadrante. Del mismo modo, las fichas ubicadas en el

CUARTO cuadrante se trasladan al TERCER cuadrante.
Hecho esto se retiran los ceros que hayan ocurrido.

La diferencia queda constituida por las fichas que reposen en el tablero.
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Ejemplo. Siendo p(x)=x3+4+x2-2x+1 y qx)=—-x3+2x2—x+2
calcular la diferencia p(x) — q(x). Para realizar esta tarea, se realizan los

pasos descritos.

1. Escribir el polinomio minuendo p(x) = x3 + x? — 2x + en los cuadrantes

SEGUNDO y TERCERO
x x
1 3
.
Figura 100 Fuente propia.
2. Escribir el polinomio sustraendo q(x) = —x3+2x2—x+2 en los

cuadrantes PRIMERO Y CUARTO.

Figura 101 Fuente propia.
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3. Trasladar las fichas del sustraendo; las del PRIMER cuadrante al SEGUNDO
y las del CUARTO al TERCERO.

2 2

X X

Figura 102 Fuente propia.

4. Retirar del plano las fichas que equivalen algebraicamente a cero.

Figura 103 Fuente propia.
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5. Leer el polinomio resultante que indicacomo p(x) — q(x) = 2x3 —x? —x — 1

Al revisar de forma simbdlica lo ejecutado de manera tangible con la Caja de
Polinomios; se trata de calcular para p(x) = x3+x2-2x+1 vy

q(x) = —x3 + 2x? — x + 2 yladiferenciap(x) — q(x). Se procede como sigue:

(B +x?2—-2x+1)—(—x3+2x>—x+2)
=x3+x?2—-2x+1+x3-2x>+x-2
=x34+x3+ (2 —x?)—x2—x+x-—-0)+(1-1) -1

2

=2x3—x?—-x—-1

El resultado final se encuentra quitando del cuaderno los ceros que
equivalen a las expresiones entre paréntesis de la penultima expresién en

esta cadena de igualdades.

3.10.3 ACTIVIDAD 3

Para los siguientes pares de polinomios p(x) p(x) y q(x) calcular las

diferencias p(x) —q(x) y q(x) —p(x) utilizando como instrumento

mediador la Caja de Polinomios.

p(x)=x3—-x?—x+2 p(x) =2x3+x2—3x+2
q(x) = —2x3 —2x*+2x -3 q(x) = =-2x3+2x?>+2x -3

p(x) =x*+x% —x+2 p(x) = —x3 +x% —x + 2

q(x) = 2x3 — 2x% — 2x + 3 qgx) =x3—2x2+2x—1
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p(x) =x3—x>—x+3 p(x) = 3x3 —3x% —3x+2
q(x) = —2x3+2x* +3x + 1 qx) =x3+2x2+2x -1
p(x) =x>—2x*—x+2 p(x) =x3+2x2 +4x -5
q(x) = —x3 —2x%+2x+5 q(x) = —3x3 4+ 2x% — 4x + 2

3.10.4 ACTIVIDAD 4

Realizar el calculo de las diferencias anteriores recurriendo a la escritura

simbodlica usual.

3.10.5 ACTIVIDAD 5

Par cada uno de los siguientes polinomios p(x), calcular su opuesto aditivo —p(x).

p(x)=x3—-x*—x+2 p(x) =2x3+x%2—-3x+2
p(x) = —2x3 —2x*+2x -3 p(x) = —2x3 +2x%+2x -3

p(x)=x3—-x*—x+2 p(x) =x3+2x2—x+2
p(x) = 2x3 —2x* —2x+3 p(x) =x3—2x2 +2x—1

p(x) =x3—2x*—-3x+3 p(x) =3x3+3x2—-3x+2
p(x) = —2x3+2x%+3x +1 p(x) = —2x3+2x%+2x—1
p(x) =x3—2x*—-3x+2 p(x) =2x3+2x%2+4x -5
p(x) = —x3—2x*—-2x+5 p(x) = —3x3 +2x% —4x + 2

3.10.6 PARA RECORDAR

La Caja de polinomios permite calcular las sumas y las diferencias de dos

polinomios de grado 3.

1. Los pasos para calcular la suma p(x) + q(x) son

e Escribir el sumando p(x) en los cuadrantes segundo y tercero.
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e Escribirel sumando g(x) en los cuadrantes primero y cuarto.
e Retirar las fichas que algebraicamente equivalen a cero.

e Leerel polinomio resultante p(x) + q(x).

2. Los pasos para calcular la diferencia p(x) — q(x) son
e Escribir el minuendo p(x) en los cuadrantes segundo y tercero.
e Escribir el sustraendo q(x) en los cuadrantes primero y cuarto.
e Trasladar las fichas del primer cuadrante al segundo.
e Trasladar las fichas del cuarto cuadrante al tercero.
o Retirar los pares de fichas que algebraicamente equivalen a cero.

e Leerelpolinomio resultante p(x) — q(x).

3.11 GUIA No. 11. Célculo de Productos de Grado Tres

El juego operatorio que se desarrolla en la Caja de Polinomios se fundamenta
en la construccion de rectdngulos alrededor del origen del plano cartesiano,
este juego tiene como regla Unica la igualdad en los lados de contacto entre
fichas vecinas. Este principio aplica de manera importante en las operaciones

de multiplicacién y divisién y en el proceso de factorizacion.

Objetivo: calcular el producto de tres factores lineales de la forma (ax + b) -
(ex +d) - (ex+ f) y el producto de dos factores de los cuales uno es lineal

(ax + b) y el otro cuadratico de la forma cx? + dx + e.

5) Se havisto cémo los ejes coordenados son la guia esencial para el calculo
de productos de la forma p(x) - q(x) que se corresponde con el valor
algebraico de las fichas que configuran un rectangulo de base p(x) y de

altura q(x) o viceversa. En el caso que atafie a esta guia, el producto de
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tres factores lineales (ax + b) - (cx + d) - (ex + f) se realiza aplicando de
manera inicial la propiedad asociativa de la multiplicacidn agrupando
cualquier par de factores; por ejemplo, si se agrupa los dos primeros se
tiene [(ax + b) - (cx + d)](ex + f) lo que advierte que el producto original
es el valor algebraico que corresponde al rectangulo de base (ax + b) -

(cx + d) yde altura(ex + f).

Para formar labase (ax + b) - (cx + d) se calcula de manera usual el producto
y a continuacién se remplazan las fichas cuadradas de valor x? por la de
idéntico valor algebraico rectangulares; de esta manera, lo que es area, adopta
una caracteristicalineal. Como ejemplo, se calcula a continuaciéon el producto
(x+1)(x —1)(2x — 1), presentando en primer lugar, la siguiente asociacion
[(x +1)(x —1)](2x — 1), lo que indica que debe realizarse inicialmente el

producto (x + 1)(x — 1) que se indica en la siguiente grafica:

Figura 104 Fuente propia.

Asi, (x +1)(x — 1) = x%2 — 1; esto significa que el producto (x + 1)(x — 1)
(2x — 1) esigual a (x2 — 1)(2x — 1) que se consigue mediante la construccién

de un rectangulo de base x? — 1y de altura (2x — 1) cuyo bosquejo es
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Figura 105 Fuente propia.

Para completar el rectédngulo se requiere la utilizacién de fichas x3 x’ cuyos

lados miden x? y x respectivamente.

X x3
X x3
1 %

Figura 106 Fuente propia.

El valor algebraico del rectangulo es 2x3 —x? — 2x + 12x° —x* —2x+1 y su
constituciéon no produjo ceros; de esta forma

x+Dx-1D2x—1) =2x3—x?—-2x + 1.

El calculo del producto realizado con la Caja de Polinomios se retrata de

manera simbdlica de acuerdo con la siguiente cadena de igualdades.

x+Dx-1D2x—-1D) =[(x+Dx-1]2x—-1)
=x(x—-1D+x-1D]2x—-1D)=((x?>—-x+x—-1)2x—1)
=(x?2-1D2x—-1)=x*>-1D2x)+ (-D(x%-1)
=2x3—2x—x?+1=2x3-x2-2x+1
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resultado que se consigue aplicando de manera reiterada la propiedad
distributiva de la multiplicacién con respecto de la adicién y las

propiedades conmutativa y asociativa.

Como ejemplo adicional se presenta a continuacion el calculo del producto
[(x —3)(x + 1)](1 — 2x) que asocia los dos primeros factores lineales y cuya

disposicidn inicial, intermediay final se dispone en la siguiente grafica:

Figura 107 Fuente propia.

De manera que (x —3)(x + 1) = x2 — 2x — 3 y entonces el producto pedido
[(x —3)(x +1)](1 — 2x) se calcula al construir un rectangulo cuya base se

corresponde con el factor x> —2x — 3 y de altura 1 — 2x como se presenta

enseguida:
11 [ 1 | x [ x x* 1111 x x x*
x x|x|x ;:2 ;:2 xj
x x|x|x ;:2 ;:2 xj

Figura 108 Fuente propia.

Hace falta, en este punto, retirar los pares de fichas que equivalen

algebraicamente a ceroy siendo asi, el tablero adquiere la siguiente disposicion.
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Figura 109 Fuente propia.
Este gréfico indica que [(x — 3)(x + 1)](1 — 2x) = —2x3 + 5x% + 4x — 3.
3.11.1 ACTIVIDAD 1

Escoger al menos diezternas entre las expresiones que presenta la siguiente tabla

y calcular su producto; puede escoger una misma expresion en las tres ocasiones.

2x —1 2—x 3x — 2 x+ 2 3—2x
3x —2 x—1 x—2 2—3x 1+x
x—3 1-2x X 1—3x 1—x

Representar cada uno de los célculos de productos efectuados, de manera simbdlica.

6) Como se explicé antes, el rompecabezas permite el calculo del producto
de dos factores siendo el uno cuadratico y el otro lineal. Como ejemplo se
presenta el célculo de (x? —x + 1)(x — 2) que se corresponde con un
rectangulo de base (x? —x + 1) y de altura (x — 2) cuyo bosquejo inicial

se presenta junto con el rectangulo final.
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[ ] x2 x3 X
X
X x2 ]
x x 1 2 1
[ 1)

Figura 110 Fuente propia.

Como no aparecen ceros se tiene que el producto buscado se escribe asi:

(x> —x+1D(x—-2)=x3-3x2+3x—-2

De manera simbélica se puede calcular tal producto mediante la aplicacion de

la propiedad distributiva como sigue:

(2 —x+1Dx-2)=x?(x-2)—x(x—2)+ (x—2)

=x3 —2x%? —x?4+2x+x—-2=x3-3x*>4+3x-2
3.11.2 ACTIVIDAD 2

Los siguientes graficos corresponden a productos de dos factores uno de los
cuales es cuadratico y el otro lineal, pero aparecen incompletos. Completar los

rectangulos, en cada caso, escribir los factores que se multiplican y el producto.

136



CAPITULO 03

o

w
—

x| x|

Figura 111 Fuente propia.

3.11.3 ACTIVIDAD 3

De la siguiente tabla escoja un factor cuadratico y otro lineal y calcular su
producto. Inicialmente debe utilizar la Caja de Polinomios y a continuacién

traducir lo ejecutado de manera simbélica.

x> +x-2 2x2 +x —2 x%+2x —2
2x2+3x -1 1—2x 2—x
2x—1 2x — 3 2x + 3

3.11.4 PARA RECORDAR

La Caja de Polinomios es un instrumento mediador de la operatoria algebraica
que permite, de manera particular, el calculo de productos de polinomios de
grado superior a dos; para ello se requiere de sustituir o remplazar unas fichas

por otras, siempre que tengan la misma area. Este principio de sustitucion es
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unrecurso frecuente en todos los procesos de calculos matematicos como los
de integracién y derivacion, por ejemplo. En el caso particular de los

polinomios de grado tres se hace necesaria la sustitucion o reemplazo entre

las fichas rotuladas como x? y de formas cuadraday rectangular.

* k2 x2 %3

Figura 112 Fichas x?. Fuente propia.

Elrecurso de la sustitucion es fundamental para el juego con elrompecabezas, de
igual manera que lo es la configuracién de rectangulos pues todas las operaciones

centran sus calculos en ellos, a excepcion de la adicidn y sustraccion.
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3.12 GUIA No. 12. Division de Polinomios de Grado 3

Las posibilidades para dividir polinomios de grado tres aumentan, pues el
divisor puede escogerse de grados uno, dos y tres. Es atractivo aplicar el
algoritmo de esta operacion cuando el dividendo es de grado tres y el divisor

de grados uno o dos.

Objetivo: calcular cocientes de la forma ax® + bx?+cx+d+x?>+ex+fo
de la forma ax3 + bx? + cx + d + x + e donde cada uno de los coeficientes

son numeros enteros.

7) Elalgoritmo de la division que se aplica con la Caja de Polinomios cautiva
por su sencillez. Dividir es sinénimo de repartir o de distribuir y
efectivamente es lo que se hace cuando se trata de calcular el cociente
p(x) =+ q(x); en este caso se debe construir con el dividendo p(x) un

rectangulo de base g(x) teniendo como recurso la agregacion de pares de

fichas que equivalen algebraicamente a cero; el cociente es la altura del
rectangulo construido. Al efectuar divisiones del tipo ax3 + bx? + cx +
d + x + e, en concordancia con el algoritmo de la divisién, el residuo, si

existe, esta constituido por fichas 1.

Se propone como ejemplo el céalculo del cociente (x3 —x2+3x—2)~+

(x — 1) que se realiza de acuerdo con los siguientes pasos:

Paso 1: escribir el polinomio dividendo x3 — x? + 3x — 2y establecer sobre el
plano unas guias imaginarias de anchura equivalente al divisor x — 1 como se

indica a continuacion:
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3
X

:

Figura 113 Fuente propia.

Paso 2: ubicar las fichas que representan al polinomio sobre la banda
imaginaria, previendo la utilizacion del menor nimero de pares de ceros
posible y respetando el color del cuadrante que les corresponde. El polinomio
gue se debe leer en total sobre el tablero es el dividendo p(x). Ejecutado el

paso, en el ejemplo, el tablero se veria como se indica enseguida:

Figura 114 Fuente propia.

En el ejemplo, se tuvo la necesidad de agregar un cero constituido por una

2

pareja de fichas 1 y asi mismo, sustituir una ficha x“ cuadrada por su

equivalente rectangular. El cociente es x? + 3y el residuo es 1.
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En el juego operatorio simbdlico, el calculo del cociente anterior se escribe:
x3—x?2+3x-2=((3-x)+Bx—-3)+1=x*(x—-1)+3(x—-1)+1=
(x —1)(x? + 3) + 1, expresién que dice a las claras como el cociente es

(x? +3)yelresiduoes 1

3.12.1 ACTIVIDAD 1

Cada una de las siguientes graficas corresponde a una divisidon particular;

indicar en cada caso, el dividendo, el divisor, el cociente y el residuo.

1[1] x
x|x 2 1]x
x
2 x|
x| 2

Figura 115 Fuente propia.

3.12.2 ACTIVIDAD 2

De la siguiente tabla, escoger al menos cinco dividendos entre los polinomios
de grado 3 y cinco divisores entre las expresiones lineales y calcular su
respectivo cociente utilizando la Caja de Polinomios como elemento auxiliary

transcribir lo realizado a la forma simbélica. 2x3 + 3x2 — 3x + 4

2x3 —2x%2+x -2 x3—-2x2+x-2 2x3+2x%2 —x—1
x3—x?+x-2 x3—x?+x+3 2x3+3x2—-3x+2
x—1 x+2 x+1
x—2 x+3 x—3
X x—4 x+4
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Indique aquellas divisiones que no se pueden efectuar haciendo uso del

artefacto llamado la Caja de Polinomios.

3.12.3 ACTIVIDAD 3

Calcule los siguientes cocientes, haciendo uso de la Caja de Polinomios:
(2x3=3x2—x-2)+-(2x—-1)
(2x3=-3x2—x+4)+(2x—1)

(—2x3—=3x?—x+2)+(-2x—-1)
(2x3—=3x2—x+2)=-(2x—-1)
(=2x3+3x2+x)+ (=2x+1)

(=2x3+3x2+x+2)+(-2x+1)

(=2x3+3x2+x—4)+(-2x+1)

(2x3 —5x% +x) ~ (2x — 3)

(2x3 —5x2+x+6)+ (2x —3)
(2x3 —5x2+x+1)+ (2x — 3)
2x3 —5x2+x+7)+ (2x —3)

Cuando el divisor tiene grado 2, el residuo, si existe, puede estar constituido
por fichas 1 o fichas x, como se registra en el caso de dividir x3 — x? + 3x — 2
por x2 — 1 y cuya disposicién inicial del dividendo y de la banda imaginaria

aparece en la grafica correspondiente al paso 1.
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Figura 116 Fuente propia

Paso 2. Organizar el rectdngulo alrededor del origen utilizando la menor

cantidad de ceros para completarlo, el rectangulo, para este caso, se veria asi:

1 x

Figura 117 Fuente propia.

En este caso el cociente es x — 1y el residuo es 4x — 3.

De manera simbdlica es suficiente mostrar que
x3—x243x—-2=(x3-x)—(x*-1)+4x-3
=x(x*?-1)—-(x?-1D+4x-3=(x*-1(x-1)+4x-3

asique el cociente es x — 1 y el residuo es 4x — 3.
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A modo de ejemplo final se presenta el calculo del cociente

(x3—x2+3x—-2)+ (x> +x—-2).

Paso 1. Escribir el polinomio dividendo x3 — x? + 3x — 2 que se organizara en
el siguiente paso alrededor del origen de coordenadas y establecer la franja

auxiliar de anchura x? + x — 2

=y

:

.7(3

5y
(A8 ]

[ ~ ]
[=]1-]

Figura 118 Fuente propia.

Paso 2. Organizar las fichas alrededor del origen preservando el signo que les
corresponde en concordancia con el color del cuadrante y buscando, para
completar el rectangulo, que hagan falta la menor cantidad de pares de ficha,

equivalentes algebraicamente a cero.

111 xz x
1)1 x x

Figura 119 Fuente propia.
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De este modo, el cociente es x — 2 y el residuo es 7x — 6 y en concordancia
con el algoritmo de la division se escribe

x3—-x2+3x—-2=(@x*+x-2)x—-2)+7x—6

De manera simbélica, el procedimiento elaborado en la Caja de Polinomios
se expresa

x3—x2+3x—2=(3+x2-2x)— (2x?*+2x—4)+7x—6
=x(x’+x—-2)—-2(x*+x—-2)+7x—6

=(x?+x-2)(x—-2)+7x—6

y esto indica que el cociente es x — 2y el residuo es 7x — 6.

3.12.4 ACTIVIDAD 4

Cada una de las siguientes graficas corresponde a una divisidon particular;

indicar para cada caso, el dividendo, el divisor, el cociente y el residuo.

._.
>
b
]
[~ ]
el B
>
b
EN S
|

Figura 120 Fuente propia.

3.12.5 ACTIVIDAD 5

Calcular los cocientes que se indican a continuacién, utilizando la Caja de
Polinomios como elemento mediador de los calculos y traducir lo realizado a

la forma simbdlica.
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x% -1
x3+2x%—=3x+2+] x241
x> 4+x—2

x*+2
2x3 —x?+3x -2+ x24+1

x> —x—1

x% -1
x34+3x%2+x—-2+1 x241
X2 —x—-2

x? -1
x3+xt—x—-3+] x2+1
x%—2x+2

3.12.6 PARA RECORDAR

La Caja de Polinomios permite estudiar divisiones de polinomios de las
formas (ax3 + bx? + cx +d) = (ex + f) o (ax® + bx?> + cx + d) +

(ex? + fx + g) siguiendo los pasos descritos a continuacion:

1. Escribir el polinomio dividendo (ax3® + bx?+cx+d) en el plano
cartesiano de la Caja de Polinomios y establecer unas guias imaginarias
que determinen en su anchura conjunta al polinomio divisor

(ex+ f)oex? + fx+g.

2. Formar sobre la banda imaginaria y alrededor del origen de

coordenadas, un rectangulo con las fichas que conforman al polinomio
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dividendo; para ello se tiene como comodin, la utilizacién de parejas

de fichas algebraicamente equivalentes a cero.

3. Finalmente, se procede aleer larespuesta, tomando como cociente de
la divisién la altura del rectangulo construidoy como residuo, las fichas

1 o x que no forman parte del rectangulo.

4. Es util recordar que, en todo momento, en el tablero debe verse
representado el dividendo D(x). En el siguiente ejemplo se presenta la

divisionde D(x) = x3 —2x2+x — 1 porx —2yx? + 1.

2 3

X r4 x3 r
2 1
x| x2 x 1

Figura 121 Fuente propia.

De aqui resulta que (x —1)(x> —x) —1 = (x2+ 1)(x — 2) + 1 a sabiendas

que el algebra es la ciencia de las identidades.

3.13 GUIA No. 13. Factorizacién de Polinomios de Grado 3

La multiplicacién, la divisidn y la factorizacidn se realizan utilizando la Caja de
Polinomios centrando sus algoritmos en la construcciéon de rectangulos

alrededor del origen.
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Objetivo: factorizar polinomios, mediante la construccién de rectangulos
alrededor del origen y siguiendo la regla de vecindad en las fichas establecida

para la construccion de estos.

Factorizar un polinomio utilizando la Caja de Polinomios equivale a disponer
una representacion rectangular del mismo donde los factores son las
longitudes de dos lados consecutivos del rectangulo. En esta tarea suele ser
necesaria la agregacién de ceros; es decir, de parejas de fichas que ubicadas
en cuadrantes de distinto color equivalen algebraicamente a cero. Para este
efecto, se requiere disponer el menor numero de fichas que representan al

polinomio en cuestién, en un encuadre minimal viable.

El siguiente ejemplo presenta la factorizacion del polinomio p(x) = x3—-1

cuya disposicion minimal viable es la siguiente.

1]

Figura 122 Fuente propia.

Sin embargo, no es evidente que corresponda a una disposicion viable puesto
que en apariencia se completa el rectdngulo con el polinomio x — x? que no es
igual a cero; pero si se agrega el cero x2 — x constituido por fichas de distinta
forma, como se indica en la figura que sigue, se observa que el rectangulo se

completaconelcerox — x.
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Figura 123 Fuente propia.

Alcompletar el rectangulo se ve asi:

Figura 124 Fuente propia.
yestoindicaquex3 —1=(x — 1)(x? +x + 1).

La siguiente cadena de igualdades explica simbdlicamente lo realizado en la
Caja de Polinomios.
x3—1=x—x?+x?—x+x—-1=((x3-x)D+x*-0)+(x-1)=

(x—1D?>+x+1).

Queda el reto de factorizar, x2 + x + 1 pero con la representacién de este
polinomio en la Caja de Polinomios no se consigue ninglin encuadre minimal

viable, taly como se observa en las siguientes graficas:
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Figura 125 Fuente propia.
Esto indica que x? + x + 1 es irreducible.

La factorizacién de x3 + 1 se presenta en los siguientes tres pasos:

x* 1| - 2 1

Figura 126 Fuente propia.

De modo que x> —1 = (x + 1)(x2 —x + 1) y puede mostrarse como antes,
que el segundo factor es irreducible en el domino de polinomios de una

variable con coeficientes enteros.

Para factorizar p(x) = 2x3 + x? — 5x + 2 se establece su disposicién inicial en

el tablero como sigue:
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Figura 127 Fuente propia.

Adicionando el cero x? — x2 conformado por fichas de diferente forma, pero

igual valor algebraico se obtiene el rectangulo final.

11(1 ;{2 X

Figura 128 Fuente propia.

Y estoindica que p(x) = 2x3 + x2 —5x + 2 = (2x — 1)(x? + x — 2). Se debe
ahora indagar sobre la factorizacién de x? + x — 2 que se presenta en el

siguiente grafico.
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X
111 x 111
Encuadre minimal viable (x+2)(x—-1)

Figura 129 Fuente propia.
Yportantop(x) = 2x3 +x?2 —5x+2=2x - D(x+2)(x— 1)

Sobre este ejemplo hay que anotar dos hechos; el primero esta referido al
numero de fichas que representa inicialmente a p(x) y que es igual a 10 y el
numero de fichas que logran su factorizacion a través de su representacion
rectangular y que es igual a 12 = 4 X 3. Esto significa, que inicialmente se
buscaria organizar un rectangulo de 2 X 5 (filas-columnas) y si esto no es
posible, se va agregando pares de fichas hasta llegar a un nimero compuesto

con el que se logra la factorizacién; en este caso 12.

El segundo hecho, esta referido al marco simbdlico que se observa en el

tablero con el que se logra la factorizacidn y que se representa asi

p(x) =2x3+x?2 —5x+2=2x3+2x>—4x—x?—x+2
=2x(x’+x—-2)—(x?+x-2)=x—-1Dx%*+x-2)

y por su parte

x2+x—2=x>—-x+2x—-2=(x*>—-x)+(2x—2)
=x(x—1+2x—-1)=((x—1)(x+2).
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El polinomio p(x) =x3+3x2+3x—-2 a

izquierda es completo puesto que el rectangulo
xz x3 &
que se organiza con las fichas que lo
2 H TATA “ »
< X 1 representan no requiere adiciéon de “ceros
2
x £ 1 aunque si del recambio de fichas cuadradas
por rectangulares.

Figura 130 Fuente propia.

En el ejemplo, el polinomio p(x) = x3 + 3x% + 3x — 2 se representa con 9
fichas que es un nimero compuesto. En efecto, con ellas se organiza un

rectangulo 3 X 3 que aseguracomo x3 +3x% +3x —2 = (x2 —x + 1)(x — 2).

Saber que un polinomio p(x) es completo ayuda a su proceso de factorizacién
puesto que su configuracion y el coeficiente director dan pistas para
establecer un factor. De alli, se utiliza una disgregacién de los términos afin de
que al aplicar la propiedad asociativa aparezca de forma natural el factor. Por
ejemplo, para factorizar el polinomio completo p(x) = x3 —3x% +5x — 6 que
se representa con 15 fichas. Siendo 15 = 3 X 5 se busca un factor formado por

3 tabletas. Un buen candidato es el factor (x — 2) que se arregla como sigue:

p(x) =x3—3x2+5x—6=x3—2x?—x2+2x+3x— 6
=x?(x—-2)—x(x—2)+3(x—-2) = (x —2)(x®> —x + 3).

En efecto, su representacion grafica es asi:
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Figura 131 Fuente propia.

Lo mismo ocurre con el polinomio completo p(x) = x3 — 3x2 + 3x — 2 que se
representa con un rectangulo 3 X 3 dado que contiene 9 fichas. Un factor
candidato es (x — 2) que se arma con tres fichas y por ello se descompone

p(x) armando por asociacion a tal factor del modo que sigue.

p(x)=x3-3x2+3x—-2=p(x)=x3—2x2—x?+2x+x—2
=x?(x—-2)—x(x—2)+(x-2)=(x—-2)(x?—x+1)

En efecto, la representacién del polinomio es como sigue:

x2 x3 X
X % 1
X x* 1

Figura 132 Fuente propia.

3.13.1 ACTIVIDAD 1

Factorizar los siguientes polinomios completos sin recurrir a la Caja de

Polinomios y utilizando la descomposicidn y asociacién de términos.

154



CAPITULO 03

X3+ 2x%+2x+1 x3—2x°+4+3x-2 x3 —3x%+4x—4
2x3 —4x? + 6x — 4 2x3 —4x2 +8x—6 —x34+2x2—-5x+4

3.13.2 ACTIVIDAD 2
A partir de las siguientes disposiciones minimales viables de los polinomios

p(x)=x3+1, qx)=x>+x?>-2 y r(x) =x3—2x—4, completar su

factorizaciény transcribir el proceso realizado de manera simbélica.

1|] 1)1

p(x)=x3+1 ql) =x3+x%2 -2 r(x) =x% — 2x — 4

Figura 133 Fuente propia.

3.13.3 ACTIVIDAD 3

Factorizar los siguientes polinomios con ayuda de la Caja de Polinomios y

transcribir el proceso de manera simbdlica.

p(x) =2x3 —x*—7x+6 g(x) =x3—2x2-5x+6

r(x)=x3+1 s(x)=x3-3x+2

t(x) =3x3 —4x% —x +2 u(x) = 3x3 4+ 2x%2 —3x -2
v(x) = 6x3 +x% —5x — 2 w(x) = 6x3 — 5x2 —3x + 2
z(x) = 6x3 +x? — 2x t(x) =2x3 +4x% —x -2

u(x) =2x3 —4x? —x +2 a(x) =2x3 —3x%2—-3x+2
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b(x) =6x3 —x*—4x+ 4 c(x) = 6x3 —7x% + 2x
d(x) =x3—x>—-4 e(x) =x3—-3x2+x+2
fx)=x3—-2x2+2x—1 gx) =—-2x3+4x+2

II. Un polinomio p(x) de grado tres no siempre se factoriza en términos de
factores lineales; tal es el caso de p(x) = 2x3 + x2 + x — 1 cuyo encuadre

minimal viable se muestra enseguida.

x3

x3 x2 X
1

Figura 134 Fuente propia.
y cuya representacion rectangular final es

x3 xz X

x3 x2 X

x° x |1

Figura 135 Fuente propia.

yporello p(x) =2x3 +x?2+x—-1=QRx—1D(x?+x+1).
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CAPITULO 03

Con este ejemplo se observa que p(x) se representa inicialmente con 5 fichas
y se factoriza con 9 = 3 X 3 fichas. De otra parte, la representacion simbdélica

de lo acontecido es

2x3+x%+x—-1 =2x3+2x2—x?+2x—-x-1
=2x(x2+x+1)—(x*+x+1)
=2x—-Dx*+x+1)

siendo el factor cuadratico x? + x + 1, un factor irreducible, tal y como se

indicé antes.

3.13.4 ACTIVIDAD 4

Probar que los siguientes polinomios contienen un factor cuadratico irreducible.

p(x) =2x3+x*-3x+1 q(x) =2x3+3x2—x—1
r(x) =2x3+3x2+3x+1 s(x) =x3+2x2+3x+2
t(x) =x3+x-2 u(x) =x3—x2—4

3.13.5 ACTIVIDAD 5

Determinar cuales de los siguientes polinomios son completos.

x3+4x2+x—-6 x3+6x2+11x+6
2x34+3x2-5x—6 2x3 +5x% —4x — 12
2x3 —3x%2—-2x+3 x3—3x2—x+3
x3—-7x-6 2x3—x?2—-13x—6
2x3—x?2—-13x-6 x3—-3x2+4
x3—3x2—x-3 2x3 —3x2+2x-3
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CAPITULO 03

3.13.6 ACTIVIDAD 6

Factorizar los polinomios que se muestran en la siguiente tabla.

—x3+2x+1

—x3+2x% -1

x3—2x%+1

2x3 —3x2 —x+1

—2x34+3x%—-3x+1

2x3 —3x2+3x -1

x3—2x*+2x—1

x3—2x%+1

—x34+2x%2 -1

—x3+1

x3—-1

2x3 +x%2—3x+1

x3+3x2+x—-1

x3—x%?-3x-1

—x3—-3x2-3x-1

x3+x2—-x-1

—x3+3x%2 -2

—x3+3x2—4x+2

—2x34+5x%>—6x+2

2x3 —5x2 +6x—2

2x3 —5x2 +4x—1

2x3 —5x2+1

3x3—7x2—x+1

x3—5x%+5x+3

x34+x2—7x-3

x3+5x%2+5x—3

x3—x*—7x+3

—x3+x2+7x-3

x34+2x>—x—2

x34+2x>—x+2

2x3 —3x2—3x+2

x34+2x*>—x-2

2x3 +3x2—-3x -2

—2x3+5x2—x—2

-3 +x24+x-1

—x3+x2+2x-2

—x34+2x%+x—2

x3+2x—-1

x3—2x*>—x+2

3.13.7 PARA RECORDAR

Un polinomio p(x) es factorizable en los enteros si puede representarse como

un rectangulo cuando se utiliza la Caja de Polinomios; en este caso, los

factores son las dimensiones consecutivas de dos lados del rectangulo.

Si @ es el menor numero de fichas utilizadas para escribir el polinomio p(x) en
el plano cartesiano; el numero total de fichas a utilizar en su factorizacion es

a + 2k, donde k € N. Es decir, es el menor numero de fichas mas un numero
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par de ellas. Esta observacidon permite ejecutar el algoritmo de la factorizacién
de manera eficiente pues lo que se debe buscar es que el nimero natural a +
2k sea un nimero compuesto; y siendo asi a + 2k = pq, el rectangulo que

factoriza a p(x) es un rectangulo de p filas por g columnas.

Elresumen de esta observacion se explica arguyendo que el numero de fichas que
permiten la factorizacion de p(x) esiguala |p(x)| + 2k, k € Ndonde |p(x)| esel

menor numero de fichas con el que se representa al polinomio p(x).
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3.14 GUIA No. 14. Division con Polinomios de Grado 3

La multiplicacion, la division y la factorizacion realizadas por medio de la Caja
de Polinomios fundamentan sus respectivos algoritmos en la construcciéon de
rectangulos alrededor del origen, en la agregacién de pares de fichas que
equivalen algebraicamente a cero y en el principio de sustitucion llevada a
cabo entre fichas de diferente forma, pero de igual valor algebraico (Igual area).
La construccion de tales rectangulos correspondientes con el dividendo p(x)
deberealizarse empleando la menor cantidad de fichas que representen a este

polinomio sobre el plano cartesiano.

Objetivo: dividir polinomios de grado 3 entre polinomios lineales y cuadraticos,
mediante la construccién de rectangulos alrededor del origen y siguiendo la norma

de vecindad en las fichas establecida para la construccién de estos.

Todas las operaciones algebraicas de polinomios con coeficientes enteros
siguen las reglas y procedimientos hasta ahora explicados vy, por lo tanto, la
presente guia dispone de unos pocos ejemplos en torno de la divisién de

polinomios de grado 3.

Las posibilidades de division aumentan, de hecho, se debe tener conocimiento que
el algoritmo de la divisidn acude a tener en mente que la divisién de un polinomio
p(x) = ax® + bx? + cx + d entre uno lineal de laforma q(x) = ax + f§ puede dar
constancia de residuos enteros constituidos por fichas 1, mientras si el divisor es
cuadrético de la forma q(x) = ax? + fx+y, el residuo puede conformarse con

fichasxy1.
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Los pasos para dividir un polinomio de grado tres p(x) = ax3 +bx*>+cx +d

se sintetizan en los siguientes.
Escribir el polinomio dividendo p(x) en el tablero.

Divisor de la forma q(x) = ax + . Si el polinomio divisor es lineal de la forma
q(x) = ax + B se establece una franja de ancho igual en dimensién que este
divisor y con las fichas del dividendo se arma un rectangulo alrededor del
origen haciendo que se respete el color (signo) de cada ficha. Se puede recurrir
a la ubicacién de ceros constituidos por fichas de igual valor algebraico, pero

de diferente signo.
En este caso, tan solo pueden sobrar fichas 1 y el cociente es la altura del rectangulo.

En el caso en el que dividendo sea de la forma q(x) = ax®+ Bx+y se procede

a construir el rectangulo teniendo en cuenta que pueden sobrar fichas 1 y x.

En todos los casos, la totalidad de las fichas ubicadas sobre el plano

cartesiano representan al dividendo p(x).

Ejemplo 1

Como ejemplo inicial se representa la division (x3 — x? + 2x — 4) + (x — 1).
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X3

2

-
Hin
Hin

Figura 136 Fuente propia.

En este caso se requirié el recambio de una ficha x? cuadrada por una

rectangular de igual valory signo. El cociente es x2 + 2y el residuo —2.
En concordancia con el algoritmo de la division de Euclides, esto se escribe asi:
x3—x2+2x—4=(x-1Dx%*+2)-2.
Lo que se hahecho en este juego tangible se representa en el mundo simbdélico
de modo que
x3—x?+2x—4
=x3+2x—x%2-2-2
=x(x>+2)—(x?+2)-2
=(x-1x%+2)-2.

Ejemplo 2

La divisiéon (x3 — x? 4+ 2x — 4) + (x — 2), requiere de los siguientes pasos.
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|t |t |
— | | |
L e

N
=
>
[}
-]
-]

XZ 2| .2 3

Figura 137 Fuente propia.

Elcociente es x? + x + 4 y el residuo es 4. Aqui hubo que anexarse siete pares
de ceros, pero lalecturafinalde todo eltablero es el dividendo inicial x3 — x? +

2x —4.Asix® —x?2+2x—4=(x—2)(x*>+x + 4) + 4.

En forma simbdlica, que es finalmente la que debe quedar incrustada en el

quehacer matematico de los aprendices, se escribe

x3—x?+2x—4=x3+4+x2—x*>+4x—4x—x*+2x—4
=x3+x?+4x —x?—x*>—4x+2x—4
=x3+x?2+4x—-2x2-2x—-8+4
=x(x’+x+4)-2(x*+x+4)=(x-2)x>+x+4)+4

O también por un camino similar puede escribirse

X3 —x2+2x—4=x3—-2x*4+x>—-2x+2x+2x—4—4+4
=x?(x—2)+x(x—2)+4(x—-2)+4
=(x—-2)(x*+x+4)+4
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Ejemplo 3

La division (—x3 + 3x? — 3x — 1) = (x — 2) se presenta a continuacién, pero
puede verse de antemano que —x3 +3x%2 —3x — 1 = —x3 + 2x? + x? — 2x-
x+2-3=-x*(x—-2)+x(x—-2)—(x—-2)-3=(x—-2)(—x2+x-1)—

3, como se aprecia en el grafico a derecha.

x x4 x x 1

111 x
x| | X

Figura 138 Fuente propia.

Resulta util observar, al menos en el caso de la division, la constituciéon de un
algoritmo simbdlico regio que puede aprovechar el estudiante al hacer sus
calculos. Esta riqueza, resulta ser el ingrediente que hace de la Caja de

Polinomios una herramienta util, diferente y divertida.
3.14.1 ACTIVIDAD 1

Los siguientes graficos representan unas divisiones de polinomios cubicos
entre polinomios lineales. Indique en cada caso el dividendo, el divisor y el

residuo, y escriba simbdlicamente en el contexto del algoritmo de la division.
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x 111
i

1
1 1 ]
x |2 1
X |x* 1
x |1

Figura 139 Fuente propia.

3.14.2 ACTIVIDAD 2

Calcular las siguientes divisiones empleando la Caja de Polinomios como

mediador esencial.
x—1
x3—2x?—2x—4+{x -2
x+1
x—1
2x3 +3x2 —2x+1+{x -2
x+1
2x —1
263 +3x2 —2x+1+{2x -2
1—x
x—1
x3=3x2+2x+1+x—-2
1—x
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CAPITULO 03

Calcular las siguientes divisiones y escribir para ellas el dividendo en

concordancia con el algoritmo de la divisién de Euclides:

(3 +2x2-3x-3)=+(x+1)
x3+3x2-2x+1)+(x—1)
(=2x3+3x2+x—-3)+(-2x+1)
(x3+3x2+3x—5)+ (x+3)
(=2x3+3x2+x—-3)+(-2x+1)
(—x3+2x)+(x-1)

(3 +4x2+3x-3)=+(x+1)
(x3+4x2+3x—-3) =+ (x+2)

Divisor de laforma q(x) = ax? + fx+y

En los siguientes graficos se presenta la division de un polinomio cubico

entre uno cuadréatico.

Ejemplo 1. Dividir (x3 —3x%2 + 2x — 1) +~ (x%2 — x + 2).

L]
3

X

)

-

»

-

.
H I S8
[=1[-]

Figura 140 Fuente propia.
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Asi x3-3x2+2x—-1=((x?—-x+2)(x—2)—2x+5

CAPITULO 03

=x(x>—x+2)—2(x>—x+2)—2x +5.

Ejemplo 2. Efectuar (x3 + 3x2 + 4x) + (—x? + x + 1).

Es claro aqui que

x3 4+ 3x2% + 4x

Figura 141 Fuente propia.

x3—x2—x—2x*4+x4+2x+2+4+3x-2

—x(—x?+x+1)+2(—x%*+x+1)+3x—2.

ERE
s
s~
—|=
N
[~][-]
3

Ejemplo 3. He aqui dos divisiones exactas, representadas en los graficos

siguientes.

2
xz x3 x| x x X 1
2 1
xz ;:3 X| X _.,_.2 X3 x
X ;;2 111
7.2 x3 X

Figura 142 Fuente propia.
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Como tarea adicional se propone sefialar el dividendo, el divisor y el cociente

en cada caso y expresarlos en concordancia con el algoritmo de la division.

3.14.3 ACTIVIDAD 3

Los siguientes graficos representan unas divisiones de polinomios cubicos
entre polinomios cuadraticos. Indique en cada caso el dividendo, el divisory el

residuo, y escribir simbdélicamente en el contexto del algoritmo de la divisién.

. 1 x* x

(=]
[38]

H
[-]1=]
—_ =
— =
BN
[ X3 )
==
| e

Figura 143 Fuente propia.
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3.14.4 ACTIVIDAD 4

Calcular las siguientes divisiones utilizando como mediador la Caja de
Polinomios, enseguida realice los calculos de manera simbdlica desde el
algoritmo dado por este medio y escriba el dividendo en concordancia con el

algoritmo de la division de Euclides.

x> +1
x3—2x2+3x—4+{ X2 — x
x> +x—-1

2x%2+1
2x3—x2—2x—3+{ 2x% —x
x> +x—-1

x3—x2+2x+1+{x2—x—-1

—x?+1
—x3—x?+2x+1+{-x2—-x—-1
x2+x—-1

Calcular los cocientes de las siguientes divisiones con el empleo del mediador
la Caja de polinomios y escribir el resultado en concordancia con el algoritmo

de la divisién de Euclides.

(2x3+3x2—x—-2)+(2x*+x-2)
Rx3+2x)+(x?>+x-1)
(x3—=3x24+4x—-3) ~(—x*>+x—-1)
(x3—2x2—-3x+4)+(x%2+1)
x3—x?2-3x+1)+(x%?-1)
(x3—x2-3x+1)+(1-x2)
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3.14.5 PARA RECORDAR

La division es la mas importante de las operaciones en el campo matematico,
gracias a ella conocemos si un nimero es par o primo, o si un polinomio es
irreductible o factorizable. Con el mediador la Caja de Polinomios, esta operacion
resulta divertida y congruente con los conceptos que se aprende de nifio en la
escuela, sinténicos con laidea de que dividir es sindnimo de repartir. En este caso,
el instrumento cobra un valor de rompecabezas, pero las acciones de remplazar
una ficha por otra de igual valor y la anexidn de ceros conformados por fichas de
igual area en cuadrantes de distinto valor son de alto valor pragmatico dentro del
trabajo matematico escolar y profesional. Todo esto, ligado a que, en esencia,
este recurso didactico se fundamental en la regla exclusiva de conformacion de
rectangulos alrededor del origen con fichas colindantes de igual longitud en su
lado de vecindad, permite declarar que la Caja de Polinomios es un material de
facil empleo y con alto valor pedagdgico, digno de utilizarse en todos los niveles

de escolaridad, incluso desde el preescolar.
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3.15 GUIA No. 15. Polinomios de Grado 4

La multiplicacion, la division y la factorizacion realizadas por medio de la Caja
de Polinomios fundamentan sus respectivos algoritmos en la construcciéon de
rectangulos alrededor del origeny en el principio de sustitucion llevada a cabo
entre fichas de diferente forma, pero de igual valor algebraico (Igual area). La
construccion de tales rectangulos correspondientes con p(x) debe realizarse

empleando la menor cantidad de fichas que representen a este polinomio.

Objetivo: multiplicar, dividir y factorizar polinomios de grado 4, mediante la
construccién de rectangulos alrededor del origen y siguiendo la norma de

vecindad establecida para la construccion de estos.

Todas las operaciones algebraicas con polinomios en coeficientes enteros
siguen las reglas y procedimientos hasta ahora explicados vy, por lo tanto, la
presente guia dispone de unos pocos ejemplos en torno de la multiplicacion,

la division y la factorizacién de polinomios de grado 4.

Las posibilidades de encontrar productos de grado 4 se enmarcan en los

siguientes casos:

a. El producto de cuatro factores lineales de la forma ax + b en
cuyo caso se debe recurrir a la utilizacién de la propiedad

asociativa de la multiplicacién.

b. Elproducto de dos factores cuadraticos de laforma ax? + bx +
c que se calcula de manera directa por armado del rectangulo

correspondiente.
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c. Elproducto de dos factores lineales y otro cuadratico, en el cual se

debe aplicar la propiedad asociativa de la multiplicacién.

d. El producto de un factor lineal y otro cubico de la forma ax3 +
bx? + cx + d que se calcula de manera directa, por armado del

rectangulo correspondiente.

Cualquiera que sea el caso, el calculo del producto requiere del conocimiento de
las dimensiones de las fichas. Las fichas y sus dimensiones pertenecen a las clases
que se bosquejan enseguida; en la primera filaaparecen las dimensiones de labase

y en la primera columna las de la altura de cada tarjeta o ficha.

1 x x? x
! N I -
x J,:2 .?:3 1
% _‘c4

Figura 144 Fuente propia.

En los siguientes renglones se presenta el producto (x + 1)(x — 2)(x? + x +
2) recurriendo a la asociacién de los dos primeros factores lineales; asi,

inicialmente se calcula (x + 1)(x — 2).
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x X2 |x x

1 1 x |1

1 1 1
Esquemainicial Rectangulo completo X2 —x—2

Figura 145 Fuente propia.

Dado que (x +1)(x —2) =x%2 —x — 2, el producto pedido se calcula al

multiplicar (x? — x — 2)(x? + x + 2) siguiendo el siguiente esquema:

2 1)1 2 1[1
2 11 2 111
x3 X|x xz x3 X|x x2
2| .2 3 4 4
x2| %2 x3 r" XX X X b
L RESULTADO
Esquema inicial , 1 2
Rectangulo completo x*—x°—4x —4

Figura 146 Fuente propia.

Todo esto aseguraque (x + D(x —2)(x> +x+2) =x* —x?2 —4x— 4
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3.15.1 ACTIVIDAD 1

Los siguientes rectangulos corresponden al céalculo de tres productos

particulares; indicar los factores que se operany el resultado.

x? 1
2
2 1 x 1 % 2 %
2 1
4 2
x 2 = ) X 1
4
X ;‘.’3 Xz x? x 1

Figura 147 Fuente propia.

3.15.2 ACTIVIDAD 2

Calcular los siguientes productos utilizando la Caja de Polinomios y traducir el

proceso de manera simbdlica.

x+Dx-2)x+3)(x-1) (x + 1)%(x — 2)?
Cx—-—Dx+2)(x*+x+1) (x> +3x—1Dx%?2—x+2)
(x—=2)(x3+x+1) (x—1D(x3-2)

(x? + 1) (x — 1)? (x—DE3+x2—x+1)
2x+ 1D(x—2)(x?+2) 1-2x)2—x)(x?+2)

IV. Ladivisién también amplia su abanico de posibilidades cuando el dividendo
es un polinomio de cuarto grado. El divisor se puede escoger de grados uno,

dos, tres y hasta cuatro.
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Cuando el divisor es de grado 1, o sea, de la forma ax + b, el residuo esta

constituido por fichas 1.

Cuando el divisor es de grado 2, de la forma (ax2 + bx + c), el resto puede

estar conformado por fichas 1y x.

Cuando el divisor es de grado 3, de la forma (ax3 + bx? + cx + d), el residuo

puede contener fichas 1, x y x2.

A continuacién, se presenta la divisién de un mismo dividendo entre tres

distintos divisores. Dividir

x—1
x4+ a3 —x?+x-2+] x2-1
4+x-1

La disposicién inicial, al dividir x* + x3 — x? + x — 2 porx — 1, en un encuadre

alrededor del origen, se presenta a continuacion.

1| =x
2|
_‘C4

Figura 148 Fuente propia.
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Como se ve, en la gréfica de la izquierda, sobre el que se
! : ha completado el rectangulo, el cociente de la division es
x| x3 +2x% + x + 2 yelresiduo es 0. (Cero).
El grafico, también nos acerca a la parte simbdlica de
x? s acuerdo con la siguiente cadena de igualdades.
1 x xt+xd—x?+x-2
=x*—x3+2x3 - 2x2+x?—x+2x -2
e 3 =(x*—xD+@2x3-2x)+ (x?2—x) + (2x = 2)
=x3(x—-1D+2x2(x—-D+x(x—1)+2(x—-1)
=(x-1)
=(x -1 +2x2+x+2).
3 xt
En este ejemplo se ha requerido la utilizacion de la
ficha de valor algebraico x* de dimensiones x y x3,
para efectuar la divisién.

Figura 149 Fuente propia.

A continuacién, se efectia la division (x* +x3 —x%2 +x —2) + (x2 — 1) cuya

disposicidn inicial del dividendo con las seis fichas que lo representan es la siguiente.
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En esta disposicion inicial, se resalta que la
construccion se basa en la conformacion de un
rectdngulo de base (x?—1), cuyo ancho se

establece de manera imaginaria.

En la configuracion del rectangulo, se debe tener
presente que el residuo puede estar configurado

por fichas x y fichas 1.

Al completar

Figura 150 Fuente propia.

rectdngulo, la nueva

x X3 x disposicion del dividendo asegura que el

cociente es x2 + x y el residuo es 2x — 2y en
efecto, dando paso al proceso simbdlico que

se observa en la Caja de Polinomios, se

observa que

Figura 151 Fuente propia.

xt xS —xt+x—2=x*—x?+x3—x+2x-2
=x?(x? -1 +x(x?>-1)+ (2x—-2)

=(x?-1DE%+x)+(2x—2)

=x(x+Dx-1)+2x—-2)

A continuacién, se calcula el cociente (x* + x3 —x2 +x —2) + (x3 + x — 1);

para ello se dispone el dividendo sobre una franja de anchura x3 + x — 1 taly

como se presenta en el siguiente esquema:
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Figura 152 Fuente propia.

Sobre esta disposicién cabe recordar que el residuo puede ser un polinomio
cuadratico. Al completar el rectdngulo empleando la agregacién de ceros como

comodin del rompecabezas, en el desarrollo operatorio, se observa lo siguiente:

Las fichas que reposan en el tablero

corresponden a la escritura del dividendo. En

este caso, la parte simboélica que describe el

xe proceso efectuado es el que sigue.

xt+xd—x2+x-2
=x*+x?—x+x3+x—-1-2x>+x—-1
=x(x3+x-1D+O3+x—-1)—2x>+x-1

=3 +x—1D(x+1)—2x>+x-1

Figura 153 Fuente propia.

De modo que el cociente es x + 1y el residuo —2x2 + x — 1.
3.15.3 ACTIVIDAD 3

Cada uno de los siguientes tableros se corresponde con el calculo de un
cociente; sefalar para cada uno, el dividendo, el divisor, el cocientey el residuo

y elaborar una representacion simbélica de lo ejecutado.
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11 &
X 111 111 2
x| x|x x| x =
X
X4 x3 XB xz xz x‘
? 11
2
A T
< - ’ x x* x| x?
x 1
x° l

Figura 154 Fuente propia.

3.15.4 ACTIVIDAD 4

Calcular los siguientes cocientes apoyandose en el uso de la Caja de

Polinomios y transcribir el proceso empleando la simbologia algebraica.

x—1
x4—x3+x2+x—2+{x2+x—1
x34+x—-1

x—2

x4+x3—2x2+x—1+{ x? =2
x3—x—1
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x+1
XY+ 203 —x? 4 2x -2 +{x2—x—-1
x3+x—-1

x—1
x4+x3+x2—3x+1+{ x> +x—2
x3—x%+x—1
La factorizacion de un polinomio p(x), se fundamenta en la rectangularizacion
del conjunto de fichas que lo representan; para ello, si & es el menor numero
defichas con las que se escribe al polinomio sobre el tablero puede ocurrir que
a sea un numero primo o compuesto; si es primo, la factorizacién de p(x) se
logra con un numero de fichas a + 2k, siendo k un numero natural que hace
que a + 2k seacompuesto. Sia = p X g, niUmero compuestoy siendo esa una
de las alternativas de su descomposicidn; el rectangulo que representa al
polinomio estad constituido de p filas y g columnas. Pero, es importante
asegurar, que si @ = p X q es un entero compuesto, no se garantiza que p(x)

se represente como un rectangulo de p filas y g columnas de fichas.

Por ejemplo, el polinomio p(x) = x* — x3 — 3x2 + x + 2 se escribe sobre el
tablero con 8 fichas y dado que 8 = 4 X 2 se busca escribirlo mediante un
rectangulo de 4 filas y 2 columnas; de no ser esto posible se puede requerir de

10, 12, 14, ... fichas.
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De manera simbdlica, el grafico indica que
A p(x) =x*—x3-3x*+x+2
=xt—x?—x3+x—-2x?+2
x x? =@t —x) -3 —-x)—(2x*-2)
1 I =x2(x?-1)—x(x*>-1)—-2(x%*-1)
1 e =(x?-1x*-x-2)

Figura 155 Fuente propia.

Como muestra la grafica anterior, el polinomio es completo, es decir no
requiere de la agregacion de ceros para configurar el rectangulo y de hecho

p(x) = (x?2 — 1)(x? — x — 2) y ahora se factoriza cada uno de estos factores

cuadraticos como se indica en la siguiente grafica:

x| % x| x
xr |1 1
1

Figura 156 Fuente propia.

De modo que la factorizacién completa de p(x) = x* —x3 —3x2 +x+ 2 es

p(x) = (x + D?(x — 1)(x — 2).

La factorizacion de p(x) =x*+x3—x2+1 p(x) =x'+x’—x*+1 inicia

ensayando la construccién de unrectangulo 2 X 2, lo que esimposible, ya que,
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con las cuatro fichas, lo Unico que se logra en el encuadre minimal viable que

se presenta a continuacion:

Figura 157 Fuente propia.

De hecho, el rectangulo se consigue al agregar el cero x — x como se muestra
enseguida; a la derecha aparece la traduccién simbdlica del proceso

efectuado en el célculo.

p(x) =x*+x3—x?+1

=x*—x*+x+x3—-x+1

=@t —x?+x0)+ @3 -x+1)
=x(x3—x+1D+x3—-x+1)
=x+DE3-x+1) =

Figura 158 Fuente propia.

De modo que p(x) =x*+x3—x?2+1=(x+1)(x3 —x + 1) siendo que el

polinomio x3 — x + 1 no acepta factorizacién en los enteros.

3.15.5 ACTIVIDAD 5

Factorizar con del plano cartesiano contenido en el rompecabezas, los

siguientes polinomios y transcribir el proceso de manera simbdlica.
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p(x) =x*—x3—x*+2x -1 p(x) =x*—x3 +x2—1

p(x) = x* —x3 + x* = 3x + 2 p() =x*—x2—x+1

plx) =x*—x3—x*+2x -1 p(x) =x*—x3+x2 -1

p(x) =x*— x>+ x? —3x+2 p(x) =x*—x2—x+1

pO) =x"—x® +x -1 p(x) = x* +x% —3x% —x +2
p(x) =x*+x3—6x%—4x+38 p(x) = x*+2x3 —7x? — 8x + 12

3.15.6 PARA RECORDAR

Existen infinitos polinomios que no aceptan factorizacién en nimeros enteros,
entre ellos, todos los de la forma x? + n, donde n € N; en particular x%+1,
x2+2, x?> +3,... son polinomios que no se pueden representar con un

rectangulo alrededor del origen de coordenadas.
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3.16 GUIA No. 16. Relacién Entre Perimetros y Areas

El perimetro de rectangulos que se forman anexando fichas de manera que dos
fichas vecinas coincidan en su lado de vecindad y, cuando esto no ocurra tan
solo coincidan en un vértice; es una tematica que permite dominar de manera
adecuada las dimensiones de las fichas y esto a su vez, fundamenta la eficaz

utilizacién de este mediador en el desarrollo operatorio algebraico.

El estudio de perimetros de figuras ha tenido obstaculos epistemolégicos
importantes; incluso, los griegos sostenian que el perimetro era un criterio para
calcular o comparar areas; es decir, que entre mayor perimetro tuviese una

figura acotada, contenia mayor area que otra.

Por ejemplo, los rectangulos bdasicos

’ para operar con polinomios de una
x ){2 x| |x x ! variable de grado dos y que se
) i 1 ‘! 1 presentan a la izquierda tienen
perimetros de 4x, 2x + 2 y 4 unidades

Figura 159 Fuente propia. respectivamente.

Con ellas podemos componer figuras poligonales, particularmente rectangulares,
de diferentes perimetros como las que se muestran a continuacién y que se han

rotulado con el perimetro correspondiente.
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-
’xIl
-
’!I-
-
B

4x +4 4x + 4 4x + 6
Figura 160 Fuente propia.
Las dos primeras figuras muestran poligonos con el mismo perimetro y
diferente area. De hecho, una disposiciéon de las fichas de forma que sélo
coincidan en los vértices logra figuras poligonales de mayor perimetro, taly

como se muestra a continuacion:

1
1_1 | 1 i
1

X

. X*x 6x + 10

Figura 161 Fuente propia.

Un ejercicio que tiene como objetivo la familiarizacién con las dimensiones de
las fichas estéa constituido por el diseno de formas poligonales rectilineas y el

calculo de sus perimetros.
3.16.1 ACTIVIDAD 1

Determinar el perimetro de las siguientes figuras poligonales.
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CAPITULO 03

Figura 162 Fuente propia.

A continuacion, se examina el problema de la construccidn de rectangulos de

igual perimetro con diferente area.
RECTANGULOS DE IGUAL PERIMETRO Y DIFERENTE AREA

Sean los rectangulos de diferente darea, pero igual perimetro cuyas

dimensiones respectivamente sona, b y ¢, d.

Figura 163 Fuente propia.

Como los perimetros son iguales se cumple que 2a + 2b = 2¢ + 2d, es decir

a+b=c+d.

Cuando se trata de rectangulos formados por fichas de la Caja de Polinomios
la base y la altura son polinomios de grado m y n respectivamente con

coeficientes enteros no negativos en principio, pues estamos midiendo
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distancias. Por ello y en forma similar, al tratarse de rectdngulos con igual

perimetro se debe cumplir que p(x) + q(x) = r(x) + s(x).

a(x) s(x)

z(x) r(x)

Figura 164 Fuente propia.

El problema consiste en determinar todos los rectangulos que tengan el mismo

perimetro que uno dadoy que sea construible con las fichas de la Caja de Polinomios.
Para que sea posible p(x) + q(x) = r(x) + s(x) se sigue que

grad(p(x) + q(x)) = grad(r(x) + s(x))

y al igualar los coeficientes correspondientes se resuelven las ecuaciones de los
coeficientesde r(x) + s(x) enZ* U {0}.

Ejemplo 1. Hallar todos los rectangulos con perimetro igual al rectangulo de
base ax + byalturacx + d.

Solucién

cx+d ¢ x+d’

ax+b a' x+b!

Figura 165 Fuente propia.
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(ax +b)+ (cx+d) = (a’'x+ b") + (c'x + d), en consecuencia, se tiene:

(a+c)x+(b+d)=(@+c)x+ (' +d)yporello: a’ + ¢ = a + ¢ mientras

b'+ d' = b + d que son las ecuaciones que se deben resolver en Z* U {0}.

A continuacion, se presenta el caso concreto de hallar todos los rectangulos

con perimetro igual al rectangulo de base 2x + 3y altura x + 2.

x x 11111
x x 11111 1D ] clx+d!
};2 };2 Xl x| X

2x+3 @' x+i

Figura 166 Fuente propia.

Enestecasoa’+c¢' =a+c=3yb'+d =b+d = 5.Enlassiguientes tablas

se presentan posibilidades enteras para estos valores.

a 3 2 1 0

c 0 1 2 3
b’ 5 4 3 2 1 0
d 0 1 2 3 4 5

Al combinar cada par de la primera tabla con cada par de la segunda se
consiguen todas las soluciones, de las cuales se descartan las imposiblesy las

repetidas; entre estas estan las siguientes.
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(3x + 5)(0x + 0) jImposible!, (3x + 4)(1), (3x + 3)(2), (3x + 2)(3),
Bx+1)@), Bx+0)5), 2x+5)(x+0), Cx+4)(x+1), 2x+3)(x+2),
2x+2)(x+3), 2x+1)(x+4), (2x+0)(x+5). Asi, aparecen diez

soluciones diferentes.

La grafica que sigue muestra tres de las soluciones siendo que en todos los

casos el perimetro es p = 6x + 10 para este caso.

x x |11
1)1 +3 x x 111
-+ o x+2 2 x| x|x|x|x|x
%2 2 |x|x 2 2 |x|x|=x x x
2x+2 2xt3 2x+5

Figura 167 Fuente propia.

3.16.2 ACTIVIDAD 2

Hallar todos los rectangulos con perimetro igual al rectangulo de base 3x + 3

y alturax + 3.

Ejemplo 2. Hallar todos los rectangulos con perimetro igual al del rectangulo

de base ax? + bx + cyde altura dx + e.

Solucion

g 'x4e'
agx +e

ax’ +bx +c a'x +h'x+c!

Figura 168 Fuente propia.

189



Dehecho (ax? +bx+c)+ (dx+e)=(a'x?+b'x+c')+ (d'x+e).

Es decir,

a’ = a, ecuacion que queda resuelta.

b’+d = b +d que seresuelve en Z* U {0}.

¢+ e =c+equeseresuelve en Z* U {0}.

Veamos el siguiente caso concreto. Hallar todos los rectangulos con perimetro

igual al rectangulo de base x? + 3x + 2y altura 2x + 1.

2
x x x x 111
d'x+e'
xﬂ ¥ x x 1 1 2x+1
x3 x2 x2 x2 x| Xx
P43+l a'xT+d x4

Figura 169 Fuente propia.

Enestecaso a =1;b'+d =5y + e =3 lo que determina las siguientes

tablas de posibilidades.

b’ 5 4 3 2 1 0
d 0 1 2 3 4 5
c 3 2 1 0
e’ 0 1 2 3

De modo que las posibles soluciones de laforma (a’x?+ b'x +c') x (d'x +

e')son (x? 4+ 5x + 3)(0x + 0), (x% + 5x + 2)(1), (x? + 5x + 1)(2), (x? + 5x + 0)(3),
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(2+4x+3)(x), (x?+4x+2)(x+ 1), (x2+4x + 1)(x+2), (x2+4x+ 0)(x + 3),
(x2+3x+3)2x), (x?2+3x+2)2x+ 1), (x? +3x + 1)2x + 2), (x2 + 3x + 0)(2x +
3), (x2+2x+3)(3x), (x> +2x+2)Bx+1), (x?2+2x+1)(Bx+2), (x2+2x+
0Bx+3), (x2+x+3)4x), x?+x+2)(d4x+1), (x2+x+1D)U@x+2), (x?+x+
0)(4x +3), (x2 +3)(5x), (x2 + 2)(5x + 1), (x? + 1)(5x + 2), (x? + 0)(5x + 3).

Lo que determina 22 soluciones distintas, de las cuales dos se presentan en la

siguiente figura:

x? x 1

x? x 1

3 2

x x2 x2 | x x X x X x 1]1
. ) N x x? x? x? x| x| x
x x x x

3

x x? x|

Figura 170 Fuente propia.

3.16.3 ACTIVIDAD 3

Hallar todos los rectangulos con perimetro igual al rectangulo de base

x? + 4x + 3 yaltura 3x + 2.

AREAS IGUALES CON PERIMETROS DIFERENTES

Como el titulo lo indica, este paragrafo se refiere al estudio de rectangulos
que tienen igual area, pero diferente perimetro y que puedan construirse

con la Caja de Polinomios.

Sea unrectangulo de base a yde alturab con area A = ab yperimetrop = 2a + 2b.
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Figura 171 Fuente propia.

Seac € R*,entonces4 = ab = (ac~ 1) (bc)yllamandoa’ = ac™'yb’ = bc setiene
un rectangulo de base a’ y altura b’ cuya area es A pero con perimetro que es igual a

p'=2ac™! + 2bc. Ahora queremos examinar cuéndo ocurre la igualdadp = p’.

Asi, 2a + 2b = 2ac™! + 2bc entonces, a+ b = %+ bc; luego c(a+b) =a +

bc? olo que es lo mismo: bc? — (a + b)c + a = 0; ecuacién que tiene como

solucién a la expresion:

(a+b)++(a+b)2—4ab (a+b)+.(a—b)?
€= 2b - 2b

(a+b)+|a-b|

solucién que se escribe como ¢ = p

Suponiendo que a > b se consigue que c; =% y ¢; =1 que son las dos

soluciones de la ecuacion.

Todo esto significa que, para construir un rectangulo de area equivalente a uno

a

dado, hay que multiplicar sus lados por un real positivo talque c € Rt — {1, 3},

a fin de conseguir perimetros diferentes ya que, con estos dos valores, los

perimetros son iguales.
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Se observa que las soluciones son infinitas. Ahora bien, el caso que nos atafe
e interesa ocurre cuando a y b son enteros positivos siendo A = ab, p = 2a +

2byademéasa’ € Z*, b’ € Z*, como se indica en la figura.

-1
el

aed* bLeF* a'eFr b'eFm
Figura 172 Fuente propia.

Para este efecto se aplica el teorema fundamental de la aritmética factorizando
los enteros a y b; entonces a = aflagz ...afln, b= bflbgz ...bfnm donde los a;,
b; son numeros primos diferentes entre si'y los exponentes p;, q; son enteros
positivos. En consecuencia, el édrea es igual a A=ab=
(aad? ...ab™) (b bg? ... b)) = citcy? ...c® donde cada pareja de c; son

primos distintos.

El método para encontrar los rectangulos de igual area es expresar el producto
A = ab como todos los posibles pares de factores, el primero de los cuales

oficia como basey el otro como altura.

Seobservaqueab tiener; + 1, + - + 1, = r factoresy, por lo tanto, si la base tiene

k factores, la altura contiene  — k factores, encontrando la siguiente disposicion.

No. Factores de a’ 1 2 3 e | T=3 | r—21|r—-1

No. Factoresde b’ r—1|r—-2|r—3]| .. 3 2 1
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De hecho, siguiendo el esquema presentado en el cuadro anterior, se repiten varios

rectangulos; particularmente, cuando r es impar, la mitad de los casos se repiten.

Como ejemplo, encontremos todos los rectangulos con dimensiones enteras
que posean la misma area del rectangulo de base 12 y de altura 10 unidades

de longitud, en cada caso se mediran sus perimetros.

a=12
p= 2[12+]0]: 2[22):44

Figura 173 Fuente propia.

La descomposicién en factores primosesa =12 =4x3=22x3 yb =10 =
2 X 5; en consecuencia A = 233151; luego A = ab tiene 5 factores. Asi las
soluciones posibles son: la triviala =1, b =23x3 x5 vy el perimetro es
p’ = 242.Las demas soluciones se consiguen escogiendo los casos en los que
tiene un factor, o dos factores o tres factores cuatro factores y se presentan en

la siguiente tabla.

a b’ p
2 60 124
3 40 86
5 24 58
4 30 68
6 20 52
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3.16.4 ACTIVIDAD 4

Encontrar todos los rectangulos cuya area sea igual a la del rectdngulo cuya

base mide 18 unidadesy de altura 21.

Para el caso de rectangulos formados por fichas de la Caja de Polinomios y que
representan polinomios de grado uno o superior, se realiza un estudio similar
al de aquellos con dimensiones enteras, como el ejemplo que se acaba de

estudiar, suponiendo que se factoriza sobre Z[x].

(%)

7 (x)

Figura 174 Fuente propia.

Suponemos, en este caso que, en definitiva, el area del rectangulo es

A=p()-q(x) = @5 () ..t (x)

Ejemplo. Encontrar todos los rectangulos con dimensiones polinomiales con
coeficientes enteros no negativos que tengan la misma area del rectangulo de

dimensiones p(x) = 2x%2 + 3x + 1 como baseyalturaq(x) = x2 + 2x + 1

x’ x’ x x x 1
3 £ 2 2

x x X x* x x

= x x| 2 | =

3 £ 2

xt =t x x 2 |z

Figura 175 Fuente propia.
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En este caso, el perimetro es, estoesp = 2(3x2 + 5x + 2); estoes

p = 6x%+ 10x + 4.

Ademas, la factorizacion de los lados se presenta como sigue:

p(x) = 2x + D(x + 1); q(x) = (x + 1)?

y por lo tanto el area es

A=(x+1)302x+1)

que evidencia la presencia de cuatro factores. De hecho, la solucidn trivial es

ladelados 1y (x + 1)3(2x + 1).

Las soluciones no triviales se presentan a continuacion:

p'(x) q'(x) Perimetro
x+1 2x3+5x%2 +4x+1 2(2x3 + 5x% + 5x + 2)
2x +1 x3+3x2+3x+1 2(x% +3x%2 +5x +2)

EL CASO DE LOS DESENCUADRES

Si se tiene un rectangulo formado por fichas de la Caja de Polinomios, se
pueden mover una o mas fichas de manera que queden formando un solo
cuerpo de acuerdo con las leyes de colocacién de unas fichas junto con otras.
DESENCUADRE. Se dice que un rectangulo formado por fichas tiene un
desencuadre cuando una o mas fichas se han movido de acuerdo con las leyes

de juntura con lo cual se pierde la figura del rectangulo original.

En el siguiente ejemplo se observan dos desencuadres de un rectangulo de

lados (x +2) y (x + 1).
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1
X 111 X 1 X 1
x+1
x| x x( ) 2 |x|x X x|x
(x+2) 1
Desencuadre -
Perimetro minimo Desencuadre

Figura 176 Fuente propia.

Es facil ver que cuando se produce un desencuadre se aumenta el perimetro

de lafigura.

DESENCUADRE TOTAL: un rectangulo formado por las fichas de la Caja de
Polinomios cuando todas las fichas componentes se colocan una tras otra y

tienen como uUnico punto de contacto un vértice.

El desencuadre total produce el maximo perimetro posible para el conjunto de
fichas que conforman un rectangulo. Para el rectangulo de la figura anterior, un

desencuadre total es como sigue:

Figura 177 Fuente propia.

El andlisis anterior permite establecer la siguiente desigualdad

Peri. rectangulo < Peri. desencuadre < Peri. desencuadre total.

En algunos casos es factible calcular el perimetro de un desencuadre total, por

ejemplo, en el caso en que los rectdngulos sean n Xn de diferente

197



CAPITULO 03

arquitectura, el perimetro del desencuadre total es n veces el perimetro del
rectangulo original. Este hecho se ve claro cuando la arquitectura de
cuadrados se forma con tabletas “uno” y como consecuencia su perimetro es
p = 4n vy al contar n? fichas, el desencuadre total necesariamente exhibe un

perimetrop’ = 4n? = n(4n) = np. Esto es, n veces el perimetro original.

Los siguientes recuadros presentan evidencias sucesivas de este hecho.

101 111 1
1(1 1{1]1 1
1
1

111
:
A [

|_
p=8 0 g o bl b N

1 1 1 1
pP=16=4x8=4p . . -
p=12

p'=36=4x12=4p

— ot | = =

#
-
—_
-
—=]=]=
—_
LI

1
1
1
1

p=16
p'=64=4x16=4p

Figura 178 Fuente propia.

Sila arquitectura delrectangulo n X n es diversa, ocurre igual como se aprecia

en los dos siguientes casos:
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3
] T |-
p=4x+8 * x

P = 12424 =3(4x +8) =3p || | L2 ]

1 1

p=2x%+4x+ 10
p’ =8x%+ 16x +40 = 4p

Figura 179 Fuente propia.

Ejemplo. Hallar los perimetros de todos los desencuadres del rectangulo de

base (x + 1) yaltura (x + 1).

Solucion. El perimetro minimo es 2(2x + 2) = 4x + 4 y que se consigue a
partir del rectangulo. El perimetro maximo es 4x+(2x +2) + 2x +2) + 4 =
8x + 8 = 2(4x + 4) y que corresponde al desencuadre total. Luego para todo

otro desencuadre p(x) setiene que 4x + 4 < p(x) < 8x + 8.

A continuacion, se disponen los desencuadres con sus respectivos perimetros.
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1| = 3 x| x
x XX
x2 X m x
1 dx+8
dx+6 Ex+4 Bl

Figura 180 Fuente propia.

Bx+6 x
6x+6 |1 6x43 L1 gx+g |

Figura 181 Fuente propia.

3.16.5 PARA RECORDAR

La Caja de Polinomios permite es estudio de problemas matematicos
particulares; en la presente guia, por ejemplo, se han estudiado dos problemas
fundamentales. La construccién de rectangulos de igual perimetro y distinta
area y la construccién de rectangulos de igual area y distinto perimetro;
problemas que subyacen en los grandes obstaculos epistemoldgicos que ha
tenido la ciencia y cuyos vestigios aun permanecen en algunas culturas que
siguen creyendo que el perimetro es un criterio para determinar las areas; o al
contrario que las figuras cerradas de mayor area deben también poseer el

mayor perimetro posible.
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3.17 GUIA No. 17: Algunos hechos Adicionales

La Caja de Polinomios es una herramienta pedagdgica que posibilita el
aprendizaje del Algebra de polinomios, pero también resulta un material que,
utilizado en grados de escolaridad inferior, permite el reconocimiento, la
clasificacion, la integracidn fisica de transformaciones de congruencia como
la rotacion y la traslacidon y puede advertir que el aprendizaje de la operatoria
algebraicay de nimeros enteros que estan impresas en ella, se adelanta a los
niveles citados. Insistimos, muy pronto, por ejemplo, con la ayuda de este
material, un nifo puede reconocer la existencia ideal de los nimeros negativos

y también de su operatoria.

En esta ultima guia, se ponen de relieve dos situaciones elementales que
permiten determinar la riqueza inmersa en la Caja de Polinomios; la primera
hace referencia al maximo comun divisor de un conjunto de polinomios y la
segunda a la relacidn que existe entre las cantidades de fichas requeridas en
el juego para polinomios de grados altos y los numeros triangulares

contemplados por los pitagéricos.

Objetivo: determinar que la Caja de Polinomios como herramienta de calculo,
puede explotarse en detalle en otras situaciones que requieren del espiritu

creativo y recreativo de los docentes.
l. Maximo Comiuin divisor de polinomios

Elasunto en este caso es de facil observacién, todos los polinomios que en su
forma estructural se pueden representar en la Caja de Polinomios como

rectangulos de la misma base, tienen como Méaximo comun divisor, el
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polinomio que hace de base de tales rectangulos. Este resultado emerge con
naturalidad de los procedimientos para factorizar y dividir que se han
estudiado en guias anteriores. Los ejemplos que se muestran a continuacioén

se han tomado desde la version virtual de la Caja de Polinomios.

Ejemplo 1

.
x
>
P

=
x
=
>,
x
5
= -‘J-d-
*
=
>,
x

Y
.k

x? -1 2x2—x—1
Figura 182 Fuente propia.
Los cuatro graficos anteriores aseguran sin mas ni mas, que el Maximo comun
divisor de los polinomios representados en cada caso por las tabletas, en el

plano cartesiano es el polinomiop(x) = x — 1.

Sumar es sinénimo de AGREGAR, de modo que la suma se calcula leyendo el
polinomio que queda escrito en TODO EL TABLERO (Plano Cartesiano).
Recuerde que para leer un polinomio es aconsejable retirar del plano todos los

CEROS que se produzcan.
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Ejemplo 2

x3 —4x? +4x -3

Figura 183 Fuente propia.

En este caso, los polinomios representados en las graficas anteriores tienen

como méximo comun divisor ap(x) = x? — x + 1.
3.17.1 ACTIVIDAD 1

Empleando la Caja de Polinomios, construya rectangulos que representen un
conjunto de al menos cuatro polinomios que tengan como Maximo comun
divisor los polinomios p(x) = 2x%2 —3x + 4, p(x) = —x? + x — 2, t(x) = 2x —
1,t(x) =2x—-3,u(x) =3x+2yw(x) =2 — 3x.

Sobre los numeros triangulares y su relaciéon con la Caja de Polinomios

Al emplear la Caja de Polinomios se advierte que, al operar con grados
superiores, la cantidad de clases de fichas que se requiere va en aumento, esto
es natural. En este acapite buscamos la relaciéon que se establece con los
numeros triangulares. Recuerde que un namero triangular se corresponde con

la suma parcial de la secuencia de los numeros naturales. De este modo

T,=1+2+3+-+n= n(n;l), es el n-ésimo numero triangular.
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Los tres siguientes recuadros, indican las clases de fichas que deben utilizarse

con polinomios desde el grado 1 hasta el grado 3.

|1 x 1 X 1 x x2

| | |
x AR x =

Grado 1 X e x3

Grado2 Grado 3

Figura 184 Fuente propia.

De aqui en adelante presentamos tan solo la simbologia de las clases de
fichas que se requiere para estudiar los polinomios de grado superior con

algunas tablas.

x? | x3 x? | a3 | x* 1 x |x? | 2% | x| x°
x x| x*|| 11 22| X3 x| 11| x| x| x| x| Xt
X x| x| xt|] x x| x| x| 2% x x| x| xt | X% | x®
x? x* x? x| x® x? at| X% | x®
Grado 4 Grado5 x> x6
Grado 6
1 x% | 2% | x| X% | x® 1| x | 2% | 23| x*| x% | 2% | &7
1 1] x [x®|x%|x*| x%|x°® 1 (1] x |22 | 2% | x| x% | x% | x7
x X2 a% [ x%| X5 x® | &7 x x| 23| x| x5 a% | &7 | &8
x? x| x® | x8 | X7 x2 x| x| 28 x7 | x8
x3 x° | x7 x3 x° | x7 | x®
Grado 7 x* x8
Grado 8

Figura 185 Fuente propia.

Se observa que el comportamiento del nimero de tabletas o fichas depende

de sielgradon es par oimpar.
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En el caso de n impar se tiene que el numero de fichas es f(n) = 2Tn+1 — 1,
2

siendoTn+1 un numero triangular. De este modo y aplicando la féormula
2
) | tanes

explicada para ellos, se tiene f(n) = 2Tn+1 — 1 = ZT —1=—
2

Para n par se encuentra con rapidez que f(n) = Tn+Tn,, —1, lo que al
2 2

QG+ | GrIGE*2) | _ nors
2 2 4

remplazar produce f(n) =

Asi, hemos encontrado una funcidn bivaluada que cuenta el nimero de fichas
que se requieren para representar un polinomio de grado n con tabletas en la

Caja de Polinomios; tal funcién es

nn+4)
— para n par
fv) = n?+4n-1 _
——  encaso contrario

Asi, por ejemplo, para trabajar en la caja con polinomios de grado 10 se

10(10+4)

requiere de f(10) = = 35 clases de fichas.

Para trabajar con polinomios de grado 11, se requieren de f(11) =

11244x11-1
4

= 41 clases de fichas.

3.17.2 ACTIVIDAD 2

Calcular el numero de fichas o tabletas que ser requiriera al desear trabajar
con polinomios desde el grado 5 al grado 20 inclusive y elabore un ensayo
que explique la dificultad que se presentaria para trabajar de manera

tangible con estos polinomios.
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3.17.3 PARA RECORDAR

La Caja de Polinomios permite relacionar diferentes tipos de conocimientos de
caracter matematicoy geométrico, algunas cosas que se escapan de la esfera
netamente algebraica aparecen en la intervencion explicada sobre la forma en
que se liga con los numeros triangulares, otra esta referida a las relaciones
entre areasy perimetros y de manera simpatica, como se ha explicado en esta
guia, la manera en que de modo anticipado se puede calcular el Maximo
comun divisor de un conjunto de polinomios con tan solo construir o

representar polinomios como rectangulos de la misma base.

Se da espacio a los docentes, para ver, crear y recrear diversos tipos de
actividades similares a estas propuestas, con el fin de hacer del conocimiento

matematico una tarea apasionante y divertida.

Finalmente, todo polinomio se puede representar en la Caja de Polinomios de
infinitas maneras por agregacién de ceros formados por parejas de fichas con
igual peso algebraico ubicados en cuadrantes de diferente color. En si mismo,
este instrumento es un recurso adicional de representar polinomios. Las

siguientes graficas son diversas representaciones del polinomio

p(x) = 2x* —3x + 2.
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X
22 %2

X
xz

Figura 186 Fuente propia.

==
=
[3%]

[=1[=]
[=1[=]
[ ]
H
I

En | ==

La agregacion o disgregacion de ceros es un recurso de gran utilidad en el

trabajo matematico y va ligado a cada uno de los algoritmos operativos. En

simbolos todo se traduce en expresiones como la siguiente:

p(x) =2x2-3x+2+ (¥ —x*)+ (2x—-2x) + (7 - 7)
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Ellibro Artefacto digjtal Algebraico ofrece una propuesta innovadora y rigurosamente funda-
mentada para la ensefanza y el aprendizaje del algebra escolar mediante el uso de una
herramienta tecnoldgica: la Caja de Polinomios. Esta obra articula teoria, practica pedagogi-
cay desarrollo tecnolégico, con el propdsito de facilitar la comprensién de los polinomios
desde una perspectiva manipulativa y visual, que va “de lo tangible a lo simbdlico”.

La primera parte del libro presenta la aplicacion multiplataforma desarrollada especifica-
mente para trabajar con la Caja de Polinomios. El autor detalla el proceso de disefo y progra-
macion de esta app educativa, incluyendo consideraciones técnicas relevantes y orientacio-
nes para su descargay uso en diversos dispositivos, lo que garantiza su accesibilidad y adap-
tabilidad en contextos escolares diversos.

En el preambulo, se establecen conexiones entre la propuestay los estandares curriculares
de diferentes niveles del sistema educativo: desde el preescolar hasta la media vocacional.
Esta seccién también incorpora una valiosa reflexion sobre el significado epistemoldégico y
didactico de la Caja, destacandola no solo como una herramienta tecnoldgica, sino como un
verdadero artefacto pedagogico que potencia el pensamiento algebraico.

La tercera parte del libro explora el funcionamiento del artefacto digital en términos de juego
operatorio, permitiendo que el estudiante manipule elementos representativos de los mono-
mios y polinomios, y construya gradualmente el sentido de las operaciones algebraicas. A
través de esta interaccion, se favorece una comprension mas profunda del algebra como
sistema estructurado, evitando el mecanicismo y promoviendo la significacion.

La obra incluye una serie de guias didacticas, iniciando por una guia histdrica y matematica
sobre la Caja de Polinomios, que contextualiza su desarrollo conceptual y su utilidad peda-
gogica. Estas guias ofrecen al docente propuestas de actividades estructuradas paraimple-
mentar en el aula, aprovechando las potencialidades del entorno digital.

En conjunto, Artefacto digital Algebraico se consolida como un recurso valioso para la
educacion matematica contemporanea, integrando tecnologia, didactica y epistemologia de
forma coherente. Es una lecturaimprescindible para educadores, formadores de docentes e
investigadores interesados en nuevas formas de ensefiar algebra con sentido.
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