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Introduccion

La Fisica matematica constituye una disciplina esencial para la modelacién y comprension
de los fenémenos naturales, al proporcionar el formalismo matemético necesario para la
formulacion rigurosa de las leyes fisicas y el andlisis de sus soluciones. Desde los trabajos
pioneros de Joseph Fourier en el siglo XIX [1], hasta el desarrollo de la mecanica cudntica
y la teorfa de distribuciones por Paul Dirac [2] y Laurent Schwartz [3], el uso de
herramientas matematicas avanzadas se ha consolidado como una base indispensable en
la fisica tedrica y aplicada.

El presente texto tiene por finalidad ofrecer al estudiante de nivel intermedio de pregrado
una exposicion sistematica y detallada de diversos métodos de andlisis matematico con
amplia aplicabilidad en fisica. En el primer capitulo se aborda la distribucién delta de
Dirac, concepto formalizado en el marco de la teoria de distribuciones [3], y cuya utilidad
se manifiesta en la descripcion de fenémenos puntuales y condiciones iniciales o de contorno
idealizadas o aproximadas.

Posteriormente, se introducen las series de Fourier y la transformada de Fourier,
técnicas que permiten descomponer funciones en modos armoénicos y analizar el
comportamiento de sistemas lineales, siendo fundamentales en mecédnica, acustica,
electromagnetismo y teoria de senales.

Una parte significativa del texto estd dedicada al estudio de funciones especiales de gran
relevancia en la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. Entre ellas se
incluyen la funcién error (Erf), la funcién gamma (I"), la funcién beta (B) y las funciones
elipticas de Jacobi y Weierstrass, fundamentales en problemas de oscilaciones no lineales,
potenciales periddicos y geometria de superficies [4], [5]. Estas funciones, aunque menos
conocidas que las funciones elementales, constituyen un repertorio imprescindible en fisica
matematica avanzada.

El libro también dedica una seccion central a la ecuaciéon de Laplace, cuya importancia es
transversal a multiples areas de la fisica clasica, incluyendo la electrostatica, la conduccion
de calor y la mecéanica de fluidos. Se presenta su resolucién en sistemas de coordenadas
cartesianas, cilindricas y esféricas, destacando el método de separacion de variables y el
papel determinante de las condiciones de contorno en la seleccion de soluciones fisicamente
significativas [6].

Cada capitulo incluye ejemplos desarrollados paso a paso, con el objetivo de vincular el
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formalismo tedrico con aplicaciones concretas, asi como ejercicios propuestos que
permitiran al lector consolidar los conceptos abordados y adquirir destreza en la manipulacion
de estas herramientas.

En suma, este texto busca constituir un vinculo formativo entre los cursos basicos
de calculo y ecuaciones diferenciales y las asignaturas avanzadas de fisica tedrica o
ingenieria. La comprension de los métodos aqui presentados permitira al estudiante abordar
con mayor solvencia areas como el electromagnetismo, la mecanica cuantica, la teoria de
campos vy la fisica estadistica.



1— Distribucion delta de Dirac

La delta de Dirac, o funcion delta de Dirac, es estrictamente una funcién generalizada que
se define a partir de la integral:

/00 Sz — xo) f(z)dr = f(x0)- (1.1)

(o)

Las funciones f(x) sobre las cuales se define la delta de Dirac (§(z — xo)) son funciones
infinitamente diferenciables de soporte compacto. Dentro de este conjunto de funciones se
encuentran las funciones infinitamente diferenciables de decrecimiento rapido; es decir, que
tienden a cero mas rapido que el inverso de cualquier funcién polinomial. Adicionalmente
se encuentran las funciones que toman valor solo en una region limitada del espacio de
configuraciones y se anulan fuera de dicha region. Las funciones antes mencionadas son las
que en general se trabajan en fisica. Ahora, si se elige una funcién f(x), tal que f(z) =1
para todo valor de z en una region limitada del espacio que contenga el punto xy (y que sea
cero fuera de dicha regién), entonces a partir de (1.1) se tiene que:

/OO 3z — xg) - ldz =1, (1.2)

[e.e]

o simplemente:

/Oo 5z — 29)dz = 1. (1.3)

Debido a la propiedad descrita en la ecuacién (1.3) (propiedad que cumplen las densidades
de carga o masa), la distribucién delta de Dirac se utiliza en fisica para describir densidades
para particulas puntuales (en una préxima seccion se explicard su utilidad en la descripcién
de densidad de carga para particulas). La delta de Dirac no es estrictamente una funcién;
sin embargo, se suele aproximar como el limite de una sucesiéon de funciones que tienden
a cero en todo punto del espacio, excepto en un punto donde el término de la sucesién
correspondiente diverge. Por ejemplo, se define una sucesién de funciones donde el término
n-ésimo esta dado por:
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Do( — mp) = e e—m0)?, (1.4)

N

La funcién D,,(x — x() representa una funcién que para n > 1 decrece rdpidamente conforme
x toma valores distintos de xy y adquiere su maximo valor para r = xy. La maxima amplitud
de la funcién D,,(x —1xq) se encuentra en x = 4y es n/+/m. Por lo tanto, la amplitud tiende a
infinito conforme n — oo si x = ¢ (si x # zo la exponencial decae mucho mas répido a cero
en relacién al aumento en la amplitud, ver figura 1.1). Adicionalmente, se puede comprobar
la siguiente relacién:

/ D, (z — zo)dx = l/ e @m0 gy — (1.5)

— n=1
101 n=2
— n=5
N — n=10
— n=20
= 6
<
Q
4<
2<
J T — \
01 / |\

-1.00 -0.75 -0.50 -025 0.00 025 050 075  1.00
X

Figura 1.1: Funcién D,,(x — x¢) para diferentes valores de n con xy = 0.

Ejercicio 1.1. Demostrar la relacion (1.5).

Por lo anterior, se puede establecer que

d(x —x0) = lim D, (z — zo). (1.6)

n—o0

Es posible encontrar diferentes funciones que se comporten como D, (x — xg), para las cuales
la relacién (1.6) es valida como aproximacion.
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Ejercicio 1.2. Demostrar que las funciones:

ot =20 =1 (a1 ) (1.7)

7 \n?(x —x9)2+1

o) = senn(z — xg)
gn 0) m(z — o)

cumplen la propiedad (1.3) y la equivalencia (1.6).

La aproximacién (1.6) permite visualizar intuitivamente a la delta de Dirac como una funcién
que vale cero para todo valor x distinto a zy y que tiende a infinito para = = xq; es decir,

00, six = x,

o —20) = {O sl x # xp. (1.9)

Las definiciones (1.6) o (1.9), permiten realizar la integral presentada en (1.1), restringiendo
su evaluacion a un intervalo que contenga a xg, es decir:

00 b
/ (5($—x0)f(x)dx:/ Iz — xo) f(z)dx = f(x0), (1.10)

—00

si a < xg < b. Si el intervalo de integraciéon no contiene xg, entonces se tendria que:

b
/ 3z — xg) f(z)dz = 0. (1.11)

Resumiendo los resultados anteriores, se tiene que:

b Tg), sia < xg
/5(x—x0)f(x)dx:{f( ) <o <b (1.12)

0, sizg<adbxzyg>b
En (1.12) se ha asumido que b > a. En el caso que a > b, se tendria que:

—f(xg), sib<zy<a

0, sizg<boxyg>a

/ d(z — xo) f(z)dx = — /ba 3z — xo) f(z)dx = { (1.13)

La distribucién delta de Dirac se puede relacionar con la funcién de paso 6(z) dada por:

o ) 1, six>x (1.14)
T —x) = . .
° 0, sixz<xg
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Lo relacién se da, ya que la derivada de la funcién 6(x — x) es cero en todo punto donde
x # xg, y diverge para xr = xg, es decir,

df(x — xq) _ {O, s% T # T ' (1.15)
dz 00, six =g
Al comparar (1.9) con (1.15), se puede establecer la equivalencia
df(x — xy)
o(x — = —F. 1.16
() = (1.16)

1.1. Propiedades de la delta de Dirac

Para describir las principales propiedades de la delta de Dirac, por facilidad en los calculos
se tomard zo = 0, por lo tanto la definicién (1.1) se escribe como:

/OO d(z) f(z)dx = f(0). (1.17)

Las principales propiedades de la distribucién delta de Dirac son:

1. Paridad: La distribucién delta de Dirac es par, es decir:
(—x) = (). (1.18)

Demostracién: Reemplazando 6(z) — 0(—=z) en (1.17), se tiene que:

/_25(—3: x)d \// x)(—dz)

Tr——

:[ié@ﬁ@wﬂxzﬂ-@zf@) (1.19)

2. Derivada: Si ¢'(z) corresponde a la derivada de la distribucién §(z) respecto a z,

entonces se establece
/ f(x)d (x / f(x (1.20)

Demostracién: Aplicando derivacién por partes a la parte izquierda de (1.20) con
u= f(x)y d(x) = v, se tiene que:
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| r@d@a = @i, - [ s (121)

Ya que las funciones f(z) se anulan en x — +o0, el primer término al lado derecho de
(1.21) se anula, y por lo tanto se concluye que

/f )6/ (z /f (1.22)

La anterior propiedad se puede generalizar como:

/f 6 (z)dx = ( /f (1.23)

donde el superindice (n) representa la derivada n-ésima.

3. El argumento de la distribucién delta de Dirac puede ser una funcién, en tal caso se
tiene que:

= Z |9/ ()| H0(x — ), con g(an) =0y g (xn) # 0 (1.24)
Demostracién: Para 6(g(x)), la integral (1.1) se escribe como:
I— / 5(g(x))f (z)dx. (1.25)

Por propiedades de la distribucién delta de Dirac, la integral anterior solo toma valores
diferentes de cero para puntos en los cuales el argumento de la distribucién delta de
Dirac sea igual a cero, que en este caso, corresponde a puntos para los cuales g(x) = 0.
Al ser g(x) una funcién en la variable z, pueden existir varios puntos que satisfagan la
condicién g(x) = 0; es decir, las raices de la funcién g(x), que se denominaran z,,, tal
que: g(z,) = 0. Si la funcién g(x) tiene més de una raiz, serd conveniente separar la
integral (1.25) sobre contornos alrededor de cada una de las raices, es decir:

= Z/ S(g(e) f(2)de. (1.26)

En (1.26) se ha utilizado el hecho que

[ tsnsds ~o, (127
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si la region definida entre los limites a y b no contiene puntos para los cuales g(x,,) = 0.
Por lo tanto, en la expresion (1.26) solo se tienen en cuenta intervalos de integracion
que contengan una raiz de la funcién g(z). Cada término en la suma expresada en
(1.26) representa la integral sobre una sola raiz de la funcién g(z) y N representa el
nimero de raices de la funcién g(x). El n-ésimo término en la ecuacion (1.26) se puede
escribir como:

I = / " (o) f(x)da (1.28)

n—€

Para realizar la integral en (1.28); siguiendo la definicién de la delta de Dirac, se aplica
un cambio de variable, dado por:

y = g(), (1.29)
dy =¢'(x)dz = dz= dy (1.30)
g'(x)
Adicionalmente, ante el cambio de variable propuesto, se tiene que:
fl@) = flg7' (), (1.31)

donde g~ !(y) representa la funcién inversa asociada a g(z). Asumiendo que la relacién
y = g(x) es invertible, la funcién g~!(y) representa una funcién en la variable . A su
vez, la funcién f(g~'(y)) también es una funcién en la variable y, que se denominard
simplemente como h(y). Con lo anterior la integral (1.28) toma la forma:

A

51 g ()

dy. (1.32)

donde los limites de integracién se han definido, estableciendo la relacion

Ty +€— gz, +€) = 0y,
T, —€e— g Hx, —€) = 6. (1.33)

La figura 1.2, indica graficamente lo establecido en (1.33) para una funcién creciente
en r = x,. Se debe observar que g '(x,) = y, = 0, para todo n. Por otra parte
¢ () en términos de la variable y se escribirfa como: ¢'(z) — ¢’(¢7'(y)). Entendiendo
que ¢'(g7(y)) es una funcién de la variable y, se denominard simplemente como k(y)
(¢'(g7*(y)) = k(y)). Bajo las consideraciones anteriores, la integral expresada en la
ecuacion (1.32) toma la forma:

AN ()
In—/61 5(y)mdy, (1.34)
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\ &

A

Figura 1.2: Funcién creciente alrededor de x,,.

la cual, aplicando las propiedades de la distribucién delta, resulta:

k(0)

que en términos de la variable x y las raices x,,, toma la forma:

A

52«

Y

Figura 1.3: Funcién decreciente alrededor de z,,.

(1.35)

(1.36)

El resultado expresado en (1.36) es correcto solo si ¢'(x,) # 0 y si, ante el cambio de

variable, los limites de integracién mantienen su jerarquia; es decir, si:

Ty, +€>x, —€= 0y > 01,

(1.37)

osea, para el caso en el cual y = g(z) corresponda a una funcién en x = x,, 6 ¢’(x,) > 0
(como el caso indicado en la figura 1.2). Sin embargo, si la funcién y = g(x) representara

una funcién decreciente alrededor del punto x = z,, (ver figura 1.3), entonces:

52 < (51,
adicionalmente, k(y) = ¢'(z) < 0, por lo tanto

k(y) = —|k(y)], para dy <y < dy,

(1.38)

(1.39)
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y la integral I, toma la forma:

e h(y)
b= ) WD

by L (O)

dy

|
|
T
NS
=2
—~
<
~—
>
—~
<
~—
U
<

d(y) Yy = : (1.40)
k)l |k(0)]
que en términos de la Varlable x y las raices z,, se escribe como:
I, = ,JC(L”) (1.41)
19'(%)] s,

El resultado final expresado en (1.41) es valido tanto para una funcién g(z) creciente
o decreciente en z,. Por otra parte, el resultado descrito en la ecuacién (1.41) es
equivalente al que se obtiene a partir de la expresion:

[ o= () o= (g -

Por lo tanto, se puede establecer que

I, = /_ " (@ — 3) ( gf (z) ) dz, (1.43)

[e.e]

con lo cual

Izé[n:g/i:é(x—xn)(gf( z) )dx

T o

Al comparar (1.26) con (1.44), se concluye que:

5(g(x)) = (Z u) . (1.45)

= 19 (zn)]

En fisica, en general, las funciones f(x) son infinitamente diferenciables y acotadas,
por lo cual se puede aplicar la distribucion delta de Dirac. Sin embargo, muchas veces
se trabaja con funciones que aparentemente no son acotadas, como f(z) = z. Lo que
sucede en realidad es que el espacio de estudio estd acotado, por ejemplo, f(z) puede ser
igual a la funcion x en una cierta region del espacio, y fuera de dicha regién la funcion
se anula. Esto ocurre en muchos problemas, donde no se especifica que el espacio de
trabajo estd acotado, pero atn asi se trabaja con funciones que no lo estdn (lo cual
también se usa en este texto).
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Ejercicio 1.3. Demostrar la relacion (1.23).
Ejemplo 1.1. Se tienen las siguientes funciones:

g(z) = e~ @+, (1.46)
h(z) = cos (ax), (1.47)

donde a € R es una constante. A partir de las funciones planteadas se encontrard:
a) I = [ 6 (x—2a)g(z)dz.
b) =[5 8 (h(z))f(z)de.

Solucién:

a) Teniendo en cuenta las propiedades de la distribucion delta de Dirac, se tiene que:

/ 8 (z —2a)g / §(x — 2a)g (x)dx

= 2ae~ (@1, (1.48)

b) En primer lugar se aplica la propiedad de la derivada para la funcién delta de Dirac,
tal que:

2 2
| shans@is =~ [ s ).
—2m —27

Ahora, las raices de la funcién h(x) son: cos (ax,) =0 — x, = :I:W, conn € 7.
Las raices que se encuentran dentro del intervalo de integracion (—2m,2m) son: x =

{ s 3r m

—ZL, =3 X 3L (asumiento a > 1). Adicionalmente, W' (z) = —asen (az) y por lo

tanto se tiene que:

5(h(z)) = Z 0z — x,) _ Z Sz — x,)

— W (z)] < a| sen (az, )|

{5 v+ o )+5(x—|—2 )+5<x—2—>+5(x—2—2)}
%ia( —29_3) > (1.49)

J=

@I»—‘

Por otra parte, f'(x) = 4x® — 2z, y se tiene que:

/; 5 (h(x)) f(2)dz = — i /22: (5 (x 4 W}) (4a® — 22)
i ( ( 2) = 3)m ) —9 (—Qj 2_;’)”» . (1.50)
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Ejercicio 1.4. Se tienen las siguientes funciones:

flx) =3e™™, (1.51)
1

g(x) = B o (1.52)

h(z) = 2° — 1, (1.53)

k(x) = (v — 2)(2® + 42 — 2) (1.54)

Para las funciones planteadas encuentre:

a) I = [7 6(x—3)f(x)dz.

o0

b) 1= [y 6(h(x)) ] (x)dz.
c) I = [° 6(h(z))k(z)da.
d) I = [ §(x)h(z)dz.

¢) I= [ 8" (x)f(x)dx.
f) I=[7 0 (—z)g(x)dz.

9) I= [ 5(x — a)g(a)da.

1.2. Representacion exponencial de la distribucion delta de
Dirac

En esta seccién, se define una representacion de la distribucion delta de Dirac, especialmente
util en fisica, que se presenta como una integral de la funcién exponencial con argumento
complejo. Para lograr dicho objetivo, inicialmente, se considera la funcién Fr(x—xg) definida

a través de la expresion:

I
Fr(z —xy) = / eile=zolt .

La integral anterior se resuelve facilmente por integracion directa, obteniendo:

Fr( — 29) = — [e(—)t)]TT (1.55)

o |i(z — xo
_ lsen(T(:z: — xo))‘

P (1.56)

La funcién Fr(x) tiene un méximo global en x = zg, el cual depende directamente del valor
de T': a mayor T', mayor méximo global. Ademads, para valores grandes de z, la funcién Fr(z)
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tiende a cero. Especificamente:

lim Fr(z —x0) — 0, (1.57)
T—r00
lim Fr(z — x¢) — oo. (1.58)
T—o0

La Figura 1.4 muestra una representacion grafica de Fr para distintos valores de T', centrada
en o = 0.

Grafica de la funcién Fr(x — xo) para varios valores de T

1.501 T=05
T=2
1.254 —— T=5

1.004

0.504

0.25+

oo o TR o=

—0.251

100  -7.5 -5.0 -2.5 0.0 25 5.0 75 10.0

Figura 1.4: Funcién Fr(z — xg) centrada en z¢ = 0.

Por otro lado, para la funciéon Fr se cumple:

/ " Fplo — ao)dn = © / = sen(T(w = 20)) (1.59)

s 00 T — 2o

—00

La integral anterior se resuelve realizado el cambio de variable: y = T(z — z0) = dv = %,

por lo que:
oo 1 o0
/ Fr(z — xy)dx = —/ Mdy.
™ Yy

—00 —00

Ahora, expresando la funcién seno en su forma exponencial, se tiene:

00 1 o0 ix o0 ,—iT
/ Fr(x —xo)de = — (/ e—dy —/ ‘ dx) )
e 72 \J_oo T oo T

donde, al cambiar x — —z en la segunda integral, resulta:

/ Fr(z —xo)dx = —— (/ € da + / e—dm)
e T2t \J_o T oo T
S (/ e—dx) . (1.60)
T \J_o T
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yA

Cr

A
y
&

R I \'ée Vl2 R

Figura 1.5: Contorno de integracién.

La integral en (1.60) se puede resolver empleando integracién compleja. Para ello se considera
una integral completa sobre un contorno C' (ver Figura 1.5), dada por:

Cdz = e—dz+/e—dz+ e—dz+/ < de. (1.61)
z I z Ce z I z cr z

En la Figura 1.5, se observa que sobre las trayectorias [; y Iy, el argumento z es real (z = x).
Las trayectorias C y C'r corresponden a semicircunferencias de radios € y R, respectivamente.
Asi, en las trayectorias semicirculares es conveniente expresar z en su forma polar: z = ee®
para C, y z = Re” para Cg. Con esto, la integral (1.61) se expresa como:

iz € _ir 2r ieet?
- / e+ / C i do
z _R T ~ €€l
R _ix 0 _iRe®
¢ € - i
—k/6 ?dqu/7r it iRe"”do
€ 6”C m .10
:/ —dz—i—z'/ e’ db
-R T T
Reix 0 i
+/ —dz+i/ e dp. (1.62)
€ x s
Al tomar el limite cuando € — 0, resulta:
eiz ) € giw . 27 et
—dz = lim —dz +1 e’ do
z e—0 _R I -
R ei:E 0 6
+/ —dz+i/ et d@)
€ x ™
0 eim . 27
= / —dz +1 / do
-R T T

Reix 0 ]
+/ —dz—i—i/ gificosto—Rsend gg. (1.63)
0 ™

X
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Si se toma el limite R — oo, la tultima integral se anula debido a la presencia del término

e~ fsent v 1a expresién se simplifica a:

eiz 0 eix 27
—dz = lim </ —dz—l—i/ do
z R—o0 _R I -
R _ix 0
+/ e—dz—l—z/ eiRcosee—RsenﬁdQ
0 x T
0 T 2w oo ix
:/ e—dz—i—i/ d0+/ C d
_ T - 0 T

o0
o

e
= / —dz +im.
o T
Por lo tanto, se concluye que:

0o ix iz
e e .
/ —dz:j{—dz—m
oo T z
12

= 2miResf(z) — im = 2mwi lim z— —iw
z2—=0  zZ

= 27, — 1T = 7.

Finalmente, al sustituir (1.65) en (1.60), se obtiene:

oo 1
/ Fr(z —xo)dx = —mi = 1.

o i

A partir de las propiedades expresadas en (1.58) y (1.66), es posible establecer que:

§(x — x0) = lim Fr(x — xo),
T—o00
es decir:

2

1 [~ .
0z —z9) = / !0t gt

—0o0

1.3. Distribucién de Dirac en dos y tres dimensiones

La distribucién delta de Dirac en tres dimensiones se define por medio de:

/Va(f_ 7o) f(F)dV = {f<Fo>, sim eV,

0, SIFO¢V

Y adicionalmente, debe cumplirse que:

/5(?- 7)dV =1,

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

(1.70)

donde la integral se extiende a todo el espacio. La forma explicita de la distribucién (77— )

dependera del sistema coordenado en el cual se este trabajando.



24 Distribucion delta de Dirac

Coordenadas cartesianas

En coordenadas cartesianas, la delta de Dirac en tres dimensiones, en términos de delta de
Dirac definida en una dimensién, se expresa como:

0 —70) = 0(x — 0)0(y — 0)d(2z — 20), (1.71)

donde x,y, z son las coordenadas cartesianas del vector ¥y g, yo, 20 son las coordenadas
cartesianas del vector 7. Considerando que el diferencial de volumen en coordenadas cartesianas
se escribe como dV = dzdydz, entonces la propiedad (1.70) toma la forma:

/6(F 0)dV = /(5x—:1:0da:/ oy — ygdy/ d(z — z0)d (1.72)
v

En caso que el volumen de integraciéon sea ﬁnlto, el resultado de la integral (1.70) serd
diferente de cero (concretamente igual a uno), solo si el punto (zo, o, 20) este dentro del
volumen de integracion. De igual forma, la distribucién delta de Dirac para el caso bidimensional
en coordenadas cartesianas se define como:

o(r" = 7o) = 0(z — 20)0(y — Yo), (1.73)

y se cumple que:

/ 5(F — 7o) dA = 1, (1.74)
donde dA = dxdy, y la integral se realiza en un regiéon de area A que contenga el punto

(x0,Y0) (en caso contrario la integral serd cero).

Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas se definen con las variables (p, ¢, z). El diferencial de volumen en
estas coordenadas, se expresa como dV = p?dpdf, y por lo tanto, la integral (1.70) se puede
escribir como:

/5(?— 7o)V = /5(F— 7o)p*dpdf = 1. (1.75)
La relacién (1.75) se obtiene si se define
§(F — 7)) = WW — 00)0(2 — 20), (1.76)

ya que, en este caso, la expresion (1.75) toma la forma:

0 o 2T 0o
/(5(77_ 7o)dV = / wp%p/ 5(0 — QO)dQ/ 3z — 20)dz
0 0 -

_ \/OOO 5(p— po)dp/\/:ﬂ 5(0 — 0,)d0 /Oo 5(z—z)dz=1.  (L77)

—00
7\
-~ -~

1 1 1

J/
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Nuevamente, si el volumen de integracion en (1.77) es finito, el punto descrito por (pg, 6, Zo)
debe estar dentro de dicho volumen para que la integraciéon dé como resultado el valor de
uno; de lo contrario, el resultado sera cero.

Coordenadas esféricas

En coordenadas esféricas (r,6,¢), la delta de Dirac también debe cumplir la propiedad
(1.70). Considerando que el diferencial de volumen en coordenadas esféricas se escribe como
dV = p?sen Odpdfde, se tiene:

/5(77'_ 70)dV = /5(77’— 7o)r?* sen Odrdfde = 1. (1.78)

Por ello, se puede establecer que:

57—y = )0 )y (1.79)

r sen f

ya que asi, la expresién (1.75) toma la forma:

0o T 2
/5(77_ ) dV = / Mrzdr/ M sen 9d9/ d(¢ — ¢o)do
0 0 0

72 sen

_ / 50— ro)dr / " 50— 8o)do / Tao—ddo=1.  (Ls0)

ANG ANG
-~ -~ -~

1 1 1

Al igual que en los casos anteriores, y por las propiedades del la delta de Dirac, si el volumen
de integracion en (1.77) es finito, el punto descrito por (rg, 0, ¢o) debe estar dentro del
volumen de integracion para que el resultado de la integral (1.77) sea uno; de lo contrario,
el resultado sera cero.

1.4. Delta de Dirac como densidad de carga

En fisica, una de las aplicaciones importantes de la delta de Dirac es su utilidad en la
representacion de cargas puntuales en términos de densidad de carga. Se puede intuir que
una particula es como un cuerpo cuyo volumen tiende a cero, por lo que es posible definir una
densidad de carga para dicha particula, que es cero en todo punto excepto en aquel donde
esta localizada la carga, en cuyo caso la densidad tiende a infinito. Asi, para una particula
ubicada en la posicién 7, se tiene:

(1.81)

)]
—
=l
I
S

——
o
wn
—
!

S
?1
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La representacién anterior se asemeja a la manera intuitiva de entender la delta de Dirac
presentada en (1.9); ademds, cumple que:

1
—/ p(F)AV = 1, (1.82)
Qr Jv
si la densidad corresponde a una densidad de carga y donde ()7, representa la carga total

en el volumen V. Por lo tanto, la densidad de carga para una particula con carga g se puede
expresar en términos de la delta de Dirac como:

p(7) = qo(F — 70) (1.83)

La relacién (1.83) requiere que la distribucién de Dirac posea dimensiones, de tal manera
que se cumpla:

/ oAV = g / SF—)dV =g sifpeV. (1.84)
v v
Dado que el volumen tiene dimensiones de longitud al cubo, la delta de Dirac debe tener

unidades de L=3. Sin embargo, si se trabaja en un espacio de dos dimensiones, la integral
(1.84) se reemplaza por:

/ o(F)dA = q / §(F—)dA=q, sifye A, (1.85)
A A

donde o representa la densidad superficial de carga y, por lo tanto, la delta de Dirac definida
en dos dimensiones tendrd unidades de 1/L?. En una dimensién, la integral se formula como:

b b
/ Az)dr = q/ d(x —xo)dxr =¢q, sia<mzy<b. (1.86)

Aqui, \ representa la densidad lineal de carga y la delta de Dirac tendra unidades de 1/L.

En el caso de tener N cargas en el espacio ubicadas en las posiciones 7; (j = 1,2,...,N), la
relacién (1.83) se generaliza en la forma:

) = 3 b7~ 7). (1.87)

Si se trabaja en dos dimensiones, la densidad de carga sera superficial y, por lo tanto, la
relacién (1.87) se convierte en:
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y{x
+q +q
R |
1 ! '
. @) T b
: o
! LT
T Lo
: T_"3 T4 1 !
1 L
1 1 '
1 '
............. ’ \/
+q +q
]

o) =Y 4;6(F = 7). (1.88)

Para una dimension, se tendria:

Az) = Z 4;0(x — ;). (1.89)

Ejemplo 1.2. A lo largo de un cuadrado de lado L se colocan 4 cargas de igual valor:
¢ = q, donde i = 1,2,3,4. El origen del sistema coordenado se encuentra en el centro del
cuadrado (ver figura 1.6). Para el arreglo planteado se encontrard la densidad de carga en:
a) Coordenadas cartesianas, b) coordenadas cilindricas, ¢) coordenadas esféricas.

Solucion:

a) Coordenadas cartesianas: Ubicando el origen del sistema en el centro del cuadrado,
las posiciones de las cuatro particulas se definen por:

G =q— T =L/2+LJ2j, (1.90)
Gop=q— 7 =—L/2i+L/2j, (1.91)
s =q— 7y =—L/2i — L/2], (1.92)
Gu=q—=1L/2—L1/2]. (1.93)

En tres dimensiones, la componente z para cada particula es cero, resultando en una
densidad de carga de la forma:

q [Z O = 75)| =4 [Z Sz = 23)6(y — ui)o= ~ 5]

q6(z — L/2)0(y — L/2)6(2) + qd(z + L/2)d(y — L/2)é(2)
+qd(x + L/2)6(y + L/2)5(2) + qd(x — L/2)6(y + L/2)5(2). (1.94)

p(r)
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En dos dimensiones, para expresar la densidad superficial o, se elimina el factor §(z),
resultando en:

o(r) = q6(x — L/2)0(y — L/2) + ¢d(x + L/2)6(y — L/2)
+qo(z+ L/2)6(y+ L/2) 4+ qd(x — L/2)d(y + L/2). (1.95)

b) Coordenadas cilindricas: En coordenadas cilindricas {r,0, z} (donde se utiliza v en
lugar de p para evitar confusion con la densidad volumétrica de carga), las posiciones
de las particulas son:

Q1:q_>(L/\/§’7T/4’O)7 ( )
QQ:q_><L/\/§737T/470)7 ( )
¢ =q— (L/V2,51/4,0), (1.98)
g1 =q— (L/V2,77/4,0). (1.99)

La densidad de carga en este caso se expresa como:

o) = [_Z o7 - m] ~ 4 [Z )5 — 0,10 - z/ﬂ

_ qwg/—f%@a(e o ja)6(2) + 2 L/I\’}\/_) (6 — 37/4)5(=)
o L‘/L}ﬂ (0 — 57/0)5(2) + ¢ ; /f//—\f) 0 —77/4)5(2).  (1.100)
En dos dimensiones (coordenadas polares), la densidad superficial de carga o es:
o(F) = qwg/—l}@aw (e + U /Lfm (6 3m/2)
1A= Lv2) L/Lf/f) (6 — 57/4) + q#a(e —Tn/4). (1.101)

c) Coordenadas esféricas: En coordenadas esféricas {r,0,¢}, las posiciones de las
particulas se definen como:

QI:q_><L/\/§77T/277T/4>7 ( )
G =q— (L/V2,7/2,31/4), (1.103)
QB:q%(L/\/Eaﬂ—/Qa‘BW/ZL)v ( )
Q4:q_><L/\/§77T/2777T/4)' ( )
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La densidad de carga se determina a partir de:
! : o(r—rj)
- ?_ 7Y = S VA _ 0. _
o) = [}Flja(r m)] q [E o, 000~ 6506~ 60)

5(r — L/V2) 5(r = L/\V2)

= QQW(S(H —7/2)0(¢p — 7/4) + QQW(S(G —7/2)0(¢ — 37 /4)
zng"se_n—mé(e —7/2)0(¢ — 5 /4) + 2q§(27“8;n—f7/7ﬁ))5(9 —7/2)0(¢ — T /4).

(1.106)

Ejercicio 1.5. Se tiene una pirdmide con base cuadrada de lado L y altura H. En los vértices
de la base se ubican 4 cargas de igual valor ¢; = q (i = 1,2,3,4), y en el vértice superior
hay una quinta carga con valor g5 = —2q. Para esta configuracion, determine la densidad de
carga en: a) Coordenadas cartesianas, b) coordenadas cilindricas, ¢) coordenadas esféricas.
Considere que el origen de coordenadas se encuentra en el centro de la base de la piramide.

Figura 1.7: Ejercicio (1.5). Cinco cargas ubicadas en los vértices de una pirdmide.

Ejercicio 1.6. Se tienen ocho particulas cargadas ubicadas en los vértices de un cubo de
lado a. El origen del sistema coordenado se ubica en el centro del cubo (ver figura 1.8).
Para el sistema planteado, encuentre la densidad de carga en: a) coordenadas cartesianas,
b) coordenadas cilindricas, c) coordenadas esféricas.

z

PR
i :

Q

eyl )

<

-

)

Figura 1.8: Ejercicio (1.6). Ocho cargas ubicadas en los vértices de un cubo.

Ejercicio 1.7. Encuentre la densidad de carga superficial en coordenadas cartesianas vy
polares, para la configuracion de cargas indicada en la figura 1.9.
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Figura 1.9: Ejercicio (1.7). Cargas ubicadas en los vértices de un tridngulo.



2— Series de Fourier

Las series de Fourier representan una de las herramientas matematicas mas poderosas en el
estudio de funciones periddicas. Su desarrollo, iniciado por el matematico Jean-Baptiste
Joseph Fourier a principios del siglo XIX, ha transformado nuestra comprension de la
periodicidad y la descomposicion de funciones complejas en sumas de funciones sinusoidales
mas simples. Las series de Fourier tienen multiples aplicaciones, se utilizan para descomponer
senales en sus componentes de frecuencia, lo que es fundamental en el diseno de filtros y
modulaciones, analisis de audio, telecomunicaciones, procesamiento de imagenes, analisis de
circuitos eléctricos y en la representacion de ondas electromagnéticas, mecanica y vibraciones,
entre otras. La versatilidad de las series de Fourier las convierte en una herramienta invaluable
en muchas édreas de la ciencia y la ingenieria. Concretamente, una funcién f(x) periddica con
periodo L se puede representar como una serie de Fourier de la forma:

F(a) = ap + i (an cos (QWL”:”) + b, sen (%L”x)) . (2.1)

n=1

La expansién en series de Fourier para una funcién periodica es posible por la propiedad de
ortonormalizacion de las funciones senos y coseno que se estudiard a continuacion:

2.1. Propiedad de ortogonalidad de las funciones Seno y
Coseno

La propiedad de ortogonalidad para las funciones seno y coseno, se define por las siguientes

integrales:
Lao 2nmw 2mmx L
dr = —6um, 2.2
/IO sen( 7 )sen( 7 ) x 5 (2.2)

Lo 2nmr ) ( 2mnx ) L
Ccos Cos dr = —0Oum, (2.3)
/a:o ( L L 2
Lo 2 2
/ sen < mrx) cos < mwx) de = 0Vn,m. (2.4)
» L L
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La demostracién de los resultados expresados en (2.2) a (2.4), se puede hacer teniendo en
cuenta que todas las integrales tienen productos de funciones senoidales y cosenoidales, y es
posible hacer uso de las identidades trigonométricas

senAsen B = % (cos(A — B) —cos(A+ B)), (2.5)

cos Acos B = % (cos(A+ B) + cos(A — B)), (2.6)
1

sen Acos B = 5 (sen(A + B) +sen(A — B)). (2.7)

A continuacién se demostrard la condicién de ortonormalidad (2.2) dejando como ejercicio
al lector la demostracion de las relaciones (2.3) y (2.4). Haciendo uso de (2.5), la expresion
(2.2) se puede escribir como:

/L”O conl 2nmx <onl 2mmx dp — E/L”O o 2(n—m)rz
N L L 2/, L

L+xo 9
- / Cos (M) dz, (2.8)

dado que n,m € Z, entonces n —m =1€ Z y n+m = k € Z. En términos de los indices k
y [, se tiene que:

/Lﬂose nmwx o 2mmnx g _1/L+’”0 cos 2lmx cos 2kmx J (2.9)
5 n 7 n 7 x—2 5 7 7 . .

Las integrales involucradas en la parte derecha de las expresion (2.9) estan dadas por:

/L—HEO cos <2k7ra:> de = i sen (21{77“)
0 L 2km L -
L <sen <2k:7r (L+ :co)) en <2k:7rxg>>
L L
= % <sen <2k7r + 2kzazo> — sen (21@7[7/3:0))
2kmxg 2kmxg
(sen< i > _sen( i ))

2
= 0, (2.10)

L+xo
/ cos (mﬂ) dx =0, (2.11)
20 L

L+xg

y de igual forma
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donde se ha tenido en cuenta la periodicidad de la funcién seno (sen (2km — o) = senav). Al
reemplazar los resultados establecidos por (2.10) y (2.11) en la ecuacién (2.9), se determina
que para n # m, la integral en estudio se anula; es decir:

Lo 2 2
/xo sen ( n;/rx) sen < nzms) dx = 0. (2.12)

Ahora, para n = m, la integral en estudio toma la forma:

feo 2 2 1 [l 4
/xo sen( n;ms) sen< ngr:v) dx:§/xo (1—005( ngr:r))dx (2.13)

Por el mismo procedimiento realizado para llegar al resultado expresado en (2.10) y (2.11),
se puede establecer que

L+xg
/ cos (4nmc) dr =0, (2.14)
20 L

por lo tanto se tiene que:

/LJ“'”O nmwx 2nmx p 1 /L”O g L (2.15)
sen sen r = = T = —. )
20 L L 2 /a0 2

Los resultados expresados en las ecuaciones (2.12) y (2.15) demuestran la propiedad de
ortogonalidad establecida en la ecuacién (2.2).

Ejercicio 2.1. Demostrar las relaciones (2.3) y (2.4).

2.2. Determinacion de los coeficientes asociados a la expansion
de Fourier

Para determinar univocamente una expansion de Fourier para una funcién dada, es necesario
determinar los coeficientes ag,a, y b, asociados a la funcién correspondiente f(x). Para
determinarlos se hace uso de las propiedades ortonormalizacion de las funciones seno y
coseno, teniendo en cuenta el siguiente procedimiento:

» Para encontrar la expresion para g se integra (2.1) en la variable x para un periodo
L, con lo cual se tiene que:
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L+xo L4z
/ flz)dx = / ag dx
xo o
L+xo 2 L+xo 2
> an, / cos( 7m:v> dx b, / sen( ij) dx
+ Z Jzo L + o L

i - s

g g

n=1 0 0

L+xg L
= CLO/ dr = an, (216)
xo

entonces, se tiene que

ap = g/ HO f(z)dx. (2.17)

» Para determinar el coeficiente a,, se multiplica la expresién (2.1) por cos (2”%) y el

resultado se integra sobre un periodo L en la variable z, tal que:

L+xg 2 L+xg 2
/ f(x) cos ( w;na:) dr = ao/ cos ( ng) dx
o xo
0
[e.e]

Ltzo 2mma 2mnx
+ Zan/x cos( 17 >cos< 7 )d:p (2.18)

n=1 0

L
55mn

= Lo 2 2
+ an/ cos( 7rm:n> sen( an) dr (2.19)
= 20 L L

L& L
= 2;%5,% = Sm, (2.20)

donde se ha tenido en cuenta las propiedades de ortonormalizaicién de las funciones
seno y coseno. Con lo anterior se tiene que:

A = %/LHO f(x) cos <27r2n$) dx. (2.21)

Zo

» Ahora, para encontrar el coeficiente b, se procede a multiplicar la expresién (2.1) por

sen (2”%) y se integra en un periodo L en la variable x, tal que:
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L+xgo 2 L+xg 2
/ f(zx) sen ( wmx) dr = ao/ sen < 7rm:1:> dx
20 L 20 L

0

o0

Ltzo 2rmax 2mn
n d
+ nz::l a /xo sen ( I ) cos < I > X
0
> Ltzo 2Tme 2mne
by, d
+ nz::l /xo sen < 7 > sen < 7 > T
%57)’1,1’1,
L & L
= — bnmn = —bm. 2.22
5 n; 5 (2.22)
por lo tanto se tiene que:
2 [Ltzo 2rmx
b = — ) sen dx. 2.23
2 e sen () (229

En resumen los coeficientes que definen la expansiéon de Fourier de la funcién f(x), con
periodo L son:

L+xo

ap = %/ : f(z)dx (2.24)
(2 0

0 = %/+ F(x) cos (27;"”“") da (2.25)
L+xo

b, = %/mo : f(x)sen (27?2137) dx (2.26)

Ejemplo 2.1. Se tiene la siguiente funcion periodica:

(@) :{ 1 para 0 < x < L/2,

0 para L/2 < x < L. (2.27)

Para la funcion planteada se requiere encontrar los coeficientes ag, a, y b, que definen la
expansion de Fourier asociada.

Solucion: La funcion en estudio presenta un periodo L y los coeficientes ag, a, y b,, vendrdan
dados por:
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» Para calcular el coeficiente ay se utiliza la relacion (2.24) y se tiene que:

1 L+xg
a =7 /xo f(z)dx

L/2 L
/ 1dx +/ 0dx
0 L2

l\D.IH N~ =

» Teniendo en cuenta la relacion (2.25), el coeficiente a,, vendrd dado por:

2 [hHwo 2
anzz/m f(x)cos( W[iw) dx
2 [ (L2 2 L 2
= — / cos( 7T7’L93) dx—l—/ OCOS< 7mx> dz
L\ J, L L2 L
2| L 2mna\ 15/
= — | =—sen
L |27n L 0
2 L
=7 53— (sen (mn) — sen (0))
1
=—-0=0 paran#0
™m

» Teniendo en cuenta la ecuacion (2.26), el coeficiente b, vendrd dado por:

b, = %/OLf(:c)sen <27T£m) dx
2 (L2 2mnx
:Z/o sen( 17 ) dx
2 L 2mna\ 12
2w (),

2
=5 (cos(mn) — cos(0))
1

——— (1" - D).

Por lo tanto
0 para n = par,

b":{ 2 para n = impar
o P = par.

A partir de los resultados anteriores se tiene que:

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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Figura 2.1: Ejemplo (2.1). Representacion grafica de la expansién de Fourier (2.33) con L = 2, para diferentes
valores de N (cota sumatoria)

} %+i e (5 )): (2:3)

El resultado expresado en (2.33) se grdfica en la figura 2.1, para un periodo L = 2, acotando
la sumatoria con un nidmero finito de términos (N ).

Ejemplo 2.2. Se tiene la siguiente funcion periodica f(x):

1, - Lc<cp<i
) = ’ 3 6’ 2.34
/(@) {O, L<ao< 2 (2:34)

Para la funcion planteada se encontrard los coeficientes asociados a la expansion de Fourier.

Solucion: El periodo de la funcion se determina a partir de:

2L L
Periodo = 5 <_§) =L, (2.35)

por lo tanto el periodo es L y el coeficiente ag vendrd dado por:
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(2.36)

Para el coeficiente a,,, se tiene que:

2 /L/G (27mx)d N 2 /2L/30>< (27mx)d
a, = — cos T+ — cos x

L) 13 L L s L
2| L omna\ %/

= — |—sen
L | 2mn L 13
2 L (ﬁn) 2mn

=—.—|sen(— ) —sen | ——
L 2mn 3 3
1 ™ 2mn

- _ - ) 2.
— (sen<3>+sen( 3 )) (2.37)

Ahora, el coeficiente b, se determina a partir de:

5 2 /L/G <27ma:) Qe+ 2 /2L/30 y <27an> J
n = — sen T+ — sen T
2 L 2mnx L6
= — |- cos
L 2mn L 13
2 L (7rn> 2mn
=——+.——|cos|{— ) —cos| —
L 2mn 3 3
1 ™ 2mn
_ Ay Z0e ) 2.38
7m(cos.<3> cos( 3 )) ( )
Por lo tanto, la expansion en serie de Fourier para la funcion en estudio, serd:
1 1< 2 2
flz) = B} + . Z {sen (%) + sen (_gn) } cos ( WLMC)
1 i <7m> 2n 2N
- — cos|— ) —cos | — sen .
™ £~ 3 3 L

El resultado expresado en (2.39) se grdfica en la figura 2.2, para un periodo L = 2, acotando
la sumatoria con un nimero finito de términos (N ).

—~

2.39)
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Figura 2.2: Ejemplo (2.2). Representacion grafica de la expansién de Fourier (2.39) con L = 2, para diferentes
valores de N (cota sumatoria).

Ejemplo 2.3. Para la funcion f(x) definida por:

fla) = {x —F<a<h (2.40)

L
0, 0<$<§,

se encontrard los coeficientes ag, a, y b, asociados a su expansion de Fourier.

Solucion: El periodo de la funcion planteada es L y por lo tanto el coeficiente ag vendrd
dado por:

1 1 0 L2
1 - d d
L/L/Qf "L </L/2x x+/0 ! w)
1 |z L?
“I|2 M (0‘ (?))
_ _g (2.41)

Para el coeficiente a,, se tiene que:

2 2 2
ap = — f(z)cos ( WHSC) dx

L —L/2 L
0 L2
= 2 / T COS (27rn:c) da:+/ 0 - cos (27””:) dzx
L\J_rp 0 L

2 [° 2
= —/ chos( 7m:1:> dx. (2.42)
L —L/2 L
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Ahora, aplicando integracion por partes en la integral de (2.42), tomando u = x y dv =

coS (2”%) dx, se tiene que:

L 2mnx
= = 24
du=dzx, v 5, Sen ( 7 ) : (2.43)

con lo cual la integral (2.42) se puede escribir como:

2 L 2mnz\1° 2 / 0 L 2mnx d
a, =— |r-——sen - — ——sen x

L 2mn L L2 L J 12 2mn L

92 0 L L ( ) 2 L L omnz\ 1"

. — —— . — .86 — — — ¢« ——— | ———— COS

L 2 2mn S L 2mn | 2mn L _L)2

L. (2.44)

Para el coeficiente b, se tiene que:

o L/

2mnx
b, = — ) sen dx
LJ 1) () ( L )

2 [° 2
= —/ a:sen( an) dx (2.45)

Nuevamente, usando integracion por partes, con u = x y dv = sen (2”%) dx, se tiene

L 2mnx
du =dz, v= —g.- 08 ( 7 ) : (2.46)

con lo cual la integral (2.45) se resulta en:

b _2 T —i CoS 2mar) 1’ +2/0 i cos 2mnz dx
"L 2mn L 12 L J_p2 \2mn L

L(-1)" [2 L? 27mx] 0
= - + | = sen
—L/2

21 L (27n)? L
L(=1)"
=— . 2.47
2mn (247)
Los resultados anteriores se resumen en:
L
L n
n = 5y (1= (=1)") (2.49)
L(—1)"
b, = _L=r ' (2.50)

2mn
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——|N=5 LN LN /\

01 N =100 / ~ <=

Figura 2.3: Ejemplo (2.3). Representacion gréfica de la expansién de Fourier (2.51) con L = 10, para diferentes
valores de N (cota sumatoria).

Por lo tanto, la solucion en serie de Fourier para la funcion en estudio, es:

) = —g + g (ﬁ (1— (—1)") (Cos (2”%)) - % <Sen <2”#>>) (2.51)

El resultado expresado en (2.51) se grdfica en la figura 2.3, para un periodo L = 10, acotando
la sumatoria infinita con un nimero finito de términos (N ).

2.3. Serie de Fourier en términos de funciones exponenciales.

Una forma alternativa de la serie de Fourier se obtiene reemplazando las funciones seno y
coseno por su equivalencia exponencial, es decir:

cos (ax) = ﬁ, (2.52)

woxr _ ,—iox

sen (ax) = — (2.53)

Reemplazando las anteriores expresiones en (2.1), se tiene que:
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separando las sumatorias se tiene que

f(x) =ao+ Z Ane Tt 4 Z Afle’i%Lm, (2.56)
n=1 n=1

al realizar el reemplazo n — —n en la segunda sumatoria en (2.56), se puede establecer que:

f@)=ag+ Y A T+ Y AT T (2.57)
n=1

n=-—1

redefiniendo las constantes A,, A y ag por:

A, paran > 0,
C,=4¢ A*, paran <0, (2.58)
ag para n = 0,

la ecuacién (2.57) toma la forma:

e 9]
fla) =Y Coe™ i (2.59)
n=—oo
La expresién (2.59) representa la expansién en serie de Fourier en forma exponencial. Los
coeficientes (', determinan completamente la expansion de Fourier. Para encontrar los coeficientes
C,, en la expansion de f(x), es conveniente extraer el término n = 0 de la sumatoria, tal que:

fla)y=Co+ > Cpei (2.60)

n = —0oo
—_————
n#0
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En este caso las constantes Cy y C), son valores complejos que definen univocamente una
funcién f(z) dada. Se procede ahora a encontrar las expresiones para el coeficiente Cy y los
coeficientes C,,.

» Para encontrar el coeficiente Cj se integra la expresion (2.60) en un periodo, tal que:

L+xo L+xg L+xo P
/ flz)dz = CO/ dx + Z C’n/ e T dr

z0

= —0 N 1 ,
n#0 X
= CyL (2.61)
por lo tanto:
1 L+xqg
Co= Z/ f(z)dz, (2.62)
xo

» Para encontrar los coeficientes C,, (n # 0) se multiplica ambos lados de (2.60) por
eI v se integra en un periodo, tal que:

Lzo —i 2mmax Lzo > i27‘rnz —i 2mmax
flz)e™"" 2 dx = E Che' L e L da
o xo

o Lo 27 (n—m)x
_ So[Teme e

zo

n=—oo

Ahora, para la integral expresada en (2.63), se tiene que:
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L+
Ltzo i2‘rr(n7m)z L Z.27r(n7m)z *o
(& L dr = S E— L
0 2im(n —m) 20
L |: i27‘r(n—m)(L+zo) Z.Zw(n—m)cvo]
= ——FC |e L — € L
2im(n —m)
L . .27 (n—m)xq .27 (n—m)xzg
- — ez27r(n—m) el T — et T
2im(n —m) —y
=0, sin#m. (2.64)

En el caso n = m, se tiene

Ltzo 27 (n—n)x Ltzo
/ e I dr= / (1)dx = L. (2.65)
zo

o

Los anteriores resultados se resumen en:
L+£L‘() 27 (n—m)x
/ e T dx = Lipp,. (2.66)
o

Reemplazando el resultado expresado en (2.66) en la ecuacién (2.63) se obtiene:

L+£l?0 - 2Tmax
/ flz)e™ " dx = Cp,L, (2.67)
Zo
y por lo tanto:
1 L+zo - 2Tma
Cm = Z/ flz)e ™ 1 dx. (2.68)
Zo

Se puede observar que la expresién (2.62) corresponde al caso particular de (2.68) cuando
m = 0, por lo tanto la expresién (2.68), determina completamente todos los coeficientes de
la expansion (2.59)(solo que para obtener el valor de C usando la expresién (2.68), antes de
integrar se debe tomar m = 0).

Ejemplo 2.4. Determinacion de los coeficientes de Fourier C,, para f(z) = |z| sobre el
intervalo —a < x < a.

Solucion: El periodo del problema planteado es igual a 2a y por lo tanto el coeficiente Cy se
determina a partir de:
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1 a
Co = — x|dx
0 o _a! |
1[0 I
= —— rdr + — xdx
2a J_, 2a J,
1 a® i 1 a?
222 2?2
a
= — 2.69
. (2:69)
Los coeficientes C,, se encuentran a partir de:
[ e (2.70
= — rle " 2 dx .
2a J_,
= — (—/ xe_zadx—k/ a:e_ladx> . (2.71)
2a —a 0
Al cambiar x — —x en la primera integral en (2.71), se puede deducir que:
1 “ jEme “ _jmma
Cm:—</ ze adx—l—/ ze ad:c). (2.72)
2a \ J, 0
La integrales presentes en (2.72) se pueden resolver por partes tomando:
__s2mmx L _s2mmx
u=r=>du=dr, dv=e "L dx=>v=— e’ L, (2.73)
—12m™m
a partir de lo cual, la sequnda integral en (2.72) toma la forma:
a ) a ) a a a )
/ xe e dr = r———e "o —/ ——e " dx
0 —imm 0 0 —imm
= r—— | 4 i/ e d. (2.74)
—imm o tmm Jg
Ahora, teniendo en cuenta que:
a 2
a/x - TTINIT a/ .
: 6—7, o — : (e—zwm)
—imm o —imm
: 2
1a
= —(=1)", (2.75)
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y adicionalmente,

jIme | a

0

()
o) e
- (&) e,

mmm /

Il
/\

se puede establecer que:

I

2
gy 1 (0

w™m ™m

R (N

(2.76)

(2.77)

Si en (2.77) se reemplaza m — —m, se obtiene la primera integral en (2.72), tal que:

(2.78) en

Reemplazando los resultados expresados en (2.77) y
coeficientes de Fourier C,, son:

por lo tanto:

para m = impar,

__2a _
C,. = (mm)?
0

para m = par.

(2.78)

(2.72), se determina que los

(2.79)

(2.80)

En conclusion se puede establecer que la serie de Fourier para la funcion en estudio, serd:

§INT

a o0
=5 2 G

.m(2n+1)x
t a

(2.81)
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Figura 2.4: Ejemplo (2.4). Representacion grafica de la expansién de Fourier (2.81) con L = 1, para diferentes
valores de N (cota sumatoria).

El resultado expresado en (2.81) se grdfica en la figura 2.4, para un periodo L = 1, acotando
la sumatoria con un nimero finito de términos (N ).

Ejercicio 2.2. Determinar el periodo y encontrar los coeficientes ag, a, y b, asociada a la
serie de Fourier correspondiente a las siguientes funciones:

a) f(t) =3t>+ 9t para —T/2 <t <T)/2.
b) g(y) = sen(3y)?, definida en el intervalo c¢/3 <y < 2¢/3.

c)

(2.82)

W) = 2?2 para 0 < x < L/2,
0 para L/2 < z < L.

d)
e’ —0.5 para In0.5 <z <0,
fl@) =9 _,
e —0.5 para0<zx<—In0.5.
Ejercicio 2.3. Para las funciones establecidas en el ejercicio (2.2), encontrar los coeficientes

C,, asociados a la expansion de Fourier en su forma exponencial.

Ejercicio 2.4. Para las funciones establecidas en el ejercicio (2.2), graficar las funciones
de Fourier respectivas, acotando la sumatoria infinita a un nimero N de términos finitos.
Realizar las grdficas por lo menos para tres valores de N distintos.

2.4. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es una generalizacién de la serie de Fourier, que permite el estudio
de funciones no periédicas. En el caso de tener una funcién no periddica, dicha funcién se
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puede entender como una funcién cuyo periodo tiende a infinito. Si se usa la expansion en
serie de Fourier (2.1), los coeficientes C,,, que definen (2.59) tenderfan a cero para un periodo
infinito, ya que:

]. Ltzo :2Tmax
Cp = lim —/ f(x)e™ L7 dox =0, (2.83)

L—oo L 0

Para determinar la transformada de Fourier, se define: f (Vm) = LCpy y v = 7, con lo cual
a partir de la expresién (2.68) se tiene que:

. L/2 .
fvm) = (z)e ™ dy, (2.84)
—L/2
donde se ha tomado en (2.68), zo = —L/2. Al pasar al limite de L — oo, la variable v, se

convierte en una variable continua, entonces
A~ (X> .
for= [ s aa, (2.85)
— 0

y por lo tanto la funcién f(z) definida en (2.59) toma la forma:

L—oo

f(x) = lim { > @eﬂwf}. (2.86)

m=—0oQ

La expresién entre llaves en (2.86) corresponde a una suma de Rimman de paso 1/L que en
limite L — oo corresponde a una integral, tal que:

f(z) = / h fw)e?™ = dy. (2.87)

La expresion (2.85) representa la transformada de Fourier de la funcién f(z), que en términos
de su transformada se relaciona a partir de la ecuacion (2.87). En senales electromagneticas,
es usual que las funciones sean dependientes del tiempo, y en tal caso la transformada de
Fourier se puede escribir convenientemente en términos de la frecuencia angular: w = 27y,
con lo cual las relaciones (2.87) y (2.85) se pueden escribir como:

Ft) = % / b Flw)e™ dw, (2.88)
flw) = / h F(t)e “tdt. (2.89)
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2.4.1. Propiedades de la Transformada de Fourier
En esta seccién se denotard la transformada de Fourier de una funcién f(x) como (Ff)(v)y

consideraremos las transformadas de Fourier para funciones de modulo integrables, es decir
fR |f(z)|dz < oo. Las principales propiedades de la transformada de Fourier son:

1. La transformada de Fourier de una funcién f(x) estd acotada, dado que:

(e 9] [e.9]

(FHW) < / F(@)e 2| = / f(@)] < oo. (2.90)

2. Linealidad: Si f(x) y g(z) son funciones y a y b son constantes (a,b € C), entonces:

Flaf(z) +bg(x)] = a(Ff)(v) + b(Fg)(w). (2.91)

3. Si f(x) se desplaza en una cantidad a, es decir: f(z) — f(x+a), entonces su Transformada
de Fourier se modifica de la siguiente manera:

Flf(x +a)] = ™ (Ff)(v). (2.92)

4. Convolucién: La convolucion de dos funciones, corresponde a la multiplicacién de sus
Transformadas de Fourier, tal que:

Flf (@) x g(x)] = {(FfH)}H{(Fg)(W)}, (2.93)
donde * representa la operacién de convolucién.

Ejercicio 2.5. A partir de la definicion establecida para la transformada de Fourier (2.89),
demostrar las propiedades de linealidad (ecuacion (2.91)) y traslacion (ecuacion (2.92)).

Ejemplo 2.5. Se considera en este ejemplo la funcién

e parat >0,
F() = { (29
0 parat <0,

donde a > 0, para la cual se calculard su respectiva transformada de Fourier (ver figura 2.5).

Solucién: La Transformada de Fourier de una funcion f(t) estd dada por la férmula:

f(w) = /00 f(t)e “tdt, (2.95)

que para el caso en estudio toma la forma:
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Figura 2.5: Ejemplo (2.5). Representacion grafica de la funcién descrita en la ecuacién (2.94), con a = 1.

f(w):/ e et
0

= / e~ (@it gy (2.96)
0
—(atiw)t |
e
= (2.97)
—(a+iw)|,
1
=Ty (2.98)

Por lo tanto, la transformada de Fourier de f(t) = e~ es:

flw)=- jw, 00, (2.99)

En la figura 2.6 se muestra grdficamente el modulo de la solucidn expresada en (2.99), con

a=1.

1.0 N

0.81

0.6

|f(w)]

0.41

0.21

-20 -10 0 10 20
w

Figura 2.6: Ejemplo (2.5). Representacién grafica del modulo de la transformada de Fourier expresada en la

la ecuacién (2.99).
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Ejemplo 2.6. En este ejemplo se demostrard que la transformada de Fourier de la funcion
f(t) = sen(2mat), donde a € R, se puede escribir en términos de la distribucion delta de
Dirac.

Solucioén: Para la transformada de Fourier, por definicion, se tiene que:

flv) = m f(t)e 2™, (2.100)

entonces, para f(t) = sen(2mat), se tiene que:

A +w .
f(w) :/ sen(2mat)e” 2™ dt

+oo 621'7rat - 6—2i7rat —
— —i2mvt 1
/. ( 2i > ‘
—+00 —+00
— i ei?ﬂ'(a—u)tdt . l/ €i2ﬂ(_a_y)tdt. (2101)
2% ) . % )

Al tener en cuenta la definicion de la distribucion delta de Dirac, establecida en (1.68), se
tiene que

fw)=—ir | 6(a—v) —8(—a—v) (2.102)
——
=d(a+v)
Ejemplo 2.7. En este ejemplo se considera la funcion gaussiana (ver figura 2.7):
F&)=e*. cona>0, (2.103)

para la cual se encontrard su respectiva transformada de Fourier.

1.01

— fi)y=e"

0.81
__0.6]
ot
* 0.4

0.2 1

0.01

—4 -2 0 2 4
t

Figura 2.7: Ejemplo (2.7). Representacion grafica de la funcién descrita en la ecuacién (2.103), con a = 2.

Solucion: La transformada de Fourier viene dada por la expresion:
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f(w):/ e et gt

00 5
— / e—at —iwt dt
—00

Para resolver la integral presente en (2.104), se escribe el exponente en la forma:

—at? —iwt = —a <t2 + gzf)
a

. 2 2
2a 4a’

a partir de lo cual, la integral se puede escribir como:

~ b iw 2 w2
f(w) = / e_a<t+%) e 4a dt
= 67% / e_a<t+%)2 dt.

o0

Ahora, bajo el cambio de variable u =t + % (y du — dt), se tiene:

2 w? o 2
fw) :e4a/ e ™ du.

L/_/
Por tanto, la transformada de Fourier queda:
~ T w2
w) = — € 4a
fw) =/

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

En la figura 2.8 se muestra graficamente la transformada de Fourier expresada en la ecuacion

(2.108).
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— f(w)
1.54
=10
3
<=
0.5
0.0
—-10 -5 0 5 10

Figura 2.8: Ejemplo (2.7). Representacién grifica de la transformada de Fourier definida en (2.108).

Ejemplo 2.8. En este ejemplo se encontrard la transformada de la funcién rectangular
centrada en cero, definida como (ver figura 2.9):

ft) = {1’ <3, (2.109)

0, en otro caso.

Solucién: La transformada de Fourier de rect(t) se define como:

flw) = /oo f(t)e ™t dt. (2.110)

Dado que f(t) = 0 fuera del intervalo [—T/2,T/2], la integral se restringe a ese dominio,
con lo cual

. T2
f(w) :/ e "t dt. (2.111)
—-T/2
O] — i)
0.8
0.6
=
=04
0.2
0.0
2 2 0 2 4
t

Figura 2.9: Ejemplo (2.8). Representacién gréfica de la funcién descrita en la ecuacién (2.109), con T=2.
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2.01 A

1.51

<M~ 0.5

0.01

—0.54
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Figura 2.10: Ejemplo (2.8). Representacion grafica de la transformada de Fourier establecida en la ecuacién
(2.112).

Esta es una integral elemental. Al evaluarla, se obtiene:

="

—T/2
— L (efuuT/Q ein/2)

—1w

1 T

= — (—22’ sen (w_))

—tw 2

wT

— %' (2.112)

La transformada de Fourier establecida en la ecuacion (2.112) se muestra grdficamente en
la figura 2.10.

Ejercicio 2.6. Encontrar la transformada de Fourier de las siguientes funciones:

a) f(t)=e 4 a>0.
b) f(t) =z

c) f(t)

d) f(t) \/%e_t, definida para t > 0.

¢) f(t) = el
f) fit)=0(t —a)+d(t+a).

—alt|

cos(wot) - e



3— Funciones especiales

En el andlisis matematico, hay funciones que se definen y adquieren significado a través de
las integrales, proporcionando herramientas poderosas para diversas aplicaciones cientificas
y matematicas. Este capitulo se centra en explorar dichas funciones, comenzando con la
funcion gamma, una extensién continua del factorial, conocida por su amplia utilidad en
resolver problemas complejos en matemaéticas y ciencias aplicadas.

Ademas de la funcién gamma, se estudiard otras funciones integrales esenciales, como la
funcion beta, o la funcién error, que aparece en calculos relacionados con probabilidades y
distribuciones. Se abordara sus propiedades fundamentales y sus representaciones integrales.

3.1. Funciéon Gamma

La funcién gamma es una extension del concepto de factorial a los niimeros complejos.
Mientras que el factorial se define Uinicamente para los enteros no negativos, la funcién
gamma generaliza esta idea para todos los niimeros complejos excepto los enteros negativos
(donde la funcién gamma diverge). Introducida por el matemadtico suizo Leonhard Euler, la
funcién se denota cominmente como I'(z) y para niimeros enteros positivos es equivalente a:
I'(n) = (n—1)!. Suimportancia radica no solo en su presencia en el andlisis matematico puro,
sino también en sus aplicaciones en campos como la estadistica, la fisica y la ingenieria, donde
se utiliza para describir distribuciones de probabilidad y resolver ecuaciones diferenciales,
entre otros problemas. A continuacién se exploran sus propiedades fundamentales y su
representacion integral.

Se conoce que el factorial de un niimero entero viene dada por:
nl=n-(n—1)-(n—2)---2-1. (3.1)

La definicién anterior no aplica para niimeros que no sean enteros, ni para nimeros negativos.
Como ya se menciond la funcién gamma I'(x) representa una generalizacién del factorial para
un valor z € R y se define como:

[(x) = /000 t" et dt. (3.2)
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Una propiedad importante de la funcién I'(x) se obtiene al integrar por partes repetidamente
la expresién (3.2). Para la primera integracién se realiza el cambio de variable u = t*~! y

dv = e ' dt, a partir de lo cual la expresién (3.2) toma la forma:

[(z) = [t* (—e_t)}go + (z—1) /000 t" et dt.
=0+ (z—1) /00 t"2e "t dt,

por tanto,

I'(z) = (z—1)I'(x—1).
Ahora, reemplazando x — x — 1 en (3.4), se tiene que
[(x—1)=(z—2)I'(x—2),
con lo cual
[(xz)=(x—2)(z — DH(x — 2).
Si se aplica m veces la relacién (3.4), se obtiene
Fax)=(x—-1)(z—2)---(x —m+1)(x —m)['(x —m),

y para x = n € N, resulta en

I'n)=Mn—-1)(n—-2)---(n—m+1)(n—m)I'(n —m).

Ahora, si se toma n = m + 1, la expresion anterior se convierte en:
I(m+1) = (m)-(m—1)---(2) - (1)(1).

Por otra parte, de la definicion de la funcion gamma, se obtiene
I(1) = / tle b dt
0

:/ e tdt = —e™t
0

=4 =1,

o0

0

a partir de lo cual, la funcién I'(m + 1) toma la forma

T(m+1) = (1)(2)...0m — 1)(m) = m!.

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.10)

(3.11)
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La tultima relacién, establece la relacion entre el factorial definido para ntimeros enteros y la
funciéon gamma; es decir:

m! =T (m+1). (3.12)

Otra propiedad importante asociada a la funciéon gamma, se da cuando el argumento x toma
valores enteros negativos, en tal situacion la funcién gamma tiende a infinito, lo cual se puede
demostrar partiendo de la relacién (3.4), que se puede escribir como:

MNx—1)= 3.13
@-1=-""20 (313
entonces, para x — 1, se obtiene
, - (@)
glgri I(z—-1)=T1(0) = };Ln% -1 — 00, (3.14)
donde se ha tenido en cuenta que I'(1) = 1, por lo tanto:
I'(0) — oo, (3.15)
de igual forma, para un valor entero m, se tiene que:
/ . T()
lim 'z —m) =T'(—m) = lim —— — I'(0)/(—m) — oo, (3.16)

z—0 =001 —m

con lo cual se ha demostrado que para todo valor entero negativo (m < 0), I'(m) — oo.

Dado la equivalencia de la funcién gamma con el factorial para nimeros enteros, la funcién
gamma se interpreta como la generalizacion del factorial para cualquier niimero real.

Ejemplo 3.1. A partir de la definicion de la funcién Gamma, determinar el valor de

r3).

Solucién: Para encontrar el valor de I'(1/2), se parte de la definicion (3.2), con lo cual se

tiene que:
1 [e.e] oo
F<—> :/ tl/Qletdt:/ tY2e7tdt. (3.17)
2 0 0

Para resolver la integral anterior, se aplica el cambio de variable u = t'/2, con lo cual
du = 3t712dt, y al reemplazar en (3.17) se obtiene

r (%) = /Ooo e du. (3.18)
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La integral expresada en (3.18), se resuelve teniendo en cuenta que:

(/ u du) / —u® X / e~ dv
0 0
/ / (u?+v )dudv

o Jo

/ e~ (v %) g (3.19)

donde en la ultima igualdad, se ha establecido que la integral es equivalente a integrar sobre un
drea A que representa la superficie del primer cuadrante en un sistema coordenada generado
por las coordenadas u y v, tal que dA corresponde al diferencial de drea correspondiente.
Entonces, al pasar a coordenadas polares, con la transformacion u = scos (o) yv = ssen («),
y con dA = sdsda, se tiene que:

( /0 h e_“2du)2: / e~ (%) g4
/ / ~sdsdo

, (3.20)

hS

por lo tanto
ey = YT (3.21)
0 2’

y finalmente,

T(1/2) = /7. (3.22)

Ejemplo 3.2. En este ejemplo se demostrard la relacion para el factorial asociado a
numeros semi enteros dada por:

"
<g>l = 275/2—11/2\/%, para n = impar, (3.23)

donde n!! representa el doble factorial que se define como
nll =n(n —2)(n—4)...(ny), (3.24)

donde (ny) =2 sin es par y (ny) =1 sin es impar.
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Solucion: Como punto de partida se tomard la relacion establecida para el factorial de un
numero real x dada por:

ol =T(x+1). (3.25)

Si x es un numero semientero, x se puede expresar como x = n/2, para n = impar, y se

tiene que:
n n
n !:r(- 1). 3.26
(3)=r(z+ (3:26)

Por otro lado, la funcion gamma cumple la propiedad dada por:

(5 0)- ()1 (3) oan

que al aplicarla m veces se obtiene

r<g+1)=<g) (g-l)...(g—l—Q—m) <g+1—m>F<g+1—m>. (3.28)

St se toma m = 5 + % en la expresion anterior, resulta en

r (g n 1) - \(g) (g - 1) (Z) (%)/F (%) , (3.29)

~
m factores=n/2+1/2

lo cual se puede escribir como:

r(Z+1)=(5) 2 (2 (B)r(l
2 2 2 2 2 2
mfactores:n/2+1/2

1 1
= e () = 2.0 1 (5)
= s s {n T G) , (3.30)

donde se ha usado la definicion del doble factorial n!! = n(n — 2)---1. Ahora, teniendo en
cuenta el resultado expresado para I'(1/2) en (3.22), la ecuacion (3.18), toma la forma:
(n)!!

n ! .
r (5 + 1) = Wﬁ, para n = impar. (3.31)

En conclusion

1
<g>' - 275/21'1/2 VT, para n = impar. (3:32)
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La relacion (3.31) permite dar una definicion del doble factorial para nimeros enteros impares
en términos de la funcion gamma, mediante la relacion

(nﬂ!::TWNJNw—U%?(g-%1). (3.33)

Para enfatizar que n es impar, se reemplaza n — 2n — 1 en la ecuacion (3.33), con lo cual
se tiene que:

1
(2n — )1 = 2"~ ¥/2T <n + 5) . (3.34)

Ejemplo 3.3. Encontrar una expresion para el doble factorial de niimeros pares en términos
de la funcion gamma.

Solucion: El doble factorial de un nimero entero par, viene definido por:

nll =n(n—2)(n—4)-(2). (3.35)
Para enfatizar que n = par, se expresa n como 2n, tal que:
(2n)!! = 2n(2n — 2)(2n — 4)...(2) . (3.36)

Vv
n términos

Si se factoriza un ‘2’ por cada término en (3.36), se tiene que:

2n)!' =2" (n(n — 1)(n — 2)...(1))

— o), (3.37)
y dado que n! =I'(n + 1) se obtiene
(2n)!! =2"T(n + 1). (3.38)
Ejemplo 3.4. Demostrar que
2n)!
(2n — 1)l = <2n7;)' (3.39)

Solucion: Por definicion se tiene que

Cn)!'=2n-2n—-1)-(2n—-2)-(2n—3)---3-2-1, (3.40)

el anterior producto se puede reagrupar en dos conjuntos, tomando el producto de términos
pares en un grupo y términos impares en otro grupo, y se tiene que

@n)={2n-(2n—2)-2n—4)---4-2}{2n—1)- (20— 3)---3- 1}, (3.41)
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y tomando la definicion del doble factorial, se tiene que:
(2n)! = (2n)!! (2n — DI, (3.42)

ahora reemplazando la relacion para (2n)!! encontrada en (3.37) en la ecuacidn (3.42) se
obtiene el resultado dado por:

|
o)l =2"n!2n - D! - 2n — 1!l = (22:;)". (3.43)
Ejemplo 3.5. Demostrar que:
(1+ ) Ln=a)  jyugn (3.44)

“—~I'(-a)l(n+1)

donde o € R.
Solucién: A partir de las propiedades de la funcion gamma I'(«), se establece que:

Na+n)=(a+n—1Na+n-—1)
—(a+n—1)(a+n—2T(a+n—2)
=(a+n—1)-(a+n-2)-(a+1)-(a)T(a), (3.45)

Vv
n términos

y al reemplazar o — —a, se obtiene

'n—a)=(—a+n—-1)-(—a+n—-2)---(—a+1) (—a)I'(—a). (3.46)
Al factorizar un signo menos en cada término del producto anterior, se tiene que
I'n—a)=(-1)"(a—n+1)-(a—n+2)---(a—1) - ()I'(—a), (3.47)
por lo tanto
T(n —
%(—1)":(a)(a—l)----(a—n—i—Q)-(a—n+1). (3.48)
Por otro lado la expansion de Newton de la funcion (1 + z)* con k entero, viene dada por
- k!
l+a)f=) —— ok 3.49
+2" =2 g (3.49)

La relacion (3.49) se puede generalizar para k — o € R usando la equivalencia del factorial
con la funcion I', de tal manera que:

al

“ (v —n)l(n)!
['a+1)

Ia—n+1)I'(n+1)

xn

[M]¢

(14 2)*

3
Il

Nk

", (3.50)

I
=)

«
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que se puede escribir como

a-(a—l)-(oz—2)---(a—n—|—1)-F(oz—n—i—l)xk
Ma—n+1)I'(n+1)
a-(a=1)-(a—=2) - (a—n+1)
I'(n+1)

(14 2)”

I
NE

0

3
I

", (3.51)

WE

I
=)

n

Al reemplazar (3.48) en (3.51), se tiene que

(1+ ) Z e (n—a) (_jygn (3.52)

n=

con lo cual se llega al resultado buscado.

3.2. Funcidon Beta

La funcién beta B(z,y) en términos de la funcién gamma se define como:

['()l'(y)

Ble.y) = Lz +y)

(3.53)

Una representacion integral de la funcién beta es conveniente en muchos andlisis matematicos,
y para lograrlo se puede proceder utilizando la definicién integral de la funcién gamma. El
producto I'(x)I'(y) se puede escribir como:

[(x)'(y) = (/o t" et dt) (/0 sV e ds)
= / / 2L sv e (H9) gt ds. (3.54)
o Jo

La relacién (3.54) se puede reescribir realizando un cambio de variable dado por: u =t + s
y se expresa la integral (3.54) en términos de u y t. Con este cambio de variable se debe
establecer los nuevos limites de integracién; dado que los limites inferiores de s y ¢ son 0, el
limite inferior de la integral en u también sera 0. De manera similar, el limite superior de u
serd infinito. Sin embargo, dado que s y ¢ son positivos y su suma es u, el limite superior de
t no puede exceder el valor dado de u, por lo tanto,

/ du/ dtt*Hu —t)v e (3.55)

Ahora se considera un cambio de variable adicional definiendo ¢t = uw, con lo cual la integral
(3.55) se puede escribir en funcién de las variables u, w. Como en la integracién respecto a
t, se considera a u como constante, se tiene dt = udw, y los limites de integracién para w
son0yl(sit=u—w=1ysit=0—w=0). Con lo anterior se tiene que:
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['(2)[(y) = {/Ooo u”y_le_“du} {/01 dww* (1 — w)y—l} : (3.56)

La primera integral en la expresién anterior, corresponde a la funcién I'(x + y), es decir

M(2)T(y) = Dz + ) { /0 w1 — w)yl} | (3.57)

Al reemplazar el resultado dado en (3.57) en la definicién de la funcién Beta (ecuacién
(3.53)), se puede establecer que:

Blz,y) = —i(é)i(g)) - /0 dww™ (1 — w)V (3.58)

que corresponde a la representacion integral de la funcién Beta. Otra forma que puede tomar
la funcién Beta, se obtiene sustituyendo w = sen?§ en (3.58). Para la sustitucién planteada
se tiene

dw = 2senfcosfdf, 1—w = cos’0, (3.59)
y para los limites de integracion se establece:

paraw =1, 0=m7/2, (3.60)
paraw =0, 6 =0, (3.61)

permitiendo expresar la funcién beta en la forma
/2
B(z,y) = 2/ (sen 0)** ! (cos 0)?¥ 1 df. (3.62)
0

Ejemplo 3.6. En este ejemplo se encontrard una expresién para la integral:

w/2
I, :/ (sent)"dt, (3.63)
0
en términos de la funcion Beta.

Solucién: Para realizar la integral I,,, se escribe el integrando tomando n = m—1/2 y usando
cos’t =1, con lo cual

/2
Ly = / (sent)@™=V(cost)’dt (3.64)
0
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Al comparar la integral I5,, 1 con la expresién (3.62) se puede establecer que: Iy, 1 =
2B(x,y), donde 2z —1=2m—1y2y—1=0,conlocual t =m=n+1/2y y=1/2, por
lo tanto:

Bn+1/2,1/2) T'(n+1/2)I'(1/2)

I = 2 T a(n+1) (3.65)

Ejercicio 3.1. Resolver la integral

w/2
I, = / (cost)"dt (3.66)
0

3.3. La Funcién de Error

La funcién error, utilizada extensamente en estadistica, se define como

1 T 2 T e
erf(r)=—= [ e"dt=—"=[ e dt, (3.67)

y tiene la propiedad de que erf(x — o0) = 1 (ecuacién (3.21)). La funcién de error erf(z) da
el drea bajo la curva definida por la funcién de distribucion de probabilidad normal entre

t=—xyt=ux. Cercadex =0, lafuncién error puede aproximarse por la serie de Maclaurin:
2 2P

fr)m —— (2 — =+ — ). 3.68

erf(z) NG (:U T ) (3.68)

En forma explicita:

(_1)nx2n+1

2 o
erf(x) = NG ; 1) (3.69)

Ejercicio 3.2. Demostrar la relacion (3.68).

3.3.1. Conexion con la distribucion normal

La distribucién normal para una variable ¢, tiene como densidad la funcién:

1 t—u)?
o5 : (3.70)

ft) =

o\ 2T

donde o se conoce como la desviacién estandar de la funcién y u representa la media. o
se conoce como la varianza. La distribucion normal estindar es un caso particular de la
distribucion normal, para la cual u =0y o = 1, y por tanto:
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ft)=S—. (3.71)

Para esta distribucién, la probabilidad de obtener un valor menor a un valor z, viene dada
por la integral:

B(z) = \/% / et (3.72)

expresion que se puede escribir en términos de la funcién error a partir de la relacion:

O(z) = % [1 +erf (%)} (3.73)

Ejercicio 3.3. Demostrar la relacion (3.73).
La expresion (3.73) también se conoce como funcion de distribucion acumulada.

Ejemplo 3.7. En este ejemplo se encontrard la probabilidad de que una variable normal
estandar esté a la izquierda de z = 1.2:

P(Z <12) = 3(1.2) (3.74)
1 1.2
=—|l4+erf| — 3.75
et (32) e
1
= 5 [1+ exf(0.8485) (3.76)
1.0 5 1.0
— fit)=e2
0.8 5 081
— 0.61 go.e—
= 0.4 go.‘;
0.0
“4 -2 0 2 4 o ‘ :
t 3 -2 1 ; 1 2 3
(a) (b)

Figura 3.1: Ejemplo (3.7). a) Distribucién normal, b) distribucién acumulada.
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En la actualidad, muchos programas matemdaticos o paquetes de programacion calculan directamente
la funcion error. Para z = 0.8485 se tiene que: erf(0.8485) ~ 0.7707, por lo que:

1
P(Z <12) ~ 3 [1+0.7707 (3.77)
~ 0.88535 (3.78)

Por lo tanto, la probabilidad es aproximadamente 88.5%. En la figura 3.1 se muestra graficamente
la distribucion normal estandar y la funcion de distribucion acumulada para el caso planteado
y problema en estudio.

3.4. Funciones elipticas

Antes de definir la forma funcional de las funciones elipticas, se realizara un calculo donde
aparecen una de las denominadas funciones elipticas, que consiste en el desarrollo matemaético
necesario para encontrar la longitud entre dos puntos a lo largo de una trayectoria eliptica.

La longitud entre dos puntos separados infinitesimalmente a lo largo de una curva definida
en tres dimensiones en coordenadas cartesianas viene dada por:

dl = /(dz)2 + (dy)? + (d2)2. (3.79)

Si, la curva en consideracion se define paramétricamente por: x = f(s), y = g(s) y z = h(s),
se tiene que la longitud de arco entre dos puntos s; y s, seré:

2 [df(s)\°  (dg(s)\?  (dh(s)\”
L:/ ( il )) + <_g( )) + () ds. (3.80)
st ds ds ds
La integral (3.80) no siempre tiene solucién analitica, ain dicha situacién se presenta para
curvas que se podrian considerar triviales como lo es el caso de la longitud de una elipse,
para la cual no es posible por ningin método de integracién obtener una solucion analitica.

Para el caso de una elipse con semieje menor en el eje x con valor a y semieje mayor en el
eje y con valor b, las funciones paramétricas se pueden escribir como:

r=acos(#), y=bsen(d), z=0, 0<80<2r, (3.81)

donde el parametro 6 resulta equivalente al dngulo para la posicion definido en coordenadas
polares (o cilindricas en tres dimensiones). A partir de las funciones paramétricas, la longitud
de arco para la elipse, vendra dada por:

2m
L= Va2 sen? (0) 4 b2 cos? (0) df (3.82)
0
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ahora, ya que b > a (ver ejemplo (3.9) para el caso a > b), se tiene que

L= /0% Va?sen? (6) 4 b2(1 — sen? (6)) db

2 2 2
:b/ \/1—(bb—2a)sen2(9)d9
0

2
= b/ 1 — k?sen? (0) d6, (3.83)
0

. 2_42 . . ,y .
donde se ha definido k% = & =~ > 0. La anterior integral no se puede resolver analiticamente
por ningtin método de integracién. La aparicién de integrales del tipo descrito anteriormente
en muchas aplicaciones matematicas y fisicas, entre otras, motivo su estudio particular y su

propia definicién; la integral eliptica de primera clase se define como:

¢ ds
F(6,k) = . 3.84
(6,%) /0 1 —k2sen?s ( )

La integral eliptica F(¢, k) requiere dos pardmetros, uno que aparece en el integrando (k? >
0) y el otro que aparece como limite superior en la integral (¢). La integral eliptica de segunda
especie y la cual se relaciona directamente con la longitud del arco de curva de una elipse se
define como:

¢
E(¢, k) = /0 V1 — k?sen? sds. (3.85)

Al comparar la definicién (3.85) con la longitud de arco definida para una elipse en (3.83),
se tiene que:

b2 _ CL2
L=bE@m,k), donde k= . (3.86)

También se definen las integrales elipticas completas de primera y segunda clase como:

s 2 ds
Kk =F(Z k) = , 3.87
(k) (2 ) /0 1 — k%sen?s (3:87)
— i % 2 2
E(k) :E<§,k> = | VI Rsasds (3.88)

Ejemplo 3.8. Demostrar que

a+%
/ ’ V1—Fk?sen?sds = E(k), paraa=(2n—1)r yn € Z, (3.89)
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Los limites establecidos en la integral impuesta, sugieren que la funcion E(k) no cambia si
la diferencia de los limites de integracion es w/2 y siendo a un maltiplo impar de .

Solucién: Para demostrar la relacion (3.89), simplemente se realiza un cambio de variable
definido a través de:

u=s—(2n—1)m, —du=ds, (3.90)

donde los limites de integracion vendran dados por

Smin = (20 — DT = Umin =0, Spmae = 2n — )m + g = Upag = g (3.91)
Ademas se tiene que
sens = sen (u + (2n — 1)m) = sen (u) cos ((2n — 1)7) — cos (u) sen ((2n — 1))
0
= (=1)*'sen (u). (3.92)

Por lo tanto, la expresion (3.89) toma la forma
(2n—-1)7+3% 5
/ V1 —k%sen?sds = / V1 — k%sen?udu = E(k). (3.93)
(2n—1)m 0

Ejercicio 3.4. Demostrar que la expresion (3.86) se puede escribir en términos de la funcion
eliptica de sequnda especie completa; es decir

02— g2
L =4bE(k), donde k= — (3.94)

Ejemplo 3.9. En este ejemplo se buscard una expresion para la longitud de una elipse
con semieje mayor en el eje x con valor a y semieje menor en el eje y con valor b.

Solucién: En términos de un pardametro 6 (dngulo polar), las ecuaciones paramétricas para
las variables x y y que definen los puntos sobre la elipse, son:

r=uacos(f), y=bsen(d), z=0, 0<s<2m. (3.95)

Se tiene que la longitud de arco se puede escribir como:

2w
L= Va2sen? (0) + b2 cos? (6) df
0

= /027r Va2 (1 —cos? () + b2 cos? (9) df

2 2 12
:a/ \/1_a b
0 a?

2m
=a V1 —k?cos?(6)do, (3.96)
0

cos? (0) ds
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donde k* = “2(1;21’2 > 0. Ahora, con el cambio de variable

0=u—3n/2—=di=du, y cos(f)=senu, (3.97)

y donde los limites de integracion para la variable u van desde —3mw/2 a 7/2, con lo cual se
tiene que

w/2
L—a/ v1—Ek%sen?udu
—37/2

—7/2

:a/ v1—Ek2sen2udu+a V1 —k2sen?udu
—37/2

—T

0 w/2
+ a/ V1 —k2sen?udu + a/ V1 — k2 sen?udu. (3.98)
0

—7/2

Los limites de integracion en los dos primeros términos de la expresion anterior se pueden
reescribir convenientemente para poder utilizar el resultado establecido en la ecuacion (3.93),
tomando =372 — —nw/2—7 y —7w/2 — w+7/2. Adicionalmente la tercera integral se puede
reescribir haciendo u — —u. A partir de lo anterior se obtiene,

—m+7/2

L:a/ V1 —k?sen?udu+a V1 —k?2sen?udu
—7/2—m -

T
/2

/2
+a V1 —k%sen?udu+ a/ V1 — k2% sen?u du. (3.99)
0

0

Teniendo en cuenta el resultado expresado en la ecuacion (3.93) se determina que los cuatro
términos en (3.99) son todos iguales, por lo tanto

/2
L= 4a/ V1 —k%sen?udu = 4aE(k). (3.100)
0
Ejemplo 3.10. En este ejemplo se escribird la integral

¢
I= / V1+k?sen?sds, conk >0, (3.101)
0

en términos de la funcidn eliptica de sequnda especie E(k, ).

Solucién: La integral [ se puede escribir como:

¢ ¢
/ \/1+k28en23ds:/ V14 k2 (1 —cos? s) ds
0 0

¢
= / V(1 + k2) — k2 cos? sds
0
¢ k2
=1+ k‘2)/ 1- (1 n k:z) cos? sds, (3.102)
0
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y definiendo k' = (%) se tiene que

¢ ®
/ V1+Ek?sen?sds = /(1 + k?) / V1 — k% cos? sds. (3.103)
0 0

Ahora, realizando el cambio de variable s — u + 7/2, se tiene que
ds = du, cos(s)=cos(u+ m/2) = —senu, (3.104)
Los limites de integracion para la nueva variable, son:

Para Spae = @, Umae = ¢ — /2, (3.105)
Para s = 0, Umee = —7/2, (3.106)

con lo cual la integral (3.103) toma la forma

¢ ¢—m/2
/ V1+k%sen?sds =+/(1+ k?) V1 — k" sen? udu
0 —7/2
0
= (1+k?) 1 — k" sen?udu
—7/2

—7/2

®
+ /(1 + k?) / V1 — k" sen? u du. (3.107)
0

Ahora, tomando u — —u en la primera integral de la expresion anterior, se tiene que

¢ w/2
/ \/1+/€286n25d8—\/(1+k2)/ V1 —k”?sen? udu
0 0

—7/2

¢
+ /(1 + k?) / V1 — k" sen? u du. (3.108)
0

y finalmente se tiene que

/¢ V14 k?sen?sds = /(1 + k?){E(k)+ E(p —7/2,k)} (3.109)

Ejemplo 3.11. En este ejemplo, se demostrard que la funcion eliptica de sequnda especie,
puede escribirse como:

& fL S (@a—nw?
E(k) = / V1—kZsent?dt = — ¢ 1— P (3.110)
0 2 ; ((2n)!2(2n — 1)
Solucién: El integrando en la expresion (3.110), se puede expandir en una serie de taylor,
para lo cual se usa la relacidn (3.52), haciendo v — —k*sent* y a — 1/2, con lo cual se
puede establecer que:
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(1+ (—K*sent?)) '~ = i 172_ 1/2) 1)(—1)”(—k:2 sen %)"

- (n—1/2) 2 2
= k" "t 11
ZF (—1/2T(n+1)" """ (3.111)

entonces,

7r/2 n . 1/2) 71'/2
- V1— k2 2 n / 2ntdt. 112
/0 k2 sen t2dt = Z T(—1/2T 1)k i sen”" tdt (3 )

Ahora, tomando el resultado dado por (3.65), se tiene que

I(n—1/2) T(n+1/2)T(1/2) .,
ZF (=1/2)T(n+1) 2[(n+1) " G

lo cual al sacar explicitamente el término n = 0 se puede escribir como

CT(1/2)? &~ T(n—1/2) T(n+1/2)I(1/2),,,
(k) = 2I°(1)2 2 (=1/2)T(n+1) 2T(n+1) w (3:.114)

Por otro lado, de las propiedades de la funcion I' se tiene que

1 1 1 1 I'(n+1)
F(n+§):(n—é)f‘(n—i)éf‘(n—§):2m, (3.115)
T(1/2) = —%r(—m) = T(=1/2) = —2I'(1/2), (3.116)
T(n+1)=n, [(1)=0=1. (3.117)

Reemplazando las anteriores relaciones para la funcion I' en (3.114) se tiene que

E(k) = F(12/2) _ %;%k%, (3.118)

Adicionalmente, de los resultados expresados (3.34) y (3.30) se tiene que

F(n—i—%) :% (n>0), y (3.119)
I(1/2) = /7, (3.120)

por lo tanto

T T 2n — 1)!1)?
=——= k2" 3.121
22 ; 2rpl)2(2n — 1) ( )
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y al tener en cuenta que (2n)!! = 2"n! (ecuacion (3.37)), finalmente se obtiene:

/2 T > n— 1)1H2
E(k) = /o V1 — k2sent?dt = B {1 — ; ((2(722)”)%;;”1 1>k2n} (3.122)

Ejemplo 3.12. En este ejemplo se considera un péndulo simple de masa m y longitud
I que se desplaza un dngulo 0,,,, medido con respecto al eje vertical desde su posicion de
equilibrio y se deja oscilar, como se muestra en la figura 3.2. Para el péndulo en estudio se
demostrard que el periodo se determina mediante una integral eliptica (sin asumir valores
pequenos de Opaz ).

Figura 3.2: Ejemplo (3.12). Péndulo simple

Solucion: Para cumplir el objetivo propuesto se inicia tomando dos puntos de referencia:
El punto A que define la posicion de mdxima altura y el punto B; un punto cualquiera de
la trayectoria definido con un dngulo 6 respecto a la vertical (ver figura 3.2), entonces la
energia mecanica en los puntos en mencion vendrd dada por

Ex=mghma, (3.123)
2
Ep = mgh + % (3.124)

donde hpar = 1 (1 — c080pm0z), h =1(1 — cosf) yv =lw = l%. Al reemplazar las magnitudes
anteriores y tener en cuenta la conservacion de la energia mecdnica se tiene que:

AW
mgl (1 — cosOpmas) = mygl (1 — cosh) + %l <%> : (3.125)

lo que se puede escribir como:

1 2
5[ (Ccil_f) — gcost = —gcos bz,

2
— fl—f =4/ Tg\/(cosﬁ — €08 Oz )- (3.126)
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Ahora, haciendo uso de propiedades trigonométricas y concretamente teniendo en cuenta

que: cosa = 1 — 2sen (%), se obtiene

d_@ = 4_9 sen? emﬂ — gen? Q
it~ Vi 2 2
=1/ l sen( i >\/l—sen ( 5 )sen 5 ) (3.127)

En este punto se aplicard un cambio de variable dado por

0 )
sen <§> = sen < Zaz> sen s. (3.128)

Al tomar el diferencial sobre la ecuacion (3.128) se tiene que

d (sen (g)) =d (sen (9”;”) sen s) (3.129)

6\ db Ormac
cos (5) - = sen ( 5 ) cos sds, (3.130)

a partir de lo cual se encuentra que

@ B cos (g)
df  2sen (9”5‘“‘) CoSs §
1 — sen? (g)
~ 2sen (%uer) /T —sen? s
1 —sen? (g)

= . (3.131)
2sen (252) 1 —sen (2g2) sen ()

Ahora, al multiplicar lado a lado las ecuaciones (3.131) y (3.127), se tiene que:

@@ B 1 — sen? (g)
T 2o () 1o () sn ()

[ () i () ()] o
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= \/EQ /1 — sen? <Q>
l 2
g gmax
= \/;\/1 — sen? (T) sen? s. (3.133)

Ahora, si se considera que el pendulo al tiempo cero se encontraba en la posicién angular

0 =0, y pasado un tiempo t = T /4 (T=periodo) asciende a la posicion O,,q., entonces para
sen(0/2)
sen(6m /2)

por lo tanto

la variable s = sen™! [ ], se tiene que

Al tiempot =0, s=sen '[0] =0, (3.134)
0 2
Al tiempo t =T/4, s=sen [%} =7/2. (3.135)

A partir de lo anterior, al integrar la ecuacion (3.133) entre t =0 y t = T/4, se tiene que

T/4
it — / (3.136)
1 — sen2 7”) sen? s

por tanto el periodo del péndulo vendra dado por

P (G (%)) = L (s (%)) (3157

Ejemplo 3.13. En este ejemplo, se pretende calcular el potencial eléctrico debido a un
anillo uniformemente cargado de radio R, en cualquier punto sobre el plano xy. El plano del
anillo se encuentra sobre el plano xy y centrado en el origen de coordenadas.

\

Figura 3.3: Ejemplo (3.13). Potencial asociado a un anillo cargado de radio R.
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Solucién: En la figura (3.3) se indica el anillo propuesto, donde se especifica graficamente la
posicion 7 donde se desea evaluar el potencial y el vector " asociado a una carga dq' sobre el
anillo. De tal manera que el potencial eléctrico dp(F) que genera la carga dq’ en la posicion
7 vendrd dado por:

1 dq

d = - 1
o(7) Tre =71 (3.138)
al integrar sobre la carga total q del anillo se tiene que
1 dq’
7)) = ) 3.139
¢(T> 47T€0 /q |77‘_ ,':’/| ( )

Al considerar que la carga estd distribuida uniformemente sobre el anillo, el elemento de
carga dq puede ser escrito en términos de una densidad lineal de carga X\, tal que

dq' = \ds', (3.140)

donde ds’ representa la longitud de arco asociado a un dngulo d6’. Con lo anterior el potencial
vendrd dado por:

1 Ads’

= . 3.141
o= o [ e (3.141)
Por otra parte se tiene que (ver figura 3.3):
|7 — 7| = Vr2 — 277 + 172
= V12 — 2rRcos ' + R?, (3.142)

donde 0" corresponde al angulo entre el vector ¥ y ', ademds se ha tenido en cuenta que
r" = R. Para simplificar el cdlculo y sin pérdida de generalidad, se asume que el vector i se
encuentra a lo largo del eje y; es decir ¥ = rj. Con lo anterior el dngulo 0 es equivalente
al dngulo entre el vector 7" y el eje y (ver figura 3.3). Con lo anterior el potencial se puede
escribir como:

1 Ads’
7 — _ 3.143
4(r) 4reg /q V1?2 —2rRcos 6 + R2 ( )
Ahora, dado que para un circulo, el elemento de arco ds’ = Rdf’, se tiene que:
A [T de’
o) = = (3.144)

dmey J_r /12— 2rRcosb + R?

Tomando 0 — 0" + w, entonces:

cos) — —cost', (3.145)
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ademas, los limites de integracion se deben de ajustar, tal que:

—-1—0, y m—2m. (3.146)

Con lo cual el potencial toma la forma:

R\ [*T ae’
r) = . 3.147
o(7) dmes Jo 12+ 2rRcosf + R? ( )
Teniendo en cuenta la relacion trigonométrica
9 1 —cost , 9
sen” (0'/2) = — cosf' =1—2sen”(0'/2), (3.148)
el potencial toma la forma:
R\ [*" de’
o) = |
dmeo Jo  \/r2+2rR (1 —2sen?(0'/2)) + R?
 Rx [T o’
dmeg Jo  \/(r?® +2rR+ R?) — 4rRsen? (0'/2)
R /2” e’
Ameo Jo \/(r + R)® — 4rRsen? (0/2)
Rx 1 o e’
T / (3.149)
TEQ r
0 \/ 1- ((Tig)Q) sen? (0//2)
Por dltimo, realizando el reemplazo (6'/2) — 0, se tiene que:
RN 1 B do
o) = / (3.150)
2meg (r + R) 0 ) R 2 g
B ((T‘+R)2> sen

La integral entre llaves en la expresion anterior, corresponde a una integral eliptica de primera

especie F <7T, %). Por lo tanto:

o(7) 1 g (ﬂ, ﬂ) (3.151)
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3.5. Funciones hipergeométricas

En el estudio de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, los mateméticos identificaron
una forma candnica que generaliza muchas ecuaciones diferenciales de interés fisico. Esta
ecuacién, conocida como la ecuacion hipergeométrica, se expresa como:

&y
dz?

Fly—(a+ B+ D] 2L —agy =0, (3152)

z(1—x) T

donde «, 8y v son constantes.

Serie hipergeométrica

Una solucion en serie de esta ecuacion es la funcién hipergeométrica, que puede escribirse en
términos de la funcién gamma como:

2 Fi(a, B, 1) = ( ( ). () ", (3.153)

Entre las propiedades asociadas a la funcion o F (o, 3;v; ), se encuentra la simetria respecto
al intercambio de los parametros « y 3, es decir:

o F1(a, By ;) = F(B, ;75 ),

cuya demostracion es directa por intercambio directo de o por 3 en la ecuacién (3.153). Otra
propiedad se establece cuando los parametros o o § son enteros negativos. Si por ejemplo
B = —mconm € Z > 0, en tal caso, la funcién oF;(a, —m;~;x) toma la forma de un
polinomio de grado m (la demostracion se presenta en el ejemplo (3.14)).

Debido a su cardcter general, la funcién hipergeométrica puede utilizarse para representar
muchas otras funciones especiales, como por ejemplo las funciones elipticas (ver ejemplo
(3.16)), la funcién error, funciones de Bessel (que se estudiaran en el capitulo (6)), entre
muchas otras.

Ejemplo 3.14. En este ejemplo se mostrard que la funcion oFy(a, —m;~;x) con m €
Z > 0, corresponde a un polinomio de grado m.

Solucién: Partiendo de la definicion (3.153), si se toma = —m, se tiene
I(a+n)l'(n—m) INGD)
F —m;7y; . " 3.154
2 1(05, mi7y; T Z F "Y‘i‘n F n+ 1) F(Q)F(—m)x ) ( )
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que se puede escribir como

o F1(a, —m; ;) i Hatn) _ TO) (F( m))x”

—T'(y+n)l n+1) (o) \ T(—m)
1 o o Tatnln-—m T ,
T nzm;l—l {n;l T(y+n)C(n+1) T(a) } : (3.155)

En la sequnda sumatoria de la ecuacion (3.155), todos los factores reunidos en llaves son
finitos (asumiendo valores de T'(«) finitos). Sin embargo, el factor fuera de la sumatoria
1/T(=m) tiende a cero (ya que I'(—m) — oo ). Por lo tanto, la ecuacion (3.155) se reduce
tomando la forma:

o - a—{—n) I'(y) (T(n—m)\ .,
oF1 (ce, —m;y; nz T+t D) T(a) ( T(—m) )x . (3.156)

Ahora, I'(n — m) — oo para n < m y de igual forma I'(—m) — oo, por lo tanto

T'(n —
(%) — 1, paran <m, (3.157)
Y se tiene que:
= I'(a+n) r n
2F1( m;7y;x) = Z (W)x ) (3158)

I(y+n)l(n+1) I(a)

n=0

lo cual corresponde a un polinomio de grado m.

Ejercicio 3.5. Demostrar que si « = —k, = —m, con k,n € Z < 0 y |k| < |m|, entonces
la funcion o Fy (o, —m; —k; x) corresponde a un polinomio de grado m.

Representacion integral
A menudo, la serie infinita puede expresarse mediante una integral. Para la funcién hipergeométrica,

al utilizar la relacion entre la funcion gamma y la funcién beta, se puede obtener la siguiente
representacion integral (ver ejemplo (3.15)):

Ty s gy
F(ﬁ)F(y—ﬁ)/o(l £ (1 — tr) M, (3.159)

valida bajo condiciones de convergencia adecuadas para los pardmetros y el dominio de z.

oFi(a, By x) =
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Ejemplo 3.15. En este ejemplo se deducird la forma integral (3.159) para las funciones
hipergeométricas a partir de la definicion (3.153).

Solucion: Al multiplicar y dividir la expresion (3.153) por I'(y—0), la funcién hipergeométrica
se puede escribir como:

I'(7) ~Lla+n)T(y=BT(B+n) ,
DB (y—=p) = T(n+1)  T(y+n) '

n=0

2Fi(a, ;v x) =

(3.160)

Ahora, teniendo en cuenta la definicion de la funcion Beta B(z,y) en su forma integral dada
por la relacion (3.58), y reemplazando I'(n + 1) = n!, la ecuacion (3.160) toma la forma:

nlla+n)
o Fi (o, B;v; ) = ()T Z/ dt (1 — )P~ 1h+ l%x . (3.161)

Intercambiando el orden de la suma y la integral, se tiene:

2 Fi(a, B3 @) =$/ dt (1 — ¢ =148~ 1{;“?(;”) (tgn}. (3.162)

La sumatoria en llaves en (3.162) corresponde a la expansion en serie de la funcion (1—tz)™®
(ecuacion (3.52)), y por lo tanto se tiene que:

L ' BB )
F(ﬂ)l“(fy—ﬁ)/o(l 8 (1~ ) dt. (3.163)

2Fi(e, By @) =
La expresion (3.163) es vdlida bajo condiciones de convergencia adecuadas en los pardmetros
a, By, y permite relacionar la funcion hipergeométrica con la funcion beta mediante una
integral definida en el intervalo [0, 1].

Ejemplo 3.16. En este ejemplo se deducird la relacion entre las funciones elipticas de
sequnda especie y las funciones hipergeométricas.

Solucion: Como punto de partida, se tomard la relacion establecida para las funciones
elipticas de sequnda especie, dada por la expresion (ecuacion (3.113)):

X I(n—1/2) T(n+1/2)T(1/2) ,,
;%F T A (3.164)
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Ahora, de las propiedades de la funcion I' se tiene que: I'(1/2) = (—1/2)['(=1/2), por lo
tanto la expresion (3.164) se puede escribir como:

E(k) = —}l nz; L(n ;(i)fl(;_ 2) ()", (3.165)

lo cual, teniendo en cuenta la relacion (3.160) para las funciones hipergeométricas, se obtiene:

B(k)=2F (L, -5 1,8%). (3.166)

4 27

Ejercicio 3.6. Demostrar la relacion entre las funciones elipticas completas de primera
especie y las funciones hipergeométricas, dada por:

K(k) = SF (3,5 1:8). (3.167)

3.5.1. Funciones Hipergeométricas Confluentes

Las funciones hipergeométricas confluentes surgen como un caso limite de las funciones
hipergeométricas generales. En muchos problemas de la fisica matematica, sélo intervienen
dos parametros, y este caso puede abordarse de manera efectiva tomando el limite 5 — oo
en la funcién hipergeométrica general, lo cual se realizara a continuacion:

Teniendo en cuenta la ecuacion diferencial hipergeométrica dada por:

& d
x(1—z)d—;;+h— (oz+,8—|—1):v]£ —afy =0, (3.168)

se aplica el cambio de variable x = u/f, tal que

d d (du d

d? d d d d du d?
= (i) = (@ ) (&) =i (3.170)

con lo cual, la ecuacién (3.168) toma la forma:

u w\ ,d%y
E<1_3>6 Tt [7—(a+5+1)

que se puede escribir como

u

dy B
5} fo, —aBy=0. (3.171)
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uw\ d*y u] dy
1—=)u—= — - —— =0. 3.172
( 5)udu2+{7 u+ (o + )5 7y Y ( )
Ahora, si § — oo, entonces % — 0 y por lo tanto, la relacién (3.172) se simplifica en la

forma:

y
ik 4 W) =2 —ay=0. 3.173
U + (v —u) L ( )

La ecuacion diferencial (3.173) se conoce como la ecuacion diferencial hipergeométrica confluente.

Solucién en serie de potencias

La solucion en serie de potencias de la ecuacion anterior se denomina funcion hipergeométrica
confluente, y puede obtenerse como el limite de la funcién hipergeométrica ordinaria:

(osy;2) = Jim oF(, B 7:2/6) = 5(7) 2T i(z)JI:(Z)JF 5" (3.174)

Esta expansion estd bien definida para todo x € C. El limite se justifica usando la relacion:

M — 1 cuando 8 — oco. (3.175)

prI(B)

Ejercicio 3.7. Demostrar la relacion (3.175).

Representacion integral

La funcién ®(«; ;) también posee una representacién integral, dada por:

B(aryiz) = ) = /0 (1= gyeyetee g (3.176)

M)y

Un caso importante ocurre cuando o = y, para el cual se tiene que:

O(a; ;) = Z R (3.177)
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También, se puede expresar la funciéon error en términos de la funcién hipergeométrica
confluente, en la forma:

erf(r) = %@ (% ;; —:1:2> : (3.178)

Ejercicio 3.8. Demostrar las relaciones (3.176), (3.177) y (3.178)



4— Ecuacion de Laplace en coordenadas
cartesianas

En este capitulo se encontrara la solucion a la ecuacion de Laplace en coordenadas cartesianas,
aplicando el método de separacion de variables.

4.1. Meétodo de separacion de variables

La separacién de variables es un método poderoso y versatil para resolver ciertas ecuaciones
diferenciales parciales (EDPs), especialmente aquellas que aparecen comunmente en las
aplicaciones fisicas. Este método es particularmente 1til cuando las ecuaciones presentan
simetria y cuando las condiciones de contorno son apropiadas. En fisica, muchos fenémenos
pueden modelarse mediante EDPs. Por ejemplo:

» Ecuacién del calor: Describe cémo cambia la temperatura 7'(z,t) en un medio con
respecto al tiempo. Esto es fundamental en la transferencia de calor y puede aplicarse
a problemas como la difusion de calor en una barra metalica.

oT
— = K2V2T (7). 4.1
= (7,1) (41)
= Ecuacion de onda: Se utiliza para modelar la vibraciéon de cuerdas, membranas y
otros sistemas que pueden describirse mediante ondas. Ejemplos incluyen el estudio de
las ondas en una cuerda de guitarra o las ondas sismicas en la Tierra.
1 0%V
VU — ——— =0. 4.2
2 Ot? (42)
= Ecuacion de Laplace y Poisson: Estas ecuaciones son esenciales en electrostatica,
gravitacion y flujo de fluidos, y aparecen conmunmente en el calculo de potenciales. La
ecuacion de Poisson, viene dada por:

V() = —dmp(7). (4.3)
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En el vacio, donde p(7) = 0, la ecuacién (4.3) se reduce a la ecuacién de Laplace:

V2(7) = 0. (4.4)

» Ecuacidon de Schrodinger: La ecuacion de Schrodinger describe fenémenos cuanticos
no relativistas, y su solucion corresponde a la funcién de probabilidad de que un estado
tenga un determinado valor, y se puede escribir como:

R, 9w
— oV V(A = —ih (4.5)

El método de separacién de variables permite reducir una ecuaciéon en derivadas parciales,
a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) més simples, al suponer que la
solucion puede expresarse como el producto de funciones, cada una dependiendo tnicamente
de una variable independiente. Este enfoque no solo simplifica el problema matemaético, sino
que también proporciona intuiciones fisicas valiosas al descomponer un sistema complejo en
componentes mas sencillos.

Por ejemplo, en un primer paso aplicando separacién de variables, es posible convertir la
ecuacion de Schrodinger en una ecuacion diferencial ordinaria para la variable temporal
y una ecuacion en derivadas parciales para las coordenadas espaciales. Para esto se inicia
separando la dependencia en r y t en factores:

U(F,t) = Y(A)T(1). (4.6)

Sustituyendo (4.6) en (4.5), se obtiene

LT + V) IT() = i W), (1.7

2m

que se puede escribir como:

h? . L dT(t
T + V) EATE) = —ivEh (4.

2m dt
donde la derivada parcial respecto al tiempo se ha reemplazado por una derivada total, dado
que la funcién T'(t) sobre la que se estd actuando depende solo de la variable t. Ahora,

dividiendo ambos lados de la expresion (4.8) por ¢(7)T'(t) se obtiene:

1 h? 1 dT(t)

— V2 V()= —i—h—~, 4.9
T 2 VU V() = iy (4.9)
En el resultado expresado en (4.9), el lado derecho corresponde a una funcién que solo
depende de la variable temporal £, mientras que el lado izquierdo solo depende de las
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coordenadas espaciales. Dado que dichas variables son independientes, la inica manera en
que (4.9) puede ser valida para todo valor de 7y t es que ambos lados sean constantes, por
ejemplo «, tal que:

1 n_, R —
VAV e S V) VU v, (410
y
—ihﬁdz—gw =a = djc;_it) = 1ahT'(t). (4.11)

Con lo anterior, se ha reducido la ecuaciéon de Schrodinger dependiente de las coordenadas
espaciales y el tiempo, en una ecuacién diferencial en derivadas parciales en las coordenadas
espaciales y una ecuacion diferencial ordinaria en la variable temporal. La mayoria de los
problemas de fisica matematica elemental tienen la misma propiedad; es decir, conllevan
a una ecuacién temporal en la forma dada por (4.11) y una ecuacién diferencial para las
coordenadas espaciales dada por (4.10) que se puede escribir como:

VE() + f(F)(7) =0, (4.12)

donde se ha simplificado la notacién al incluir a en la funcién f. Con la excepcion de la
ecuacién de Poisson, en todos los ejemplos dados de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales, el lado derecho es cero (se conocen como EDPS homogéneas). En lo que sigue de
este capitulo, se buscara la solucién a la ecuacién (4.12) en coordenadas cartesianas, y en los
proximos dos capitulos se discutird la solucién de la ecuacién (4.12) en coordenadas esféricas
y en coordenadas cilindricas.

4.2. Separacion de variables en coordenadas cartesianas

En esta seccién se estudiard la solucién de la ecuacion (4.12) (asumiendo ciertas condiciones
para la funcién f(7)):

V2 (7) + f(F)() = 0. (4.13)

Lo anterior, aplicando el método de separacién de variables en coordenadas cartesianas.
El desarrollo del método y solucién de la ecuacién diferencial (4.13) depende de la forma
asociada a la funcién f(7) que, en muchos casos, no se puede resolver en forma analitica;
sin embargo, para muchos problemas de interés en fisica, la soluciéon analitica es posible.
Como un caso particular, si se asume que f(7) se presenta como una suma de funciones
independientes para cada variable cartesiana, tal que

f(7) = fi(@) + faly) + f3(2), (4.14)
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entonces (4.13) se puede escribir como:
V() + {fi(2) + faly) + f3(2)} () = 0. (4.15)

En el método de separacién de variables en coordenadas cartesianas, la solucién para (4.13),
se asume como un producto de tres funciones asociadas a cada una de las coordenadas;
explicitamente se define que:

() = X (@)Y (y)Z(2), (4.16)

donde X (x) corresponde a una funcién exclusivamente asociada a la variable z, Y (y) a la
variable y y Z(z) a la variable z. Al reemplazar (4.16) en (4.15) y poner el laplaciano V? en
coordenadas cartesianas, la ecuacién (4.15) se puede escribir como:

- Z ) (K@Y 0)2(6)) = 7 (XY W2 + o (XY (0)2(6)
+ L XK@y wze)

- Z ) (XY 0)2(6)) = Y ()26 17 (X(0) + X(2)Z(:) 2 (V)
FXEY ) (2(:) (4.17

donde Y27, fi(x:) = {fi(x) + fao(y) + f3(2)}. Ahora, dividendo toda la expresién (4.17) por
el producto X (z)Y (y)Z(z), se obtiene:

1 & X 1 & Y 1 4 Z =0 4.18
m@( (@)‘i‘mdfyg( (?J))‘i‘%@( (2)) + {filz) + f2(y) + f3(2)} =0,  (4.18)
que se puede escribir como:

2 2 ’
{X%x)dciﬂ (X(z)) + fl(ﬁ)} + {ng)di/z (Y(y)) + fz(y)} + {Z(lz) % (Z(2)) + fS(Z)} =0.
(4.19)

Como se puede observar, los términos que se han separado por llaves en (4.19), son funciones

que dependen exclusivamente de una sola coordenada. Por lo tanto, para que la igualdad sea
valida para todo valor de x,vy, 2, es necesario que cada término sea igual a una constante,
lo cual conlleva que la expresién (4.19) se reduzca a tres ecuaciones diferenciales ordinarias,
dadas por:

1 &
m@){(x) + fi(z) = v,, (4.20)

1 &
md—ygy(y) + f2(y) = vy, (4.21)
Ld—Z(z) + f3(2) = v, (4.22)

Z(z)dz?
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donde se debe cumplir que
vy + vy + v, =0. (4.23)

En el caso particular que fi(z), fo(y) v f3(z) sean constantes, dichos valores se pueden
absorber en las constantes v,, v, y 1., con lo cual las expresiones anteriores se reducen a:

1 d? 1 d? 1 d?
— X)) =v,, —=Yy)=v,, ——72(2)=v., 4.24
X (z) da? (z) Y (y) dy? () Y Z(2) dz? (2) ( )
donde también estd presente la restriccion v, + v, + v, = 0. Las variables v; pueden tomar
cualquier valor (positivo, negativo o cero), lo cual serd definido al momento de imponer
condiciones de frontera sobre cada problema en particular que se desee resolver; sin embargo,
y sin pérdida de generalidad, se puede asumir que

v, =—a? v,=-03% v,=7% (4.25)

tal que las ecuaciones (4.24) se pueden escribir como:

1 d? 1 d? 1 d?
— _X(z)=—-a ——Y(y)= -3 —Z(2) =2 4.26
y la reestriccion (4.23), se escribe como:
—a? - 2+ =0. (4.27)

Aunque las expresiones (4.25) pueden dar a entender que se estd restringiendo a valores
negativos de v, y v, y positivos para v, en realidad dicha restriccion no existe; si v, resultara
positivo, simplemente « deberia ser imaginario puro, y lo mismo para las otras variables.
Teniendo en cuenta los diferentes valores que puedan tomar las constantes a, 3 y 7, se
presentan las siguientes posibles soluciones:

» Caso 1: Si dos de las constantes del conjunto {a,~, 3} son cero, entonces debido a
la restriccién (4.27), la tercera variable también lo serd, y las ecuaciones diferenciales
asociadas a las coordenadas cartesianas, seran:

1 d? 1 d? 1 d?

Xwa W= yapt W=t gt =0 U

cuyas soluciones son:
Por lo tanto, para a = § =y = 0, la solucién ¢ (7) = X (z)Y (y)Z(z), sera:

V1(2,y, 2) = (Ao + Bo)(Coy + Do) (Eoz + Fo), (4.30)
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lo cual, desarrolando parantesis y renombrando constantes, se puede escribir como:
Un(x,y, 2) = Guyoryz + Gy + Gz + Gyz + Ger + Gyy + Goz + Gy, (4.31)

donde se ha nombrado con la letra Gy, todas las constantes por determinar en la
solucion para cada problema en particular.

Caso 2: Para a = 0, la restriccién (4.27) conlleva v2 = 3%, con lo cual las ecuaciones
(4.26), toman la forma:

A Txw=0 =Ty = Lam=p um
X () dx? T Y (y) dy? Y T Z(2)dz? ’

por lo tanto, la solucion ¢ (x, y, z) sera lineal en x, armonica en la variable y e hiperbdlica
en la variable Z(z); es decir:

X(z) = {Ayx + By}, (4.33)
Y (y) = {Cscos By + Dgsen Sy}, (4.34)
Z(z) = {Eze”* + Fge "} . (4.35)

La solucién en este caso, sera:

ba(,y,2) = X(2)Y (y) Z(2) = {Agz + By} {Cs cos By + D sen Sy}
x {Ege’ + Fge 7} . (4.36)

Caso 3: Para 3 = 0, la restriccién (4.27) conlleva a? = 42, con lo cual las ecuaciones
(4.26), toman la forma:

1 & , 1 & 1 & 2
X@a =T ygapt WY zmaP T W

por lo tanto, la solucién Y (y) serd lineal en y, arménica en la variable x e hiperbdlica
en la variable Z(z); es decir:

Y(y) ={Coy + Do}, (4.38)
X(z) = {A, cosyz + B,senvyz}, (4.39)
Z(z) = {E,e” + Fye %} (4.40)

La solucién en este caso, sera:

Va(wy, 2) = X (@)Y (y)Z(2) = {Coy + Do} {A, cos vz + B, sen v}
x {E,e"* + F,e %} . (4.41)
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» Caso 4: Si v = 0, la restriccién (4.27), conlleva 2 = —a?. entonces las ecuaciones
diferenciales ordinarias asociadas a las coordenadas cartesianas seran:

1 d?
X(x) dx?

A L T T
X(x) = —a7, md_yQY(y) = a7, Z<Z>@Z(z) =0, (4.42)

por lo cual la solucién ¥ (x,y, z), serd lineal en la coordenada Z, arménica en la
coordenada x e hiperbdlica en la coordenada y; es decir:

X(x) = Ay cosax + B, sen az, (4.43)
Y(y) = Coe™ + Dye™ Y, (4.44)
Z(z) = E\z + F. (4.45)
Por lo tanto, la solucién para ¢(7) = X (z)Y (y)Z(z) en este caso, seré:

Ya(x,y, 2) = {Aq cos az + Bysenax} {Coe®™ + Doe™ } {Ejz + Fy} (4.46)

» Caso 5: Para o # 0, 8 # 0, se tiene que 72 = o? + 32. En este caso se renombraré las
constantes, tal que: a — o/, 8 — 'y v — 7/, con lo cual las relaciones descritas en
(4.26), toman la forma:

1 d? 1 d

12 1 d2 12
X@ar D=7 yyapt Y

- _p2 Zoant ="

donde 72 = a/* + ”2. Por lo tanto, la solucién 1 (z,y, 2) serd arménica en y, arménica
en la variable z e hiperbdlica en la variable Z(z); es decir:

X(z) = {Ay cosa’z + By send'x}, (4.48)
Y(y) = {Cs cos By + Dy sen f'y} , (4.49)
Z(Z) = {E,Ylefylz + lee_yz} . (450)

La solucién en este caso, sera:

VUs(z,y,2) = {Aw cosd’x + By sena’z} {Cpy cos B'y + Dy sen 'y}
x { By + Fye '}, (4.51)

con 7/2 — a/2 + BIQ'

Teniendo en cuenta todos los casos considerados anteriormente, la solucion para el potencial
vendra dada por:

7/J(95,y72) = wl('xvya Z) =+ w2($7y72) + ¢3($7y72) + 1/14(%% Z) + %(%y,z)- (452)
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Finalmente, para plantear la solucién mas general, se debe tener en cuenta todos los valores
posibles que puedan tomar el conjunto de constantes {c«, 8,7, ’, f'}. En muchos problemas
de interés (y los que se trabajardn en este texto), las constantes en mencién toman valores
discretos, y por ello se introducen en la soluciéon a través de sumatorias; en tal caso, la
solucién mas general vendra dada por:

(2, y, 2) = Gayxyz + Goyry + Gz + Gyz + G, X + G)Y + G.Z + G
+ {Ayz + By} Z {Cpscos By + Dgsen Py} {Egeﬁz + FBG_BZ}

B#0
+{Coy + Dy} Z {A, cosyx + B, sen~yz} {Eve%z + Fwe”z}
770
+{Eyz + F3} Z {A, cosaz + Bysenaz} {Coe™ + Dye™ '}
a#0
+ Z {Ay cosa’'z + By sena'x} {Cy cos f'y + Dy sen 'y} {Ey@”lz + Fvle_””z} ‘

o’ ,B'#0
(4.53)

El caso dos dimensional, se puede deducir a partir de (4.53). Para problemas planteados
en las variables xy, el potencial ) debe ser independiente de la coordenada z, por lo tanto
en la expresion (4.53) se deben igualar a cero todas las constantes asociadas a funciones
que dependan de la variable z (como Gy, Gyz, Gyz, G2, Eg, Fj, ..., etc.), con ello la solucién
(4.53) se reduce a:

Y(x,y) = Gury + Gox + Gy + Gy + F, A, cosar + Bysenaxl {1 Cpe®™ 4+ Dye Y L.
Y Yy 0

(4.54)

La constante Fj se puede absorber en las constantes A, y B, y la solucién toma la forma:
Y(z,y) = Goyry + Gor + Gy + Go + Z {A, cosax + B, sen oz} {Caeo‘y + Dae_ay} )

(4.55)

Ejemplo 4.1. Se tiene un cascarén metdlico rectangular infinito cuya seccién transversal
tiene lados de longitud 1y y 2ls, como se muestra en la figura 4.1. Este cascaron estd
compuesto por cuatro placas conectadas mediante un material aislante de dimension despreciable,
que evita el flujo directo de temperatura entre las placas. Dos de las placas opuestas se
mantienen a una temperatura constante T = Ty, mientras que las otras dos se mantienen a
una temperatura de T = 0, como se ilustra en la figura 4.1. A partir de esta configuracion,

se determinard la funcion de temperatura en la region al interior del cascardn.

Solucioén: Para encontrar la funcion de temperatura, primero se debe definir un sistema de
coordenadas y su origen correspondiente. En este caso, el plano xy serd paralelo a la seccion
transversal del cascaron, mientras que el eje z se asociard con la direccion de extension
infinita del objeto en estudio (ver figura 4.2). Se elige el origen de tal manera que las
condiciones de frontera del problema sean:
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Figura 4.1: Ejemplo (4.1). Temperatura al interior de un cascarén infinito de seccién trasversal rectangular.

0,y) = 0 para todo valor de y.

T(
T (l1,y) = 0 para todo valor de y.

w T (z,—l3) =Ty para todo valor de x.
T(

x,ly) = Ty para todo valor de x.

IA
T="T,
T=0 ?212 T=0
<} >
g x
v T=T1Tp
\ A

Figura 4.2: Ejemplo (4.1). Seccién rectangular de un cascarén conductor en el plano zy.

Dado que el tubo rectangular se extiende desde —oo hasta oo sobre el eje z, entonces la funcion
de temperatura no puede depender de dicha coordenada, por lo tanto, para el desarrollo del
problema se utilizard la solucion mds general en dos dimensiones (4.55). Al aplicar la primera
condicion de frontera, T (0,y) = 0, en la ecuacion (4.55), se tiene:

T(0,5) =Y (Aa) (Cae™ + Dae™) + Gyy + Go = 0. (4.56)

67

FEl congunto de funciones {y°,y, e, e~*¥} involucradas en la expresion (4.56) son linealmente
independientes. Dado que la restriccion impuesta debe ser valida para todo valor de la variable
y, se concluye que:

Ay = 0, (4.57)
G, =Gy = 0, (4.58)

de modo que la solucion del problema se reduce a:
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T(x,y) = Z (Basenaz) (Coae®™ + Doe™) + Guyay + Gy (4.59)

«

Al considerar la sequnda condicion de frontera, se obtiene:

T (l,y) = Z By, sen (ady) (C’aeo‘y + Dae’ay) + Gy + Gl = 0. (4.60)

Considerando que esta igualdad debe cumplirse para todo valor de la variable y, y que las
funciones {y°(cte),y, e ¥} son linealmente independientes, se debe imponer que:

B,sen (aly) = 0, (4.61)
Gulh =Gzli = 0. (4.62)

Dado que l; es una constante diferente de cero, se debe cumplir que G,y = G, = 0. Ahora,
para descartar la solucion trivial, se requiere que B, # 0, lo que conduce a la condicion:

sen(all):0—>al1:mr—>oz:7;—7r n=123--. (4.63)
1

La relacion anterior define los posibles valores que puede asumir la constante . Asi, en la
solucion general se debe incluir una suma sobre todos sus posibles valores que ingresardn en
términos de n, tal que:

T (x,y) =Y Busen <%x> (Cne%y + Dne*%y> . (4.64)
n=1

Ahora, las condiciones de frontera sobre las variable y, conllevan a:

T(a,y=1b)=Ty=3 Busen (E) (G4 D B, ass)
n=1 ll
= nmw —nmy, nmy,
T(z,y=-b)=To= Z By, sen (l—:lt) (C’ne =+ Dyeh ) . (4.66)
n=1 1

Al restar las dos ecuaciones anteriores, se tiene que

Z B,, sen (T;—Wx) {(C’ne%l2 + Dne_%b) — <Cn€_%l2 + Dne%ﬂb)} =0. (4.67)
n=1 1
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y dada la independencia de las funciones senoidales, se debe cumplir que:
Cpe 12 4 Dyet® — Chet™ — Dye” 12 = 0, (4.68)
lo cual se puede escribir como:
(C, — D,) (677”2 - 6*77”’2> ~0. (4.69)
£0Vn#£0
y por tanto, se concluye que:
C,=D, (4.70)
Teniendo en cuenta los resultados anteriores, la solucion se expresa como
ZB C Sen(i—ﬂx) ( TV e lly>
1
= Z 2B,,C,, sen n—ﬂa: cosh mr
I l1
n=1 c,
= ZC” sen [ 2z | cosh : (4.71)
l l1

Las constantes C), serdn deducidas de la condicion de frontera Ty =T (x,ls), a partir de:

To =T (z,l5) Z C! cosh (—l2> sen (T;W ) )
1

(4.72)

Ahora, utilizando la condicion de ortogonalidad para la funcion seno, se determina que:

l1 ll
/0 sen (771 )Todx = ZC’ cosh (—l2>/0 dx,sen (n;—l?rx) sen (TZT ) (4.73)

15
EJnm

B ll > , nm
= 3 ;C’n cosh ( I lg) Onm

[ mm
= Elcosh (Tlg) C..

(4.74)

(4.75)
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Por consiguiente, se establece que

2T, 1 h
C = —0—/ dx sen (Hx) , (4.76)
i cosh (%b) 0 I
con lo cual se tiene que
27T, 1 h
C = —0—/ dz sen <Tx> (4.77)
l cosh (%lg) 0 h
2T, 1 l h
S {__1 (Tx)} (4.78)
i cosh (%lg) nm h 0
2T, 1 l
= l_o n_l 1 — cos (nm) (4.79)
nm ™ ——
1 COSh< . l2> e
2Ty 1

_ _—) [1—(=1)"]. (4.80)

La solucion anterior se puede expresar como:
—gf N CEIRY IMZ , St n esimpar,
! RAxin
O = { " cosh(32) (4.81)

0, st m es par.

Por lo tanto, la solucion de la ecuacion de Laplace para el problema en consideracion es:

=\ 4T 1
T(x,y) = Z 20 sen(2™4) cosh n—ﬂy
T cosh (Ml > h h
n = ]. 151 2
\‘/—/
AT, & cosh ("—fy)

— 7 e (Tx> . (4.82)

La figura 4.3 muestra grdficamente la solucion (4.82), truncando la sumatoria en N = 100,
para Ty = 100, Iy = 1 y Iy = 1. La barra de colores indica los diferentes valores de la
temperatura en la region rectangular en estudio. En lineas punteadas rojas, se marca curvas
de igual temperatura. Se observa que en x =0 y x = ly la temperatura es cero y en y = —ly
yy = ls la temperatura es igual a Ty (100).
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1125

100.0

T(x,y)

Figura 4.3: Ejemplo (4.1). Representacién grafica de la Solucién (4.82) con Ty = 100, [; = 1 y Iy = 1,
truncando la sumatoria a 100 términos

Ejemplo 4.2. En este ejemplo se resolverd el problema planteado en el ejemplo (4.1),
corriendo el eje y una distancia ls, tal que las condiciones de frontera sean:

0,y) = 0 para todo valor de y.

T(

(I1,9) = 0 para todo valor de y.
(z,0) =Ty para todo valor de x.
(

T
T
T

x,2ly) = Ty para todo valor de .

Solucion: Una forma de solucionar este problema es realizar un proceso similar al planteado
para encontrar la solucion del ejemplo (4.1); sin embargo, es posible partir de la solucion
establecida en la ecuacion (4.82) y simplemente correr el origen del eje y; es decir, es
suficiente con reemplazar y — y + lo en (4.82), y se tiene:

Ty — AT, f: %cosh (% (y + lz)) con <Tm> | (4.83)

Ejercicio 4.1. Demostrar la solucién dada por (4.83) realizando el proceso descrito en el
ejemplo (4.1) para las condiciones establecidas en el ejemplo (4.2).

Ejemplo 4.3. Se tiene un rectingulo metdlico de lados a y b, ubicado en el plano xy
como se observa en la figura 4.4. Las condiciones en la frontera para el problema planteado
son:
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p@,0) = V()
A
¢(0,y) =0 b vla,y) =V
V (,0(33,0) =V X
B S —— -—>

Figura 4.4: Ejemplo (4.3). Potencial eléctrico en el interior de un rectdngulo.

Para la configuracion planteada, en este ejemplo se encontrard el potencial eléctrico en la
region limitada por el rectangulo metdlico.

Solucion: Dado que el problema estd planteado en dos dimensiones, la solucion a la ecuacion
de Laplace mds general serad:

Y(x,y) = Guyay + Gox + Gyy + Go + Z {A, cosax + B, sen oz} {C’aeay + Dae’ay} )
(4.84)

Al aplicar la condicion ¥(x = 0,y) = 0, se tiene que:

Y =0,y) =0=Guy+Go+ > {Aa} {Coc™ + Do} . (4.85)

Dado que el conjunto de funciones {y°,y, e, e~} son linealmente independientes, la tinica
posibilidad no trivial para que la relacion (4.85) se cumpla para todo valor de y, serd:

G, =Go= Ay =0. (4.86)

La opcion Gy = Gy = Cy = D, = 0, conlleva una solucion trivial y por tanto no es vdlida.
A partir de las condiciones (4.86) la solucion (4.85) se reduce a:

Y(z,y) = Gy + Gy + Z {senax} {Cae“y + Dae_o‘y} , (4.87)
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donde la constante B, se ha absorbido en las constantes C, y D,. Ahora, al aplicar la
condicion P(x = a,y) = Vo, se tiene que:

Y =a,y) = Vo = Gyyay + Gra + Z {senaa} {Caeay + Dae’o‘y} , (4.88)

lo cual se puede reescribir como

Guyay +{Gra— Vo } + Z {senaa} {Caeay + Dae’o‘y} =0. (4.89)

Nuevamente, al tener en cuenta la independencia de las funciones implicadas, la relacion
(4.89) conlleva

Gay =0, {Gra—Vp} =0, Cysenaa=0, D,senaa=0. (4.90)

Para evitar la solucion trivial, se debe exigir que

Guwy =0, Gz =Vy/a, senaa:O—Hx:T, conn=1,23---. (4.91)
a

Bajo las anteriores consideraciones, la solucion se reduce a

P(z,y) = —x + Z {sen <—x>} {C’ ea¥+ D,e *y} (4.92)

Ahora, las condiciones Y(x,y =0) =V} y ¥(z,y = b) = V() conllevan a:

U(z,y=0) = x + Z {Sen (—:I;) } {C, + D,}, (4.93)
Y(x,y=">0)=V(x)= %.T + i {sen (%.ﬁlﬁ) } iCne%b tD”e_%b},‘ (4.94)

que se pueden escribir como

Vi — %x - i {sen (%x) } H,, (4.95)

Vx) — %x = i {sen <n7:x> } I,. (4.96)

Para determinar la solucion del problema bajo estudio, se deben determinar las constantes C,,
y D,,, que se pueden despejar de las constantes definidas como H,, e I,,. Para poder encontrar
dichas constantes se hace uso de la propiedad de ortonormalizacion de la funcion seno, por
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tanto, se multiplican las expresiones (4.95) y (4.32) por sen (%x) y se integra en la variable
x, con lo cual se tiene que:

[ () (= o [ fom () ()

J/

a(;nrm
2
- mg (4.97)
adicionalmente,
/a V( )—VO se ( )d ZI / {se (mw )se (mr )}d
i x | sen x)dr = n{——7)sen{—z x
al;n,m
2
n=1
a
=1I,-. 4.
ns (199

Por lo tanto se tiene que:

2 [ Ve
H, = —/ (Vl — —O$) sen <@$> dz, (4.99)
a Jo a a

=2 /O ’ (V(w) - Em) sen (@x) dz (4.100)

a a a

En este punto, para determinar I,, es necesario definir el valor de V(x). Para llegar a una
solucion total del problema, se establece el caso particular V(z) = %x, con lo cual:

2 a
H,, = —/ <V1 - Ex) sen (mx) dx, (4.101)
0 a

a

2 a
I, = —/ (Ex) sen (mx) dx (4.102)
afy, \a a
Para las constantes H,,, se tiene que:
2 a
H, = —/ (Vl — Ex) sen (Mx> dx (4.103)
a J, a a
2 a a
:—{/ Vlsen<m7T )dm— Ea:sen(mr >dx}
a |Jo a a a
) _
== [Vl (a o ) / ALy sen ) d:p} . (4.104)
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Ahora, pam realizar la integral en el sequndo término en (4.104), se aplica integracion por
partes (u =z, dv = sen (mmx/a)dz), con lo cual

/ —a:sen x) dr = E —Lxcos (mx) + L/ coS (mx) d:c]
a | mm a o mm g a
_Nl_ @ (acos(mm) —0) + @ (i sen (mx> )}
a | mrm mm \ mm a 0
V- 2
SN B 0}
a | mrm
Voa
— ()™ 4.1
ey, (4.105)
por lo tanto,
2 —a(=1)"™\ V
H, == [vl (“ al=1) >+ ““(—1)”%} (4.106)
a mm mm
2Vi(1 — (=)™ 2V
_ W=D 20, (4.107)
mm mm

Dado que H,, depende de las constantes Cp, y D, (ecuacion (4.93)), la expresion anterior
toma la forma

2V (1 —(—=1)™) n 2_V0<_1)m7 (4.108)

mim mi

Com+ Dy, =

Para solucionar la integral asociada a las constantes I,,, se usa el resultado expresado en
(4.105), tal que

2 a
I, = —/ (Ex) sen (mx>dx
a Jo a a
2Vo
=—(-1" 4.109
— (=D, (4.109)

que en términos de Cy, y Dy, (ecuacion (4.94)), toma la forma

Crpe’a ¥+ Do a b = (—1)™. (4.110)

Al solucionar el sistema de ecuaciones (4.110) y (4.108), se tiene que

2 (1" + " )Wo + (1 - (-1)")VA)
Ch — T , (4.111)

bmm

26" (1) (14 )V — (1 + (~1)")e 5 V1)

2bmmn

(=1+e€e"a )mm

D,, — (4.112)
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o(x y)(r\T -m/C)

Figura 4.5: Ejemplo (4.3). Representacion grafica de la solucién (4.113), con V4 = 20N -m/C, Vo = 10N -m/C
y a =b=1.0m y tomando en la sumatoria los primeros 100 datos.

Finalmente, la solucion buscada vendrd dada por:

U(z,y) = %x + i {sen (%x)}

2 ((~)"(1L+€5)Vo + (1= (-1)")WA)

mm

X — ea’
(1— ™ ymm
255 (=) (L e )W — (<1 ()M )\
+ o e~ Yy (4.113)

(—1+e"a )mm

En la figura 4.5 se esquematiza la solucion establecida en (4.113), acotando la sumatoria
con M =100 y con valores de V} = 20N - m/C, Vo = 10N - m/C y a = b= 1.0m. La barra
de colores indica los diferentes valores del potencial en la region rectangular en estudio. En
lineas punteadas rojas, se marcan algunas lineas equipotenciales. Se observa que en x =0 el
potencial es igual a cero, en x = a el potencial es Vo, eny =0 es Vi y en y = b el potencial
aumenta linealmente (2Vyzx/a).

Ejercicio 4.2. Considere la configuracion planteada en el ejemplo (4.3), con condiciones de
frontera definidas a través de:

= P(z=0,y) =0.
= Y(z=a,y) = V.
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= (z,y =0)=W.
= Y(z,y =b) = V(z).

Para la situacion planteada, encuentre la solucion mas general para el potencial dentro del
cascaron rectangular cuando:

a) V(x) =5cos? (2z/a).
b) V(z) = o,

a2
Ejemplo 4.4. En este ejemplo se estudiard un problema dos dimensional asimétrico en el
eje x. Se plantea un rectangulo limitado por material metdlico, con las siguientes condiciones
de contorno (ver figura 4.6):

. ?/f(x:—a/?’,y)zo
. w(:v:2a/3,y):V0
= Yz, y=0) =W

(

0

o(—a/3,y)

Figura 4.6: Ejemplo (4.4). Potencial eléctrico dentro de un cascarén rectangular en dos dimensiones.

Para la configuracion planteada, se encontrard el potencial eléctrico en la region limitada por
el rectangulo metdlico.

Solucion: Dado que el problema planteado estd en dos dimensiones, la solucion mas general
vendrd dada por:

P(x,y) = Guyay + Gox + Gyy + Go + Z {A, cosax + B, sen oz} {C’aeay + Dae_ay} )

(4.114)
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Al aplicar la condicion ¥(x = —a/3,y) = 0, se tiene que:

0= —%Gmyy — %Gm + Gy + Go + Z {Aa cos <a%) — B, sen <a§>} {C’aeay + Dae’ay} .
i (4.115)

Dado que el conjunto de funciones {y°,y, e, e~} son linealmente independientes, la tinica
posibilidad no trivial para que la relacion (4.115) se cumpla para todo valor de y, es que:

G, = gGw, Go = gc;x, (4.116)

A, cos (a%) — B, sen (a%) =0. (4.117)

a

3) = 0 se deja como

La condicion (4.117), asumiendo que cos (a%) # 0 (el caso cos («
ejercicio para el lector), se puede escribir como:

sen (a%)

Aa = Baw.

(4.118)

Al reemplazar las condiciones (4.116) y (4.118) en la ecuacion (4.114), la solucion para el
potencial toma la forma:

U(x,y) = gGy:Cy + G+ Gyy + gGm + Z {sen <a§> cos ax + cos (ag) sen ax}

3
% BO‘—CO‘ ay ﬂ e 5 (4.119)
cos (a%) cos (a%)
c, D!,

que se puede escribir como

U(z,y) = gGny + Gox + Gy + %Gz + Z sen (a(z + a/3)) {Cle™ + Dle ¥} . (4.120)

Ahora, aplicando la condicion ¢ (2a/3,y) = Vy se tiene que:
Vo = 3Gy +aG, + Z sen (aa) {CLe® + Die '} (4.121)

Dado que el conjunto de funciones {y°,y, e, e~} son linealmente independientes, la tinica
posibilidad no trivial para que la relacion (4.121) se cumpla para todo valor de la variable y,
se obtiene para:

G, - G, =0, (4.122)
a

senaa = 0. (4.123)
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La condicion (4.123) conlleva:

sen (aa) =0 — aa =nmT — a = T, n=1,273,.., etc. (4.124)
a

Aplicando las condiciones anteriores a la expresion general del potencial, se tiene que:

U(z,y) = —93 + -+ Zsen ( (x +a/3) ) )) {Cle¥ + Dhe e}, (4.125)

Ahora se aplicardn las condiciones eny =0 yy = b, tal que:

o0 == g > sen (Trtetaf) (G4 D) (1126)
(Tleram) s
wab) = Dog T T, +§:%n( (o af2) {4 e,
v (4.127)

que se pueden escribir convenientemente como:

Vo — K (z+a/3) = Zsen ( (x +a/3) >Hn, (4.128)
)

Vi
" (x+a/3) = Zsen( (x+a/3))1,. (4.129)

Ahora, si se multiplica la expresion (4.128) por sen (%(w + a/B)) y se integra en la variable

x entre —a/3 < x < 2a/3, el lado izquierdo (LI) de (4.128) se escribe como:

2a/3
LI :/ (Vo — 2z +a/3) ) sen —:c dx (4.130)
—a/3

mientras que el lado derecho (LD) de (4.128) toma la forma:

:ig/

—a/3

2a/3

{sen (%(z + a/3)) sen (%(m + a/3)) } dx

adnm
2

i[_]aé

a
7nE§7

I
=1

(4.131)
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por lo tanto,

a 2a/3 VE) mm
Hm5 = / <Vo - ;({L’ + a/3)> sen <73:> dzx. (4.132)

—a/3

De forma andloga, si se multiplica la expresion (4.129) por sen (%(m + a/S)) y se integra
en la variable x entre —a/3 < x < 2a/3, el lado izquierdo (LI) y derecho (LD) de (4.129),
toman la forma:

LI = /WS (E(:c + a/3)> sen (?z) dr, (4.133)

—a/3 a

0 2a/3
LD = an {sen (myp) sen (n—ﬁx> } dx
—1 7(1/3 a a

af;rtrm
—  A0um
DN
2
n=1
a
= lmz, 4.134
: (4.134)

por lo tanto,

Im% - /_2a/3 (&(a; + a/3)> sen (%x) dz. (4.135)

a/3 a
(4.136)
En resumen:
92 2a/3 1 mi
=1 /a/g (o=t a/s)) sen (7w + 0/, (4.137)
2 2a/3 v
=2 [ (ror)sen (o vars)as 139

Realizando el cambio de variable v = x + a/3 — du = dx, con los limites de integracion
dados por: para x = —a/3 — Upin = 0 y para © = 2a/3 — Une: = a, las expresiones para
I, v H,, toman la forma:

2 a

H,, = —/ (VO — Eu) sen (Mu> du, (4.139)
a /o a a
2 [V

I, = —/ (—Ou) sen <@u> du. (4.140)
al, \a a
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Realizando las integrales correspondientes, para H,, se tiene
2 a
Hm:—/ (%—Ey)sen(rm > dy

a Jo
2 m mm

= [/ Vosen<—u du—/ —usen( >du}
a|Jo a a
2 a— af

== [Vo ( ) / —2usen —u) du} (4.141)
a

ahora, para la integral en el sequndo término en (4.141) se integra por partes (u = u, dv =
sen (mmu/a)du), con lo cual

“Vo mm Wl a mr N\ |*  a [° mm
—usen (—u) du = — | ——ucos <—u> + — coS <—u> du
0 a a a | mnm a o mm Jy a
_N|_ e (acos(mm) —0) + @ <i sen <mu> )}
a | mm mm \ mm a 0
v 2
SN B 0}
a | mm
Voa
=——(-1" 4.142
——(=1) (4.142)

por lo tanto

H,, = % {Vo (a — a(_l)m) + %a(—nm}

mm mm
2V
=0 (4.143)
mm
que en términos de C| y D! (ecuacion (4.126)) se puede escribir como:
2V
C' o+ D =2 (4.144)
mm

Para solucionar la integral asociada a las constantes I,,, se usa el resultado expresado en
(4.142), tal que

2 a
I, = —/ <E:c) sen (mx>dx
a Jo a a
2
= —ﬁ( nm, (4.145)

mi

que en términos de C! y D! (ecuacion (4.126)) toma la forma:
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C! et 4 D! e = _ 20 ()™,
mm

Al solucionar el sistema de ecuaciones (4.144) y (4.146), se tiene que

2V (1+ (—1)me's)

c,, — — :
" (1— e )Ymn
25V, (1) + €5
D:‘n — 2bmmn

(—1+e "« )mm

y(m)

0(x,y) (N - m/C)

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
x(m)

(4.146)

(4.147)

(4.148)

Figura 4.7: Ejemplo (4.4). Representacién gréfica de la solucién (4.149), con Vo = 10N -m/C y a=b=1.0m

y tomando en la sumatoria los primeros 100 datos.

Finalmente, la solucion buscada vendrad dada por:
W(r,y) = Lo+ a3) + i {sen (@(x + a/3)) }
>y - a — a

2V, (1 + (—1)%”’2”)

mm

ea¥

2bmm

(1—e"a )mm

26755V, ((—1)’“ + ebzm)
2bmm

(—14e

_|_

e_%y

ymm

(4.149)
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En la figura 4.7 se muestra la solucién establecida en (4.149), acotando la sumatoria con
M =100 y con valores de Vo = 10N - m/C y a = b = 1.0m. La barra de colores indica los
diferentes valores del potencial en la region rectangular en estudio. En lineas punteadas rojas,
se marcan algunas lineas equipotenciales. Se observa que en x = —1/3 el potencial es igual
a cero, en la posicion x = 2/3 yy =0 es Vo, y en y = b el potencial aumenta linealmente
en funcion de x.

Ejercicio 4.3. En el ejemplo(4.4), en la condicion (4.117), se asumid que cos(aa/3) #
0. Si se elige cos(aa/3) = 0, entonces para que se cumpla (4.117) se debe imponer que
B, =, adicionalmente o« = 3nz/a (n impar). Demuestre que bajo dicha eleccion no es posible
obtener una solucion que cumpla la condicion (2a/3,y) = Vj.

Ejemplo 4.5. En este ejemplo se considera un prisma rectangular con superficies metdlicas.
El cubo se extiende en un eje coordenado entre: —a/2 <z < a/2,0 <y <b, 0< z <c. Las
superficies se encuentran en equilibrio térmico con temperaturas definidas por:

(—a/2,y,2) =0 para todo valor de y vy .

(a/2,y,2z) =0 para todo valor de y y z.

(x,0,2) =0 para todo valor de z y z.

(z,b,2) =0 para todo valor de x y z.

(z,y,0) = 0 para todo valor de z y y.

(z,y,0)

=V (x,y) para todo valor de x y y.

El objetivo en este ejemplo es determinar la funcion de temperatura en el espacio vacio
limitado por el prisma.

Solucion: La funcion de temperatura al interior del prisma obedece la ecuacion de calor que
en el caso de equilibrio térmico (cuando la temperatura no cambia en el tiempo) obedece la
ecuacion de Laplace, cuya solucion general estd dada por (4.53):

T(z,y,2) = Guporyz + Gy + Gz + Gyz + Gor + Gy + G2 + Gy
+ {Ayr + By} Z {Cpscos By + Dgsen Sy} {Eﬁ@ﬁz + Fge’ﬁz}

B#0
+ {Cy + D} Z {A, cosvyz + Bysenyx} { E,e"* + Fe 7%}
70
+{E\z + F}} Z {Aq cosax + Bysenax} {Che®™ + Doe Y}
a#0
- Z {AO‘, cos o'w + Bassen O/l‘} {Oﬂ’ COS /Bly + D,B’ sen Bly} {E7’€W/Z + Fw/e_’y/z} .

of ,B'£0
(4.150)
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Dadas las condiciones de frontera planteadas, se puede evidenciar que existe periodicidad
en la variable y; debido a que en y =0 yy = b la funcion de temperatura es cero. Por lo
anterior, se deben eliminar de la solucion general los términos lineales e hiperbolicos en la
variable y, con lo cual la solucion se reduce a:

T(x,y,z) = Gpaxz+ Gex + G,z + Gy

+ {Ayz + B} Z {Cscos By + Dgsen By} { Ege”” + Fze 7*}
B#0
+ {DE)} Z {A'y COSYx + B’Y sen ryx} {E'Ye'yz 4 F,Yei’yz}
770

+ Z {Ay cosd’x + By send'z} {Cy cos 'y + Dg sen By} {Ev,ev’z + vaeﬂ/z} :
of BI#0
(4.151)

Antes de aplicar las condiciones de frontera sobre el eje x, se debe entender que en fisica,
es posible ajustar el origen coordenado de tal manera que se facilite el cdlculo matemadtico.
En este sentido, este problema se resuelve con mayor facilidad corriendo el origen para el
eje x hacia la izquierda en una cantidad a/2. Por lo tanto, a partir de ahora se trabajard
con la funcion de temperatura T'(z',y, 2), para la cual las condiciones de frontera sobre la
coordenada x' serdn:

» 77(0,y,2) =0, para todo valor de y, z.

» T'(a,y,2) =0, para todo valor de y, z.

Con lo anterior, se ha impuesto la equivalencia T'(z',y,z) = T'(x + a/2,y,2) = T(z,y, 2).
Sobre la forma final de la funcion de temperatura, para que cumpla las condiciones de frontera
originales, solo es necesario correr nuevamente el origen del eje x en una cantidad a/2 (hacia
la derecha, respecto al resultado final). Teniendo en cuenta lo anterior, al aplicar la nueva
condicion en ' = 0, se tiene que:

T'(0,y,2) =0 =G,z + G
+{B} Z {Cscos By + Dgsen By} { Ege”* + Fze 7%}

B#0
+{DG}Y A {Ee” + Fe?)
y#0
- Z Ay {Cg cos By + Dg sen f'y} {Eyewl'z + Fye"yl"’} : (4.152)
o B/£0

lo cual, dada la independencia de las funciones implicadas, conlleva:
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G,=Gy=DB,=A, = Ay =0, (4.153)

A partir de las condiciones (4.153), se tiene que

T2y, 2) = Gp2'z + G2
+ Ay Z {Cscos By + Dgsen By} { Ege’* + Fze 7%}
540
+{D{} Z B, sen (yz') { E,e7* + F,e 7%}
¥#0
+ Z By sen (o'z") {Cy cos 'y + Dg sen 'y} {Eye”/z + Fye—w} . (4.154)
of B0

Ahora, aplicando la condicion en x = a, se tiene que:

T'(a,y,2) = Guaz + Gra
+ Aja Z {Cscos By + Dgsen By} { Ege’” + Fze 7}
B#0
+ {Dy} Z B, sen (ya) { Eye"* + F,e™ 7%}
y#0
+ Z By sen (o/a) {Cg cos 'y + Dg sen 'y} {E,Y/e'ylz - F,Y/eﬂ/z} . (4.155)
of B/#0

lo cual implica que:

G..=G,=0=A;=0, (4.156)

y ademas que
sen(ya) =0 == %, (4.157)
sen(d/a) =0 =ad = %. (4.158)

A partir de los resultados anteriores, la solucion para el potencial toma la forma:

/
T'(2',y,2) = {Dy} Z B, sen (mzx ) {Eye%lﬂzz + Fe” QTZZ}
m=1

© '
+325 Ben ("2 (on  yrem) {4 )
n=1 p’
(4.159)
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Ahora, para y = 0 se tiene que:

T'(x',0,2) = 0= {D), }Z {B son (mzx )} {Evem;zszFme,%;mZ}
+ZZ{ n Sen (nm )}{CB'}{ By’ 4+ Epe” 72}. (4.160)

n=1 g

En la relacion (4.160), el primer término a la derecha de la igualdad no puede compensar
el sequndo, y por tanto Dy = 0. Adicionalmente, se debe exigir que: Cé = 0. A partir de las
anteriores consideraciones, la solucion toma la forma:

(', y, 2 ;;{B sen( )}{Dﬂ, sen § y}{ e +F7/e_7'z}. (4.161)

Ahora, al aplicar la condicion en y = b se establece que:

T'(x',y,2) = 0 = Z 3 { . sen (”” ) } {Dy sen Bb} {Ewﬂ’z + Fye_'ylz} . (4.162)

n=1 g

y, por lo tanto,
l
senﬂ'b:()—)ﬁ’:%, conl=1,2,3,---, (4.163)

con lo cual se tiene que

oo

(', y, 2 ZZB sen <n7m )Dl sen (l ) {Enle%lz + Fe ”’”l'z} , (4.164)

n=1 [=1

donde se ha definido v, = vn? + 2. Ahora, al evaluar la funcion de temperatura en z = 0,
se obtiene:

T'(x,y,0) =0 = Z ZB sen (”M >Dl sen (Z > {Ew + Fu}, (4.165)

n=1 [=1

y por lo tanto: E, = —F,;, tal que la solucion se puede escribir como:

(2 y, 2 Z Z B, sen < )Dl sen (ZWTZJ) E,; {6%12 . e—vnzz}

n=1 =1
) sen (MTy) sinh (7y,,,2)

= ZZQB Dl nlsen(
- Z Z ! sen < /) sen (%) sinh (y,,2). (4.166)

n=1 [=1
n=1 [=1
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La ultima condicion a evaluar en z = ¢, conlleva:

T2y, c) = Z Z ! sen (”” ) sen (“;y> sinh (mc). (4.167)

n=1 [=1
Para determinar las constantes E),;, se utiliza la condicion de ortonormalizacion de la funcion

seno, y por ello se multiplica por el factor sen (m” ) X sen (kzy), ambos lados de la igualdad

(4.167) y se integra en la variable x entre 0 < x’ < a, y en la variable y entre 0 < y < b, con
lo cual el lado izquierdo (LI) y derecho (LD) de (4.167), se escriben como:

a b /
LI = / / V(2 y)sen (mﬂ'x ) sen (k%by)dx'dy, (4.168)
o Jo a

LD = i i E!, sinh (7,¢)

n=1 [=1
@ nmwx' mnx’ ,

x{/sen( )sen< )dx}

0 a a

b l
X {/o sen (%) sen (k‘_zy) dy}
= i i E, sinh (’}/ lC)gé édlk

nl T 2 nm2

n=1 [=1
b
= qunk sinh (/Ymkc)aza

por lo tanto, el coeficiente E! . que determina la funcion para la temperatura es:

4 @ rb mma' kmy
E =—— ! — "dy. 4.1
k= Ghsinh () /0 /0 V(z', y)sen ( " > sen ( 2 >dx dy (4.170)

. / .
Como un caso particular, para V(z',y) = %, con Vy = cte, se tiene que:

4V, “ mmx’ b kmy
E , = ! dz’ d 4.171
™8 (ab)? sinh (Yc) {/0 ) Sen( a ) x}{/o ysen( b ) y} (.17)

Las integrales asociadas en la ecuacion anterior se resuelven por partes, tal que

b
Il—/ y sen <k:7r )dy
0 b
b kmy b b [P kmy
= |~Y= — — — | d
[ ylmcos( b >]o+k77/0 cos( b Y
b

(4.169)

2 2
= —5—cos km + (kl;)Q (sen km — sen0)
b2
= —E(—l)k, (4.172)
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de igual forma se tiene,

a /
mnrx
I, = x sen dz’
0 a
/ a a /
, a mnx a mnrx ,
= |—2'— cos + — CoS dx
mm a o mm Jo a

=——(=1" (4.173)
Reemplazando I e Iy en (4.171), se tiene que

4V, b? a®
El _ _1 k _ _1 m
mh (ab)? sinh (ymrc) (knr( ) ) (mﬂ( ) )
B 2%(_1)k+m
k- mn2sinh (Vm2+k2)c)
Finalmente la funcion para la temperatura T (x,y, z) estard dada por:
2%(_1)k+m
x )
e mz:l ; <k -mm? sinh ((vVm? + k?)c)

x {sen (mzx,) sen (k—zy) sinh <mz>} . (4.175)

(4.174)

La solucién asociada al origen inicial para el eje x vendra dada por una traslacién en una
cantidad a/2 hacia la derecha, respecto a la solucién (4.175), es decir:

T mzz (k mw?zﬁh«%m)
X {sen (M) sen (k_zy) sinh (\/mz)} . (4.176)

a

Ejercicio 4.4. Considere un prisma rectangular con superficies metdlicas. El cubo se extiende
en un eje coordenado entre —a/2 < x < a/2, —b/2 <y < b/2 y 0 < z < c. Las superficies
del prisma se encuentran sujetas a los siguientes potenciales:

a/2,y,z) =0 para todo valor de y y z.

a/2,y,z) =0 para todo valor de y y z.

(4
¥ (z,—b/2,2) = 0 para todo valor de x y z.
=9
(4
(4

v (=
(
(
(x,b/2,z) = 0 para todo valor de x y z.
(x,y,0) = Vo para todo valor de x y y.
(

Y (x,y,c) = VOI =2 para todo valor de x y .



5— Ecuacion de Laplace en coordenadas
esféricas

En este capitulo se encontrara la solucién de la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas,
aplicando el método de separacion de variables.

5.1. Separacion de variables

La ecuacién de Laplace representa un caso especial de la ecuacién (4.12); cuando f(r) = 0,
y en tal caso se tiene que:

V() = 0. (5.1)

Ahora, tomando el laplaciando en coordenadas esféricas (ecuacién (A.44)), la ecuacién de
Laplace se escribe como:

19 (,0 1 1 02 1 0 0

- — (7 - — — =0. 2

2 or (r arw(”) > {sen298¢2 T seno a0 (Seneae) } () =0 (5:2)
Si la funcién ¢ (7) se puede expresar como: ¥ () = R(r)©(0)S(¢), al reemplazar en (5.2) y
dividir la expresién resultante por ¢(7) = R(r)©(0)S(¢), se obtiene:

12 (#80) (ks (oo 5 (o))} -0 o

El primer término en la expresién (5.3) corresponde a una funcién que depende exclusivamente
de la coordenada r, mientras que el segundo término (factores agrupados por llaves), es una
funcién que depende de las variables 6 y ¢, por lo tanto, para que la relacién (5.3) se mantenga
para todo valor de r,0, y ¢, cada término en (5.3) debe tomar un valor constante que se
denotara como «, a partir de lo cual, se tiene que:

o (4,0

I (7" ER(F))

sei29 {S(1¢) aa;2S(¢) + %% (Sen9%> @(9)}

a, (5.4)

—a. (5.5)
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Siendo o una constante, las relaciones (5.4) y (5.5) garantizan (5.3). Ahora, la relacion (5.5)
se puede escribir convenientemente como:

@%s(@ _ _% {sen ea% <sen 9%) @(9)} — asen?, (5.6)

Se observa que la parte izquierda de la igualdad dada por (5.6) solo depende de la variable
¢, en tanto que la parte derecha solo depende de la variable 6, por lo tanto, para que la
igualdad sea valida para todo valor de 6 y ¢, cada lado debe ser igual a una constante, que
en este caso se denotara como [, y se tiene:

1 02
5@ a0 =5 ®7)
1 9, 0 24 _
W {SGHQ% (SGHH%) @(8)} + asen 0= /8 (58)

En resumen, las ecuaciones diferenciales ordinarias que se obtienen tras aplicar separaciéon
de variables en coordenadas esféricas para la ecuacion de Laplace, son:

d [ ,dR B
% (7“ %) —aR = s (59)
1 d do B B
p—y <sen 9@) + (oz — sen29> ©=0, (5.10)
d*S
152 + 35S =0. (5.11)

En muchas aplicaciones fisicas, los sistemas fisicos presentan simetria azimutal, es decir son
invariantes bajo rotaciones sobre el eje z, lo cual implica que las ecuaciones y soluciones
que describen los sistemas fisicos son independientes de la coordenada ¢, lo cual requiere un
tratamiento particular que se desarrollard en las siguientes secciones.

5.2. Solucidn de la ecuacidén de Laplace con simetria azimutal

La simetria azimutal se presenta cuando la funcién S(¢) es constante, es decir, problemas
para los cuales el potencial es independiente del angulo azimutal ¢. Para tal situacién, la
ecuacién (5.11) implica que = 0 porque S es una constante (no nula). Las variables
independientes se reducen a dos (6 y ¢) y la solucién a la ecuacién de Laplace se reduce a:
(r,0) = R(r)©(0). Con lo anterior las ecuaciones (5.9) y (5.10) toman la forma:

dR
(2 p = 12
r2dr (r dr) T2R 0, (5.12)

1
4 (sen@—@) + a0 = 0. (5.13)
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Para resolver la ecuacién (5.13) se realiza convenientemente el cambio de variable v = cos 6,
y se tiene en cuenta que:

dO(0) _d@(@)ﬁ_d@(é’) 1 do(0) (5.14)
du  d0 du  df du/d)  senf df ’ '
lo cual conlleva:
do(d) dO(0)
W = —sen Qw, (515)
por lo tanto:
do(d) 2 ,dO(0) 2 AO(0) 5. dO(0)
sen 6 T sen” 0 T (1 —cos“0) T (1 —u”) T (5.16)

Al reemplazar la relacién (5.16) en la ecuacién (5.13) e introducir la funcién P(u); tal que
P(u) = ©(6), se tiene que:

1 d dP
_ — (1 =u)== P=0. 1
sen 6 df (( u)du>+a 0 (5.17)

El término entre parentesis en la expresiéon anterior es una funcién de u, por lo tanto se
puede cambiar la derivada respecto a 6 en funcién de la variable u, tal que

1 d dP du
_ — (1 — )= - P =0. 1
sen 6 du (< " >du) (d&) o 0 (5.18)
——
—sen 6
y se tiene que
d N

que también se puede escribir como:

2p P
(1— u2)% - 2uf1—u +aP =0, (5.20)

o en la forma:

d?P 2u dP a

7wy il T u2)P =0. (5.21)

A partir de la aplicacién del método de separacién de variables a la ecuacién de Laplace en
coordenadas esféricas, asumiendo simetria azimutal, se ha llegado a las ecuaciones diferenciales
ordinarias (5.12) y (5.21) para la variable r y 6 respectivamente. Dichas ecuaciones diferenciales
ordinarias se pueden resolver aplicando el método de Frobenius que se explicard en la
siguiente seccién.
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5.3. Método de Frobenius

El método de Frobeniues se puede aplicar en la solucion de ecuaciones diferenciales que se
pueden expresar en la forma:

d’y dy
A B(x)—= = 22
(2) 74 + B(2) 2 + Clayy =0, (522)
o en forma equivalente como
d?y
-7 5.23
Y @)L 4 QUaly = (5.23)

donde las funciones P(z) y Q(x) corresponden a:

(5.24)

El teorema de Frobenius dice: Si z = x( es un punto singular regular de la ecuacién diferencial
(5.22), entonces existe al menos una solucién de la forma

x—xosicn:ﬁ—xo icnx—x s (5.25)

donde el nimero s es una constante por determinar. La serie converge por lo menos en algin
intervalo 0 < x —xg < C. Si se encuentra que s es un niimero que no es un entero, entonces
la solucién correspondiente y = Y >° ¢, (2 —x9)"*® no es una serie de potencias. Por razones
de simplicidad, al resolver ecuaciones diferenciales que se presenten en la forma (5.22), el
punto singular se asume igual a x = 0. Lo anterior no es una restriccién sobre la solucién,
dado que siempre es posible realizar un corrimiento de una funcién f(x) tal que el punto
singular en estudio en un sistema de referencia conveniente corresponda al punto z = 0. Con
lo anterior, la solucién en serie de potencias se puede escribir como:

o0 o0
y = 2° E a,r" = E ™ = agr® 4+ a1t 4 agrtTE 4 azrtT 4 - - (5.26)

La suposicion basica del método de Frobenius es que la solucion de la ecuacion diferencial
puede ser representada por una serie de potencias. Esto no es una suposicién restrictiva
porque casi todas las funciones encontradas en aplicaciones fisicas pueden escribirse como
series de potencias en su intervalo de convergencia. Este intervalo puede ser muy pequeno o
puede cubrir toda la linea real.

Bajo la solucién planteada, la primera y segunda derivada de y(x) a partir de la relacién
(5.26) estan dadas por:
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dy = nts—1 s—1 s
pi Z an(n+ s)x = sapr® "+ (s + Daga® + -+, (5.27)
n=0
Py <
d_:cz = Z an(n+s)(n+s—1)z"t52
n=0
=s(s — 1agz* 2+ (s + 1)sarx® ' + (s + 2)(s + Daga® + - - - . (5.28)

Entonces, para encontrar la solucién a la ecuacién diferencial (5.23) en serie de potencias,
se sustituye las Ecuaciones (5.26), (5.27) y (5.28) en (5.23). El resultado obtenido se agrupa
por términos con potencias distintas de x. Como la ecuacién (5.23) esta igualada a cero, se
sabe que la unica forma de que la ecuacién se anule para todo valor de = se obtiene cuando
todos los coeficientes que acompanan a diferentes potencias de x se anulen por separado.
Al igualar los primeros coeficientes a cero, se obtienen los posibles valores de s. Al igualar
los restantes coeficientes a cero se obtienen relaciones de recurrencias que definen los valores
de a,, en términos de coeficientes con indice mas pequeno ( a,_; 6 a,_2). De esta manera,
a partir de la relacion de recurrencia obtenida, es posible obtener todos los coeficientes
a, en términos de los primeros coeficientes (en general ag 6 a;), los cuales se determinan
imponiendo convenientes condiciones de normalizacién para la solucion.

5.4. Solucién a la ecuacidon diferencial de Legendre:
Polinomios de Legendre

En esta seccion se aplicard el método de Frobenius para encontrar la solucién a la ecuacién
de Legendre, dada por:

— QUT + aP(u) = 0. (5.29)

Como se explicé en la seccién anterior, en el método de Frobenius se asume una soluciéon en
serie de potencias dada por:

P(u) = au™, (5.30)
n=0
a partir de lo cual se tiene que

dP <

T Z (n+ ) apu™+o71 (5.31)
u

n=1

) S~
= 2+ 8) (0t s) = Dayut) 2, (5.32)

n=0
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Ahora, reemplazando las anteriores expresiones en la ecuacién de Legendre (5.29) se tiene:

0=(1-u")) (n+s)((n+s) = Dayu"~?
n=0
—2u Z ) apu™TTt 4 Z aa,u™ (5.33)
n=0
que se puede escribir como:
0= Z (n+3s)((n+s) — Dayu+)—2 - Z (n+s) ((n+s)—1) apu™t®
n=0 n=0
-2 Z (n+ s) apu™® + Z aanue). (5.34)
n=0 n=0

Las ultimas tres sumatorias en la relacién anterior se pueden factorizar en una unica suma
y se obtiene:

0=) (n+s)((n+s)—1)au™- Z n+s)((n+s)+1) —a)a,u™.  (5.35)
n=0

n=0

Los términos con potencias més bajas en la expresion (5.35), corresponden a los valores de
n =0y n=1en la primera sumatoria de (5.35), y son:

aps(s — Du2,  ay(s+ 1)su* !, (5.36)

y dado que la igualdad (5.35) exige que todos los coeficientes asociados a diferentes potencias
de u se deben de anular separadamente, se debe cumplir que

aps(s —1) =0, (5.37)
aj(s+1)s=0. (5.38)
Las anteriores igualdades se cumplen simultdneamente si s = 0 y con esta eleccién! la

ecuacion (5.35) se puede escribir como:

Z n(n — Da,u"? — Z (n(n+1) — a)a,u" = 0. (5.39)

Los términos paran = 0 y n = 1 en la primera sumatoria de la expresion anterior, se anulan,
por lo tanto,

Z n(n — Da,u" 2 — Z (n(n+1) — a)a,u" = 0. (5.40)

!Las otras posibilidad son: s =1 —+a; =0y s = —1 — ag = 0. Se puede verificar que finalmente para
las elecciones alternativas la solucién que se obtiene es equivalente a la deducida al tomar s = 0.
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Ahora, denotando n’ = n — 2 en la primera sumatoria de (5.40), se tiene que

> (' +2)(n + Daweu™ = (n(n+1) — a) au” =0, (5.41)
n'=0 n=0

y ya que n’ es un indice arbitrario (puede tener cualquier etiqueta y denominarse simplemente
n), la expresién (5.41) se puede escribir con una tnica sumatoria, con lo cual se tiene que:

> A +2)(n+ Daneo — (n(n+1) — @) ay}u™ = 0. (5.42)

Dado que las funciones f,(u) = u™ son linealmente independientes, la igualdad (5.42) solo
se cumple para

{(n+2)(n+ a2 — (n(n+1) —a)a,} =0, (5.43)
a partir de lo cual se llega a la relacién de recurrencia:

. :(n(n—i-l)—oz)a
w2 n+1)(n+2) "

n=0,1,2--. (5.44)

La ecuacién (5.44) es fundamental para la solucién de la ecuacién diferencial de Legendre.
Genera todos los a, con n par a partir de ag, y todos los a, impares a partir de a,. La
formula general se obtiene por induccién. Para los a, pares se tiene en cuenta que a partir
de (5.44), se obtiene: ay = —5ay, y para n = 2 se obtiene:

23—« 2:3—a/ « ala—2-3)
M= 2= 73 <_§> 0= 4! fo- (5.45)
De manera similar, para n = 4, se tiene
~4-5-a  ala—2-3)(a—4-5)
g — WCM = — 6! ap, (546)
por lo tanto,
—2-3)(a—4-5)(a—6-7
ag = ola (o (e )ao. (5.47)

8!

A partir de las relaciones anteriores, y por inducciéon, se puede inferir que:

(Dra(a—2-3)(a—4-5)--[a—(2n —2)(2n — 1)]
Qop = (2”)' agp. (548)

Los términos para a,, con n = impar se obtiene a partir de a;. De la relacién (5.44) se tiene
que az = (2 —«)/(2 - 3)ay, y por iteracién, los coeficientes as y a; son:
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3-4—« B3-4—a)(2-1—-a)

©E s T 33 (549)
(5-6—a) 5:6—a)3-4—a)(2-1— )

_ _ 5.50

“ 6.7 765432 “ (5.50)

a partir de las expresiones anteriores, por induccién, se puede inferir que:

(—D)™"(a—2)(a—=3-4)(a—=5-6)---[a— (2n — 1)2n]
(2n 4+ 1)!

Aop4+1 =

aq. (551)

Los resultados anteriores sugieren escribir la serie de potencias de P(u) en términos de una
suma sobre potencias pares (que depende del coeficiente ag) y una suma sobre potencias
impares (que depende de a;); es decir

P(U):Z% au” Zanu—i-Zan

n=2>0
~—— \,_/
par impar
o o
= Z azu" + Z agnpru®" ! (5.52)
n=0 n=0

Reemplazando los coeficientes definidos en las relaciones (5.51) y (5.48) en la expansién en
serie de P(u), se obtiene:

> ala—=2-3)(a—4-5)---[a—(2n—-2)2n—1)] ,,

“O; 2n)! "

a—=2)(a—=3-4)(a—=5-6)|la—(2n—1)2n] ,
+a1nz_0( 1)"™( )( 2§n+1)!) [ — ( ) ]u ‘ (5.53)

Las series en (5.53) deben ser convergentes para que se pueda utilizar en aplicaciones fisicas
y por lo tanto se debe establecer su convergencia. Para cumplir con dicho objetivo, se aplica
la prueba del cociente, a partir de lo cual para la serie par se obtiene :

2n+2

Ao 12U 2n2n+1)—a | 5

i = =u”. .54
e el ‘ (2n+1)(2n + 2) v (5:54)

n—o0

aQnUQn

Entonces, cuando u? < 1, la serie converge. Dado que u = cosf y 0 < 0 < 7, se tiene que
la prueba del cociente determina que la serie par converge para todo valor de u excepto
para los valores de u = 41 (es decir, para # = 0 y § = ), donde no se puede establecer la
convergencia de la serie por el método empleado. En dichos puntos se aplica la prueba del
cociente generalizado. Entonces, para n muy grande, se tiene:
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Cnil | 2n@2n+1) -« _.n « NS (5.55)
e ey |2n+1D)2n+2)| n+1 Cn+D)@2n+2) " -+l a0

a partir de lo cual se determina divergencia para la serie en u = 4+1. Aplicando el mismo
procedimiento para la serie impar, se determina que la serie también diverge. En conclusion
tanto la serie par como impar divergen en u = +1.

Ejercicio 5.1. Demostrar que la serie impar en (5.53) diverge para u = +1.

Debido a la falta de convergencia, se debe acotar las sumas presentes en (5.53) (ya que una
suma con términos finitos de cantidades finitas siempre es finita), lo cual es posible teniendo
en cuenta que el pardmetro o es completamente arbitrario. El valor de « se elige de tal
manera que todos los coeficientes a,, se anulen para un valor de n > k = finito. Aplicando
el método anterior se logra una suma finita y por lo tanto P(u) se convierte en un polinomio
de grado k, el cual siempre es convergente para valores finitos de su argumento. Bajo la idea
anterior, se asumird que todos los coeficientes ag, as, ..., as; son diferentes de cero (en este
caso k = 2j), y se desea conseguir que todos los restantes coeficientes después del coeficiente
as; sean cero. Para obtener lo requerido, basta con tomar la relacion de recurrencia para
n = par e imponer que:

2j(2j +1) — a

Q242 = Q2;
20+2 (2j+1)(2j+2):2€./

— 0, (5.56)

con lo cual a = 2j(25+1). Dado que agj+4 es funcién de agj1o (por la relacién de recurrencia)
y que agjio = 0, entonces agjrq = 0 y de igual forma se anulan todos los coeficientes con
indice mayor a as; (coeficientes pares). Con lo anterior se ha podido acotar la serie par en
(5.53), pero ain no se ha resuelto el problema respecto a la divergencia de la serie impar. Se
debe probar si la eleccion para a que acota la serie par, también logra acotar la serie impar.
Entonces al reemplazar o = 2j(2j + 1) en la férmula de recurrencia para los coeficientes
impares en (5.53) se tiene que:

(2n — 1)2n — 2j(2j + 1)
(2n +1)2n

Aon—1- (557)

Aop+1 =

Al establecer el numerador igual a cero se obtiene una ecuacion cuadratica que se puede
resolver para n y se obtiene:

. )+ 1
n=-j o n:jT. (5.58)
Ninguno de los resultados anteriores es un entero positivo. Por lo tanto, el valor de « elegido

para truncar la serie par no permite truncar la serie impar. Una situacion similar se presenta
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si primero se trunca la serie impar tomando un valor o dado y luego se trata de truncar
la serie par. Para evitar este problema, se recurre a la eleccion de otra de las constantes
arbitrarias: ag y a;. Al establecer a; igual a cero, se evita completamente la serie impar.
Inversamente, si el valor de « elegido trunca la serie impar entonces ag debe ser igual a cero
2. Por convencién, ag y a; se determinan de modo que P(1) = 1. En resumen: Una solucién
a la ecuacién diferencial de Legendre (5.29) existe solo si & = k(k+ 1), donde k es un entero
no negativo. La solucién correspondiente se denota por Py (u) y es un polinomio de grado k,
llamado el N-ésimo polinomio de Legendre, que tiene solo potencias pares de w si k es par
(k = 2j) y potencias impares de u si k es impar (k = 2j + 1). Por convencién, Py(1) = 1
para todo k. Por lo tanto, para cada k se tiene una solucion diferente y un diferente ag 6 aq
para evaluar.

Ejercicio 5.2. Si se acota en primer lugar la serie impar de los polinomios de Legendre
escogiendo un valor de o conveniente, demostrar que dicha eleccion no trunca la serie par
en los polinomios de Legendre.

Formula compacta para los polinomios de Legendre

Como ya se establecid, la relacion de recurrencia para los coeficientes en la serie de potencias
definida en el método de Frobenius viene dada por:

(n(n+1) - a)

Apio = Gp, n=20,1,2,---. 5.99
2T (4 1)(n+2) (5.59)

Como ya se explico, para truncar la serie en la solucién de serie de potencias en el método
de Frobenius, se asume que existe un valor entero k, tal que a; # 0y ag1o = 0, es decir, que
para un entero k se tiene:

(k(k+1)— )

Ak+2 = (k:+1)(l{:+2)\i%/

= 0. (5.60)

Por lo tanto a = k(k+1). Ahora, cambiando n — n—2 en la ecuacién (5.59) y reemplazando
a = k(k+ 1), se obtiene:

) _(n—Q)(n—l)—k(k+1)a :_(k;—n+2)(/{7+n—1)a " —
T N
(5.61)

2Al mismo resultado se llega, si en las condiciones (5.37) y (5.38) se toma como solucién s = 1 (con lo
cual a3 =0) 6 s = —1 (con lo cual ag = 0)
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Por iteracién de la expresion (5.61) es posible encontrar cualquier coeficiente a,, en términos

de apba;. Al aplicar una iteracién sobre (5.61), es posible establecer la relacién:

(k—n+2)(k+n—-1)(k—n+4)(k+n—-3)

n(n —1) (n—2)(n—3)
(k—n+2)(k—n+D]|[(k+n—1)k+n—23)]
n(n—1)(n —2)(n — 3)

an = (—1)?

Ap—4

—(-1y

Qp—4.
Iterando m veces, es posible establecer que:
mlk—n+2)(k—n+4)---(k—n+2m)

an=(=1) nn—1)-+(n—2m+1)
X[(k+n—=1)(k+n—=3)---(k+n—2m+1)]a,—om.

(5.62)

(5.63)

Hasta el momento, la expresion (5.63) es valida tanto para n = par, como n = impar. En

este punto es conveniente analizar los dos casos por separado.

= Para el caso n = par, el valor de k& también debe ser par, y para enfatizar dicha
propiedad se tomara k = 2j, adicionalmente se tomara n = 2m en la expresién (5.63),

con lo cual se obtiene:

{27)--- (27 =2m+2)}{(2j +2m = 1)--- (2] + 1)}

azm = (1) om(2m — 1) -1 o
Los dos factores en entre llaves en (5.64), se pueden escribir como:
. . . . (25 —2m)!
27)--- (25— 2 ) =124)---(25—-2 ) e
[(27) -+ (2) = 2m +2)] = [(2j) --- (2 — 2m + )](2j—2m)!!
_ @)t
(25 —2m)!V
. . . , (25 — D!
(2] +2m—1)--- (27 +1)] = [(2j+2m—1)--~(2]+1)]m
(25 +2m— 1)
(2=
por lo tanto, la expresién (5.64) toma la forma:
29)/(25 — 2m)N)[(25 + 2m — )I1/(25 — D!
a2m:(_1)m[( /(25 — 2m)N[(25 + 2m — DN/2) - DY

(2m)!

Ahora, al utilizar las relaciones para el doble factorial definidas por:

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)
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(%—Jﬂh:%%a (20! = 21!, (5.68)
se obtiene:
G (1)M2j+2m) 1 (Z1)"(2)+2m)! ] (5.69)
) GEmIG—m)@m)t T Y G+ m)l G —m)! (2m)!” '
H/_/

donde se ha definido As; = ag((5!)*/(27)!). A partir del resultado anterior la expresion
para los polinomios de Legendre de grado par toma la forma:

2: j+m/ )4%m“’ (5:70)

m=0

donde las constantes As; se determinan a partir de la condicién de normalizacién, tal
que: P;(1) = 1.

= Ahora para el calculo de los coeficientes a,, con n impar, se toma en la expresién (5.63)
n=2m+ 1,y k =25+ 1y se tiene que:

ml(27 = 2m +2)(2j —2m +4)---(2)]
(2m +1)(2m) - - (2) '

X [(2j+2m+1)(25+2m —1)--- (25 + 3)]

eHt - 2+m+1) - @

Ao2m+1 = (—1)

= (=" 5.71
" eG—mm - @ror @menr O™
lo cual, teniendo en cuenta las relaciones (5.68) se puede escribir como:
2! (2(j +m + 1))!27;! a
aam1 = (1) g [ jtm+1(;
27-m(j —m)! 20 (f +m + 1)1(24)! (2m + 1)!
_w()? (=)™ +m 1))
2(27)! (j = m)!(G +m+ DI(2m +1)!
——
B;
=D Em+ )
TG =m)(G+m+D!(2m+1)!
—1)™(25 + 2 2)! 1
e LA (5.72)

TGHm+ DG —m) (2m+ 1)

A partir del resultado anterior, los polinomios de Legendre de grado impar se pueden
escribir como:
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2m+1

J
2]—|—2m+2) u
BJZ

, 5.73
:Oj+m+1 (j—m)! (2m + 1)! ( )

P2]+1

m

donde las constantes B; se determinan a partir de la condicién de normalizacién, tal
que: P q1(1) = 1.

Las expresiones (5.70) y (5.73), se pueden escribir en una sola expresién, si se cambia el
indice de la sumatoria por [ = 7 — m y se reemplaza n = 2j en la suma par y n = 25 + 1
en la suma impar. Entonces, las dos expresiones en mencién se pueden definir mediante una
sola relacion, dada por:

—D2n —20)! w2
(n—=0N"  (n—20)V

(5.74)

donde [n/2], para cualquier nimero real n/2, denota el mayor entero menor o igual que n/2;
y K, es una constante arbitraria que, por convencién, se elige como 1/2", de manera que
P,(1) = 1. Con esto, se obtiene:

1 —D'2n =20 w2
Pulw) = 52D | (2»}— i ) (n—20)!" (5.75)

5.5. Solucién a la ecuaciéon diferencial ordinaria para la
variable radial

En la solucién de la parte angular (con simetria azimutal) se establecié que a = k(k + 1).
Con lo anterior, la ecuacién (5.9) para la parte radial se puede escribir como:

d2R dR
W+2T% — /{Z(k?—l-l)R 0. (576)

Para solucionar la ecuacién diferencial (5.76) se aplica nuevamente el método de Frobenius,
tomando la solucién en la forma:

— Z bt (5.77)
n=0

Ahora, la primera y segunda derivada para la funcién R(r) es
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dR(T) _ - n+s—1
o= nE:()(n + s)b,r : (5.78)
d2R(’f‘> - n+s—2
o nE:O(n +s)(n+s—1)b,r . (5.79)

Al reemplazar las derivadas anteriores en (5.76) se obtiene:

> (nts)(n+s— Dby +2) (n+ 8)byr"™ — k(k + 1)R =0, (5.80)
n=0 n=0

que se puede escribir en una sola sumatoria, tal que:

i[(ms)(m s+ 1) — k(k + 1)]byr™ = 0. (5.81)

n=0

Dado que las funciones f,(r) = r"** son linealmente independientes, para que (5.81) se
cumpla para cualquier valor de r se debe exigir que

[(n+s)in+s+1)—k(k+1)]b, =0, para n=0,1,2---. (5.82)

En particular, para n = 0, y asumiendo que by # 0, se obtiene la ecuacién indicial:

s(s+1)—k(k+1) =0, (5.83)

la cual presenta las posibles soluciones: s = k' y s = —k — 1. Para s = k, la ecuacién (5.82)
se puede escribir como (n # 0):

(n+k)(n+k+1)—Ek(k+1)]b, =0, (5.84)

que se puede escribir como: n(n + 2k 4+ 1)b, = 0. Dado que ni n ni (n + 2k + 1) son ceros,
se debe concluir que b,, = 0 para todo valor de n > 1. Asi, para s = k, se obtiene la solucién
R(r) = byr*; sin embargo, el valor de by en general es diferente para cada posible valor de k,
lo cual hace conveniente escribir la soluciéon para s = k como:

R(r) = Apr", (5.85)

donde Aj es una constante arbitraria. Ahora, para s = —k — 1, la relacién definida en la
ecuacién (5.82) toma la forma
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[(n—k—1)(n—k)—k(k+1)]b, =0, (5.86)
que se puede escribir como
n(n — 2k —1)b, =0, (5.87)

lo cual se cumple para: n = 2k 4+ 16b, = 0. Si se toma n = 2k + 1, la solucién expresada en
(5.77) toma la forma (con s = —k — 1):

R(r) = r " by 7?1 = bopyar”, (5.88)

y siendo que bygyq es una constante arbitraria, la solucién (5.88) corresponde a la misma
solucién ya obtenida expresada en (5.85). Por tanto para s = —k — 1 se asume que n # 2k+1
y por lo tanto b, = 0 para todo n > 1. En la sumatoria asociada a la solucién R(r) solo se
mantiene el termino con n = 0 y la solucién para s = —k — 1 queda:

R(r) = by r "' = Br (5.89)
—~—

By,

donde by se ha denotado por By que representa una constante arbitraria. En conclusion la
solucion mas general de la ecuacién diferencial radial es

Ri(r) = Agr* + Bpr "1, k=0,1,2,---. (5.90)

5.5.1. Solucién a la ecuacién de Laplace con simetria azimutal

A partir de los resultados obtenidos para Ry(r) y para Py(u) (Py(u) = Py(cosf) = 6(0)),
se tiene que la solucién a la ecuacién de Laplace con simetria azimutal para un valor de k&
dado, viene dada por:

k(7)) = Ri(r)Pr(u) = (Akrk + Bkr’k’l) Py (cos ). (5.91)

La solucién mas general se obtiene al considerar todos los posibles valores de k. Los ejemplos
que se trabajaran en este texto, se restringen a problemas en los cuales k € Z, en tal caso, la
solucion mas general implica una suma sobre todos los posibles valores de k, y se tiene que:

o0

Y(r,0) =Y (Apr* + Ber™ ") P(cos6). (5.92)

k=0
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5.6. Polinomios de Legendre

Como se vio en la seccién (5.4), los polinomios de Legendre son solucién a la ecuacion
diferencial ordinaria asociada a la variable 6, que se obtiene tras aplicar el método de
separacién de variables a la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas. Dada su importancia
en fisica, a continuacion se describen algunas caracteristicas y propiedades importantes.

5.6.1. Funcién generatriz

Como una forma alternativa, los polinomios de Legendre definidos por la sumatoria (5.75),
se pueden obtener a partir de derivadas aplicadas a una funcién, que se denomina funcion
generatriz. En esta seccion se establecerd la forma de dicha funcion y la representacion de
los polinomios como derivadas de dicha funcién.

Fécilmente se puede demostrar que la la funcién 1/|77— 7| es una solucién de la ecuacion de
Laplace en todos los puntos del espacio excepto 7 ( la demostracién se deja como ejercicio
para el lector). Si se coloca 7 a lo largo del eje z, es decir 7y = ak, se tiene que

|7 — 7| = |F — ak| = V12 + a® — 2ar cos 6, (5.93)

donde 0 es el angulo entre 7 y 7p; sin embargo, dado que 7, apunta en la direccién /Af, 0
coincide con el angulo polar en coordenadas esféricas. Con la orientacion elegida para 7, la
magnitud |7 — 7| no depende de ¢, lo que implica una solucién con simetria azimutal de la
ecuacion de Laplace y, segun (5.92), la expresion 1/|7" — 7| puede desarrollarse en serie:

1
V12 + a2 — 2ar cosf

= Z (Akrk + Bk”f’_k_l) Pk(COS ‘9) (594)
k=0

Si se considera la regién del espacio dentro de una esfera de radio a (r < a), el origen 7 = 0
se encuentra incluido y, por lo tanto, la solucién al lado derecho de la ecuacién (5.94) no
puede contener términos con potencias negativas de r (para tener una solucién convergente),
por lo tanto, B = 0 para todo valor de k. La relacién (5.94) se simplifica y se tiene:

1
V12 + a2 — 2ar cosf

ZAM” P (cos ). (5.95)
k=0

Para determinar las constantes Ay, se sustituye en (5.95) el valor § = 0y, teniendo en cuenta
que, por convencién, Py(1) =1 (es decir, para § = 0 — P,(1) = 1), se obtiene:

1 1 1 >
— — = At (5.96)
r k=0

r24+a?—2ar |r—al a-



5.6 Polinomios de Legendre 129

Ahora, Dado que r/a < 1 (por estarse analizando la solucién al interior de una esfera de
radio a), la expresién 1/|1 — r/a| se puede expandir en una serie de potencias, tal que:

1 1 L= /m\F = 7
= = — -) = —_— 5.97
a—r a(l—r/a) a;ﬂ(a) kzzgak“’ (5.97)
por lo tanto, la relacién (5.96) se puede escribir como:
= A, (5.98)
k=0 k=0

lo cual establece que Ay = 1/a**!. Reemplazando el resultado obtenido para A descrito en
la ecuacién (5.95), resulta:

o0

1 1
=— < > Py(cosb), r<a. (5.99)
V12 + a2 — 2ar cosf a £

Definiendo la variable ¢ como t = r/a y teniendo en cuenta u = cos 6, la expresién (5.99) se
puede escribir como:

B tkP 5.100
\/1+t2—2tu ,; k( (5.100)

El lado derecho en (5.100), corresponde a una serie de Maclaurin para la funcién del lado
izquierdo, que se denotard como f(¢,u), es decir:

1
V1+12—2tu

Se puede concluir que el coeficiente k-ésimo de la expansion de Maclaurin de f(t,u) =
\/l—i-t—272t’ es Py(u). Concretamente:

Ft,u) = (5.101)

k
Py =2 (L) (5.102)
kPOt \ V1 + 2 = 2tu /)

Por lo anterior, la funcién f(¢,u) definida en (5.101) se denomina funcion generadora de los
polinomios de Legendre.

Ejercicio 5.3. Demostrar que la funcion ¢(7) = 1/|F' — 14|, representa una solucion a la
ecuacion de Laplace.
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5.6.2. Propiedades de los Polinomios de Legendre
A partir de las relaciones obtenidas para los polinomios de Legrende (como las establecidas

en las ecuaciones (5.75) y (5.102)) se pueden analizar y derivar propiedades importantes de
los polinomios de Legrendre. Entre las mas importantes se encuentran:

Paridad

A partir de la relacién (5.75), por sustitucién directa de u — —u, se puede comprobar que:

Pu(—u) = (—=1)*Py(u). (5.103)

es decir, Py(u) es una funcién par si k es par y es impar si k es impar.

Relacion de Recurrencia

Una relacién de recurrencia importante para los polinomios de Legendre puede deducirse a
partir de la ecuacién (5.100). Al derivar (5.100) con respecto a la variable ¢, se obtiene:

u—t h1
(e T Zkt Pi( (5.104)

El lado izquierdo de la expresion anterior se puede escribir como:

u—1t B u—t 1
(1+12—2tu)32 |1+ —2tuf |1+ - 2tu
=TT {Zt Pe(u } (5.105)

Al igualar el lado derecho de (5.105) con el lado derecho de (5.104), se tiene que:

u—t > _
T o {ZtkPk } = kt* ' Py(u), (5.106)
k=1

lo cual se puede escribir como:

(t —u) i t* P(u) + (1 + % — 2tu) i kt" 1 Py (u) = 0, (5.107)
= k=1

que se puede expandir en la forma:
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Ztk“P uZt P, (u) + ikt’“_lP ) + Zkt"““P — Qqut’“Pk
k=1

k=1

(5.108)

Las menores potencias en la variable ¢ en la primera y quinta sumatorias de la expresion
(5.108) son t!'; el primer término de la segunda y tercera sumatorias tiene potencia t°,
mientras que el primer término de la cuarta sumatoria corresponde a t?. Para expresar
la ecuacién (5.108) mediante una unica sumatoria, es necesario que todas ellas tengan como
primer término una potencia t2. Para lograrlo, se extrae de la primera sumatoria el término
con k = 0; de la segunda, los términos con k = 0y k = 1; de la tercera, los términos con k = 1
y k = 2; y, de la quinta, el término con k = 1. Aplicando este procedimiento y agrupando
los términos con potencias t y !, la ecuacién (5.108) adopta la forma:

+ Z * P (u) — u Z t* Po(u) + i Kt P (u) + Z Kt P (u) — 2u Z kt* Py (u
- B (5.109)

Todas las sumas en (5.109) pueden unificarse en un tinico simbolo de sumatoria. Para ello, se
realiza el cambio de variable k = n — 1 en la primera y cuarta suma; kK = n en la segunda y
ultima; y £ = n+ 1 en la tercera. De este modo, la ecuacién (5.109) puede expresarse como:

0 = {—uPy(u) + Py(u)} t° + {Py(u) + 2Py (u) — 3uPy(u)} t'

+ Y {Pai(w) — uPy(u) + (n 4 1) Pogr (w) + (n — 1) Py (u) — 2unP, (u)} . (5.110)

Dada la independencia lineales de las funciones g (t) = t*, se establece que cada factor entre
llaves en la ecuacién (5.110) son ceros y se obtiene la relacién de recurrencia:

2n+ 1DuP,(u) = (n+ 1)Pyp(u) + nPyq(u), n=1,23---. (5.111)

Usando Py(u) = 1y Pi(u) = u, se pueden generar todos los polinomios de Legendre a partir
de la Ecuacién (5.111).

Ortogonalidad

Una de las propiedades méas importantes de los polinomios de Legendre es que, bajo una
apropiada definicion del producto interno, dichos polinomios son ortogonales. Esta propiedad
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es 1util, ya que puede interpretarse como una relacion de completez: cualquier funciéon bien
comportada puede expandirse en términos de los polinomios de Legendre, de forma analoga
a como las funciones periddicas pueden representarse mediante las funciones trigonométricas
seno y coseno. Para encontrar la relacion de ortogonalidad de los polinomios de Legendre,
se procede escribiendo la ecuacién diferencial de Legendre para un polinomio de orden n y
para otro de orden m, es decir:

% [(1 = w®) PL(w)] + n(n+ 1)Py(u) = 0, (5.112)
% (1 —u?)PL(u)] +m(m+1)Py(u) =0, (5.113)

donde P! (u) = %y. Ahora se procede a multiplicar la ecuacién (5.112) por P, (u) y la

ecuacion (5.113) por P,(u) y se integra en el rango de definicién de la variable u, es decir,
entre —1 a +1, con lo cual se tiene:

/1 % (1= u?)P)(u)] Pp(u)du+n(n+1) /1 P,(u)P,,(u) du = 0, (5.114)
/1 % (1= w?)P, (u)] Py(u)du+m(m+ 1) /1 P,(u)Py(u) du = 0. (5.115)

Ahora, integrando por partes el primer término en (5.114) y (5.115), se encuentra:

1

/_1 % (1= w*)P)(u)] P(u) du = I(l - UQ)P/L(U)Pm(U)]_lj

-~

0

- [a-epwpwa, G

1

[ [ = @) Patw)du = [(1= )P ()P

1 du N

-~

0

_ / a — )P (u) P! () du. (5.117)

1

Reemplazando los resultados anteriores en (5.112) y (5.113), conlleva:

— /1 (1 — )P, (u) P}, (w) du + n(n + 1) P,(u) = 0, (5.118)

1

- /1 (1 = u®) P, (u) P, (u) du + m(m + 1)P,,(u) = 0, (5.119)

1

Al restar las dos ecuaciones anteriores se obtiene
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n(n+ 1) — m(m + 1), / P () Py (1) dt = 0. (5.120)

-1

El resultado expresado en (5.120), establece que:
1
Sim #n,= / P, (u) Py (u) du = 0. (5.121)
-1

Es decir, si el producto interno se define como una integral de —1 a +1, entonces los
polinomios de Legendre de diferentes érdenes son ortogonales.

Normalizacion de los Polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre se pueden normalizar adecuadamente para lo cual se utiliza
la relacién (5.100) y la propiedad de ortogonalizacién establecida en la ecuacion (5.121).
Elevando al cuadrado la ecuacién (5.100) e integrando en el rango de definicién de la variable
u (entre —1 y 1), se tiene que:

[t (Sero) (Sera)

= i itm““ {/11 PkZL)Pm(U) dU} - (5.122)

La expresion entre llaves en la ecuacién (5.122) por la propiedad de ortogonalizacién de los
polinomios de Legendre, solo es diferente de cero para m = k, por lo tanto, la ecuacion
(5.122) se simplifica y toma la forma:

1 du oo 1

-1 k=0

Ahora, la integral en el lado derecho de (5.123) se evalia considerando el cambio de variable
y =1+ t* — 2tu, de modo que dy = —2t du, y se obtiene:

1 du 1 (1+t)2dy 1
- - @ @ —_— — =—|In(1+¢) —In(1 —1¢)|. 5.124
/_11+t2_2w ) R R ) (5.124)

Los dos términos logaritmicos en la expresién (5.124), se pueden expandir en una serie de
potencias, tal que:
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! du Ry AR (—t)
= -1 k+1% -1 k+1\ V)
[t =t (e - e

— %i(_mﬂg (1—(=1)"). (5.125)

El andlisis de la parte derecha de la expresién (5.125) muestra que, cuando k toma valores
pares, los términos se anulan; por lo tanto, solo deben considerarse los términos impares
de k. Para dejar explicitos uinicamente los términos impares en la sumatoria, se realiza el
reemplazo k — 2k + 1, y se obtiene:

/1 —du — 1 o 2k}+2 t2k+1 (1 o (_1)2k‘+1)
1+ —2tu t e~ 2k +1
1 OO t2k+1 tQk‘
=2- =2 12
z I o229

Al reemplazar el resultado expresado en (5.126) en la ecuacion (5.123) se establece la relacién:

1
2 = k[ p2 . 12
;%H >t / 2(u) du (5.127)

-1

Para que estas dos series de potencias en ¢ sean iguales, sus coeficientes deben ser iguales,
por lo tanto:

/1 P2(u) du = 2 (5.128)

Combinando el resultado dado por (5.121) y el resultado de normalizacién expresado en
(5.128), se obtiene la condicién de ortonormalizacién de los polinomios de Legendre, que se
expresada como:

1
2
/_ 1Pm(u)Pn(u) it = 5= O (5.129)

5.6.3. Formula de Rodrigues

Hasta el momento, se ha establecido la forma funcional de los polinomios de Legendre de
orden k como series de potencias (5.102) y, adicionalmente, en forma cerrada en términos de
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derivadas de una funcién generadora (5.75). Puede obtenerse una expresién adicional para
los polinomios de Legendre a partir de la formula de Rodrigues, dada por:

L

Pa(u) = 2nn) du™

(u® —1)" (5.130)

Para mostrar la consistencia de la relacién anterior, se verificard que la expresién (5.130)
es solucién de la ecuacién diferencial de Legendre dada por (5.29). Para cumplir el objetivo
anterior se tiene en cuenta que la funcién f(z) = (22 —1)"; de argumento complejo, se puede
expresar en forma integral a través de la féormula de Cauchy dada por:

L f @

2 n
-1 [
(Z ) 271 C f—z

de. (5.131)

Por lo tanto, la expresién (5.130) con argumento complejo se puede escribir como:

1 d
Pn(Z) = onp] @(22 — 1)”
1 a 1 (& -1
T 2l den {%]{; £E—=z df}
_ 1 (& -1"
= 2nan) 7{* €= d§. (5.132)

La primera y segunda derivadas aplicadas sobre la funcién P, (z), a partir de (5.132), vienen
dadas por las expresiones:

d_P . n +1 (52 _ 1)n

dz — 27(2mi) ]i (€ — 2)n+2 dz (5.133)
*P  (n+1)(n+2) (€2 —1)"
dz2  27(2mi) ]{C (€ — z)nt3 dg. (5.134)

Al sustituir las relaciones anteriores en la ecuacién (5.29) (con argumento complejo y con
a =n(n+ 1)), se obtiene:

d*pP dpP on+l (&2 —1)"n&? —2(n+1)éz +n + 2]
(1—22)W—2za+n(n+l)P— o) 7€ (€= 25 dg,
(5.135)
y teniendo en cuenta que
(2 —1)"[n€? —2(n + 1)éz +n + 2] d ((&—1)"t
GEELE () e
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la expresién (5.135) toma la forma:

2P dP _on+1 [ d [((&—1)"!
(=2 g — 2, Tl )P =50 i% (W) dg

1 2 _ 1 n+1
_ntl j{ g &=V (5.137)
2(2mi) Joo \ (€ —2)"*?
El integrando en (5.137) es la derivada de una funcién y ya que el contorno de integracion

esta cerrado, los limites inferiores y superiores de la integracion coinciden y la integral se
anula. Asi, la férmula de Rodrigues efectivamente genera los polinomios de Legendre.

Ejercicio 5.4. Demostrar la relacion expresada en la ecuacion (5.136).

Ejemplo 5.1. Como un ejemplo del uso de la férmula de Rodrigues, en este ejemplo, se
realizard la integral dada por:

1
I= / ubP,(u) du, para k < n. (5.138)

1

Solucién: El procedimiento consiste en reemplazar la expresion dada para P,(u) en (5.130),
en la integral (5.138), e integrar por partes repetidamente. Para una primera integracion por
partes se obtiene:

© 2l dun—1 2rnl ) dun—1

S 1 1 n—1
1 {uk U 1)71} __k / b2 1y g (5.139)
-1

El primer término en (5.139) es cero porque cada diferenciacion reduce, al menos en una
unidad, la potencia del factor (u®> — 1)". Asi, después de n — 1 diferenciaciones, se obtiene
una suma de términos, cada uno proporcional a (u?> — 1)™ con 1 < m < n. Todos estos
términos se anulan en x =1 y en x = —1. Después de aplicar reiteradas integraciones por
partes (k veces), se obtiene:

(_1)k /1 dn—k )
I =——=F! —1)" du. 14
2nn)! _y dunk (u )" o (5.140)

Ahora, si k < n, es posible realizar una integral adicional en (5.140), y la integral resulta en:

_1)kkl Jqr—k—1 (uz B 1)n 1

(
I = !
2npl  dun—k-1

(5.141)
-1
Ya que k < n, entoncesn —k —1 > 0, por lo tanto la integral (5.141) serd proporcional a
(u? —1), lo cual se anula para w = +1. Entonces, la integral (5.140) solo es diferente de cero
para n =k, en tal caso la integral (5.140), toma la forma:
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o (_1)n ! 2 n
I 2—n/_1(u 1) du (5.142)

La integral que queda se puede resolver realizando nuevamente una integracion por partes,
para lo cual se toma w = (u?> — 1)" y dv = du, tal que

1 1 1
/ (u? — 1)"du = (u* — 1)™u —Qn/ u?(u® — 1) du
-1 1 -1
=0

1
= —Qn/ u?(u? — 1)" du. (5.143)

1

Si se aplica nuevamente integracion por partes, tomando w = (u? — 1)" ! y dv = u?du, se
tiene que

1

1 B
/ (u* = 1)"du = —2n< (uv* — 1) '—

L4
—2(n — 1)/ —(u® = 1)""du
1 13

1 31
=0
1 u4
= (=2)’n(n — 1)/ §(u2 —1)" 'du, (5.144)
-1

Al continuar aplicando el procedimiento de integracion por partes m veces, se tiene:

/_ (w? = 1)"du = (=2)" (n(n —1)...(n —m + 2)(n —m + 1))

1

1 x2m )
— 1) 5.145
></_13-5~.(2m—1)(“ )"y (5.145)

y st se toma m = n, se obtiene:

/_ (u2 —1D)"du = (=2)" (n(n — 1)(2)<1))/1 3. 5u(;n — 1)du

1 —

u2ntl !
RN AL s yTo T ] -1
e ; (5.146)

(2n+1)(2n — 1)
Reemplazando el resultado expresado en (5.146) en la ecuacion (5.142), la integral en estudio
toma la forma:
(=" /1 2 (=" 2
= ) du = —9)l
on ) o e = e () s G
2n!

T (2n+1)(2n— 1 (5.147)
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y teniendo en cuenta que (2n — 1) = (2n)!/(2"n!), resulta en

2n+l(n!)2
En conclusion:
! 0, sik <n,
/ uFPy(u) du = S griige (5.149)
1 G S k =n.

Si en lugar de u* se tiene un polinomio general de orden k en u con n > k, la integral atin
se anularad.

Ejercicio 5.5. Demuestre que la integral (5.138) se anula para todo k > n.

5.7. Solucién general a la ecuacién de Laplace
en coordenadas esféricas

En la seccién (5.1), tras aplicar el método de separacion de variables a la ecuacién de
Laplace en coordenadas esféricas, se obtuvieron las ecuaciones diferenciales ordinarias para
las variables r, 6 y ¢, dadas por:

d [ ,dR
1 d do B
i (sen 9@) + (Oé - —sen29> 0 =0, (5.151)
d*S
- = 152
2 + 35S =0, (5.152)

las cuales, posteriormente, se resolvieron en el caso de simetria azimutal, es decir, cuando
B = 0. En esta seccion se resolvera el sistema de ecuaciones diferenciales para las variables
esféricas en el caso general  # 0.

5.7.1. Solucién para a la ecuacion diferencial para la coordenada ¢

La ecuacién (5.152) tiene solucién arménica (periddica) si § > 0, y solucién hiperbdlica
(proporcional a ei‘/B¢) si f < 0; para 8 = 0, la ecuacién es lineal respecto a la variable ¢.
Dado que, fisicamente, la solucién esperada debe cumplir S(¢) = S(¢ + 27) (periddica), la
unica solucion admisible para problemas fisicos es la armoénica, la cual ocurre cuando 5 > 0.
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Bajo esta consideracién, la solucién debe ser proporcional a las funciones exponenciales
eV por lo tanto, se obtiene:

S(p) = Ape™VPe, (5.153)

donde AL son constantes por determinar. Ademds, la condicién de periodicidad S(¢) =

S(¢+27) implica que /B debe ser un ntimero entero; por lo tanto, se denota 3 = m?, siendo
m un ndimero entero, y la solucién (5.153) puede escribirse como:
S(¢) = Are™?. (5.154)

Ejercicio 5.6. Demostrar que las funciones Aye=™VP son soluciones a la ecuacion diferencial
(5.152) y que la condicion de periodicidad definida para la variable angular ¢ (S(¢) =
S(¢ + 2m)), requiere que /B sea un nimero entero.

5.7.2. Solucion a la ecuacion diferencial asociada a la coordenada 0:
Polinomios asociados de Legendre.

Ya que se ha definido 8 > 0 y 1/ como entero, al reemplazar 3 = m?, la ecuacién (5.151)
se puede escribir como:

1 d de m?
— | senf— o — 0 =0. 5.155
senf do ( d@) * ( sen29) ( )
Ahora, para el caso de simetria azimutal, es decir con § = 0, se determino que « se podria
escribir en términos de un nidmero entero a través de la relacién o = k(k + 1). Dado que la
solucién para = 0 es una caso particular de la ecuacién diferencial (5.155), se concluye que
(5.155) puede escribirse como:

1 d de m?
— (senéﬁ) + (k:(k +1) — sen29) ©=0. (5.156)

Realizando el mismo procedimiento aplicado al caso particular de simetria azimutal, es decir,
tomando u = cos (#) y, escribiendo (5.156) en términos de u, se obtiene la ecuacién:

2

2
d*Y (u) 2udY(u) B
1 —u?

1_ 2
N du

+ {6(6 +1) } Y (u) =0, (5.157)

donde se ha denotado ©(6) = Y (u).

Ejercicio 5.7. Demostrar que la ecuacion (5.156) bajo el cambio de variable u = cos @, toma
la forma indicada en la expresion (5.157), donde se denota ©(0) =Y (u), con u = cosf.
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Se puede asumir que la solucién a la ecuacién (5.157) se puede escribir como:
Y (u) = (1—u*)"?Q(u), (5.158)

para la cual se tiene que:

Yi(u) = d};iu) = —mu(1 — u2) ™D Qu) + (1 — u2)™2Q (u) (5.159)

Ahora, al derivar Y'(u) para encontrar Y (u), se obtiene que:

Y'u) = [—m(l — )31 +m (% —1) )1 - ) 52| Q(w) (5.160)
—2mau(l — )2 Q (u) + (1 — u?) 2 Q" (u). (5.161)

Al tener en cuenta los resultados expresados en (5.158), (5.159) y (5.161), la ecuacién (5.157),
toma la forma:

(1= u2)™2 {(1 = u2)Q"(w) — 2(m + D@ (u) + (£(L + 1) —m(m +1)Q(w)} = 0, (5.162)

y va que la relacion anterior se debe cumplir para todo valor de u, se tiene que

(1= u)Q" () — 2(m + uQ'(u) + (€(0 + 1) — m(m + 1))Q(u) = 0. (5.163)

Por otro lado, la ecuacién de Legendre esta dada por

2 dQPg(U) dPg(u)

(1 —u”) Tz 2u T + (0 + 1)Py(u) = 0, (5.164)
que al ser derivada m veces, se tiene:
am d*Py(u) am dPy(u) am
— (1 —? -2 00+ 1)—Py(u) = 0. 5.165
du™ {( w) du? } du™ {u du + e+ )dum () ( )

Al considerar la formula de Leibniz para derivacién de un producto de funciones dada por:

dcjjn u)t = Z il ni (dcjjkw(U)) <j:—iv(u)) (5.166)

es posible derivar m veces la expresiéon (5.165). Aplicando la férmula de Leibniz sobre el
primer término de (5.165), se tiene que:

%{(1_u dQZZ } Zk;' (m — w k)] {dfk(l_uz)} {di)::k (dzc];igw)}' (5.167)
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Los tnicos términos en la sumatoria en (5.167) que no se anulan, corresponden a k = 0,1, 2;
para otros valores de k, la derivacién anula el término (1 — u?). Por lo tanto se tiene que:

£ {0 £ (4 () (£, (400
e () (S (). o

lo cual se puede escribir como

CZL—mm {(1 —~ u2)dQZ§u)} —(1- “2)dd_; (%ﬁ“)) — oum <% (dmdiiiu)))

dm Pg (U)
dum™

—m(m —1) (5.169)

Ahora, aplicando la férmula de Leibniz al segundo término en (5.164), se tiene que

Qdcf; (udlziu)) - Qkf% k:!(mmi 0! (dfku) (disz (dlzl(éw» | (5.170)

Los tnicos términos en la sumatoria diferentes de cero en la expresion anterior, son aquellos
para los cuales k toma el valor de cero y uno, de tal manera que

(2 () o (1)) s (45) o

lo cual se puede escribir como

2 <d‘§ (ud]j;ft“))) = 2 (% <%>) + 2mdm%i£“). (5.172)

Al reemplazar (5.169) y (5.172) en (5.167), se tiene que:

deg(u)

du™

d? (dee(u) =0. (5.173)

J— 2 [
(1—u >du2 dum

) —2u(m+ 1) (dmpf(“)

™ T > —m(m+ 1)

Comparando la ecuacién (5.163) con la ecuacién (5.173), se observa que son equivalentes si
se establece que

Qu) = L) (5.174)

dum™

por lo tanto, la solucién para la ecuacion asociada de Legendre, vendra dada por:

m/2 deg(u)

Y(u) = (1 —u?) T

(5.175)
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La funcién Y (u) representa los polinomios asociados de Legendre, que se denotan como P;™
(para m > 0), es decir:

d™P,
P (u) = (1 — uQ)m/Zﬂ. (5.176)
du™
La expresion anterior se puede generalizar para valores negativos de m, simplemente tomando
el valor absoluto de m, en la parte derecha de (5.176), con lo cual es posible escribir la

siguiente expresién para todo valor de m:

)| /2 d‘m‘PE(U)
dulml -

P (u) = (1 —u?) (5.177)

Dado que los polinomios de Legendre F,(u) son de orden [ en la variable w, los polinomios
asociados de Legendre son diferentes de cero solo si |m| < [ (ya que la relacién (5.177) implica
|m| derivadas aplicadas a los polinomios P;(u)). Por lo tanto

—1<m<l (5.178)

5.7.3. Armonicos esféricos

La solucién en la parte angular para la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas (en los
angulos 0 y ¢), vendra dada por la multiplicacién de la solucién S(¢); la cual es proporcional
a €™ por la solucién a la ecuacién asociada de Legendre para la variable 6 (polinomios
asociados de Legendre), con lo cual se tiene:

Yiem (0, ) = Cram P (u)e™?. (5.179)

Las funciones Yi4,,(0, ) se conocen como los arménicos esféricos, donde C)i, representa
una constante que se determina a través de la condicion de ortonormalizacién dada por:

/Y}f‘m,(G, &)Y (0, @) sen 0dOdd = 61110, (5.180)

a partir de lo cual, se determina que

o \/(ze +1)((—m)! (5.181)

dr (L +m)!

Por lo tanto, los arménicos esféricos toman la forma:

Vigm (0, 6) = \/ ety Eﬁ i Ziipm«ew (5.182)
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5.7.4. Solucidén general a la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas

Dado que la ecuacion diferencial para la coordenada radial no depende del valor que tome la
variable (3, la solucién para la parte radial encontrada para el caso de simetria azimutal es
general, y por lo tanto, la solucion mas general para la ecuacién de Laplace en coordenadas
esféricas vendrd dada por:

o0

=2 Z (Awr® + Bir™* 1) v(0, 0). (5.183)

k=0 m=—

5.8. Aplicaciones fisicas

Existen gran variedad de problemas en fisica con simetria esférica que requieren la solucion de
la ecuacion de Laplace. Como caso particular, se conoce que el campo electrostatico obedece
la Ley da Gauss, dada por:

V-E= —@, (5.184)

€0

donde p(7) corresponde a la densidad de carga eléctrica y €y a la susceptibilidad eléctrica en
el vacio. Ya que el campo eléctrico es conservativo, se puede escribir como el gradiente de
un potencial eléctrico 1(7), tal que

E(7) = =Vip(7), (5.185)

de tal forma que la ley de Gauss, en términos del potencial eléctrico, se puede escribir como:
V2Y(7) = @. (5.186)
€0

Si se esta estudiando una regién del espacio libre de carga eléctrica (p(7) = 0), la ley de
Gauss se convierte en la ecuacion de Laplace para el potencial eléctrico, es decir

V2(7) = 0. (5.187)

A continuacién se presentaran ejemplos de problemas electrostaticos que impliquen la solucién
de la ecuaciéon de Laplace en coordenadas esféricas.

Ejemplo 5.2. Se considera un cascarén esférico de radio R, cuyo potencial en la superficie
estd dado por V(0). Para esta configuracidn, se determinard el potencial eléctrico tanto en
la region interior como en la exterior al cascaron.
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Solucion: En la region libre de carga r # R, el potencial obedece la ecuacion de Laplace
y dado que el potencial en r = R solo depende del dngulo 6, dicha condicion sugiere una
solucion con simetria azimutal, que se expresa en forma general como (ecuacion (5.92)):

(e e}

U(r.0) = (Ar* + Bpr ™) Pi(cos). (5.188)

En este punto, para dar solucion al problema, se dividird el espacio en dos regiones: en la
region interior al cascaron r < R y en la region exterior al cascaron r > R.

Region interior: » < R

Dado que el punto r = 0 se encuentra dentro de la region de estudio, para tener una solucion
convergente se debe tomar By, =0 en (5.188), con lo cual la solucion toma la forma:

U(r,0) =) Apr*Pi(cos ). (5.189)

k=0

Ahora, aplicando la condicion en la frontera: ¥(R,0) = V(@) para r = R, se tiene que

V(h) = i ARR"Py(cos ). (5.190)

k=0
Para determinar las constantes Ay en (5.190), se utiliza la condicion de ortonormalizacion

para los polinomios de Legendre (ecuacion (5.129)); al multiplicar la ecuacion (5.190) por
Py(cos0) e integrar sobre el dngulo sdlido dSY, se obtiene:

/V(@)Pl(cosﬁ)dQ = iAkRk/PI(COSG)Pk(COSQ)dQ. (5.191)

El diferencial de dngulo solido en coordenadas esféricas, esta dado por dS) = sen@dfde; sin
embargo, teniendo en cuenta la naturaleza azimutal del problema, la integracion correspondiente
al angulo d¢ arroja un valor de 2 en ambos lados de la ecuacion (5.191) y se cancela, por
lo tanto la expresion (5.191) se reduce a

/ V' (0)P(cosf) sen 0dh = Z AkRk/ Py(cos 0)Py(cos 8) sen 6df
0 o 0

J/

-~

26lm/(21+1)
2AR!
20+ 1

. (5.192)
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Por lo tanto
2041 (7
;= ;/ V(6)P,(cosf) sen 0db. (5.193)
2R/,

Una vez realizada la integracion en (5.193) se obtienen los valores de A; que al ser reemplazados
en la expresion (5.189) definen la solucion buscada. En prozimos ejemplos se dard concretamente
la dependencia de V (6) con la variable 6 para una solucion particular del problema en estudio.

Region exterior: » > R

En este caso, el punto r = 0, no se encuentra dentro de la region de estudio, pero si los
puntos para los cuales r — oo, de tal manera que para garantizar una solucion convergente
se debe tomar Ax =0 en (5.188), con lo cual la solucién toma la forma:

U(r,0) = f: Byr ™" P(cos 0). (5.194)
k=0

Nuevamente, al tener en cuenta la condicion en la frontera: ¥(R,0) = V(0) para r = R, se
tiene que

V(0) = i Byr "1 Py (cos ). (5.195)

k=0

Para determinar las constantes By, en (5.195), es necesario utilizar la condicion de ortonormalizacion
para los polinomios de Legendre. Para ello se multiplica la ecuacion (5.190) por P,(cos®) y
se integra en el dngulo solido dS); es decir:

/V(@)H(cos@)d(l = inRk1/P[(COS€)Pk(COS(9)dQ, (5.196)

siendo dQ) = sen@dfd¢. Dado que el integrando en (5.191) no depende del dangulo ¢, la
integral en dicho dngulo simplemente es 27, y la expresion (5.196) toma la forma

/ V' (0)P(cos ) sen 0df = Z ByR7*! / Py(cos 0) Py.(cos 6) sen 6d6
0 k=0 Nl )
261 (2141)

QBlRflfl
_ 1
20+ 1 (5.197)
Por lo tanto,
2 1 [
B = % / V() P,(cos 0) sen 0d6. (5.198)
0

Una vez realizada la integracion en (5.198), se obtienen los valores de B; que determinan
completamente la solucion expresada (5.194).



146 Ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas

Ejemplo 5.3. Se considera en este ejemplo un cascaron esférico conductor de radio R,
dividido por el plano ecuatorial por una aislante de espesor despreciable. La parte superior del
cascaron se encuentra a un potencial Vo y la parte inferior se encuentra a un potencial —Vy.
Para el sistema planteado, se encontrard el potencial eléctrico dentro y fuera del cascaron
(ver figura 5.1).

(a) (b)

Figura 5.1: Ejemplo (5.3). Potencial eléctrico de un cascarén esférico divido en dos hemisferios.

Solucion: Tomando convenientemente al eje z como ele eje perpendicular al plano ecuatorial
que separa la esfera en dos partes, se puede escribir el potencial como:

<9<
V() = {VO Para 0= 6 <1 (5.199)

B Vo Para —1<60<0’

Lo anterior implica que el potencial se puede establecer como una funcion que depende
del dngulo 0. La solucion por lo tanto tendrd cardcter azimutal y se pueden utilizar las
expresiones (5.193) y (5.198) para encontrar los coeficientes Ay y By, que determinan las
soluciones para las regiones r < R y r > R respectivamente, las cuales fueron obtenidas en
el ejemplo (5.2). Concretamente se tiene que:

Regién interior: r < R

Al interior de la esféra, la solucion viene dada por:

U(r,0) = i Ayr® Py (cos ), (5.200)

k=0

donde Ay, se determina a partir de (ecuacion (5.193)):
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Ay = 2k+kl / V' (6) Py (cos 0) sen 6do, (5.201)
2R* /o )
I

donde el potencial V(0) viene dado por (5.199). Por lo tanto, la integral en la ecuacion
(5.201) toma la forma:

w/2 ™
Iy = {/ Vo Pr(cos 6) sen 0do —/ Vo Px(cos 6) sen QdH}
0 /2

w/2 T
=W {/ Py(cos 0) sen 0do — / Py(cos ) sen QdG} . (5.202)
0 w/2

Tomando u = cos @, se tiene que

= Vi {_ /10 Py(u)du + /01 Pk(u)du} ,

_v {/01 Py(u)du — /_01 Pk(u)du} | (5.203)

Cambiando w — —u en la sequnda integral al lado derecho de (5.203), se obtiene:

L= Vi {/01 Py(u)du + /10 Pk(—u)du} , (5.204)

y al tener en cuenta que Py(—u) = (—=1)*Py(u), la expresion (5.204) se puede escribir como:

I, =V, {/01 Py.(u)du + (—1)’f/10 Pk(u)du}

_vy, {/01 Po(u)du — (—1)* /01 Pk(u)du}
— Vo (1— (—1)") /01 Pi(u)du. (5.205)

La ecuacidon (5.205) establece que si k = par, I;, = 0, por lo cual la solucién solo puede tener
potencias impares de r. Tomando k — 2k + 1, la expresion (5.205) se puede escribir como:

1
]2k+1 = 2%/ P2k+1(u)du. (5206)
0

Para resolver la integral en (5.206), se puede utilizar la formula de Rodrigues para los
polinomios de Legendre, tal que:
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1 1 L 2k+1 ) -
/0 Prena () = S 51y /0 gt DT du
1 d2 =t
T 2212k + 1)] du?*

(u® — 1)+ (5.207)

u=0

Al evaluar la expresion anterior en u = 1 se anula, ya que como se menciono anteriormente
d2k
duzk

debido a que el mimero de derivadas (2k) es menor que la potencia (2k + 1), y que (u® —
D|u=1 = 0. A partir de lo anterior, la expresion (5.207) toma la forma

(u? — D o (u? — 1), (5.208)

1 1 d2k ) ok
_ _ +1
/o Poj1(u)du = 2k 1 1) diF (u®—1) . (5.209)
Ahora, utilizando la formula de Newton para el binomio (u? — 1)?**1 se tiene que:
. . 2 [ 2 o ) o
P. du = — -1 2k+1—75/. 2\j
/ o () = = e o 1)1 duh Z e s el Co i I
0 j=0 —(—l)j u=0
2%h+1 ,
1 (—1) .
- _ , ¥ . (5.210)
22k+1 {; 12k + 1 — j)! du?* w0

El factor u* solo se puede derivar un mdzimo de 2j veces (un nimero mayor de derivadas,
implica derivar una constante cuyo resultado es cero), por lo tanto, ya que se esta derivando
2k wveces, se debe cumplir que: 2k < 27, y por lo tanto 7 > k. Los términos para los cuales
j > k; tras la derivacion, resultan proporcionales a la variable u, los cuales al ser evaluados
en cero se anulan, por lo tanto el inico término diferente de cero en la sumatoria en (5.210)
corresponde al término para el cual j =k y la expresion (5.210) se reduce a:

(5.211)

1 1 (=1)F a*
/0 Poyy1(u)du = 92k+1 {k:!(k’+ 1)! du2ku }

u=0
Ahora, ya que

iu% — (Qk)u%il,
—u?* = (2k)(2k — 1)u*?,

—u?* = (2k)(2k — 1)(2k — 2)u®*3).
(5.212)
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2k

Por iteracion, tras efectuar m derivaciones sobre u“®, se puede determinar que:

L (9K) 2k — 1)...(2% — (m — 1)) (5.213)

St m — 2k, la expresion anterior se puede escribir como:

2k
d 2k

k= (2k)(2k — 1)...(2k — (2k — 1))u°

= (2k)!. (5.214)

Reemplazando el resultado anterior en (5.211), se tiene que

! —1)*(2k)!
/0 Papir(u)du = 22’£+1k)!(§€ +>1)! (5.215)

Al reemplazar (5.215) en (5.206), se obtiene:

(—1)*(2k)!
b = Yoot op (5.216)

por lo tanto las constantes Ay, definidas en (5.201) para k — 2k + 1, toman la forma:

(—1)(2k)!(4k + 3)V,
2R HTE (k4 1)1 R2FHT

Aojey1 = (5.217)

Ya que I, es cero para k = par, conlleva que Ay = 0 para k = par. La solucion al interior
de la esfera para el potencial finalmente toma la forma:

[e.9]

(4k 4+ 3)Vy /r\2k+L
Z 22k+1k| k -+ 1) - (f_%) P2k+1(COS 9)7 (5-218)
k=0

Ejercicio 5.8. Realizar la grifica de ¥ (r,0) vs 0 para la solucion expresada en (5.218), para
diferentes valores de r entre 0 y R (tomando los primeros 10 términos de la sumatoria ).

Region exterior: » > R

En la region exterior a la esfera, la solucion viene dada por:

U(r,0) = i Byr "1 Pi(cos 6), (5.219)
k=0
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donde By, se determina a partir de (ecuacion (5.193)):

2k+1 [T
. = W/ V(0) Py (cos 8) sen 6db, (5.220)
Jo
I,

La integral I, implicada en la determinacion de By, ya se resolvio en la evaluacion del
potencial al interior de la esfera y su resultado se expresa en (5.216), correspondiente a
valores impares de k; para valores pares, el resultado es cero. Entonces, teniendo en cuenta
el resultado dado en (5.216), se tiene que:

(—1)F(4k + 3)(2K)!V,

y la solucion en el exterior del cascaron esférico toma la forma:
- B4k + 3)(2k)1Vy ~ok-2
Z 22k+1k' k+1)! <E) Paji1(cosB), (5.222)
k=0

En la figura 5.2 se esquematiza 1(r,0) vs 0 para la solucion expresada en (5.222), para
diferentes valores de v (tomando los primeros 10 términos de la sumatoria y con Vo =1y
R =1). Como se observa en la figura 5.2, cuando r — R el potencial toma la forma de una
funcion escalon y cuando r > R, el potencial tiende a anularse.

1.0+

0.5

0.0

w(r, 6)

~1.04

0?0 0?5 1?0 1?5 2j0 2j5 3?0
6 (radianes)

Figura 5.2: Ejemplo (5.3). Representacion grafica de la solucién establecida en (5.222), tomando los primeros
10 términos de la sumatoria y con valores de Vo =1y R=1.

Ejemplo 5.4. Se tiene una esfera metdlica de radio @, la cual se encuentra a un potencial
Vi. La esfera se ubica en el interior de un cascardn conductor esférico de radio R (R > a) que
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se encuentra dividido en el plano ecuatorial por un medio aislante de espesor infinitesimal
que separa el cascaron en dos. La parte superior del cascaron se mantiene a un potencial
Vo y la parte inferior a un potencial —Vy (ver figura 5.3). Para tal sistema se encontrard el
potencial en las regiones a <r < Ry R > b.

Figura 5.3: Ejemplo (5.4). Potencial eléctrico generado por dos cascarones esféricos. El cascarén externo se
divide en dos hemisferios.

Solucion: Las condiciones establecidas en este ejemplo para la region r > R coinciden con
las planteadas en el ejemplo (5.2); por lo tanto, la solucion es la misma que la dada en la
ecuacion (5.222). Resta determinar el caso correspondiente a la region a < r < R, cuya
solucion general estd dada por la expresion (5.92).

o0

U(r,0) = > (Ar* + Br™7") Py(cost). (5.223)
k=0

Para la region a < r < R, no se tiene en cuenta los puntos r = 0 y la variable r siempre se
mantiene finita, por lo tanto los dos términos en (5.223) son admisibles. Las condiciones de
frontera que se deben utilizar para determinar los coeficientes Ay y By son:

Condicién en r = ¢

Parar = a, (r,0) =V,, tal que

(—~

Apa® + Bka_k_l) Py (cos )

o0
k=0 ~~ d
o0

Ck

CyPy(cosb), Vb, (5.224)

donde se ha definido

Cr = Apa® + Bra . (5.225)
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Para encontrar las constantes Cy a partir de (5.224), se wutiliza las propiedades
de ortogonalizacion de los polinomios de Legendre, por lo tanto se multiplica (5.224) por
Py(cosf)senf y se integra en la variable df entre O y m, con lo cual se tiene que:

0

/ V,P,(cosf)sen 0df = Z Ch / Py(cos ) Py (cos ) sen 0df
k=0 0

N

-~

251/ (2141)
2C;
= : 22
20+ 1 (5.226)
Por lo tanto,
20+ 1 T

C = H%/ Py(cos 6) sen 6d6. (5.227)

0

La integral en (5.227) se resuelve nuevamente usando las condiciones de ortogonalizacion de
los polinomios de Legendre al tener en cuenta que Py(cos@) =1, con lo cual

/ Py(cosf) sen 0df = / Py(cos @) Py(cos @) sen 0db

2

abT 1(501, (5.228)

por lo tanto
Cir=0, paral+#0y (5.229)
Co =V, (5.230)

lo cual, en términos de Ay y By, se puede escribir como:

Apa® + Bra™" ' =0, paral#0y (5.231)
A() + BQCL = Va. (5232)
Condiciéon en r = R

Ahora, para v = R, (R,0) = V(0), con

(5.233)

V(o) = Vo Para0<0<1 7
Vo Para —1<6<0
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por lo tanto,

V(0) =) (AxR* + ByR™*") Py(cos )
k=0 ng g
Dy,
= Z Dy, Py(cos8), (5.234)

k=0
donde se ha definido

Dy = ALR" + BLR™* 1 (5.235)
Yy se tiene que

V(0) = DyPi(cost). (5.236)

k=0

La expresion (5.236), es igual a la ecuacion (5.190), salvo que en este caso las constantes a
determinar son Dy, y en (5.190) las constantes que multiplicaban a los polinomios de Legendre
P, eran ALRF. Para determinar Dy, se debe utilizar las propiedades de ortogonalizacion de
los polinomios de Legendre, es decir, multiplicar por P,(cos0)sen@ e integrar en el rango de
definicion de la variable 0 (ver el procedimiento realizado para encontrar las constantes Ay
en (5.193)), con lo cual se obtiene:

2%k 41

Dy, 5

/7r V(6) Py (cos @) sen6df . (5.237)

J/

-

Iy,

La integral 1), ya fue resuelta en el ejemplo (5.3)y su resultado para valores impares de k se
expresa en la ecuacion (5.216). En el ejemplo (5.3), adicionalmente se demostré que para
valores pares de k la integral se anula. Por lo anterior se tiene que:

-D2k - 07 (5238)
C(—D)R(2K)!1(4k + 3)V
Doy = ARG (5.239)
A partir (5.235), las anteriores relaciones en términos de Ay y By se escriben como:
Ao R* 4 By R™%1 (5.240)

2U+1 ok (=1)F(2K)! (4K 4 3)Vp
Aopi1 R?* + By 1R = PARIE L (5.241)
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A partir de (5.231), (5.232), (5.240) y (5.241), es posible determinar las constantes Ay y By
para todo valor de k. Para k =0 a partir de (5.240) y (5.232) se tiene que

Ao+ BoR =0, (5.242)
Ag + Boa =V, (5.243)
y por lo tanto
V.

By = —~ 244
T u-R (5.244)

VoR
Ag = ) 5.245
" R—uq ( )

Ahora, para k = par (k #0), a partir de (5.240) y (5.243) se tiene que

Aka2k’ + ng&_2k_l _ O, AQkRzk + BQkR_2k_1 =0. (5246)

Las igualdades (5.246) solo tienen solucion para Ag, = Bay, = 0. Por lo tanto, a excepcion
de k = 0, no hay términos con polinomios de Legendre pares en la solucion para el potencial.
Ahora para k = impar, a partir de (5.231) y (5.241) se tiene que

A2k+1a2k+1 + ng+1a_2k_2 = 0, (5247)
2%h+1 oo (=D)F(2K)!(4K +3)V0
A R + Bop 1 R = (kL 1) (5.248)
y despejando las constantes Asgi1 Y Bogi1, se tiene que:
o (D)R(2K)1(4k + 3)V a=2k=2
A1 = — 22+1LI(k 4+ 1)1 (R-2-2¢2k+1 4 q—2k—2 R2k+1)’ (5.249)
—1)*(2k)!(4k + 3)V, 2kl
Byeys = (ZU CRIAR+ 3)Vs ¢ . (5.250)
22+ EI(k + 1)) (R-26-202k+1 4 g 2k-2R2k+1)
La solucion finalmente vendra dada por:
Vo R Var - ok
¢(7'7 0) = R—_a + (CL — R) + Z (A2k+17“2k+1 + BQk+1T 2k 2) P2k+1(COS 0), (5251)

k=0

donde Agjyq v Bogy1 estan definidas por (5.249) y (5.250).

En la figura 5.4, se esquematiza ¥ (r,0) vs 6 para la solucién expresada en (5.251), para
diferentes valores de r (tomando los primeros 20 términos de la sumatoria y con Vy = 2,
Vo,=1, R=2y |d =1). Como se observa en la figura 5.2, cuando » — R el potencial se
aproxima a una funcién escalén (deberfa ser exactamente la funcién escalén si se incluyen
todos los términos en la sumatoria) y cuando r — a, el potencial tiende a V,.
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w(r, )

— r=1.00

r=1.25
— r=1.50
— r=175
— r=2.00

0.0 0.5 1.0 2.0 25 3.0

1.5
6 (radianes)

Figura 5.4: Ejemplo (5.4). Representacion grafica de la solucién establecida en (5.251), tomando los primeros
20 términos de la sumatoria y con valores Vp =2, V, =1, R=2y |a| = 1.

Ejercicio 5.9. Se tiene un cascaron esférico conductor de radio R que se encuentra a un
potencial V(0) = Vi cos? (0/2). Para tal sistema, encuentre el potencial en la regidn interior
y exterior al cascaron.

Ejercicio 5.10. Se tiene un cascaron esférico conductor de radio I;, el cual se encuentra
a un potencial V,. Al interior del cascaron de radio b, se ubica otro cascaron esférico de
radio R (b > R), el cual se encuentra dividido en el plano ecuatorial por un medio aislante
de espesor infinitesimal que divide el cascaron en dos. La parte superior del cascaron se
mantiene a un potencial Vy y la parte inferior a un potencial —Vy (ver figura 5.5 ). Para tal
sistema, encuentre el potencial en las regiones: a) r < R, b)) R<r <byc)r >b.

Figura 5.5: Ejercicio (5.10). Potencial eléctrico generado por dos cascarones esféricos. El cascarén interno se
divide en dos hemisferios.



6— Ecuacion de Laplace en coordenadas
Cilindricas

El laplaciano en coordenadas cilindricas (p, ¢, z), estd dado por la expresion (A.38), y por
lo tanto la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas toma la forma:

R Y RS TCANE S M

La ecuacién (6.1) es una ecuacién diferencial de segundo orden que acopla las coordenadas
(p, ¢, z). Para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para cada una de las
coordenadas, se aplica el método de separacion de variables, donde se asume una solucién
de la forma:

() = R(p)®(¢)Z(2), (6.2)

donde R(p), ®(¢) y Z(z) son funciones exclusivamente dependientes de las variables p, ¢ y z
respectivamente. Al reemplazar la solucién propuesta (6.2) en (6.1) y dividiendo la ecuacién
en mencién por ¢ (7) en la forma dada por (6.2), la expresion (6.1) se puede escribir como:

() ks ()20} (s () oo

En (6.3), el primer término entre llaves depende tinicamente de las variables p y ¢, mientras
que el segundo término entre llaves depende solo de la variable z. Como la igualdad (6.3)
debe cumplirse para todo valor de p, ¢ y z, la Unica posibilidad es que cada uno de estos
términos sea constante. Dado que la suma de ambas constantes debe ser igual a cero (para
satisfacer (6.3)), se obtiene:

1 d d 1 d?
oR(0) dp (pd_pR(p)) T 2500) (ﬂ) 209) =~ (64
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La constante A puede tomar valores negativos, positivos o cero. Cada caso se analizard en
forma independiente més adelante. Por otra parte, la ecuacién (6.4) se puede reescribir como:

(it (i) ) (B0 o

El primer término en llaves en (6.6) depende exclusivamente de la variable p y el segundo
término depende exclusivamente de la variable ¢, y ya que la igualdad se debe cumplir para
todo valor que puedan toman las coordenadas p y ¢, los dos términos deben igualarse a una
constante, con lo cual se tiene que:

ﬁ (;%) B(6) = —a. (6.8)

En resumen, tras aplicar el método de separacion de variables a la ecuacién de Laplace en
coordenadas cilindricas, se obtienen tres ecuaciones diferenciales ordinarias, que corresponden
a las ecuaciones (6.5), (6.7) y (6.8). La ecuacién diferencial (6.5) para la coordenada z tiene
tres posibles soluciones dependiendo del valor que tome la constante A; si A > 0 la solucién es
hiperbdlica; combinacién lineal de las funciones etV (o su equivalente en funcién de senos y
cosenos hiperbélicos). Si A < 0 la solucién serd armonica; combinacion lineal de las funciones
eﬂﬁ, o su equivalente en funcién de senos y cosenos (la opcién que se tomard en este texto).
Si A = 0 la solucion serd lineal respecto a la coordenada z. Lo mismo ocurre para la ecuacién
diferencial (6.8); sin embargo, en este caso, dado que la coordenada ¢ es una variable angular,
la solucién debe cumplir la condicién de periodicidad ®(¢ + 27) = ®(¢) (o que ®(p) = cte),
y por lo tanto se requiere una solucién armdnica que impone la condicién: o > 0 . Valores
de o = 0 no son admisibles, salvo en sentido de tener una funcién ®(¢) = cte, pero dicha
solucién puede ser satisfecha por la solucién armoénica al considerar valores de o > 0.

Las condiciones de frontera particulares a un problema dado, definen los posibles valores
que puedan tomar las constantes o y A. La solucién mas general debe tener en cuenta todos
los posibles valores para las constantes a y A\; esdecir a >0y A>00a >0y A <0
(las soluciones A > 0 y A < 0 no pueden estar presentes a la vez en una misma solucién,
ya que no se puede tener soluciones hiperbédlicas y armoénicas para la variable z al mismo
tiempo). Al requerir que o > 0, es posible tomar o = w?. Adicionalmente considerando en
primera instancia valores positivos para la variable ), se puede considerar A\ = [2. Con esto,
las expresiones (6.4), (6.7) y (6.8), se pueden reescribir como:

'En problemas de electrostética, conduccién de calor entre otros, « es estrictamente un valor entero; sin
embargo, la ecuacién diferencial (6.7) mdas general para la variable p depende de « y existen problemas para
los cuales dicha solucién puede permitir valores de « en los reales, por lo tanto hasta que se diga lo contrario
se asumira unicamente que « sea positivo.
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4 d 22 _ 2
i (rR0)) 4B = (6.9)

Z(lz) (O;'l—;) Z(z) =12 (6.11)

La solucién para (6.10) es arménica y se puede escribir como una combinacién lineal de las
funciones e*?; o de las funciones seno y coseno. Tomando la segunda opcién, la solucién
para ®(¢) se puede escribir como:

O(¢) = C, cos (wp) + D, sen (wp)  (w > 0). (6.12)

Valores de w < 0, se incluyen implicitamente en la solucién (6.12), ya que el seno y el
coseno se pueden escribir como funcién de €'**)?. Para w = 0, la solucién (6.12) conlleva
®(¢) = Cy = cte, que es el unico caso admisible para w = 0 en la ecuacién diferencial (6.10).

Respecto a la solucién para la ecuacién (6.11), para valores [ > 0, la solucién es hiperbdlica
y se puede escribir como:

Z1(2) = Fie” + Gie™  (1>0). (6.13)
Y para [ = 0, la solucion es lineal en z, tal que

Establecer la solucién para la ecuacién diferencial (6.12) requiere un tratamiento especial. A
continuacion se discutird en primer lugar el caso particular [ = 0 y w = 0, posteriormente,
el caso | =0y w # 0 y finalmente el caso mas complejo [ # 0 y w # 0.

Casocon A\ =0y w=0:

En este caso la ecuacién diferencial (6.9) toma la forma

d% (pdipR(p)) — 0o (pd%fz(p)) — cte = Ay, (6.15)

Integrando (6.15) se tiene:

/ dR(p) = / %dp
!

R(p) = Aglnp + By. (6.16)
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Por lo tanto, la solucién a la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas fisicamente
admisible para el caso en el cual A =0y ®(¢) = cte (m = 0), es:

Y(p,z) = (Aglnp + By) (Foz + Go), (6.17)

donde se ha usado las constantes Fy y Gy para diferenciar la solucién Z(z) de otras posibles
soluciones que incluyan funciones lineales para la funcién Z(z).

Casocon [ =0y w #0:
Para el caso [ = 0, la solucién para la ecuacién diferencial (6.5) es lineal en z, tal que
Z(Z) = F()Z + Go, (618)

donde Fy y Gy son constantes a determinar por condiciones de frontera en cada problema
en particular. Por otra parte, la expresién (6.9), se puede escribir como:

Para resolver la ecuacién (6.19) se aplica el método de Frobenius, asumiendo una solucién
en serie de potencias de la forma

Ry(p) =) Asp™™, (6.20)
j=0

donde se ha utilizado el subindice s para diferenciar soluciones con valores distintos de s. Al
reemplazar la solucién propuesta en (6.19), se obtiene:

> {(s+5) -} Auyp™ =0 (6.21)

7=0
La expresién anterior para todo valor de p se garantiza solo si,
((s+7)*—w)A,; =0, Vj, (6.22)

entonces, para j = 0, asumiendo A, # 0, se tiene que

s = tw. (6.23)

Por lo tanto, se tienen dos posibles soluciones, definidas por:
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Rw(p) = ZAW,ijJrja (624)
§=0

Rou(p) =D A up ™. (6.25)
§=0

Para s = m, la condicién (6.22) toma la forma:

(w4 —w?) A,y =0, Vj>0, (6.26)
que se puede escribir como
J(J+2w)A,; = 0. (6.27)

Ya que el indice j no puede ser negativo, la tinica opcién posible para satisfacer la igualdad
(6.27) es que A, ; = 0, para todo j > 0. Con lo cual la solucién para s = w, toma la forma:

Ru(p) = Auop™ = A,p™™. (6.28)
—~—
Aw
Por otra parte, si se toma s = —w, entonces la condicién (6.22) se puede escribir como:
JU—2w)A_,; =0, Vj>0, (6.29)

y asumiendo A_,, ; # 0 (condicién menos restrictiva), se tiene que j = 2w, por lo tanto, la
sumatoria asociada a la solucién para s = —w, solo tendra dos términos diferentes de cero,
dados por j =0y j = 2w, con lo cual la solucién vendra dada por:

R—w(p) = A—w,O p_w + A—w,2w p+w = Bwp_w + A(//Jpw' (6'30)
B Al

Los resultados obtenidos evidencian que la solucién R_,, en su segundo término ya contiene
la solucién dada por R,, (ecuacion (6.28)); por lo tanto, la solucién a la ecuacién diferencial
(6.19) se puede escribir simplemente como:

R,(p) = Aup” + Bup™™. (6.31)

La solucién para la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas con ! = 0 y w # 0, vendra
dada a través de la expresion:
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Uo(p, ¢, Z) = (Awp“’ + Bwp_w) (Cycoswo + D, senwo) (Foz + Go) , (6.32)

y se debe tener en cuenta que la solucién mas general posible debe considerar todos los
valores que pueda tomar la variable w. En muchas situaciones fisicas, las condiciones de
frontera restringen los valores de w a valores enteros y en tal caso la solucién mas general
para [l =0y w # 0, se obtiene al incluir una sumatoria en w, y se tiene que:

U(p, ¢, Z) = Z (Aup® + Bup™) (Cycoswe + D, senwg) (Foz + Go) . (6.33)

w

Casocon />0y w#0:

En este caso se debe resolver la ecuacion diferencial

Realizando el cambio de variable x = lp, y definiendo R(z) = R(p), se tiene

dR(p) _ dR(z)dx _ ldR(a;)
dpo  dx dp = dr '

k050~ () (3) i (52)

Al reemplazar (6.36) en (6.34), se obtiene

it ()

(6.35)

lo cual se puede escribir como:

d*R(z) 1dR(x) w?

122 + i + (1 x2> R(z) =0. (6.38)
La ecuacién diferencial (6.38) es conocida en el campo de las matematicas como la ecuacién
de Bessel, y sus soluciones se denominan las funciones de Bessel, las cuales usualmente se
denotan como J,(z) (Ry(xz) = J,(x)). Mediante la aplicacién del método de Frobenius es
posible encontrar una solucién para la ecuacion (6.38) (el proceso se realizara en la préxima
seccién), la cual se puede escribir como:
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Ju@) = (3) > % ()" (6.39)

Donde w puede tomar valores positivos como negativos. En el caso que w no sea entero, las
soluciones J,,(z) y J_,(x) son independientes y, por lo tanto, su combinacién lineal representa
la solucién més general a la ecuacién de Bessel. Sin embargo, si w es entero, las soluciones
Ju(z) v J_,(x) no son linealmente independientes, para ellas se cumple que

To(z) = (—1)J_o(2). (6.40)

Por lo tanto, se debe establecer una segunda solucién. Para w entero, una segunda solucién
se representa por las funciones de Neumann, que en términos de las funciones de Bessel se
pueden escribir como:

Jo(x) cos (wm) — J_,(x)

sen (wm)

N,(x) = , wéZ, (6.41)

y para w = m € Z, se tiene

Ny (2) = Tim J,(x) cos (wm) — J_w(x)‘

w—m sen (w) (642)

En cualquier caso, la solucion més general para la ecuacién de Bessel, se puede escribir como
una combinacién lineal de las funciones de Bessel y Newmann, es decir:

Ro(z) = Ayd,(x) + ByNy(z), (6.43)
por lo tanto, la solucién para la variable p, seré:
Rui(p) = Audu(lp) + BuNo(lp), (6.44)

donde se ha remplazando x — [p.

Como conclusion de este apartado, sil > 0y w > 0, la solucién mas general para la ecuacién
de Laplace en coordenadas cilindricas para un valor de w y [ dado, teniendo en cuenta (6.12),
(6.13) y (6.44), vendra dada por:

Ui (p, ¢, 2) = (A, (Ip) + B,N,(Ip)) (C, cos (v§) + D, sen (v9)) (Fie” + Gie ),  (6.45)

donde se ha utilizado la denominacién v en el lugar de w, y constantes con letra caligréafica,
para enfatizar la diferencia en constantes y diferentes posibles de valores de w en cada solucién
que se esta analizando.
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Teniendo en cuenta las solucién establecida en (6.17), (6.32) y (6.45), la solucién a la ecuacién
de Laplace en coordenadas cilindricas, respetando condiciones de periodicidad en la variable
angular ¢, y para A > 0 (I € R), seré:

W(p, &, 2) = (A, J,(lp) + BLN,(lp)) (C, cos (v9) + D, sen (vo)) (]:lelz + gle_lz)
+ (Aup” + Bup™) (Cy coswe + Dy, senwg) (Foz + Go)
+ (AO lnp + BQ) (FO,Z + Go) . (646)
En los problemas fisicos que se consideraran en este texto, la periodicidad de la variable

angular ¢ establecerd que w sea una valor entero, por lo tanto la soluciéon mas general debe
incluir todos los posibles valores asociados a w (y v en la solucién (6.46)), por lo tanto:

@Z)(p, o, Z) = Z {(AVJV(Z,O) + BVN,,(lp)) (CV cos (V¢) + D, sen (I/qb)) (]:'lelz + gle—lz)}

+ Z {(Awpw + Bwp"”) (Cycoswo + D, senwo) (Foz + Go)}
w=0

+ (AO lnp + Bo) (F()Z + Go) . (647)

La eleccién A > 0, establece que la solucién de la funcién Z(z) sea lineal en z o de tipo
hiperbdlico. Sin embargo, en ciertos problemas, las condiciones de frontera impuestas sobre la
variable z pueden ser periédicas, lo cual no puede ser satisfecho por la solucién dada en (6.47),
al menos si se restringe la solucion a valores reales de [. Si en cambio se consideran valores
puramente imaginarios para [ en la expresién (6.47), entonces la solucién, originalmente
hiperbdlica en z, se transforma en una soluciéon armonica. Esto permite satisfacer condiciones
de frontera periddicas en la variable z.

En conclusién, la solucién dada en (6.47) puede generalizarse para cualquier valor de A,
siempre que se admitan valores reales o puramente imaginarios para [. En tal caso, el
argumento de las funciones de Bessel y Neumann se vuelve imaginario, lo cual, aunque
es matematicamente valido, no es lo convencional. Por esta razon, se recurre a soluciones de
la ecuacion de Bessel para A < 0, conocidas como funciones modificadas de Bessel, las cuales
estan relacionadas con las funciones de Bessel ordinarias mediante:

I,(x) =1i"“J,(iz), (6.48)
y
K, (z) = g (Iwigl(;;;(x)) para w ¢ 7Z (6.49)
I

K,(z) = lim {g ( —ol®) = LJ@) } para n € Z (6.50)

won sen(w)
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A partir de lo anterior, se puede establecer que la solucion para la ecuacién de Laplace en
coordenadas cilindricas para A < 0, vendra dada por:

Z {(A,L(lp) + B,K,(lp)) (C, cos (vg) + D, sen (v¢)) (F/e"* + Gje %)}
+ Z {(ALp” + B,p™) (C,, coswe + D] senwe) (Fyz + Gy }

+ (AjInp + By) (Foz + Gy) - (6.51)

6.1. Solucién a la ecuacion diferencial de Bessel

En esta seccién se resolvera la ecuacion diferencial de Bessel, utilizando el método de
Frobenius. Partiendo de la ecuacion de Bessel:

dx? r dx 2

dQR(:U) N ld'R(:l?) n (1 B W_2> R(x) =0, (6.52)

se propone la solucién en series de potencias en la forma
oo
— s+j
= E Az (6.53)
J=0

donde s es una constante a determinar. La primera y segunda derivada de (6.53) son:

dRs(z)
_ A s+j— 1 54
- Z:: s+ j)Ajx (6.54)
d2R8($) - . . s+5—2
T =;<s+y><s+y—1>ij e (6.55)
(6.56)

Al tener en cuenta (6.53), (6.54) y (6.55), la expresién (6.52) se puede escribir como:

Zs—i—j )(s+ 37— 1)A;z"t7~ 2—1—2 (s+7)A;z°t~ 2~|—ZA.7: —w2Zij5+j_2:0
7=0 -

j=0 7=0

(6.57)

El primer, segundo y cuarto término en (6.57) se pueden agrupar en una sola sumatoria, a
partir de lo cual se obtiene
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Z ((s+7)* —w?) Ajz* 7% + Z Azt = 0. (6.58)

Jj=0 Jj=0

Sacando de la primera sumatoria en (6.58) los términos j = 0y j = 1, la expresién (6.58)
toma la forma:

(s —w) A" 2 + (s + 1)” =) A+ ((s+)* —w?) A" 72 4 )~ At = 0.
j=2 J=0

(6.59)

Las dos sumatorias en (6.59) se pueden escribir como un solo término. Para ello, en la primera
sumatoria de (6.59) se reemplaza j — k + 2, con lo cual se tiene que:

Z((S + )2 —whH At = Z((s + k4 2)? — w?) Aozt (6.60)
j=2 k=0

y yva que k es un indice arbitrario (renombrando nuevamente k — j), al tener en cuenta
(6.60), la igualdad (6.59) se puede escribir como:

(s —w?)Agr* 2 + ((s +1)* —wH)Ayz* t + Z {((s+ 742 —w)Aja+ A} 2 = 0.
=0

(6.61)

La igualdad anterior implica que los coeficientes correspondientes a distintas potencias de la
variable z deben anularse de manera independiente. En consecuencia, se tiene que:

(s —w?)Ag =0, (6.62)
(s + 1) —whHA, =0, (6.63)
{(s+7+2°—w’}Aj+A;=0, Vj>1 (6.64)

A partir de (6.62), si se asume Ay # 0, se tiene que s = +w. Imponiendo la solucién anterior
en (6.63) y asumiendo que A; # 0, se tiene
0=((tw+1)* —w?
=14+ 2w, (6.65)

por lo tanto w = F1/2; sin embargo, si nos restringimos a situaciones donde w sea un valor
entero (ya que w proviene de la solucién para ®(¢) que se exige sea periddica), la solucién
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w = F1/2 no es admisible 2, y se concluye que:
si s = tw, entonces A; = 0. (6.66)

Por otro lado, la relacion (6.64) se puede escribir como:

A
6.67
w2 —(s+7j+2)? (6.67)

Ajia =

y ya que se ha definido A; = 0, la igualdad (6.67) establece que A3 = 0 y por iteracién de
(6.67) se concluye que: A5 = A7 = ... = Ay;41 = 0; es decir, la solucién propuesta en (6.53)
solo tendra potencias pares en x, tal que

Ro(x) =" Aga™. (6.68)
j=0

Los términos Ay; se definen a partir de (6.67), tomando j — 2j — 2. Adicionalmente si se
reemplaza s — w (el caso s = —w, quedara implicito en el signo de w en la sustitucién
s — w) , la ecuacién (6.67) se puede escribir como:

Agj =
=2 (6.69)

Para determinar si la solucién (6.68), con los coeficientes definidos en (6.69) es convergente,
se aplica el criterio del cociente, y se tiene

]
lim AQJ—x“
j—00 Agj_g.’lf )=

‘ — 0, (6.70)

con lo cual se evidencia la convergencia de (6.68). La relacién de recurrencia (6.69) posibilita
escribir todos los coeficientes Ay, en términos de Ay, por iteracién. Entonces, aplicando una
y dos iteraciones en (6.69) se obtiene:

Asj_y
25— Dw+j)w+j—1)

3 A2j—6
“VETOG e e ey O

2A pesar que la ecuacién diferencial de Bessel puede tener soluciones con w ¢ Z, en este texto no se
abordara problemas que soporten dicha condicion.

Agj = (—1)?
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por lo tanto, para m iteraciones se tiene que (reagrupando convenientemente los términos
en el denominador):

ey !
Agj = 92m {j(j_l)(j—Q)...(j—m+1)}

1
. {(w + i w+j—Dw+j—2)(w+j—m+1) } Azj—om. (6.72)

Al tomar m = 7, la anterior expresion se puede escribir como:

(=1 1 1
Ao = ?j{ﬂJ—DU—%%U}{W+ﬁW+j—Dw+j—%%w+D}&

1/51 W/ (@0+)!
(-1 !
= . Ap. 6.73
227 jl(w+ )" (6.73)

Teniendo en cuenta el tltimo resultado, la solucién establecida en (6.68) toma la forma

- (@42 (2)° f: % £)". (6.74)

La constante Ay es arbitraria y se toma convenientemente como Ay = 1/(w!2?), con lo cual
se tiene que:

Ro(z) = (g)w i % (g)zj . (6.75)

La funciones definidas por (6.75) se conocen como las funciones de Bessel y se denotan
usualmente por .J,(z), entonces:

= (2 55 ) o7

La solucién para s = —w, se obtiene a partir de (6.76) cambiendo simplemente w — —w.

Aunque la solucién dada en (6.76) fue establecida restringiendo a w € Z, la ecuacion (6.76)
se puede generalizar tomando el factorial en términos de la funcién gamma, es decir:
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L =(3)"> j!r<o€_+1)jj+ 0 <§>2j' (6.77)

J=0

6.2. Propiedades de las funciones de Bessel y Newmann

En esta seccion se describiran algunas de las mas importantes propiedades de las funciones
de Bessel y Neumann.

6.2.1. Comportamiento asintético y raices para las funciones de Bessel
y Neumann

Las funciones de Bessel J,,(z) son oscilatorias, decayendo a cero conforme x — co. La figura
6.1 muestra el comportamiento de J,(x) para diferentes valores de n (n € Z). Como se
observa de la figura 6.1, las funciones de Bessel presentan raices (valores de z para los
cuales J,(z) = 0), que son importantes tener en cuenta al abordar problemas que impliquen
soluciones donde se presenten funciones de Bessel. Entonces existen valores de x, que se
denominarén x,,;, para los cuales J,,(x,;) = 0. En la tabla 6.1 se muestran las primeras cinco
raices para las funciones J,(x), con n = 0,2,4,6, 8.

1.04 — Jolx)
J2(x)
0.8 — Jalx)
— Jolx)
0.6 — Js(x)

0.4+

—
X
Z

< 024
< o2

A
0.0 I
—0.24
—0.44
0 5

Figura 6.1: Funciones de Bessel de orden entero.

10 15 20 25 30
X

Jo Ja Jy Jo Js
24048 5.1356  7.5883  9.9361 12.2251
5.5201  8.4172 11.0647 13.5893 16.0378
8.6537 11.6198 14.3725 17.0038 19.5545

11.7915 14.7959 17.6160 20.3208 22.9452
14.9309 17.9598 20.8269 23.5861 26.2668

Tabla 6.1: Ceros de las funciones de Bessel.
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Las funciones de Newman, por su parte, son divergentes en el origen y, de forma similar a las
funciones de Bessel, decaen oscilando hacia cero conforme z — oo. Las funciones de Neumann
también presentan raices; es decir, existen valores de x, que se denominaran x,;, para los
cuales N, (z,;) = 0. La figura 6.2 muestra el comportamiento de N,,(x) para diferentes valores

de n. En la tabla 6.2 se muestran las primeras cinco raices para las funciones N, (z), con
n=20,2,4,6,8.

0.6
— No(x)

Na(x)
0.44 —— Na(x)
— Ne(x)

— Ng(x)
0.2+

0.0 \

—0.24

Np(x)

e h

—0.4

—0.6-—

Figura 6.2: Funciones de Neumann de orden entero.

Ny N, Ny Ns Ng
0.8936  3.3842  5.6451  7.8377  9.9946
3.9577  6.7938 9.3616  11.811 14.1904
7.0861 10.0235 12.7301 15.3136 17.8179

10.2223 13.21 15.9996 18.6707 21.2609
13.3611  16.379 19.2244 21.9583 24.6126

Tabla 6.2: Ceros de las funciones de Neumann.

Limites asintdticos

Los limites asintéticos de las funciones de Bessel y Neumann son relevantes, ya que, a partir
de ellos se puede establecer si una funcién de Bessel o Neumann, en un problema en particular,
pueden estar o no presentes, de acuerdo a las condiciones de frontera impuestas. Para las
funciones de Bessel y Newmann se tiene el siguiente comportamiento asintotico:

s Para z <« 1:
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s Cuando z > 1:

T 2 4

2 Tw T
N, Tl ( W —> . 6.78
() — —sen (& —— — (6.78)

s Para w — oo:

I (z) — 1 < ex )

27rw
N, (x) — \/ (6.79)
= Siz=0,
Jw (O) = 0w0- (680)

6.2.2. Relaciones de recurrencia

Entre las relaciones de recurrencia més importantes de las funciones de Bessel se encuentran:

T () + Ty () = Q—mJ (2), (6.81)

Js(2) = Joss () = 20 ) (6.52)

Para demostrar las relaciones anteriores, se parte de la formula en serie de potencias establecida
en la ecuacion (6.77), la cual para w = m — 1, se escribe como:

= (3 e 5 os

sacando de la suma el término k£ = 0, se tiene

hate) = (2)" [ﬁ@% (g)?’“]. 65

Ahora, la expresién (6.77), para w = m + 1 toma la forma:

Tma() = (2>m+1 < KIT 751%1—)/54—2) (2)%' (6:85)

Al cambiar el indice de la sumatoria en términos de j, tal que k = j — 1, se tiene
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T ( >m+1]21 (j—1IT ni—i—j—i—l) <§>2j_2
T @)mI; (G — 1)!(1“_(23+j +1) <g>2j

\E/_@) Z —1)'(1“_(71n>+k+ )(gyk' (6.86)

j—k k=1

Ahora, al restar y sumar las expresiones (6.84) y (6.86), se obtiene:

Tos(e) & Jpea(e) = (g)”‘ﬁ
+(3)"

El factor entre llaves en la expresién anterior; que por ahora denominaremos CF, , se simplifica
en la forma

{MPmﬁ%ﬁ$(k—UH6ﬁ+k+U}<gya
(6.87)

k:l

oF 1 1
mk = k= IT(m+ k) (k= 1) (m + K)C(m + &)
_ 1 (l S ) (6.88)
(k—DII'(m+k) \k  (m+k)
con lo cual se tiene que:
Cok = B = Dim + T k)~ WT(m + k1) (6.89)
ot (2k + m)  (2k+m) (6.90

P k(k—Dim+ k)(m+k) KT(m+k+1)

Reemplazando los resultados obtenidos en (6.89) y en (6.87); para la suma entre las funciones
de Bessel, se obtiene:

T2 (@) + I () = (g)m 1 r(mm+ 1) * ; k! F(n_”Ll—)F Zl 1) (921 (6.91)
:m(%> <;>m k!F(:n BIH ) <x>2k (6.92)
_ A (@), (6.93)
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con lo cual se demuestra la relacién de recurrencia (6.81). Ahora, reemplazando los resultados
obtenidos en (6.90) y en (6.87); para la resta entre las funciones de Bessel, se tiene que:

m N (=1)F(2k +m) fa\2k
Tm+1) ; EIT(m + k4 1) (5) ] ' (6.94)

El primer término en (6.94) se puede incluir en la sumatoria de (6.94); iniciando la suma
desde k = 0, con lo cual la expresién (6.94) toma la forma:

Im-1(z) = Ty (x) = g; T (_41_)]]; ey {(Qk +m) <§>2k+m—1}

- kzzo kIT( (_Jlr)k +1) {2% (g>2k+m}

d | & (—1)* T\ 2k+m d
=2 {; WEm  ET T (§> } = 2 (), (6.95)

que se puede escribir como:

X

Tna@) = Ja() = (5)

Jm1(x) = Jmia (z) = 275, (), (6.96)
con lo cual se demuestra la relacién de recurrencia (6.82).

Una propiedad adicional se deriva de los resultados anteriores; si se suma la ecuacién (6.81)
a la ecuacion (6.82), obteniéndose:

T () = %Jm@;) T (2). (6.97)
De igual forma, si se resta la relaciéon (6.81) a la ecuacién (6.82), se obtiene:
T () = %Jm(a:) —J (). (6.98)

6.2.3. Relacién de ortonormalizacién para las funciones de Bessel

Aligual que los polinomios de Legendre, las funciones de Bessel tienen asociada una propiedad
de ortonormalizacion, que se deducira a continuacion.

Se consideran funciones de Bessel J,(lp), con valor de w = m € 7Z (casos de interés en
el presente texto). Las ecuaciones diferenciales de Legendre para dos funciones J,,(kp) y
Jm(lp) (se debe notar que se mantiene el orden m igual para las dos funciones, pero con un
pardmetro en el argumento diferente), se escriben como:

d*Jn(kp)  1dJ,(kp) ,  m?
T +<k: ) ko) =0 (6.99)

d*Jn(lp)  1dJ,(Ip) , m?
Z - =0. 1
Tt (z - ) Tn(lp) =0 (6.100)
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Al multiplicar la ecuacién (6.99) por pJ,,(lp) y la ecuacién (6.100) por pJ,,(kp), y restar las
dos expresiones resultantes, se obtiene:

L e A e | R R S WAL E N N (LS

Ejercicio 6.1. Demostrar la relacion (6.101).

Continuando con el procedimiento, al integrar la ecuacién (6.101) entre los limites p — a y
p — b, resulta:

b
o (i) g 1 ) df”))]a=<k2—z2> [ pttinann dp. (6102

En aplicaciones fisicas, es posible escoger convenientemente los limites a y b de tal manera
que el lado izquierdo en (6.102) se anule, con lo cual, la expresién (6.102) toma la forma:

(k* — 12)/ pJm(kp) T (lp) dp = 0. (6.103)

El resultado expresado en (6.102) establece que, si k # [, la integral se anula, es decir:

/b pIm(kp)Jm(lp)dp =0, sik #I. (6.104)

La ecuacién (6.104) establece la condicién de ortogonalidad para las funciones de Bessel.
Ahora, si en (6.102) se toma k = [, entonces la integral puede tomar un valor diferente de
cero y se debe calcular la integral

I= / pJ2 (Ip) dp, (6.105)

lo cual se realizara a continuacién: En términos de la variable x = lp, la integral anterior se
puede escribir como:

1 2
I= zz/“ (z) da. (6.106)

Al aplicar integracién por partes, tomando u = J2 () y dv = xdz, se tiene que

[ ;2 {; (212 () - /(:UQJ (2)) T, ( )} dz. (6.107)
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Ahora, la ecuacion diferencial de Bessel (6.100), en términos de la variable x = lp, se puede

escribir como:

P o(x) | PdJ, 2
& da:2(x> + = Jd;@ + (1 - %) () = 0.

Al multiplicar la ecuacién anterior por z? y dividirla por /2, se obtiene:

d* () dJm ()
2 m m
v dx? T dx

por tanto,

22 () = m? I (x) — 2J! (2) — 2°J" ().

Al reemplazar (6.110) en el segundo término de (6.107), se tiene:

1= {5 - / o) [ () = 2, 0) — 0] d |

12

Si se observa que

1dJ?(z)
2 dx

= Jm(2) Sy, (2)dz, y

2

R A CA S A B EEAR VA G

la ecuacién (6.112) se puede escribir como:

+ 22T (z) — m* T (x) = 0,

1{ 22 J2 (z) —m /{J VI (x) do — 22 (z) dw — 2* T (x)J]

@}dx}.

I= ;2 {;x J2 (x /‘”2 /% {%:pz((];l(x))z}dx},

y por tanto

1= 5 {3 - ) + g U

Retomando la variable p = z/I, se obtiene la integral indefinida:

(6.108)

(6.109)

(6.110)

(6.111)

(6.112)

(6.113)

(6.114)

(6.115)

(6.116)
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1= [ pamioran=3 ( :_ 7—) Jp) + S L) (6.117)

En aplicacion fisicas, la integral expresada en (6.117) es definida, y los limites de integracién
se ajustan de forma conveniente. Es usual tomar el limite inferior como cero, y el limite
superior como cualquier valor positivo (la variable p en coordenadas cilindricas no puede
tomar valores negativos), y la integral definida toma la forma:

a 2 a
1= [Comtorar={5 (5= 5 ) Blto) + 52 Uit} (6.118)
0 2 2 )m ol Lom .
Sim =0y p=0,laecuacién (6.118) se anula. Si m # 0, entonces J,,,(0) = 0 (lo cual se
determina a partir de la expansion en serie de potencias para las funciones de Bessel definidas
en (6.76)). Al tener en cuenta lo anteriormente expuesto, la integral expresada en (6.118) se
simplifica a la forma:

m

/0 T2 (Ip) dp — % (a2 - 1_2) 72 (la) + %aQ T (la)]? (6.119)

La ecuacién (6.119) es vélida para todo valor entero de m (casos que seran de interés en el
presente texto). Es habitual simplificar el lado derecho de (6.119) eligiendo [ de tal forma
que J,,(la) = 0, es decir, que la sea una raiz de la funcién de Bessel de orden m, a partir de
lo cual, se tiene que:

| oy do = e 000, (6.120)

y teniendo en cuenta (6.98) se puede escribir como (tomando J,,(la) = 0):

/0 0T 10) dp = S0 i (). (6.121)

En general, existen infinitas raices para las funciones de Bessel. Definiendo x,,, como la
n-ésima raiz de J,,,(x), se tiene:

la =2y, = l=2"0 p—1292.... (6.122)
a

A partir de lo anterior, la expresion (6.121) toma la forma:

¢ 2 [ TmnpP _1 2 2
/0 pJs, <—a )d,o— 54 (i1 (T )] - (6.123)
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Ahora, teniendo en cuenta (6.123) y (6.104), la condicién de ortonormalizacién para las
funciones de Bessel, se puede expresar como:

/0“ I <$an> I <$n;kp> pdp = %GQ [rt1(@mn)])” Ok, (6.124)

donde a > 0y Z,,, es la n-ésima raiz de J,,(x).

6.2.4. Funcién generatriz

Las funciones de Bessel de orden entero tienen una funcion generadora; es decir, existe una
funcién f(x,t) tal que

- i " (). (6.125)

n=—oo

Para encontrar la funcién generadora f(x,t), se puede partir de la relacién de recurrencia:

2m

Al multiplicar la expresién (6.126) por " y sumar sobre todos los valores de m se obtiene:
ot Ima(@) + > (@ Z mt™ o ( (6.127)

La primera suma en (6.127) puede escribirse como

i t" Tt (z) =t i t" 1 (z) =t Z t"J, tf(z,t), (6.128)

m=—00 m=—0oQ n=—oo

donde en la dltima igualdad de (6.128) se ha sustituido n — m — 1, que no afecta los limites
establecidos para la sumatoria. De forma similar, para la segunda sumatoria en la ecuacion
(6.127), se tiene que

Z ™ T (2 Z T (2 Z t"J, f(x t), (6.129)

m=—00 m=—0Q m=—0oQ

donde se ha utilizado el indice n = m + 1. La sumatoria al lado derecho en (6.127), se puede
manipular de tal forma que se puede escribir como

2 — . 2 1 _20f

m=—0oQ m=—0oQ
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Reemplazando las expresiones (6.128), (6.129) y (6.130), en (6.127), se obtiene:

1 2t O f
que se puede escribir como
x 1 df
— 1+ = )dt=—. 132
s (1) =1 (6.132)

Ahora, se integra la expresién (6.132) en la variable t, tal que:

x 1 [ df
/5 (1 + 75—2) dt = ¥ (6.133)
! (6.134)

(D) s 0159

donde el término C'(z) representa una “constante” en la variable ¢ (C(z) puede depender de
la variable z, dado que la integracion se realizé en la variable t). Por lo tanto,

f(z,t) = O(z) exp [% (t - %)} . (6.136)

Para determinar C(x), se parte inicialmente expandiendo las funciones exponenciales en
(6.136) en serie de potencias, y se tiene:

que se puede escribir como

fan=c@ Y <f>"+mt"—m. (6.138)

197!
, e 2

n,m=

De la doble sumatoria en la expresién (6.138), se toman aparte los términos con potencia
cero en la variable ¢, es decir, los términos para los cuales n = m, con lo cual la funcién
f(z,t) toma la forma:

[z, 1) = C(x)

NE

nln! n!lm!

I
o

n

o () e S Q) e e

Por otra parte, teniendo en cuenta la expresién (6.76), se puede evidenciar que

i (=1" (g)Qn = Jo(x), (6.140)

In!
o nmn.
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por lo tanto,

— - (_1)m T\t n—m
Fla,t) = C(2)Jo(z) + C(x) 7; — (5) g, (6.141)
Por otro lado, a partir de (6.125) se evidencia que
flat)y= > t"J,(x)
=Jolx)+ Y t"Ju(x). (6.142)
n=—oQ
—_————
n#0

Las expresiones (6.141) y (6.142) representan la misma funcién y cada término asociado
a una potencia diferente de la variable ¢t debe ser equivalente en las dos expresiones; por
lo tanto, el factor que acompana a Jy(x) en (6.142) (factor 1) debe ser igual al factor que
acompana a Jy(x) en (6.141); es decir: C'(z) = 1, con lo cual la funcién f(z,t) definida en
(6.136) toma la forma:

Fla,t) = exp E <t - 1)} . (6.143)

t

La funcién f(z,t) establecida en (6.143) representa la funcién generatriz de las funciones de
Bessel de orden entero.

Ejemplo 6.1. Expandir las funciones seno y coseno en funciones de Bessel.

Solucién: Si se reemplaza t =i en la expresion (6.143), se tiene que :

f(,i) = exp {%} | (6.144)

Por otra parte, a partir de (6.125) se tiene que:

o0

fla,i) = > i"Ju(), (6.145)

n=—oo

por lo tanto,

e =" i"J,(x). (6.146)

n=—oo
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Ahora, aplicando la relacion de Euler en la parte izquierda de (6.146) y separando términos
pares e impares en la sumatoria a la derecha de (6.146) , se obtiene:

cosT +isenx = Z 2kJ2k Z z2k+1J2k+1
k=—00 k=—00
= > (D (@) +i Y (1) o (@), (6.147)
k=—o00 k=—00

Las partes real e imaginaria en cada lado de la igualdad (6.147) deben ser iguales y, por lo
tanto, se tiene que:

cosz =Y (—1)"Jo(), (6.148)
k=—00
senx = Z (—=D)* Jopp (2). (6.149)

Las relaciones anteriores pueden ser simplificadas aiun mds; por ejemplo, la expresion para
el coseno se puede escribir como:

00 -1

cosz= Y (1) () = D (1) Tar(x) + Jo( +§: )F Jow (2 (6.150)

k=—o00 k=—o00

Al cambiar el indice de sumatoria en la primera suma en (6.150) por k — —k, se tiene que,

-1

> (D Tk(x) =D (1) FT k(@) = > (=DM (=1)*Ja(w) =Y (—1)* Ja(x), (6.151)

k=—o00 k=1 k=1 k=1

resultado que es igual a la sequnda suma en (6.150), por lo tanto,

cosz = Jo(z) + QZ Ve o (2 (6.152)
De manera similar, se puede mostrar que

o0

senz =2 Y (=1)FJyi(z), (6.153)
k=0

Ejercicio 6.2. Demostrar la relacion (6.153).
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6.2.5. Forma integral de la funcién de Bessel
La funcion de Bessel tiene una forma integral, la cual se puede deducir partiendo de la

funcién generadora f(x,t). Para ello, se toma t = € en la expresién (6.143) y se tiene que:

f(x,e"?) = exp [g (e — e’w)] = elvsend, (6.154)

Por otra parte, a partir de (6.125), se establece que

(e e}

fla, )= )" e, (), (6.155)
entonces,
et = " e (x), (6.156)

Para encontrar J,(z) a partir de la relacién anterior, se multiplica ambos lados de la ecuacion
(6.156) por e~ y se integra en la variable 6 entre —7 a 7 , con lo cual se obtiene:

/ eirenfemimigy = " ( / e“"—m”de) Jo(z), (6.157)
i
/ eiwsen=mb) gy — or J.. (z), (6.158)
donde se ha tenido en cuenta que :
T 0 :
/ eln=m gy — { LA b, (6.159)
- 2r sin=m,
Por tanto, se concluye que:
Jp(2) = L / " gitasent—md) g (6.160)
2 J_ .

Ejercicio 6.3. Partiendo de la definicion (6.160), demostrar que:

I () = l/0 cos(x senf — mb)do. (6.161)

™
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6.2.6. Expansion en términos de funciones de Bessel

En matematicas, es posible expandir una funcién, bajo ciertas caracteristicas, en términos
de otras funciones que suelen tener definida una propiedad de ortogonalidad, como es el caso
de la expansion en series de Fourier o en polinomios de Legendre. De igual forma, es posible
expandir una funcién f(p), definida en el intervalo (0, a), en la forma:

Fp) = icnjm (x”;"p> . (6.162)

Los coeficientes ¢, se pueden encontrar multiplicando ambos lados de la expresién (6.162)
por pJy,(zmep/a) e integrando desde 0 hasta a, y se tiene que:

o\g
-
3

/N
8
Sh
e}

N——
-
—~
s
S~—
Y
e}
I

R

J

a2J2 | (@mn)

2 Oni
a2
J m
- cl—+1<‘” ) (6.163)
2
por lo tanto,
- /af( )J (‘T’”’p) d (6.164)
= CL2J2 +1(.Tml) P)Im a pap. :

Relacion de Parseval

Una relacién importante que se obtiene a partir de (6.162), es la denominada relacion de
Parseval, la cual se obtiene al elevar al cuadrado la ecuacién (6.162), multiplicar por p e
integrar entre p = 0 a p = a, con lo cual se obtiene:

/ 2(p) pdp = Z chck/ ﬂﬂmnp Jm (%r:jﬂ) pdp = 2J2 i1 (@) Opn,  (6.165)

donde se ha usado la condicién de ortonormalizacion para las funciones de Bessel. Con lo
anterior se concluye que:

o0

/ F(p) plp = 5 Zc T2 1 (Tn). (6.166)

n=1

La relacién dada en (6.166) se conoce como la Relacién de Parseval.
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Ejemplo 6.2. En este ejemplo se encontrard la expansion en funcionen de Bessel de la
funcién: f(p) = p*.

Solucién: En la relacion (6.162) no se especifica el orden que deben tener las funciones de
Bessel, que definen la expansion (valor de m), por lo tanto su eleccion es libre y permite
escoger un apropiado orden que conlleve a una solucion mds simple. En este caso se tomard
m =k, con lo cual se tiene:

o= iank <xk;p) , (6.167)
n=1

por lo tanto,

2 * L Thnp 2 /a ol Thnp
e (B e 2 [ () gy (s
c a2J§+1<$kn)/o Pk (== ) pdp 2T o) P (=) de ( )

Para realizar la integracion presente en (6.168), se realiza el cambio de variable uw = 22 q
partir de lo cual se tiene que:
2at / L () d (6.169)
Cn= G55 u w(u)du, )
i 2 TR 1 () o
Por otro lado,
d
o (" T (1)) = mu™ T (u) + up J) ()
u
=u" {EJm(u) + J,’n(u)}
u
=u"Jpm-1(u), (6.170)

donde se ha utilizado la relacion (6.97). Ahora, si se toma m =k + 1 en (6.170) se obtiene

(W Ja(w) = ). (6.171)

Al reemplazar el resultado obtenido en (6.171) en (6.169) se tiene:

2a* Tl d o en >
SN CA— Lkt d
ey A DL

+1
. a— (A O) (6.172)
:UZ:QJ%H(x;m) 0
2a*
e — (6.173)

Thn g1 (Thn)
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Por lo tanto, la expansion buscada toma la forma:

xknp)

= 24" 174
ph=2a ZxkanH (Trn) (6174

En problemas de electrostatica o conduccion térmica, es comin encontrarse ante sistemas
con configuraciones que requieran la solucién de la ecuacién de Laplace en coordenadas
cilindricas, cuya solucién més general se puede expresar con la relacién (6.47) (o (6.51)). A
continuacion se ilustran algunos ejemplos con condiciones de frontera especificas, donde se
hard uso de la solucién (6.47) (o (6.51)) .

Ejemplo 6.3. En este ejemplo se considera un cascardén cilindrico metdlico de altura
L y radio R, cuyo eje de simetria es paralelo al eje z, como se muestra en la figura 6.3.
Las diferentes superficies del cascaron se mantienen a potenciales eléctricos dados por las
siguientes condiciones de frontera:

» ¢ (p,9,0) =0 para todo valor de (p, ).

» ¢ (a,¢,z) =0 para todo valor de (¢, z).

- U (p,6,L) =V (p,6) para todo valor de (p,):

z

Y(p, ¢, L)=0

————————
(=0 q)p

ye

Y(p,9,0)=

X

Figura 6.3: Ejemplo (6.3). Cascarén Cilindrico con superficies a potencial cero, excepto para la superficie
circular en z = L.

Solucion: Al interior del cilindro, el potencial eléctrico cumple la ecuacion de Laplace, por
lo tanto, la solucion mds general vendrd dada por (ecuacion (6.46)):
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Y(p.d.2) =Y {(Adu(lp) + B,N,(1p)) (C, cos (vg) + D, sen (vd)) (Fie' + Gie ) }

v=0
+ Z {(Aup” + Bup™) (Cy coswe + Dy senwe) (Foz + Go) }
w=0

La solucion particular para el problema planteado, se obtendrd al considerar las condiciones
de frontera especificas del problema y determinar de esa forma, los valores de las constantes
presenten en (6.175).

Ya que la region de estudio comprende el interior del cilindro, se debe garantizar una solucion
finita cuando p — 0. Por lo tanto, las constantes que son factores de las funciones p=, In p
y N, (lp); las cuales divergen en p =0, se deben de anular, es decir:

B, =B, = A =0, (6.176)

y la solucion se simplifica tomando la forma

[e.e]

b, 6,2) = Y { A (1p) (Co cos (v9) + Dy sen (v9)) (Fie + Gre %) }

v=0

+ Z {A,p” (C, coswp + D, senwd) (Foz + Go)}

w=0

Ahora se toma en cuenta la condicion i (R, ¢,z) =0, y se tiene

U(R,¢,2) =Y {A,J,(IR) (C, cos (v) + D, sen (v$)) (Fie"* + Gie %) }

v=0

+ Z {A,R* (C, coswp + D, senwo) (Foz + Go)}

w=0

Dado que la condicion anterior se debe cumplir para cualquier valor que puedan tomar las
variables (¢, z), se debe garantizar que:

A,J, (IR) =0, A,R®=0, B=0, (6.179)

por lo tanto se determina que A, =B = 0. Ademds, si no se considera la solucion trivial (es
decir, se toma A, #0 ), se debe exigir que:

J,(IR) = 0. (6.180)
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La condicion establecida en (6.180), se cumplen para ciertos valores de x que corresponden
a las raices de las funciones de Bessel J, (x) que se denotardn como x,,, tal que:

Jo (IR) = J, (xy) = 0, n=123---, (6.181)
con lo cual:
IR = zy,, n=123---. (6.182)

Lo anterior sugiere que el valor de | depende de los valores v y n, por lo tanto, se denotard:

zﬁzm:%, n=1,2,3,---. (6.183)

Lo anterior establece los posibles valores de las constantes [, y todos sus posibles valores se
deben incluir en la solucion mdas general, por tanto, la solucion debe incluir una suma sobre
n, con lo cual se obtiene (cambiando el subindice | por n, y la variable | por l,,):

(p,6,2) =D > {ALu(lunp) (Cycos (v) + Dy sen (v9)) (Fue™ + Gue %) } . (6.184)
n=0 v=0
Ahora, al considerar la condicion de frontera: ¢ (p, ¢,0) = 0, se tiene:
U(p,6,0) = Y { Ay (lnp) (Cycos (vg) + Dy, sen (v9)) (Fo + Ga)} =0, (6.185)
n=0 v=0

la cual se debe garantizar para todo valor de (p, @), por lo tanto,
Fn+Gn =0, (6.186)

con lo cual

V(p, ¢, z) = Z Z (A, (Lnp)) (Cy cosvg + Dy senve) (Fem* — e 'vn?)

v=0 n=1

0 X elynz . e—lynz
= Ju lyn 2'AV‘F7’LCV QAV‘FTLDV - 5
Z Z (Jy (Lunp)) cosvo + sen vg ( 5 )

v=0n=1 Con vn
= (Jy (lunp)) (Cypn cosve + D, senve) sinh (1,,2) (6.187)
v=0 n=1

donde las constantes C\,,, y D,,, estdn por determinar. Finalmente, si se tiene en cuenta la
condicion ¥ (p, ¢, L) =V (p,p), se obtiene:

V(p, o, L) =V (p,¢) = i i J, (%p) (Cy, cosve + D, sen v¢) sinh (x}”%”

v=0 n=1

L) . (6.188)
Utilizando la condicion de ortonormalizacion de las funciones de Bessel:

/oa dp pJy (%p) o (%p> - R?Q [Jy11 (xl/n)]Z Onm,s (6.189)
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se puede determinar que

/DR dppJ, (%P) Vip,0) = i i (Cyn cosve + D, senve) sinh (x}l%" L)

v=0 n=1
R
z x
x [ dppJ, (ﬂ ) J, (ﬂ )
/0 PP R p 7 p
RTQ[JV+1(IVH)]25nm
R2 Y Tyn
= = Z Z (Cyn cosve + D, senve) sinh ( 7 L)
v=0 n=1

X [JI/Jrl (xlxn)]2 6nm

R2 = vrm
= 5 2 (Cym cosve + D, senvg) sinh <xR L)
X a1 (2m)]” (6.190)
es decir,
R Tvm R2 = 2 . Lvm
dppJ, ( 7 p) Vip¢) =+ > [t (@om)]” (Com cosvé + Dy sen vgp) sinh ( I L) :
0 v=0

(6.191)

Para encontrar los coeficientes D,,,, se utilizan las condiciones de ortonormalizacion de las
funciones senv¢:

/27r dosen (vp)sen (V'¢) = w0, (6.192)
0

Por lo tanto, al multiplicar la ecuacion (6.191) por sen (w¢) e integrar entre 0 a 27 en la
variable ¢, el lado derecho (LD) y el lado izquierdo (LI) de la ecuacion (6.191), resultan en:

R 27
LTym
0 0
R2 > T 2w on
LD = > [Ju-H (l'ym)P sinh ( ”Rm L) Cum/ dé sen (I//(b) cosv¢ + Dym désen (V’(]ﬁ) sen vé
v=0 0 0
0 Tr(;w//
WR? — 2 . Tym
S P (55) D
TR?

= _— ’ ’ 24 xu’,m ’
= 5 Vi @) smh( = L)Dl,m, (6.194)
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por tanto,
R T, I mR? 9 T,
dppdJ, _y / dpsen (Vo) V (p,d) = —— [Jors1 (T )] sinh ( ==L ) Dy,
[ donn, (Fgte) [ dosen o)V (p.) = TG s () sinh (“541)
(6.195)
obteniéndose:
2 2
D,, = dpdopd, | —p ) sen (v ,0).  (6.196
TR o ()P / / pdop (Rp) (vo)V(p,¢). (6.196)

Para encontrar los valores de C,,, se realiza un procedimiento similar al anterior, pero esta
vez, utilizando la propiedad de ortonormalizacion para la funcion coseno,

2m
/ d¢ cos (V) cos (V) = wd,,. (6.197)
0

Por lo tanto, al multiplicar la ecuacion (6.191) por cos (wo) e integrar en la variable ¢, y
tener en cuenta (6.197), se determina que:

2

O = e / / dpdop, (p) cos () V (p,6). (6.198)

Los valores de C,,, y D,, determinan completamente la solucion para el potencial eléctrico
dado por (6.188), una vez se defina el valor para el potencial V(p, d).

Ejercicio 6.4. Demostrar que la solucion (6.51) no es compatible con las condiciones de
frontera establecidas en el ejemplo (6.3).

Ejemplo 6.4. Se tiene un cascaron cilindrico de radio R vy longitud L, cuyas superficies
se mantienen a diferentes temperaturas. Se asume que entre la cara lateral y las superficies
circulares que componen el cilindro, existe un medio infinitesimal no conductor que mantiene
cada superficie a una temperatura dada. Las condiciones de frontera son:

» T (p,9,0) =0, para todo valor de (p, d).
» T (p,¢,L) =0, para todo valor de (p, $).

» T(R,0,2) = f(&,2), para todo valor de (¢, z).

Solucién: Para solucionar este problema, se parte de la solucion (6.51) (se deja como
ejercicio para el lector demostrar que la solucion establecida en la expresion (6.47) no es
compatible con las condiciones de frontera planteadas en este ejercicio), la cual para la
funcion de temperatura viene dada por:
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T(p, ¢, z2) Z{ (A, L (Ip) + B,K,(lp)) (C, cos (vg) + D, sen (vg)) (F/e"* + Ge %)}

+ Z {(ALp” + BLp™) (C, coswe + D], senwe) (Fyz + Gp) }

+ (A{) Inp+ IB%{)) (ng + Gg) . (6.199)
z
T(p,¢,L)=0

=
=
¢

L s
& /

- v I 4

T(p,,0)=

Figura 6.4: Ejemplo (6.4). Cascarén Cilindrico con superficies a potencial cero, excepto para la superficie
lateral definida por p = a.

Solucion: Para encontrar la solucion al problema planteado, se deben ajustar las constantes
presentes en (6.199) que representen las condiciones de frontera establecidas para el caso
particular en estudio. En primer lugar, dado que se requiere una solucion finita cuando
p — 0, es necesario eliminar, de la solucion general, las funciones divergentes en p = 0. Por
lo tanto, se debe tomar Bvl' = B, = A = 0, con lo cual la solucion se simplifica y adopta

la forma:

T(p, 9, 2) Z {AL(lp) (C, cos (v9) + D, sen (v9)) (F/e"* + Ge ")}

+ Z {A p* (C! coswe + D, senwo) (Fyz + Gy)}

+ Bg (IFg +Gh). (6.200)

Ahora, tomando la condicion T (p, $,0) = 0, se tiene que:
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Z{A’ (Ip) (C, cos (v¢) + D sen (v)) (F] + G/)}

+Z{A C! coswe + D! senwe) Gy}

+ ]B%{)G’O = 0. (6.201)

Dado que la condicion anterior debe cumplirse para todo valor de las variables (p, ¢) y, debido
a la independencia de las funciones implicadas, se tiene que:

E,+gl/ = 0,
G o= 0,
Bg@g = 0. (6.202)

Teniendo en cuenta las condiciones anteriores, la solucion general toma la forma:

T(p, b, z2) Z I(lp) < 2iA.C! F, cos (vg) + 2iA. D, F| sen (v) \{d"z —e "} /2

Cul Dy, senlz

+ Z P ALC coswp + Al D] senwe p Fiz
~— - ~——

AWO BwO
+ ByF, 2. (6.203)
——
Bo
es decir:
T(p, ¢,z Z L,(lp){Cyi cos (v9) + D, sen (vg)} senlz
v=0
+ Z P { Ao coswo + Byosenwo} FiL
w=0
+ By (6.204)

Ahora, al aplicar la condicion Ty (p, ¢, L) = 0, se tiene:
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T(p,¢,L)=0= i L,(Ip) {Cyicos (vp) + Dy sen (vg)} senlL

v=0

+ ) p¥ {Auo coswe + Bugsenwe} FyL + By L. (6.205)

w=0

Dado que la condicion anterior debe cumplirse para todo valor de (p, ), y considerando la
independencia de las funciones asociadas (y una solucion no trivial), se debe cumplir:

sen(lL) = 0,= [ = % conn=1,23"-- (6.206)
Fl =0, (6.207)
BoL — 0 = By = 0. (6.208)

La relacion (6.206) establece que el parametro | depende de n, por lo tanto, la solucidn mds
general debe incluir todos los posibles valores de n, tal que:

T(p,¢,2) = Z Z I, (nmp/L){C, cos (vp) + D, sen (v¢)} sen (nmz/L). (6.209)

n=1 v=0

Para la ultima condicion de frontera, se tiene que:

T(R,0,2z) = f(¢,2) = Z Z I, (nmR/L) {C, cos (v¢) + D,y sen (v¢)} sen (nwz/L).

n=1 v=0

(6.210)

~—

Multiplicando la ecuacion anterior por sen (%z e integrando en z resulta:

/OL dz sen (%z) f(p,z) = ZZ[ (% > n €OS (V@) + Dy, sen (vo)]
(m

= g Z Z I, <nL7r R) [Con cos (V) + Doy sen ()] by,

- 7 ilv (mf%) [Cyy cos (V@) + Dy sen (vo)], (6.211)
es decir:

%/OL dz sen <%Z> fpz)= ily (%R) [Cym, cos (vd) + Dy sen (vg)] . (6.212)
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Ahora, para determinar los valores de las constantes C,,,, se multiplica la expresion (6.212)
por sen (wo) y se integra en el dngulo ¢, con lo cual, el lado derecho (LD) y el lado izquierdo
(L1) de la expresion (6.212), se pueden escribir como:

2 L 2
LI = z/o dz sen (%z) /0 dpsen (wo) f (p, 2) (6.213)
mm 2 2
LD = ; I, (TR) X C’Vm\/o d¢ sen (w) cos (l/gzﬁz + Dl,m\ i d¢ sen (we) sen (Vo)
0 Tovw

= WZIV (%a) Dyi0y

— I, (%@ Do, (6.214)
por lo tanto
2 L 27
—/ dz sen (mz> / dosen (wo) f (p,z) = 7l (ma> D, (6.215)
L/ L), L
de manera que (reemplazando w — v),
2 1 Lorom nmw
Dyp = —— dzd (— ) 2). 6.216
v (%)/o | dzdosen (F2) senwe) £ (p.2) (6:216)

Para determinar los valores de las constantes C,,,, se aplica un procedimiento similar al
utilizado para encontrar D,,,. En este caso, se multiplica la expresion (6.212) por coswao, se
integra en el dngulo ¢ y se utiliza la condicion de ortogonalidad para las funciones cos (v¢),
con lo cual se puede verificar que:

2 1 Lo pam nm
Con = EW/O /o dzd¢ sen <TZ) cos (vo) f (p, ®). (6.217)

Las constantes C,,, y D, determinan completamente la solucién (6.210), una vez se especifique
la dependencia funcional de f(p, ®).

Ejercicio 6.5. A partir de (6.212), demostrar la expresion para C,,, dada por (6.217).

Ejemplo 6.5. Se considera un conductor cilindrico muy largo (L — oo) de radio a, que se
mantiene a un potencial eléctrico V,. Este conductor es coaxial con un cascarén cilindrico,
también muy largo (L — o0), de radio interior b (b > a) y radio exterior c, el cual se
encuentra a un potencial V. El objetivo es determinar el potencial eléctrico en la region
comprendida entre a < p < b (ver figura 6.5).

Solucion: Para abordar el problema, se elige el eje z como eje de simetria del sistema; dado
que el cilindro se extiende indefinidamente en dicha direccion, es decir, desde z — —o0
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Figura 6.5: Ejemplo (6.5). Potencial eléctrico entre dos cilindros coaxiales.

hasta z — oco. Como el potencial en p=a y en p = b es constante, se deduce que el sistema
presenta simetria tanto a lo largo del eje z (no existe un origen preferencial para dicho eje)
como respecto al dngulo ¢. Por consiguiente, el potencial eléctrico no depende de la variable
z ni de la variable ¢.

A partir de la solucién general (6.47), la independencia del potencial respecto a z y ¢
implica que deben anularse los factores Fi, G, Foy y Fo, y ademds tomarse w = 0. En estas
condiciones, la solucion se reduce a la forma:

Y(p) = {(Ao + Bo) (Co) (Go)} + (AgInp + Bo) (Go), (6.218)
que se puede escribir simplemente como:
¥(p) = Aglnp + Hy, (6.219)

donde en Hy se han reunido todos los términos que no dependen de la variable p. Ahora,
teniendo en cuentas las condiciones de frontera para el potencial, se tiene que:

1/1(&) = Va = AO hl(l + Ho, (6220)
P(b) =V, = Aglnb + H,. (6.221)
A partir del sistema de ecuaciones establecido, se encuentra que:

(Vo — Vo)
In(g)

Hy=V, (1 +1In (g)) ~V, (6.223)

con lo cual el potencial eléctrico, resulta:

Ag = (6.222)

W(p) = %mﬁ V. (1 +1n (g)) ~V (6.224)

A partir de (6.224) es posible encontrar el campo eléctrico, por aplicacion del gradiente en
coordenadas cilindricas, y se tiene que:

F=- (iw)) p— Lot (1) 5 (6.225)
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Figura 6.6: Ejemplo (6.6). Cable coaxial con una divisién sobre el conductor externo.

Ejercicio 6.6. Encuentre el campo eléctrico para el sistema planteado en el ejemplo (6.5)
aplicando ley de Gauss y compare su resultado con el obtenido en (6.225). Asuma que conoce
la densidad lineal de carga del conductor interno.

Ejercicio 6.7. Determinar el potencial eléctrico para el ejemplo (6.5) en la region p > c.

Ejemplo 6.6. Se tiene un cascardn cilindrico conductor, muy largo (L — o) y de espesor
despreciable de radio a, compuesto por dos mitades con secciones transversales semicirculares,
separadas por un medio dieléctrico infinitesimal (para mantener las dos mitades a diferentes
potenciales). La mitad superior del cilindro se encuentra a un potencial +V,, mientras que
la mitad inferior se encuentra a un potencial —V,. Fste cilindro se encuentra ubicado dentro
de otro cilindro de radio b (b > a), coazial con el primero, el cual se mantiene a un potencial
constante V;,, como se indica en la figura 6.6. El objetivo es determinar el potencial eléctrico
en la region a < p < b.

Solucion: Para solucionar el problema planteado, se tomard como eje z el eje a lo largo de la
longitud del conductor. Las condiciones de frontera establecidas no dependen de la variable
z; y ya que el conductor tiene longitud infinita, se puede deducir que la solucion para el
potencial no puede depender de la variable z. Por lo tanto, tomando como punto de partida
la solucion general (6.47), para que el potencial sea independiente de la variable z, se debe
tomar: F; = G, = Fy = Fy = 0, con lo cual la ecuacion (6.47) se reduce a (absorbiendo las
constantes Go y Gg en las otras constantes de la solucidn):

V(p.d) =Y {(Aup” + Bup™) (Cocoswé + Dy senwd) §
w=0

+ (Aglnp+By), (6.226)

que se puede escribir en la forma:
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Y(p, ) = (Ao + By)Co + By +A¢Inp

-~

o
+ Z {(Aup” + B.up™) (C, coswe + D, senwe) } (6.227)
w=1
es decir,
V(p, ) = Cy+ Aglnp + Z {(Aup® + Bup™) (C,, coswe + D, senwe) } (6.228)

w=1

Ahora, para la condicion de frontera establecida en p = b, se tiene que:

(b, 9) =V, = Z {(ALb” + B,b™) (C, coswe + D, senwe) }
w=1
+C)+ AgInb, (6.229)

que se puede escribir como

V,— K =) H,(Cycoswp+ D, senwp), (6.230)
w=1
donde se ha nombrado
H, = (A" + Bub™), (6.231)
K = (Aglnb+ CY) . (6.232)

Ahora, al integrar la expresion (6.230) en la variable ¢ entre 0 y 2w, se tiene:

2 o0 2 2w
/ (Vi —K)dp=> H, | C, / cos (wp)do +D,, / sen (we)de | (6.233)
0 w1 Jo P Jo P
0 0
por tanto,
(Vy — K) = 0. (6.234)

Para encontrar las constantes H,, se utilizan las propiedades de ortogonalidad de las funciones
seno y coseno. Al multiplicar la ecuacion (6.230) por cos (v¢) e integrar en la variable ¢ entre
0 y 27, el lado izquierdo (LI) de (6.230) bajo la integracion en ¢ se anula, ya que



6.2 Propiedades de las funciones de Bessel y Newmann 195

27
L= / (Vi — K) cos (vé)do = 0, (6.235)
0

y el lado izquierdo (LD) toma la forma:

o0 27 2m
LD = ZHW C’w/o cos (we) cos (V¢)d¢—|—Dw/0 sen (we) cos (vo)de

w=1 N - -
Towr 0
=7H,C,, (6.236)
por lo tanto, se obtiene que:
H,C,=0— H,=0, parav >0, (6.237)

donde se ha asumido C,, # 0 (opcién menos restrictiva). Se deja como ejercicio para el lector,
demostrar que al multiplicar la ecuacion (6.230) por sen (v¢) e integrar en la variable ¢, se
deduce que

H,D,=0— H,=0, parav >0, (6.238)

asumiendo D, # 0. Eligir H, # 0, conlleva la solucion trivial.

Ejercicio 6.8. Demostrar que al multiplicar la ecuacion (6.230) por sen (v¢) e integrar en
la variable ¢, conlleva que: H, = 0, asumiendo D, # 0.

Las expresiones (6.234) y (6.237), teniendo en cuenta las relaciones (6.231) y (6.232), se
pueden escribir como:

Vy — (Aplnb + CY) = 0, (6.239)
(Ab” + B,b™) =0, paraw > 0. (6.240)

En particular, a partir de (6.240), se tiene que

B, = —A,b*, paraw > 0. (6.241)

Por otra parte, el potencial eléctrico sobre la superficie p = a, se puede expresar como:

(6.242)

Vo, para 0 < ¢ <,
V(g) =
—Va, paraw < ¢ <2,
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por lo tanto, la condicion de frontera en p = a, toma la forma:

Y(a,¢) =V(¢) = Z {(A,a” + Boa™) (C,, coswe + D, senwg) }
w=1
+ (Aglna+Cy),
que se puede escribir como

V() —Q = Z P, (C,coswop + D, senwa) ,

w=1

donde se ha definido

P, = (Awaw + Bwa_w) ,
Q= (Aglna+ CY).

Al integrar la expresion (6.244) en la variable ¢, se obtiene:

2

/OQﬂ(V(¢)—Q)d¢=§Pw . |

2
cos wodp +Dw/ senwodo | |
0
—_—

0 0

por tanto

s 2
| - @aos [ v quao—o,
0 ™
a partir de lo cual se obtiene:

2Q =0,
que se puede escribir como (teniendo en cuenta (6.245) y (6.246)):
(AO Ina+ C(,]) =0.

(6.243)

(6.244)

(6.245)
(6.246)

(6.247)

(6.248)

(6.249)

(6.250)

Ahora, al multiplicar la ecuacion (6.244) por cos (v¢), e integrar en la variable ¢, se tiene:

| @) - Qeos warts = Y- P [ cos(wo cos s

s

vV
TOvw

2
JO

£ R, [ sen ) os (v
w=1

-~

0

= TrPl/OI/7

(6.251)
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El lado izquierdo de (6.251), se puede escribir como:

2w 2m
LI:/O V() cos (y¢)d¢—/0 Q cos (vo)do

~~
0

s 2T
— Va/O oS (ugb)dqﬁ—Va[r cos (vo)do

= 0. (6.252)
Por lo tanto
P,C, =0, parav>D0. (6.253)
Ahora, teniendo en cuenta (6.245) y (6.241), la condicidn (6.253) toma la forma
i‘l,,a_” (a® — bzyzCV =0, parav >0, (6.254)
#0

por lo tanto se concluye que
C, =0, parav>0. (6.255)

En (6.254), no se puede considerar A, = 0, pues se llegaria a una solucion trivial. Ahora,
al multiplicar la ecuacion (6.244) por sen (v¢) e integrar en la variable ¢ (reemplazando
C, =0), se tiene:

/0 ’ (V(¢) — Q)sen (vo)dp = Z Pwa/O ' sen (wo) sen (vg)do

J

v~

T
=7P,D,, (6.256)
El lado izquierdo de (6.256), se puede escribir como:
2m 2m
LI :/ V(o) sen (vo)dp — Q sen (vo)do
0 Jo B

-~

0

=1, /07T sen (vg)do — V, /:W sen (v¢)d¢

= 2—1‘//&(1 + cos (V)
_ 2?(1 —(—). (6.257)

Por lo tanto,

P,D, = {4% para v = umpar, (6.258)
0 para v par,
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y teniendo en cuenta (6.245) y (6.241), la condicidn (6.258) toma la forma:

AV, .
A,Dya™ (a¥ — ) = { wv POTET TPAT (6.259)

T 0 para v par,

y dado que a™¥ (a® — b*) # 0, se tiene que:
4V, :

— e para v impar,

A= {a et P P (6.260)
0 para v par.

El haber determinado que C, = 0, hace que D, sea una constante irrelevante, o que se pueda
absorber en las constantes A, (como se hizo en (6.259)) y B,.

La constante B, se determina a partir de (6.241). Al multiplicar por D, la expresion (6.241)
se obtiene:

4V, b*
B,D, = —(A,D,) b = — : (6.261)
~—— —— a~vmv (a® — b¥)
B, Al
por lo tanto
o 4Vab2u .
BI// _ { a*l/ﬂ—]/(aQV_bQV)7 para v Zmpa/r? (6262)

0, para v par.

Dado que Al, = B!, =0, para n par, se anulan todos los términos pares en la sumatoria para
la solucion del potencial eléctrico. Adicionalmente, a partir de (6.239) y (6.250), se obtiene:

v
A= —1, (6.263)
In (5)
Vi1
Cp=—220 (6.264)
In (%)
A partir de lo anterior, la solucion para el potencial (con C,, = 0), toma la forma:
,0) =CH+Aglnp+ A,D, p” + B,D,p“ . 6.265
b(p, ) = Cy+ Aglnp z_:l Dys Dy senwe (6.265)
\w o Aw Bw

w= par

Ahora, teniendo en cuenta los resultados establecidos en (6.260), (6.262), (6.263) y (6.264),
el potencial eléctrico se puede expresar como:

B _Vblna Vi
w(P, ¢) - In (a) + In (%)

4V, o 1 w p2w . senw¢
+ T Z {(a—w (a2 — bzw)) p= (a—w (a2 — 62‘”)) P } o (6.266)

Inp
b
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Figura 6.7: Ejemplo (6.6). Representacion gréfica de la solucién para el potencial eléctrico (6.266), acotando

la suma en 50 términos, con V, =1, V, =2, a=1y b= 2.

La figura (6.7) indica grdficamente la funcion (6.266) para diversos valores de p, acotando
la suma a 50 términos y con V, =1, V=2, a=1y b= 2.

Por reemplazo directo sobre la ecuacion (6.266), se puede
(b, ) = Vi, y si p = a se obtiene:

4V, &
vip,¢) = — > Sei}m
w=1

w impar

verificar que si p = b, entonces

. (6.267)

La ecuacion (6.267) corresponde a la expansion en serie de Fourier de la funcidn paso, con

amplitud definida por V.

Ejercicio 6.9. Encuentre el potencial eléctrico para la configuracion planteada en el ejemplo

(6.5), en las regiones: p < a y p > c.



A— Operaciones y operadores vectoriales

A. Coordenadas curvilineas

En el caso de las coordenadas cartesianas, la base en tres dimensiones (%, j’, l%) es constante
en todos los puntos del espacio, lo que significa que no depende de las coordenadas cartesianas.
En contraste, las coordenadas curvilineas se refieren a aquellas que tienen una base vectorial
ortonormal que, en general, puede variar en funcién de las coordenadas, lo que implica que
los vectores base pueden cambiar de un punto a otro. Ejemplos comunes de coordenadas
curvilineas incluyen las coordenadas esféricas, con vectores base {7, é, QAS}, y las coordenadas
cilindricas, con vectores base {p, gE, l%} En este contexto, se considera un espacio de tres
grados de libertad, donde las coordenadas curvilineas, que pueden representar cualquier
base ortogonal, como las cartesianas, cilindricas o esféricas, se denotan como:

{Ul,U,Q,Ug} ; (Al)
y la respectiva base sera:

{,&1, sz,ﬂg} ) (A2)

de tal manera que una funcion vectorial se escribird como:

F (uy, ug, ug) = Fy (ur, ug, ug) iy + Fy (uy, ug, us) ig + Fy (u1, ug, ug) Us. (A.3)

A continuacién, se procederd a encontrar algunos operadores diferenciales en coordenadas
curvilineas, como el gradiente, la divergencia, el rotacional y el laplaciano de funciones
escalares y vectoriales asumiendo una dependencia en coordenadas curvilineas.

B. Gradiente en coordenadas curvilineas

El gradiente para una funcién escalar f(u;,us,u3), en coordenadas curvilineas, se puede
deducir a partir de su definicién; es decir, teniendo en cuenta que el diferencial de una funcién
df es igual al producto del vector gradiente V f por el vector de desplazamiento infinitesimal
dr, tal que:



B Gradiente en coordenadas curvilineas 201

df (uy, ug,ug) = Vf.dF, (A.4)
donde
3f af of
df(ul,UQ,U‘g,) 8u1 U + ou 1d 2+ augd’u:),. (A5)

Por otra parte, el diferencial del desplazamiento vectorial dr en términos de las coordenadas
{uy,us,u3} viene dado por:

8U1 (9 U2 8U3
La derivada parcial del vector 7 respecto a u; representa el cambio del vector 7' respecto a uq,
donde se mantiene constante las coordenadas uy y uz. Por lo tanto, debe ser proporcional
al vector unitario u; (ya que ; es precisamente el vector orlentado en la direccién en la cual
incrementa la Coordenada u1, manteniendo us y uz constantes). Ahora, al dividir el Vector
97 sobre su norma ] ] se obtiene un vector cuya direccién coincide con el vector - y de

duy
norma 1, es decir uq, por lo tanto:

or

R Sur 1 or
pr— _:'l = — A.7
donde se ha definido:
or
h; = . A8
. (A.8)

Los valores h; se conocen como factores de escala de la transformacién. A partir de (A.7) se
establece que:

or
o, = Mt (A.9)
Reemplazando (A.9) en (A.6) se obtiene:
dr = hlduldl + thUJQUAQ + h3dU3ZZ3. (AlO)

Ahora, el gradiente V f es un vector, que en la base {uy, us, uz} se puede escribir como:

Vf= (W)lm + (ﬁf)Qaﬁ (W)S@z?,, (A.11)
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donde (6 f ) “representa la componenete i-esima del operador vectorial \Y, f en la base {4;}.

Al reemplazz;r (A.10) y (A.11) en (A.4), se tiene que:

af = (( ) ( >u (W)g@).(hlduluq+h2du2@2+h3du3a3)

+(Vf
_ ( >hdu ( )hgdu2+(6f)3h3du3.

Por otra parte se sabe que:

2 of of
aUI uy + 8u2d 2 + aU3 dU3.

Al comparar (A.12) con (A.13), se puede establecer que:

df = =

of
aui

= (ﬁf)'hi, para i =1,2,3,

y por lo tanto:

<Vf>l ; gf, para i = 1,2, 3,

con lo cual se puede concluir que (teniendo en cuenta (A.11)):

cp_LOf. 10f  10f,
Vfi hl 8u1 h2 3u2 2+h3 8U3u3

Asi, el operador vectorial gradiente en coordenadas curvilineas se define como:

i 0 0 0
hl 3u1 hg 8u2 h3 8u3 )

C. Divergencia en coordenadas curvilineas

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

La divergencia de un campo vectorial A(uy,us,u3) en coordenadas curvilineas puede
obtenerse considerando el flujo neto del campo a través de una celda diferencial. Este
procedimiento parte de la interpretacién fisica de la divergencia como la cantidad neta que

“sale”de un volumen infinitesimal por unidad de volumen.

Consideremos una celda ortogonal elemental delimitada por los vectores de base {4, Uz, U3},
cuyas dimensiones son hiduy, hodus y hsdusz, de modo que el volumen diferencial sera:

dV = h1h2h3 du1 dUQ d'LLg.

(A.18)



D Rotacional en coordenadas curvilineas 203

El campo vectorial A se expresa en esta base como:

ff == Al’lll + AQ{J,Q + Agfbg. <A19)

Para calcular la divergencia, se analiza el flujo del campo a través de las caras del volumen
en cada direccion. El flujo neto en la direccion u;, por ejemplo, es:

0
_du NS (hahsAr) duy. (A.20)

Uy

[hgthl]ul — [hgthl]

vtn "
Se obtiene un resultado similar para las direcciones uy y us. Sumando los tres flujos, el flujo
neto total es:

0 0 0
8_u1(h2h3Al)dU1 + a_w(h1h3A2)dUQ + a—ug(hlthg,)dUg. (A21)

Por lo tanto, la divergencia resulta del cociente entre el flujo neto y el volumen diferencial:

1 0 0 o
hyhahs 8_m(h2h3A1> + 8_u2(h1h3A2) + a—u3(h1h2A3) . (A.22)

-

VA=

D. Rotacional en coordenadas curvilineas

El operador rotacional aplicado a un campo vectorial A (w1, uz, ug) en coordenadas curvilineas
ortogonales describe la tendencia del campo a inducir rotacion en su entorno. Este operador
puede deducirse considerando la circulacién del campo a lo largo del borde de una superficie
diferencial y dividiendo entre el area de dicha superficie.

En un sistema curvilineo ortogonal con vectores base {1, us, U3} y factores de escala
hi1, hs, hg, el campo vectorial se expresa como:

A» - Alﬁl —|— AQ&Q + AJ’&S <A23)

El rotacional puede representarse mediante un determinante que generaliza la formula del
sistema cartesiano, tomando en cuenta los factores de escala:

hity  hetis  hgtis

VxA= L |2 o o (A.24)
hihohy |, 0% 2w Ou
hl Al h2 AQ h3A3




204 Operaciones y operadores vectoriales

Esta expresion representa de forma compacta el rotacional en cualquier sistema ortogonal,
y puede expandirse si se requiere su forma explicita componente a componente.

Alternativamente, el rotacional también puede expresarse como combinacién lineal de los
vectores base, cuyas componentes son:

- o 1 [0 0

(VxA) = sl _a—m(h:aA:a) - 8_u3(h2AQ)_ : (A.25)
O 1 [0 0 |

(V x A)y = hahy _a_ug(hlAl) - a_m(h3A3)_ ) (A.26)
- o 1 [0 0 ]

(V x A); = hihy _8_m(h2A2) - 0_u2(h1A1)_ - (A.27)

De este modo, el operador rotacional en coordenadas curvilineas ortogonales puede escribirse
de manera general como:

—, —, —,

6 X /YI (ﬁ X )1’111 + (ﬁ X )2’&2 + (6 X A)g'l:l,g. <A28)

E. Laplaciano en coordenadas curvilineas

El operador laplaciano, aplicado a una funcién escalar f(u;, us, u3), representa la divergencia
del gradiente de f, es decir:

Vif=V- (V). (A.29)

Para sistemas curvilineos ortogonales con factores de escala hq, ho, y hs, el gradiente de f
se expresa como:

10 10 10
OF gy LOT gy L OT G (A.30)

Vf B h_l 8u1 “ hg (9U2 2 h3 3u3

Aplicando el operador divergencia al gradiente, y utilizando la expresién general de la
divergencia en coordenadas ortogonales, se obtiene:

1 8 [ hohs Of 8 [ hihs Of 8 ([ hihs Of
2 273 1743
= . A.31
v f h1h2h3 |:8U1 ( hl 6?,61) + 8u2 ( hg 8@62) * 8’&3 ( hg 8U3):| ( 3 )

Esta es la forma general del operador laplaciano para funciones escalares en cualquier sistema
de coordenadas ortogonales. Su forma especifica dependera de los factores de escala h;
correspondientes al sistema considerado (como cilindricas o esféricas).
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En caso de trabajar con campos vectoriales, el laplaciano vectorial de un campo A se define
componente a componente, como:

V2A = V2A, iy + V2 Ay iy + V2 As g, (A.32)

donde cada componente A; se somete individualmente al operador escalar definido en (A.31),
suponiendo que la base 4; no depende de las coordenadas. Si la base es variable, deben
anadirse términos adicionales que involucran derivadas de los vectores base (caso que no se
desarrolla aqui).

F. Operadores diferenciales en coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas (p, ¢, z) constituyen un sistema ortogonal curvilineo util para
problemas con simetria axial. Las relaciones con las coordenadas cartesianas son:

T = pcos o, y = psen o, z=z. (A.33)

Los vectores base correspondientes son {p, ¢, 2}, donde: p apunta en direccién radial desde
el eje z, ¢ es tangente a la circunferencia con centro en el eje z, Z coincide con la direccion
del eje vertical. Los factores de escala de este sistema son:

=1, he = p, h, = 1. (A.34)

p

F.1. Gradiente en coordenadas cilindricas

Usando los factores de escala, el operador gradiente de una funcién escalar f(p, ¢, z) se
expresa como:

Vf= gf +18—£¢+8f (A.35)

F.2. Divergencia en coordenadas cilindricas

Para un campo vectorial A = Ayp+ A¢QA5 + A.Z, la divergencia se calcula como:

. - 10 194, aA
V-A=-"(pA,)+-—2 ¢
pap(p ») e

(A.36)
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F.3. Rotacional en coordenadas cilindricas

El rotacional de un campo vectorial A= Ayp+ A¢qz§ + A,z esta dado por:

o i (104 0A)\ . (04, 9A\; 1[0 0A,] .
VXA_<p3¢ 32)p+<32 )¢ p{ap@%) &b]z' (A.37)

F.4. Laplaciano en coordenadas cilindricas

Para una funcién escalar f(p, ¢, z), el operador laplaciano toma la forma:

o1 ) R (A.38)

2 —_— —_—
V= p@p(ap p2 02 022

En el caso de un campo vectorial A, el laplaciano actiia componente a componente, utilizando
la expresién anterior para cada una de las componentes escalares del campo.

G. Operadores diferenciales en coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas (r, 0, ¢) se utilizan para describir fenémenos con simetria radial.
Estas coordenadas estén relacionadas con las coordenadas cartesianas mediante:

x = rsenf cos o, y = rsenfsenq, 2 =rcosb. (A.39)

Los vectores base {7, 0 qﬁ} tienen las siguientes interpretaciones: 7: direccion radial, apunta
desde el origen hacia el punto, 6: direccién polar, medida desde el eje z, <z5 direccion azimutal,
en el plano zy, tangente al circulo de latitud.

Los factores de escala asociados son:

h, =1, hg =, hy = rsen. (A.40)

G.1. Gradiente en coordenadas esféricas

Dada una funcién escalar f(r,0, ¢), su gradiente se escribe como:

- of . 10f ; 1 of -
V= ar T r 00 0+ rsen&@qﬁ

é. (A.41)
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G.2. Divergencia en coordenadas esféricas

Para un campo vectorial A= A7+ Agh + A¢g£, la divergencia es:

. . 19, , 0 1 94,
A= — —. 42
VoA r2 Or (rAr) + rsen 6§ 00 (sen6.49) + rsenf 0¢ (A.42)
G.3. Rotacional en coordenadas esféricas
El rotacional de un campo vectorial A= A7+ Agf + A¢$ se expresa como:
L 1 0 0Ap
A= — 0Ay) — —| T
VX rsend [89(Sen 2 0¢ } '
11 1 0A 0 -
- T2 (rA
r Len@ 0p 87’(r ¢)} f
110 0A, | -
- | = — —"1 . A4
+ 22 an -G 4 (243
G.4. Laplaciano en coordenadas esféricas
Para una funcién escalar f(r, 0, ¢), el operador laplaciano toma la forma:
10 af 1 0 of 1 0%
2, _ L O [ 90] o 9] o
V= r2 0r (T 8r> T 2000 (sen089> T g 0¢? (A44)

Para campos vectoriales, el laplaciano se aplica componente a componente de forma escalar si
los vectores base son independientes de la posicion, lo cual no ocurre en coordenadas esféricas.
Por tanto, el laplaciano vectorial requiere un tratamiento méas avanzado que incluye derivadas
de los vectores base y no se aborda aqui.
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