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Introducción a la Electrodinámica
Cuántica

EX �	�Z��
���"X
�ZX Z�"X���ZX 'J>=* �
� ��� ���	X� �� ���	"��( �� 	X ��
�" X ��� ���Z��Y� 	X

�����XZZ�"
� ����� 	X 	�� � 	X 
X����X* �� ��Z��* ����� 	
� ZX
�
� �	�Z��

X��"���Z
� � 	X�

�X��" Z�	X� Z
� ZX��X �	"�Z���ZX, L� Z
������X ��X �� 	X� ��
�" X� 
"X� ���Z��X� � ����
�X� �� 	X

�" ��ZX 

����X* Z��X� �����ZZ�
��� �X� ���
 �����ZX�X� ������
���X	
���� Z
� �� ��X�
 ��

��XZ����� ��� ���Z������� T/* 0V, >� �"��
��
� �����X	��* 	X J>= ���������X ��X ����ZXZ�"
�

Z
������� �� �
� ��	X��� ����X
���X	�� �� 	X �" ��ZX ��	 ���	
 QQ8 	X ��5�3	�53 5��3	��53 � 	X


��3�����3� ����5�3�, F�����X� 	X �	�Z��
���"X
�ZX Z	"X��ZX �
�
�	X�X �
� FX���		 ���Z��Y�

	X ��
�X�XZ�"
� �� 	
� ZX
�
� �	"�Z���Z
� � 
X��"���Z
� �� �	 ���XZ�
* 	X J>= ��Z
��
�X 	X

Z�X����XZ�"
� �� ��Z�
� ZX
�
� � ����
��Z� 	X �
Z�"
� �� �
��
	 Z


 �	 Z�X��
 ����X
���X	

��	 ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
, T1* 2V,

>	 ���X��
		
 �� 	X J>= ��� �� ��
Z��
 ��X��X	 ��� �� �������"
 ����� 	X� ���
��X� �"�ZX�X�

��	 ���	
 QQ �X��X 
���X�
� �� 	
� X��
� Z��Z����X, M�X� 	X �
�
�	XZ�"
� �� 	X 
�Z"X��ZX

Z�"X���ZX �� 	X �"�ZX�X �� /70.* 	
� �" ��Z
� Z

���X�
� X ��������X� 	X 
X���X �� ��Z
��
�X�

�	 ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
 �����
 �� ���� ����
 
X�Z
 ��"
��Z
* Z
� �	 ��
�"
���
 �� Z

+

������� 	X� �����XZZ�
��� ����� 	X �X��XZ�"
� � 	X 
X����X ����� ��X ������Z���X Z�"X���ZX, E
�

���
��
� ������
� �� Z�X����X� �	 ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
 ����
� ��X	��X�
� �
� +� �� )�

!�
35 �� /705* ����� ����
���
 	X �
Z�"
� �� �
���"
� � XY�
�Z�"
� �� Z�X��
� �� �X��XZ�"
�,

G
 
Y��X���* 	X� �
�
�	XZ�
��� ���Z�X	�� �� 	X ��
�" X �������X�
� ����X� ���Z�	�X��� Z
�Z��+

��X	�� � 
X��
"X��ZX�8 	
� Z"X	Z�	
� �� X��
�����" X ��	 �	�Z��"
�* X�" Z


 �� 
��
� ��
Z��
�*

Z
���Z" X� X ����	�X�
� ������
� ��� ZX��Z" X� �� ��X ���������XZ�"
� �" ��ZX Z
��������� T3V,

=��X��� 	
� X��
� Z�X����X* -�5�3
� #��	�3	* '���3	 .5���	��
 � .�	�&��

 /
�
	3�3

���X��
		X�
�* �� 
X���X �������������* ��X �
�
�	XZ�"
� Z
��������� �� 	X �	�Z��
���"X
�ZX

Z�"X���ZX 
���X��� 	X ����
��ZZ�"
� ��	 ��
Z���
����
 �� 
�	

�3���35��
	 T4* 5* 6V, >���


"��
�
 ���
���"
 �������� 	X� 
X�������� �" ��ZX� ����X
���X	�� �Z


 	X 
X�X � 	X ZX��X

��	 �	�Z��"
�� �� �X	 �
�
X ��� 	X� �����ZZ�
��� ��"
��ZX� ����	�X�X� ����X� � ���Z����Y	�� ��

�����ZXZ�"
� ������
���X	,
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2. Introducción a la Electrodinámica Cuántica

>� J>=* �	 ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
 �� �

����
 X �� ��
Z��
 �� Z�X����XZ�"
�* �� 

�
 ���

	X �X��XZ�"
� �� ���Z��Y� Z


 �� Z
�����
 �� �X��" Z�	X� �	�
���X	�� ��� 
X�X ���

��X�X�

�
�
	��, I
� �� �X���* 	
� �	�Z��
��� � �
����
��� �� ���������X� 
���X��� �	 ZX
�
 �� =��XZ*

�	 Z�X	 �X����XZ� 	X� 	���� �� 	X 
�Z"X��ZX Z�"X���ZX ��	X������X, EX �����XZZ�"
� ����� X
Y
�

ZX
�
� �� ���������X Z


 �	 �����ZX
Y�
 �� �
�
	�� ��
��3���* �� 
X���X ��� 	X �����X

�	�Z��

X��"���ZX ����� �
� �X��" Z�	X� ZX��X�X� �
 �� Z
�Z�Y� Z


 �� ZX
�
 Z
�����
* ���


Z


 �� ��
Z��
 ���"X
�Z
 �� �����ZX
Y�
 ���Z���
 �� Z�X��
� �� �����" X � 


���
, T2V,

EX �	�Z��
���"X
�ZX Z�"X���ZX �� �
�
�	X Z


 ��X ��
�" X �X��� XY�	�X�X YX�X�X �� �	 ����


�� ��
���" X U(1), >	 	X��X���X�
 ��� ���Z��Y� �� ���"X
�ZX ����X
���X	 ����� ������X���

Z




L
���

= #ψ(iγµDµ−m)ψ−
1

4
FµνF

µν, '0,/(

�
��� ψ ���
�X �	 ZX
�
 �� =��XZ X�
Z�X�
 X	 �	�Z��"
�* m �� 
X�X* �

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, '0,0(

Z
�����
��� X	 ����
� �� ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
, >	 ��������
 �� ���X��X�Z�X �� �X��� 	
ZX	

YX�
 �	 ����
 U(1) Z
���Z� X 	X ����
��ZZ�"
� ��	 �
���Z�X	 ��Z�
� Aµ � X 	X �����Z�"
� ��

	X �����X�X Z
�X��X���

Dµ = ∂µ + ieAµ, '0,1(

	X Z�X	 X�����X 	X Z
�����XZ�"
� �� 	X ��
���" X �X���, :��" * e ���������X 	X ZX��X �	"�Z���ZX

�	�
���X	 T/V, N�X ����X
����X ����X
���X	 �� J>= �
� 	
� ��3�
3�3� �� #��	�3	* ��+

��
��Z��
� Z


 �� 
"��
�
 ����X	 � Z

���XZ�
�X	 ��Z����� �X�X ���������X� 	
� ��
Z��
�

�� �����XZZ�"
� ����� �X��" Z�	X�, >� ���� �
�
X	��

* ZX�X 	" ��X � �"����Z� ��	 ��X��X
X ��

X�
Z�X Z
� �� �"��
��
 ����Z" �Z
 ��	 	X��X���X�
 '0,/(* 	
 ��� ���
��� ��X��Z�� 	X� �������
+

��� 
X��
"X��ZX� ��	 �
�
X	��

 Z�"X���Z
 �� ���������XZ�
��� ��"X�ZX� �� 	
� ��
Z��
� �" ��Z
�

T7V,

EX� �����ZZ�
��� �� 	X �	�Z��
���"X
�ZX Z�"X���ZX �X� ���
 �����ZX�X� ������
���X	
����,

>���� 	
� ����	�X�
� 
"X� ����XZX�
� �� ��Z�����X�8

)
��	�
 �3�	����5
 3	�
�3�
 ��� ���5�
�
	* Z��X 
���Z�"
� ������
���X	 Z
�Z����X

Z
� 	X� �����ZZ�
��� ��"
��ZX� �� 	X J>= Z
� ��X ���Z���"
� ��	 
���� �� ��X �X��� ��

1012 T5V,

!����3�3���	�
 �� (3�4* ��� Z
������ �� ��X �������X �������Z�X �� �����" X �����

Z����
� ����	�� X�"

�Z
� ��	 ����"
���
* �����	�ZXY	� �����
 �� 	X ��
�" X �� =��XZ ���


Z
���Z�X
���� ���Z���X �
� 	X� Z
���ZZ�
��� �X��X���X� �� 	X J>= T/V,

+

5��
� �� �����
���
	 � 3	�����35��
	 ���5�
�
	��
���
�
	* Z��
� ����	�X�
� ������+


���X	�� Z
��Z���� �����Z�X
���� Z
� 	X� �����ZZ�
��� �� 	X ��
�" X T1V,

>��
� ����	�X�
� �XZ�� �� 	X J>= 	X ��
�" X �" ��ZX 
"X� Z

��
YX�X ������
���X	
����* �

�� 

��	
 ����X
���X	 �X�X �	 ���X��
		
 �
�����
� �� ��
�" X� �X��� �
 XY�	�X�X�* Z


 	X

Z�


���"X
�ZX Z�"X���ZX 'J<=( � 	X ��
�" X �	�Z��
�"�Y�	 T7* 0V,
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E
� ����X
����X��
� 	
��
� ��"
��Z
� � ������
���X	�� �� 	X J>= 	X �X� Z
��
	��X�
 Z


 	X

��
�" X �" ��ZX ��� Z
� 
X�
� "����
 �X ���	�ZX�
 	
� ����	�X�
� ������
���X	��, :��
"X� �� ��

���Z���"
� ��� ���Z�������* 	X J>= Z
�������� �	 

��	
 ����X
���X	 �
Y�� �	 Z�X	 �� ����Z"


�	 ���X��
		
 �
�����
� �� 	X� ��
�" X� �X���, L� �
�
�	XZ�"
� ���
���"
 �������� �	 ����Z���


�� ���X��X�Z�X �� �X��� X 
��X� �����XZZ�
��� ����X
���X	��* 	
 ���* X �X���� �� 	X �"�ZX�X

�� /74.* Z
����
 X 	X Z��XZ�"
� �� ��
�" X� �X��� �
 XY�	�X�X� YX�X�X� �� ����
� �� ��
���" X


"X� Z

�	��
�* ZX�XZ�� �� ���Z��Y�� 	X� �����XZZ�
��� �"�Y�	 � ������ T7* 0V,

>� ���� Z
�����
* 	X ��

��3 ���5�

���4��* ��
�����X �
� .����
	 $�3��
�* �4��� .3�3�

� .����	 1��	4�
�* ����Z"
 	X� �����XZZ�
��� �	�Z��

X��"���ZX � �"�Y�	 �����
 �� �� 
X�Z


��"
��Z
 Z

"�� YX�X�
 �� �	 ����
 �� ��
���" X SU(2)L×U(1)Y T/.* //* /0V, >� ��Z�
 �����
X*

	X J>= �
���� Z


 �	 	" 
��� �� YX�X �����" X �� 	X ��
�" X �	�Z��
�"�Y�	* �
��� 	
� Y
�
���

W±
� Z0

X�������� 
X�X 
���X��� �	 
�ZX���

 �� A����* 
�����X� ��� �	 �
�"
� ���
X��Z�

��� 
X�X, =� 
X���X X�"X	
�X* 	X 5

�
��	�3��53 5��3	��53 'J<=( �������� �	 ����Z���


�X��� �X�X ���Z��Y�� 	X �����XZZ�"
� ������ X ��X�"�� ��	 ����
 SU(3)C, >� Z
�����
* ���X�

���� ��
�" X� �	X J>=* 	X ��
�" X �	�Z��
�"�Y�	 � 	X J<=� Z
��������� �	 �"�Z	�
 ��	 )
���


"���3	�3
 �� �3 �����53 �� �3
���5��3� T1* 0V,

EX �	�Z��
���"X
�ZX Z�"X���ZX ���������X ��
 �� 	
� 	
��
� ����	�Z��X	�� 
"X� �
�XY	�� �� 	X

�" ��ZX 

����X, L� ����X
����X��X Z
�����Z�X ��"
��ZX � �� �����X	XY	� Z
�Z
��X�Z�X Z
� 	
�

����	�X�
� ������
���X	�� 	X �X� Z
�������
 �� �� ��������� �� Z
�������Z�X ������X � �
���

�����Z���
, :	 ����ZX� 	X ��	X�����X� ����Z�X	 � 	X 
�Z"X��ZX Z�"X���ZX �� ��X �
�
�	XZ�"
�

�����
�X* 	X J>= ��
�
�Z�
�X ��X Z

������"
� ��
����X �� 	X� �����XZZ�
��� ����� 	X 	��

� 	X 
X����X �� �� ����	 
"X� ����X
���X	, :��
��

* �� �����Z���X �X��� ����"
 	X� YX���

Z
�Z����X	�� �X�X 	X �
�
�	XZ�"
� ��	 F
��	
 >��"X��X�* 	X �����X X���	X� �� 	X �" ��ZX ��

�X��" Z�	X� Z
���
�
�"X��X � ��X �� 	X� �" ������ 
"X� �	��X���� ��	 Z
�
Z�
����
 Z����" �Z


��	 ���	
 QQ,
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Caṕıtulo 3

Electrodinámica Cuántica
Generalizada (GQED)

3.1. Estructura de v́ınculos de la SQED4 en las Coordena-
das de Plano Nulo

EX ��
�" X �X��� ��� �� ���"X Z
������X��
 �� ������X �
� 	X ��������� ������X� EX��X�+

��X�X �� �	 ���XZ�
+���
�
 �� 4 ��
����
���8

L = −
1

4
FµνFµν + gµνDµϕ (Dνϕ)

∗ −m2ϕϕ∗, '1,/(

�
��� ϕ �� �� ZX
�
 ��ZX	X� Z

�	��
 �� ��X Z

�
�����* Fµν ≡ ∂µAν−∂νAµ ���
�X

�	 ����
� �� ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
* � Dµ ≡ ∂µ + igAµ �� �������ZX Z


 	X �����X�X

Z
�X��X���,

EX ������X� EX��X���X�X '1,/( �� ���X��X��� YX�
 	X ��������� ��
���" X �� �X��� U (1)8

ϕ → eiα(x)ϕ , ϕ∗ → e−iα(x)ϕ∗ , Aµ → Aµ −
1

g
∂µα. '1,0(

R 	X� �Z�XZ�
��� �� ZX
�
 Z
�����
�������� �
�8

δL

δAα (x)
= ∂xµF

µα + jα = 0,

δL

δϕ (x)
=

(
D∗

µD
∗µ +m2

)
ϕ∗ = 0, '1,1(

δL

δϕ∗ (x)
=

(
DµD

µ +m2
)
ϕ = 0.

�
��� jα �� 	X Z
������� ������X Z


8

jµ ≡ ig [ϕ (Dµϕ)∗ − ϕ∗Dµϕ] . '1,2(
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<
� �	 �� �� ZX	Z�	X� 	
� 


���
� ZX�"
��Z
�* �� ���
�
�	X 	X ������X� EX��X���X�X

'1,/( �� 	X ��������� 
X���X8

L = −
1

4
FµνFµν +D+ϕ (D−ϕ)

∗ +D−ϕ (D+ϕ)
∗ +Dkϕ


Dkϕ

∗

−m2ϕϕ∗. '1,3(

>� 	X ��	XZ�"
� X�����
� �� �X� ����
��Z��
 �	 ���
�
 �� �	X�
 ��	
 x+ � 	X Z

����X�X

	
��������X	 x−* 	
� Z�X	�� �� ��	XZ�
�X� Z
� 	X� Z

����X�X� x0 � x3 X �X���� �� 	X�

���������� �Z�XZ�
��� �� ��X��
�
XZ�"
�8

x+ ≡ x0 + x3√
2

, x− ≡ x0 − x3√
2

, '1,4(

�
��� 	X� Z
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Wπk (x) = igϕ (x)
[
∂kxϕ

∗ (x) − igAk (x)ϕ∗ (x)
]
+igϕ∗ (x)

[
∂xkϕ (x) + igAk (x)ϕ (x)

]

+∂xl Flk (x) − ∂x−�k (x) .

:	 Z

Y��X� 	X� ��	XZ�
��� '1,2.( � '1,2/(* �� 
Y����� ���

∂xµF
µν + jν ≈ 0. '1,20(

N� X�"X	���� ��
��X��� �� ����� ��X	��X� Z
� 	X� �X��XY	�� ��	 ��Z�
� ��ZX	X�* �X�X 	X�

Z�X	�� ����	�X ��� 	X ��
	�Z�"
� ��
�
�X	 ��8

Wϕ (x) = � (x) + ig�2 (x)ϕ (x) ,

Wϕ∗ (x) = �

∗ (x) − ig�2 (x)ϕ
∗ (x) ,

Wπ (x) = −Dx
−D

x
−ϕ (x) − igA+ (x)Dx

−ϕ (x) −Dk
xD

x
kϕ (x) −m2ϕ (x)

+igDx
− [�2 (x)ϕ (x)] + ig�2 (x)D

x
−ϕ (x) , '1,21(

Wπ∗ (x) = −
(
Dx

−D
x
−ϕ (x)

)∗
+ igA+ (x)

(
Dx

−ϕ (x)
)∗

−
(
Dx

kD
k
xϕ (x)

)∗

−m2ϕ∗ (x) − ig
(
ϕ (x)Dx

−

)∗
�2 (x) − 2ig�2 (x)

(
Dx

−ϕ (x)
)∗

.

<

Y��X��
 	X� �������
��� X�����
���* �� ����� ����Z�� ���8

(
Dx

µD
µ
x +m2

)
ϕ ≈ ig∂x−�2 + 2ig�2D

x
−ϕ,(

Dx∗
µ Dµ∗

x +m2
)
ϕ∗ ≈ −igϕ∗∂x−�2 − 2ig�2

(
Dx

−ϕ
)∗

. '1,22(

I
� 	
 �X��
* 	X� �Z�XZ�
��� �� ZX
�
 '2,20( � '2,22( �
� Z
���������� Z
� �� Z
���X�X���

EX��X���X�X �� �� �	��� �2 = 0,

3.4. Eliminación de los Vı́nculos

>	 X	�
���

 �� =��XZ �������� �� �X��X� Z
���Z�
��� �� �X��� Z


 �" �Z�	
� �� ���
��X

Z	X�� ����X� �� 	X ��
�" X, L�� �
YX��
* �X	�� ��	XZ�
��� ��Y��"X� ��� Z

�X��Y	�� Z
� 	X�
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�Z�XZ�
��� �� >�	��+EX��X���* � �
� �X��
 ��Y�� ��X� �	 
�	���	�ZX�
� �� EX��X��� �2

X Z��
 � ��X���
�
X� 	X� 	��X���X� �� ���
��X �� ������X Z	X��, N�X Z
���Z�"
� �� �X���

��� �X����XZ� �X	�� �������
����
� ��8

A− ≈ 0 , π− + ∂−A+ ≈ 0, '1,23(

� �� Z
�
Z� �� 	X 	����X���X Z


 �X��� �� �	X�
 ��	
 T1* 2V,

<
� �	 �� �� �	�
��X� �	 Z
�����
 Z

�	��
 �� �" �Z�	
� �� ������X Z	X��* �� X�	�ZX�"X �	


"��
�
 ����X���
 T0V, IX�X Z�
�	�� Z
� �X	 ��
�"
���
* ���
��
 �� ��	�ZZ�
�X�"X �	 Z
�����


�� 	��X���X� �� ���
��X Z	X�� '1,14(* ����
 Z
� 	X� Z
���Z�
��� �� �X��� '1,23(* � ��

���

Y�X�X� �� 	X ��������� �
�
X8

Φ1 ≡ π+ , Φ3 ≡ A−

Φ2 ≡ Σ = G− ig (ϕ∗Γ − ϕΓ∗) , Φ4 ≡ π− + ∂−A+.

'1,24(
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�X* �� Z
�������"X ��X ���
��X 
X���� Z
� �	�
���
� Cij (x, y) ≡ {Φi (x) , Φj (y)} �

��� �� ���������X �� 	X �
�
X8

Cij (x, y) =




0 0 0 ∂x−

0 0 −∂x− 0

0 −∂x− 0 1

∂x− 0 −1 0




δ3 (x− y) . '1,25(

IX�X ZX	Z�	X� 	X ������X C−1
ij (x, y)* �� ��Z��X��
 ���
	��� 	X ��������� �Z�XZ�"
�8


d3zC−1

ik (x, z)Ckj (z, y) =


d3zCik (x, z)C

−1
kj (z, y) = δijδ

3 (x− y) . '1,26(

G
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���X�
� ���X ������
 Z




(∂−)
−1 f(x−) =

1

2


dy− ϵ

�
x− − y−


f

y−, x+, x⊥


+ F


x+, x⊥


, '1,27(

�
��� 	X ���Z�"
� ϵ (x) ��

ϵ (x) =





1 , x > 0

0 , x = 0

−1 , x < 0

'1,3.(

� F
�
x+, x⊥


�� ��X ���Z�"
� ������������� �� x−, EX ������Z�X �� 	X ���Z�"
� F �� 	X

�������"
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�
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�
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�����
 Z

�	��
 �� �" �Z�	
� �� ������X
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���Z�
��� �� Z
�������Z�X '1,00(* '1,02( � '1,03(* X
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	�Z�
��� X 	
� Z
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�������� 
�	���	�ZX�
���

�� EX��X��� (�, �∗,�k)8

� (x) = �̂ (x) + s
(
x+, x⊥

)
,

�

∗ (x) = �̂

∗ (x) + s∗
(
x+, x⊥

)
, '1,3/(

�k (x) = �̂k (x) + sk

(
x+, x⊥

)
,

�
��� s
(
x+, x⊥

)
* s∗

(
x+, x⊥

)
� sk

(
x+, x⊥

)
�
� ���Z�
��� X�Y���X��X� ��

(
x+, x⊥
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H′
E =

∫
d3y

[
1

2

(
π−

)2
+
(
π−∂− + πk∂k − j+

)
A+ −Dkϕ

(
Dkϕ

)∗
+m2ϕϕ∗ +

1

4
FklFkl

]

+

∫
d3y

[
�1C+ �̂kχ

k + �̂

∗Γ + Γ∗�̂+�2Σ
]
+

∫
d3y

[
skχ

k + s∗Γ + Γ∗s
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 ��
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∗ (x) � �̂k (x) ���������X� �
	�Z�
��� ��� X
Y������X���, =� ���X 
X���X*

�	 AX
�	�
��X�
 �
�X	 �� ����� ������X� Z


8

H′
E =

∫
d3y

[
1

2

(
π−

)2
+
(
π−∂− + πk∂k − j+
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+
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+
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Z
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Y�� Z�X	����� ���Z�"
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−1 f(x−) =

1

2
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dy−ϵ
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x− − y−


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� �����	X� ���
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x− � ���X�X��Z� 
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�

'1,25( �� �X�X �
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C−1
ij (x, y)=

1

2




0 − |x−−y−| 0 ϵ (x−−y−)

|x−−y−| 0 −ϵ (x−−y−) 0

0 −ϵ (x−−y−) 0 0

ϵ (x−−y−) 0 0 0
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
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
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
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��

Z
�����
 �� Z
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3.5. Inversión de Vı́nculos Escalares
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;X�
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3.6. Corchetes de Dirac
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����* �� ��Z��8

D (∂) = α+ αµ∂µ + αµν∂µ∂ν. '2,12(

=� ���X 
X���X* 	X �Z�XZ�"
� '2,/6( �
�	�ZX ���8

ηµν∂µ∂ν +m2 = −mα+
(
iαβµ −mαµ

)
∂µ +

[
i

2

(
αµβν + ανβµ

)
−mαµν

]
∂µ∂ν

+i
∑
P

(αµσβν)∂µ∂σ∂ν,

�
���

∑
P ����ZX ��X ��
X �
Y�� �
�X� 	X� ���
��XZ�
��� �
��Y	�� �� 	
� " ���Z�� (µσν)

��Y��
 X 	X ��
���" X ��	 
���X�
� �������Z�X	 ∂µ∂σ∂ν, IX�X ��� 	X ���X	�X� ��X �X�����Z�X*

�� ��Y�� Z�
�	�� 	X� ���������� Z
���Z�
���8

m2 = −mα,

0 = iαβµ −mαµ,

ηµν =
i

2

(
αµβν + ανβµ

)
−mαµν

0 = i
∑
P

(αµσβν) .

>��X� Z
���Z�
��� Z
���Z�� X8

m = −α,

αµ = −iβµ,

αµσ =
1

m

[
1

2

(
βµβσ + βσβµ

)
− ηµσ

]
,

0 =
∑
P

[
1

2

(
βµβσβν + βσβµβν

)
− ηµσβν

]
.

:	 Z
������X� �
�X� 	X� ���
��XZ�
��� �
��Y	��* 	X "�	��
X ��	XZ�"
� Z
���Z� X 	X ���������

"X	��Y�X8

βµβνβσ + βσβνβµ = ηµνβσ + ησνβµ. '2,13(

N�X 
X���X X	����X���X �� ����Z�� 	X ��	XZ�"
� '2,13( �� X �X���� �� 	X ���X �� �� ;�
�	��*

���"�� 	X Z�X	 	X 
X���� βµ
�� ����� ������X� Z




βµ =
1

2

(
Γµ + Γ ′µ

)
, '2,14(

�
���

Γµ ≡ γµ ⊗ 1 , Γ ′µ ≡ 1⊗ γµ. '2,15(

:��
"X�* �� ��Y� Z�
�	�� ���

{
Γµ, Γν

}
= 2ηµν =

{
Γ ′µ, Γ ′ν

}
[
Γµ, Γ ′ν

]
= 0. '2,16(

: �X���� �� 	X ��	XZ�"
� '2,14( ����� ��

���X��� ���

βµβνβσ =
1

8

(
ΓµΓνΓσ + ΓµΓνΓ ′σ + ΓµΓ ′νΓσ + ΓµΓ ′νΓ ′σ + Γ ′µΓνΓσ

+ Γ ′µΓνΓ ′σ + Γ ′µΓ ′νΓσ + Γ ′µΓ ′νΓ ′σ
)
. '2,17(

>� �
�
X ��
�	X�* �� �����
��X ���

βσβνβµ =
1

8

(
ΓσΓνΓµ + ΓσΓνΓ ′µ + ΓσΓ ′νΓµ + ΓσΓ ′νΓ ′µ + Γ ′σΓνΓµ

+ Γ ′σΓνΓ ′µ + Γ ′σΓ ′νΓµ + Γ ′σΓ ′νΓ ′µ
)
. '2,2.(

L�
X��
 	X� ��	XZ�
��� '2,17( � '2,2.( �� 
Y����� ���

βµβνβσ + βσβνβµ =
1

8

[
ΓµΓνΓσ + ΓσΓνΓµ + Γ ′µΓ ′νΓ ′σ + Γ ′σΓ ′νΓ ′µ

+2ηµνΓσ + 2ηµσΓν + 2ησνΓµ

+ 2ηµνΓ ′σ + 2ησνΓ ′µ + 2ηµσΓ ′ν
]
. '2,2/(

: �� ���* �� 	X ��	XZ�"
� '2,16(* �� ����� �����
��X� ���

ΓµΓν = 2ηµν − ΓνΓµ,

�� 
X���X ���8

ΓµΓνΓσ = 2ηµνΓσ − 2ηµσΓν + 2ησνΓµ − ΓσΓνΓµ.

:�" ��� 	X ��	XZ�"
� X�����
� ���
��� ���XY	�Z�� ���8

ΓµΓνΓσ + ΓσΓνΓµ = 2ηµνΓσ − 2ηµσΓν + 2ησνΓµ. '2,20(

=� �
�
X ��
�	X� �� 
�����X8

Γ ′µΓ ′νΓ ′σ + Γ ′σΓ ′νΓ ′µ = 2ηµνΓ ′σ − 2ηµσΓ ′ν + 2ησνΓ ′µ. '2,21(

<

Y��X��
 	X� ��	XZ�
��� '2,20( � '2,21( �� 	X �������"
� '2,2/(* �� 
Y�����8

βµβνβσ + βσβνβµ = ηµνβσ + ησνβµ,

��� �� �	 "X	��Y�X '2,13(,
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�
���

Γµ ≡ γµ ⊗ 1 , Γ ′µ ≡ 1⊗ γµ. '2,15(

:��
"X�* �� ��Y� Z�
�	�� ���

{
Γµ, Γν

}
= 2ηµν =

{
Γ ′µ, Γ ′ν

}
[
Γµ, Γ ′ν

]
= 0. '2,16(

: �X���� �� 	X ��	XZ�"
� '2,14( ����� ��

���X��� ���

βµβνβσ =
1

8

(
ΓµΓνΓσ + ΓµΓνΓ ′σ + ΓµΓ ′νΓσ + ΓµΓ ′νΓ ′σ + Γ ′µΓνΓσ

+ Γ ′µΓνΓ ′σ + Γ ′µΓ ′νΓσ + Γ ′µΓ ′νΓ ′σ
)
. '2,17(

>� �
�
X ��
�	X�* �� �����
��X ���

βσβνβµ =
1

8

(
ΓσΓνΓµ + ΓσΓνΓ ′µ + ΓσΓ ′νΓµ + ΓσΓ ′νΓ ′µ + Γ ′σΓνΓµ

+ Γ ′σΓνΓ ′µ + Γ ′σΓ ′νΓµ + Γ ′σΓ ′νΓ ′µ
)
. '2,2.(

L�
X��
 	X� ��	XZ�
��� '2,17( � '2,2.( �� 
Y����� ���

βµβνβσ + βσβνβµ =
1

8

[
ΓµΓνΓσ + ΓσΓνΓµ + Γ ′µΓ ′νΓ ′σ + Γ ′σΓ ′νΓ ′µ

+2ηµνΓσ + 2ηµσΓν + 2ησνΓµ

+ 2ηµνΓ ′σ + 2ησνΓ ′µ + 2ηµσΓ ′ν
]
. '2,2/(

: �� ���* �� 	X ��	XZ�"
� '2,16(* �� ����� �����
��X� ���

ΓµΓν = 2ηµν − ΓνΓµ,

�� 
X���X ���8

ΓµΓνΓσ = 2ηµνΓσ − 2ηµσΓν + 2ησνΓµ − ΓσΓνΓµ.

:�" ��� 	X ��	XZ�"
� X�����
� ���
��� ���XY	�Z�� ���8

ΓµΓνΓσ + ΓσΓνΓµ = 2ηµνΓσ − 2ηµσΓν + 2ησνΓµ. '2,20(

=� �
�
X ��
�	X� �� 
�����X8

Γ ′µΓ ′νΓ ′σ + Γ ′σΓ ′νΓ ′µ = 2ηµνΓ ′σ − 2ηµσΓ ′ν + 2ησνΓ ′µ. '2,21(

<

Y��X��
 	X� ��	XZ�
��� '2,20( � '2,21( �� 	X �������"
� '2,2/(* �� 
Y�����8

βµβνβσ + βσβνβµ = ηµνβσ + ησνβµ,

��� �� �	 "X	��Y�X '2,13(,
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4.3. Ecuación de DKP y las propiedades de las matrices
beta

: �X���� �� ��X �Z�XZ�"
� �� ���
�� 
����* �� �
��Y	� X�X	��X� 	X� ��
����X��� �� 	
�

ZX
�
� ��ZX	X��� 
X���
� '���" � 0( � �� 	
� ZX
�
� ��Z�
��X	�� 
X���
� '���" � 1(, E


X�����
� �� �
��Y	� �� �� X�
���X �	 �"�
��
 �� �X��XY	��* Z


 
Z����"
 Z
� �	 ���
�	
 ���

��
 
����� X 	X �Z�XZ�"
� '2,/3(, EX �Z�XZ�"
� ��� �� ����X Z
������X� �� ��
�
�Z�
�X�X

�
� �	 �
�
X	��

 �� ���
�� 
���� �� =DI* ��� ���Z��Y� ���� ���
 �� �X��" Z�	X� � ��

������X Z


8 (
iβµ∂µ −m

)
ψ (x) = 0, '2,22(

�
��� 	X� 
X���Z�� βµ
�X����XZ�� 	X ��������� "X	��Y�X8

βµβνβσ + βσβνβµ = ηµνβσ + ησνβµ. '2,23(

EX �Z�XZ�"
� '2,22( ���Z��Y� ���
�Z�� 	X� ��
����X��� 	X �X��" Z�	X� 	�Y��� �� ���" � 0 �

���" � 1* Z
� 	X� 
X���Z�� βµ
�X����XZ����
 	X� ��
����X��� X	��Y�X�ZX� '2,23( �� X
Y
�

ZX�
�, >��X "X	��Y�X X�
��� ���� ���������XZ�
��� ������Z�Y	��8 ��X ���������XZ�"
� �� /.

��
����
���* X�
Z�X�X X �X��" Z�	X� �� ���" � 19 ��X ���������XZ�"
� �� 3 ��
����
���*

Z
�����
������� X �X��" Z�	X� �� ���" � 09 � ��X ���������XZ�"
� �����X	 �� 1 ��
����"
�*

��� ������ZX�
 �" ��Z
, :�
�X* 	X ������Z�X �� 	
� �X	
��� �� ���" � �� �X �
� �	 ��Z�
 ��

��� 	X ���Z�"
� �� 
��X 
�	��Z

�
����� ψ (x) Z����X Z
� 5 Z

�
������ �� �	 ZX�
 ��

���" � 0* �� �X��
 ��� �� �	 ZX�
 �� ���" � 1* 	X ���Z�"
� �� 
��X ����� 10 Z

�
������,

: �X���� �� 	X ��	XZ�"
� '2,23(* �� ����� ����Z�� ��X ����� �� ��
����X��� "���	�� �� 	X�


X���Z�� βµ
, AXZ����
 µ = ν = σ �� '2,23(* �� 
Y�����8

(βµ)3 = ηµµβµ, '2,24(

�
��� �� �������� ��� �
 �� ��
X �
Y�� �	 " ���Z� µ, :�
�X Y���* �	 Z
�����
 �� 
X���Z��

��� Z

�	�
���X� 	X� 
X���Z�� βµ
�� ����� Z


8

ηµ = 2 (βµ)2 − ηµµ. '2,25(

: �X���� �� '2,24(* �� �X����XZ� 	X ��������� ��
����X�8

(ηµ)2 = 4 (βµ)4︸ ︷︷ ︸
4ηµµ(βµ)2

− 4ηµµ (βµ)2 + (ηµµ)2 = (ηµµ)2 = 1. '2,26(

EX ��	XZ�"
� �� X���Z
�
��XZ�"
� ����� 	X� 
X���Z�� βµ
� ηµ �� ����� �����X� X	 
�	���	�ZX�

	X �������"
� '2,25( �
� 	X 
X���� βσ
�
� 	X ����Z�X, =� ���X 
X���X �� 
Y�����8

ηµβσ = 2 (βµ)2 βσ − ηµµβσ, '2,27(

:�
�X ��
Z��X

� X ��X	��X� µ = ν �� 	X ��	XZ�"
� '2,23(8

(βµ)2 βσ + βσ (βµ)2 = ηµµβσ + ησµβµ, '2,3.(

X�" ���8

(βµ)2 βσ = ηµµβσ + ησµβµ − βσ (βµ)2 .

L�Y���������
 	X X�����
� ��	XZ�"
� �� '2,27( �� 
Y�����8

ηµβσ = 2ησµβµ − βσηµ, '2,3/(

>��
�Z��8

ηµβσ + βσηµ =
{
ηµ, βσ

}
= 2ησµβµ, '2,30(

X �X���� �� 	
 Z�X	 �� ����Z�8

�� σ ̸= µ
{
ηµ, βσ

}
= 0,

�� σ = µ ηµβµ = ηµµβµ. '2,31(

EX ��	XZ�"
� �� Z
�
��XZ�"
� ����� 	X� 
X���Z�� βµ
� ηµ �� 
Y����� 
�	���	�ZX��
 	X

�������"
� '2,25( �
� βµ
�X��
 �
� 	X ��������X Z


 �
� 	X ����Z�X* �� 
X���X ���

����	�X �� �	 ��������� �X� �� �Z�XZ�
���8

βµηµ = 2(βµ)3︸ ︷︷ ︸
ηµµβµ

− ηµµβµ = ηµµβµ,

ηµβµ = 2 (βµ)3 − ηµµβµ = ηµµβµ,

�
��� �� �X ���	��X�
 	X �������X� '2,24(, K���X��
 	X� �Z�XZ�
���* 
Y����

� ���8

βµηµ − ηµβµ =
[
βµ, ηµ

]
= 0. '2,32(

EX ��	XZ�"
� �� Z
�
��XZ�"
� ����� 	X� 
X���Z�� ηµ �� ����� �����
��X� �
� 
�	���	�ZXZ�"
�

����Z�X � ���	��X��
 	X �������"
� '2,3/(* �� ��Z��8

ηµην = ηµ
(
2 (βν)2 − ηνν

)
= 2 (ηµβν)βν − ηννηµ = 2 (2ηνµβµ − βνηµ)βν − ηννηµ

= 4ηµν
[
βµ, βν

]
+ ηνηµ,

�� 
X���X ��� [
ηµ, ην

]
= 4ηµν

[
βµ, βν

]
. '2,33(

=� 	X ��	XZ�"
� X�����
� �� ����� ����Z�� �"XZ�	
���� ��� �� �	 ZX�
 µ ̸= ν*

[
ηµ, ην

]
= 0. '2,34(

H��X ��	XZ�"
� "���	 ��� �� ����� �����X� ����	�X �� '2,23( Z�X��
 σ = µ*

βµβνβµ + βµβνβµ = ηµνβµ + ηµνβµ,

�
� �X��
8

βµβνβµ = ηµνβµ. '2,35(



47 

4. Teoría de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

X�" ���8

(βµ)2 βσ = ηµµβσ + ησµβµ − βσ (βµ)2 .

L�Y���������
 	X X�����
� ��	XZ�"
� �� '2,27( �� 
Y�����8

ηµβσ = 2ησµβµ − βσηµ, '2,3/(

>��
�Z��8

ηµβσ + βσηµ =
{
ηµ, βσ

}
= 2ησµβµ, '2,30(

X �X���� �� 	
 Z�X	 �� ����Z�8

�� σ ̸= µ
{
ηµ, βσ

}
= 0,

�� σ = µ ηµβµ = ηµµβµ. '2,31(

EX ��	XZ�"
� �� Z
�
��XZ�"
� ����� 	X� 
X���Z�� βµ
� ηµ �� 
Y����� 
�	���	�ZX��
 	X

�������"
� '2,25( �
� βµ
�X��
 �
� 	X ��������X Z


 �
� 	X ����Z�X* �� 
X���X ���

����	�X �� �	 ��������� �X� �� �Z�XZ�
���8

βµηµ = 2(βµ)3︸ ︷︷ ︸
ηµµβµ

− ηµµβµ = ηµµβµ,

ηµβµ = 2 (βµ)3 − ηµµβµ = ηµµβµ,

�
��� �� �X ���	��X�
 	X �������X� '2,24(, K���X��
 	X� �Z�XZ�
���* 
Y����

� ���8

βµηµ − ηµβµ =
[
βµ, ηµ

]
= 0. '2,32(

EX ��	XZ�"
� �� Z
�
��XZ�"
� ����� 	X� 
X���Z�� ηµ �� ����� �����
��X� �
� 
�	���	�ZXZ�"
�

����Z�X � ���	��X��
 	X �������"
� '2,3/(* �� ��Z��8

ηµην = ηµ
(
2 (βν)2 − ηνν

)
= 2 (ηµβν)βν − ηννηµ = 2 (2ηνµβµ − βνηµ)βν − ηννηµ

= 4ηµν
[
βµ, βν

]
+ ηνηµ,

�� 
X���X ��� [
ηµ, ην

]
= 4ηµν

[
βµ, βν

]
. '2,33(

=� 	X ��	XZ�"
� X�����
� �� ����� ����Z�� �"XZ�	
���� ��� �� �	 ZX�
 µ ̸= ν*

[
ηµ, ην

]
= 0. '2,34(

H��X ��	XZ�"
� "���	 ��� �� ����� �����X� ����	�X �� '2,23( Z�X��
 σ = µ*

βµβνβµ + βµβνβµ = ηµνβµ + ηµνβµ,

�
� �X��
8

βµβνβµ = ηµνβµ. '2,35(
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4.4. Ecuación de DKP conjugada

L� �� ��Z
�� ��X ���������XZ�"
� �X�X 	X� 
X���Z�� β �X	 ���

(βµ)† = ηµµβµ, '2,36(

�� �X�X����X ���

(ηµ)† = ηµ, '2,37(

�� ��Z��* �X�X����X� ��� 	X� 
X���Z�� ηµ ����	��� ��� ���
" ��ZX�, :�
�X* �� ��������

Y��ZX� ��X 
X���� C ��� XZ��"� �
Y�� 	X� 
X���Z�� β � ��� ��
������� �� Z
����X�


���
" ��Z
* �X	 ��� Z�
�	X 	X� ���������� Z
���Z�
���8

CβµC = (βµ)† , '2,4.(

C2 = 1

N��	��X��
 	X �Z�XZ�"
� '2,36(* �� 
Y����� ���8

CβµC = ηµµβµ. '2,4/(

F�	���	�ZX��
 	X �������"
� '2,4/( �
� 	X 
X���� C �X��
 �
� 	X ����Z�X Z


 	X ��������X*


Y����

�8

Cβµ = ηµµβµC , βµC = ηµµCβµ,

�� 
X���X ��� X	 �����X��	X�* ����	�X ��8

[
C,βµ

]
= ηµµ

[
βµ,C

]
= −ηµµ

[
C,βµ

]
,

	
 ��� �� �����X	���� X8

(1+ ηµµ)
[
C,βµ

]
= 0. '2,40(

=� 	X ��	XZ�"
� X�����
� �
��

� ���XY	�Z�� �
� ZX�
�8 L� µ = 0* 	X ���X	�X� �� Z�
�	� ��[
C,β0

]
= 0, IX�X �	 ZX�
 �� ��� µ = i* 	X ZX����X�

[
C,βi

]
�� 
X������ �������
��X�X,

I
� �X��
* Z
� �	 �� �� �X�X����X� ��� 	X ��	XZ�"
� '2,40( �� Z�
�	X �X�X �
�
 µ* ��

��Z��X��
 ���8 [
C,βµ

]
= 0. '2,41(

L�� �
YX��
* �����
 ��� C2 = 1* �� ����Z� ���8

CβµC = ηµµβµ = βµηµ,

�
� 	
 �X��


Cβµ = βµηµC,

���X	
����

βµC = Cβµηµ,

	
 ��� X	 ����X� 	
� �
� "�	��

� ����	�X�
� �X8
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�Z�� ��X ���������XZ�"
� ������Z�Y	�* 	
 Z�X	 �
�	�ZX

��� ��Y� ��� ��X ZX����X� ��ZX	X� ��� �X����X�X ��X �Z�XZ�"
� �������Z�X	 �� ���
��


����, L�� �
YX��
* �� �
�
��Y	� ��Z
���X� �X	 �Z�XZ�"
� �X�X ��X Z

�
����� ��ZX	X�

��� �X
Y�"�� Z�
�	X 	X �Z�XZ�"
� �� ������
 
���� �� @D?* X 
��
� ��� ��Z�
 ��ZX	X�

��X Z��
, I
� 	
 �X��
* �� Z
�Z	��� ��� 	X "�	��
X Z

�
����� �� �����X	* �� ��Z��* �
 �����

�����"�� �" ��Z
,

=�Y��
 X 	X ������Z�Y�	��X� �� 	X� ���� ���������XZ�
���* �	 �"�
��
 �� 
X���Z�� 	���X	+


���� �������������� �� �X�
 �
� 	X �������"
� '2,/.2(, N�X��
 �	 "X	��Y�X �� 	X� 
X���Z��

βµ
* �� ����� 

���X� ��� �
�X 
X���� �� ��Z�X "X	��Y�X* X�" Z


 �� ��
��Z�
* �����

������X��� Z


 ��X Z

Y��XZ�"
� 	���X	 �� 	X� ���������� 126 
X���Z�� T/7V8

I ηµ ηµηνβα

βµ ηµβν ηµηνβαββ

βµβν ηµβνβα ηµηνηα

βµβνβα ηµβνβαββ ηµηνηαββ

βµβνβαββ ηµην ηµηνηαηβ.

'2,/3/(

>� Z�X	����� ���������XZ�"
� ��� �� �"� �X�X 	X� 126 
X���Z��* �
	
 16 �
���� ��X�X �


��	X* �� ��Z��* 	X� ηµ � �
�
� 	
� ��
��Z�
� ����� �		X�, EX� ��X�X� �� 	X� 
X���Z�� βµ
�

	X� 
X���Z�� ��� Z
������� ηµ �
� 	X� ���������� T0.V8

Tr
(
βµ1βµ2 · · ·βµ2n+1

)
= 0, '2,/30(

Tr
(
βµ1βµ2βµ3βµ4 · · ·βµ2n−2βµ2n−1βµ2n

)
= δµ1µ2δµ3µ4 · · · δµ2n−1,µ2n

+δµ2µ3δµ4µ5 · · · δµ2n−2,µ2n−1δµ1,µ2n .

:�
�X* �� ��	XZ�"
� Z
� ZX�X ���������XZ�"
� ��	 ZX
�
 �� =DI* �� Z�
�	�8

s = 1 s = 0 �����X	

Tr (I) 10 5 1

Tr (ηµ) 2 −1 −1

Tr (ηµην) −2 1 1

Tr (ηµηνηα) −2 3 −1

Tr
(
ηµηνηαηβ

)
2 −3 −1.

'2,/31(
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EX ��X�X �� �� �"�
��
 �
�X� �� 
X���Z�� βµ
�� ���
��� ��	X, IX�X �	 Z"X	Z�	
 �� ��+

�������� 
Y����XY	��* �
	
 �� ��Z��X��
 Z
�
Z�� 	X� ��
����X��� �� 	X� 
X���Z�� βµ
* ��


X���X ��� 	X� 
���Z�
��� X�
Z�X�X� X �		X� �
 ������X� ��	 	X ���������XZ�"
� ����Z" �ZX

�� ��Z�X� 
X���Z��, :����� ������� �X��X� ���������XZ�
��� �
��Y	��* X Z
�����XZ�"
� ��

�������X�"X� X	���X� ����Z" �ZX� �X�X 	X� 
X���Z�� Y��X �� 	
� ���� ZX�
� 
��Z�
�X�
�,

>� �	 ZX�
 �� 	X ���������XZ�"
� �����X	* �
�X� 	X� 
X���Z�� ��Y�� ��� ���X	�� X Z��
8

β0 = β1 = β2 = β3 = 0. '2,/32(

IX�X 	X ���������XZ�"
� Z
�����
������� X 	
� ZX
�
� �� ���" � 0* 	X� 
X���Z�� βµ
�
�

5× 5 � ������ 	X �
�
X8

β0 =




0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, β1 =




0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




,

β2 =




0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, β3 =




0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0



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:�
�X* �X�X 	
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�
� �� ���" � 1* 	X� 	X� 
X���Z�� βµ
�
� 10×10 � ��X ���������XZ�"
�

EX ��X�X �� �� �"�
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 �
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�� ���
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 �� ��+

�������� 
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 �� ��Z��X��
 Z
�
Z�� 	X� ��
����X��� �� 	X� 
X���Z�� βµ
* ��


X���X ��� 	X� 
���Z�
��� X�
Z�X�X� X �		X� �
 ������X� ��	 	X ���������XZ�"
� ����Z" �ZX

�� ��Z�X� 
X���Z��, :����� ������� �X��X� ���������XZ�
��� �
��Y	��* X Z
�����XZ�"
� ��

�������X�"X� X	���X� ����Z" �ZX� �X�X 	X� 
X���Z�� Y��X �� 	
� ���� ZX�
� 
��Z�
�X�
�,

>� �	 ZX�
 �� 	X ���������XZ�"
� �����X	* �
�X� 	X� 
X���Z�� ��Y�� ��� ���X	�� X Z��
8

β0 = β1 = β2 = β3 = 0. '2,/32(

IX�X 	X ���������XZ�"
� Z
�����
������� X 	
� ZX
�
� �� ���" � 0* 	X� 
X���Z�� βµ
�
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5× 5 � ������ 	X �
�
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
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

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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

,
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0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0



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


0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0



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8

β0 = β1 = β2 = β3 = 0. '2,/32(
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0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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

. '2,/33(

:�
�X* �X�X 	
� ZX
�
� �� ���" � 1* 	X� 	X� 
X���Z�� βµ
�
� 10×10 � ��X ���������XZ�"
�

EX ��X�X �� �� �"�
��
 �
�X� �� 
X���Z�� βµ
�� ���
��� ��	X, IX�X �	 Z"X	Z�	
 �� ��+

�������� 
Y����XY	��* �
	
 �� ��Z��X��
 Z
�
Z�� 	X� ��
����X��� �� 	X� 
X���Z�� βµ
* ��


X���X ��� 	X� 
���Z�
��� X�
Z�X�X� X �		X� �
 ������X� ��	 	X ���������XZ�"
� ����Z" �ZX

�� ��Z�X� 
X���Z��, :����� ������� �X��X� ���������XZ�
��� �
��Y	��* X Z
�����XZ�"
� ��

�������X�"X� X	���X� ����Z" �ZX� �X�X 	X� 
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β0 = β1 = β2 = β3 = 0. '2,/32(
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� ZX
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0 1 0 0 0
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0 0 0 0 0
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, β1 =
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0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


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0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, β3 =




0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0




. '2,/33(
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��Z�
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>� �	 ZX�
 �� 	X ���������XZ�"
� �����X	* �
�X� 	X� 
X���Z�� ��Y�� ��� ���X	�� X Z��
8

β0 = β1 = β2 = β3 = 0. '2,/32(

IX�X 	X ���������XZ�"
� Z
�����
������� X 	
� ZX
�
� �� ���" � 0* 	X� 
X���Z�� βµ
�
�

5× 5 � ������ 	X �
�
X8

β0 =


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0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, β1 =


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0 0 1 0 0

0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




,

β2 =




0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, β3 =




0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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


. '2,/33(

:�
�X* �X�X 	
� ZX
�
� �� ���" � 1* 	X� 	X� 
X���Z�� βµ
�
� 10×10 � ��X ���������XZ�"
�

�
��Y	� ��8

β0 =




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0




, β1=




0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




,

β2 =




0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




, β3=




0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0




.
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4.10. Formulación Lagrangiana de la teoŕıa de DKP

=�Y��
 X 	X �����Z�X ��
�	���� ����� 	X �
�
X ���Z�
�X	 �� 	X �Z�XZ�"
� �� =��XZ � 	X

�Z�XZ�"
� �� =DI* �� ��
�
�� ��� 	X ������X� EX��X���X�X �X�X �	 ZX
�
 �� =DI 	�Y��

��

L =
i

2
ψ (x)βµ (∂µψ (x)) −

i

2

�
∂µψ (x)


βµψ (x) −mψ (x)ψ (x) , '2,/35(

X �X���� �� 	X Z�X	 �� ZX	Z�	X� 	X� Z
�����
�������� �Z�XZ�
��� �� ZX
�
 X�
Z�X�X� X�
ψ,ψ


* �� 	X ��������� 
X���X8

∂L
∂ψ

− ∂µ


∂L

∂ (∂µψ)


= 0 ,

∂L
∂ψ

− ∂µ


∂L

∂
�
∂µψ




= 0. '2,/36(

<X	Z�	X��
 	X� �����X�X� Z
�����
��������* �� �����
��X ���8

∂L
∂ψ

= −
i

2

�
∂µψ


βµ −mψ ,

∂L
∂ (∂µψ)

=
i

2
ψβµ,

∂L
∂ψ

=
i

2
βµ (∂µψ) −mψ ,

∂L
∂
�
∂µψ

 = −
i

2
βµψ,
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�
��Y	� ��8

β0 =




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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�Z����� �� =��XZ =;* 	
� Z�X	�� �
� ������
� �X�X �
� �X��XY	�� ���"X
�ZX�*

A (x) ≡ A

ψ (x) , ψ (x) , π (x) , π (x)


� B (x) ≡ B


ψ (x) , ψ (x) , π (x) , π (x)


* �� 	X ��+

������� �
�
X8

{
Ai (x) , Bj (y)

}
D

=
{
Ai (x) , Bj (y)

}
−

∫
d3ud3v

{
Ai (x) , θA (u)

}

G−1
AB (u, v)

{
θB (v) , Bj (y)

}
, '2,/67(

�
��� G−1
AB (x, y) ���
�X 	X ������X �� 	X 
X���� �� �" �Z�	
� '2,/65(, ;X�
 	X �����Z�"
�

�� 	
� =; '2,/67( �	 Z
�����
 �� �" �Z�	
�*

�
Γ (x) , Γ (x) , Θ (x) , Θ (x)


�� �
��X� �� ����+

���X��� �������* �� 
X���X ��� �
��

� �����
��X� 	X ��������� ���X	�X� X �X���� ��

	
� �" �Z�	
� ���
X��
�8

π (x) =
i

2
ψ (x)β0 , π (x) = −

i

2
β0ψ (x) , '2,/7.(

�� ��Z��* 	
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���
� ZX�"
��Z
� (π (x) , π (x)) �� �
��X� �� �X��XY	�� ������������ ��

	X ��
�" X, :�
�X* X �X���� �� 	X� �������X��� ������� ��� ����	�X� �� 	
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Z���X��
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��"X� ����X�� 	
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�����
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� ��	 ZX
�
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�
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
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Z
��������
� �
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�
������, I
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 	X ���������XZ�"
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X���Z�X	 ��
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X���Z�� βµ
�X�X� �
� '2,/33(* 	
� �" �Z�	
�
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
�����"X� �X�X a = 3, 4, 5

	X� "���ZX� Z
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������ �
 �����X	��* �X ���* Z
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��Z�
�"
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���Z�X �� 	
� �" �Z�	
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
�����
��X ��X� Z

�
������ �� 	
� 
�	���	�ZX�
���

�� EX��X��� α (x) , α (x), :�" * �� �
��Y	� 

���X� ��� 	X� 
X���Z�� < (x, y) � = (x, y)

�����"X� 	X ��������� ���������XZ�"
�8

< (x, y) ≡




0 i 0 0 0 −i∂x1 −i∂x2 −i∂x3
i 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −m 0 0

0 0 0 0 0 0 −m 0

0 0 0 0 0 0 0 −m

i∂x1 0 −m 0 0 0 0 0

i∂x2 0 0 −m 0 0 0 0
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
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������� �
�
X8

{
Ai (x) , Bj (y)
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D
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Ai (x) , Bj (y)
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−

∫
d3ud3v

{
Ai (x) , θA (u)

}

G−1
AB (u, v)
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θB (v) , Bj (y)
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, '2,/67(
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�X 	X ������X �� 	X 
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�������� I=* �� ��Y� ����Z��ZX� 	X ���������XZ�"
� ��	 ZX
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������ ������X���, >� ������
 ZX�
* �� ����X X�X	��X� X�X	��X� 	X ���������XZ�"
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Z�X�X

X ZX
�
� �� ���" � 0* �� 
X���X ��� 	
� ZX
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�
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ψ (x) , ψ (x)


���"X� ������
� �
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������, I
� �X��
* ���	��X��
 	X ���������XZ�"
� 
X���Z�X	 ��

	X� 
X���Z�� βµ
�X�X� �
� '2,/33(* 	
� �" �Z�	
�

�
Θa (x) , Θa (x)


�����"X� �X�X a = 3, 4, 5

	X� "���ZX� Z

�
������ �
 �����X	��* �X ���* Z


 �� 
��Z�
�"
 X�����
�
����* 	X Z
����+

���Z�X �� 	
� �" �Z�	
�

�
Θ (x) , Θ (x)


�����
��X ��X� Z

�
������ �� 	
� 
�	���	�ZX�
���

�� EX��X��� α (x) , α (x), :�" * �� �
��Y	� 

���X� ��� 	X� 
X���Z�� < (x, y) � = (x, y)

�����"X� 	X ��������� ���������XZ�"
�8

< (x, y) ≡




0 i 0 0 0 −i∂x1 −i∂x2 −i∂x3
i 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −m 0 0

0 0 0 0 0 0 −m 0

0 0 0 0 0 0 0 −m

i∂x1 0 −m 0 0 0 0 0

i∂x2 0 0 −m 0 0 0 0

i∂x3 0 0 0 −m 0 0 0




δ3 (x− y) ,
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= (x, y) ≡




0 −i 0 0 0 i∂x1 i∂x2 i∂x3
−i 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 m 0 0

0 0 0 0 0 0 m 0

0 0 0 0 0 0 0 m

−i∂x1 0 m 0 0 0 0 0

−i∂x2 0 0 m 0 0 0 0

−i∂x3 0 0 0 m 0 0 0




δ3 (x− y) .

'2,/7/(

EX 
X���� ������X X�
Z�X�X X G (x, y) �� ZX	Z�	X X �X���� �� 	X ��������� �������"
�8

∫
d3zG (x, z)G−1 (z, y) =

∫
d3zG−1 (x, z)G (z, y) = Bδ3 (x− y) , '2,/70(

�
��� B ���������X 	X 
X���� �������X� �� ��
����"
� 16 × 16, : �X���� �� 	X ��	XZ�"
�

'2,/70( � �� 	X �
�
X ���Z�
�X	 �� 	X 
X���� G (x, y) �X�X �
� '2,/65(* 	X 
X���� G−1 (x, y)

�����"X 	X ��������� �����Z���X8

G−1 (x, y) =


. =

−1 (x, y)

<

−1 (x, y) .


, '2,/71(

�
��� <

−1 (x, y) � =

−1 (x, y) �
� 	X� 
X���Z�� ������X� Z
�����
�������� X < (x, y) �

= (x, y)* �����Z���X
����* 	X� Z�X	�� ������ 	
� ���������� �	�
���
�8

=

−1 (x, y) ≡




0 i 0 0 0 0 0 0

i 0 1
m∂x1

1
m∂x2

1
m∂x3 0 0 0

0 − 1
m∂x1 0 0 0 1

m 0 0

0 − 1
m∂x2 0 0 0 0 1

m 0

0 − 1
m∂x3 0 0 0 0 0 1

m

0 0 1
m 0 0 0 0 0

0 0 0 1
m 0 0 0 0

0 0 0 0 1
m 0 0 0




δ3 (x− y) ,

<

−1 (x, y) ≡




0 −i 0 0 0 0 0 0

−i 0 − 1
m∂x1 − 1

m∂x2 − 1
m∂x3 0 0 0

0 1
m∂x1 0 0 0 − 1

m 0 0

0 1
m∂x2 0 0 0 0 − 1

m 0

0 1
m∂x3 0 0 0 0 0 − 1

m

0 0 − 1
m 0 0 0 0 0

0 0 0 − 1
m 0 0 0 0

0 0 0 0 − 1
m 0 0 0




δ3 (x− y) .

'2,/72(

:�
�X* Z
� �	 �� �� ZX	Z�	X� 	
� =; Z
�����
�������� X 	
� ZX
�
�* �� ���	��X�"X� 	
�

���������� I;8

{
ψi (x) , θ3l (u)

}
= δilδ

3 (x− u) ,
{
θ1l (v) , ψj (y)

}
= −δljδ

3 (v− y) , '2,/73(

Z
� 	
 Z�X	 �� �
��Y	� �����
��X� ��� �	 =; Z
�����
�������� X 	
� ZX
�
� �� =DI�
ψ (x) , ψ (x)


��8 {

ψi (x) , ψj (y)
}
D
= G−1

3i1j
(x, y) . '2,/74(

=� 	X� ��	XZ�
��� '2,/71( � '2,/72(* �� �����
��X ��� ���X ��Y
X���� ����� 	X� ����������

Z

�
������8

{
ψi (x) , ψj (y)

}
D
=




0 −i 0 0 0

−i 0 − 1
m∂x1 − 1

m∂x2 − 1
m∂x3

0 1
m∂x1 0 0 0

0 1
m∂x2 0 0 0

0 1
m∂x3 0 0 0




δ3 (x− y) . '2,/75(

M
�X� 	X� 
��X� �
��Y	�� Z

Y��XZ�
��� �� =; ����� 	
� ZX
�
�

�
ψ (x) , ψ (x)


�
� ��	
�,

: �X���� �� '2,/75(* �� ����Z� �	 ��������� =;8

{
ψ0 (x) , ψ1 (y)

}
D
= −iδ3 (x− y) . '2,/76(

<
� �	 �� �� Z

�X�X� Z
� �	 ����	�X�
 Z
�
Z��
 �X�X �	 ZX
�
 ��ZX	X� Z

�	��
* ��

Z
������X�X 	X ���������XZ�"
� ��	 ZX
�
 ψ (x) �X�X �
� 	X �������"
� '2,/04(* Z
� 	X

Z�X	 �� �
��Y	� �����
��X� ψ (x) = ψ† (x)η0* �
��� 	X 
X���� η0 �� 	X ���������XZ�"
�

Z
������X�X �X�X 	X� 
X���Z�� βµ
����� 	X �
�
X8

η0 = 2β2
0 − B =




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 −1




. '2,/77(

=� ���X 
X���X* 	
� ZX
�
�

�
ψ (x) , ψ (x)


�� ������X� �� Z

�
������* Z


 �� X���Z�X

X Z
�����XZ�"
�8

ψ =




√
mφ

i√
m
∂0φ

− i√
m
∂1φ

− i√
m
∂2φ

− i√
m
∂3φ




, '2,0..(

ψ =
 √

mφ∗ − i√
m
∂0φ

∗ − i√
m
∂1φ

∗ − i√
m
∂2φ

∗ − i√
m
∂3φ

∗

,
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4. Teoría de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

:�
�X* Z
� �	 �� �� ZX	Z�	X� 	
� =; Z
�����
�������� X 	
� ZX
�
�* �� ���	��X�"X� 	
�

���������� I;8

{
ψi (x) , θ3l (u)

}
= δilδ

3 (x− u) ,
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θ1l (v) , ψj (y)
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= −δljδ
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�
� �� =DI�
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0 −i 0 0 0

−i 0 − 1
m∂x1 − 1
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m∂x3

0 1
m∂x1 0 0 0

0 1
m∂x2 0 0 0

0 1
m∂x3 0 0 0




δ3 (x− y) . '2,/75(
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��� �� =; ����� 	
� ZX
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ψ (x) , ψ (x)
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�,
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= −iδ3 (x− y) . '2,/76(
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�X�X� Z
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 Z
�
Z��
 �X�X �	 ZX
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 ��ZX	X� Z
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* ��
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������X�X 	X ���������XZ�"
� ��	 ZX
�
 ψ (x) �X�X �
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��X� ψ (x) = ψ† (x)η0* �
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X���� η0 �� 	X ���������XZ�"
�

Z
������X�X �X�X 	X� 
X���Z�� βµ
����� 	X �
�
X8

η0 = 2β2
0 − B =




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 −1 0
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
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� ZX
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ψ (x) , ψ (x)
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�� ������X� �� Z

�
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
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√
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∂1φ
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∂2φ
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∂3φ




, '2,0..(

ψ =
 √

mφ∗ − i√
m
∂0φ

∗ − i√
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∂1φ

∗ − i√
m
∂2φ

∗ − i√
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�� 
X���X ��� �� ����� �����
��X� ��� ψ0 (x) =
√
mφ (x) � ψ1 = − i√

m
∂0φ

∗ (x), >�

Z
���Z���Z�X* �	 =; '2,/76( �� ����Z��Y� Z


8


φ (x) , ∂0φ

∗ (x)

D
= δ3 (x− y) , '2,0./(

����	�X�
 ��� �� Z
������� Z
� 	X ��
�" X ��� ���Z��Y� �	 ZX
�
 ��ZX	X� Z

�	��
, E
�

=; X�
Z�X�
� X 	
� 


���
� ZX�"
��Z
� (π (x) , π (x)) ������ �����X��� X �X���� �� 	X�

�������X��� '2,/7.(, =�Y� ��X	��X��� �� X�"X	���� �����X	���� �� �� �����X ��� 	
� ZX
�
� ��

=DI ���Z��YX� �X��" Z�	X� �� ���" � 1, >� ���� ZX�
* �� ��Y� Z
������X� 	X ���������XZ�"
�

�� 	X� 
X���Z�� βµ
�X�X� �
� '2,/34(* Z
� 	X ��	��X�Z�X �� ��� 	X 
X���� �� �" �Z�	
� ��

������X Z	X�� G (x, y) �� �� 32× 32,

4.11. Interacción con Campo Electromagnético

EX �����XZZ�"
� �� �� ZX
�
 �� =DI Z
� �	 ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
 �� ������X 
���X���

	X ����Z���Z�"
� �� XZ
�	� 
" ��

* ���"�� 	X Z�X	8

∂µ → Dµ = ∂µ − ieAµ, '2,0.0(

�� �
��� �� 
Y����� 	X Z
�����
������� ������X� EX��X���X�X '2,/35(*

L → L =
i

2
ψβµ (Dµψ) −

i

2

�
Dµψ


βµψ−mψψ

=
i

2
ψβµ∂µψ−

i

2

�
∂µψ


βµψ−mψψ+ eψβµAµψ, '2,0.1(

	
 ��� ����	�X �� �	 ��������� EX��X���X�
 �� �����XZZ�"
�8

LI = eψβµAµψ. '2,0.2(

I
� �X��
* Z
� �	 �� �� ��Z����X� �	 �"��
��
 �� �����XZZ�"
� �� 	X ��
�" X �� D@?* ��

����� ���	��X� 	X ���Z�"
� �� 
��X �" ��ZX �X�X �	 ZX
�
 �� =DI ψ (x) � ψ (x)* ������X�X�

�
� '2,0..(, L� �� ���	��X 	X ���������XZ�"
� '2,/33( �� 	X� 
X���Z�� βµ
* �� ����Z� ���8

βµAµ =




0 A0 A1 A2 A3

A0 0 0 0 0

−A1 0 0 0 0

−A2 0 0 0 0

−A3 0 0 0 0




, '2,0.3(

�� 
X���X ���8

LI = eψβµAµψ = ieAµ


φ∗ (x)∂µφ (x) − ∂µφ∗ (x)φ (x)


. '2,0.4(

L�� �
YX��
* ���X ��	XZ�"
� ������ ��	 EX��X���X�
 �� �����XZZ�"
� �� 	X ��
�" X �� D@?*

�X�
 �
�

LIKGF
= ieAµ


φ∗∂µφ−φ∂µφ

∗

+ g2AµA

µφφ∗, '2,0.5(

�
�"X��
�� ��X �������Z�X �� �	 �"��
��
 Z�X��"X��Z
, >��
 �
�	�ZX ��� 	X �����X	��Z�X

����� 	X ��
�" X �� =DI � 	X ��
�" X �� D@? �
	
 �� �"X	��X �� �	 ZX�
 	�Y��, G
 
Y��X���*

�� 

���X�"X ��� ���X �������Z�X �� ��Y� X �� ��
 ��Z
���Z�
 �� 	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�


=DI '2,/04(* �X�
 ��� ���X "�	��
X �X �
 �� X�	�ZXY	� ��Y��
 X ��� �� �����XZ�"
� ���

�"X	��X "���ZX
���� �X�X ZX
�
� 	�Y���,

G
��

�* �� ���
�� 	��X�* ��� 	X �������"
� '2,/04( �X�X 	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�
 ��

��Z
��������� Z
� 	X ���X��X�Z�X �� �X��� ��� ��Y� �
���� 	X ��
�" X, ;X�
 ��X ��X���
�+


XZ�"
� �� �X��� 	
ZX	* �	 ZX
�
 �� =DI ��Y� Z

�
��X��� Z


8

ψ (x) → ψ′ (x) = eieα(x)ψ (x) , '2,0.6(

�����
 ��� 	X� Z

�
������ �" ��ZX� ��Y�� ��X���
�
X� �� 	X ��������� 
X���X8

φ (x) → φ′ (x) = eieα(x)φ (x) . '2,0.7(

:	 X�	�ZX� 	X ��
����X� �� ��X���
�
XZ�"
� ��	 ZX
�
 φ (x) �� 	X �������"
� '2,/04( �X�X

	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�
 �� =DI* �� 
Y�����8

ψ′ (x) =

( √
mφ′ (x)

i√
m
∂µφ′ (x)

)
=

( √
meieα(x)φ (x)

i√
m
eieα(x)∂µφ (x) − e√

m
∂µα (x) eieα(x)φ (x)

)

̸= eieα(x)

( √
mφ (x)

i√
m
∂µφ (x)

)
,

	
 ��� ����ZX ��� 	X �������"
� ��� ��� �����X�X �� �	 ZX�
 	�Y�� �X �
 �� �"X	��X �� ���+

���Z�X �� �����XZZ�"
�, N�X 
X���X �� �X� �
	�Z�"
� X ���� ��
Y	�
X Z
������ �� ZX
Y�X�

	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�
 ψ (x) � ���
�	X�"X��
	X �
�8

ψ (x) =

( √
mφ′ (x)

i√
m
Dµφ (x)

)
, '2,0/.(

�
��� Dµ
�� 	X �����X�X Z
�X��X��� ������X �
� '2,0.0(* �X�X����X��
 X�" ���

ψ′ (x) =

( √
mφ′

i√
m
D′µφ′

)
= eieαψ,

�
��� �� �X �����
 �� Z����X ��� 	X ��X���
�
XZ�"
� ��	 ZX
�
 �X��� �� Aµ (x) →
A′

µ (x) = Aµ (x)−∂µα (x) . I
� 	
 �X��
* �� ����� �X�X����X� 	X Z

�X��Y�	��X� ����� 	X�

�
� ��X���
�
XZ�
��� �� '2,0.6( � '2,0.7(,

:�
�X* �� �� �����X 	X �Z�XZ�"
� �� ZX
�
 X �X���� �� 	X ������X� EX��X���X�X '2,0.1(*

�� 
Y�����8

∂L
∂ψ

= −
i

2

(
∂µψ

)
βµ −mψ+ eψβµAµ ,

∂L
∂ (∂µψ)

=
i

2
ψβµ,

∂L
∂ψ

=
i

2
βµ (∂µψ) −mψ+ eβµAµψ ,

∂L
∂
(
∂µψ

) = −
i

2
βµψ,



75 

4. Teoría de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

�
�"X��
�� ��X �������Z�X �� �	 �"��
��
 Z�X��"X��Z
, >��
 �
�	�ZX ��� 	X �����X	��Z�X

����� 	X ��
�" X �� =DI � 	X ��
�" X �� D@? �
	
 �� �"X	��X �� �	 ZX�
 	�Y��, G
 
Y��X���*

�� 

���X�"X ��� ���X �������Z�X �� ��Y� X �� ��
 ��Z
���Z�
 �� 	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�


=DI '2,/04(* �X�
 ��� ���X "�	��
X �X �
 �� X�	�ZXY	� ��Y��
 X ��� �� �����XZ�"
� ���

�"X	��X "���ZX
���� �X�X ZX
�
� 	�Y���,

G
��

�* �� ���
�� 	��X�* ��� 	X �������"
� '2,/04( �X�X 	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�
 ��

��Z
��������� Z
� 	X ���X��X�Z�X �� �X��� ��� ��Y� �
���� 	X ��
�" X, ;X�
 ��X ��X���
�+


XZ�"
� �� �X��� 	
ZX	* �	 ZX
�
 �� =DI ��Y� Z

�
��X��� Z


8

ψ (x) → ψ′ (x) = eieα(x)ψ (x) , '2,0.6(

�����
 ��� 	X� Z

�
������ �" ��ZX� ��Y�� ��X���
�
X� �� 	X ��������� 
X���X8

φ (x) → φ′ (x) = eieα(x)φ (x) . '2,0.7(

:	 X�	�ZX� 	X ��
����X� �� ��X���
�
XZ�"
� ��	 ZX
�
 φ (x) �� 	X �������"
� '2,/04( �X�X

	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�
 �� =DI* �� 
Y�����8

ψ′ (x) =

( √
mφ′ (x)

i√
m
∂µφ′ (x)

)
=

( √
meieα(x)φ (x)

i√
m
eieα(x)∂µφ (x) − e√

m
∂µα (x) eieα(x)φ (x)

)

̸= eieα(x)

( √
mφ (x)

i√
m
∂µφ (x)

)
,

	
 ��� ����ZX ��� 	X �������"
� ��� ��� �����X�X �� �	 ZX�
 	�Y�� �X �
 �� �"X	��X �� ���+

���Z�X �� �����XZZ�"
�, N�X 
X���X �� �X� �
	�Z�"
� X ���� ��
Y	�
X Z
������ �� ZX
Y�X�

	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�
 ψ (x) � ���
�	X�"X��
	X �
�8

ψ (x) =

( √
mφ′ (x)

i√
m
Dµφ (x)

)
, '2,0/.(

�
��� Dµ
�� 	X �����X�X Z
�X��X��� ������X �
� '2,0.0(* �X�X����X��
 X�" ���

ψ′ (x) =

( √
mφ′

i√
m
D′µφ′

)
= eieαψ,

�
��� �� �X �����
 �� Z����X ��� 	X ��X���
�
XZ�"
� ��	 ZX
�
 �X��� �� Aµ (x) →
A′

µ (x) = Aµ (x)−∂µα (x) . I
� 	
 �X��
* �� ����� �X�X����X� 	X Z

�X��Y�	��X� ����� 	X�

�
� ��X���
�
XZ�
��� �� '2,0.6( � '2,0.7(,

:�
�X* �� �� �����X 	X �Z�XZ�"
� �� ZX
�
 X �X���� �� 	X ������X� EX��X���X�X '2,0.1(*

�� 
Y�����8

∂L
∂ψ

= −
i

2

(
∂µψ

)
βµ −mψ+ eψβµAµ ,

∂L
∂ (∂µψ)

=
i

2
ψβµ,

∂L
∂ψ

=
i

2
βµ (∂µψ) −mψ+ eβµAµψ ,

∂L
∂
(
∂µψ

) = −
i

2
βµψ,



76 

Electrodinámica Escalar de Primer Orden en las Coordenadas de Plano Nulo

�� 
X���X ���8

0 =
∂L
∂ψ

− ∂µ

(
∂L

∂
(
∂µψ

)
)

=
(
iβµDµ −m

)
ψ,

�� ��Z��* �� Z
�Z	��� ��� (
iβµDµ −m

)
ψ = 0. '2,0//(

R �� �
�
X ��
�	X� �� ����Z� ���8

ψ
(
iD∗

µβ
µ +m

)
= 0. '2,0/0(

N��	��X��
 	X� ��	XZ�
��� '2,/.7( � '2,//0(* �� ����Z� ��� X	 X�	�ZX� 	
� 
���X�
��� P �

Pµ
X 	X �Z�XZ�"
� �� ZX
�
� '2,0//(* ����	�X8

PβµDµψ = Dµ (P
µψ) =

m

i
(Pψ) ,

(Pµψ) =
i

m
Pµβν

︸ ︷︷ ︸
Pηµν

Dνψ =
i

m
Dµ (Pψ) ,

�� 
X���X ��� (
DµD

µ +m2
)
(Pψ) = 0. '2,0/1(

EX ��	XZ�"
� X�����
� 
�����X ��� �
�
� 	
� �	�
���
� �� 	X 
X���� Z
	�
�X Pψ �
� ZX
+

�
� ��ZX	X��� �� 
X�X m ��� 
Y���Z�� 	X �Z�XZ�"
� �� D@? Z
� XZ
�	X
����
 
" ��

*

�� �X��
 ��� 	
� �	�
���
� Pµψ �
�

i
m ��Z�� 	X �����X�X Z
�X��X��� ��	 Z
�����
�������

�	�
���
 Pψ, N��	��X��
 	
� 
��

� �X�
� � 	X 
��
X ���������XZ�"
� �� 	X� 
X���Z��

βµ
��� �� �
�	�X�
� �X�X �����X� '2,/04( �� �	 ZX�
 	�Y��* �� ����� �����
��X� ��� 	X

Z
���Z�X �
�
X �" ��ZX �X�X �	 ZX
�
 �� =DI ψ �� ������Z�X �� 	X �����XZZ�"
� Z
� �	

ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
 ���"X �X�X �
� '2,0/.(* �
��� �� ����� ���

Pψ (x) =
√
m

(
φ (x)

04×1

)
, Pµψ (x) =

i√
m

(
Dµφ (x)

04×1

)
, '2,0/2(

�� 
X���X ���* X �X���� �� '2,0/1(* �� ����Z�8

(
DµD

µ +m2
)
φ (x) = 0. '2,0/3(

I
� 	
 �X��
* �X�X �X�X����X� 	X ����XZ�"
� Z
� �� ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
 �� 	X ��
�" X

�� =DI �� �
�
X Z
�������* �
 �� ���Z����� ����� �� Z����X 	X �����X�X Z
�X��X��� ��

	X ������X� EX��X���X�X '2,0.1(* 	
 Z�X	 Z
���Z� X	 EX��X���X�
 �� �����XZZ�"
� '2,0.2(,

=�Y��
 X �		
* 	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�
 �� =DI ψ ��Y��"X �
���� ��X �����X�X Z
�X��X���

����� ��� Z

�
������* Z


 �� ����ZX �� '2,0/.(, N��	��X��
 	X �����"
� Z
���Z�X ��	

ZX
�
 =DI �X�X �
� '2,0/.( �� 	X ������X� EX��X���X�X '2,0.1(* �� ���
��� �����
��X�

���8

L =
i

2
ψβµ∂µψ−

i

2

(
∂µψ

)
βµψ−mψψ+ eψβµAµψ

= −
1

2

[
φ∗∂µDµφ+φ

(
∂µD∗

µφ
∗)]−m2φ∗φ+

1

2
ieAµ

(
φ∗∂µφ−φ∂µφ∗

)

+e2AµAµφ
∗φ

B�����X��
 �
� �X���� �	 ���
�� �"��
��
 �� 	X ��	XZ�"
� X�����
�* �� ����Z�8

L =
1

2

[
∂µφ∗Dµφ+ ∂µφD∗

µφ
∗
]
−

1

2
∂µ

[
φ∗Dµφ+φD∗

µφ
∗
]

−m2φ∗φ+
1

2
ieAµ

(
φ∗∂µφ−φ∂µφ∗

)
− e2AµAµφ

∗φ.

I
� 	
 �X��
* X ��Z��Z�"
� �� �� �"��
��
 �� ��
����X* 	X ������X� EX��X���X�X �� ������X

Z


8

L = ∂µφ∗∂µφ−m2φ∗φ+ ieAµ

(
φ∗∂µφ−φ∂µφ∗

)
+ e2AµAµφ

∗φ,

X �X���� �� 	X Z�X	 �� ����� �������ZX� �	 Z
���Z�
 EX��X���X�
 �� B����XZZ�"
� �� 	X

��
�" X �� =DI ������X�X X�����
�
���� �
� '2,0.5(, =� ���� 

�
* X	 ���	��X� 	X �
�
X

�" ��ZX Z
���Z�X ��	 ZX
�
 �� =DI ψ (x) �� �	 ZX�
 �� XZ
�	X
����
 
" ��

* �� �
��Y	�

��Z����X� �	 EX��X���X�
 �� 	X ��
�" X �� D@? Z
� �	 �"��
��
 X��
��X�
 �� �����XZZ�"
�,

I
� 	
 �X��
* 	X �����X	��Z�X �� ��X� ��
�" X� �� 
X������ �X��
 �� �	 ZX�
 	�Y�� Z




�� ������Z�X �� ��X �����XZZ�"
� Z
� ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
, L�� �
YX��
* �	 ��Z�
 ��

���	��X� 	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�
 �� =DI ��	 ZX�
 	�Y�� ����	�X �� ��Z
�������Z�X� Z�X��


�	 ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
 ���"X ��������* 	
 ��� X��
"X� Z
�		��X X ��X ��Z

�X��Y�	��X�

Z
� 	X ���X��X�Z�X �� �X��� �� 	X ��
�" X,



77 

4. Teoría de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

B�����X��
 �
� �X���� �	 ���
�� �"��
��
 �� 	X ��	XZ�"
� X�����
�* �� ����Z�8

L =
1

2

[
∂µφ∗Dµφ+ ∂µφD∗

µφ
∗
]
−

1

2
∂µ

[
φ∗Dµφ+φD∗

µφ
∗
]

−m2φ∗φ+
1

2
ieAµ

(
φ∗∂µφ−φ∂µφ∗

)
− e2AµAµφ

∗φ.

I
� 	
 �X��
* X ��Z��Z�"
� �� �� �"��
��
 �� ��
����X* 	X ������X� EX��X���X�X �� ������X

Z


8

L = ∂µφ∗∂µφ−m2φ∗φ+ ieAµ

(
φ∗∂µφ−φ∂µφ∗

)
+ e2AµAµφ

∗φ,

X �X���� �� 	X Z�X	 �� ����� �������ZX� �	 Z
���Z�
 EX��X���X�
 �� B����XZZ�"
� �� 	X

��
�" X �� =DI ������X�X X�����
�
���� �
� '2,0.5(, =� ���� 

�
* X	 ���	��X� 	X �
�
X

�" ��ZX Z
���Z�X ��	 ZX
�
 �� =DI ψ (x) �� �	 ZX�
 �� XZ
�	X
����
 
" ��

* �� �
��Y	�

��Z����X� �	 EX��X���X�
 �� 	X ��
�" X �� D@? Z
� �	 �"��
��
 X��
��X�
 �� �����XZZ�"
�,

I
� 	
 �X��
* 	X �����X	��Z�X �� ��X� ��
�" X� �� 
X������ �X��
 �� �	 ZX�
 	�Y�� Z




�� ������Z�X �� ��X �����XZZ�"
� Z
� ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
, L�� �
YX��
* �	 ��Z�
 ��

���	��X� 	X �
�
X �" ��ZX ��	 ZX
�
 �� =DI ��	 ZX�
 	�Y�� ����	�X �� ��Z
�������Z�X� Z�X��


�	 ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
 ���"X ��������* 	
 ��� X��
"X� Z
�		��X X ��X ��Z

�X��Y�	��X�

Z
� 	X ���X��X�Z�X �� �X��� �� 	X ��
�" X,



78 

Bibliograf́ıa

T/V I, :, F, =��XZ* UM�� ��X���
 ���
�� 
� ��� �	�Z��
�*$ +

5� -
�� .
5� (
	�� �*

�
	, //5* ��, 4/.+402* /706,

T0V P, IX�	� X�� O, ?, P�����
��* UH� ��X����X��
� 
� ��� �ZX	X� ��	X�������Z �X��

���X��
�*$ %���� +���� �5�3* �
	, 5* ��, 5.7+51/* /712,

T1V A, R��X�X* UH� ��� �����XZ��
� 
� �	�
���X�� �X���Z	�� B*$ +

5� +���� )3��� .
5�

'3��* �
	, /5* ��, 26+35* /713,

T2V L, A, G�����
���� X�� <, =, :�����
�* UG
�� 
� ��� �X���� 
� Z
�
�Z �X� �X���+

Z	��*$ +���� -���* �
	, 3/* ��, 662+664* /715,

T3V F, <
������* >, IX�Z���* X�� H, I�ZZ�
��* UH� ��� ���������X��
� 
� ���X���� 
�+

�
��*$ +���� -���* �
	, 5/* ��, 0.7+0/.* /725,

T4V E, �� ;�
�	��* UH���� �� ��X��X*$  
����� -�	��� %�4�� .�3	5�� �53�� .5��

+3
��* �
	, /55* ��, 3.5+3/.* /701,

T5V G, D�

��* UM�� �X���Z	� X���Z� 
� 
��
� ���
��*$ +

5� -
�� .
5� (
	�� �* �
	,

/51* ��, 7/+//4* /717,

T6V K, C, =���* UH� ��� Z�X�XZ�������Z 
X���Z�� 
� Z
�X��X�� �����
�*$ +���� -���*

�
	, 32* ��, ///2+//0.* /716,

T7V C, @��"���X�* UL�� 	X 
X��� ��
��� �� ��
�
� �� 	� ������� "�	�Z��

X��"������*$

 
���� -�	�� %�4�� .�3	5�� �53�� .5��* �
	, 0.0* �
, 5* ��, 337+34.* /716,

T/.V K, :, D�X�Z�� X�� F, F, G���
* UA���
��ZX	 ����	
�
��� 
� ��� ;�XY�X ����+
����

��	X�������Z �X�� ���X��
�� �
� X�Y���X�� ����*$ ��� '� +����* �
	, 23* ��, 6/6+600*

/755,

T//V A, N
��X�X* ,�3	��� #���� /��

�* :
�����X
8 G
���+A
		X��* /734,

T/0V A, :, ;���� X�� K, CXZ���* &	��
����3�� ,�3	��� )�5�3	�5�* 1�� ��,* :��X�Z��

;

�� <	X���Z�* ;
�	���* <H8 P������� I����* /775,

T/1V A, F, I�	����* -��3�������5 ,�3	��� )�5�3	�5�* ;��	��8 L�������* 0...,

T/2V P, @������* -��3�������5 ,�3	��� )�5�3	�5�* ;��	��8 L�������* 0...,

T/3V AX����+<�X���X* UH� ��	X�������Z �X�� ���X��
��*$ +���� -���* �
	, 5/* ��, 571+6.3*

/725,

T/4V K, :, D�X�Z�� X�� F, F, G���
* U;�XY�X ���� 
���� �X�� ���X��
��, /, <* I* X��

M*$ +���� -��� !* �
	, /.* ��, 2.27+2.30* /752,

57

Bibliografía

T/5V B, ?����X�X* UH� ��� =���+D�

�� X	��Y�X*$ +

�� /��

� +����* �
	, /.* ��,

367+4/4* /731,

T/6V =, <, I�X�	��* Uβ+FX���� ?
�
X	��
 X� xi → 0*$ +

�� /��

� +����* �
	, 4* ��,

417+42/* /73/,

T/7V R, G���X�� X�� K, <, ;X�����* UM�� =���+D�

��+I���X� 
�Z�		X�
�*$ '� +����

�� )3��� $�	�* �
	, 05* ��, 21./+21/4* /772,

T0.V R, G���X�� X�� K, <, ;X�����* UL
	���
� 
� ��� Z����X	 ��	� ��
Y	�
 �
� X =���+

D�

��+I���X� ��Z�
� Y
�
�*$ '� )3��� +����* �
	, 13* ��, 23/5+2311* /771,

T0/V D, L�����
����*  
	��
3�	�� !�	3��5�* E�Z����� G
��� �� I����Z�* �
	, /47* G��

R
��8 L�������* /760,

T00V I, :, F, =��XZ* (�5��
�� �	 ,�3	��� )�5�3	�5�* G�� R
��8 ;���X
��* /742,



79 

T/5V B, ?����X�X* UH� ��� =���+D�

�� X	��Y�X*$ +

�� /��

� +����* �
	, /.* ��,

367+4/4* /731,

T/6V =, <, I�X�	��* Uβ+FX���� ?
�
X	��
 X� xi → 0*$ +

�� /��

� +����* �
	, 4* ��,

417+42/* /73/,

T/7V R, G���X�� X�� K, <, ;X�����* UM�� =���+D�

��+I���X� 
�Z�		X�
�*$ '� +����

�� )3��� $�	�* �
	, 05* ��, 21./+21/4* /772,

T0.V R, G���X�� X�� K, <, ;X�����* UL
	���
� 
� ��� Z����X	 ��	� ��
Y	�
 �
� X =���+

D�

��+I���X� ��Z�
� Y
�
�*$ '� )3��� +����* �
	, 13* ��, 23/5+2311* /771,

T0/V D, L�����
����*  
	��
3�	�� !�	3��5�* E�Z����� G
��� �� I����Z�* �
	, /47* G��

R
��8 L�������* /760,

T00V I, :, F, =��XZ* (�5��
�� �	 ,�3	��� )�5�3	�5�* G�� R
��8 ;���X
��* /742,



80 

Caṕıtulo 5

Teoŕıa de Duffin-Kemmer-Petiau
Libre en las Coordenadas de
Plano Nulo
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��X� 	X ��������� �������X� ����� 	X� 
X���Z��

(β+, β−)8

�
β+

2 �
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
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β−i∂x− +m2β−β+


ab

δ
�
x− − y−


,

{
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
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>��X� 	��X���X� �
� �� ������X Z	X�� � 	
� I; ����� �		
� �
�8{
θa (x) , θb (y)

}
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)
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}
=
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) (
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)]
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δ
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)
, '3,1/(
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5.4. Ecuaciones de Movimiento
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= ψ (x) (βµ∂µ +m) ≈ 0. '3,14(

>� ����
��* 	X� ��	XZ�
��� '3,13( � '3,14( Z
���
X� ��� 	X ��
	�Z�"
� ��	 �����
X 
Y��+

���X �� �	 �
�
X	��

 �� =��XZ �� �"�Y�	
���� �����X	���� X 	X ���"X
�ZX �����Z�X �
� 	X

�
�
�	XZ�"
� �� ZX
�
 EX��X���X�X,

5.5. Proyección de los Vı́nculos y Corchetes de Dirac
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+
(x) ψ

−
(x)


,

p (x) ≡




pφ (x)

p+ (x)

p− (x)


 , p (x) ≡

�
pφ (x) p+ (x) p− (x)


.

�� 
Y������ 	X� ���������� �������
���8

>	 �" �Z�	


θ = p+
i

2
β+ψ ≈ 0,

��
��Z�*

Pθ = Pp+
i

2
Pβ+ψ = pφ +

i

2
P+ψ = pφ +

i

2
ψ+ ≈ 0,

P+θ = P+p+
i

2
P+β+ψ = p+ ≈ 0, '3,17(

P−θ = P−p+
i

2
P−β+ψ = p− +

i

2
Pψ = p− +

i

2
φ ≈ 0.

EX� Z

�
������ �� 	X 	��X���X

ω =
�
1− β+β−

 �
β−Dx

− −m

ψ ≈ 0,

����	�X� ���*

Pω =
�
P − P+β−

 �
β−i∂x− −m


ψ = (P − P)

�
β−i∂x− −m


ψ = 0,

P+ω = i∂x−Pψ−mP+ψ = i∂x−φ−mψ+ ≈ 0, '3,2.(

P−ω = 0.
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IX�X �	 ���Z�	


Ω = −m
(
1+ β+β−

)
β−i∂x−ψ+m2β−β+ψ≈ 0,

�� �X		X*

PΩ = −2mP−i∂x−ψ+m2Pψ = −2mi∂x−ψ
− +m2φ ≈ 0,

P+Ω = −mDx
−φ+m2ψ+ = −m

(
Dx

−φ−mψ+
)
= −mP+ω ≈ 0,

P−Ω = 0. '3,2/(

L� Z
������X

� 	X 	��X���X

θ = p−
i

2
ψβ+ ≈ 0,

��� Z

�
������ �
�8

θP = pP −
i

2
ψβ+P = pφ −

i

2
ψ
(
P−

)†
= pφ −

i

2
ψ

− ≈ 0,

θ
(
P+

)†
= p

(
P+

)†
−

i

2
ψβ+

(
P+

)†
= p+ −

i

2
ψP = p+ −

i

2
φ∗ ≈ 0, '3,20(

θ
(
P−

)†
= p

(
P−

)†
−

i

2
ψβ+

(
P−

)†
= p− ≈ 0.

:	 X�X	��X�*

ω = ψ(−i∂x− β− +m)
(
1− β−β+

)
≈ 0,

�� 
Y�����*

ωP = ψ(i∂x− β− +m) (P − P) = 0,

ω
(
P+

)†
= ψ(i∂x− β− +m)

(
β−P − β−P

)
= 0, '3,21(

ω
(
P−

)†
= i∂x−ψP +mψ

(
P−

)†
= i∂x−φ

∗ +mψ
− ≈ 0.

I
� "�	��

* �X�X �	 ����
 �� �" �Z�	
�

Ω = mi∂x−ψβ−
(
1+ β−β+

)
+m2ψβ+β− ≈ 0,

�� ���XY	�Z�*

ΩP = 2mi∂x−ψ
(
P+

)†
+m2ψP = 2mi∂x−ψ

+
+m2φ∗ ≈ 0,

Ω
(
P+

)†
= 0, '3,22(

Ω
(
P−

)†
= mi∂x−ψP +m2ψ

(
P−

)†
= mi∂x−φ

∗ +m2ψ
−

= m
(
i∂x−φ

∗ +mψ
−
)
= mω

(
P−

)† ≈ 0.

EX� ��
��ZZ�
��� ��	 ����
 �� 	��X���X� �� �� �
�
X 
X���Z�X	 ���XY	�Z�� 	
� ����������

10 �" �Z�	
� �
 ������X����8

Ψ1 ≡ pφ + i
2ψ

+ , Ψ6 ≡ pφ − i
2ψ

−

Ψ2 ≡ p+ , Ψ7 ≡ p+ − i
2φ

∗

Ψ3 ≡ p− + i
2φ , Ψ8 ≡ p−

Ψ4 ≡ i∂x−φ−mψ+ , Ψ9 ≡ i∂x−φ
∗ +mψ

−

Ψ5 ≡ 2m∂x−ψ
− + im2φ , Ψ10 ≡ 2m∂x−ψ

+
− im2φ∗

. '3,23(

>��X� ������ZZ�
��� ���
���� Z
������� 	X 
X���� �� 	��X���X� �� ������X Z	X�� (Dij)*

Z��
� �	�
���
� �� ������ 
���X���

Dij (x, y) ≡
{
Ψi(x), Ψj(y)

}
, '3,24(

� Z��X ���������XZ�"
� ��8

D (x, y)=




0 0 0 0 0 0 i 0 i∂x− im2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 2m∂x−
0 0 0 0 0 i 0 0 −m 0

0 0 0 0 0 i∂x− −m 0 0 0

0 0 0 0 0 im2 0 2m∂x− 0 0

0 0 −i i∂x− −im2 0 0 0 0 0

−i 0 0 m 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2m∂x− 0 0 0 0 0

i∂x− 0 m 0 0 0 0 0 0 0

−im2 2m∂x− 0 0 0 0 0 0 0 0




δ
�
x− − y−


.

IX�X ��
Z���� Z
� �	 Z"X	Z�	
 �� 	
� <
�Z����� �� =��XZ '=;(* �� �
����Z����Y	� 
Y�����

	X ������X D−1 (x, y) �� ���X 
X����, >��X ������X ��Y� �X����XZ�� 	X Z
���Z�"
�

∫
dz−D (x, z)D−1 (z, y) =

∫
dz−D−1 (x, z)D (z, y) = δ

�
x− − y−


. '3,25(

: �X���� �� '3,25(* �� ����� 

���X� ��� D−1 (x, y) ��8

D−1
ij (x, y) =




0 0 0 0 0 A6 A7 A8 A9 0

0 0 B3 0 0 B6 B7 B8 B9 B10

0 0 0 0 0 C6 C7 C8 C9 0

0 0 0 0 0 D6 D7 D8 D9 0

0 0 0 0 0 0 0 E8 0 0

F1 F2 F3 F4 0 0 0 0 0 0

G1 G2 G3 G4 0 0 0 0 0 0

H1 H2 H3 H4 H5 0 0 0 0 0

K1 K2 K3 K4 0 0 0 0 0

0 M2 0 0 0 0 0 0 0 0




, '3,26(

�
��� 	
� �	�
���
� �� 
X���� �
� ���Z�
��� �� (x−, y−) � ������ 	X ��������� �
�
X8
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EX� ��
��ZZ�
��� ��	 ����
 �� 	��X���X� �� �� �
�
X 
X���Z�X	 ���XY	�Z�� 	
� ����������

10 �" �Z�	
� �
 ������X����8

Ψ1 ≡ pφ + i
2ψ

+ , Ψ6 ≡ pφ − i
2ψ

−

Ψ2 ≡ p+ , Ψ7 ≡ p+ − i
2φ

∗

Ψ3 ≡ p− + i
2φ , Ψ8 ≡ p−

Ψ4 ≡ i∂x−φ−mψ+ , Ψ9 ≡ i∂x−φ
∗ +mψ

−

Ψ5 ≡ 2m∂x−ψ
− + im2φ , Ψ10 ≡ 2m∂x−ψ

+
− im2φ∗

. '3,23(

>��X� ������ZZ�
��� ���
���� Z
������� 	X 
X���� �� 	��X���X� �� ������X Z	X�� (Dij)*

Z��
� �	�
���
� �� ������ 
���X���

Dij (x, y) ≡
{
Ψi(x), Ψj(y)

}
, '3,24(

� Z��X ���������XZ�"
� ��8

D (x, y)=




0 0 0 0 0 0 i 0 i∂x− im2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 2m∂x−
0 0 0 0 0 i 0 0 −m 0

0 0 0 0 0 i∂x− −m 0 0 0

0 0 0 0 0 im2 0 2m∂x− 0 0

0 0 −i i∂x− −im2 0 0 0 0 0

−i 0 0 m 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2m∂x− 0 0 0 0 0

i∂x− 0 m 0 0 0 0 0 0 0

−im2 2m∂x− 0 0 0 0 0 0 0 0




δ
�
x− − y−


.

IX�X ��
Z���� Z
� �	 Z"X	Z�	
 �� 	
� <
�Z����� �� =��XZ '=;(* �� �
����Z����Y	� 
Y�����

	X ������X D−1 (x, y) �� ���X 
X����, >��X ������X ��Y� �X����XZ�� 	X Z
���Z�"
�

∫
dz−D (x, z)D−1 (z, y) =

∫
dz−D−1 (x, z)D (z, y) = δ

�
x− − y−


. '3,25(

: �X���� �� '3,25(* �� ����� 

���X� ��� D−1 (x, y) ��8

D−1
ij (x, y) =




0 0 0 0 0 A6 A7 A8 A9 0

0 0 B3 0 0 B6 B7 B8 B9 B10

0 0 0 0 0 C6 C7 C8 C9 0

0 0 0 0 0 D6 D7 D8 D9 0

0 0 0 0 0 0 0 E8 0 0

F1 F2 F3 F4 0 0 0 0 0 0

G1 G2 G3 G4 0 0 0 0 0 0

H1 H2 H3 H4 H5 0 0 0 0 0

K1 K2 K3 K4 0 0 0 0 0

0 M2 0 0 0 0 0 0 0 0




, '3,26(

�
��� 	
� �	�
���
� �� 
X���� �
� ���Z�
��� �� (x−, y−) � ������ 	X ��������� �
�
X8
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?��Z�
��� Ai (x, y)8

A6 (x, y) = −
m

4
ϵ
(
x− − y−

)
,

A7 (x, y) =
i

2
δ
(
x− − y−

)
,

A8 (x, y) = −
im2

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

A9 (x, y) = −
i

4
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Bi (x, y)8

B3 (x, y) = −
1

8m2
ϵ
(
x− − y−

)
,

B6 (x, y) = −
im2

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

B7 (x, y) = −
m

4

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

B8 (x, y) = −
im3

16

1

∂x−∂
x
−

ϵ
(
x− − y−

)
,

B9 (x, y) =
m

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

B10 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Ci (x, y)8

C6 (x, y) =
i

2
δ
(
x− − y−

)
,

C7 (x, y) =
1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
,

C8 (x, y) = −
m

8
ϵ
(
x− − y−

)
,

C9 (x, y) =
1

2m
δ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Di (x, y)8

D6 (x, y) = −
i

4
ϵ
(
x− − y−

)
,

D7 (x, y) =
1

2m
δ
(
x− − y−

)
,

D8 (x, y) =
m

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

D9 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Ei (x, y)8

E8 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Fi (x, y)8

F1 (x, y) = −
m

4
ϵ
(
x− − y−

)
,

F2 (x, y) =
im2

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

F3 (x, y) = −
i

2
δ
(
x− − y−

)
,

F4 (x, y) = −
i

4
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Gi (x, y)8

G1 (x, y) = −
i

2
δ
(
x− − y−

)
,

G2 (x, y) = −
m

8
ϵ
(
x− − y−

)
,

G3 (x, y) =
1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
,

G4 (x, y) = −
1

2m
δ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Hi (x, y)8

H1 (x, y) =
im2

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

H2 (x, y) =
m3

16

1

∂x−

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

H3 (x, y) = −
m

4

1

∂x−
δ
(
x− − y−

)
,

H4 (x, y) = −
m

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

H5 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Ki (x, y)8

K1 (x, y) = −
i

4
ϵ
(
x− − y−

)
,

K2 (x, y) = −
m

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

K3 (x, y) = −
1

2m
δ
(
x− − y−

)
,

K4 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
,
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?��Z�
��� Ei (x, y)8

E8 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Fi (x, y)8

F1 (x, y) = −
m

4
ϵ
(
x− − y−

)
,

F2 (x, y) =
im2

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

F3 (x, y) = −
i

2
δ
(
x− − y−

)
,

F4 (x, y) = −
i

4
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Gi (x, y)8

G1 (x, y) = −
i

2
δ
(
x− − y−

)
,

G2 (x, y) = −
m

8
ϵ
(
x− − y−

)
,

G3 (x, y) =
1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
,

G4 (x, y) = −
1

2m
δ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Hi (x, y)8

H1 (x, y) =
im2

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

H2 (x, y) =
m3

16

1

∂x−

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

H3 (x, y) = −
m

4

1

∂x−
δ
(
x− − y−

)
,

H4 (x, y) = −
m

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

H5 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Ki (x, y)8

K1 (x, y) = −
i

4
ϵ
(
x− − y−

)
,

K2 (x, y) = −
m

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
,

K3 (x, y) = −
1

2m
δ
(
x− − y−

)
,

K4 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
,
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?��Z�
��� Mi (x, y)8

M2 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

<
� 	X ������X �� 	X 
X���� �� ���Z�	
� �����
��X�X* �����

� 	
� <
�Z����� �� =��XZ

'=;( ����� �
� �X��XY	�� ���"X
�ZX� :a (x) � ;b (y) 
���X��� 	X �������"
� �����X	8

{
:a (x) ,;b (y)

}
D

=
{

:a (x) ,;b (y)
}
−

∫
du−dv−

{
:a (x) , Ψα (u)

}

D−1
αβ (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
. '3,27(

EX �����Z���X �� 	X� 	��X���X� ��	 

��	
 ����ZX ��� �	 Z
�����
 �� �X��XY	�� ���"X
�ZX�

�������������� ��8

(
φ, ψ+, ψ−, φ∗ , ψ

+
, ψ

−
)

, >	 Z"X	Z�	
 �� 	
� =; �X�X �	 ZX
�
 φ (x)

�� YX�X �� 	X ��	XZ�"
�8

{
φ (x) ,;b (y)

}
D
=

{
φ (x) ,;b (y)

}
−

∫
du−dv−

{
φ (x) , Ψ6 (u)

}
D−1

6β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
. '3,3.(

E
� "���Z
� =; �
 ��	
� �X�X φ (x) �
�8

{
φ (x) , φ∗ (y)

}
D
= −

m

4
ϵ
(
x− − y−

)
. '3,3/(

{
φ (x) , ψ

+
(y)

}
D
=

im2

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
. '3,30(

{
φ (x) , ψ

−
(y)

}
D
= −

i

2
δ
(
x− − y−

)
'3,31(

IX�X 
Y����� 	
� =; Z
�����
�������� X	 ZX
�
 ψ+ (x)* X�	�ZX

� 	X ��������� �"
�
�	X8

{
ψ+ (x) ,;b (y)

}
D

=
{
ψ+ (x) ,;b (y)

}
−

∫
du−dv−

{
ψ+ (x) , Ψ7 (u)

}
D−1

7β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
, '3,32(


Y�������
 	X� ��	XZ�
���8

{
ψ+ (x) , φ∗ (y)

}
D
= −

i

2
δ
(
x− − y−

)
. '3,33(

{
ψ+ (x) , ψ

+
(y)

}
D
= −

m

8
ϵ (x− y) '3,34(

{
ψ+ (x) , ψ

−
(y)

}
D
=

1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
. '3,35(

?��X	
����* 	
� =; ��	 ZX
�
 ψ− (x) �� �����X� ��8

{
ψ− (x) ,;b (y)

}
D

=
{
ψ− (x) ,;b (y)

}
−

∫
du−dv−

{
ψ− (x) , Ψ8 (u)

}
D−1

8β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
, '3,36(

X��
�X��
 	
� ����	�X�
�8

{
ψ− (x) , φ∗ (y)

}
D
=

im2

8

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
. '3,37(

{
ψ− (x) , ψ

+
(y)

}
D
=

m3

16

1

∂x−

1

∂x−
ϵ
(
x− − y−

)
'3,4.(

{
ψ− (x) , ψ

−
(y)

}
D
= −

m

4

1

∂x−
δ
(
x− − y−

)
. '3,4/(
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?��X	
����* 	
� =; ��	 ZX
�
 ψ− (x) �� �����X� ��8

{
ψ− (x) ,;b (y)

}
D

=
{
ψ− (x) ,;b (y)

}
−

∫
du−dv−
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Ecuación de DKP en 3+ 1

Dimensiones

>� ���� ZX�" ��	
 X�X	��X��

� 	X ��
�" X =DI 	�Y�� �� 	X� Z

����X�X� �� �	X�
 ��	
 ��

3+1 ��
����
���, I��
��
* �� �������X 	X 
"����ZX gµν �� 	X� Z

����X�X� �� �	X�
 ��	
8

gαµ =




0 0 0 1

0 −1 0 0

0 0 −1 0

1 0 0 0


 . '4,/(

>� 	X ��
����"
� ��� �� Z
������X* �� Z
���
X 	X �X	���� �� 	X� ���������� ��	XZ�
���

X	��Y�X�ZX� �X�X 	X� 
X���Z�� β8

β+β−β+ = β+ , β−β+β− = β−

β+
�
β−

2
+
�
β−

2
β+ = β− , β−

�
β+

2
+
�
β+

2
β− = β+

�
β+

3
= 0 ,

�
β−

3
= 0

��� �
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Wpa (x) =

pa (x) , HE


=

(
β�i∂x

�

−m
)
ψ+

i

2
β+λ



a

,

Wpa (x) =

pa (x) , HE


=


−ψ

(
β�i∂x

�

+m
)
−

i

2
λ (y)β+



a

.

:	 X�	�ZX� 	X Z
���Z�"
� �� 	
� �" �Z�	
� ���
X��
� �� 
Y�����8

Wp = ∂+p =
(
β�i∂

�

−m
)
ψ+

i

2
β+λ =

(
β�i∂

�

−m
)
ψ+

i

2
β+∂+ψ

≈ −
i

2
β+∂+ψ,

���
�Z��

β+i∂+ψ+
(
β�i∂

�

−m
)
ψ =

(
βµi∂µ −m

)
ψ ≈ 0. '4,17(

=� 

�
 ��
�	X�*

Wp = ∂+p = −ψ
(
β�i∂

�

+m
)
−

i

2
λβ+ = −ψ

(
β�i∂

�

+m
)
−

i

2
∂+ψβ+

≈ i

2
∂+ψβ+,

Z
� 	
 Z�X	

ψ
(
β+i∂+

)
+ψ

(
β�i∂

�

+m
)
= ψ (βµi∂µ +m) ≈ 0. '4,2.(

EX� �Z�XZ�
��� '4,17( � '4,2.( �X�X����X� ��� 	X� �Z�XZ�
��� �� ZX
�
 �����X�X� ��	

�
�
X	��

 �� AX
�	�
� �
� �"�Y�	
���� �����X	����� X 	X� ��	 �
�
X	��

 �� >�	��+

EX��X���,
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6.2. Ecuaciones de movimiento

: Z
�����XZ�"
�* �� ���XY	�Z� 	X �����X	��Z�X ����� 	X� �Z�XZ�
��� �� AX
�	�
� '�� �	

���XZ�
 �� �X��( � 	X� �Z�XZ�
��� �� >�	��+EX��X��� '�� �	 ���XZ�
 �� Z
�����XZ�"
�(, EX

��
	�Z�"
� Z���
"X��ZX �� 	X ��
�" X �� �����X �
� �	 AX
�	�
��X�
 ���
X��
8

HP =


d3y

[
ψ

[
i

2
β�

(←−
∂
y
�

−
−→
∂
y
�

)
+m

]
ψ+ λθ+ θλ

]
,

	
 ��� �
�	�ZX ��� �	 ZX
Y�
 ��
�
�X	 �� 	
� ZX
�
�

(
ψ,ψ

)
��8

Wψa (x) =

ψa (x) , HE


= λa (x) ,

Wψa (x) =

ψa (x) , HE


= λa (x) ,

�� ��Z��8

Wψ = λ , Wψ = λ, '4,16(

B��Z�X	
����* ���X �X��XZ�"
� �X��Z��" X �������
��X�X ��Y��
 X 	
� 
�	���	�ZX�
���

(
λ, λ

)
,,

L�� �
YX��
* Z


 	
� �" �Z�	
� �� 	X ��
�" X 	�Y�� �
� �� ������X Z	X��* �� Z
�������Z�X

���
��� �����
��X� � ��X� ��Z�
� 
�	���	�ZX�
���, >	 ZX
Y�
 ��
�
�X	 �� 	
� 


���
�

(p, p)* ����	�X ���8

Wpa (x) =

pa (x) , HE


=

(
β�i∂x

�

−m
)
ψ+

i

2
β+λ



a

,

Wpa (x) =

pa (x) , HE


=


−ψ

(
β�i∂x

�

+m
)
−

i

2
λ (y)β+



a

.

:	 X�	�ZX� 	X Z
���Z�"
� �� 	
� �" �Z�	
� ���
X��
� �� 
Y�����8

Wp = ∂+p =
(
β�i∂

�

−m
)
ψ+

i

2
β+λ =

(
β�i∂

�

−m
)
ψ+

i

2
β+∂+ψ

≈ −
i

2
β+∂+ψ,

���
�Z��

β+i∂+ψ+
(
β�i∂

�

−m
)
ψ =

(
βµi∂µ −m

)
ψ ≈ 0. '4,17(

=� 

�
 ��
�	X�*

Wp = ∂+p = −ψ
(
β�i∂

�

+m
)
−

i

2
λβ+ = −ψ

(
β�i∂

�

+m
)
−

i

2
∂+ψβ+

≈ i

2
∂+ψβ+,

Z
� 	
 Z�X	

ψ
(
β+i∂+

)
+ψ

(
β�i∂

�

+m
)
= ψ (βµi∂µ +m) ≈ 0. '4,2.(

EX� �Z�XZ�
��� '4,17( � '4,2.( �X�X����X� ��� 	X� �Z�XZ�
��� �� ZX
�
 �����X�X� ��	

�
�
X	��

 �� AX
�	�
� �
� �"�Y�	
���� �����X	����� X 	X� ��	 �
�
X	��

 �� >�	��+

EX��X���,
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6.3. Corchetes de Dirac

IX�X �������� 	
� ���Z�	
� �� ������X Z	X��* �� ��
��Z�X� �� 
X���X ��
�	X� X	 ZX�
 1+1

��
����
���, >��
 �������� �
�	�X� 	X� ��
����X��� �� 	X� 
X���Z�� β �������X�X� X

Z
�����XZ�"
�8

�
β+

T
= β− ,

�
β−

T
= β+,


β0

†
= β0 ,


β1

†
= −β1,

P = β+
�
1− β+β−


β− = β−

�
β+

2
β− = β+

�
β−

2
β+,

P+ = Pβ+ = β+
�
1− β+β−


= β−

�
β+

2
, '4,2/(

P− = Pβ− = β+
�
β−

2
,

P+β− = P = P−β+ , P+β+ = 0 = P−β−,

����
 Z
�

P = P† , P+
�
β−

2
β+ = P , β+

�
β−

2 �
P−

†
= P,

X��
"X� �� 	
� ����	�X�
� �������X�
� �� 	X �XY	X 4,/, >��X� ��
����X���* ����
 Z
� 	X

���������XZ�"
� ���	" Z��X �� 	X� �X��XY	�� ��	 ���XZ�
 �� �X��

�
ψ,ψ, p, p


��� ������ �	

���XZ�
 �� �X��* �� 	X ��������� 
X���X8

ψ ≡




φ

ψ+

ψ1

ψ2

ψ−




, ψ ≡


φ∗ ψ
+

ψ
1

ψ
2

ψ
−


,

p ≡




pφ

p+

p1

p2

p−




, p ≡
�
pφ p+ p1 p2 p−


, '4,20(

���
���� ��
��Z�X� 	X� 	��X���X� �� 	X ��������� 
X���X '4,2/( �� ����� ���XY	�Z��8

>	 �" �Z�	
 ���
X��


θ = p+
i

2
β+ψ ≈ 0,

��
��Z�X ��

Pθ = pφ +
i

2
ψ+ ≈ 0,

P+θ = p+ ≈ 0, '4,21(

Pkθ = pk ≈ 0,

P−θ = p− +
i

2
φ ≈ 0.

EX 	��X���X ��Z���X��X

ω =
(
1− β+β−

) (
β�i∂x

�

−m
)
ψ

=
(
1− β+β−

) (
β−i∂x− + βki∂xk −m

)
ψ ≈ 0

��
��Z�X ��

Pω = 0,

P+ω = i∂x−φ−mψ+ ≈ 0, '4,22(

Pkω = i∂xkφ−mψk ≈ 0,

P−ω = 0,

EX ��
��ZZ�"
� �� 	X 	��X���X ���Z�X��X

Ω ≡
(
β−

)2
β+

(
− 2mβ−∂x− −mβl∂xl − im2

)
ψ≈ 0,

����	�X ��

PΩ = 0,

P+Ω = −2m∂x−ψ
− −m∂xkψ

k − im2φ≈ 0

PkΩ = 0, '4,23(

P−Ω = 0.

>	 ���Z�	
 Z
����X�


θ = p−
i

2
ψβ+ ≈ 0

��
��Z�X ��

θP = pφ −
i

2
ψ

− ≈ 0,

θ
(
P+

)†
= p+ −

i

2
φ∗ ≈ 0,

θ
(
Pk

)†
= pk ≈ 0, '4,24(

θ
(
P−

)†
= p− ≈ 0.

EX 	��X���X

ω = ψ
(
i∂x
�

β� +m
) (

1− β−β+
)

= ψ
(
i∂x− β− + i∂xl β

l +m
) (

1− β−β+
)
,

��
��Z�X ��8

ωP = 0,

ω
(
P+

)†
= 0,

ω
(
Pk

)†
= i∂xk φ

∗ +mψ
k ≈ 0, '4,25(

ω
(
P−

)†
= i∂x−φ∗ +mψ

− ≈ 0.
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EX 	��X���X ��Z���X��X

ω =
(
1− β+β−

) (
β�i∂x

�

−m
)
ψ

=
(
1− β+β−

) (
β−i∂x− + βki∂xk −m

)
ψ ≈ 0

��
��Z�X ��

Pω = 0,

P+ω = i∂x−φ−mψ+ ≈ 0, '4,22(

Pkω = i∂xkφ−mψk ≈ 0,

P−ω = 0,

EX ��
��ZZ�"
� �� 	X 	��X���X ���Z�X��X

Ω ≡
(
β−

)2
β+

(
− 2mβ−∂x− −mβl∂xl − im2

)
ψ≈ 0,

����	�X ��

PΩ = 0,

P+Ω = −2m∂x−ψ
− −m∂xkψ

k − im2φ≈ 0

PkΩ = 0, '4,23(

P−Ω = 0.

>	 ���Z�	
 Z
����X�


θ = p−
i

2
ψβ+ ≈ 0

��
��Z�X ��

θP = pφ −
i

2
ψ

− ≈ 0,

θ
(
P+

)†
= p+ −

i

2
φ∗ ≈ 0,

θ
(
Pk

)†
= pk ≈ 0, '4,24(

θ
(
P−

)†
= p− ≈ 0.

EX 	��X���X

ω = ψ
(
i∂x
�

β� +m
) (

1− β−β+
)

= ψ
(
i∂x− β− + i∂xl β

l +m
) (

1− β−β+
)
,

��
��Z�X ��8

ωP = 0,

ω
(
P+

)†
= 0,

ω
(
Pk

)†
= i∂xk φ

∗ +mψ
k ≈ 0, '4,25(

ω
(
P−

)†
= i∂x−φ∗ +mψ

− ≈ 0.



108 

Electrodinámica Escalar de Primer Orden en las Coordenadas de Plano Nulo

?��X	
����* 	X ��
��ZZ�"
� ��	 ���Z�	


Ω = ψ


− 2m∂x−β
− −m∂xl β

l + im2

β+

�
β−

2 ≈ 0,

X��
�X

ΩP = 0,

Ω
�
P+

†
= 0,

Ω

Pk

†
= 0,

Ω
�
P−

†
= −2m∂x−ψ

+
+m∂xlψ

l
+ im2φ∗ ≈ 0.

>� Z
���Z���Z�X* �	 Z
�����
 �� 	��X���X� �� ������X Z	X�� �� ���XY	�Z� Z




Ψ1 ≡ pφ + i
2ψ

+ , Ψ8 ≡ pφ − i
2ψ

−

Ψ2 ≡ p+ , Ψ9 ≡ p+ − i
2φ

∗

Ψ3 ≡ pk , Ψ10 ≡ pk

Ψ4 ≡ p− + i
2φ , Ψ11 ≡ p−

Ψ5 ≡ i∂x−φ−mψ+ , Ψ12 ≡ i∂x−φ
∗ +mψ

−

Ψ6 ≡ i∂xkφ−mψk , Ψ13 ≡ i∂xk φ
∗ +mψ

k

Ψ7 ≡ −2m∂x−ψ
− −m∂xkψ

k − im2φ , Ψ14 ≡ −2m∂x−ψ
+
+m∂xkψ

k
+ im2φ∗

'4,26(

: �X���� �� ���X� 14 	��X���X�* �� Z
������� 	X 
X���� �� �" �Z�	
� ������X Z	X�� Dij (x, y)*

������X �
�8

Dij (x, y) ≡
{
Ψi(x), Ψj(y)

}
. '4,27(

>��X 
X���� �������X 	X �����Z���X �� Y	
����8

= (x, y) =


.7×7 φ (x, y)

χ (x, y) .7×7


, '4,3.(

�
��� 	
� Y	
���� : (x, y) � ; (x, y) �
� 
X���Z�� 7× 7 ��� ������ 	X �
�
X8

φ (x, y)≡




0 i 0 0 i∂x− i∂xk −im2

0 0 0 0 0 0 −2m∂x−

0 0 0 0 0 −mδkl m∂xk
i 0 0 0 −m 0 0

i∂x− −m 0 0 0 0 0

i∂xk 0 −mδkl 0 0 0 0

−im2 0 −m∂xk −2m∂x− 0 0 0




δ3 (x− y) ,

'4,3/(

χ (x, y) ≡




0 0 0 −i i∂x− i∂xk im2

−i 0 0 0 m 0 0

0 0 0 0 0 mδkl −m∂xk
0 0 0 0 0 0 −2m∂x−

i∂x− 0 0 m 0 0 0

i∂xk 0 mδkl 0 0 0 0

im2 −2m∂x− m∂xk 0 0 0 0




δ3 (x− y) ,


�����X� ��� 07×7 �� ���������X� Z


 
X���Z�� ��	X� �� 7× 7,

IX�X ZX	Z�	X� 	
� <
�Z����� �� =��XZ* �� �������� 
Y����� 	X ������X �� 	X 
X���� �" �Z�	
�

= (x, y) ��� ��Y��"X �X����XZ�� 	X �Z�XZ�"
�

∫
d3z= (x, z)<

−1 (z, y) =

∫
d3z<−1 (x, z)= (z, y) = δ3 (x− z) . '4,30(

M�X� �� 	XY
��
�
 Z"X	Z�	
* �� �X		X ��� ���X ������X <

−1 (x, y) ����� 	X �
�
X �� Y	
����8

<

−1 (x, y) =


.9×9 ψ (x, y)

ϕ (x, y) .9×9


, '4,31(

�
���

ψ (x, y) ≡




A10 A11 A12 A13 A14 A15 0 0 0

B10 B11 B12 B13 B14 B15 B16 B17 B18

C10 C11 C12 C13 C14 C15 C16 0 0

D10 D11 D12 D13 D14 D15 0 D17 0

E10 E11 E12 E13 E14 E15 0 0 0

F10 F11 F12 F13 F14 F15 0 0 0

0 0 G12 0 G14 0 0 0 0

0 0 0 H13 H14 0 0 0 0

0 0 0 0 K14 0 0 0 0




,

,

ϕ (x, y) ≡




M1 M2 M3 M4 M5 M6 0 0 0

P1 P2 P3 P4 P5 P6 0 0 0

Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 0 0

R1 R2 R3 R4 R5 R6 0 R8 0

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9
T1 T2 T3 T4 T5 T6 0 0 0

0 U2 U3 0 0 0 0 0 0

0 W2 0 W4 0 0 0 0 0

0 Z2 0 0 0 0 0 0 0




,

�����
 ��� 	
� �	�
���
� �� 
X���� �� ψ (x, y) � ϕ (x, y) �
� ���Z�
��� �� (x, y) � ������

	X �
�
X8
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'4,3/(

χ (x, y) ≡




0 0 0 −i i∂x− i∂xk im2

−i 0 0 0 m 0 0

0 0 0 0 0 mδkl −m∂xk
0 0 0 0 0 0 −2m∂x−

i∂x− 0 0 m 0 0 0

i∂xk 0 mδkl 0 0 0 0

im2 −2m∂x− m∂xk 0 0 0 0




δ3 (x− y) ,


�����X� ��� 07×7 �� ���������X� Z


 
X���Z�� ��	X� �� 7× 7,

IX�X ZX	Z�	X� 	
� <
�Z����� �� =��XZ* �� �������� 
Y����� 	X ������X �� 	X 
X���� �" �Z�	
�

= (x, y) ��� ��Y��"X �X����XZ�� 	X �Z�XZ�"
�

∫
d3z= (x, z)<

−1 (z, y) =

∫
d3z<−1 (x, z)= (z, y) = δ3 (x− z) . '4,30(

M�X� �� 	XY
��
�
 Z"X	Z�	
* �� �X		X ��� ���X ������X <

−1 (x, y) ����� 	X �
�
X �� Y	
����8

<

−1 (x, y) =


.9×9 ψ (x, y)

ϕ (x, y) .9×9


, '4,31(

�
���

ψ (x, y) ≡




A10 A11 A12 A13 A14 A15 0 0 0

B10 B11 B12 B13 B14 B15 B16 B17 B18

C10 C11 C12 C13 C14 C15 C16 0 0

D10 D11 D12 D13 D14 D15 0 D17 0

E10 E11 E12 E13 E14 E15 0 0 0

F10 F11 F12 F13 F14 F15 0 0 0

0 0 G12 0 G14 0 0 0 0

0 0 0 H13 H14 0 0 0 0

0 0 0 0 K14 0 0 0 0




,

,

ϕ (x, y) ≡




M1 M2 M3 M4 M5 M6 0 0 0

P1 P2 P3 P4 P5 P6 0 0 0

Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 0 0

R1 R2 R3 R4 R5 R6 0 R8 0

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9
T1 T2 T3 T4 T5 T6 0 0 0

0 U2 U3 0 0 0 0 0 0

0 W2 0 W4 0 0 0 0 0

0 Z2 0 0 0 0 0 0 0




,

�����
 ��� 	
� �	�
���
� �� 
X���� �� ψ (x, y) � ϕ (x, y) �
� ���Z�
��� �� (x, y) � ������

	X �
�
X8
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?��Z�
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6. Ecuación de DKP en 3 + 1 Dimensiones
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]
,

C15 (x, y) = −
1

2m
∂x1

[
1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

C16 (x, y) =
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Di (x, y)8

D10 (x, y) =
i

2
∂x2

[
1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

D11 (x, y) =
1

2m
∂x2δ

3 (x− y) ,

D12 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

D13 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

D14 (x, y) = −
1

4m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

D15 (x, y) = −
1

2m
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

D17 (x, y) =
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Ci (x, y)8

C10 (x, y) =
i

2
∂x1

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

C11 (x, y) =
1

2m
∂x1δ

3 (x− y) ,

C12 (x, y) =
1

2m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

C13 (x, y) =
1

2m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

C14 (x, y) = −
1

4m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

C15 (x, y) = −
1

2m
∂x1

[
1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

C16 (x, y) =
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Di (x, y)8

D10 (x, y) =
i

2
∂x2

[
1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

D11 (x, y) =
1

2m
∂x2δ

3 (x− y) ,

D12 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

D13 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

D14 (x, y) = −
1

4m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

D15 (x, y) = −
1

2m
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

D17 (x, y) =
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Ci (x, y)8

C10 (x, y) =
i

2
∂x1

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

C11 (x, y) =
1

2m
∂x1δ

3 (x− y) ,

C12 (x, y) =
1

2m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

C13 (x, y) =
1

2m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

C14 (x, y) = −
1

4m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

C15 (x, y) = −
1

2m
∂x1

[
1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

C16 (x, y) =
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Di (x, y)8

D10 (x, y) =
i

2
∂x2

[
1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

D11 (x, y) =
1

2m
∂x2δ

3 (x− y) ,

D12 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

D13 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

D14 (x, y) = −
1

4m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

D15 (x, y) = −
1

2m
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

D17 (x, y) =
1

m
δ3 (x− y) .
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?��Z�
��� Ei (x, y)8

E10 (x, y) =
i

2
δ3 (x− y) ,

E11 (x, y) =
1

2m
∂x−δ

3 (x− y) ,

E12 (x, y) =
1

2m
∂x1δ

3 (x− y) ,

E13 (x, y) =
1

2m
∂x2δ

3 (x− y) ,

E14 (x, y) = −
1

4m

(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y) ,

E15 (x, y) =
1

2m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Fi (x, y)8

F10 (x, y) = −
i

2

1

∂x−
δ3 (x− y) ,

F11 (x, y) =
1

2m
δ3 (x− y) ,

F12 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

F13 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)
,

F14 (x, y) = − −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

F15 (x, y) =
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Gi (x, y)8

G12 (x, y) =
1

m
δ3 (x− y) ,

G14 (x, y) = −
1

2m
∂x1

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
.

?��Z�
��� Hi (x, y)8

H13 (x, y) =
1

m
δ3 (x− y) ,

H14 (x, y) = −
1

2m
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
.

?��Z�
��� Ki (x, y)8

K14 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Mi (x, y)8

M1 (x, y) = −
m

2

1

∂x−
δ3 (x− y) ,

M2 (x, y) = −
i

4

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

M3 (x, y) = −
i

2

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

M4 (x, y) = −
i

2

1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)
,

M5 (x, y) = −
i

2
δ3 (x− y) ,

M6 (x, y) = −
i

2

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Pi (x, y)8

P1 (x, y) = −
i

2
δ3 (x− y) ,

P2 (x, y) =
1

4m

(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y) ,

P3 (x, y) =
1

2m
∂x1δ

3 (x− y) ,

P4 (x, y) =
1

2m
∂x2δ

3 (x− y) ,

P5 (x, y) =
1

2m
∂x−δ

3 (x− y) ,

P6 (x, y) = −
1

2m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Qi (x, y)8

Q1 (x, y) = −
i

2
∂x1

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

Q2 (x, y) =
1

4m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

Q3 (x, y) =
1

2m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

Q4 (x, y) =
1

2m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

Q5 (x, y) =
1

2m
∂x1δ

3 (x− y) ,

Q6 (x, y) =
1

2m
∂x1

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

Q7 (x, y) = −
1

m
δ3 (x− y) .
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6. Ecuación de DKP en 3 + 1 Dimensiones

?��Z�
��� Mi (x, y)8

M1 (x, y) = −
m

2

1

∂x−
δ3 (x− y) ,

M2 (x, y) = −
i

4

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

M3 (x, y) = −
i

2

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

M4 (x, y) = −
i

2

1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)
,

M5 (x, y) = −
i

2
δ3 (x− y) ,

M6 (x, y) = −
i

2

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Pi (x, y)8

P1 (x, y) = −
i

2
δ3 (x− y) ,

P2 (x, y) =
1

4m

(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y) ,

P3 (x, y) =
1

2m
∂x1δ

3 (x− y) ,

P4 (x, y) =
1

2m
∂x2δ

3 (x− y) ,

P5 (x, y) =
1

2m
∂x−δ

3 (x− y) ,

P6 (x, y) = −
1

2m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Qi (x, y)8

Q1 (x, y) = −
i

2
∂x1

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

Q2 (x, y) =
1

4m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

Q3 (x, y) =
1

2m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

Q4 (x, y) =
1

2m
∂x1

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

Q5 (x, y) =
1

2m
∂x1δ

3 (x− y) ,

Q6 (x, y) =
1

2m
∂x1

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

Q7 (x, y) = −
1

m
δ3 (x− y) .
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?��Z�
��� Ri (x, y)8

R1 (x, y) = −
i

2
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

R2 (x, y) =
1

4m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

R3 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

R4 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

R5 (x, y) =
1

2m
∂x2δ

3 (x− y) ,

R6 (x, y) =
1

2m
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

R8 (x, y) = −
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Si (x, y)8

S1 (x, y) = − −
i

4

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

S2 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−

{
1

4

(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]}
,

S3 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

S4 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

S5 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

)
δ3 (x− y)

]
,

S6 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

S7 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

S8 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)
,

S9 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Ri (x, y)8

R1 (x, y) = −
i

2
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

R2 (x, y) =
1

4m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

R3 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

R4 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

R5 (x, y) =
1

2m
∂x2δ

3 (x− y) ,

R6 (x, y) =
1

2m
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

R8 (x, y) = −
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Si (x, y)8

S1 (x, y) = − −
i

4

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

S2 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−

{
1

4

(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]}
,

S3 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

S4 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

S5 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

)
δ3 (x− y)

]
,

S6 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

S7 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

S8 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)
,

S9 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Ri (x, y)8

R1 (x, y) = −
i

2
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

R2 (x, y) =
1

4m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

R3 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

R4 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

R5 (x, y) =
1

2m
∂x2δ

3 (x− y) ,

R6 (x, y) =
1

2m
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

R8 (x, y) = −
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Si (x, y)8

S1 (x, y) = − −
i

4

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

S2 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−

{
1

4

(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]}
,

S3 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

S4 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

S5 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

)
δ3 (x− y)

]
,

S6 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

S7 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

S8 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)
,

S9 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Ri (x, y)8

R1 (x, y) = −
i

2
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

R2 (x, y) =
1

4m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

R3 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

R4 (x, y) =
1

2m
∂x2

[
1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

R5 (x, y) =
1

2m
∂x2δ

3 (x− y) ,

R6 (x, y) =
1

2m
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

R8 (x, y) = −
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Si (x, y)8

S1 (x, y) = − −
i

4

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

S2 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−

{
1

4

(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]}
,

S3 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)]

,

S4 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)]

,

S5 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

)
δ3 (x− y)

]
,

S6 (x, y) = −
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k +m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

S7 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

S8 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x2δ

3 (x− y)
)
,

S9 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Ti (x, y)8

T1 (x, y) = −
i

2

1

∂x−
δ3 (x− y) , T5 (x, y) = −

1

2m
δ3 (x− y) ,

T2 (x, y) =
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

T3 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

T4 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

T6 (x, y) =
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Ui (x, y)8

U2 (x, y) = −
1

2m
∂x1

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

U3 (x, y) = −
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Wi (x, y)8

W2 (x, y) = −
1

2m
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

W4 (x, y) = −
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Zi (x, y)8

Z2 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

EX 
Y���Z�"
� �� ���X ������X ���
��� ������ �	 <
�Z���� �� =��XZ ����� �
� �X��XY	�� ��

�X�� :a (x) � ;b (y) Z


8

{
:a (x) ,;b (y)

}
D

=
{

:a (x) ,;b (y)
}
−

∫
d3ud3v

{
:a (x) , Ψα (u)

}

D−1
αβ (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
. '4,32(

N� X�"X	���� �� 	X� 18 �Z�XZ�
��� �� 	��X���X '4,26(* �� �
��Y	� �����
��X� ��� �	 ���XZ�


�� �X�� ���X����
 �
�

(
ψ,ψ, p, p

)
* �� ��
����"
� 20* �
	X
���� 2 ZX
�
� �
� �������+

�������, =X�X 	X �
�
X �� 	
� �" �Z�	
�* ���
� ��X�
� �� 	�Y���X� �� ������ Z
������X�

Z


 �����
 (φ,φ∗), >
�	�X��
 	
� <
�Z����� �� I
���
� �
 ��	
� ����� 	X� Z

����X+

�X� (φ,φ∗) � 	
� �" �Z�	
� �� '4,26(8

{
φ (x) , Ψ8 (u)

}
= δ3 (x− u) ,

{
φ∗ (x) , Ψ1 (u)

}
= δ3 (x− u) , '4,33(
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?��Z�
��� Ti (x, y)8

T1 (x, y) = −
i

2

1

∂x−
δ3 (x− y) , T5 (x, y) = −

1

2m
δ3 (x− y) ,

T2 (x, y) =
1

4m

1

∂x−

[(
∂xk∂

x
k −m2

) 1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

T3 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

T4 (x, y) =
1

2m

1

∂x−

(
∂x1δ

3 (x− y)
)
,

T6 (x, y) =
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Ui (x, y)8

U2 (x, y) = −
1

2m
∂x1

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

U3 (x, y) = −
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Wi (x, y)8

W2 (x, y) = −
1

2m
∂x2

(
1

∂x−
δ3 (x− y)

)
,

W4 (x, y) = −
1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Zi (x, y)8

Z2 (x, y) = −
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

EX 
Y���Z�"
� �� ���X ������X ���
��� ������ �	 <
�Z���� �� =��XZ ����� �
� �X��XY	�� ��

�X�� :a (x) � ;b (y) Z


8

{
:a (x) ,;b (y)

}
D

=
{

:a (x) ,;b (y)
}
−

∫
d3ud3v

{
:a (x) , Ψα (u)

}

D−1
αβ (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
. '4,32(

N� X�"X	���� �� 	X� 18 �Z�XZ�
��� �� 	��X���X '4,26(* �� �
��Y	� �����
��X� ��� �	 ���XZ�


�� �X�� ���X����
 �
�

(
ψ,ψ, p, p

)
* �� ��
����"
� 20* �
	X
���� 2 ZX
�
� �
� �������+

�������, =X�X 	X �
�
X �� 	
� �" �Z�	
�* ���
� ��X�
� �� 	�Y���X� �� ������ Z
������X�

Z


 �����
 (φ,φ∗), >
�	�X��
 	
� <
�Z����� �� I
���
� �
 ��	
� ����� 	X� Z

����X+

�X� (φ,φ∗) � 	
� �" �Z�	
� �� '4,26(8

{
φ (x) , Ψ8 (u)

}
= δ3 (x− u) ,

{
φ∗ (x) , Ψ1 (u)

}
= δ3 (x− u) , '4,33(
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�� ZX	Z�	X �	 <
�Z���� �� =��XZ �X�X �	 ZX
�
 φ (x)*

{φ (x) ,;b (y)}D =
{
φ (x) ,;b (y)

}
−

∫
dvD−1

8β (x, v)
{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
.

>	 <
�Z���� �� =��XZ ����� 	
� ZX
�
� (φ,φ∗) ��8

{
φ (x) , φ∗ (y)

}
D
= M1 (x, y) = −

m

4
ϵ
(
x− − y−

)
δ2 (x − y) . '4,34(

N�X��
 �� 	X �
�
X �" ��ZX �� 	X ���Z�"
� �� 
��X ��	 ZX
�
 �� =DI �X�X �	 ��Z�
� ��

���" � 0 ����ZX�X �
� 	X �Z�XZ�"
� '2,/04(*

φ (x) =
√
mϕ (x) , φ∗ (x) =

√
mϕ∗ (x) , '4,35(

�	 <
�Z���� �� =��XZ �� ��
�	��ZX X

{
φ (x) , φ∗ (y)

}
D
= m

{
ϕ (x) , ϕ∗ (y)

}
D
= −

m

4
ϵ
(
x− − y−

)
δ2 (x − y) ,

�� ��Z��8 {
ϕ (x) , ϕ∗ (y)

}
D
= −

1

4
ϵ
(
x− − y−

)
δ2 (x − y) , '4,36(

Z
���
X��
 	X �����X	��Z�X Z
� 	X� ��	XZ�
��� '2,5.( �����X
���� �����X�X� �X�X �	 ZX�
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 �� �X��" Z�	X� ZX��X�X� ��� �����XZ�"�X� Z
� �� ZX
�


�	�Z��

X��"���Z
, M

X��
 Z


 YX�� 	X �
�
�	XZ�"
� �� =DI � �� D	���+@
��
�* �X��
�

������
� �� ���������� ��
Z��
� Z
������
� X ����	�X�
� ��"����Z
�* �X��X Z
���ZZ�
��� ��

�� 	

� T/V, L�� �
YX��
* :, P����
X� T0V ��

���"
 ��� Z�X��
 �	 ZX
�
 �� =DI ��

XZ
�	X X	 ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
* 	X �Z�XZ�"
� �� ZX
�
 �X�X 	X �X��" Z�	X �� ���" � 0 ��

���XY	� YX�
 ������YXZ�
��� 	
ZX	�� ��X��� �� ZX
�
� ������
�,

>� Y��� �XY��
 ���* �� �	 ZX�
 �� ZX
�
� 	�Y���* ������ ��X �����X	��Z�X ����� �	 �
�
X+

	��

 �� =DI Z
� 	X� �Z�XZ�
��� �� ZX
�
 �� D@ � �� I�
ZX, G
 
Y��X���* Z�X��


�� ����
��Z� ��X �����XZZ�"
�* Z


 	X �	�Z��

X��"���ZX* ������ Z����X� ���X�, L� �X ��+



���X�
 T1V ��� 	X ������Z�X �� �"��
��
� X�"

X	
� �� �	 AX
�	�
��X�
 �� 	X ��
�" X � 	X

X�X����� �������Z�X ����� 	X� ���Z���Z�
��� ��X��X��Z�� �� �� ����Z��ZX� Z���X�
�X
����

	X� Z

�
������ �" ��ZX� �� 	
� ZX
�
� �� =DI, :��
"X�* �� �X ��
YX�
 T2V ��� 	
� �	�+


���
� �� 
X���� S �� 	X� ��
�" X� �� =DI � �� D@ Z
��Z���� �� �	 ZX�
 �� �X��" Z�	X� ��

���" � 0 ��� �����XZ�"�X� Z
� ZX
�
� ������
� �X��� XY�	�X�
� � �
 XY�	�X�
�* ��Z	�����


�	 ZX
�
 ��X���XZ�
�X	,

>� ���� ZX�" ��	
 ������X��

� 	X �����Z���X ZX�"
��ZX ��	 ZX
�
 �� =DI Z�X��
 �����+

XZ�"�X Z
� �	 ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
, L� ��X	��X�"X* X��
��

* �	 ������
 �� 	X �����Z���X

�� �" �Z�	
� �� 	X ��
�" X �X�X �	 ZX�
 �� �
� � Z�X��
 ��
����
��� �� �	 �
�
X	��

 ��

	X� Z

����X�X� �� �	X�
 ��	
, :��
"X�* �� ������X�"X 	X �X���X	��X �X��� ��	 ��
Y	�
X

� �� Z
������X�"X 	X Z
���Z�"
� �� �X��� 
"X� Z
��������� Z
� �	 �� �� ZX	Z�	X� 	
� =;

����� 	
� ��X�
� �� 	�Y���X�,

//7
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�
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Z��
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������
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�
 �� =DI ��

XZ
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�
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 �� =DI Z
� 	X� �Z�XZ�
��� �� ZX
�
 �� D@ � �� I�
ZX, G
 
Y��X���* Z�X��
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��Z� ��X �����XZZ�"
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 	X �	�Z��

X��"���ZX* ������ Z����X� ���X�, L� �X ��+



���X�
 T1V ��� 	X ������Z�X �� �"��
��
� X�"

X	
� �� �	 AX
�	�
��X�
 �� 	X ��
�" X � 	X

X�X����� �������Z�X ����� 	X� ���Z���Z�
��� ��X��X��Z�� �� �� ����Z��ZX� Z���X�
�X
����

	X� Z

�
������ �" ��ZX� �� 	
� ZX
�
� �� =DI, :��
"X�* �� �X ��
YX�
 T2V ��� 	
� �	�+


���
� �� 
X���� S �� 	X� ��
�" X� �� =DI � �� D@ Z
��Z���� �� �	 ZX�
 �� �X��" Z�	X� ��

���" � 0 ��� �����XZ�"�X� Z
� ZX
�
� ������
� �X��� XY�	�X�
� � �
 XY�	�X�
�* ��Z	�����


�	 ZX
�
 ��X���XZ�
�X	,

>� ���� ZX�" ��	
 ������X��

� 	X �����Z���X ZX�"
��ZX ��	 ZX
�
 �� =DI Z�X��
 �����+

XZ�"�X Z
� �	 ZX
�
 �	�Z��

X��"���Z
, L� ��X	��X�"X* X��
��

* �	 ������
 �� 	X �����Z���X

�� �" �Z�	
� �� 	X ��
�" X �X�X �	 ZX�
 �� �
� � Z�X��
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����
��� �� �	 �
�
X	��
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	X� Z

����X�X� �� �	X�
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, :��
"X�* �� ������X�"X 	X �X���X	��X �X��� ��	 ��
Y	�
X

� �� Z
������X�"X 	X Z
���Z�"
� �� �X��� 
"X� Z
��������� Z
� �	 �� �� ZX	Z�	X� 	
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����� 	
� ��X�
� �� 	�Y���X�,
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7.1. Estructura de Vı́nculos

>� ���X ��ZZ�"
� �� ���X��
		X �	 X�"X	���� �X
�	�
��X�
 ��	 ZX
�
 ��ZX	X� ���Z���
 �
�

	X �Z�XZ�"
� �� =����D�

���I���X� '=DI( �� �����XZZ�"
� Z
� �� ZX
�
 �	�Z��
+


X��"���Z
 �� �
� ��
����
���, >� �
�
X �����X	* 	X ��
�" X �� ���Z���X �
� 	X ���������

������X� EX��X���X�X

L =
i

2
ψβµ

(
Dµψ

)
−

i

2

(
Dµψ

)
βµψ−mψψ−

1

4
FµνFµν, '5,/(

�
��� ��

� ������
 	X� �����X�X� Z
�X��X���� Dµ ≡ i∂µ−gAµ � Dµ ≡ i∂µ+gAµ, EX�

�Z�XZ�
��� �� ZX
�
 Z
�����
�������� X 	X ������X� EX��X���X�X '5,/( �
�8

∂µF
µν − gψβνψ = 0 , ψ

(
βµDµ +m

)
= 0 , (βµDµ −m)ψ = 0. '5,0(

I
� �� �X���* 	
� 


���
� ZX�"
��Z
� (πµ, p, p) Z
����X�
� X 	X� �X��XY	��

(
Aµ,ψ,ψ

)
*

�����Z���X
����* �
� ������
� �� 	X ��������� 
X���X8

πµ =
∂L

∂ (∂+Aµ)
= −F+µ , p =

∂L
∂ Wψ

=
i

2
ψβ+ , p =

∂L
∂Wψ

= −
i

2
β+ψ '5,1(

=�	 Z
�����
 �� ��	XZ�
��� '5,1(* �� �
��Y	� ����Z�� �	 Z
�����
 �� �" �Z�	
� ���
X��
�8

π+ ≈ 0 , θ = p+
i

2
β+ψ ≈ 0 , θ = p−

i

2
ψβ+ ≈ 0, '5,2(

����
 Z
� 	X ��������� ��	XZ�"
� ���"X
�ZX8

∂+A− = π− + ∂−A+ '5,3(

EX ��
	�Z�"
� ��
�
�X	 �� 	X� �X��XY	�� ��	 ���XZ�
 �� �X��

(
Aµ,ψ,ψ, πµ, p, p

)
��������

����
��Z�� �	 AX
�	�
��X�
 ZX�"
��Z
* �	 Z�X	 �� ����� Z


8

HC =


dx−


1

2
π−2 +

(
π−∂− + g ψβ+ψ

)
A+ '5,4(

+ψ

[
i

2
β−

(←−
∂−−

−→
∂−

)
+ g A−β

− +m

]
ψ


.

=�Y��
 X 	X ������Z�X �� 	
� �" �Z�	
� ���
X��
�* 	X ���"X
�ZX ��	 �����
X �� �
Y���X�X

�
� �	 AX
�	�
��X�
 ���
X��
 HP �	 Z�X	 ����	�X �� ��
X� X	 AX
�	�
��X�
 ZX�"
��Z
 ��X

Z

Y��XZ�"
� �� 	X� 	��X���X� ���
X��X�* �� ��Z��8

HP = HC +


dx−

(
u (x)π+ (x) + λ (x)θ (x) + θ (x) λ (x)

)
, '5,5(

�
���

(
u, λ, λ

)
�
� �� Z
�����
 �� 
�	���	�ZX�
��� �� EX��X��� X�
Z�X�
� X 	
� �" �Z�	
�

���
X��
�

(
π+, θ, θ

)
* �����Z���X
����, EX Z
�������Z�X �� 	
� �" �Z�	
� ���
X��
�* ��������

������ 	
� Z
�Z����� ����X
���X	�� �� I
���
� ����� 	X� �X��XY	�� ���"X
�ZX� ����X
��+

�X	��* Z


 �� X���Z�X ��������X8

{
Aµ(x), π

ν(y)
}

= δνµδ(x− y),
{
ψa(x), pb(y)

}
= δabδ(x− y), '5,6(

{
ψa(x), pb(y)

}
= δabδ(x− y).

=� '5,6(* �� �
��Y	� 

���X� ��� �	 Z
�����
 �� �" �Z�	
� ���
X��
� �X����XZ� 	X� ����������

��	XZ�
���8

{
θa(x), θb(y)

}
= iβ+

abδ(x− y), '5,7(

{
θa(x), θb(y)

}
= −iβ+

baδ(x− y).

EX Z
�������Z�X �� π+ (x) ���XY	�Z� ���8

Wπ+ (x) = ∂x−π
− (x) − gψ (x)β+ψ (x) ≡ G (x) ≈ 0, '5,/.(

�� ��Z��* ����� ��X 	��X���X ��Z���X��X X�
Z�X�X X	 ��Z�
� �	�Z��

X��"���Z
 � ��� ��

�������ZX Z


 	X 	�� �� @X��� �X�X 	X �	�Z��
���"X
�ZX ��ZX	X�, EX Z
�������Z�X �� ����

����
 �" �Z�	
 �������� Z
������X� 	X� ���������� ��	XZ�
���8

{
G (x) , θb (y)

}
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[
β+ψ (x)

]
b
δ
(
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)
'5,//(

{
G (x) , θb (y)

}
= −g

[
ψβ+ (x)

]
b
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(
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)
.

: �X���� �� 	
� ����	�X�
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��X ���8

WG = ∂x−
(
ψβ−ψ

)
+ λβ+ψ+ψβ+λ ≈ 0 '5,/0(

EX Z
�����XZ�"
� �� 	X E�� �� @X��� �� �����ZX X	 X�X	��X� 	X Z
�������Z�X �� 	
� �" �Z�	
�

���
X��
� ��	 ��Z�
� =DI, >���Z" �ZX
����* �� �	 ZX�
 �� θ (x) ����	�X8

Wθ =
(
β−Dx

− −m
)
ψ− g A+β

+ψ+ iβ+λ ≈ 0, '5,/1(

�
��� Dx
− ≡ i∂x− − gA−, >� �
�
X ��
�	X�* 	X Z
�������Z�X �� θ(x) �
�	�ZX8

Wθ = ψ
(
β−D

x
− +m

)
+ gA+ψβ+ + iλβ+ ≈ 0, '5,/2(

Z
� D
x
− ≡ i∂x− + gA−, : �X���� �� '5,/1( � '5,/2(* �� 
Y����� ���8

β+λ ≈ i
(
β−Dx

− −m
)
ψ− igA+β

+ψ,

λβ+ ≈ iψ
(
β−D

x
− +m

)
+ igA+ψβ+.

:	 ��������� ���X� �������
��� �� '5,/0( �� 
Y�����8

WG = ∂x−
(
ψβ−ψ

)
+ λβ+ψ+ψβ+λ = 0, '5,/3(
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{
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x− − y−

)
'5,//(

{
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[
ψβ+ (x)
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.
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)
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�

���
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� ��	 ��Z�
� =DI, >���Z" �ZX
����* �� �	 ZX�
 �� θ (x) ����	�X8

Wθ =
(
β−Dx

− −m
)
ψ− g A+β

+ψ+ iβ+λ ≈ 0, '5,/1(

�
��� Dx
− ≡ i∂x− − gA−, >� �
�
X ��
�	X�* 	X Z
�������Z�X �� θ(x) �
�	�ZX8

Wθ = ψ
(
β−D

x
− +m

)
+ gA+ψβ+ + iλβ+ ≈ 0, '5,/2(

Z
� D
x
− ≡ i∂x− + gA−, : �X���� �� '5,/1( � '5,/2(* �� 
Y����� ���8

β+λ ≈ i
(
β−Dx

− −m
)
ψ− igA+β

+ψ,

λβ+ ≈ iψ
(
β−D

x
− +m

)
+ igA+ψβ+.

:	 ��������� ���X� �������
��� �� '5,/0( �� 
Y�����8

WG = ∂x−
(
ψβ−ψ

)
+ λβ+ψ+ψβ+λ = 0, '5,/3(
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Z
���
X��
 ��� 	X 	�� �� @X��� �� 	X �	�Z��
���"X
�ZX ��ZX	X� �� X��

"X��ZX
����

Z
�����X�X,

:	 �
�	�X� 	X ���������XZ�"
� 
X���Z�X	 �� β �� 1+ 1 ��
����
���* 	X �Z�XZ�"
� '5,/1( X	

��� ��
��Z�X�X �
� β−β+
* ����	�X ��8

iβ−β+

λ+ ig A+ψ


≈ −β−


β−Dx

− −m

ψ

⇓


i
�
λ1 + igA+ψ1


i
�
λ2 + igA+ψ2


0


 =




mψ3

mψ1 −Dx
−ψ3

0


 .

EX Z
�������Z�X �� θ (x) �
�
�� Z
���Z�
��� X λ1 (x) � λ2 (x) ��	 
�	���	�ZX�
� λ (x)*

���X��
 	X Z

�
����� λ3 (x) ��������X, :�"X	
�X
����* X	 X�	�ZX� �	 ��
��Z�
� β+β−

�� '5,/2(* �� 
Y�����8

i
�
λ− igA+ψ


β+β− ≈ −ψ


β−D

x
− +m


β−,

��� �� �
�
X 
X���Z�X	 �� ��Z��Y�8

�
i
�
λ1 − igA+ψ1


0 i

�
λ3 − igA+ψ3

 
= −


mψ2 0 mψ1 +D

x
−ψ2


.

>��
 ��X 	X� Z

�
������ λ1 (x) � λ3 (x)* 
�����X� ��� λ2 (x) ��	 
�	���	�ZX�
� λ (x)

���
X��Z� 	�Y��, >��X X�Y���X����X� ������� 	X X�X��Z�"
� �� �" �Z�	
� ��Z���X��
� �� �	

��Z�
� ��ZX	X�,

=� 
X���X ��
�	X� X 	X ��
�" X 	�Y��* ���X� ����X� 	��X���X� �� ����Z�� X �X���� �� 	
�

��
��Z�
��� Z

�	�
���X��
�, :�" * �	 Z
�����
 �� �" �Z�	
� �X�X �	 ��Z�
� ��ZX	X� �� �	

���������88

ωδ =


1− β+β−


β−Dx
− −m


ψ

δ
≈ 0, δ = 2, '5,/4(

ωδ =

ψ(D

x
− β− +m)


1− β−β+


δ
≈ 0, δ = 3.

EX Z
�������Z�X �� ���� ����
 Z
�����
 �� 	��X���X� �������� ����� �� Z����X� 	
� ��+

�������� Z
�Z����� �� I
���
�8


ωa (x) , θb (y)


=


1− β+β−


β−Dx

− −m


ab
δ
�
x− − y−


,


θa (x) ,ωb (y)


=


1− β+β−


β−D

x
− +m


ba

δ
�
x− − y−


,


ωa (x) , θb (y)


=


D

x
− β− +m


1− β−β+


ba

δ
�
x− − y−


, '5,/5(


θa (x) ,ωb (y)


=


Dx

− β− −m


1− β−β+


ab
δ
�
x− − y−


,

����
 Z
� 	X� ��	XZ�
���*

{
ωa (x) , π

− (y)
}

= −g


1− β+β−

β−ψ (x)


a
δ
�
x− − y−


,

{
ωa (x) , π

− (y)
}

= g

ψ (x)β−


1− β−β+


a
δ
�
x− − y−


. '5,/6(

I
� 	
 �X��
* 	X Z
�����XZ�"
� �� �	 ���
�
 �� ω (x) �
�	�ZX8

Wω =

1− β+β−

 
−g


π− + ∂x−A+


β−ψ+


β−Dx

− −m

λ

≈ 0. '5,/7(

:	 ��X� �� ���������XZ�"
� 
X���Z�X	 �� 
Y�����8

Wω =




0

−g
�
π− + ∂

y
−A+


ψ1 +Dx

−λ1 −mλ2
0


 ≈ 0.

>��
 ���XY	�Z� ��X ����X ��	XZ�"
� ����� λ1 (x) � λ2 (x)* 
�����X� λ3 (x) ���
X��Z� ����+

���
��X�X, L�����X
����* X	 X�	�ZX� 	X �������X� β−β+2β− = β+β−2β+
* �� 
Y�����8

β+
Wω = −im


1+ β+β−


β−Dx

−ψ+ im2β−β+ψ− gπ−β+β−2β+ψ− igA+β
+ω ≈ 0.

>��
 ����	X �� ���Z�	
 ���Z�X��
* �	 Z�X	 �� ����� Z


8

Ω ≡

−im


1+ β+β−


β−Dx

− + im2β−β+ − gπ−β+β−2β+

ψ≈ 0 '5,0.(

=� ���X	 
X���X* �	 X�"X	���� �� Z
�������Z�X �� ω ����	X ���8

Wω =

g

π− + ∂x−A+


ψβ− + λ(D

x
− β− +m)

 
1− β−β+


≈ 0. '5,0/(

:	 ��� ���������X�
 �� �
�
X 
X���Z�X	* �� �����
��X8

Wω (x) =


0 0 g
�
π− + ∂x−A+


ψ1 +D

x
−λ1 +mλ3


≈ 0. '5,00(

>��
 ���XY	�Z� ��X ����X ��	XZ�"
� ����� λ1 (x) � λ3 (x)* 
�����X� ��� λ2 (x) X"�� ���+


X��Z� ��������
* 	
 ��� ����ZX 	X �������Z�X �� ��X ����X 	��X���X* 	X Z�X	 ����	�X

��8

Wωβ+ =

g

π− + ∂x−A+


ψβ− + λ(D

x
− β− +m)

 
1− β−β+


β+

≈ imD
x
−ψβ−

�
1+ β−β+


+ im2ψβ+β− + gπ−ψβ+β−2β+ ≈ 0.

>��
 ����� �� ����
 ���Z�	
 ���Z�X��
* ���
�X�
 Z


8

Ω ≡ ψ

imD

x
−β

−

1+ β−β+


+ im2β+β− + gπ−β+β−2β+


≈ 0. '5,01(
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
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
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
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}

= g

ψ (x)β−


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
a
δ
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
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 �X��
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� �� �	 ���
�
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 ���Z�X��
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
g

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 
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 �� �
�
X 
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

0 0 g
�
π− + ∂x−A+


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x
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
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��8

Wωβ+ =

g

π− + ∂x−A+


ψβ− + λ(D

x
− β− +m)

 
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≈ imD
x
−ψβ−
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
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* ���
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8

Ω ≡ ψ

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−
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IX�X X�X	��X� 	X Z
�������Z�X �� ���� ����
 Z
�����
 �� 	��X���X�* �� ZX	Z�	X� 	
� ��+

�������� <
�Z����� �� I
���
� �����

�
Ω,Ω


� �	 ����
 �� 	X� 	��X���X� ��	 ��Z�
� =DI*

{
Ωa (x) , θb (y)

}
=


−im


1+ β+β−


β−Dx

− + im2β−β+

− gπ−β+β−2β+

ab

δ
�
x− − y−


,

{
θa (x) ,Ωb (y)

}
=


−im


1+ β+β−


β−D

x
− − im2β−β+

+ gπ−β+β−2β+

ba

δ
�
x− − y−


,
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Ωa (x) , θb (y)

}
=


imD

x
−β

−

1+ β−β+


+ im2β+β−

+ gπ−β+β−2β+

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δ
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
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=


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−

1+ β−β+


− im2β+β−

− gπ−β+β−2β+

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
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 �X��
* 	X Z
�������Z�X �� Ω (x) �
�	�ZX8
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Ω,HP

}
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{
m


π− + ∂

y
−A+
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
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
ψβ−ψ


β+


1− β+β−
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+

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
1+ β+β−


β−Dx
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
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

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�X	 ��	 


���
 π− (x) ���
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Y����� ���8

Wp (x) =
{
p (x) , HE

}

= −gA+ (x)β+ψ (x) +
[
β−

(
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7.4. Proyección de los Vı́nculos
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O" �Z�	
 θ (x)8

Pθ = pφ +
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i

2
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7.5. Inversión de los Vı́nculos del Sector Electromagnético
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>� ���X �������"
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� ����� ��Z�X� �X��XY	��* �� 

�
 ���8

{
ψa(x), pb(y)

}
D1

= δabδ(x− y), '5,35(

{
ψa(x), pb(y)

}
D1

= δabδ(x− y).

:�
�X* �� �	 ZX�
 �� ��� ;b = A+*

{
:a (x) , A+ (y)

}
D1

=
1

2

∫
du

{
:a (x) , Θ2 (u)

} ∣∣ u− − y−
∣∣ .

>��
�Z��* �� :a (x) = ψa (x)8
{
ψa (x) , A+ (y)

}
D1

=
ig

2
ψa (x)

∣∣ x− − y−
∣∣ . '5,36(

: �X���� �� '5,31(* �� �
��Y	� 

���X� ���8

{
ψa (x) , π

− (y)
}
D1

=
ig

2
ψa (x) ϵ

(
x− − y−

)
. '5,37(

=� ���X	 
X���X* Z�X��
 :a (x) = pa (x)8
{
pa (x) , A+ (y)

}
D1

=
ig

2
pa (x)

∣∣ x− − y−
∣∣ , '5,4.(

	
 Z�X	* �� �
�
X �����X	����* �X 	��X� X8

{
pa (x) , π

− (y)
}
D1

=
ig

2
pa (x) ϵ

(
x− − y−

)
. '5,4/(

L� �� Z
������X X�
�X ��� :a (x) = ψa (x)8
{
ψa (x) , A+ (y)

}
D1

= −
ig

2
ψa (x)

∣∣ x− − y−
∣∣ , '5,40(

���
�Z��8 {
ψa (x) , π

− (y)
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D1

= −
ig
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ψa (x) ϵ

(
x− − y−

)
. '5,41(

{
ψa (x) , π

− (y)
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D1

= −
ig

2
ψa (x) ϵ
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x− − y−
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?��X	
����* �X�X �	 ZX�
 �� ��� :a (x) = pa (x)*
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pa (x) , A+ (y)
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= −
ig
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pa (x)

∣∣ x− − y−
∣∣ , '5,43(
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pa (x) , π

− (y)
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D1
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ig
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pa (x) ϵ

(
x− − y−

)
. '5,44(

7.6. Inversión de los Vı́nculos de DKP y Corchetes de Di-
rac

;X�
 	X �����Z�"
� �� 	
� =; '5,33(* 	
� �" �Z�	
� X�
Z�X�
� X	 ��Z�
� �� =DI �� ������X�

�� 	X �
�
X8

Ψ1 ≡ pφ + i
2ψ

+ , Ψ6 ≡ pφ − i
2ψ

−

Ψ2 ≡ p+ , Ψ7 ≡ p+ − i
2φ

∗

Ψ3 ≡ p− + i
2φ , Ψ8 ≡ p−

Ψ4 ≡ i∂x−φ−mψ+ , Ψ9 ≡ i∂x−φ
∗ +mψ

−

Ψ5 ≡ 2m∂x−ψ
− + im2φ− gπ−φ , Ψ10 ≡ 2m∂x−ψ

+
− im2φ∗ − gπ−φ∗.

'5,45(
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� �� 	
� =; '5,33(* 	
� �" �Z�	
� X�
Z�X�
� X	 ��Z�
� �� =DI �� ������X�

�� 	X �
�
X8

Ψ1 ≡ pφ + i
2ψ

+ , Ψ6 ≡ pφ − i
2ψ

−

Ψ2 ≡ p+ , Ψ7 ≡ p+ − i
2φ

∗

Ψ3 ≡ p− + i
2φ , Ψ8 ≡ p−

Ψ4 ≡ i∂x−φ−mψ+ , Ψ9 ≡ i∂x−φ
∗ +mψ

−

Ψ5 ≡ 2m∂x−ψ
− + im2φ− gπ−φ , Ψ10 ≡ 2m∂x−ψ

+
− im2φ∗ − gπ−φ∗.
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:�
�X* Z
� �	 ��
�"
���
 �� Z
������� 	X� 	��X���X� '5,45( �� �������X��� �������* ��

�������X��� �������* �� ����� �� ����
 Z
�����
 �� =; ���* ��� �� ������ Z


8

{
:

b
(x) ,;b (y)

}
D2

=
{

:a (x) ,;b (y)
}
D1

−

∫
du−dv−

{
:

a
(x) , Ψi (u)

}
D1

D−1
ij (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

, '5,46(

�
��� D−1
ij (x, y) �������ZX 	X ������X �� 	X 
X����8

Dij (x, y) ≡
{
Ψi (x) , Ψj (y)

}
D1

, '5,47(

	X Z�X	 �
��� 	X ��������� ���������XZ�"
�8

D (x, y) =


: (x, y) ; (x, y)

< (x, y) = (x, y)


, '5,5.(

�����
 : (x, y)* ; (x, y)* < (x, y) � = (x, y) 
X���Z�� 5× 5 Z
� 	X ��������� �����Z���X8

: (x, y) =




0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 −α (x)

0 0 0 α (x) 0




δ
�
x− − y−


,

; (x, y) =




0 i 0 i∂x− λ (x)

0 0 0 0 2m∂x−
i 0 0 −m 0

i∂x− −m 0 0 −β (x)

θ (x) 0 2m∂x− −β (x) ξ (x)




δ
�
x− − y−


,

< (x, y) =




0 0 −i i∂x− −θ (x)

−i 0 0 m 0

0 0 0 0 2m∂x−
i∂x− 0 m 0 β (x)

−λ (x) 2m∂x− 0 β (x) −ξ (x)




δ
�
x− − y−


,

= (x, y) =




0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 γ (x)

0 0 0 −γ (x) 0




δ
�
x− − y−


,

�� 	X� ��� �� �X ����
��Z��
 	X� ���������� ���Z�
���8

α (x) ≡ −g2φ (x)φ (x) , β (x) ≡ −g2φ∗ (x)φ (x) ,

γ (x) ≡ −g2φ∗ (x)φ∗ (x) , θ (x) ≡

im2 − gπ− (x)


, '5,5/(

λ (x) ≡

im2 + gπ− (x)


, ξ (x) ≡ −2img2


φ∗ (x)ψ− (x) +φ (x)ψ

+
(x)


.

EX 
X���� D−1 (x, y) �� �
	�Z�"
� �� 	X ��������� �Z�XZ�"
�8

∫
dz−D (x, z)D−1 (z, y) =

∫
dz−D−1 (x, z)C (z, y) = Bδ

�
x− − y−


, '5,50(

X �X���� �� 	X Z�X	 �� �
��Y	� 

���X� ���8

D−1 (x, y) =


�

: (x, y) �

; (x, y)
�

< (x, y) �

= (x, y)


,

�
���

�

: (x, y) =




0 A2 (x, y) 0 0 0

B1 (x, y) B2 (x, y) B3 (x, y) B4 (x, y) 0

0 C2 (x, y) 0 0 0

0 D2 (x, y) 0 0 0

0 0 0 0 0




,

�

; (x, y) =




A6 (x, y) A7 (x, y) A8 (x, y) A9 (x, y) 0

B6 (x, y) B7 (x, y) B8 (x, y) B9 (x, y) B10 (x, y)

C6 (x, y) C7 (x, y) C8 (x, y) C9 (x, y) 0

D6 (x, y) D7 (x, y) D8 (x, y) D9 (x, y) 0

0 0 E8 (x, y) 0 0




,

�

< (x, y) =




F1 (x, y) F2 (x, y) F3 (x, y) F4 (x, y) 0

G1 (x, y) G2 (x, y) G3 (x, y) G4 (x, y) 0

H1 (x, y) H2 (x, y) H3 (x, y) H4 (x, y) H5

K1 (x, y) K2 (x, y) K3 (x, y) K4 (x, y) 0

0 M2 (x, y) 0 0 0




,

�

= (x, y) =




0 0 F8 (x, y) 0 0

0 0 G8 (x, y) 0 0

H6 (x, y) H7 (x, y) H8 H9 (x, y) 0

0 0 K8 (x, y) 0 0

0 0 0 0 0




.

E
� �	�
���
� �
 ��	
� ��� X�X��Z�� ��

�

: (x, y)* �

; (x, y)* �

< (x, y) �

�

= (x, y) �
� �X�
�

�
�8

?��Z�
��� Ai (x, y)8

A2 (x, y) =
i

8m

1

∂x−


γ (x) ϵ

�
x− − y−


, A6 (x, y) = −

m

4
ϵ
�
x− − y−


,

A7 (x, y) =
i

2
δ
�
x− − y−


, A9 (x, y) = −

i

4
ϵ
�
x− − y−


,

A8 (x, y) =
i

8

1

∂x−

{
iθ (x) +

β (x)

m


ϵ
�
x− − y−

}
.
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�
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�
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

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�

= (x, y) =




0 0 F8 (x, y) 0 0

0 0 G8 (x, y) 0 0

H6 (x, y) H7 (x, y) H8 H9 (x, y) 0

0 0 K8 (x, y) 0 0
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

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E
� �	�
���
� �
 ��	
� ��� X�X��Z�� ��

�

: (x, y)* �

; (x, y)* �

< (x, y) �

�

= (x, y) �
� �X�
�

�
�8

?��Z�
��� Ai (x, y)8

A2 (x, y) =
i

8m

1

∂x−


γ (x) ϵ

�
x− − y−


, A6 (x, y) = −

m

4
ϵ
�
x− − y−


,

A7 (x, y) =
i

2
δ
�
x− − y−


, A9 (x, y) = −

i

4
ϵ
�
x− − y−


,

A8 (x, y) =
i

8

1

∂x−

{
iθ (x) +

β (x)

m


ϵ
�
x− − y−

}
.
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?��Z�
��� Bi (x, y)8

B1 (x, y) = −
i

8m

1

∂x−

[
γ (x) ϵ

(
x− − y−

)]
,

B2 (x, y) =
1

16m2

1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
1

∂x−

[
γ (x) ϵ

(
x− − y−

)]

+γ (x)
1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}}
,

B3 (x, y) = −
1

8m2
ϵ
(
x− − y−

)
,

B4 (x, y) =
1

8m2

1

∂x−

[
γ (x) ϵ

(
x− − y−

)]
,

B6 (x, y) =
i

8

1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

B7 (x, y) =
1

4m

1

∂x−

{[
iλ (x) −

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

B8 (x, y) =
1

8m

1

∂x−

{
1

2

[
iλ (x) +

β (x)

m

]
1

∂x−

{[
iθ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}

+
ξ (x)

m
ϵ
(
x− − y−

)
+

γ (x)

2m2

1

∂x−

[
α (x) ϵ

(
x− − y−

)]}
,

B9 (x, y) = −
1

8m

1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

B10 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Ci (x, y)8

C2 (x, y) = −
1

8m2
γ (x) ϵ

(
x− − y−

)
, C6 (x, y) =

i

2
δ
(
x− − y−

)
,

C7 (x, y) =
1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
, C9 (x, y) =

1

2m
δ
(
x− − y−

)
,

C8 (x, y) =
1

8m

[
iθ (x) −

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Di (x, y)8

D2 (x, y) = −
1

8m2

1

∂x−

[
γ (x) ϵ

(
x− − y−

)]
,

D6 (x, y) = −
i

4
ϵ
(
x− − y−

)
,

D7 (x, y) =
1

2m
δ
(
x− − y−

)
,

D8 (x, y) = −
1

8m

1

∂x−

{[
iθ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

D9 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Ei (x, y)8

E8 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Fi (x, y)8

F1 (x, y) = −
m

4
ϵ
(
x− − y−

)
, F3 (x, y) = −

i

2
δ
(
x− − y−

)
,

F2 (x, y) = −
i

8

1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

F4 (x, y) = −
i

4
ϵ
(
x− − y−

)
,

F8 (x, y) = −
i

8m

1

∂x−

[
α (x) ϵ

(
x− − y−

)]
.

?��Z�
��� Gi (x, y)8

G1 (x, y) = −
i

2
δ
(
x− − y−

)
,

G2 (x, y) =
1

8m

[
iλ (x) −

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)
,

G3 (x, y) =
1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
,

G4 (x, y) = −
1

2m
δ
(
x− − y−

)
,

G8 (x, y) = −
1

8m2
α (x) ϵ

(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Hi (x, y)8

H1 (x, y) = −
i

8

1

∂x−

{[
iθ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

H2 (x, y) = −
1

8m

1

∂x−

{
−
1

2

[
iθ (x) +

β (x)

m

]
1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}

−
α (x)

2m2

1

∂x−

[
γ (x) ϵ

(
x− − y−

)]
+

ξ (x)

m
ϵ
(
x− − y−

)}
,

H3 (x, y) =
1

4m

1

∂x−

{[
iθ (x) −

β (x)

m

]
δ
(
x− − y−

)}
,

H4 (x, y) =
1

8m

1

∂x−

{[
iθ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

H5 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
,

H6 (x, y) =
i

8m

1

∂x−

[
α (x) ϵ

(
x− − y−

)]
,

H7 (x, y) = −
1

4m2

1

∂x−

[
α (x) δ

(
x− − y−

)]
,
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?��Z�
��� Ei (x, y)8

E8 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Fi (x, y)8

F1 (x, y) = −
m

4
ϵ
(
x− − y−

)
, F3 (x, y) = −

i

2
δ
(
x− − y−

)
,

F2 (x, y) = −
i

8

1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

F4 (x, y) = −
i

4
ϵ
(
x− − y−

)
,

F8 (x, y) = −
i

8m

1

∂x−

[
α (x) ϵ

(
x− − y−

)]
.

?��Z�
��� Gi (x, y)8

G1 (x, y) = −
i

2
δ
(
x− − y−

)
,

G2 (x, y) =
1

8m

[
iλ (x) −

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)
,

G3 (x, y) =
1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
,

G4 (x, y) = −
1

2m
δ
(
x− − y−

)
,

G8 (x, y) = −
1

8m2
α (x) ϵ

(
x− − y−

)
.

?��Z�
��� Hi (x, y)8

H1 (x, y) = −
i

8

1

∂x−

{[
iθ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

H2 (x, y) = −
1

8m

1

∂x−

{
−
1

2

[
iθ (x) +

β (x)

m

]
1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}

−
α (x)

2m2

1

∂x−

[
γ (x) ϵ

(
x− − y−

)]
+

ξ (x)

m
ϵ
(
x− − y−

)}
,

H3 (x, y) =
1

4m

1

∂x−

{[
iθ (x) −

β (x)

m

]
δ
(
x− − y−

)}
,

H4 (x, y) =
1

8m

1

∂x−

{[
iθ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

H5 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
,

H6 (x, y) =
i

8m

1

∂x−

[
α (x) ϵ

(
x− − y−

)]
,

H7 (x, y) = −
1

4m2

1

∂x−

[
α (x) δ

(
x− − y−

)]
,
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H8 (x, y) =
1

16m2

1

∂x−

{
α (x)

1

∂x−

{[
iθ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}

+

[
iθ (x) +

β (x)

m

]
1

∂x−

[
α (x) ϵ

(
x− − y−

)]}
,

H9 (x, y) = −
1

8m2

1

∂x−

[
α (x) ϵ

(
x− − y−

)]
.

?��Z�
��� Ki (x, y)8

K1 (x, y) = −
i

4
ϵ
(
x− − y−

)
,

K2 (x, y) =
1

8m

1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
,

K3 (x, y) = −
1

2m
δ
(
x− − y−

)
,

K4 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
,

K8 (x, y) =
1

8m2

1

∂x−

[
α (x) ϵ

(
x− − y−

)]
.

?��Z�
��� Mi (x, y)8

M2 (x, y) =
1

4m
ϵ
(
x− − y−

)
.

;X�
 	X �����Z�"
� �� 	
� =; �� '5,46(* * �� �
��Y	� �����
��X� ���* X �X���� ��	 Z
�+

����
 �� �������X��� '5,45(* 	
� ���������� ZX
�
� ������ Z
������X��� Z


 �X��XY	��

��������������8 (
φ, ψ+, ψ−, φ∗ , ψ

+
, ψ

−
)
.

>� ���Z�
* ����� ����Z���� ���* Z�X��
 :a (x) = φ (x)* �� Z�
�	�8

{
φ (x) ,;b (y)

}
D2

=
{
φ (x) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
φ (x) , Ψ5 (u)

}
D1

D−1
5j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
φ (x) , Ψ6 (u)

}
D1

D−1
6j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
φ (x) , Ψ10 (u)

}
D1

D−1
10j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

,

��	XZ�"
� ��� ���
��� ���XY	�Z�� 	
� ���������� =;8{
φ (x) , φ∗ (y)

}
D2

= −
m

4
ϵ
(
x− − y−

)
. '5,51(

=� ���X	 
X���X8

{
φ (x) , ψ

+
(y)

}
D2

= −
i

8

1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
'5,52(

−
ig2

8m
φ (x)

∫
duϵ

(
x− − u−

)
φ∗ (u) ϵ

(
u− − y−

)
.

:�
�X* �� ;b (y) = ψ
−
(y)* �� ����Z� ���8

{
φ (x) , ψ

−
(y)

}
D2

= −
i

2
δ
(
x− − y−

)
. '5,53(

<
������X��
 �	 ZX�
 :a (x) = ψ+ (x)* 	
� =; ���������� �� Z��
 �� ZX	Z�	X� ��8

{
ψ+ (x) ,;b (y)

}
D2

=
{
ψ+ (x) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ+ (x) , Ψ5 (u)

}
D1

D−1
5j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ+ (x) , Ψ7 (u)

}
D1

D−1
7j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ+ (x) , Ψ10 (u)

}
D1

D−1
10j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

.

=� 
X���X ��� �� ;b (y) = φ∗ (y)* ����	�X8

{
ψ+ (x) , φ∗ (y)

}
D2

= −
i

2
δ
(
x− − y−

)
. '5,54(

I
� �� �X���* Z�X��
 ;b (y) = ψ
+
(y)* �� �����
��X ���8

{
ψ+ (x) , ψ

+
(y)

}
D2

=
1

8m

[
iλ (x) −

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)
'5,55(

−
ig2

8m
ψ+ (x)

∫
du−ϵ

(
x− − u−

)
φ∗ (u) ϵ

(
x− − y−

)
.

:�
�X* �� ;b (y) = ψ
−
(y)* �� 
Y����� ���8

{
ψ+ (x) , ψ

−
(y)

}
D2

= −

∫
du−dv−

{
ψ+ (x) , Ψ7 (u)

}
D1

D−1
73 (u, v)

{
Ψ3 (v) , ψ

−
(y)

}
D1

= D−1
73 (x, y) = G3 (x, y)

=
1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
,

X�" ���8 {
ψ+ (x) , ψ

−
(y)

}
D2

=
1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
. '5,56(

:�
�X* �� �� Z
������X :a (x) = ψ− (x)* �� �
��Y	� ����Z�� ��� 	
� =; �� ZX	Z�	X� X

�X���� ��8

{
ψ− (x) ,;b (y)

}
D2

=
{
ψ− (x) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ− (x) , Ψ5 (u)

}
D1

D−1
5j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ− (x) , Ψ8 (u)

}
D1

D−1
8j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ− (x) , Ψ10 (u)

}
D1

D−1
10j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

.
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:�
�X* �� ;b (y) = ψ
−
(y)* �� ����Z� ���8

{
φ (x) , ψ

−
(y)

}
D2

= −
i

2
δ
(
x− − y−

)
. '5,53(

<
������X��
 �	 ZX�
 :a (x) = ψ+ (x)* 	
� =; ���������� �� Z��
 �� ZX	Z�	X� ��8

{
ψ+ (x) ,;b (y)

}
D2

=
{
ψ+ (x) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ+ (x) , Ψ5 (u)

}
D1

D−1
5j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ+ (x) , Ψ7 (u)

}
D1

D−1
7j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ+ (x) , Ψ10 (u)

}
D1

D−1
10j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

.

=� 
X���X ��� �� ;b (y) = φ∗ (y)* ����	�X8

{
ψ+ (x) , φ∗ (y)

}
D2

= −
i

2
δ
(
x− − y−

)
. '5,54(

I
� �� �X���* Z�X��
 ;b (y) = ψ
+
(y)* �� �����
��X ���8

{
ψ+ (x) , ψ

+
(y)

}
D2

=
1

8m

[
iλ (x) −

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)
'5,55(

−
ig2

8m
ψ+ (x)

∫
du−ϵ

(
x− − u−

)
φ∗ (u) ϵ

(
x− − y−

)
.

:�
�X* �� ;b (y) = ψ
−
(y)* �� 
Y����� ���8

{
ψ+ (x) , ψ

−
(y)

}
D2

= −

∫
du−dv−

{
ψ+ (x) , Ψ7 (u)

}
D1

D−1
73 (u, v)

{
Ψ3 (v) , ψ

−
(y)

}
D1

= D−1
73 (x, y) = G3 (x, y)

=
1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
,

X�" ���8 {
ψ+ (x) , ψ

−
(y)

}
D2

=
1

2m
∂x−δ

(
x− − y−

)
. '5,56(

:�
�X* �� �� Z
������X :a (x) = ψ− (x)* �� �
��Y	� ����Z�� ��� 	
� =; �� ZX	Z�	X� X

�X���� ��8

{
ψ− (x) ,;b (y)

}
D2

=
{
ψ− (x) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ− (x) , Ψ5 (u)

}
D1

D−1
5j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ− (x) , Ψ8 (u)

}
D1

D−1
8j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
du−dv−

{
ψ− (x) , Ψ10 (u)

}
D1

D−1
10j (u, v)

{
Ψj (v) ,;b (y)

}
D1

.
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I
� �X��
* Z�X��
 ;b (y) = φ∗ (y)*

{
ψ− (x) , φ∗ (y)

}
D2

= −
i

8

1

∂x−

{[
iθ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
'5,57(

−
ig2

8m
φ∗ (y)

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)
φ (v) ϵ

(
v− − y−

)
.

:�
�X �� ;b (y) = ψ
+
(y)8

{
ψ− (x) , ψ

+
(y)

}
D2

= −
1

8m

1

∂x−

{
−
α (x)

2m2

1

∂x−

[
γ (x) ϵ

(
x− − y−

)]
−

1

2

[
iθ (x) +

β (x)

m

]
'5,6.(

1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − y−

)}
+

ξ (x)

m
ϵ
(
x− − y−

)}
'5,6/(

−
ig2

8m
ψ

+
(y)

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)
φ (v) ϵ

(
v− − y−

)

−
ig2

8m
ψ− (x)

∫
duϵ

(
x− − u−

)
φ∗ (u) ϵ

(
u− − y−

)
. '5,60(

=� ���X	 
X���X* �	 =; ZX	Z�	X�
 Z
� �	 ZX
�
 ψ
−
(y) ��8

{
ψ− (x) , ψ

−
(y)

}
D2

=
1

4m

1

∂x−

{[
iθ (x) −

β (x)

m

]
δ
(
x− − y−

)}
'5,61(

−
ig2

8m
ψ

−
(y)

∫
dv−ϵ

(
x− − y−

)
φ (v) ϵ

(
v− − y−

)
.

<
�������

� X��
"X� �	 ZX�
 ;b (y) = A+ (y) �� 	X� ��	XZ�
��� ��� ���
���� ZX	Z�	X�

	
� =; X�
Z�X�
� X 	
� ZX
�
� =DI, >��
�Z��* �� ���
�� 	��X� �� ���XY	�Z� ���8

{
φ (x) , A+ (y)

}
D2

=
ig

2

[
φ (x)

∣∣ x− − y−
∣∣− 1

4

∫
dvϵ

(
x− − v−

)
φ (v) ϵ

(
v− − y−

)]
.

'5,62(
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X���X ��
�	X�* Z�X��
 �	 ZX
�
 �� Z
������XZ�"
� �� ψ+ (x)* �� 
Y�����8

{
ψ+ (x) , A+ (y)

}
D2

=
g

2

[
iψ+ (x)

∣∣ x− − y−
∣∣− 1

2m
φ (x) ϵ

(
x− − y−

)]
. '5,63(

L� �� ������X �	 ZX�
 �X�X ψ− (x)8

{
ψ− (x) , A+ (y)

}
D2

=
ig

2
ψ− (x)

∣∣ x− − y−
∣∣+ g

16m

∫
dv−

1

∂x−

{[
iθ (x) +

β (x)

m

]

ϵ (x− v)
}
φ (v) ϵ

(
v− − y−

)
−

ig

4

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)

ψ− (v) ϵ
(
v− − y−

)
+

g

16m2

∫
dv−

1

∂x−

[
α (x) ϵ

(
x− − v−

)]

φ∗ (v) ϵ
(
v− − y−

)
. '5,64(

:�
�X* Z�X��
 �� X�X	��X �	 ZX
�
 φ∗ (x)* ����	�X ���8

{
φ∗ (x) , A+ (y)

}
D2
=−

ig

2

[
φ∗ (x)

∣∣ x− − y−
∣∣− 1

4

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)
φ∗ (v) ϵ

(
v− − y−

)]
.

'5,65(

=� 
X���X ��
�	X�* �X�X �	 ZX
�
 ψ
+
(x)8

{
ψ

+
(x) , A+ (y)

}
D2

= −
ig

2
ψ

+
(x)

∣∣ x− − y−
∣∣+ g

16m2

∫
dv−

1

∂x−

[
γ (x) ϵ

(
x− − v−

)]

φ (v) ϵ
(
v− − y−

)
+

g

16m

∫
dv−

1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − v−

)}

φ∗ (v) ϵ
(
v− − y−

)
+

ig

4

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)
ψ

+
(v) ϵ

(
v− − y−

)
,

'5,66(

?��X	
����* Z�X��
 �� ������X �	 =; �X�X �	 ZX
�
 ψ
−
(x)* �� 
Y�����8

{
ψ

−
(x) , A+ (y)

}
D2

= −
g

2

[
iψ

−
(x)

∣∣ x− − y−
∣∣+ 1

2m
φ∗ (x) ϵ

(
x− − y−

)]
. '5,67(
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:�
�X* Z�X��
 �� X�X	��X �	 ZX
�
 φ∗ (x)* ����	�X ���8

{
φ∗ (x) , A+ (y)

}
D2
=−

ig

2

[
φ∗ (x)

∣∣ x− − y−
∣∣− 1

4

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)
φ∗ (v) ϵ

(
v− − y−

)]
.

'5,65(
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X���X ��
�	X�* �X�X �	 ZX
�
 ψ
+
(x)8

{
ψ

+
(x) , A+ (y)

}
D2

= −
ig

2
ψ

+
(x)

∣∣ x− − y−
∣∣+ g

16m2

∫
dv−

1

∂x−

[
γ (x) ϵ

(
x− − v−

)]

φ (v) ϵ
(
v− − y−

)
+

g

16m

∫
dv−

1

∂x−

{[
iλ (x) +

β (x)

m

]
ϵ
(
x− − v−

)}

φ∗ (v) ϵ
(
v− − y−

)
+

ig

4

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)
ψ

+
(v) ϵ

(
v− − y−

)
,

'5,66(

?��X	
����* Z�X��
 �� ������X �	 =; �X�X �	 ZX
�
 ψ
−
(x)* �� 
Y�����8

{
ψ

−
(x) , A+ (y)

}
D2

= −
g

2

[
iψ

−
(x)

∣∣ x− − y−
∣∣+ 1

2m
φ∗ (x) ϵ

(
x− − y−

)]
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∂
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∂
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
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
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�� ��Z��8

∂µF
µ+ − gψβ+ψ ≈ 0. '6,2/(

=� ���X	 
X���X8

Wπ− = ∂+π
− = ∂+F

−+ = −gψβ−ψ+ ∂lul = −gψβ−ψ+ ∂lF
l− + ∂l∂l�2,

���
�Z��

0 = ∂+F
+− + ∂lF

l− − gψβ−ψ+ ∂l∂l�2 = ∂+F
+− + ∂−F

−− + ∂lF
l−

−gψβ−ψ+ ∂l∂l�2,

�
� �X��
*

∂µF
µ− − gψβ−ψ+ ∂l∂l�2 = 0. '6,20(

?��X	
����*

Wπs = ∂+π
s = ∂+F

s+ = −gψβsψ+ ∂mFms − ∂−us

= −gψβsψ+ ∂mF
ms − ∂−F

s− − ∂−∂s�2

= −gψβsψ+ ∂mF
ms + ∂−F

−s − ∂−∂s�2,

X�" ���8

∂µF
µs − gψβsψ− ∂−∂s�2 = 0. '6,21(

E
 ��� �
�	�ZX ��� 	X �����X	��Z�X Z
� 	X �Z�XZ�"
� �� 

��
����
 �X�X �	 ZX
�
 �	�Z+

��

X��"���Z
 �����X�X �� �	 ���XZ�
 �� Z
�����XZ�"
�* �X�X �� 	X �
�
X

∂µF
µν − gψβνψ = 0,

������"X ��� �� ��YX Z�
�	�� 	X Z
���Z�"
� �2 = 0,

:�
�X* �� �� ������X 	X ���"X
�ZX �� 	
� ZX
�
� X�
Z�X�
� X	 ��Z�
� =DI* �� 
Y����� ���8

Wψ(x) =
{
ψ(x), HE

}
= λ+ ig�2ψ, '6,22(

Wψ(x) =
{
ψ(x), HE

}
= λ− ig�2ψ. '6,23(

>� �	 ZX�
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��Z
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� ZX
�
�

(
ψ,ψ

)
* �� 
Y�����8

Wp(x) = −gA+β
+ψ+

[
β�

(
i∂x
�

− gA
�

)
−m

]
ψ+

i

2
β+λ+ ig�2p, '6,24(

X �X���� �� 	X Z�X	 �� ����� ����Z�� ���8

Wp = ∂+p = −gA+β
+ψ+

[
β�

(
i∂
�

− gA
�

)
−m

]
ψ+

i

2
β+λ+ ig�2p

= −gA+β
+ψ+

[
β−

(
i∂
�

− gA
�

)
−m

]
ψ+

i

2
β+∂+ψ+

1

2
β+g�2ψ+ ig�2p

≈ −
i

2
β+∂+ψ,

�� ��Z��* 
βµDµ −m


ψ ≈ −g�2β

+ψ. '6,25(

>� �	 ZX�
 ��	 


���
 p(x)* �� �����
��X ���8

Wp(x) = −gA+ ψβ+ −ψ

β�


i∂x
�

+ g A
�


+m


−

i

2
λβ+ − ig�2p,

'6,26(

�������"
� ��� ����� ��� ��Z���X �� 	X ��������� �
�
X8

Wp = ∂+p = −gA+ ψβ+ −ψ

β�


i∂
�

+ g A
�


+m


−

i

2
λβ+ − ig�2p

= −gA+ ψβ+ −ψ

β�


i∂
�

+ g A
�


+m


−

i

2
∂+ψβ+ +

1

2
g�2ψβ+ − ig�2p

≈ i

2
∂+ψβ+,

X �X���� �� 	X Z�X	 �� ����� ����Z��8

ψ

βµDµ +m


≈ g�2ψβ+. '6,27(

>��� ����	�X�
 Z
���
X ���
�Z�� ��� 	X ���
��Z�"
� �� ��Z
��� �2 = 0 �� �X	��X,

8.4. Eliminación de los Vı́nculos de Primera Clase
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�� X�" 	X� ���������� ��	XZ�
���8

Θ1 ≡ π+,

Θ2 ≡ ∂x−π
− + ∂xkπ

k − ig

ψp− pψ


,

Θ3 ≡ A−, '6,3.(

Θ4 ≡ π− + ∂x−A+.

: �X���� �� 	X� Z�X	�� �� ��
Z��� X ������ 	X ���
��X 
X���� �� �" �Z�	
�* Z��
� �	�
���
�

�� ZX	Z�	X� �� 	X ��������� 
X���X8

Cij (x, y) ≡
{
Φi (x) , Φj (y)

}
, '6,3/(

� ��� �
��� 	X ��������� ���������XZ�"
�8

C (x, y) =




0 0 0 ∂x−
0 0 −∂x− 0

0 −∂x− 0 1

∂x− 0 −1 0


 δ3(x− y). '6,30(
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EX ������X �� ���X 
X���� ��� ZX	Z�	X�X Z
� X�����
���X� � ����� 	X �
�
X8

C−1 (x, y)=
1

2




0 − | x−−y−| 0 ϵ (x−−y−)

| x−−y−| 0 −ϵ (x−−y−) 0

0 −ϵ (x−−y−) 0 0

ϵ (x−−y−) 0 0 0


 δ2 (x − y) .

'6,31(

>��
�Z��* �� ��
Z��� X ������ �	 ���
�� Z
�����
 �� =;* �������ZX�
 Z
� D1* ��� �X�X

�
� �X��XY	�� ���"X
�ZX� :a (x) � ;b (y) �� ZX	Z�	X �� 	X ��������� 
X���X8

{
:a (x) ,;b (y)

}
D1

=
{

:a (x) ,;b (y)
}
−

∫
d3ud3v

{
:

a
(x) , Θc (u)

}
C−1
ij (u, v)

{
Θd (v) ,;b (y)

}
. '6,32(

L� :a (x) �� �������ZX Z


 ��X �X��XY	� �������Z����� X	 ��Z�
� =DI* ���
�Z�� �� �����ZX

���8

{
:a (x) ,;b (y)

}
D1

=
{

:a (x) ,;b (y)
}
−

∫
d3ud3v

{
:a (x) , Θ2 (u)

}
C−1
2j (u, v)

{
Θd (v) ,;b (y)

}
.

>� �	 ZX�
 �� ��� ;b (y) Z
�����
��X ���X	
���� X �� ZX
�
 =DI* �� 
Y����� ���8

{
:a (x) ,;b (y)

}
D1

=
{

:a (x) ,;b (y)
}
,

X �X���� �� ���� ����	�X�
* �� Z
�Z	��� ���8

{
ψa (x) , pb (y)

}
D1

= δabδ
3 (x− y) ,

{
ψa (x) , pb (y)

}
D1

= δabδ
3 (x− y) . '6,33(

<�X��
 �� Z
������X ��� ;b (y) = A+ (y)* �� ����Z� ���8

{
:a (x) , A+ (y)

}
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2
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:a (x) , Θ2 (u)
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 δ2 (u − y) ,

�� 	
 Z�X	 �� 
Y�����8

{
ψa (x) , A+ (y)

}
D1

=
ig

2
ψa (x)

 x− − y−
 δ2 (x − y) , '6,34(

{pa (x) , A+ (y)}D1 =
ig

2
pa (x)

 x− − y−
 δ2 (x − y) . '6,35(

>� �	 ZX�
 �� Z
������X� ψa (x) � pa (x)* �� ����� ���8

{
ψa (x) , A+ (y)

}
D1

= −
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2
ψa (x)

 x− − y−
 δ2 (x − y) . '6,36(
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}
D1

= −
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2
pa (x)

 x− − y−
 δ2 (x − y) . '6,37(
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 �X���Z�	X� �� ��� :a (x) = Ak (x)* �� �����ZX ���8
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Ak (x) ,;b (y)

}
D1

=
{
Ak (x) ,;b (y)

}
+ ∂xk
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d3vC−1

2d (x, v)
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Θd (v) ,;b (y)

}
.

: �X���� ��	 Z�X	* �� �
��Y	� ����Z�� ���8
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Ak (x) , A+ (y)

}
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= −
1
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3 (x− y) . '6,40(

8.5. Inversión de los Vı́nculos asociados al Sector DKP
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�

'4,20(* �� �
��Y	� 
Y����� 	X� 	��X���X� �
 �����X	�� �� 	X ��������� 
X���X8

O" �Z�	
 θ (x)8

Pθ = pφ +
i

2
ψ+ ≈ 0,

P+θ = p+ ≈ 0,

Pkθ = pk ≈ 0,

P−θ = p− +
i

2
φ ≈ 0.

O" �Z�	
 ω (x)8

Pω = 0,

P+ω = Dx
−φ−mψ+ ≈ 0,

Pkω = Dx
kφ−mψk ≈ 0,

P−ω = 0.

O" �Z�	
 Ω (x)8

PΩ = 0,

P+Ω = 2imDx
−ψ

− + imDx
kψ

k +
(
−im2 + gπ−

)
φ≈ 0,

PkΩ = 0,

P−Ω = 0.
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>� �	 ZX�
 �X���Z�	X� �� ��� :a (x) = Ak (x)* �� �����ZX ���8

{
Ak (x) ,;b (y)

}
D1

=
{
Ak (x) ,;b (y)

}
+ ∂xk

∫
d3vC−1

2d (x, v)
{
Θd (v) ,;b (y)

}
.

: �X���� ��	 Z�X	* �� �
��Y	� ����Z�� ���8

{
Ak (x) , A+ (y)

}
D1

= −
1

2

∣∣∣ x− − y−
∣∣∣∂xkδ2 (x − y) . '6,4.(

{
Ak (x) , π

− (y)
}
D1

= −
1

2
ϵ
(
x− − y−

)
∂xkδ

2 (x − y) . '6,4/(

{
Ak (x) , π

l (y)
}
D1

= δlkδ
3 (x− y) . '6,40(

8.5. Inversión de los Vı́nculos asociados al Sector DKP

<
� �	 ��
�"
���
 �� �	�
��X� 	
� �" �Z�	
� X�
Z�X�
� X	 ��Z�
� ��ZX	X� ���������X�
 �
�

	
� ZX
�
� �� =DI* �� ����X
���X	 X��	X� ��� Z

�
������ �
 ������X����, IX�X �		
*

�� �
�	�X�"X� 	X� ��
����X��� �� 	
� ��
��Z�
��� �� 	
� ZX
�
� =DI ����ZX�X� �� 	X

�Z�XZ�"
� '4,2/(, N�X��
 	X ���������XZ�"
� �" ��ZX �� ��Z�
� ZX
�
� �X�X �
� 	X �Z�XZ�"
�

'4,20(* �� �
��Y	� 
Y����� 	X� 	��X���X� �
 �����X	�� �� 	X ��������� 
X���X8

O" �Z�	
 θ (x)8

Pθ = pφ +
i

2
ψ+ ≈ 0,

P+θ = p+ ≈ 0,

Pkθ = pk ≈ 0,

P−θ = p− +
i

2
φ ≈ 0.

O" �Z�	
 ω (x)8

Pω = 0,

P+ω = Dx
−φ−mψ+ ≈ 0,

Pkω = Dx
kφ−mψk ≈ 0,

P−ω = 0.

O" �Z�	
 Ω (x)8

PΩ = 0,

P+Ω = 2imDx
−ψ

− + imDx
kψ

k +
(
−im2 + gπ−

)
φ≈ 0,

PkΩ = 0,

P−Ω = 0.
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O" �Z�	
 θ (x)8

θP = pφ −
i

2
ψ

− ≈ 0,

θ
(
P+

)†
= p+ −

i

2
φ∗ ≈ 0,

θ
(
Pk

)†
= pk ≈ 0,

θ
(
P−

)†
= p− ≈ 0.

O" �Z�	
 ω (x)8

ωP = 0,

ω
(
P+

)†
= 0,

ω
(
Pk

)†
= D

x
k φ

∗ +mψ
k ≈ 0,

ω
(
P−

)†
= D

x
−φ∗ +mψ

− ≈ 0.

O" �Z�	
 Ω (x)8

ΩP = ψ
[
2imD

x
−β

− + imD
x
kβ

k + im2 + gπ−
]
β+β−

(
P+

)†
= 0,

Ω
(
P+

)†
= ψ

[
2imD

x
−β

− + imD
x
kβ

k + im2 + gπ−
]
β+β−β−

(
P+

)†
= 0,

Ω
(
Pk

)†
= ψ

[
2imD

x
−β

− + imD
x
l β

l + im2 + gπ−
]
β+β−β−

(
Pk

)†
= 0,

Ω
(
P−

)†
= 2imD

x
−ψ

+
− imD

x
lψ

l
+
(
im2 + gπ−

)
φ∗ ≈ 0.

=� ���� 

�
* �� Z
�Z	��� ��� �	 Z
�����
 �� �" �Z�	
� �
 ������X���� �� 	X ��
�" X*

Z
�����
�������� X	 ��Z�
� =DI* ���"X �
�
X�
 �
� 	
� ���������� �	�
���
�8

Ψ1 ≡ pφ +
i

2
ψ+ ≈ 0 , Ψ2 ≡ p+ ≈ 0 , Ψ3 ≡ pk ≈ 0,

Ψ4 ≡ p− +
i

2
φ ≈ 0 , Ψ5 ≡ i∂x−φ−mψ+ ≈ 0,

Ψ6 ≡
(
i∂xk − gAk

)
φ−mψk ≈ 0,

Ψ7 ≡ 2m∂x−ψ
− − im

(
i∂xk − gAk

)
ψk +

(
im2 − gπ−

)
φ≈0,

Ψ8 ≡ pφ −
i

2
ψ

− ≈ 0 , Ψ9 ≡ p+ −
i

2
φ∗ ≈ 0 , Ψ10 ≡ pk ≈ 0,

Ψ11 ≡ p− ≈ 0 , Ψ12 ≡ i∂x−φ
∗ +mψ

− ≈ 0,

Ψ13 ≡
(
i∂xk + gAk

)
φ∗ +mψ

k
,

Ψ14 ≡ 2m∂x−ψ
+
+ im

(
i∂xk + gAk

)
ψ

k
−
(
im2 + gπ−

)
φ∗ ≈ 0.

'6,41(

: �X���� �� '6,41(* ��� ����� Z
������� ��X ������X 
X���� �� �" �Z�	
�* Z��
� �	�
���
�

�� ������ �� 	X ��������� �
�
X8

Dij (x, y) ≡
{
Ψi(x), Ψj(y)

}
D1

. '6,42(

EX Z�X	 ����� ������X��� �� 
X���X Z

�XZ�X Z


8

D (x, y) =


A (x, y) B (x, y)

C (x, y) D (x, y)


δ3 (x− y) , '6,43(

�
��� �� �X� ����
��Z��
 	X� ���������� ��Y
X���Z��8

A (x, y) ≡




0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 α (x)

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −α (x) 0 0




,

B (x, y) ≡




0 i 0 0 i∂x− Dx
k λ (x)

0 0 0 0 0 0 2m∂x−

0 0 0 0 0 −mδkl imDx
k

i 0 0 0 −m 0 0

i∂x− −m 0 0 0 0 β (x)

Dx
k 0 −mδkl 0 0 0 0

θ (x) 0 −imDx
k 2m∂x− β (x) 0 −ξ (x)




,

C (x, y) ≡




0 0 0 −i i∂x− D
x
k −θ (x)

−i 0 0 0 m 0 0

0 0 0 0 0 mδkl −imD
x
k

0 0 0 0 0 0 2m∂x−

i∂x− 0 0 m 0 0 −β (x)

D
x
k 0 mδkl 0 0 0 0

−λ (x) 2m∂x− imD
x
k 0 −β (x) 0 ξ (x)




,

D (x, y) ≡




0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −γ (x)

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 γ (x) 0 0




,
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: �X���� �� '6,41(* ��� ����� Z
������� ��X ������X 
X���� �� �" �Z�	
�* Z��
� �	�
���
�

�� ������ �� 	X ��������� �
�
X8

Dij (x, y) ≡
{
Ψi(x), Ψj(y)

}
D1

. '6,42(

EX Z�X	 ����� ������X��� �� 
X���X Z

�XZ�X Z


8

D (x, y) =


A (x, y) B (x, y)

C (x, y) D (x, y)


δ3 (x− y) , '6,43(

�
��� �� �X� ����
��Z��
 	X� ���������� ��Y
X���Z��8

A (x, y) ≡




0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 α (x)

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −α (x) 0 0




,

B (x, y) ≡




0 i 0 0 i∂x− Dx
k λ (x)

0 0 0 0 0 0 2m∂x−

0 0 0 0 0 −mδkl imDx
k

i 0 0 0 −m 0 0

i∂x− −m 0 0 0 0 β (x)

Dx
k 0 −mδkl 0 0 0 0

θ (x) 0 −imDx
k 2m∂x− β (x) 0 −ξ (x)




,

C (x, y) ≡




0 0 0 −i i∂x− D
x
k −θ (x)

−i 0 0 0 m 0 0

0 0 0 0 0 mδkl −imD
x
k

0 0 0 0 0 0 2m∂x−

i∂x− 0 0 m 0 0 −β (x)

D
x
k 0 mδkl 0 0 0 0

−λ (x) 2m∂x− imD
x
k 0 −β (x) 0 ξ (x)




,

D (x, y) ≡




0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −γ (x)

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 γ (x) 0 0




,
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� �� �X� ������
 	
� ���������� ���Z�
���8

α (x) ≡ g2φ(x)φ(x) , β (x) ≡ g2φ(x)φ∗(x) , γ (x) ≡ g2φ∗(x)φ∗(x),

θ (x) ≡

im2 − gπ− (x)


, λ (x) ≡


im2 + gπ− (x)


,

ξ (x) ≡ 2img2

φ∗(x)ψ−(x) +φ(x)ψ

+
(x)


. '6,44(

EX 
X���� ������X C−1 (x, y) Z
�����
������� X D (x, y) �� ����Z� Z


 �
	�Z�"
� �� 	X

��������� �Z�XZ�"
�8 ∫
d3yD (x, y)C−1 (x, z) = Bδ3 (x− z) , '6,45(

�
��� B Z
�����
��� X 	X 
X���� �������X�, :�	�ZX��
 	X ��	XZ�"
� '6,45( � ��X� ��X	��X�

�	 X�"X	���� Z
�����
�������* �� ����� ��

���X� ��� 	X 
X���� C−1 (x, y) �

X 	X �
�
X

���������8

C−1 (x, y) =


E (x, y) F (x, y)

G (x, y) D (x, y)


,

Z
�

E (x, y) ≡




0 A2 0 0 0 0 0 0 0

B1 B2 B3 B4 B5 B6 0 0 0

0 C2 0 0 0 0 0 0 0

0 D2 0 0 0 0 0 0 0

0 E2 0 0 0 0 0 0 0

0 F2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0




,

F (x, y) ≡




A10 A11 A12 A13 A14 A15 0 0 0

B10 B11 B12 B13 B14 B15 B16 B17 B18

C10 C11 C12 C13 C14 C15 C16 0 0

D10 D11 D12 D13 D14 D15 0 D17 0

E10 E11 E12 E13 E14 E15 0 0 0

F10 F11 F12 F13 F14 F15 0 0 0

0 0 G12 0 G14 0 0 0 0

0 0 0 H13 H14 0 0 0 0

0 0 0 0 K14 0 0 0 0




,

G (x, y) ≡




M1 M2 M3 M4 M5 M6 0 0 0

P1 P2 P3 P4 P5 P6 0 0 0

Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 0 0

R1 R2 R3 R4 R5 R6 0 R8 0

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9
T1 T2 T3 T4 T5 T6 0 0 0

0 U2 U3 0 0 0 0 0 0

0 W2 0 W4 0 0 0 0 0

0 Z2 0 0 0 0 0 0 0




,

H (x, y) ≡




0 0 0 0 M14 0 0 0 0

0 0 0 0 P14 0 0 0 0

0 0 0 0 Q14 0 0 0 0

0 0 0 0 R14 0 0 0 0

S10 S11 S12 S13 S14 S15 0 0 0

0 0 0 0 T14 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0




,
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��� 	X� Z

�
������ �
 ��	X� �� 	X� 
X���Z�� �������X� 	X ��������� �
�
X ���	" Z��X8

?��Z�
��� Ai (x, y)8

A2 = −
i

4m

1

∂x−


γ (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)


, A10 = −

m

2

1

∂x−
δ3 (x− y) ,

A11 =
i

2
δ3 (x− y) , A12 =

1

2

1

∂x−


D

x
1δ

3 (x− y)

,

A13 =
1

2

1

∂x−


D

x
2δ

3 (x− y)


, A14 =
i

4

1

∂x−


D

x
kD

x
k −

β (x)

m
+ iθ (x)


1

∂x−
δ3 (x− y) ,

A15 = −
i

2

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Bi (x, y)8

B1 =
i

4m

1

∂x−


γ (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)


,

B2 =
1

8m2

1

∂x−

{
D

x
kD

x
k +

β (x)

m
− iλ (x)


1

∂x−


γ (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)



+γ (x)

{
1

∂x−


Dx

kD
x
k +

β (x)

m
− iλ (x)


1

∂x−
δ3 (x− y)

}}
,

B3 =
i

4m2

1

∂x−

{
γ (x)

1

∂x−


Dx

1δ
3 (x− y)

}
, B4 =

i

4m2

1

∂x−

{
γ (x)

1

∂x−


Dx

2δ
3 (x− y)

}
,

B5 =
1

4m2

1

∂x−


γ (x) δ3 (x− y)


, B6 = −

1

4m2

1

∂x−


γ (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)


,

B10 = −
i

4

1

∂x−

{
D

x
kD

x
k +

β (x)

m
− iλ (x)


1

∂x−
δ3 (x− y)

}
,

B11 = −
1

4m

1

∂x−

{
D

x
kD

x
k −

β (x)

m
− iλ (x)


δ3 (x− y)

}
,

B12 =
i

4m

1

∂x−

{
D

x
kD

x
k +

β (x)

m
− iλ (x)


1

∂x−


D

x
1δ

3 (x− y)
}

,
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H (x, y) ≡




0 0 0 0 M14 0 0 0 0

0 0 0 0 P14 0 0 0 0

0 0 0 0 Q14 0 0 0 0

0 0 0 0 R14 0 0 0 0

S10 S11 S12 S13 S14 S15 0 0 0

0 0 0 0 T14 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0




,
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��� 	X� Z

�
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X���Z�� �������X� 	X ��������� �
�
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A2 = −
i

4m

1

∂x−


γ (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)


, A10 = −

m

2

1

∂x−
δ3 (x− y) ,

A11 =
i

2
δ3 (x− y) , A12 =

1

2

1

∂x−


D

x
1δ

3 (x− y)

,

A13 =
1

2

1

∂x−


D

x
2δ

3 (x− y)


, A14 =
i

4

1

∂x−


D

x
kD

x
k −

β (x)

m
+ iθ (x)


1

∂x−
δ3 (x− y) ,

A15 = −
i

2

1

∂x−
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Bi (x, y)8

B1 =
i

4m

1

∂x−


γ (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)


,

B2 =
1

8m2

1

∂x−

{
D

x
kD

x
k +

β (x)

m
− iλ (x)


1

∂x−


γ (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)



+γ (x)

{
1

∂x−


Dx

kD
x
k +

β (x)

m
− iλ (x)


1

∂x−
δ3 (x− y)

}}
,

B3 =
i
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1

∂x−

{
1

2

[
Dx

kD
x
k −

β (x)

m
+ iθ (x)

]
1

∂x−

{[
Dx

kD
x
k +

β (x)

m
− iλ (x)

]

1

∂x−
δ3 (x− y)

}
−

1

m

{
ξ (x)

1

∂x−
δ3 (x− y) +

α (x)

2m

1

∂x−

[
γ (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)

]}}
,

S3 = −
i

4m

1

∂x−

{[
Dx

kD
x
k −

β (x)

m
+ iθ (x)

]
1

∂x−

[
Dx

1δ
3 (x− y)

]}
,

S4 = −
i

4m

1

∂x−

{[
Dx

kD
x
k −

β (x)

m
+ iθ (x)

]
1

∂x−

[
Dx

2δ
3 (x− y)

]}
,

S5 =
1

4m

1

∂x−

{[
Dx

kD
x
k+

β (x)

m
+ iθ (x)

]
δ3 (x− y)

}
,

S6 =
1

4m

1

∂x−

{[
Dx

kD
x
k −

β (x)

m
+ iθ (x)

]
1

∂x−
δ3 (x− y)

}

S7 = −
i

2m

1

∂x−

[
Dx

1δ
3 (x− y)

]
,

S8 = −
i

2m

1

∂x−

[
Dx

2δ
3 (x− y)

]
, S9 =

1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) ,

S10 = −
i

4m

1

∂x−

[
α (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)

]
,

S11 =
1

4m2

1

∂x−

[
α (x) δ3 (x− y)

]
, S12 =

i

4m2

1

∂x−

{
α (x)

1

∂x−

[
D

x
1δ

3 (x− y)
]}

S13 =
i

4m2

1

∂x−

{
α (x)

1

∂x−

[
D

x
2δ

3 (x− y)
]}

,

S14 = −
1

8m2

1

∂x−

{{[
Dx

kD
x
k −

β (x)

m
+ iθ (x)

]
1

∂x−

[
α (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)

]}

+α (x)

{
1

∂x−

[
D

x
kD

x
k −

β (x)

m
+ iθ (x)

]
1

∂x−
δ3 (x− y)

}}
,

S15 =
1

4m2

1

∂x−

[
α (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)

]
.
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?��Z�
��� Ti (x, y)8

T1 = −
i

2

1

∂x−
δ3 (x− y),

T2 = −
1

4m

1

∂x−

{[
Dx

kD
x
k +

β (x)

m
− iλ (x)

]
1

∂x−
δ3 (x− y)

}
,

T3 = −
i

2m

1

∂x−

[
Dx

1δ
3 (x− y)

]
,

T4 = −
i

2m

1

∂x−

[
Dx

2δ
3 (x− y)

]
, T5 = −

1

2m
δ3 (x− y) ,

T6 =
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) , T14 = −

1

4m2

1

∂x−

[
α (x)

1

∂x−
δ3 (x− y)

]
.

?��Z�
��� Ui (x, y)8

U2 =
i

2m
Dx

1

[
1

∂x−
δ3 (x− y)

]
, U3 = −

1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Wi (x, y)8

W2 =
i

2m
Dx

2

[
1

∂x−
δ3 (x− y)

]
, W4 = −

1

m
δ3 (x− y) .

?��Z�
��� Zi (x, y)8

Z2 =
1

2m

1

∂x−
δ3 (x− y) .

N�X ��� 
Y�����X 	X 
X���� D−1 (x, y)* �� �
��Y	� ���XY	�Z�� �	 ������
 Z
�����
 ��

=;�� 	X ��������� �
�
X8

{
:a (x) ,;b (y)

}
D2

=
{

:a (x) ,;b (y)
}
D1

−

∫
d3ud3v

{
:a (x) , Ψα (u)

}
D1

D−1
αβ (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

. '6,46(

=� 	X �����Z�"
� ��	 Z
�����
 �� �" �Z�	
� �� ������X Z	X�� X�
Z�X�
� X	 ��Z�
� ��ZX	X�

'6,41(* �� ����� �������ZX� X 	X� �X��XY	�� (φ,φ∗) �� 	
� ZX
�
� �� =DI Z


 	
� ��X�
�

�� 	�Y���X� ��
��
� �� ��Z�
 ��Z�
�* 
�����X� ��� 	X� ����X���� Z

�
������ �� �����+

����X� Z


 �X��XY	�� ������������, :��
��

* X �X���� �� 	X �����Z�"
� �� 	
� =; D1*

�� ������ Z
������X� Z


 Z

����X�X� �������������� ��	 ��Z�
� �	�Z��

X��"���Z
 	X�

�X��XY	�� (A+, Ak), >� Z
���Z���Z�X* 	
� =; D2 X�
Z�X�
� X	 ZX
�
 φ (x) �� �����
��X�

X �X���� �� '6,46( � �� ������X� Z


8

{
φ (x) ,;b (y)

}
D2

=
{
φ (x) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
φ (x) , Ψ7 (u)

}
D1

D−1
7β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
φ (x) , Ψ8 (u)

}
D1

D−1
8β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
φ (x) , Ψ14 (u)

}
D1

D−1
14β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

.

=� ���X �
�
X* X	 ZX	Z�	X� �	 =; �X�X �	 ZX�
 ;b (y) = φ∗ (y)* �� 
Y����� ���8

{
φ (x) , φ∗ (y)

}
D2

= −
m

4
ϵ (x− y) δ2 (x − x) . '6,47(

:�
�X* X	 Z
������X� �	 ZX
�
 A+ (y)* �� ����Z� ���8

{
φ (x) , A+ (y)

}
D2

=
ig

2
δ2 (x − y)

[
φ (x)

∣∣ x− − y−
∣∣− 1

4

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)

φ (v) ϵ
(
v− − y−

)]
, '6,5.(

�
��� �
�
 
��
 =; D2 ��� ���
	�Z�� �	 ZX
�
 φ (x) � 	X� �X��XY	�� ��������������

����	�X ��	
, =� 
X���X X�"X	
�X* 	
� =; X�
Z�X�
� X φ∗ (x) �� 
Y������ X �X���� ��8

{
φ∗ (x) ,;b (y)

}
D2

=
{
φ∗ (x) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
φ∗ (x) , Ψ1 (u)

}
D1

D−1
1β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
φ∗ (x) , Ψ7 (u)

}
D1

D−1
7β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
φ∗ (x) , Ψ14 (u)

}
D1

D−1
14β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

.

:�" * X	 X	 ��X	�X� �	 =; D2 Z
� �����Z�
 X	 ZX
�
 A+ (y)* �� 
Y�����8

{
φ∗ (x) , A+ (y)

}
D2

= −
ig

2
δ2 (x − y)

[
φ∗ (x)

∣∣ x− − y−
∣∣− 1

4

∫
dv−φ∗ (v)

ϵ
(
x− − v−

)
ϵ
(
v− − y−

)]
. '6,5/(

H��
 Z
�����
 �
��Y	� �� =; D2 X�
Z�X�
� X A+ (x) �� �����
��X X �X���� ��8

{
A+ (x) ,;b (y)

}
D2

=
{
A+ (x) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
A+ (x) , Ψ5 (u)

}
D1

D−1
5,β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
A+ (x) , Ψ7 (u)

}
D1

D−1
7,β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
A+ (x) , Ψ12 (u)

}
D1

D−1
12,β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
A+ (x) , Ψ14 (u)

}
D1

D−1
14β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

,

X �X���� ��	 Z�X	 �� �
��Y	� ����Z�� ���8

{
A+ (x) , A+ (y)

}
D2

=
g2

16m

∫
d3ud3v [φ (u)φ∗ (v) +φ∗ (u)φ (v)] ϵ

(
x− − u−

)

δ2 (x − u) ϵ
(
u− − v−

)
δ2 (u − v) ϵ

(
v− − y−

)
δ2 (v − y) .

'6,50(
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=� ���X �
�
X* X	 ZX	Z�	X� �	 =; �X�X �	 ZX�
 ;b (y) = φ∗ (y)* �� 
Y����� ���8

{
φ (x) , φ∗ (y)

}
D2

= −
m

4
ϵ (x− y) δ2 (x − x) . '6,47(

:�
�X* X	 Z
������X� �	 ZX
�
 A+ (y)* �� ����Z� ���8

{
φ (x) , A+ (y)

}
D2

=
ig

2
δ2 (x − y)

[
φ (x)

∣∣ x− − y−
∣∣− 1

4

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)

φ (v) ϵ
(
v− − y−

)]
, '6,5.(

�
��� �
�
 
��
 =; D2 ��� ���
	�Z�� �	 ZX
�
 φ (x) � 	X� �X��XY	�� ��������������

����	�X ��	
, =� 
X���X X�"X	
�X* 	
� =; X�
Z�X�
� X φ∗ (x) �� 
Y������ X �X���� ��8

{
φ∗ (x) ,;b (y)

}
D2

=
{
φ∗ (x) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
φ∗ (x) , Ψ1 (u)

}
D1

D−1
1β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
φ∗ (x) , Ψ7 (u)

}
D1

D−1
7β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
φ∗ (x) , Ψ14 (u)

}
D1

D−1
14β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

.

:�" * X	 X	 ��X	�X� �	 =; D2 Z
� �����Z�
 X	 ZX
�
 A+ (y)* �� 
Y�����8

{
φ∗ (x) , A+ (y)

}
D2

= −
ig

2
δ2 (x − y)

[
φ∗ (x)

∣∣ x− − y−
∣∣− 1

4

∫
dv−φ∗ (v)

ϵ
(
x− − v−

)
ϵ
(
v− − y−

)]
. '6,5/(

H��
 Z
�����
 �
��Y	� �� =; D2 X�
Z�X�
� X A+ (x) �� �����
��X X �X���� ��8

{
A+ (x) ,;b (y)

}
D2

=
{
A+ (x) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
A+ (x) , Ψ5 (u)

}
D1

D−1
5,β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
A+ (x) , Ψ7 (u)

}
D1

D−1
7,β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
A+ (x) , Ψ12 (u)

}
D1

D−1
12,β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

−

∫
d3ud3v

{
A+ (x) , Ψ14 (u)

}
D1

D−1
14β (u, v)

{
Ψβ (v) ,;b (y)

}
D1

,

X �X���� ��	 Z�X	 �� �
��Y	� ����Z�� ���8

{
A+ (x) , A+ (y)

}
D2

=
g2

16m

∫
d3ud3v [φ (u)φ∗ (v) +φ∗ (u)φ (v)] ϵ

(
x− − u−

)

δ2 (x − u) ϵ
(
u− − v−

)
δ2 (u − v) ϵ

(
v− − y−

)
δ2 (v − y) .

'6,50(
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>� �	 ZX�
 �� Z
������X� 	
� ZX
�
� Ak (x)* �� �
��Y	� ��

���X� ��� 	
� =; �
 ��	
�

X�
Z�X�
� X ���X �X��XY	� �
�8

{
Ak (x) , A+ (y)

}
D2

= −
1

2

∣∣ x− − y−
∣∣∂xkδ2 (x − y) ,

{
Ak (x) , π

l (y)
}
D2

= δlkδ
3 (x− y) . '6,51(

8.6. Conjunto Final de Corchetes de Dirac

?��X	
����* �� �����
��X ��� �	 Z
�����
 �� �" �Z�	
� ��� X"�� ����X �
� �������� YX�
 	X

�����Z�"
� �� 	
� =; D2 ���"X �X�
 �
�8

ϕp ≡ πp − ∂x−Ap, '6,52(

X �X���� �� 	
� Z�X	�� �� Z
������� 	X "�	��
X 
X���� �� �" �Z�	
�* Z��
� �	�
���
� ��

�����
��X� �� 	X ��������� 
X���X8

Fkl (x, y) ≡
{
ϕk (x) , ϕl (y)

}
D2

= −2δlk∂
x
−δ

3 (x− y) ,

�
��� 	X 
X���� ������X Z
�����
������� X�
��X 	X ��������� �
�
X8

F−1
kl (x, y) = −

1

4
δlkϵ

(
x− − y−

)
δ2 (x − y) . '6,53(

: �X���� �� '6,53(* �� ����� ������ �	 Z
�����
 ��X	 �� =; ����� �
� �X��XY	�� ���"X
�ZX�

:a (x) � ;b (y)* �	 Z�X	 �� ������X �� 	X ��������� 
X���X8

{:a (x) ,;b (y)}D = {:a (x) ,;b (y)}D2 +
1

4

∫
d3ud3v {:a (x) , ϕ

p (u)}D2

ϵ
(
u− − v−

)
δ2 (u − v) {ϕp (v) ,;b (y)}D2 . '6,54(

I
� 	
 ���* YX�
 	X �����Z�"
� �� =; D2 � ��	 Z
�����
 �� �" �Z�	
� '6,52(* 	
� ZX
+

�
� (Ak,A+, φ,φ∗) ������ Z
������X��� Z


 �X��XY	�� ��������������, >� �	 ZX�
 ��

ZX	Z�	X� �	 =; X�
Z�X�
 X	 ZX
�
 Ak (x)* 	
� �"��
��
� ��	��X���� �� 	X ��	XZ�"
� '6,54(

�
�8

{
Ak (x) ,;b (y)

}
D

=
{
Ak (x) ,;b (y)

}
D2

+
1

4

∫
d3vϵ

(
x− − v−

)
δ2 (x − v)

{
ϕk (v) ,;b (y)

}
D2

,

�� 

�
 ���* X	 Z
������X� ;b (y) = Al (y)* �� 
Y�����8

{
Ak (x) , Al (y)

}
D
= −

1

4
δlkϵ

(
x− − y−

)
δ2 (x − y) . '6,55(

:�
�X* X	 Z
������X� ;b (y) = A+ (y)* ����	�X8

{
Ak (x) , A+ (y)

}
D
= −

1

4

∣∣ x− − y−
∣∣∂xkδ2 (x − v) . '6,56(

=� ���� 

�
* �� �
��Y	� ��

���X� ��� �� 
Y������ 	
� ���������� ZX�
� �X���Z�	X���8

{
Ak (x) , φ (y)

}
D

= 0,
{
Ak (x) , φ

∗ (y)
}
D

= 0. '6,57(

=� 	X ��	XZ�"
� '6,54(* �� ����� �����ZX� ���* Z�X��
 :a (x) = φ (x) 
 :a (x) = φ∗ (x)*

�� Z�
�	�8

{
φ (x) ,;b (y)

}
D

=
{
φ (x) ,;b (y)

}
D2

,
{
φ∗ (x) ,;b (y)

}
D

=
{
φ (x) ,;b (y)

}
D2

, '6,6.(

�� 
X���X ��� 	
� ����	�X�
� �����X�
� �X�X 	
� ZX
�
� φ (x) � φ∗ (x) ������ �����


�"X	��
�* �
� �X��
8

{
φ (x) , φ∗ (y)

}
D2

= −
m

4
ϵ (x− y) δ2 (x − x) ,

{
φ (x) , A+ (y)

}
D2

=
ig

2
δ2 (x − y)

[
φ (x)

∣∣ x− − y−
∣∣− 1

4

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)

φ (v) ϵ
(
v− − y−

)]
,

{
φ∗ (x) , A+ (y)

}
D2

= −
ig

2
δ2 (x − y)

[
φ∗ (x)

∣∣ x− − y−
∣∣− 1

4

∫
dv−ϵ

(
x− − v−

)

φ∗ (v) ϵ
(
v− − y−

)]
. '6,6/(

?��X	
����* Z�X��
 �� ������X �	 ZX�
 :a (x) = A+ (x)* �� Z
�Z	��� ��� 	
� �"��
��
� X

Z
������X� �� 	X �������"
� '6,54( �
�8

{
A+ (x) ,;b (y)

}
D

=
{
A+ (x) ,;b (y)

}
D2

−
1

8
∂xp

∫
du−d3vϵ

(
x− − u−

)
δ2 (x − v)

ϵ
(
u− − v−

){
ϕp (v) ,;b (y)

}
D2

,

X �X���� �� 	
� Z�X	�� �� ������ ���8

{
A+ (x) , A+ (y)

}
D

=
g2

16m

∫
d3ud3v [φ (u)φ∗ (v) +φ∗ (u)φ (v)] ϵ

(
x− − u−

)

δ2 (x − u) ϵ
(
u− − v−

)
δ2 (u − v) ϵ

(
v− − y−

)
δ2 (v − y)

−
1

8

1

2
∇2

xδ
2 (x − y)

∫
du−ϵ

(
x− − u−

) ∣∣ u− − y−
∣∣ . '6,60(

>� ����
��* 	X ��
�" X ���"X ZX�XZ�����X�X �
� �	 ��������� Z
�����
 �� =;* ��� �� Z
�+

�������� Z
� �
�
� 	
� �" �Z�	
� �� ������X Z	X�� � Z
���Z�
��� �� �X��� ����
��Z��
�8

{
Ak (x) , Al (y)

}
D

= −
1

4
δlkϵ

(
x− − y−

)
δ2 (x − y) .
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Duffin, Kemmer y Patiau propusieron a mediados del siglo XX una ecuación de 
campo de primer orden que permitía describir partículas de espín cero y espín 
uno, que se conoce como ecuación de Duffin-Kemmer� Petiau (DKP). Esta 
ecuación resulta ser muy semejante a la ecuación matricial de Dirac, con una 
algebra distinta a la satisfecha por las matrices de Dirac. La electrodinámica 
escalar de primer orden describe un campo de DKP en la representación 5 × 
5 con acoplamiento mínimo a un campo electromagnético. 

La estructura singular de la densidad lagrangiana que describe esta teoría 
requiere un procedimiento consistente que garantice la compatibilidad entre 
las ligaduras que resulten y la simetría de gauge que caracteriza el sistema. El 
estudio de teoría se realiza en las coordenadas de plano nulo, lo que implico 
encontrar una adecuada representación de las matrices de DKP que permita 
seleccionar las componentes físicas de los campos fundamentales


