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Prélogo

La aceptacién de la ecuacién de Dirac para describir particulas relativistas de espin % esti-
mulé a algunos investigadores a explorar ecuaciones de onda de primer orden que describan
particulas de espin O y espin 1. Entre estas, destaca la ecuacién de Duffin-Kemmer-Petiau
conocida también como teoria DKP, cuya estructura formal es semejante a la de la ecua-
cién de Dirac, con la diferencia de que las matrices en que se fundamentan obedecen a un
dlgebra distinta.

En este trabajo se propone estudiar la electrodindmica escalar de primer orden, la cual
describe la interaccién de un campo de DKP con el campo electromagnético. Para ello, el
andlisis se desarrollard en las coordenadas de plano nulo, utilizando la formulacién de Dirac
para sistemas singulares.

Bruto Max Pimentel agradece a CNPg-Brazil por el apoyo financiero parcial, mientras
que German Ramos expresa su agradecimiento tanto a la Vicerrectoria de Investigacién e
Interaccién Social como al Departamento de Fisica de la Universidad de Narifio, Colombia.



Capitulo 1
Introduccion

Inspirados por el éxito de la ecuacién de Dirac en la descripcién de particulas relativistas de
espin %, varios investigadores buscaron formular ecuaciones de onda de primer orden para
espines 0 y 1. G. Petiau [1], R. Duffin [2] y N. Kemmer [3], siguiendo las ideas de de Broglie
[4], propusieron una formulacién unificada para estas particulas bosénicas. Esta expresion,
denominada ecuacién de Duffin-Kemmer-Petiau (o teoria DKP), comparte una estructura
matricial con la de Dirac, si bien las dlgebras que rigen sus matrices son distintas [5].

Una caracteristica fundamental de la teoria de DKP radica en en un espacio tiempo (3 + 1)
dimensional puede ser descompuesta en tres representaciones irreducibles: la de 5 x 5, aso-
ciada a particulas de espin 0, 10 x 10, que corresponde a particulas de espin 1; ylade 1 x 1,
la cual carece de significado fisico. Entre 1939 y aproximadamente 1970, la mayoria de los
trabajos acerca de la ecuacién DKP se enfocaron en el desarrollo del formalismo y en la in-
vestigacién de particulas cargadas DKP en interaccién con un campo electromagnético. Los
calculos de procesos, empleando dicha formulacién y de Klein-Gordon, arrojaron resultados
idénticos en aproximaciones de on loop [6]. Una contribucién significativa para entender
estas ecuaciones fue hecha por A. Wightman [7], quien demostré que, cuando el campo de
DKP es acoplado al campo electromagnético, las ecuaciones de DKP para particulas de
espin 1 permanecen estables bajo perturbaciones locales suaves del campo externo.

A mediados del siglo pasado, Dirac impuso dos requerimientos sobre sistemas dindmicos
relativistas: la relatividad espacial y la formulacién de ecuaciones de movimiento en for-
ma Hamiltoniana. Aunque estas condiciones no definen el sistema dindmico, limitan las
posibles formas que este pueda tener. Para una descripcién completa de la dindmica, es ne-
cesario especificar todas las posibles interacciones del sistema. En mecdnica no relativista,
la evolucién de un sistema estd determinada por el Hamiltoniano, de modo que el estado
del sistema en un instante t = cte permite calcular su comportamiento en un instante
posterior.

Dirac propuso tres formas diferentes de dindmica relativista dependiendo del tipo de su-
perficies donde las condiciones iniciales fueron consideradas [8]. La primera, identificada
como forma wnstantdnea, es aquella cuando se selecciona una superficie tipo espacio y es
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la mas utiliza. La segunda, punto forma, es aquella consistente en considerar una rama de
la superficie hiperbdlica x"x, = k2, xo > 0. Por tltimo, el frente forma es una superficie
de una simple onda de luz, comtinmente identificada como formalismo de plano nulo.

En el frente forma, dos puntos a tiempos iguales poseen separacién tipo espacio, y por tan-
to los campos definidos en esos puntos son cantidades independientes. Sin embargo, en el
plano nulo la situacién difiere porque el principio de micro-causalidad conduce a un reque-
rimiento de localidad en las componentes transversales y de no localidad en la coordenada
longitudinal [9]. Ademds, las coordenadas de plano nulo no estdn relacionadas mediante
una trasformacién de Lorentz a las coordenadas tradicionales utilizadas en el frente forma,
por lo que la descripcién del mismo contenido fisico en una teoria dindmica sobre el plano
nulo podria resultar diferente de aquella descrita en el tratamiento convencional [10].

Una de las ventajas sefialadas por Dirac en la formulacién de plano nulo es que siete de
los generadores del grupo de Poincare son cineméticos, mientras que en el tratamiento
convencional solo seis tienen esta propiedad. Otra caracteristica notable de un sistema
relativista tratado en esta geometria es que produce Lagrangianos singulares, es decir, a
sistemas dindmicos con vinculos [11]. Esto en general conduce a una reduccién en el nimero
de operadores de campo independientes en el correspondiente espacio de fase.

La formulacién DKP ha sido aplicada exitosamente en el andlisis de interacciones relati-
vistas entre hadrones y nicleos. Esta expresiéon de primer orden permite describir de una
manera unificada bosones de espin 0 y 1, ofreciendo un mecanismo distinto a los trata-
mientos convencionales de Klein-Gordon y Proca. Aunque DKP es formalmente similar a
la ecuacién de Dirac, las dlgebras asociadas a las matrices (3, son sustancialmente dife-
rentes. La equivalencia entre las ecuaciones de DKP y las de Klein-Gordon y Proca fue
demostrada para el caso de las interacciones vectoriales minimamente acopladas [12, 13],
aunque la equivalencia entre la ecuacién de DKP y y la de Proca fue sugerida previamente
sin considerar corrientes parcialmente conservadas en las interacciones [14].

La gran variedad de acoplamientos incapaces de ser expresados en la formulacién de Klein-
Gordon y Proca garantiza mayor contenido fisico para sistemas descritos a partir de la
teoria de DKP. De ahi que los acoplamientos se clasifiquen de acuerdo al comportamiento
de los mismos bajo transformaciones de Lorentz, y que los acoplamientos escalares y vecto-
riales hayan sido utilizados para describir la dispersién eldstica mesén-nucleén con mejores
resultados experimentales comparados con aquellos obtenidos a partir del formalismos de
Klein-Gordon y Proca [15, 16].

Al analizar la equivalencia entre las teorias de DKP y su contraparte de segundo orden,
investigaciones recientes han demostrado la equivalencia entre los elementos fisicos de la
matriz S para el campo de particulas escalares interactuando con los campos externos
electromagnéticos, de Yang-Mills y gravitacionales [17]. La teoria de DKP ha mostrado ser
equivalente a teorias de segundo orden cuando presentan un acoplamiento minimo al campo
electromagnético donde fueron analizados también los términos anémalos que surgen en el
Hamiltoniano de la ecuacién de onda acoplada [13]. Ademas, la teoria de DKP relativista
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ha sido aplicada con éxito en la mecdnica cudntica en el estudio de osciladores de bosones
escalares y vectoriales [18], en la QCD [19], en la condensacién de Bose-Einstein y en el
campo electromagnético a temperatura finita [20], etc.

Las investigaciones recientes sobre la formulacién de la ecuacién de Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP) han generado un cuerpo de conocimiento considerable, enfocado principalmente en
bosones de espin uno. Entre estos avances, destaca la obtencién de soluciones analiticas
para particulas de espin 1 sometidas a interacciones fenomenolégicas especificas, como los
potenciales de Coulomb y Kratzer, incluyendo el andlisis de los estados de paridad natural
y anormal [21]. En el contexto de modelos nucleares, se ha efectuado un estudio riguroso
de la ecuacién DKP para particulas de espin 1 en las configuraciones de barrera y pozo
del potencial de Woods-Saxon [22]. En cuanto a técnicas de solucién, se implementd el
método de Nikiforov-Uvarov para deducir soluciones de onda S en presencia de un potencial
hiperbélico [23], y se examinaron las resonancias de transmisién de la DKP para espin 1
en un potencial de cuspide [24]. Finalmente, el alcance de la ecuacién se ha extendido a
la relatividad general, abordando la influencia de la constante cosmolégica en la dindmica
cuédntica de particulas de espin 0 dentro de la solucién Bonnor-Melvin-Lambda [25], y
estableciendo la relacién entre la DKP para espin 1 y las ecuaciones de Proca y Maxwell
en geometrias de Riemann-Cartan de 1+ 1 dimensiones [26].

La electrodindmica escalar de primer orden describe un campo de DKP en la representacién
5 x 5 con acoplamiento minimo a un campo electromagnético. Dada la estructura singular
de la densidad Lagrangiana que describe el campo DKP y la naturaleza gauge del campo de
Maxwell, un andlisis consistente de la teoria requiere un procedimiento canénico apropiado
que garantice compatibilidad entre los vinculos que surgirdn de la teoria y un conjunto
apropiado de corchetes de Poisson. Partiendo de que el estudio se realizard en las coorde-
nadas de plano nulo, se deberd construir una representacién adecuada de las matrices 3,
y del campo fundamental de DKP. De este modo, se espera que la estructura de vinculos
que surgen en la teoria sea, de alguna manera, equivalente a los resultados que ya se han
derivado en las coordenadas usuales [13].Para obtener un conjunto de corchetes consistente,
serd necesario derivar las condiciones de gauge adecuadas.

Neville y Rohrlich [27] observaron que la cuantizacién sobre el plano nulo significa cuantizar
sobre las superficies caracteristicas de las ecuaciones de campo clasicas; es decir, se deben
especificar condiciones sobre ambas caracteristicas, x* = cte, x~ = cte, y no solo sobre
un plano nulo. Mc Cartor [28] demostré que cuantizar fermiones sin masa en (1 + 1) en
ambas caracteristicas implica que existan conmutadores a iguales x* y x~ en la descripcién
Hamiltoniana, lo cual genera dos parametros de evolucién temporal, dificultando la deter-
minacién de una formulacién Hamiltoniana tinica. Sin embargo, Steinhardt [29] destacé un
problema importante asociado al procedimiento de cuantizacién sobre el plano nulo. Una
vez se introduce la condicién de gauge y se eliminan los vinculos, aiin pueden persistir
transformaciones de gauge impropias, que surgen de condiciones de frontera mal definidas,
las cuales no pueden eliminarse con condiciones de gauge adicionales, ya que estas podrian
suprimir estados fisicos posibles [30]. Ademas, la presencia de las transformaciones de gauge
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impropias también impide una definicién coherente de los conmutadores de la teoria.

Una caracteristica fundamental de una teoria relativista sobre el plano nulo es que esta
describe un sistema dindmico con vinculos, de ahi que el procedimiento estdndar de Dirac
[31, 32, 33] serd utilizado para analizar consistentemente la teoria.

Neville y Rohrlich [34] también estudiaron la electrodindmica escalar SQED4 en la cual
un campo de espin O cuantizado interactiia con un campo electromagnético cuantizado de
fondo. La electrodindmica cudntica en este contexto se obtiene, por un lado, al considerar
que los campos escalar y electromagnético son operadores en un espacio de Hilbert y, por
otro lado, al requerir que las ecuaciones de campo se implementen mediante relaciones de
conmutacién adecuadas. La dindmica consistird en la evolucién del sistema fuera de un
dado plano nulo con relaciones de conmutacion entre los operadores especificadas sobre el
plano nulo, siempre y cuando no involucren derivadas respecto al pardmetro de evolucién
temporal x.

Los autores del presente libro realizaron un estudio candnico detallado de SQED4 sobre las
coordenadas de plano nulo [35]. Con base en ello, se demuestra que la SQED, sobre el plano
nulo posee una ley de Gauss que resulta de una combinacién lineal de los vinculos asociados
al sector electromagnético y escalar, como consecuencia de los vinculos de segunda clase del
sector escalar. Al aplicar la condicién de gauge de plano nulo, los vinculos de primera clase
se transforman en vinculos de segunda clase. A su vez, el uso de condiciones de frontera
apropiadas sobre los campos permite eliminar el subconjunto oculto de vinculos de primera
clase. Los conmutadores, obtenidos mediante la cuantizacién de los corchetes de Dirac en
el nivel cldsico y mediante un andalisis detallado de la estructura de vinculos en SQEDy,
son consistentes con los resultados previos en la literatura [34].

[
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Capitulo 2

Introduccion a la
Electrodinamica Cuantica

La electrodindmica cudntica (QED, por sus siglas en inglés) es la teoria que describe la
interaccién entre la luz y la materia, es decir, entre los campos electromagnéticos y las
particulas con carga eléctrica. Se considera una de las teorias mds precisas y exitosas de la
fisica moderna, cuyas predicciones han sido verificadas experimentalmente con un grado de
exactitud sin precedentes [1, 2]. En términos generales, la QED representa una unificacién
coherente de dos pilares fundamentales de la fisica del siglo XX: la mecdnica cudntica y la
relatividad especial. Mientras la electrodindmica clasica formulada por Maxwell describe
la propagacién de los campos eléctricos y magnéticos en el espacio, la QED incorpora la
cuantizacién de dichos campos e introduce la nocién de fotén como el cuanto fundamental
del campo electromagnético. [3, 4].

El desarrollo de la QED fue un proceso gradual que se extendié desde las primeras décadas
del siglo XX hasta mediados de los afios cincuenta. Tras la formulacién de la mecénica
cuéntica en la década de 1920, los fisicos comenzaron a investigar la manera de incorporar
el campo electromagnético dentro de este nuevo marco tedrico, con el propédsito de com-
prender las interacciones entre la radiacién y la materia desde una perspectiva cuantica. Los
primeros intentos de cuantizar el campo electromagnético fueron realizados por P. A. M.
Dirac en 1927, quien introdujo la nocién de emisién y absorcidén de cuantos de radiacidn.
No obstante, las formulaciones iniciales de la teoria enfrentaron serias dificultades concep-
tuales y matematicas: los cdlculos de autoenergia del electrén, asi como de otros procesos,
conducian a resultados infinitos que carecian de una interpretacién fisica consistente [5].

Durante los aifios cuarenta, Richard Feynman, Julian Schwinger y Sin-Itiro Tomonaga
desarrollaron, de manera independiente, una formulacién consistente de la electrodindmica
cudntica mediante la introduccién del procedimiento de remormalizacién [6, 7, 8]. Este
método permitié redefinir las magnitudes fisicas fundamentales —como la masa y la carga
del electrén— de tal forma que las predicciones teéricas resultaran finitas y susceptibles de
verificacién experimental.
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2. Introduccion a la Electrodindmica Cuantica

En QED, el campo electromagnético es sometido a un proceso de cuantizacién, de modo que
la radiacién se describe como un conjunto de particulas elementales sin masa denominadas
fotones. Por su parte, los electrones y positrones se representan mediante el campo de Dirac,
el cual satisface las leyes de la mecédnica cudntica relativista. La interaccién entre ambos
campos se interpreta como el intercambio de fotones virtuales, de manera que la fuerza
electromagnética entre dos particulas cargadas no se concibe como un campo continuo, sino
como un proceso dindmico de intercambio discreto de cuantos de energia y momento. [4].

La electrodindmica cudntica se formula como una teoria gauge abeliana basada en el grupo
de simetria U(1). El lagrangiano que describe su dindmica fundamental puede expresarse
como

. 1
Lqgep = Y({iy"Dp—mhp — ZFFWFHV’ (2.1)
donde 1 denota el campo de Dirac asociado al electrén, m su masa, y
pr — auAv - aVALL) (22)

corresponde al tensor de campo electromagnético. El requisito de invariancia de gauge local
bajo el grupo U(1) conduce a la introduccién del potencial vector A, y a la definicién de
la derivada covariante

Dy =0, +1eAy, (2.3)

la cual asegura la conservacién de la simetria gauge. Aqui, e representa la carga eléctrica
elemental [1]. Una herramienta fundamental en QED son los diagramas de Feynman, in-
troducidos como un método visual y computacional eficiente para representar los procesos
de interaccién entre particulas. En este formalismo, cada linea y vértice del diagrama se
asocia con un término especifico del lagrangiano (2.1), lo que permite traducir las expresio-
nes matematicas del formalismo cudntico en representaciones graficas de los procesos fisicos

[9].

Las predicciones de la electrodindmica cudntica han sido verificadas experimentalmente.
Entre los resultados mdas destacados se encuentran:

s Momento magnético andmalo del electron, cuya medicidén experimental concuerda
con las predicciones tedricas de la QED con una precisién del orden de una parte en
10'2 [7].

» Desplazamiento de Lamb, que consiste en una pequefla diferencia de energia entre
ciertos niveles atémicos del hidrégeno, inexplicable dentro de la teoria de Dirac pero
correctamente descrita por las correcciones radiativas de la QED [1].

= Procesos de dispersion y aniquilacion electrén-positrén, cuyos resultados experi-
mentales coinciden estrechamente con las predicciones de la teoria [3].

Estos resultados hacen de la QED la teoria fisica mas comprobada experimentalmente, y
un modelo fundamental para el desarrollo posterior de teorias gauge no abelianas, como la
cromodindmica cudntica (QCD) y la teoria electrodébil [9, 2].
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Los extraordinarios logros tedricos y experimentales de la QED la han consolidado como la
teoria fisica que con mayor éxito ha explicado los resultados experimentales. Ademés de su
precisién sin precedentes, la QED constituye el modelo fundamental sobre el cual se edificé
el desarrollo posterior de las teorias gauge. Su formulacién permitié extender el principio
de invariancia de gauge a otras interacciones fundamentales, lo que, a partir de la década
de 1960, condujo a la creacién de teorias gauge no abelianas basadas en grupos de simetria
mads complejos, capaces de describir las interacciones débil y fuerte [9, 2].

En este contexto, la teoria electrodébil, propuesta por Sheldon Glashow, Abdus Salam
y Steven Weinberg, unificé las interacciones electromagnética y débil dentro de un marco
tedrico comin basado en el grupo de simetria SU(2); x U(1)y [10, 11, 12]. En dicho esquema,
la QED emerge como el limite de baja energia de la teoria electrodébil, donde los bosones
W= y 70 adquieren masa mediante el mecanismo de Higgs, mientras que el fotén permanece
sin masa. De manera andloga, la cromodindmica cudntica (QCD) extiende el principio
gauge para describir la interaccién fuerte a través del grupo SU(3)c. En conjunto, estas
tres teorias —la QED, la teoria electrodébil y la QCD— constituyen el nicleo del Modelo
Estdndar de la fisica de particulas [3, 2].

La electrodindmica cuéntica representa uno de los logros intelectuales mdas notables de la
fisica moderna. Su extraordinaria coherencia teérica y su inigualable concordancia con los
resultados experimentales la han convertido en un referente de consistencia interna y poder
predictivo. Al unificar la relatividad especial y la mecdnica cudntica en una formulacién
rigurosa, la QED proporciona una comprensiéon profunda de las interacciones entre la luz
y la materia en su nivel mas fundamental. Asimismo, su estructura gauge senté las bases
conceptuales para la formulacién del Modelo Estdndar, la piedra angular de la fisica de
particulas contempordnea y una de las sintesis mas elegantes del conocimiento cientifico
del siglo XX.
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Capitulo 3

Electrodinamica Cuantica
Generalizada (GQED)

3.1. Estructura de vinculos de la SQED, en las Coordena-
das de Plano Nulo

La teoria gauge que se estd considerando es definida por la siguiente densidad Lagran-
giana en el espacio-tiempo de 4 dimensiones:

] * *

L£==PFu + ¢ Dyd (Dyo)” —midd, (3.1)
donde ¢ es un campo escalar complejo de una componente, F,, = 0, A, —0yA, denota
el tensor de campo electromagnético, y Dy, = 0, + igA,, se identifica como la derivada
covariante.

La densidad Lagrangiana (3.1) es invariante bajo la siguiente simetria de gauge U (1):

. . 1
(b — ew‘(x)fl) ) 43* — e_lo((X)(I)* ) Au - AH - éa“cx’ (32)

Y las ecuaciones de campo correspondientes son:

5L
XEHOC | st
0 OXFH 1% =0,
5L
= (D*D* 2) o = 3.3
g - (PP Em)er=o (3:3)
5L
= (D,D*+m?) ¢ =0.
5" (x) (DuD*+m?) ¢ =0

donde j* es la corriente definida como:

i* =1g ¢ (D")" — ¢*D"]. (34)
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3. Electrodindmica Cuantica Generalizada (GQED)

Con el fin de calcular los momentos candénicos, se reformula la densidad Lagrangiana
(3.1) de la siguiente manera:

L = _%F‘WFW + D¢ (D-¢)" +D-¢ (D+$)* + Dy (Dk‘b)*
_mz(bd)*. (3.5)

En la relacién anterior se han introducido el tiempo de plano nulo x* y la coordenada
longitudinal x~, los cuales se relacionan con las coordenadas x° y x> a partir de las
siguientes ecuaciones de trasformacién:

01 43
+_ X +X __ X=X

(3.6)

donde las coordenadas transversales x = (x',x?) siguen siendo las mismas. En el es-
pacio de cuadrivectores x = (xT,x',x%,x7) = (x*,x*,x7), la métrica tiene la siguiente

representaciéon matricial:

0O 0 0 1
0O -1 0 O
= 3.7
9710 0o -1 0 (3.7)
1 0 0 0
En forma explicita, es posible deducir las siguientes identidades:
xF=x_ , x =x4 , x-y=xy +xy"—xt-yh (3.8)
donde las derivadas en relacién a las coordenadas x™ y x~ son definidas por:
0 0
con 0" =0_.
Ahora, utilizando la relacién
oL _ _rba
0 (0pAx) ’
se puede demostrar que los momentos candnicos asociados a los campos Ay, ¢ y ¢*
son: or
= —— = 3.10
Tt a (a+Ap) b ( )
oL oL
= = (D_¢)* n=———=D_¢ 3.11
2(0.4) ey O (311

respectivamente. A partir de las relaciones (3.10) y (3.11), es posible deducir las siguiente
relacién dindmica:
mn o= 6+A, — a,AJr, (312)

junto con cinco vinculos primarios distribuidos como se indica a continuacién:
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= Tres relaciones en el sector electromagnético, a saber:

C=m"m0 , xX=n"—0_Ar+0A_=0. (3.13)

= Dos ecuaciones mas en la parte escalar:

r=n—-D_¢=0 , TM=a"—(D_¢)" =0. (3.14)

Ahora, es necesario evaluar la consistencia de (3.13) y (3.14). Siguiendo el procedimien-
to de Dirac [1], se define el Hamiltoniano primario Hp adicionando al Hamiltoniano
candnico

He = Jdgy He Jd3y = de‘dyzdy = szyldy, (3.15)
donde

HC = 7'[“6+AH —+ aer)*T[ + ﬂ*a+d) — £

_ % () + (n—a‘-i + oY — j+) A, — (Dyd) (Dyd)*

1
+ Mmoo + 7 TaFiy (3.16)

una convinacion lineal de los vinculos primarios, es decir,
Hp = Hc + Jd3y (uC + wx* + v T + F*v) , (3.17)

donde u y uy son multiplicadores de Lagrange asociados al sector electromagnético,
mientras que v y v* corresponden a la parte escalares.

A continuacién se definen los corchetes de Poisson (PB) entre los campos fundamentales
de la teoria de la siguiente manera:

{ A, ()} =88 (x—), (3.18)

{o,wwf=8x-y , {¢Er]=8x-y), (319

donde & (x —y) = §(x —y~)8* (x* —yt). Segin el procedimiento de Dirac, los
vinculos primarios deben preservarse en el tiempo bajo la evolucién generada por el
Hamiltoniano primario. Esta afirmacién se conoce como condicién de consistencia de
los vinculos. Con el fin de garantizar esta consistencia, se requiere que los vinculos pri-
marios tengan un PB que desaparezca débilmente con Hp. Utilizando los siguientes PB
entre los vinculos primarios, los cuales son consecuencia de las PB fundamentales (3.18)
y (3.19):

{rea,rrw)} = -208° (x—vy),

{re,rw}
j

{x“(X),x1 (y)

= —2D¥8 (x—vy), (3.20)

~28508° (x— ),

[



3. Electrodindmica Cuantica Generalizada (GQED)

se puede verificar que la consistencia de los vinculos primarios correspondientes al sector
escalar resulta en:

ro= { n Hp} = —ig[¢m +2D_ (A, $)] — D*Dydp — m2d (3.21)
—2D_v = 0. (3.22)

e = { r, Hp} —ig [¢"m +2D* (A $%)] — (Dkacb)* —m2* (3.23)
— _2(D_v)" ~0. (3.24)

Las expresiones (3.22) y (3.24) permiten determinar los valores de los multiplicadores de
Lagrange v y v*, respectivamente. Como resultado, no existirdn mas vinculos asociados
al sector escalar.

Procedemos ahora a evaluar la condicién de consistencia asociada al vinculo primario
del sector electromagnético. En primer lugar, se estudia el vinculo x*:

k= { X~ Hp} = 0 +3* + 3jFj — 20 1 ~ 0, (3.25)

el cual se entiende como una ecuaciéon que establece el valor del multiplicador uy. Fi-
nalmente, se calcula la condicién de consistencia del vinculo ", que resulta en:

= { rr+,Hp} =N + O+ & 0
es decir, que se genera un vinculo secundario que se definird por:
G=0m +m+j" ~0, (3.26)

el cual corresponde a la ley de Gauss para la electrodindmica escalar en las coordenadas
de plano nulo. Siguiendo el método de Dirac, se debe garantizar la consistencia de este
vinculo secundario. Para ello, se utilizan las siguientes relaciones:

{6,Tw)} = 2igd(x) (2 —igA-) & (x—y),
{60, W)} = —2igd" (x) (3% +igA-) & (x—y),
{6} = o
mediante las cuales se puede verificar que la consistencia de la ley de Gauss implica:
G = g{2]g(¢d"m +Pp O AL + 0% [PH*AL]) +id (35 —igA-) v*
—idp* (3~ +1igA ) v } iy [cl)aljd)* — ke — ZigAkcpcp*} } :
Sin embargo, es posible demostrar que:
o T =M = —i{2]g[od m +0% (H"ALd) + 0" (3XAL)| —i" [0* +igA ] v

+ig (38 —igA ) v*| + 10} [0ke — o703k — 2igA% b0 | },
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de tal manera que:
G0 =ig [ ¢ ()T ()= () (x)] ~0, (3.27)

lo cual implica que no se genera ligaduras adicionales, ya que la expresién (3.27) indica
que la ley de Gauss se conserva automdticamente. Por lo tanto, las relaciones (3.13),
(3.14) y (3.26) constituyen el conjunto completo de vinculos que la teoria posee.

3.2. Clasificacion de los Vinculos

Siguiendo el procedimiento de Dirac, se procede a clasificar las ligaduras en primera y
segunda clase [1, 2]. Se puede determinar que 7" tiene PB débilmente cero con el resto de
vinculos de la teoria. Por lo tanto, 7t se identifica como una ligadura de primera clase.
Ahora, para clasificar los restantes vinculos ®® (x) = { T'(x), ™ (x), G (x), x* (x)}, es
necesario evaluar los PB entre ellos, lo que resulta en:

(X0} = —280008° (x—v),

{re,rw)} = —2028° (x—v),

{ro0,6y)} = 2ig8* (x —y) DX (x) + 2igh (x) 358 (x —y), (3.28)
{Mx,6m)} = ~2ig8* (x—y) (DX (0)" —2ige” (1) 348 (x— ),

{6(,6y)} = —2¢2 [ & (x—y) 3 (6 (x) &" (1)) + 20 (x) " (x) 28 (x —) .

Las expresiones anteriores sugieren que las ligaduras podrian ser de segunda clase. Sin
embargo, cuando se construye la matriz de vinculos cuyos elementos se definen por
Cab (x,y) = {@%(x), D% (y)} = Agp (x) 8 (x —y), donde A (x) se representada en la
forma:

0 —2(D¥)" 2ig [(DX)" ¢ (x)] + 2igd (x) 8% 0
—2D* 0 —2ig [DXd* (x)] —2igd* (x) 0% 0
A(x)= .
2igp (x) DX —2igd* (x) (D’i) F(x) 0
0 0 0 —28F0x
(3.29)

siendo F el operador:

= —2¢°0_ (¢9") —4g’dd"0-, (3.30)
es posible mostrar que la matriz C (x,y) es singular con un autovalor nulo. El autovector
asociado resultard de una combinacién de los vinculos @ (x) y tendra la caracteristica
de ser una ligadura de primera clase. Este autovector, denominado U (x), se calcula a
partir de la siguiente ecuacién de autovalores:

Jd%cc (x,y) U (y) = 0. (3.31)

B



3. Electrodindmica Cuantica Generalizada (GQED)

De la expresiéon anterior se determina que el autovector correspondiente al autovalor
Cero es:

U(x) = E;((" , (3.32)
X* (x)

con lo que el segundo vinculo de primera clase se calcula de la siguiente manera:

—_—

Ka¥

L) =0%(x)Ua(x) =G (x) —ig | " ()T (x) = (x) " (x]] . (3.33)

Una manera alternativa de visualizar el resultado anterior es observar la ley de Gauss,
representada por el vinculo G, la cual, segin el conjunto de paréntesis de Poisson (PB)
en la ecuacién (3.28), es de segunda clase. En el limite g — 0, se recupera la teoria de
campo de Maxwell libre, en la cual la ley de Gauss se clasifica estrictamente un vinculo
de primera clase.

Por otra parte, si G perteneciera a un conjunto minimo de vinculos de segunda clase,
el limite en el que la constante de acoplamiento tiende a cero no podria considerarse
apropiado para recuperar las teorias libres, ya que los corchetes de Dirac (DB), que son
necesarios construir para una teoria gauge, no estarian bien definidos. Se debe tener
en cuenta que los DB asociados a la teoria estdn definidos en términos de una matriz
no singular construida a partir del conjunto minimo de vinculos de segunda clase. Esta
matriz, sin embargo, se vuelve singular cuando se restaura las teorias libres, es decir,
cuando g — 0. En conclusién, se deberd considerar una combinacién lineal de vinculos
Q% (x) = {T(x), T (x), G(x), x*(x)} que resulta en un vinculo de primera clase,
dado por la ecuacién (3.33).

Una manera de mostrar que X (x) es una ligadura de primera clase, consiste en calcular
los PB con el conjunto restante de vinculos de la teoria. Por calculo directo de determina
que:

{Z00,T )} = —gr )8 x—v)~0,

{Z00, W)} = 1M (8* (x—y) =0,

{ze,6} = o (3.34)
(T, w} = o

Asi, se garantiza que (3.33) es efectivamente una ligadura de primer la cual se puede
expresar en la forma:

=0 m + 0t —ig [ br— qm*] . (3.35)

Entonces, el conjunto de ligaduras de la SQED, se clasifican de la siguiente forma:
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= Primera clase:
C=m"~0 , Z=G—ig(¢p*T—¢I)~0. (3.36)
= Segunda clase:

Fr=n—D_¢p~0 , M=n"—(D_¢p)"=0 , x=m"—0d_ A+ 0dA_~0.
(3.37)

Los resultados anteriores asegura que (3.36) constituye el nimero maximo de vinculos
de primera clase y que la busqueda de la independencia en el tiempo de (F, I, xk)
conduce a expresiones que permite cacular sus respectivos multiplicadores de Lagrange.
Al comparar ¥ con su andlogo en las coordenadas de instante forma [2], se observa que,
en este sistema de coordenadas, el segundo vinculo de primera clase no surge como una
combinacién lineal de las ligaduras que pertenecen al sector escalar y electromagnético,
dado que en el andlisis canénico correspondiente al instante forma el sector escalar
presenta un comportamiento regular.

3.3. Ecuaciones de Movimiento y Condiciones de Gauge

A continuacién, se procederd a comprobar que se poseen las ecuaciones de movimien-
to correctas, las cuales deberdn ser compatibles con la completa libertad de gau-
ge que caracteriza a la teoria. Para ello, se calcula la evolucién temporal de los
campos mediante el PB con el Hamiltoniano extendido Hg. Es decir, si W, (x) =
(Ap(x), ™ (x), b (x),d* (x),7(x),n* (x)) denota cualquier variable del espacio del sis-
tema, entonces la evolucién temporal de W, (x) se determina a partir de:

W (x) = { Wa (0) He (3.38)

donde el Hamiltoniano extendido es obtenido adicionando al Hamiltoniano primario Hp
todos los vinculos de primera clase que surgieron en el problema, con lo cual se obtiene
que:

He = Jd3y B ()7 + (0 + 70 —j") As — Dt (D) + miod + }FuFu

+ Jd3y [w1 C+uex* + v T+ v + wzz} ) (3.39)
Las cantidades (v, v*,uy) se interpretan como los multiplicadores de Lagrange asociados
a las ligaduras de segunda clase, los cuales pueden ser fijados a partir de las condiciones

de consistencia de (I, T, x¥). Por su parte, (w;,w;) representan los multiplicadores
correspondientes a los de primera clase, los cuales son, en principio, indeterminados y
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arbitrarios. Asi, la evolucién temporal de los campos asociados al sector electromagnéti-
cos es dada por:

Ar(x) = wi(x),
A_(x) = 7 (x)+ A, (x)— 0w (x), (3.40)
Ar(x) = AL () +u(x) — fwy (x).

Por consistencia de la segunda ecuacién en (3.39) con la ecuacién de movimiento (3.12),
se podria elegir w, = 0. En forma similar, la evolucién temporal de los momentos
candnicos del sector electromagnético determina que:

7t (x) = G(x) =0,
(X)) = 2% (x) " (x) Ay (x) + Ok (x) +igv* (x) d (x) —igd™ () v (x), (3.41)
(%) = g (x) [ 0507 (x) — igA* (x) ¢" (x)] +igd™ (x) [ 3 (x) + 1gAk (x) & (x)
+07Fuk (x) — 0¥ uy (x) .
Al combinar las relaciones (3.40) y (3.41), se obtiene que

AP +5Y ~ 0. (3.42)

Un andlisis semejante se puede realizar con las variables del sector escalar, para las
cuales resulta que la evolucién temporal es:

b(x) = v(x)+igw (x) b (x),
b*(x) = v (x) —igwa (x) ¢ (x),

7t(x) = —D*D*¢ (x)—igAs (x) DX ¢ (x) — DEDd (x) — m?d (x)
+igDX [w; (x) & (x)] + igwa (x) DX (x), (3.43)
() = — (DD ()" +igAs (x) (DX (x)" — (DIDEd ()

—m?¢* (x) —ig (¢ (x) D*)" wa (x) — 2igwa (x) (DX ¢ (x)" .
Combinando las expresiones anteriores, se puede deducir que:
( DIDE + m2> b ~ igd*w;+ 2igw,D* b,
(Dﬁ*Dlj* + m2> O* ~ —igd*d w, — 2igw, (D¥¢). (3.44)
Por lo tanto, las ecuaciones de campo (4.42) y (4.44) son consistentes con su contraparte
Lagrangiana si se elige wy = 0.

3.4. Eliminacién de los Vinculos

El algoritmo de Dirac requiere de tantas condiciones de gauge como vinculos de primera
clase surjan en la teorfa. Sin embargo, tales relaciones deberdn ser compatibles con las

27 |



Electrodindmica Escalar de Primer Orden en las Coordenadas de Plano Nulo

ecuaciones de Euler-Lagrange, y por tanto deben fijar el multiplicador de Lagrange w;
a cero y transformar las ligaduras de primera en segunda clase. Una condicién de gauge
que satisface tales requerimientos es:

A_=0 , mw +0_A; =0, (3.45)
y se conoce en la literatura como gauge de plano nulo [3, 4].

Con el fin de eliminar el conjunto completo de vinculos de segunda clase, se aplicard el
método iterativo [2]. Para cumplir con tal propésito, primero se seleccionard el conjunto
de ligaduras de primera clase (3.36), junto con las condiciones de gauge (3.45), y se
renombraran de la siguiente forma:

(D] =m" y (1)3 =A_
(3.46)
O, =L=G—ig(¢p*T—¢I™) , Dy=m +03_A,.

Ahora, se construird una primera matriz con elementos Cy (x,y) = {®; (x), @5 (y)} y
que se representa en la forma:

0 0 0 0
Cy (%) A Py (3.47)
ij (%,y) = x—y). .
5053 0 - o0 1 k

o 0 -1 0

Para calcular la inversa C{j] (x,y), es necesario resolver la siguiente ecuacién:

JdSZCik] (x,2) Cyj (z,y) = Jd3zCik (x,2z) C{jl (z,y) = 51163 (x—y). (3.48)

No obstante, para garantizar (3.48) se requiere definir convenientemente la inversa del
operador longitudinal 0_. En general, este operador esta definido como

] _ _ _
(0.) T f(x7) = 5 de e(x —y)f <y ,x+,xL> +F <x+,xL> , (3.49)
donde la funcién € (x) es
1, x>0
€(x) = 0, x=0 (3.50)
-1, x<0

y F(x",x*) es una funcién independiente de x~. La presencia de la funcién F en la
expresion (3.49) se debe a la ausencia de condiciones iniciales especificas, lo que podria
implicar que a la matriz de vinculos (3.47) se le pueda asociar una unica inversa. Dirac
demostré que una matriz conformada por un conjunto completo de vinculos de segunda
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3. Electrodindmica Cuantica Generalizada (GQED)

clase debe tener una tnica inversa [1]; por lo tanto, el grupo de vinculos (3.46) no es
un conjunto puro de vinculos de segunda clase. La matriz inversa de (3.47) no es por
tanto tnica, porque entre los vinculos de segunda clase se encuentra un subconjunto de
vinculos de primera clase ocultos [4]. La presencia de este conjunto oculto de ligaduras
puede evidenciarse a través de las condiciones de consistencia (3.22), (3.24) y (3.25), a
las que pueden asociar las siguientes soluciones a los correspondientes multiplicadores
de Lagrange (v, v*, uy):

vix) = ¥(x)+s (x*,xj‘> ,
vV(x) = 9 (x)+s" (x+,xi), (3.51)

u (x) = O (x) + sk <x+,xl) ,

donde s (x,x%), s* (x",x) y sk (x7,x*) son funciones arbitrarias de (x,x*), en
tanto que ¥ (x), * (x) y {ix (x) representan soluciones sin ambigiiedades. De esta manera,
el Hamiltoniano total se puede expresar como:

He = Jey B () + (0 + 70 i) Au — Db (DX +miod + lFuFu]

+ Jd3y [W1 C + fhx* + 9T + F*ﬁ?+wz£} + Jdg’y { skx* + s*T + F*s} . (3.52)

De acuerdo con Dirac, la contribucién de la solucién homogénea para v, v* y uy (3.51)
siempre estard asociada con ligaduras de primera clase, que en nuestro caso correspon-
den a los vinculos ocultos de primera clase. Sin embargo, Steinhardt [3] demostré que
este subconjunto de vinculos de primera clase estd asociado con trasformaciones de
gauge impropias [4], las cuales cambian el estado fisico de un sistema y proyectan una
solucién de las ecuaciones de movimiento en otra solucién completamente diferente. Es-
to implica que no es posible eliminar las trasformaciones de gauge impropias por medio
de condiciones de gauge, ya que tal procedimiento podria excluir consideraciones fisicas
permitidas por el sistema.

La manera natural de eliminar las ligaduras ocultas es fijar condiciones de frontera
adecuadas a fin de que el Hamiltoniano total funcione como un generador apropiado
de traslaciones temporales. De hecho, la invariancia de la accién por trasformaciones
impropias da origen a leyes de conservacién no triviales que se expresan en forma de
integrales de superficie. A diferencia de las transformaciones de gauge habituales, que
generan transformaciones propias y que son caracteristicas de una teoria de gauge, estas
no cambian el estado fisico del sistema. La posibilidad de realizar trasformaciones de
gauge propias puede siempre ser eliminada imponiendo condiciones de gauge.

Por tanto, la evaluacién explicita de la inversa de la matriz (3.47) involucra la deter-
minacién de una funcién arbitraria de (x*,xL). Esta funciéon puede ser determinada
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considerando condiciones de frontera apropiadas sobre la variacién en la coordenada
candnica generada por el vinculo. Entonces, al imponer las condiciones de frontera so-
bre los campos (¢, ¢*, Ay), citadas en [5] y [6], la inversa del operador 0_ puede
definirse sobre cualquier funcién integrable f(x~) de la siguiente forma:

_ _ 1 _ _ _

@710 = 5 [ayme (e —y7) i), (353)
. 1 f . 1

la cual es menos singular que ;- y desaparece mas rapido que ;— para valores grandes de

x~. A partir de (3.53) se puede garantizar que la inversa tnica de la matriz de vinculos

(3.47) es dada por:

0 —x =y 0 e(x —y)
1 X" =yl 0 —e(x"—y7) 0
—1 _! 2( L 1
Cy' (xy)= o e o . [P
e(x —y7) 0 0 0
(3.54)

Una manera alternativa de calcular la inversa (3.54) es usar el hecho de que los DB
deben satisfacer las identidades de Jacobi [7]. Utilizando la relacién (3.54), el primer
conjunto de corchetes de Dirac (DB) {-, -}y, para dos variables dindmicas A (x) y B (y),
se calcula a partir de:

{a B} = {A0Bw} - [eudv{am, 0w} 1wy
{ ®; (v),B (y)}. (3.55)
Es posible demostrar que si A, (x) es un campo escalar, se cumple que
{0 B} = (A, Bo)]} - | Pueiv{ ), 02w} 5 (w,v)
{©av), By} (3.56)

Ahora, en el caso de que By, (x) es también una variable escalar, se deberd cumplir que

{Aa0,Bo )} = {Aal0,Bo v}, (3.57)

de tal manera que los DB no nulos que tienen en cuenta los campos escalares son:

{o, ) =8x—y , {,xy} =8x-y) . (358

D1 D1

Si se considera que By (x) = A, (x), se determina que

(a0, 4w} =5 [Eu{aam e} [w -y [ u-y),

D1
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a partir del cual se puede deducir:

lomaw} = Zow|x —y @ x-y),
{0, = —For0alx -y sy,

{m A} = Fx —y @ x-y)ate ), (3.59)
{woam} = =2 -y [ -y ().

No obstante, para A, (x) = Ay (x) se cumple que

(A B} = {Actx) Bot)} + 03 [ @vey! (xov { @0 41, B )}
de la cual se puede concluir que los tltimos {-,-}; no nulos son:

{Ab, )} = 88—y,

{Ak(x)»A+(U)}D1 = —%\x——y—}aﬁéz(x—y). (3.60)

3.5. Inversion de Vinculos Escalares

En este instante se procede a resolver las ligaduras de segunda clase asociados al sector
escalar. Para ello, serd necesario definir un segundo conjunto de DB, {-, -},, a partir de:

Yi(x)=m(x)—0 ¢ (x) =0 , Y, =7 (x) — 0% " (x) =~ 0. (3.61)

El BD {., -}, para dos variables A, (x) y By (y) es definido de la siguiente manera:

Aq (%), By (y) = {A.(x),By(y)  — | dPudive Ag(x), Y (u)
D2 D1 D1

Did (wv) { Ya ), By (W)} (3.62)

donde Dgg (x,y) (con a,b = 1,2) es la inversa de la matriz Dy (x,y) construida a
partir de (3.61), la cual posee los siguientes elementos:

Dao (6, y) = { Wa (), % (v} (3.69)
y con la siguiente representacién matricial:
D (x,y) :_z<? é>a§5353 (x—y). (3.64)
Es posible mostrar que la inversa tiene la forma:
D! (x,y):—l<? (]))e(x—y)zsz(x—y). (3.65)
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Bajo la definicién de los DB {., -}5,, las ligaduras escalares se pueden considerarse como
identidades fuertes, es decir:

nx)=0%p(x)=0 , 7w (x)—-0 " (x) =0, (3.66)

de tal manera que de las cuatro coordenadas asociadas a ellos (¢, ¢p*, T, 77*), solo dos
son independientes. Aun cuando los vinculos no especifican cudles son las coordenadas
independientes, existe competa libertad en la seleccién de los grados de libertad. La
forma funcional de las relaciones (3.65) permite considerar a (¢, d*) como las coorde-
nadas independientes. Por ende, los DB {., -}y, se calculardn inicialmente en relacién
con estas variables. Si existe interés en evaluar los DB asociado a las variables (7, 77%),
basta utilizar las expresiones (3.65).

A partir de (3.62) se puede obtener el siguiente conjunto de DB no nulos:

[o09,0° W)} = —ge( )8 (x—y),
{oranw), = $ex-v|erx -y |- [aom

e(x —v)e(v -y, (3.67)
{orca), = —Fet ey [0 lx—ui— o er )

e(x —y)e(v -y,

{Ab), 7w} = alstx—y),

[Ac A} = 5~y x-y), (3.68)
2

A A} = | Pudv [ oot v+ e e e —w)
x—ue(u —v )& u—ve(v —y)
5% (v—y).

3.6. Corchetes de Dirac

Finalmente, se realiza el cdlculo los DB entre los grados de libertad de la teoria. Para
ello, es necesario identificar las coordenadas independientes que el sistema presenta.
Inicialmente, la SQEDy es definida por el siguiente espacio de fase: (A, ¢, d*, i, m, ),
es decir, un espacio de dimensién 12. Al aplicar la definicién de los DB, el grupo de
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ligaduras previamente invertidas se traduce en las siguientes relaciones:

_ =0,

T +0_A; =0,

n—D_b=n—0_-¢ =0,

" —(D_¢) =" —0_¢* =0, (3.69)
+ -0,

O + e — ig [ b — qm*} —. 4 —ig| o0 b — ¢a_¢*] -
lo que deja a la teoria com 6 coordenadas independientes. Ademas, las ligaduras x* (x)
del sector electromagnético, bajo la definicién de los DB parciales, toman la forma:

lo que permite considerar como grado de libertad al campo Ay (x). Por tanto, a partir
de (3.70) se construye la matriz de ligaduras de segunda clase:

P =%k ! = —25F0% 8% (x — 3.71
(%Y) {x (x),X (y)}m (0287 (x —y), (3.71)
cuya inversa es la siguiente:
Kkl 1 - _
(F 1) (xy) = —58ke (v~ —y7) 8 (x—y). (3.72)

Por tanto, el conjunto final de DB para las variables dindmicas Aq (x) y Bq (x) se
determina a partir de:

(B} = {80, Bolw)} [ Eudv{ai00x )
D D2 D2
m
(F) ww{x* B w)} . (3.79)
Al emplear la forma explicita de la matriz inversa (F~')™" (x,y) dada por (3.72), la
expresién para los DB (3.73) resulta en:

1

{Aa(x),Bb(y)} - {Aa()Bb(y)} + Jd3ud3ve( v 8 (u—v)

D 4
{ Ag (x }DZ X }Dz. (3.74)
Utilizando las siguientes relaciones,
{Ak( )X (u )} = 88 (x—u),
[x = (v -y ) ol —y),
{A+ _— —%e (x"—u) N8 (v—y),

g
)
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se deriva el conjunto final de DB entre las variables dindmicas fundamentales de la
teoria:

[Ac, A} = —ste (e —y) 8 (x b)),
(3.75)

[o00,0° (0} = —el —y)& (< —yY),
{¢(X)>A+(y)}D = égtb(X) =yl (xE -y (3.76)

—%962 (XJ_ _yJ_> Jdv e(x —v7) b (XL)V*) e(v —y7),

i

{700, A W)} = 590" (0 [ —y7[8* (x —y) (3.77)

+§g§2 (XL _yl> Jdv_ e(x —v)¢* (XJ',V_> e(vi—y).

Del principio de correspondencia se deducen los siguientes conmutadores entre los cam-
pos:

[Ak (x), Ay (y)} = —%6{‘6 (x* —y*) % (xl —yL) ,
. (3.78)
(000,06 (W) = —ze(x —y7) & (x* —y*),
(o0 A )] = 000 —y |8 (x* —y*) (3.79)

+ég52 (XJ_ _UL> Jdv e(x —v7)d (xl,v’) e(v —y7),

[d)* (x), A4 (y)} = %gcb* (x) [x~ —y~ |8 (XL—yL> (3.80)

—%962 (XL _yl> Jdv_ e(x —v7)¢* (xL,v_> e(vi—y).

Las dos primeras relaciones fueron deducidas por Neville y Rohrlich [8]. Ellos derivaron
estas expresiones comenzando con las relaciones de conmutacién entre los operadores de
campo libres a tiempos iguales x, y* y, posteriormente, calcularon los conmutadores
sobre el plano nulo x* = y*. Las relaciones de conmutacién que involucran los opera-
dores de campo //RJF(X) no fueron obtenidas por Neville y Rohrlich; sin embargo, ellos
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afirmaron que estas expresiones deberian ser deducidas al resolver una serie de vincu-
los cudnticos. En esta parte del trabajo, se obtuvieron las relaciones de conmutacién
entre los campos independientes de la teoria, los cuales fueron derivados a nivel cldsico
siguiendo un andlisis cuidadoso de la estructura de vinculos del modelo.

En resumen, hemos demostrado que la SQED, presenta una ligadura de primera clase,
que resulta de una combinacién lineal de vinculos y se identifica con el auto vector aso-
ciado al modo cero. Esta ligadura es una consecuencia directa de los vinculos asociados
al sector escalar. Este hallazgo debe compararse con aquellos obtenidos en las coordena-
das de instante forma, en los cuales el segundo vinculo de primera clase es simplemente
la ley de Gauss, la cual depende tinicamente de las variables correspondientes al campo
electromagnético, sin vinculos adicionales asociados al sector escalar.

Con el fin de transformar los vinculos de primera en segunda clase, se empled el gauge
de plano nulo y se impusieron condiciones de frontera apropiadas sobre los campos.
Asimismo, se fijo el subconjunto oculto de vinculos de primera clase y se determind
una unica inversa correspondiente a la matriz de vinculos de segunda clase. A partir
de esta construccién, se dedujeron los DB de la teoria y se cuantizaron via principio
de correspondencia. Las relaciones de conmutacién entre los operadores de campo libre
obtenidas son consistentes con los resultados reportados en la literatura [8]. Los con-
mutadores que involucran los operadores de campo R+ fueron calculados cuantizando
los DB derivados a nivel clédsico, siguiendo un andlisis cuidadoso de la estructura de
vinculos.
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Capitulo 4

Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP)

4.1. Introduccién

En 1928 Dirac propuso una teoria destinada a describir particulas de espin % [1], la cual
se caracterizaba porque la estructura fina del 4tomo de hidrégeno surgia naturalmente
al estudiar la interaccién de un electrén con un protén bajo el dominio de un potencial
coulombiano. Al analizar el limite no relativista de la ecuacién de Dirac, en presencia
de este tipo de potencial,, se reduce a la ecuacién de Schrodinger mdas un término de
espin-érbita. La razén por la cual Dirac propuso su ecuacién fue resolver el problema de
la densidad de probabilidad que surgia de la ecuacién relativista de Klein-Gordon-Fock
(KGF). Se sabe que la ecuacién de KGF se obtiene de la relacién energia-momento
relativista: E2 = p2c? + m?c?, cuando se identifica la energia E y el momento p con los
operadores ih% y —iRV, respectivamente, los cuales deberdn actuar sobre una funcién
de onda compleja \ (x,t) de manera que se obtiene:

102 (x,1) m*c?
2 Vb - b ) =0, (4.1)

o en forma equivalente:

m2c?

(auaLL + 2 ) VP (x,t) =0. (4.2)

La ecuacién de KGF fue considerada inicialmente por Schrodinger para estudiar el
espectro del d&tomo de hidrégeno mucho antes de formular su ecuacién no relativista.

A partir de la funcién de onda  (x,1t), se puede construir la densidad de probabilidad
p (x,1), cuya importancia radica en que p (x,t) d®x se interpreta como la probabilidad
de encontrar la particula en un elemento de volumen d3x. Por esta razén, la cantidad
p (x,t) debe ser positiva definida. Sin embargo, en el caso de la ecuacién de KGF, se
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puede demostrar que la densidad de probabilidad es dada por:

op* (x,t)
ot ’

ih o (x,t)

= 2mc2 ﬂ)* (X)t) T - (X) t)

p(x,t) (4.3)
la cual no es definida positiva y por lo tanto no puede ser considerada como una densidad
de probabilidad. Fue en 1934 cuando Pauli y Weisskopf interpretaron la densidad de
probabilidad (4.3) como una densidad de carga [2].

La propuesta de Dirac de una teoria cudntica para el electrén que condujera a una
densidad de probabilidad definida positiva se enfocé en buscar una ecuacién relativista
de primer orden en la derivada temporal, y mostré que esta deberia ser una ecuacién
matricial expresada de la siguiente forma:

(0 —m) v (x) =0, (4.4)
donde las matrices y* deberdn obedecer la siguiente algebra:
Y Yy =2, (4.5)

donde el tensor métrico del espacio-tiempo de Minkowski " tiene la forma (+, —, —, —).
A partir de (4.4) se puede demostrar que la densidad de probabilidad correspondiente
S€ expreas como:

p(x) =phyp, (4.6)

la cual es definida positiva.

El esfuerzo realizado por Yukawa en 1935 para explicar algunas caracteristicas de las
fuerzas nucleares [3] permitié que los fisicos trataran con nuevas particulas, diferentes
de aquellas conocidas de espin % tales como el protén, neutrdn, electrén y positrén. Sus
estudios mostraron que la interaccién de corto alcance entre dos nucleones es mediada
por un bosén con una masa intermedia entre la del protén y la del electrén, la cual
denominaron mesén. Posteriormente, se identificé que una particula de este tipo estaba
presente en rayos césmicos [4]; sin embargo, transcurrieron diez aflos antes de confirmar
que dicho mesén era diferente de aquel propuesto por Yukawa [5]. Pese a esta diferencia,
el éxito de la teoria de Yukawa y la observacién de mesones en rayos céosmicos incentivd
la bisqueda de una ecuacién que posiblemente describiera estas particulas. En la época
no se habia encontrado evidencia experimental contundente acerca del espin de los
mesones cargados y neutros, que segin la teoria de Yukawa podria ser 0 o 1.

Tras el éxito de la teoria de Dirac, de Broglie propuso que un fotén podria estar con-
formado por la combinacién de dos leptones, un hecho que podria explicar la masa del
mismo [6]. Fue asi que de Broglie buscé una ecuacién de primer orden que pudiera des-
cribir su fotén masivo. Simultdneamente, Kemmer estudiaba las ecuaciones de segundo
orden de Proca, y observé que podrian ser escritas como un conjunto de ecuaciones de
primer orden [7], las cuales escribié junto con las correspondientes ecuaciones para el
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caso de espin 0. Kemmer se dio cuenta de que tales ecuaciones podrian escribirse en las
formas matriciales de 10 x 10 y 5 x 5, de manera que describieran las representaciones
irreducibles de espin 1 y espin 0, respectivamente. Sin embargo, Kemmer no consiguié
determinar el dlgebra que tales matrices debian satisfacer. Fue entonces cuando Petiau,
un matemadtico y estudiante de de Broglie, mostré en 1936 el dlgebra de las matrices
correspondientes, estableciendo que su estructura deberia ser 16 x 16 [8].

No obstante, el trabajo de Petiau permanecié practicamente desconocido por muchos
afios, al igual que el estudio de J. Géhéniau [9], quien dos aflos después descompuso
tal dlgebra en representaciones de dimensién diez, cinco y unidimensional o trivial.
Después de conocer el trabajo de Duffin, Kemmer unificé toda la informacién disponible
y formulé un abordaje de primer orden [10]. El propésito principal de Kemmer fue
reformular la ecuacién de Proca a fin de obtener ecuaciones de onda de primer orden sin
necesidad de utilizar una forma tensorial. La teoria desarrollada guardaba una estrecha
correspondencia con la teoria del electrén de Dirac.

La ecuacién derivada por Kemmer tiene la forma:
(iB“au—m)lb(x) —0, (4.7)
donde las matrices 3" deben satisfacer la siguiente dlgebra:

BEBYR + BBV =n"VB7 + BN (4.8)

Las matrices " tienen dimensién 16 y constituyen una representacién reducible del
algebra (4.8), la cual solo admite tres representaciones irreducibles, a saber: una repre-
sentacion irreducible en 10 dimensiones asociada a particulas de espin 1, una represen-
tacién de 5 dimensiones correspondiente a particulas de espin 0 y una representacién
trivial sin significado fisico en 1 dimensién. Por su parte, el objeto 1 (x) representa
una funcién de onda multicomponente. Para particulas de espin 1, la funcién de onda
tiene 10 componentes y conduce a la teoria usual basada en la ecuacién de Proca, en
la que cuatro de estas componentes forman un cuadrivector y seis configuran un tensor
antisimétrico. En el caso de particulas de espin 0, la funcién de onda de 5 componentes
conduce a la teoria de KGF, llamada también escalar, donde una de sus componentes
corresponde a un escalar y las otras cuatro corresponden a su cuadrigradiente.

4.2. FEcuacion de Onda Relativista

En cuanto a la ecuacién de onda de la mecanica cudntica no relativista, esta no resulta
ser invariante de Lorentz, ya que las derivadas espaciales y temporal no aparecen en
ella de forma simétrica. De hecho, la energia que describe una particula no relativista
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2 . L, . .
es E= f—m, que a nivel cudntico es interpretada por los operadores:

E— i% , p — —iV. (4.9)
Se esperaria que la relacién (4.9) pudiera utilizarse para derivar una ecuacién de onda
relativista de la relacién: E2 = p2c? + m?c?, lo que resultaria en la ecuacién de KGF
(4.2). Por esta razén se asume que los campos de una teorfa cudntica deben satisfacer
la condicién de KGF, bajo la cual se interpreta que los campos Q (x) correspondientes
a particulas elementales libres deben satisfacer la ecuacién:

( M, + m2> Qu (x) = 0. (4.10)

Ahora, si las componentes de los campos Q4 (x) corresponden a un conjunto de particu-
las con valores de masa (my, my,--- ,m,), entonces la ecuacién (4.10) queda expresada
como:

ﬁ(@“ﬁu—kmé) Qu (x) = 0. (4.11)

a=1

Es bien conocido que las ecuaciones de algin orden pueden ser transformadas en un
sistema de ecuaciones de primer orden al incrementar el nimero de variables, donde
este nuevo conjunto de variable tiene un importante significado fisico. El hecho de que
una ecuacién de onda sea de primer orden en la operacién de derivada temporal es
esencial para el formalismo candénico de la mecdnica cudntica. Dado que la invariancia
candnica de la teoria asegura la conservacién de la probabilidad, es necesario adoptar
el formalismo canénico en teoria cudntica de campos con el fin de mantener esta ley de
conservacién. Por lo tanto, las ecuaciones de onda deben tener una forma de ecuaciones
candnicas, las cuales son ecuaciones diferenciales de primer orden. Es decir, una teoria
candnica de campos cudnticos estard basada sobre campos que satisfacen ecuaciones
diferenciales de primer orden.

Un ejemplo de ello es €l caso de un campo escalar ¢ (x), el cual satisface una ecuacién
de campo tipo (4.10), es decir:

( oh,, + mz) ¢ (x) =0. (4.12)

Ahora bien, es posible convertir (4.12) en una ecuacién de primer orden al reescribirla
de la siguiente forma:

n*vo, [;avcp (x)} +me (x) =0. (4.13)

Si se define que

oy (x) = —0vp (x), (4.14)

1
m
la ecuacién (4.13) se expresa como:

0¥y (x) +me (x) = 0. (4.15)

[ a0



4. Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

De esta manera, al adicionar el cuadrivector ¢. (x) al campo original ¢ (x), se define
un campo que posee cinco componentes (¢ (x), @y (x)), los cuales satisfacen el sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden:

o) = 00l 0y () me () =0, (4.16)

Es decir, la ecuacién de segundo orden diferencial (4.12) se ha reducido a un sistema
de ecuaciones de primer orden, como se expresa en (4.16). Sin embargo, este cambio
implica un aumento en el niimero de variables: (¢ (x), @y (x)).

Usualmente, una ecuacién de onda relativista para la funcién de onda Q4 (x) con x =
1,2,--- ,n es de la forma:
A, (0) Qv (x) =0. (4.17)

No obstante, la condicién de KGF limita esta ecuacién de onda, ya que requiere que
exista un operador diferencial D¢, (0) que garantice la condicién mencionada, es decir:

D, (3)AY (d) = ( oM, + m2> 5. (4.18)
En general, el operador DY, (0) tiene la siguiente representacion:

D(d) = [D%(0)] =+ a0y, + «M'"20,,0,, + «"1¥2H39,, 9,,,0,,
"’"""‘Xmmmam"'aul+"' , (4.19)

donde los coeficientes o1 "M son matrices de dimension n. Si se denota el orden mas
alto de diferenciacién del operador (4.19) por b, se debe cumplir que

a1 =0 para 1>b. (4.20)

La matriz A" (9) es de primer orden en el operador 0 y es, en general, de la forma:

A(0) = [A) (0)] =1ip"d, —mpB, (4.21)

donde p" y [3 son matrices de dimensién n, el pardmetro m es una constante y la funcién
de onda Q4 (x) se representa como una matriz columna. A partir de las relaciones (4.18),
(4.19) y (4.21), es posible observar que:

049+ m? = ([t 010y, + o1y, By, + 1D 3,0 - ) (10— mp) .

Al igualar potencias del mismo orden diferencial en la relacién anterior, es posible
determinar que
m = —«xf3. (4.22)

De (4.22) se puede proponer que se cumpla

x=—mp", (4.23)

a1
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es decir, que la matriz 3 tenga inversa, con lo cual, la ecuacién (4.17) se puede expresar
de la siguiente manera:

BAY(9)Qy (x) = (1[5—‘ pHd, — m> Q. (x) = 0. (4.24)

Definiendo la matriz
Br=p ok, (4.25)

se puede expresar (4.24) como se muestra a continuacién:
( B0, — m) Qy (x) = 0, (4.26)
la cual es equivalente a la expresion (4.17).

Consideremos como un caso especial la siguiente forma para el operador D (0):
D (0) = x4+ o*0y. (4.27)

Se puede mostrar que

i

Mo, +m? = —ma+ (ioc[%” — moc”) 0y + 2

( oaBY + ocVB“> 0,0+,

donde el dltimo término se ha simetrizado debido a la presencia del tensor 9,,0,. Ahora,
al igualar potencias del mismo orden diferencial, se determina que:

m? = —ma,
0 = ixp"*—mot,
v (g ra),
lo que resulta en:
ox = —m,
at = —ipH,
1
= (BT +BYRY),

donde la dltima relacién se puede escribir como:
BHBY + BYB" = 20 (4.28)
Ahora bien, el niimero b que aparece en la expresién (4.20) puede expresarse como:
b = 2f, (4.29)

donde f es el mdximo valor del espin del campo descrito por Q- (x) [11]. Para el caso de
(4.27), b =1 y por lo tanto el espin del campo Q. (x) es % Asi, la expresion (4.26) es

[
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la ecuacién de campo con espin %, donde las matrices 3" satisfacen el dlgebra indicada
en (4.28).

Ahora, se procede a determinar la estructura de la matrices 3", que generalmente son
de orden n x n. Para el caso n = 2, las matrices en mencién son de 2 x 2, y se podria
considerar a las matrices de Pauli oy, (k = 1,2,3) junto con la matriz identidad I, las
cuales constituyen una base que satisface las siguientes relaciones de anticonmutacién:

{ Ok, O'j} = 20y; , { Ok, I} =0. (4.30)

La relacién anterior indica que las matrices (oy, ) no satisfacen el dlgebra (4.28), por
lo que dichas matrices no pueden ser consideradas como una base para este caso ni
pueden ser identificadas con las matrices 3*. Debido a lo anterior, se procede a consi-
derar la dimensién n = 4 [12]. Para este caso, las matrices asociadas son las de Dirac,
denotadas como y", las cuales satisfacen la relacién (4.28), y en consecuencia pueden
ser identificadas con las matrices 3", es decir, p* — y*. De esta manera, la ecuacién
(4.26) correspondiente se expresa como:

(wuap—m) P (x) =0, (4.31)
donde las matrices y* satisfacen el dlgebra
YHYY + vVt =20t (4.32)

La ecuacién (4.31), conocida como ecuacién de Dirac, describe particulas masivas de
masa m por medio del campo 1V (x). Esta interpretacién es resultado apenas de una
identificacién, ya que la caracterizacién de 1 (x) como un espinor es consecuencia del
estudio de las matrices y* y de su comportamiento bajo trasformaciones de Lorentz.

A partir de (4.32), es posible mostrar que
(iy“au + m) (iyvav _ m) W (x) = ( Mo, + mz) W (x) =0, (4.33)
es decir, cada componente del campo 1 (x) satisface la condicién de KGF. Cualquier

funcién de las matrices de Dirac puede ser escrita como una combinacién lineal de 16

matrices Y, donde A =1,2,--- 16, definidas de la siguiente manera:
I — 1
Y= 4
YVi=9 vy = 4
Y o=
w5 6
donde :
Y=oyt I =St -y,

43 |



Electrodindmica Escalar de Primer Orden en las Coordenadas de Plano Nulo

Ademaés, se puede demostrar que las matrices y” satisfacen las siguientes condiciones:

2
()
TWA = 0 ’ YA 7é I)
Tr (yAyB) =0 , A # B.
Las matrices Y son linealmente independientes y por tanto constituyen una base, de
manera que cualquier matriz 4 x 4 puede descomponerse en funcién de y*.

Ahora, analicemos el caso cuando el operador D (0) es de segundo orden, es decir:
D (0) = o« + "0, + «"V0,,0,. (4.34)

De esta manera, la ecuacién (4.18) implica que:

n*vo,0y + m? = —ma+ (iocB” — moc“) 0y + [ % ( alBY + oc"B”) — modw] 0,0y

+i) (a"7BY) 9,940y,
P
donde ) , indica una suma sobre todas las permutaciones posibles de los indices (pnov)

debido a la simetria del operador diferencial 9,0,0. Para que la igualdad sea satisfecha,
se deben cumplir las siguientes condiciones:

2

m- = —ma,
0 = iap*—mat,
o= s ( o BY + oc"[S”) — matY
2

0 = i) (a"pY).
P

Estas condiciones conducen a:

m = —q,
ot = _if’p)
ar = L B (BB +p"p") —n“"] ,

0 = ¥ |5 (eeopv poprp) ).
P

Al considerar todas las permutaciones posibles, la dltima relacién conduce a la siguiente
algebra:

BERYR + B BYRY =BT + RN (4.35)
Una manera alternativa de deducir la relacién (4.35) es a partir de la idea de de Broglie,
segln la cual la matriz [3"se puede expresar como

1

B =3 (T 4T, (4.36)

[ s
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donde
M=vy"®1 , M=1xy"

Ademais, se debe cumplir que
{rr} = =L}
[r“, r’V} — 0.

A partir de la relacién (4.36) puede demostrarse que

BHBVBO‘ — 1 rurvro‘+ rur‘\/rlo‘ + rur/VrG+ rur/Vr/G+ r/ur\/ro‘
8
+ r\/urvrlo‘ + r/ur/vr\o‘ + r/pr/vr/o‘) .
En forma similar, se determina que

BGBVBH — % (rorvrp+ rcrvr/u+r0rlvrp+ rUr/Vr/p+ r/GrVru

+ r/o‘r\/r/p, + r/o‘r/\/rp, + r/Ur/Vr/p,) .
Sumando las relaciones (4.39) y (4.40) se obtiene que
Buﬁ\/ﬁc + BO‘[SVB}J. — % |:r|,lr\/r0' + rO'r\/rp + r/pFIVr/U + rlo‘r/\/r/p

_|_2T]pvr0 +2np0rv —}—ZT](WFP’
+2anr/G+2nGVr/u+2nuGr/v .

A su vez, de la relacién (4.38), se puede determinar que
PHIY = 2nMY — VTR,

de manera que:
THTYTO = 2T — 20T + 2nOVTH — TOTVTH,

Asi que la relacién anterior permite establecer que:
THTYTO 4+ TOTVTH = 2n"YT9 — 2nMoTY + 2n°VTH,
De forma similar se muestra:
THIVTIO 4 TOTYTM = 2qMYT70 — MY 4 2oV TM,
Combinando las relaciones (4.42) y (4.43) en la expresién (4.41), se obtiene:
B¥BYRT + BBV =n*VBT +nVBY,

que es el dlgebra (4.35).

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
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4.3. Ecuacién de DKP y las propiedades de las matrices
beta

A partir de una ecuacién de primer orden, es posible analizar las propiedades de los
campos escalares masivos (espin 0) y de los campos vectoriales masivos (espin 1). Lo
anterior es posible si se aumenta el niimero de variables, como ocurrié con el ejemplo que
dio origen a la ecuacidén (4.15). La ecuacién que se desea considerar es proporcionada
por el formalismo de primer orden de DKP, que describe este tipo de particulas y se
expresa como:

(iﬁ“au _ m) P (x) =0, (4.44)
donde las matrices 3" satisfacen la siguiente dlgebra:
BEBYRT + BIBYRH =n"B% + 7 BH. (4.45)

La ecuacién (4.44) describe entonces las propiedades la particulas libres de espin 0 y
espin 1, con las matrices " satisfaciendo las propiedades algebraicas (4.45) en ambos
casos. Esta dlgebra admite tres representaciones irreducibles: una representacién de 10
dimensiones, asociada a particulas de espin 1; una representacién de 5 dimensiones,
correspondiente a particulas de espin 0; y una representacién trivial de 1 dimensién,
sin significado fisico. Ahora, la evidencia de los valores de espin se da por el hecho de
que la funcién de onda multicomponente P (x) cuenta con 5 componentes en el caso de
espin 0, en tanto que en el caso de espin 1, la funcién de onda tiene 10 componentes.

A partir de la relacién (4.45), se puede deducir una serie de propiedades ttiles de las
matrices 3*. Haciendo u = v = 0 en (4.45), se obtiene:

(B*)* =nHpH, (4.46)

donde se entiende que no se suma sobre el indice (. Ahora bien, el conjunto de matrices
que complementan las matrices " se define como:

T = 2(B4)* —nH. (4.47)
A partir de (4.46), se satisface la siguiente propiedad:
()2 = 4(BY)" —4n™ (BM)* + ()2 = (™) = 1. (4.48)
~—
Anpn(p)?

La relacién de anticonmutacion entre las matrices " y n* se puede derivar al multiplicar
la expresién (4.47) por la matriz 3° por la derecha. De esta manera se obtiene:

TR =2(BH)* BT —n*pe, (4.49)
Ahora procedamos a realizar 1 = v en la relacién (4.45):
(BH)* B° + BT (BH)? =BT+ Y, (4.50)

[ 6
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asi que:
(BY)* BT = nHHBY + Bt — BT (BH)°.
Substituyendo la anterior relacién en (4.49) se obtiene:
B = 2nTHBH — B, (4.51)
Entonces:
BT+ UM = { %, BT} = 7B, (4.52)
a partir de lo cual se deduce:
s1 o 7& 28 {ﬁu>BG}:O>
si o = u atpH = nHHpH. (4.53)

La relacién de conmutacién entre las matrices p* y " se obtiene multiplicando la
expresién (4.47) por B tanto por la izquierda como por la derecha, de manera que
resulta en el siguiente par de ecuaciones:

Bt = 2(B")’ —mMHpH =nteph,
~——
nHHBH
TEE = 2(BH) —ntHBH =ntpt,
donde se ha utilizado la identidad (4.46). Restando las ecuaciones, obtenemos que:

BrAM — T = | B, TH| = 0. (4.54)

Larelacién de conmutacién entre las matrices " se puede determinar por multiplicacién
directa y utilizando la expresién (4.51), es decir:

A = A (2087 - nY) =2 (V) BY - T = 2 (20" BH — BV B -
= [ pr,pY| + Y,

de manera que

| = an [ 8487 (4.55)
De la relacién anterior se puede deducir ficilmente que en el caso p # v,

[ﬁ”,ﬁv} =0. (4.56)
Otra relacién 1til que se puede derivar resulta de (4.45) cuando 0 = y,
BEBYRH + BHBTRY =n"VBH +ntYRH,

por tanto:
BHRYRY =n"Yp. (4.57)
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4.4. Ecuacién de DKP conjugada

Si se escoge una representacidén para las matrices 3 tal que

(BH)" =nH+p¥, (4.58)
se garantiza que
(mF =a, (4.59)

es decir, garantizan que las matrices N" resulten ser hermiticas. Ahora, se pretende
buscar una matriz C que actué sobre las matrices 3 y que suministre su conjugado
hermitico, tal que cumpla las siguientes condiciones:

CprC = (M), (4.60)
Ct =1
Utilizando la ecuacién (4.58), se obtiene que:
CR*C =n"p*. (4.61)

Multiplicando la expresién (4.61) por la matriz C tanto por la derecha como la izquierda,
obtenemos:
CR*=m™BHC ,  BMC=nMCPY,

de manera que al sustraerlas, resulta en:
C,pr] =m | Br,c] = —n [ c, B
lo que es equivalente a:
(1 +14) [c, B”] ~0. (4.62)

De la relacién anterior podemos establecer dos casos: Si u = 0, la igualdad se cumple si
[ C,B%] =0. Para el caso en que p = i, la cantidad [ C, '] se mantiene indeterminada.
Por tanto, con el fin de garantizar que la relacién (4.62) se cumpla para todo u, es
necesario que:

[c, fs“} —0. (4.63)
Sin embargo, siendo que C? = 1, se deduce que:
CRHC =n™pH =g,

por lo tanto
CB* = BHTI"C,

igualmente
prC = Cp ",

3
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lo que al restar los dos dltimos resultados da:
o8] = [e ] =g [ c]+ [ B ]
Ahora, dado que: [ C, B*] =0, la anterior relacién implica que:
0=pH [ﬁ“, C] . (4.64)

Exigiendo que la identidad se cumpla para todo 3", debe cumplir que:

[C,ﬁ“} —0. (4.65)
Ahora, siendo que [ﬁ”,ﬁ"] =0, se puede escoger C tal que:

C=AMY,

sin embargo, dado que el cuadrado de esta matriz debera ser la identidad, podremos
restringir la forma de esta matriz:

C? = A*AVTY = ) AcAaMN® + ) AdT®AeT’ = ) AcAa+ ) AdTApTl".
a a#b a a#b

La forma mas simple de satisfacer esta restriccién es si todos los coeficientes A, son
nulos, con excepcién de uno en particular, que podemos denotar por d. No obstante,
la condicién C2 = 1 nos hace seleccionar el valor d = 1. Con lo cual se establece que
C =1", que puede garantizar a su vez que C? = (ﬁ”)2 = 1. Utilizando este resultado en
la expresién (4.61) junto con (4.54), se determina que:

nHEBE =Bt = B (") = BY,
es decir:
(1 —n") B = 0. (4.66)

Si la expresién anterior se cumple para todo 3", se debe garantizar que n** =1, lo que
implica que la dnica solucién posible de esta ecuacién es cuando p = 0. Asi, se concluye
que C =7°, y de (4.60) se establece que

(BM)T =7°BHA% =nHph. (4.67)

Por tanto, la matriz responsable de la conjugacién hermitica de las matrices 3" es
la matriz 71°, con lo cual se puede concluir que B° es hermitica en tanto que B! son
antihermiticas.

Si la operacién de adjunto hermitiano es aplicada a la ecuacién de DKP (4.44), se
obtiene:

bt 0o (=i (B0 —m) = —uf () (B0, +m) =o0.

49 |



Electrodindmica Escalar de Primer Orden en las Coordenadas de Plano Nulo

Al multiplicar la expresién anterior por i° por la derecha, obtenemos que
bt (o) (TR0, + mi) = ! ()7 (1840 +m) =O.
A su vez, si se define el campo conjugado a VP (x) como

B (o) = vt (x) 7, (4.68)

se deduce entonces la ecuacién de DKP conjugada:

¥ (x) ( B0, + m) —0. (4.69)

Ahora, se procederd a derivar la correspondiente ecuacién de continuidad asociada a la
teorfa. Multiplicando la ecuacién de DKP por \ (x) por la izquierda en tanto que a la
ecuacién conjugada se la multiplica por { (x) por la derecha, se deduce que:

WB* () —mPph =0 , 1 (3,P) B + mipp =0,
que al sumar resulta en:
DB (2,00) + 1 (,) BH = 10, (PBH) = 0. (4.70)

Por tanto, se define la densidad de corriente como:

1—
= 0B, (4.71)
con lo cual la ecuacién de continuidad toma la forma:
0. J" =0. (4.72)

El factor % que resulta en la definicién de la corriente (4.71) se introduce con el fin
de obtener una densidad de corriente similar a aquella que se utiliza en la ecuacién de
Klein-Gordon-Fock y su limite no relativista [13]. No obstante, la componente temporal
de la corriente, es decir J°, no es definida positiva, lo que implica que esta cantidad
no puede ser interpretada como una densidad de probabilidad. A pesar de esto, atin es
posible interpretar a J° como una densidad de carga. Esta carga no debe ser considerada
necesariamente como una carga eléctrica, sino como una carga generalizada que resulta
de la simetria asociada al sistema.

4.5. Covarianza de Lorentz de la Ecuaciéon de DKP

Una teoria relativista adecuada deberd ser covariante de Lorentz, es decir, su formulacién
debe permitir una transformacién que conecte dos sistema de referencia inercial [14].
Dados dos sistemas de referencias inercial asociados a los observadores X y X', estos
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describirdn el mismo evento fisico en términos de sus respectivas coordenadas. Las
coordenadas que conectan dichas observaciones es mediada por la transformacién de
Lorentz, la cual es definida como:

XM =AM XY, (4.73)

la cual garantiza que el operador 0, se transforme como un vector covariante:

0, = A0y, (4.74)
cumpliendo la condicién:
ALNE, =84, (4.75)

Ahora, si se exige que la ecuacidén de DKP permanece invariante por transformacién
(4.73), en el sistema de referencia asociado al observador X’ se debe cumplir que:

(B0 —m)w () =0, (4.76)

donde {7 (x’) es la funcién de onda transformada de Lorentz. Ahora, se asumird que
bajo una transformacién de Lorentz el campo 1 (x) se transforma en la forma:

W () =97 (Ax) = U(A) ) (x), (4.77)

donde U (A) es una matriz. Lo anterior implica la bisqueda de una representacién de
la transformacién de Lorentz en el espacio de Hilbert. Con ello en mente, se debe exigir
que las matrices " también satisfagan el dlgebra de DKP, es decir:

B/uB/VBIO‘ + ﬁIO‘B/VB/u — anBIO‘ +nUVB/H- (4:78)

Con €l fin de conectar los dos sistemas de referencia inercial, se deberd encontrar una
representacién explicita de '™ y U (A), con la condicién de que la transformacién
U~" (A) exista, ya que la misma permite la conexién con el sistema de referencia inicial.
Utilizando los resultados (4.74) y (4.77) en la expresién (4.76), se obtiene que:

(iﬁ’“/\;av - m) U (A) W (x) = 0.

Y si se multiplica la expresién anterior por U~' (A) por el lado izquierdo, el resultado
es:
(iu*‘ (A) BMU(A) Ay — m) W(x) = 0. (4.79)

Ahora, si la ecuacién de DKP es covariante, es decir, que la expresién anterior tenga la
forma

(iB*3 —m) W (x) =0,
se deberd cumplir que

U™ (A)BMU(A)AY =B
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Utilizando la identidad (4.75), se puede transformar la ecuacién anterior en lo siguiente:
U (A) BRU(A) = AR BY, (4.80)
lo que indica cémo deben transformarse las matrices (3*.

Una manera de encontrar una representacién de U (A) es considerar las transformaciones
de Lorentz infinitesimales propias, para las cuales A", deberd ser de la forma:

AR, ~ 5% + AwH, + O <Aw2> . (4.81)

Siendo que la distancia entre dos puntos espacio temporales infinitesimalmente préximos
es invariante bajo transformaciones de Lorentz:

d’s = N dx'Hax™ = nyydxtdx”, (4.82)
se puede demostrar que la cantidad Awy,
Awyy = —Awyy, (4.83)

es antisimétrica. Expandiendo la matriz U (A) en potencias de Aw,, y manteniendo
potencias hasta de primer orden se determina que:

U(A) > 1T +ixAw SH, (4.84)

donde o y S*¥ son cantidades a ser determinadas. Substituyendo (4.84) en (4.80) hasta
el primer orden en Aw,y, obtenemos la siguiente expresion:

ARBY = B+ iadweg | B, S|
Igualando los coeficientes relacionados a los polinomios en Aw,, se obtiene que
B = p™, (4.85)

en tanto que
Aw B = iaAwe, [B“,SUP} . (4.86)

Esta ultima representacién se utilizard para encontrar la forma explicita del generador
infinitesimal S*.

Ahora bien, en la expresién
AW, BY = Aweyn"BY,

siendo que Aw,,, es antisimétrico, es necesario antisimetrizar el producto n"**p" en el
par de indices («,v), de manera que la relacién anterior se exprese como:

1
AW, B = Awon B® = JAwa, ("B — 1B ), (4.87)
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de modo que la expresién (4.86) se pueda expresar en la siguiente forma:

%chp (ansp fnupfs‘f) = i Awg, [B“,SUP] . (4.88)

Ahora, a partir del dlgebra de las matrices DKP, es posible mostrar que:
e~ = | B, [ B 80|, (4.89)
de manera que

%A(,Ucp [B”> [Bc> B‘)H = iAwgp [f’“» SUP} . (4.90)

Asi, la relacién anterior permite inferir los valores de las cantidades « y SV, a saber:

a=—3 ., ST= [[3“, BP} : (4.91)

La transformacién de Lorentz finita es completamente determinada para ser:
1 op
U (A) =exp iwgpS , (4.92)

lo que establece finalmente la manera como se transforman los campos 1 (x) bajo Lo-
rentz.

Ahora, la transformacién de Lorentz correspondiente a el campo conjugado es dada por:
B () =9 ()T =B (0 (A°UR°)), (4.93)

donde :
uf (A) =exp (zwgpsm> . (4.94)

Sin embargo,
stee = [ pe,p°]" = (BepT— pope) = plople —pIopt.
De la expresidn (4.67) se puede determinar que
steo — _705PoR0, (4.95)

Al analizar la aproximacién infinitesimal de la transformacién asociada a U (A), se
obtiene que
Foutme |

n n = _Ewcpspca

que en el limite finito se deduce como

U (AT = exp (007 ) = U7 (), (4.96)
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y por lo tanto
V() =0 () U (A). (4.97)

Se puede afirmar entonces que la covarianza de la ecuacién de DKP ha sido probada y
que es independiente de la representacién de las matrices 3*.

A partir de la relacién (4.80) es posible demostrar que
U™'SoPU = A9 AP SHY, (4.98)

Lo que indica que S°° es un tensor de segundo orden en el dlgebra de las matrices M.
En general, todo tensor en esta dlgebra puede ser escrito como una combinacién lineal
del producto de 3 y & [15]. De la relacién (4.89) se establece que

NP~ = | B, 57 (4.99)
de manera que
[ Sy S"p] =nHSPY 4 YPSTH — HPSTY — VOSPH, (4.100)
Al introducir las matrices oy de la siguiente manera:
Ok = 1€kimStim, (4.101)

y teniendo en cuenta la expresion (4.100), se determina que

[Uk, 01} = —45y1.
Ahora, dado que
ieknOn = — (S — Sw) = =28k,
y de manera que
i
S = 5 EkinOn,

se puede concluir entonces que
Ok 01} . On
- = | = Wkin—5"- 4.102
[ 272 "2 ( )
La expresion anterior se interpreta como las relaciones de conmutacién para las matrices
de momento angular, lo que implica que oy tendrd las propiedades de momento angular

y podra tomar los autovalores (f,f— L, f—=2,---,—f+ 1,—f), donde f es un nimero
entero o semientero. La ecuacién caracteristica para las matrices oy es:

(o —f) (o —f+ 1)+ (o +f— 1) (o + ) = 0. (4.103)

En general, la representacién de las matrices de momento angular que satisfacen (4.103)
puede descomponerse en representaciones irreducibles Dy, Dys_y, - -- del grupo de ro-
taciones infinitesimales. Estas representaciones irreducibles corresponden a los valores
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[f|, f — 1], - -- de momento angular. Ya que en una representacién irreducible D, la fun-
cién de onda tiene (21 + 1) componentes independientes correspondientes a diferentes
direcciones de momento angular, se muestra que el campo de DKP 1 (x) describe el
estado de una particula con espin f = 1. Asi, se deduce que la funcién de onda en (4.31)
describe los estados de particulas espin |f], |f — 1|, --- . Este momento angular es una
propiedad intrinseca de las particulas, ya que no desaparece inclusive cuando estas se
encuentran en un estado de reposo.

4.6. Representaciones irreducibles de la teoria DKP

El conjunto de matrices " junto con el operador unidad generan un anillo con el
algebra de espin entero [16]. El dlgebra expresada por (4.45) produce, a su vez, un
conjunto de 126 matrices independientes. Esta dlgebra, de acuerdo con el teorema de
Frobenius-Schur, debe poseer tres representaciones independientes irreducibles [7]:

126 = 12 452 +10%. (4.104)

Se tendrd entonces una representacién de primera orden, que es trivial y no posee
significado fisico; una representacién de quinto orden que describe particulas de espin
0, conocida como el sector escalar de la teoria DKP; y finalmente, una representacién de
décimo orden asociado con particulas de espin 1 que se conoce como el sector vectorial.

El campo de DKP, por tanto, poseerd un exceso de componentes y la teoria deberd
ser condicionada por una ecuacién que permita eliminar las que resulten redundantes.

Dicha condicidn se deriva de la ecuacién de DKP multiplicando (4.44) por (1 — (B°)2>,
obteniendo:

o= (1= () ()
_ [i <1 _ <B°>2> B9y + i (1 - <B°)2> By —m (1 - (BO)Z)] \(4.105)

A partir de (4.46) se deduce que

por lo tanto,

Ahora, de (4.50) se obtiene que

(Bo)z Bk 4 ¥ (Bo)z — 0Bk 41k — gk,
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entonces 5 X
B¢ (Bo> _ <] B <Bo) ) B«

De manera que la ecuacién (4.105) se reduce a:
2 2
ipk (50) b =m (1 _ ((5°> ) v, (4.106)

Como se podrd observar posteriormente, la relacién (4.106) permitird determinar que
tres (cuatro) componentes del campo P (x) se expresan en términos de las otras dos
(seis) componentes y sus derivadas en el sector escalar (vectorial), de modo que las
componentes superfluas desaparecen y se mantienen solamente las componentes fisicas
de la teoria de DKP. Se mostrard, ademds, que las ecuaciones de KGF y de Proca son
obtenidas seleccionando los sectores de espin 0 y 1, respectivamente, de la teoria DKP
para el bosén libre.

4.7. Equivalencia entre el formalismos de DKP y el for-
malismos de KGF

En 1953, Fujiwara [17] desarrolld dos conjuntos distintos de operadores que tienen la
interesante propiedad de seleccionar el sector de espin 0 o 1 de la teoria de DKP. La
propuesta de Fujiwara se baso en la propuesta de Peaslee [18]. Sin embargo, el abordaje
realizado por Umezawa [11] resulté ser mucho mds didédctico y presenta de manera
explicita estos operadores. Para seleccionar la funcién de onda de espin 0, es necesario
introducir los operadores P y P definidos de la siguiente forma:

e () () () () o)
el cual cumple con la condicién
P2 =1. (4.108)

Ademas, se introduce el operador:
PH = PRH, (4.109)
al cual se le puede deducir la siguiente propiedad:
PHBY = PBHBY.
Ahora, siendo que B*BYR* =n"VBH, se determina:
(B“BV—n‘”> B = 0. (4.110)
Dado que la identidad anterior se deberd cumplir para todo 3*. se deduce que

RHRY =n", (4.111)
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de manera que
PHBY = PR*BY = Pn*. (4.112)

Los resultados anteriores nos llevan a la siguiente identidad:
PSP — P [ Be, BP} —p ( BB — 50(3“) =0 = S°°P. (4.113)
En forma similar, se demuestra que:

PHSOP =M (PRP) —n*? (PR®) =nHPP —nHPPC, (4.114)

Bajo una transformacién infinitesimal de Lorentz arbitraria, se deduce la siguiente ex-
presién:
Py’ (x') = PU (A) ) (x) = P (x), (4.115)

lo que permite determinar que Py (x) se transforma como un escalar, de manera que el
operador P selecciona el sector escalar de la teoria de DKP. En forma anéloga, se puede
observar que si se utiliza la relacién (4.114), se obtiene:

PRY (x) = AR (P"ll) (x)) , (4.116)

lo que indica que P* (x) se transforma como un vector. Si se aplica el operador P a la
ecuacién de DKP, entonces:

0=P (B3, —m) ¥ (x) =idu Py () —m (PY (X)) (4.117)
Ahora, si aplicamos el operador P* y se utiliza la expresién (4.112), se determina que
PHY (x) = nilau ( Py (x)) , (4.118)
que, al substituir en la relacién (4.117), resulta en
(a“au+m2> <P1|) (x)) =0. (4.119)

Por lo tanto, los campos Py (x) son identificados con campos escalares de masa m que
obedecen la ecuacién de KGF para un bosén libre. Lo anterior implica que se trata
de una ecuacién de onda para espin 0. De este modo, cuando se aplica el operador de
proyeccién P a la ecuacién de DKP, se selecciona inmediatamente el sector de espin 0
de la teoria, suministrado solamente la componente fisica del campo P (x) que satisface
la ecuaciéon de KGF libre.

Si se denota la funcién de onda multicomponente 1\ (x) como

)
Xi - ( (;pv((xx)) ) . v=0,1,2,3, (4.120)
)
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se puede encontrar una representacion de las matrices 3" de manera que los operadores
P y P* seleccionen las componentes del campo DKP que podamos asociar con el campo
de KGF'. La naturaleza de los operadores P y P* debe ser tal que

@ (x) o (x)
0 0
i
041 0 Oax1 0
0 0
(4.121)
Lo anterior implica que dichos operadores deberan ser de la forma:
10000 01 000 001 00
00 000 00000 00000
P = 00000 PP=]1 00000 P'=[ 0000 0],
00000 00 00O 00000
00000 00 00O 00000
00010 00 0 01
00000 00 00O
P2 = 100000 ,PP=]100000 (4.122)
00000 00000
00000 00 00O
De la expresién (4.118), se puede determinar que:
M i igw
PHYp (x) = ( " (x) ) = 04 (P ) :< m0*e (x) >
04><1 m O4><1
lo que implica que: _
PH (x) = “ ok (x). (4.123)
m
Definiendo el siguiente campo:
¢ (x) = vmp (x), (4.124)
se determina que ‘
1 _
ot (x) = ﬁa“(p (x), (4.125)
de manera que el campo multicomponente de DKP se puede expresar de la siguiente
manera:
VMo (x)
P (x) = ( S apn | (4.126)
sm?o @

la cual se interpretard como la forma fisica de la funcién de onda de DKP del sector de
espin 0. En este contexto, se tiene que:

™ i op)
Pw(x)—m<o4x]> , wa)—\/ﬁ< S ) (4.127)
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lo cual satisface la condicidn:

(20, m) (Pu ) = vim ( (X0 E IO o,

O4x1

es decir:
( oM, + mz) @ (x) =0. (4.128)

4.8. Equivalencia entre el formalismos de DKP y el for-
malismos de Proca

De forma similar, se puede seleccionar la funcién de onda para campos de espin 1. Para
ello, se introduce el siguiente conjunto de operadores [11]:

e - O EE (). e
RE _ Rugy.
los cuales satisfacen las propiedades:
e (0 () (0 (= (0 () () (00w
Del 4lgebra de las matrices B, se establece que:
B OB — "B =B — BB = — (BB ™) B,

de manera que
R = —RYK, (4.130)

Ahora, del dlgebra de las matrices (3, se obtiene que:
BOBVRY + BORVRC = VRO + nop°,
de manera que al considerar que B¥B° =n"?, se deduce que:
R*YBY = RHn®Y — RYyH0, (4.131)
Ahora, asociado al operador R*, se determina que:
RHSOP = HORP — PR, (4.132)

Igualmente, se muestra:
SOPRH = 9PRM —1POR* =0, (4.133)

Un anadlisis similar permite establecer que:

RUVSOP — OVRHP _ HORYP _ PYRHO | UPRYVO (4.134)
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Las identidades anteriores garantizan que, bajo una transformacién infinitesimal, se
cumple que:

RAY () = (R4 (0)) + 8ty (R (), (4.135)

lo que indica que el operador R* selecciona las componentes del campo DKP 1 (x) que
se transforman como las componentes de un cuadrivector.

Ahora, al considerar el operador R*Y, se determina que:
REVY (x') = R (x) + st (Row (x)) + 5w, ( RO (x)) : (4.136)

Si consideramos una transformacién de Lorentz infinitesimal de un tensor de segundo
orden, su comportamiento seria:

RMY ~ RMY 4 S RYY + S, RMY,

Este resultado permite establecer, a partir de la relacién (4.136), que el operador R*Y
selecciona aquellas componentes del campo de DKP 1 (x) que se transforman como un
tensor de segundo orden.

Si se aplica el operador R a la ecuacién de DPK, se obtiene:
RM O, (x) = —imRM (x). (4.137)
Sin embargo, si el operador R*Y es aplicado a la ecuacién de DKP, resulta en
v (R”Lb (x)) oM ( RY (x)) — _imR*™ (x). (4.138)

Teniendo en cuenta que RMp (x) se transforma como un vector, podemos definir el
siguiente campo tensorial de segundo orden:

VVE = g ( R (x)) oM ( RY (x)) , (4.139)
el cual satisface la propiedad de ser antisimétrico,
VY = R, (4.140)
De esta manera, la ecuacién (4.138) se expresa como:
R (x) = —%V”\’, (4.141)
con lo cual, la relacién (4.137) se escribe:
3y (wa (x)) FimRMp (x) = —%avvw +im ( Ruxp) —0,

es decir,
VY + m? ( R“xp) —0, (4.142)
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que se interpreta como la ecuacién de Proca para el campo vectorial R (x) que describe
una particula de espin 1. Si se aplica el operador 0, a la ecuacién (4.142), se deriva una
condicidén subsidiaria para el campo R* (x). De la antisimetria del tensor VY*, resulta
que:

0,0V + mAd, (RMp) =m0, (R¥p) =0,
por tanto

o, (R*&p) —0. (4.143)

Ahora, si la condicién anterior es utilizada en (4.142), se obtiene que
( oM, + m2> < R (x)) —0. (4.144)

Como se puede ver, las ecuaciones (4.143) y (4.144) son equivalentes a las ecuaciones de
Proca. Por su parte, la ecuacién (4.144) indica que son necesarias 4 coordenadas para
describir la particula de espin 1; sin embargo, la condicién (4.143) elimina una de esas
componentes, estableciendo que son necesarios tinicamente 3 grados de libertad.

Al denotar la funcién de onda multicomponente \ (x) para el caso en consideracién
como se deja a continuacién:

)
)
)
)
% , (4.145)
)
)
)
)

se puede encontrar una representacién de las matrices f* de manera que el operador R*
seleccione las componentes fisicas del campo DKP para el sector de espin 1, las cuales
son identificadas como (d)1,d)2,d)3,d)4). Bajo esta condicién se puede esperar que el
operador R* realice la siguiente accién:

b* (x)

O9x1

th(x):< ) . k=0,1,2,3. (4.146)

Sin embargo, se debe tener en cuenta que, de las componentes fisicas indicadas anterior-
mente, la relacién (4.143) los vincula, manteniendo solo tres de ellas como independien-
tes. A partir de la expresién (4.144), se puede deducir que son estas cuatro componentes
del campos 1 (x) las que satisfacen la ecuacién de KGF libre. Con el fin de garantizar
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(4.146), los operadores R* deberdn ser de la forma:

1000000000 0100000000
0000000O0O0O 0000000O0O0O
0000000O0O0O 0000000O0O0O
0000000O0O0O 0000000O0O0O
R0_| 0000000000 RI_| 0000000000
0000000000 ’ 0000000O0O0O
0000000O0O0O 0000000O00O0O
0000000O0O0O 0000000O0O0O
0000000O0O0O 0000000O0O0O
0000000O0O0O 0000000000
0010000000 0001000000
0000000O0O0O 0000000O0O0O
0000000000 0000000000
0000000O0O0O0 0000000000
R2_| 0000000000 R_| 0000000000
0000000000 ’ 0000000O0O0O
0000000O0O0O 0000000000
0000000O0O0O 0000000O0O0O
0000000O0O0O 0000000O0O0O
0000000O0O0O 0000000O00O0O
(4.147)

4.9. Representaciéon de las Matrices Beta

Segin la propuesta de de Broglie, una manera de construir las matrices 3 que garantice
que el dlgebra (4.35) sea satisfecha es si dichas matrices pueden expresarse en la forma:

B”Z%(v“®1+1®v’“), (4.148)
donde
{v“,vv} =2 = { v’“,v’v} , [y“,y’v} =0. (4.149)

Es importante tener en cuenta que la representacién dada por (4.148) es reducible. De
esta manera, una teoria basada en la ecuacién

au<y”®1+1®y’”>ll)(x)+l<1l) (x) =0 (4.150)

es equivalente a la teoria DKP. A partir de (4.150), se puede concluir que el campo
P (x) se transforma como el producto directo de dos campos de Dirac. Como ya se
ha mostrado, el campo de DKP describe los campos de espin O y espin 1, ademas de
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contener una representacién trivial que estd contenida en la representaciéon particular
para las matrices 3" dada por (4.148).

En la seccién anterior, se mostré que el campo de espin 0 posee cinco componentes
(P, P*p), en tanto que el campo de espin 1 tiene diez componentes (RMp, VHY).
De esta forma, las representaciones irreducibles para los campos de espin O y espin 1
contienen 15 componentes. Debido a (4.148), las representaciones reducibles para "
tienen 16 componentes, por tanto, es necesario encontrar una ultima componente a fin
de descomponer en tres representaciones irreducibles: 16 = 1005 ® 1.

Esta dltima componente serd entonces una representacién irreducible, lo cual implica
que debe ser una cantidad escalar que satisfaga una ecuacién diferencial de primer
orden. Sin embargo, es imposible encontrar tal ecuacién para una componente escalar
que también cumpla la ecuacién de segundo orden de GKF, a menos que dicho escalar
sea cero. Por lo tanto, se concluye que la dltima componente es trivial, es decir, no tiene
interés fisico.

Debido a la irreducibilidad de las tres representaciones, el nimero de matrices lineal-
mente independientes es dado por la expresién (4.104). Usando el dlgebra de las matrices
", se puede mostrar que toda matriz en dicha algebra, asi como su producto, puede
expresarse como una combinacién lineal de las siguientes 126 matrices [19]:

I Dl YR
B Ry Y RpP
RHRY nRYR* e (4.151)
BHBYR™ TRYR*RP P
BHBRYR*P B qHY ﬁuﬁvﬁcxﬁﬁ .

En cualquier representacion que se dé para las 126 matrices, solo 16 poseen traza no
nula, es decir, las " y todos los productos entre ellas. Las trazas de las matrices " y
las matrices que contienen @™ son las siguientes [20]:

Tr ( BHIRHZ ... Bu2n+1> = 0, (4.152)
Tr ( Bm Buz Bus BM - BHZHJ [3112“71 Bum) = Q§SHIH2§H3H4 | SH2n—1,H2n

_{_6”2”3 6”4}45 v 6]42n72,|>"2n71 SHI‘P-Zn.

Ahora, en relacién con cada representacién del campo de DKP, se cumple:

s=1 s=0 trivial
Tr (1) 10 5 1
Tr (") 2 —1 —1 (4.153)
Tr (A7) -2 1 1
Tr (A*YN%) -2 3 —1
Tr (A A°AP) 2 -3 —1.
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La traza de un nimero impar de matrices " es siempre nula. Para el cdlculo de di-
ferentes observables, solo es necesario conocer las propiedades de las matrices ", de
manera que las mediciones asociadas a ellas no dependan del la representacién especifica
de dichas matrices. Aunque existen varias representaciones posibles, a continuacién se
presentardn algunas especificas para las matrices beta en los tres casos mencionados.
En el caso de la representacién trivial, todas las matrices deben ser iguales a cero:

BO=p'=p*=p’=0. (4.154)

Para la representacién correspondiente a los campos de espin 0, las matrices 3" son
5 x 5 y tienen la forma:

01000 0 0100
10000 0 0000

RO=| 000 0 0 , B'=]l 1000 0|,
00000 0 0000
00000 0 0000
0 0010 0 00 0 1
0 0000 0 0000

pZ=] 0 0 0 0 O ., B*=]1 0 0000 (4.155)
100 0 0 0 0000
0 0000 100 0 0

Ahora, para los campos de espin 1, las las matrices * son 10 x 10 y una representacién
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posible es:
00 00O0O0O0O0OO0ODO o 0 0 0 0 0 o0 —-10
0000O0O0O0OCT11TO0O0 o 0 0 0 0 0 o0 o0 O
0 000O0O0O0OO0OTO o 0 0 00 0 -1 0 O
0000O0O0O0OO0OO 01 o 0 0 0 0 -1 0 0 O
o | 0000O0O0O0O0O0O0 11 6 00 =10 0 0 0 O
B = 00 00O0O0O0O0O0ODO b= o 0-1 0 0 0 0 0 O
00 00O0O0O0O0O0ODO o 0 0 0 0 0 o0 o0 O
01 00O0O0O0O0O0ODO -10 0 0 0 0 0 0 0
001 00O0O0O0O0ODO o 0o 0 00 0 0 o0 O
0001 0O0O0O0O0DO o 0 0 00 0 O0 o0 O
0O 0 00 0 00O —-10 00 0 00 0 O0O00O
O 0 00 0O O0O1TO0O 0 O 00 0 00 -1 000
0O 0 00 0 00O O O 00 0 01T 0 000
0O 0 00 -1 000 0 O 00 0 00 0 000
2 o 0 01 0 000 O O 3 00 -1 00 0 O0O00O0
B = 0O 0 00 0 00O O O b= 01 0 00 0 O0O00O0
0O -1 00 0 00O O O 00 0 00 0 O0O00DO
O 0 00 0 00O O O 00 0 00 0 000
1. 0 00 0 0O0O0 O O 00 0 00 0 000
0O 0 00 0 00O O O 10 0 00 0 O0O0O

4.10. Formulaciéon Lagrangiana de la teoria de DKP

Debido a la estrecha similitud entre la forma funcional de la ecuacién de Dirac y la
ecuacién de DKP, se propone que la densidad Lagrangiana para el campo de DKP libre
es

L= %E(x) B* (0uw (x)) — % (0,0 (%)) B* (x) — M (x) ¥ (x) (4.157)

a partir de la cual se calculan las correspondientes ecuaciones de campo asociadas a
(b, ), de la siguiente manera:

oL oL oL oL
— — Oy | =] =0 — — 0, | ——= | =0. 4.158
56 (amam) =0+ 55 “<a(au¢)> (4.158)
Calculando las derivadas correspondientes, se determina que:
oL i, — — oL i
= — (2 H_ — SRM
oL i oL i

o5 |
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O O O O O O O O O O
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relaciones que, al ser substituidas en (4.158), se expresan como:

¥ (x) (au[sum) —0 (iﬁuau—m>1p(x) —0, (4.159)

lo cual resulta en las ecuaciones de campo (4.44) y (4.69). Es posible observar que la
densidad lagrangiana indicada en (4.157) posee una simetria global U (1):

PYx) =W () =e"Pp(x) , PP (x)=e P (x). (4.160)

lo cual es reflejo de la presencia de la corriente conservada indicada por la ecuacién
(4.71)

1
J* =SB

Ahora, debido a que el Lagrangiano que describe la teoria de DKP es de primer, asi
como en el caso del campo de Dirac, es posible mostrar que las dos teorias comparten
una propiedad en comtn. Con el fin de evidenciar lo anterior, se procede a calcular los
momentos candnicos asociados a los campos (II),$) de la siguiente manera:

DN VA
W(X):m—iw(x)ﬁo )

n) = &
0 (300 ()

El hecho de que en la expresién anterior se muestre que los momentos candnicos (7T, 7t)
asociados a los campos (1]),$), respectivamente, se relacionen a los mismos campos y no
a las derivadas temporales de ellos sugiere que el Lagrangiano que describe los campos
de DKP es singular. Esto significa que las coordenadas que definen el espacio de fase
(1|),$, T, Tt) no son completamente independientes, y que, segtin las expresiones (4.161),
constituyen un conjunto de vinculos [21]. Por lo tanto, se deberd emplear un método
adecuado para analizar consistentemente la teoria. En nuestro caso, serd considerado
el método de Dirac para estudiar sistemas con vinculos [22]. Es asi, que al sistema de
ecuaciones (4.161) se le asociard el siguiente conjunto de vinculos primarios:

_ _%(5011) (x). (4161

T (x)

)~ S (IBo R0, T () =7(x) + 5Bt (x) ~ 0. (4.162)

El nimero de vinculos que resulta de (4.162) dependerd del tipo de campo que se desea
describir a partir de (, ). Siguiendo el procedimiento de Dirac, se definiré la densidad
Hamiltoniana canénica de la siguiente manera:

He = Too» + ot — L
i— i, — _
= —5 0B b + SabB Y + mabp,
de manera que el Hamiltoniano candénico asociado a la teoria es

He = | @hxie = | @ [—}pﬁkaw 00BN+ | (4.163)

[ o6



4. Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

De igual manera, se define al Hamiltoniano primario adicionando al Hamiltoniano
candnico los vinculos primarios con sus respectivos multiplicadores de Lagrange:

Hp = Hc+Jd3y [&(y)r(y)Jrf(y)oc(y)] (4.164)
- LR — _
= jcﬁy [—21N3k (1) + 5 (0%) B+ mbp + X (Y) T (y) + T (y) « (y)} ,
donde (&, ) representa a los multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos prima-

rios (I;T), respectivamente. Ahora, dado que el espacio de fase de la teoria es expandido
por (1, 1,7, ), para dos variables dindmicas definidas en dicho espacio:

FOO=F[h (0,9 00,7x),m(x)] , GH)=G6|[¥x),K),7x),m0),

(4.165)
la definicién funcional de los corchetes de Poisson a tiempos iguales es:
3, | OF(x) 8G(y) = 8F(x) 3G (y)
{Fosem), = Je L‘npa (@) 5a(2) | 5, (2) 57a (2)
~ 8F(x) 8G(y)  OF(x) 3G (y)
SRR i feou B

A partir de la relacién anterior, se puede mostrar que los tinicos PB diferentes de cero
son:

{00, ()} =8a8” (x—y) , {Ba (0,70 ()} = 8ad® (x—y).  (4.167)

Utilizando las relaciones (4.167), es posible mostrar que el conjunto de vinculos prima-
rios (4.162) satisface el siguiente sistema de ecuaciones:

{Ta,To W)} =1(B0)q & (x—y) , {Ta(®),To (y)} =—(Bo)gy 8* (x— ).
(4.168)

El procedimiento de Dirac establece que los vinculos primarios deben preservarse en
el tiempo, es decir, deben ser consistentes bajo la evolucién temporal generada por el
Hamiltoniano primario. Por lo tanto, se exige que (I;T) posean un PB débilmente igual
a cero con el Hamiltoniano primario, lo cual asegura la consistencia del vinculo T (x) y
establece que:

= = — oy _
F(x) = { F (x) ,Hp} — P (x) (1akf5k—|—m> +i® (x) Bo & 0. (4.169)
En forma similar, exigir que I' (x) se mantenga en el tiempo implica que
I (x) = { M (x) ,Hp} - (iﬁkaﬁ - m) ¥ (x) + iBoa (x) ~ 0. (4.170)

No obstante, aunque las relaciones (4.169) y (4.170) establecen condiciones sobre los
multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos primarios (F, f), la singularidad

7 |
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de la matriz 3 establece que no todas las componentes de (x,®) consiguen ser de-
terminados. Para identificar qué multiplicadores de Lagrange son determinados y qué
condiciones pueden surgir para aquellos que no se pueden fijar, se introducen los si-
guientes operadores:

Pr=pg5 , Py=1-p (4.171)

A partir de la relacién anterior, es posible deducir las siguientes propiedades para los
operadores considerados:

Pi1+P, = 1,
P: = Py, (4.172)

P2 P,,

PP, = 0,

donde la relacién (4.46) ha sido utilizada. Por lo tanto, el conjunto de ecuaciones (4.172)
indica que el sistema de operadores (P, P,) define un par de proyectores. Reescribiendo
les ecuaciones (4.46) en la siguiente forma

Box(x) = — (iﬁka{i - m) W (x) ~ 0, (4.173)
wx)Bo = —V(x) (i%msk + m) ~ 0, (4.174)

es posible establecer a partir de (4.173) que
Ba(x) = Proc (x) = iBo (iﬁka§ - m) P (x) ~ 0, (4.175)

lo cual permitird determinar algunas de las componentes del multiplicador de Lagrange
o (x). Ahora, si aplicamos el operador ( 1— [3%), se deduce que:

i(1-83) Boac(x) =0 =~ (1 p3) (1Bt —m) ¥ (x) ~ 0,

lo cual constituye un conjunto de relaciones entre las coordenadas del espacio de fase.
Esto implica que de la consistencia del vinculos primarios I" (x) se obtiene una agrupa-
cién de vinculos secundarios que se denotardn de la siguiente manera:

L=
O (x) = (1 —[33) (qskalj—m)xp(x) ~ 0. (4.176)
Un andlisis similar con la ecuacién (4.174) permite concluir que
— ey
T () B =& (x) Py =it (x) (198" +m) o~ 0, (4.177)

garantizando que se pueden fijar algunos de las componentes del multiplicando de La-
grange « (x). Ahora, si aplicamos a la relacién (4.174) el operador (] — Bé) por la
derecha, resulta que:

i (x) Bo (1 p3) =0=—(x) (193" +m) (1-pZ) =0,

[ s



4. Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

de manera que un nuevo conjunto de vinculos secundarios resulta de la consistencia de
I'(x). A este nuevo conjunto se lo denotara como:

6 (x) = (x) (195px+m) (1-pF) ~0. (4.178)

El niimero de multiplicadores de Lagrange que se consiguen determinar de las relaciones
(4.175) y (4.177), al igual que el nimero de vinculos secundarios que resultan de la
consistencia de (I;T), dependera de la dimensién de los operadores (Py, P2), es decir, de
la representacién de los campos de DKP.

Debido a la existencia de vinculos secundarios, la consistencia de los mismos debera ser
considerada, es decir, se exigird que:

O (x) ~0 , @(x) ~ 0. (4.179)

Con el fin de calcular las relaciones anteriores, se utilizardn las siguientes identidades
que resultan del cdlculo de los PB entre los vinculos secundarios y los vinculos primarios:

{@atx),Tow)} = [ (1-83) (B2 —m)] s*(x—y),
(B ) = [((95mcrm) (1-82)] Sy, (180

donde todas las otras combinaciones posibles de PB entre dichos vinculos son cero. Asi,
puede mostrarse que la consistencia del vinculo secundario © (x) implica que:

O (x) = { ® (x),Hp} - ( 1 Bg) (uska‘; - m) a(x) ~ 0. (4.181)
Igualmente, la consistencia sobre el vinculo © (x) conlleva que:
- _ =
O (x) = { @(x),Hp} — % (x) (1a1:(3k+m) (1 - fsg) ~ 0. (4.182)

Al analizar (4.175) y (4.177), se observa que el proyector B% selecciona ciertas componen-
tes de los multiplicadores de Lagrange o (x), & (x), mientras que las relaciones (4.181)
y (4.182) implican que es el otro proyector ( 1— [3(2)) el que selecciona las componentes
qgue aun hacian falta por determinar. Una manera de verificar la anteriores afirmaciones
es a través de las representacién de las matrices 3*. Si primero consideramos el caso en
el que el campo de DKP estd asociado a los campos de espin 0, es posible obtener la
siguiente representacién de los proyectores al utilizar (4.155):

10000 00000
01000 00000
=100 0 0 0 , I-pi=]100 100 [, (4.183)
00000 00010
00000 00001

de manera que, a partir de las expresiones (4.175) y (4.177), se determinan las compo-
nentes (1,2) asociadas a los multiplicadores de Lagrange o« (x), & (x), mientras que de
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las ecuaciones (4.181) y (4.182) se establecen relaciones para las componentes (3,4,5).
Ahora, si el campo DKP describe particulas de espin 1, las matrices " podran tener
la representacién (4.156), de manera que los proyectores en consideracién tendrdn las
siguiente forma:

00000O0O0O0O0O 100000000
01 00000O0TO0O 00000O0O0O0O
001 0000O0TO0O 00000O0O0O0O
000100O00O0TO0O 000000000

Bz_oooooooooo I_Bz_oooo1oooo

"1 000000O0GO0TO00O ’ "l oo00001T 000
00000O0O0O0OTO0O 000000100
00000O0O0T1TUO0O0 00000O0O0O0O
00000O0O0O0OTO 00000O0O0O0O
00000O0O0TO0O0 T 000000O0O0O0

(4.184)

con lo cual, a partir de (4.175) y (4.177), se calculan las componentes (2, 3,4,8,9,10),
en tanto que de (4.181) y (4.182) se deducen las componentes (1,5,6,7) de los multi-
plicadores de Lagrange o (x), & (x).

Los resultados anteriores permiten asegurar que todas las componentes de los multipli-
cadores de Lagrange son determinados, lo que al mismo tiempo garantiza que el conjunto
de vinculos (T'(x),T (x),© (x),© (x)) son de segunda clase. Estos vinculos primarios y
secundarios serdn agrupados y renombrados de la siguiente manera:

0r (x) = (01 (x),02(x),05 (x),04(x)) = (T (x),0(x),T (x),0(x)),  (4185)

de modo que podamos construir una matriz de vinculos de segunda clase con sus ele-
mentos definidos como:

G (x,y) = { 04 (%),05 (1) } (4.186)

A partir de los PB definidos por las relaciones (4.168) y (4.180), se puede mostrar que
esta matriz tendrd la siguiente estructura:

_ 0 C(xvy)
G(X>y)—<D(X)y) 0 >, (4.187)
donde
_ ifo (0B —m) (1=PB3) \ <3
C(X)U) = ((]_B%)(iﬁkat_m) 0 0 >6 (X_U)>
_ —iBg [(1-83) (B +m)]" ) 5
26 = { Yt 150 o e
(4.188)

O O O O O O O O O o
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Con el fin de eliminar los vinculos de segunda clase de la teoria, se introducen
los Corchetes de Dirac DB, los cuales son definidos para dos variables dindmicas,
A = Ab(),D (), m(x),7(x)] ¥ B(x) = B[ x),d(x),n(x),7(x)], de lasi
guiente forma:

(A 8w} = {A0B} - | Eudv { A, 0n 0w}

D
GX]]3 (LL,\)) { eB (V) ) B] (U)} ) (4189)

donde G/?U]3 (x,y) denota la inversa de la matriz de vinculos (4.187). Bajo la definicién
de los DB (4.189) el conjunto de vinculos, (I'(x),T (x),© (x),0 (x)) se tornan en iden-
tidades fuertes, de manera que podemos determinar la siguiente igualdad a partir de
los vinculos primarios:

) = 2B Bo 5 ) =3B (x), (+190)

es decir, los momentos candnicos (7t(x),7t(x)) se tornan en variables dependientes en
la teoria. Ahora, a partir de las identidades fuertes que resultan de los vinculos se-
cundarios, se podran extraer los verdaderos grados de libertad. Con el fin de calcular
los correspondientes PD, se debe especificar la representacién del campo de DKP que
quiere estudiarse. En nuestro caso, se desea analizar analizar la representacién asociada
a campos de espin 0, de manera que los campos (P (x), P (x)) estan definidos por estar
constituidos por cinco componentes. Por tanto, utilizando la representacién matricial de
las matrices B* dadas por (4.155), los vinculos (@ (x),04 (x)) tendran para a = 3,4,5
las tinicas componentes no triviales, ya que, como se mencioné anteriormente, la consis-
tencia de los vinculos (© (x),© (x)) determina esas componentes de los multiplicadores
de Lagrange o (x),a (x). Asi, es posible mostrar que las matrices C (x,y) y D (x,y)
tendran la siguiente representacién:

0 i 0 0 0 —idf —idy —id}
i 0 O 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 —m 0 0
0O 0 0 0 0 0 —m 0
C(X)U): 0 0 0 0 0 0 0 -m 63 (X_U))
oy 0 —-m 0 0 0 0 0
0 0 —-m 0 0 0 0
oy 0 0 0O —-m 0 0 0

1]
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0 - 0 0 0 19} 19} 10}
4 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 m 0 0

Dw) = | 5 g g 00 0 o m |THTY:
¥ 0 m 0 0 0 0 0
¥ 0 0m o0 0 0 0
@ 0 0 0m 0 0 0

(4.191)

La matriz inversa asociada a G (x,y) se calcula a partir de la siguiente expresion:
JdazG (x,2) G~ (z,y) = Jd3zG_1 (x,2) G (z,y) = 5% (x — y), (4.192)

donde I representa la matriz identidad de dimensién 16 x 16. A partir de la relacién
(4.192) y de la forma funcional de la matriz G (x,y) dada por (4.187), la matriz G~' (x,y)
tendrd la siguiente estructura:

—1
6w =( iy o), (4.193)

donde C~' (x,y) y D' (x,y) son las matrices inversas correspondientes a C(x,y) y
D (x,y), respectivamente, las cuales tienen los siguientes elementos:

0 i o 0 0 0 0 0
i 0 Loy 1oy loy o o o0
o -1y o o 0o L 0 o0
0o -1 o o0 o0 o0 L o0
D ](X)U): T1n 2 " 1 63 (X—U)>
o -1 o o o0 o0 0 L
0 0 L0 o0 0 0 0
0 0 o L 0o o0 0 0
1
0 0 o o0 L 0 0 0
o —-i 0 0 0 o 0 0
—i 1o —Lloy —Llay —1ax 01 0o 0
0 aa? 0 0 o —1L o] 0
0 Loy o 0 0 o -1 0
Clxy) = T m 8 (x —y)
’ o Loy o 0 0 o o -1
o o —L 0 0 o 0 0
0 0 0 —1 0 o 0 0
0 0 0 0 -0 0 0

(4.194)

[
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Ahora, con el fin de calcular los DB correspondientes a los campos, se utilizaran los
siguientes PB:

{00005 W} = sus® (x—w),

{00, %)} = 858 v—y), (4.195)

con lo cual es posible determinar que el DB correspondientes a los campos de DKP
(W (), (x)) es:
{960, 05w)} =63 (). (4.196)

De las relaciones (4.193) y (4.194), se determina que esta submatriz tiene las siguientes
componentes:

0o -1 0 0 0
_ SUNCIIEC U L
{lbi(X),'q)j(y)}D: 0 Loy o0 0 0 8 (x—vy).  (4.197)
0 Loy o 0 0
0 L3y o0 0 0

Todas las otras posibles combinaciones de DB entre los campos (lb (%), (x)) son nulos.
A partir de (4.197), se deduce el siguiente DB:

{ %00, 01 (W)} =—i8° (x—y). (4.198)

Con el fin de comparar con el resultado conocido para el campo escalar complejo, se
considerara la representacién del campo 1 (x) dada por la expresién (4.126), con la
cual es posible determinar P (x) = Pt (x)1°, donde la matriz 7° en la representacién
considerada para las matrices 3" tiene la forma:

10 0 0 0
01 0 0 0
A =285-1=|1 00 -1 0 0 |. (4.199)
00 0 -1 0
00 0 0 -1

De esta manera, los campos (1|) (x) (x)) se expresan en componentes, como se aprecia
a continuacioén:
Vme
ﬁao@
P o= — =0 |, (4.200)
— w020
—ﬁazﬁ

<
I
~
2
-6%
|
sk
S
-6*
|
5
2
3
|
5
S
-6*
|
3
&
<
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de manera que se puede determinar que Py (x) = /Mo (x) y ¥; = —ﬁao@* (x). En
consecuencia, el DB (4.198) se reescribe como:
{0,009 (0} =8 (x—y), (4.201)

resultado que es coherente con la teoria que describe el campo escalar complejo. Los
DB asociados a los momentos canénicos (7t (x),7t (x)) pueden derivarse a partir de las
identidades (4.190). Debe realizarse un andlisis equivalente si se espera que los campos de
DKP describan particulas de espin 1. En este caso, se debe considerar la representacién
de las matrices B dadas por (4.156), con la relevancia de que la matriz de vinculos de
segunda clase G (x,y) es de 32 x 32.

4.11. Interaccién con Campo Electromagnético

La interaccién de un campo de DKP con el campo electromagnético se estudia mediante
la prescripcién de acople minimo, segin la cual:

0, — Dy =0, —ieAy, (4.202)
de donde se obtiene la correspondiente densidad Lagrangiana (4.157),
Lol = 9B (D)~ (D) BHO — mibih
= LPBrOa — L (0,F) BHY — mBb + OB A, (4.203)
lo que resulta en el siguiente Lagrangiano de interaccién:
L1 =epBrA . (4.204)

Por tanto, con el fin de recuperar el término de interaccién en la teoria de KGF, se
puede utilizar la funcién de onda fisica para el campo de DKP 1 (x) y V (x), expresadas
por (4.200). Si se utiliza la representacién (4.155) de las matrices ¥, se deduce que:

0 Ay A Ay A;
Ao 0 0 0 O

B AL =| -Ar 0 0 o0 o [, (4.205)
A, 0 0 0 0
A3 0 0 0 0
de manera que:
L1 = ePBHAp = ieA, [@* (x) 4@ (x) — 35" (x) T (x)] . (4.206)

Sin embargo, esta relacién difiere del Lagrangiano de interaccién de la teoria de KGF,
dado por

£IKGF = ieAt [@*au$ - @au$*} + nguAuW*, (4.207)

B
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notdndose una diferencia en el término cuadratico. Esto implica que la equivalencia
entre la teoria de DKP y la teoria de KGF solo es vélida en el caso libre. No obstante,
se mostrard que esta diferencia se debe a un uso incorrecto de la forma fisica del campo
DKP (4.126), dado que esta tltima ya no es aplicable debido a que su derivacién fue
vélida tdnicamente para campos libres.

Notemos, en primer lugar, que la expresién (4.126) para la forma fisica del campo es
inconsistente con la invariancia de gauge que debe poseer la teoria. Bajo una transfor-
macién de gauge local, el campo de DKP debe comportarse como:

P (x) =P (x) = e My (x), (4.208)
siendo que las componentes fisicas deben transformar de la siguiente manera:

ieo(x)

P(x) =@ (x) =g (x). (4.209)

Al aplicar la propiedad de transformacién del campo @ (x) en la expresién (4.126) para
la forma fisica del campo de DKP, se obtiene:

') Ve (x) ) Vet (x)
VT e ) T e arg () - £t () e (x)
teate) [ VM@ (X)
# e ( 0¥ (x) ) )

lo que indica que la expresidon que fue derivada en el caso libre ya no es valida en pre-
sencia de interaccién. Una manera de dar solucién a este problema consiste en cambiar
la forma fisica del campo \ (x) y reemplazandola por:

Vme' (x)
1~|) (X) - ( iDp,— (X) ) (4210)
Jme @
donde D* es la derivada covariante definida por (4.202), garantizando asi que
Vo -
ll)’ (X) = < LD’H*/ — eleoclb’
Jm P

donde se ha tenido en cuenta que la transformacién del campo gauge es A, (x) —
A/u (x) = Ay (x) — 0. (x). Por lo tanto, se puede garantizar la compatibilidad entre las
dos transformaciones en (4.208) y (4.209).

Ahora, si se deriva la ecuacién de campo a partir de la densidad Lagrangiana (4.203),
se obtiene:

Je i o oL i
W - 2 (0u) B* — mp + epBHA, 5 0,0) — Ewﬁu,
N VPSS

0w 5B (3h) —m + eB* A TouT) 5B,
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de manera que:
_ oL _ 9L ) _ (gD, —
O_af Oy <6(6u¢)> —(1[3 Dy, m)lj),

es decir, se concluye que

(iB”Du—m>1p:O. (4.211)
Y en forma similar se deduce que:
E(iD’;LB”er) =0, (4.212)

Utilizando las relaciones (4.109) y (4.112), se deduce que al aplicar los operadores P y
P* a la ecuacién de campos (4.211), resulta:

PEDLY = Dy (PH9) = = (Py),

(Php) = PHEYDLp = DM (PY),
my—— m
P
de manera que
(DHDMFmZ) (PY) = 0. (4.213)

La relacién anterior muestra que todos los elementos de la matriz columna Py son cam-
pos escalares de masa m que obedecen la ecuacidén de KGF con acoplamiento minimo,
en tanto que los elementos P son % veces la derivada covariante del correspondiente
elemento P. Utilizando los mismos pasos y la misma representacién de las matrices
" que se emplearon para derivar (4.126) en el caso libre, se puede determinar que la
correcta forma fisica para el campo de DKP 1 en presencia de la interaccién con el
campo electromagnético estd dada por (4.210), donde se tiene que

P (x) = m( o ) L PR (x) = ﬁ < O ) , (4.214)

de manera que, a partir de (4.213), se deduce:
(DHD“JFmZ)@(x) =0. (4.215)

Por lo tanto, para garantizar la iteracién con un campo electromagnético en la teoria
de DKP de forma coherente, no es suficiente tener en cuenta la derivada covariante en
la densidad Lagrangiana (4.203), lo cual conduce al Lagrangiano de interaccién (4.204).
Debido a ello, la forma fisica del campo de DKP 1 debera poseer una derivada covariante
entre sus componentes, como se indica en (4.210). Utilizando la versién correcta del
campo DKP dada por (4.210) en la densidad Lagrangiana (4.203), se permite determinar
que:

L= SPB O — 3 (0u.) By — mipp + ehBHA Y
1

= 2 [0°0Duw + @ (04D;9")| ~ m20"p + dieA, (07040 — 90%p")

+e?AMA G

[ 76
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Integrando por partes el primer término de la relacidn anterior, se deduce:

1 —% —_ — Tk —k 1 —% — | =Tk ok
L = 7 [aucp D, +3"eDj o } — Eau [(p Do + oD, o

1
—m?e* P + 2ieALL (6*6“6 — @6”@*) —2AMA, 9.

Por lo tanto, a excepcién de un término de frontera, la densidad Lagrangiana se expresa
como:

L=0"9"0, — m'Q P +ieA, (@*a% — @5“6*) +e’AMA, 77,

a partir de la cual se puede identificar el correcto Lagrangiano de Interaccién de la
teoria de DKP expresada anteriormente por (4.207). De este modo, al utilizar la forma
fisica correcta del campo de DKP 1 (x) en el caso de acoplamiento minimo, es posible
recuperar el Lagrangiano de la teoria de KGF con el término apropiado de interaccién.
Por lo tanto, la equivalencia de esas teorias se mantiene tanto en el caso libre como
en presencia de una interaccién con campo electromagnético. Sin embargo, el hecho de
utilizar la forma fisica del campo de DKP del caso libre resulta en inconsistencias cuando
el campo electromagnético estd presente, lo que ademas conlleva a una incompatibilidad
con la invariancia de gauge de la teoria.
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Capitulo 5

Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau
Libre en las Coordenadas de
Plano Nulo

5.1. Introduccion

El éxito de la ecuacion de Dirac en la descripcién de particulas relativistas de espin
% inspird a varios investigadores a buscar una ecuacién de onda de primer orden que
pudiera describir particulas de espin O y espin 1. Fue asi que G. Petiau [1], R. Duffin [2],
y N. Kemmer [3] propusieron una ecuacién de primer orden que caracteriza esta clase
de particulas de una manera unificada, siguiendo las ideas propuestas en el trabajo de
de Broglie [4]. Esta ecuacién de primer orden, conocida como teoria DKP, presenta una
estructura muy similar a la ecuacién de Dirac, aunque con un dlgebra matricial diferente.
La caracteristica de esta teoria radica en que su representacién, en un espacio-tiempo
(34 1) dimensional, admite una descomposicién en tres representaciones irreducibles:
una representacion 5 x 5 que se asocia a las particulas de espin 0, una representacién
10 x 10 correspondiente a particulas de espin 1 y finalmente una representacién 1 x 1
que es trivial y carece de significado fisico.

Durante el periodo comprendido entre 1939 y aproximadamente 1970, la mayoria de los
trabajos relacionados a la ecuacién de DKP se enfocaron en el desarrollo del formalismo y
en el andlisis de particulas cargadas DKP en interaccién con un campo electromagnético.
Diversos calculos basados en las ecuaciones de KGF y DKP para distintos procesos
dieron resultados idénticos, incluyendo algunos que consideraban correcciones a un loop
[1]. Una contribucién importante en este dmbito fue realizada por A. Wightman [2],
quien demostré que cuando el campo DKP tiene un acoplamiento minimo con el campo
electromagnético, la ecuacién DKP para particulas de espin O se mantiene estable ante
perturbaciones locales suaves en campos externos.

[0
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En este capitulo se estudiara la estructura del campo DKP libre en el formalismo de
plano nulo [7]. En primer lugar, se realizara el anélisis de la teoria de 1+ 1 dimensiones,
y posteriormente se extenderd a 3 + 1 dimensiones.

5.2. Ecuacién de DKP en 1+ 1 Dimensiones

En 141 dimensiones, la métrica g"” posee las siguientes componentes en las coordenadas
de plano nulo: u,v = +, —, de manera que su representacién matricial es de la forma:

g““z(? é) (5.1)

De la relacién anterior se puede determinar que del dlgebra de las matrices #
BER*RY + BR*BH = BHg™ + B g™, (5.2)

se cumplen las siguientes identidades:

+

BB BT = BT, BRTR =P
BY(B)+ (BB = B, B (B)+ (BB =p" (5.3)
(") =0, (B)’=0

w

En un espacio-tiempo dos dimensional, el campo DKP 1 (x) se expresa como un vector
de tres componentes con la siguiente representacion matricial:

@ (x) Py
V(X)) = v (x) | = b2 |- (5.4)
P (%) V3

A fin de seleccionar la funcién de onda de espin 0, se introducen los operadores de
proyecciéon P y PH definidos por las relaciones (4.107) y (4.109), de manera que su
naturaleza sea:

@ (x) oM (x)
PY (x) = < @ (x) ) = o . PMp(x) = < " (x) ) = 0 . (5.5)
02><1 0 O2><1 0

Teniendo en cuenta la expresién (5.4), el conjunto de operadores (P,P",P~) debera
seleccionar las componentes del campo DKP de la siguiente forma:

® P P
Pp=| 0 , Pty=1] 0 , Pyv=1[ 0 |, (5.6)
0 0 0

BN
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con lo cual, una representacién matricial apropiada de (P,P*,P7) es:

100 010 00 1
p=(oo0oo0] , PP=looo0]| , P=l0oo0o0] . (57
00 0 00 0 00 0

La expresién anterior permite introducir la forma matricial de las matrices (B+, )

como:
0

10 0 0 1
Bt=10 0 0 , B =100 (5.8)
10 0 0 0 0

5.3. Estructura de Vinculos

La densidad Lagrangiana asociada al campo DKP en 1 + 1 dimensiones en las coorde-
nadas de plano nulo se expresa de la siguiente manera:

L = M“aw—fauwﬁw mij (5.9)

i

OB 0) > (09) BT BB (0 0) — 2 (09) B — mib.

N e N e

Los momentos candnicos (P, p) conjugados a los campos (11), E) se obtienen directamente
de (5.9), definiendose como:

0 — 0
Co T, p=% =B (5.10)

_ i
n 2 ap

P

La expresién (5.10) indica que el conjunto de variables (,),P,p) que define el espa-
cio de fase de la teoria DKP libre no es linealmente independiente. Estas ecuaciones
establecen que existe un conjunto de vinculos primarios que se definirdn de esta forma:

i _
e;p+§[3+umo , 0=9p —f¢[3+~o (5.11)

Teniendo en cuenta la representacién (5.4), la dimensién del espacio de fase de la teoria

DKP es 12, con lo cual se puede concluir que el nimero de vinculos primarios deducidos

en la expresién (5.11) es 6.

A continuacidn, se evalda la preservacién temporal del grupo de ligaduras iniciales

mediante el algoritmo de Dirac. [8]. El cdlculo de la densidad Hamiltoniana candnica
del modelo es el siguiente

HC:de_HC:de xp[ (? o ) ]11). (5.12)

[0
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donde,
He = ph+vp—L
¥ [;[3_ (K—a-_’) + m} . (5.13)

El formalismo de Dirac dicta que, debido a los vinculos iniciales (5.11), la dindmica esta

regida por el Hamiltoniano primario, obtenido al sumar a H¢ una combinacién lineal
de las ligaduras primarias:

Hp :Hc+de_ [X(x)e(xwé(x)x(x)}, (5.14)

donde (A,A) son los multiplicadores de Lagrange asociados a (6, 0), respectivamente.
Ahora, se procede a introducir los corchetes de Poisson fundamentales a tiempos iguales
(x™ =y*) correspondientes al espacio de fase (1]),$, ﬁ,p), los cuales son definidos de la
siguiente manera:

{$a (0P (W)} =8a8 (x" =y7) , {Wa(x),po (W)} =88 (x" —y7) . (5:15)

A partir de (5.15), se puede mostrar ficilmente que el conjunto de vinculos primarios
(5.11) satisface las siguientes relaciones:

{800,805 (W)} =850 (" —y7) {8 (0,0 (y) } =—iBE,s (x —y7).
(5.16)

Considerando las relaciones anteriores, la evolucién temporal de 6 (x), arroja el siguiente
resultado:

é:{e(x),Hp}: (ﬁ—iaz—m)xp+iﬁ+mo. (5.17)

La expresion (5.17) impone una condicién al multiplicador 6. Sin embargo, dada la
naturaleza singular de la matriz B* no todas las componentes de 0 quedaran fijadas a
partir de la expresién (5.17). Este resultado se podra visualizar mas adelante. En forma
similar, el requerimiento de consistencia para 0 (x) resulta en,

é:{é(x),Hp}:$<ﬁ—ia’i +m)—|—iX[3+zO. (5.18)

De manera equivalente, a pesar de que la ecuacién (5.18) resulta en una condicién
sobre 0, el carcter singular de B* implica que no todas las componentes de © quedan
univocamente fijadas por (5.18).

A continuacién, se mostrard que a partir de las relaciones (5.17) y (5.18) solo se de-

terminan valores para algunas componentes de los multiplicadores de Lagrange (A,A).
Para ello, se utilizard la representacién matricial de (™, 37) y algunas propiedades que

R
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resultan de su algebra, como se indican en la ecuacién (5.3). Definiendo los siguientes

productos de matrices:

A = BBRY, Ay=1-pp,
B; = BB , By=1-p"p, (5.19)

se puede determinar que
2

A] —
2

Az -

Al+A; =

BB BB =B B =A

De forma similar, se deduce que:

B =

Bi+B;, =

|3+
(1—p BY) =1—p B =B B +B BB B
B+

1—B B = Ay

1.

BB BT =pTB =B,

—

(1—p"B ) =1—B"B —B'P +B B BB
=

1—B"B~ =By,

1.

Es decir, el conjunto de operadores (A, A, By, B2) constituye un grupo de proyectores
diferentes de aquellos definidos por (5.5), y posee la siguiente representacién matricial:

Al = BB =

By = BT =

100 00 0
01 0] , A=1-pBt=[00 0
00 0 00 1
100 00 0
000 , B=1-p"g=[010]. (520
00 1 00 0

Utilizando los resultados anteriores en (5.5), es posible deducir a partir de (5.17) que:

BBA = IAAR—B (B -—m)b=

100 A

1 010 7\2
0 00 A3
A

Ay

0

[ as

0 0 1 -m 0 i0* LU
- 100 0 —m 0 W)
00 0 0 0 -m W3
m3
= my — 10X ;3
0
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Esta tltima expresidn establece condiciones para las componentes (A1, A2) del multipli-
cador A (x), mientras que la componente A; mantiene indeterminada. De igual manera,
a partir de (5.18) se deduce:

iABTB™ = iABy~—) (—B 10X +m)p =
100 m 0 —id 0 0 1
i(AM A A)[0oo0o0|==(d WP;3)f -3 m 0 100
00 1 0 0 m 00 0

(iM 0 iA3) = —(mp, 0 mp;—idXy, ).

Por lo tanto, los elementos (Aj,A3) correspondientes A (x) pueden ser fijadas, en tan-
to que A, estd por ser determinada. Los resultados anteriores sugieren que existe un
conjunto adicional de ligaduras secundarias que permitiran fijar las componentes A3 y
A2

Las componentes restantes pueden deducirse utilizando los proyectores complementa-
rios. Por tanto, es posible mostrar a partir de (5.17) y (5.18) que resulta un nuevo
conjunto de vinculos definidos de la siguiente manera:

We = [(1—5*5*)(5*ia§—m)¢} ~0 , a=2, (5.21)
T = [E(ibe_er)(l—B_B*)} ~0 , a=3,

donde los valores a =2 y a = 3 son consecuencia de la representacién matricial (5.20).
Para evaluar la consistencia de (5.21) se utiliza los siguientes corchetes de Poisson
diferentes de cero entre las ligaduras primarias y secundarias:

{wat0, Bt} = [ (1-B"p) (B0 —m)| 5(x —y),
{Botn ) = [ (=67 (702 +m)] 50—y,
{@a00,00 ()} = [ (@ p+m)(1-pp") s(x—y), (522
)

Iba
{0a00, @)} = [ (@B —m) (1-pB)] s(x —y).

1ab

A partir de (5.22), se determina que:
= (1 — (5*[5’) (B*ia’i — m) A0, (5.23)
Utilizando la representacién matricial de los proyectores, se deduce que
0
(1 — B+[3_) ( pTi0X — m) A= | 10*AM —mA; | =0,
0

lo que implica que se ha generado una nueva relacién entre las componentes (A1, ;).

o5 |
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Al usar la relacién (5.3), se puede determinar la siguiente identidad entre las matrices
(B, B7):
(B () +Bt(B) B =8B~ , B (B")'B +(B) (B) =B,
de manera que
BT (B) B =B (BB (5:24)
Asi que de la consistencia del vinculo w (x) se deduce que:
Brdr = BT(1—p*pY) ( B i0*A — m?\)
= —ipTR2d% (iBTA) +imp BT (IBTA).
A partir de la expresién (5.17), se puede verificar que:
BT =—im (1+ BTR7) B 10 +im*B B P ~ 0,
lo cual sugiere que ha surgido un vinculo terciario en la teoria, que se identifica como:
O=|—m(1+B"p7) BT~ +m?p B[ pxo0. (5.25)
En forma similar, al analizar la consistencia de @ (x), resulta:
@w=A{i0*p +m)(1-p B") =0, (5.26)

Utilizando la representacién matricial considerada con anterioridad, es posible observar

que

A(i9x B~ +m) (1 — ﬁfﬁ+) = |i0® ( AMOA2 A3 )

+m(7\1 A A3 )]

©C O O o —-o
O O O oo o
— O O oo —

= (0 0 A +mhs)
~ 0,

garantizando asi una nueva relaciéon entre los multiplicadores de Lagrange (Aj,A3).
Ahora, al analizar la consistencia de @ (x), resulta:

wopt = NI B +m)] (1-B BT BT
= 3 (IABT) B 2T —im (iABT) BB~

A partir de (5.18), se deduce que:

WP =imid* PR~ (1+ B BT) +im?PpT B~ =~ 0,

[
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resultando en un vinculo terciario que se definirad en la forma

a=1v [m[s— (1+p B+~ + m2[5+(3—} ~ 0. (5.27)

Si el procedimiento de Dirac nuevamente es tenido en cuenta, la consistencia de (Q,ﬁ)
debe ser analizada. Para ello, se deben considerar los siguientes corchetes de Poisson:

{Qu0, Bt} = [—m(1+B7B7) B0 +mp B 5(x —y7),
{000,020 )} = [—m(1+B7B7)BTi0" —mB B s(x —y7),
{Qat0,00 ()} = [mp~(1+B7B) 10" +m?B*B| 8(x —y7),
{000, 00 (w)} = [mp~(1+B7B) 10 —m?B*B| d(x —y7).

Los resultados anteriores permiten establecer que:
0= [ —m (14 BB7) pid* + mzfs—[sﬂ A0, (5.28)
a partir de la cual se obtiene:
m2A; —i2mo* A3
| —m (14 BTRT) BTN +mIB BTN = | —imdih +m
0
~ 0,

por tanto, la componente A3 (x) es determinada y asi, el multiplicador de Lagrange A (x)
se consigue fijar completamente. De forma similar, se puede deducir que:

O=A[mp~(1+B7p") 0" +m2p"p| ~0, (5.29)
que explicitamente se expresa como:
A[mB™ (14 B7B)i0% + m?BTp| = (mhy +i2md* X, 0 imdrAy +mis )
~ 0.
Asi, se determina la componente A, (x) asociada al multiplicador de Lagrange A (x), de
tal manera que se elimina la arbitrariedad sobre éste. Por tanto, las relaciones (5.28) y
(5.29) indican que no se generan mas ligaduras en la teorfa. Asi, se puede concluir que el

conjunto completo de vinculos que caracteriza la teoria DKP libre en 1+ 1 dimensiones
en las coordenadas de plano nulo es:

0 = praprhN0 , =P 0B A0

w = (1=p"p7) (B0 —m) P ~0,

@ = PR +m)(1-B B") =0, (5.30)
Q = [ (1+ BB~ )B_ia’i+m2[3_[3+}11m0

Q - E[mﬁ (1+B_B+)ia’i+m26+ﬁ_]z0.

7 |
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Estas ligaduras son de segunda clase y los PB entre ellos son:
{800,080 (v)} = BEE(x —v7),

= [ (=B (BT —m)| 50 —y), (5.31)

[(BT0% +m) (1-pB7)] s(x —v7),

= | -m( BB BB S~y ),

= |mp (1B B mIBB] S~y ).

5.4. Ecuaciones de Movimiento

La definicién del conjunto (5.30), permite establecer la equivalencia entre la formulacién
Hamiltoniana y las ecuaciones de campo Lagrangiana. La evolucién temporal del campo
1\ se obtiene como:

¥ (x) = { W (x) ,Hp} —A(x). (5.32)
Similarmente, para el campo conjugado 1 (x) el cambio temporal es:
b0 = {(x),Hep =X (x). (5.33)
La evolucién temporal de los momentos candnicos conjugados confirma la relacién:
. _. i
P )= { P (x),He | = 0p (x) = (B710- —m) ¥ (x) + 3B A (x). (5.34)

Al emplear la relacién (5.32) y la ligadura primaria, se demuestra que la precisién (5.34)
se transforma en:

(B710- —m) b (x) + 3870, (1) ~ —3 B0, (x),
lo que resulta en la ecuacién de campo DKP:
BT105W (x) + (B10- —m) 1 (x) = (Bd, — m) W (x) ~ 0. (5.35)

Al estudiar la dindmica del momento p (x), resulta:

px) = {px) He b = () (B0 +m) — SR (0B

Sustituyendo la identidad (5.33) y la ecuacién de ligadura se llega a:
- _ — . ic i, —
P(x) =0, (x) = = (x) (B 10 +m) — SAB" (x) ~ 50, hB",
de la cual se concluye la segunda ecuacién de campo:
$ () B0y + (x) (B710- +m) = P (x) (B¥d, + m) ~ 0. (5.36)

En resumen, las relaciones (5.35) y (5.36) confirman que la evolucién del sistema obte-
nida en el formalismo de Dirac es débilmente equivalente a la dindmica predicha por la
formulacién de campo Lagrangiana.

[ e
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5.5. Proyeccion de los Vinculos y Corchetes de Dirac

Para confirmar que el grupo de ligaduras (5.30) son de segunda clase, empleamos los
operadores de proyeccién (5.5). En la representacién actual, estos operadores de pro-
yeccién quedan definidos como:

P = Br(1-p"B ) =8 (BB =p*(B) B",
Pt o= PRt =BT (1-p"B) =B (B) (5.37)
Pm = PR =BT (),
y cumplen la siguiente condicién:
PPp-=P=Pp" , PR =0=Pp". (5.38)

Al proyectar los campos sobre las variables del espacio de fase,

=
5
I

<
=
Il
g
JF
rEE
sl
z
1l
—
i)
©
=
<
+
=
=
=
SN—

se obtienen las siguientes expresiones:

n FEl vinculo .
Lot
8=p+ 3B h~0,

produce,
e tos Lt~
PO = Pp+SPRTb =P+ SPTb =Py + 50" ~0,
i
Pfe = Pip+ ZP+B+¢ =p+ =0, (5.39)

PO

ot B p Pt e~
Pp+2P[31l)—p_+2P1p—p_+2<p~O.

» Las componentes de la ligadura
w=(1-B"p") (B DX —m)p~0,
resultan ser,
Pw = (P—P"B7) (B 10X —m)p =(P—P) (B 10~ —m)p =0,

Pfw = 10*PY—mP™p=1i0"p —mip* =0, (5.40)
Prw = 0.
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m Para el vinculo

Q=-m(1+ p"B7) B id*Y +m?p B Y= 0,

se halla,
PQ = —2mPid*{ + m?PY = —2mid* ™ + m?e ~ 0,
PFQ = —mD*e+m*pt =-m (Do —mp") =-mPtw =0,
PQ = 0. (5.41)

= 3i consideramos la ligadura

_m_ _ahRT ~
- zlbﬁ ~ Y
sus componentes son:
_ 1— i— _ 1——
0P = PP—UBP =P, — 5P (P) =P, — 50 ~0,
0(P)" = p(P) = JUB" (P) =P, — 9P =P, — S0 =0, (5.42)
0(P) = w(P) - gue (P =

(
) = BEB +m) (BP—pP) =0, (5.43)
@ (P) = WPP+mPp(P) =ide* +mp ~o0.

= Por iltimo, para el grupo de vinculos
Q=mid*Pp~ (1+B B + M PR B~ =0,
se establece,
aP = 2mid*y (PH)'+ m2PP = 2mid* " + mie* ~ 0,
0, (5.44)
Q (P_)T = Mid* PP +m* (P_)Jr = mid* ¢* + m*p
= m (ia’i(p* + m$_> = mw (P*)T ~ 0.
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5. Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau Libre en las Coordenadas de Plano Nulo

Las proyecciones del grupo de ligaduras en su forma matricial establecen los siguientes
10 vinculos no redundantes:

W1Ep@+%¢+ ) ‘1}65]3(9_%11)
Vo=ps ) Y7=p, 50"
Y3= p_+30 , Yg= p_ . (5.45)
Yy =it —mypt Yo =10X @* +mip

Ys = 2moX P~ +imle , Wio= 2md*y  —imle*

Estas restricciones permiten construir la matriz de ligaduras de segunda clase (Djy),
cuyos elementos se definen mediante

Dy (6, y) = { Wilx), () }, (5.46)
y cuya representacion es:
0 0 0 0 0 0 i 0 i0*  im?
0 0 0 0 0 0 0 0 0 2mo*
0 0 0 0 0 i 0 0 —m 0
0 0 0 0 0 i0X —m 0 0 0
0 0 0 0 0 im? 0 2mo*x 0 0 _ _
Phoyl= 0 —iir —m? o o o o o [[&-v)
— 0 0 m 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2mo*r O 0 0 0 0
10* 0 m 0 0 0 0 0 0 0
—im? 2md* 0 0 0 0 0 0 0 0

Para proceder con el calculo de los Corchetes de Dirac (DB), es imprescindible obtener
la inversa D! (x,y) de esta matriz. Esta inversa debe satisfacer la condicién

szD (x,2) D' (z,y) = szD] (x,z2) D (z,y) =8 (x —y7). (5.47)

A partir de (5.47), se puede mostrar que D' (x,y) es:

0 0 0 0 0 As A, Ag Ay 0

0 0 B; O 0 Bg By Bg Be By

0 0 0 0 0 C¢ Cr Cg Co 0

0 0 0 0 0 D¢ D; Dg Do 0

1 0O 0 0 0 0 0 0 E 0 0
Dy W=t ¢ © B R 0o 0 0 0 0 o0 | (5.48)

Gy G, G3 G, 0 0 0 0 0 0

H;, H, H; H{ Hs 0 0 0 0 0

Ki K» K3 Ky 0 0 0 0

O M, 0 0 0 0 0 0 0 0

donde los elementos de matriz son funciones de (x7,y~) y tienen la siguiente forma:
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= Funciones A; (x,y):

AG(X)y) = _%e(xi_yi))
A7(X»U) = %6(7(7_97))
im? 1 _ _
As(x,y) = —Tge(x -y )>
Ag(x,y) = —%e(X*—Uf)-
= Funciones B; (x,y):
1 _ _
BS(X>U) = _me(x -y ))
im? 1 _ _
Bs (x,y) = —Tge(x -y )»
1 _ _
B7(X)y) = _?aTe(X -y ))
im3 1 _ _
Bs (x,y) = —?@e(x -y7),
1
B‘?(X>U) = %aixe(xi_yi))
1
Bio (x%,y) = me(x‘—y‘).
= Funciones C; (x,y):
i _ _
CG(X)U) = ES(X -y )7
1
C7(X)y) = Raié(x__y_)a
CS(X,U) = _%e(xi_yi)a
1
Co(xy) = 2m5(7‘7—97)'
= Funciones D; (x,y):
i _ _
Dé(xay) = _Ze(x -y ))
1
D7(X)y) = Zmé(xf_y*))
1
DS(X)U) = %676(7‘7_97))
1
Do (x,y) = 4m€(x__9_)'

[0



5. Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau Libre en las Coordenadas de Plano Nulo

= Funciones E; (x,y):

= Funciones F; (x,y):

Fiixy) = —%e(X‘—y‘),
P (xy) = i?zatie(f—y‘),
F3(x,y) = —éé(f—y‘),
Fiboy) = —ye(x —y ).

= Funciones Gj (x,y):
Gi(xy) = —%6({—9’),
G (xy) = —%e(f—y’),
Gsloy) = 5055 (x —y),
Giloy) = —8( —y).

= Funciones H; (x,y):
Hi(xy) = i?zi;x_e(f—y‘),
Ha(x,y) = ];163;;6("_9_)’
Hs (x,y) = —Ta]xé(x—y),
Ha(x,y) = —?alie(x—y),
Hs(oy) = e (x —y).

= Funciones K; (x,y):
Ki(xy) = —%e(X’—y’),
Ka(x,y) = —?a]xe(x—y),
Ks(x,y) = —ﬁé(f—y‘),
Ks(x,y) = ﬁe(x‘—y‘),

03 |



Electrodindmica Escalar de Primer Orden en las Coordenadas de Plano Nulo

= Funciones M; (x,y):

Moy = 2e (—3).

Con la inversa de la matriz de vinculos determinada, definimos los Corchetes de Dirac
(DB) entre dos variables dindmicas A (x) y By (y) mediante la expresion general:

{0, Bow} = {Aal0,Buly)} — [awev { Ao (), ¥a )}
Dj (w,v) { ¥ (v), B (). (5.49)

La estructura de las ligaduras del modelo indica que el conjunto de variables dindmicas
independientes es: ((p, P, P, e ,$+,$7). El célculo de los DB para el campo ¢ (x)
se basa en la relacién:

{000} = {0 Buiw}  ~[awav {000, ¥} DG 1wy

{ ¥ ),Bo (v} (5.50)
Los tinicos DB no nulos para ¢ (x) son:
{@(X),@* (y)}D =—$e(x*—y*). (5.51)
{ @ (x), P (y)}D = irgza]xe (x"—y7). (5.52)
{000, 8 W)} =380~y (553)

Para obtener los DB correspondientes al campo " (x), aplicamos la siguiente férmula:

{00 B} = {9700, Bolw)} -~ [ewav {97 (9,% (w0} D7 (wy)

L v),By ()} (5.54)
obteniendo las relaciones:
{7 0,07 W) =380 —v7). (5.55)
{v 00" W} =-Fex-y) (5.56)
(07 00,8 (W)} =508 —y ). (5.57)

[ os



5. Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau Libre en las Coordenadas de Plano Nulo

Finalmente, los DB del campo 1~ (x) se derivan de:

{07003} = {9 00, Botw)} -~ [ewav {4 (9,% (w0} D5 (wy)

{wsv),Bs ()},

arrojando los resultados:

(v 00 )} =5 e —y)
3
(om0, 0 )} =T e —y)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)
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Capitulo 6

Ecuacionde DKPen 3 + 1
Dimensiones

En este capitulo analizaremos la teoria DKP libre en las coordenadas de plano nulo en
3+1 dimensiones. Primero, se presenta la métrica g"v en las coordenadas de plano nulo:

00 0 1
0 -1 0 0

9" =10 0 -1 0 (6.1)
10 0 0

En la dimensién que se considera, se confirma la validez de las siguientes relaciones
algebraicas para las matrices f3:

BTBBY = Bt , B BB =P
BT (B)+(B)'BT = B, B (B)+(BT)B ="
B =0 , (B) =0

que son consecuencia directa del dlgebra (5.1) asociada a las matrices 3. El campo de
DKP en 3 + 1 dimensiones se representa matricialmente como:

®
¢+
P = 11’; ) (6'2)
VP
v
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donde los operadores de proyeccién se definen para seleccionar sus componentes:

@ P P!
0 0 0
Py = 0 =1 0 JPlo=|[ o |,
0 0 0
0 0 0
P? P
0 0
PRy = 0 P O=] 0 (6.3)
0 0
0 0
Una representacién matricial de estos operadores es:
10 0 00 01000 00100
000 0O 000 00O 000 0O
P = 000 0O ,Pf=1 000 0 0 Pl=[ 00000
000 00O 00000 0 00 0O
000 0O 000 0O 000 0O
000 T1TO 0 00 01
000 0O 000 0O
P2 = [ 0000 0 PT=10000 0 (6.4)
000 0O 00000
000 0O 00000
Dado que
P* = Pp* , PHBY = Pn*, (6.5)
una forma conveniente de expresar las matrices 3 es:
01000 0O 01T 00
000 0O 0 00 00
BT = 00000 , p'=]l =1 00 0 0 [, (6.6)
000 0O 0O 00 00
10000 0 00 00
0O 0010 00 0 01
0 00 00 10 0 00
p? = 0 0000 , BT=]100000
-1 0 0 0 0 00000
0O 00 00 00000
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6. Ecuacidn de DKP en 3 + 1 Dimensiones

6.1. Estructura de Vinculos

La densidad Lagrangiana se presenta como: :

L= SUBdb— SR —mpy

i— i — i— i —
= S VBT (0) — 5 (049) BT+ 5 OB (0a) — 5 (9aW) BP0 (6.7)
_m$lba
con A = —,1,2. Los momentos canénicos (p,p) se establecen como:
_ oL - oL i
P:f:*ﬂ)BJr ) P:t:—*ﬁﬂl’»- (68)
P 2 ap 2
definiendo el conjunto de vinculos primarios:
Gzp—i—%ﬁﬂpzo , 55ﬁ—%$[§+%0. (6.9)

La dimensién de los campos implica que hay diez ligaduras primarias. Para analizar su
estabilidad temporal, introducimos la densidad Hamiltoniana candnica,

He=ph+dp— L =1 [ZBA (o%-%) + m] W,
y el Hamiltoniano,
He = Jd3y7{c. (6.10)

La estabilidad de estos vinculos se analiza mediante el Hamiltoniano primario Hp, for-
mado al sumar a H¢ una combinacién lineal de las ligaduras primarias:

Hp:Hc+Jd3x[A(x)e(x)—i—e(x)?\(x)}, (6.11)

donde d*x = dx~dx'dx* y (A, A) sus respectivos multiplicadores de Lagrange. El espacio
de fase de la teoria es definido por las coordenadas (\,,p,p), de manera que los
corchetes de Poisson a tiempos iguales (x™ = y™) correspondientes a estas coordenadas
son definidos por:

{$a00,0 W)} =88 x—y) , {$a(0),po W)} =88 (x—y),  (6.12)
con la delta de Dirac en tres dimensiones definida de la siguiente manera:
Fx—y)=8(x —y)?s <x1 —y1) 5 (xz —y2> .

A partir de (6.12), es posible comprobar que los vinculos primarios satisfacen los si-
guientes corchetes de Poisson:

{00 (%),0p ()} =B  (x—y) , {0a(x),0 (y)} = —iB{, 8 (x —y). (6.13)
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PRt =P* PR~ =P~ Ppk = P¥ PTRT =0
PR =P | PB =0 P=Bk =0 PRBT =0
pP=(PH | ptP=(P) | pP=— (P | p (P =0
B=(P) =P | pr(P)l =0 | pr(P) =0 | B~ (P9 =0
Prpk=0 | PRL=3kP | p(PH)T =0 | gt (P)M =P
PHR==P | P =0 | pr(PH) =P | pt(P;)' =0

Cuadro 6.1: Relaciones algebraicas entre los proyectores de los campos y las matrices f3

Los resultados previos nos permiten calcular las condiciones de consistencia. Primero,
para la ligadura 0 (x), se obtiene:

6={ 000, Hp} = (103" —m) ¥ +iB A0, (6.14)

Similarmente, la estabilidad de la ligadura 0 (x) implica:

0={80x),Hp| = (B4i0} +m) + AB* ~0. (6.15)

Las relaciones (6.14) y (6.15) al usar las propiedades de los operadores de proyeccidn,
permiten fijar algunas componentes de los multiplicadores de Lagrange (7\, X). Utilizan-
do relaciones entre las matrices 3 y los operadores de proyeccién que se resumen en la
tabla 6.1, es posible deducir

\2 \2 (p—
P=pPl , P(B)BT=P , BT(B)(P) =P (6.16)
Al proyectar 0 (x), se establecen las ecuaciones:

PO = 0% (P ) + 10} <Pk1p> —m (PY) +1(PTA) & 0
PO = i0* (Py) —m (PT) =0,
PO = 1d} (Pp)—m (qu)) ~ 0, (6.17)
PO = —m(P¥)+i(PA)=0.
De estas, se determinan dos componentes de A (x) que son: (PA, P*A). El procedimiento

de estabilidad genera nuevos vinculos, obtenidos al aplicar el proyector (1 — B 37), de
manera que se deduce la siguiente ligadura secundaria:

ws = [ (1—p*p) (BAid} —m) w]é ~ 0, (6.18)
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6. Ecuacidn de DKP en 3 + 1 Dimensiones

con 6 = 2,3,4. Al utilizar los operadores de proyeccién es posible observar que:

Pro = P+ ( BLX Y + BridNY — nup) = 1% (P) —m (PT)

= PTO~0,
Pla = PH(pTioxy + Briofp — mip) = id} (P) — m (P
= PY~ 0,
Pw = 0,
PPw = 0,

resultados que son consistentes con la ecuacién (6.17). Al analizar la estabilidad de 0 (x),
se deduce:

op = 0t [$ ()] - id [¢<Pk>T}+m(¢P)+i{7\(P_)T} ~ 0
8P = m[e (P +i(RP) >0,

o) = W (tbP)—l—m[xl)(Pl)q ~0, (6.19)
o(P)" = X (@) +m b (P)]

Q

0,

lo que fija dos componentes de A (x), que son (XP,)\ (P_)T) y hace surgir un nuevo

vinculo secundarios,
@s = [ B (103 B +m) (1 [3*[3+)]6 ~ 0, (6.20)

con & = 3,4,5. De la relacién (6.20) resulta:

o(p) = (0208 +wx0p* + mb) (P) =0 (BP) +m [¢ (Pﬂ

_ <Pl>T ~0
@(P)" = (102 +i0gwB* +mb) (P7)" =id* (WP) +m [ (P)']
-0 (P_)Jr ~0
@wP = 0,
@ (P = o,

expresiones consistentes con (6.19). La teoria ahora contiene seis ligaduras secundarias
ws = [ (1—B"B7) (B 0} — m) q)h ~0, =234, (6.21)

@5 = [E(ia}g BA 4+ m) (1— B_B+)L

%

0, 6 =3,4,5,
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los cuales satisfacen los siguientes corchetes de Poisson:

{wet, B} = [ (1-p"p) (BY0k—m)| ' (x—y),
_ : T,
{800, wo )} = [ (1=p"p) (Bi0k+m)| 8 (x—y),
[@00,00 )} = [@xpA+m) (1-p8Y)] P-v),  (622)
{000, @)} = |(03BA—m)(1-pB")] &' (x—y)
La estabilidad de estos se analiza calculando:
W= (1-B"p7) [(B*10} —m)A(x)] ~0. (6.23)
Al proyectar  se obtienen:
P 0,
P~ 0,
Plv = idF(PA)—m (P‘A) ~ 0, (6.24)
Pt w 10* (PA) —m (P*A) = 0.

La ecuacién (6.14) se puede expresar de la siguiente forma:

BYA = —0XB P — OB Y —imp.

Utilizando la expresién de los proyectores del campo de DKP y las propiedades expre-
sadas por la tabla 6.1, es posible deducir de la ecuacién anterior:

(PA) = =0 (P) — 3 (Pw) —im (Py),
(PA) = —im (P 7). (6.25)
Por lo tanto, la cuarta ecuacién que aparece en (6.24) se puede reescribir como:
P> = md (P ) +md* (P ) + md} (qu)) +im2 (PY)
— P ( —2mpB X —mpkI — imz)ll)
Utilizando la relacién (6.16), el resultado anterior se expresa:
Pra~ —P ()7 B (—2mpox — mpkop —im? )},

de manera que hemos podido extraer un vinculo terciario definido por:

o= () p* ( —2mpBTor — mpkar — imz) b~ 0 (6.26)
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6. Ecuacidn de DKP en 3 + 1 Dimensiones

Ahora, utilizando los resultados de (6.25) en la tercera ecuacién de (6.24), se establece
que:
Pl = maf (P7) —m (P'A), (6.27)

lo cual determina las componentes 1 = 1,2 del multiplicador de Lagrange A (x).

El anilisis de estabilidad para @ (x) conduce a:
w=A(105p*+m)) (1-p B") ~0. (6.28)

La proyeccién de w, determina:

w (P+)T _

@ (Pl)T = i} (AP) +m [?\ (Pl)q ~ 0, (6.29)

@(P)' = @ (AP +m[x(P)] ~o.
A partir de (6.15), se puede deduce:

ABY & 0¥ DB — ORPBE + im, (6.30)
con lo cual es posible obtener el siguiente conjunto de ecuaciones:
(RP) = im | (PH)],
Ay = o [w ()] o [q) (Pk)T] Tim (GP).
Entonces, se debe cumplir que:
@ (P) = {0 | —2mpox —mpkay +im?| B+ ()"} (P)T,

donde la relacién (6.16) ha sido utilizada. Asi, se ha podido deducir un vinculo terciarios
definido como:

a=1 [ —2mp ¥ — mprA} + imz] B (B7)* ~0. (6.31)

De la tercera ecuacién en (6.29) se puede verificar que:
. t — - T
@ <P1) — [xp (P*)q +m [A (Pl> ] , (6.32)

lo que resulta en condiciones para las componentes 1 = 1,2 del multiplicador A (x). En
resumen, el sistema posee el siguiente conjunto de ligaduras terciarias:

0 = (p)° 8" ( —2mp o —mpho;—im? ) ¥ ~0,

Q=19 ( —2mp 9" — mprA} + im2> B () ~ 0. (6.33)
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Para completar el procedimiento de Dirac, se verifica la estabilidad temporal de las
ligaduras terciarias (6.33). Utilizando los siguientes corchetes de Poisson:

{Qu(0), 0o (v)} = [(B)'B"( —2mp 0" —mprof—im’) | 5 (x—y),

ab
(0u00,0w)} = [(—2mpor —mpkoy+im?) B (57)7] & x-y).
(6.34)
El estudio de estabilidad de Q (x) muestra que:
O = ()" B (~2mBax — mpkay — im?) A. (6.35)
Al proyectar QQ se obtiene:
P Q = 0
PKQ = 0,
PO = 0,
PFO = —2mo* (P7A) —md; (PA) —im? (PA)

de manera que A(x) queda completamente fijado, ya que todas sus componentes se
determinan. De manera similar, la consistencia sobre Q (x) se analiza de forma anéloga:

Q= (—Zma’iXB_ — mOIARK + imzx) BT (B_)z . (6.36)

A partir de la cual se deduce que:

a() =
arE) = o
QP = 0

G (p) —2mo* [x (P)T] —mat [7\ (PI)T] T im? (AP),

Este andlisis confirma que A también queda totalmente fijado, y se concluye que no
surgen mas ligaduras.

En sintesis, la teoria queda definida por el conjunto de vinculos:
0 = praopth , 8=p— 0B (6.37)
w = (1-p*p7) (pHO—m)b , @="0(i05p"+m)(1-p B,
Q= (p)p* ( —2mpB X —mprAy — imz) W,
Q E( —2ma’:(s*—ma;§(sk+im2) B (B)*.

Q
Los corchetes de Poisson (6.13), (6.22) y (6.34) establecen que este conjunto es de
segunda clase, una caracteristica consistente con el andlisis de DKP en coordenadas
convencionales, aunque las ligaduras terciarias sean exclusivos del plano nulo.

104
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6.2. Ecuaciones de movimiento

A continuacién, se establece la equivalencia entre las ecuaciones de Hamilton (en el
espacio de fase) y las ecuaciones de Euler-Lagrange (en el espacio de configuracién). La
evolucién cinemética de la teoria es regida por el Hamiltoniano primario:

Hp = Jd3y [q) BBA (%—ﬁ) —i—m] P+ A0 +9>\} ,

lo que implica que el cambio temporal de los campos (1, 1) es:
ba(x) = {ax),Hef =Aax),
Pa(x) = {Pa(¥),Hef =R (),

es decir: )

P=A , P =A, (6.38)
Inicialmente, esta variacién pareceria indeterminada debido a los multiplicadores (?\, X) .
Sin embargo, como los vinculos de la teoria libre son de segunda clase, su consistencia
permite determinar y fijar dichos multiplicadores. El cambio temporal de los momentos
(p,P), resulta ser:

o) = {pale) Heh = {(B*i05—m) v+ 38°A} |

Pale) = {pabo,me} = {0 (B4i05 + m) - R .

a

Al aplicar la condicién de los vinculos primarios se obtiene:
. . i . i
P o= 0p=(Brioa—m) Y+ p A= (BrOA—m) Y+ BT
loy
~ —=p"0
2 B +1l),
entonces
B0, + ( BA10, — m) = ( 3110, — m) P ~ 0. (6.39)
De modo similar,
- _ — . is — . i, —
P o= 0P =B (BA0a+m)— 2B = (pAids+m) — S0 9p*
~ 7a+$[3+)

con lo cual
w(ﬁﬂm) +$(ﬁAiaA +m) =P ("0, +m) ~ 0. (6.40)
Las ecuaciones (6.39) y (6.40) garantizan que las ecuaciones de campo derivadas del

formalismo de Hamilton son débilmente equivalentes a las del formalismo de Euler-
Lagrange.
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6.3. Corchetes de Dirac

Para invertir los vinculos de segunda clase, se proyectan de manera similar al caso 1+ 1
dimensiones. Esto requiere emplear las propiedades de las matrices 3 presentadas a
continuacién:

B9 =6, (B) =8

(6 =8, (8) =8

P = BH(1—p"p)p =p (B")' B =p"(B)B",
Pt o= PRE=pBt(1—p"p) =B (B')7, (6.41)
P~ = PR =pt(p)7,

P*[S* = P:P*B+ , P*B*zO:P*B*,

junto con
2 N2 (o
P=pP | Pr(p)’pt=P , BT(p)(P) =P
ademas de los resultados presentados en la tabla 6.1. Estas propiedades, junto con la

representacién explicita de las variables del espacio de fase (1, \,p,P) que definen el
espacio de fase, de la siguiente manera:

p = | m , P=(Pp Py P1 P2 P )» (6.42)

permiten proyectar las ligaduras de la siguiente manera (6.41) se puede establecer:

» Fl vinculo primario )
8=p+3BH~0,
proyecta en
PO = p@+%¢+zo,
PO = p,.~0, (6.43)
PO = p~0,

_ 1
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6. Ecuacidn de DKP en 3 + 1 Dimensiones

» La ligadura secundaria
w = (1-p"p7) (B} —m) v
= (1 pp) (B0 + BROE —m) v~ 0

proyecta en

Pw = 0,
Pfw = i -—mypt =0, (6.44)
P*w = id0fe —myp* ~0,
Prw = 0,

= La proyeccién de la ligadura terciaria

Q= ([37)2 pF < —2mpTo* — mﬁla’f — imz) P 0,

resulta en
PQO = 0,
PTQ = —2mo*y~ — mifp* —imleo~ 0
PkQ = 0, (6.45)
PO = 0.

= Fl vinculo conjugado

proyecta en

2
0(P)" = P50 =0,
6(Pk)T — P ~0, (6.46)

» La ligadura
@ = P (5pA+m)(1-p B
Y <ia’i B~ + 10} Bl + m) (1-pB*),

proyecta en:

T .
@ (Pk) = " +mP ~0, (6.47)

@ (P) = e +mp =~o.
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» Finalmente, la proyeccién del vinculo

a-=1 ( —2md* B — mIrpl+ im2> B (B7): ~0,

arroja
QP = 0,
6(P+)T — 0,
E(Pk)T = 0,
aP)' = —2m P’ + moy + imle* ~ 0.

En consecuencia, el conjunto de ligaduras de segunda clase se establece como

Wi =pe+ b7 ) Ys=P, — 30
Y =p+ ) Yo=p,—30"
W3 =px ; Yo = Py
Yi= p+30 ) Yn=p- (6.48)
Y5 =10 @ —mpt , Y =108 e* +mp
Yo = 10¥ @ — mp¥ , Vi3 = 10 " + mp"

Y, = —2m X — mofk —imle , Wiy =—2mo*% 4+ mdfP* + im2e*

A partir de estas 14 ligaduras, se construye la matriz de vinculos segunda clase Dy; (x,y),
definida por:

Dy (6, y) = { Wilx), ()} (6.49)

Esta matriz presenta la estructura de bloques:

B 077 @ (%Y)
Dy = (77 Oevl), (6:50)

donde los bloques A (x,y) y B (x,y) son matrices 7 x 7 que tienen la forma:

0 i 0 0 ior 1Y —im?
0 0 0 0 0 0 —2md
0 0 0 0 0 —-mdq M
o(xy)e i 0 0 0 -m 0 0 8 (x—vy),
i —m 0 0 0 0 0
laﬁ 0 —méu 0 0 0 0
—im? 0 —md -—2md O 0 0
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0 0 0 —i

—i 0 0 0

0 0 0 0

_ 0 0 0 0

X (X) U) =

io* 0 0 m

oy 0 mdy 0

im? —2md* mdy 0

i0x

coo oo3

iy
0

m6k1

0

0
0
0

—moy
—2mo*

im?

0

0
0
0

mientras que Oy« se interpretan como matrices nulas de 7 x 7.

(6.51)

63 (X_U)>

Para calcular los Corchetes de Dirac, se requiere obtener la inversa de la matriz vinculos
D (x,y) que debera satisfacer la ecuacién

Jd3zD (x,2) C ' (z,y) = Jdng_] (x,2) D (z,y) =8 (x —2). (6.52)

Tras un laborioso célculo, se halla que esta inversa C~' (x,y) tiene la forma de bloques:

C_1 (X)U) = (

donde

0
0

siendo que los elementos de matriz de VP (x,y) y ¢ (x,y) son funciones

la forma:

An
B
Ci
Dy
En
Fi1
0
0
0

0

099

¢ (x,y)

0

n

Kig

(x,y)

099

).

YFooo

oS O © O

(6.53)

o O O O O O

o © O O

wn
~0

Q. o O © O

e (x,y) y tienen
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= Funciones A; (x,y):

A (xy) = —?6753(7‘_9),
i

AH(X)U) = Eés(x_y))
i1

Anloy) = 3o (0187 x—v)),
i1

Aisloy) = a0 (9380 x—v)),
i1 1

Auloy) =~y | (308 +m?) 58 -]
i1

A5 (xy) = _5676 (x—y)

= Funciones B; (x,y):

Byl = ge | (80— ) 5 (xw).

Biboy) = g {(a0r-m) 8 -y},

Byl = grae | (308 m?) 5 (918 e-ul)

Byl = g | (3008 —m2) 5 (939 e—ul)

By =~ {5 (300 m) 5 | (9t +md) o8tk w| |
Bisny) = g ge | (A0 ) 58 )]

Bieboy) = 3o (318 (x-)),

Birboy) = 5o (0380 -v)),

Bis(oy) = —p 28 - y).
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= Funciones C; (x,y):

Cio (x,y)

Ci1 (%y)

Ci2 (%, y)
Ciz (x,y)
Cis (%, y)
Ci5 (%, y)

C16(X)y)

= Funciones D; (x,y):

D]O (X>U)

D11 (x,y)

D12 (x,y)
D13 (x,y)
D14 (x,y)
D15 (x,y)

D17(X)y)

i 1
Ea)zc [’6"63 (x U)} ,

] X
%8263 (x—vy),

2% |3 (378 =) |

2m

% |5 (335 =) |

1 1 1
—ma’g [ax (aﬁ ﬁ—l—mz) 6763 (x—y)] ,

1 1
[ —83(x—
3 (ax 67 (x y)>,

:
— &8 ((x—v).
- (x—y)
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= Funciones E; (x,y):

i
Eqo (X>U) = 563 (X *U) )

1
En(x,y) = Raié“”(x—y%

1
En(xy) = Rfyffﬁ (x—y),

1
Ei3 (X>U) = Rag&?’ (X _U) )

Eus (x,y) = —ﬁ(aﬁ ﬁ—i—mz) 153(x—y),
Bis(y) = 58 (x—y).
= Funciones F; (x,y):

Fio(x,y) = —;—63(x—y),

Fii(x,y) = 7m53(x—y)>

Fzo(¢y) = —5— (

Faboy) = —5oc (0580 - y)),

Fubou) = = o | (980 m?) 38 (e )]

Fis(oy) = 5508 (x—y).

= Funciones Gj (x,y):

= Funciones H; (x,y):

His (X)U) = *63 (X —U) y

His (x,y) = —]aX(1§u—yQ.

= Funciones K; (x,y):
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= Funciones M; (x,y):
M (x,y)
M (%, )
M3 (x,y)
My (x,Y)

MS (X)y)

M (x,y)
= Funciones P; (x,y):
P1 (%)
P2 (%, y)
P3 (x,y)
P4 (x,y)
Ps (x,y)
Ps (x,y)
= Funciones Q; (x,y):
Qi xy) =
Q2 (xy) =
Qs (xy) =
Qslxy) =

Q5 (Xay) =
Qs (x,y) =

Q7 (xy) =
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= Funciones R; (x,y):

i 1
Ry (x,y) = -3 §<m53(X—U)>»
1 x-] XAX 2 1 3
Ry (x,y) = Haz 67<ak k—m)a*‘S (x—y)|,

Ramy) = 3008 |5 (010 x-w) |
R4(X,U) = >:|
Rsboy) = 51038 (x—y),

1 1
Rolxul = 503 (58 (x-w).

Rs(y) = — -8 (x—y)
= Funciones S; (x,y):

1 09) =~ e | (080 +m) 8 xw).
Sa0uy) = g (g (0 ) o | (e m?) oot ix-wl |,
Sany) = —gge | (@08 m) o (91 (k- w)]
i) = e | (@00 m) e (93 (e w)]
Ss00y) =~z [(oR0L +m) 8 (e —y)],
o) = e | (@) 58 -y
S700y) = g (08 (- y)),
S00y) = 5o (938 -),
S9(0y) = —5 08 ().
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= Funciones T; (x,y):
3 T 3
T] (X)y) = —550 (X_y) ) TS(X)U):_Ré (X_y)>
11 ax 1
Lxy) = Imor [(ak k_mz) 6753 (X—U)}»
1
Ly = 5-= (91 (x—y),

m
11

Loy = 5= (018*(x—y)),
1

aX
T3
Ts (x,y) = H@Té (x—vy).
= Funciones U; (x,y):
1 X 1 3
UZ(X>9) _271 676 (X y) )
Uz (xy) = ——=8 (x—y)
= Funciones W; (x,y):
1 X 1 3
W, (x,y) = _Fna 676 (x—y)),
1
Wi (x,y) = —563(x—y)-
= Funciones Z; (x,y):
1 1
ZZ(X>U):—R6753(X_U).

La obtencién de esta inversa permite definir el Corchete de Dirac entre dos variables de
fase Aq (x) v By (y) como:

{Ac0,Bu)} ) = {Aa(),By )]} - [ Eudv { Aalx), Yo ()]
Db (u,v) { Wp (v), Bo (y) }. (6.54)

Un andlisis de las 18 ecuaciones de ligadura (6.48), es posible determinar que el espacio
de fase expandido por (,,p,P), de dimensién 20, solamente 2 campos son indepen-
dientes. Dada la forma de los vinculos, estos grados de libertad se pueden considerar
como siendo (¢, ¢*). Empleando los Corchetes de Poisson no nulos entre las coordena-
das (@, @*) y los vinculos en (6.48):

{omww}=8x-w , {e0WW}=8Kx-w,  (65)
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se calcula el Corchete de Dirac para el campo ¢ (x),

{0 x), By (wlp = { 0 (x),Bu v)} — [ D3] (x,) { w5 (), B ()}
El Corchete de Dirac entre los campos (¢, ¢*) es:

{00, 0 W} =My =—Te(x —y)x-y).  (656)

Usando de la forma fisica de la funcién de onda del campo de DKP para el sector de
espin 0 indicada por la ecuacién (4.126),

ex)=vmd(x) , @ (x)=vmd"(x), (6.57)

el Corchete de Dirac se simplifica a

{ox o} =m{o00, 0"} =-Te(x -y )& x-y),

D D

es decir:

(069,00} = el —y) & (x—v), (6.58)

confirmando la equivalencia con las relaciones (4.70) previamente derivadas para el caso
libre.
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Capitulo 7

Electrodinamica Escalar de
Primer Ordenen 1l + 1
Dimensiones

En el periodo comprendido entre 1939 y 1970, los trabajos desarrollados con la ecuacién
de DKP se direccionaron al estudio de particulas cargadas que interactian con un campo
electromagnético. Tomando como base la formulacién de DKP y de Klein-Gordon, varios
estudios de diferentes procesos condujeron a resultados idénticos, hasta correcciones de
un loop [1]. Sin embargo, A. Wightman [2] demostré que cuando el campo de DKP se
acopla al campo electromagnético, la ecuacién de campo para la particula de espin O es
estable bajo perturbaciones locales suaves de campos externos.

Es bien sabido que, en el caso de campos libres, existe una equivalencia entre el forma-
lismo de DKP con las ecuaciones de campo de KG y de Proca. No obstante, cuando
se introduce una interaccién, como la electromagnética, surgen ciertas dudas. Se ha de-
mostrado [3] que la presencia de términos andémalos en el Hamiltoniano de la teoria y la
aparente diferencia entre las descripciones deasparecen si se especifican cuidadosamente
las componentes fisicas de los campos de DKP. Ademds, se ha probado [4] que los ele-
mentos de matriz S en las teorias de DKP y de KG coinciden en el caso de particulas de
espin O que interactiian con campos externos gauge abelianos y no abelianos, incluyendo
el campo gravitacional.

En este capitulo estudiaremos la estructura candnica del campo de DKP cuando inter-
actta con el campo electromagnético. Se realizard, asimismo, el estudio de la estructura
de vinculos de la teoria para el caso de dos y cuatro dimensiones en el formalismo de
las coordenadas de plano nulo. Ademads, se estudiard la naturaleza gauge del problema
y se considerard la condicidén de gauge mds conveniente con el fin de calcular los DB
entre los grados de libertad.
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7.1. Estructura de Vinculos

En esta seccién se desarrolla el andlisis hamiltoniano del campo escalar descrito por
la ecuacién de Duffin-Kemmer—Petiau (DKP) en interaccién con un campo electro-
magnético en dos dimensiones. En forma general, la teoria es descrita por la siguiente
densidad Lagrangiana

_ _ 1 _ _ 1
£= 2 0B (D) — 5 (Duth) B — mibp — s FFy, (7.1)

N <

donde hemos definido las derivadas covariantes D, = 10, — gA, y Dy = 10, + gA,. Las
ecuaciones de campo correspondientes a la densidad Lagrangiana (7.1) son:

0P —gppp =0 , Y (B*Dy+m)=0 , (B'Dp—m)P=0. (7.2)

Por su parte, los momentos canénicos (7, p,p) conjugados a las variables (Au,ﬂ),ﬁ),
respectivamente, son definidos de la siguiente manera:

oL oL - i
H— 7 _FtH D= — = — + - = —__ @3t
e 310, A F s, P o0 7 V", p - 7 B (7.3)

Del conjunto de relaciones (7.3), es posible deducir el conjunto de vinculos primarios:

i — i
nt~0 Gzp—i—iﬁﬂbzo , ezp—ill)f5+%0, (7.4)
junto con la siguiente relacién dindmica:
6+A_ =7 + a_A+ (75)

La evolucién temporal de las variables del espacio de fase (A, W, ), 7", P, p) requiere
introducir el Hamiltoniano canédnico, el cual se define como:

1 _
HC = JdX {2’7'[2 + (7’(76_ + g ll)(5+1|)) A+ (76)
— |1 —
) [ZB‘ ({—a,) L gA_B + m] q)} .
Debido a la presencia de los vinculos primarios, la dindmica del sistema es gobernada
por el Hamiltoniano primario Hp el cual resulta de sumar al Hamiltoniano candénico una
combinacién de las ligaduras primarias, es decir:

Hp = He + de— (u (x) 7t (x) + A (x) 0 (x) + 8 (x) A (x)) , (7.7)

donde (u,A,A) son un conjunto de multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos
primarios (7(*, 0, 6), respectivamente. La consistencia de los vinculos primarios, requiere
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definir los corchetes fundamentales de Poisson entre las variables dindmicas fundamen-
tales, como se aprecia enseguida:

{ A, )} = 8isx—v),
{$al0),Poy)} = awdlx—y), (7.8)
{$al0,Poy)} = awdlx—y).

De (7.8), es posible mostrar que el conjunto de vinculos primarios satisface las siguientes
relaciones:

{000,800} = iBE80x—y), (7.9)
{0.0),00(0)} = —iBEd(x—y).
La consistencia de 7™ (x) establece que:
7 (x) = 0 (x) — g (x) BFY (1) = G (x) = 0, (7.10)

es decir, surge una ligadura secundaria asociada al sector electromagnético y que se
identifica como la ley de Gauss para la electrodindmica escalar. La consistencia de este
nuevo vinculo requiere considerar las siguientes relaciones:

{6,000} = —g[B W], 00 —y) (7.11)
{609,0(v)} = —g[BB" (0], 8 (x —y7).
A partir de los resultados anteriores se determina que:
G=0" (WP V) + AP Y+ PR A0 (7.12)

La conservacién de la Ley de Gauss se verifica al analizar la consistencia de los vinculos
primarios del sector DKP. Especificamente, en el caso de 0 (x) resulta:

0= (B D —m)p—gApY+iB A0, (7.13)
donde D* = id0* — gA_. En forma similar, la consistencia de 0(x) implica:
=1 ( B D+ m) AL PR +IART ~ 0, (7.14)
con D° =10* + gA_. A partir de (7.13) y (7.14), se obtiene que:
BA ~ i(BTDE—m)b—igA. B,
At o~ D ( B D+ m) +igALPpT.
Al sustituir estas expresiones en (7.12) se obtiene:

G=0" (VB ) +AB Y +PBTA =0, (7.15)
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confirmando que la ley de Gauss de la electrodindmica escalar es automadticamente
conservada.

Al emplear la representacién matricial de 3 en 1+ 1 dimensiones, la ecuacién (7.13) al
ser proyectada por B~ 3T, resulta en:

BB (A+igAsp) ~ —B~(BDE-m)y

)
(A1 +1gA ) ms
(A2 +igAn) = my; — DX3
0 0

La consistencia de 0 (x) impone condiciones a A (x) y Az (x) del multiplicador A (x),
dejando la componente A3 (x) indefinida. Andlogamente, al aplicar el proyector B3~
n (7.14), se obtiene:

i (\—igA.¥) BB~~~ (B D +m)
que en forma matricial se escribe:
(i (M—igAdy) 0 i(Rs—igAshs) ) =—( mb, 0 mi;+D W, ).

Esto fija las componentes Aj (x) y Az (x), mientras que A, (x) del multiplicador A (x)
permanece libre. Esta arbitrariedad sugiere la aparicién de vinculos secundarios en el
sector escalar.

De manera similar a la teoria libre, estas nuevas ligaduras se deducen a partir de los
proyectores complementarios. Asi, el conjunto de vinculos para el sector escalar es el
siguiente::

ws = [(1—(3* )((3 Dx—m) L%O, 5 =2, (7.16)
@5 = [E(ﬁ’iﬁ )(1—(5 [5*)] ~0, &5=3.

La consistencia de este nuevo conjunto de ligaduras requiere tener en cuentas los si-
guientes corchetes de Poisson:

{wat0), By} = [(1-BF) (B D -m)| s5(x—y),
{Bat), o)} = [(1-8%67) (B D +m)] s(x —y),
{@at0,00l)} = [(D2p +m)(1-87")] 8(x—y), (117
{000, @)} = [(Dp —m)(1-B78")| s(x —y),
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junto con las relaciones,
{wat0,m )} = —g[(1-8"B7) B w (x| 8(x —y7),
{0, )} = g[weap (1-878%)] s —v). (T8
Por lo tanto, la conservacién en el tiempo de w (x) implica:
W = ( 1— ﬁﬂf) [—g (71_ v a’im) B+ ( B D* — m) )\} ~ 0. (7.19)
Al usar su representacién matricial se obtiene:

0
@=| —g(m +0%A;) Y1+ DA —mA, | =0.
0

Esto establece una nueva relacién entre A; (x) y Az (x), mientras A3 (x) permanece inde-
terminada. Seguidamente, al aplicar la identidad B~ BB~ = BT 2B, se obtiene:

B =—im (14 BT7) BDXb + im?p B — gr BB BT — igA. pTw ~ 0.
BEsto revela un vinculo terciario, el cual se define como:
Q= [—im ( 14+ Bﬂr) B DX +im2p B+ — gn—fsﬂs—lfsﬂ W~ 0 (7.20)
De igual manera, el andlisis de consistencia de w revela que:
&= [g (n* + aim) VB~ +AD B+ m)} ( 1 ms*) ~ 0. (7.21)
Al ser representado en forma matricial, se determina:
w(x):(o 0 g(Tt*—i-a’iAJr)E]—f—ﬁerkag)%O. (7.22)
Esto establece una nueva relacién entre A; (x) y Az (x), mientras que A, (x) aiin per-

manece indefinido, lo que indica la existencia de una nueva ligadura, la cual resulta
de:

Wt = [g (71’ + a’:m) VB~ +A(D B~ +m)] (1 . mﬁ) B
~ AmD PR (T4 B BY) +im* P B~ + g YR B BT ~ 0.
Esto define un nuevo vinculo terciario, denotado como:

a=v [imﬁifs— ( 1+ B‘B*) Fim2ptpT 4+ gn—fs+[3—2fs+] ~ 0. (7.23)
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Para analizar la consistencia de este nuevo conjunto de ligaduras, se calculan los si-
guientes Corchetes de Poisson entre (Q,Q) y el resto de las ligaduras del sector DKP,

{Qu(),8 ()} = |[—im(1+p7p)p DX +im?pp*
—gn BB S(x —y),
{800,000} = |=im(1+p7p)p D" —im?p B
+on BB s (v —y),
{Qu),0 ()} = [imD'p" ( 145 ﬁ*) +im?Brp-
+gn BB s (x —y)
{00, D ()} = [imD2p ( 1+ B 6*) imp B
—gm BB S( —y ).
Por lo tanto, la consistencia de Q (x) implica:
O = {Q,Hp}
= ig{m (7 +0A) (14878 ) —ig (VB w)B" (1-8'8 )} B v
+ [—im ( 1+ B*ﬁ*) BD* +imp Bt — gnfﬁﬂrz[ﬂ Ax0.  (7.24)
Al usar la representacién matricial de B en 1+ 1 dimensiones, se tiene que:

( 2igm (= + 0¥ A ) b3+ g* (VB Y) Py + (im? — gn ) Ay — 2imDX* A3 )

Q = igm (m +0YAL) Py —imDX¥ Ay +im?A,

0
(7.25)

Esto establece una nueva condicién para las componentes A (x) y A2 (x) del multiplica-
dor A (x), ademads de una condicién para Az (x). Consecuentemente, la consistencia de
Q (x) no genera nuevas ligaduras. Andlogamente, la consistencia de la ligadura Q (x)
implica:

Q - {ﬁ, Hp}
= ighp~ [m(n + YA ) (14+p78) +ig (VB ) (1-B7BY)B]
A [mﬁ’iﬁ* ( 1+ [373*) Fim2pTp + gn*f3+[3*2fs+] ~ 0, (7.26)
relacién que se reduce a:
O = (—g? (BB ) By +2igm (7 +3¥A,) by + (im? + g ) & +2mD* Ny

igm (7 +0YAL) Py +imD A +im?A; ) . (7.27)
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Esto establece una nueva condicién para A (x) y Az (x) del multiplicador A (x), junto
con una condicién que permite determinar A, (x).

7.

2.

Clasificacion de los Vinculos

En resumen, el conjunto maximo de vinculos que la teoria posee es:

+

Tt

[en]

o € €

~ 0 ) GZaiT[__QEB-FlI)%O)
= pr3BYN0 0= BT ~0,
= (1-p"B7) (B D*—m) =0, (7.28)

= $(MDIp +m)(1-p B") =0,
= [~im(1+ Bp7) BD +im?p BT — g BB w0,
b [imDXp (14 BBT) +im?Bp + g BTBIBT| ~ 0,

los cuales atisfacen los siguientes PB:

o
=z
P
<

—

I

iBad (x” —y)
= —g [ B (x)} 0 (x—y)
= —g W(X) B*Lé (x"—y7)

= |(Premem) (1=87) ] 5 =)
= [-im(1+p7p7) p DX +im?p Bt
—gn (x)BBR| S(x —y) (7.29)

)
)
wa ()8 ()} = [(1-p"p7) (BDX—m)| s~y
)
}

{ﬁa(x),eb(y)} _ :imﬁx_fs—(1+rs—r3+)+im2fs+f3—

)
)
6,0} = ~g[wrp (1-876)]
)
}

+on () BB S(x—y7)
= ¢*[(1-p"B7) B (x)] (BB ()] 8 ()
= —¢*[(1-8"p7) Bw ()] [DBTBTBY s(x —y)
BB ()| 50 —y)
= [0 (1-878")] [DeIBB] 5(x —y)
= g [(14 55 s70] [0°52],
+[ BB 0] [BaB (1+B7B7)] [ —y)
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Las relaciones previas implican que 7t (x) tiene Corchete de Poisson nulo con todas las
demas ligaduras de la teoria; en consecuencia, se clasifica como una ligadura de primera
clase. No obstante, dado que se analiza una teoria gauge, se debe demostrar la existencia
de un segundo vinculo de primera clase, andlogo al resultado obtenido en (SQED).

Basandose en el andlisis de SQED, la segunda ligadura de primera clase surge de una
combinacién lineal del segundo vinculo electromagnético y el conjunto de ligaduras del
sector DKP. A continuacidn, se comprobara que este segundo vinculo de primera clase
§e expresa como:

zze—ig($9—§1p>:azn*—ig(wp—ﬁp). (7.30)

Con el propésito de la demostracién, se evaliian los corchetes de Poisson de la ecuacién
(7.30) respecto a las ligaduras (7.28), comprobando que el resultado se anule (fuerte o
débilmente). En consecuencia, se obtiene:

{Z(),00 W)} = —ig0a(x)8 (x” —y7) =0,
} = igby (x)8 (x” —y ) ~0,
b= iy 08 (x —y7) =0,

(), @ (y) ] = g (x)8 (x —y7) ~0,
} = —igd(x —y7) Qp (x) 20,
b= g8 (x —y) Oy (x)

{tw,6wm} = o

A partir de los resultados previos, se concluye que la teoria admite el siguiente conjunto
de vinculos de primera clase:

a0 =0 —ig (bp—pW) =0, (7.31)

en cambio, el conjunto correspondiente de ligaduras de segunda clase estd constituido
por:

Q

0,

8 = p+BY~O,

0 = p—UB’ ~0,

o = (18 ) (50 mpua

T = E(ﬁ B +m><1—[3_[3+)z0, (7.32)
O = [~im(1+p"p7) B DL +imp Bt — g BT Y

O = $[imDip (14 p7B) +impTp +gm BTBTIRT| ~ 0.
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A continuacién, con el fin de fijar el gauge y transformar los vinculos de primera en
segunda clase, se introducen las condiciones de gauge de cono de luz, definidas como:

A_~0 , T 4+ALA0, (7.33)

con ello se garantizara la equivalencia entre los resultados deducidos en el presente
marco y los correspondientes a la electrodindmica escalar.

7.3. Ecuaciones de Movimiento

Una vez deducidos todos los vinculos de primera clase que la teoria presenta, estamos
en condiciones de determinar por completo su dindmica, la cual reflejara la libertad de
gauge inherente al sistema. Para ello, es necesario definir el Hamiltoniano extendido
Hg, el cual se obtiene al considerar todos los vinculos de primera clase secundarios
que surgen en el problema. En este caso, dicho Hamiltoniano se expresa de la siguiente
manera:

He = Hp+ J dx u (x) £ (x)

(_

— de Bﬂz + (Y + g YBTY) AL+ [;B (63—@) +gA_Bp + m] P
gt + A + OA + 1122} . (7.34)

Se procede ahora a considerar la evolucién temporal de las variables dindmicas corres-
pondientes al sector electromagnético. En particular, se estudia la dindmica de A (x),
obteniéndose:

Al (x) = { A (x) ,HE} = (x). (7.35)

De este modo, se observa que la evolucién temporal de A, (x) permanece completamente
indeterminada, ya que depende de u; (x), el cual constituye el multiplicador de Liagrange
asociado a un vinculo de primera clase. Dicho parametro, al no haber sido especificado,
refleja la libertad de gauge inherente al sistema. De manera andloga al caso anterior, la
evolucién temporal del campo A_ (x) determina la siguiente expresién:

A (x) = { A (x) ,HE} = (x) + 0 Ay (x) — 0% us (x). (7.36)

La relacién obtenida sugiere que, con el fin de asegurar la equivalencia con la ecua-
cién (7.5), el multiplicador de Lagrange u; (x) puede ser, en el caso mdas simple, una
constante. Por otro lado, al examinar la evolucién temporal de los momentos canénicos
conjugados a las variables previamente introducidas, se deduce que:

it (x) = { 7 (x) ,HE} — G (x) ~ 0. (7.37)
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Por otro lado, la evolucién temporal del momento 7t~ (x) permite determinar que:

7 (x) = { 7 (x), He | = g (x) B % (). (7.38)
Combinando (7.36) y (7.37), es posible deducir que:
it =L F =X — ghBtY ~ —0XFTT — giB T,

de manera que

NP ~ giB ™.
En forma andloga, y teniendo en cuenta la anti simetria del tensor del campo electro-
magnético, se deduce que:

= OYFT = 0P = g,
en consecuencia, al considerar conjuntamente los dos resultados previos, se deduce que:
NP — gpY ~ 0. (7.39)

A continuacidn, al realizar el andlisis correspondiente al sector DKP, se obtiene el si-
guiente resultado:

b (x) = { W (x), He f = Ax) +igua ()W (x). (7.40)
Por su parte, al analizar el comportamiento del campo P (x), se determina que:
b 00 = {00, He | = Ax) — igu(xJP(x). (7.41)

De modo similar, al considerar la evolucién temporal de los momentos candnicos (p,P)
a partir del Hamiltoniano extendido Hg, se obtiene que:

P(x) = {p00,He}
= oA BT () + [p (100 —gA- (x) —m] b ()
FIBAG) + igua (x)p (). (7.42)

Considerando conjuntamente las expresiones (7.3) y (7.40), la ecuacién (7.42) adopta
la siguiente forma:

P o= 0p=—gABY+ B (10-—9A ) —m| Y+ B0
1
+§f5+9u21|) + iguzp

i
~ —Ef5+a+ll’>
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es decir,
B (10: —9As )W+ [B (10~ —9A-) —m| b ~ —gup*V,
que en forma compacta se expresa:
(B*Du—m)w ~ —guap™y. (7.43)

De modo andlogo, al considerar la evolucién temporal del momento candnico P (x), se
establece que:

P(x) = {00, He}
= —gAL PR =B () [B (108 +gA (x)) +m]
i

—3A %) BT —igua (x)P (x). (7.44)
Utilizando (7.3) y (5.38), se infiere que:
o= 0P =—gA. UB - B[B (0 +gA )t m] 0. BB
|
Jriguzlbﬁ+ —iguwp

i
§a+11>f5+»

Q

0 sea,
BB (10 +9AL )+ B (10-+gA ) +m|~ gubpT,
la cual puede escribirse como:

P ( "D, + m) ~ guyppT. (7.45)

En consecuencia, si las ecuaciones de campo obtenidas a nivel Hamiltoniano son débil-
mente equivalentes a las ecuaciones de campo derivadas a nivel Lagrangiano, se concluye
que el multiplicador de Lagrange u; (x) debe satisfacer la condicién u; (x) = 0.

7.4. Proyeccion de los Vinculos

Con el propésito de calcular los corchetes de Dirac entre los grados de libertad de la
teoria, se procede a reescribir los vinculos correspondientes al sector DKP en su forma
méas simple, es decir, en términos de las componentes elementales de los campos de
DKP. A partir de las expresiones (5.37) y (5.38), es posible mostrar que:
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Vinculo 0 (x):

i
PO = po+ Ell)+ ~ 0,
PO = p,~0,
PO = p_+ l(p ~ 0.

2
= Vinculos w (x):
Pw = =0,
Pfw = D@ -—myp' =0,
PPw = 0.
= Vinculo Q (x):
PO = —2imD*{ +im?@ —gm @ ~0
PFQ = —imPtw =0,
PO = 0.

Vinculo 0 (x):

Vinculo @ (x):

Vinculo Q (x):

De este modo, puede concluirse que, al expresarse en términos de las componentes de
los campos DKP, el sector escalar presenta el siguiente conjunto de ligaduras de segunda
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clase:
PetsUT x 0, PimO0 , Pt s@m0
DXe—mpt ~ 0 , —=2imD*yYp +imle—gm @ ~0,
Po—3% ~ 0, Pi-se"x0 , P 0 (7.46)
Do +mp =~ 0 , 2mD WP +imle*+gr ¢* ~0.

Finalmente, al expresar el vinculo X (x) en términos de las componentes de los campos
DKP, éste adopta la siguiente forma:

I = o —ig(bp —pV)
= oIm —ig (cp*pcp +9 D po =P — Pyt —1111)‘) :

7.5. Inversion de los Vinculos del Sector Electromagnético

A continuacién, se realiza la inversidon de los vinculos de segunda clase del sector elec-
tromagnético, conformados por las ligaduras de primera clase (7.31), las condiciones de
gauge (7.33). Dichos elementos se denotardn de la siguiente manera:

0, = n,
CAX — s * -+ - _ — 4+ = -
0, = 0n —19((9 Po+ V¥ p++U p-—Poo—p b —p_Y )
@3 = A,,
O, = m +A,, (7.47)

A partir de (7.47), es posible construir una primera matriz la cual se define mediante
los siguientes elementos:

Cy (v y) = { @ (x), 05w}, (7.48)
y que admiten la siguiente representacién en forma matricial:

0 0 0 o

0 0 —o* (; _ _
Cxy) = 0 —o* o0 1 S(x~—y7). (7.49)
o 0 -1 0

Con el objetivo de suprimir las ligaduras (7.47), , se construye un primer conjunto de
corchetes de Dirac que, para dos variables dindmicas A, (x) y By (x), se definen de la
siguiente manera:

{c00,B0w)} = {A,Bo)} - [aw v {Aa )00 w)

D1
C5' (V) { 84 (v), By (v} (7.50)
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En esta expresion, Ci_j1 (x,y) caracteriza las componentes de la inversa de la matriz
(7.49), la cual se obtiene a partir de la solucién de la siguiente ecuacién:

JdZ_C (x,2) C " (z,y) = JdZ_C_] (x,2) C(z,y) =16 (x" —y ), (7.51)

donde I es la matriz identidad de 3 x 3. A partir de ello, es posible demostrar mediante
un calculo directo que la matriz C' (x,y) adopta la siguiente representacién:

0 —x =y 0 e(x —y)
_ 1 X~ —y| 0 —e(x—y7) 0
1 _
C ' (xy) = 3 0 e (x —y) 0 0 . (7.52)
e(x”—y7) 0 0 0

A partir de (7.47) y bajo la definicién de los DB D1, se puede verificar que se deben
cumplir las identidades:

nt = 0,

oim —ig (@*w + P+ po—Pee — Pt — ﬁ_tb*) = 0,
A = 0

m +0*Ay = 0,

(7.53)

de manera que las coordenadas (A_,7t") resultan ser idénticamente nulas, mientras que
A constituye la tinica coordenada independiente asociada al sector electromagnético.
Por consiguiente, puede afirmarse que, incluso sin considerar los vinculos correspondien-
tes al sector DKP, el espacio de fase, parcialmente, esta conformado por las coordenadas
independientes:

* — gt g = = =
(A+,(p,(p >1p+)1b >q) ,11) )p(p>p(p>p+)p*7p+>pf>' (7'54)

Es posible mostrar que, cuando la variable dindmica A, se identifica con uno de los
campos pertenecientes al sector DKP, se cumple que:

(.o} = {A0,Bo)} - [ { A, 0200}

D1
G5 () { @4 (v), By (v) } . (7.55)

Entonces, si By (y) corresponde a otro de los campos del sector DKP, a partir de la
representacién matricial (7.52) se obtiene que:

{Aat0,By )} ={Aax),Bo v} (7.56)

De (7.56) se deduce que el primer conjunto de DB entre campos de DKP coincide con
los PB originalmente definidos entre dichas variables, de modo que:

{$al0), P} = sawdlx—y), (7.57)

{Bal0polw)} = Band(x—y).

D1
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Ahora, en el caso en que By, = A,

(a0, A} =5 [au{aam, @200} u -y,

D1
Entonces, si Ag (x) = VPq (x):
{WatxAc )} = Tva )% —y7]. (7.58)
A partir de (7.53), es posible mostrar que:
(a0, )} =Fpae(—y). (759)
De igual manera, cuando A, (x) = pq (x):
[ratlac i)} = Fpatal | —y ], (7.60)
lo cual, de forma equivalente, da lugar a:
[P, )} =Fpete(x —y). (761)
Si se considera ahora que Aq (x) = b, (x):
[Fa, A ) =T (] x v, (7.62)
entonces: .
(D0, W)} =—Thaxe(x —y). (7.63)
{Pam @ == e(x —y). (7.64)
Finalmente, para el caso en que A4 (x) = Pg (%),
{Pata,Ac )} =T~y ], (7.65)
(patam ) ==Tpate(x -y ). (7.66)

7.6. Inversion de los Vinculos de DKP y Corchetes de Di-
rac

Bajo la definicién de los DB (7.55), los vinculos asociados al sector de DKP se expresan
en la forma:

Vi =pe+ 30" ) Ye=p,— 70
2=p+ ) Y7=p,—30"
Y3= p_+30 , Yg= p_ (7.67)
Yy =10 @ — mp* , Yo =10% @* +m

*

Y5 =2moXp +imfe —gm @ , Y= 2ma’i$+ —im?e* — g @*.
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Ahora, con el propésito de convertir las ligaduras (7.67) en identidades fuertes, en
identidades fuertes, se define un nuevo conjunto de DB que, que se definen como:

{ A (x),By (y)}m - { Aq(x),Bs (y)}m - J du—dv™ { A (%), ¥, (u)}m
D' (wv) { ¥ (), Buly)} (7.68)
donde Di_j] (x,y) identifica la inversa de la matriz:
Dy (xyy) = { Vi (), % (W)} (7.69)

la cual posee la siguiente representacién:

_( Alxy) Bxy)
D= Gixn) by )" (770

siendo A (x,y), B (x,y), C(x,y) y D (x,y) matrices 5 x 5 con la siguiente estructura:

000 0 0
000 0 0
Alxzyy=1 000 0 0 5(x*—y ),
000 © —o (%)
0 0 0 o(x) 0
0 i 0 iox A(x)
0 0 0 0 2mo*
B(x,y) = i 0 0 —m 0 §(x~—y7),
iox m 0 0 —B (x)
O(x) 0 2mo* —B(x) &(x)
0 0 —1 i0* -0 (x)
—i 0 0 m 0
Clxy) = 0 0 0 0 2md [s(x —y),
10* 0 m 0 B (x)
—A(x) 2moxr 0 PB(x) —&(x)
0 00 0 0
0 00 0 0
Dixy = 000 0 0 [s8(c—y),
0 00 0 v (%)

000 —y(x) O

en las que se ha introducido las siguientes funciones:

a(x) = —gPe(ex), BK=—-ge (x) oK),
—g'0" () 9" (x), 8(x) = (im?— g (x)), (7.71)

M) = (imPtgn (0), &(x)=-2img? | " ()Y (X)+e (B ()]

.<
=z
I
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La matriz D' (x,y) es solucién de la siguiente ecuacién:
JdZD (x,2) D' (z,y) = szDl (x,2) C(z,y) =16 (x  —y ), (7.72)

a partir de la cual es posible mostrar que:

C(xy) Dixy
donde
0 Az (x,y) 0 0 0
) Bi(xy) B2(xy) Bs(x,y) Balx,y) O
A(X7y) - 0 CZ(XaU) 0 0 0 )
0 D3 (x,y) 0 0 0
0 0 0 0 0
As(%,Yy) A7(xYy) As(xy) As(x,y) 0
) Be (x,y) B7(xy) Bs(xy) Bol(x,y) Biolx,y)
B(X)y) - Cé(x)y) C7(x,y) CS(X>U) C?(X»U) 0 )
D6 (X>y) D7 (X7y) D8 (X>y) D9 (X)y) 0
0 0 Es (x,y) 0 0
F] (X)U) FZ (X)U) F3 (X>U) F4 (X>U) 0
. G] (X)y) GZ (ny) G3 (X)y) G4 (X>y) 0
C(X)y) = H] (X>y) HZ(X>U) H3(X)y) H4(X,y) H5 )
K1 (X)y) KZ (X)U) K3 (X)y) K4 (X>U) 0
0 M; (x,y) 0 0 0
0 0 Fs (x,y) 0 0
0 0 Gs (x,y) 0 0
Dx,y) = | He(x,y) Hr(x,y) Hs  Holx,y) 0
0 0 Ks (x,y) 0 0
0 0 0 0 0

Los elementos no nulos que aparecen en A (x,y), B(x,y), C(x,y) y D (x,y) son dados
por:

= Funciones A; (x,y):

A (xy) = 2311116]’1[Y(X)€(X__y_)]’ As(x,y) =——e(x"—y7),
A7(X)U) = %6()( -y )a A?(X>U)=—l€(x -y ))
Aoy = gae{ |00+ B0 et -y}
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= Funciones B; (x,y):

Biioy) = g [vide( —y)],

Balxy) = qgrage { |00+ P o [yme (v —y)]
rr g { [+ B e -y,

B3 (xy) = —;We(f—y‘),

Biboy) = gios [v0e(e —y)],

Bs(x,y) — ;;{[U\(XHBS) e (x —y)},

B7 (x,y) = 411]1;{[0\(7()_6#?) e (x —y‘)},

Bs(x,y) = 811162{;[@@)+B:)];_{[ie(xuﬁg)]e(x —y )}
+5ﬁ1)e(x—y)+zfr’2;[a(x)e(x_y)]},

Br(xw) = —grge { [ e -y

Bio (x,y) = He(xf_y )-

= Funciones C; (x,y):

Gyl = —c—

C7(xy) =
Cs(x,y) =

= Funciones D; (x,y):
D; (x,y)

D6 (X»U)
D7 (X»U)

DS (X)y)

D9 (X)U)

134
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—Wg [y(x)e(x -y )})
—%e(x —y*),

1 _
Ré(x -y ),
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= Funciones E; (x,y):

= Funciones F; (x,y):

F (X)y) = _%e(xi_yi)) F3(X)y):_%6(xi_yi))
Rl = —goe { [0+ B0 e -y},
Fiboy) = —ye(x —y),
i 1
Fs(x,y) = —ﬁg[a(x)e(x’—y*)].
= Funciones Gj (x,y):
Giloy) = —35( —y),
1
600y) = g [0 - B ey,
1
GS(X>U) = Raié(xi_yi))
1
G4(X>U) = _?n&(xi_yi))
1
Gs(x,y) = —m“(x)e(xi_yi)-
= Funciones H; (x,y):
i . B (x) _
Himy) = —ge {00+ B e -y,
Hy (x,y) = _8:1161" {—; [19 (x) + Bn(?)} 61 { [i?\ (x) + BTE?)} € (x—y)}
1
g [yme e )]+ e e -y,
1 1
H; (x,y) = max{[ie(x)—ﬁr(:)}é(x _U)}>
M) = g { oo+ B8 e -y |,
1
HS(X>y) = He(xi_yi))
Hoboy) = oo [abde (e —y)],
H; (x,y) = _4r]n261" {oc(x)é(x*—y*)],
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Moty = g {5050 { [ 1000+ B0 e =y}

m
-l—{ie(x)—i—ﬁg)]a]x[oc(x)e(x—y)}},
Hy (x,y) = _ﬁalx [cte (x—y7)] .
= Funciones K; (x,y): _
Ki(xy) = —%e(X‘—y‘),
Kaby) = grge{ [0+ B e -y},
K3 (xy) = —ﬁé(f—y’),
Ki(x,y) = ﬁe(ﬁ—y )
Ks(x,y) = S]nlza])i[oc(x)e(x—y)].

= Funciones M; (x,y):
1 _
MZ(MU):He(X -y )

Bajo la definicién de los DB en (7.68), , es posible determinar que, a partir del con-
junto de identidades (7.67), los siguientes campos pueden considerarse como variables
independientes:

R e T
(o w5 vy0" 07,07,
En efecto, puede deducirse que, cuando A, (x) = @ (x), se cumple:

{ot B} | = {0m B} ~[awa {0, w)

D2 D1

D3 (wv) {0, B )}~ [awav { 90, ¥ w)}

D1 D1

ng] (u,v) {‘1’]‘ (v),Bp (U)}

Digs (1,v) { % (v),Bu () |

relaciéon que permite establecer los siguientes DB:

— J du—dv™ { @ (x),¥10 (u)}

D1 D1

)
D1

{om 0w} =—Te(x—y). (7.73)
De igual manera:
fewm i w}, = 55 {pw+ 22 e -y (1.78)
ig?

——Z o (x) J due (x” —u") " (We(u —y).
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Ahora, si By (y) =1V (y), se deduce que:
{o0, 5 W)} =350y (7.75)

Considerando el caso A, (x) =P (x), los DB diferentes de cero se calculan de:

{vre0Bw}, = (v 0w}~ [awar {5, w)
ngl (u,v) {‘1’]- (v),By (y)}m —Jdudv { Pt (x), V¥, (u)}D1

D1

D (,v) { % 00, Bo ()}~ [ av {7 (0, w0 ()}

Digy (w,v) { % (v), B ()}

D1

D1

*

De manera que si By, (y) = ¢* (y), resulta:

{v 00,0 W)} =356 —y). (7.76)

D2

Por su parte, cuando By, (y) = $+ (y), se determina que:
+ -+ o L . N B (X) - -
{000 W), = g [0 2 e —y) (r.77)

. 2
—;%ntlﬁ (x) J dume(x —u)@* (We(x —y).

Ahora, si By (y) =19 (y), se obtiene que:

{09 w}, = - [ava (v mww), 0w {Bee w) )
= D (xy) =G;3 (%)
- ﬁazé (- —y),

asi que:
{v .9 W} - o (x—y ). (7.78)

Ahora, si se considera A, (x) = P~ (x), es posible deducir que los DB se calculan a
partir de:

(o 00Bw}, = {v @ Bw} - [awa (v x,%w)

D2 D1

Dg).] (u,v) 3 ¥ (v), By (U)}m - J du dv- { b (x),¥s (u)}m

- J aw-av {9 (x), W0 (u)}

D1 D1

{
DS_).] (u,v) {‘i’j (v), By (U)}
{
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Por tanto, cuando By (y) = ¢* (y),
{ P (x), @" (y)}m = _;61" { [i@ (x)+ BTE:)] e(x” —y‘)} (7.79)
2
—% *(y) J dvie(x —v)eMWe(v —y)
Ahora si By (y) = 1|)Jr (y):

aix { [1?\ (x) + Bn(f)] e(x” —y‘)} + E’T(:) e(x —y7) }(7.81)

.2
_%EJF (y) J dvTe (x* —v’) @(v)e (v’ —y’)

ig? Ly o
—%111) (x) J due (x” —u7) @ (ue(u —y). (7.82)
De igual manera, el DB calculado con el campo 1 (y) es:

{0 00 W}, = gmge{[000- P50 v} (7.83)
. 2
) | av ey ) emel —y ).

Consideremos ademds el caso By (y) = A (y) de las relaciones que permiten calcular
los DB asociados a los campos DKP. Entonces, en primer lugar se establece que:

{(p(x),A+ (y)} _19 [(p (x) | x"—y7| —]Jdve (x~—v7) (p(v)e(v_—y_)] .

p2 2 4
(7.84)
De manera similar, cuando el campo en consideracién es ™ (x), se obtiene:
1
{v A} =3 [w* ([ %"=y = goe (e (x —y)] - (189)
Si se estudia el caso para P~ (x):
i 1
o waaw), = Do wlx -y i+ o g { [ie (o) + ﬁn(f)]
€ (x—v)} pve(vi—y7)— ifjdve (x~—v~
1
Y (ve(v—yT)+ Tem? 6?112 ‘[d\)a)i { x(x)e(x” —v*)}
e*Ve(v —y7). (7.86)
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Ahora, cuando se analiza el campo ¢* (x), resulta que:

{ o (x),AL (y)} :_%g [(p* (x) | x =y~ |- lev_e (x"—=v ) e (Ve (v —y‘)} )

D2
(7.87)
De manera similar, para el campo EJF (x):
(50000}, = 35 01 2 [ [yt )
pve(v -y~ )—|—169Jdv a]i{[ﬁ\(x) Bél)] e(x”—v )}
e VeV —y )+ Zg J dve (x™—v7) ¥ (Ve v —y7),
(7.88)

Finalmente, cuando se estudia el DB para el campo \ (x), se obtiene:

{(v A =3 {w‘ ()| x =y |+ ﬁcp* (e(x —y)|. (7.89)
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Capitulo 8

Electrodinamica Escalar de
Primer Ordenen 3 + 1
Dimensiones

8.1. Estructura de Vinculos

A partir de la densidad Lagrangiana (7.1) y de las relaciones asociadas a los momentos
candnicos conjugados definidas por (7.3), es posible demostrar que la electrodindmica
escalar de primer orden en 3 + 1 dimensiones presenta el siguiente conjunto de vinculos

primarios en el sector electromagnético:
+ k—  k
' ~0 , ¢ =m" —0_Ax+ 0KA_,

junto con las ligaduras correspondientes del sector escalar

O=p+Bh~0 ,  B=p- 0B~
ademas de una ecuacién dindmica definida por:
04A_=m +0_A..
El Hamiltoniano candnico correspondiente a la teoria es definido por
He = [&yte,
con

He = m0L A +Ph+bp—L

2

e

(8.1)

= ST (PO g BTN A+ BBA (03-0%) + g Aup* + m} ¥

(8.4)
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donde A = —,1,2. La dindmica del sistema estard determinada por el Hamiltoniano
primario, el cual se construye a partir del Hamiltoniano canénico més una combinacién
lineal de los vinculos primarios via multiplicadores de Lagrange, que para el caso sera:

Hp = He +Jd3x Wb (0 + (0 6 (0 + A (x (8.5)

@
=
+
@
®
>
®
[

donde d3x = dx~dx'dx? = d*>x*. Los PB fundamentales de la teoria son definidos por:
{Aux), @)} = 8558 (x—v),
{90, P W)} = Band® (x—y), (8.6)
(P00 W)} = Sard® (x—y).

A continuacién, analicemos la consistencia de los vinculos primarios estudiando en pri-
mer lugar aquella correspondientes al sector electromagnético, de manera que:

it = { ™ (x), Hp} — Rt — gPpTY = G ~ 0, (8.7)

es decir, un vinculo secundario ha surgido del sector electromagnético. Ahora bien, con
el fin de estudiar su consistencia, se utilizardn los siguientes PB:

{6m,0'w} = =0
{60} = —g[BW 0] *(x—y), (8.8)
G(x),0 = —g|P(x)BT| B(x—y).
{600,8u)} = —g[Px)B*] 8*(x—y)
De manera que la evolucién temporal de G (x) establece que:
G ={ G (), Hp} =} (VB™P) +AB Y+ BB A~ 0. (8.9)
Ahora, en el caso de ¢* (x) resulta:
= { & (x), Hp | = 0 — gUB b + 0 Fose — 20% s, (8.10)
lo que indica una relacién sobre el multiplicador de Lagrange uy (x).

Ahora, se procede a estudiar la dindmica de los vinculos asociados al sector DKP. EN
el caso de la ligadura 0 se obtiene:

6 = { 04 (x),Hp } = (DRB* —m) b + B (A — gA 1) ~ 0, (8.11)

con D} =10} — gAa. De manera similar, cuando se analiza la consistencia de 0(x), se
obtiene:

[ {6a(x),Hp} S ( BAD + m) + (A + ghA,) BT ~0, (8.12)
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donde D}, = 10} + gAa. Combinando las ecuaciones (8.11) junto con (8.9), se obtiene:

G=0, (8.13)

indicando que la ley de , identificada con la relacién G(x), para la electrodindmica
escalar de primer orden en 3 + 1 dimensiones también se conserva.

En este punto, corresponde analizar si las relaciones (8.11) y (8.12) permiten determinar
de manera completa los multiplicadores de Lagrange (?\, X). . Con este objetivo, se hard
uso de las propiedades que satisfacen las matrices beta en las coordenadas del plano

nulo:

PB+ = P+a PR~ =P, Pﬁk = Pka
P_B+:P) P_B_:O) P_Bkzo)

.14
PHRt =0, PTR~ =P, PTRk=0, (8.14)
PXBt =0, P*p~ =0, P*pl=25kP,
ademas de las siguientes identidades:
BP=(P1), pP=(P), pP=—(PY),
p-(P) =P Br(P) =0, B(P) =0, (8.15)
p-(PH) =0, pr(PH) =P, pr(PH) =0 ‘
B (P9 =0, B+ (P9 =0, B (PH) =5t
donde los operadores de proyeccién son definidos como:
p=pPl , Pr()Br=P , BT(B)(P) =P (8.16)
De la representacién matricial de los campos (1, ), p,p):
()
_ (U —_( . = — —
vo= | (e ¥ T,
11)1
Peo
p = zj L P=(Pe Py P P1), (8.17)
P1

con 1 = 1,2, es posible deducir de (8.11):

PO
Pt
P'o
P~6

= DX (P9) + D§ (PA) — m(Pp) +1(PFA) — gA+ (PTY) ~0,

= DX (PY)—m (PTY) =0,

— DY(PY)—m (Php) ~ 0, (8.18)
= —m (P ) +i(PA) — gAy (PY) =~ 0.



Electrodindmica Escalar de Primer Orden en las Coordenadas de Plano Nulo

Con ello, se pueden establecer dos condiciones sobre el multiplicador de Lagrange A,
que corresponden a PTA y PA, mientras que las componentes P'A permanecen indeter-
minadas. Lo anterior sugiere que la teoria presenta un vinculo secundario, tal como lo
indican las relaciones (8.18), asociado con la condicién de consistencia de 0 (x). Dicha
ligadura secundaria puede obtenerse, en analogia con el caso libre, mediante la accién
del operador (1 — 3T ~), de manera que:

ws=[(1-B"B7) (B*D) —m) ], ~ 0, (8.19)

con 0 = 2,3,4. Es posible observar que:

Ptay — P+ ( B D + B*DMp — mlj)>
= DX (PY)—m(PTp) =P 0~0
Pl — P ( B D + B*DX — mlb)
— DY(PY)—m (qu)) —PY~0
Pw = 0 , P~w =0,

que son consistentes con (8.18). De forma similar, cuando la expresién (8.12) es consi-
derada, se deduce que:

o = D [5(r1)] - D [11) (Pk)q—i—m(tl)P)—i—i[?\(P)q
+oA; [¥ (P)'| ~0,
0P = m[(P)] +i(AP) + gA. (WP) ~ 0,
6(r)" = i) +m[o(7)'] ~o

o(P)" = DL@P) +m[o(P)] ~o0. (8.20)

Asi, las relaciones que involucran a AP y A (P_)Jr indican que tnicamente dos componen-

tes del multiplicador A pueden ser determinadas, mientras que las componentes A (Pl)T

permanecen sin especificar. A partir de esta expresidn, se constata que surgen nueva-
mente vinculos secundarios asociados con la condicién de consistencia de 0(x), , los
cuales pueden identificarse mediante la aplicacién del operador (1 — 3~ f3"), de manera
que:

T = [E (ﬁ’; BA 4 m) (1- [3*[3*)}6 ~ 0, (8.21)

144



8. Electrodindmica Escalar de Primer Orden en 3 + 1 Dimensiones

donde 6 = 3,4,5. Es posible mostrar a partir de (8.21) que:
m(lﬁ)T — (DXwp +Dk11)[5k+m1b) (P‘)T
- Dl(ml)P)+m[ (P )] Pl)
@(P)' = (D B+ DBk +mb) ()’
= DL @P)+m [ (P)/|=0(P) ~0
wP =0 , w@(P) =0,

lo que resulta compatible con (8.20). Entonces, podemos concluir que la teoria posee
un conjunto de vinculos secundarios asociados al sector DKP identificados con (8.19) y
(8.21), y que satisfacen los siguientes PB:

_ ( )| By,
_ ;(1—[3+[3_><[3ADA—I—m)_ 8 (x—vy),
) )

)

Iba
63 (X_y))

dba

Il
)

W) BE(1-B7B)| 80—,
= —g[P0) B*(1-p7BY)] S (x—y).

(8.22)
Utilizando las relaciones anteriores, es posible deducir que:
@ = (1-B"B7) [~gm B — gB WA A, — gBXYIIA,
—qu Bl + ( pADY — m) )\} ~ 0. (8.23)

A continuacién, es necesario verificar si la expresién (8.23) garantiza que todas las
componentes del multiplicador A (x) se encuentren completamente determinadas. Para
este propdsito, se emplean los operadores definidos en (8.16), a partir de los cuales se
obtiene lo siguiente:

PL = 0 , P~w =0,
Plio = —g (A, +w) (P)+ D} (PA) —m (PA) ~ 0,
Pfr = —g (n— + a’iA+> (PP) + DX (PA) —m (PTA) ~ 0.
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Empleando las siguientes relaciones
(P*A) = iD* (P ) +1iD} (P‘&p) —im (PY) —igA, (PT),
(PA) = —im (P ) —igA (PY),
es posible mostrar que:
P+ ~ —P* {([3*)2 B (zm BD* +impkD} — im? + gn*) w} .
Asi, se concluye que surge un vinculo terciario, el cual se define como:
0= (p)p" <Zim B~ D* +imp*D} —im? + gﬂ_) W ~ 0. (8.24)
Si se estudia la dindmica de w(x), resulta:
@ = [ VB +ghB AL+ ghBAIA, + g B+ X (D) A+ m)]
( 1 [3*(5*) ~ 0. (8.25)
A partir de esta relacién se deduce que:
P =0 , wP)=o
o (P) = (oA +w) (@P)+ D} (W) +m [A (pﬂ ,
@(P)' = g(m +orAL) @P)+ DX (W) +m[x(P) ]
De las expresiones que resultan de la consistencia de 0 (x), es posible verificar que:
() = im [$ (P9)'| +igA, (UP),
Ae)] = i[5 (p)] D} [w (%) T} +im (@P) +igA, [B(P)],
de manera que:
@ (P! ~ {$ ( 2imD™ B~ + imD}B* + im? + gn—) B+ ([3_)2} (P).
Entonces, un vinculo terciario se evidencia y se define como:
Q=9 (Zimﬁiﬁf +imDyB* +im? + g7r*> B+ ([3*)2 ~ 0. (8.26)
Se estudia ahora la consistencia del conjunto de Q (x) y Q (x), lo que conduce a:
O = (B)'B {9 [2im (7 +0%As) BT +im (OFAL +w) B —wdtw

—g? [Pp W] b + <2im B~D* +impB*D} — im? + gn—) ?\} .
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De la relacién anterior, se puede deducir que:
PQ =0 , PQ=0 , PQ=0
PHO = —g [Zim (n* X A+) (Py) +im ( NAL + ul) (PH])) — (PY) ’ful]
—g? [P V] (PY) + [2im DX (PA) + imD} (ka) —im? (PA) +- g (P)\)} ,

indicando que no se generan mas ligaduras. De manera similar, la consistencia de Q (x),
establece:

Q = {9 [Zim ( o+ ai/h) VB~ +im ( AL + u1> WP+ Eafu@
—g? [0B ] ¥+ (26mD AR +imDAB* + im*A+ g A) | B (B7)7,
a partir de la cual es posible verificar que:
6(Pk>T =0 5(P+)T:o . @P=o0
517 fin(orn) o] on o ) ] s
—~g* [BB W] (BP) + 2imD* [A (P¥)'] — imDy [7\ (P1>T]
Lim? (RP) + gn (WP),

lo que indica que la teoria ya no posee mas vinculos.
8.2. Clasificacién de los Vinculos

En resumen, la teoria estd constituida por el siguiente conjunto de vinculos asociados
al sector electromagnético:

a0, ¢F=mF—AL+RA. , G=0 — gPpT, (8.27)
junto con el siguiente conjunto de vinculos asociados al sector DKP:
i — i

6 = p+sBY ,  B=P—5UB, (8.28)

w = (1-p87) (B*DL-m)¥ , @=b(Dyp*+m)(1-pB")

o = (p)'pt ( 2im ~D* +imp*D} — im? + 971‘) "

— AP~ ZPUNE = . _ \2

Q = Y (21mD)iB +imDyB* + im? 4 g ) BH(B7)”.
En analogia con lo obtenido en 1 + 1 dimensiones, mostremos ahora que, ademds de
7t (x), el segundo vinculo de segunda clase es dado por la siguiente combinacién lineal:

T = G-ig (EG—@W = Nt —1ig (@p—ﬁb)

= Xn +omt—ig <$p - w) . (8.29)
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En primer lugar, se sabe que al considerar los PB con los vinculos correspondientes al
sector electromagnético, se determina que:

{zx),0 W)} = {6, e* W)} =0,

de igual manera:

{Zx,60)} = —ig" [$X) B ()~ (x) B ()] & (x—y)
= 0.

Ahora, cuando se analizan los vinculos del sector DKP, se obtiene que:

{2,000} ~ —g[B ()], (x—y)+9 8" ()], 8 (x—y)
~ 0.

En forma similar:

{200,8W)} = —g[010p],8 x—y)+9g[B(x) BT, 8 (x—v)
~ 0.

Cuando se consideran los vinculos secundarios del sector DKP, obtenemos que:
{Z0),wp W)} = —ig8 (x—y)ay (x) = 0.
(T, @)} = ig8*x—y) @y (x) ~0.

Finalmente, cuando se tienen en cuenta los vinculos terciarios del sector DKP, se deduce:
{£00,00W)} = ~igQy (08 (x—y) ~0.
(200,00} = 190, (x)8* (x—y) = 0.

Por lo tanto, se ha podido determinar explicitamente que el conjunto maximo de vincu-
los deducidos para la teoria se puede clasificar de la siguiente manera:

= Vinculos de primera clase,
a0 ZEG—ig(II)G ew) N —1g<1|)p pq)) (8.30)
= Vinculos de segunda clase:
0 = prapt , O=p— U,
w = (1—B+B‘)(BAD’2\—m)1l) , @=0(Dipt+m)(1-p8)
Q = (p)p* <2im[3_D’i+im[3kD§—im2+g7r_)1b,

Ol
I

m (2imﬁ’i[3‘ +imDp* +im? + 971_) BT (B)?,
dF = T - AL+ RA . (8.31)
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Ahora, con el fin de tornar los vinculos de primera clase en vinculos de segunda clase,
se introducirdn las condiciones de gauge de plano nulo definidas como:

A_~0 , m +0%A,~0 (8.32)
8.3. Ecuaciones de Movimiento

Una vez que se ha determinado completamente la libertad de gauge de la teoria y se
han identificado todos los vinculos de primera y segunda clase, es posible determinar
la dindmica de los campos compatible con éstos. Para ello, se utilizara el Hamiltoniano
extendido Hg, que para el caso en consideracién se define como:

He = Hp+Jd3yuZZ

1 o s
= [ [l (o g TB ) AL+ 5% (00) + 0 An® ]
1

+Z (an)z -|—11]7'[Jr +u1d>l+Xe +97\+UZZ:| . (8.33)

Al analizar la dindmica de los campos asociados al sector electromagnético, se determina
que:

Ai(x) = {A+(x),HE} — 1 (x). (8.34)
A(x) = { A_(x), HE} — 4+ XA, — 0Fuy, (8.35)
Ad) = { A, He b= 03AL (x) + g (x) — 35z (). (8.36)

Ahora, si la dindmica de los momentos candnicos asociados a los campos A, (x) es
considerada, resulta que:

it (x) = { 7t (x), HE} — G(x) ~ 0, (8.37)
A (x) = {700, He | = g (x) BT (x) + Ofu (x). (8.38)
(x) = { 7 (x), HE} = — g (x) PSP (x) + 0%, Fms (x) — 0% us (x) . (8.39)

A continuacién, se procede a garantizar la equivalencia de estas ecuaciones de movimien-
to con su contraparte Lagrangiano. Para ello, de la expresién (8.36) se puede deducir
que:

Us = 04 As — 0sA L + 0suy = Fig + 0sup = F* + 05uy, (8.40)

de manera que:

At =0t =0, FTT 0™ — gUBTY = 04 FAT — g,
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es decir:
O F*t — guBH =~ 0. (8.41)

De igual manera:

=0 =0 F T =—ghB P+ dw = —ghB P + A FT + 3191wy,

entonces

0 = O F +F" —gPp P+ 001up =0, F 4+ 0_F  +9,F"
—gyp P + 010uy,

por tanto,
aqu'i —g¥pB Y+ 9101u; =0. (8.42)
Finalmente,
7 = 0, =0,F" = —gPBY + OmFims — 0_us
= —gyB Y+ 0, F™ -0 _F —0 0,uy
= _9$651p + am]:mS +0_F*° — a—asu2>
asi que:

O — gPpSY — 9_0dsu; = 0. (8.43)

Lo que implica que la equivalencia con la ecuacién de movimiento para el campo elec-
tromagnético derivada en el espacio de configuracién, dada en la forma

apFLW - gEBVd’ =0,

exigird que se deba cumplir la condicién u; = 0.

Ahora, si se estudia la dindmica de los campos asociados al sector DKP, se obtiene que:

b = {W00,Hef = A+igua, (8.44)
V(x) = {$(x),HE} — A igwy. (8.45)
En el caso de los momentos canénicos conjugados a los campos (1, 1), se obtiene:
- + A [ -qx i + :
p(x) =—gA Y+ [B (16A — gAA> — m} P+ 2[3 A +1iguyp, (8.46)
a partir de la cual se puede deducir que:
: + A Loty o
P o= 0p=—0gA B Y+ B (104 —0Ax) —m| b+ 3B A+igup

i 1
= —gABY+ [B (10— 9Ax) — |+ 3BT + 3BT gua + iguzp

%

i
—pro.,
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es decir,
( B*Dy — m) P~ —gquyB. (8.47)

En el caso del momento p(x), se determina que:

P(x) = —gAs UBT —[B* (10} + 9 Aa) +m| - AT —igump,
(8.48)

expresiéon que puede ser escrita en la siguiente forma:

P o= 0.p=—oA, 0BT B [B" (10a + g Ax) +m| - SRR —igmp

= —gA; YR -

1. —
§a+¢6+7

(6 (104 + 9 An) +m] — 30, 08" + JoubB* — igup

%

a partir de la cual se puede deducir:
m ( B“D, + m> ~ gu P p. (8.49)

Este resultado confirma entonces que la suposicién de escoger u, = 0 es valida.
8.4. Eliminacién de los Vinculos de Primera Clase

A fin de suprimir los vinculos de segunda clase que aparecen en la teoria, se imple-
mentard el método iterativo. En una primera etapa, se tomard en cuenta el conjunto
compuesto por los vinculos de primera clase y las correspondientes condiciones de gauge,
definiéndose asi las siguientes relaciones:

0 = n,
0, = a’iﬂ‘+aﬁﬂk—ig($p—ﬁlb),
@ = A, (8.50)

@4 = m + a)iA_A,_

A partir de las cuales se procede a definir la primera matriz de vinculos, cuyos elementos
se calculan de la siguiente manera:

Cy (v y) = { @i (x), 05w}, (8.51)
y que posee la siguiente representacién:

0 0 0 o

0 0 -0 0

0 —o* O 1
o 0 -1 0

C(xy) = 5 (x —y). (8.52)
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La inversa de esta matriz fue calculada con anterioridad y tiene la forma:

0 —[x =y~ 0 e(x —y7)
1 1 Iy 0 —e(x"—y7) 0 200
e(x —y7) 0 0 0
(8.53)

Entonces, se procede a definir el primer conjunto de DB, identificado con D1, que para
dos variables dindmicas A, (x) y By (y) se calcula de la siguiente manera:

(x),0c (W) } C5' (u,v)

D1 a

{©a),Bo (W)} (8.54)

(A B} = {A B}~ |Suev{a

Si A (x) se identifica como una variable perteneciente al sector DKP, entonces se verifica
que:

{0, Bow} = {A0,Bo)} -~ | Puev {0,020} 5 (wyv)
{©a),By (W)}

En el caso en que By, (y) corresponda igualmente a un campo DKP, se obtiene que:

{A),Bo)} ={AX),Bow)},

D1

a partir de este resultado, se concluye que:

{9a 0,y (W)} =88 x—u) , {Wal0),po W)} =ad®(x—y). (855)

Cuando se considera que By (y) = A+ (y), se deduce que:

{aa,ac ) =5 @uf{acm e} v -y (s u-y),

de lo cual se obtiene:

[9a09, A )} =0 x —y [ -, (8.56)
Pa (9, A (Whpr = 2pa bx) [x~ —y7 |82 (x —y). (8:57)
En el caso de considerar P, (x) y P, (x), se tiene que:
{ } )‘x‘—y“éz(x—y). (8.58)
{ } )(x——y—(éz(x—y). (8.59)
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En el caso particular en que A, (x) = Ay (x), se verifica que:

{ A0, 3o} = {Ax 0, Bo ()} + 0t [ @bvey) v { 0 ), By ()}

A partir del cual, es posible deducir que:

[aca ) = [y ey (8.60)
[a),m ) = el —y) o8-y, (8.61)
(A, )} = 8kt (x—y). (8.62)

8.5. Inversion de los Vinculos asociados al Sector DKP

Con el propésito de eliminar los vinculos asociados al sector escalar representado por
los campos de DKP, es fundamental aislar sus componentes no redundantes. Para ello,
se empleardn las propiedades de los proyectores de los campos DKP indicadas en la
ecuacién (6.41). Usando la representacién fisica de dichos campos dada por la ecuacién
(6.42), es posible obtener las ligaduras no triviales de la siguiente manera:

= Vinculo 6 (x):

PO = po+-tpt a0,

2
Pre = p+ =0,
Pk = pk%())
i
P78 = p_+=-9p=0.
P +2<P
= Vinculo w (x):
Pw = 0,
Pfw = Do -—mp" =0,
P*w = Do —myp* =0,
PPw = 0.
= Vinculo Q (x):
PQ = 0,
PYQ = 2imD*y~ +imDApk + (—im2+gn_> Q= 0,
PKQ = 0,
PTQ = 0.
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» Vinculo 0 (x):

= Vinculo @ (x):

» Vinculo Q (x):

ar
()
(»)
(P!

o/ INe]

Ol

b |26mD B~ +imDyp* +im? + g | BB (PF)T =0,
¥ [zimﬁ’ira— +imDEB* +im? + gn_} prp - (PH) =0,
¥ {zmﬁf(r +imD} B! +im? + gn*] BTp B (Pk)T —0,

2AmD P —imD)Y + (imz + gTF) ©* ~0.

De este modo, se concluye que el conjunto de vinculos no redundantes de la teoria,
correspondientes al sector DKP, estd formado por los siguientes elementos:

Y, =

Wy

Yo =

11175

< <
i

las
S
Il

154

)
(ia{i + gAk) @ +mp,

2m* Y’ +im (ia’ﬁ + gAk> - (imz + gn’) o* =~ 0.

Pot W RO, Wa=p im0 , Ws=pia0,
p7+%<p%0 , Ys5=1i0"p -—mpT =0,

(iaﬁ— gAk) ¢ —mp* ~0,
2ma’ixp——im(ia§—gAk)q)k+(imz—gn—> @0,

— i N —
p(p_ilb ~0 , \lnger—*(p ~0 , YYo= pe=0,

2

Y =X e* +mp =0,

(8.63)
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A partir de (8.63), ese puede construir una segunda matriz de vinculos, cuyos elementos
se definen de la siguiente forma:

Dy (xy) = { Vi), W)} (8.64)

La cual puede expresarse de manera compacta como:
A (x, B (x,
Dixul=(gd) oY s -y, (8.65)

donde se han introducido las siguientes submatrices:

0000 O 0 O
0000 O 0 O
0000 O 0 0
Axy=lo0o0o00 0 0 0 ,
0000 0 0 o(x)
0000 O 0 O
0000 —ax(x) 0 O
0 i 0 0 i DY A(x)
0 0 0 0 0 0  2md*
0 0 0 0 0 —mdyy  imDg
B(x,y) = i 0 0 0 —m 0 0 ,
i0*  —m 0 0 0 0 B (x)
DY 0 -—-mdy O 0 0 0
0(x) 0 —imDy 2mo* B (x) 0 —& (x)
0 0 0 —i i Dy —0(x)
—i 0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 0 mdy —imDy
Clxy) = 0 0 0 0 0 0 2md )
i0* 0 0 m 0 0 —B (x)
Dy 0 mdy O 0 0 0
—A(x) 2md* imD, 0 —B(x) O &(x)
0000 0 0 O
0000 0 0 O
0000 0 0 0
Dxy)=|0000 0 0 0 ,
0000 0 0 —ykx
0000 0 0 0
0 00 0 v(x) 0 0
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y se han definido los siguientes funciones:

a(x) = gPex)ex) , BX) =deXe (x) , v(X) =g'e (x)e*(x),
0(x) = [imz —gm (x)} , A(x) = [imz + g (x)] ,
£ = 2img? [ @ (XWX + (P ()] (8.66)

La matriz inversa C~' (x,y) correspondiente a D (x,y) se deduce como solucién de la
siguiente ecuacién:

Jd3yD (x,y) C' (x,2) =18% (x — 2), (8.67)

donde I corresponde a la matriz identidad. Aplicando la relacién (8.67) y tras realizar
el analisis correspondiente, se puede demostrar que la matriz C' (x,y) toma la forma

siguiente:
1 E(x,y) F(xy)
v = u Dy )
con
0O A, 0 0 0 0 000
B; B, B; By Bs Bg 0 0 O
0O G o0 0 0 0 000
0O D, 0 0 O 0 000
E(x,y) = O &b 0 0 O O O0 0 0|,
O Fhb 0 0 O 0 000
o 0 o0 O O 0 000
O 0 o0 O O 0 000
O 0 0 0 O 0 000
Ao A Az Az Ay As 0 0 0
Bio Bir Bz Biz By Bis Big Biz Big
Cio Ci1 Gz Gz Gy G5 G 00
Dip D11 Di2 Diz Dy Dis 0 Dyz O
Fix,y)=| Eo En Ep2 E33 Eu4 Es5 0 0 0 |,
Fio Fin F2 F3 Fg Fs 0 0 0
0 0 G2 0 Gz O 0 0 0
0 0 0 Hy3 Hig O 0 0 0
0 0 0 0 Ky O 0 0 0
M; My My My Ms Mg 0 0 0
Py P, P3 Py Ps Pg 0 0 0
Qi Q2 Q Q4 Q Q¢ Q7 0 0
Ri Rb R3 Ry Ry Ry O Rg O
Gx,y)=| St S S3 S4 S5 S¢ Sz Sg So |,
T; L T3 T4 Ts T 0 0 0
0 W us; 0 0 0 o 0 0
o W, 0 WwW; 0 0 O 0 O
0 Z 0 0 0 0 O 0 O
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0 0 0 0 My 0 0 0O
0 0 0 0 P1a 0O 0 0 0
0 0 0 0 Qu 0 000
0 0 0 0 Ry O 0 0O
H(x,y)=1| Sio Sn S12 S13 S S5 0 0 0 |,
0 0 0 0 Tu 0O 0 0 O
0 0 0 0 0 0O 0 0 0
0 0 0 0 0 0O 0 0 0
0 0 0 0 0 0O 0 0 O

donde las componentes no nulas de las matrices presentan la siguiente forma explicita:

= Funciones A; (x,y):

Az

Ais

B4

i1 1 1
Sy [P EE | L Aw=-Fas -y,
ey s An= g DIy,
11 i1 [=x=x ) 1
3o [P ] o Au= g (BB B i) o8t ik,
i1
—%{53(X—y)
i1
g [V 528 =)
11 x=x 1
smzge {00+ P )] oy 0 g ey
1

wr 00 {5 oo+ B —inpw] o oemui
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i1 o x) . 1 1=
Bi; = mai{{DiDﬁJrBTEl)—m(x)} g[D’z‘? (x—y)}}
1T 1, v(x) 1 1,
Biy — _max{m{a(x)axé (x—y) S 9% o (x) 626 (x—vy)
1T [=x=—x PBKx) . 1 —x=x Px) . 13
+§ [DkajL - — 1A (x) i DDy — - +10 (x) Eé (x—y) ,
T (e, B(X) 13
i1
Big = “Imax DTéa(X—U)}>
By = ——— 1 [D36% (x— )} Bis = —— 8% (x—)
17 Tmox 20 XY P18 E o0 ox vl
= Funciones C; (x,y):
1 = [ 1 1
G = 4sz1{ax [y(x)axéz'(x—y)]} )
1—x 1 3 1 —=x 3
Cio = ED1 676 x—=y)| , CH:_RDlé (x—y),
1T —« 1T r—x
i = 5P e P v}
1 — 1 1—
Ci; = _ZTnDT{aX _D§53(X—U)}}>
1 [ 1 [=x= X) . 1
Chy = _4mD)‘({az DiDi—BTEl)+16(X)] a)izs3(x—y)}
i —xX 1 3 1 3
Cis = 5 Dm0 k=Yl , Ce=_08x—-y),
= Funciones D; (x,y):
1 — 1 1 3 T—x | 1 3
D, = 4szz{a,i {Y(X)azé (XU)}} ) DIOZEDZ [616 (XU)]>
L 5 T L 5 L 5 T T
- ] —X 1 =X 3
Diz = —2sz{ax[D25 (x —y) }’
1 —x 1 XX B(X) 1 3
D]4 = _4T‘|1D2{a)i |:Dka_ + 9( ):| 56 (X_y) y
1 —x | 1
D5 = RDE [m53(x—y)]>
1
Dy = —& (x—
17 m6 (x—y)
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= Funciones E; (x,y):

E2

Ep

Eqs

Eis

= YISy, =8y, En= g0t x-y),
— —ﬁﬁ’ffﬁ(x—y) , E13=—ﬁﬁ§53(x_y)»

- = [D§D§+ P 11 (x)} S8 (),

= ﬁéS(x—y).

= Funciones F; (x,y):

= Funciones M; (x,y):

1 1 1 il
F, = s [V(X)azé (X—y)} , F1o:—§£5 (x—y),
1 _
Fin = R&%(X—y) s F12=77[DT53(X—U)]»
i1
Fi3 = m ox [D;(&S(X—y)}»
1 1 —x=x Px) . 3
Fa = ——— — —8 (x —
14 4ma><{[ D - +10 (x) azf’ (x—y)
1 1
Fis = 2753( —y).
Funciones G; (x,y):
G —lzﬁ(x— ) Gy = -~ D" 153( — )_
2= Yy ) =5 1_6& x U_
Funciones H; (x,y):
Hys = 183 (x — ) Hy= 2D |8 ()]
3= Y ) =50 2_8’: x Ud
Funciones K; (x,y):
T3
K14—27E<S (x—vy)
= 26’:6 (X y) y M2—4a{|: X k+ m }\(X) gé (X_y) )
. 11 x<3 - 11 X3
= 35 DWWy M= D38 ()
i, il
- 756 (x—vy) , MGZ*Eﬁé (x—vy),
i1 1
— e | %00 28 -
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= Funciones P; (x,y):

i 1 B(x) . 1
o= ) P2=—4m[ 1D} — —mx)] 58 (),
i i 1
Py = —5 D& (x—y) , Pa=—5 D38 (x—y) , Ps=5_08 (x—y),
B 1 3 ~oa(x) L3 B
Po = —5 0 (x—y) , Pu=07 [67‘6 (x—y)|.
» Funciones Q; (x,y):
1 X 1 3
Q1 = —§D1 55 (x—y)|,
i 1 X . 1
Q = 4mD¥{a"[ X ﬁJrﬁn(l)”\(X)] ax63(xy)},
_ 1 X 1 xs3
Q = _2mD1{a_[D16 (X—U)]}>
1 1
Qi = —ZmD?{a[D;é%x—y)]} , Qs =—5-Dis (x—),
i 1
Q6 = _RD)f |:ax63(x_y)] ) Q7*_763(X_y))
i 1 1

Qu = 4sz‘X{aX [oc(x)axﬁ(x—y)]}.

= Funciones R; (x,y):

1 1
Ry = —EDE [axy(X—y)}
i 1T [ B(x) . T3
R, = 4TnD72<{aX|: kDﬁ m—l)\(x):| 56 (X_y) )
1 1
R = 303 { 5 07 x-v] |
1 X 1 x<3 i xs3
Ry = _RDZ &[Dzé (X_y)] ) R5:_EDz6 (x—y),
R, — _LDX lgﬁ( —) R ——lés(x— )
6 = DI (kY| Re=—t Yl

Ris = QD;{L[o«(x);zﬁ(x—m]}.

160



8. Electrodindmica Escalar de Primer Orden en 3 + 1 Dimensiones

= Funciones S; (x,y):

S,

S3

S4

Ss

S13

S1a

i { {DEDE_ Béj) + 10 (x)] l63 (x—y)}

T 1 (1
(2] o 2o

T 3 1 1T a(x) 1 1,
- s em g w2 L v g x|

2m

L. { [D’QD’Q - '31:) +10 (x)} a1 D38 (x )| } ,

1 1

#alx { DiDi+ ﬁ’]:)+ i0 (x)] 8’ (x—y)}
4:1161 { :DﬁDﬁ— E’n(f) +10( )] ;53 (X—y)}
e [P -y
_ﬁalx D35’ (x—y)} , 59—26263&—13),
4;161 oc(x)a]xff(x—y)} )
;mzz;x_[a(x)és(x_y)] , ]z—élimza]i{oc(x)a]{D&”X—y)}}
e o o [P -] |
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= Funciones T; (x,y):

o= ety

o= e [PEor+ B | st ix-w},

o= oo DI - y),

o= s Dy, =y Sy,

Teo= g ® ) Tu= g [l 58 k-]
= Funciones U; (x,y):

T L Fr N | BN TR O
= Funciones W; (x,y):

WZZZLDE—;,(?)‘%(X—U)_ y o Wy =——8 (x—v)
= Funciones Z; (x,y):

22:2:116163(x—y).

Una vez obtenida la matriz D' (x,y), es posible establecer el segundo conjunto de
DBde la siguiente forma:

{ Aa),By (W)}

D2

(A B} [ Puev { a0, ¥}

Dyt (w,v) { Ws (v),Bu (y)}

De la definicién del conjunto de vinculos de segunda clase asociados al sector escalar
(8.63), se puede identificar a las variables (¢, ¢@*) de los campos de DKP como los grados
de libertad propios de dicho sector, mientras que las restantes componentes se inter-
pretan como variables dependientes. Asimismo, a partir de la definicién de los DB DT,
se pueden considerar como coordenadas independientes del sector electromagnético las
variables (A, Ax). En consecuencia, los DB D2 asociados al campo ¢ (x) se determinan
a partir de (8.68) y se expresan como:

{©x),Bov)} {0(),Byv)}

D1
(8.68)

D,

B (u,v)

- — J d3ud3v { ¢ (x),¥7 (u)}

D2 D1

Jo

}m N J dgud%{ ¢ (x),¥Yu (u)}m D;fﬁ (u,v)

}

D1

(u,v)

g V), — J d3ud3v{ () (X) , Ws (u)}m Dgﬁ]

{ ¥ ),By ()
{ ¥ v),Buy)
{¥s),Bul)} .
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De esta forma, al calcular el DB para el caso By, (y) = ¢* (y), se obtiene que:

{00, 0 ) =-Telx—ysx-x). (8.69)

Ahora, al considerar el campo A (y), se deduce que:

{(P(X),A+ (U)}Dz = 17952 (x —y) [(p(x) } x_—y_| —ljd\)_e (x_—v_)

pW)e (v —y‘)} , (8.70)

donde todo otro DB D2 que involucre el campo ¢ (x) y las variables independientes
resulta nulo. De manera andloga, los DB asociados a ¢* (x) se obtienen a partir de:

¢ (x), By (y) = 19" (x),By(y)p  — | dudvi o*(x), ¥ (W) Dy (w,v)
D2 DI DI

(vl B} - [Eudv{o %0} D )

{¥s0),B W)}
{ ¥ ),Bo (v}

N J Buddy { 0" (x), ¥4 (u)}m Didy (1,v)

DI

Asi, al al evaluar el DB D2 con respecto al campo A (y), se obtiene:

{0 00,A: )} 98 (x—y) [cp* )| x =y [ e e w)

D2 2
e(x —v)e (v —y*)} . (8.71)

Otro conjunto posible de DB D2 asociados a A, (x) se determina a partir de:

(A 0),B )} = (A0, (y)}m—jd%d%{m(x),%(u)}

D2 D1

D5_}3 (u,v) {‘1’[3 (v), By (U)}D] - J d*ud’y { At (x),¥7 (u)}m

D7 wv) { ¥ ), B ()} = [ ud®v { Ay (0, W2 ()}

Dl (w) { ¥ ), By ()}~ [ udv{ Ay (0,1 ()]

Dify (wv) { ¥ (), By (W)},

a partir del cual es posible deducir que:

2
{raw} = L[ @udviom e )+ o weble(x )
8 (x —u)e ( Uf—v*) 52 (u—v)e(v*—y*) 82 (v—y).

(8.72)
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En el caso de considerar los campos Ay (x), es posible demostrar que los DB no nulos
asociados a esta variable son:

1
(A0, A} = =5yt (x—y),

{Acx), )} = slstx—y). (8.73)

8.6. Conjunto Final de Corchetes de Dirac

Finalmente, se determina que el conjunto de vinculos que atn resta por invertir bajo la
definicién de los DB D2 estd dado por:

GP =7 — 3* A, (8.74)

a partir de los cuales se construye la tdltima matriz de vinculos, cuyos elementos se
determinan de la siguiente manera:

Fa (ou) = { 08 (), 0! (W)} = -2850%8" (x ),

donde la matriz inversa correspondiente adopta la siguiente forma:

F{J (x,y) = —;‘6}@ (x"—y) 8 (x—y). (8.75)

A partir de (8.75), se puede definir el conjunto final de DB entre dos variables dindmicas
Aq (x) ¥ By (y), €l cual se expresa de la siguiente manera:

{Ad(x),Bo(Y)lp = {Aa(x),Bv (Y)lp, + Hd3ud3v {Aq (%), &P (W))p,
e(u” —v7) 8 (w—v){$pP (v), By (Y)Ip; - (8.76)

Por lo que, bajo la definicién de DB D2 y del conjunto de vinculos (8.74), los cam-
pos (Ax, A, @, @*) pueden considerarse como variables independientes. En el caso de
calcular el DB asociado al campo Ay (x), los términos relevantes de la relacién (8.76)
son:

(A B} = (A, Bow)}, +7 | @ve(x —v) 8 x—v)
{o“0),Botw)}
de modo que, al considerar By, (y) = Ay (y), se obtiene:
(A, A} = —ske (c—y) 8 (x—y). (8.77)

Ahora, al considerar By, (y) = A4 (y), resulta:

(A, At} =[x —y [ —v). (8.78)
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De este modo, es posible demostrar que se obtienen los siguientes casos particulares:

{Ac, e} = o

D

(At e )} = o (8.79)

De la relacidén (8.76), se puede verificar que, cuando Aq (x) = @ (x) 0 A (x) = @* (x),
se cumple:

{000,Bow)} = {00),Bow)} ,

D2

{o0,B)} = {er),Buly)} (8.80)

D2

de manera que los resultados derivados para los campos ¢ (x) y @* (x) siguen siendo
validos, por tanto:

{om 0w} = —Tex—yex—x),

lop,A)} = izgéz(x—y)[(p(x)‘x—y}—ljdve(x—v)
ove(v -y,

{o"00,A )} = —izgéz(x—y)[(p*(x)‘x_—y_ —Hdv—e(x—_v—)
" (v)e(v™ —y‘)} : (8.81)

Finalmente, cuando se estudia el caso Ay (x) = A, (x), se concluye que los términos a
considerar de la expresién (8.76) son:

{ A, (x), By (y)}D - { A, (x), By (y)}m - %a; J du~ddve (x~ —u~) 8% (x —v)

e(w =) {oP),Bow)}

D2
a partir de los cuales se infiere que:
2
{Ac,A ) = 1= J Eudvlp (W) 9" (v) + 0" (W o (v e (x —u)
2 (x—u)e ( u —v*) §P(u—v)e ( v —y*) 5 (v—y)
—%%Viéz (x—y)Jdue (x —u’)[u —y|. (8.82)

En resumen, la teoria estd caracterizada por el siguiente conjunto de DB, que es con-
sistente con todos los vinculos de segunda clase y condiciones de gauge introducidos:

[Ac A} = —ste (v —y) 8 (x—y).

(A, A} = 1 lx —y s,
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2

(A} = [ eudvie e 61+ o7 (e ble(x —uw)

82 (x—u)e(uf—v*) 62(u—v)e(v7—yf) & (v—y)

—%%Viéz (x—y)Jdue (x —u)|u —y .
{o0 0w} = —Tex-yex—x),
(ot A, = Foty om|x —y |- el —v)
owe (v —y7),
{omaim}, = ~2ex-y) o0 —y |- [arel—v)
o (v)e (v —y7)]
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Capitulo 9
Conclusiones

En este trabajo se abordaron los aspectos clasicos més relevantes de la electrodindmica
escalar de primer orden formulada en coordenadas de plano nulo. Dado el caracter
singular de esta teoria, se aplicé el formalismo de Dirac para el estudio de sistemas con
vinculos.

En la primera parte se establecieron las bases de la dindmica en coordenadas de plano
nulo, donde se discutieron las propiedades fundamentales asociadas al grupo de Poin-
caré. Asimismo, se mostraron las relaciones existentes entre los conmutadores a tiempos
iguales de los operadores de campo escalar, las soluciones de las ecuaciones de movi-
miento y las condiciones de frontera correspondientes. Ademads, se determiné que toda
teoria de campos formulada en coordenadas de plano nulo se describe mediante un La-
grangiano singular, lo que hace necesario un tratamiento apropiado que garantice un
andlisis coherente con los vinculos especificos que surjan en cada teoria.

En el capitulo 2 se llevé a cabo un andlisis riguroso de la electrodindmica escalar SQEDg4
formulada en coordenadas de plano nulo, estableciendo una comparacién detallada con
su contraparte en el formalismo desarrollado sobre una superficie tipo espacio. En pri-
mer lugar, se observé que el vinculo de primera clase, identificado como la ley de Gauss,
surge como una combinacién lineal de los vinculos pertenecientes a los sectores electro-
magnético y escalar, y se obtiene a partir del autovector de modo cero de la matriz de
vinculos. Este resultado se debe a la presencia de vinculos asociados al sector escalar. No
obstante, cuando el andlisis se realiza en la forma instante, se evidencia que el segundo
vinculo de primera clase no recibe contribucién alguna del sector escalar, puesto que en
dicho formalismo este sector se encuentra libre de vinculos.

Tras seleccionar las condiciones de gauge en el plano nulo, los vinculos de primera cla-
se se transformaron en vinculos de segunda clase. Sin embargo, fue necesario imponer
condiciones de frontera adecuadas sobre los campos para eliminar el subconjunto ocul-
to de vinculos de primera clase, lo que permitié obtener una inversa bien definida de
la matriz de vinculos de segunda clase. De esta manera, los corchetes de Dirac de la
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teoria pudieron derivarse de forma consistente y cuantificarse mediante el principio de
correspondencia. Las relaciones de conmutacién entre los campos obtenidas resultaron
coherentes con los resultados previamente reportados en la literatura [1]. No obstante,
las relaciones de conmutacién que involucran al operador de campo A, no fueron deter-
minadas por Neville y Rohrlich, quienes argumentaron que dichas expresiones podian
obtenerse resolviendo las ecuaciones de vinculo cudnticas. En contraste, en el presente
trabajo dichos conmutadores se calcularon directamente al cuantizar los corchetes de
Dirac derivados clasicamente, tras un andlisis detallado de la estructura de vinculos de
la teoria SQED,.

En el capitulo 4, se analizé la teorfa de Duffin-Kemmer—Petiau (DKP), la cual consti-
tuye una formulacién relativista de primer orden para la descripcién de particulas con
espin 0 y 1. En primer lugar, se estudiaron las propiedades generales de la ecuacién de
DKP y el dlgebra asociada a las matrices 3. Posteriormente, se examind la covarianza
de dicha ecuacién bajo transformaciones de Lorentz, asi como la ley de transforma-
cidon de los campos fundamentales. A continuacion, se abordaron las representaciones
irreducibles de la teoria de DKP y se demostré su equivalencia con el formalismo de
Klein—-Gordon—Fock en el sector de espin 0, y con el formalismo de Proca en el sec-
tor de espin 1. Debido a la dependencia lineal en las derivadas de los campos en la
densidad lagrangiana de la teoria DKP, fue necesario emplear el método de Dirac pa-
ra tratar rigurosamente la estructura de vinculos, identificando los grados de libertad
fisicos y estableciendo los corchetes de Poisson compatibles con los vinculos obtenidos.
Finalmente, se discutié el acoplamiento minimo electromagnético dentro del marco de
la teoria DKP.

En el capitulo 5, se estudié la teoria de DKP libre en las coordenadas de plano nulo,
tanto en dos como en cuatro dimensiones. En este sistema de coordenadas, la naturaleza
singular de la teoria se manifesté de manera mds evidente, pues, a diferencia de su
formulacién en las coordenadas de instante forma, surgen nuevos conjuntos de vinculos
secundarios y terciarios. Esto evidencia que los multiplicadores de Lagrange necesarios
para describir la dindmica de los campos no pueden fijarse completamente, y que el
ntimero de componentes determinadas depende, en primera instancia, de la dimensién
de la representacién de los campos considerados. No obstante, para hacer explicitos los
vinculos secundarios, fue necesario introducir un nuevo conjunto de proyectores. Solo
después de identificar de forma completa el conjunto maximo de vinculos presentes
en la teoria, fue posible establecer el conjunto de vinculos independientes. Con este
propésito, se emplearon los proyectores que permiten aislar las componentes fisicas de
los campos de DKP. Una vez definido dicho conjunto, se determinaron los grados de
libertad correspondientes y los corchetes de Dirac asociados. Finalmente, se comprobd
que las expresiones obtenidas resultan equivalentes a aquellas derivadas para el campo
escalar complejo de Klein—-Gordon—-Fock en las coordenadas de plano nulo.
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9. Conclusiones

En el dltimo capitulo, se analizé la electrodindmica escalar de primer orden, interpreta-
da como la interaccién entre un campo escalar descrito por la teoria de DKP y el campo
electromagnético. Como era de esperarse, la estructura de vinculos resulté completa-
mente distinta a la correspondiente al formalismo de segundo orden de la SQEDy,. Se
presenté en detalle 1a estructura de vinculos del sistema y se verificéd que, en el limite en
que la constante de acoplamiento tiende a cero, se recuperan los resultados conocidos
para las teorias libres, lo que garantiza la coherencia del andlisis realizado. Ademas, la
clasificacién de los vinculos permitié observar que el segundo vinculo de primera clase
—identificado como la ley de Gauss para la teoria con interaccién— emerge como una
combinacién lineal entre el vinculo subsidiario del sector electromagnético y los vincu-
los primarios del sector DKP. Un estudio minucioso reveld que los campos (@, ¢*,A.)
constituyen los grados de libertad fisicos de la teoria. Finalmente, los corchetes de Dirac
entre estas variables se obtuvieron a partir de un andlisis exhaustivo, demostrando su
equivalencia con los resultados derivados en el formalismo de segundo orden cuando se
adopta la representacién fisica de los campos DKP.
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Duffin, Kemmer y Patiau propusieron a mediados del siglo XX una ecuacién de
campo de primer orden que permitia describir particulas de espin cero y espin
uno, que se conoce como ecuacién de Duffin-Kemmer[] Petiau (DKP). Esta
ecuacion resulta ser muy semejante a la ecuacién matricial de Dirac, con una
algebra distinta a la satisfecha por las matrices de Dirac. La electrodinamica
escalar de primer orden describe un campo de DKP en la representacion 5 x
5 con acoplamiento minimo a un campo electromagnético.

La estructura singular de la densidad lagrangiana que describe esta teoria
requiere un procedimiento consistente que garantice la compatibilidad entre
las ligaduras que resulten y la simetria de gauge que caracteriza el sistema. El
estudio de teoria se realiza en las coordenadas de plano nulo, lo que implico
encontrar una adecuada representacion de las matrices de DKP que permita
seleccionar las componentes fisicas de los campos fundamentales
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