
Universidad de Nariño
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Fı́sica
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Barras galácticas de tipo “boxy” debidas a órbitas periódicas estables
de familias planares de alta multiplicidad impar (m > 3)

Resumen
Se estudió la dinámica orbital de cuatro modelos galácticos compuestos por un disco, un

halo de materia oscura y una barra galáctica. El modelo 1 se clasifica dinámicamente como

lento, mientras que el modelo 2 conserva los mismos parámetros geométricos y estructurales,

pero con una velocidad patrón mayor, lo que lo caracteriza como rápido. El modelo 3 incor-

pora una barra más masiva que la del modelo 1 y, además, presenta una rotación más lenta.

Finalmente, el modelo 4 mantiene los mismos parámetros geométricos que el modelo 3, pero

con una velocidad patrón mayor, clasificándose también como rápido.

Para cada modelo se calcularon las superficies de sección de Poincaré (PSS) con el objeti-

vo de identificar familias de órbitas periódicas de alta multiplicidad (m > 3) que puedan

formar y fortalecer una barra galáctica de tipo boxy. En el modelo 1 se identificaron dos

familias de este tipo; en el modelo 2 no se detectaron; en el modelo 3 se encontraron cinco

familias; y en el modelo 4 se identificaron dos.

Se llevó a cabo un análisis de estabilidad de las órbitas periódicas en cada modelo, con el fin

de caracterizar los patrones orbitales construidos por órbitas periódicas puramente estables.

El modelo 1 exhibe el patrón orbital de barra de tipo boxy más definido, seguido por el

modelo 3. En contraste, los modelos 2 y 4 no muestran patrones de barra morfológicamente

adecuados.

Un análisis más completo, que incorpore el estudio de órbitas inestables y la inclusión de la

tercera dimensión, podrı́a conducir a conclusiones más robustas; sin embargo, su desarrollo

requiere una capacidad computacional significativamente mayor.
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Boxy Galactic Bars Due to Stable Periodic Orbits of Planar Families of
High Odd Multiplicity (m > 3)

Abstract
We studied the orbital dynamics of four galactic models composed of a disk, a dark matter

halo, and a galactic bar. Model 1 is dynamically classified as slow, whereas Model 2 preser-

ves the same geometric and structural parameters as Model 1 but has a higher pattern speed,

which characterizes it as fast. Model 3 includes a more massive bar than that of Model 1 and

also exhibits a slower rotation. Finally, Model 4 retains the same geometric parameters as

Model 3, but with a higher pattern speed, and is therefore also classified as fast.

For each model, Poincaré surfaces of section (PSS) were computed in order to identify fami-

lies of high-multiplicity periodic orbits (m > 3) that can form and strengthen a boxy-type

galactic bar. In Model 1, two such families were identified; in Model 2, none were detected;

in Model 3, five families were found; and in Model 4, two families were identified.

A stability analysis of the periodic orbits was carried out for each model to characterize

the orbital patterns constructed by purely stable periodic orbits. Model 1 exhibits the most

well-defined boxy bar orbital pattern, followed by Model 3. In contrast, Models 2 and 4 do

not display morphologically adequate bar patterns.

A more comprehensive analysis, incorporating the study of unstable orbits and the inclusion

of the third dimension, could lead to more robust conclusions; however, its development

requires significantly greater computational resources.
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4.1. Formulación matemática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.2. Unidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4.3. Modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

5. Cálculos y códigos usados 19
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Glosario

Barra boxy: En el contexto de dinámica galáctica, una ba-

rra boxy se refiere a una estructura de caja rec-

tangular.

Corrotación galáctica: se define como el radio al cual la velocidad

patrón de la barra tiene el mismo valor de la

velocidad circular. A este radio se encuentran

los puntos de Lagrange L2, L3, L4 y L5. Una

partı́cula ubicada con velocidad nula en unos

de estos puntos, permanecerá en reposo en el

sistema de referencia que rota con la barra.

Curvas de velocidad cero (ZVC): herramientas fundamentales en dinámica galácti-

ca para delimitar regiones accesibles a una partı́cu-

la (estrellas, gas), da su energı́a y momento an-

gular en un potencial gravitatorio .

Curvas invariantes: curvas cerradas que rodean a una órbita pe-

riódica en diagramas de Poincaré. Su existen-

cia es evidencia de que la órbita periódica es

estable a esa energı́a. Son formadas por órbi-

tas cuasiperiódicas.

Densidad Volumétrica: Cantidad de energı́a radiada por unidad de tiem-

po y por unidad de área, integrada sobre todo

el espectro electromagnético.

Halo de materia oscura: estructura esferoidal (aproximadamente isotrópi-

ca) que envuelve una galaxia y domina su ma-

sa total.
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Glosario XV

Índice de estabilidad GALI2: (Indice de alineación generalizada de orden 2)

es un indicador de estabilidad orbital que mi-

de la alineación progresiva de vectores de des-

viación en el espacio de fase. Es útil especial-

mente para distinguir entre órbitas regulares y

caóticas en sistemas dinámicos complejos co-

mo potenciales galácticos.

Ondas de densidad: perturbaciones colectivas en la distribución de

masa (estrellas, gas, polvo) de un disco galácti-

co que generan patrones espirales o barras.

Órbitas cuasiperiódicas: Son órbitas que libran en torno a una órbita

periódica. En una PSS generan las curvas in-

variantes.

Órbitas periódicas de alta multiplicidad: son un tipo de órbitas periódicas que cruzan

varias veces la superficie de sección de Poin-

caré antes de cerrarse.

Orbitas sticky: son aquellas que se comportan como regulares

durante largos periodos para después conver-

tirse en caóticas y llenar el espacio de fase.

Orbitas x1: son una familia de orbitas estelares periódicas

que juegan un papel fundamental en el sostén

y estabilidad de las barras galácticas y en los

brazos espirales, son soluciones especı́ficas a

las ecuaciones de movimiento en un potencial

no axisimetrico.

Redshift (z): Medida del corrimiento hacia longitudes de on-

da mayores de la radiación electromagnética



Glosario XVI

emitida por un objeto astronómico, general-

mente interpretada como consecuencia de la

expansión del Universo y utilizada como in-

dicador de distancia cosmológica.

Superfice de sección de Poincaré (PSS): es una herramienta usada en sistemas dinámi-

cos para visualizar la evolución de un sistema

en el espacio de fases. se define como un cor-

te transversal del espacio de fases donde se

registran los puntos cada vez que una trayec-

toria del sistema lo cruza, revelando patrones

en el comportamiento dinámico (como órbitas

periódicas o caos)

Survey: Programa observacional sistemático diseñado

para explorar una región extensa del cielo, ob-

teniendo datos homogéneos de un gran núme-

ro de objetos astronómicos bajo criterios ob-

servacionales bien definidos.

Trayectorias estelares: representan el movimiento de las estrellas den-

tro de una galaxia, gobernado por el potencial

gravitatorio colectivo (materia visible + ma-

teria oscura). Las trayectorias de las estrellas

en las galaxias construyen y refuerzan diver-

sas estructuras cono barra, brazos espirales y

anillos.



Capı́tulo 1

Introducción

Las galaxias son enormes sistemas compuestos por estrellas, gas y polvo, ligados gravita-

cionalmente por halos de materia oscura. Se conoce muy bien que desde el punto de vista

dinámico la componente más importante es la estelar, ya que sus trayectorias, construyen y

dan forma a diversas estructuras a gran escala en las galaxias. En el universo se encuentran

galaxias con disco y sin disco. Las galaxias sin disco consisten de galaxias elı́pticas e irre-

gulares, mientras que las galaxias de disco pueden ser espirales o espirales barradas. Este

trabajo de grado se enfoca en el estudio dinámico de galaxias de disco. El primer esquema

de clasificación de galaxias fue realizado por el astrónomo estadounidense Edwin Hubble

Figura 1.1: Esquema de clasificación de Hubble.

En este esquema de clasificación, las galaxias elı́pticas se ubican de izquierda a derecha

de acuerdo a su grado de elipticidad. Mientras que las galaxias espirales van de izquierda

a derecha de acuerdo a la fuerza del bulbo central y al grado enrollamiento de los brazos

1



Introducción 2

espirales 1.

En el caso de las galaxias de disco, una perturbación externa o interna hacia el mismo, puede

generar la formación de ondas de densidad que lleva al surgimiento de estructuras no axi-

simétricas como barras o brazos espirales. Esta es la teorı́a mas aceptada en la comunidad

astronómica y se denomina la teorı́a de Lin Shu de ondas de densidad [5].

Galaxias con barras fuertes, se encuentran en imágenes en el óptico en casi la mitad de las

galaxias cercanas de disco [6]. Este porcentaje, se incrementa hasta cerca del 70 % cuando

se consideran observaciones en el infrarojo [7]. Un ejemplo de galaxia espiral con barra es

NGC1300 mostrada en la figura 1.2.

Figura 1.2: Galaxia espiral barrada NGC1300

Desde el punto de vista dinámico, las barras son más relevantes que los brazos espirales, ya

que pueden contener hasta 30 % la masa de su disco mientras que los brazos espirales solo

llegan a contener hasta el 7 %.

Las barras galácticas se caracterizan por tres parámetros principales: tamaño, fuerza, y velo-

cidad patrón (Ωb). Esta última es la velocidad angular con la cual rota la barra. La velocidad

patrón es el parámetro más importante de las barras, ya que dado un modelo galáctico, deter-

mina las ubicaciones de las resonancias en una galaxia y por lo tanto, la dinámica global del

sistema.
1El esquema de clasificación de Hubble se basa en la caracterización morfólogica de las galaxias, más no

en una clasificación evolutiva real de las mismas.



Introducción 3

En general, las barras evolucionan en el tiempo, esto debido a que toman masa del disco y

por lo tanto aumentan su fuerza y disminuyen su velocidad patrón. Sin embargo, desde un

punto de vista fundamental, un modelo en el cual los parámetros estructurales y dinámicos

de la barra no varı́en nos proporciona un modelo base para entender la dinámica fundamental

de estas estructuras. Se estima que en el caso de la Vı́a Láctea, la velocidad patrón es apro-

ximadamente constante por cinco periodos de revolución de la barra. Un modelo con estas

caracterı́sticas conserva el valor del Hamiltoniano del modelo y se denomina autónomo. En

este caso, el potencial gravitacional del modelo no cambia en el tiempo. Para estudiar estos

modelos, se considera un sistema de referencia en dónde la barra, que gira de forma cons-

tante, permanezca estático. De esta forma se ubican las medidas en un sistema no inercial

de referencia. Las ecuaciones de movimiento que resultan del Hamiltoniano a través de las

ecuaciones de Hamilton-Jacobi, son un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales aco-

pladas de primer orden las cuales no poseen solución analı́tica, entonces, es necesario recurrir

a métodos computacionales para encontrar una solución aproximada de las mismas. Como

ya se mencionó, este Hamiltoniano, que es una combinación de la energı́a mecánica total y

el momentum angular, es una integral de movimiento. Unicamente, en sistemas que tengan

esta caracterı́stica (Sistemas Hamiltonianos Autónomos) es posible desarrollar un estudio de

órbitas estelares periódicas.

En las galaxias, las trayectorias que describen las estrellas, son de suma importancia, ya

que estas construyen las diferentes estructuras galácticas como barras y brazos espirales. De

interés primordial son las órbitas periódicas de la familia x1. En el caso de un potencial con

barra, estas órbitas son elongadas a lo largo del semieje mayor de la barra y constituyen

el modelo estándar de la formación de barras, siendo estas la columna vertebral de estas

estructuras. En la figura 1.3 se muestra un conjunto de órbitas de la familia x1 2. Esta figura

fue tomada de [1]

Para hacer un estudio de órbitas periódicas, es necesario aplicar herramientas matemáticas

propias de sistemas dinámicos, tales como Diagramas de Poincaré y teorı́as propias de la

teorı́a del caos.
2En este caso los autores tomaron el semieje mayor de la barra sobre el eje vertical
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Figura 1.3: Miembros de la familia x1. Figura tomada de [1].

El modelo estándar de la formación orbital de barras, es capaz de explicar un gran número

de observaciones en cuanto a barras con morfologı́a elı́ptica se refiere. Sin embargo, existen

un tipo de barras de morfologı́a tipo ”boxy”(de caja alargada) que no se pueden explicar con

este modelo. La figura 1.4 muestra un ejemplo de este tipo de estructuras (figura tomada de:

[2].)

Este tipo de estructuras también aparecen en simulaciones de N-cuerpos y son de gran interés

en dinámica galáctica. Inclusive, existe evidencia que apunta a que la Vı́a Láctea contiene

una barra con esta morfologı́a (ver por ejemplo: [8]).

Si se desea explicar la formación de barras tipo boxy, es necesario proponer teorı́as que vayan

más allá del tı́pico “modelo estándar”de la formación de barras, y explorar otro tipo de órbitas

que hagan el papel de bloques fundamentales de estas estructuras.

En este trabajo de grado, se hizo un estudio de un tipo de órbitas de alta multiplicidad impar
3 (m>3) que pueden soportar una barra boxy. En particular analizamos cuatro modelos pro-

puestos en el artı́culo de [3] y también estudiados en [4]. Los modelos 1 y 3 son exactamente

iguales a los estudiados en las dos referencias anteriores. Los modelos 2 y 4 contienen los

mismos parámetros de estructura de los modelos 1 y 3 pero se modificó su velocidad patrón.

La variación de la velocidad patrón se introdujo con el propósito de comparar sistemas barra-

dos rápidos y lentos, ya que en [4] se sugiere que las barras de tipo boxy tienden a formarse

preferentemente en sistemas lentos.

El esquema general de este trabajo de grado se puede resumir de la siguiente manera: En

3En sistemas dinámicos, la multiplicidad se define como las veces que una órbita periódica intercepta la
superficie de Poincaré antes de cerrarse
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Figura 1.4: Estructuras de barra boxy. Figura tomada de [2].
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el capı́tulo 2 se hace una descripción general de los trabajos principales sobre los cuales

se basó este estudio. Además, se indican el propósito y la importancia del mismo. En el

capitulo 3 se presentan los potenciales galácticos usados. Estos corresponden a un fondo

axisimétrico compuesto de una halo de materia oscura y un disco galáctico, mientras que

la parte no axisimétrica corresponde a una barra elipsoidal no homogénea. En el capitulo

4 se presentan la formulación matemática, las unidades usadas y se describen cada uno de

los modelos galácticos estudiados. En el capitulo 5 se describen los cálculos realizados y los

códigos utilizados dentro del estudio. En el capitulo 6 se presentan los resultados principales.

Allı́ se muestran las diferentes PSS de los modelos, el análisis de estabilidad de las órbitas

periódicas, y los patrones orbitales. Al final de este capitulo se presenta una discusión general

de los resultados obtenidos. Finalmente, en el capitulo 7 se presentan las conclusiones de este

trabajo de grado.



Capı́tulo 2

Marco referencial

Este trabajo de grado, se basó principalmente en los estudios desarrollados en los artı́culos

de: [9], [3], y [4]. En [9], se reporta una simulación de N cuerpos en dónde se formó una barra

galáctica. En [3], se utilizaron snapshots de esta simulación para extraer los parámetros de

estructura del disco, del halo de materia oscura, y una barra galáctica. Con estos parámetros

se realizó un análisis de estabilidad para explorar la formación de las barras galácticas que

tiene la caracterı́stica de ser boxy. Tanto en las simulaciones numéricas, como los modelos

respuesta, la barra formada tiene esta caracterı́stica morfológica (ver figura 2.1).

Figura 2.1: Tres snapshots tomados del trabajo de [3].

En [4], se usaron tres de estos modelos con el fin de encontrar las posibles órbitas que pue-

den construir este tipo de estructuras. Para esto se utilizó el indice de estabilidad GALI2 [10].

Este indice de estabilidad representa de manera fehaciente y cuantitativa el comportamiento

estable o caótico de una determinada órbita estelar. En particular se construyeron diagramas

carcterı́sticos como el que se muestra en la figura 2.2. En este diagrama, la barra de color

indica el grado de caoticidad de las órbitas, siendo blanco estable y azul caótico. Con es-

7
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te análisis se encontraron un tipo de órbitas “sticky”que pueden ser candidatas a construir

estructuras “boxy”. Órbitas sticky son aquellas que se comportan como regulares durante

largos periodos para después convertirse en caóticas y llenar el espacio de fase del sistema.

Figura 2.2: Diagrama caracterı́stico para uno de los modelos presentados en [4].

En la figura 2.3 se muestran algunos ejemplos de este tipo de órbitas. Como conclusión

general de este trabajo, se mostró que aquellas órbitas que contienen un comportamiento

caótico también pueden contribuir a construir cierto tipo de estructuras galácticas. También

se propuso que en sistemas de barra lentos el mecanismo de generación de barras boxy es

más efectivo (la definición de barra lenta se explica en el capitulo 4)

En este trabajo de grado, se usaron dos modelos galácticos correspondientes a los trabajos de

[3] y [4] (modelos 1 y 3). Estos modelos, son en principio autoconsistentes ya que provienen

de simulaciones de N cuerpos. El modelo 1 es considerado un modelo de barra débil (masa

pequeña en comparación a la masa del disco), mientras que el modelo 3 es un modelo de

barra fuerte. Ambos modelos son clasificados como lentos. Por otra parte, los modelos 2 y 4

contienen los mismos parámetros de estructura que los modelos 1 y 3 respectivamente, pero
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Figura 2.3: Órbitas sticky con forma boxy. Figura tomada de [4].

la velocidad patrón de la barra se cambió de tal manera que los modelos sean rápidos. Esto se

hizo con el fin de observar la diferencia dinámica entre ambos tipos de barras. Se usaron PSS

y análisis de estabilidad de órbitas periódicas con el fin de explorar los patrónes orbitales

generados por un tipo de órbitas de alta multiplicidad impar (m > 3). Como se muestra en el

capitulo 6, los miembros estables de estas familias pueden construir, bajo ciertas condiciones,

barras de tipo boxy (las condiciones de estabilidad se explican en el capitulo 4). En este

análisis solo se consideraron las órbitas completamente estables de alta multiplicidad. Sin

embargo, como se demostró en [4], órbitas que presentan cierto tipo de caoticidad también

pueden contribuir a formar barras galácticas. También se consideraron solamente trayectorias

orbitales en el plano x − y. Para hacer un estudio que incluya órbitas en tres dimensiones

se requiere mayor poder computacional, y podrı́a ser un posible tema para otro trabajo de

grado.



Capı́tulo 3

Potenciales gravitacionales

En este trabajo de grado, se utilizaron modelos galácticos compuestos de un disco, un halo y

una barra. A continuación se describen estos modelos

3.1. El potencial del disco: Modelo de Miyamoto-Nagai

El potencial de Miyamoto-Nagai [11] para un disco galáctico está dado por

Φd = − GMd√
x2 + y2 + (A+

√
z2 +B2)2

(3.1)

donde Md es su masa, G es la constante de gravitación universal, y A, B son sus parámetros

de escala horizontal y vertical respectivamente.

3.2. El potencial del Halo: El modelo de Dehnen

Un halo de materia oscura esférico que rodea el disco puede ser modelado por un potencial

de Dehnen [12], el cual está dado por

Φh = − GMh

ah(2− γ)

[
1−

(
r

r + ah

)2−γ
]

(3.2)

donde Mh es la masa del halo, γ es un parámetro adimensional (0 ≤ γ < 3) el cual determina

la pendiente del perfil del halo, y ah es el radio de escala.

10
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3.3. El potencial de la barra: El elipsoide de Ferrers

De acuerdo a [13], el potencial de una distribución de densidad de la forma:

ρ = ρc(1− µ2)n µ < 1

ρ = 0 µ ≥ 1
(3.3)

donde n es un entero positivo, ρc es la densidad central y

µ2 =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
a > b ≥ c ≥ 0 (3.4)

donde a, b, c son los semiejes de la barra.

está dado por:

ϕ = −πGabc
ρc

n+ 1

∫ ∞

λ

du

∆(u)
(1− µ2(u))(n+1) (3.5)

donde µ2(u) = x2

a2+u
+ y2

b2+u
+ z2

c2+u
, ∆(u)2 = (a2+u)(b2+u)(c2+u) y λ es la única solución

positiva de la ecuación u(λ) = 1 fuera de la barra, y λ = 0 dentro de la barra. Aplicando una

expansión multipolinomial el potencial queda

ϕ = πGabcρc
∑

i+j+k+l=n+1

n!

i!j!k!l!
(−1)n−ix2jy2kz2lWjkl (3.6)

donde Wjkl son los coeficientes de Pfenniger [14] los cuales se calculan por medio de la

integral:

Wjkl =

∫ ∞

λ

du

∆(u)

(
1

a2 + u

)j (
1

b2 + u

)k (
1

c2 + u

)l

(3.7)

Para el caso n = 2 (barra homogénea), la forma explicita del potencial de la barra queda

Φ = −C

6
(W000 − 6W111x

2y2z2 + 3W200x
4 −W300x

6 + 6W110x
2y2

− 3W120x
2y4 − 3W210x

4y2 − 3W100x
2 + 3WW020y

4 −W030y
6

+ 6W011z
2y3 − 3W012z

4y2 − 3W021y
4z2 − 3W021y

4z2 − 3W010y
2 + 3W002z

4

+ 3W002z
4 −W003z

6 + 6W101x
2z2 − 3W201x

2z4 − 3W001z
2) (3.8)

donde C = 2πGρcabc, siendo ρc la densidad central.
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La forma explicita de los coeficientes de Pfenniger es:

W000 =
2

(a2 − c2)1/2
F (ϕ, κ) (3.9)

W100 =
2

(a2 − b2)(a2 − c2)1/2
[F (ϕ, κ)− E(ϕ, κ)] (3.10)

W010 =
2(a2 − c2)1/2

(a2 − b2)(b2 − c2)
E(ϕ, κ)− 2

(a2 − b2)(a2 − c2)
F (ϕ, κ)− 2

(b2 − c2)

√
c2 + λ

(a2 + λ)(b2 + λ)

(3.11)

W001 =
2

(b2 − c2)

√
b2 + λ

(a2 + λ)(c2 + λ)
− 2

(b2 − c2)(a2 − c2)
E(ϕ, κ) (3.12)

W110 =
W010 −W100

(a2 − b2)
(3.13)

W011 =
W001 −W010

(b2 − c2)
(3.14)

W101 =
W100 −W001

(c2 − a2)
(3.15)

W200 =

(
2

∆(λ)(a2+λ)
−W110 −W101

)
3

(3.16)

W020 =

(
2

∆(λ)(b2+λ)
−W011 −W110

)
3

(3.17)

W002 =

(
2

∆(λ)(c2+λ)
−W101 −W011

)
3

(3.18)

W111 =
W110 −W011

(c2 − a2)
(3.19)
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W120 =
W020 −W110

(a2 − b2)
(3.20)

W012 =
W002 −W011

(b2 − c2)
(3.21)

W201 =
W200 −W101

(c2 − a2)
(3.22)

W210 =
W110 −W200

(a2 − b2)
(3.23)

W021 =
W011 −W020

(b2 − c2)
(3.24)

W101 =
W101 −W002

(c2 − a2)
(3.25)

W300 =

(
2

∆(λ)(a2+λ)2
−W210 −W201

)
5

(3.26)

W030 =

(
2

∆(λ)(b2+λ)2
−W021 −W120

)
5

(3.27)

W003 =

(
2

∆(λ)(c2+λ)2
−W102 −W012

)
5

(3.28)

donde F (ϕ, κ) y E(ϕ, κ) son las integrales elı́pticas incompletas, y

sin (ϕ) = ((a2 − c2)/(a2 + λ))1/2, aaaaκ = ((a2 − b2)/(a2 − c2)) (3.29)



Capı́tulo 4

Formulación matemática, unidades y mo-

delos galácticos.

4.1. Formulación matemática

En este trabajo se usó la formulación Hamiltoniana. El problema fı́sico consiste de una com-

ponente axisimétrica compuesta de un disco y un halo galáctico. Sobre esta componente yace

una barra galáctica (componente no axisimétrica) que rota en torno al eje z con momentum

angular positivo con una velocidad angular de la barra o velocidad patrón constante con signo

positivo. El signo positivo de la velocidad patrón resulta en una rotación de la barra en con-

tra de las manecillas del reloj. El Hamiltoniano para un modelo cuya barra rota de forma

constante es

H =
1

2
(p2x + p2y + p2z) + Φ− Ωb(xpy − ypx) = EJ (4.1)

donde px, py, pz son las velocidades en el sistema inercial de referencia (sistema que no rota),

Φ es el potencial gravitacional el cual es la suma de los potenciales del disco, del halo y de

la barra, Ωb es la velocidad patrón de la barra (velocidad angular), y x, y son las coordenadas

cartesianas en el sistema rotante.

El valor numérico del Hamiltoniano EJ , se denomina energı́a de Jacobi, la cual está relacio-

nada con la energı́a total del sistema. En este tipo de modelos galácticos, la velocidad patrón

es constante y a su vez el potencial gravitacional es independiente del tiempo, de esta forma

la energı́a de Jacobi representa una integral de movimiento y por lo tanto este sistema corres-

ponde a un sistema Hamiltoniano Autónomo. En sistemas de este tipo, la energı́a mecánica

y el momentum angular no se conservan independientemente, pero una combinación de las

dos si (ecuación 4.1). En sistemas dinámicos, una órbita consiste en las seis componentes

14



Capı́tulo 1: Marco referencial 15

solución (posiciones y velocidades) de las ecuaciones de movimiento, las cuales se calculan

por medio de las ecuaciones canónicas de Hamilton.

A partir del Hamiltoniano 4.1 se obtiene un sistema de seis ecuaciones diferenciales no li-

neales acopladas de primer orden, las cuales están dadas por

ẋ = px + Ωby (4.2)

ẏ = py − Ωbx (4.3)

ż = pz (4.4)

ṗx = −∂Φ

∂x
+ Ωbpy (4.5)

ṗy = −∂Φ

∂y
− Ωbpx (4.6)

ṗz = −∂Φ

∂z
(4.7)

Este conjunto de ecuaciones no poseen solución analı́tica, por lo tanto, para resolverlas, es

necesario usar técnicas computacionales, las cuales brindan una solución aproximada al pro-

blema (ver sección 5).

4.2. Unidades

Para este tipo de sistemas, se normaliza la constante de gravitación universal (G = 1). De

esta forma, las unidades quedan establecidas de la siguiente manera:

Longitud (1 kpc)

Masa (1010 M⊙)

Tiempo (4.718 Myr)

Energı́a de Jacobi (0.212 kpc2/Myr2)
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4.3. Modelos

En este trabajo de grado, se usaron dos modelos reportados en [4]. Estos modelos representan

un potencial galáctico consistente de una parte axisimétrica y una parte no axisimétrica. La

primera se compone de un disco de Miyamoto-Nagai [11], y un halo de materia oscura de

Dehnen [12]. La componente no axisimétrica hace referencia a una barra galáctica de Ferrers

(ver sección 3). Los parámetros geométricos y dinámicos usados se muestran en la tabla 4.1.

Tabla 4.1: Modelos galácticos.
Barra Disco Halo

Modelo T-Ωb a(kpc) b(kpc) c(kpc) Ωb

km/(s

kpc)

Mb(10
10)

M⊙

A(kpc) B(kpc) Md

(1010)

M⊙

aH (kpc) γ Mh

(1010)

M⊙

1 Lenta 5.40 1.76 1.13 24 2.36 0.95 0.53 2.64 5.21 0.71 25

2 Rápida 5.40 1.76 1.13 50 2.36 0.95 0.53 2.64 5.21 0.71 25

3 Lenta 7.98 2.76 1.93 9 3.30 0.71 0.59 1.70 5.95 0.89 25

4 Rápida 7.98 2.76 1.93 33 3.30 0.71 0.59 1.70 5.95 0.89 25

Respecto a la tabla 4.1, la primera columna representa el modelo barrado, la segunda columna

es el tipo de rotación de la barra (puede ser lenta o rápida). La tercera columna representa el

semieje mayor de la barra (a), la cuarta columna es el semieje menor de la barra (b), la quinta

columna representa el semieje vertical de la barra (c). La sexta columna es la velocidad patrón

o velocidad angular de la barra (Ωb) 1, y la séptima columna es la masa de la barra (Mb). Con

respecto al disco, la octava columna es el parámetro de escala planar (A), la novena columna

es el parámetro de escala vertical (B) y la décima columna representa la masa del disco

(Md). Para el halo, tenemos que la onceava columna es el parámetro de escala radial (ah), la

doceava columna es un parámetro de halo adimensional (γ), y finalmente la última columna

es la masa del halo (Mh). Los modelos 1 y 3 son idénticos a los usados en [4] en cuanto a

parámetros estructurales se refiere. También se nota que el modelo 3 es idéntico al modelo 4

estructuralmente. Lo que diferencia a estos modelos es el valor de la velocidad patrón. Este

es el parámetro dinámico más importante, ya que determina la dinámica general del modelo,

ubicando la localización de las diferentes resonancias galácticas.

1El valor de la velocidad patrón en los cuatro modelos es positiva, esto indica que la barra rota en contra de
las manecillas del reloj.
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En este trabajo de grado se exploró la dinámica orbital de estos modelos, con el fin de enten-

der la formación de un tipo de estructuras barradas de tipo boxy, comúnmente encontradas

en observaciones y en simulaciones computacionales. Cabe mencionar que los modelos uti-

lizados en [4], provienen originalmente del trabajo de [3]. En este último se calcularon los

diferentes parámetros estructurales y dinámicos que dan cuenta de la barra, el disco, y el

halo a partir de snapshots de simulaciones de N cuerpos. Tanto los snapshots de las simula-

ciones, como los modelos respuesta, mostraron la formación de barras boxy. La caracterı́stica

dinámica principal de estos modelos consiste en su ”lentitud”. Cuando decimos lentitud, nos

referimos a su velocidad patrón. Dado un modelo galáctico, la localización de la región de

corrotación depende del valor de Ωb. Es bien sabido en dinámica que las barras no pueden

exceder la región de corrotación [15]. De esta forma la definición para que un modelo ba-

rrado sea rápido o lento está definida por el parámetro R = Rc/a, en donde Rc es el radio

de corrotación, y a es el semieje mayor de la barra. Según [16], una barra, se define como

lenta si R > 1.4. En [4] se hizo un análisis de estabilidad orbital para explicar este tipo

de barras. Allı́ se encontró un tipo de órbitas “sticky”que pueden dar cuenta de este tipo de

morfologı́as. Órbitas sticky son aquellas que durante largos periodos de tiempo se comportan

como regulares pero que al final de la integración entran a un régimen caótico. Se concluyó

que este mecanismo es más eficiente en modelos barrados lentos.

A continuación se presentan los valores de R para los cuatro modelos usados 2

Modelo 1: R = 2.00.

Modelo 2: R = 1.08

Modelo 3: R = 2.87

Modelo 4: R = 1.03

Los modelos 1 y 3 son lentos y auto consistentes ya que provienen de una simulación de

N cuerpos. Los modelos 2 y 4 son modelos rápidos, y dado el valor artificial que se ha

impuesto para Ωb, no son auto consistentes. Se introdujo de forma artificial estos valores
2Para tener una mayor claridad sobre el cálculo de estos parámetros ver el apéndice A.
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para la velocidad patrón con el fin de explorar la diferencia dinámica entre modelos barrados

lentos y rápidos.



Capı́tulo 5

Cálculos y códigos usados

En este capitulo se describen los cálculos desarrollados y los códigos usados.

5.1. Curvas de velocidad cero

La energı́a de Jacobi se puede escribir en términos de las componentes no inerciales de la

velocidad en la forma

EJ =
1

2
v2 + Φ(x, y, z)− Ω2

b

2
(x2 + y2) (5.1)

donde vx, vy, vz son las componentes no inerciales de la velocidad, v2 = v2x + v2y + v2z es la

rapidez en el sistema no inercial y Φ es el potencial total dado por

Φ(x, y, z) = Φb(x, y, z) + Φd(x, y, z) + Φh(x, y, z) (5.2)

El cuál se la suma de los potenciales de la barra, el disco, y el halo, y es independiente del

tiempo.

Las ecuaciones de transformación entre coordenadas inerciales y no inerciales están dadas

por

vx = px + Ωby (5.3)

vy = py − Ωbx (5.4)

vz = pz (5.5)

Una curva de velocidad cero, es aquella que define la región en dónde el movimiento es

permitido. Para poder calcularla hacemos x = 0, v = 0 y calculamos el par (EJ , y). El

código para realizar este cálculo se llama zvc.f, el cuál está escrito en lenguaje Fortran.

Este código incluye rutinas para calcular el potencial gravitacional total.

19
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5.2. Integración numérica de las órbitas.

Las órbitas que describen las estrellas (en menor medida el gas y el polvo) en las galaxias,

son los ladrillos con los cuales se construyen las diferentes estructuras galácticas como ba-

rras, brazos espirales, y anillos. La solución del conjunto de ecuaciones diferenciales desde

4.2 hasta 4.7, dadas las condiciones iniciales, nos entrega una órbita en el potencial galáctico

determinado. Como se mencionó en el capitulo anterior, este conjunto de ecuaciones no tie-

nen solución analı́tica, por lo tanto es necesario recurrir a integradores numéricos para poder

obtener una solución aproximada. El código utilizado para integrar una órbita determinada se

llama integrator.f. Este código está escrito en lenguaje Fortran. El procedimiento

para integrar una órbita se describe a continuación

En este trabajo sólo se consideraron orbitas planares, por lo tanto siempre se mantiene

las componentes de la posición y la velocidad en z con valores nulos: z = 0, vz = 0.

Se asigna un valor para la energı́a de Jacobi que esté por dentro de la curva de velocidad

cero.

Se asigna un valor nulo para la componente horizontal: x = 0. De esta forma las

partı́culas parten desde el eje y.

Se asigna un valor para la coordenada y que esté dentro de la curva de velocidad cero.

Por lo general se le da un valor nulo a la componente: vy = 0

Se calcula la componente vx de la velocidad a partir de la ecuación 5.1. Al ser una

ecuación cuadrática, sólo se considera la solución negativa debido a que estamos in-

teresados en órbitas prógradas.

Se calculan la comoponentes inerciales de la velocidad con las ecuaciones 5.3 a 5.5.

De esta forma se han establecido las seis condiciones iniciales:

x0, y0, z0, px0, py0, pz0.
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El sistema de ecuaciones diferenciales es integrado usando un método de Rungge-

Kutta 45 con un paso adecuado para conservar la energı́a en un orden menor de 10−10.

La trayectoria de la órbita se mantiene en el plano (x, y) y se integra hasta un tiempo

establecido.

5.3. Superficies de Sección de Poincaré (PSS, por sus siglas

en Inglés)

Una PSS, representa un método cualitativo de estudiar caos y estabilidad en sistemas dinámi-

cos. Esta es una herramienta fundamental en el estudio de sistemas dinámicos, especialmente

en sistemas Hamiltonianos conservativos, que permite analizar la dinámica del sistema me-

diante la reducción de la dimensión del espacio de fases. Consiste en definir una Hipersuper-

ficie transversal al flujo dinámico y registrar los puntos en los que una trayectoria del sistema

intersepta dicha superficie bajo una condición bien definida (por ejemplo, con una orienta-

ción especı́fica del cruce). La sucesión de intersecciones genera un mapa discreto, conocido

como mapa de Poincaré, que preserva las propiedades esenciales de la dinámica continua

original. Este método resulta particularmente útil para identificar órbitas periódicas, cuasi-

periódicas y caóticas, ası́ como para estudiar la estabilidad de las trayectorias y la estructura

global del espacio de fase [17]. En este estudio, el método para calcular una superficie de

Poincaré para órbitas planares (x, y, px, py), a una energı́a dada, es el siguiente

Se calcula la curva de velocidad cero del modelo galáctico.

Se escoge la energı́a dónde se desea calcular la superficie de Poincaré.

Se asigna z = 0, pz = 0.

Se asigna x = 0, py = 0.

Se calcula la componente px a partir de la ecuación para la energı́a de Jacobi conside-

rando órbitas prógradas.
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En nuestro caso se toma x = 0. Ası́ quedan tres coordenadas (y, px, py)

Las condiciones anteriores representan una PSS.

Se integra la órbita.

Se restringe px haciendo que vx < 0 cuando la órbita cruza la PSS. De esta manera se

registra el par (y, py) cada vez que la partı́cula intercepta la PSS.

Cada órbita se integra por 40.718 Gyr registrando ası́ los puntos de la superficie de

Poincaré.

El proceso se repite para varios valores de y hasta que se alcanza la curva de velocidad

cero en el diagrama caracterı́stico.

El código que realiza el cálculo se llama pss.f y está escrito en lenguaje Fortran. Técni-

camente, el código integra la órbita que es lanzada desde la vertical, hasta que esta vuelva a

cruzar la superficie de Poincaré. Cuando esto ocurre el integrador regresa un paso y vuelve

integrar la órbita con otro integrador de RK45 cambiando esta vez el tiempo por la coorde-

nada x e incluyendo el tiempo como una nueva coordenada. De esta forma el punto de la

superficie de Poincaré se registra de forma muy precisa conservando la energı́a con un orden

menor a 10−10. Ha este procedimento se lo conoce como el método de Henon [18].

5.4. Órbitas periódicas y estabilidad

Las órbitas de las estrellas construyen las estructuras galácticas y las órbitas periódicas son

los bloques fundamentales de dichas componentes galácticas. Cabe resaltar que las órbitas

perfectamente periódicas son objetos puramente matemáticos, ya que en la práctica las po-

demos estimar solo por encima de una cierta tolerancia [19]. Con el fin de encontrar una

órbita periódica usamos un método iterativo de Newton-Rhapson. Se resume el algoritmo

para calcular órbitas periódicas y su estabilidad de la siguiente manera.
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Se analiza las PSS hasta localizar curvas invariantes 1. Esto nos da una aproximación

de las condiciones iniciales de una órbita periódica.

Lanzamos la partı́cula desde la vertical (x = 0) con velocidad inicial vx < 0. Las

demás coordenadas se mantienen nulas, de esta manera tenemos un conjunto de con-

diciones iniciales.

Se integra la órbita usando el integrador RK45 hasta que la partı́cula intercepta nueva-

mente la superficie de Poincaré.

Se aplica un método iterativo de Newton-Rhapson con el fin de comparar los valores

iniciales y final de los vectores de estado. Si el error es menor a 10−7 se registra la

órbita como periódica.

Para calcular los ı́ndices de estabilidad usamos la teorı́a de ecuaciones variacionales.

Entonces se considera pequeñas desviaciones de las condiciones iniciales. La relación

entre los vectores de estado variacionales inicial y final está dada por

ξ = Mξ0 (5.6)

en donde ξ0 y ξ son los vectores de estado inicial y final respectivamente, y M es la

llamada matriz monodrómica. La ecuación caracterı́stica de esta matriz es

λ4 + αλ3 + βλ2 + αλ+ 1 = 0 (5.7)

las soluciones de esta ecuación obedecen las relaciones λ1λ2 = 1, λ3λ4 = 1 y por cada

par podemos escribir

λi, 1/λi =
1

2
[−bi ± (b2i − 4)1/2] (5.8)

donde bi = 1
2
(α ± ∆1/2) y ∆ = α2 − 4(β − 2). Entonces b1 y b2 son los ı́ndices

de estabilidad planar y vertical respectivamente. Si ∆ > 0, |b1| < 2 y |b2| < 2, los

cuatro auto valores se localizan en un circulo unitario y la órbita es completamente

1La existencia de curvas invariantes nos indican que una determinado órbita periódica es estable para una
determinada energñia de Jacobi
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estable. Si ∆ > 0, |b1| > 2 y |b2| < 2 o |b1| < 2 y |b2| > 2, dos autovalores se

ubican en el eje real y dos en el circulo unitario, la órbita es llamada inestable simple.

Si ∆ > 0, |b1| > 0 y |b2| > 0, los cuatro auto valores se ubican en el eje real y la órbita

se clasifica como inestable doble. Finalmente si ∆ < 0, los cuatro auto valores son

números complejos y la órbita se clasifica como inestable compleja. Una medida que

garantiza la calidad de estos cálculos, corresponde al caso del valor del determinante

de la matriz Monodrómica, el cual debe estar siempre cercano a la unidad. En las

simulaciones presentadas en este trabajo de grado, siempre se controló dicho valor con

un error computacional menor a un orden de 10−10 2 .

Lo dicho anteriormente se resume de la siguiente manera:

Si ∆ > 0, |b1| < 2 y |b2| < 2 Orbita completamente estable.

Si ∆ > 0, |b1| > 2 y |b2| < 2 o |b1| < 2 y |b2| > 2 Inestable simple.

Si ∆ > 0, |b1| > 2 y |b2| > 2 Inestable doble.

∆ < 0 Inestable compleja.

El código que realiza este proceso se denomina stability.f y está escrito en lenguaje de

programación Fortran. El código aplica este algoritmo a diferentes valores de la energı́a

de Jacobi generando ası́ lo que se denomina una curva caracterı́stica y un diagrama de es-

tabilidad para una familia orbital periódica. Además de los indices de estabilidad b1 y b2, el

código también entrega las condiciones iniciales de las órbitas periódicas.

Estos algoritmos se utilizaron para desarrollar el análisis orbital de un tipo de órbitas que

pueden ser consideradas como los bloques fundamentales de barras boxy. Los resultados se

muestran en el siguiente capitulo.

2Para mayor información sobre la teorı́a de estabilidad e inestabilidad de órbitas periódicas ver [19]
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Resultados

En este trabajo de grado se buscaron órbitas periódicas completamente estables que sean

candidatas a ser los bloques fundamentales de barras galácticas de tipo boxy. Los procedi-

mientos descritos anteriormente permitieron encontrar un tipo de órbitas periódicas de alta

multiplicidad impar (m>3) que podrı́an ser candidatas a ser las constructoras de este tipo de

barras. En este capitulo se muestran los resultados obtenidos. Para lograr nuestro objetivo

principal utilizamos los códigos mencionados en el capitulo 5 con los modelos descritos en

la tabla 4.1. Las unidades del sistema también se describieron en el capitulo anterior. En las

figuras que se presentan a continuación, por simplicidad, se omitió incluir las unidades para

la energı́a de Jacobi pero se entiende que estas son kpc2/Myr2. A continuación se presentan

los resultados para cada uno de los modelos estudiados.

6.1. Modelo 1

Este modelo tiene la caracterı́stica de ser un modelo de barra débil y lento.

6.1.1. PSS

La figura 6.1 muestra las superficies de Poincaré a energı́as de Jacobi de EJ = -0.280, -0.270,

-0.260, -0.220, -0.200, -0.180, -0.160, y -0.140.

Para EJ = -0.280, se nota la existencia de fuertes curvas invariantes en torno a una órbita pe-

riódica 1. Identificamos esta órbita como un miembro de la familia principal x1 denotada con

un punto azul. La existencia de curvas invariantes en torno a la órbita periódica nos indica

1La existencia de curvas invariantes en torno a una órbita periódica, indica que a esa energı́a la familia es
estable planar (−2 < b1 < 2).

25
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Figura 6.1: PSS para el modelo 1 a energı́as de Jacobi: -0.280, -0.270, -0.260, -0.220, -0.200,
-0.180, -0.160, y -0.140.
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que a esta energı́a la familia es estable. Justo por fuera de la influencia de esta familia, se nota

la existencia de otra familia orbital pero en este caso de multiplicidad 9 (la denotamos como

m9). Para EJ = -0.270, también encontramos una fuerte presencia de curvas invariantes en

torno a la familia x1 (punto azul). A medida que nos alejamos del punto correspondiente a x1,

y justo por fuera de las curvas invariantes de esta familia, notamos la presencia de pequeñas

curvas invariantes de un tipo de órbitas periódicas de otra familia de alta multiplicidad. Esta

se marca con puntos rojos y corresponde a una órbita de multiplicidad 7 (m7). Más externa a

m7 volvemos a encontrar la misma familia de multiplicidad 9 (m9) localizada anteriormente

a EJ = −0.280, esta la marcamos con color verde. La presencia de curvas invariantes para

estas órbitas indica que estas familias son estables a esta energı́a. Para EJ = -0.260, nueva-

mente encontramos una fuerte presencia de curvas invariantes de la familia x1. Más externo

a x1 encontramos nuevamente una órbita de la familia m7 denotada con puntos rojos. Para

EJ = -0.220 también se nota una fuerte contribución de x1, sin embargo no encontramos

órbitas de tipo m7 y m9. A esta energı́a se nota la presencia de puntos dispersos indicando

que se inicia el surgimiento de un comportamiento caótico. A partir de EJ = -0.200 volve-

mos a encontrar la presencia de la familia x1, marcada, en todos los casos, con un punto azul.

También notamos que a medida que la energı́a de Jacobi se incrementa, el comportamiento

caótico se torna más fuerte. En estos casos no encontramos las familias m7 y m9, esto se

debe a que las órbitas son inestables o simplemente ya no existen en este rango de energı́as.

La figura 6.2 muestra tres ejemplos de órbitas periódicas encontradas en los diagrámas de

Poincaré de la figura 6.1. La órbita en azul corresponde a un miembro de la tı́pica familia

principal x1 a una energı́a de Jacobi de EJ = -0.270. La órbita en rojo corresponde a un

miembro de la familia m7 a una energı́a de EJ = -0.270. Finalmente, la órbita en verde

corresponde a un miembro de la familia m9. Los paneles inferiores muestran el error en

la energı́a para cada una de las órbitas. Notamos que en los tres casos, la conservación de

la energı́a fue menor que 10−12. En general, en todos los cálculos, la conservación de la

energı́a fue de un orden menor que 10−10 lo cual es un indicativo de la calidad de nuestros

integradores.

Respecto a las órbitas m7 y m9 se nota que estas son de morfologı́a boxy y pueden formar
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Figura 6.2: Miembros de las familias x1, m7 y m9 para el modelo 1 con una energı́a de Jacobi
de -0.270. En los paneles inferiores se muestra su respectiva conservación de la energı́a.



Capı́tulo 1: Marco referencial 29

barras de este tipo.

6.1.2. Curvas caracterı́sticas

Ya identificadas las órbitas m7 y m9 en las PSS, procedimos a calcular los miembros pe-

riódicos de estas familias. En la figura 6.3 se muestran sus curvas caracterı́sticas en un tı́pico

diagrama EJ -y, en dónde y es la posición desde la vertical desde donde se lanzan las órbitas.

La curva en gris marca la curva de velocidad cero (ZVC) y determina la región en dónde

el movimiento es permitido. Los puntos en azul corresponden a órbitas periódicas de la fa-

milia x1, los puntos en rojo representan órbitas periódicas de la familia m7, y los puntos en

verde son órbitas periódicas de la familia m9. La morfologı́a de la familia x1 en este dia-

gram caracterı́stico es ampliamente discutida en [20], [21], y [4]. Por otro lado se observa

que las familias de alta multiplicidad m7 y m9 yacen en un amplio rango de energı́as en este

diagrama caracterı́stico.

6.1.3. Diagrama de estabilidad

La figura 6.4 muestra los ı́ndices de estabilidad b1 y b2 para las familias x1, m7, y m9. El

ı́ndice de estabilidad planar es b1, mientras que el indice de estabilidad vertical es b2. En

el capitulo 5 se mencionó los tipos de estabilidad existentes. En este trabajo de grado, solo

estamos interesados en órbitas que son puramente estables, es decir, tanto estabilidad planar

como estabilidad vertical. Esto ocurre cuando |b1| < 2 y |b2| < 2. Es decir que las familias

son puramente estables cuando sus dos indices están por dentro de las lineas horizontales

grises simultáneamente.

6.1.4. Patrón orbital

Ya obtenidas las condiciones iniciales para las órbitas periódicas de las familias m7 y m9,

seleccionamos solo los miembros completamente estables y obtuvimos sus trayectorias. Los

patrones morfológicos construidos por estas órbitas se muestran en la figura 6.5. El panel

izquierdo muestra el patrón orbital construido por órbitas completamente estables de la fa-
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Figura 6.3: Curva caracterı́stica para las familias x1, m7 y m9 para el modelo 1.
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Figura 6.5: Estructuras de barra boxy debidas a las familias de alta multiplicidad m7 y m9
para el modelo 1.

milia m7, mientras que el panel central muestra el patrón orbital construido por miembros

completamente estables de la familia m9. El panel derecho muestra la superposición de los

dos patrones. Los miembros estables de las familias m7 y m9 delinean un patrón de barra

de tipo boxy, cuya superposición refuerza la estructura galáctica. Además, se detecta una

morfologı́a en forma de “X” embebida en la barra, caracterı́stica frecuentemente reportada

en simulaciones de N-cuerpos y observaciones extragalácticas.[2, 3].

6.2. Modelo 2

Este modelo galáctico, consiste de los mismos parámetros de estructura del modelo 1, pero

con diferente Ωb. Cómo se indicó en la sección 4, este modelo es rápido, ubicando ası́ los

lı́mites superiores de la barra muy cerca del circulo de corrotación. Con el fin de encontrar

órbitas de alta multiplicidad que puedan formar barras boxy, repetimos el análisis realizado

en el caso del modelo 1.

6.2.1. PSS

En la figura 6.6 se muestra un conjunto de superficies de Poincaré a varias energı́as de Jaco-

bi. Para EJ = -0.3 (la energı́a más baja estudiada), encontramos fuertes curvas invariantes
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correspondientes a la familia x1, su correspondiente punto periódico se marca con un punto

azul tal cómo en la figura 6.1. La fuerte estabilidad de la familia x1 se repite para los casos

EJ = -0.295, -0.285. En este caso, denotamos su PSS con color magenta, y se nota que es

una órbita de multiplicidad ocho (m8). Para las energı́as EJ = -0.265, -0.255, -0.250, -0.245,

-0.235, -0.225, no encontramos evidencia de estabilidad de la familia m8, o de otro tipo de

familias de alta multiplicidad. En la figura 6.7 se muestra la trayectoria correspondiente a m8

con su respectiva conservación de la energı́a de Jacobi. La geometrı́a excesivamente cuadrada

de esta órbita no es compatible con la construcción de una morfologı́a de barra galáctica.

6.2.2. Curva caracterı́stica.

En la figura 6.8 se muestra la curva carácterı́stica para las familias x1 y m8. Nuevamente,

marcamos en gris la curva de velocidad cero (ZVC) de este modelo. En color azul encon-

tramos la curva carácteristica para x1, y en magenta la curva carácteristica para m8. Se nota

que la familia m8 recorre menos valores de EJ , y además, a medida que la energı́a de Jacobi

crece, esta familia alcanza interceptos más altos en el eje y.

6.2.3. Diagrama de estabilidad.

La figura 6.9 muestra el comportamiento de los indices de estabilidad b1 y b2 para las familias

x1 y m8. Se nota que la familia x1 es principalmente estable para todo su intervalo de energı́a.

Por otro lado la familia m8 es totalmente estable en un intervalo pequeño de energı́a.

6.2.4. Patrón orbital.

Nuevamente integramos las órbitas periódicas puramente estables de la familia m8 con el

fin de encontrar su patrón orbital. El resultado se muestra en la figura 6.10. Se observa que

este patrón no representa, bajo ninguna circunstancia, una estructura morfológica de barra

galáctica.
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Figura 6.6: PSS para el model 2 a energı́as de Jacobi: EJ = -0.265, -0.255, -0.250, -0.245,
-0.235, -0.225
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Figura 6.7: Órbita m8 para el modelo 2.

6.3. Modelo 3

Este modelo corresponde a uno de los estudiados en [4]. Este es a su vez, el modelo más

fuerte y lento de todos.

6.3.1. PSS

En la figura 6.11 se muestra un conjunto de PSS para las energı́as de Jacobi: EJ =, -0.300,

-0.275, -0.250, -0.225, -0.200, -0.175, -0.150, -0.125, -0.100. Para EJ = -0.300 y EJ = -

0.275 encontramos un fuerte patrón de estabilidad de la familia x1 en donde nuevamente se ha

marcado su punto periódico con color azul. Para este modelo, a energı́as EJ = -0.250, -0.225,

-0.200 encontramos una gran cantidad de órbitas de alta multiplicidad impar. A EJ = -0.250

notamos la presencia de una familia de multiplicidad 5 (m5-2) y una familia de multiplicidad

7 (m7). Marcamos la familia m5-2 con color naranja y la familia m7 con color rojo. Se nota

aquı́ que m5-2 tiene curvas invariantes más fuertes que m7. Para EJ = -0.225 encontramos

las familias m7-2 y m11. Marcamos la familia m7-2 con color marrón y la familia m11
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Figura 6.8: Curvas caracterı́sticas para las familias x1 y m8 en el modelo 2.
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con color celeste. Además, también se encontró nuevamente las familias m5-2 y m7. En el

caso EJ =-0.200, encontramos la familia m5, marcada con color purpura. Nuevamente se

encontraron, a esta energı́a, las familias m7 y m11. Se nota también que el comportamiento

caótico empieza a aparecer desde EJ = -0.250 y que incrementa a medida que la energı́a

crece. En todos los casos se nota que la familia x1 es estable.

En la figura 6.12 se muestra un conjunto de miembros orbitales encontrados en las superfi-

cies de Poincaré 6.11. El panel superior izquierdo muestra un miembro de la tipica familia

principal x1 a una energı́a de EJ = -0.200. El panel superior central muestra a un miembro

de la familia m5 con EJ = -0.200. El panel superior derecho muestra una trayectoria de

m5-2 a EJ = -0.225. El panel inferior izquierdo muestra una trayectoria de la familia m7

a EJ = -0.250. El panel inferior central muestra un miembro de la familia m7-2 con EJ =

-0.225. Finalmente, el panel inferior derecho muestra una trayectoria de la familia m11 con

una energı́a de EJ = -0.200. Se nota claramente que las familias m5, m7, m7-2 y m11 son

candidatos más adecuados para construir una barra galáctica. En contraste, la familia m5-

2 exhibe una morfologı́a relativamente cuadrada, lo que sugiere que no es particularmente

adecuada para la formación de este tipo de estructuras.

6.3.2. Curvas caracterı́sticas.

Nuevamente calculamos las órbitas periódicas para las familias mencionadas en la sección

anterior. Las curvas caracterı́sticas de estas familias se encuentran en la figura 6.13. Aquı́

marcamos con color gris la curva de velocidad cero (ZVC). En el panel izquierdo se muestra

un esquema general de las curvas caracterı́sticas de las órbitas mencionadas. Se observa que

estas recorren grandes intervalos de energı́a a excepción de la familia m11. Asimismo, se

observa que estas familias aparecen muy próximas en el diagrama EJ − y. El panel derecho

muestra un acercamiento a la región donde se localizan dichas familias.
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Figura 6.11: PSS para el modelo 3 a energı́as de Jacobi: EJ = -0.300, -0.275, -0.250, -0.225,
-0.200, -0.175, -0.150, -0.125, -0.100
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Figura 6.12: Miembros de las familias x1, m5, m5-2, m7, m7-2, y m11 para el modelo 3.
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Figura 6.13: Curvas caracterı́sticas para las familias x1, m5, m5-2, m7, m7-2, y m11 para el
modelo 3.

6.3.3. Diagramas de estabilidad

El diagrama de estabilidad para este modelo se encuentra en la figura 6.14. Se nota que debido

a la gran cantidad de órbitas de alta multiplicidad impar encontradas, el comportamiento de

los indices de estabilidad es mucho más complejo que en los modelos 1 y 2. Se observa que

en general, estas órbitas son estables en intervalos de energı́a más pequeños que el modelo 1.

Es interesante notar que la familia m11 es completamente inestable durante todo el intervalo

de energı́a, por esta razón no se lo considera en el análisis de este trabajo de grado.

6.3.4. Patrón orbital.

Los resultados del patrón orbital de las órbitas de alta multiplicidad para este modelo se

muestran en la figura 6.15. El panel superior izquierdo muestra el patrón orbital correspon-

diente a la familia m5. Dado que el intervalo de energı́a asociado a órbitas estables es muy

reducido, este patrón orbital está compuesto únicamente por un número limitado de órbitas
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Figura 6.14: Diagramas de estabilidad para las familias x1, m5, m5-2, m7, m7-2, y m11 para
el modelo 3.
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periódicas. El panel superior central presenta el patrón orbital resultante de los miembros pe-

riódicos estables de la familia m5-2, en el cual se identifica una barra pequeña que contiene

una estructura en forma de “X”. El patrón orbital construido a partir de órbitas periódicas

completamente estables de la familia m7 se muestra en el panel superior derecho; en este

caso, también se observa una estructura de barra pequeña con una “X” en su interior. El

panel inferior izquierdo corresponde al patrón construido por la familia m7-2, el cual es si-

milar al generado por las órbitas de la familia m5, debido a que el intervalo de estabilidad es

igualmente reducido. El panel inferior central indica el patrón orbital resultante de la super-

posición de las familias m5, m5-2, m7 y m7-2. En este caso, se observa una pequeña barra

central rodeada por una estructura de mayor extensión que no contribuye a la construcción

de la barra. El patrón de barra más definido es el construido por las órbitas de las familias

m5-2 y m7, el cual consiste en una barra pequeña que presenta una estructura en forma de

“X” en su interior.

En general, se observa que en este modelo las órbitas periódicas estables de las familias

multiperiódicas no construyen un patrón de barra rectangular tan pronunciado como el ob-

tenido en el modelo 1. El análisis orbital realizado en [4] mostró que las órbitas sticky son

capaces de construir barras con morfologı́as de tipo boxy. Esto sugiere que, aunque las órbi-

tas periódicas estables de este modelo no generan un patrón morfológico de barra fuerte,

sus componentes inestables podrı́an contribuir de manera significativa a su formación. No

obstante, es necesario llevar a cabo un estudio más detallado de las órbitas inestables para

obtener conclusiones definitivas.

6.4. Modelo 4

Este modelo consiste de los mismos parámetros geométricos que el modelo 3 pero con una

velocidad patrón alta, esto hace que el modelo sea caracterizado como rápido.
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Figura 6.15: Curvas caracterı́sticas para las familias x1, m5, m5-2, m7, m7-2, y m11 para el
modelo 3.
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6.4.1. PSS

La figura 6.16 muestra las PSS de este modelo para diferentes valores de la energı́a de Jacobi.

A energı́as de EJ = -0.300 y EJ = -0.280 encontramos una fuerte contribución estable de la

familia x1. A una energı́a de EJ = -0.260 se observa el inicio de un comportamiento caótico y

la aparición de una familia de alta multiplicidad (m5) denotada con puntos purpura. A EJ =-

0.240 se nota más comportamiento caótico con alguna contribución estable de la familia

x1. A EJ =-0.220 se nota gran comportamiento caótico y la existencia de una familia de

multiplidad 9 (m9) en dónde se denota sus intersecciones en la superficie de Poincaré con

color verde. A energı́as de EJ = -0.200 y EJ = -0.180 se identifica la familia x1 rodeada

por caos. Finalmente a EJ = -0.160 notamos que ya no existe la familia x1 y que el espacio

de fase está dominado principalmente por comportamiento caótico.

La figura 6.17 muestran dos órbitas de alta multiplicidad para este modelo. El panel izquierdo

muestra una órbita de m5 y el panel derecho una órbita m9. Se observa claraente que en

ambos casos este tipo de órbitas no pueden formar un patrón de barra boxy.

6.4.2. Curvas caracterı́sticas.

Procedimos nuevamente a calcular las órbitas periódicas para este modelo. La figura 6.18

muestra las curvas caracterı́sticas para las familias x1, m5, y m9. De nuevo denotamos en

gris la curva de velocidad cero (ZVC). Se nota que tanto las familia m5 como la familia

m9 alcanzan rápidamente valores en el cruce con la vertical a medida que se incrementa la

energı́a de Jacobi.

6.4.3. Diagramas de estabilidad.

Los indices de estabilidad b1 y b2 para las familias x1, m5, y m9 se muestran en la figura

6.19. Notamos que estas familias existen en intervalos pequeños de energı́a.

Los resultados del patrón orbital se muestran en la siguiente sección.
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Figura 6.16: PSS a energı́as: EJ = -0.300, -0.280, -0.260, -0.240, -0.220, -0.200, -0.180,
-0.160.
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Figura 6.17: Órbitas de multiplicidad 5 y multiplicidad 9 para el modelo 4.

6.4.4. Patrón orbital.

El panel izquierdo de la figura 6.20 muestra el patrón orbital construido por órbitas periódicas

estables de la familia m5, mientras que el panel derecho de la misma figura muestra el patrón

orbital construido por órbitas periodicas estables de la familia m9. Se observa claramente

que ninguna de las dos familias puede formar un patrón de barra boxy.

6.5. Discusión

Cabe destacar que este trabajo de grado fue realizado utilizando los recursos computaciona-

les facilitados por el INAOE y el IRyA (UNAM), en México durante un tiempo limitado. No

obstante, para llevar a cabo un análisis más profundo se requiere una capacidad de cómputo

significativamente mayor. Por ejemplo, en el estudio de las superficies de Poincaré es necesa-

rio generar un mayor número de dichas superficies con intervalos de energı́a más reducidos.

Asimismo, el cálculo de órbitas periódicas demanda una resolución más alta para obtener

resultados más precisos.
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Figura 6.18: Órbitas de multiplicidad 5 y multiplicidad 9 para el modelo 4.
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Figura 6.19: Diagrama de estabilidad para el modelo 4.
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Figura 6.20: Patrones orbitales construidos por órbitas periódicas estables de las familias m5
y m9 para el modelo 4.

En el caso del modelo 1, se identificaron dos familias de órbitas periódicas de alta multiplici-

dad impar (m = 7 y m = 9). La componente completamente estable de estas familias genera

un patrón orbital de barra de tipo boxy bien definido. Por su parte, el modelo 2, estructural-

mente equivalente al modelo 1 pero con una velocidad de rotación mayor, presenta una única

familia de alta multiplicidad par (m = 8). En este caso, la componente estable no produce

un patrón de barra morfológicamente aceptable.

Con respecto al modelo 3, caracterizado por ser más masivo y poseer una velocidad de rota-

ción menor, se identificó un enjambre de familias de órbitas periódicas de alta multiplicidad

impar (m = 5, 7, 11). La componente estable de este conjunto da lugar a un patrón de barra

más pequeño en comparación con el modelo 1. Cabe señalar que, en este trabajo, únicamente

se analizó la componente estable de las familias orbitales.

Para el modelo 4, el cual es estructuralmente idéntico al modelo 3 pero con una velocidad

patrón significativamente mayor, se reportan dos familias periódicas de alta multiplicidad

impar (m = 5 y m = 9). Sin embargo, los patrones orbitales generados por los miembros
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estables de estas familias no sostienen una morfologı́a de barra galáctica.

Las órbitas sticky reportadas en [4] se localizan en las mismas regiones del diagrama carac-

terı́stico de los modelos 1 y 3. Esto sugiere que es necesario realizar un análisis de estabilidad

más detallado para determinar con mayor certeza el papel que desempeñan estas órbitas en

la formación de morfologı́as de tipo boxy.

El análisis presentado en este trabajo de grado requirió el cálculo de PSS de alta resolución.

Las corridas computacionales necesarias para obtener dichos diagramas resultan considera-

blemente costosas desde el punto de vista computacional. Se encontró que las curvas inva-

riantes asociadas a órbitas periódicas de alta multiplicidad son relativamente “pequeñas” y

por lo tanto difı́ciles de identificar si se comparan, por ejemplo, con aquellas correspondientes

a la familia x1. La identificación de este tipo de órbitas dentro de las PSS se realizó princi-

palmente mediante inspección visual cuidadosa, lo cual introduce limitaciones inherentes al

método y dificulta la detección sistemática de estructuras sutiles. Adicionalmente, es posible

que existan órbitas de este tipo a valores de la energı́a para los cuales no se calcularon las

PSS en este trabajo.

Un análisis más riguroso requerirı́a el cálculo de PSS con resoluciones aún mayores, ası́ co-

mo su generación en intervalos de energı́a significativamente más finos. Sin embargo, este

enfoque incrementa de manera dramática los requerimientos computacionales del proble-

ma. En este contexto, la incorporación futura de herramientas de Aprendizaje de Máquina

o técnicas de Inteligencia Artificial, orientadas a la identificación automática de patrones

dinámicamente estables en las PSS, podrı́a constituir una estrategia prometedora para opti-

mizar y sistematizar el análisis, y de esta manera reducir la dependencia de la inspección

visual y permitiendo mejorar considerablemente la eficiencia del método.

Finalmente, es importante destacar que la inclusión de una tercera coordenada en el estu-

dio de las trayectorias orbitales, ası́ como el análisis de la componente inestable, representan

lı́neas de investigación prometedoras que podrı́an abordarse en trabajos de tesis futuros, tanto

a nivel de pregrado como de posgrado. Dichos estudios incluyen análisis teóricos, simulacio-

nes computacionales y observaciones astronómicas.

En el ámbito observacional, se propone un análisis similar a los realizados en [22] y [23],
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en donde se llevó a cabo un estudio observacional y posteriormente dinámico de la barra

contenida en la galaxia NGC 4314 a partir de imágenes en el Infrarrojo Cercano (NI, por sus

siglas en Inglés).

Un trabajo de este tipo requiere imágenes del Universo cercano (z ≤ 0.1)2, de galaxias

de disco barradas observadas con una orientación cercana a la “vista de cara” (en inglés:

face-on) en el plano del cielo. En particular, se necesitan imágenes de galaxias con estas

caracterı́sticas en las bandas J (1.25µm), H (1.65µm) y K (2.20µm). Estas bandas son

sensibles principalmente a la emisión de estrellas frı́as, como gigantes y enanas de baja masa,

que contribuyen de manera significativa a la luminosidad bolométrica de las galaxias de

disco. En el caso de las galaxias espirales, este tipo de poblaciones estelares constituye un

trazador mucho más confiable de la distribución de masa que las estrellas azules y calientes

[24]. En el Cuadro 6.1 se presentan los principales surveys que resultan más adecuados para

la obtención de imágenes públicas con las caracterı́sticas necesarias para desarrollar una

investigación del tipo descrito anteriormente.

Tabla 6.1: Principales observatorios y surveys con imágenes públicas en las bandas J , H y K
del infrarrojo cercano, adecuados para el estudio de galaxias de disco barradas en el universo
cercano (z ≤ 0.1).

Survey Bandas Resol. (arcsec) Archivo

2MASS J,H,Ks ∼2–3 IRSA

VISTA (VHS/VIKING) J,H,Ks ∼0.8–1.0 ESO

UKIDSS (UKIRT) J,H,K ∼0.8 WFCAM

CFHT (WIRCam) J,H,Ks ∼0.7–0.9 CADC

VLT (HAWK-I) J,H,K ≲0.6 ESO

2Este valor de redshift corresponde aproximadamente a distancias en el rango de 400–450 Mpc.
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Conclusiones

Las conclusiones principales de este trabajo de grado se describen a continuación

Modelo 1:

Las superficies de Poincaré a energı́as de Jacobi de EJ = −0.280, EJ = −0.270

y EJ = −0.260, mostraron la existencia de órbitas periódicas de multiplicidad 7 y

multiplicidad 9. Se graficaron dos miembros de estas órbitas, cuya morfologı́a indica

que ambos pueden contribuir a la construcción de una barra de tipo boxy.

El análisis de las órbitas periódicas mostró que ambas familias existen en largos inter-

valos de la energı́a de Jacobi y que evolucionan una muy junta a la otra.

El análisis de estabilidad permitió calcular los diagramas correspondientes a los ı́ndi-

ces de estabilidad b1 y b2, los cuales exhiben una trayectoria compleja. Este análisis

permitió identificar y seleccionar los miembros puramente estables de estas familias.

El patrón orbital construido por los miembros estables de ambas familias mostró una

barra de tipo boxy bien definida, con una estructura en forma de “X” inmersa dentro

de la misma.

Modelo 2

La PSS a una energı́a de EJ = −0.275 mostró la existencia de una familia orbital de

multiplicidad m = 8. Una inspección preliminar de esta órbita indica que su trayectoria

es excesivamente cuadrada para ser considerada una candidata adecuada a la formación

de una barra galáctica.
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El análisis de órbitas periódicas, mostró que la curva caracterı́stica de esta familia m8

no abarca un gran intervalo en términos de la energı́a de Jacobi. Además alcanza valo-

res muy altos del eje y a medida que se incrementa la energı́a. Esto fue un indicativo

de que no es una buena candidata para ser constructora de barra galáctica.

El análisis de estabilidad, permitió escoger nuevamente los miembros puramente esta-

bles de esta familia orbital.

El patrón orbital construido por la familia m = 8 resultó ser excesivamente cuadrado,

lo que indica que, para este modelo, dicha familia no es una candidata adecuada para

la construcción de barras de tipo boxy.

Modelo 3

Las superficies de Poincaré para este modelo mostraron un “enjambre”de órbitas de

alta multiplicidad impar a energı́as de EJ = -0.250, -0.225, -0.200. En particular se

encontraron dos tipos de órbitas de multiplicidad 5 (m5 y m5-2), dos órbitas de multi-

plicidad 7 (m7 y m7-2), y una órbita de multiplicidad 11 (m11). La morfologı́a de las

órbitas m5, m7, m7-2, y m11 mostrarón que estas son buenas candidatas a ser cons-

tructoras de barras boxy. Por otra parte, la familia m5-2 no es una buena candidata.

Las curvas caracterı́sticas de estas familias mostraron que m5, m5-2, m7, y m7-2 reco-

rren intervalos largos de la energı́a de Jacobi, mientras que la familia m11 recorre un

intervalo corto. Los diagramas de estabilidad de estas familias muestran curvas com-

plejas, en donde la mayor parte corresponde a intervalos de inestabilidad. En el caso

de la familia m11 esta es inestable para todos los valores de la energı́a de Jacobi.

Dada la completa inestabilidad de la familia m = 11, esta no se consideró para la

construcción del patrón orbital.

El patrón orbital construido por la familia m = 5 resultó ser muy débil, ya que solo

consiste en algunos miembros estables.
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El patrón orbital debido a los miembros estables de la familia m = 5–2 consistió en

una barra de tipo boxy pequeña con una estructura en forma de “X” en su interior.

El patrón orbital debido a los miembros estables de la familia m = 7 consistió en una

barra de tipo boxy pequeña con una estructura en forma de “X” en su interior.

El patrón orbital de la familia m = 7–2 es similar al construido por la familia m = 5.

Para este modelo, las familias m = 5–2 y m = 7 son las que mejor construyen un

patrón de barra; sin embargo, este consiste en una barra de tamaño reducido.

Modelo 4

Para este modelo, las superficies de Poincaré a energı́as de EJ = −0.260 y EJ =

−0.220 permitieron identificar familias orbitales de multiplicidad m = 5 y m = 9.

Una inspección preliminar de la morfologı́a de estas órbitas permitió observar que

ninguna de estas familias es candidata a la construcción de barras, dado que presentan

trayectorias excesivamente cuadradas.

El análisis de órbitas periódicas indicó que las curvas caracterı́sticas correspondientes

a estas dos familias recorren intervalos de energı́a cortos y, además, alcanzan valores

elevados de intersección con la vertical a medida que aumenta la energı́a de Jacobi.

Los miembros estables de estas familias no construyen patrones de barra adecuados,

dadas sus morfologı́as.

Comparación de modelos

Los modelos más lentos mostraron una mayor recurrencia de familias orbitales de alta

multiplicidad impar (m > 3), siendo el modelo 3 el que presenta la mayor cantidad

de estas órbitas. Sin embargo, los miembros estables del modelo 1 forman un patrón

de barra más claro que el del modelo 3 cuando se consideran únicamente órbitas pu-

ramente estables. Esto no implica que el modelo más lento sea menos propenso a la

formación de barras de tipo boxy, ya que se requiere un análisis de las órbitas inesta-

bles, tal como se realizó en [4].
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Ambos modelos rápidos muestran que sus órbitas de alta multiplicidad no son candi-

datas adecuadas para la construcción de barras de tipo boxy.

En general, se puede concluir que las condiciones más favorables para la generación

de barras galácticas, en el caso de órbitas puramente estables, se dan para órbitas pe-

riódicas de alta multiplicidad impar (m > 3) en modelos barrados lentos.
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Cálculo de los radios de corrotación (pun-

tos de Lagrange L5)
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Figura A.1: Curvas de Velocidad Cero (ZVC) para los cuatro modelos estudiados. El valor
de la vertical correspondiente al máximo valor de la energı́a de Jacobi, representa el punto
Lagrangiano L5, y por lo tanto al radio de corrotación.

En la figura A.1 se muestran las Curvas de Velocidad Cero (ZVC) para los cuatro modelos

estudiados, siendo los modelos 1 y 3 lentos, y los modelos 2 y 4 rápidos. Los valores máximos

de la energı́a de Jacobi se corresponden con la ubicación del punto estable de Lagrange L5

para cada modelo, y por lo tanto su valor en el eje y representan los radios de corrotación

[15]. De acuerdo a [16], una barra se clasifica como lenta si R = Rc/a > 1.4, donde Rc es
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el radio de corrotación y a el semieje mayor de la barra. Los cálculos obtenidos para cada

modelo se presentan a continuación:

Modelo Rc(kpc) R Clasificación

Modelo1 10.74 2.00 Lenta

Modelo2 5.82 1.08 Rápida

Modelo3 22.89 2.87 Lenta

Modelo4 8.19 1.03 Rápida

Tabla A.1: Clasificación dinámica para los cuatro modelos estudiados
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