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(Prologo

Estas notas de clase estan basadas en el curso de Mecanica Analitica del programa de
Fisica de la Universidad de Narifio. La estructura general del curso sigue la exposicion
clasica presentada en el libro de Goldstein [Gol80], aunque también se han incorporado
contribuciones relevantes de otras fuentes reconocidas, como [JS98; LL76; MUV23; TMO04].

El objetivo principal de estas notas es presentar con rigor y claridad los procedimientos
matemaéticos involucrados, de modo que los estudiantes de pregrado puedan comprender
los desarrollos y reproducir los cdlculos. Este material estd concebido como un comple-
mento a las clases presenciales, y busca apoyar el proceso de aprendizaje auténomo y la
profundizacién en los conceptos tratados durante el curso.



1.1

O. Mecadnica Lagrangiana

La Mecanica Analitica establece la semantica de la Fisica Teodrica al introducir conceptos
como el lagrangiano, el hamiltoniano, el espacio de fase, entre otros, ampliamente utilizados
en textos basicos de Fisica Moderna. Es bien sabido que las variables accién-angulo fueron
la base para la cuantizacién del a&tomo de hidrégeno por el método de Wilson-Sommerfeld,
mucho antes de conocerse la ecuacion de Schrodinger. Uno de los formalismos basicos para
cuantizar un modelo clasico consiste en convertir un corchete de Poisson entre variables
dindmicas en una relacion de conmutacion entre los operadores correspondientes. En 1933, en
un articulo en el que se propuso una formulacion lagrangiana de la Mecéanica Cuéntica, Dirac
conjeturd que la contribucién a la amplitud de probabilidad de un camino es proporcional
a e’/ donde S es la accion. Este resultado es el punto de partida del formalismo de las
integrales de camino de Richard-Feyman. Asimismo, la Mecéanica Analitica proporciona el
lenguaje de los sistemas dindmicos, una rama de las Matematicas con aplicaciones relevantes
en todas las 4reas del conocimiento.

Mecdnica de una Particula

Si ¥ es el vector posicion de una particula en un sistema de referencia inercial, definimos
el momento lineal como:

b
p_ dta
y la fuerza:
F:—:— N
dr dt< )

-

= d o . - .
Si F =0, entonces d_lt) =0, lo cual implica que el momento lineal p es constante en el tiempo.

Este resultado corresponde a la conservacion del momento lineal para una particula y es
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consistente con la primera Ley de Newton.
Para una particula, el Momento Angular se define como:

L=7xp,
R R
L=|x y z|=p,—zpy))i+(zp,—xp,)j+(xp,—yp,)k.
Px Py D

El Momento de la Fuerza, o Torque, se define como:
N =7x F=7x 3 (md).

o -

Le podemos adicionar el término nulo — >< < dr > , yaque dr y m% son paralelos, y

dt dt
por lo tanto su producto cruz es cero. As1 se puede escribir como
~ - d d? - d - d’_: =
N=rx— =rX—p+—XP
rdt<> ()rdtpdt
= d - -
N=—|rx
il dt

SiN = 0, entonces

lo que implica que el momentum angular se conserva.
El trabajo sobre una particula se define como la integral de trayectoria:

-

r2 N
r

Aqui utilizamos el hecho de que un incremento en la magnitud del vector posicion,

|AF| = VAX2 + Ay2 + Az2,

es equivalente a lo que se conoce como una variacion en la longitud de arco. Es decir,
ds = |dF], por lo que podemos emplear la longitud de arco para parametrizar la curva. Dado
que 7 describe la trayectoria de la particula, podemos hacer la siguiente aproximacion:
- A7 - . dr -
Ar=—At~vAt = dr=—dr=uvds.
At dr

Entonces, el trabajo puede reescribirse como:

2 I 153
le=/ i(ma)-d;’:m/ 9 G,
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En adelante, para un vector A, denotaremos su magnitud como A = |Z |.
A partir de la siguiente expresion:

dv? d_. . do - - do .. dv
=—0-0=—"'0 =20-—

—_— + D — = S
de dr dr dr dr
podemos reescribir la integral de linea de la siguiente manera:

L1 [ d? 1 [o
W/12=m/ —<—> t=—m/ do?.
tl 2 /d{ 2 U2

Del célculo basico para una variable arbitraria, [], tenemos que:

O, X2
/ dd=010; = / dx =x
[ X1

Esta propiedad nos permite obtener una expresion que s6lo depende del cuadrado de la
velocidad inicial y final, es decir:

U2
Wi, = lm/ 2d(uz) = lm (U%— U%) =T,-T), donde T = lmuz, (1.1
2 2 2 2

Este resultado indica que el trabajo sobre la particula, en el camino parametrizado por
F =F(t), es igual a la diferencia entre las energias cinéticas en las posiciones 7, y 7,. Este
resultado es general y se conoce como el Teorema Trabajo Energia Cinética.
Si W}, es independiente del camino, es decir, la integral no depende de la parametrizacion
F = F(t), entonces decimos que la fuerza es conservativa y para un camino cerrado, es decir
un camino que empieza en 7| y termina en el mismo punto, se cumple:

Una forma usual de expresar este resultado es,

%ﬁ-d?zo.

c
Ejemplo
= Calcular el trabajo que hace una fuerza constante sobre un bloque en un plano inclinado
para que suba a una velocidad constante, Figura 1.1.
» Calcular el trabajo que hace la fuerza de gravedad.
La integral de linea debe evaluarse a lo largo de la recta que une los puntos (0, ), (X,0).
Para una fuerza constante y uniforme F = (F,, Fy), se tiene:

ZIN L[ .
le=/ F-d?:F-/ dF=F-(r—r)
g g

= (F. F,)-[(0,h)—(X,0)] = (F,.F,) - (—X,h).
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—————

h =dsin ¢

€ ———————

Figura 1.1: Bloque Desliza sin Friccion.

Cerca de la superficie terrestre, la fuerza de gravedad puede considerarse aproximadamente
constante y esta dada por el vector F = (0,—mg), con g ~ 9,8m/ s2. A partir de esta expresion,

podemos calcular el trabajo realizado por la fuerza de gravedad al mover el bloque:

W =(0,-mg)-(—X,h)=—mgh.

De forma similar, consideramos ahora el trabajo realizado por una fuerza constante f que
empuja al cuerpo para que suba con velocidad constante sobre un plano inclinado de dngulo

¢:
—|f ' +mgsengt’ =ma,i=0 = f=mgsend
+‘Nf‘j'—mgcos¢j' =ma,j=0 = N =mgcosg.
Dado que: . ¥
seng = 7 cos¢h = L

considerando la fuerza f = —mgsengi’ y teniendo en cuenta que i’ = (—cos ¢, +sen )

2 X h h
= _ s = —_—,— | = - —X,h .
['=f(~cossend) = mgsengs (=5 7 ) = mg 5 (=X h)
Asi, el trabajo hecho por la fuerza f es:

h
W= (1)) X h) = T2 X ) (=X ),

donde d = V/ X2+ h? es la longitud del plano inclinado. Realizando el producto se obtiene:

mgh

W = 7(X2+h2) =+mgh
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De este modo, el trabajo realizado por la fuerza f es exactamente igual en magnitud (pero
de signo opuesto) al trabajo realizado por la fuerza de gravedad.

El trabajo total sobre la particula es la suma del trabajo realizado por la fuerza de gravedad
y el trabajo realizado por la fuerza de empuje, por lo que:

r2 N
W=Z/ F,-df = —mgh+mgh =0.
l r

Se concluye, entonces, que el trabajo neto es cero. Este resultado es consistente con el
Teorema Trabajo Energia, el cual establece que el trabajo sobre una particula es igual a la
diferencia entre las energias cinéticas W, =T, —T;. En este caso, el bloque se mueve con
una velocidad constante, su energia cinética inicial es igual a la energia cinética final, y en
consecuencia, el trabajo neto es cero.

Conservacion de la Energia Para una Particula

El Andlisis Vectorial nos indica que, si la fuerza es el gradiente de un potencial, esta es
una condicidn necesaria y suficiente para tener una fuerza conservativa, es decir,

F=-VV (@),

en componentes,

ox!

1

Si s = s(¢) es es una funciéon monétona del tiempo, podemos utilizarlo para parametrizar el
camino, es decir, ¥ = F(s),

Fai=—Y W axi = a—Vdi (1.2)
~ Ox' ox' ds
por Regla de la Cadena tenemos
oV dx' dv
-y == -7 1.3
=~ 0x' ds ds (1.3)

En general, tenemos que la Regla de la Cadena est4 dada por,

df(XI,..-, Zaf dx af(XI,.-., af ax
S &dgxidt’ _Z oxi ot

Si la funcién f depende explicitamente del tiempo, entonces

df(xl,... aol _Zafdx y %
ox! dt ot
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Teniendo en cuenta (1.2) y (1.3), obtenemos

Del Teorema Trabajo Energia Cinética (1.1) obtenemos:

T,-T),=—(V,-V)
T2+V2:I/1+Tl

que es el teorema de la Conservacion de la Energia para una Particula.

Mecdnica de un Sistema de Particulas

La Segunda Ley de Newton para un sistema de particulas es:

d
ﬁ _ ZF_iJrFi(e),

donde Fj; es la fuerza de la particula j sobre la particula i y Fl.(e) es la fuerza total externa
sobre la particula i. Sumando sobre todas las particulas

d d dr; = = (o)
: api—az iqr Zm Z;FJ‘HFZF,- :
i#]
El primer término lado derecho de esta ecuacidn lo podemos reescribir como:
IRUEEIIRIES:
i, J i,J
i#j

Donde definimos:

™
M

(1.4)

i
i

~.

i,J

Y
~.

Redeﬁniendo i < j, ya que los indices sobre los cuales se suma son mudos, es decir,

i Fi=2 j,,tenemosque

RSO AL
Jsl

i,j i,j
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la Gltima igualdad se obtiene a partir de la Tercera Ley de Newton. Es importante notar
que la conservacion del momento lineal es una consecuencia directa de dicha ley. De esta
expresion, la ecuacion se reduce a:

=)
dﬂz Z (1.5)

Si las fuerzas externas Fl.(e) SOn cero,

d? . d
s Zmi= g T = g =0
1

Z m;0; = Cantidad Conservada,
i

es decir que, la suma de todos los momentos se conserva. La expresion (1.5), puede reescri-
birse utilizando la definicidén de centro de masa. Para ello, definimos:

M = Zmi,
i

que representa la masa total del sistema. De este modo, la Segunda Ley de Newton para un
sistema de particulas puede expresarse como:

2 m.r - -
4 m.f’.=M——<Z ”>=2PZ_MQB F,
t

M dr?

i
donde

= Coordenadas del Centro de Masa

F(© = Fuerza Total Externa Sobre el Sistema.

Con estas definiciones, la Segunda Ley de Movimiento para un sistema de particulas se
puede escribir de forma semejante a la Segunda Ley de Newton para una particula, es decir,

MR=F®©, (1.6)

La analogia con el caso de una particula es evidente. Como veremos mas adelante, estas
definiciones resultardn muy convenientes para el estudio de la dindmica de un cuerpo rigido.

Momento Angular de un Sistema de Particulas

En esta Seccidn, demostraremos una version restringida de la conservacion del momento
angular, que solo considera fuerzas centrales. Partimos nuevamente de la Segunda Ley de
Newton para un sistema de particulas,

— s (e)
=) F+F°.

J#
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Tomando el producto cruz con el vector posicion en ambos lados de la igualdad, obtenemos:
—_ —') _ —_ =g (e)
> rXp = Z’"iXFji+’”iXF,- .
J
Sumando sobre todas las particulas,
- > / —_ =g (e)
ZriXpi:ZriXFji"’zriXFi . (1.7)
i i j i
El primer término al lado derecho se puede reescribir como,
o IN F 1 'L 2
i, j i,j i,j
Renombrando las variables i < j, conseguimos la expresion
2 X Fy= Z 7y x F, (1.8)
ij Joi

de esta forma,

!/
Y X F;=

iJ

l\.)l*—‘

- Iv-_ = 1o/
Y A ﬂ+5 Fix Fy = ZZ(rl—r)x i (1.9)
i,j

Jsi LJ

en el ultimo paso utilizamos la tercera ley de Newton F: = —I;ji. De esto obtenemos la
igualdad,
,_, g 1 / —
iJj i

donde 7. =, — ;. Asumiendo que la fuerza entre dos particulas esta en la misma direccion
ij i~
que la diferencia de sus respectivas posiciones, es decir,

_)—I" ” ji»

el producto cruz es cero, es decir, ; ;X F = 0y por tanto, el lado izquierdo de (1.9) también
€es cero,

Z i x Fy; =0,

i,j
de esta forma la ecuacién (1.7) se reduce a,

RN (e)
i i

El lado izquierdo de esta ecuacidn, puede reescribirse como,

Zﬂx;?i:z‘r X p; + rXp, = Z(r

! i u><mv—0
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3l
ﬁ

CM

=y

Y

A

Figura 1.2: Descomposicion del Vector Posicion Respecto al Vector Centro de Masa.

Reemplazando este resultado en (1.10), obtenemos la ecuacion diferencial para el momento

angular,

1

U3 xR = TN =N,
i

donde N es el torque total externo. Si N(© = 0, entonces %—f = 0, el momento angular se
conserva. Resulta muy conveniente escribir las coordenadas respecto al centro de masa (ver

figura 1.2),
F=7 +R
derivando esta expresion,
- -/ =
U =0 + cm
L L 1
dr, dF dR
de dr dt

Reemplazando este resultado en el momento angular obtenemos,
7 - - -/ = -/ d
L= Zr,- X p; = Z(ri +R) x (m;0; +m;V,,,)
i

i
= YA ) (m) 4 7 ¢ (miVo) 4 Rox () 4R (7).
i ) 2

Se puede mostrar que los términos (1) y (2) son cero. En el término (1), podemos identificar

facilmente las coordenadas del centro de masa,
-/ yd -/

(D= ) mry XV, = mir; | X Ve,

1
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donde:

Esta expresion corresponde al centro de masa en un sistema de referencia, donde el centro
de masa coincide con el origen, por esta razon es cero. De igual forma, para el término (2)

R X mdLﬁi,—l_éxi m.7 =0
=~ dt dr &1 '
——
=0
Asi, finalmente:
M
—~N =
L:er.’x(m,.ﬁ,.’)+< >om, )Rme
i i
=RxMV,,+ Y 7' xp.
i

Esta expresion indica que el momento angular total es la suma del momento angular respecto
a un origen en el centro de masa y el momento angular de una masa M puntual con
coordenadas R respecto al origen.

Teorema Trabajo Energia Cinética para un Sistema de Muchas Particulas

Calculemos el trabajo realizado por todas las fuerzas, para llevar el sistema desde una
configuracion inicial, en la que las posiciones y masas estan definidas por el conjunto

{ (r(.l), m;) } hasta una nueva configuracion { (r(.z), m;) }, es decir,
1 1

,—.;(2)

Wo=3 [, Fdf,

1 i
Como en el caso del sistema de una particula tenemos:

o
v

—~ =

2, 2d(m0;)  dF,
F. -dr = . !
2/1 e 2/1 o a
2 1 2 5
= ) do.-v= —m; do?.
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Recordemos que,

dr dr 'ode
1do; . dg,
> ——=U;—
2 gf df
1 - -
=> Edviz—(dvi)-ui,

reemplazando este resultado en la integral, obtenemos,

2
2 -y

donde T=Y %mivl.z.

Cuerpos

(1.11)

1.2.3 Energia Cinética Respecto al Centro de Masa para un Sistema de Muchos

Para muchas aplicaciones, resulta conveniente expresar la energia cinética de un sistema

2 . - « e - -/ =
en términos de la energia cinética respecto al centro de masa. r; =r; + R,

- -/ d
U =0; +Vep

y
i i
1 IR N S = — Ny — —
ZEZmi[UI it ch+ em " Ui +ch'ch]
i
1 ' 1 -1\ 5 1 2
l 1 1
N— ——
(D
donde,
Centro de
masaen O’.
r—’R
dr’ -
(=2 mi; _22m, = —2— D> mi!
! =0

Por lo tanto, (1) =0y
1 2 1 2
T=3 > m;(v]) + MV,

(1.12)

Es decir, la energia cinética es la suma de la energia cinética respecto al centro de masa y la

energia de una masa puntual M que se mueve con una velocidad V,,,.
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Teorema de la Conservacion de la Energia para un Sistema de Muchos
Cuerpos

Para obtener una expresion de la energia para un sistema de muchas particulas, es
necesario asumir que todas las interacciones entre ellas pueden obtenerse de un potencial.
Para esto, es fundamental integrar las fuerzas externas y las fuerzas internas del sistema en

la ecuacion
z. 2 (o r 2
i J1 i J1 i,j 41
En primer lugar, integremos las fuerzas externas,
3 [wg [
i /1 i J1
donde i se refiere, en este caso, a la particula i-ésima y no a la coordenada. Entonces, se

tiene:
Ve(z) i Ve(l') dx Ve(z)
D e e

ox (1) ox (l)

—/1 dVez_Z(V;(”—Vf(”)) =—(Vp-vy),

i

aqui utilizamos la regla de la cadena, es decir,

Z aVe(i) dxg) dVe(i)
T axg) ds ds

también definimos V¢ = Zi Vel De forma similar, asumiendo que todas las fuerzas son

conservativas, debemos obtener un potencial para la fuerza de interaccion V;; entre las

particulas del sistema F. i» €8 decir,

. L. 0 ~ -
FﬁE—V(’)V(”)=(F..)k=_ V(u)(lr r|)

Donde el potencial V;; = V;; ( ‘Fl —7; ) solo depende de la magnitud de la distancia entre las
dos particulas. Esto es valido para muchas de las interacciones conocidas. Para manipular

apropiadamente las expresiones primero vamos a demostrar que:
VO ) = Dy,

Esta propiedad, es importante si se espera que la fuerza entre la particula i-€sima y la
particula j-ésima sea generada por un potencial que s6lo depende de la magnitud de la
distancia entre ellas. Esta igualdad equivale a la Tercera Ley de Newton. Cabe sefialar que,
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al proponer un potencial para generar la fuerza no esta garantizado, en general, que este
potencial satisfaga la tercera ley. Por ejemplo, la fuerza de Lorentz y la fuerza Coriolis no
satisfacen la tercera ley: en el primer caso, se debe a que en la dindmica del sistema requiere
introducir el campo electromagnético, y en el segundo, se debe a que la fuerza Coriolis es
un efecto en sistemas no inerciales. En la literatura podemos encontrar otros ejemplos de

fuerzas o potenciales que no satisfacen la tercera ley de Newton. Sea r;; = ‘Fl - rj |, entonces,
vOp ) - aV(i.j) (rij _ oV ih) 6rij.- .
axg) or;; ()x:)
Necesitamos determinar a qué es equivalente la derivada:
ory; ; ; ; Ay 1172
- )~(:> "(J)| - [(FO—FD). (7O —7D)]
ax(i) ox (l) ox (’)
k
L0 _z0y. (70 _z0) 17129 (70 _7DY. (70 _70)
_5[(’,1_’.]).(’,1_’,(/)] m[fr’—r’)-(rl—rjl]. (113)
k ~
)]
En esta expresion,
3
(1) = (x<z')_x<j>>2+ (y(i>_y<j)>2+ (20— (1) Z @ _ </>
I=1
asi que,
3 3 (0
o) 9 () _ ()2 W_ oy %%
P) (i) - (,-)Z( / xl ) _22( I xl ) )
xk 0xk =1 =1 axk
3
— M _ —(y®D _ D
= Y 2(x)" = x) oy =2(xP = x¥). (1.14)

ox (J)
En el penultimo paso, tuvimos en cuenta que () =0, ya que j # i. Reemplazando este

l

resultado en (1.13), obtenemos:

|ﬂ(z) "(J)‘__|"(l) "(J)| x 2(x0 = x0).
0x (l)

Si en lugar de derivar respecto a x:) lo hacemos respecto a xgcj) , tendremos un resultado
similar, intercambiando j por i, es decir,

aw _

() )
0 —2(xl —xkj )
k

k
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Este es exactamente el mismo resultado que (1.14) pero con signo opuesto; esto es suficiente

para demostrar que ~VOY i) = 4 vy ) Ya derivamos la expresién (1) parcialmente

respecto a x(’) y x demostrando que estas derivadas tienen signos opuestos; la expresion
@) (0]

(1) también puede derivarse respecto a x, ° — x’

o(1 ; -
o050,
6(x(') _ x(/))

k k

Este resultado, es idéntico al que se obtiene cuando se deriva respecto a x,
esta derivada como:

(@) . Denotaremos

oV )
@ _ (1)
g (x k )
De estos resultados, se obtiene que

vOY ) — yiNy ) = _yWDyan.

V(IJ)V(IJ)

Para llegar a nuestro resultado final, vamos a obtener una expresion que sera util para
demostrar el Teorema de Conservacidn de la Energia. Consideremos la integral:

! 2 - / 2 . ..
Z/ F,-,--d?,:—Z/ VOV . dr,
i,j 71 ij 41
RN | 2 SOy 4m
—52 vy -dri—zz vy Un. gr,
i,j 41 jiJ1
LA | 2 S DyUD =
Z_EZ vy -dri+52 vOy . 47,
ij J1 ji 1
__INY ooy g7 — ) = LS [T gy, g
=722 ), (i=f)==22 |,
2%} L]

donde 7;; = Fi/) = 7' —F y Vi) = yUd_ Asi que finalmente obtenemos

2 2
Z’ / F,-i-d?i=—%zl / vy . grii.
ij 71 iy J1

Esta expresion puede reescribirse, utilizando la Regla de la Cadena

|4 .
_ vy ) . qrlih) = 2: Y () )
4/1 dr / (1) (.]) d (x xk )

L[y s,
AP D) @

k

2 ii 2
dy @) i) W) _ (i)
=—/1 d{d{z—/l v = -y, v .
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Recapitulemos, teniamos el resultado:

2 2 2
- N —>() N / —
i J1 i Y1 ij 1

En la Seccion anterior, demostramos el Teorema Trabajo Energia Cinética,

2
Z/ F,-ds;=T,-Ty, donde T = Z—m,ul,

— J1

]
después mostramos,

2
-
3[R == s-vp),
i

y finalmente, mostramos que el término de interaccidn entre particulas del sistema se puede

escribir como:
Z / -5, _"Z [Vw) V(u)]

Juntando estos resultados, ﬁnalmente, obtenemos:

_ LNV [ G0y
T-T ==y -V]-5 [Vz -V ]
L]

I/ ) I/
T2+V28+§Z I/z(lj) =T1 +I/1€+§Z I/I(U)-
i,j LJ

Este es el Teorema de la Conservacion de la Energia, para un sistema mecanico de muchos
cuerpos.

Ligaduras

Es cierto, que la forma méas general de la Segunda Ley de Newton estd dada por la
expresion
mi#,=F9+ Y F,

Sin embargo, en muchos casos resulta conveniente agregar ecuaciones de ligaduras, las cuales
son relaciones entre las coordenadas y el tiempo, que pueden expresarse como ecuaciones
entre las coordenadas (sin incluir derivadas). Este tipo de ligaduras se clasifican como
Holondmicas, es decir,

F(Fls s 1) =0, m=12,....k. (1.15)

Por ejemplo, para un cuerpo rigido
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ZA

Figura 1.3: Disco Rodante.

Toda ligadura que no pueda expresarse de esta forma, se llama simplemente No Holonémica.
Por ejemplo, si un cuerpo se mueve en la region externa a una esfera solida de radio a, esta
ligadura se escribe como una desigualdad,

r2—a220.

Un sistema con N particulas tiene 3N grados de libertad. Si existen k ecuaciones, como en
la ecuacion (1.15), tiene 3N — k grados de libertad. Si hay ¢y, g,, ..., g3_j variables tales
que,

FL=71(q1> G2s s G3N—g>1)

Fn =Fn(G1> Gos - s G3n—go 1),

de forma que estas relaciones contienen las ligaduras de manera implicita,entonces decimos
que las {g;} son las coordenadas generalizadas. Es decir, cuando el problema se expresa en
términos de las ¢’s el nimero de grados de libertad del problema corresponde al nimero de
coordenadas generalizadas. Por ejemplo, para parametrizar las trayectorias de las particulas
sobre la superficie de una esfera se requieren tres coordenadas cartesianas x, y, zy la
ligadura x%+ y2 + z2 = R?. En cambio, en coordenadas esféricas bastan las coordenadas
angulares (0, @), ya que el radio es constante.

Disco Rodante

Consideremos ahora el movimiento de un disco de espesor finito rodando sobre una
superficie plana como se muestra en la Figura 1.3 A partir de la geometria del sistema,
o H - 2 T . T
tenemos: s =ap, S=adp=v; v=|0|. Ademais, a+0= 5 decir, a = = — 0.
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Como se muestra en la Figura 1.3, la velocidad del centro de masa, esta dada por
U=vcosai+vsen(—a)j
T V4

=vcos| = — 0>A+ sen (—— + 9>A

v ( y Y)Y 2 Y

0 - - 0

=v %cosﬁ+sen§ senf |i+v —SGHECOSH +9S/§(Sen0 7
=vsenfi—vcosj = v,i+v,).

Es decir,

d
((11—); =vsenb, d_)t} = —vcosd

. d
Dado que v =a¢ = ad—(f, se tiene que vdf = adg y por lo tanto, se puede escribir df = 44 ¢.
v

De estas relaciones obtenemos:

dx dx
U - 7a =vsend
()00
v
a
dx = <—>Msen0d¢
y24
dx—asenfd¢ =0 (1.16)
de igual forma, se muestra
dy+acosfdg =0. (1.17)

En caso de que estas ligaduras sean holonémicas, estas se deben poder escribir en la forma

D (x,9)=0, D,(y,¢)=0,
El diferencial de una funcidn, esta dado por:

d®; = dP,(x,¢)

0D, 00,
=—| dx+ ——| d¢,
ox |g op |,
de tal forma que, se debe satisfacer,
0°D, 0’
—_— = (1.18)
0pox  0x0¢

Si los diferenciales en las ecuaciones (1.16) y (1.17) provienen de la diferencial de una
funcidn, entonces,
0D,

dx+ —
¢ d¢

oD,
dq)] =

d¢ =dx —asenfde.
o0x

X
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Esto es equivalente a

0D,
ox

oo,
o 0¢

Si aplicamos la relacion (1.18), se debe cumplir que:

9 <ﬁ> _9,_g
op \ox ) " 9¢

0
9 (221 i(—a senf) = —ai send,
ox \ 0¢ ox ox

donde 0 = 0(x, ¢), asi que, las derivadas parciales cruzadas no son iguales y por lo tanto, la
ligadura dx —a senfd¢ = 0, no es holondmica. Un tratamiento similar se debe hacer para
@, = O,(y,¢). Una posible forma de resolver el problema consiste en multiplicar por un
factor integrante. Sin embargo, como se demostrard en uno de los ejercicios, en este caso no
es posible construir esta funcioén.

= —asend.
X

Principio de D’Alembert y las Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Comenzamos definiendo los desplazamientos virtuales. Un desplazamiento virtual (in-
finitesimal) de un sistema, se refiere a un cambio en la configuracion del sistema, como
resultado de cualquier cambio infinitesimal arbitrario de las coordenadas &7;, consistente
con las fuerzas y restricciones impuestas sobre el sistema en el instante dado ¢. Este tipo de
desplazamiento se denomina virtual para distinguirlo de un desplazamiento real del sistema,
que ocurre en un intervalo de tiempo 6t, durante el cual las fuerzas y ligaduras pueden estar
cambiando. Para un sistema en equilibrio, la fuerza neta sobre cada particula es

F,=0 = ) F-6f,=0 (1.19)
i

Si F,=F@4f, donde F@ representa las fuerzas aplicadas y £ las ligaduras (por ejemplo
las fuerzas normales), entonces

Y E 674 Y T =0
i i

Si asumimos que las fuerzas de ligadura no hacen trabajo, como sucede con las fuerzas
normales, ya que son perpendiculares al movimiento, es decir, Zl. f;-6r; =0, entonces

L@
Y F 67 =0. (1.20)

Esta relacion se conoce como Principio del Trabajo Virtual, y es no trivial, ya que en general
las fuerzas aplicadas F@ son diferentes de cero. Los §7; no son linealmente independientes,
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debido a las ligaduras. El principio general, se obtiene de la Segunda Ley de Newton
F=p, = F-p=0
D (F;=p,)-ér,=0.
i

Si F, = 17“1,(“) + f,, entonces

0
Z(E(a)—ﬁ)'5ﬁ+2%}i=0 (1.21)

Y (F“-p;)- 67 =0. (1.22)

Este es el Principio de D’Alembert. Para obtener un sistema libre de ligaduras, escribimos
estas expresiones en términos de las coordenadas generalizadas

F;‘ = Fi(ql’QZ""’Qnat)

dr, <« or. d or;
b= R R e Sl (1.23)
dt &g di o1

En el curso utilizaremos con frecuencia la Regla de la Cadena para una funcion f.
En general, si f = f(r],7,...,Fn,1), utilizando la regla de la cadena podemos escribir la
derivada total respecto al tiempo como:

df 0 M af dyD 9 M
_f_fdx+fy+fdz

dt = ox(® dt gy dt  9z() dr

of dx™) L of dy™) i dz™) L9f
ax<N> dt 9y™ dt  9z(N) dt ot

Z Z of dx g of
axO) dt  ot’
donde ¥; = (x®,y®, zDy = xg). En esta altima expresion, en lugar de utilizar el simbolo

de igualdad, utilizamos el simbolo de equivalencia : = para indicar una notacion alternativa.
Un desplazamiento virtual no incluye la derivada parcial respecto al tiempo, es decir,

oF,
57, = Y Lsg,. (1.24)

En términos de las g; el trabajo virtual es

Zl:;i(a) z ZF(a) Zar :Z(ZFI(a) 01‘) ZQ&qj,
i / J j

1
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En esta expresion, hemos definido la fuerza generalizada
=@ ar
Q,= F (1.25)

que utilizaremos més adelante.
Consideremos el Principio de D’Alembert ) <

Zpi'éri=2mifi'5ri’
i i

puede reescribirse conveniente. Para esto, vamos a demostrar que

. oOF . oF, . oF,
Zmrf.izz i LYo L) (1.26)
l. ! aq; ~ | dt . aq; Todr aq;

Esta expresion se obtiene de la siguiente derivada

d . O 5 aFi . d [or
— e —— ri e — .
i\ 9g; ) =™ 5g, T \ Bg

@

F9_ ;> -67; = 0, aqui el término

Moviendo el término (2) al lado izquierdo obtenemos el resultado (1.26). Si las variables
son qp,...q,,t, por la Regla de la Cadena tenemos que

_ Z dg; 0 0
dt dr oq, at
Parte del propoésito del desarrollo formal de la Mecanica Clasica es obtener un principio
que permita obtener las ecuaciones de movimiento, a partir de un conjunto de variables
{4, 4;, t}. En este sentido, consideramos a las velocidades generalizadas ¢; como variables
independientes de las g;, y por lo tanto, deben considerarse en la Regla de la Cadena, es
decir,

d quk 0 qu 0 +i
dr aqk dr oG, ot

Si suponemos que las coordenadas 7; s6lo dependen de (g;, f) tenemos
or; o’r, 9 [ or
L ; +— —
(%) (quaq 0T>0q- z,:‘ch)qkaqj ot \ 9q;
or; 0r o (dr;
5\ 2 =50 (@)
qj dk Gizodio) 945 \ A1

_ Or,-
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Es decir,
00

i d or;
dqj_dt aq; )

Consideremos la dependencia de la velocidad con las coordenadas y las velocidades genera-
lizadas,

0F, < OF | OF,
D, = — = q—+_
todt 447dq, ot

-

., OF; _ OF; . .
En esta expresion, ﬁ Y3 solo dependen de las coordenadas generalizadas g;, asi que la
k
tnica dependencia con las velocidades generalizadas es el factor ¢;, de tal forma que

oG,  or, oF,  OF,
_ L9

q; 94, q; 94,
Como se mencion6 anteriormente % (%—?) = % (%(ql N T qn,t)> = (0. Reemplazan-
j j
d (or;\ _ or; .
do (1.27)y o (a_qj> =34, en (1.26), obtenemos:
. OF, ov, v,
Y omi—L =3 li <m,.z7,..—f>—ml.z7i-—’l. (1.28)
- dq; =~ [dr aq; dq;

Estas expresiones pueden reescribirse, si tomamos en cuenta que

mv;- — = =—m0; ;= —T,.

De forma similar, el segundo término en el lado derecho de (1.28) puede escribirse como

- OF; d dT; 0T,
m;r; =) ———-—
- dq; drdg; 0q;
d o 0 d o 0T
dr dq; < ! 6qjlz.l draqg; dg; ( )
Si en el principio de D’Alembert ), l?l.(a) -8r; — p; - 6F = 0, tenemos en cuenta que
o7
1
. 5 oF;
Zp, 5r=2m,i‘}-6ri=2m1rl 2—15%
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Obtenemos
. o,
Jj i J
Teniendo en cuenta la ecuacion (1.29), conseguimos el resultado
d oT 0T
= ————116q;=0. 1.30
Zlo-(55-5%)| a0

Si las g; son coordenadas generalizadas, entonces ellas son independientes, es decir, no hay
ligaduras de la forma f(qy,...,q,,t) = 0 o cualquier otra ligadura, entonces cada uno de los
términos debe ser cero, es decir,

d [ oT oT
— | — . 1.31
dt (aqj > aq ; Q’ ( )
Si las fuerzas son conservativas <F @ = —V(’)V> entonces tenemos:
0= Z*(“) a_r__zv(z)y _ ZfW o __ov
- ma% aq;

Donde se tuvo en cuenta que las derivadas parciales de la posicion respecto a las coordenadas
generalizadas estan dadas por:

or; _ 9. NORROING
Fy Xy Xy s Xg )
aqj 8qj

voy = ( 22 9 OV )
()x(ll) 0x(21) 0x(3')
Contrayendo estas cantidades Q; se convierte en:
S (OEEWONENO);
—ZV(i)V-% oV oV oV ox,” 0x,  Ox,
- aq] ax(l) ax(l) ax(l) aq] ()(]J aqj
(@) 0]
oy ox)’ 4 oxy gy oxy G oav %) v
0xD 04 " 0x0) 04 | 530 0a; 4 5x0 0q;  og,

Remplazando este resultado en (1.31) obtenemos

d <0T>_0(T—V)

dr a4; 9q;

=0. (1.32)
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4 o
Si Fri 0, entonces podemos escribir
j

ia(T—V)_a(T—V) dJdL oL

- —— —-—=0, (1.33)
dr 94, dq; draqg; dg;

donde L =T —V se conoce como el lagrangiano y es una funcion de los caminos en el espacio
(g;.4;,1). Las relaciones anteriores se conocen como las Ecuaciones de Euler-Lagrange, las
cuales son invariantes bajo la transformacion:

' SN . dF

donde F = F(q, t). Es facil comprobar que L’ también satisface las Ecuaciones de Euler-
Lagrange (1.33). Para esto, definimos un nuevo lagrangiano L' = L + —, y se tiene:

doL’ oL d o . 0 .
- - =—_—_(L+F)—-—(L+F 1.34
dr aq;  9q; dtaq'j< ) aqj( ) ( )
donde
() .
dF oFdg; oFd4; oF
dt = dq; dr g; dt ot

ya que F' = F(a,t) no depende de ¢, se sigue que % =0,

- OF . OF
F=Y 2+
Zaqi%

Reemplazando este resultado en (1.34)

d o oF . OF 0F
L2 L+ + = -2 L+
dr 9g, [ Za % at] [ Z
E L (LT P
dr og; ~ 0q; ()q ()q aq, i dq;0t
I—I
2 2
_40F S (OE N, oF (1.35)
dr dq; dq;04; dq;0t

0
dOF 5 0 (0F)day, 0 (0PYE4 0 (oF
dtoaq; 44 0q \dq;) dt ~ dgg\dq;) dr ot \ dg;

2 2
=Z O°F >q+aF (1.36)
l azaq]
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reemplazando (1.36) en (1.35) obtenemos que (1.35) es cero, es decir,

*F \ ., *F ( 0’ F > P
. - — =0.
Z <0q,~0qj> o +/&’/a‘1j Z q4;0q; @ q,01

i

Esta dltima expresion demuestra que el lagrangiano L’ también satisface las Ecuaciones de
Euler-Lagrange.

Aplicaciones- Ley de Hooke

F = —k(x—xy)

Habiamos demostrado que:
2
[ Fai=-0s-v),
1

Si elegimos V; de tal forma que sea cero, entonces podemos construir nuestra funcién
potencial

V()= - / F-d7,
o
si nos limitamos a una dimension
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1).
El potencial para el oscilador arménico estard dado por

V() = —/ ﬁ-d?:—/ [—k(x—xo)i]-[dxi+dyj+dzlAc]
t o

0

-

r 0
=/r_6k(x—x0)dx=§(x—xo)2—§ 0 =+§(x—x0)2.

De este resultado, el lagrangiano es:

L= lmJ'CZ - g(x — x0)2.

2
Veamos que, en efecto, reproduce la ecuacion de la que partimos,
%—i<lm'2—ﬁ( —x))z—m' x= X =g
%_i[l 2_ ko _ 2] —_k
20 = 9q 12" =Xy | =-3 2(q —xo),
dt og dr 1 4
Reemplazando estos resultados en la Ecuacion de Euler-Lagrange, conseguimos
doL oL .. .
qoq og M [—k(q—xp)] =m§+k(qg—xy) =0,

esta ecuacidn es la de un oscilador arménico, como se esperaba.
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ZA N A. .o
7 = cos 61 + sin 65
]%“ 6 = —sin i + cos ]
()
< — —>
’r‘ A
o) /9
T \\

Figura 1.4: Coordenadas Cilindricas.

1.4.2 Problemas con Coordenadas Cilindricas
Las coordenadas cilindricas (r,0, z) estan definidas implicitamente por las relaciones:

x=rcosf, y=rsend,
donde r = |7| A partir de la Figura 1.4, se pueden definir los vectores unitarios:
#=cosfi+sendj, 6= —senbi+cosbj.

En el plano, el vector posicion estard dado por ¥ = xi+ yj = rcosfi+ rsenfj = rf. La
velocidad esta dada por,

d/ d . dr, di0)

— =—rFr=—r+r ,

dr dt dr dr
donde la derivada del vector unitario 7 es

dr

dr

% [cos@i+ senHj] = —senf 0i+coshbf
=[—senfi+cos0l0=00=00.

De igual forma, podemos calcular la derivada del vector 0,

% = % [-sen6i+cosfj] = —cosd0i—send f
= —[cos@i+sendj] 0
=—F0=-0"r.

Resumiendo estos resultados, tenemos:

Con estas expresiones, la velocidad en coordenadas polares es:

¢/ _d(r?) .. dF
— = =rr+r—
dr dr dr
=W+r[9é] =iF+réd.

V=
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Procediendo de forma similar, podemos obtener la aceleracion en coordenadas polares,

du d
dr — dr

a= [i’f + réé]

= it i+ 4 100+ 100 + 692

dr dr
= i# + 700 + 00 + rbf + ro |- 07|
= (i"—réz) P+ (ré +2i‘9) 0

Las coordenadas cilindricas corresponden a las coordenadas polares, en dos dimensiones,
mas la coordenada z, es decir, ¥ = xi+ yj+ zk = r 7+ zk. En muchas aplicaciones, es necesario
calcular el diferencial del vector posicidn en un sistema de coordenadas. En coordenadas
cilindricas, este diferencial se puede obtener multiplicando la velocidad por el diferencial de
tiempo dt, es decir,

di  drfp,  dz- AT n

—= + =k = [i7+r00] + zk

dt dt d [ ]

dz »
—dt 91/ +r ;zl{ 0+ —=dfk
a T a w w
=dri+rd00+dzk = dr.

A partir de la ecuacion (1.25), tenemos la expresi(’)n mas general para la fuerza generalizada,
0= .
25 aq/

Si (r,0,z) son las coordenadas generalizadas para un problema con simetria cilindrica,
entonces para una particulai =1

L 0F = 0 . -
= —=F.= A-|- k =F.r= =F
< or dr[rr z 0.z FEO,=F
N A . op
Q=F73 36 17+ 2A] . Toe

=rF. [% (cos @7+ sen Hj)]

=rF- [— sen0i+cos0j] =rF.-0= rk,.
La energia cinética esta dada por:

L € W L
27 \dr) 2 Ldr dt = dr

= %m [i’f*+ rOd + zl}] . [ff+ 00 + z'lAc]

| —

=%m [FZ+r?0*+2*], yaque #-0=7-k=0-k=0.
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Figura 1.5: Barra que Desliza sin Friccion. La Linea Azul es la Trayectoria del Centro de
Masa.

. oL
Los momentos generalizados ag, Som:
j

oL . 0L 2 oL .
—=mr, —=mrg, — =mz.
or 00 0z

Remplazando estas expresiones en las Ecuaciones de Euler-Lagrange, obtenemos

Para la coordenada r obtenemos:

dmr 0 [1 2 22 ] e
?—E[Em(r +r0°+z )]—F,—Qr

mit — mrf? = F.=F-7
Para la coordenada 6 la ecuacion correspondiente es:

mr?0 +2mrif = Q, = rF -0, (1.37)

Barra que se Desliza

Una barra de longitud 2L se desliza sobre una pared sin friccion, como se muestra en
la Figura 1.5. Se quiere demostrar que la parte superior de la barra pierde contacto con la
pared cuando esta a dos tercios de su altura inicial. Para resolver este problema, se plantea
el lagrangiano, considerando que la energia cinética corresponde a la suma de la energia de
traslacion del centro de masa y la energia de rotacidn respecto al centro de masa, como se
demostrd en la Ecuacién (1.12), es decir,

1 1

L= EMVCZM + EICMG2 —MgLsend ,
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donde para una barra de longitud 2L el momento de inercia respecto a un eje perpendicular
a su eje de simetria y que pasa por su centro de masa, estd dado por I-,, = %M QL)%
Las coordenadas del centro de masa son ﬁcm = L(cos8,senf), la velocidad del centro de

masa es V, = ﬁcm = L(—sen®,cos 9)9, de forma que chn = L2602 Remplazando en el
lagrangiano obtenemos:

L= %ML%2 — MgLsen®.

Con este lagrangiano, la ecuacién de movimiento es:

. . 3
gML20+Mchose =0 = d= —ﬁcos&

Para determinar el momento en el que la barra se separa de la pared, es necesario escribir
las ecuaciones de movimiento del centro de masa (1.6)

MR, =N,
MRcmy=Ny—Mg,

donde N, es la fuerza normal que ejerce la pared sobre la barray N, es la fuerza normal
que ejerce el piso. La aceleracion del centro de masa es

=

1;2':(13 L(—senf,cos0)d+ L(—cosf,—send)6?,

emyxs Remy) =
de tal forma que:
-ML (sen09+cos 092) =N,

ML (cos8 —sen0?) = N,-Mg.

Cuando la barra se separe de la pared, se cumple que N, = 0. Para utilizar la ecuacion
anterior, se necesita el valor de 6. Este valor puede determinarse considerando que la energia
inicial del sistema es M gL, correspondiente a la posicion del centro de masa. Por lo tanto:

Mgl = %Mﬁe‘z + MgLsend.
A partir de esta expresion, es posible despejar el valor del cuadrado de la velocidad angular
. 3
6> = 7 (1= send). (1.38)

Imponiendo la condiciéon N, =0, se obtiene
.. . 3 3
0= (sen@f +cos9?) = <— seneﬁ cos @ + cos@ﬁ (1 —sen 9))

3
25 cosf@(2—3senfd) =0.
4L
De esta expresion, se obtiene que senf = %, lo cual indica que la barra se separa cuando esta
a una altura igual a dos tercios de la inicial.
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&V

Figura 1.6: Péndulo Doble Oscilando en un Plano.

1.4.4 Péndulo Doble Coplanar
El péndulo doble consiste de dos péndulos rigidos acoplados por una articulacion, como

se muestra en la Figura 1.6. Asumiendo y positivo “hacia abajo”, la posicion de la masa m;

€S
Fl = (Xl,y1) = [fl Send)l, I’ﬂl COS(i)l]

= [£)sengp + &y sengyy, £ cosy +£5c08 ] .

Para la masa m, la energia cinética esta dada por:
| A | ; .12
= gmy [£1cospy b1, ¢ senh; ]

T, = ~m,F, -
1 2’”1"1 i
1 . .
=3m [f%coszd)l ¢%+f% sen’ ¢, ¢ﬂ
1 ; 1 ;
= Emlflz (cos® ) +sen’ b)) 7 = Emlffdﬁ.

De igual forma, para la masa m,, tenemos:
5= 172172 = [fl cosqblqﬁl +fzcos¢2(ﬁ2, - senq§1q§1 —fzsen(]bz(ﬁz]
=[£7cos® ] + 5 cos” s +2¢ £, cos ¢y cos by by by
+¢2sen” g 7 + €5 sen” by +2£ 6, sen gy sen b b, |
=347 +C545+20,6, [cos ) cos b, +senghy sen b, | by b,
= 1 + 55 +2618,¢08 (h) = $) b1 b
La energia cinética es la suma de la energia de cada una de las masas
T=T+T,=
1 o 1 . , oo
10+ 5y 161+ 35+ 26185005y = $2)bi ]

2
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Para calcular la energia potencial, es necesario tener en cuenta que en este sistema de

coordenadas F = +mgj, es positiva. Para la masa m, la energia potencial esta dada por:

7 7
U, = —/ F.-dr = —/ mgj - [dxi+dyj]
7 -

ro

7 cosgy
= —/mgdyjl;lj+0 = —mg/ dy
0

1
=—mglcos¢;.

De forma similar, para la masa m, se tiene:

Uy =—mg (£ cosp +5cos,).

Con estos resultados, es posible escribir el lagrangiano del problema como:

L:T1+T2—U1—U2,

a partir del cual se pueden escribir las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, dejamos
esto como ejercicio.

Problemas capitulo 1

P1:

P2:

P3:

P4:

P5:

Pé6:

P8:

P9:

Una particula se mueve sobre la superficie de una esfera de radio R bajo la accion de
la gravedad. Plantee las coordenadas generalizadas y escriba la forma explicita del
lagrangiano.

Un disco rueda sin deslizar sobre un plano horizontal. Identifique las restricciones
holénomas y no holénomas, y determine el nimero de grados de libertad.

Una particula esta restringida a moverse sobre la superficie de un cono circular recto
bajo la accidn de la gravedad. Escriba la condicion de restriccion y determine el nimero
de coordenadas generalizadas necesarias.

Dos masas m; y m, estan unidas por una varilla rigida de longitud /, que puede girar
libremente en un plano. Formule el sistema en términos de coordenadas generalizadas.
Un cilindro sélido rueda sin deslizar sobre un plano inclinado. Determine las restric-
ciones, los grados de libertad y el conjunto adecuado de coordenadas generalizadas.
Una particula se mueve en un plano sujeto a la restriccion x> + y> = a®. Determine la
fuerza de reaccion asociada a la restriccion mediante multiplicadores de Lagrange.

: Un péndulo doble consiste en dos barras rigidas de longitud /; y /,, unidas en serie y

con masas puntuales m; y m, en sus extremos. Escriba las coordenadas generalizadas
y plantee el lagrangiano del sistema.

Una particula se mueve bajo un potencial central V' (r). Use coordenadas polares para
expresar el lagrangiano y determine el nimero de constantes del movimiento.

Una barra homogénea de longitud / esta articulada en un extremo y puede oscilar
en un plano vertical. Determine el lagrangiano usando el angulo como coordenada
generalizada.
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P10:

P11:

P12:

P13:

P14:

P15:

P16:

P17:

P18:

P19:

P20:

Un cuerpo rigido en el plano esta descrito por tres coordenadas generalizadas. Identifi-
que estas coordenadas y explique su relacion con los grados de libertad del sistema.
Una particula de masa m se mueve en un plano bajo la accién de un potencial V' (x,y) =
lk(x2 +4y?). Determine las coordenadas generalizadas mas convenientes para simpli-
ficar el lagrangiano.

Una particula se mueve bajo la restriccion x —y = 0. Clasifique la restriccion y determine
cuantos grados de libertad tiene el sistema.

Dos particulas de masas m y m, estan unidas por un resorte de constante eldstica k y
longitud natural /. El sistema puede moverse libremente en una linea recta. Escriba el
lagrangiano y determine las ecuaciones de movimiento.

Una particula est4 restringida a moverse sobre la superficie de un cilindro x? 4 y* = R?,
bajo un campo gravitacional. Formule el problema en coordenadas cilindricas y obtenga
el lagrangiano.

Una particula de masa m se mueve en un plano bajo un potencial V (r,0) = ar
Encuentre las ecuaciones de movimiento en coordenadas polares.

Una varilla homogénea de longitud / y masa M puede deslizar sin friccién en un
plano horizontal, con un extremo siempre en contacto con un circulo fijo de radio R.
Determine las restricciones y los grados de libertad.

Una particula se mueve en un espacio con coordenadas (x,y, z) bajo la restriccion
z = f(x,y). Escriba la forma general del lagrangiano en términos de x y y.

Un péndulo de longitud / esta montado sobre un soporte que se mueve con aceleracion
horizontal constante a. Formule el lagrangiano en coordenadas adecuadas.

Una particula se mueve en un potencial dependiente del tiempo V (x,?) = %k(t)xz.
Escriba el lagrangiano y derive las ecuaciones de movimiento.

Una cadena flexible de masa lineal A estd en equilibrio colgando de dos puntos a la
misma altura. Modele el problema con coordenadas generalizadas y discuta la naturaleza
de la restriccion.

2sen? .



[2. Principio de Hamilton

Uno de los grandes logros de la Mecanica Clasica fue la obtencion de las ecuaciones de
movimiento a partir de un principio variacional. Esta interpretacién de la mecanica genera
una interpretacion y una vision de la Mecéanica Cuantica sobre la que Paul Dirac y Richard
Feynman desarrollaron la formulacion de las integrales de camino. El Principio de Hamilton
establece que la evolucién de las coordenadas generalizadas g (t) = (¢;,¢,, X ,g,), de una
configuracién inicial g (¢;) a una configuracién final g (z,), es un punto estacionario de la

accion:
15}
S = / Ldr,
I

donde L =T —V es el lagrangiano. Un punto estacionario debe entenderse como una
trayectoria ¢ °!(¢) en el espacio de configuracion, es decir, el espacio de las coordenadas
generalizadas, tal que una pequefia variacion en dicha trayectoria produce un cambio nulo o
muy pequefio en la funcional accién .S. La curva solucién g °!(¢), definida en el intervalo
[#{, 1], minimiza la integral de accion (ver figura 2.1). Esta condicion se puede expresar
como:

5]
55:5/ L(qy,. s Gys s Gyet) di = 0.

3]

Cabe destacar que la integral .S’ no es una funcion de las variables g;, ya que estas se integran.
La accién S tiene un valor distinto para cada trayectoria g en el espacio de configuracion.
Por eso, se dice que la accion es una funcional, es decir, una funcién que asigna un niimero
real a cada trayectoria continua g en el espacio de configuracién: S : C — R, donde C es el
conjunto de los caminos continuos en dicho espacio [Lan86].
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qA

(t1,q1)

Y~

Figura 2.1: La Variacion de la Accidn es Cero por el Camino Clasico.

Calculo de Variaciones

Consideremos el problema en una dimensidn, que consiste en encontrar los puntos
estacionarios de la siguiente funcional:

X2
J=/ Sy, x)dx.
X1

donde x es la variable que parametriza y = y(x), en lugar del tiempo, y se define y = g—)yc. Las
condiciones de frontera se establecen de tal forma que para x = x|, la variable y toma el
valor y;, y para x = x,, se fija y = y,. Es habitual parametrizar linealmente el espacio de
funciones las posibles soluciones y(x) que satisfacen las condiciones de frontera. Para eso,
se define:

y = y(x,a) = y(x,0) + an(x),

donde y(x,0) representa el camino que minimiza J y satisface las condiciones de frontera.
Bajo esta parametrizacion, J se convierte en una funcién de a:

2
J(05)=/1 f y(x, @), y(x,a), x]dx.

y la busqueda de los puntos estacionarios se reduce a minimizar J(«). Como y(x;,0) =y, y
¥(x,,0) = y,, se requiere que n(x;) = n(x,) =0, de modo que y(x, a) satisfaga las condiciones
de frontera. La condicién de punto estacionario es:

dJ

a4t =0,
da

a=0

29 2 (0f oy Odf oy
d_J=/ _fdx=/ _f_y+_f_y dx. (2.1)
da v, Oa x, \0yda 0yda

1

donde
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En el segundo término del lado derecho, es posible intercambiar el orden de las derivadas;

es decir,
X2 X2 d
/ dx of 9y _ / %i_ydx (2.2)
x oy da [, 0y dadx '
Aplicando las derivadas sobre este factor:
0ody d

0 0 d
ot i =0 0+an)| = =00 +an)
dy(x,0)  dnf _dn
+a—|=—.

()a dx dx dx

ody_d (o
dadx dx \oda/’

Asi que, aplicando integracion por partes, obtenemos en (2.2):

/xzd of d _of oy /Xd d (of
X 0y dx da "~ 0y dal, X dx \ 9y aa'

Dado que, por las condiciones de frontera g—a =n(x)=0en x; = xy x,, el primer término
evaluado en los extremos se anula. Sustituyendo en la expresion (2.1), llegamos a:

dJ

/ laf - ( 5 ) l
= = dx
a=0 Jx, |0y Oa ~dx \ 0y ) oa

Por lo tanto,

=0.
a=0

da

El lema fundamental del cdlculo de variaciones establece lo siguiente: dada una funcién
M (x), si la convolucién de M (x) con una funcién arbitraria 7(x) es cero en un intervalo
(x1,x,), entonces debe cumplirse que M (x) = 0, para todo x en dicho intervalo. Es decir,

/ - M (x)n(x)dx =0, para todo n(x) = M(x)=

Para demostrar este resultado, se utiliza el hecho de que #n(x) es arbitraria. Supongamos
n(x) = 6(x —x;), donde 6(x — x;)) es la funcion delta de Dirac, la cual se define mediante la
propiedad:

X2
/ dx f(x)o(x —xp) = f(xq), s1xy € (x1,%7).

Por hipdtesis, la integral del producto M (x)n(x) es cero para toda n(x), en particular para
n(x) = 6(x — x;). Por lo tanto,

0= /X2 dxM (x)6(x —xg) = M(xy) =0.

Como x, es arbitrario en el intervalo (x;, x,), se concluye que M (x) =0 en todo el intervalo
de integracion. En nuestro caso, esto implica que:

9f _d (91 _,
dy dx \ dy ’
lo cual corresponde a la ecuacién de Euler-Lagrange para un problema variacional arbitrario.
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Distancia mas Corta entre Dos Puntos

Con el fin de afianzar conceptos, apliquemos el resultado de la Seccion anterior a
problemas concretos. El elemento longitud de arco ds de una curva sobre un plano esti
dado por ds = 1/(dx)? + (dy)?. Una pregunta clésica, cuya respuesta es bien conocida, es
la siguiente: ;cudl es el camino que pasa por los puntos dados, (x1,y;) y (x5,¥,), Y que
minimiza la longitud de arco? La longitud de arco entre estos dos puntos fijos esta dada por
la integral:

2 2 X, 2 X
T N | (dx>z(1+<g_;) ) [ aviroe
1 1 Xl

X1

Comparando con las expresiones que tenemos para el problema variacional, se tiene:

d
f=vV1+32, dondeyzd—y.

X

Las derivadas parciales de f son:

af af _ .1 21-1/2 y
Loo, ELogy-1+ -
oy =0 oy Al =

De este modo, la ecuaciéon de Euler-Lagrange para este problema se escribe como:
dfary_or_daf_ 5 \_,
dx \ dy dy dx 1/1_|_J-,2

y
V142

Despejando y de esta expresion, se tiene:

lo que implica que:

=(C, constante.

P=C* (1434 > (1-CH)p*=C* = jy=+—=a.

Integrando esta ecuacion diferencial, se obtiene:

dy

=a = y=ax+b,
dx

lo cual corresponde al resultado esperado, una linea recta.
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4/(114:27(—37(18

Figura 2.2: Elemento de Area Generada por una Curva que Rota.

Superficie Minima de Rotacion

De forma similar al problema anterior, utilizando los métodos variacionales podemos
calcular la superficie minima de un sé6lido de revolucion. De la Figura 2.2 se tiene que el
elemento de area esta dado por:

AA=s)2zx = A=27‘L’/de=2ﬂ'/x (dx)2+(dy)2=27r/x 1+ (y)%dx.

En este caso, el integrando de la funcional a minimizar estd dado por:

./ . d
f(y9y7x)=x 1+(y)2, dondeyzé

Las derivadas parciales de f son:

of _o Of__ x¥
N N

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion de Euler-Lagrange, obtenemos:

dr \ oy dy dr\ , /1+ ()2 V1+()?
Despejando y de esta expresion, se tiene:

C

X =C*(1+y%) = (¥*-C*)y*=C* > j=x+ :
x2 —(C2
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

- Recta - Pardbola -Braquis‘écrona -Circun(br(‘ncia

Figura 2.3: Braquistocrona Posibles Caminos entre los Puntos 1 y 2. Existe s6lo un Camino
que Corresponde al Minimo del Tiempo.

Integrando esta expresion, se obtiene finalmente :

dx = y:iacosh_l<%>+b,

Jor] e

la cual corresponde a la ecuacién de la catenaria.

El Problema de la Braquistocrona

Uno de los primeros problemas que requiri el uso del célculo de variaciones fue
planteado en 1696 por Johann Bernoulli. El problema consistia en determinar la trayectoria
que minimiza el tiempo de descenso de una particula entre dos puntos que no se encuentran
alineados ni vertical ni horizontalmente, en presencia de un campo gravitacional constante.

En términos generales, el intervalo de tiempo df necesario para recorrer un elemento de
arco ds a una velocidad v esta dado por:

ar=9 > (= ds.
U 1%

Para un sistema coordenado como el que se muestra en la Figura 2.3, la energia potencial
esta dada por —mgy. Si el cuerpo parte del reposo desde la posicion y; = 0, al aplicar el
principio de conservacion de la energia se obtiene:

E=mgyl-=O:%mvz—mgy = %mvzzmgy => v=1/2g)y.

De esta forma, el tiempo esta dado por:

Vi+y? 1+ (3)?
t_/ds 2 S = +O0)°
- 2y

Resolver este problema y sus ecuaciones es un ejercicio.
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Derivacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange del Principio
de Hamilton

En este caso, se desea minimizar la accion S. El integrando corresponde al lagrangiano,
€S deCir: f = L(q]’ A ’qn;q]a A ’q‘yut),

2
5S=5/ L(qy,....9,.41,---,q, t)dt.
1

utilizando el formalismo del cilculo de variaciones, se parametrizan las soluciones mediante
un parametro « y una funcioén #, de tal forma que la accidn se convierte en una funcién de

dicho pardmetro,
2 .
aq; a4;
d—Sda:/ 3 (LS4 0L Mgy ) g,
da 1 44\ 0g; oa 04; da

2 da.
J)z

1 dr \ 9q; /] da
reemplazando este resultado en (2.1)

2
0q; 0q; 0q;
d_Lda=/ da Za_Lﬁ_i a_L 94 . donde ida=5qi.
oa 1 — dq; oo dr \ 9q; ) Oa oa

y si los 6g; son linealmente independientes, se concluye que:

i a_L —a—Lz(), i=1,2,...,i’l.
dr \ 9¢; 0q;

donde

T Ay R N

/ L 94; oL d 9¢; .. 9L 94,
dg o dq dt o dq o

Extension del Principio de Hamilton a sistemas no holbnomos -
Multiplicadores de Lagrange

La forma final de las ecuaciones de Euler-Lagrange depende del hecho que las coorde-
nadas generalizadas g; son variables independientes, es decir, no hay ligaduras entre ellas.
Sin embargo, en muchos problemas no es posible encontrar un conjunto de variables que

satisfaga esta condicion. Cuando las ligaduras son no-holondémicas pero pueden expresarse
como ecuaciones de la forma:

f(l(ql""’qn’ql""?qn9t)=0 a=1’---9m9 (23)

entonces podemos utilizar el formalismo de los multiplicadores de Lagrange para obtener
las ecuaciones de movimiento. Para esto, es necesario quitar las ligaduras de tal forma que:

D Aatu# 0, (2.4)
a=1
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donde los 4, son variables auxiliares que extienden el conjunto de coordenadas del espacio

de configuracion de q,,-+,q, a qy,**,q,; A1, ", 4,,. En este contexto, las ligaduras van a ser
consecuencia directa de las ecuaciones de movimiento.

Para este sistema extendido de variables, el lagrangiano modificado L’ se define como
la suma del lagrangiano original L y (2.4). Aplicando el principio de Hamilton al sistema

extendido se tiene:
5/ L’dtzé/ L+ ) Aof, |dt=
t] tl (1:1

Este nuevo lagrangiano depende de:

m
L,:L’ [ql’""qn’/ll""’/lm;q.l""’qn’)’l""’j’m’t] :L+Zlafa

El espacio de configuracion ahora contiene n+m variables y n+ m velocidades generalizadas.
Si asumimos que este conjunto de variables es linealmente independiente, es posible obtener
las ligaduras como ecuaciones de movimiento del sistema:

0

d oL\ _oL _, z’":aﬂaf_ Zmla PR
-, i -5, — VY™ a— apgJa = " Jp— Y
dr ﬁ/) O/Iﬁ - ()/lﬂ - p

donde f; =0 es una ligadura, obtenida como una de las ecuaciones de movimiento. A partir
de las ecuaciones de movimiento para las coordenadas iniciales g;, tenemos las ecuaciones:

doL’ aL'
_— L ﬂ L ﬁ

d ()L Z a _ v~ - A afll =0
dt aqk — dt aqk aqk oy * aqk

_dfoL diy 0f afa .
dr | og, c)qk dr og, | agi| "0gqi ]’

Esta expresion puede escribirse de la forma:
djoL) oL
dt | 9q,

de modo que el efecto de las ligaduras es equivalente al efecto de unas fuerzas generalizadas

0., definidas como:
0 0 di, 0
Qk=2/la af“_di f.a -—= ff’.
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Dado que el término 4, f,, forma parte del lagrangiano extendido, este debe tener unidades de
energia. Cuando la ligadura f,, tiene dimensiones de longitud, el multiplicador de Lagrange
A, debe tener unidades de fuerza. Asi, los multiplicadores pueden interpretarse como las
fuerzas necesarias para implementar la ligadura.

Consideremos el ejemplo:

L= %m[x2 +32+ 221 -V(x,y,2)

con la ligadura no holénomica xy+ ky = 0. El lagrangiano extendido estara dado por:
L' =L+ Alxy+ky].

Calculando las derivadas respecto a X y x:

oL’ . .
/
%% =mi+ A+ Ay
X
oL’ _ oV
ox ox

Remplazando en la ecuacion de Euler-Lagrange, obtenemos la ecuacion para x:

/ /
iai—ai=m>'é+/1y+}1y+a—V=0.
X 0x

Procedemos de forma similar para la coordenada y:

oL’ L
!
%[aai,] =mj+ Ax + A%
y
/
oL _ 9V
dy oy

La ecuacion de Euler-Lagrange en y es entonces:

doL’ oL : oV
dt oy oy AT dy
La ecuacidén en z:
14
mZ+— =0.
0z

Todo esto se debe resolver junto a la ecuacion de la ligadura:

oL’
= =0 xy+ky=0.
Y = Xy+kKky
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—————

h = lsin¢g

S ————————

Figura 2.4: Cilindro Sé6lido Rodando por un Plano Inclinado.

Cilindro en un Plano Inclinado

Analicemos el caso de un cilindro que rueda sobre un plano inclinado. Este problema es
bien conocido del primer curso de mecanica, y por esto es ttil para comprender diversos
aspectos del formalismo de los Multiplicadores de Lagrange.

Como se observa en la Figura 2.4, si la rampa tiene altura & y longitud /, se cumple
que h = Isen¢. La distancia recorrida por el cilindro esta dada por x = r@, donde 0 esta en
radianes. Es decir, la distancia x es igual al angulo de rotacidn del cilindro multiplicado por
su radio:

x=r0 = dx=rdo.

La energia cinética es la suma de la energia respecto a un sistema de referencia del centro de
masa y la energia de traslacion. La energia potencial es la asociada a la fuerza de la gravedad
en la superficie terrestre. Asi las energias del sistema son:
1, 2.1 ;
T = §Mx2+51a)2, conw=60, I= Mr?
V =Mg(l—x)sendg.

De la relacién x = rf, se deduce que x = r. Este problema puede resolverse ficilmente
utilizando esta relacion; sin embargo, en este caso esta condicion se introducird como una
ligadura, es decir, mediante un término de la forma A(x — r6). Teniendo en cuenta estas
consideraciones, el lagrangiano esta dado por

2 . .
L=t LM 02 o xysengp+ A(rl — %),
2 2 2
Las derivadas parciales de L’ estan dadas por
/ / 2 /
ai,=Mx—A, £=Mr 0+ Ar, ai:Mgsengb.
0x 00 2 0x
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Remplazando en la ecuacion de Euler-Lagrange obtenemos:

/ /
iai—ai—Mx A—Mgseng,
dr 0x  0Ox

0

dor_ob”_,  doL_
dr 06 6 dr 06

De esta dltima ecuacion se tiene que:

Recordemos que podemos utilizar la ligadura r = x, ya que esta se obtiene de la derivada
parcial del lagrangiano respecto a 4. Remplazando A en la primera ecuacion:

M — [—%] —Mgsengp=0, => X= %gsencﬁ.

2.3 Simetrias y Cantidades Conservadas

En las ecuaciones de Euler-Lagrange, se acostumbra a deﬁnir el momento candnico p,,

asociado a una coordenada generalizada g;, como: p, = oL Siel lagrangiano no depende

explicitamente de g;, entonces, de la ecuacion de Euler—Lagrange se tiene que:

dpq, _doL _
dr o dr aq,

Es decir, el momento canénico P, €S una constante.
1

Conservaciéon del Momento Lineal

Supongamos que 7 =7(¢’) = ¢/Ai,; (aqui no hay suma sobre j), es decir 7 esté en la
direccion A, para cualquier ¢/ € R. En ese caso,

- a -
Qj P00 Z qn ZFi'ﬁqj’
i i

.. Aqui ¢/ tiene dimensiones

que es exactamente la magnitud de la fuerza en la direccion 7,

de 7. Asi por ejemplo:

oTf _ 0 1 (; )2
[ — m;

qu:a_q'j

-

1 . OF; . OF, o
e — Zmir 5o (aqui utilizamos (1.27))
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7(q; +dg;)
o)

7(q:)

dr’ = sin 0d¢

Figura 2.5: Variacion del Vector Posicion bajo un Incremento de las Variables Generalizadas
dg;.

donde Pr, es el momento lineal del sistema. Si ademds tenemos que

—_— = 4=O’
daq; 9

entonces de la ecuacion de Euler-Lagrange:
doT-=V) oT-V) _

dt o, dq;

0

d (dT 0 oT =
- =)+ =0 => —=h,-P = Constante.
dr <acjj> q; 94, Pal ol

Es decir la componente del momento en la direccion 71,; se conserva.

Conservacion del Momento Angular

Podemos hacer un andlisis similar al del caso lineal, pero aplicado a rotaciones. Supon-
gamos que un vector 7;, que forma un angulo 6 con un vector vertical unitario A, como se
muestra en la Figura 2.5, es rotado alrededor de 7 un dngulo infinitesimal d¢.

La magnitud de la variacion debida a esta rotacion es igual a la longitud del arco descrito,
asi que |dr;| = longitud de arco = radio x dngulo, donde, radio = |;sen 6|, por lo tanto:

|dr;| = |r;| senOdep.
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Ahora, consideremos el vector 7 X r;. La magnitud de este producto es:
|ixr;| = |i]|F;|sen® = |F;| sen®

Este vector tiene la misma magnitud (al multiplicarlo por d¢) que dr; y estan en la misma
direccion, por lo que podemos escribir:

dr; =d¢ (AxF;)

1 1

Si d¢ = dg;, entonces

0= Z x aq} 2.5)

Podemos incrementar ¢, es decir g s mantenlendo constante la magnitud del vector posicidn
ri= |7,| y el dngulo con la normal, 8. En ese caso, la variacion del vector posicion es:

dr; = d¢ (ﬁXFJ =d¢ r, (ﬁXfl-) = d¢r;sen O

En general, tenemos que:
dr; = a—?idd) + aiid@ - a—?idr~.
' 0¢ 00 or, '

Si 0 y r; son constantes, entonces:

() (%)
— == =AXr; = :
d =\, 94, 4
Reemplazando este resultado en (2.5):
Q; =) F-|ixF,
i
Utilizando la propiedad del producto triple escalar:

A-(BXxC)=C-(AXB),

1

podemos calcular la fuerza generalizada:
Q;= Y i-[F;xF|=h- erF]—n ZN: N=h-%,,.
i

Vemos que, en este caso, la fuerza generalizada es la componente del torque total en la
direccion 7.
De forma similar, podemos calcular el momento canénico conjugado:

T 0 w1 =0 1. on . or
pi=——=—) —mr;) =) —m; 2ri-—= ) mir;- —
/7 0q;  dq; 442 /() ZZ o4; 2 "t oag;

= Yomi- (i) = K- x| =i-| 27
i i i

m;v; l =n: Ltotal'
——
P,
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Es decir, el momento candnico conjugado es la componente del momento angular total en
la direccion 7. Si el lagrangiano no depende de g; = ¢, entonces p; es una constante de
movimiento.

Conservacion de la Energia

Hasta el momento, hemos visto que, si el lagrangiano no depende explicitamente de la
variable candnica, entonces su momento candnico conjugado es una cantidad conservada.
Exactamente lo mismo ocurre con el tiempo ¢: cuando esta variable no aparece en el lagran-
giano, la energia se conserva. Desde este punto de vista, la energia puede interpretarse como
el momento canénico conjugado del tiempo.

Consideremos la derivada total del lagrangiano respecto al tiempo:

dg; dq
db 5 oL 3 oL T | Ok (2.6)
dr 8q ; dt dqj dt ot
A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange:
oL _d oL
dq; dt |9q;
reemplazando en la ecuacidn (2.6) se obtiene:
L] dg; dq;
dL _ Z oL | %4 Z oL “4j 4 oL oL
dt aqj dr > dg; dt ot
_ Z + oL
dr 6
Reescribiendo esta ecuacion:
d oL oL
dr [zj: 9 aq; ot 7
oL dh oL
h= j——1L => —=-— 2.8
; 9 aq; dr ot (2.8)

es decir, la derivada total de la cantidad A4, que mas adelante identificaremos con el hamilto-
niano, es igual a la derivada parcial del lagrangiano respecto al tiempo.
Si L no depende explicitamente de ¢, entonces:
dh _
dt

lo que implica que A es una cantidad conservada. Supongamos ahora que el lagrangiano
depende cuadraticamente de las velocidades generalizadas

L(‘]a q‘a t) = L()(q’ t) + Ll(q’ Q7 t) + LZ(q’ Qa t)7
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donde: |
Z . 1 Z . .
i i,j

L, tiene la siguiente propiedad:

a4
Zq'ka 1—2% q’ ,-1=261'k25ikM,-1=261'kM2=L1-
% P x

De forma similar, para L,
0 0 1
Gis—Lo= ) i —4-M~~fi~
. 1.
—Zle 5zk ijqj+25qiMij5jkl
i,J
. . . 1.
= ZQkZEMquJ'"'ZCIkZEQiM
k J k i
1. ;
i.Jj

Aqui asumimos que la matriz M;; es simétrica. Aplicando estas propiedades en la definicion
de h, tenemos:

_qu [L0+L1+L2]—[LO+L1+L2]

=;/1+2L2—[L0+;/1+L2]=L2—L0.

Es decir, la funcién A no depende de los términos lineales en las velocidades generalizadas.

Teorema the Noether para variables discretas

El teorema de Noether (1918) relaciona las simetrias de un sistema fisico con leyes
de conservacion. Aunque ampliamente tratado en teoria cuantica de campos, su version
en mecanica clasica merece una presentacion clara y pedagdgica [Mar06]. En este capi-
tulo se demuestra el teorema imponiendo la invarianza del accion bajo transformaciones
infinitesimales, incluyendo la conservacion de la energia. Consideremos el Lagrangiano

L(g;.4;0),  i=1,...,n,
con coordenadas generalizadas ¢;(f). Sea la transformacion infinitesimal

q;(t) = g (1) = g;(1) + € G(q.1) + O(e?),
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donde G;(q, 1), como veremos més adelante, estard asociado al generador de la transformacion.

Si esta transformacion deja invariante el Lagrangiano, o lo que es equivalente, s6lo cambia
dF(q.1)

el Lagrangiano en una derivada total respecto al tiempo de la forma -, entonces:
0 . dF(q.1)
SL=e—L(q¢%, ¢, 1)= ———.
e-Lq".q"0) pr
Donde I I
oL = a—sG,- + LsGi.
0g; 0q;

Podemos reescribir el segundo término usando:

0q; dt \ 94, dt \ 94,

dt \ d4; dq; dtog;

De las ecuaciones de Euler-Lagrange tenemos

Therefore

De tal forma que la ecuacidn (2.4) se puede escribir como:

sp-4F _d (L 6 _p)_o.
dt — di\og,

O lo que es igual

oL
J = —¢G; - F = p,;eG; — F = constante .
0q;
Es decir, cualquier transformacidon sobre las coordenadas generalizadas que deje invariante el

Lagrangiano, médulo una derivada total respecto al tiempo, implica una cantidad conservada.

Conservacion del momento lineal

Para una particula libre de masa m:

|

Bajo traslacién ¢] = q; + a;, se tiene 6¢; = a;, 6¢; =0,y 6L=0= %F con F = constante.
Entonces,
J =p,a;— F = p, = constante,

esto es, se conserva el momento lineal p;.
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2.4.2 Conservacion del momento angular

Para una particula en el plano:

= L2 4 L2
L—zmx +ymy”.

Bajo rotacion infinitesimal 6, 6x = 6y, 6y = —60x, 6L = 0. Con F = constante,
J =p6x+p,06y—F = (xp,—yp,)0 = constante,

de donde se reconoce que el momento angular L, = xp, — yp, es conservado.

Problemas Capitulo 2

P1: Geodésicas planas y equivalencia con particula libre. Demuestre que extremizar

f v/ X2+ y2 dt produce lineas rectas y relacione el funcional con el lagrangiano de una
particula libre en 2D reparametrizada.
P2: Coordenadas ciclicas Una particula en potencial central V' (r) tiene L = %m(i’2 +

r20%) -V (r). (i) Identifique la coordenada ciclica. (i1) Obtenga la constante asociada.
(1i1) Reduzca el problema a un Lagrangiano efectivo 1D y escriba la ecuacion radial.

P3: Invariancia de Galileo y momento lineal. Para L = %ml”2 —V(r) con V invariante
bajo traslaciones espaciales, use Noether para derivar la conservacion del momento
total de N particulas interactuantes por potencial V ({r; — r; .

P4: Particula sobre circulo (multiplicador). Una particula de masa m esta restringida a
x>+ y* = R? y se mueve bajo gravedad V' = mgy. Formule £ = L+ A(t) (x> + y* — R?),
derive las ecuaciones y halle la fuerza de reaccién (tensién) en funcién de 6 y @.

PS: Cuenta en alambre prescrito. Una particula se desliza sin friccion sobre la curva
¥y = f(x) en un plano vertical. Escriba el problema con un multiplicador de Lagrange
imponiendo la restricciéon holénoma y obtenga la ecuaciéon de Euler-Lagrange(E—L)
reducida a una sola coordenada generalizada.

P6: Disco rodando sin deslizar (version holéonoma). En el caso de rodadura pura de
un cilindro de radio R sobre una recta, imponga la restriccion xq,; — R¢p = 0 con
multiplicador y obtenga las ecuaciones. Identifique la reaccidn de la ligadura.

P7: Isoperimétrico simple. Extremice J[y] = fx):)l [V2 + ay?]dx sujeto a /le ydx = K.
Deduzca la ecuacidon modificada de Euler—Lagrange y discuta las condiciones de
contorno. (pista, agregue el término /x):)‘ ydx ala accion que va a minimizar. Luego
remplace la ligadura en la ecuacidn diferencial para hallar 4. )

P8: Braquistocrona con rozamiento lineal leve (aprox.). Plantee la braquistocrona para
particula con fuerza de rozamiento —y$ pequeia. Escriba el funcional de tiempo a
primer orden en y y obtenga la ecuacion de Euler-Lagrange efectiva.

P9: Simetria de escala aproximada. Considere L = %miﬂ2 — kr~2 en 1D radial efectiva.

Estudie la transformacién de escala » — Ar, t — A%t. Determine si hay una corriente
cuasi-conservada y bajo qué condiciones.
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P10:

P11:

P12:

P13:

P14:

P15:

P16:

P17:

P18:

P19:

P20:

P21:

Traslaciones temporales con L no explicitamente dependiente de 7. Demuestre que
E =Y,4;0L/0q; — L es constante y calcule E para un oscilador 2D anisétropo.
Centro de masa y coordenadas relativas (Noether). Dos masas m;, m, interactian
con V'( | ry—r, |). Use la invariancia por traslacion para separar el movimiento del centro
de masa y mostrar conservacion del momento total. Obtenga el Lagrangiano relativo.
Particula con restriccion movil. Un anillo de masa m se desliza sin friccion sobre una
varilla rigida que rota con velocidad angular constante w alrededor de un eje vertical.
Emplee coordenada a lo largo de la varilla y multiplicador si lo requiere para incorporar
la geometria; halle la integral de energia.

Extremos mdviles en tiempo. Para S[q] = ftél L(q.q,t)dt contg,t fijos pero q(t,), q(t;)
libres, derive las condiciones naturales en los extremos y apliquelas al oscilador con
L= %mq’2 — %qu.

Rodadura en plano inclinado (no-holénoma). Un cilindro sélido de radio R rueda
sin deslizar por un plano inclinado de 4ngulo . Trate la ligadura x — R¢ = 0 como no
holénoma lineal en velocidades en el sentido de D’Alembert. Compare con el enfoque
de multiplicadores y discuta diferencias.

Boosts de Galileo. Para L = ), %mil"i2 —V({r; —r;}), considere or; = vyt. Discuta
la corriente de Noether asociada (centro de masa) y derive el teorema del centro de
inercia.

Noether con parametro dependiente del tiempo. Un oscilador 1D con L = %m;’c2 -
%kx2 sufre una transformacién ox = e(f) x, 6t = 0. Obtenga la identidad de Noether
(de tipo virial) y discuta su utilidad para integrales de movimiento.

Accion reparametrizada. Estudie S = f dr [Zﬂe(g—:)z - eV(r)] con campo auxiliar
e(tr) > 0. Varie respecto de r y e y muestre (i) reparametrizacion y (i1) cOmo se recupera
la acci6n estandar al fijar el gauge e = const.

Péndulo doble con varillas inextensibles. Formule con multiplicadores las 4 ecuacio-
nes (dos coordenadas angulares ) , y dos 4; , que imponen longitudes fijas). Identifique
coordenadas ciclicas si existen y la energia conservada cuando V' no depende de t.
Particula en superficie general. Para una superficie ®(x,y, z) = 0, considere L =
%ml"2 —V(r)+ A®(r). (i) Obtenga la fuerza de reacciéon R = —AV®. (ii) Aplique al
caso de un toro de radios (R, a) con gravedad uniforme.

Noether inverso (reconstruccion de simetria). Dado un primer integral 1(q,q) =
Y. a;(q) g; lineal en las velocidades que se conserva para todas las trayectorias, muestre
que existe una simetria continua que lo genera (bajo condiciones regulares). Aplique a
la conservacion de #-momento en potencial central.

Ligadura isoperimétrica en tiempo minimo con velocidad dependiente de posicion.
Un mévil se desplaza en un plano con rapidez v(r) = vy/(1+ fy?). Plantee y derive la
ecuacion de Euler—Lagrange para la trayectoria de tiempo minimo entre dos puntos,
imponiendo una restriccion isoperimétrica adicional sobre la longitud total recorrida.




[3. Fuerzas Cenirales.

Comprender como la luna se mantiene rotando alrededor de la Tierra, sin detenerse y sin
nada que la sostenga, fue uno de los problemas que motivo el desarrollo del célculo y de las
leyes de la mecénica. En este capitulo, aplicaremos el formalismo lagrangiano al problema
de dos cuerpos que interactian por medio de una fuerza central. En el Capitulo Uno vimos
que, para este tipo de fuerzas, el momento angular se conserva. Como veremos més adelante,
esta conservacion implica que los cuerpos rotaran en un plano perpendicular al momento
angular del sistema, describiendo Orbitas circulares, elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas,
segln la energia cinética del sistema.

Consideremos un sistema de dos masas m, y m,, Figura 3.1, donde la tnica fuerza se
debe a una fuerza central entre ambas, generada por un potencial que depende de la magnitud
del vector diferencia de sus posiciones ¥ =¥, — 7}, o de la velocidad relativa ¥ =7, — 7|, es
decir, U = U (7, 7) En este caso, el lagrangiano tiene la forma:

L=T(RF7)-U(FF...).

Figura 3.1: Centro de Masa R y Posicion Relativa de m, Respecto a m, es decir, 7.
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Como vimos en la ecuacion (1.12), la energia cinética puede expresarse como la suma de la
energia respecto al centro de masa y la energia de traslacion del sistema:

1 1 1\ 2
T=5MU2CM+§Zmi(U;) : 3.1)

donde M es la masa total del sistema y v’ la velocidad respecto al centro de masa. En nuestro
caso, M =m;+my y v, = R.La energia respecto al centro de masa es:
1 2, 1 2\ 2
' _ 5 5
T = Eml(rl ) +§m2(r2) .
La posicion del centro de masa, esta dado por la expresion:

My Mo
R= 171 212
m1+m2

-/ . ., . -/ = -
y dado que r; " es el vector posicidn relativo al centro de masa, tenemos que r; + R=r7, de
donde:

-7 - = myry +myr; - m; myry
| =n—R=rj—|——|=n 1- -
my+my my+my my+my
_nlpi+my—mql  mpry o my
= - = [rl—rz
my+my my+my my+my

.z -/ - - -
Por tanto, tenemos la relacién entre r y ¥ = r, —r; dada por:

Ny my
rl = -7,
ml + m2
De igual forma, se muestra que:
Ny my
rz = r
ml + m2

Reemplazando estos valores en la energia cinética respecto al centro de masa T’ obtenemos

my mz 1 m2m2

1 —my 1 mp 1 2 ) 1 )
T =-m | ——F| +=-m) | ——F| ==————F)*+=—————7)
27 my+m, 27 | my+m, 2 (m; +my)? 2 (my +my)?
2 2
1 m1m2+m2m1 "5 1 rn]m2 "5 1 ( ]fnl]/n2 > "5
= |———— | =2———[m 1A =z ———— ) ("
2 (ml +m2)2 2 (ml +m2)2/ M 2 ml +m2

Reemplazando en (3.1), se tiene que:

T=Ltm + )(§)2+1 T (*)2
Tt 2m+m \' )
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Definimos la masa reducida como:

-1

__mm 11
ml +m2 ml mz
Es decir,
1 1 1

Hoomp o m
Esto permite reducir el problema de dos cuerpos a un sistema de una sola masa u en
movimiento debido a una fuerza central. Ya que se trata de un sistema con fuerzas centrales,
el momento angular se conserva.

En coordenadas esféricas, podemos trabajar el problema haciendo y el &ngulo polary 6 el
angulo azimutal (cabe notar que, en algunas convenciones, estos se toman intercambiados).
Gracias a la conservacion del momento angular, se puede reducir el movimiento de la
particula al plano y = /2, sin perdida de generalidad. En este caso, el lagrangiano de una
particula se reduce al obtenido en coordenadas polares:

L= %m [+ 2602 =V (r).

donde x =rcosf, y = rsenf. Como se mostrd en el capitulo anterior:

dfF dfF 5, 2.
— . — =7 4ro-.
i ar T

El momento conjugado asociado a @ es:

_9L _

= — —mr29,
00

Do

asi que el momento p, se conserva, ya que 6 no aparece en el lagrangiano, es decir:
0
doL o d
——-=%=0 => —py=0 = =1
dr 90 00 ar’o Ps

donde la constante / representa la magnitud del momento angular del sistema.
Como se ve en la Figura 3.2, el 4rea de un sector barrido es:

dAzr(rdH)’
2
d_A_erd_‘g_@_l_p_@
dt 2 d&t 2m @ m

Si I es constante, significa que % es constante,lo cual corresponde a la segunda ley de
Kepler: el area barrido por unidad de tiempo es siempre igual.
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=

7 rdf

dA = 1r2do

Figura 3.2: Area Barrida por un Cuerpo Orbitando.

La ecuacion de movimiento para r es:

doL JL _ d ) aV] N U4
= — 0 ——|=mi—-mrf-+-—=0.
Qo or 4™ [mr or | TG,
Usando que [ = mr?0 'y f(r) = —%-, esta expresioén puede escribirse como:
2,4 2
mi— L 92=mf—l—=f(r).
mr3 mr3

Como el lagrangiano no depende explicitamente del tiempo, la cantidad &, ecuacion (2.8),

L
debe satisfacer ?jh i)t =0, es decir, A es una constante de movimiento:

En este caso, utilizando py =1 = mr20 y p, = mF, se obtiene:

2
. p; 2
h=9p9+i‘p,—% [—+l—] +V(r),

m  mr?

aqui utilizamos:
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Con estas definiciones obtenemos:

_ (mr*0)? | (m#)?
 2mr? 2m
1

= Emrzéz + %mi’2 + V' (r) = Energia del sistema.

+V(r)

En el capitulo anterior demostramos que, si 2 no depende explicitamente del tiempo, es una
constante de movimiento. Este es precisamente el caso para el lagrangiano de una fuerza
central. A menudo es conveniente demostrar, a partir de las ecuaciones de movimiento, que
se puede obtener una constante. Por ejemplo, para fuerzas centrales tenemos:

L2 dvrn _d I?
= —_— - — | — — V ,
mr mr3 dr dr l 2mr? ")
ya que:
2 d ? .,
—_— = -7
mr3  dr 2m
Asi, se tiene que:
d 2 d
m¥ o [ N+ T2 . g(r)

De igual forma:

i<lmi'2>—mi'g—mﬁ
dr \2 oA

De las dos ultimas ecuaciones se obtiene:

d (1 .2> _ .. dg(r).  dg(r)
— | =mF” ) = mifF = — F=- ,
dr \2 dr dr

donde se ha utilizado la regla de la cadena, de modo que podemos escribir el lado izquierdo
como una derivada respecto al tiempo:

0=% (%mi‘z+g(r)>,
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lo que implica que el término entre paréntesis es constante. Es decir:
12

%mr +g(r)= 2mr +V(r)+2 =F,

mr?

donde E es la energia total del sistema. Esta expresion permite obtener r como una funcién

del tiempo al despejar 7:
2
= 2 E-V - ! .
m 2mr?

Podemos separar variables, escrlblendo \[ => d—\/r_ = dr. Por lo tanto, el tiempo se

t r
z=/ dz:/ dr . (3.2)
Iy ro 2 12
\/; [E—V—

2mr? ]

exXpresa como:

La solucién para r = r(t) se puede obtener invirtiendo esta ecuacion, es decir t = #(r). Para
la coordenada angular 6, utilizamos la expresién [ = p, = mr?6, lo que nos da:

; / do
b=— = Y=L 5 [d=[—"—ua 33
mr? dr mr2 / / mr? 3-3)

Dado que de (3.2) conocemos r = r(t), podemos sustituir esta expresion en (3.3) para obtener
0. Ademas, usando df = —d tydr= \/_ se obtiene:

(3.4)

a(r)—eoz/de_L dr= !

mr? mrz/\/g[E_V_L]
m

. . . 1 .
Haciendo el cambio de variable u = —.se tiene:

du_d -1 _ =) _ 21,
E—ar =—r > du=-r dr——r—z,

lo que permite reescribir la ecuacion (3.4) como:

“
0=00+/ —(—du)
Up m \/2

1

2 lp_py_L2n»
[EVzmu

m

Este cambio de variable es ttil para potenciales centrales de la forma V = ar"*D = qu=("+1),
lo que lleva a:

du

E —au-m+D) — 22
2m

9:00—/
Up \/2m2[

m 2
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Los potenciales que decrecen con el inverso de la distancia son un caso particular, dado por
1

V= _k_ —kr !,
r

es decir, con a = —k y n+ 1 = —1, se obtiene:

2

/“0 sz + 2mku u?

definiendo:

a=2—mE, ﬁ=2—mk, y=-—1.

Estas ecuaciones son de la forma:

p+2yx
arccos

/”‘ dx _9 1
_ =0, — b
w \a+px+yx? VT \Va o

donde la variable g esta dada por:

212
q=ﬁ2—4ay=4m k _4<2mE>( 1

14

_ Am?k? " 14 42mE)
4 4m2 k2

_ (2mk\ [, 2EP
12 mk2 |
De forma similar, la combinacidn lineal en el argumento del arco coseno es:

—(f+2yx) = — [%H( Ht l

2mk[ 2 —2l

12 2mk r

2mk I2
=" |1-—

12 mkr

En la ley de gravitacion de Newton, k = -G my M, donde el subindice g indica masas gravitacionales.
Estas se asumen iguales a las masas inerciales que aparecen en la segunda ley de Newton. Esta igualdad
se conoce como principio de equivalencia, y establece que no es posible distinguir, mediante experimentos
locales, entre un sistema acelerado y un sistema sometido a un campo gravitatorio que produce la misma
aceleracion.
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Sustituyendo estos valores en el valor de la integral, obtenemos:

—(f+2
0 = 6, — arccos —F+2rx)
\Va
2mk 2 1
=0y —arccos| — 3 1-— %
! mkr <2mk> [1 2E12] /
)N e
- . r
!
= 0, —arccos| ———
2EI?
1 + W r()
Dado que la funcién coseno es par, se obtiene:
12
mkr
Cos (9 — 00) = LzElz

De este resultado despejamos %:

| mk 2E ,

Aqui, la constante de integracion de la integral en u se ha absorbe en 6.
En coordenadas polares, la ecuacioén de una cénica es:

1 =C[l+4ecos(@—-06")],
r

donde uno de los focos coincide con el origen. Comparando esta expresion con nuestra

ecuacion, vemos que:
2EI?
e=1/1+—.
mk?

De acuerdo con la geometria cartesiana, se deduce que:

e>1, E>0: Hipérbola,
e=1, E=0: Parabola,
e<1, E<O0: Elipse,
2
e=0, E= _mk= . Circulo.
212

Asi, podemos concluir que las 6rbitas de un cuerpo alrededor del Sol son conicas. En
particular, si una Orbita es cerrada, la conica es un circulo o una elipse con el Sol en uno de
sus focos. Esto corresponde exactamente a la primera ley de Kepler.



3.1

3.1.1

Capitulo 3: Fuerzas Centrales 67

El movimiento en el tiempo en el problema de Kepler

Hasta ahora se ha demostrado que el movimiento de una particula bajo la accién de una
fuerza central inversamente proporcional al cuadrado de la distancia conduce a trayectorias
coOnicas: elipses, parabolas o hipérbolas. Conocemos, por tanto, la ecuacion de la érbita en
forma polar, asi como las constantes del movimiento. Sin embargo, resta aiin un aspecto
esencial: describir el movimiento en funcion del tiempo, es decir, determinar la relacién
entre la posicidn del cuerpo y el instante en que se encuentra en ella.

Ecuacion general del tiempo

En el problema de Kepler, la conservacion del momento angular
I =mr*é, 3.5)

permite expresar el elemento de tiempo diferencial como

2
dt = %d&. (3.6)

La ecuacion de la orbita se conoce como

p

== 3.7
4 1+ecos® 3.7

I ) . . :
donde p = — es el parametro de la cénica y e su excentricidad. Sustituyendo 72 en (3.6), se

m
obtiene la relacion general entre el tiempo y el angulo polar:

2 0 ’
t—ty = L / L (3.8)
I Jo (1+ecos@’)?

Esta integral constituye el punto de partida para analizar el movimiento temporal en las
diferentes clases de Orbitas.

Ejercicios Capitulo 3

P1: Movimiento bajo una fuerza inversa al cuadrado. Una particula de masa m esta
sometida a una fuerza central F(r) = —k/ r2.
a) Demuestre que el movimiento ocurre en un plano.
b) Obtenga la ecuacién de la 6rbita en coordenadas polares.
P2: Potencial efectivo. Para una fuerza F(r) = —k/r”> + f /13, exprese el potencial efectivo
y grafiquelo. Determine las condiciones para la existencia de orbitas circulares estables.
P3: Fuerza armonica central. Considere F(r) = —kr.
a) Deduzca la ecuacion de la orbita.
b) Muestre que el movimiento es eliptico y determine la relacion entre los ejes de la
elipse.
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P4:

P5:

Pé6:

P7:

P8:

P9:

P10:

P11:

P12:

P13:

P14:

P15:

P16:

Orbitas parabélicas e hiperbélicas. Para F(r) = —k/r? con energia positiva, demues-
tre que la trayectoria es una hipérbola. Calcule el angulo de dispersion.

Potenciales de la forma F(r) = —k/r". Demuestre que las drbitas cerradas solo son
posibles paran=2on=—1.

Conservacion del momento angular. Dada una particula con momento angular L,
pruebe que 0 = L/m y use esta relacion para reescribir la ecuacién radial en términos
deu=1/r.

Orbitas elipticas y energia. Para una 6rbita eliptica bajo F(r) = —k/r?, determine la
relacion entre a, e, L y la energia total E.

Perturbacién cuadratica [Avanzado]. Considere V (r) = —k/r +a/r?, con a < 1.
Determine el corrimiento del perihelio por revolucion.

Tercera ley de Kepler. Muestre que el periodo orbital para F = —k/r? es

T =2na>? ﬂ'
k

Potencial efectivo y regiones de movimiento. Grafique V(r) = V (r) +

2

2mr?
Virnn=—k/ryV(r)= %krz. Discuta las regiones de movimiento permitido segtn la
energia total.

Ecuacion general de la orbita. Derive la ecuacion diferencial para u(6):

d?u m 1
—tu= ——F(—),
do? 12 \u

para

y resuélvala para los casos F(r) = —kry F(r) = —k/r?.
k

Precesion del perihelio. Para F(r) = - <1 + % ), determine la precesion del perihe-
r r

lio por revolucion a primer orden en a.

Dispersion por un centro repulsivo. Para F(r) = +k/r?, determine el dngulo de
dispersion en funcion de la energia E y el pardmetro de impacto b.

Relacion entre parametros orbitales. Demuestre que para F = —k/r?,

2EL?

e=1/1+ .
mk?

Condicion de estabilidad de una orbita circular. Para un potencial central V (r),
muestre que la Orbita circular en r = r( es estable si

d*Vy
dr?

ro

Correccion relativista aproximada. Para V (r) = —k/r — f/r? con f < 1, determine
la precesion de la orbita a primer orden en f.
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P17: Potencial atractivo generalizado. Considere V' (r) = —k/r+ %yrz. Estudie la existencia
y estabilidad de orbitas cerradas.

P18: Dispersion de Rutherford. Derive la relacion entre el angulo de dispersion 6 y el
parametro de impacto b para V' (r) = k/r. Obtenga la seccién diferencial de dispersion.

P19: Movimiento con friccion radial. Si una particula se mueve bajo F(r) = —k/r? — ar,
analice como varian el momento angular y la energia en el tiempo.



@. Cuerpo Rigido

Un sistema de N particulas puede tener, como méaximo, 3N grados de libertad. En el
caso de un cuerpo rigido tenemos las ligaduras:

r: =|f;—f)‘=c

1] f 1L 4.1

Para N cuerpos, el primer cuerpo puede tener N — 1 ecuaciones del tipo (4.1), el siguiente
N —2y asi sucesivamente. De tal manera que se tienen

_N(N-1)

N -k
2

~
Il
—_

ligaduras. Sin embargo, para N > 7, se cumple que NV=D 5 3N, y por lo tanto no es

correcto contar unicamente ecuaciones, ya que la mayoria de ellas no son independientes.
Cada cuerpo necesita tres ligaduras para permanecer fijo respecto a un sistema de referencia
que se mueva con el sélido. Lo mismo ocurre con cada uno de los cuerpos que integran el
sOlido, asi que estas ligaduras estin en igual niimero que los posibles grados de libertad,
con respecto al sistema de referencia en el sélido.

Este tipo de restricciones no puede restringir la orientacion del objeto ni el movimiento
del centro de masa. Por lo tanto, en un cuerpo rigido, basta con definir las posiciones de tres
puntos 7}, F5, F3 respecto a un sistema inercial para determinar completamente la orientacion

rip=Cp, rp3=0Cy, r;3=Cps.

El namero de grados de libertad de un cuerpo rigido esta dado por los tres angulos que
pueden cambiar en una rotacion respecto al centro de masa, mas las tres coordenadas de
centro de masa, en total seis grados de libertad.
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Consideremos la orientacion de un sistema de coordenadas respecto a otro sistema de
coordenadas con el mismo origen:

AATD INEPN BN
LLk — 1,7,k

esto puede pasar cuando, un cuerpo rota respecto a un punto dado y se desea ver la orientacion
de unos ejes sobre el cuerpo respecto a los ejes en un sistema inercial. Aqui utilizaremos los
llamados cosenos directores:

cosfy; =11, cosby =77, cosOy;=k’-k

cosfy, =i'-j, cosby =j 1.

Es conveniente denotar la base del sistema como (e, e;,e3) = (7, ], k) y para el sistema

primado como (e{,eé,eg,) = (',j’, k"), entonces los cosenos directores se definen como:

—ol.
cosf;; =e; -e;.

A A

Podemos escribir a i’ como una combinacion lineal de 7, j, k, donde los cos 0; j corresponden
a las componentes. Es decir, si:

i = ai+ pi+rk,

entonces, multiplicando por el elemento de la base sobre el que deseamos proyectar, obtene-
mos:

" i=(ai+pi+yk)-i=ai-i+04+0=a =cosb,,.

i
De igual forma, se obtiene i’ -j = = cos §,,. Este procedimiento, se generaliza para encontrar
las bases en el sistema primado, de manera que:

?’ =cos 0,1+ cos 0,/ +cos O3k,

/

J' =c0s 0,14 cos 0,7+ cos O3k,

k" =cos 05,7+ cos 03,7 +cos O55k.

La diferencia entre las posiciones de dos puntos es igual en todos los sistemas coordenados.
En Matematicas, esto se conoce como un objeto geométrico; en Fisica, se denomina un
invariante, y en este caso en particular, un invariante de Galileo. Si consideramos la diferencia
entre el origen y la posicién de un punto, esta distancia no cambia bajo rotaciones alrededor
de este origen. Por lo tanto, el vector posicion serd igual en ambos sistemas coordenados:

= xi+yj+zk =x"1"+ Y} + 2k’

it

multiplicando 7 por i/, se obtiene:
A =xt iyt 2kt =X +0+0
=X

A~
1

NNl

cosf; +ycosf ,+zcosb;=x".
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Este procedimiento permite encontrar las componentes de los vectores en el sistema primado.
De forma similar, se obtienen y’ y z':

= €080, x+ 080,y +co0s0y32,

= 0805, x+cos 03,y +cosbs3z.

Para muchas aplicaciones resulta util escribir este resultado en términos matriciales. Si
definimos la matriz de rotacién R como:

cosfy; cosf, cosbz
R =]|cos0,; cosby, cosb,; |,
cosfs; cosbs3, cosbss

entonces las componentes del vector posicidn y las bases transforman de manera idéntica:

~

/

~

=R

N < %
N < X
<
;\7)&2 ~>
I
v
O~ ~»

Esto también se cumple para otros vectores que se obtienen del vector posicion, ya sean
derivadas, como la velocidad y la aceleracion, o productos de cantidades escalares con estos
vectores, por ejemplo, el momento lineal o el flujo de carga. Diremos que las componentes
contravariantes de un vector transforman de la misma forma que las coordenadas. Si un
vector dado

G=G,i+ Gy]+ Gk,
representa una cantidad Fisica y es la misma en cualquier sistema de referencia, es decir, es
un objeto geométrico, debe satisfacer que:

G'=Gli'+Glj' +Glk' =G,i+Gi+G,i=G.
Sin embargo, aunque las componentes y las bases si rotan, G permanece invariante,
G'=RG, e’ =Re,

donde e es la base. En tres dimensiones, la métrica es la identidad (para espacios planos),
aunque en general estas propiedades dependen de la métrica g;;

8ij = el.’-e; = 5,~j.
Operaciones Algebraicas en Notacion Indicial

En muchas aplicaciones en Fisica Tedrica, resulta muy util expresar productos matri-
ciales y, en general, tensoriales en términos de indices. Para comprender esta notacidn,
consideremos el producto de un vector de dos componentes por una matriz,

/
<011 ap <x1 _ (X _ [anux1t+apx;
=("1)= _
ayp axpn)\x X, a1 X1 +axx,
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Esto es equivalente a:

2
I — —
X, =apx;tapx; = Zaljxj.
j=1
De igual forma,
2
I — —
Xy =ay Xt ayx; = Zazjxj.
J=1
Por lo tanto,
2 2
x! = Za X x) = Za X
1= 17 27 2j7)
j=1 j=1

lo que se puede resumir como

-
x; = Zai~xj.

J=1

Propiedades de las Matrices

En esta Seccidn, resulta conveniente introducir la convencion de suma de Einstein: Si
hay dos indices repetidos, entonces hay una suma sobre ellos. Por ejemplo:

2 _ —
I. le.—Zx,-xi:xixi,
i
! __ —
J

Supongamos que el vector posicion se transforma por la matriz B, es decir, 7/ = BF. Si
escribimos este producto en términos de las componentes de la matriz B, es decir b;;, y de
las componentes del vector x;, obtenemos:

ij°

"
X, = by;x;.

Si después multiplicamos nuevamente el vector 7’ por medio de una matriz A, es decir,
7" = AF', con componentes g;;, se obtiene:

" _ / _ _
X, =agx, = al-kbijj =¢ijXjs

donde ¢;; = a;;by ;. La matriz resultante es el producto matricial de las dos matrices:

cij = ayby; = Z ajcby;-
k
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Este resultado es bien conocido en la forma matricial C = AB.

Aqui estableceremos otra convencion importante: para promover una expresion escrita
en términos de las componentes de las matrices, con los indices explicitos, a un producto
matricial, los indices deben ser consecutivos.

Veamos el caso de 2 matrices 2 X 2:

A= <C’11 012> B= <b11 b12>.
ay axp by, by
Al multiplicarlas, se obtiene:

C=AB= [allbll +apby 011b12+012bzzl

ay1byy+ayby  ay by +axby
2 2
D allkbkll Dkt allkbk22

‘=a;. b, ..
2 2 ikZkj
Zkzl aybyy Zkzl Ao

2 1 2 2

Multiplicaciéon de un Ndmero Arbitrario de Matrices

Sea A, B, C matrices nX n con elementos a;;, b;;, ¢; e Entonces, el producto:

ij> Jij>

donde el elemento i/ de (ABC);; esta dado por:
(ABC)II = Z aijbjkckl.

jk

De forma general, para N matrices A, B, ..., D

%,—/

Todos los indices contraidos (se suman sobre ellos)

Transformaciones Ortogonales

Bajo rotaciones, la magnitud de un vector permanece invariante. Si representamos esta
rotacion por medio del producto matricial:

xl.’ =a;;x,
el cuadrado de la magnitud debe ser igual en ambos sistemas de coordenadas:
x/x! = x;x; = xX,
donde los indices son mudos. Remplazando xl.’ = g;;x; en esta expresion obtenemos:

’..!
XX, =(a; X )0 apXy) = Qa5 X X
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Imponiendo la condicion de invarianza x l’ xl.’ = X, X}, S€ tiene que:

o
X;X; =a;;aq,

kxjxk =X X = xjéjkxk
(D )

comparando (1) y (2),

implica que:

T

Ojk = a;;a; = ajrl.aik :=a a=1 En notacién matricial.

Una matriz que satisface esta condicion, es decir, al’a =1 se denomina ortogonal.
Un ejemplo bien conocido de esta tipo de matrices es la que representa una rotacion de
un angulo ¢ alrededor del eje z. Esto se consigue definiendo:

cosf; =cos¢p =cosb,,, cosbj,=sen¢, cosh, =—senp, cosby;=1
y las demas componentes iguales a cero. Esta eleccion es equivalente a definir:
Op=9¢—n/2, Oy =¢+x/2, 0353=0, 0;;=0,=¢

y los restantes 6, =T /2, entonces:

/
X, cos¢p seng O})fx,
xy|=|—seng cosp Offx, |-
/
X3 0 0 I)N\x3

Hay dos formas de interpretar la rotacion: Asumiendo que son las bases las que rotan,
como lo hicimos anteriormente, o considerando que es el vector el que rota, esta se llama
transformacion activa.

Matrices Ortogonales dejan Invariante el Producto Punto

Las matrices ortogonales no sélo dejan invariante la magnitud de un vector, sino que
también dejan invariante los angulos entre dos vectores, o lo que es igual, dejan invariante
el producto escalar:

2/ =/

xy — x'-y.
Un producto punto puede escribirse como el producto matricial de:

Y1

=T y
X y=<x1,x2,...,xn) :2 =x1y1+---+xnyn,

In
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donde X7 es una matriz fila y ¥ es una matriz columna. Esta representacién del producto
escalar es muy conveniente para ver lo que sucede cuando estos vectores transforman a otro
sistema de referencia.

Si los dos vectores transforman con una matriz ortogonal A, es decir X’ = AXy y' = Ay,
entonces su producto escalar en el sistema primado estard dado por:

)—el.)—;/:)—CNT;/:(A)—C*)T(Ay)zaTATAj;:)—éT)—;, si ATA=1].
Este analisis se puede hacer de forma totalmente equivalente utilizando indices:
o _ — T — —
X[y, = (a,-jxj)(a,-kyk) = X;jQ;;0; Y = X050 Yy = xjéjkyk =Xy

Esta forma de manipular expresiones es muy util para el calculo tensorial, como veremos
después.

Invarianza de la Métrica

Supongamos que bajo una transformacion ortogonal R, las bases transforman de la forma
e’ = Re o de forma equivalente e = )’ j Rije;. Podemos ver que la cantidad

!
gij=¢€ ¢

mejor conocida como la métrica, es una cantidad invariante bajo transformaciones ortogona-

les
/ / /
g=el-el =Y Ryer- Y Rye; = > RyRj e-e
k ] ko1 ~——
Ok1
T
= Z RikRjk = Z RikRkj = 5ij =&ij-

k k

Recordando que R;; = cos0,;, entonces:

ZRiksz =6 = ZcosﬁikcosTij = Zcos&ikcosejk = ;.
k k k

Transformaciéon de un Tensor Bajo un Cambio de Coordenadas
Un vector transforma de la forma
X, =da;; X
[ Y

Podemos tener objetos matematicos que transforman de igual manera Vl.’ =a;;V;. Enun

producto de estos objetos, cada factor transforma de forma independiente. Consideremos el
producto tensorial de tres vectores:

! n/ ! __ —
AleCn = aliAiaijjanka = al,-amjankAiBjCk.
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Este resultado se puede generalizar para un objeto matematico con tres indices:

[
]-'[mn_alia ]—;jk

mj Ak
De hecho se puede generalizar para objetos con un nimero arbitrario » de indices:

I
Tlm---n =4a;iGpyj ankTij---k'
Cada indice transforma con un a. Un objeto con » indices, se denomina un tensor de rango .
Un ejemplo muy ttil, es el caso de una matriz que corresponde a un tensor de rango 2,
sea B = b;; las componentes de una matriz cuyos indices transforman con la matriz A = g;;,
entonces:

Es decir, recuperamos la forma bien conocida de como transforma una matriz. En esta
expresion, el simbolo ":=" no significa igualdad, debe leerse como una equivalencia.

Determinantes

Los determinantes son esenciales para el estudio de algunas propiedades de las matrices
ortogonales. Una propiedad importante es que el determinante de un producto es el producto
de los determinantes,

det|AB| = (det A) x (det B).

Otra propiedad util es que el determinante de una matriz es igual al determinante de su

matriz transpuesta,
det AT = det A.

Con el tensor de Levi-Civita se puede dar la expresion mas general para el determinante de
una matriz en n dimensiones:

detA=e¢; ; ay; as;, .-y -

ap app
. a1 42
determinante esta dado por:

Por ejemplo, si A = ( ) una matriz 2 X 2, de acuerdo con la formula anterior, su
detA=g¢;;, ay;, ay,
0 1 -1 0
= €11 Q11 a1 +€15 a1y Gy +E5) Ay Ay €5 Ay ax
=lay app—ayp ayl,

que corresponde a la expresion usual del determinante. Otra expresion util para manipular
expresiones matematicas es:

det A = 1

—€ a a ...a € .
n! HiHo---Hp " H1VI T H2V2 HpVn “V1V2-- -V

Esta expresion la utilizaremos cuando hablemos de vectores polares.
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Producto Cruz

Se puede definir el producto cruz como una funcién que asigna a dos vectores en R> un
vector adicional en R3, es decir
RPQR? — R>.

Si se impone la condicién de que sea antisimétrico, s6lo hay una posibilidad:
(XXY); = €% Vk-

Esta definicion corresponde a la definicion tradicional de producto cruz.

A

i ]k
X; Xy X3| = (xy3 = X3)T+(x3y; — X1 ¥3)] + (X1 ¥, — X 11 )k.
yi 2 »3

Por ejemplo, consideremos la primera componente

(x Xy)l = eljkxjyk = €123X2)3 +€132X3y2 +0+...= XoY3 —X3)).

Aqui, los términos indicados por puntos suspensivos corresponden a aquellos con indices
repetidos, que son nulos, por ejemplo, €;;3 =0, y se utiliza la propiedad €13, = —€153 = —1.

4.2 Angulos de Euler

Figura 4.1: Angulos de Euler.

La aplicacién sucesiva de matrices ortogonales produce una matriz ortogonal. Es decir,
si Ay B son ortogonales, entonces C = A B también es ortogonal. En efecto, se tiene que:

CCT = AB(AB)! = ABBT AT = AAT =1,

y por induccidn, esto es valido para un producto arbitrario de matrices ortogonales.
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Este resultado implica que el producto de varias matrices de rotacion representa, en si
mismo, una rotacién. En tres dimensiones, demostraremos que la aplicacion sucesiva de
varias rotaciones sobre un origen dado es equivalente a una Gnica rotacion respecto a un eje.

Un resultado igualmente importante, es que una rotacidn arbitraria se puede escribir
mediante tres rotaciones alrededor de ejes no paralelos. Euler uso tres rotaciones B, C, D,
que resultan muy convenientes para analizar el movimiento de gir6scopos. Denotaremos
como A el producto de las tres matrices correspondientes A = BC D

[ cos ¢ seng O
D=|—-sen¢ cos¢p 0] Rotacion alrededor del eje z
0 0 1

1 0 0
C=|0 cosf senf| Rotacion alrededor del eje x
0 —senf cosé

cosy seny O
B=|-seny cosy 0| Rotacién alrededor de un eje z’.
0 0 1

4.3 Teorema de Euler

El desplazamiento de un cuerpo rigido con uno de sus puntos fijo, es una rotacion
respecto a un eje.
El teorema es equivalente a decir que hay un vector o, alineado con el eje de rotacion, que
bajo la rotacion general A no cambia, es decir,

v =A0=0. (%)

Esta ecuacion de autovalores A donde uno de ellos es igual a 1. Una matriz A de dimensién
3% 3 tiene 3 eigenvalores y 3 eigenvectores

A.;ék == A/k)_é (*)
En nuestro caso debe haber un 4, = 1 para que se satisfaga (). A nivel de componentes
al-j(xk)j = ﬂk(xk)i.

En nuestro caso tenemos tres autovectores {x;,x,,x3} con componentes (x;);. Con los tres
autovectores y sus componentes es posible definir una matriz X con componentes
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utilizando esta definicion en la ecuacion de autovalores obtenemos
;X = MXij = X0 Ay = X6 Ay

Aqui los indices son consecutivos por tanto podemos promover esta ecuacion a una ecuacion
matricial

AX =X,
donde la matriz A es diagonal
Ap 00
ﬂ = 0 /12 0 = jkik'
0 0 A

De esta expresion podemos despejar 4 multiplicando por X !
X 1AX = A

Este resultado lo conocemos bien del Algebra Lineal. Alli construiamos X con los autovec-
tores de A. Para probar el teorema de Euler consideremos la identidad

(A-DAT = AAT — AT =1- 4T,
Tomando el determinante a ambos lados
det(A—T)det(AT) = det(1—AT).
Para matrices ortogonales propias det(A”) =1 entonces
det(A—1)=det(1-A")

pero
det(1—AT) = det(1—-A")" =det (17 = ATT) = det(1 — A).

asi obtenemos
det(A—1)=det(1—A). “4.2)

Vemos que la diferencia entre los dos determinantes es un factor —1 en las matrices. ;Como
cambia el determinante de una matriz cuando la multiplicamos por un nimero?. Considere-
mos por facilidad el caso de una matriz diagonal

A
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Es importante tener claro que si la matriz es diagonalizable el determinante es el producto de
los autovalores, det B = A 4, --- 4, asi nuestro anélisis aplicara para esta clase de operadores.
Si multiplicamos B por un —1 el determinante estard dado por

det(=B) = (=A)(=Ay) -+ (=4,) = (=1)"A Ay -+ 4, = (=1)" det B.

es decir
det(—B) = (—1)"det B.
En nuestro caso n = 3 y habra un factor —1. Aplicando este resultado a la ecuacion (4.2)
tenemos
det|A—T| =det(1—-A)
= det[-(A—1)]
=(=1)’det(A-1).

Es decir

det(A—T)=—-det(A—-1) = det(A—-1)+det(A-1)=0,
de esto tenemos det(A—1) =0.

Si comparamos con la ecuacidn para los valores propios
det |A - Akl = O,

la expresion anterior significa que, existe un 4, =1 tal que det(A — 1) =0, es decir, existe
un eigenvector U = (X,) tal que AU = vy respecto a este vector se hace la rotacion, ya que el
determinante de la matriz inversa es el inverso del determinante de la matriz, es decir

det(AA™!) =det()=1 = det(A)det(A™") =1,
1
"~ det(A)

, es decir, det(A"l)

De esta propiedad tenemos que sidet(A) =1 = det (A_l) = 1. Estos resultados nos permiten
decir que para una matriz ortogonal de dimensién 3x3 con determinante 1 el producto de
los tres autovalores debe ser 1, es decir,

det(A) = det (X AX 1) = (detX)(det A)(det X T) =det A = A Ay A; = 1.
——
A

si uno de los autovalores es 1, por ejemplo A3 = 1 entonces el producto de los dos autovalores
restantes debe ser 1

= det(A)=1= 4,4,
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Para A real, en la ecuacion de autovalores det(A— ﬂkﬂ) =0, st 4; es una solucion el
autovalor conjugado A, también es una solucién

det(A—4,1) =0
conjungando en ambos lados, det(A* — A ) =0*
yaque A esreal, det(A— A1 ) =0.

De este resultado podemos concluir que, si 4; es un eigenvalor, entonces es segundo ei-
genvalor debe ser su conjugado, es decir, 4, = /lT, y ademas el producto debe ser igual a
1

LAE= |4 =1,
Hemos demostrado este resultado para el caso de matrices de dimension 3, sin embargo esto
es valido en general. Consideremos el producto de dos eigenvectores
5/ . 17,* — UITU/* — (AU)T(AU)*
=0T AT A*v*, pero A*=A
=vl ATA v =0"0v* =07

——
1

Es decir - 0* es invariante. En esta misma expresion podemos tener en cuenta que v €s un
eigenvector entonces

- - 2 - - - o
0" 0" = (Av)T (Av)* = (o) (Ao)* = LT Aot = L aio vt = | 700 =0 0.
Teniendo en cuenta que 7’ - 5"* = - 5* demostramos nuestro resultado
2
[A]™ =1,
que es valido para cualquier matriz ortogonal de dimensién arbitraria.

Trazas
La traza de una matriz se define como la suma de elementos en la diagonal Tr A =
2iAi
Tr[AB] = Tr[BA]
Tr[AB]= ) (AB), = ) (A;;B;)
i ij

- ZJ: <ZBJ.,.A,.J.> = Z(BA)J-J-

J
= Tr[ BA].
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Traza es invariante bajo transformaciones del tipo A — X AX ™!

Tr[XAX '] =Tr[(AX ") X]
=Tr[A(X7'X)] = Tr[Al

Si elegimos un sistema de coordenadas en el que el eje z coincida con el eje de rotacion,

entonces

cos® sen® O
A'=|—-sen® cos® 0.
0 0 1

En este sistema de referencia
Tr [A’] =1+2cos®.

Si A’ tiene como valores propios 4, ﬂ’f y1
4

A=xl |x,
1

la traza

Tr[A'] = Tr[XAX '] = Tr[4]
=M +A]+1=1+2cos®
A+ 4] =2cos @.

Es facil ver que si

10]
)«1 =e’ .

se consigue el mismo valor para la traza

A+ /1>1k =P 4 o71®

=cos®+isen®; +cos® —isen® =2cos D.

De estas propiedades también tenemos que si A = BC D, es decir, las tres matrices para las

rotaciones que definen los 4ngulos de Euler, entonces

CWC¢—C'05¢SW CWS¢+C0C¢SW SI/ISH
A=|=8,C5—CoSpCy  —SySpTCoCyCy  CySp |-
S0S¢ —Secd) Co
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En esta representacion la traza de A es

TrA=cycp—cpsysy, — 5,5+ Cocpcy, +Co “4.4)
=(CyCp—SySp) +Cgleyey, —sgs, 1+ ¢y 4.5)
=cos(y + ¢)+cosO[cos(¢p+w)]+cosb (4.6)
=(1+cosB)cos(y+¢)+cosh “4.7)

1
- %ws(wwn(wcow)—l 4.8)
—20052<g>cos(w+¢)+2cosz<§>—1 4.9)
=2cosz<g>[cos(w+¢)+l]—1 (4.10)
— 4cos <g>cosz Wy, @.11)

De otro lado tenemos

1+2cos®=1+1+2cos®—-1 (4.12)
:2(1+cos¢)—1:4cosz<§>—l, (33%)

comparando la ecuacién (4.4) y la ecuacion (4.12) tenemos

COS2 <g>COS2 <WT+¢> = 0082 <%> .

Sacando la raiz y escogiendo el signo de tal forma que ambos lados sean iguales en el limite
® -0y (¢, v, 6) - 0 obtenemos

on (2o (25¢) e (2).

Rotaciones Infinitesimales

Cuando deseamos obtener expresiones para las velocidades angulares las rotaciones
infinitesimales resultan muy utiles, estas rotaciones se definen como pequeias variaciones
del vector posicion, o en general de cualquier vector, respecto a una configuracion inicial,
imponiendo que la magnitud del vector debe ser invariante Si xl.’ =x;+¢€;x;cone; K1
(€ jnoes el tensor de Levi-Civita). Escribiendo  x; = x i6ij =

! __ —
X; = xjél-j +e€x; = (6,-j +€,-j)xj.
A partir de esta definicidon para las rotaciones infinitesimales podemos obtener algunas
propiedades, por ejemplo, dos transformaciones infinitesimales conmutan

(1 +€1)(1 +€2))_C) = (1 +€1 +€2))_C) = (1 +€2)(1 +€1)5C).
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El inverso de (1+¢;) es (1 —¢€y)
(I +e)(I—ePX = (1+ef—ef+O()x = (1+O(e?)X = X.
SiA=14+ey AT =1T 4T =14¢T
AAT =1=(+e)(1+el)=1+e+e’ +OE?) = 1.
Para que esto se cumpla e +e! =0
ij = "¢ ij = i

Los angulos de Euler son

cos¢p seng 0O 4= do 1 d¢ O 0 do¢ O
D=|-sen¢ cos¢p O] ~ "|-dp 1 Of=T+|-d¢p O O}
0 0 1 0 0 1 0 0 0

Procediendo de forma similar para la rotaciéon C

(10 0 |,_4[1 0 O
C=|0 <cosf senf| ~ |0 1 do
0 —senf cos6 0 —do 1
1 00 0O O 0
~|0 1 Of+]0 O do|
0 01 0 —-do O

La forma de la matriz B corresponde a una rotacién alrededor de un eje z,

0 dy O
B=1+|-dy 0 0]
0 0 O
El producto de las tres matrices es
0 dp+dy O
A=BCD=1+|—-(d¢+dy) 0 de |.
0 —do 0

El cambio en un vector debido a una rotacion infinitesimal en el sentido de las manecillas
del reloj se muestra en la Figura 4.2

=ON+NV+VO,
en esta expresion ON = (ii-P)i y ON = (F-i)ii = | |cos€n Donde 0 es el dngulo entre

7y . De la figura NV debe ser proporcional a NP=F-ON =F- (r-F)i. Sabemos que
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Figura 4.2: Incremento en el Vector Posicidén debido a una Rotacion Infinitesimal en el
Sentido de las Manecillas del Reloj.

INP| = |[NO| y que la magnitud de || NV|| = || NO||cos® = || N P||cos D, asi | NV|| =
||F — (7 - F)ri|| cos @. El vector que da la magnitud correcta y la direccién es:

NV = [F— (1 - F)n] cos D.

Solo nos falta V' Q. Sabemos que V Q estd en la misma direccion 7 X 7, pero tienen magnitudes

diferentes. La magnitud de ||Fx || = ||F||||7]| sen@ es el radio de la circunferencia. Asi
IFx x| = || NQ||. La magnitud de ||V Q|| es || NQ||sen® = ||F X #|| sen®. El vector que

tiene la misma direccidn y magnitud es:
VO = (7)( r_i) sen®.

Juntando los tres resultados obtenemos

FF=ON+NV+VQ
= (-F) i+ [F—7 (- F)] cos®+ (Fx7i) sen ®. (4.13)

Esta expresion puede reescribirse como

Fl=F—(F=(i-F) i)+ [F—7i (ii-F)| cos®+ (Fx 7i) sen ® (4.14)
=7+ [ (i-F) =7 1| (1 - cos @) + (Fx 1) sen ® (4.15)
=F+nx(1XF)(1—cos®)+ (Fxii) send. (4.16)

Vector de Velocidad Angular

Si un cuerpo gira alrededor de un eje 7 definimos el vector

-

w = i,
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donde w es la velocidad angular. Para una matriz de rotacion

_cost senQ, 0

A, =[-senQ, cosQ, 0
0 0 1
(1 Q, 0 0 Q, 0
rl-Q, 1 0|=1+(-Q, 0 O
0 0 1 0 0 O
De igual forma
0 0 0
A =1+(0 0 Q
0 -Q, 0
[0 0 -Q
A,=1+] 0 0 O
+Q, 0 0

SiQ,, Q,, Q son pequeiias, suponiendo que son infinitesimales, las rotaciones permutan
entre si de tal forma que

T+e=A, A A, =T +e)(T+e)(T+e,).

En estas expresiones

0 0 0 0 0 —do, 0 0 0
e=[0 0 do| e=[0 0 0} e=[0 0 d
0 —dQ, 0 dQ, 0 0 0 —dQ, 0

Multiplicando y conservando términos lineales en e obtenemos

T+e=T+e+e,+e,
0 dQ; —-dQ,
=1+ |—dQ; 0 dQ,
dQ, —dQ, 0
En esta ultima expresion hicimos el remplazo x, y, z — 1, 2, 3. Definiendo el diferencial de
la velocidad angular como

dQ = dQ, 7+ dQyj+ dQ; k.

La velocidad angular estara dada por

Q <dQ1 dQ, dQ3>

dr -\ dr O dr 0 dr
= Qi+ Q] +Q;k.
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Ya vimos anteriormente que para los angulos de Euler

0 dp+dy 0
A=T+|-dp+dy) 0  do
0 —do 0

dQ = doi+ 07+ (dgp + dy)k

X' =AX=(1+e)X

0 dQ3 —dgz X1

= 1] + —dQ3 0 dQl x2
dgz —dQI O X3

X, =X +X2d93 —X3d92 =Xq +dx1

/
1
Xé =Xy — deQ3 +X3d91 =Xy +dx2

!/

x3 = X3 + degz - x2d91 = X3 +dX3
dxl = X2dQ3 - Xsdgz
de = X3dQI - xldQ3 (*)
dX3 = degz - deQ]

Esto se puede escribir de forma compacta como:

ik
d;::?XdQ: X1 X9 X3 = %
dQ, dQ, dQ,

= (deQ3 - X3d92)i+ (X3dQI - xldQ3)f+ (degz - X2dgl)]}

A pesar de que se puede escribir como un vector, dQ = dQ,7+dQ,j+dQ;k es un vector
polar. La tnica forma en que dQ’ no genera inconsistencias es que dQ’ = dQ. Es lo que
llamamos un vector polar. Es importante recordar que d€2 se defini6 como elementos de una
matriz, es decir

dr=rxdQ=: ¢;;;x;dQ;
= x; [€eijd]
€ij «d€2, es una matriz con dos indices i, j

Fila Columna
1 2 €123dQy = dQ,
1 3 €13,dQy = —dQ,
2 3 €531 A2y = +d€,;
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con estos elementos podemos saber como es la matriz, ya que ¢;;,d€2; es antisimétrica.
Si M es antisimétrica, entonces

M;;=—-M; asiqueparai=j
los elementos de la diagonal son cero. Basta con determinar los elementos a un lado de la
diagonal porque los otros se obtienen por transposicion

ij
0 dQ; -d9,
dQ, -dQ, 0

ij

esta matriz la habiamos llamado anteriormente ¢;; (no confundir con el Levi-Civita de dos
dimensiones)
X =1+e)x

Vectores Polares

Supongamos que bajo una transformacion del sistema las coordenadas transforman con
una matriz B de tal forma que X’ = BX . En un tensor debemos transformar cada indice

Mij = €ijkd'Q'k - Mi,j = BilBjnelndek
T
= By (€1, d) B, ;
L 1
€in
=: BeBT = e,-jrer’.

En esta Seccidn vamos a demostrar que:

dQ dQ,
dQ) | = Bl d, |
Q! dQ,

Si B es ortogonal con determinante 1. Si se demuestra Ec. (4.4), el tensor d€2;, serd como
un vector de rango 1 para toda matriz B con determinante 1. De la expresion

M, = B; Bj €, dQ.

kr—rm

Podemos reescribir dQ, = 6,,,dQ,, = B! B,, dQ, . Remplazando esto en Ml.’j
5km
M[lj = BilBjnelnkBrk Brmde
e — |
M

(1) = elnkBilBjnBrk'
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Si (ijr) = (123) la expresion (1) corresponde a det B. Si (ijr) es otra combinacion, por
ejemplo (213), se deben reorganizar los tres factores B;; B;, B, para que ijr— 1,2,3, en
ese caso el /nk ya no queda ordenado y hay que permutar los indices de ¢;,,;. En resumen
tenemos la identidad.

€1nk Byt Bjy By =det Be

Remplazando = (1) en Al’.j obtenemos

ijre

M!

1j=

det Be¢;;, B,,,dQ, = (det B)e
——
Q!

’ ’

Esta expresion demuestra que la transformacion de un tensor, con la forma de M;; es
equivalente a transformar un vector dQ; — dQ/ = B,,dQ,, si detB = 1. Por ejemplo, la
-1
inversion B = -1 , tiene determinante (—1)> = —1 y es un ejemplo de una
-1
transformacion ortogonal con determinante —1.

Rotaciones de Vectores

La formula (4.13) se obtuvo para rotaciones en el mismo sentido de las manecillas del
reloj. La ecuacidn correspondiente para rotaciones en sentido contrario esta dada por

F' =Fcos®@+17i (7ii-F) (1 —cos @) — (Fx 1) sen @
=F+ 1 X (1XF)(1 —cos®@) + (i X F) sen . (4.17)
a primer orden

Serie de Taylor del coseno

~0+0((@%)
cos®~ 1 aprimerordeny sen® =~ ®.Si ® = dP
PP+ (HXF) dD

de esto vemos que
P =F+dF =F+ (1 xF)dD = —(F x 1n)dD
recordemos que d7 = ¥ x dQ para rotaciones positivas.

dx;

l— — —
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Si hacemos

j = —€Uknkdq) = €ij

con My = (—€;;1)

00 0
Mlz(_eljl):_ell]: O 0 _1
0 1 0|
[0 0 1]
Mz ( €ij2) = +€12J O 0 O
-1 0 0]
0 -1 0
M3:_€ij3:1 0 O
0 0 0
[0 0 oflo o 1] [0 0 O]
M M,=|0 0 -1l 0 0 0|=[1 0 O
01 of[-1 00| [00 0]
[0 0 1]lo o o] [o 1 0]
M,M; =0 0 00 0 -1|=[0 0 O
-1 0 0ffo 1 0] |0 0 0]

0 0
M1M2—M2M1=[M1,M2]=|:1 0 O
0 0 O

[M, M,] = M;

en general tendremos [M;, M j] =€, M,

Derivada de un Vector
Definimos un vector como un objeto fisico invariante bajo rotaciones, es decir,

— 5 — T A Al
G = Giel- = GiRinjkek = GJeJ

donde
GR[=R;G;=G' y & =Rye
dG’ de’
dG J A~ y J
A (W e A 4.18
a a9 i (4.18)
Pero
deé’
iod. . .d
E=5Rﬂei=elaRﬂ. (4.19)

En esta expresion es necesario conocer la derivada de la matriz de rotacion.



4.6.1

Q2 Mecdnica Cldsica - Notas de clase

Derivada de las componentes de un vector
De la expresion (4.17) obtenemos

=/

F =F+nx#AxF)(1—cosQ)+ (iXF)senQ.

Aqui asumimos la interpretacion pasiva de las transformaciones, que coincide con la conven-
cion para los angulos de Euler. En este caso, rotan las bases y el punto fisico es invariante.
Esto genera un signo menos respecto al dngulo de rotacidn, y por lo tanto coincide con las
expresiones (4.16) que se obtuvieron rotando en sentido contrario a las manecillas del reloj.
Podemos obtener de esta relacidn la la expresion correspondiente con indices explicitos

x; =R;;x; = (51-1- + €kt M€ M (1 — COSQ) + €51 senQ) xX; = R;x;.
La derivada de la matriz de rotacidn es
de-j
dr

De esta expresion tenemos

=+ <€ik1nk€lmjl’lm SenQ+€ikjf’lk COSQ) Q.

d-x; dxi dRij dxi .

. . . dR;
Si asumimos Q = wt, con w constante, en el limite r — 0 TU = cos (0)e; jony = €.
Obtenemos

/

-

lim— = R (0)%+€ n, WX ‘—d—x+67)><55
~0 dr 4 dr TR T gy ’

donde @ = wn
La segunda derivada de la base respecto al tiempo es

_ J 7 ij
a2 _R,-j ) +2 7 + ) Xj. (4.20)

Sélo nos queda por calcular la segunda derivada de la matriz de rotacién , es decir,

d’R;;
J ..
dr2 :(GiklnkﬁmjnmsenQ+€,~kjnkcosQ)Q
+ (€141 M€l COSQ— €41 SEN Q) 032
SiQ=owt,
2
d Rl‘j _ ( o Q) )
dtz = eik/nkelmjnmcos €l~kjnk sen w”.
Enel limitert - 0
. dzRij 5
lim = €k M€ j Ny @

1—»0 df2
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Remplazando este resultado en (4.20)
lim dx’ =R;;(0 )dzx +2€; nkwdx. € M€y My DX ;
-0 dr2 i ikj dr i mj’tm J
£+2 xd—x+w><(w><x) (4.21)

dr?

dr

4.6.2

Derivada de un vector como objeto geométrico

Podemos obtener este resultado para un vector arbitrario G = G;e;. Para esto necesitamos
conocer la derivada de las bases respecto al tiempo en el limite cuando t — 0 y Q = wt, es
decir,

dej _d
)lcl_l;r(l)a =elaRﬂ —€jk1a)kel. (422)
Podemos utilizar este resultado para obtener
ldé\J, / d / /
)lcl_I;I})GJE :GJ(O)ela jl G (0) kla)kel _—elelkja)ij(O):—el(CUXG (0))[
Reemplazando en (4.18) obtenemos
dG’ dG’
dG N dQ AN i\ a1 N A
i < m >e - <EXG )kek = (?>ej— (a)XG )kek.
O de forma equivalente
dG’ A’ dG de R R
lim ——-¢ = ( < ) +(0xG'(0)),¢ <?> ¢, +(wxG(0));¢;. (4.23)
De forma similar podemos obtener la derivada segunda de un objeto fisico
226G d¢Ge; 2 T
T T |G, R] R, e} (4.24)
_ & [(RixGy) ]| = & (Gle!) (4.25)
ez W\RTRI R g A '
d | dG] de/
“a [ TR (420
2 5 25
P o ST 4.27)
d2 ' dr dr T dr? '
De forma similar
d2 5!
)lcl_r)l’(l)G’ 2 G (0)€ i€ miim w*é;

=8,€,1 O elkjka 0)=é-(wx(wXG'(0))).
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Para @ constante alrededor de un eje z, donde G’ = R, (G parat =0 (podemos elegir el
origen de coordenadas en el 7 de interés)

G;(O) =

d’G; d>G’ ac’
J _ —l A/_ - il
( dr ) ej_( dr > ¢ 2<a)>< dr )

Teniendo en Cuenta (4.23)

d’G/ d’G,; aG
1 Al ./ A - -

__ i I — 42 i

( 2 >t_0el ( 2 >t_0ej+ <a)><<dt +a)><G>>
d’G, Kz

—_ J A Ed

_< 1 > Oej+2<a)><<—dt>>
1=

Que se puede comparar con la relacion correspondiente en el Goldstein [Gol80]

d’G, d°G, . dG, L.
2l oX ” +[a)><(a)><G,)].
Alli deducen heuristicamente ésta relacion para V= % partiendo de la relacion
(£) = () +ex
dr/s \dt ’

donde el subindice s es s por space'y el sublndlce r por el sistema de referencia en rotacion.
De esta forma si V V +OXF

ey 2| +*><I7
a ) " || T

i

y asi

dr? dr?

( > +a)><V+a)><(a)><r)

2m(ewXV,)

De la segunda ley de Newton tenemos
F=md,=m [a,+2m(a)>< 17,) + ma X (@x?)] .
La aceleracion en el sistema que rota y por lo tanto la fuerza efectiva en ese sistema de
referencia es

F,pp=ma,=F =2m(oXV,) —mdx (&XF).
El segundo término en el lado derecho es la fuerza Coriolis y el altimo término es la
aceleracion centripeta.



Capitulo 4: Cuerpo Rigido 95

4.7 Velocidad Angular en un Cuerpo Rigido

En el Primer Capitulo vimos que

1
T = EMU?m +T,(¢9 0, ¢)9

donde T es la energia respecto al centro de masa. En un cuerpo rigido el dngulo de rotacién
y por tanto la velocidad angular instantanea, es independiente del origen del sistema de
coordenadas en el solido. Para ver esto supongamos que hay dos origenes del sistema de

coordenadas en el cuerpo rigido, con coordenadas R; y R,. La posicion del segundo origen
respecto al primero es

R,=R,+R (4.28)
dRy\ _ (dRi\ _(dR (4.29)
e /g d )¢ \dt /g '

. 0
=(—==) + +@; xR, (4.30)
dr )¢ \Adr ),

donde R = I_éz - I_él es la diferencia entre los dos origenes, (11_R> es la derivada de R

respecto a unos ejes fijos en el cuerpo rigido, ya que R es fijo su derivada respecto al tiempo
es cero, y w; es la velocidad angular respecto a O;. De forma similar podemos escribir la
posicion del primer origen respecto al segundo, de tal forma que

(%), (%), (9),- (%), -8
I = | —= - — = — —a)sz,
dr )¢ dt /g dr ) ¢ dt /¢

donde @, es la velocidad angular respecto a O,. De esta expresion tenemos:

RN Lo, xk= (R (4.31)
a ) T ar ) '

Comparando (4.30) y (4.31), vemos que @, X R = @; X R, de forma equivalente
(&) — @)X R=0,
asf que @, — @, = cR. Ya que los vectores R, y R, son arbitrarios, c =0 = @&, =®,.

4.8 Momento Angular de un Cuerpo Rigido

El momento angular respecto a un origen en el cuerpo es

L=m;(F;x7;) (Convenio de suma sobre indices repetidos).
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En este caso el punto es estacionario respecto a algiin sistema de referencia. Si fijamos 7; al

. dr
cuerpo , es decir, ( —+ ) =0
dr /,

d? - - -
dr
S

Esto es muy natural, ya que si 7= (rcosf,rsenf,0) y & =(0,0,w,) 0=w,t.

% = r(—sen(w,f)w,, cos(w,t)w,, 0),
y
P7 k
WX F; = %O%sz = (—w,y, w,x,0) = w,(—rsenb, rcosb, 0),
X y z
asi
L= -

(7 0;) = my (7 x (@%x77))
[(F-F)é— (F-@)7].
De esta expresion la componente x del momento angular es

L, =m; [r?a)x — (xia)x +yo,+ ziwz)xi]

2 2

Definiendo
_ 2_ .2 — —
I, = Zmi(ri —X; ), I, = Z -x;y;im;, I, = Z —X;z;m;.
i i i
Podemos generalizar estas definiciones
_ 2 i\2
Iy = Zmi(r[ = (%))
i
_ i
1, =- Z m;X, X;.
i
Que puede resumirse en el tensor de inercia
— 2 i
Ikl—Zmi(ri5k1—xkxl). (432)
i

Por compontes el momento angular es

L. =1 o+, 0,+I ,0

xx“x xy©y xz"z

L,=I o+, 0,+1, 0,

xy*x

L,=1, o,+1,0,+1, 0

zx%x zy*y zz¥z-
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De forma matricial esta expresion es
o Ixx Ixy Ixz
L=y 1, Iy,
sz Izy Izz
En notacién indicial
Ll :lexka)k EIlka)k:Ll. (433)

De igual forma para los elementos diagonales del tensor de inercia

N
I, = Zmi(’? - (x;)z)
i=1

En el limite m; - dm; y N = oo

In= [ an(P- ().

donde dm = pdV =>. De igual forma para elementos fuera de la diagonal tenemos

= [ p() (P~ ('))av
1, = —Zmixf(x )

En el limite al continuo

I=—/dmxlxk=—/p(>_€)xlxde.

Podemos escribir ambos resultados como

I = /p(7)(r25,k

Tensor de Inercia y Momento de Inercia

k

—X X

Es posible escribir la energia cinética en términos del tensor de inercia y la velocidad
angular, esto resulta muy util para describir un sistéma dindmico de un cuerpo rigido. Si
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T = %miuiz, con v; = (&XF;), entonces
T =—-mv;-v;

_ | IR
= Sm; (a)Xr,-)zzmla) (Fyx0;)
=2 mi(Fxd;) =5 Y mi(7y <))

i
L& o
:Cl)2 :% Ia))
_ﬂ( —») _a)l(Iija)J) _wiIija)J
S 2 o2 T2
_a)iIl-ja)j & l-®
T = )
Si @=wn >
w* (71 1)

donde Ip; =Y, m;[r?*8;;—x¥x!] , entonces

nydyyn = Zmi [rlz ni S my = (mex) (my Xf)] :
i

El escalar I =n- I -n representa el momento de inercia respecto a un eje . No se debe
confundir con [;;. Asi

Donde

Piei— (7o) = (7)) - (FR)°

1.
T=-1w".
260
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=

Figura 4.3: Teorema de Ejes Paralelos.

Teorema de Ejes Paralelos

El teorema de ejes paralelos permite calcular el momento de inercia de un cuerpo respecto
a cualquier eje si conocemos el momento de inercia respecto a un eje paralelo que pase por
el centro de masa. En este caso, no se requiere que el eje de rotacion sea perpendicular con
el vector que va desde el origen al centro de masa. Como vimos anteriormente, si 7; = R+ rl.’

I =m,(F;xii)* = m][ (7 + R) x|’
= m[7 xn+ Rxi]” = [F,/ xn+ Rxi| - [,/ xn+ Rxi

= m[(7 xn) + (Rx7) +2(F xn) - (Rx7)].

el segundo término ml-(fb(?z)2 = M(l’_éxﬁ)2 (Recuerde que m,-(l_éxﬁ)2 = Zm,-(R)(n)2 =

(Xm) (RXn)2 ) y el dltimo término

-/
> m;r;
donde =—— =0, ya que esta es la coordenada de centro de masa en unas coordenadas

con origen en el CM. Asi que

1=m (7 xn)*+M(Rxq)’.
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Cuando R es perpendicular a 7 obtenemos un resultado bastante conocido Y, m,-rl.2 + MR?.
Como vimos anteriormente

1 | I o o\ (20>
T=§Ia)2=§m,(a)>< ,-)Z—Em,-(a)Xr,) (wx ,)
= Smi- [Fix[Gx7] = 3md- (7, 7) - (7, @)F
1 o o (o 1
=5m [rlza) - (ria))z] =5m [rlza)aa)a (Fia®q) ],
donde( Tig® a)2= (riaa)a)(r,ﬂa)ﬂ) Y 0,0y =04 0,505 =

T=-m|r ,-zwa5aﬁa’ﬁ — @ (Fiar zﬂ)wﬂ]
m;w, rl.zéaﬁ — riariﬂ] oy

1

2
1
= 2 a
donde I, =m; [",~25a 5= Tiali ﬁ] , donde podemos tomar el limite al continuo

Ip= 2 mi(8ugri =riarip)
= /dm [5aﬁr2—r(xrﬁ]
=/Vp(?) [5aﬂr2 arﬂ] dv.

Por ejemplo el momento de inercia de una caja de lado a. EL origen lo elegimos en la

esquina
a a a
=///p(éaﬁ(x2+y2+z2)—xaxﬁ)dxdydz.
o Jo Jo

In—/ // x+y ?+22) — x?)dxdydz
p/ dz/ dy[y2+zz]/adx
=/dz/dx/ 2c1y+p/c1y/c1x/ dz

2)’

Paraa=p=1

+pa
0 3 0

2 3 1 1] 22 3 2 2
= 24| =422 = ZMd.
a“pa [3+3 a 3pa 3 a

= pa
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Para elementos fuera de la diagonal [;; = —iM a®, i+ j.De laexpresion

w;I; 0 _T
2
se puede escribir en notacién matricial
ol Id
2
= (@) (SIST)S® = (@) I(S@)

= (&) 1p@',

T = =& STSISTS®

donde S y ST son matrices unitarias que diagonalizan I. En esta nueva base

T = CT)/IDCT),

. I, 0 0]
0 0 Lo
1

_ 2, Ly 1
= EI]G)I + 5[2602 + 51360
donde (@,, ®,, ®,) = (W}, ®,, @3), los valores propios de I, se denominan momentos prin-
cipales del tensor de inercia, y la base donde I es la diagonal debe coincidir con los ejes de
simetria del cuerpo.

Ecuaciones de Euler

En el Primer Capitulo obtuvimos de la segunda ley de Newton una ecuacién para el
momento angular. Cuando el cuerpo rigido tiene tres ejes de simetria perpendiculares entre
si, de esta ecuacion es posible obtener una ecuacion para la velocidad angular en el sistema
en reposo del cuerpo rigido. De la ecuacion (4.6.2) La derivada del momento angular es

4By _j o (9 yaxi,
ar ) s ar ),

donde b se refiere a body. En notacion indicial tenemos

dL,

Estas son las ecuaciones de movimiento de L, relativos a los ejes en el cuerpo rigido.
(Recuerden que parat =0, L’ = L, las coordenadas del momento angular son idénticas en
los dos sistemas). Considerando el sistema de referencia que coincide con los ejes principales
del cuerpo rigido L = I, w;

do

i
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Es importante tener en cuenta que en esta expresion no hay suma sobre i. Parai =1

€1k @0 I = €130y 03 I3 +€130w30, 1)
=wyw3 I3 — w30, 1
= (UzCO3(I3 — Iz)

Procediendo de forma similar para para cada i = 2,3 obtenemos

da)l
IIT —(02(03(12 —13) = Nl’
da)z
da)3
13?—6010)2(11—[2)=N3. (434)

Estas son las ecuaciones de Euler para un cuerpo rigido con un punto fijo.

Movimiento de un Cuerpo Rigido Libre de Torques

Para este caso las ecuaciones de Euler se reducen a

Lo, = 0y w3(1, — 13),
I2a)2 = a)3 C()I(I3 _Il)’
13053 =w G)2(Il —12)

o =/
(d—w> = <dﬂ> +MO
dr )¢\ dt ),

a3\ _ (&'
dr ) ¢ da ),

Téngase en cuenta que w;, w,, w; son iguales en los dos sistemas cuando ¢t — 0. De igual
1> W2, W3
forma @, = @’. Asi que hemos escrito una ecuacion para @ en cualquiera de los dos sistemas
1 1
pero con I, I,, I3 los momentos de inercia respecto a los ejes principales del cuerpo.
Si I} =1,, wy; = Constante =

Es importante notar que

Ilaj] = ([1 —13)603 s,
Ila)z = _(Il - 13)603 w1,
136(53 == 0
De la tltima ecuacién tenemos que s €s una constante.
: l(13 — 1)
W) =—|—F—
I
(I;-1I))
I

CO3] Wy = —Q(DZ (435)

a')2=+l w3l w; =+Qw,.
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Derivando (4.35)
G“)1 = —QCOZ = —Q[Qa)l] = —QZCO].

Esta es la ecuacidn del oscilador armdnico simple y tiene solucion w; = A cos (€2f). Es facil
ver que satisface la ecuacion

w; =—AQsen(Qr) y
@ = —AQ? cos (Q1) = —Q*[Acos Q1]
W

Cbl = —szl.
De este resultado podemos hallar la solucién para w,

W 1
W, = —— = ——[— A sen(Q1)] = Asen €.
Q g
Podemos interpretar w; y @, como un movimiento de precesion alrededor del eje z, para
esto veamos que resulta de la suma vectorial de las velocidades angulares

w114 0] + w3k = Acos (Q1)i+ Asen(Q1)] + w3k
|7+ w,f|| + +wsk = A cos® (Q1) + A* senZQt+a)§ = ||A]I>.

De esto podemos ver que w4+ w,j es un vector girando alrededor del eje z. Como el
momento angular se calcula en el sistema de referencia que coincide con los ejes de simetria
del cuerpo rigido L = w; I;, de tal forma que la magnitud de momento angular esta dada por

7l = .2 2 272
”LH =) I +w; I +5 I
IIZIZ
_ 2, 272
= [[A[]" + w3 I3

Es decir, el momento angular total es una constante de movimiento y preciso alrededor del
eje z.

Trompo Simétrico con un Punto Fijo

Los angulos de Euler son particularmente utiles para analizar el problema del trompo. Ya
que es necesario transformar cada una de las velocidades, ¢, 0 y W al sistema de coordenadas
que coincide con los ejes de simetria del cuerpo (ESC), es necesario multiplicar cada una de
estas velocidades angulares por las transformaciones generadas por los angulos de Euler
para obtener la velocidad angular del cuerpo en el sistema de referencia de los ESC, ya que
es precisamente en este sistema de referencia donde se escriben las ecuaciones de Euler (ver
figura 4.4).



104 Mecdnica Cldsica - Notas de clase
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Figura 4.4: Trompoy Angulos de Euler.

Para un trompo tenemos I, = I, # I;

Ila){ +CO£C0::,(I3—I]) = Nl’
I]a)é"'a){a)é(ll —13) = N2,
130):; - N3.

Para esto necesitamos conocer los componentes de ¢, 6 y ys en el sistema coordenado
(x’,y’, z"). De los éngulos de Euler ¢ describe el movimiento de precesién del trompo. Es
necesario cambiar del sistema de referencia inercial a un sistema no inercial que gira con

el trompo. El vector velocidad angular $ esta en direccion del eje z del espacio inercial,
para cambiarlo al sistema no inercial donde el trompo est4 en reposo hay que aplicar las tres

rotaciones de Euler. Sea (f;’ = cT)¢ = A(Z;; A=BCD

&4 =Ad=(BCD)p=BC¢, yaque D= .
haciendo la multiplicacién
By =wyt' +wg,] +a)¢z/lAc’ = ¢senBOsenyi’ + dsendcosyj’ + dcosOk’.

donde @ es el dngulo que se rota alrededor del eje x e después de haber rotado alrededor de
z, por lo tanto esta rotacion se hace en el sistema de referencia que precesa alrededor del eje

z. Esto implica que el vector 6 est4 en ese sistema de referencia y por lo tanto para llevarlo
al sistema de reposo del cuerpo rigido sélo es necesario aplicar las rotaciones de Euler B y
C, es decir,

0' =& = BCH.
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Como CO=60 =
5/:5)9:B5
= O cosyi’ —Osenyj’ +Ok.

Finalmente .

V' =d,=By=yk=d,.
Sumando las tres velocidades angulares en el sistema de reposo del cuerpo rigido
Dy + Dy + B, =
= (¢senBseny + Ocosy)i’ + (psendcosy —Oseny)j’ + (¢cosd +y)k’
i +a);,j’ +aw, k'

La energia cinética es

1 2 2 2
=5 [Ilwl' +Iza)£ +I3a)3') ]

= %Il [(d)sgs +9Cw)2+ (dsgc,, —ésw)z] + %I3 [((ﬁcg +ll'/)2]
T= %Il[(qb)zsg 2 1+ (8)72 +248sg5,5,

+(9) 532+ (0)752 ~ 2005556, ] + 5 1 [ (deg +v7)’|
1

T==I [(¢)2 2+02] +%I3(q5c9+tj/)2.

2
o L [T
V=_/ Fl..df'l.=_Fl..[ dr;
7o=0 0

donde R es el centro de masa yM=3).m
Si |R|=1

—M§-§:—M(—gfc-7c'l) = Mgl cosb.

De estas expresiones podemos obtener el lagrangiano

1,
L=— 3 [ +¢*sen® 0] + (1//+¢cos0) — Mglcosé.
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Es importante notar que ¥ y ¢ no aparecen explicitamente en el lagrangiano, y por lo tanto
Py Y Py s0On constantes de movimiento

OL _ (o
=5 I;(y + ¢cos0) = Lws = 1a, (4.36)
oL
pd):%—llqbsen 0+ I5(y + ¢ cosb) cosb, (4.37)
= (I,sen® 0+ I3cos? 0)p+ I3yrcosf = I, b. (4.38)

La energia se conserva asi que
2

I, I (0N
E=T+V=— > [ +¢?sen 9] +Mglcos€
donde w3 =y + ¢cos@. De (4.36) tenemos que
Iy = Iya— Iy¢cosf
Este resultado se puede reemplazar en (4.38) para obtener ¢, como funcién de 6,
b=(I;s; +k{9[>¢5+ (I)a—Ix¢eos0)coso

=Ilsgd)+IICIC9 =p¢

b—acos0
bl 5,57
senZ @ ( )

que da ¢» como una funcién de 8. Reemplazando este resultado en la expresion para Iy

Iy = Iia— Iy¢cos

(5,58)

b—acos0
=Il,a—1,c080 | ———
! 3 [ senZ @ l

que da yr como una funcién de 6. utilizando s y¢ en la expresién para la energia,
I . . I .
E= 71 [02+¢2s§] + ?3(1/'/+¢c9)2+Mglc059

donde

o I, b—acy b—acy I,
u/+¢ce=1—3a—c9 2 t|—F5—| =709
0

asi que la energia es
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De tal forma que
1,67
E’' =2T +V'(0).
I, (b—acy)?
V' (0) =—1Q +mglcosd,
2 52
0
con
I%a?
E'=E-2
21
De las definiciones
I, ’ 1,
p p
a=—~ h="-2
I L
La ecuacién para la energia se puede escribir como (aqui w; = ;—la)
3
2F — 13602 I«
E'=E-ihel=""13_"1"
2 2 2
Il(l Il 2 Il (b—aC9)2 ﬂIl
—=—0"+———F———+—cosb
22 T2 g 2 °%
. b—acy)?
« =92+¥+ﬁcos0 (5,62)
s
6

haciendo el cambio de variables
u
sen @

u=cosh u=-senffd = 6O=-—

u —u

9:— =
1—cos20 V1-u?
@?  (b—au)®
o= + + pu.
1—u? 1—u? P

Despejando
@)? = a(l —u?) = (b—au)® — fu(1 —u?).

Obtenemos

i =V —u2)(a— pu)— (b— au)?.
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De esta expresion podemos despejar el diferencial del tiempo

du

dr = .
V(1 —u?)(a - pu) — (b— au)?

O de forma equivalente

t=/ du
V(1 —2)(a— pu) — (b— au)?

(4.39)

Esta ecuacion se puede invertir para obtener el radio como una funcién del tiempo y por
tanto permite resolver el problema del trompo.

Ejercicios Capitulo 4

10.

11.

. Cinematica de rotacion. Una particula en un cuerpo rigido gira con una velocidad angular

. Demuestre que la velocidad de la particula respecto a un punto fijo O es v=w Xr.
Composicion de rotaciones. Dos rotaciones infinitesimales 60, y 660, alrededor de ejes
no paralelos, se aplican sucesivamente. Demuestre que la composicion no es conmutativa
y determine la rotacidn resultante hasta primer orden.

. Derivada temporal en un marco rotante. Demuestre que para cualquier vector A,

<dA +wXA.

dA ) ( dA
dt /inercial

dt >r0tante

Tensor de inercia de una barra delgada. Calcule el tensor de inercia respecto a su centro
de masa y a un extremo para una barra homogénea de longitud L y masa M.

. Teorema de Steiner. Verifique el teorema de los ejes paralelos para un sélido arbitrario y

uselo para calcular el momento de inercia de un disco respecto a un eje tangente.
Elipsoide uniforme. Determine los momentos principales de inercia de un elipsoide
homogéneo de semiejes a, b, c.

. Rotacion pura alrededor de un eje fijo. Un cuerpo rigido gira alrededor de un eje fijo

. P . 1
con velocidad angular w(?). Demuestre que la energia cinética rotacional es T' = > >,

. Ejes principales. Muestre que el tensor de inercia puede diagonalizarse y que en los ejes

principales no existe acoplamiento entre componentes de rotacion.

Rotacion compuesta de un cuerpo simétrico. Considere un cuerpo simétrico con /| =
I, # I5. Determine la ecuacion de la trayectoria de @ en el espacio de cuerpo.

Top sin torque (peonza libre). Derive las ecuaciones de Euler para un cuerpo simétrico
libre y muestre que la componente de w en el eje de simetria es constante.

Energia cinética general. Demuestre que la energia cinética de un cuerpo rigido se puede

escribir como | |
T=-Mv:+-0'Ico,
27 ¢ 2 ¢
donde v es la velocidad del centro de masa y I~ el tensor de inercia respecto a dicho

punto.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ecuaciones de Euler con torque. Para un cuerpo rigido con torques externos (N, N,, N3)
en el sistema de ejes principales, derive:

Ild)l — (12 —13)0)2603 = Nl’

y sus dos ecuaciones analogas.

Precesion libre de un cuerpo simétrico. Un cuerpo simétrico libre tiene 1| = I, # I5.
Demuestre que la punta del vector @ describe un cono alrededor del eje de simetria.
Peonza simétrica bajo torque gravitacional. Considere una peonza de masa M, longitud
'y momento de inercia I5 respecto a su eje de simetria. Encuentre las ecuaciones de
movimiento y las condiciones para la precesion uniforme.

Energia y constantes de movimiento. Demuestre que en ausencia de torque externo,
tanto la energia cinética T como el momento angular L son constantes.

Inestabilidad del eje intermedio. Muestre que la rotacién alrededor del eje con momento
de inercia intermedio es inestable. Analice el caso de un libro lanzado al aire (problema
del “tumbling book™).

Precesion y nutacion . Derive la ecuacion de la nutacion para una peonza pesada usando
las ecuaciones de Euler y exprese la condicién para precesion estable.

Rotacion libre en el espacio. Determine las trayectorias de @ y L en el espacio del cuerpo
y en el espacio inercial. Discuta la geometria de Poinsot.

Pequeiias oscilaciones del giroscopio. Linealice las ecuaciones de Euler para pequeias
desviaciones de una precesion uniforme y determine la frecuencia de las oscilaciones.
Energia cinética en términos de angulos de Euler [Desafio]. Exprese T' para un cuerpo
rigido en funcidén de los angulos de Euler (¢, 0,y ) y sus derivadas temporales. Identifique
los momentos candnicos conjugados y discuta la formulacién lagrangiana del cuerpo
rigido.
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[5. Formalismo Hamiltoniano

Transformada de Legendre y Ecuaciones de Hamilton

A partir del lagrangiano es posible definir una nueva funcién que depende del momento
candnico p; pero ya no depende de la velocidad generalizada ¢;. Esta nueva funcion se
conoce como el hamiltoniano y tiene como principal ventaja que borra las diferencias
entre las variables generalizadas y sus respectivos momentos. Eventualmente el formalismo
canoénico permitird definir las asi llamadas transformaciones candnicas sobre el espacio de
fase (¢;,p;) = (q].p}) = (ql’ CNINACE p)). Para entender este formalismo partimos de las
transformadas de Legendre. Sea f = f(x,y) una funcion real o compleja de dos variables,
con diferencial

of _of

df = udx+ vdy, =—, =—.
f =udx+uvdy uax Uay

A partir de esta funcién es posible definir una nueva funcién g

g=f-ux=r-2Lx
ox
tal que
dg:dlf_%x] :%+%dy_ %” %] xl
0x X dy X o0x

Vo

d[ L x]=d[ux]

:%dy—duxz o dy — xdu,
dy dy
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vemos que g es una funcidn que se puede escribir como funcién de y y u, es decir, g = g(y,u)

donde
Jg af ag
[R— = —_— y — = —X.
0y |4 0y ) |x ou
En nuestro caso
oL oL oL
dL = —dg; + —dq; + —dr. 5.1
9g; T og, T ot D
Sip, = g—; de la ecuacion de Euler-Lagrange tenemos
d[oL] oL dp; _ oL
—_— = — —_ —_—— = pi'
dr [dg;]  9g; dr  9g;

De tal forma que (5.1) se puede escribir como

oL oL
dL = p;dg; + —dg; + —dr.
bt a4 4 ot

i
La Hamiltoniana es generada por la transformada de Legendre es
H(q’ D, t) = q‘[pi - L(‘], ‘L t)

. . oL
dH = ¢,dp; + p;dq; — [Pidql' + pdg; + Edt]
oL
ot

Esta expresion debe ser igual al

oH 0H o0H

dH = —dp; + —dg; + —dt.
op; TP g, T o
comparando coeficientes obtenemos
C_OH . 0H  _0H _JL
M= op PTT90 Tar T or

Como vimos en el Capitulo Dos la forma més general para un lagrangiano estid dado por

. 1. .
L= LO(q’t)+qiai(q9t)+ qu’leqj’

donde T;; = T;;(q,1). Por ejemplo, para particula libre en coordenadas cartesianas tenemos

1 . . . 1, .. 1 : 5
5’"<x2 +y2+2%) = S 3, 2) = Em@TTq.

S O 3
© 3 o
S oo
INEE S
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En general podemos mantener el tensor 7" como una funcidn arbitraria de las coordenadas
generalizadas. El termino lineal con la velocidad generalizada esta dado por

qiai = (x7 y9 Z) . (al’ a, a3) = (r. a).
En forma matricial esto puede escribirse como

H=q-p-L

oL _ Tij T;

=—=q,+6 j: + —Ué ;
Pk aq-k k ki D q;T4g; 2 kj
T, 4T
J . 1=y
BRI

De este resultado obtenemos

Si T es simétrica, al igual que T~!, entonces
@) =[r"(P-a)]" = (P~a) (17)" = (P=a) T~

, . _I\T —
Aqui tuvimos en cuenta que (T~!)" =T~1. Reemplazando estos resultados en H

2
= (p—a)' T7'(5-3) - %(p—a)TT_ITT_I(ﬁ—H) - L,
=2(p-a) 77 (5-2) - L,

Podemos ver el caso de una particula de masa m, como vimos anteriormente
| ) .
L= Em(x2+y2+zz) -V.

En este caso el tensor T" se puede invertir ficilmente

T =

S o 3
S OF =
S3II= O

0 O
m 0 = T !=
0 m

IO O
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En general el inverso de una matriz diagonal 4,0, ; (no suma sobre i) es (/11._1)6,- T Facil de

ver iiéij(/llzléjk) = ﬁiilzl@.k = 0;», ya que /li/lzl =1 para k = 1.

[ 1

. R X

HZE(pX’py’pZ) 0 ; 0 py +V
0 0 |-

| m
[ p/m

1

= E(p)a pya pz) py/m +V

| pz/m

Para L = %(1"2 +r?sen® 0(®)? + r26?). Es el lagrangiano en esféricas

| m 0 0|l 7
L=§(f,d>,0') 0 mrfsen?0 0 |||
0 0 mr® || 6
La inversa de T est4 dada por
L0 0
—1 m 1
=10 mr2sen? 6 (1)
0 0 —

Con esta matriz podemos obtener el hamiltoniano

1

o (1) 0 1l'p,
H = (D Py Pp)| 0 ——= 0 [l pg

0 0 L po

Como un tercer ejemplo consideremos el lagrangiano de una particula cargada. Bajo la
influencia de un campo eléctrico y un campo magnético el lagrangiano es

L= %mv2 —qp+qA-T= %mx',-x',- +qA;x; —q¢.
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De este lagrangiano obtenemos el momento candnico y la velocidad generalizada

) 1
Xj = ;(Pi—qu)’

oL ,

i

En este caso a = qA;, reemplazandoen H = (p— a)'T~Y(p—a)/2+q¢ donde

S O3 =
OI|= O

m 0
T=|0 0 > T_lz
0 m

o3 o
II-o o
I
|
=

De tal forma que el hamiltoniano esta dado por

_(p—qAT(p—qA) N
= q
2m

—aA)?

H

¢.

H

5.2 Representacion Simpléctica de las Ecuaciones de Hamilton
Si g;=n;y p; =n;y, esdecir 1=(q1> 92, ---+Gp> P1» Pas -+ D,) » €NtONCES

0H oH

=—, para i<n
on;  0g; =
O0H O0H
= , para i=1.
a71n+i op; g
g=n =212 - 2H
l l op; 0Ny,
. ) oH oH .
Pi=’7n+i=_a_q'=_an. i<n.
1 1
. oH oH
( 1; >_ OMyyi | _ [0 ll on;
n T _9H |7 -1 0]| 9H
ntl on; Nt

- (oH\. . [0 1
= (%) =]
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La matriz J tiene varias propiedades

r_ [0 -1
J _ll 0l

10
T vy _ T _
JTy=JJ _lo “l’
JT=y1t=—7,
JP=J=D(-)=JJ(-1)=-1,
Jr=-1.

La matriz J es una matriz ortogonal con determinante detJ = 1,. Ficil ver para el caso

2%x2 det'_o1 4;)1'=O—(—1)=+1.Paran=2,tenemosi1=J%
i
d o o0 1 0]
G| 10 0 0 I1ffog,
p|l |1 O O OfoHay
pl L0 -1 0 off
| o2 |

Esta ecuacion matricial es equivalente a las ecuaciones de Hamilton

S _0H . _oH
YoapT T apy
_OH . _0H

P = 0_611’ Pz—a—%,

La existencia de una cantidad que se conserve en un sistema de referencia depende de la
dependencia explicita del lagrangiano y del hamiltoniano con el tiempo. Para esto debemos
partir de la identidad

aH o, 0H L o
ar ~ 9g, 1T ap M o

1

_oHoH a_H[_aH LoH
dq; op;  Op; aq; ot
>
dH _ 0H _ ot
dt ot ot

Consideremos el siguiente ejemplo. En un sistema de referencia el hamiltoniano dependera
explicitamente del tiempo, pero al cambiarnos de sistema esta dependencia desaparece.
Supongamos que tenemos una masa sujeta a un resorte que oscila horizontalmente sobre un
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vehiculo que se mueve a una velocidad constante. La posicion de la masa desde un sistema
de referencia en reposo estd dada por x = vt + /. La energia potencial del resorte estd dada

por V = %ksz = %kA(x —(vt+ IO))Z. De esta forma obtenemos

L= %mxz -~ %k(x — vt —1)>.

En este caso el lagrangiano depende explicitamente del tiempo y por tanto de nuestro
andlisis el hamiltoniano no debe ser una constante de movimiento. Las derivadas parciales
del lagrangiano son

. oL 2
D, = mx, ™ = —Ek(x— vt —1p).

La ecuacién de movimiento es

0=mx — [—%k(x —vt—1y)]
0 =mx + k(x — vt — ).
Esta es la ecuacion del oscilador armdnico simple. La solucién general estd dada por
x=bt+k+ Acoswt
X =b+ A(—senwt)w

% =—w’Acos ().

Remplazando esta solucion en la ecuacion de movimiento mx + k(x — vt — ;) = 0 obtenemos
—maw?* Acos(wt) + k(bt + k+ Acoswt — vt — ) = 0.

Si en esta ecuacion hacemos b = v 'y k = [, es posible obtener el valor de la frecuencia

La energia es

%mxz + %k(x — vt —1p)?

= %m(bt —wAsenwt)® + %k(gtzl-/lg+ Acoswt —gt/—-/lg)z
= %m[b2 —2bwAsenwt + w* A% sen? wt] + %kA2 cos® wt

1 1 )
como mo* =k = smw’A’sen’wr=zksen’wr asique

E = %m[b2 —2bwAsenwt] + %kA2 sen” wf + %kA2 cos® wt

= %m[bz —2bwAsenwt] + %kAz.



Capitulo 5: Formalismo Hamiltoniano 117

Es decir, la energia depende del tiempo. Este resultado se debe a la ligadura que mantiene
un extremo del resorte viajando a velocidad v. Si la masa se mueve a la derecha una fuerza
debe mantener la otra punta del resorte fijo. Como es sistema se estd moviendo, la fuerza
de ligadura se aplica mientras se desplaza a una velocidad v. En el sistema de referencia
donde el extremo esté el reposo, la fuerza se aplica pero no hace trabajo. Para trabajar en el
sistema primado, el que se mueve con el carro, hacemos el cambio de variables

x'=x—vi—-ly => x=x"+vt+l,
'=x-v, =%
En este caso el lagrangiano no depende explicitamente del tiempo
<L:lmﬁ/+vf—lku52
2 2
| B . 1
= —m((x")* +20x" +v%) — —k(x")?,
2 2
por tanto el hamiltoniano debe ser una cantidad conservada. Para calcular el hamiltoniano
necesitamos el momento canénico

% =mx’ +mv=m(x"+v)=p,
0x

s _p—mv _p  (p—mv)
X = =——-0=—-.
m m m

=

Teniendo en cuenta que § = T-'(p—a)
T-! =1]l y a=mo,
m

el hamiltoniano estara dado por

=o' T Hp-a)
2
1 1 N2
= (p=mv)3 ~(p—mo) = (~3k(x")?)
2m 2
_ (p—mv)?
- 2m
Las ecuaciones de movimiento se pueden obtener del lagrangiano (o del hamiltoniano)

% =m(x’' +v), IL _ —kx
pe ox'

H =

L

+ %(x')z.

/

Esta ecuacion corresponde a la ecuacion de un oscilador armoénico, con las soluciones que
ya conocemos de analisis anteriores

mx'+kx'=0

x' = Acoswt, x'=-wAsenwt, %' =—-w*Acoswt.
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Reemplazando en la ecuacién de movimiento

x’+£x'=0
m
—cozAcoscot+£Acoscot=O > w2=£.
m

El momento canénico es p = m(x’ + v) = m(—w A senwt + v). Remplazando esta expresion
en el hamiltoniano obtenemos

_ (p—mv)?
B 2m

_ (-mwAsenwt + mv — mv)?
- 2m

H + %k(x’)z

+%kAzcosza)t
k
—~ =
7 2 42 anl
_ Mo A”sen a)t+lkA2coszwt
2 2
= 1kA2 sen? ot + lkA2 cosZ wt.
2 2
1

= H = -kAZ.
2

Esta cantidad es la cantidad conservada y corresponde a la energia en el sistema para el
cual el extremo izquierdo del resorte esta en reposo. En este punto es necesario aclarar que
la energia es una cantidad que se conserva en un sistema de referencia, sin embargo; la
conservacion de la energia de un sistema fisico puede depender del sistema de referencia
desde el cual se hace el analisis.

Formulacion Hamiltoniana de la Relatividad.

En muchas aplicaciones es necesario conocer el lagrangiano y el hamiltoniano de la
2
relatividad especial. Sea L = —mocz\/ 1-p2—V donde p=%

c2

oL oL 21 21-1/2 _Zvi 1

——=——=- —[1- X |—| %=

oq oo, moepl1=F c |7c
+mgyv;

= ——— =p=myyv;.

g



5.4

Capitulo 5: Formalismo Hamiltoniano 119

En este caso el momento candnico coincide con en el momento lineal. El hamiltoniano esta
dado por

4 myv;
H=q’pi—L=U'XL—[—mocz\/l—ﬂz—V]
VI-f2

= 0 +V
V1-p2
W+mocz—W+V

En relatividad especial se tiene que
T? = P?¢? +mgc4 (conc=1 T? = P? +m%).
De tal forma que el hamiltoniano estara dado por
H=T+V =V\p*2+m2c*+V.

Donde p es la magnitud del momento lineal en tres dimensiones. Si L = —mc?1/1— 2+
qA;v;—qd

p; = oL _ myyv; +qA
= — = myyv; N
1 aUl 1 1
En el formalismo general para calcular para calcular un hamiltoniano a; = gA;
(p; —qA;) = myyv; = momento lineal

Para el momento lineal tenemos

_ 2 2 2.4

H=1/p;c +mgc +V
- e 2
= \/(pcan - qA) c2+m2et+V
- 2
= c\/(pcan - qA) +m2c2+V.

Es claro de este ejemplo que el momento lineal es muy diferente del momento canonico.

Ecuaciones de Hamilton de Principios Variacionales

Si aplicamos el Principio de Hamilton al lagrangiano escrito en términos de la funcién
Hamiltoniana, es posible obtener las ecuaciones de movimiento de Hamilton por medios
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variacionales. Esta formulacion tiene varias ventajas, ya que si imponemos unas condiciones
de frontera adecuadas sobre las variables del espacio de fase, es posible borrar la diferencia
entre las coordenadas generalizadas y sus respectivos momentos candnicos. Del Principio
de Hamilton tenemos

) )
5I=5/ Ldt=5/ (p;d; — H(q,p,1))dt =0.
1 1

Sea f = f(q,4, P, P, 1) = ( p:4;— H(q,p, t)) el integrando de la funcional a minimizar en
el formalismo desarrollado para el calculo de variaciones en el Segundo Capitulo, si

51:5/]‘(61,61',17,15,’)(1:0,

las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange son

d(of\_of _, d(of\_9of _,
dr\dg;) dq;  ~ dt\op;) op,

Las derivadas parciales del integrando son:

of o

— = —|\p.d.— H ,p. D =p;

20 " %4 |pidi— H(q.p.1)] = p;

of 0 . oH

— = —|p;4;— H(q,p.)] = ——.
aqj éqj qu

De este resultado las ecuaciones de Euler-Lagrange para las coordenadas generalizadas g;
son:

d|of| odf d oH
dr |og;| og; dt dq;
5 = _OH
J aqj

De forma similar las derivadas parciales respecto a los momentos candnicos p; son

of 0 .

dpj dpj

of 0 o0H
- = 3 _H ) 5t :"__.
o, " ) [pidi— H(q.p.0)] = g o,

Asi las ecuaciones de Euler-Lagrange respecto a los momentos candnicos estan dadas por
d|of| of . 0H
dt|op;| dp; 7 dp;

i 0H
J 0 Pj :
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Sobre g; hay condiciones de frontera, g(t ) =4,y q(ty) = q;, que son necesarias para obtener
las ecuaciones de Euler-Lagrange. En el caso de los momentos canonicos generalizados p;,
de forma similar, podemos variar la accion

dp; dp;
oi= [(L8, 2
dp; da ~ dp; da

El término de frontera es cero, ya que

/af d [9p; of dp; /d af \ dp; of
—— |\ —)==—F—-/ —| = ) — =0porque — =0.
dp; da \ ot dp; da dr \dp; ) dt ap;
En general, podemos fijar los momentos canénicos en la frontera, al igual que con las
coordenadas generalizadas, con el fin de hacer equivalentes los momentos canonicos con las
coordenadas generalizadas en el formalismo hamiltoniano. Estas condiciones son suficientes

para hacer cero cualquier término de frontera.
Invarianza de las Ecuaciones de Hamilton

Sea f = f(q, 4, p, p, t) la funcidén que me genera las ecuaciones de Hamilton, entonces

1 gy dF@D
dr

genera las minimas ecuaciones. Esto se demostrd en el Capitulo Uno, y no es necesaria una

demostracién adicional; sin embargo, hay un argumento que aclara bastante la demostracion

original. Consideremos la variacion de la funcional I

51—5/12 d —5/t2 d th—é/l2 d 5M
— +_dl t= r+ = t+6(F .

F(2) = F(q(ty),p(t,)) y F(1) = F(q(t;),p(t;)) no varian, es decir, tienen el mismo valor
para cualquier parametrizacion de g = q(7) y p = p(t), las coordenadas generalizadas q(z, ,)
como los momentos p(#; ;) estan fijos por condiciones de frontera. Como veremos en el
siguiente capitulo podemos usar la funcién F para inducir in cambio de variables y por lo
tanto se le conoce en la literatura como funcidn generatriz. Por ejemplo, si definimos la
funcién generatriz como F(p,q,t) = q;p;, €l nuevo integrando de la funcional estara dado
por

dF . . .

f1=f =57 = edi = H) =4y = aib;

=—q;p;—H.
Las derivadas parciales de este integrando son

of’ of’
W _g_o, Yoy 0H
04; 0g; 0g;
of'__of__on
op; " ap, op;
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De tal forma que las ecuaciones de Euler-Lagrange estan dadas por

of’ of’
EL._L=p'i+a_H=O = p'i=_a_H.
dr 9q;  0q; 9g; 9g;
dof’ of’ ) oOH . OH
——————=—g— || = d4==—.
dr dp;  Jp; op; op;

Ejercicios Capitulo 5

P1: A partir del Lagrangiano de una particula en coordenadas cartesianas

P2:

P3:

P4:

P5:

Pé6:

P7:

L= %(fc2 +32 +20) =V (x.y.2),

obtenga el Hamiltoniano y las ecuaciones de Hamilton correspondientes. Verifique que
las ecuaciones coinciden con la segunda ley de Newton.
Para el Lagrangiano de una particula de masa m en coordenadas polares

L= %(rz +r20%) -V (r),

obtenga los momentos canénicos, el Hamiltoniano y las ecuaciones de Hamilton.
Discuta las constantes de movimiento del sistema.
Considere el Lagrangiano

L= % (3% + 77) + max(xy — y%),
correspondiente a una particula cargada en un campo magnético uniforme. Halle el
Hamiltoniano y determine si alguna coordenada es ciclica.
Demuestre que la energia total E coincide con el Hamiltoniano H Unicamente cuando
el Lagrangiano no depende explicitamente del tiempo.
Una particula se mueve en una dimension bajo la influencia de un potencial dependiente
del tiempo V' (x,1). Derive las ecuaciones de Hamilton y discuta bajo qué condiciones
se conserva la energia.
A partir del Lagrangiano

L= %mi‘z + %192 +aid -V (r,0),

obtenga el Hamiltoniano mediante la transformacién de Legendre. Analice las condi-
ciones bajo las cuales la transformacion es invertible.
Considere el sistema de dos particulas unidas por un resorte ideal:

m,.o . . k
L= E(x% +x§) - E(xl —x2)2.

Exprese el Hamiltoniano en términos de coordenadas del centro de masa y relativas.
(Qué cantidad es conservada?
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PS:

P9:

P10:

P11:

P12:

P13:

P14:

P15:

P16:

Para un péndulo simple con
L= %mlzéz —mgl(1=cos®),

obtenga las ecuaciones de Hamilton y analice el comportamiento para pequefas oscila-
ciones.
Demuestre que las ecuaciones de Hamilton se pueden obtener a partir del principio

variacional
1)
5/ Zpiqi—H(q,P,t) dt=0.
1 i

Considere un sistema con dos grados de libertad descrito por
D PR S N P S
H = %(px +py) + Ek(x +y7)+ Axy.

Derive las ecuaciones de Hamilton y discuta las condiciones para el acoplamiento de
los modos normales.

Una particula se mueve bajo la accién de un potencial central V' (r). Escriba el Hamilto-
niano en coordenadas esféricas y demuestre que el momento angular L. se conserva.
Muestre que si el Hamiltoniano no depende explicitamente de una coordenada g;,
entonces el momento conjugado p; es una constante de movimiento. Aplique este
resultado a una particula en un campo gravitatorio uniforme.

Considere el Hamiltoniano

| ) | )
H=—p*+axp+=kx’,
5P +axp+ Skx

con a y k constantes. Obtenga las ecuaciones de Hamilton y analice si la energia se
conserva.
Sea el Lagrangiano de un rotor simétrico

L= %1(92 +sen’ 0 ¢?),

obtenga el Hamiltoniano en términos de las variables conjugadas (pg, pg) y determine
las cantidades conservadas.

Demuestre que las ecuaciones de Hamilton son invariantes bajo una transformacion
puntual

ql, = q;(ql’ cee ’Qnat)’
siempre que el Jacobiano de la transformacidn sea distinto de cero.
Considere un sistema con Hamiltoniano dependiente del tiempo

pz

Obtenga las ecuaciones de movimiento y determine si el sistema posee alguna constante
de movimiento.
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P17: Para un oscilador arménico unidimensional, calcule explicitamente las trayectorias en
el espacio de fases (g, p) y discutalas geométricamente.

P18: Una particula esta sujeta a un potencial unidimensional V' (x) = iﬂx“. Obtenga las
ecuaciones de Hamilton y discuta cualitativamente el movimiento en el espacio de
fases.

P19: Demuestre que para sistemas con un solo grado de libertad y Hamiltoniano indepen-
diente del tiempo, las trayectorias en el espacio de fases son curvas cerradas.

P20: Calcule el Hamiltoniano de un péndulo doble (masas m;, m,, longitudes /,, /,) en el
plano y escriba las ecuaciones de Hamilton. (No es necesario resolverlas.)



C6. Transformaciones Candnicas

Como se menciond en la introducciéon del capitulo anterior, la principal ventaja del
formalismo hamiltoniano es que permite definir transformaciones sobre el espacio de fase
(g;,p;), de tal forma que las nuevas coordenadas generalizadas Q; y los nuevos momentos
candnicos P; son funciones no triviales de las antiguas coordenadas, es decir, Q; = Q;(q, p)
y P, = Pi(q,p). Podemos utilizar estos cambios de variables para situarnos en un nuevo
conjunto de coordenadas cuya solucién sea trivial, por ejemplo, consideremos el problema
donde todas las coordenadas g; son ciclicas. En este caso

d(oLY_y o OL_ _.
dr \ 3, og, 1T
donde «; es una constante de movimiento. Como el hamiltoniano s6lo depende de los
momentos, ya que todas las g; son ciclicas, entonces

H(pi’ t) = H(ai’t)'

0H _ dH _
= =0 =

H=H(a;)=H(ay,...,a,).

Si H es independiente del tiempo

En este caso las ecuaciones de movimiento se simplifican

. _0H _

= = :
& da;

-
En esta expresion w; es una constante, ya que H so6lo depende de los «; de tal forma que
podemos hacer separacion de variables

dg;
— = :

= dg; = w;dr.
dr i q; = w;
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Integrando ambos lados
/ dg;=¢q;, = / w;df =w;t+ p;; con p; una constante de integracion.

En la practica ningtn problema tiene todas las coordenadas ciclicas, pero mediante un cambio
de variables apropiadas es posible conseguir este resultado. En este caso resolver el problema
es equivalente a encontrar estas transformaciones. Para este fin en lugar de considerar
sOlo cambios de variables sobre el espacio de configuracion, haremos transformacion de
coordenadas sobre el espacio de fase y el tiempo, es decir,

0;,=0,(q,p,t) (6.1)
P, = P(q,p.1). (6.2)

El conjunto pares ordenados (g;, p;) se denomina espacio de fase (no incluye el tiempo). Como
vimos anteriormente el espacio de los g;, es decir, g, ...,q,, es el espacio de configuracion
y las transformaciones puntuales involucraban s6lo coordenadas generalizadas y el tiempo.
Las nuevas Q;, P; debe ser coordenadas canonicas para los cuales hay un hamiltoniano K
(Kamiltoniano) tal que:

. 0K : 0K
oF P =750, (6.3)
Si Q; y P, son canénicos, deben satisfacer el principio modificado de Hamilton
t _
6 / (PO, —K(Q,P,1n)dt =0. (6.4)
1
Lo mismo debe cumplirse para las coordenadas originales
I
5 / (pid; — H(q.p.0)dt =0. (6.5)
I

Las ecuaciones (6.3) y (6.4) son simultdneamente validas y equivalentes desde un punto de
vista fisico si

Adp— H1= PO~ K+5, (6.6)
donde F = F(q,p,0, P,t). Teniendo en cuenta (6.2) esta funcién se puede escribir como
una funcién de las (g;, p;,?) solamente, o de las nuevas variables y del tiempo, (Q;, P,,1), de
tal forma que aplica el teorema que dice que dos lagrangianos son equivalentes si difieren
por una derivada total respecto a una funcién F, que sélo depende de las coordenadas
generalizadas y el tiempo. Respecto al factor de escala A, este puede originarse en cambios
de coordenadas que resultan de multiplicar por una constante, por ejemplo

O/ =puq; P/ =uop,
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Para F =0, esto implica que el nuevo hamiltoniano estard dado por

= A(¢gp;—H(.p,n)=P'O/-K'".
! P’
Ahora g; = — ; p; = —; reemplazando en el lado izquierdo obtenemos
H v

o'p/ N _
A(;;_HlQ_,’;,tl =P/'0/-K'.
J7

Para A # 1 esta clase de transformaciones se llaman transformaciones de escala y por ahora
no son de nuestro interés. Asumiendo que 4 = 1 podemos limitarnos a transformaciones del
tipo
. . dF

pi‘li_H=PiQi_K+E' (6.7)
Supongamos que la funcion generatriz F se puede escribir como una funcion de q,Q y
del tiempo (Las transformaciones canonicas (TC) que no incluyen el tiempo se denominan
TC-Restringidas), es decir

F=F(q,0.1),

de tal forma que

. . dF,
pi‘]i_Hzl)iQi_K'i'? (6.8)
OF, OF,  OF, .

+—Lg,+ ’
ot ag T og,~

1

=PO,-K+ (6.9)

Ya que las coordenadas son independientes, los coeficientes de ¢; y Q, debe ser cero. !

‘ o H+K=0 p+ 20|00
Es decir,
_oh (6.10)
pi - aql s .
0F,
P=——, (6.11)
00;
0F,

ILas variables todavia no satisfacen ecuaciones de movimiento, las variaciones de Q 'y g (0 Q' y ¢) son
independientes.
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En caso de que estas ecuaciones sean invertibles de la ecuacion (6.10) es posible despejar O
como una funcioén de g, p y del tiempo, es decir, Q ;= 0 j(q, p.t). Laecuacion (6.11) daa P,
como funcion de g;, Q; y 1. Como ya conocemos la dependencia de Q; como funcion de
q,py t entonces también podemos obtener el nuevo momento canénico como una funcioén
de estas variables, es decir, Pj = Pj(q, p,1). Es claro que una funcién generatriz de la forma
F = F(q, P,t) determina una transformacién de coordenadas en el espacio de fase. Con las
ecuaciones de transformacion determinadas por (6.10) y (6.11). De forma similar si elegimos
una funcidn generatriz con una dependencia funcional diferente respecto a las variables
candnicas, obtendremos transformaciones de coordenadas a partir de la ecuacién (6.9).
Consideremos el caso en el que la funcién generatriz depende de la coordenada q y del
nuevo momento canénico P, de la siguiente forma

F = Fy(q, P,1))— O, P,

De la ecuacién (6.7) tenemos

pid;i—H = PQ K+(11—I;
oF oF
= PO - K+ qzq,+aP 2+ [=0P - 0,P,
i

Esta ecuacion es equivalente a

.[an Ql l__pl] <H+%_K>:o.

De la independencia lineal de cada uno de los términos tenemos que

0 oF, oF, K- H+0F2
i=op " PiT e ot
Los resultados anteriores y un par de casos adicionales que hasta el momento no hemos
considerado, pueden resumirse de la siguiente forma:

— _OF, R,
Si F=F(01n = Pi= G Pi__a_Qi'
Caso trivial F,=¢,0;, Q,=p;, P =-
— _9F, _9F,
Si F=F(q,P,)-Q,P, = p= 6_61,-’ i= O_P,
Caso trivial F,=¢;P, Q;=¢q;, P =p;.
. _0F OF
Si F=Fp0.nH+qp, = g = —a—pi, P = ()Q
Caso trivial F;=p,Q0; Q,=-q;, P/ =-p;
_ JF, oF,
Si F=Fp,P.)+qp;—0;P, = g¢q;= “op Q= 9P,

Caso trivial  F,=p;P, Q;,=p;, P=-—

1
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Para fijar ideas veamos algunos ejemplos de transformaciones candnicas. Sea F, = g; P;, las
ecuaciones para este caso son:

oF, dOF,
0i=—2 p==2
oP, oq,

Que en nuestro caso se reducen a:

0 oF,
q,-P,-)ij, pjza—q(qil’[)sz, K=H+7=H+O.
J

Qf:a_Pj(

Esta es la transformacion identidad, esta serd muy ttil cuando consideremos transformaciones
infinitesimales. Otro caso importante ese la funcion generatriz de las transformaciones
puntuales en el espacio de configuracion, en este caso F, = f(qy,...,q,,t)P; y las ecuaciones
asociadas estan dadas por

OF, [df; oF
pj=——= ( 1>Pi’ Q=== f,a...q,0).

“og;  \og; P,

En este caso vemos que momentos y coordenadas generalizadas transforman de forma
separada (En este caso Q; es una funcion de las g; y del tiempo, es decir, una transformacion
puntual), como es de esperarse, y demuestra que las transformaciones puntuales son una
transformacion candnica. En general esto es cierto si

Fy(q.P.t) = fi(qy, -4, DO P+ 8(qy, - . Gy ).
Las ecuaciones de transformacidn estaran dadas por
oF, of, 0 0 d of\ 5 0
pj=—2=lP,~+—g=<—f> E+—g=<—f>P+—g. (6.13)
dq; 9q; dq; dq )~ 0q; dq dq

Esta ecuacion puede invertirse para obtener los momentos candnicos en el nuevo sistema
coordenado de tal forma que

08\ _(df\3 s_(of\'[-_od
<P‘a—q>‘<@>l’ = P‘(%) [a—q]

En dos dimensiones la ecuacion (6.13) se ve como:

ofi 9f2 9
P\ _ oo oa || Py 4| o
p)=lan an||lp| | oe|
dq, 0q, g,

Otro ejemplo util es la transformacién candnica que se obtiene de la funcion generatriz

Fy = q; Q.
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Las ecuaciones de transformacion son:

oF; 0 0.=0
P JoF, o 0, =

Es decir:
= pi—Qiybh=-q.

Esta transformacion de coordenadas intercambia posiciones y momentos y demuestra que
en el formalismo hamiltoniano la distincién entre la variable generalizada y su respectivo
momento candnico no es fundamental. Esta transformacién también se puede obtener con
F, = p; P,. Hay ejemplos que mezclan algunos de los casos que hemos visto, por ejemplo si
deseamos una transformacion del tipo

O,=q P=P y O,=P, y P=—q

La transformaciéon Q| = q; y P; = P; se puede obtener con la funcion generatriz de la
identidad. La transformacion Q, = P,, P, = —¢q, se puede obtener con la funcion F; que
vimos en el ejemplo anterior. Asi la funcion generatriz es

F = q1P1+q2Q2'
[ I
F Fy

El Oscilador Armoénico

El oscilador armonico es un ejemplo de gran interés, ya que es util para entender varios
conceptos. El hamiltoniano esta dado por

2 2
ook 15 09 2_k
2m+2 2m[p+ma)q] @ m
Es conveniente hacer el siguiente cambio de variables
P
p=f(P)cosQ ¢g= oAt )senQ. (6.14)
mam

En estas nuevas variables el hamiltoniano esta dado por

_UPY [ o sen” Q
H = . cos Q+/m;62m%2,

_(f(P))?
T 2m

esta TC es generada por la funcidn generatriz

O es ciclica,

a)q2

2

F, = z cotQ.



Capitulo 6: Transformaciones Candnicas 131

Para ver que esto remplazamos la funcion generatriz en las ecuaciones para F,

oF), mwq¢ mw g>
=———=——csc°0= .
00 2 2sen?Q
Despejando g2
2
2 _ 2sen QP.
mw
De igual forma
oF
p=—L =mwgcotQ = ma)\/qZCOSQ
dq senQ

; X cosQ = V2mwPcosQ.
maw

P
=maw 5
En resumen

g=1/2Lsen0 y p=\V2mwPcosO. (6.15)
maw

Comparando con (6.14) f(P) = \/2mwP. De esta relacion vemos que el hamiltoniano es
proporcional a la frecuencia

_ PP _2mi0P _

H
2m 2m

wP.

De este hamiltoniano vemos que Q es una variable ciclica y por tanto su momento canonico
conjugado P es constante y estd dado por Si

H=FE=wP > P=£.
w

De las ecuaciones de movimiento de Hamilton

Remplazando este resultado en (6.15) obtenemos

g =1 / 2E2 sen(wt+a)
maw

p=V2mEcos(wt+a),

aqui g y p describen una elipse en el espacio de fase (ver figura 6.1)

g=asen(wt+a) p=bcos(wt+a),
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—
N

<
<

|

Figura 6.1: Trayectoria en el Espacio de Fase del Oscilador Armdnico.

donde a y b corresponden a la longitud de los semiejes. El area de la elipse esta dada por
rab= 27[—E donde a = 2—E b=1+/2mE. Enla Mecanica Cuantica £ = nfiw = nia),

) maw? 2
asi

A:%—Ez%x[@w] =nh,
w w v

que corresponde a la cuantizacion de Wilson-Sommerfeld.

Formalismo Simpléctico para las TC

Parte del proposito de la Mecéanica Analitica es identificar la estructura simpléctica
subyacente en la Mecanica Clasica. Las transformaciones candnicas (TC) preservan las
ecuaciones de Hamilton bajo transformaciones de coordenadas en el espacio de fase. En este
capitulo veremos que el elemento diferencial de volumen se conserva bajo transformaciones
candnicas, o de forma equivalente el Jacobiano de la transformacién es 1, y que esta propiedad
se obtiene si pedimos que los elementos del tensor J sean los mismos en cualquier sistema
de coordenadas canénicas. En este sentido J actua como una métrica del espacio de fase.
La forma de visualizar esta estructura es por medio del formalismo simplético, sean

Q;=0:(q.p) y P,=F(q,p) (6.16)
TC restringidas, es decir, que no dependen del tiempo, entonces

dQ 00; . 00,
—= ="l4j. +—1p. 6.17
it~ g 4 op, 1 (6.17)
00; 00; .
_ Qi 0H 090;0H - 0. (6.18)
dq; dp; dp; dq;
| —

1 2

De otro lado, la inversa de (6.16) es



Capitulo 6: Transformaciones Candnicas 133

de tal forma que podemos considerar a H = H(q,p) = K(Q, P) (la diferencia entre el
Kamiltoniano y el hamiltoniano es la derivada parcial de la funcidn generatriz respecto
al tiempo, ya que las transformaciones son restringidas la funcién generatriz debe ser
independiente del tiempo).

0H o0H 9P, oH 94, .
=—J14+— 1-90. (6.19)
oP, 0dp; 0P, 0q; OP,
1 2

Comparando (6.18) con (6.19)
00;,\ _ [(9p\ . [(90;\ _ (9%
(G0),, =Gl Gr), (),
De igual forma comparando P obtenemos
O\ _ (%) . (9B _ (9%
@), Gl (5),7 (),

Si utilizamos la notacidn simpléctica, estas relaciones se pueden obtener de la ecuacion de
Hamilton.

o0H 0H
g = J = 7= J.
7 o =i o,
Haciendo el cambio de coordenadas ¢; = {;(n)
g, o¢; dn;
de _ 96Ty ij=1,...2n
dr  on; drt
S e o¢; dn;
En notacién matricial { = M ij; M;; = i Como —L =J jlﬁ entonces
on; dt on;
d¢;, ¢ o¢; 0
& _ 9%, oH _ 9%  0H 0% (6.20)

dr —an; oy on; " ag, o

o, 0
— lﬁjﬂﬂl a_H_ 6.21)
on; " on | 9g;
De la ecuacién de movimiento en el sistema primado tenemos
d¢.
ﬁ = Jikﬁ. (6.22)
dt ¢,

Si comparamos las ecuaciones (6.21) y (6.22) tenemos la relacion

o¢; 9,
—Jj=—=Jy.
a’?j on,



6.1.1

134 Mecdnica Cldsica - Notas de clase

Recordando la definicion j—s" =M;;
i

Miijlel =J;
MyJM} =7, — MIM" =1J.
También es posible demostrar que M TJ M = J, para esto partimos de la expresién
MJ=JM"H™.
Multiplicando por (—J') a la derecha y por J a la izquierda obtenemos

IM J(=J) = JAM")7H(=J),
N~—— -1
1
asi que JM = (MT)~'J o de forma equivalente M7 JM = J . Habiamos visto la TC

(g1, p)— (O, Pl’) =(q1, P Y (G2, P2) = (Q5, Py) = (py, —q,) a nivel de derivadas esto
implica

0, i 1 0 0 0]q

O, | m| [0 0 014l
27 5 1Tlo o 1 ofp | TM
P |-é] [0 -1 0 0 s

En este caso la matrix corresponde a M, podemos verificar facilmente que MJ M T = J.

Transformaciones Candnicas Infinitesimales

La relacion MJ M T = J se demostré para TC restringidas y se puede demostrar que
es valida en general. Para esto mostraremos que la evolucion temporal de una variable
en el espacio de fase corresponde a una TC. Para ver esto resulta muy util definir las TC
infinitesimales. Sea Q; = ¢q;+dq; y P, = p; +6p; o de forma equivalente 5 =1+ 671].
Supongamos que esta transformacion tiene como funcion generatriz F, = g, p;, +€G(q, P, t)
donde )’ g, p; es la funcion generatriz de la identidad. Las ecuaciones de transformacién
son:

0= 1e 2 G P.iy=qp4s
j—an—qJ' €an q, r,1)=4q; 4q;,
donde
0 oG
og. =e——G(qg, P,1) ~ e— , 1),
9 =¢c55 (g, P,1) €3 (¢, p, 1)

P

J J

Al utilizar p en lugar de P en esta expresion hay una diferencia de orden dos en €, que
podemos despreciar a nivel infinitesimal. De igual forma,

_ 05 0G

pj _:Pj+€_(q’P7t)a

(3qj 0qj
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o de forma equivalente

G
_€_

dqj

P~zpj

, (g.p.,1) =p,+6p,.

Podemos resumir estas expresiones en notacion simpléctica

929G 296G

(%4 \_ ,9G _ [0 1f|og|_ | op
5’7_<5p->_€J071 —€l_1 Ol oG |=€| a6 |
/ op; 04,

Podemo definir { = 5 + 61 de tal forma que

9¢; 0 aon;
=== —[n,+6n] =6, + —.
: : oG
Como vimos anteriormente 6x; = €J;; — entonces
Nk
0 oG
1] 1 0'7,- [6 tkankl
0’G
=6 +J,e—m,
ij ik a"ljar]k
|
>MT=1"T+ leJ—]
anon
2
= 1T+€ﬁJT.
anon

Teniendo en cuenta que J* =—J = JI =—J,,, de tal forma que

%G

MT =6, —e——
on;ony

ij = Jyi-

Con estos resultados

MIMT =

non onon

0°G 0°G 5
J+eJ——J+0O

onon ¢ onon (6)

=J+0@5.

2 2
ﬂ+€J§g]xJ[ﬂ—eaGJl

=J—-eJ

Podemos tomar a € como cualquier variable real que parametrice las coordenadas gene-

ralizadas, por ejemplo el tiempo, € = 7, de tal forma que la evoluciéon temporal es una
TCIL.

C(ty) — C(@ +dr).
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Aqui hemos demostrado que si se mantiene fijo el tiempo de tal forma que la TC no depende
explicitamente de ¢, entonces la transformacion es canonica. De igual forma, se mostr6 que la
evolucidn temporal también es candnica. Se puede mostrar que las TC tienen las propiedades
de un grupo y por tanto la aplicacion sucesiva de TC también es una transformacion candnica.

Corchetes de Poisson e Invariantes Canoénicos

Los corchetes de Poisson se definen como
ou dov  Jdu Jv

[u,v], p=—————(suma sobre i).
P oq.0p,  0p; g,
En notacion simpléctica
T - 9
Ju\ ;ov_ (0u ou 0 Iffop,
on on dg;’ dap; ) |-1 Of| &
L aql
[ oo
ou Odu > ap;
=\ v |= [, vl.
<0qi )| =5

En este caso u y v pueden ser funciones arbitrarias del espacio de fase, en particular u puede
Serq; y v =rpy

De forma similar podemos calcular el corchete de Poisson entre dos coordenadas generaliza-
das o dos momentos candnicos

lgj. ax] = p,,pk]

q; 0q aCIk
aql pl pl aql

El corchete de Poisson es antisimétrico, es decir,
_Ovou dvadu _

En notacién simpléctica también se puede hacer estas demostraciones
T T 7T
o= (2) %o (2&) (L
on on on on
T T
ou ov
== - = :
[ < on > =7 < on > ]
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Pero [v, u] es un nimero, es decir, una matriz de dimension 1 X 1, asi que el transpuesto es

el mismo, entonces
T
ou ov
N = — _ J— = —|u, .
[v, u] [(011) 011] [u, v]

on; . on,
a—mfija—nj = 6J0m; = J

Otro resultado muy util:

(n, n,,] =

m

Si (%)z(j = si ¢ es una TC de 7.
_ (% TJ % =MTIM=1J
[é’7§];7_ a_’/’ % - - .

Ya que ¢ es una variable canénica, también debe satisfacer

(£, ¢) =,

Este es un resultado importante, el corchete de Poisson [{, {] es invariante, es decir, es igual
respecto a cualquier conjunto de coordenadas candnicas.

Invarianza del Corchete de Poisson bajo Transformaciones Candnicas

En la Seccién anterior demostramos que el corchete de Poisson entre coordenadas
canonicas [, (], es independiente del conjunto de variables candnicas 7. Este resultado
también es valido para dos funciones arbitrarias del espacio de fase u 'y v

v —%Q—M aU_MTQ_MT@

on, om;of Yo, ag o
ﬂ_M,,%_%M_.-_<%>TM
anj ’JOC,- OC,- e o¢ '

De esta forma
T T T
o (3 2 () o (2)- () (2).
on on 00 ) ———\0¢ o¢ o¢
=J

Para cualquier par de funciones del espacio fase u, v, el corchete de Poisson [u, v],7 es el
mismo independiente de #, por esta razon podemos omitir el subindice #, es decir, [u,v], =
[u, v]. Otras propiedades de los corchetes de Poisson son: [u,u] =0 ya que

[u,v]=—-[v,u] = [uwul=-[uul = 2uul=0 = J[uu]l=0.



138 Mecdnica Cldsica - Notas de clase

Linealidad: Si a, b son nimeros complejos (independiente de P, g), entonces
[au+ bv,w] = alu, w] + b[v, w].

Esta propiedad la hereda de la linealidad del operador derivada

J==a—=J—+b—J—
on on adn on  dn On

= alu, w] + b[v, w].

<0[au+bw]>T ow  ou ,dw . Ov . 0w

Otra propiedad heredada del operador derivada es la regla de Leibnitz.

T
[uv, ] = (a(”u)> 7@

on on
ou ov 4 ow
= —_ U+Ll i -
on on on
T T
B TN P . A
on on on on

= [u, w]v+ulv, w].

6.2.2 Identidad de Jacobi
La identidad de Jacobi es til para demostrar otras identidades con corchetes de Poisson.
Generalmente es satisfecha no trivialmente por 4dlgebras anti-conmutativas (operadores que
conmutan la satisfacen trivialmente). Para corchetes de Poisson la identidad es

[u, [v,w]]+ [V, [w,u]] + [w, [u,v]] = 0.
2y

—, U;; = con esta notacion [u, v] = u;J;;v;. Veamos
on; a’?iaﬂj

[ ¥y

Por comodidad definimos u; =
el primer término de (6.2.2)
[b[, [U7 a)]] = u[ J[j [Us a)]j
=uJjlvgd o],

1 2
1 [
=ud vy o, + v di o]

Procediendo de forma idéntica para los otros términos

2 3

— —

[v,[@,u]] = UiJjj[a)kj Jruy + oy “lj]
3 1

[, [u, V] = o, [y Jygvy + g v
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Consideremos los términos rotulados con 1. En particular w; J;;u; Jy, v, ;, haciendo

, k—>i, -k, j—oiI,
este término resulta en
opdjjud v = uidy vy dyjop =uJy v d o).

Intercambiando j con k obtenemos u;J;; vy ;J ) w;, que es exactamente el primer término

(1), pero con J;; en lugar de J;;, como J;;, = —J;; entonces estos términos se cancelan. De
igual forma se cancelan los otros dos pares, demostrando asi la identidad de Jacobi.

Invarianza del Elemento de Volumen en el Espacio de Fase

Un invariante importante en el formalismo simpléctico es el elemento de volumen del
espacio de fase

(dn) = dq,dg, ---dg,dp,dp, -+ dp,,.

Si hacemos una transformacién de variables en el espacio de fase R*" — R?" el elemento de
volumen en las nuevas variables esta dado por

(dé:) = dQldQ2 "’dQndPldPZ "’dPn.

Estos elementos de volumen estén relacionados por medio del Jacobiano de la transformacion
de coordenadas, es decir,

(d¢) =det

a¢

—((dn).

o ‘ (dn)

como MJMT = J, por las propiedades de los determinantes tenemos que

(det(M))*det J =det(J) = 1.

Esto es consistente con la interpretacion del determinante del Jacobiano como el corchete
de Poisson entre las coordenadas generalizadas y el momento canénico.

det (0_C>
on

En una dimensién (dos dimensiones en el espacio de fase) tememos

2

|det(M)|> =1 = =1.

99 29
det‘a_é: — |9 9p :Qa_P_@a_P:[Q Pl =1
on| |50 5| daop dpog NPT

En general el-liz_“l-anlilel.2 M2m-2n =1 donde M;; = 6_11;-'
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6.3 Transformaciones candnicas y teoremas de conservacion

Sea u = u(q, p,t) una funcion definida sobre el espacio de fase, entonces

Qu_ou, o ou
dt ag. " op T o
oudH ou 5H+@:[M,H]+5_I;.

dq; dp; Op; dq; Ot 0

En notacion simpléctica
du _oudn  ou_ ou oH  ou
dt onydt ot on on ot

(u,H]

Por ejemplo si u = ¢
0 0

. a 1 . apz
G;=lq;, H]+ s pi=Ipi, Hl+ 7.
ot . ot

Aqui tuvi t %4 Oni t I mi junto d
qui tuvimos en cuenta que —* y —t son cero, ya que pertenecen al mismo conjunto de
variables (g, P,t). Estos casos se pueden escribir como
0H

1=[n,H]l=J
n=I[nH] on

En notacioén indicial el altimo paso es
ong . 0H ;. OH oH

m.Hl=—J,, — =6,,J,, — =J,,, —.
k ani ij ai’]j kivij aﬂj kj a"]j
De esto tenemos que
: oH oH
H=[H H+Z =22,
[ ] ot ot

. dH OH p ) ) )
Es decir O = e este resultado ya lo habiamos obtenido anteriormente. Si u es una
constante de movimiento i = 0 tenemos

u=0=[u,H]+% = — =[H,u].

Si
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siendo u, v constantes de movimiento, se puede mostrar que [u, v] no depende explicitamente
del tiempo.

[, Lo AT L [0, LTS [ H [u, 0]] = 0.

En notacion simpléctica las transformaciones infinitesimales estan dadas por
oG
{=n+on=n+e —.
on

como

T T
0
wol,=(2) 72, =2} 1% pu=s2
on on on on on

Haciendou=G =

[11,G]=JE > (511=€JE:€[;1,G].
on on

Sit =€y H = G, entonces

d
o =dt[n, H] =;%—’Z =dn, n=(q.P)

af

Aqui tuvimos en cuenta 2—7 =0.

Aqui cambiamos la interpretacion pasiva de los cambios de coordenadas: u tiene el
mismo valor en (g, py) y (Qg, Fp). pero las variables (Q, P) son mas adecuadas para resolver
el problema. En la interpretacion pasiva u(qg, py) = u(Qy, Fy), es decir, el valor de la funcion
es el mismo en los dos sistemas coordenados. En la interpretacion activa u(q, P) evoluciona
con el tiempo de tal forma que gy (t +61) = Q y py(t+6t) = P. Es decir (¢, p) y (O, P) son
puntos diferentes del mismo espacio de fase. La interpretacion activa es muy adecuada
para parametrizar el movimiento de un sistema de particulas. Definimos el cambio bajo
transformacion activa como du, definido de la forma

ou=u(B)—u(A) =u(n+oén)—u(n) (6.23)
ou ou ,0G
>~ —én=0n=—eJ— =¢lu,G]. 6.24
an” "anean €lu,G] (6.24)
Si u =5, entonces
on = eJﬁ =on
on

En general, transformaciones activas dependen de un parametro. Bajo la transformacion
pasiva el hamiltoniano puede cambiar su forma funcional si la funcional generatriz tiene
una dependencia explicita con el tiempo

KA = H(A')+e%. (F, = q, P+ €G)
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Si hacemos una transformacion pasiva de un sistema de coordenadas A a un sistema de
coordenadas A’ el valor de las funciones no cambia, en partircular, K(A’") = K(A), ya que
A’y A representan el mismo punto fisico, pero descrito por diferentes coordenadas. En
lo que sigue definiremos 0 H = H(B)— K(A’), esta definicion coincide con la definicién
de 0 H que vimos para transformaciones activas, cuando el hamiltoniano no cambia por la
transformacion pasiva, es decir, cuando K(A’) = H(A’). En general tenemos que

OH = H(B)— H(A’)+e£]
ot
=H(B)-H(A") —e% (donde H(A)=H(A"))
H(B)-H(A)
=¢[H,G|—- e%. (6.25)
ot
Aqui utilizamos la ecuacion (6.24). De la relacion (;—? =[H,G]+ aa_(t;
dG 9JG
> [G.H]l=—+—.
[ | dt ot

Remplazando este resultado en la ecuacién (6.25) obtenemos

aH=€[_dG+aG]_ oG __ dG

—+—|—e—=——.
dt ot ot dr

Es importante notar que d H representa el cambio del hamiltoniano, por una transformacion
de coordenadas (transformacion pasiva), que en principio puede cambiar funcionalmente
el hamiltoniano, y una diferencia entre los hamiltonianos en dos puntos diferentes del
espacio de fase (transformacién activa). Si G es una constante de movimiento G =0y el
hamiltoniano es una constante de movimiento. Por definicidn las constantes de movimiento
son las funciones generatrices que dejan H invariante. Ejemplos, si g; es una coordenada
ciclica, sea G(q, P) = p;, habiamos visto que para TCI

0G G
00 = €—— op; = — —,
i 65171' yoon 63%‘
asi que
op; 0
5qi=eﬂ=€6ij, 5pj——€ﬁ—0
dpj 8qj

o : . : . dp;
Es decir, bajo esta transformacion el momentum lineal se conserva. Si g es ciclica d_tl =0

dp.
OH = —e—Li — 0.
dr
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Si la funcién generatriz esta dada por
G =0Um;=Jyn.
Los cambios en las variables candnicas debido a esta funcién son

=6 7.2 oy [a ]
N =€ —=c —J;,n
k ksa’ls ks ans Ir'lr

T
= €Jkler5rs = €Jkles = eJkst[ = eékl'

Explicitamente el generador es

o=(5 0)()-(%)

Es decir,paral=i G;=p;yon =6q,=cyparal=n+i G;=-—q;y N, =06p;=¢.
En resumen: el generador de traslaciones en la coordenada generalizada ¢; es su momento
conjugado p; y el generador de traslaciones del momento canonico p; es el negativo de su
correspondiente variable generalizada —g;. Ahora veremos cual es el generador de rotaciones,
para esto consideremos la rotacion alrededor del eje z

x"\ _ |cos@ —senf||x
y' ] |sen@ cosO ||yl

Para rotaciones infinitesimales 6 ~ df = cos(df) ~ 1 y sen(d@) ~ d6, esta expresiOn se

reduce a:
x"\ |1 —dof|x]| _
y' ] |de 1 ||y|

Para las coordenadas esto implica

x—ydo
xdo+y

x'=x-yd§ y y =y+xdo.
Para los momentos tenemos un resultado similar

p)’c =p,—p,do y p;zpy+pxd9.

Definiendo G = x;p;,, — y;p;, podemos obtener los mismos resultados para las coordenadas
Xy y, es decir,
G 0
ox = dea = dHE[XJPJy—yjPJX]
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De forma identica para y

oG

api y
Como mencionamos anteriormente, los generadores de traslaciones en los momentos son
las variables del espacio de configuracion, asi que por analogia también podemos definir un
generador de rotaciones en espacio de momentos.

0
8pix = —€5—(X;pjy = ¥;pjx) = —d0p;,6;; = —dOp;,.

0x;

1

De igual forma tenemos

5Piy = p;xdo.

El generador de las rotaciones para los momentos alrededor del eje z es el negativo del
respectivo generador para las coordenadas en el espacio de configuracion. De estos resultados
podemos definir el generador de rotaciones alrededor del eje z como

(xipiy = Yibi) =G =L, = (¥, X p) k. (6.26)

Facilmente podemos ver que estas definiciones coinciden. En notacidn vectorial el producto
cruz esta dado por

~

T ] k
x; Vi zi|=+ipi;— Zipiy)i_ (X;piz — Zipix )] + (xipiy —YyiPix)k = L.
Dix piy Diz

De esta definicion tenemos que
L,=L-k=G.
Podemos generalizar G para una rotacién alrededor de cualquier vector unitario A = i1
G=L-i

Es importante hacer notar que p es el momento canénico, como vimos, cuando hay términos
lineales con la velocidad generalizada ¢, p.ansnico # PlLineal- COMO Vimos anteriormente, para
TCI activas

ou = elu,G]. (6.27)

Haciendo da = €, tenemos que du = da[u, G]. La expresion en serie de Taylor de u(a) esta
dada por

a? d%u o d3u

4 du d-u d’u
a=0 2! dg2la=0 = 3! da3

u(a)=u I aa
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Cada una de las derivadas en esta expresion puede evaluarse utilizando la ecuacion (6.27)

du
|y =161 -
d?u _d
_—— ’G = ,G ,G .
"5 = 351461 =[[4.G1.G)
Ya que u’ = [u, G], también se debe satisfacer que -~ du” =[u’,G], y asi sucesivamente
d}'l
Mnmhﬂﬂﬂ g

Utilizando estas expresiones la expansion en serie de Taylor para la funcion u es

2 l[6].6).6]

Veamos como aplicar esto en un ejemplo. Para rotaciones habiamos mostrado que G =
x;P;,,—y;P,, = L, (suma sobre i)

+ -

2
u@=u| _+afu.G |a=0+%[[u,G],G] ) -

itiy
[xj$Lz] - [Xj,lely y[P[_x] (6.28)
0
=xl'[x' iy]_yi[xj7 ] yl Ji =_yj' (6'29)
De igual forma
[yj’L] [yj’xl iy yIPtx] (630)
_x[[yj7 ] l jl —Xj. (6.31)

Podemos asumir que bajo rotaciones X = X(0) y Y = Y (0) de tal forma que X(0) =xy
Y(0)=y.Sien(629)y (6.31) L, = X;P,,— Y, P,

[X]’LZ] a=0

Facilmente podemos calcular ordenes superiores.

="V [Yj’LZ]

a=0 J:

i’ L ] =_Xl a=0=_xl

A orden 3 tenemos

[[[x;, L), L], L] =[x, =Y|,_ =

[ 0=0

X,

De estos resultado podemos tenemos que

11X L) L] L] =20 =1

1 2 n 6=0



146 Mecdnica Cldsica - Notas de clase

Para un nimero impar de L, , es decir, n =2k + 1, el signo + va alternando n = 1, —; para
n=3,+;paran=>3,—.

Sin=2k+1 = elsignoes (—1)**!
Para n par tenemos
[[[X; L.]. L.]..... L;] = (-DFXx,.
1 2 n

Donde el signo corresponde a n = 2k . Asi la expansion en serie de Taylor tendra términos
impares proporcionales a y; y términos pares proporcionales a x;

2 3 4

0 0

X;=x;—y;0— x,2'+y,3'+ il
0> o0+ 6° 63 6> o
=X; l—a'i'ﬂ—a'l‘ +—y,- 9—§+§—7+

X =Xx;c0s0 —y;send.

Este resultado corresponde a una rotacioén. Ahora consideremos el caso en el que la funcién
generatriz es el hamiltoniano, es decir, G = H, en este caso el pardmetro infinitesimal es el
tiempo y de la ecuacion (6.27) tenemos

du=dt[u, H].
En este caso — =[u, H], con solucion formal
2 3
u(t):u0+t[u,H]|t=0+%[[u,H],H]| o+ 5w ) H]H]| (6.32)

Si aplicamos este resultado al Hamiltaniano de una particula con una aceleracidn constante

a
2

H = p——max.
2m

Para la derivada de x respecto al tiempo obtenemos

dx

=[x,H]=|x, p——max =
dr 2m
_ P P p_P
N [xlp]+[x p]2 2m+2m m

A segundo orden tenemos

2 2
dx _ [[x, H],H] = [B,H] = [B,p——maxl = —@[,x] =g = Constante.
dr L m m
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A orden 3

d3x
e [[[x. H], H], H] = [a, H] = 0.

De igual forma tendremos para ordenes superiores. Remplazando estos resultados en la
ecuacion (6.32) obtenemos

Do a n an
X =xy+—t+—t"=x5+vot+=t".
T m 2 070N
Momento Angular y los Corchetes de Poisson

Si F es un vector que depende de a en el espacio, para una TCI en la interpretacion
activa tenemos que
OF, = da[F,,G] = d6[F,, L.

Esto de (6.24). Para una rotacion infinitesimal da = 6. En la interpretacion activa, (6.3.1)

rota las componentes del vector pero no las bases. L -7 solo genera rotaciones para F =
Fi(q, P), no para vectores externos (no rota los é;). F; debe ser un vector del sistema!. De
la ecuacion (4.5) para una rotacioén d@ al rededor de un eje normal 7, el incremento en el
vector posicion esta dado por

dF =doaxr.
Por analogia podemos extrapolar este resultado para un vector Fenel espacio
dF =d0AxF,
donde el vector gira un dngulo d @ alrededor del eje 7. Si

OF =dg[F,L-ii| =d9axF  (

S
Il
S|

.\/

Ya que el d@ es arbitrario, se debe entonces cumplir que

T

[F,L-7i] =Ax
Veamos un ejemplo

[Py L 1= [Py, xp, — ¥yl
0
= [py. XIpy, — [p=71Dx = — ).

De igual forma se puede mostrar que [p,, L.]=p, y [p,,L,]=0. En resumen:

[7, L-k]=[-p,, p,.0l. (6.33)
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Para entender este resultado hagamos el producto cruz

7k
kxp=|0 0 1|=-p,i+p,+0k. (6.34)
Px Py P:

Comparando (6.33) y (6.34) obtenemos
5, L-k] = kxp.

Es importante mencionar aqui que esto es cierto solo para vectores del sistema, es decir,
vectores que sean funciones de p, q y el tiempo. En caso de tener un vector, como un campo
magnético, que no esté escrito en términos de las variables del espacio de fase, el generador

de rotaciones no actia. Por ejemplo, sea F=A= %(?x E) el potencial vector de un campo

magnético con componentes B=BRBi= (B,0,0), entonces
[F.L-] = |5Gx B, L.

Las componentes de A son

Lol k |
AZE X y z =§[Oi+sz—yBk].
B 0 0

De esta expresion podemos calcular el corchete de Poisson [f_f, L Z], es decir,

- B B
[0.1.] =0, [%,LZ], [%,LZ] .
e —|

9] 2
El término (1) es:

1
[EZB’ xp, —ypx] =0

porque el corchete de Poisson de z con x, p,, yy py es cero. El segundo término (2) es:
Bx

1 B
5[—)73, xXp,—ypil= _E[y’py]x = 5

En resumen

e oA —Bx
A L] = [AL-F] = [0.0.5%|.
Este resultado se puede comparar con el producto cruz

1
kxA=

i(_§B>+Oj+oic.

o O

wl%o\>

t\)|*<| —_ R
=
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Vemos que [X, LZ] = [X,i . IAc] * kX A. El vector A = 7x B debe transformar como un
vector del sistema para poder satisfacer el teorema. En el ejercicio anterior B no cambia con

la TCI, por lo tanto %7>< B tampoco lo hace. La relacion [17“ L i| =nx F se pude escribir
como:

|[F,L-7i| =iixF.
En notacién indicial
[E-,Ljnj] = €;jxn; Fy.
Factorizando n;
[[F, L1 =€y ]n; =0
Ya que n; es arbitrario, se tiene que
[Fin L] = €6 Fi
Veamos que pasa con el producto escalar de dos vectores del sistema F-G
|F-G., L-ii| = |[F,G;, L;n;|
= F[G;. Lin;| + [F,, L;n;|G;

=[G, Lj|n; + [F, L;]n;G,
= Ee'jka}’lj +€iijkani

1

En el segundo término podemos renombrar indices (Todos son mudos, es decir, se estan
sumando) haciendo k — i, i — k de tal forma que

-

[17" .G, L- ﬁ] =€ FinG+€;,Gyen F; =0.
e — |

—€;jFin; Gy

Aqui tuvimos en cuenta que €y ;; = €;;; = —€;.- Este resultado debe tenerse, ya que F - G es
un escalar y por lo tanto debe permanecer invariante ante TCI asociadas a rotaciones. De la
relacion [F;, L;] = ¢;;, Fy, haciendo F; — L; se obtiene el resultado

De igual forma haciendo F =G = L en [f . é, L-n] =0, obtenemos [L2, L-n] =0. De la
ecuacion (6.3.1) tenemos parai=x, j =y

(L L,]=L..
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Si L, y L, son constantes de movimiento, L, también debe ser constante de movimiento.
Esto por la identidad de Jacobi. (Vimos que si u, v son constantes de movimiento, también
[u,v] 1o serd) Si ademas (asumimos que L se conserva) p, se conserva , entonces Py también
es una cantidad conservada

[Pz, L] =+py.

(estose tienedehacerj=F = [p, L-ii]|=7iXp). Siguiendo este razonamiento [p,, L,] =
-p, > p, también se conserva. En resumen, si dos componentes de L se conservan y

una componente del momento candnico también se conserva, entonces los vectores L'y p se
conservan. Hay un caso interesante. Suponga que se conserva py., p, y L, entonces

[px9 py] = 0, [an Lz] = _py y [py7 LZ] :px'

Sus conmutadores no involucran otros momentos, y por lo tanto no hay otras cantidades
que se conserven. Este conjunto cerrado bajo los corchetes de Poisson va a corresponder
a una subalgebra cuando vayamos a conmutadores. L, Ly, L, no pueden ser momentos
candnicos simultaneamente, ya que los momentos canénicos conmutan entre si. A nivel
cuéntico las variables canénicas cuyos corchetes de Poisson conmutan entre si, corresponden
a operadores que simultaneamente son diagonalizables. Esto es posible para un L; y el

cuadrado del momento angular total 2.

Teorema de Liouville

En esta Seccion demostraremos que la densidad de estados p en un ensamble con un
gran nimero de estados idénticos con condiciones iniciales diferentes es constante en cada
trayectoria del espacio fase. Sea J = pfi el flujo de estados en el espacio de fase, entonces

La integral Teorema de Stokes

/ V- J(dn),, = / J - i(dS)s,_;,
U oU

donde (d#),, = dgq; ...dq,dp; ...dp,, U es un volumen del espacio de fase y oU es una
“superficie” en 2n — 1 dimensiones, que corresponde a la frontera de U. El vector unitario
en el espacio de fase 7 esta definido de tal forma que es normal a la superficie, es decir, si
v €T (0U), v es un vector tangente, entonces -1 = 0. La densidad de estados es una funcién
de las variables del espacio de fase, es decir, p = p(qy,...,q,.P1,---,P,) = p(n), integrando p
sobre todo el espacio obtenemos el nimero total de estados Q en el volumen de integracidn

0= / pdn.
U

La variacion del ntimero de estados en un volumen U debe ser igual a menos el valor de los
estados que fluyen por la superficie, es decir,

do _ —/ J-ds. (6.35)
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Esto se debe a que los puntos en el espacio fase no desaparecen. A la integral de superficie
le podemos aplicar el teorema de la divergencia de tal forma que

/ J-dS = / J-i#(dS),, | = / (V- D)dn),,.
ou oUu U

Reemplazando este resultado en la ecuacion (6.35) obtenemos

d
0= d VJd
T pn+/( )dn

o -
= [ |=£dn+V-Jdy| =0
[ |%an+-7

Cuando < entraen la integral solo se aplica a la dependencia explicita de p con el tiempo, las
otras variables se estan integrando, esa es la razon de utilizar una derivada parcial en lugar
de la derivada total dentro del integrando. Ya que el volumen U que estamos considerando
es arbitrario, el integrando debe ser cero en todo punto, es decir,

a =d

P yv.J=o0.

ot
Esta es la ecuacion de continuidad, y nos dice que el nimero de estados del sistema no
cambia. La divergencia del flujo de estados puede reescribirse como:

. 0 oH

V-J=—(pn)=— |pJ..— 6.36
on; (P”h) on; lp Y ()njl ( :
dp . 0H 0*H
on; Y on; Pij on;on; ©.37)

Ya que la contraccion de un tensor antisimétrico con un simétrico es cero, por ejemplo: si .S

es simétrico, §;; = §; y A antisimétrico, A;; = —A};, entonces

1

841 = 1Sy Ay = S;;A;] =0,

S;iA —[SA+SA] [S ijAji =0 Aj
I

ij jl Ly==ji Lj==ji

SjiAij

lj jl

l(—)j
Renombrando

Este resultado lo podemos aplicar en el segundo término del lado derecho de (6.37), ya que

0°H _ 9*H _g
onion; — onon; "

Jij==J;iySi=

Es decir este término es cero

0*H

y =0.
Y on;0n;




152 Mecdnica Cldsica - Notas de clase

Esto nos lleva al resultado

- - 0
V. 5=225 00 1, .
on; " on;

Dado que la densidad de estados p es una funcién de las variables del espacio de fase y del
tiempo, tenemos que

dp _dp . dp . Op

it og, T op, " o
0 0 0
_9p0H  0p <_0_H> L9

dq; op; Op; 0q; ot

> ’H =———=§
. Hl= 3= 5

Reemplazando en la ecuacion de continuidad

op = = %ﬁ dp %E dp
O0=—+V.J= —_—— =0 => —=0.
ar AT dr

Este teorema nos dice que en un punto del espacio de fase la densidad estados no cambia. El
teorema de Liouville no implica que la densidad sea uniforme en todo el espacio de fase. El
teorema establece que en un punto del espacio de fase la densidad de estados es constante. Si
tomamos una frontera de un volumen en el espacio de fase y contamos el niimero de estados
dentro de esa frontera ese ntimero es constante. Con el paso del tiempo las ecuaciones de
movimiento mapean la frontera en una nueva frontera y los puntos dentro de la frontera se
mapearan como puntos internos respecto a la nueva frontera (Un punto interno no puede
convertirse en frontera ni al revés). Ya que la evolucion temporal es una transformacién
canonica el volumen dentro de la frontera se conserva.

Ejercicios Capitulo 6

P1: Pruebe que la transformacién
= l =
Q—ln(qsenp), P=qcotp

es candnica directamente usando corchetes de Poisson, es decir, verifique que {Q, P} ap=
1.
P2: Muestre que la transformacién

2 2
aq aq D
=arctan(—), P=—(14+——
0 arcan(p) 2( a2q2>

es canonica para una constante a. (Este es un ejercicio que aparece como solucion de
capitulo 9 de Goldstein) :contentReference[oaicite:4|index=4
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P3:

P4:

P5:

Pé6:

P7:

PS:

P9:

Considere la transformacion dependiente del tiempo

O=gq, P=p+f(q.1),

donde f(g,?) es una funcion conocida. Determine qué condicion debe satisfacer f para
que la transformacion sea candnica, y encuentre la funcion generadora correspondiente.

Para el Hamiltoniano )

H=L+v(),
2m

considere una transformacion candnica que convierta este Hamiltoniano en una forma
con P constante (variable ciclica). Proponga una funcion generadora F,(g, P) que logre
esto en el caso particular de V' (q) = %qu.

Demuestre la condicién simplicial (simpléctica) de la transformacion canonica: si M
es la matriz jacobiana de la transformacion de (g, p) a (Q, P), entonces debe cumplirse

MIMT =7,

donde J es la matriz candnica estandar antisimbdlica. Use esto para verificar que las
transformaciones lineales de tipo escalamiento con determinante uno son canonicas.
Considere una transformacion generada por F,(q, P). De las relaciones

_0F, _O0F,
P=%¢ %" op
muestre explicitamente cdmo se transforman el Hamiltoniano H (g, p) a K(Q, P) me-

diante
oF,
K=H+—.
ot

Sea un generador infinitesimal G(q, p), y considere la transformacion
q—>q+e{q.G},  p-op+e{p.G}, exl

Demuestre que esta transformacion es candnica a primer orden en €. Luego, interprete
por qué G puede considerarse “el generador” de la transformacion.

Use una transformacion candnica (especifica) para resolver el oscilador armonico
unidimensional sin resolver directamente las ecuaciones de movimiento. Por ejemplo,
elija un generador que transforme el Hamiltoniano en funcién de P? 4+ Q? tipo circulo,
y luego reinterprete las ecuaciones de movimiento en las nuevas variables.

Para el Hamiltoniano dependiente del tiempo

p2
H=—+aqgp-t,
2m

proponga una transformacion candnica que elimine la dependencia del tiempo (o la
reduzca) si es posible. Determine la funcion generadora adecuada.
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P10: (Desafio) Analice una transformacién que escale el tiempo junto con q y p, es decir,
O=Aq, P=upup, 1t =wt,

con constantes adecuadas 4, u, v. Determine las condiciones bajo las cuales esta transfor-
macién puede ser considerada “candnica extendida”. Luego, aplique esta transformacion
(cuando sea valida) al Hamiltoniano

2
H=L 4 aq",
2m
y verifique como cambia su forma.
P11: Para un sistema de dos grados de libertad (q;, g5, p;, p>), considere la transformacion:

0, =q,+p,, 0, =q, Py =py, P, =p,—q.

(a) Verifique que esta transformacion es candnica comprobando los corchetes de Poisson.
(b) Encuentre una funcién generadora (tipo F, o F3) que produzca esta transformacion.

P12: Demuestre que la composicion de dos transformaciones candnicas es nuevamente una
transformacion canonica. Use la propiedad de los corchetes de Poisson para argumentar
la preservacion de la estructura canonica.

P13: Sea una transformacion canénica que convierte (g, p) en (Q, P). Si una funcién F(q, p)
es constante de movimiento (es decir { F, H } = 0), muestre que la funcion transformada
F'(Q,P)= F(q(Q, P),p(Q, P)) también es constante de movimiento (con respecto al
nuevo Hamiltoniano K).

P14: Dado un Hamiltoniano

Pk
H=—+—,
2m g2
proponga una transformacién candnica que transforme este Hamiltoniano en uno con
forma mas simple (por ejemplo, reducir el problema a un Hamiltoniano libre con
coordenada “radial modificada”), y explique como resolverias el movimiento en las
nuevas variables.
P15: Para la transformacion

0= \/Ecosp, P =/gsenp,

verifique si esta transformacidn es candnica o no mediante los corchetes de Poisson.
En caso afirmativo, determine la funciéon generadora correspondiente.
P16: Considere la transformacion

D
Q=; P=¢’p,

y determine las condiciones en que esta transformacion puede ser candnica (por ejemplo,
valores de constantes de escala). Encuentre el generador si existe.
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P17: Considere una transformacion dependiente del tiempo con generador F; (g, QO,1). Escriba

P18:

la relacion general entre los Hamiltonianos viejo y nuevo:

OF,
K(Q’P’t) = H(‘LPJ)"‘ 79

y use esta relacidn para construir un ejemplo explicito donde K es independiente del
tiempo aunque H no lo sea.

Para el oscilador armonico unidimensional con Hamiltoniano

2

p- 1, 5
H=—+-kq",

2m 2q

considere la transformacion generada por

aP mw _
7+Tq2tan 1( ).

FZ(q’P): P/ma)

(a) Derive las relaciones entre (g, p) y (Q, P). (b) Muestre que en las variables nuevas
el Hamiltoniano adquiere la forma K = w(Q? + P?) /2.
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@. Teoria de Hamilton-Jacobi

Como se ha mencionado anteriormente, las transformaciones candnicas pueden utilizarse
para resolver las ecuaciones de movimiento. Ya sea que en el nuevo sistema de coordenadas
las nuevas variables sean ciclicas o de forma alternativa constantes de movimiento. Sin
embargo, en su importancia en la Fisica radica en el papel crucial de este formalismo en
el origen de la Mecéanica Cuantica. El método de cuantizaciéon de Wilson y Sommerfeld
proponia la discretizacion de las variables de accion para sistemas dinamicos periddicos
o cuasi periddicos. Con este método se logrd calcular la estructura fina del atomo de
hidrégeno y el espectro de varias moléculas. Adicionalmente, los invariantes adiabéticos
estan relacionados con estas variables. Desde el punto de vista de sistemas dindmicos el
formalismo de las variables accién-angulo ofrece un método para calcular las frecuencias y
constantes de movimiento de un sistema fisico.

Ecuaciones de Hamilton-Jacobi (JH)

Haciendo una TC para obtener variables que sean constates en el tiempo es equivalente a

0K . 0K .

donde K = H + aa—f. Es claro que si K = 0 satisface automaticamente (7.1), asi que impone-
mos esta condicion

OF

K=H(qg,P,i)+—
(q,P,1) o

0. (7.2)
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oF,

Resulta conveniente tener a F = F,(q, P,t) de tal forma que p; = 20

Asi nuestro problema

mecanico se convierte en una ecuacion en derivadas parciales

oF. oF. oF.
2 —2-r>+—2=0. (7.3)

La ecuacioén (7.3) se conoce como ecuacion de Hamilton-Jacobi; y es una ecuacién en
derivadas parciales en las (n+ 1) variables (g;,7). Es costumbre definir .§ = F,. Si los
momentos P; son constantes a; =

F2 = S: S(ql,...,qn;al,...,an+1,t),

donde los a; corresponden a los » momentos de P, y ala energia. .S se conoce como la funcion
principal de Hamilton. Es importante notar que si .S’ es solucion de 7.3 también S + « es so-
lucion con @ una constante. Eliminando la constante aditiva S = S(qy,...,q,; 1, ..., %,11,1),
como @; = P; = de las ecuaciones para F, tenemos

_ 05(q,a,1)

o0 (7.4)

i

donde los g y los a refieren a los g; y a;. Parat =0 o t =1, (7.4) permite determinar «;
como funciones de g, y #. De la segunda ecuacion para los Q;

0S5(q,a,t)

Qi=h= oa

(7.5)

i

Ya vimos que Q; = 0, por lo tanto Q; = f; una constante. EL valor de f§ se puede obtener en
términos de a, fy t

q; = ;@ p,1). (7.6)
Una vez se conoce las g, podemos obtener los p; de (7.4)
pi =pi(a,p,1) (1.7)

de tal forma que las Ecuaciones (7.6) y (7.7) representan la solucidn formal del problema.
La funcion principal de Hamilton la podemos identificar con la accidn.

0
dS _aS oS oS
— = —q;+—0+—, 7.8
G " ag 5?{ -~ (7.8)
dondepi=3—;.Com0H+%—f=O = aa—fz—Hasi
dsS .

dr
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Integrando esta ecuacion obtenemos

S:/dS:/(piq‘i—H)dt+Constante. (7.10)

Si H no depende explicitamente del tiempo (i.e. El hamiltoniano es una constante) de la
ecuacion (7.10) tenemos

/ q',d/ at—/pidqi—at

S =Wiqq, a) at. (7.11)

W se conoce como la funcidn caracteristica de hamilton. Es inmediato que

ds ow
—=—-4yqg,—a=pqg;,—H.
At~ og, WTHT P
Al comparar con (7.9)
ow
= i 7.12
pi o0 (7.12)
dw _ ow . . . .
Es decir o= g —d; = p;4;. Asi que dW p,q,dt

W = /p, —ldf = /p,dq, (7.13)

Como habiamos visto anteriormente.

Oscilador Arménico
El oscilador armoénico es el ejemplo obligatorio en todo formalismo. Del hamiltoniano

H=L[P2+m2w2qz]=E; w= E,
2m m
podemos escribir la ecuacién de HJ
0S 0S oS
H\(q....95;—,.... —:t | +—=0.

De p= % la ecuacion de HJ, en términos de la funcién principal es

HIq,...,q9,; Y eens ,
< ! " oq; aq,

2
1 ow 222
— [ (== —a=0.
2m[<6q>+qu] a
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. oW
Despejando <a_q>
ow \’
<—> =2ma — mza)zqz.
dq

Como W sélo depende de ¢, entonces la derivada parcial puede considerarse como una

derivada total, es decir, 2 _4
dq dq

dW =\2am—m?w?q*dg=>W = / V2am —m2w?qldg.

De las ecuaciones para F, tenemos

=95 _W _, (s=w-an)
Ja oa

Donde
W _ \/ 2am —m2w?q?dg = / Ram—m*w?q*]/*dgq
c)a da

Oa
a 2md
_/[2am_m2wzqz]—1/22mdq=% mdq

\/Zam m2w?q?
1 /" 2mdq / [2m  dg
2Jo \2am \/1 T 1—A2

Esta expresion se puede integrar si hacemos el cambio de variable

sen’ 6 = Azq2 = send dg = cos 0%.
A A
De tal forma que
/2m cos@df/A 1 [2m [ cestidd
—sen2f AV «a cost
9 + Constante.

2A

Una constante de integracion que puede absorber en .
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De esto tenemos

-1
ﬂ’ _ sen (Ag) _7

®
O de forma equivalente

q=lsen(cot+ﬁ')= 2—asen(cot+ﬂ'). (7.14)
A V mw?

Procediendo de forma similar podemos calcular el momento
p= aaVV / V2am — m2w2q"2dq’ = \2am —m2w?q?.
q
De la Ec. (7.14) obtenemos

p= \/Zam — m2w? lz_az] sen2 (wt + "), = \/2am—2am sen? (wt + ')
me
2amcos(wt+ p'")

Oscilador Armoénico Anisotropico

Un oscilador armdnico anisotropico oscila de forma diferente respecto a cada uno de los
ejes. En dos dimensiones este oscilador tiene como hamiltoniano

H——[p +p, +m2a) x? +m’w y]

k k
Con w,=\/—= y o,= ey
m Vm

N=Wi(x,y)—at = W(x, a)+ W(y, a,) — at la ecuacion de HJ resulta en

1 ow ) ow 2 .22
ﬂ l(g)'i‘m W X"+ <0_y> +m-w VY (7.15)

Separando variables

Si S(x’ y’ a’ y’

2
1 (oW 1 2
(G ) ramer=a, (710
1 (OWN> 1 5 5
%<a—x> +§ma)xx =a,. (717)

Con a = a, + a,. Aqui podemos resolver de forma automatica

2a,
Dy = \/2ma, cos(w,t+p,), x=‘/ 2sen(co I+ B,
maw
X
2a,
Py =1/2ma,cos(w,t+p,), y= m_a)i sen (w1 + f,).
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Oscilador Arménico Isotropico

El caso isotropico se define como k, =k, y w, = w, = w, es decir
x=rcosf, y=rsend, r=+vVx2+y? y
tant9=Z => 9=tan_1<z>.
X X
en este caso el potencial es
lmcozx2 + lmoozy2 = lma)2 (r2 cos® 6 + r? sen® 9) = lmcozrz.
2 X 2 Y 2 2
En coordenadas polares la energia cinética es
1 o, 1 22
T = —mi~+—m(r)-.
> > (rf)
= 9T _ i =91 _ r20 )= L0 =P
CON p, = == =mi'y pg = —5 = mr 0, de esto podemos obtener 6 = SSyr== de tal forma
que podemos escribir el hamiltoniano como
2 2
1 pr 1 2 p@ 1 22
H=-m| — |+zmr + —mw°r 7.18
2 2
pr p@ 1 22
=—+ + —mw°r. 7.19
2m  2mr? 2 (7.19)

Para este hamiltoniano podemos hacer separacion de variables
S, 0,a,0p)=W.(r,a)+Wy(0,ay) —at.

En el hamiltoniano (7.19) 6 es ciclica por tanto py es una constante de movimiento

W0=/p9d9=p9/d9=p99

Si pg = ay = Constante = a(.)% (deEq. (74) p= 3_5 = i—qW) la ecuacién de HJ se reduce a

OW.\ 2 o
2L< 3 r> + 0 +lma)2r2=a.
m r

como

r2=x2+y2

2
= \lz—asen(a}t+ﬁ) + \/2—asen(cot)
maw? mw?

= L“Z[senz(wt + B)+sen’(wt)].
me

2
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Aqui tomamos B’ =0 para y y p” = p para x sin perder generalidad

0 =tan"! <X> =tan~! _senor
X sen(wt + p)
Para f =0

r=‘/4—asenwt , p,=mi \/4—asena)t = V4ma coswt
maw? dt maw?

0=tan_1(1)=% ., pg=mr0=0.

Para f = 0 la solucién parametriza una linea recta, para f = z /2 circulo. Las figuras que se
generan variando f se conocen como figuras de Lissajous.

Funcién Caracteristica de Hamilton
Para sistemas con H que no tienden explicitamente de ¢ la ecuacion HJ se puede escribir

como
ow
H(q. 25 ) =a.
<q1 aq[_) oy

En este caso la funcién generatriz hereda de S las propiedades

ow ow _ ow
pi 24, 0, 0P " o, (7.20)
Como W no depende explicitamente del tiempo
0

H+}£Z=K=al. (7.21)

Es decir, K es igual a la energia. De las ecuaciones de Hamilton tenemos

: 0K
P=—=0 => P=aqa,
1 an 1 al
. _0H O« 0K o0H
a; O da; Ou;
Resumiendo estos resultados
oK . |1 para i=(1)
oa; 0; = 0 para i#1 (7.22)
ow ow
Q] ﬂ] aal Ql ﬁz aai ( )
oW (q,
De p; = # podemos obtener a = a(qy, p;o) para t = ty. De (7.20) y (7.23) podemos
q

i
obtener ¢; = g; (a, p,1).
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Separacion de Variables

Si g, es una coordenada separable, entonces podemos escribir la funcion principal de
Hamilton como

S(ql,...,qn,al,...,an,t) =] (ql;al,...,an,t) +.5’ (qz,...,qn,(xl,...,an,t).

Si la ecuacion es completamente separable, entonces

S = ZSi (giraps.... 1) =S, (g:aq,....a,,1).
3

Suma indices repetidos

La ecuacion de Hamilton es:

Y dS;
H,; <qj;a_;a1,...,(,¥n,l> +7 =0.

J
Si el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo

S; (qj;(xl,...,an,t) =W, (qj;al, ,an,t) —at.
Este resultado nos permite desacoplar todas las variables

oW,
Hi qi;a_q;ala---9an =ai’

1

(no hay sumas sobre i) Si la coordenada ciclica es g; y su momento y

ow ow
Hqg,....q ;y,—,...,—)za. (7.24)
Sea
Wi (a.@) + W' (ar,.... 4,3 @) (7.25)
oW, q1
P=Y =75 > W= [ydq =y dg=vrq. (7.26)
q; 0

Problema de una Fuerza Central en Coordenadas Polares

En el problema de fuerza central podemos aplicar los formalismos estudiados hasta
ahora. El hamiltoniano de fuerza central esta dado por

1 2
_ 2, P
H—2 [,+r2]+V(r).

En este hamiltoniano la variable y es ciclica por tanto

W =w\(r)+a,v,
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donde p,, = a,,

owi\? @
+—+ 2mV (r) =2ma;.
r

or
Donde

oW, al
arl — \/2m (al - V) - r_l;,,

awl

Sumando las dos expresiones obtenemos

W=W,+a,y

a2
/dr 2m ——+(x V-

De la ecuacidn (7.23) se tiene

- _GW_/ mdr
| === .
J \/Zm(al—V)—ai/rz
P _0_W__/ a, dr
27 Oay,

v r2\/2m(a1—V)—i—‘z’

7.1.7 Problema de Fuerza Central en Coordenadas Esféricas
En este caso el hamiltoniano esti dado por:

2 P2
1 2 pe ¢
H = P +—+ +V(r).

2m [ 22 sen29] ")

La funcion principal de Hamilton es separable y esta dada por
W = W,.(r)+ Wy(0) + Wy(o).
Como ¢ es una variable ciclica Wy = ay¢ y la ecuacion de HJ es

LA LA
or r2 00 sen? 6

E(ZZ

[4

corresponde al momento angular. La ecuacion de HJ es

=y > A=y dr I/Vl—/\/_dr.

+2mV (r) =

(7.27)
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O de forma equivalente

A
) + = =2m(E-V).
or r2

Vemos que esta forma de las ecuaciones de HJ resulta identica al caso de coordenadas
cilindricas. La razén es que el movimiento de dos cuerpos sujetos a una fuerza central la
dindmica se reduce a un plano.

Variables Accién-Angulo

Para sistemas periddicos resulta muy convincente utilizar un conjunto de variables que
se relacionan con las frecuencias del sistema. Consideremos el hamiltoniano

H(q’p) = a]’

Este puede resolverse para el momento p = p(q, a;) cuyas soluciones se pueden clasificar en
dos tipos “Libracion” y rotacion. Por ejemplo, para el péndulo simple de longitud /

N\ 2
E = %m (%) +1(1 —cos9).

En coordenadas polares la energia cinética esta dada por
1 %) 2\ 2
T=~ [ +(ro ] .
2m r (r )
Ya que el péndulo simple es inextensible

242 oT 2/
0-, =— =mro
Po="5¢
Comor=I/ = p9=m129, 9=p—0.
mi?

Comor=0 = T:%mr

Incluyendo estas restricciones en el hamiltoniano obtenemos para la energia

2

212

mp;l p

4 +l(1—cos€)m=%%+l(1—cos€)m.
m

~ 2(mi2)

De exta expresion podemos despejar el momento angular

po = V2mI2[E —mgl(1 —cos6)].
1) Asumiendo E < 2mgl tendremos la desigualdad

E—mgl(l1—cosf)>0 = E>mgl(l—cosb)
=> mgl(l—cosf) < E <2mgl
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rotacion
E=2mg|

libracion

L L L
-5 0 9

Figura 7.1: Libracién y Rotacion en el Espacio de Fase. Momento p (Eje Vertical) como
una Funcién del Angulo 6 (Eje Horizontal) para un Péndulo.

entonces habrd un # maximo, menor que =, para el cual (ver figura 7.1)

mgl(l1—cosf,,.)=E

En este caso, la energia total del sistema no permite llevar a la masa del péndulo a la
maxima altura, es decir, 2/, y por tanto el pendulo tendrd un movimiento oscilatorio
alrededor de un minimo. Este movimiento se conoce como libracion.

2) Si E =2mgl, 1a masa del péndulo llegar4 a la altura maxima 2/ para § = . Para la altura
maxima el péndulo no tendra energia cinética y por tanto queda en un equilibrio inestable,
puede devolverse o seguir rotando.

3) Finalmente si E > 2mgl, cuando la masa del péndulo llegue a la altura maxima tendra
energia cinética suficiente para continuar rotando. Este caso se conoce como rotacion.

Variable de Accidon

Para analizar sistemas como el péndulo simple, o el de dos cuerpos interactuando por
medio de una fuerza central, donde algunas de las variables son periddicas o cuasi periddicas,
es conveniente introducir la variable

J = jg pdqg.

En esta expresion la integracion se hace sobre un periodo de la variable ¢g. La variable J
tiene unidades de momento angular independiente de las coordenadas generalizadas. pq
tiene unidades de momento angular. Como p = p(g, @) entonces 55 p(q,a)dqg = J(a). Como
a; = H = H(J), st asumimos a J como el nuevo momento P = J, entonces la funcién
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principal de Hamilton y la funcion caracteristica son funciones de ¢, J, 1, es decir,
S=3S5(@qJ.0), W=W(q,J).

La variable Q es w, que se conoce como la variable angulo

oW oW
= — == *
0 W w= (%)
La ecuacion de HJ es IK OH(J)
)= = = D= =v(J 7.28
0=—7 ==y = "

Esto se debe a que en el formalismo de la funcion caracteristica W, el nuevo hamiltoniano
esa; = H, yaque %—IT es cero. La solucion de (7.28) es

d—w=v(J) => dw=v(J/)dt = w=v(J)/dt=vt+,B. (7.29)

dr
ow
j{pdq = jl{ a—dq-
q

Ahora si integramos durante un periodo la variable angulo Aw

Para libracion

=/dw. De Ec. (7.29)

1periodo
vemos que w solo depende de g y J, asi que
ow ow
dw = —dg+—dJ.
O T oT
Pero J es una constante de movimiento, ya que
J=J(@) = %—{:0 = dJ =0.

De tal forma que el diferencial de w se reduce a dw = ‘;—L;dq. En un ciclo completo

Aw:}{dw: a—wdq

dq
:?{i@_W)dq:i LAWY
dg \ dJ aJ dq
0
= ¢ pdg=—J=1. 7.30
57 Prda=57 (7.30)

Es decir Aw =1, por lo tanto w cuenta los periodos. Por la Ec. (7.30) el cambio de la
variable angulo durante un perido 7 es

Aw = w(r)—w(0) = [vr + B] - [v(0) + ]

=vr=1.
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. 1 . . .
Es decir v = - La variable w es el angulo en vueltas ( 1 vuelta =2z radianes) y v es la
frecuencia. Para el oscilador armdnico tenemos

T dq 2n dq
?{pq /Opdt /Op()d0
Habiamos visto que

q=1 / %sen(a)t+ﬂ) y p=V2mxcos(wt+f).
maw

) 2
Jz/(\/ZmacosH)d 2—Olsenﬁ = 4i/ cos2 0de.
V mw? V o2 Jo

_ l4sen26
0= 2

Es decir:

De la identidad cos? tenemos que

2r
J= 2—“%/ (1 +sen207d0
0

w

2r
=Z/ d0=27r_a,
w Jo w

. . . L J
donde w es la frecuencia (no confundir con la variable accion). Comoa=H = =2=H

2r
Jw oH 0] 60
2r aJ w 2 2m
La relacion entre la variable dngulo w y el angulo en radianes es
0=2rw.
Variables Accién-Angqu para Sistemas Separables
Para sistemas separables tendremos
_ W (7.31)
b= aq; , '
Por tanto p; = p;(g;; @, ..., ,). Si g; es ciclica
Ji = %Pid% =27p;, (7.32)

donde asumimos que el periodo de g; es 2z. De Ec. (7.31) tenemos

ow.(qg;aq,...,a
Jl. :% l(ql 1 I’l)dqi.
aq;
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Ya que J = J(qa;), entonces

W= Wigpdp...d,).
J

El hamiltoniano H = «; es una funcion de las «; y por tanto de las J, es decir, H =
H(Jy,-,J,). Las variables angulos son:

)% " owWi(q;;dy,--5d,)

y satisfacen la ecuacién de movimiento

. 0H(Jy,...,J,)
w,=———=v;(Jy,....J,). (10,105)
oJ;
Integrando esta ecuacién obtenemos
w; =vt+p;,

En esta expresion las v; son constantes de movimiento. Como vimos anteriormente w; =

wl(qu)
w; a (oW
dw; = —ld .= — | —— )dg.

J J
0 oW 0

—dg; = — (q;,J)dg;.
=T 24, q; aJi;p,(qj )dg;

Integrando esta expresion durante un ndmero entero de ciclos que sea el minimo comun
multiplo de todos los periodos asociados a cada una de las g;

Aw; —/dw —ZaJ%pj(q],J)dq] Z m;J; =m,.

durante m ciclos

Asi Aw = (my,my, ...,m,). Asumiendo que después de un nimero entero de ciclos todas las
variables generalizada ¢g; como sus momentos candnicos p;, tienen el mismo valor, es decir,
An = (Agq,Ap) =0.Ya que q es periddica, entonces

St
“F

eQﬂi(jlw1+-~~+jnwn)

Ms

Il

%l II
551

di

~

donde ww="Vvt+f (de w; =v;t+ ;). En general g; no es una funcién periédica del tiempo
(aunque es una funcidn periddica en cada w;,). Para que sea periddica en el tiempo se requiere
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que todas las v, tengan un minimo comtn multiplo. Es decir, v, = n, v, donde v,y es comtn
a todos y 1, € Z. Otra forma de decirlo es que :—" = %“V/A =g con g € Q; el cociente de dos

frecuencias es un racional. Cuando esto sucede decimos que los v;’s son conmensurados.
. , . . 1 .
Para una frecuencia dada v, habra un periodo asociado 7; = — que corresponde al periodo

de la variable g, . Ahora la frecuencia debe ser un multiplo entero de una frecuencia minima

. . . 1 1

Vo que corresponde al corte ultravioleta, es decir, v; = n vy, con un periodo 7j = — = —.
k kY0

Las variables angulo estaran dadas por w = vt + ;. Si después de un tiempo de la forma
[ m . v, 1.
- = -= es un entero para todo k, entonces el sistema completo es periddico
k k
con periodo ?,,. Es importante tener en cuenta que para que esta condicion se cumpla no es

necesario que las fases f, sean iguales. Los coeficientes aX se pueden obtener por anilisis
J

1 1 -
= / .../ dwl dwnqk(g})e_Zﬂ'iJ'w
0 0

N ’ I
donde gy (@) = a’},ez’” w

J’

=ml
ty= m tal que

de Fourier, es decir,

a

~

es facil ver que esto es una identidad
1 1 R .

= k' 2zJ"-w' | ,—2xiJ-w
_/ / dwj ---dw, Zaj,e e

0 0 7

1 1 I
27ri<J’—.l)~l,7)

= Zali / / dw; ---dw,e

= 7" Jo 0

J! [ |

1

.. 1
= / dw1e2m<J1_J'>w'><---x / dw, e Un=in)on, (7.33)
0

0

a

~ =

Cada una de esas integrales se puede hacer facilmente. Sea Aj; = j 1’ -Ji

e2miAj,w,

1
/eZni(Ajn)wndw —
0 " 2xiAj,

Si A, es un entero, entonces e>**A/as = | y por tanto la integral es cero. Si j ,; = j,, entonces

1 1 !
0 0 0

Resumiendo los dos resultados

1
i) = 5.,
0 n I

2wilAj, _
el
0 2miAj,
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Reemplazando en Ec. (7.33) obtenemos
k k
f Za/ 111..6j,:jn’

Este resultado se tiene para libracion. Si las g, son variables tipo rotacién donde en cada
"periodo"la variable se incrementa en una cantidad fija g el periodo de la variable y w
cuenta el nimero de periodos, entonces la variable

g — Wi qor = Z a2 (rotacion),
- J
J

es una funcidn periodica. Si w; = v, t+ f;, solo nos resta determinar g, . Si los momentos
py también son funciones periodicas cualquier funcion del espacio fase se puede escribir
como

f(q,P)= Z bje27ri.7~W _ beeZﬂif-<Vt+ﬁ)'
7 J

Para muchos problemas la ecuacion (7.2) se reduce a

LA T
’ 0J,

s
1

de tal forma que g, solo depende de W, es decir,
Q= aﬁk)ez’”jwk — aik)eZRij(vk+ﬂk).

Variables Accién-Angqu y el Problema de Kepler
De las soluciones para W podemos obtener las variables accion angulo. Asi

para 6

J _de a
0= }{ sen2 0

2
0{
- _d,,_jg\/z po2nk_ %,

y parar
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para V' (r) = —k/r. Para resolver la segunda integral sea cosi = —

a
%y
ad) 2 1
JOZGO% 1-{— dH:aG}I{\/l—coszicscszH
ay ) sen?d

=a9/ L \/sen?6—cos?ido = ay / cscHVsen? 0 —cos?ide.

sen

Haciendo el cambio de variable cos 8 = seni seny, el diferencial es d(cos @) =senicosydy =
—senfdf = senicosydy, es decir

—senicos
o = v

—senicosy
senf

= dy.
\/1—sen2isen?y
Remplazando en J, obtenemos

—senicos
Jy =0‘9/ ! \/1—senZisen?y —cos2i ( v) dy
V1 —sen2isen?y 1 —senZisen?y
/ 1 , (—senicosy)
=y senicosy dy
\/1—sen2isen?y \/1—sen2isen?y
/ sen?icos?y
=—ay dy.

1 —senZisen?y

Los limites para la nueva variable dependen de los limites para 6

)
%d0=4/ deo.
2

Del cambio de variable cos@ = seniseny, haciendo 6 = % +i tenemos que
N_ T .
COS(E iz) = Fsen 7 seni =seni = senisenyy.

De esto tenemos que para 6, = :%
De forma similar para 6 =

SIS

—i, seny, = F1. Esta condici6n corresponde a w, = F=

R

T V3 .
cos<—> =sen—sen( =seniseny.
2 2
En este caso y =0, asi

[SIE
[SIE

dy.

T+ -
y{d0=4/ d0=4/ dy/:—4/
s 0 0
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En el altimo paso tuvimos en cuenta que el integrando es una funcién par en y. Remplazando
este resultado en la expresion para J, obtenemos

Va

5 2. 2
2 sen“icos‘y
J9:4a9/ 5 ) dl[/
o l—sen“isen‘y

Para obtener la expresion final es necesario otro cambio de variable
u=tany, du= sec? vdy.
De esto se tiene que seny = tany cosy = uy/ 1 —sen?y, de esta expresion tenemos que
)
1+u?

Remplazando estos resultados en J, obtenemos

seny’ = osy =

1+

[STE]

du
Jy,=4a senzi/ .
o= o (1+u2)(1+u?cos?i)

Aqui podemos expandir el producto utilizando sumas parciales

1 A N B
(1+u®)(1+ucos?i) (1+u?) (1+u?cos?i)

De esta relacidon obtenemos las ecuaciones

A+B=1, Acos’i+B=0.
Con soluciones
1 cosZi
sen? i sen? i

Remplazando estos resultados en J, obtenemos
®( du cos?idu
JH = 40(9 - .
0 1+u? 14u?cos?
Si en el segundo término de la derecha hacemos el cambio de variable u’ = ucosi consegui-

mos
I —4g /°°< du _cosidu’>_4a /°°< du _cosidu>
0 %/ 1+u?2  1+u? ° /s 1+u?  1+u?

(o]
. du . -1
=4a,(1 —cosi =4a,(1 —cosi)tan™ " u|>

o )/0 1+u? ol ) o

T ¢
=day(1 —cosi)7 =2a <1 - a—) m=2m(apg—ay).
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A

Figura 7.2: Estructura de polos del integrando de la variable de accién radial en el problema
de Kepler. En el plano complejo, en el eje Vertical se indica la parte imaginaria de r y en el
eje horizontal la parte real.

Finalmente calculamos J,. Es importante fijarse que la integral

2
a
J,: —d _7{\/ E+%——d

corresponde a la integral sobre el contorno C; en la Figura 7.2. También es claro de esta
figura que la integral sobre el contorno C; + C, + C;5 es igual a cero, ya que no hay polos
dentro de este contorno, es decir,

2
(X

75 —dr_jzf \/ +%——d =0.
C+Cy+Cs or C+Cy+Cs r?

Aqui estamos asumiendo que la variable r es compleja. La integral sobre el contorno C; es

W 4 _75 ,/A+2———dr_j{ \/_\/1+2———d
¢ ar C Cy

donde A =2mE, B=mkyC = ag. Para r — oo podemos utilizar el binomio de Newton
para expandir el radical en potencias de r de tal forma que
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En el altimo paso utilizamos el teorema de los residuos. En este caso s6lo contribuye el
segundo término del lado derecho. De forma similar podemos analizar el integrando en el
limite r — 0, en este caso la integral sobre el contorno C, dara la contribucion relevante

vV-C
—dr—j{ ,/A+2£—92d —jzf \/ A 2Br+1d
c, or c, r q

Cuando r — 0 los términos cuadraticos y lineales en r no contribuyen y podemos aproximar
la integral a

}{Md = V_Cdr=—2m'\/—C.
&)

or c T

La suma de la integral sobre los tres contornos es cero, es decir

}{ a—Wdr—Zmi—Zm\/—C+jl{ a—I/Vdr—O
Ci+Ci+C, O VA c, Or

De esta expresion y de los valores para A, By C tenemos

ow B
J. = jl{ —dr = -27i—+27i\V—-C = —2ni
c, or \/Z V2mE

+27iz/ —az.

D o

De las relaciones que obtuvimos anteriormente: J, =2xay y Jo = 27(ay — ay) tenemos que

Jo+J,
ag = o .

Remplazando este resultado en J, obtenemos

Jr+J9+J¢:—2ﬂ'l .
V2mE

Elevando al cuadrado y despejando la energia finalmente obtenemos
_ 2x2mk?
Jo+Jg+J,

Esta expresion la obtuvo Arnold Sommerfeld y permite calcular el espectro del atomo de
Hidrégeno.

Ejercicios Capitulo 7

P1: Derive la ecuacidon de Hamilton—Jacobi para una particula de masa m en un potencial
unidimensional V'(g). Use la funcion principal S(gq,a,t) = W (q,a) — Et, y muestre
cOmo se recuperan las ecuaciones de movimiento.
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P2: Para el **oscilador arménico unidimensional** con H = % + %qu, resuelva la ecua-
ciéon de Hamilton—Jacobi por separacion de variables y obtenga la funcion W (q,a). A
partir de ella, derive la relacion entre la constante a y la energia E.

P3: En coordenadas polares, para una particula sometida a un potencial central V' (r), derive
la forma reducida de la ecuaciéon de Hamilton—Jacobi usando separacion de variables
S = W.(r)+ Wy(0) — Et. Explique como aparece la constante de separacion asociada
al momento angular.

P4: Use el formalismo de Hamilton—Jacobi para demostrar que la funcion .S’ genera una
transformacion canonica hacia nuevas variables (q;, f;) constantes (angulos) que inte-
gran completamente el movimiento.

P5: Para el oscilador arménico bidimensional con H = ﬁ(pi + pf,) + %k(x2 +32), plantee
la ecuacién de Hamilton—Jacobi por separacion en coordenadas polares. Identifique las
acciones J, y J, y compare con las frecuencias del sistema.

P6: Para una particula con Hamiltoniano

o a

H=—+%
2m = g%’
resuelva la ecuacion de Hamilton—Jacobi y encuentre la relacion entre las acciones y la
energia.
P7: Muestre que las acciones J; se definen como

1
Ji= ﬂ?{l’id%"

y calcule J para el oscilador arménico unidimensional. Luego exprese el Hamiltoniano
en funcién de J y encuentre la frecuencia w =0H /dJ .

P8: Parauna particula orbitando bajo un potencial de Coulomb V' (r) = —k /r, use el enfoque
Hamilton—Jacobi para expresar la accion radial J, en términos de los pardmetros
orbitales (energia £, momento angular L). Discuta como se relacionan J,. y J, con la
excentricidad de la orbita.

P9: Considera un sistema integrable con dos grados de libertad: escribe la ecuacion de
Hamilton—Jacobi completamente separable .S = W;(q;) + W5(q,) — Et. Plantee las
acciones Jy,J, y las frecuencias de oscilacion de cada modo, y describa el movimiento
en el espacio de angulos.

P10: Use el método de Hamilton—Jacobi para resolver el problema del péndulo simple para
pequeiias amplitudes (aproximacion cuadrética), hallando la funcion .S correspondiente
y comparando las acciones con el oscilador arménico.

P11: Para un Hamiltoniano dependiente explicitamente del tiempo,

p2
H == +a(q’,
2m

intente formular una ecuacidon de Hamilton—Jacobi adaptada con S(q, a,?). Discuta las
dificultades que surgen cuando H depende de ¢.
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P12:

P13:

P14:

P15:

P16:

P17:

P18:

P19:

Calcule la accién J para la particula libre en una caja (potencial cero entre dos muros
rigidos) mediante la formulacién de Hamilton—Jacobi.

Considere un potencial del tipo V' (r) = %kr2 + % Use Hamilton—Jacobi en coordenadas
polares, separe variables y exprese las acciones J,. y J,. Luego determine las condiciones
de degeneracion de frecuencia.

Para el oscilador unidimensional con una perturbacién pequeia:

2
H = p—+lkq2+/1q4, 1<,
2m 2
plantee la ecuacion de Hamilton—Jacobi por expansién en pequefia 4. A primer orden
en A, calcule la correccion a la accion J.
Use la funcion principal S para generar una transformacion canonica que convierta un
sistema mecanico en uno con coordenadas angulares constantes (es decir, de accion
constante). Explica el papel de las “constantes de integracion” como variables nuevas.
Para el movimiento en un pozo radiante en dos dimensiones con simetria central, use
Hamilton—Jacobi en coordenadas polares y derive la relacién entre J,. y J, que cumple
la orbita.
Considera un sistema con Hamiltoniano de dos grados de libertad que admite sepa-
racion en coordenadas elipticas o parabdlicas. Explora como escribir la ecuacion de
Hamilton—Jacobi en esas coordenadas y como definir las acciones correspondientes.

Para el Hamiltoniano )

p
H=—+V ,
2m 0c0s(9)

que describe un péndulo no lineal, intenta plantear la ecuacion de Hamilton—Jacobi en
forma implicita y discute la posibilidad de expansidn en torno a pequefias oscilaciones.
Muestre la equivalencia entre el enfoque Hamilton—Jacobi y el método de separacion
de variables en coordenadas clasicas; es decir, comente por qué resolver la ecuacién de
H-J es “equivalente” a encontrar integrales del movimiento para sistemas separables.



178

[Gol80]

[JS98]

[Lan86]

[LL76]

[Mar06]

[MUV23]

[TMO04]

CBiinograﬁa

Herbert Goldstein. Classical Mechanics. Addison-Wesley, 1980 (véanse pagi-
nas 13, 101).

J.V. José y E.J. Saletan. Classical Dynamics: A Contemporary Approach Cam-
bridge University Press, 1998. ISBN: 9780521636360. URL: https://books.
google.com.co/books?id=Eql9dRQDgvQC (véase pagina 13).

Cornelius Lanczos. The Variational Principles of Mechanics New York: Dover
Publications, 1986 (véase pagina 47).

L. D. Landau y E. M. Lifshitz. Mechanics, ThirdEdition:Volumel(Courseof
TheoreticalPhysics). Butterworth-Heinemann, 1976. 1SBN: 0750628960. URL:
http://www.worldcat.org/isbn/0750628960 (véase pagina 13).

Rubens de Melo Marinho Jr. “Noether’s theorem in classical mechanics revisi-
ted”. En: arXivpreprintphysics/0608264(2006) (véase pagina 61).

José Herman Muiioz Nungo, Ramiro Uribe Kaffure y Carlos Eduardo Vera
Aguirre. Notasintroductoriasdemecdnicacldsica. Editorial Universidad del
Tolima, 2023. 1SBN: 0750628960 (véase pagina 13).

S.T. Thornton y J.B. Marion. ClassicalDynamicsofParticlesandSystems.
Brooks/Cole, 2004. 1SBN: 9780534408961. URL: https://books.google.
com.co/books?id=HOqLQgAACA AXase pagina 13).



1.1
122
1.3
1.4
1.5
1.6

2.1
2l
2.3
24
2.5

3.1
3.2

4.1
4.2

4.3
4.4

6.1

7.1

179

L g

Indice de Figuras

Bloque Desliza S Priceion. » : s o : a 0 : 68 25 9 o ¢ © 9 8 8 53 8 838 8§ 13
Descomposicion del Vector Posicion Respecto al Vector Centro de Masa. . . . 18
DiscoRodante. . . . . .. ... ... 25
Coordenadas Cilindricas. . . . . . . . . .. .. . 34
Barra que Desliza sin Friccion. . . . . . . . . ... ... ... ... ... . 36
Péndulo Doble Oscilandoenun Plano. . . . . . ... ... ... .. ... ... 38
La Variacion de la Accién es Cero por el Camino Clasico. . . . ... ... .. 42
Elemento de Area Generada poruna CurvaqueRota. . . . ... ... ... .. 45
Braquistocrona . . . . . .. ... e e e 46
Cilindro S¢lido Rodando por un Plano Inclinado. . . . . . ... ... .. ... 50
Variacion del Vector Posicion bajo un Incremento de las Variables Generali-

AdaS gy w s s w5 i 5% s s s @6 i FE G EHIESIE B IERIE SRS 52
Centro de Masa I_é y Posicion Relativa de m, Respecto a my, es decir, 7. . . . .59
Area Barrida porunCoerpo Orbitando: . : « = « v « 5 % ¢ 8 5 5 5 5 5 5 & & 5 62
Angulos deEuler. . . . . . . ... 78
Incremento en el Vector Posicion debido a una Rotacidn Infinitesimal en el

Sentido de las Manecillasdel Reloj. . . . . .. ... .. ... ... ...... 86
Teorema de Ejes Paralelos. . . . . . ... .. .. ... ... ... .. ... 99
Trompo y Angulos deEuler. . .. ... ... ... 104
Trayectoria en el Espacio de Fase del Oscilador Armoénico. . . . . . . . .. .. 132

Libracion y Rotacion enel BspaciodeFase. - « : = ¢« s s ¢ s s s s n 5 ¢ 5 2 5 = 166



180
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