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Introduccion

“Donde se ve la Lira de nueve cuerdas sube la madre Musa con sus
nueve hijas: Aritmética, Geometria, Musica, Légica,

Poesia, Astrologia, Fisica, Metafisica, Etica.”

(Frases de famosos, s.f.)

(Wikipedia, s.f)



Triseccion de figuras con regla y compds

Desde los griegos hasta la era moderna, los problemas geométricos han
despertado la curiosidad y el ingenio de matematicos y cientificos. Uno
de los desafios mas emblematicos es la trisecciéon del angulo, un
problema clasico de la Geometria Griega, que, aunque imposible de
resolver utilizando Unicamente regla y compas, como lo demuestra el
Teorema de Wantzel (Wikipedia, 2021), ha servido como punto de

partida para maultiples exploraciones en la Teoria Geométrica.

Cabe mencionar que varias de las construcciones geométricas relacionadas
con la triseccion de segmentos presentadas en este libro seran publicadas en
la Revista Sigma de la Universidad de Narifio, como resultado de un trabajo
conjunto de investigacion de dos de los coautores, entregadas antes de la
elaboracion de este libro. No obstante, algunas se han incluido en esta obra
porque son fundamentales para abordar la triseccion de otras figuras
geométricas, en particular, del triangulo y, ademas, porque facilitan su

referencia al formar parte del mismo libro.

Este libro esta escrito para un segundo curso de geometria ya que las
construcciones son una aplicacién de los conceptos adquiridos en un

primer curso.

Este libro se estructura en tres capitulos, que van desde los fundamentos
geométricos hasta la exploracion de métodos de triseccion de segmentos
y de triangulos; para préximas ediciones se adicionaran capitulos que

incluyan trisecciones de otras figuras geométricas.
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Introduccion

En general, las figuras que se incluyen en esta obra fueron creadas por los
autores de este libro, por lo cual, salvo contadas excepciones se incluira la

fuente sefialando los lugares de donde se hayan tomado o adaptado.

En el Capitulo 1: Preliminares, se presentan conceptos basicos
requeridos para la comprensién de la triseccién de segmentos y figuras
geométricas. Se introducen definiciones esenciales como segmentos,
puntos medios, angulos, poligonos y circunferencias, ademas de

teoremas fundamentales de la geometria euclidiana.

El Capitulo 2: Triseccion de un segmento de recta, se centra en el
problema de dividir un segmento en tres partes iguales, mediante
diferentes métodos geométricos. A través de una coleccion de
construcciones, se emplean herramientas como el Teorema del
Paralelismo, tridngulos equilateros, semejanza de tridngulos vy
propiedades de las circunferencias; asimismo, se exploran estrategias
utilizando medianas, cuadrados, hexagonos regulares y otras figuras
geométricas que permiten obtener la triseccién. Como se indicé antes, las
construcciones presentadas en este capitulo forman parte de un
conjunto mas amplio de construcciones que seran publicadas en la
Revista Sigma de la Institucién, sin embargo, dado que son requeridas en

algunas construcciones del capitulo 3, se incorporan en este capitulo.

El Capitulo 3: Triseccion del tridngulo, trata el problema de la division

del area de un triangulo en tres triangulos de la misma area o, en otros

11



Triseccion de figuras con regla y compds

casos, en tres regiones de la misma area, de tal manera que la suma

corresponda al area del tridangulo objeto de la triseccion.

Ellibro se destaca por su enfoque novedoso y sistematico, en el que cada caso
de triseccion se aborda en dos etapas bien diferenciadas: primero, se
presenta un procedimiento detallado que describe paso a paso la
construccion geométrica para dividir el segmento o el tridngulo en tres partes
iguales; y luego, se realiza una demostracion sintética o analitica, segtn el
caso, que justifica matematicamente la validez del procedimiento empleado.
Esta metodologia facilita la comprensién del proceso y permite a los lectores

profundizar en los fundamentos tedricos de cada construccion.

Desde el punto de vista de su clasificacion, los autores consideran que se
trata de un libro de texto que contiene varias construcciones inéditas, las
cuales son producto de un trabajo inductivo, basado en “prueba y error”, el
cual finaliza con formalizacion de los procedimientos para la construccion y

con la prueba geométrica o analitica que valida los resultados.

El libro estd dirigido a estudiantes y profesores, principalmente de
matematicas, interesados en la Geometria Clasica y sus aplicaciones. Es
una invitacién a explorar la precision y la belleza de la geometria,
siguiendo la tradicion de los antiguos gedmetras, pero, esta vez, con
apoyo de las herramientas tecnolégicas modernas que permiten pensar
y dibujar con exactitud.

Los autores

Universidad de Narifio
Enero de 2025
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CAPITULO 1.
Preliminares

1.1 Definiciones y notaciones

Términos indefinidos

Segun Los Elementos de Euclides, punto es 1o que no tiene partes; linea

rectaes la que yace por igual sobre sus puntos.

En el enfoque moderno, se aceptan ciertos objetos basicos como
términos indefinidos, no se hace intento alguno por definirlos, asi se evita

que dos conceptos se definan cada uno en términos del otro.

Modernamente es mejor tener una idea intuitiva de estos objetos y pensar
un punto como la huella que deja en un papel un lapiz muy afilado. La idea

de rectase puede tomar como el borde del tablero de un salon de clase.

Los puntos se denotan con letras mayusculas, como

AB,C,...,P;,P,,P;,..; las rectas con letras mindsculas, asi
[,m,n,.., 1,1, 15 larecta que pasa por los puntos A4, B se denota por AB

o BA (Figura 1).

13



Triseccion de figuras con regla y compds

Figura 1. Términos Indefinidos Punto y Recta
Segmento

El segmento AB (Figura 2) se denota por AB y se define como sigue:

AB = {X € AB | X esté entre A y B, incluidos 4, B}.

Figura 2. Segmento AB

La distancia de 4 a B se escribe dAB o simplemente como AB.

Punto medio de un segmento

El punto medio del segmento AB (Figura 3) es M si A, M, B estan en la

misma rectay AM = MB.

14



Capitulo 1. Preliminares

A M

Figura 3. Punto Medio del Segmento AB
Rayo
El rayo AB (Figura 4) se denota por AB y se define, asi:

AB = {X € AB | X esta del mismo lado de A que B, incluido A}.

p=t |
m [ |

Figura 4. Rayo AB
Rectas paralelas
Dos rectas son paralelas, siy solo si, no se intersectan.
Rectas secantes

Dos rectas son secantes si se cortan en un punto.

Las definiciones presentadas estan de conformidad con Hemmerling (2000).

15



Triseccion de figuras con regla y compds
Angulo
Un angulo formado por los rayos AB y AC, se denota como 2ABC y se
define, asi: ZABC = AB UAC.

Los rayos son los lados y el punto comun el vértice; la medida del angulo

2ABC, se denota por m£ABC o también por , ,y, ***, @1, @3, A3, **+.

Para medir un dngulo, se puede seguir el método utilizado en Babilona,
que consiste en trazar una circunferencia de centro O y radio r y se divide
la circunferencia en 360 arcos de igual longitud, comenzando en un
punto A. Cada arco representa un dngulo de un grado. Si el arco de un
grado se divide en 60 partes, cada uno representa un minuto, y si uno de
estos arcos se divide en 60 partes iguales se obtiene un angulo de un

segundo (Hemmerling, 2005).
Triangulo
Sean los puntos 4, B, C no colineales (Figura 5).

El triangulo ABC se denota por AABC y se define asi:
AABC = AB U BC U CA (Hemmerling, 2005).

La frase, sea el triangulo ABC es equivalente a decir, sea el AABC.

16



Capitulo 1. Preliminares

Figura 5. Tridngulo ABC.

Los puntos 4, B, C se llaman vérticesy cada segmento, se denomina /ado.
El lado opuesto a cada vértice se lo denota con la misma letra del vértice,

pero en minuscula (Figura 5).
Triangulos semejantes

Dos triangulos son semejantes si los respectivos dangulos son
congruentes y sus lados correspondientes son proporcionales (Figura 6).

AB AC BC

~AM'B'C < 2tA=1A" 2B = ¢B’,2C = £(C’ = =
AABC~AA'B’C A A, 2B B, 2C C'A’B’ 1C BC

Figura 6. Dos Tridngulos Semejantes
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Triseccion de figuras con regla y compds
Congruencia de Tridngulos

Se debe recordar que un tridngulo tiene 3 lados y 3 angulos.

Sean AABC,APQR y una funcion biyectiva f (f es una traslacion o una

rotacion) tal que f(A) =P,f(B) = Q,f(C) =R.
Los tridngulos AABC, APQR son congruentes (ver Figura 7)

AB = PQ,AC = PR,BC = QR

AABC = APQR & {LA = /P, 4B = £Q,4C = LR

Figura 7. Dos Tridngulos Congruentes

Para probar que dos tridngulos sean congruentes no es necesario probar
que los seis elementos de un tridngulo sean congruentes a los seis
elementos correspondientes del otro triangulo. Basta con probar que
tres elementos especificos del uno sean congruentes a tres elementos
correspondientes del otro tridngulo. Entre los tres elementos especificos

debe haber al menos un lado.

18



Capitulo 1. Preliminares
Criterios de Congruencia de Tridngulos

Criterio de Congruencia LAL

Dos triangulos son congruentes cuando dos lados y el angulo que forman
entre ellos en uno de los tridngulos son, respectivamente, congruentes a
dos lados y el angulo que estos forman en el otro tridngulo (L-A-L).
Criterio de Congruencia LLL

Si los lados de un triangulo son congruentes a los de otro, los tridngulos
son congruentes entre si (L-L-L).

Criterio de Congruencia ALA

Si un triangulo tiene dos angulos y el lado incluido entre ellos
congruentes a dos angulos y el lado incluido entre ellos del otro tridngulo,

los tridngulos son congruentes. (A-L-A)
Postulados de Euclides

A lo largo del libro se deben trazar rectas dados dos puntos,

circunferencias dado un centro y un radio.

También se traza una recta perpendicular a otra, una recta paralela a
otra, lo cual se puede realizar a partir de los cinco postulados de Euclides

(Vera, 1970).
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Triseccion de figuras con regla y compds

Postulado 1

Por dos puntos distintos pasa una y solo una linea recta

Postulado 2

Las lineas rectas se pueden extender indefinidamente.

Postulado 3

Se puede dibujar un circulo con cualquier centro y de cualquier radio.
Postulado 4

Todos los dngulos rectos son iguales.

Postulado 5

Si una recta, al incidir sobre otras dos, forma del mismo lado angulo
internos menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas al infinito

se encontraran en el lado que estén los &ngulos menores que dos rectos.

Teoremas

Los teoremas que siguen, se formulan tomando como referencia a

Hemmerling (2000).

Las demostraciones se dejan como ejercicios al lector.

20



Capitulo 1. Preliminares

Teorema 1. Coordenadas de un segmento en una division
proporcional

Sea un segmento de recta delimitado por los puntos A(xy, y,) y B(x3, ¥2),
y sea un punto M(x,y) en el segmento AB donde M # A, B que divide a
este segmento en la razéon r = ;—IZ, r > 0 (Lehmann, 1989, p.12),
entonces, las coordenadas del punto M son:

_xi1 X, YTy,

= 7+ —1.
x 1+r 1+7r r

)

Explicacién

Este teorema es cominmente utilizado cuando se trabaja con problemas
geométricos, en los cuales, las figuras estén definidas por sus

coordenadas en un Sistema Coordenado Cartesiano.

Para el caso A(—3,—2), B(9,1) se halla el punto M en el segmento AB tal

AM 1,
5= =5 (Figura 8):
3429 > 24iy 2B
_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
x=——2 =2y = £ =-1
1+ 3 1+1 3
2 2 2 2
Las coordenadas del punto M sonx =1,y = —1.

Para el caso A(—3,—2), B(9,1) se determina el punto N en el segmento

AB tal % = r = 2 (Figura 8):

_3429) 15 _—242)_0_
“T1+2 3 YT 7142 T 377

21



Triseccion de figuras con regla y compds

Las coordenadas del punto N sonx = 5,y = 0.

Para las demostraciones de las construcciones, se empleara teoremas de

Geometria Euclidea y formulas de Geometria Analitica.

— ™

A

Figura 8. Representacion Geométrica Teorema 1

Teorema 2. Teorema fundamental del paralelismo

Si tres 0 mas rectas paralelas determinan segmentos congruentes en una

secante, entonces determinan segmentos congruentes sobre cualquier

secante (Figura 9).
Explicacién

En la Figura 9, sean las rectas m y n secantes a las rectas p, q y r; ademas,

p Il g Il v, entonces, AB = BC = DE = EF.

22



Capitulo 1. Preliminares

Figura 9. Representacion Geométrica Teorema 2

Teorema 3. Centroide de un triangulo

Las tres medianas de un tridngulo se cortan en un punto llamado

centroide, que esta a dos tercios a partir del vértice.
Explicacién

En la Figura 10, se tiene que,

1
AR =RC=§AC

AP = PB =—-AB

1
BQ = QC =5BC

CO—ZCP-AO—ZA -BO—ZBR
37T 3 Q; 30

23



Triseccion de figuras con regla y compds

Figura 10. Representacion Geométrica Teorema 3

Teorema 4. Cortes perpendiculares y rectas paralelas

Dos rectas perpendiculares a una recta dada son paralelas entre si.
Explicacién
En la Figura 11, se tiene que,

rltAslt=r]|s.

Figura 11. Representacion Geométrica Teorema 4
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Capitulo 1. Preliminares

Teorema 5. Tridngulos semejantes
Dos triangulos son semejantes si tienen dos angulos congruentes.
Explicaciéon

En la Figura 12, se tiene que,

£CAB congruente con £C'A'B' A £ABC congruente con 2A'B'C’

= A ABC semejante con A A'B'C’.

Figura 12. Representacion Geométrica Teorema 5

Teorema 6

El segmento de recta que une los puntos medios de dos lados de un

triangulo, es paralelo al tercer lado e igual a su mitad.

25



Triseccion de figuras con regla y compds

Explicaciéon

N
A \ B
Figura 13. Representacion Teorema 6

En la Figura 13, se tiene que,
1 1 - 1
(BN =NC = EBC ANAM = MC = EAC) = (MN || AB AMN = EAB'

Clasificacién de Angulos

Angulo Agudo

Es aquel cuya medida es menor de 90° (Figura 14)

Figura 14. Angulo Agudo
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Capitulo 1. Preliminares

Angulo Recto

Es aquel cuya medida es 90° (Figura 15).

B A

Figura 15. Angulo Recto
Angulo Obtuso

Es aquel cuya medida es mayor que 90° pero menor que 180° (Figura 16).

Figura 16. Angulo Obtuso

27



Triseccion de figuras con regla y compds

Angulo Llano

Es aquel cuya medida es igual a 180° (Figura 17).

)

C B A

Figura 17. Angulo Llano
Angulos Adyacentes

Son aquellos que tienen el vértice y un lado comun (Figura 18).

Figura 18. Angulos Adyacentes

Angulos Opuestos por el Vértice

Cuando dos rectas se interceptan, son los angulos no adyacentes (Figura 19).

28



Capitulo 1. Preliminares

Figura 19. Angulos Opuestos por el Vértice
Angulos Suplementarios

Dos angulos son suplementarios si la suma de sus medidas es 180°

(Figura 20).

Figura 20. Angulos Suplementarios
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Triseccion de figuras con regla y compds

Angulos Complementarios

Dos angulos son complementarios si la suma de sus medidas es 90°

(Figura 21).

Figura 21. Angulos Complementarios
Angulos Congruentes

Dos angulos son congruentes si sus medidas son iguales (Figura 22).

Figura 22. Angulos Congruentes
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Capitulo 1. Preliminares

Clasificacion de Tridngulos

En general, las definiciones son tomadas de Landaverde (s.f.).

Triangulo Escaleno

No tiene dos lados que sean congruentes (Figura 23).

Aqui se cumple que,a # b,b # c,a # c.

Figura 23. Tridngulo Escaleno.

Triangulo Isosceles

Tiene dos lados congruentes (Figura 24).

Aqui se cumple que,a = b, b # c.
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Triseccion de figuras con regla y compds

Figura 24. Tridngulo Isosceles.
Tridngulo Equildtero
Tiene los tres lados congruentes (Figura 25).

Aqui se cumple que,a = b = c.

Figura 25. Tridngulo Equildtero.
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Capitulo 1. Preliminares

Tridngulo Rectdngulo
Tiene un angulo recto (Figura 26).
El angulo BAC es recto.

El lado opuesto al 4ngulo recto se denomina Hipotenusa, los otros dos

lados se llaman Catetos.

Figura 26. Tridngulo Rectdngulo.

Tridngulo Acutdngulo

Tiene los tres angulos agudos (Figura 24).

Tridngulo Obtusdngulo

Tiene un angulo obtuso (Figura 27).

El angulo ABC es obtuso.
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Triseccion de figuras con regla y compds

Figura 27. Tridngulo Obtusdangulo
Tridngulo Equidngulo

Tiene los tres angulos congruentes (Figura 25).

Mediana de un Tridngulo

Es el segmento de recta que une un vértice con el punto medio del lado

opuesto (Figura 28). El segmento CM es mediana del lado AB respecto al

angulo ACB.

Figura 28. Mediana de un Tridngulo
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Capitulo 1. Preliminares

Altura

Una altura de un tridngulo es un segmento perpendicular desde un vértice de

un tridngulo a la recta que contiene al lado opuesto (Figura 29).

Figura 29. Altura de un Tridngulo
Mediatriz

Es la perpendicular en el punto medio de un lado (Figura 30).

Figura 30. Mediatriz de un Tridngulo
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Bisectriz de un Angulo

Es un rayo que tiene punto extremo en el vértice del angulo y lo divide

en dos angulos congruentes (Figura 31).

Figura 31. Bisectriz de un Angulo
Baricentro

Es el punto de corte de las medianas de un triangulo (Figura 32).

Figura 32. Baricentro
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Circuncentro

Punto de interseccion de las mediatrices de los lados de un triangulo (Figura

33). También se dice que es el centro de la circunferencia circunscrita.

Figura 33. Circuncentro

Incentro

Es el punto de interseccion de las bisectrices de un tridngulo. También se

dice que es el centro de la circunferencia inscrita (Figura 34).

Figura 34. Incentro
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Ortocentro

Es el punto de interseccion de las alturas de un triangulo (Figura 35).

-

Figura 35. Ortocentro
Circunterencia y Circulo

Las definiciones se presentan con referencia a la Figura 36.
Circunferencia

Conjunto de puntos de un plano que equidistan de otro llamado centro.
Circulo

Superficie plana limitada por la circunferencia que incluye el centro.
Circulos Concéntricos

Son circulos con el mismo centro y diferente radio.
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Radio

Segmento de recta uno de cuyos extremos es el centro y el otro es
cualquier punto de la circunferencia.

Ejemplo

0C, OB (Figura 36).

Cuerda

Segmento de recta que une dos puntos de la circunferencia.

Ejemplo

AC,BC, AB (Figura 36).

Diametro

Segmento de recta que une dos puntos de la circunferencia pasando por

el centro.

Ejemplo

AB (Figura 36).

Arco

Es una parte determinada de la circunferencia.
Ejemplo:

En la Figura 36: dos arcos son: arco(CGA), arco(BEG).
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Angulo Central

Es aquel que tiene como lados radios de una circunferencia y, cuyo

vértice, esta en el centro de la circunferencia.
Ejemplo

2A0C, 2BOC (Figura 36).

Figura 36. Elementos de Circunferencia y Circulo

Otros Elementos Asociados al Circulo

Los conceptos son tomados de Landaverde (s.f.) y los ejemplos se
refieren a la Figura 36 y Figura 37.

Sector Circular

Parte del circulo comprendida entre dos radios y el arco interceptado por ellos.
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Ejemplo
En la Figura 36, dos sectores circulares son:OBEG, OBDC.
Area del circulo: A = rr2.

Si la circunferencia se divide en 360 partes y se unen los puntos de

divisiéon con el centro de la circunferencia, quedan 360 sectores

2
. , , TTr
circulares, donde el area de cada sector sera 360"

Por lo tanto, si se tienen k sectores circulares el area de los ksectores es:

nr
k

. 2

Area (OBEG) = % X m, donde m es el numero de grados del sector
(Figura 36).

Segmento Circular

Parte del circulo comprendida entre una cuerda y su arco

correspondiente.

Ejemplo:

En la Figura 36, las regiones CBD, BGE son segmentos circulares.
Area (CBD) = Area (OBDC) — Area (AOBC) (Figura 36).

En la Figura 37: Area (ABC) = Area(ACBO) + Area(AABO).
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Figura 37. Otros Elementos del Circulo

Corona Circular

Es la parte del circulo comprendida entre dos circulos concéntricos.

En la Figura 38: Area de una corona circular de radios a 'y b (a > b):
m(a? — b?).

Trapecio Circular

Es la parte de corona circular que corresponde a un angulo central

determinado (Figura 38).

area (trapecio(ABCD))
= 4rea (sector (OAB)) — area (sector (ODC))

4rea (trapecio(ABCD)) = %az - %bz = % (a? — b?).
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A

Figura 38. Trapecio circular
1.2 Poligonos

Sea  un plano y en él los puntos V;,V,, V3, ,V,_1,V;, donde n € N —

{1,2} y tres puntos consecutivos no son colineales.

ViVo VoV U ---UV,_11;, UV, V; sellama Poligono.

Los puntos V; se llaman vértices y los segmentos V,V,,; se denominan

lados.
Perimetro del poligono: p = V,V, + VoVs + -+ V,, 1V, + V3
Angulos del poligono: 2V;, 2V,, 2Vs, ..., 2V,

Lados adyacentes: son los pares de lados que comparten un vértice.
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Vértices adyacentes: son aquellos que son extremos de un mismo

segmento.

Angulos adyacentes: son aquellos cuyos vértices son adyacentes.
Poligono Simple

Ningun lado intercepta a otro en un punto interior, ningiin vértice esta

en el interior de un lado.

@) (b)

Figura 39. Poligono No Simple y Simple

La parte (a) de la Figura 39 corresponde a un poligono no simple y la

parte (b) a un poligono simple.

A continuacién, se presentan algunos conceptos relacionados con

poligonos:

v Diagonal de un poligono: es un segmento que une dos vértices no

consecutivos.
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v Poligono equilatero; es el que tiene sus lados congruentes.

v Poligono equidngulo; es aquel que tiene los angulos congruentes.

v’ Angulo externo de un poligono: es aquel que es adyacente y
suplementario de un angulo de un poligono.

v Poligono regular: es aquel que es equildtero y equidngulo. Segin el
numero de lados, estos poligonos pueden ser: tridngulo, cuadrilatero,

pentagono, hexdgono heptagono, octégono, n-agono.
Poligono Convexo

La medida de cada uno de sus dngulos internos es menor que 180°, todas
sus diagonales estan dentro del poligono y las rectas que contienen a los

lados se cortan fuera del poligono (Figura 40).

Figura 40. Poligono Convexo
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Poligono Céncavo

Figura 41. Poligono Concavo

Un poligono es concavo si al prolongar un lado, parte al poligono; si se
traza una diagonal, queda en la parte externa o si algin angulo interior

mide mas de 180 grados (Figura 41)
Regiones Conexas y Disconexas

Intuitivamente, una region conexa es aquella que estd formada por una

sola pieza. Una region es Disconexa si esta formada por dos o mas piezas

<

disjuntas (Figura 42).

A B

Figura 42. Regiones Conexas y Disconexas: A Conexa, B Disconexa
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Area de Regiones Poligonales

Para medir el 4rea de una regién poligonal se requiere la unidad de area,
que se puede tomar como un cuadrado de lado la unidad y sus puntos
interiores. La unidad de medida puede ser el centimetro cuadrado, el

metro cuadrado, el kildbmetro cuadrado.

Elarea de la region poligonal es el nimero que indica el numero de veces que

la unidad de medida esta contenida en la region (Hemmerling, 2005).
Postulados del Area

1) Dada una unidad de area, a cada region le corresponde un nimero

Unico, llamado area de la region.

2) El area de una region poligonal es igual a la suma de las medidas de
area de cualquier conjunto de regiones componentes en el cual puede

dividirse.

En los tiempos de Euclides se trabaja practicamente lo que hoy
conocemos como area, con rectangulos y cuadrados. Esta forma de

razonar hoy en dia se la puede interpretar algebraicamente.

Es notable el hecho de que el postulado 2 del area, segiin Hemerling
(2005), se lo pueda encontrar en el libro II de los elementos de Euclides

como caso particular:

Si una de las rectas dadas se divide en un nimero cualquiera de

partes, el rectangulo comprendido por dichas rectas equivale a los
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rectangulos comprendidos por la no dividida y por cada una y las

parciales (Vera, 1970).

H G F E

Figura 43. Area de una Regiones Poligonal
Usando nuestra notacioén actual tenemos (Figura 43):
AH =a,AD =AB+BC+CD=0b
AB=c¢,BC=d,CD =e
ab=a(c+d+e)=ac+ad+ae

El area de la region poligonal en este caso es ab el area de las regiones
componentes esac + ad + ae. Ademas se puede ver que en la
afirmacion del libro II de Euclides esta presente lo que hoy conocemos

como la propiedad distributiva de los reales.
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Figura 44. Area de Regiones Poligonales
En la Figura 44, cada region poligonal se ha descompuesto en triangulos.

3) Si dos poligonos son congruentes, entonces las regiones poligonales

correspondientes tienen la misma area.

Figura 45. Poligonos Congruentes

En la Figura 45, los triangulos ABC, ADC son congruentes entonces sus

areas son iguales.
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4) El area de una regidn rectangular es igual al producto de la longitud
de su base y la longitud de su altura. Un rectangulo es un cuadrilatero

cuyos angulos internos son todos rectos (Figura 46).

D? C

Figura 46. Rectdngulo
En la Figura 46, base: AB = b, altura: BC = h.

Area de la region rectangular ABCD: A = bh.
Area de Poligonos

Paralelogramo

Es un cuadrilatero de lados opuestos paralelos (Figura 47).

C

Figura 47. Paralelogramo
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El 4rea de un paralelogramo es igual al producto de su base por su altura.

En la Figura 47, 1a longitud de la base es AB = b,la altura es ED = h. De

manera que, el area es: A = bh.
Triangulo

La definicion ya fue presentada en la seccién 1.1, sin embargo, para

efectos de referir el de un triangulo, se retoma aqui.
Sean los puntos 4, B, C no colineales (Figura 48).
AABC = AB U BC U CA.

Cada punto se llama vértice y cada segmento, lado. El lado opuesto a cada

vértice se lo denota con la misma letra del vértice, pero minuscula.

Figura 48. Tridngulo

El drea de un tridngulo es igual a la mitad del producto de su base por su

altura (Hemerling, 2005: 377).

En la Figura 48, la longitud de la base es AB = b, la altura es DC = h. De

manera que, area del tridngulo: A = %bh.
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Es necesario recordar que, triangulos con bases y alturas iguales, tienen
areas iguales; igualmente, que las areas de dos triangulos que tienen
bases iguales estan en la misma razon que sus alturas; y las areas de dos
triangulos que tienen alturas iguales estan en la misma razén que sus

bases (Hemerling, 2005).
Rombo

Es un paralelogramo equilatero (Figura 49).

Figura 49. Rombo

El area de un rombo es igual a la mitad del producto de sus diagonales.

En la Figura 49, las longitudes de las diagonales son BD = d,, AC = d,.

De manera que, el areaes: A = %(dldz) .

Trapecio

Es un cuadrilatero con solo un par de lados opuestos paralelos (Figura 50).
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Figura 50. Trapecio

El area de un trapecio es igual a la mitad del producto de su altura y la

suma de sus bases.

En la Figura 50, la altura es DE = h, AB = b, CD = a. De manera que, el
area del trapecio ABCD es:

A= %(b +a)h.
Cuadrado

Es un rectangulo de cuatro lados congruentes (Figura 51).

Figura 51. Cuadrado

El 4rea es igual a la longitud del lado elevada al cuadrado. A = [? donde

l =AB.
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n-malla Triangular

Dado un tridangulo arbitrario ABC, cada lado se divide en n partes iguales
y dichos puntos se unen mediante segmentos de recta que sean paralelos

a los lados del triangulo dado.

La Figura 52 corresponde a una 2-malla.

A F B
Figura 52. 2-malla triangular

La Figura 53 corresponde a una 3-malla.

Figura 53. 3-malla triangular
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La Figura 54 corresponde a una 72-malla.

C

vl

Figura 54. 12-malla triangular

Como se observa, cada n-malla triangular estd compuesta por n?
triangulos congruentes, lo cual, se puede ver facilmente aplicando el

Teorema Fundamental del Paralelismo.
n-malla Cuadrada

Dado un cuadrado ABCD, se trisecan los lados y se trazan los segmentos

que sean paralelos a los lados del cuadrado (Figura 55).

D c

Figura 55. 3-malla Cuadrada
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n-malla Paralelogramica

Dado un paralelogramo ABCD, cada lado se divide en n partes iguales y
dichos puntos se unen mediante segmentos de recta que sean paralelos

a los lados del paralelogramo.

La Figura 56 representa una tres-malla paralelogramica.

D

/ ;7
/7 /

B

Figura 56. Tres-malla Paralelogrdmica
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CAPITULO 2.
Triseccion de un segmento de recta

o

A

“Oh! Punto A trazame el camino para llegar al punto B, siguiendo
siempre la misma direccién para poder caminar por él

y ver lo que hay mas alla”.

Fuente: propia

2.1 Introduccion

En esta seccion, se propone la Trisecciéon de Segmentos de Recta, basada
en la utilizacién de construcciones geométricas en GeoGebra. Se exploran
(16) procedimientos que posibilitan la triseccién sin necesidad de
recurrir a férmulas y analisis matematicos, logrando resultados precisos
y confiables. El estudio evidencia la versatilidad de las herramientas
geométricas de GeoGebra para abordar problemas geométricos

tradicionales con un enfoque practico.
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En el ambito de la Geometria, la division de segmentos de recta
constituye una tematica fundamental, tanto por su significancia tedrica
como por sus aplicaciones practicas. El Teorema de Tales ha sido una
herramienta cominmente empleada para esta tarea, permitiendo dividir
un segmento en partes proporcionales de manera precisa.
Adicionalmente, los métodos analiticos han brindado una alternativa
para abordar este problema, ya que, permiten hallar las coordenadas de
los puntos que dividen el segmento en una razén dada, ofreciendo una

solucién rigurosa desde una perspectiva algebraica.

Sin embargo, en el contexto actual, caracterizado por el auge de las
tecnologias digitales, la incorporacién de software especializado, tales
como GeoGebra, Cabri, ha supuesto una revolucién en la manera de
abordar problemdticas geométricas. Esta seccion se centra en la
presentacion y andlisis de diversos métodos que posibilitan la triseccion
de un segmento en tres partes iguales, algunas construcciones fueron

motivadas por el uso de GeoGebra.

Los procedimientos de triseccion de segmentos incluidos en este
capitulo, fueron presentados para su publicacion en la Revista Sigma de
la Universidad de Narifio, desconociendo a la fecha el volumen y la fecha
de publicacion, de llegar a aprobarse; dichos procedimientos son de

autoria de dos de los tres autores de este libro.
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2.2 Construcciones geométricas para la triseccion
de un segmento

Construccion 1. Triseccion de un Segmento Aplicando el

Teorema Fundamental del Paralelismo

El procedimiento y la demostracion se basan en la Figura 57.

Procedimiento

1. Trazar AB.

2. Trazar TC, de modo que no coincida con AB.

3. Trazar la circunferencia ¢ con centro C y radio AC, que corta al rayo
ACen D.

4. Trazar la circunferencia d con centro D y radio DC, que corta al rayo
ACenE.

5. Trazar EB.

6. Por los puntos D, E trazar rectas m,n paralelas a EB que cortan al

segmento AB en los puntos G,F que dividen a AB en segmentos

congruentes.

El resultado del procedimiento descrito aparece en la Figura 57.
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Figura 57. Triseccion de un Segmento Aplicando Teorema Fundamental

del Paralelismo
Demostracion.

Por construccién, en la Figura 57 se tiene que, en AC se cumple la

igualdad:
AC = CD = DE.

“—> —_—
Las rectas paralelas m, n, EB determinan en AC segmentos congruentes,

entonces, en AB también determinan segmentos congruentes, asi:

AG = GF = FB.
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Construccion 2. Triseccion de un Segmento Mediante un

Tridngulo Equildtero

El procedimiento y la demostracion se basan en la Figura 58.
Procedimiento

Trazar AB.

Construir el triangulo equilatero ABC

Trazar las bisectrices AM, BN que se cortan en G.

Trazar la circunferencia c, de centro en G, que cortaa BN en D.

Trazar por D larecatam, m L BN, la cual corta AB en E.

A T o

E es el punto trisector del segmento AB.

C

Figura 58. Triseccion de un Segmento Mediante un Tridngulo Equildtero
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Demostracion

En un tridngulo equilatero la bisectriz de un angulo es mediana, y, por

tanto, los puntos G, D trisecan la mediana BN, esto es,
1
NG = GD = DB =§AB.

En un tridngulo equilatero la bisectriz de un dngulo es altura, por lo cual,

BN 1 AC, y como m L BN, se tiene que, m || AC; por lo tanto, por el

Teorema Fundamental del Paralelismo, siendo que DB = gNB, entonces

EB = AB (Figura 58).

Construccion 3. Triseccion de un Segmento Mediante

Trapecios

El procedimiento y la demostracion se basan en la Figura 59.
Procedimiento

Trazar AB.
Construir el triangulo equilatero ABC.
Loslados AC, BC se dividen en 4 partes iguales.

Trazar EI, DG, FH, FG.

v N e

Trazar las diagonales del trapecio DGHF, FG,DH, que se cortan en J.
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6. Trazar la circunferencia c, de centro en J y radio ]_H, que corta a FG
en K.

7. Trazarn L FG por K que cortaa AB en L.

8. L es el punto que triseca el segmento AB, de modo que, AL= %AB.

Figura 59. Triseccion de un Segmento Mediante Trapecios
Demostracion

Sea M el punto de corte de n con DG. GF es la altura del ADGC y, por la
definicién den,n L FG; como FG L AC, se tiene que, n || AC (Figura 59).

Ahora, DG, AB son paralelas, lo que conduce a que AL = DM.

Por otra parte, teniendo en cuenta que, GF es mediana del ADGC
equilatero, n || AC, FG y DG son dos rectas secantes que intersecan las

rectas n y AC ,y considerando que el segmento FG esta trisecado,

entonces por el Teorema Fundamental del Paralelismo se tiene que,
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DM = 2 DG
=3 DG.
Ademas, por Teorema 6,
DG = 1AB
= 5 4B.
Luego,

AL—DM—ZDG—(Z)(lAB)—lAB
- 377 7 3/\2 3T

El punto de corte L de la rectan L FG con el segmento AB, determina la

tercera parte del segmento AB, logrando asi el objetivo (Figura 59).

Construccion 4. Triseccion de un Segmento Mediante una

Recta Paralela

El procedimiento y la demostracion se basan en la Figura 60.
Procedimiento

1. Trazar AB.

2. Dividir AB en 4 partes iguales por medio de los puntos P, Q, R.

3. Construir el triangulo equilatero PRC.

4. Los lados PC,RC se dividen en 4 partes iguales por medio de los

puntos E,D,F e l, G, H, respectivamente.

5. Trazar EI,DG,FH.
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6. Trazar FG,DH que se cortan en J.

7. Por],trazarn || PC, que cortaa AB en L.
8. AL = gAB, por el procedimiento descrito y el Teorema del

Paralelismo, tal como se vera en la demostracién que sigue.

Figura 60. Triseccion de un Segmento Mediante Recta Paralela
Demostracion
Sea K el punto de corte de n con DG (Figura 60).
El ADGC es equilatero, cada lado mide %AB; GF y DH son bisectrices,
entonces F| = %FG, y como FG y DG son secantes de las rectas paralelas

ny PC, entonces por el Teorema del Paralelismo se tiene que DK = éDG.

Por la construccion de la Figura 60, se tiene que la figura PLKD es un

paralelogramo, por lo cual, PL = DK.
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1

Por otra parte, D y G son puntos del ADGC, por lo cual, DG = EPR'

Entonces,
AL = AP + PL = AP + DK
1
=—-AB+-DG
3
=348+ (3)(377)
4 3/\2
=748+ (3)(3) (348
4 3/\2/\2
—(1AB)(1+1)
—\4 3
—1AB
=5 4B.
||

Construccion 5. Triseccion de un Segmento por Medio de

Medianas

El procedimiento y la demostracion se basan en la Figura 61.
Procedimiento

1. Trazar AB.

2. Por A se traza AC que no coincida con AB
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3. Con centro A y radio AC se traza una circunferencia c, que corta la

linea AC en C yenD.

Trazar CB, DB.

Se determina el punto medio de CB, que se lo denota con M.
Trazar DM que cortaa AB en P.

Determinar el punto medio de PB, que se lo denota con Q.

-

Los puntos P, Q dividen a AB en 3 partes congruentes.

Figura 61. Triseccion de un Segmento Mediante Medianas
Demostracion.

En la Figura 61, CBD es un tridngulo, donde AB es una mediana y DM la

otra mediana.

El corte de las medianas del tridngulo DBC es P, y por el Teorema de las

Medianas de un Tridngulo, se tiene que AP = éAB.
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Construccion 6. Triseccion de un Segmento Mediante un

Tridngulo Equildtero (Otro procedimiento)

El procedimiento y la demostracion se basan en la Figura 62
Procedimiento

Trazar AB.

Construir el tridngulo equilatero ABC con lado AB.

Trazar las medianas CM , BN, que se cortan en O.

Trazar una circunferencia ¢ con centro O y radio OM, que cortaa CM en D.

Por D trazar m || AB, que cortaa AC y BC en E, F respectivamente.

AL S o

Por E,F trazar p L AB, q L AB, que cortan a AB en P,Q
respectivamente.

7. Los puntos P, Q dividen al segmento AB en 3 partes congruentes.

[¢]

—
\‘O

(
(

Figura 62. Triseccion de un Segmento Mediante Otro Procedimiento de

Tridngulo Equildtero
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Demostracion.

En la Figura 62, se tiene que, AAMC~AAPE, ya que £MAC = «£DEC y
2LACM = LECD.

Por Teorema 3 se tiene: OC = éMC, entonces MO = %MC; de aqui, DC =

1
-MC.
3
. AC _MC _ AM MC _ MC
De aqui se concluye que, — = — = —, pero, — = — = 3, entonces
EC DE ED DC EMC
AM

= 3,de donde, AM = 3ED = 3PM ; asi, AM = 3PM.
De manera similar, se demuestra que , BM = 3QM.

Ahora, AB = AM + BM = 3PM + 3QM = 3(PM + MQ) = 3PQ.

Es facil demostrar que, AP = BQ, y de aqui, AB = 2AP + PQ = 2AP +
PQ = 3PQ = 2AP + P(Q, de donde PQ = AP.

Finalmente, AP = BQ = (QB.

||
2.3 EJERCICIOS

1) Trisecar las diagonales de un cuadrado ABCD
2) Trisecar las medianas del triangulo ABC.
3) Trisecar las diagonales de un paralelogramo ABCD.

4) Trisecar las diagonales de un rombo PQRS.
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5) Trisecar los lados del cuadrado teniendo los puntos de triseccion de la

diagonal.

6) Trisecar los lados del triangulo ABC teniendo los puntos de triseccion

de las medianas.

7) Trisecar las diagonales de un cuadrilatero teniendo los puntos de

triseccion de los lados del mismo.
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CAPITULO 3.
Triseccion del tridngulo

“Si los tridngulos hicieran un dios, lo idearian con tres lados”

(Akifrases, 2025).

///ﬂ/{é/‘ (e

Fuente: Shutterstock. (s.f.).

En este capitulo se presentan diversas formas de trisecar el area de un
triangulo aplicando n-mallasy propiedades geométricas de un triangulo

cualquiera, como también propiedades del tridngulo equilatero.
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Construccion 1. Tres triangulos de igual base

Procedimiento

1. Trazar un tridngulo arbitrario ABC.
2. Trazar los puntos D, E de modo que trisequen el segmento AB, por

lo cual,

AD = DE = EB =§AB.

3. Trazar CD, CE.

El resultado de este procedimiento se presenta en la Figura 63.

C

Figura 63. Resultado triseccion del tridngulo con tres

tridngulos de igual base
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Capitulo 3. Triseccién del tridngulo
Demostracion.

Se trata de demostrar que las areas de los tridngulos AADC, ADEC y AEBC

son iguales entre si y, ademas, por lo cual, iguales a % (Area A ABC).
) L. 1
area (AABC) = 3 (base X altura) = 5 X AB X CZ.

1 1/1 1/1
area (AADC) = EXAD X CZ = E(gAB) CZ = §<§AB X CZ)
1 .
= E(Area (AABC)).

De la misma manera, se prueba que,

1
area (ADEC) = area(AEBC) = 3 (area (AABC)).

Construccion 2. Triseccion y biseccion

Procedimiento

1. Trazar un triangulo arbitrario ABC.
2. Determinar el punto D tal que AD = §AB.

3. Trazar el segmento CD.
4. Determinar el punto medio E del segmento CD, conlo cual, DE = EC.

5. Trazar el segmento BE.
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Triseccion de figuras con regla y compds

El resultado de este procedimiento se presenta en la Figura 64.

Las areas de los tridngulos ADC, DBE, BCE trisecan el area del triangulo ABC.

A D B
Figura 64. Resultado triseccion del tridngulo con tres

tridngulos de igual base
Demostracion.

Por lo demostrado en la construccion de la Figura 63 y en relacion con la

Figura 64, se tiene que,

1
area (AADC) = 3 (area (AABQ)).

2
area (ADBC) = 3 (area (AABC)).
Demostremos que,

area (ADBE) = - (4rea (AABC)).
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Capitulo 3. Triseccién del tridngulo

1 1/2
area (ADBE) = > (érea (ADBC)) =3 ( 3 (érea (AABC)))
= % (4rea (AABC)).

De manera similar se demuestra que area AEBC = § (a4rea (AABC)).
De modo que,
area (AADC) = area (ADBC) = area (ABCE)

= % (area (AABC)).

Construccion 3. Los dos trapecios y una region poligonal

Procedimiento

1. Determinar los puntos medios de los lados del triangulo ABC,
denominados D, E, F.

2. Trazar el segmento DE.

3. Trisecar el segmento DE por medio de los puntos G, H.

4. Trazar los poligonos AFGD, FBEH, DGFHEC.

El resultado del procedimiento se presenta en la Figura 65.

puntos la construccién
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Figura 65. Dos trapecios y una region poligonal
Demostracion

La demostracion se realiza con referencia a la Figura 65.
Se debe demostrar que el drea de cada trapecio es % (&rea (AABC()).

Por la notacion del AABC, se tiene que,
¢ = AB.
h = altura del AABC.
Por construccion, AF = %AB = %c y DE = %AB.

Dado que D y E son puntos medios de los segmentos AC y BC, entonces

la altura de los trapecios AFGD y FBEH es, h' = g

DE AB c
2 _2_¢
3 3 3 6

El drea de cada uno de los trapecios es,
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Capitulo 3. Triseccién del tridngulo

wr+oor (5+8)5 ()5 1o
2 - 2 2 32

De modo que, el area A, de laregion DGFHEC, es,

A, = area (AABC)
— (area (trapecio (AFGD)) + area (trapecio (FBEH)))

2 _ch 2ch_1ch_1(, AABCY)
r=5 733 ~337 ~zuareal )-

Construccion 4. El cirio

Procedimiento

1. Trazar una 3-malla.
2. Trazar los poligonos con vértices EFGHJ,EJIC y la region formada

por los triangulos AFE, GBH.

El resultado del procedimiento se presenta en la Figura 66.

Figura 66. El cirio
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Triseccion de figuras con regla y compds
Demostracion

La demostracién hace referencia a la Figura 66.

En este caso, la demostracién es facil. Todos los tridngulos que
conforman la 3-malla del triangulo ABC son congruentes, y por ello

tienen la misma area.

Cada uno de los poligonos con vértices FICDG,ADJF,BG]I esta
compuesta por tres tridngulos de igual area, por lo cual, el tridngulo ABC

queda trisecado por estos poligonos.

|
Construccion 5. El paralelogramo y trapecio

Esta construccidon se considera interesante porque en un tridngulo se
pueden incorporar figuras geométricas distintas que constituyen

regiones que tienen la misma area.
Procedimiento

1. Trazarla 12-malla.

2. Trazar los poligonos de vértices AHED, HBGF, DEFGC.

Los dos primeros corresponden a un paralelogramo y trapecio

respectivamente.

El resultado del procedimiento se presenta en la Figura 67.
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Capitulo 3. Triseccién del tridngulo

Figura 67. El paralelogramo y trapecio

Demostracion

La demostracion se realiza con referencia a la Figura 67.

En este caso, basta contar el nimero de triangulos de la 72-malla que le
corresponde a cada poligono, los cuales son congruentes, por lo cual,
tienen la misma area. El nimero de triangulos para cada poligono es 48.

Esto indica que se ha realizado la triseccion requerida.

Construccion 6. Combinacion

Procedimiento.

1. Trazar un tridngulo arbitrario ABC.
2. Por medio de los puntos D, E dividir el segmento AB en tres partes

iguales.
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3. Trazar los segmentos CD, CE.

4. Determinar los puntos medios F, G de los segmentos CB, CD,
respectivamente.

5. Trazar las medianas DF, BG.

6. Trazar las regiones formadas por los poligonos DHG, BHC. La
formada por los poligonos DBH, CGH y la formada por el tridngulo
ADC.

El resultado del procedimiento se presenta en la Figura 68.

Figura 68. Combinacion

Demostracion

La demostracion hace referencia a la Figura 68.

Por la construccion 1, del presente capitulo, se tiene que,

1
area AADC = area ADEC = area AEBC = 3 (areaAABC).
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Capitulo 3. Triseccién del tridngulo

Ahora, cada pareja de tridngulos que siguen, tiene la misma longitud de
la base y la misma altura:

area (ADEC) = area (AEBC)

area (ADEH) = area (ABEH)

area (ABFH) = area (ACFH)

area (ACGH) = area (ADGH)
Ahora,

area (ADEC) = area (ADEH) + area (ADHG) + area (AGHC)

area (AEBC) = area (ABEH) + area (ABFH) + area (AFHC)
Pero, area (AGHC) = area (AEBH), entonces,

area (ADEC) = area (ADEH) + area (ADHG) + area (AEBH)

De manera similar, se demuestra que, area (AEBC) = area (ABCH) +

area (ADHG).

Construccion 7. Montanas

Procedimiento

1. Trazar un triangulo arbitrario ABC.
2. Por medio de los puntos D, E, F dividir el segmento AB en cuatro

partes iguales.
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3. Trazar los segmentos CD, CE, CF.

4. Determinar los puntos G, H que dividen al segmento CD en tres
partes iguales.

5. Trazar los segmentos EG, EH.

6. Trazar las regiones formadas por los poligonos FBC,EHC.

7. Las regiones poligonales de vértices ADGEHC, DFCEG y FBCHEC

trisecan el area del triangulo ABC.

El resultado del procedimiento se presenta en la Figura 69.

Figura 69. Montarnias

Demostracion

La demostracion hace referencia a la Figura 69.

Por aplicacion de la construccion 1 del presente capitulo, se tiene que,
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area (AADC) = area (ADEC) = area (AEFC) = area (AFBC)

= % (area (AABQ)).

1
area (ADEG) = area (AGEH) = area (AHEC) = 3 (area (ADEC))

11 1
=3 (Z (4rea (AABC))) = — (4rea (ABC)).

1
area (AADC) + 3 (area (ADEC))

1 1
=32 (area (AABC)) + 1z (area (AABC))

+1
12

(4rea (AABC)) = % (4rea (AABC)).

La misma conclusion se obtiene con las otras regiones.

Construccion 8. Division con intervencion de la bisectriz

Procedimiento.

. Trazar un triangulo arbitrario ABC.

. Trazar la recta CD, como caso particular CD puede ser bisectriz del

vértice C.
. Determinar los puntos E y F que trisecan a CD.

. Trazar los poligonos ABE, AEBF.

El resultado del procedimiento se presenta en la Figura 70.
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A /D B

Figura 70. Triseccion con intervencion de la bisectriz
Demostracion

La demostracion hace con referencia a la Figura 70.
Por el Postulado 2 sobre el area, se tiene que,
area (AABC) = area (AADC) + area (ABDC)

area (AABC) = area (AABE) + area (region (AEBF))
+ area (region (AFBC))

Por Construccidn 1, realizada en este capitulo, se tiene que,

area (AABE) = &4rea (AADE) + 4rea (ADBE)

= %(érea (AADO)) + % (4rea (ABDC))

1 1
=3 (area (AADC) + area (ADBC)) = 3 (area (AABC)).

De manera similar, se demuestra que,
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1
area (region (AEBF)) = 3 (area (AABQ)).

1
area (region (AFBC)) = 3 (area (AABOQ)).

Construccion 9. Paralelogramos, hexagonos

Procedimiento.

=

Trazar una 12-malla.

2. Trazar los paralelogramos y hexagonos, en color rojo, tal como lo
muestra la Figura 71.

3. Pintar enla 72-mallala zona en color verde, tal como como lo indica

la Figura 71.

4. Pintar de color gris la zona inferior, tal como lo indica la Figura 71.

A NN AN s

Figura 71. Paralelogramo y hexdgonos

85
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Demostracion

La demostracién hace referencia a la Figura 71.

Basta contar el nimero de tridngulos que componen cada region de

diferente color, teniendo en cuenta que los triangulos tienen igual area.

Se observa, en este caso que, cada regién estd conformada por 48

triangulos.

Construccion 10. Tridngulos equivalentes dentro de un

triangulo equilatero
Procedimiento.

1. Trazar una Z-malla en un triangulo equilatero.

Z. Trisecar los segmentos FD, FE y DE por medio de los puntos G, H, K,
L, [ ] respectivamente.

3. Pintar de color amarillo los triangulos DIC, JEC, DIF, JEF.

4. Pintar de color verde los triangulos FGA, HDA, FLB, KEB.

Pintar de color negro los tridngulos restantes.

El resultado del procedimiento se presenta en la Figura 72.
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A F B

Figura 72. Tridngulos equivalentes

Demostracion

La demostracién hace referencia a la Figura 72.

Cada tridngulo tiene base y altura de la misma longitud, por lo cual tienen
la misma area. Como hay 12 triangulos, basta colorear cuatro triangulos
cualesquiera del mismo color y cada regién tendra la tercera parte del

area del triangulo ABC.
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Construccion 11. Triseccion de un triangulo equilatero

utilizando el baricentro: método 1

Figura 73. Triseccion del tridngulo equildtero

utilizando el baricentro-método 1
Procedimiento

1. Trazar un triangulo equilatero ABC de lado L.
2. Determinar el baricentro G.

3. Trazar los segmentos AG, BG, CG.

El resultado se presenta en la Figura 73.
Demostracion.

La demostracion se realiza con referencia a la Figura 73.
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Como el triangulo ABC es equilatero, sus medianas son congruentes y sus

medidas son iguales.
Sea m la longitud de cada mediana, entonces AG = BG = CG = gm, por
lo tanto, AG = BG = CG; también se cumple que AB = BC = CA.
Con esto, se tiene que,
AABG = ABCG = ACAG.
Por lo tanto, cada uno de dichos tridngulos tienen la misma area y

corresponde a la tercera parte del area del triangulo ABC, esto es:

1
area AABG = area ABCG = area ACAG = 3 (area AABC).

Construccién 12. Triseccion de un triangulo equilatero

utilizando el baricentro: método 2

Figura 74. Triseccion del tridngulo equildtero utilizando

el baricentro-método 2
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Procedimiento.

1. Trazar un triangulo equiladtero ABCde lado /
2. Determinar el baricentro G.
3. Trazar los segmentos GD, GE, GF perpendiculares los lados

AB, BC, CA, respectivamente.

El resultado se presenta en la Figura 74.
Demostracion.

La demostracion se desarrolla con referencia a la Figura 74.
En los cuadrilateros ADGF,BDGE, CEGF se tiene:

mzA = msB = m«C = 60°,
1
AD=DB=BE=EC=CF=FA=EZ.

1
GD=GE=GF=§n.

Donde n es la longitud de la mediana, relativa a cualquier vértice, con lo cual,

los cuadrilateros son congruentes por el caso LLLLA (Lugo etal., 2019).

Asi que, las areas A, de las regiones ADGF, DBEG y FGEC son iguales, por tanto,

A, (ADGF) = A, (DBEG) = A, (FGEC) = %(érea (AABC)).
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Construccion 13. Triseccion mediante paralelas a un lado de

un triangulo

Procedimiento

9.

Trazar un triangulo arbitrario ABC.
Trazar la altura CD = h.

Trazar la circunferencia ¢ con centro D y radio h que corta a la recta

ABenY.

Trazar la circunferencia d con centro Y y radio h que cortaac en

los puntos E, F.

Trazar EF
Determinar el punto G tal que EG = éEF.

Trazar la circunferencia e con centro en C y radio EG, que cortaala

altura CD del AABC en H.

Trazar por H una recta paralela a la base AB que corta al AABC en
ly].

Trazar el AIJC.

10. Construir un cuadrado de lado CH y trazar la diagonal CX como en

la Figura 75.
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11. Trazar una circunferencia f con centro en C y radio CX, que corta en

K alaaltura CD.

12. Trazar por K una recta paralela a la base que corta al tridngulo ABC

enLyM.
13. Trazar los poligonos ABMLy LM]I.

El resultado se presenta en la Figura 75.

Figura 75. Triseccion mediante paralelas a un lado de un tridngulo
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Capitulo 3. Triseccién del tridngulo
Demostracion

La demostracion se realiza con referencia a la Figura 75.
SeaCD = h.

Por la construccion, se cumple que, ADYE y ADYF son equilateros y

congruentes, porque todos sus lados miden CD=A.
Aplicando el teorema de Pitagoras se ve que la altura de longitud EB es

igual a ?h.
Y por esto, EF = v/3h.

3

1
EG =-EF = h.
3 3

Entonces,

1

area (AIJC) (CH)2 _

3\
R (2L 3
area (AABC) CD h

area (AIJC) = %(érea (AABC)).

3
szi 2.

3

hV3
CH_ 3 _V2
CK w3 -~ 2°

3 V2
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1
= =5

area (AIJC) (C‘H)2 B <\/§>2
2

drea (ALMC) ~ \CK 2
1
area (AIJC) = > (area (ALMC)).

Ahora, se calcula el area A, de la regién delimitada por el poligono de

vértices LMJI:
A, = area (ALMC) — area (AIJC)

Entonces,
. . . 1,
Ay = 2(area (AIJC)) — area (AIJC) = area (AIJC) = 3 (area (AABC)).

Ahora, se calcula el drea A,, de la regién delimitada por el poligono de

vértices ABML:
A,, = area (AABC) — 2(area (AIJC))

Por lo tanto,

A,, = area (AABC) — 2 (% (4rea (AABC))) = %(érea (AABC)).

Construccion 14. Triseccion de un triangulo escaleno

Procedimiento

1. Trazar un AABC.
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2. Loslados del AABC se trisecan mediante los puntos D, E del

segmento AC; F, G del segmento AB;y H, I del segmento BC.
3. Trazar el segmento DF.
4. Determinar el punto medio J del segmento DF.

5. Trazar los poligonos FHD, ABHF], ACHD] que trisecan al triangulo
inicial ABC.

El resultado se presenta en la Figura 76.

A F L G K M B
P

Figura 76. Triseccion de un tridngulo escaleno

Demostracion

La demostracion se realiza con base en la Figura 76.

Sea h la medida de la altura del triangulo sobre el lado AB, y sea K el

punto de corte de la altura con AB, por lo cual, CK = h.

95



Triseccion de figuras con regla y compds
Por semejanza de los tridngulos BCK, BHM, se tiene que,

h
W =HM=]L=3.

De manera que,

area (AAF]) = AFZX - - %GO (9 B %(%)

= %(érea (AABC)).
, _FB.h _1¢2 \rhy _2ch
area (AFBH) == 2<3C><3> - 9(2)
= g(érea (AABC()).

Ahora, sea A, el area de la regién ABHF], entonces,
A, = area (AAF]) + area (AFBH).

Entonces,

1 2 1
Aq = 5 (area (AABC)) + 5 (area (AABC)) = 3 (area (AABC)).
Ahora,

Area (AAF)) = %(F]) (AP)

1 1
drea (AAJD) = 5 JD)(AP) = = (F))(4P)

Por ello, area (AAF]) = area (AA]D), entonces,
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Capitulo 3. Triseccién del tridngulo

area (AAJD) = %(érea (AABC)).

Razonando de manera semejante a la anterior, se tiene lo siguiente:

Sea h”" la longitud de la altura relativa al lado AC, entonces la altura del

triangulo DHC, sera:
h/// 2 hli
-3
De manera que,

14 1 rrs 1 1 2 rs 2 1 rs
érea (ADHC) = =DC X b = E<§b) (—h ) — 6(—bh )
2

= §(érea (AABC)).

Ahora, sea
Ahora, sea A, el area de la regiéon ACHDJ, entonces,
A,, = area (AAJD) + area (ADHC)),

Entonces,
1 7 2 7 1 7
Ay = 5 (area (AABC)) + 5 (area (AABC)) = 3 (area (AABC)).
De lo anterior se concluye que,

1
area (AFHD) = 3 (a4rea (AABC()).
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De esta manera, finaliza este libro donde los autores hemos vivido una
gran aventura y muchas alegrias en el arte de trisecar figuras

geométricas y contar con la belleza de las matematicas y de las figuras.

Creemos que en el futuro inmediato emprenderemos otro viaje por la
geometria, esta vez estudiando la maravilla de trisecar cuadrilateros y,

en un posterior esfuerzo, trisecar circunferencias y circulos.
EJERCICIOS

1. Trisecar un tridngulo usando la mediana y que sea diferente al
presentado en el libro.

2. Trisecar un triangulo usando la bisectriz y que sea diferente al
presentado en el libro.

3. Trisecar un triangulo usando la mediatriz de un lado.

4. Trisecar un triangulo acutangulo usando la altura de un lado
diferente a |l presentado en el libro.

5. Trisecar un tridangulo equilatero de manera diferente al presentado
en el libro.

6. Trisecar un triangulo rectangulo isésceles de manera diferente al
presentado en el libro.

7. Trisecar un triangulo escaleno de manera diferente al presentado en
el libro.

8. Trisecar un triangulo iso6sceles de manera diferente al presentado en

el libro.
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Este libro se estructura en tres capitulos, que van desde los fundamentos geométricos
hasta la exploraciéon de métodos de triseccion de segmentos y de triangulos.

En el Capitulo 1: Preliminares, se presentan conceptos basicos requeridos para la
comprension de la trisecciéon de segmentos y figuras geomeétricas. Se introducen
definiciones esenciales como segmentos, puntos medios, angulos, poligonos y
circunferencias, ademas de teoremas fundamentales de la geometria euclidiana.

El Capitulo 2: Triseccion de un segmento de recta, se centra en el problema de dividir
un segmento en tres partes iguales, mediante diferentes métodos geomeétricos. A
través de una coleccidén de construcciones, se emplean herramientas como el
Teorema del Paralelismo, triangulos equilateros, semejanza de triangulos y
propiedades de las circunferencias; asimismo, se exploran estrategias utilizando
medianas, cuadrados, hexagonos regulares y otras figuras geométricas que permiten
obtener la triseccion. Como se indicd antes, las construcciones presentadas en este
capitulo forman parte de un conjunto mas amplio de construcciones que seran
publicadas en la Revista Sigma de la Institucion, sin embargo, dado que son
requeridas en algunas construcciones del capitulo 3, se incorporan en este capitulo.

El Capitulo 3: Triseccion del triangulo, se enfoca en el problema de dividir un
triangulo en tres triangulos o, en otros casos, en tres regiones de la misma area, de
tal manera que la suma corresponda al area del triangulo objeto de la triseccidn. Para
proximas ediciones se adicionaran capitulos que incluyan trisecciones de otras
figuras geométricas.

El libro de texto se destaca por su enfoque novedoso y sistematico, en el que cada
caso de triseccidon se aborda en dos etapas bien diferenciadas: primero, se presenta
un procedimiento detallado que describe paso a paso la construccién geométrica
para dividir el segmento o el triangulo en tres partes iguales; y luego, se realiza una
demostracién sintética o analitica, segun el caso, que justifica matematicamente
la validez del procedimiento empleado. Esta metodologia facilita la comprensién
del proceso y permite a los lectores profundizar en los fundamentos tedricos de
cada construccion.

Desde el punto de vista de su clasificacion, los autores consideran que se trata de un
libro de texto que contiene varias construcciones inéditas, las cuales son producto de
un trabajo inductivo, basado en “prueba y error”, el cual finaliza con formalizacion de
los procedimientos para la construccion y con la prueba geométrica o analitica que
valida los resultados.

El libro esta dirigido a estudiantes y profesores, principalmente de matematicas,
interesados en la Geometria Clasica y sus aplicaciones. Es una invitacion a explorar la
precision y la belleza de la geometria, siguiendo la tradicion de los antiguos
geodmetras, pero, esta vez, con apoyo de las herramientas tecnolégicas modernas que
permiten pensar y dibujar con exactitud.
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