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Introduccion

El estudio de las estructuras algebraicas es un componente fundamental
en el aprendizaje de las matematicas modernas y en el desarrollo de
herramientas aplicables a diversas areas del conocimiento, como la
fisica, la informatica y la teoria de nameros. Entre estas estructuras, los
grupos destacan como un concepto central en el algebra abstracta,
proporcionando un marco de referencia para analizar simetrias, resolver

ecuaciones y explorar relaciones entre elementos matematicos.

El libro Elementos del Algebra Moderna, presenta la primera parte del
contenido del curso Algebra Moderna que se ofrece en la Universidad de

Narifio, a estudiantes del Programa de Licenciatura en Matematicas.

En el Capitulo 1, se establece las bases con la definiciéon formal de grupo,
sus propiedades esenciales y la exploracion de subgrupos y operaciones
entre ellos. Se abordan casos especificos como los grupos de 6rdenes

pequeilos, que permiten ilustrar conceptos de manera concreta.

El Capitulo 2, se enfoca en los grupos ciclicos y sus subgrupos,
explorando su clasificacion, las relaciones numéricas entre los elementos
y la construccidn de subgrupos normales y grupos cociente. Este enfoque
permite desarrollar una comprension profunda de la estructura interna

de los grupos, sentando las bases para estudios mas avanzados.

Se anima al lector a conectar los conceptos teéricos con ejemplos y a

reflexionar sobre las aplicaciones de estas estructuras en problemas



reales y en ejercicios que, una vez desarrollados, incrementan la
comprension y alcance del concepto. Este enfoque busca consolidar un
aprendizaje significativo que trascienda las definiciones formales y

contribuya al desarrollo del pensamiento matematico y critico.

Los autores
Universidad de Nariiio
Enero de 2025.




CAPITULO 1.
Estructura de grupo

1.1 Preliminares

La Teoria de Grupos es una rama del Algebra Abstracta; fue Galois quien puso
cimientos a esta moderna teoria en una larga y amarga carta a un amigo, justo

una noche antes de su muerte, segin se cuenta de manera anecddtica.

Un grupo es, a grandes rasgos, un conjunto de operaciones a efectuar
sobre algo, con la propiedad de que, si a continuacién de una cualquiera
de ellas se ejecuta otra de las operaciones de la coleccion, el resultado es
conseguible mediante una sola operacion del conjunto. Las operaciones
se denominan elementos del grupo y su cantidad se representa por un

numero que es el orden del grupo.

En ningun caso deseamos ser rigurosos en estas notas preliminares, por

ello, veamos el ejemplo que sigue.

Se encuentra usted en posicidn firmes y puede obedecer cualquiera de las
siguientes ordenes: “firmes”, “a izquierda”, “media vuelta” y “a derecha”. Dos
operaciones de estas, se “multiplican” al ejecutarlas sucesivamente. La
coleccion de estas cuatro operaciones, con esas formas de multiplicar, es un

grupo, ya que satisface los cuatro axiomas siguientes:

1. Axioma de clausura: el producto de cualquier par de operaciones del

conjunto, es otra operacion del conjunto.
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2. Propiedad asociativa. si al producto de cualquiera de dos
operaciones, se hace seguir otra cualquiera, el resultado es el mismo
que al hacer seguir la primera operacion del producto de la segunda

y la tercera.

3. Elemento neutro (o identidad): existe una Unica operaciéon que no

efectda ninguna modificacion.

4. EXxistencia de inversos: para cada operacion existe una operacién
inversa tal que el resultado de efectuar primero la operacién y luego

su inversa, es equivalente a efectuar la operacién identidad.

El grupo sefialado en el ejemplo, se llama Grupo Ciclico de Orden
Cuatro, pues equivale al Grupo de las Permutaciones Circulares de

Cuatro Objetos dispuestos en lista, asi: 1, 2, 3, 4.

En la Tabla 1, se tiene lo siguiente: la operacién identidad I, es [ =
1234; la operacion A, es: A = 4123; la operacion B, es B = 3412; la
operacion C,es C = 2341.

El grupo queda caracterizado por la Tabla 1 (Tabla latina de

multiplicar).

Dicha tabla es simétrica respecto a la diagonal principal, esto indica
que el grupo obedece a la propiedad o ley conmutativa; es decir, al
calcular el producto de dos operaciones, es indiferente cual ocupe el

primer lugar.
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Capitulo 1. Estructura de grupo

La coleccidn de todas las permutaciones ciclicas de n objetos forma
un grupo abeliano equivalente al grupo de giros que dejan invariable
un poligono regular de n lados; asi pues, el Grupo Ciclico de Orden

Cuatro es exactamente el mismo grupo de giros de un cuadrado.

Tabla 1.
Grupo Ciclico de Orden Cuatro
I A B C
I [T |[A|B|C
A|A|B|C|I
B|B|C|I |A
C|C|I |A|B

Fuente: elaboracion propia

Los grupos que exhiben esta propiedad se llaman grupos abelianos,

en honor al matematico noruego Niels Henrik Abel.

La coleccidn de todas las permutaciones ciclicas de n objetos forma
un Grupo Abeliano, equivalente al grupo de giros que dejan invariable
un poligono regular de n lados; asi pues, el Grupo Ciclico de Orden
Cuatro, es exactamente el mismo grupo de giros de un cuadrado

(Tabla 2).

11
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Tabla 2.
Permutaciones Ciclicas de Cuatro Objetos

I A I I A B C I A B
| I A
]D I | A B C I I A B
Al A I
GRUPO Al A | C B
IDENTIDAD A A B I
GRUPO CICLICO
DE ORDEN 2
B B C | A
B| B | A
C C B A I
GRUPO cicLICO

DE ORDEN 3
GRUPO DE KLEIN
DE ORDEN 4

Fuente: elaboracion propia

Existe exactamente un grupo de orden 1: el grupo trivial, formado por la
operacion neutra. No menos trivial es el dnico grupo de orden 2, que se
materializa con dos operaciones a efectuar sobre una moneda: I, dejarla

intacta; A, volverla de la otra cara.

El Unico grupo de orden 3, es ciclico, y equivalente al conjunto de
permutaciones circulares de 3 objetos, y al conjunto de giros que dejan

invariante un triangulo equilatero.

Hay exactamente dos grupos de orden 4: el Ciclico y otro llamado el
Grupo de Klein. Es facil materializar el Grupo de Klein poniendo dos

monedas y efectuando las siguientes operaciones:

12



Capitulo 1. Estructura de grupo

I: dejarlas quietas; A: volver de la otra cara la moneda izquierda; B:
volver de la otra cara la moneda derecha; C: volverlas caras de ambas

monedas a la vez.

Todos los anteriores grupos, son abelianos o conmutativos. La acepcion
de abeliano es merecido tributo al matematico noruego Niels Henrik
Abel, por las contribuciones realizadas a este ambito estructural,
esencialmente, en la demostraciéon de la inexistencia de encontrar una
solucidn a la ecuacién de quinto grado, con coeficientes reales, mediante

la utilizacion de radicales.

El ejemplo mas sencillo de grupo no conmutativo, resulta de formar los
seis movimientos o congruencias, que dejan fijo un tridngulo equilatero,
incluidas las simetrias, y que son la identidad, el giro de 120° en sentido
horario, el giro de 120° en sentido antihorario, y las tres simetrias axiales
que equivalen a volver a verse por anverso alrededor de cada una de las
tres alturas. Este grupo es equivalente al grupo de las permutaciones de

los tres objetos: (S3,°).

Deténgase a examinar los tres modelos siguientes y elabore sus tablas

latinas.

1. Con cuatro naipes apilados boca abajo, se efectian las siguientes

operaciones:

13
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I: Identidad, esto es, no realizar ningin movimiento; A:
transposicion de las dos cartas superiores del monton; B:
Transposiciéon de las dos inferiores; y C: extraccidon de las dos
intermedias, poniendo después, la inferior de las dos, en la mas

bajo; y la de encima, en lo mas alto.

2. Un billete de banco puede ponerse sobre la mesa en las posiciones
anverso, reverso, lado derecho hacia arriba y lado derecho hacia

abajo. Las operaciones son:

I: Identidad; A: giro de 180°; B: volverlo de la otra cara alrededor

de su eje transversal; y C: volverlo alrededor del eje longitudinal.

3. Cuando nos ponemos un calcetin, podemos materializarlo en el pie
derecho o en el izquierdo y el calcetin del derecho o del revés. Las

operaciones son:

I: 1dentidad, es decir, no efectuar ninglin movimiento; A: quitamos
el calcetin, darle vuelta y ponérnoslo en el mismo pie; B:
cambiamos de pie el calcetin sin darle vuelta; y C: darle vuelta y

meter en el otro pie.

La tabla de multiplicar de un grupo puede representarse
graficamente mediante un Grafo de Cayley (Figura 1), en recuerdo al

inglés Arthur Cayley (Tabla 3).

14



Capitulo 1. Estructura de grupo

Tabla 3.
Grupo de Cayley del Grupo Ciclico de Orden Cuatro
I A B C
I|1|A|B|C
AlA|B|C| I

B/B|C|I|A

Cc|C|I|A|B

Fuente: elaboracion propia

Figura 1. Grafos de Cayley del Grupo Ciclico de Orden Cuatro

Fuente: elaboracion propia
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Los cuatro vértices del grafo, denotan las cuatro operaciones del
grupo. Cada par de vértices esta conectado por un par de lineas, cuyo
color identifica a cada operacién; tales lineas van en sentidos
opuestos. Cuando dos puntos estan enlazados por lineas de distinto
color, las operaciones representadas por los colores son mutuamente
inversas. Si el color es el mismo en las dos lineas, la operacién
asociada a tal color es inversa de si misma, y en ese caso, se sustituyen
las dos lineas por una sola, para simplificar el grafo. La identidad se
simplifica aboliendo los lazos. Para leer los productos, se parte de un
vértice (primer factor), se escoge un color o linea (segundo factor) y

se ve el vértice donde termina la linea (producto).

Es evidente que, dado el grafo coloreado de un grupo cualquiera
(Figura 2), se puede reconstruir su tabla y viceversa. Los grupos
suelen ser ayuda valiosa porque suelen revelar propiedades no
siempre faciles de reconocer por la tabla de multiplicar. Por ejemplo,
no es dificil ver que, si en el grado de orden 6, se omiten las lineas
correspondientes a A, B y C, dejando solo las de D y E, se obtienen
dos grafos desconectados. Cada uno de ellos podria corresponder a
un grupo ciclico de orden 3, pero en realidad, solo el conjunto I, D, E
forman un tal grupo, ya que solo él contiene la identidad, esto es un
subgrupo, lo que nos dice que el grupo ciclico de orden 3, es subgrupo

de grupo de permutaciones de orden 6.

16



Capitulo 1. Estructura de grupo

Existen también grupos infinitos que se dividen en dos categorias:
Grupos Discretos, que contienen una infinidad numerable de
elementos, y Grupos Continuos, cuyos elementos forman una
infinidad no numerable; estos dltimos, se llaman Grupos de Lie, en

honor del matematico noruego Marius Sophus Lie.

Ejemplos geométricos triviales de grupos de Lie, son los grupos de
simetrias de rotacion de circunferencias (esferas, hiper-esferas),
pues la amplitud de los giros puede ser tan pequefia como se desee.
Tabla 4.
Grupo de Cayley Asociado al Grupo de Permutaciones de Orden Seis

I A B C D E

[ [T |A|{B|C|D|E

A/A|l [ D|/E|B|C

D/ DIC|A|B|E|I

E|E|B|C|A|I |D

Fuente: elaboracion propia
[:123 - 123

A:123 - 132

17



Elementos de dlgebra moderna

B:123 - 321
C:123 - 213
E: 123 — 231
E A
B
C

Figura 2. Representacion Grafica de un Grupo de Orden Seis

Fuente: elaboracion propia

La nociéon de grupo, es una concepciéon con mayor capacidad de
unificacién de la matematica; dondequiera se presenten simetrias.
Por ejemplo, en la Teoria de la Relatividad, en Estructura de Cristales,
en Matematica Recreativa, en Mecanica Cudantica, y de hecho, es uno
de los conceptos fundamentales de la Matematica Moderna. Recuerde
que la matematica estudia numeros, conjuntos, estructuras y

funciones y sobre estos cuatro grandes conceptos, versan sus teorias.

18



Capitulo 1. Estructura de grupo

Veamos otros dos ejemplos.

1. Dadas dos transversales y una secante y los operadores que

siguen, se debe elaborar su tabla latina (Figura 3).

Figura 3. Representacion de Dos Transversales y una Secante
Fuente: elaboracion propia
I: Todo queda intacto
V: Saltan al angulo opuesto verticalmente (b < a)
A: Saltan al angulo alternado (base) (a © d)

C: Saltan al angulo correspondiente (d < b) (¢ © a)

2. Ponerse una camiseta:
I: ponerse correctamente
V: Frente — espalda
C: Al revés y normal

A: Frente — espalda y al revés.

19
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1.1.1 Ley de Composicion Interna

En un paso subsiguiente, e intentando alcanzar mayor abstraccidn,
llamaremos A al conjunto de operaciones, que no necesariamente seran

operaciones, sino también objetos matematicos (como numeros), y

simbolizamos con " * " (asterisco) a la manera de multiplicar; " * " se

llama Ley de Composicion Interna o simplemente operacion.
Estructura: es un sistema de conjunto con relaciones como (N, L)

Estructura algebraica: es un conjunto con operaciones. Si el conjunto es
A, se exige que A # Q. La estructura se designa por (4,*) donde " " es

una Ley de Composicion Interna.
Definicion

Sea A conjunto con al menos un elemento. Una Ley de Composicion

Interna es una funcion, definida como sigue:

*x:AXA—-> A tal que, a cada par ordenado (a,b) € AX A le hace

corresponder un Unico elemento ¢ € A, tal que, c = a * b.

Es usual que la Ley de Composicion Interna se represente a través de una
formula y, en este caso, es util verificar que, efectivamente lo es; es decir,

que el par (4,*) satisface el axioma de clausura.

20



Capitulo 1. Estructura de grupo

Ejemplos
1) Si A = Ny las operaciones (con cada una de ellas):

i) ax*b=a+b
ii) ax*b=a-b
iii) a*xb=al

iv) axb=|a—b|

V) a* b = (a,b) (maximo comun divisor de a y b)

vi) a * b = [a, b] mdximo comin multiplode ay b
2) SiA = Z con cada una de las operaciones:

i) a*b=a—->b

ii) a*b=a*+b?

iii) axb=a?—-b?

iv) axb=|alb

V) a*b=a+b—ab

vi) axb=a’*—-b*+ab—1
3) SiA = Q con cada una de las operaciones:

i) axb=a+b,b#0

‘e b
ii) a*b=-—,a%—b
a+b

4) Si A = R también con las siguientes leyes de composicion:

i) a*b=a+b+ab

ii) axb=a?—b

21
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5) SiA = (0,1) y las dos operaciones definidas como sigue:

. a+b
i) axb=
1+ab
. ab
ii) axb=—
a+b

Aqui, i) es ley de composicion interna, porque de no serlo,

a+b
1+ab

> 1, es decir,

a+b>14+ab=a—ab+b—-1>0,porende,a(l—->b)—(1—
b) > 0= (a—1)(1 —b) > 0; hecho que no es posible, ya que,
a—1<0y1-b>0.

a+b
1+ab

Por lo tanto, 0 < <1.

Para ii) en (0,1), es obvio que:

a<vVva+b
b<+va+b

Porlo tanto,ab < a+ b

, axb . ab ..
Asi, 0 < 3 < 1, es decir me(o,l); y en este caso, la operacién

definida de tal modo es Ley de Composicion Interna en el

intervalo (0,1).

6) Con A = P(X),X # @y las operaciones:

i) a*b=auUb
ii) a*b=anbhb

22



Capitulo 1. Estructura de grupo

iii) a*b=aAb
iv) a*b=a\b
7) Con X un conjunto finito y A = Sy que es el conjunto de todas
biyecciones de X en X; esto es, Sy = {f: X = X | f es biyeccion}y la
operacion a*b =aob que se responde con la forma usual de

componer las funciones a y b de Sy.

8) SiA={X€Z/x=2n+1,n€Z} axb=a-b, que es el producto

corriente.
9) SiA = 2Z;a x b = a + b, que es la suma de tales elementos.
10) SiA =R x Rylassiguientes leyes de composicidn:

i) (a,b) * (c,d) =(a,b) + (c,d) =(a+c,b+4d)
ii) (a,b) * (c,d) = (a,b).(c,d) = (ac, bd)

iii) (a,b) * (c,d) = (ac — 2bd, ad + bc)

iv) (a,b) * (c,d) = (ac — bd,ad, ad + bc)

11) Si A=1{1,2,4,7,8,11,13, 14} c Z,5; a* b = a-b como clases

residuales.

12) SiA=1{6,9} c Z,s;a*b = a-b,queeselproducto entre clases

residuales.
13) A = R™™ylas dos siguientes leyes de composicion:
i) a*b =a+ b (Suma usual de matrices)

ii) a * b = a - b (Producto usual de matrices)

23
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Y asi, en el desarrollo del curso, seguiremos proponiendo ejemplos de

estructuras algebraicas.

1.1.2 Monoide

Se llama monoide a todo par (4,*), formado por un conjunto A no
vacio y una Ley de Composicién Interna " * ". Es usual decir, en este

caso, que " * " define sobre A una estructura de monoide.
Todos los ejemplos anteriores son clasicas muestras de monoides.

Otros ejemplos, son los siguientes:

A=7Z,axb=0;
A=7Zaxb=a%- b?%
A=7Z,a*xb = a.

Definicion

Diremos que, un monoide (4,*) es finito, si 4 es finito; y en cualquier

otro caso, diremos que (4,*) es infinito.

La descripcion de monoide finito se hace mediante tablas de

composicion, llamadas tablas latinas.
Ejemplo

Para A ={0,1,2,3} la Tabla 5 (tabla latina), ilustra el monoide

definido por a * b = a.

24



Capitulo 1. Estructura de grupo

Tabla 5.
Monoide Definido pora * b = a

* 0 1 2 3

Fuente: elaboracion propia
Definicion
Dado el monoide (4,%), S # @, S c A, se dice que S es ESTABLE con
respecto a *, si y sélo si, siemprequea € Syb € S,(a*b) € S.
Ejemplo

i) 27 c Z es estable respecto de las operaciones de adicion y

multiplicacion corrientes:

ax*b=a+b>b

ax*b=a-b

ii) R X {0} € R X R es estable con respecto a todas las leyes de

composicion internas del ejemplo 10 anterior.

25
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iii) En general nZ = {x € Z/x = nt,n € N, teZ} es estable para

las operaciones de adicién y multiplicacion corriente.

iv) P ={p €N / pes primo}esun conjunto no establepara las
operaciones de adicién y multiplicacién corrientes. De hecho,
la suma y el producto de una pareja de primos es, de

inmediato, un nimero compuesto.
1.1.2.1 Propiedades
Asociatividad
Sea (4,*) un monoide.

Si a, b, ¢ denotan elementos de 4, dados en un cierto orden, mediante

composiciones binarias podemos obtener los siguientes elementos de A:

ax(bxc) y (axb)=*c; estas composiciones “ternarias”,

generalmente no coinciden.

De igual manera, podemos formar composiciones cuaternarias o n-

arias con una nupla de valores de 4, dados en cierto orden.
Definicion

Sea (A, *) un monoide y sea n € N, n > 2; diremos que * es n-

asociativa si cualesquiera que sean a4, a,, ..., a, en A, en cierto orden,

26



Capitulo 1. Estructura de grupo

coinciden entre si todas sus composiciones n-arias. Diremos que * es

asociativa si es n-asociativa, cualquiera que sea n.
Definicion

Se denomina semigrupo a todo monoide cuya ley de composicién

interna es asociativa.
Teorema

Un monoide (4,*) es un semigrupo, siy solo si, * es 3-asociativa; esto

es, (a*b) * c = a * (b * ¢) cualesquiera que sean a, b, c en A.

Demostracion

(=)

La demostracién es sencilla y en el sentido de la suficiencia, se realiza

por induccién matematica.

En un semigrupo, ademas, se cumplen las siguientes relaciones:

n+m MM = g™ cualesquiera que seana € A,n € N

a**a™ =a y (a

ym € N.

La prueba de estos resultados se realiza por induccién matematica.

27
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Para comprobar si un monoide es semigrupo, se debe demostrar, con
razonamiento 16gico, la satisfaccion de la propiedad asociativa; para

comprobar que no lo es, basta con un contraejemplo.

En concordancia con todos los monoides puestos como ejemplo al

principio, son semigrupo, asi:

De 1), todos, excepto iii) y iv).

En efecto:

para iii):
(a * b) *xC = (ab)c — ab.c

en cambio:
ax(bxc)= ab*

Es facil ver, a través de una coleccién infinita de contraejemplos, que

ab # ab’.
Para iv):
Por ejemplo:
(7x2)x4=|7-2] -4 =|5—4=1
7x2*4)=|7—12—-4||=|7—-2|=5
Porlocual, (7 *2) x4 + 7 * (2 x 4).

De 2), solo iv) y v) son asociativas.
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De 3), i) es no asociativa. Veamos si ii) es asociativa.

35
35 & 35%2 70
(73)*2=13%2=59= 55 ~59
12
10 19 70
7 =29 _ "
7*(5*2)—7*7 - =9

Se observa que, (7 *5) * 2 = 7 * (5 * 2), pero con un ejemplo no se
puede asegurar que se cumple para todos los casos; no obstante, si
con un ejemplo no se cumpliera, si se deduciria que no se cumple para

todos los casos.

Probemos de manera general, aplicando la definicién de la operacién

n * ":

) ab c abc b
_ab _gxp®_  axb __ abc
(a*b)*c_a+b_ ab +C_ab+aC+bC_ab+ac+bc
a+b a+b
abc abc
_ b+c __b+c — s bc
ab + ac + bc + bc b+c
b+c L
=ax*(b*c)

Demodo que a * (b *c) = (a*b) c.

De 4), solo i) es asociativa.
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De 5), ambas son asociativas.
De 6), solo iv) es no asociativa.

De alli en adelante, ninguna es no asociativa; de modo que,

exceptuando los casos dichos, todos los demas son semigrupos.

Conmutatividad

Sea (4,*) un monoide, diremos que a € A, b € A conmutan entre si,

siaxb =b*a.

Diremos que (4,*) es un monoide conmutativo (o que * es conmutativa),

si y solo si todo par de elementos de A conmutan entre si.

En todo monoide existen pares de elementos que conmutan entre si;

obviamente,a * a = a * a.

Si ademas, (4,*) es semigrupo, cualesquiera que sean a € A, n € N,

m € N, se cumple que, a™ * a™ = a"t™ = ™" = q™ * ™.

La igualdad anterior, se puede demostrar mediante induccién

matematica.
Teorema

Si (4,*) es un semigrupo conmutativo, entoncesa € A,b € Ayn € N,

se cumple que, (a * b)" = a™ * b™.
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Demostracion

Paran = 2:

(a*b)2=(a*b)*(a*b)=a*(b*(a*b))=a*((b*a)*b)
=ax*((a*xb)*b) = (a*a)*(b*b) =a?xb?

Suponemos que paran = k se cumple que:
(a * b)¥ = ak « b*
Probemos que también se cumple paran = k + 1.

En efecto,

(a *b)**1 = (a*b)* * (axb) = (a¥*b*) * (a *b)
=(ak*bk)*(b*a)==ak*((bk*b)*a)

— ak * (a * (bk+1)) — (ak * a) * bk+1
= qftl x pkt1
Ejemplos

Sea (N,*) el semigrupo definido pora * b = a.

Asi,sia € N,n € Nesobvioque, (a * b)" = a”,alavezque,a™ * b™ = a™.

31



Elementos de dlgebra moderna

Es decir,
(axb)* =a™ *b"

Sin embargo, a * b # b * a, lo cual significa que, larelacién (a * b)" =

a™ » b™ se satisface, pero que el semigrupo no es conmutativo.

1.1.2.2 Identidades e Inversos

Resulta natural estudiar sobre un monoide (4,*), la existencia de
elementos de A que cumplen propiedades analogas al 0 (cero) en

(Z,+),04al 1 (uno) en (Z,").
Definicion

Sea (4,¥) un monoide y e € A.

i) e es identidad a la izquierda de * si e * a = a para cualquier
a€A.
i) e esidentidad ala derecha de * sia * e = a para cualquier a € A.

iii) e es identidad de * si es identidad a la izquierda y a la derecha

de n * ".

Loégicamente, si el monoide (4,*) es conmutativo, no existen

distinciones entre identidad a la izquierda y a la derecha.
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Teorema
Sea (A4,*) un monoide, e; € 4, e, € A.

Si e; esidentidad a la izquierda de " * " y e, es identidad a la derecha

de " * ", entonces, e; = e,.

Demostraciéon

Tenemos que, e; * a = a para cualquier a € A.

Si ponemos a = e,, hallamos que, e; x e, = e, (1)
Por otra parte, a * e, = a para cualquier a € A.

Si ponemos e; = a,vemos que e; * e, = e; (2).

De (1) y (2), se deduce que, e; = e,.

Corolario

Si el monoide (4,*) posee identidad e, esta es tnica.

Se plantea la siguiente cuestién: ;las identidades laterales cuando el
monoide (4,*) no posee identidad bilateral, también gozan del

caracter de unicidad?
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Ejemplos

D

2)

3)
4)

5)

6)

7)

(N,*) donde a * b = a. Aqui, todo elemento de N es identidad a la

derecha, pero no existe identidad a la izquierda.
(N,*) donde a * b = (a,b) (MCD) no posee elementos identidad.
(N,*) cona *b = [a,b] (MCM), 1 es elemento identidad.

(Z,*) donde a * b = a — b, 0 es identidad a derecha, pero no existe
identidad a izquierda.

En (X%*,) la aplicaciéon identidad id4:X — X, definida por
idy(x) = x, para todo x € X, es el elemento identidad en el

semigrupo.

En (R,x) donde a * b = a + b + ab, 0 es identidad.

a+b
1+ab’

Para el semigrupo conmutativo ((0,1),*) donde a * b =
Busquemos elemento neutro o identidad:
. ate
Se quiere que a * e = a, estoes,—— =a
1+ae

Asi que, a+e =a+ a’e; luego, a’e—e=-e(a?—-1) =0; de

modo que, e = 0.

Se ve la necesidad de ampliar nuestro conjunto de (0,1) al

conjunto [0,1], al menos para que el semigrupo posea identidad.
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8) El par (1,0) es identidad en todos los semigrupos conmutativos

de los casos ii), iii). y iv) del ejemplo (10) subanterior.

9) Igualmente, en el ejemplo 6) subanterior, con A = P(X), las
identidades respectivas son: i) @; ii) X; iii) @; iv) @, pero solo

a derecha.
Es usual denotar a un monoide (4,*) con identidad e, asi, (4,*, ).
Definicion
Sea (4,*,e) un monoide con identidad y sea a € A4; se dice que:

i) a posee inverso a la izquierda respecto de e si existe b € 4, tal

queb *a = e.

ii) a posee inverso a la derecha respeto de e si existe ¢ € A tal que

a*c=e.

iii) a posee inverso respecto de e, o simplemente, que es
inversible, si existed € Atalqued *a=a X d =e.

Ejemplo

1) En (N,-,1), 1 es el inico elemento con inverso.

2) En (Z,,1) el conjunto {—1,1} es el de los elementos que poseen

inversa en Z.

3) En (Q,-,1) todo elemento no nulo es inversible.
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En (Z,*) siendoa * b = a + b — ab, 0 es la identidad o neutro.
Busquemos los a € Z que poseen inversos.

Se quierequea * b = 0,estoes,a + b —ab = 0,de modo que,a =
ab—b =>b(a—-1).

a
a-1"

Luego, b =

Como b € Z, el nico elemento inversible diferente de 0, es 2.

En este ejemplo, si pasamos de Z a Q, todos los elementos,
exceptuando al 1, poseeria inversos.

En (P(X),U, ®) solo @ es inversible.

En (P(X),n, X) solo X es inversible.

En (Sy,0, 1), todo elemento es inversible. Recuerde que con el

simbolo o se representa la composicién usual de funciones.

b
Busquemos en ([0,1),*,c) con a*b = % los elementos que

poseen inverso.

. a+b ,
Ahora, se quiere que, a * b = 0, de modo que, o = 0; y asi,

b =—a.

Siendo asi, ninglin elemento del intervalo [0,1)posee inverso.
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Para que posea inverso, ampliamos nuestro conjunto del intervalo

[0,1) al intervalo (-1,1).

Notese que, ((—1,1),x,0) donde a*b=% es semigrupo

conmutativo, con elemento neutro, donde todos los numeros

poseen inverso.

Las estructuras (Zn, ) son semigrupos conmutativos con unidad;

en este caso, el neutro es 1.

Aqui ocurre que los Unicos elementos inversibles son aquellos x €

Z,, tales que (x,n) = 1, es decir, los primos relativos con n.
Por ejemplo, en Zg los elementos inversibles son: 1,3,5y 7.

En Z,s, los elementos inversibles son: 1,2,4,7,8,11,13 y 14.

Tomemos el semigrupo conmutativo con unidad:
(R x R,%,(1,0)) donde (a,b) * (¢,d) = (ac — 2bd, ad, ad + bc).

Busquemos inversos:

Supongamos que (x,y) es inverso de (a, b), asi que, (a,b) * (x,y) =

(1,0).

Esto es: (ax — 2by,ay + bx) = (1,0).

Con lo cual, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:
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{ax—Zbyzl
ay+bx =0

Luego,

a
= a? + 22
b

Y= T a2 1 202

X

Esto significa que, como a? + 2b? # 0 para cualquier par de valores
a,b en R, todos los elementos de R X R, excepto (0,0), son inversibles

através de .

10)

W= o *
N =o oo
W= O
= o N o N
=W o W

En el monoide ({0,1,2,3},%,1) que se presenta en el ejercicio 10, se

tiene lo siguiente:

Poseen inverso a la izquierda:

0:2x0=1
1:1x1=1
2:3x2=1
3:3x3=1
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Poseen inverso a la derecha:

1:1+x1=1
2:2x0=1
3:3x3=1

Poseen inverso:
L1+x1=1x1=1
3:3x3=3%3=1
Este ejemplo, sugiere muchas anomalias en cuanto a los inversos,

esto se debe a que, el monoide es no asociativo.
Teorema
Sea (4,*, e) semigrupo.

Si a € A posee inverso a izquierda b € A, inverso a derecha c € 4, se

verifica que b = c.

Demostracion

b=bxe =bx(axc) = (bxa)*xc = exc =c
El inverso de a se puede denotar como a'.
Ejemplo

Sea el semigrupo (NN,o,I) (I funcién identidad).
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Sean f, g € NN es tal que

f(n) =2n
n .
— sinespar
m=1 >
) n+1

sinesimpar

Resultaobvioque g o f =1,

Asi, g es inverso a izquierda de f; sin embargo, f no posee inverso

a derecha.

En efecto, si h fuera inverso a derecha de f, se concluiriaque g = h,y

entonces, f seria biyectiva, lo cual es falso.

Es facil ver que f posee infinitos inversos a izquierda, todos distintos
entre si.

Teorema

Sea (4,*, e) semigrupo con identidad.

1. Si p € A posee inverso a la izquierda v € 4, y si x € A posee
inverso a la izquierda y € A, se cumple que, v * y es inverso a la

izquierda de x * p.

2. lIgual con inversos a la derecha.

3. Six'esinverso de x ysip'esinverso de , entonces (x * u)’ = p’ * x'.
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Demostracion

(xp*(xxw) =e (1)
rp(p *x') = xx(uep)*x’ =(xxe)x x' =xxx

=e (2)
Como los inversos son Unicos, de (1) y (2) se sigue que,
(cx ) =p' *x'.
Corolario

Sea (4,*, e) semigrupo con identidad.

Sean a,, a,, ... a, elementos de A con inversos a,’, a,’, ..., a,,’ también

en 4, entonces,

a; * a, * ..x a, es inversible en A; ademas, (a; *xa, *..,xa,) =

' * Ap_q' * ..¥xay’.

Teorema
Sea (4,*, e) semigrupo con identidad.

Si a € A es inversible, entonces a’, su inverso, también es inversible

en A; ademas, (a")’ = a.
Demostracion

Resulta obvio que,a’*a=e y a’*(a) =e.
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Luego, por unicidad de los inversos, se sigue que, a = (a")".

Por otra parte, si (4,*, e) fuese semigrupo conmutativo, la relacion:

(a*b) = b’ xa delosinversos, se traduce en: (a *b)" = a’ xb".
1.2 Grupos

Dado el semigrupo con identidad (4,*, e), lamaremos unidades de A
al conjunto de todos los elementos de 4, inversibles en 4, respecto de

*, y lo denotaremos como U (4).
De este modo,
U(A) ={a € A|existea € A, tal que a.a’ = e}.

El conjunto U(A) posee las siguientes propiedades basicas:

i) U(A) es un semigrupo con elementos identidad (neutro); su

designacidn natural es (U(A4),*, e).
ii) Todo elemento de U(A) es inversible.
Estas dos propiedades dan lugar a afirmar que (U(A),*) posee

ESTRUCTURA DE GRUPO, siendo esta estructura de gran importancia

en matematicas.
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Definicion

Se dice que un monoide (4,*) posee estructura de grupo, si y solo si,
se satisfacen las dos condiciones siguientes:

1) (4,*) es un semigrupo con identidad.

2) Todo elemento de A es inversible.
La condicion 2) se leeria como sigue:
U(4) = A.

Explicitamente, la estructura (4,*) es grupo, si y solo si,

i) A posee al menos un elemento.

ii) *: AX A — Aesuna Ley de Composicidn Interna sobre A.
iii) (a * b) * ¢ = a * (b * c), cualesquiera que sean a, b, c en A.

iv) Existe e € A de modo que, a * e = e * a = a, cualquiera que sea a

en A.
v) Paracadaa € A, existea’ € A, talesque,a*xa’ =a'*a =e.

De hecho, (U(A4),*) es grupo para cualquier semigrupo con

identidad (4,*).

vi) Sien el grupo (4,*), cualquier par a, b de elementos de A4, satisface
la propiedad conmutativa, esto es, a * b = b * a, se dice que el

grupo (4,*) es conmutativo o que se trata de un Grupo Abeliano.
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A continuacidn, indicamos otros ejemplos.

Grupos
(Z,+,0),(Q,+,0), (R, +,0) (R\ {0},-,1).
(C,+,04+00),(C\ {0+ 0i},1 4+ 00), (P(x),4,¢).

(Zy, +,0), (Zgy, +,0 + 00)

No grupos
A U(A)
(z,,1) {-1,1}
(N-,1) {1}
(@1 Q- {0}
(R-,1) R — {0}
(Z[i],' ,1+ Oi) {—1,1, i —i}
(Zn,, 1) U(Zy) = {x€Zy | (x,n) =1}

Recuerde que, con el simbolo (x,n) = 1, se representa al maximo
comun divisor de los nimeros x y n, que, en este caso, siendo 1,
significa que son primos entre si, o también llamados primos

relativos o coprimos.

Otros ejemplos

1) (Z,®,1) es grupo abeliano dondea & b = a + b-1.
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2) SiA=(—-11)yax*xb= %, entonces (4,*) es Grupo Abeliano.

3) (nZ,+,0) es Grupo Abeliano para cada n.

4) SiA=RXxRy(ab)* (c,d) =(a+c,b+d), entonces (4,*) es

Grupo Abeliano.

Igualmente, (A-{(0,0)},*) es Grupo Abeliano, en los siguientes casos:
(a,b) * (c,d) = (ac — bd,ad + bc);
(a,b) * (c,d) = (ac- 2bd,ad + bc);

(a,b) * (c,d) = (ac,bd) (componente a componente).

5) SiG = {w € C|w™ = 1} es obvio que (G,",1) es un Grupo Abeliano
de orden n. Estos n elementos w, son vértices de un poligono regular

de n lados, inscrito en una circunferencia de radio 1.

Para n=6, se tiene G={1,—1,1+ﬁi,1——3i,—1+
2 272 2 2

27 2 2

V3. 1 \/5}

Paran = 4, G = U(Z[i]).

Estos grupos son ciclicos y poseen diversos generadores; es
especial, se puede tomar la primera raiz como generadora

del grupo.

Para el caso de n = 6, por ejemplo, el grupo esta generado por

la raiz
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1,3, : -
wy =S+ % i. En particular, esto se debe a la caracteristica del

producto de complejos que, es tal que, su argumento principal

es la suma de los argumentos principales de los factores.

Enla Figura 4, se representa el hexagono que configura las seis

raices sextas de la unidad.

Figura 4. Raices Exactas de la Unidad

Fuente: elaboracion propia
6) (R™", 1) no posee estructura de grupo, ya que, no toda matriz
cuadrada es inversible.

7) Grupo Cudrtico de Klein. Ya conocemos formas de materializarlo,

algunas de ellas, son (Tabla 6):
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Tabla 6.
Permutaciones Ciclicas de Cuatro Objetos
[ |A|B |C
I |T |[A|B|C
A |A |l [C B
B |B|C]|I |A
C |[C|B A |I

Fuente: elaboracion propia
i) Simetrias del rectangulo
Conformado por las rotaciones de 0° (I) de 180° (4) y dos
reflexiones, la una, por el eje vertical (B) y, la otra, el eje

horizontal (C) (Figura 5).

{jc

Figura 5. Simetrias del Rectangulo
Fuente: elaboracion propia

09 I:1234 - 1234

Rotaciones: {1800 A:1234 - 3412
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Eje vertical B:1234 — 2143

Reflexiones :{ Eje horizontal C:1234 — 4321

ii) Estados y operadores (Figura 6)

N AR

Figura 6. Estados y Operadores del Ejemplo

Fuente: elaboracion propia

A partir de cuatro estados: tridngulo blanco, tridngulo negro, cuadrado
blanco y cuadrado negro, se consideran las siguientes operaciones:

I: No hay cambios

A: Cambia forma

B: Cambia color

C:Cambia forma y color

8) Simetrias del tridngulo equildtero

3

Figura 7. Simetrias del Triangulo Equilatero

Fuente: elaboracion propia
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Tabla 7.
Simetrias del Tridngulo Equildtero

I A B C D E

[ |[I |A|{B|C|D]JE

D/ DIC|A|B|E|I

E{E/B|C|A|I |D

Fuente: elaboracion propia

1:123 - 123
A:123 - 132
B:123 —» 321
C:123 - 213
E:123 - 231

Se consigue por tres reflexiones por la atura del vértice 1 (4), por
la altura del vértice 2 (B) y por la altura del vértice 3 (C), y por
tres rotaciones: de 0° (1), de 180° (D) y de 240° (E) (Figura 7).

Se observa que, como no hay simetria respecto de la diagonal en
la Tabla 7, el grupo es no abeliano. Una rotacién y una reflexion

no son conmutativas.
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9) El anterior grupo no abeliano posee la misma forma (isomorfo:
cualidad que analizaremos mas adelante) con el grupo de las

permutaciones de 3 elementos S; (Tabla 8).

Aqui X = {1,2,3} y conformamos las biyecciones S, y su grupo (Sy,°).

Llamamos:
=1 3 P=tin= 5 D=Br=(G 1)
=D;
e 2 Y- 2 Yo
- 1 I=¢
Por ejemplo,
pew=(3 712G 136G 2 )=
wer=(p 1 3G 1 2)=0 5 P=m

Tabla 8.
Grupo de Permutaciones de Tres Flementos

Po P1 P2 U1 Uz U3

Po | Po | P1|P2| U1 | U | U3

P1 | P1|P2|Po| M2 | U3 | U

P2 | P2 | Po|P1|HUs | U | U2
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Ui | Uy | U3 | U2 | Po | P2 | P1

Uz | Uz | U1 | U3 | P1 | Po | P2

Uz | U3 | U2 | H1 | P2 | P1 | Po

Fuente: elaboracion propia

10) (R™,+) es grupo abeliano.

11) U(H) ={1,-1,i,—i,j,—j, k, —k} con la multiplicacién usual

de los cuaterniones de Hamilton, conforma un grupo no abeliano.
12) GRUPO SIMETRICO (generalizacién del ejemplo 8)

Si x es un conjunto no vacio, S, = S(X) = Trans(x) ={f: X -
X, f es biyeccién}, con la composicion de funciones posee
estructura de grupo. Este grupo se denomina grupo de
transformaciones de X o GRUPO SIMETRICO de X. Si la

cardinalidad de X es mayor que 2, el grupo es no abeliano.

Por ejemplo, si X = {a, b, ¢, d} y las aplicaciones:

s(a) =b,s(b) =c¢,s(c) =a,s(d)=d; 'y s'(a)=b,s'(b) =
¢,s'(c) =a,s'(d) =d;seveque, (s’ os)(a) = s’(s(a)) =s'(b) =
a; mientras que, (s’ o s)(a) = s(s’(a)) =s(b) =c.

Esto significa que, en general, (s’ o s) # (s o s').

51



Elementos de dlgebra moderna

Si X y Y son conjuntos no vacios, con igual cardinalidad, sus

grupos simétricos respectivos son idénticos (Isomorfos).

Cuando X = {1,2, ...,n}, en lugar de escribir S(x) o Sy se escribe
S, que es un grupo de orden n!; cada uno de sus elementos se

llama PERMUTACION.

Para cada elemento S € S,,, se escribe S; = s(i) y se denota por (; )
l

Por ejemplo, algunos elementos de S,, son:

1=5,=(1 5 54 5=(G 3 1 g)ee

13) GRUPOS DE CONGRUENCIA DE FIGURAS GEOMETRICAS

(generalizacion de los ejemplos 7 y 8).

Congruencia de una figura geométrica F es todo movimiento

rigido, que preserva distancias y que aplica a F en si misma.

Se define el producto t, o t; de dos congruencias t; y t,, como el

movimiento causado de efectuar primero t; y luego t,.
t, o t; es una congruencia, si t; y t, también lo son.

El conjunto de todas las congruencias de F, es un grupo con la
composiciéon de funciones, donde para cada congruencia t, el
movimiento inverso también es congruencia; siendo en el grupo,

t~1 el inverso de t.
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i) CONGRUENCIAS DE POLIGONOS REGULARES

A, A,
/
/
A, < £ A,
AS AB

Figura 8. Congruencias de Poligonos Regulares

Fuente: elaboracion propia

Sea F poligono regular de n lados, de vértices 44, 4,, ..., A, (Figura
8).
Estudiamos los movimientos del plano que llevan a F a coincidir

consigo mismo. Estos movimientos aplican cada vértice en un

vértice, y cada lado en un lado, mientras el centro queda fijo.

a) Son ejemplos de estos movimientos (congruencias) las
. , 2k

rotaciones 1y, donde 0 < k < n, en un angulo Tn, k=1k=

2,..,k =n—1,k = 0; rotaciones que se efectian tomando

como centro, el centro del poligono.

La rotacién r;, aplica el vertice A; en Ay, 4, el vertice A, en

Ay 4o,y asi sucesivamente.
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Ahora bien, el grupo de rotaciones {r; |0 <k <n} es un
grupo ciclico, puesto que, 1, =1 =1, o1y 0 ..oy (k veces);
ademas, es un grupo de orden n; y por estos dos hechos, es de

la misma forma (isomorfo) que Z,,.

b) Sea G el grupo de congruencias del poligono regular de n lados.
Lasrotaciones 1y, 0 < k < ndel caso a, son elementos de G, pero
no son todos, ya que, por ejemplo, la simetria S definida como
sigue, no es ninguna de las rotaciones r;, (Figura 9).

(A > Ay

A, - A,
) Az > Apq

An_y = Ay
\ 4, > A,

Figura 9. Poligono Regular de Ocho Lados

Fuente: elaboracion propia
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Sea H; c G el conjunto de todas las congruencias que dejan fijo el

vértice A, esdecir, H; = {t € G | t(4;) = A, }.

Ahora bien, si t € Hy, t aplica vértices en vértices, lados en lados,

y ademas, deja a su centro en el mismo sitio; y de hecho, preserva

las distancias, lo que quiere decir que, 4, se aplica en 4,, 0 en si
2 n

mismo, esto es, t(4,) = A, 0 t(A,) = A,.

Si t(4,) =A,, de hecho, t(4;) =A,_,porque t preserva

distancia.
Sit(A,) = A,, entonces t(43) = As.

Continuando en esta forma, se obtiene que, t = [ (identidad) o

bien, t = s, siendo s la transformacion descrita con antelacion.

En conclusiéon, hemos incursionado al indagar sobre Ia
conformacion de H; y concluido que la dnica posibilidad es que

H, = {l,s}.

Con lo expuesto hasta el momento, ahora podemos calcular, todos

los elementos de G.

Seat € G tal que t(A;) = Ay, donde 1 < k < n, como la rotacién

-1 2(k-Dm
=1 en n

por el centro del poligono hace que 1,2, (4;) = 44,
es decir, (1,2 °)(4;) = A; (dejafijo a 4;), se tiene que,

rehet=Ilor, Y ot=s
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Y en consecuencia, como 7,.%; o 1,_; = I, se sigue que, t = 7_; O

t = 1,_1 ° s donde s es la congruencia descrita antes.

Todo esta ha probado que, todos los elementos del grupo G son
rotaciones (de la forma 13) o son la composicién de s u con una

rotacion (delaformar, osconl < k <n).

Mas aun, para0 < k <ny0 < k' <nyk # k', las rotaciones r, y
1, son diferentes, y también ry, o s # 13, o s, porque de no ser asi,
1, = T, lo que es imposible; y ademas, ya sabemos que s no es

rotacion, es decir, es imposible que 1, = 1y, ° s.

Todo esto asegura que, los elementos 1, 0 1, o s, con 0 < k < n,

son todos distintos entre si.

Ahora bien, existen n rotaciones y las combinaciones 7y os
generan otras n congruencias, lo que significa que, el grupo G es
de orden 2n, y, ademas, que este grupo puede generarse con los

elementos r; y s.
Este hecho, se escribe, asi: G =< {r, s} >.

El grupo de las congruencias del cuadrado, posee 8 elementos;
obviamente,

it =1=s2

Por otro lado, la aplicacion,
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(41 - A
4, - 4,
r1°s=4A3—>An

A, = A;

Yasi, (r; 05)? =1.

Todo esto indica que, el grupo G de congruencias de un poligono
regular, es un grupo no abeliano de orden 2n, generado por los

elementos r; y s que satisfacen v, = s2 = (r; 05)? = I.
G se denomina grupo diédrico (o dihedral) y se denota por D,,.
14) Grupos de rotaciones de poliedros regulares

Los movimientos rigidos en el espacio que dejan fijo un punto
dado, constituyen un grupo, el grupo de rotaciones respecto de

ese punto.

Dado un poliedro regular de centro O, la totalidad de rotaciones
respecto de O que aplican al poliedro en si mismo, también forma
un grupo, el grupo de rotaciones del poliedro, el cual es subgrupo

del anterior.

Existen unicamente cinco (5) poliedros regulares: tetraedro,

hexaedro (cubo), octaedro, dodecaedro e icosaedro.
El grupo de rotaciones del tetraedro tiene orden 12.
El grupo de rotaciones del hexaedro tiene 24 elementos

El grupo de rotaciones del octaedro tiene 24 elementos
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El grupo de rotaciones del dodecaedro tiene orden 60

El grupo de rotaciones del icosaedro posee orden 60
Definicion

Sea (G,*) un grupo; llamaremos orden de G a la cardinalidad de G

si G es finito; si G es infinito se dice que G carece de orden o que

tiene orden cero.

15) Si K esun grupo, el grupo lineal Gl(n, k) conformado por la

totalidad de matrices inverisbles de K™*™ sobre el cuerpo K, es un

importante ejemplo de Grupo no Abeliano.

Por ejemplo, para K = C, n =2 y toma w € G raiz primitiva (la

primera) de 1 en la potencia 2™, es decir, w2" = 1 param > 2, al
subgrupo H,, de Gl(2,G) generado por A = (‘g Wo_l) yB =

((1) _01) se llama Grupo Cuaternionico Generalizado.

Tratemos de calcular el orden de H,,.

w

ParaA=(0

0 , . i _ wt 0
W_l) con i = 0, es cierto que A' = ( 0 w‘i) y

’ e s m m_
como w es una raiz primitiva de orden 2™ (w?" = 1,w? "1 # 1)
se deduce que A genera 2™ matrices diferentes en el grupo.

.7 m-1 , m-—1
Para w, también ocurre que, w? =-—1, y asf, 42" =

G %)
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Por otro lado,

,B*=1,A"'B = (v?/ ™ )y BA

RN ()

2m—1

B2=A

Estoes, A"1B = AB.

Esta relaciéon A™1B = AB sefiala que todo elemento de H,, puede
escribirse en la forma A‘B/, pues aplicandola reiteradamente, es
posible lograr que en cada elemento de H,,, toda potencia de A
aparezca siempre a la izquierda de cada potencia de B (claro, son

cuasi conmutables).

Como el orden de A es 2™ y el de B es 4, basta considerar el caso
0<i<2™0<j<4, pero B?> = A" reemplazando, solo se

debe considerar el caso 0 < j < 2.
Por lo tanto, H,, posee a lo sumo 2™ - 2 = 2™*! elementos.

Pero los elementos Al = (V(V)l 0_i>,0 <i<2™ y AB=
w

-_ i . . .
( Ol. (‘;V ),O < i < 2™, son diferentes, y en su consecuencia, el
w

orden de H,, es exactamente 2™m*1,

Cuando m = 2, se obtiene el famoso GRUPO CUATERNIONICO y

su orden es 8 y es no abeliano.
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1.2.1 Ecuaciones que definen la Estructura de Grupo

Hablar de ecuacion sobre un monoide A es interpretar cualquier
operacion formal del tipo a * x *x h = c,a * x = b,x * a = b, siendo que,

a, b, c representan elementos de A y x es un signo de indeterminado.

Solucionar o resolver una de estas ecuaciones, es encontrar los valores
de x en el monoide, tales que al reemplazarlos por x se obtiene una

expresion verdadera.

Por ejemplo, si A posee identidad e, la ecuacién a * x = a siempre posee
solucion en A.
Teorema
Sea (4,*) un semigrupo, las proposiciones siguientes son equivalente
entre si:

i) (A,*) es un grupo.

ii) Toda ecuacién sobre A del tipo a *x * b = ¢ posee Unica

solucién en A.

iii) Toda ecuacién sobre A del tipo a * x * b = c posee solucién en A.
Demostracion
i) = ii)

Parala ecuacion a * x * b = c sobre A, dado que (4,*) es grupo y existen

1

inversosde ay b en A, unasolucionesx =a lxc*b ™l =axcxb’

Siy € A fuese otra solucién, tendriamosquea *x*b =cya*xy*b = c.
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Yasi,a*x*b=ax*yx*b,de donde (a*xa’)*(bxb") =(a"*a)* (b *

b); estoes, e x x xe = e xy * e, lo cual implica que x = y.
i) = iii)
Si a *x x * b = ¢ posee Unica solucion, entonces, de hecho, es cierto que

posee solucion.
i) = 1)
Sia € A, por hipétesis la ecuacién a * x * a = a posee solucidn.

Si llamamos e = a * x, entonces,

e*a=a*x*a=ayez=e*e=a*x*a*x=a*x=e.

Seay € Atal que a * y *x e = a, entonces es cierto que,
a*e:a*y*e*e:a*y*ez=a*y*e=a_

Demodoquea*xe =¢e*xa=a.

Luego, (4,*) posee neutro. Como e depende de a, veamos que Vb € 4, e

estalque,exb =bxe = b.

Seab € A, existe v € Atal que, b = a * v * a; de aqui se sigue que,
exb=(exa)xv*xa=exvxa=b;ybxe=ax*xvx*(axe)
=a*v*a=bhb.

Asi que, definitivamente e es neutro de (4,*).
Ahora, probemos que, todo b es inversible en A.

Seanzyw en A tales que,
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e=bxzxe=bx*z
e=exwWxb=wxb

De aqui resulta que, w = z es inverso de b.

Con esto, el teorema queda enteramente demostrado.

Teorema
Sea (4,*) semigrupo.

Las siguientes proposiciones son equivalentes entre si.
i) (A,*) es un grupo.

ii) Las ecuaciones sobre A de los tipos a*xx =b 6 x*a = b,

poseen soluciones Unicas en A.

iii) Las ecuaciones sobre A del tipo a * x = b, x * a = b, poseen

soluciones en A.
La demostracién de este teorema es similar al anterior.
|
Veamos algunas consecuencias del teorema anterior.
Sea (A,x) un grupo,ya € 4, b € A.

1) a? = a, implica que a = e, identidad de 4, ya que, si a y e son

soluciones de

a * x = a,y como la solucién es Uinica, entonces se tiene que a = e.
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2) (@) =a.
En efecto, ay (a")’ son soluciones de la ecuaciéon a’ * x = e, y por ello,

deben ser iguales.

3) axb = e, implica que a’ = b. Esto se cumple porque la ecuacion a *

X = e posee Unica solucidn.

4) e' = e, aqui complemente se tiene que e * e = e.

En el teorema precedente, la resolucion de un solo tipo de ecuaciones no
es suficiente para caracterizar la estructura de grupo. Por ejemplo, para

el monoide (N,*), donde

a * b = b, todas las ecuaciones sobre N de la forma a * x = b poseen

Unica solucion en N; sin embargo, (N,*) no es grupo.

Se observa aqui que, por ejemplo, la ecuacién x * 2 = 7 no posee solucién en N.

1.2.2 Propiedades de los Grupos

Antes de examinar las propiedades de los grupos, sefialamos que, si la
operacion en el grupo se llama adicion, 1a unidad o neutro del grupo se
llama ceroy se denota por 0, y en lugar de elementos inversos, diriamos

elementos opuestosy los indicariamos por (—a).

Aunque mas adelante estudiaremos los homomorfismos entre grupos o
simplemente morfismos, entre grupos diferentes (G,*) y (G',°), ellos

poseen la misma forma o son isomorfos si es posible construir una
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funcion biyectiva f: G —» G' o viceversa, que preserva las operaciones,
estoes, f(axb) = f(a) o f(b).

Se han mencionado ejemplos de pares de grupos isomorfos; tal es el caso
de los grupos (Z,+) = (2Z,+). La funcién que permite verificar este
hecho es f:Z — 2Z, tal que f (k) = 2k. Esto es curioso, ya que, 2Z es un

subconjunto propio de Z.

Otro ejemplo es (R*,") = (R, +) que se verifica mediante la biyeccion
f(x) = Inx. Recuerde que con el simbolo = se indica que las estructuras
son isomorfas, es decir, tienen la misma forma y en consecuencia, las
caracteristicas que tiene la una se identifican con las correspondientes

de la otra.

Las raices n-ésimas de la unidad conforman un Grupo Abeliano respecto
de la multiplicacidn, es de orden n y es isomorfo al grupo aditivo (Z,, +),
por lo cual, el grupo de las raices n-ésimas de la unidad es ciclico

(veremos esto mas adelante).

Teorema

Si (G,*) es un grupo, entonces:
i) El elemento identidad e del grupo es tnico.
ii) Elinversode a € G esa’ € G y es unico.
iii) Paratodoa € G, (a')’ = a.

iv) Sia € G,b € G, entonces (axb) =b"*d'.
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V) Sia*b =a *c,entonces b = c.

vi) Siax*b = c*bentonces a = c.
Las propiedades v y vi se denominan Cancelativas.
Demostracion
Ya se han probado las propiedades i a iv, falta probar v y vi.

Probemos la propiedad v.
Siaxb=ax*c, existe a’ € A, tal que, operando a izquierda con a’, se
cumple que:

(@ *a)*b=(a*a)*c.

De aqui, se obtiene que, e * b = e * c; de donde, b = c.

De modo similar se prueba vi.

[ |

Definicion

Sea (G,*) grupo, a € G,n € Z* y e el elemento neutro del grupo.

Se define que:
i) a’=e
ii) al=a
iii) a=ax*a

iv) a’=a“*xa
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vi) a ™= (a)"

Se debe tener cuidado que, si el grupo (G,*) es aditivo, entonces la
interpretacion de a™ es como sigue:
a*=a+a+--+a=na.
Teorema
Sea (G,*) un grupo, a € G,b € G,m € Z* yn € Z*, entonces:

) a™xq® = qm x g™ = g™t

ii) (@™ =a™
i) a™=(@)"=(@a")
Demostracion

i) Se demuestra por induccién matematica.

. Fijamos m y probamos para n:

m+1

Sin=1 a™*a"=a"*xa=a por definicidn.

II. Supongamos que es cierto paran = k, entonces:

a™ s a™ = g™ x gf = gmtk

[IL.Sin = k + 1, vemos que,

a™ x g™ = qa™ ak+1 — am+(k+1) = gmtn

De modo que, a™ * a™ = a™*" para cualquier par de elementos my

nenZt.
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ii) Fijamos m y probamos para n:
I. Sin=1,(@™)" =@M = a™ =a™! =ag™
II. Supongamos la validez de la hipoétesis para n =k, es decir,
(a™)* = o™
[II.Paran = k + 1 es claro que,
(@™ = (@™)+1 = (@) x g™ = @K x g = gMkFM =

am(k+1) = qMmn,

iii) Es sabido que, a" * x = e posee una Unica solucidn.
Hemos definido a™ = (a')", porlo cual, a™ * (a")" = e; y
atsa " =g * (al)n — an—l * (a * a’) * (a/)n—l
=" 1« (al)n—l = a2 x (a/)n—z — ...
=a1*(a’)'=a*a’=e

Porlo tanto, a™™ = (a')" = (a™)'.

Teorema
Si (G,x) es Grupo Abeliano, a € G,b € G,n € Z*, se cumple que,

(axb)™ =a™*b"
Demostracion
[- Sin=1:
(axb)"=(axb)! =a*b=a'«bl =a"=b"

II-  Suponemos que se cumple paran = k,de modo que, (a * b)* = a* = b*.
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[II- Probemos que ocurre paran = k + 1:

(a*b)" = (a*b)** = (a*b)* + (a*b) = (a* *b*) x (a * b)
=ak«(b**a)«b=ak*(axb*)*b

— (ak*a)*(bk*b) :ak+1*bk+1 :an*bn.

Asi que, la propuesta es valida para cualquiera que sea n € Z*,ay b enG.

1.2.3 Grupos de Orden 1,2, 3,4, 5,6

A continuacidn, se presentan casos de grupos de orden 1, 2, 3,4, 5y 6.

Un grupo de orden 1, esta constituido por la identidad e.

Un grupo de orden 2, esta formado por elementos identidad e y otro

elemento a, a # e, tal que a? = e.

Sisuponemos que, a? = a, entoncesa * a = a = a * e y, en consecuencia,

a = e; lo cual no es posible.
Cuando a? = e, se dice que a es involutivo.

La Tabla 9 corresponde al iinico grupo de orden 2.
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Tabla 9.
Grupo de Orden Dos
* e

Fuente: elaboracion propia

Un grupo de orden 3, es de la forma {e, a, b}

Aqui, bxa=ayax*b=>b no son posibles, ya que, se suponen los
elementos diferentes entre si, dos a dos, y si, se diera esto, entonces b =

e o a = e, lo cual no es posible.

Por lo tanto, lo tinico posible, es que, a * b = e; igualmente, se ve que, b *
a=e.

Ademas, a® # ay b? # b, ya que, si a? = a, por ejemplo, a =e, y es
sabido que, a # e. Esto significa que, a? = e 0 a? = b. Pero a? = e, no es
posible, ya que, a? = e, implicaquea*xa =e y a* b = e, entonces a *

a = a * b; asi, a = b, lo cual no es posible.

Por tanto a? = b, igualmente b? = a; ademas, a®> =a*b =eyb3 =b x

a=e.

La Tabla 10 corresponde al grupo de orden 3.
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Tabla 10.
Grupo de Orden Tres
* e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Fuente: elaboracion propia

Este es el unico grupo de orden 3. Nétese que, hasta aqui, todos los

grupos son conmutativos.

Lo Unicos grupos de orden 4, son el Ciclico y el de Klein (Tabla 11).
Todo Grupo Cuartico Ciclico, es isomorfo a (Z4, +) y los de Klein son

isomorfos a (Z, X Z,, +), componente a componente.

Tabla 11.
Grupo de Orden Cuatro
+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Fuente: elaboracion propia

Tabla 12.
Grupo de Orden Cuatro
+ | (0,0 (10| (01 | (L1
0,0) | (0,0) | (1,0) | (O,1) | (L,D
(1,00 | (1,0) | (0,0) | (1,1) | (0,1)
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0,1) | (0,1) | (1,1) | (0,0) | (1,0)
1,1) | (1,1 | 01 | (1,0) | (0,0)

Fuente: elaboracion propia

Todos los elementos del segundo grupo, son involutivos (Tabla 12); lo
que es falso en el primer grupo, lo cual, significa que, estos dos grupos no

son isomorfos.

Mas adelante intentaremos demostrar que, el inico grupo de orden 5 es
(Zs, +).
Asi que, todos los grupos de orden 1,2,3,4 y 5, son conmutativos.

Dado que el grupo S; es de orden 6 y es no abeliano, queda comprobado

que, un Grupo no Abeliano, tiene por lo menos orden 6.
Teorema
SI (G,*) es Grupo no Abeliano, entonces G posee al menos seis elementos.

Demostracion

Con menos de 5 elementos, es imposible conformar un Grupo no
Abeliano, como qued6 comprobado; de este modo, G posee al menos los
elementos e,a,b,a * by b x a, donde dos a dos son siempre diferentes, y
en particular, a * b # b * a, porque el grupo es no abeliano (o se toman

ay b que no conmutan).

Vemos la necesidad del sexto elemento.
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Obviamente, ax*b # a,a®? #ax*b,a?+bxa (b>#*a*b yb?#b x
a); igualmente, a? # a. Luego para a? solo queda la posibilidad a? =

eoa’=h.

Pero a? = b no es posible,yaquea =a’' xby a = b xa’, aplicando a’ a
izquierda y derecha respectivamente. Luego,a’ * b = b = a’, 1o cual no es

posible, ya que G es no abeliano.
Asi que, nos queda una ultima alternativa, que a? = e.

Si esto ocurriera, de hecho, a = d’, luego si consideramos el elemento

a * b * a, tenemos para el caso a = a' las siguientes alternativas:

axbxa=e,axbxa=a, axbxa=b, axbxa=a+*bo ax*b=*

a=b>b=xa.
Veamos cada caso.

Sia*xbxa=e=a*b=exa' =a’'=a=a*e = b =e,locualnoes

posible.

Sia*bxa=a=bxa=e=ax*xb= ax*xb=>b*a,locualtampoco es

posible.
Sia*bxa=b=axb=>bx*a' =b*a,lo cual tampoco es posible.
Sia*b*a=axb= bxa=D>byasia = e,locual no es posible.

Sia*b*a=b*xa=ax*b=D>byasi,a=e,locual no es posible.
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Por lo tanto, si a® = e, el elemento a * b * a es un elemento distinto a los
5 dados, y siendo asi, G posee al menos 6 elementos.

1.3 Subgrupos

Submonoides

Al estudiar una estructura algebraica, es util investigar las estructuras
mas pequefias de la misma, que se llaman subestructuras. El
conocimiento de cierta familia de subestructuras permite la descripcion
de la estructura de partida; por ejemplo, los Grupos Abelianos Finitos,
estan determinados por algunos de sus subgrupos ciclicos.

Definicion

Sea (4,*) un monoide y un subconjunto C # @,C € A. Diremos que *
define sobre C una estructura de submonoide o simplemente que C es

submonide de A4, si y solo si, siempre que a € C y b € C, entonces (a *
b) ecC.

Definiciéon

SeaC # 0,C c A y (4,%) un monoide.

Se dice que C es un Semigrupo de A, siy solo si:
i) C es submonoide de A.

ii) * es asocitiva sobre C, esto es, (a*b) *xc = a * (b *c) para

cualquier ternaa,by cen C.
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De hecho, todo submonoide es, en si mismo, un monoide, igualmente, un
subsemigrupo es en su forma natural un monoide, siendo que, ademas,
una subestructura puede ser mas rica en propiedades que la estructura

de partida (4,*); ademas es submonoide de si mismo.
Ejemplos
1) Sea (Z,*) el monoide inicial, dondea * b = b — a.

a) C ={0}
b) C =27

Las dos estructuras (a) y (b) son submonides de (Z,*), pero

mientras (a) es semigrupo, (b) no lo es.

2) Sea A un monoide y sea a € A un elemento idempotente, es decir,

a’ = a x a = a; entonces, C = {0} es un semigrupo de A.

3) Sea(4,+)dondeA = {0,1,2}ya * b = a, entonces toda parte no vacia de

A es un submonoide de A. Observe que, A puede poseer mas elementos.

4) Sea (A,*) disefiado de acuerdo a la Tabla 13:

Tabla 13.
Ejemplos de Submonoide
* 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Fuente: elaboracion propia
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Los conjuntos C = {0} y C = {0,1,2} son los tinicos submonoides de A.

5) Sea Y c X conjuntos no vacios X # Y. De hecho, (P(Y),N) es un
submonoide de (P(X),Nn); las dos estructuras poseen elemento
neutro, que son respectivamente Y y X.

Este ejemplo nos dice que, un submonoide no heredanecesariamente
la identidad del monoide si este ultimo posee una identidad.

6) Sea (4,*) un semigrupo y a € A un elemento pefijado.
Llamemos C, = {a* |k € N} el conjunto de todas las potencias
naturales de a.
Las relaciones a* * a/ = a**J y el hecho de ser C, # @, prueban que
C, es submonoide, e igualmente, semigrupo.
El conjunto C, es el menor subomoide de A que contiene a a y se lo
llama SUBMONOIDE ENGENDRADO POR a.

Ejemplos

i) Al tomar (N, +), vemos que,
a’?=a*a=a+a=2a

a®=a**a=2a+a=3a

Asi, que,
C;={123,..}= N
C, ={246,..} = 2N
C; =1{3,609,..} = 3N
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ii) Al tomar (4,*) = (N,"), es evidente que,
€, ={1}
C, = {2,4,6,8,16,32, ...}
C; =1{3,9,27,81,..}

Si (4,*) = (Z,"), vemos que C_; = {—1,1}.

7) Sea (A,*, e) semigrupo con identidad.

U(A) latotalidad de los elementos inversibles de A, entonces (U(A),*) es

semigrupo de A.

En efecto:

U(A) # Oyaquee € U(A)

Ademas (a*b)' = b’ *a’ implica que, si a € U(A) y b € U(A), es
obvio que

(a*B) € U(A) y la asociatividad sobre U(A) es heredada de la

asociatividad en A.
(U(A),*) suele llamarse el SUBSEMIGRUPO DE UNIDADES DE A.

Sea X # @ ytomemos A = Aplic(X) el semigrupo de las aplicaciones

de X en X; aqui es obvio que, f € U(Aplic(X)) siy solo si, existe g €

Aplic(X) tal que fog = g o f = I, es decir, si y solo si f es biyectiva.
Esto significa que U(A) es la totalidad de aplicaciones
biyectivas de X en X que se denominan transformaciones
de X; esto es, U(Aplic(X)) = Trans(X) (SEMIGRUPO DE
TRANSFORMACIONES DE X).
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i) Sea(Z-,1),aqui U(A) = {—1,1}.

iii) Sea A=1{1,23,6} con a*b = (a,b) (aqui (a,b) =mcd(a,b)),
entonces

U(A) = {6}.

iv) SiAes (Z,+,0), entonces U(A) = Z.

8) Sea G:{f:R—> R|f(x) =ax+ b,a # 0} el conjunto de rectas no

paralelas a ningun eje coordenado.

Cada elemento de G queda determinada por el par ordenado (a, b).

Sean f € Gy g € G tales que f(x) = ax + b mientras g(x) = cx + d.

De modo que (fog)(x)=f(g(x)=f(cx+d)=alcx+d)+b=
acx + ad + b,dondeac # 0 (a# 0,b # 0).

También (g o f)(x) = g(f(x)) = glax +b) = c(ax + b) +d = acx +
bc +d.

Al comparar los dos resultados anteriores se observa que G constituye

un grupo no conmutativo con la composiciéon de funciones ya que
(g ° ) # (f o g) ().

Asi, en G=(R—-{0}xR podemos inducir una operacién no
conmutativa, asi: (a, b) o (c,d) = (ac,ad + b), y evidenciar que (G,°) es
grupo, en correspondencia con la composicion de funciones lineales del
plano, establecidas y que a su vez es subgrupo del grupo de las funciones

reales con la composicién regular como Ley de Composicién Interna.
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De hecho, el par (1,0) que corresponde a la funcién f(x) = x, es el neutro
del grupo y es en si misma, la funcién idéntica en el plano y a su vez, la

bisectriz del primer y tercer cuadrantes.

Se puede comprobar que (a,b)™! = (%, — S) es la funcion lineal inversa

para cualquier recta no paralela a ninguno de los ejes coordenados, y que

en su forma candnica significa que la inversa de f(x) =ax+b es la

funcién lineal f(x) = %x — S.

Todas las rectas de G, cortan a la bisectriz y = x en algin punto. Esto
significa que para cualquier recta y = ax + b, existe un real s para el cual
f(s) = s. En otras palabras, el punto (s, s) es un punto de tal recta y en

realidad, de una cantidad innumerable de rectas (Figura 10).

Figura 10. Rectas que se Cortan en un Punto

Fuente: elaboracion propia
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Las rectas que pasan por el punto (s, s) del plano, siendo s cualquier real
del dominio escogido previamente, forman un subgrupo de G. Desde la
forma de la recta llamada de la pendiente y el intercepto f(x) = ax + b,

se tiene en consecuencia que f(s) =as+b =s = b =s(1 —a).

Luego, las rectas que pasan por el punto (s,s) son de la forma
(a,s(1 — a)) osise quiere, traducida a la forma corriente de la pendiente
y el intercepto f(x) = ax + s(1 —a). Para cada una de las infinitas
funciones f de esta forma, se tiene que f(s) = s, lo que hace equivalente
a dejar todo punto (s, s), como punto fijo a través de cada transformacion

f de la forma indicada.

Dos rectas del conjunto de las rectas que pasan por el punto (s, s), son
(a,s(l — a)) y (b,s(l — b)) y su compuesta o producto, es por tanto
(a,s(1—a)) o (b,s(1—b)) = (ab,s(1 —ab)), cuyo resultado se
corresponde también, con una recta que pasa por el punto (s,s) como

punto fijo, y 1a consecuencia es que, en conjunto, configuran un subgrupo

del grupo G dado.

Al llamar a cada uno de los subgrupos como Lg, se tiene como ejemplos a

Ls={(a5(a—1)):a € R}
L; ={(a,3(1 —a)):a € R}
Le={(ae(1—a)):a € R*}
L, ={(a,m(1—a)):a € R}
L;={(a,7(a—1)):a € R*}
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Donde en cada caso R* = R — {0}.

El grupo G no es conmutativo pero estos subgrupos L silo son. También,
se tiene como colofén adicional que G contiene un infinito innumerable
de subgrupos, cada uno a su vez de orden infinito y contrario al grupo G,

que es no abeliano, estos subgrupos L, si lo son.

En Figura 11, se representa el producto de las rectas que pertenecen al
subgrupo L;: y = 2x — 3y y = 5x — 12, cuya compuesta es larecta y =
10x — 27, que pasan por el punto de la bisectriz (3,3).

y=10'x-27
y=2x-3

(3,00; 3,00)

Y= x-12 x

/

Figura 11. Rectas que Pertenecen al Subgrupo L;

Fuente: elaboracion propia
Definicion
Sea (A,*,e) monoide con identidad, y C subconjunto no vacio de 4;

diremos que * define sobre C una estructura de subgrupo, o simplemente

que C es subgrupo de 4, siy solo si:
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i) C essubsemigrupode A

ii) eeC

iii) (C,*,e) esun grupo

En particular, si A es semigrupo, C de hecho, también lo es.

Teorema

Sea (A,x,e) semigrupo con identidad; si C #0, C c A4, las dos

proposiciones que siguen son equivalentes:

i) C essubgrupode A

ii) Cessubmonoide de 4,y paratodoe € C,e’ existeye' € C.
Demostraciéon

i) Como C esensigrupo,sic €C,c' €C,yc' xc =e € C,yaque (C,*)

es subestructura de A.

ii) Como (4,*, e) es semigrupo y (C,*) submonoide de 4, es obvio que, si
a€C,beCyceC,entoncesa € A,b €A c€A;yasi,a*(bxc)=

(a * b) * c; luego, (C,*) es semigrupo (o subsemigrupo) de A.
Siendo que,sic € C,c’ € C y(C,*) es monoide, entoncesc * ¢’ = e € C.

De modo que, (C,*) es semigrupo con identidad, donde todo

elemento es inversible, y siendo asi, es un grupo.
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Teorema
Sean (4,x,e) es grupo C # @,C c A; las siguientes proposiciones son

todas equivalentes entre si:

i) (C,*) es subgrupo de (4,*).

ii) (C,*) es submonide de (4,*),y c € C implica que ¢’ € C.

iii) C#0ya€C,b€Cimplicaquea b’ €C.

iv) C #0,a€C,b €C,implicaquea’ *b €C.

Demostraciéon

i) = ii)

(C,*) es grupo, asi, es submonoide de A,y ademés, para cadaa € C,a’ € C.
ii) =>10)

Es un caso particular del teorema anterior.

i) = iii)

Como (C,*) es monoide de 4, ¢ € C implica ¢’ € C, entonces cada que a €
C,b € Cimplicaquea’ € C,b' € C;de hecho,a’*b€eCyaxb' €C.

i) = iv)

Como (C,*) es monoide de 4, ¢ € C implicac’ € C,cadaquea € C,b € C
entoncesa’ € Cyb' € C,ydehecho,a*b’' € Cyax*b' €C.

iii) = i)

Probemos primero que C es submonoide de A.
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C #0yC c A, debemos probar que,sia € Cyb € C entoncesa * b € C.
Sabemos que,sia € Cy b € C, entonces a * b' € C; en particular, sia =

b,axa' € C;estoes, e €C.

Luego,e € Cy b € C implicaque e * b' € C, es decir b’ € C; por lo tanto,
sia € Cyb € Centoncesb’ € C,yasi,ax(b") €C;estoes,axb € C.

Esto significa que (C,*, ) es submonoide con identidad y,sib € C, b' € C.
iv) = ii)
Es lo mismo que la anterior demostracion.

Corolario
Sea (G,*) un grupo, H # @,H c G. Entonces, (H,*) es subgrupo de G siy
solo si paratodoa € H paratodob € H,(a *xb") € H.

Si (G,*) es Grupo Abeliano, (H,*) es también subgrupo abeliano.

|

Los dos ultimos resultados, son de gran utilidad en la identificaciéon de
subgrupos, particularmente, cuando la estructura primaria también es grupo.
Ejemplos

1) SeaX # 0 yx, €X.

Sea A = Trans(X) el Grupo no Abeliano de las aplicaciones biyectivas

de X en X.
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Sea C cTrans(X) definido por C ={f € Trans (X)| f(xy) =
Xo (punto fijo)}.

Probemos que C es subgrupo de Trans(x) utilizando (ii) del teorema
anterior.
C+® ya que I[:x—>xtalquel(x) =x Vx € X,estalquel € C,

porque, en particular, I(x,) = x,.

Si g € C,entonces g € Trans(X), y asi, existe g’ € Trans(X) tal que
geg =g og=1;, y como g(xg) =xp9, se sigue que, g'(xp) =
9'(g(x0)) = (9" ° 9)(x0) = 1(xp) = xy; estoes, g' € C.

Por tultimo, si fE€C y g€, f(xy) =x9=9(xy); y siendo asi,
(f e g)(xo) = f(g(xo)) = f(x0) = xo. Asique, (f o g) € C.

En conclusion, (C,*) es submonoide de Trans(X) y cada que f €
C,f'ecC.

Luego, (C,*) es subgrupo de Trans(X).

Sabemos que (Z, +,0) es subgrupo abeliano; aqui, todo conjunto nZ =
(n) = {x € Z | x = nt, t € Z} conforma sugrupos respecto de la adicion.

En efecto, si a € nZ y b € nZ entonces, a = nt,, b’ = —b = nt, para
algunos t; y t, en Z porlo tanto,a + b’ = a — b = n(t; + t,); y como

t; + t, € Z, es obvio que (a — b) € nZ.

Por el Corolario anterior, se tiene que (nZ, +,0) es subgrupo de (Z, +,0).
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Inversamente, si (H, +,0) es subgrupo de Z, es obvio que H N Z* # @,
amenos que H = {0}. Luego, H N Z* es bien ordenado, esto es, existe

el minimo en élL
Sea pues, m = min(H N Z™).

Tomemos ahora, u € H; por el algoritmo de la divisién, existen q €

Z,r € 7%, tales que,u = mq + r,donder =06 r < m.

Como u € Hy m € H entonces, qm = m + m + --- + m también esta
en H que es subgrupo. Luego (u —mgq) € H, es decir, r € H, lo que
indica, cémo r # 0 no puede darse, ya que en H el menor elemento

positivo es m. Asi, lo Unico factible es que r = 0, con lo cual, u = mq.

Esto indica, de inmediato, que todo elemento de H es multiplo de m.
Asi que, todo subgrupo de (Z, +) es de la forma (mZ, +), que se puede

llamar subgrupo de Z generado por m.

En el grupo lineal completo GIl(n,R), examinemos el subgrupo

Sl(n, R) de las matrices inversibles, cuyo determinante es 1:
SI(n,R) = {A € Gl(n,R) | det(A) =1}
Es obvio que I € Sl.

De acuerdo a los resultados del calculo de determinantes:

1
det(4)’

det(A - B) = det(4) - det(B) y det(4™1) =

SiA € Sly B € Sl, entonces
det(4) B 1

det(B) 1

det(AB71Y) =
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Es decir (AB™1) € S, porlo cual, SI(n, R) es un subgrupo en Gl(n, R);

selo conoce como grupo lineal de potencian sobre R o grupo unimodular.

Es facil comprobar que Sl(n,R), a su vez, contiene al subgrupo
Sl(n,Q),") y este, a su vez, al subgrupo Sl(n,Z) de matrices enteras

con determinante 1.

Un caso particular de grupo lineal completo, se obtiene paran =1,

como en (Z,,1),U(Z) = {—1,1} implica GI(1,Z) = {—1,1}.
Luego, SI(1,Z) = SI(1,Q) = SI(1,R) = {1}, que es finito.

Para n = 2 el grupo SI(2,7Z) es infinito ya que a él pertenecen, por

proponer algunas, todas las matrices de la siguiente forma:

G (L 9.0 ) e

(Z,+) es subgrupo de (Q, +), (R, +),de (C,+)yde (H, +).
(Q,+) es subgrupo de (R, +), de (C,+) yde (H, +).

(R, +) es subgrupo de (C,+) y de (H, +).

(C, +) es subgrupo de (H, +).

Para todo grupo (4,%e), las estructuras (4,+,e) y ({e},*, e) son
subgrupos triviales o impropios; cualquier otro tipo de subgrupos se

conocen como subgrupos propios.

({1,1},) es subgrupo de ({1,1,i, —i},").
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7) En el Grupo Cuartico de Klein, presentado en las notas preliminares,
los subgrupos son: {I},{I,A},{I,B},{I,C} e {I, A, B, C}. Este grupo se
denota como (V,*). Se utiliza la letra V por ser la inicial de la palabra

alemana Vieirergroup.

8) Para el grupo simétrico S; = {pg, p1, P2, U1, Uy, U3}, los subgrupos

propios son: {py, p1, P2}, {Po, U1}, {po, U2}, {Po, U3}.

9) (Z[\/E], +) es subgrupo de (R, +). Sus elementos son de la forma a +

b2 donde a y b son niimeros enteros.

10) ParaAd = R X R —{(0,0)},laestructura (4,*) es grupo abeliano en

cada caso:

i) (a,b) * (c *d) = (ac, bd)
ii) (a,b) * (c,d) = (a(—2bd,ad + bc)
iii) (a,b) * (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Para el caso (i), las dos componentes deben ser no nulas, al mismo

tiempo.

11) Dado el grupo (R—{0},), el conjunto Q[v2]— {0+ 0v2}

conforma un subgrupo del primero.

Elemento neutro: 1 + 0v/2.

Elemento inverso:

1 a —-b
(a + bV?2) _a2—2b2+a2—2b2ﬁ

iend a . 1si bl . ] b
siendo m racionalsiay 0 son, 1gualmente m
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Nétese aqui que, a € Q, b € Q implica que a? — 2b% # 0.
12)  Parael grupo (R?, +) todos los conjuntos de la forma:

H={(x,y) € R?* |ax + by = 0}, conforman subgrupos de R?

respecto de la adicion.

13) Para el grupo (R™"4),S={A4€ R"™"| A essimétrica}

conforma un subgrupo.

14)  Sean (G,*) un subgrupo, a € G un elemento fijoy H el conjunto de
todos los elementos que conmutan con a, esto es, H ={x € G | a *

X = X * a}; ocurre que,
(H,*) es subgrupo de (G,*), debido a:

i) H c G por definicién y, al menos, e € H; luego, H # 0.

ii) Siu € H,v € H, probemos que u * v' € H.
Comou*a =ax*uyv+*a=a *v,deestasegunda parte, es
obvio que, a * v’ = v’ * a; entonces (u *v') xa =u* (v’ *
a)=ux(axv)=Wwx*xa)*v' = (axuw)v' =aluxv').
Luego, (u*xv')*a =a=* (u*v') lo que quiere decir que
uxv' €H.

15)  Es conveniente trazar un diagrama reticular de los subgrupos de

un grupo; en el esquema, el grupo encabeza, ubicandose en la parte

mas alta (Figura 12).
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V
Z,

{0.2} {14} {LB} {1.c}
{

N

{0 7
Figura 12. Reticula de los Subgrupos de un Grupo

Fuente: elaboracion propia
Teorema

Si H es un conjunto finito no vacio de un grupo (G,*) y H es cerrado

respecto a *, entonces (H,*) es un subgrupo (G,*).
Demostracion

Se tiene que H# @ y Hc Gy (H,x) subsemigrupo de (G,*) por un
teorema anterior. Asi que, lo Unico que debemos demostrar es que,

siempre que a € H, suinverso a’ € H.
Sia € H, por ser (H,*) monoide, se tiene que a? € H,a® € H, ...,a™ € H.

Asi que el conjunto infinito: {a, a?ad,..,am, ...} € H, que es finito en G.

De modo que deben existir repeticiones, o sea que existenr € N,s € H

tales que a” = a®.

Suponiendo que r > s vemos que, a” * *a® = a” = a® = e * a®(estd en

G); luego, a”~° = e, de donde, e € H.
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Ahora bien, r—s—1>0,asi, a"™ "1 €H, pero a™ S 1 =a"Sxq™ ! =
exa l=aYyasi,a’l € H.

1

Vemos aqui que, por definicién, a™**a =a® =e; esto es, a™l =a

(inverso de a).
|

El teorema es util y se aplica facilmente para determinar subgrupos de
grupos igualmente finitos; en este caso, se prueba o se ve en la tabla la

clausura del conjunto que anhela conformar subgrupo.
Por ejemplo, {0,3} no conforma subgrupos en Z, ni en Zsg, pero si lo hace en Zj.

El subgrupo {0,3}, como ya se ha dicho, es isomorfo al que se presenta

enseguida, y, evidentemente, a todos los de orden 2.

+ 27 22+ 1
27 27 22+ 1

16) Sea (G,*) grupoy a € G,H = (a) = {a™ | n € N U {0}}, entonces

(H,*) es el subgrupo ciclico generado por a.

Esta es una forma facil de producir subgrupos que, de hecho, ademas

son abelianos.

Mostraremos mas adelante que, los grupos ciclicos son abelianos,

pero no se cumple lo reciproco.

90



Capitulo 1. Estructura de grupo

1.4 Operaciones con subgrupos

Intersecciones de subgrupos

Teorema

Sean (G,*) un grupoy {H;},i € I una familia de subgrupos de G, entonces,

0+

es subgrupo de (G,*).
Demostracion

Deseamos probar que, la intersecciéon de toda la familia no vacia de

subgrupos de G, es subgrupo de G.

Para todo i € I, es evidente que e € H; ya que (H;.*) es grupo; por lo

e e ﬂHl

es decir,

ﬂHii(b.

Ahora bien, cada H; € G, i € I, luego,

ﬂHi cG.

tanto,
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Sean ahora,
ae€ ﬂ Hi y b e ﬂ Hi
i€l i€l
Entonces, para todo i se tiene que a € H; y b € H;; como (H;*) es

subgrupo de G para todo i, es cierto que a * b’ € H;, es decir,

a*bIEﬂHi.

i€l
Luego, (i 2 IHi’*) es subgrupo de G.
Ejemplo

En (Z, +,0) los sibgrupos son de la forma (nZ, +) y, por ello, nZ N mZ =

[n, m]Z, donde [n, m] es el minimo comtn multiplo de m y n.

Por ejemplo, 10Z N 15Z = 30Z. De hecho, si (n,m) = 1, entonces nZ N
mZ = nmZ; asi, 7Z N 8Z = 56Z.

Unién de subgrupos

La reunion de subgrupos, en general, no es subgrupo de G.

Por ejemplo, para (V,*), el Grupo Cuartico de Klein, es obvio que {I, A} e
{I, B} son subgrupos de V, pero su reunién {I, 4, B} no lo es, ya que deja

de su cerrado respeto de la operacidn *.
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Productos directos

Siendo (G,x) y (H,e) dos subgrupos y considerando al producto
cartesiano G X H, se define en él la Ley de Composicion Interna “ o ”, asi:
(a,b) - (c,d) = (a *c, b o d).Resulta facil probar que (G X H,") es grupo,

y que, es Grupo Abeliano, si y solo si, (G,*) y (H,°) también lo son.

Podemos generalizar esta definiciéon, segin procederemos a
continuacién y, de acuerdo con ello, veremos cémo funciona el hecho
para el grupo ciclico Z,, el grupo simétrico S, y el grupo alternante A,

(permutaciones pares de S,,), grupos que son finitos para cadan € N.
Teorema
Sean los grupos Gy, G, ..., G, (cada uno con su respectiva operacion).

Para (ay,ay, ...,a,) y (by,by, ..., by) en Gy X Gy X ... X G, =[[{2, G;, se

o »n

define la Ley de Composicién “.”, componente a componente, es decir,
(al, ay, ..., an) ) (bl, bz, vy bn) = (albl, azbz, vy anbn)

Entonces,

(L1

es un grupo, llamado producto directo externo de los grupos G;.

Este grupo es conmutativo, si y solo si, cada uno de los grupos G; lo es; es
usual llamar al grupo, en este caso, suma directa externa de los grupos

G;, y se escribe,
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n

@ Gl=61®62®@6n
i=1

Es facil intuir que, si la cardinalidad (orden) de cada G; es el natural r;, el orden

o cardinalidad de [[~, G; es 1y, 1, ..., 1;, (principio fundamental del conteo).

Por ejemplo, el grupo (Z, X Z3,+) posee seis (6) elementos y es grupo
ciclico generado por (1,1). Como solo hay un grupo ciclico de un orden

dado, tenemos que Z, X Z3 = Zs.

Z3 X Z3 posee 9 elementos, pero no es isomorfo con Zg ya que Zg €s
ciclico, peroZ; X Z; nolo es,debido a que, si (a, b) € Z3 X Z3, es evidente

que (a, b)® = (0,0); asi que, ningun (a, b) € Z3 X Z3 genera el grupo.

Con igual argumento, puede probarse que Z, X Z, no es ciclico y, por

ende, es necesariamente isomorfo al Grupo Cuartico de Klein (V,*).
Teorema

El grupo (Z,, X Z,,+) es isomorfo a Z,,x,, siy solosi (m,n) =1 (myn

son primos relativos).

Demostracion

De acuerdo al ejemplo 16 de los subgrupos, se puede considerar al

conjunto:

((LD) ={1D" | nez*}

como subgrupos ciclicos de Z,, X Z, generados por (1,1). Su orden es el

menor entero positivo p, tal que (1,1)? = (0,0).
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Para la primera componente, 1 € Z,,, produce cero a los m sumandos,
2m, ... etc., y la segunda componente 1 € Z,, a los n, 2n, ..., sumandos

(potencias en este caso).

Asi que, producen cero simultdneamente en el minimo comiin multiplo

de myn, que es:

m-n

[m,n] = )

Asi que, al suponer que Z,, X Z,, = Z,xn, S€ tiene que Z,, X Z, posee mn

elementos y que es ciclico generado por (1,1). Para que esto ocurra, se

debe cumplir necesariamente que (m,n) = 1.

Al contrario, si (m,n) = 1, entonces el orden ((1,1)) € Z,, X Z, esmn,y
como Z,, X Z, contiene exactamente mn elementos, lo Unico que puede
ocurrir es que ((1,1)) = Zyy X Zy; conlo cual, Z,, X Zy, = Zpyxn-

Con lo anterior, queda demostrado que el orden del grupo Z,, x

mn

L, es .

mn

Si (m,n) # 1, es obvio que, (r,5)™m = (0,0) para todo par (7,s) €
Loy X Zy; es decir, ningiin elemento de (7, s) de Z,, X Z, puede genera

todo el grupo y, por ello, no puede ser ciclico.
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Corolario

El grupo [T, L, es ciclico e isomorfo a Zp, m,, m, Siy solo si (ml-, mj) =
1 paracadapari #j.

[

Por el Principio Fundamental de la Aritmética, este Corolario muestra
que, si n se escribe en su descomposicién en factores primos:
n=p;Lpy2 Dy
entonces, Z, es isomorfo al siguiente producto externo directo:
Zp;n X Zp;lz X .. X Zp:-’r
Ejemplo
Ligg = Ug X Lo, Uy = ULz X Ly, Ly = Lz X 7, etc.
Definicion
SiG esungrupoya € G; H = {a", n € Z} es un sugrupo ciclico generado

por a.

Dado el grupo G ya € G, si G = {a", n € Z}, entonces a es generador de

G y el grupo G = (a) se llama CICLICO.

n

Recodaremos que a™™ se definié asi: a™™ = (a’)" en el grupo y, ademas,

a® = e. Cabe anotar que,a™! = a'.

Ejemplo

Z es ciclicoy Z = (1); asi, por ejemplo,
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Capitulo 1. Estructura de grupo

(D3=1+1+1=3;
DO3=(C-1)3=-1+(C-1D+(-1)=-3.
Definiciéon
Sea G ungrupoya € G.

Si existe algun entero positivo n tal que a" = e, para todo a de G, al
menor de tales enteros positivos se le llama orden del grupo. Si no existe

tal numero n, se dice que G es de orden infinito.

Para a € G fijo, al menor entero positivo n tal que a™ = e, se le llama

orden de a.

De aqui se colige que, el orden de a es igual al orden del subgrupo ciclico

que es generado por a.

Teorema
Sea (a4, ay, ..., a,) € [li2, G;.

Si a; es de orden finito, r;en G; y en cada grupo G;, entonces el orden de
(ay,ay, ..., ay) en [[L, G; es igual al minimo comtn multiplo de todas las

1,1 =123, ..n.
Prueba

Para que (a,,a,, ...,a,)? = (e, ey, ..., e,), p debe ser simultineamente
multiplo de 7,1y, ...,7,; el mejor de tales p es evidemente su minimo

comun multiplo.
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Es evidente que, G, ={(ej, ey ..,€i_1,a;€i41, -, €n) | i €G;} es

subgrupo natural de [[}~, G;, y ademas, isomorfo a G;.
]

Productos directos internos

Definicion

Sea un grupo G con subgrupos H;,i € I,,.

G es el producto directo interno de los subgrupos H;, si y solo si, los

grupos G y [ H; son isomorfos (poseen igual forma).
Ejemplo

Por ejemplo, G; es grupo, G =[], G; es el producto directo de los

subgrupos G,, esto es,

n
G =1_[cz.
i=1

Teorema

Si G es el producto directo interno de sus subgrupos H;, H,, ..., Hp,
entonces cada a € G puede escribirse de manera unica como

a = ay * a, * ... x a,, siendo que a; € H;, para cada i.

Demostracion

H, es isomorfo a H;.
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Cada elemento de [[}-, H;, (a4, as, ..., a,), se escribe, por ende, de
manera Unica como (a,,a,, ..., a,) =
(aq, ey, ..., en)(e1, a5, €3, ...,e,) ... (€1, €5, ...,a,), lo que produce:

a = a; * a, * ...* a, de manera unicaen [['-, H; = G.
[

Sean H y K subgrupos de un grupo G.

Llamemos HK = {hk |h € H,k € K}.

HK no necesariamente es subgrupo de G, pues h;k;h,k, no es de la
forma hk, a menos que G fuera abeliano, en cuyo caso, HK = KH,y HK

seria de inmediato subgrupo de G.

Pero supongamos que G es no conmutativo.

HK siempre esta contenido por un subgrupo de G, por ejemplo, G mismo.
Definicion

Sean H y K subgrupos de un grupo G.

El ensamble H V K de H y K es la interseccion de todos los subgrupos de

G que contienena HK = {hk | h € H,k € K}.
Esta interseccion es el subgrupo mas pequeiio de G que contiene a HK.
Teorema

Un grupo G es el producto directo interno de los subgrupos Hy K, siy

solo si,
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1) G=HVK
2) HK = KH
3) HNK = {e}

Omitimos la demostracion, pero mas adelante probaremos que, HK es
subgrupo de G, siy solo si, HK = KH, con lo cual, quedaria probado en

este teorema,
Definicion
Sea G un grupo, H es subgrupo de G; paracadaa € Gy b € G, decimos

que, “a es congruente con b modulo H”, y lo escribimos a = b (Mod H),

siysolosia*b' € H.

Teorema

Larelaciéon a = b (Mod H) es una relacion de equivalencia.
Demostraciéon

Recordemos que (H,*) es subgrupo de (G,*, e).

i) Paratodoa € G,a*xa' =eye € H; es decir,a xa’' € Hlo que
significa que

a =a(Mod H).

ii) Sia =b (Mod H), es obvio que a *x b' € H, y por ende, (a * b")’ €
H;pero(axb") =(b") *a’' =b *d.

Luego,sia = b (Mod H) también b = a (Mod H).
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iii) Sia=b(ModH)yb =c(ModH),esciertoque,axb’' € Hyb *
¢’ € H; ysiendo asi, (a * b") x (b xc") € H.

Luego, a * (b' * b) * ¢' € H; o mejor, a * e * ¢' € H,lo que asegura

que también a * ¢’ € H.

En conclusién, sia = b (Mod H) yb = ¢ (Mod H), entonces a =
c (Mod H).

En particular, si G = Z, esta relacién de congruencia no es otra cosa que
la conocida relacién de congruencias modulo n, ya que, en este caso,

H = (n) es la inica forma posible.

El estudio de “ciertas” relaciones de equivalencia en un grupo G, permite
determinar todos los grupos G' que son imagenes de G por morfismo.
Aplicado esto al grupo (Z,+), es posible construir la familia mas

importante de grupos conmutativos finitos, que son los grupos ciclicos.

La relaciéon de equivalencia definida, es compatible a la derecha con
respecto del grupo G; es decir, sia = b (Mod H), entonces para todo x €

G,axx =bx*x(ModH).

En efecto, es evidente que a * b1 € H, y como
(axx)*(b*xx)T=a*x(x*xVD*b1=ax(e)xbt=axb?!

se sigue que,a *b = b * x (Mod H).

Para la compatibilidad a izquierda, se requiere de conmutatividad.
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De aqui podemos formar el siguiente subgrupo de G.

Teorema

Sea G grupo, como la relacién de equivalencia " =" es compatible a
derecha, el subconjunto H= = {x € G | x = e (Mod H)} es un subgrupo

de G, el cual que satisface: a = b (Mod H) siy solosia * b’ € H.
Demostracion

=)

H- # @,yaque al menos e € H-.

Sia€e H_yb € H-,vemosquea = e (Mod H)yb = e (Mod H); o sea
que,a = e (Mod H)ye = b (Mod H).

Luego,a = b (Mod H)y b = a (Mod H).

Compatibilidad a derecha se tiene a * b’ = e (Mod H); es decir, a x b' €

H_; por lo tanto, H= es subgrupo de G.

(=)
Ahora bien, si a x b’ € H= si y solo si a* b’ = e (Mod H), se sigue que,
a=b (Mod H),siysolosiaxb' € H.

Aqui solo se puede concluir que H= = H.
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Si " =" fuese compatible a derecha e izquierda (ocurriese otra relacion

de equivalencia a otra), entonces su subgrupo asociado satisface:
XEGhEG =2>x*h*xx"1€H.
Reciprocamente, x = y (Mod H) es lo mismo que decir y’' * x € H.

Si G es conmutativo, esto es lo mas natural del mundo, pero lo

interesante se halla este tipo de subgrupos en grupos que no lo son.
Definicion

Se denomina subgrupo distinguido de G a todo subgrupo H tal que, six €
Gyhe€G,entoncesx * h*x' € H.

Ejemplos

Si G es grupo G y {e} son subgrupos distinguidos triviales.

Si G es grupo conmutativo, todo subgrupo de G es distinguido.

Clases de equivalencia

Toda relacion de equivalencia induce una particién sobre el conjunto,
cada clase es ajena a otra, todas poseen la misma cantidad de elementos.

Y, la reunion de ellas, produce todo el conjunto.
Definicion
Sea (G,*) un grupo y (H,*) subgrupode Gya € G.

Llamaremos la clase de equivalencia de a segun la relacion "=", al

siguiente conjunto:
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[al={x €G|x=a(ModH)}.
Definicion
Si H es un subgrupo de Gy a € G, Ha = {h xa | h € H}, se llama C/ase
lateral derecha de H en G; mientras que aH = {a * h | h € H}, es la clase
lateral izquierda de H en G.
Ejemplos
1) Tomemos el Grupo Cuartico de Klein (V,*) y uno de sus subgrupos

(Tabla 1).

Tabla 14.
Un Subgrupo del Grupo Cudrtico de Klein
* I A B C
I I A B C
A A I C B
B B C I A
C C B A I

Fuente: elaboracion propia

a) ParaH = {I},esevidentequeH [ = H,HA = {A}, HB = {B},HC = {C}.
b) Si H = {I, A}, encontramos que,

HI = HA ={l,A}, HB ={B,C} = HC.
c) ParaH ={I,B},HI = HB ={I,B},HA = {A,C} = HC.

d) ParaH = {I,C},HI = HC = {I,C},HA = {A, B}.
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Aquli, se observa, cdmo una clase lateral no conforma subgrupos de G, y
esto ocurre solo en contadas ocasiones; pero cada clase lateral, posee la
misma cantidad de elementos que H, siendo que las clases son ajenas

(disjuntas) dos a dos; y mas aun, la reunién de ellas produce a G.

En resumen, producen el mismo efecto que la relacién " = ".

2) Para el Grupo Simétrico (S3,0), podemos tomar su grupo lateral As,

como subgrupo (Tabla 15): A; = {p,, p1, p2}; ast:
Azpo = A3py = Azpz = {Po, p1, P2}
Azuq = Azuy = Azug = {uyg, U, usl.

Como S3; es no conmutativo, busquemos aqui las clases laterales

izquierdas, asi:

PoAs = p1Az = prAs = {po, p1, P2}

U Az = UpAz = uzAz = {uy, Uy, uz}.

Tabla 15.
Ejemplos de Clases Laterales Izquierdas
° Po P1 P2 [4a ! U2 U3
Po Po P1 P2 H1 Uz M3
P1 P1 P2 Po U U3 H1
P2 P2 Po P1 U3 H1 M2
U1 H1 U3 U2 Po P2 P1
Uz Uz H1 H3 P1 Po P2
U3 U3 U Hq P2 P1 Po

Fuente: elaboracion propia
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3) Para (Z, +) y su subgrupo nZ, cualquier clase lateral es de la forma:
nZz={z+nt|t€Z}={x€Z|x=zModn)}.

4) Para el grupo (R%. +) y un subgrupo H = {(x,y) € R? | ax + by = 0}
que es una recta que pasa por el origen, las clases laterales H (u, v)

son rectas paralelas a la recta que describe H (Figura 13).

H
H Hl_aq,\'ll Hl_uz_x) ) (n3-3) pr

(3.4
// —— Clases laterales

7777

Figura 13. Clases Laterales H (u, v) de las Rectas que Describen el

1

Subgrupo H

Fuente: elaboracion propia
Teorema

Para todo a € G, siendo (G,*) grupo y (H,*) subgrupo de él, su clase
lateral derecha H, es la misma clase de equivalencia de [a] segun la

relacion " = "; es decir:

H,={h*a|h€H}={x€G|a=xModH)}=]|al]
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Demostracion

Llamemos [a] ={x € G|a =x (Mod H)}, mostremos primero que

H, c [a].

Si x € H,, entonces x = h*a con h € H; luego, x *xa' = h, es decir,

x *a' € H,lo que significa que x = a (Mod H); por ende, x € [a].

Hemos visto que, x € H, implica que x € [a], lo que significa que

H, c [a].
Como [a] € H, y H, c [a], hemos probado que H, = [a].
|

Este teorema demuestra, como dos clases laterales derechas de H en G,
son idénticas o no poseen elementos comunes; y, como hemos dicho, la

misma cantidad de elementos, tal como lo prueba el siguiente teorema.

Teorema

Sea (G,*) grupo y H subgrupo de G, a € G,b € G, entonces, entre las

clases laterales H, y H, existe una correspondencia biyectiva.

Demostracion

Probemos que la funcién canénica: ¢: H, —» Hj, tal que @ (h x A) = h * b,

es biyectiva.
Inyectiva:

Si @(hy *a) = @(h, *a), entonces hy *b = h, b, luego hy *xb x b’ =

h, * b * b, es decir, h; = h,, y por ende, h; * a = h, * a.
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Sobreyectiva:

Es evidente, pues para cada h*b en Hb, el elemento h*a es su

preimagen a través de ¢.
|

Como H = H,, es en si mismo, una clase lateral de H; cualquier clase
lateral derecha de H en G, posee la misma cantidad de elementos de H; a

este ndmero lo llamaremos orden de H y lo escribimos como (oH).

Ahora bien, cualquier a € G estd en una Unica clase lateral derecha H;
las clases laterales derechas llenan a G, es decir, si k es el total de las
clases laterales derechas, es obvio que k.o(H) = 0(G), esto demuestra el

famoso TEOREMA DE LAGRANGE.
Teorema de Lagrange

Si(G,*) es un grupo finitio y (H,*) es subgrupo de G, entonces o(H) 0(G)
[

Teorema

El total de clases laterales derechas de H en G, es igual a la cantidad total

de clases laterales izquierdas de H en G.
Demostraciéon

Llamemos D ={H, |a € G} y E = {aH | a € G}. Debemos probar que
#D = #E.
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Para ello, definamos: ¢: D — E tal que ¢(H,) = a'H.

Esta funcién es, de hecho, sobreyectiva; por lo cual, sélo probemos es

inyectiva.

Si pH, = ¢H, =>a'H = b'H =>a' x h, = b’ * h,, para ciertos h, y h,
en H.

Asi, (a’' *hy)' = (b'*h,)', es decir, hy*xa=h; b, y como H es
subgrupo de G, es evidente que h;y h; estan en H, y esto significa que

H, = H,,.

|

Definicion

Si H es subgrupo de G, entonces el indice de H en G es el nimero de

distintas clases laterales de H en G, lo representamos como i; (H).

Del Teorema de Lagrange, se sigue que,

o(G)
o(H)

ig(H) =
Por lo tanto, subgrupos de grupos infinitos, pueden poseer indice finito
en G.
Definicion
Si G esgrupo a € G, el orden (o periodo) de a es el menor entero positivo

mtal que a™ = e; sino existe tal entero, se dice que a es de orden infinito.
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Corolarios al Teorema de Lagrange

Corolariol

o((@)

Si G es un grupo finito y a € G, entonces o(G)

Esto es vidente, ya que, (a) es un subgrupo ciclico de G, generado por a.
Corolario 2
Si G es un grupo finito y a € G, entonces a’(@ = e,

Demostracion

Por Corolario 1, o((@)) asi que a°@ = e, y ademas, existe m € N

o(G)

tal que, 0(G) = m.o((a)); asi, a®@ = (ao((a)))m =eMm=e.
|

Estudiemos brevemente los grupos y subgrupos ciclicos.

Teorema

Si (a,b) = 1, al dividir los numero a, 2a, 3a, -+, (b — 1)a entre b, todos

los residuos son diferentes.

Sim>m'ym < b, m'" <b tales que ma y m'a dejan igual residuo al

dividir por b, entonces ma = bq, +r ym'a = bq, + .

Asi, r = ma — bq, = m'a — bq,, con lo cual, (m —m")a = b(q, — q;);

., b
asi, , y como (a,b) =1, entonces
—-m

lo que es
m

m—-—m'

imposible yaque 0 <m —m’ < b.
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Ahora bien, en la serie a, 2a, 3a, ..., (b — 1)a, hay (b — 1) niimeros, por

tanto, deben aparecer b — 1 residuos diferente que son 1,2,3, ...,b — 1.
|

Corolario

Si (a, b) y c es cualquier nimero, la progresion aritmética c,a + ¢, 2a +
c,3a+c,..,(b—1)a+c, al ser divididos por b dejan los mismos
residuos que los términos ¢,c + 1,c + 2, ...,c + (b — 1), y esto residuos

son 0,1,2, ..., b — 1, aunque no en orden.

]

Teorema

Si (a,b) = 1, entonces @(ab) = @(a)p(b).

Vimos como el monoide (Z,,",1) con elemento unitario contiene el
subgrupo abeliano (0(Z,),",1) cuyo orden es ¢(n) (funcién de Euler). De
modo que, ¢(n) es la cantidad de naturales menores que n, primos
relativos con n. Con base en este Corolario 2, si a € U(Z,), entonces

a®™ =1 (Mod n); resultado que se conoce como Teorema de Euler.
Teorema de Euler

Si m es un natural y a€N es tal que (a,n)=1, entonces

a?™ =1 (Mod n).
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Corolario 4

Si p es primo en Ny a € Z* es entero tal que p no divide a a, entonces
a? = a (Mod p).

Este resultado se llama 7eorema de Fermat y es consecuencia del
Teorema de Euler, ya que, si p es primo, ¢(p) = p — 1 y, entonces, no
divide a a implica que (p, a) = 1, lo cual indica que a?~! = 1 (Mod p); y
siendo " = " compatible a derecha, multiplicamos por a y encontramos

que a? = a (Mod p).
Corolario 5

SI G es un grupo finito cuyo orden es un numero primo p, entonces G es

un grupo ciclico.
Demostracion

En efecto,sia € G,a # e, el subgrupo (a) de G , donde (a) es el subgrupo

ciclico generado por a, es tal que su orden o((a)) divido a G, y por ello,

@)
p

O sea que, p= m.o((a)) =mo((a)), y como p es primo,
O((a)) =16 0((a)) =p.

Pero o((a)) # 1ya que a # e,y asi, o((a)) = p = 0(G), lo que significa
que, (a) posee la misma cantidad de elementos de G, y lo tinico posible

es que (a) = G; y siendo asi, G es ciclico.
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Grupos y subgrupos ciclicos

Definicion

Dado un grupo (G,*), si existe a € G de modo que G = {a™ | n € Z* U {0}}
diremos que el grupo G es ciclico, y que a generaa G.

Teorema

Todo grupo ciclico es abeliano.

Demostracion

Ya se realizo.

]

El reciproco del teorema anterior, no es cierto. Por ejemplo, (V,*) es
abeliano, y sin embargo, no es ciclico; pero es posible mostrar que, todo
Grupo Abeliano, “suficientemente pequefio”, puede construirse a partir

de grupos ciclicos.

Ejemplos

1) (Z,+) es grupo ciclico de orden infinito generado por 1.
Asi, Z =< {1} >, Z también es generado por -1.

2) Cada (Z,,+) es ciclico generado por la clase residual 1; asi,

Z, =< {1} >.
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3) (U (Z[i],) es grupo ciclico de orden 4, generado por i, es decir U

(Z[i]) =< {1} >.

4) Siw es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, w es generador del

grupo (G,),siendo G ={z € C|z" = 1}.
5) El grupo simétrico S3 no es ciclico.

6) Dado el grupo (G,*) y a € G, entonces por definicion, todos los

subgrupos de la forma H = {a" | n € N}, son ciclicos.

Para el grupo (Z;s, +), el subgrupo < {3} > = {0,3,6,9,12} es ciclico; para
el grupo (Z,4, +), el subgrupo < {6} > = {0,6,12,18, } también lo es.

Teorema

Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.
Demostracion

Sea G grupo ciclico generado por a y H un subgrupo de G.
Si H = {e}, entonces H =< e >y es ciclico.

Si H # {e}, entonces a™ € H para alginn € N.

Seam € N tal que m = min{n € N | a" € H}; y sea ¢ = a™ y probemos

que H =< e >.

En efecto, si x € H, entonces x = a® para algin s € N: por algoritmos de
la division, s =mq +r, donde r =0 60 <r <m; luego, x = (a™)? *

r

a”; pero a” =xx*((a)™)4, luego a” € H; y siendo asi, la tnica

posibilidad para r es la de ser igual a cero.
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Todo esto quiere decir que, x = (a™)? =c9 y, en consecuencia,

H=<e >.
Noétese aqui, que ¢ = a™ genera al subgrupo H; de modo que el orden del
subgrupo es menor que el del grupo.

Corolario

Los subgrupos de (Z, +) son los subgrupos ciclicos (nZ, +).

2.1 Clasificacion de grupos ciclicos

Sea (G,*) grupo ciclico con generador a, para G =< a > se presenta dos

Casos:
Casol

Si G tiene un numero infinito de elementos, dos naturales distintos n ym
producen a través del generado a de G, elementos distintos de G; es decir,
sin+m, a™ = a™.

M — e; asi es

Esto es obvio, ya que si a® = a™ y n > m, entonces a™~
posible encontrar el menor s € N tal que a® = e; luego, G solamente
tendria s elementos, ya que, VU EN, u=sq+7r, donde r<s, y

a*=(a®)1*xa=evxa" =a’.

Esto ha demostrado, sin lugar a dudas, el siguiente teorema.
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Teorema
Todo subgrupo no trivial de un grupo ciclico infinito, también es infinito.
Se supone que tomamos el subgrupo H como no trivial.

En consecuencia, y de acuerdo al dltimo teorema, todos los grupos
ciclicos infinitos son iguales, excepto, claro estd, por el nombre de sus

elementos y la Ley de Composicion.
]

Por ejemplo, el grupo (Z, +) es isomorfo con cualquiera de sus subgrupos

(nZ, +) a pesar que nZ C Z propiamente; incluso paran # m, nZ ~ mZ.
Caso 2

SI G tiene orden finito y es generado por a, y o(G) = m, entonces los

elementos distintos de G solo son: e = a°, a, a?,...,a™ 1.

Esto permite formular el siguiente teorema:

Teorema

Dos grupos ciclicos del mismo orden finito, son isomorfos.
[ |

Teorema

Sea G grupo ciclico generado por a tal que 0(G) = n,yseab € G de modo
que b = a®, entonces b genera un subgrupo ciclico H de G, con g

elementos, donde d = (n, s).
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Demostracion
Es evidente que < b > es subgrupo de G; por lo cual, simplemente

demostremos que o(< b >) = g.

< b > es finito, luego existe m € Z* tal que b™ =e; pero b = a’,
entonces (a®)™ = e, o mejor, a*™ = e = a", pero esto es, si y solo si
"
sm’
Ahora, m es el orden de < b > si y solo si m es el menor entero positivo,
n nt .
tal que ; como sm = nt,m = — para algun t.
sm

nt

GO Asi,m = (n,s).

Debemos escoger el mayor s posible, y este s =

[
El teorema anterior, ha demostrado el siguiente teorema.
Teorema

Sea (G,*) grupo ciclico finito de orden o(G) = n.

Sik € Z* es tal que k , entonces existe un unico subgrupo H de G, tal
n

que o(H) = k.

Demostracion

n
En efecto, es suficiente tomar la potencia % del generador a de G, ak que

genera a tal grupo.
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e (ad)

k-1

() =

n\ 0

1
Sus k elementos diferentes son (af)

(a)
=e.

Ejemplo

Considere Z;,, cuyo generador es 1; como (12,3) = 3, entonces 13

genera un subgrupo de % = 4 elementos, a saber: < 3 >= {0,3,6,9}.

Como (8,12) = 4, entonces < 8 > es su subgrupo de Z,,, de solamente

12
- = 3 elementos.

Corolario

Si a es un generador de un grupo ciclico finito G de orden n, entonces los

otros generadores de G son elementos de la forma a” donde (r,n) = 1.

Por ejemplo, para Z, g, cuyo generador es 1, como 1,5,7,11,13 y 17, son

primos relativos con 18; todos son generadores de Zg.
La Figura 14 corresponde a un diagrama para Z;g y sus subgrupos.

1)=Z4

b))
<\2’w

)

/NS

3)
(9)
(0)

Figura 14. Diagrama para Z,g y sus Subgrupos

Fuente: elaboracion propia
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Como (4,18) = 2, entonces < 4 > posee 9 elementos, y por ello, < 4 >=

<2>

2.2 Relacion entre los numeros de elementos

Definicion

Sea (G,*) un grupo y H y K subgrupos de G. Definimos HK =

{n+%enkek}

Vemos que, la definicion, es una generalizacion de las clases laterales.

Ejemplo

Tomemos S5 grupo simétrico no conmutativo.

Los conjuntos H = {p,,u;}y K = {p,, u3} son subgrupos de S3; ademas,
HK = {p, * po, Po * Uz, 1. Po, U1 Uz} = {Po, Uz, U, 1}

KH = {p, * po, Po " U1, H3-Po,U3- U1} = {Po, Uq, U3, P2}

Aqui, vemos que, HK # KH, ademas, ninguno de ellos, es subgrupo de S5,

ya que, 4 no divide a 6 (Teorema de Lagrange).

Teorema

Sea (G,*) grupo, H y K subgrupos de G; entonces, HK es subgrupos de G,
siysolosi HK = KH.
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Demostracion
=)

Si HK es subgrupo, todo h * k € HK tiene su inverso k' * h’ en HK; pero
k'« h' € KH,asi que, HK € KH (1).

Si x € KH, entonces x~! € HK, que es subgrupo, y asi, (x™1)! € HK;
luego x € KH; porlo cual, HK € KH (2).

De (1) y (2), se concluye que, HK = KH.
(=)

Supongamos ahora que, HK = KH; luego,sih € H,k € K, ocurre que h *
k =k, * hy para ciertos k; € K,h; € H.

Para probar que HK es grupo, vemos a probar que es cerrado y que su

inverso también esta alli.

Sean x € HK,y € HK, entonces x = h*k,y = h* k; conlo cual, x * y =
(hxk)*(hxk)=hx*(k*h)xk="hx(hy*ky)xk=(hxhy)*(ky*
k); luego, x * y € HK.

Ademas, si x =h+k en HK,x ' =k 1« h™' = h-1 « k=1 para ciertos

h™eHyk™ € K;luego x~! € HK.
Con todo esto, hemos probado que HK es subgrupo de G.
Cuando G es abeliano, es evidente que HK = KH.
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Teorema
Si H y K son subgrupos de un grupo abeliano G, HK es un subgrupo de G.
|

Cabe ahora preguntarse, cuantos elementos posee el subgrupo HK o

simplemente, el subconjunto HK.
Teorema

Si H y K son subgrupos fintios de G de 6rdenes oH y oK, respectivamente,

entonces,
o(H)-o(K)
HK) = ———=,
oHK) ==
Demostracion

Se presentan dos casos:
Caso1
HNK = {e}.

En este caso, debe probarse que o(HK) = o(H) - o(K); es decir, que
todos los posibles h#*k son diferentes, y emplear el principio

fundamental del conteo.

Si suponemos que existen hy h, en H, ky k, en K, tales que h * k = hy *

k., siendo h # h, y | 0 k # k,, tendriamos que, hy ' xh=k xk™L
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Luego, hy '*h €K y ky k™1 € H, es decir, hy '*h€HNK y ky *
k™ e HNn K,y como H N K = {e}, se sigue que h = h; y k = k4, lo cual,
es un absurdo, por el supuesto. Por lo tanto, los posibles productos h * k
son todos diferentes, y por ello, o(HK) = o(H) - o(K).
Caso 2

HNK # {e}.

Supongamos que H N K es subgrupo de G.

Seah, € HNK,entoncesh *k = (h*h;) * (hjt xk),dondeh € Hyk €
K; luego, cada producto h xk se repite o(H N K) veces, dado que

podemos escoger hy, hy, ..., hounk), hi € 0o(H N K) diferentes.

Asi, si hy, hy, ... hounk) son los elementos de H N K, las maneras de

escribir cada h * k en HK, son:
hx(hyxh) xk,  hx(hy*hy) xk, o, h* (honi) * Rognk)-

Por lo cual, la totalidad de elementos diferentes h * k en HK, es el total
de posibles productos, dividida por la cantidad de veces que se repite
cada uno; esto es,

o(H)-o(K)

oHK) ==Ky

Corolario

SiH y K son subgruposde Gy 8(H) > +/0o(G) yo(K) > /0(G), entonces
HNK + {e}.
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Demostracion
Si suponemos lo contrario, es decir que H N K = {e}, vemos que
o(HNK) =1ycomo

o(H)-0o(K)
o(HNK) '’

o(H) > ./o(G) y o(K) > ./o(G) ; esto es absurdo, ya que, alo sumo, HK
es subgrupo de G; es decir, o(HK) < o(G).

o(HK) = en el caso o(HK) =o0(H)-o(K) > o0(G), ya que

Luego, no puede suponerse que H N K = {e}, y, lo contrario, es cierto.
[
Supongamos que o(G) = pq, siendo p y q primos, conp > q.

G puede contener solo dos subgrupos propios, uno de orden p y otro de
orden q; llamemos a estos subgrupos H y J, los cuales, a su vez, solo

contienen subgrupos triviales.

Como H y ] son diferentes, solo puede darse que H NJ = {e}, en este
sentido,

H .
o)) =202 = pay

y en este caso, H] = G.

Ademas, el subgrupo de orden p es tnico, ya que, de existir otro de orden

p, digamos K, es evidente que, como p > q, p? > pq; es decir, HN K #

{e} ya que, HK alo sumo es G; es decir, o(H) > /o(G) yo(K) > \/o(G).
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Ahora bien, H N K es subgrupo de Gy, en consecuencia, HNK =HyH N
K = K; es decir, H = K.

En resumen, si 0(G) = pq, donde p y q son primos, existe un unico

subgrupo de G de orden p.
2.3 Subgrupos normales y grupos cociente

Tomemos el grupo (S3,0) y sea H = {p,, u;} subgrupos de S;; veamos las

clases laterales derecha e izquierdas (Tabla 16).

Tabla 16.
Ejemplo de Subgrupos Normales
° Po P1 P2 431 7] ]
Po Po P1 P2 H1 Uz U3
P1 P1 P2 Po K2 U3 H1
P2 P2 Po P1 U3 H1 Uz
M1 Hq U3 U Po P2 P1
U2 U U1 U3 P1 Po P2
H3 U3 U Hq P2 P1 Po

Fuente: elaboracion propia

poH = Hpy = u H = Huy

p1H = {p,uz} y Hpy = {py, us}
p2H = {pz us} y Hp, = {p2, uz}
U H = {uy, p1} y Huy = {ug, p2}
uzH = {us, po} y Huz = {us, p1}
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Se ve que las clases @H y Hp son diferentes; es mas, la clase lateral

izquierda p; H no coincide con ninguna clase lateral derecha.
Escojamos ahora, H C S5 tal que H = A3 = {py, p1, P2}

Recordemos que, aqui is,(43) = 2, esto es, solo hay 2 clases laterales

derechas y dos izquierdas, a saber:
Pols = p1Az = pAs = A3 = A3py = Azp1 = Asp,
Uz = UpAs = UzAs = Azuy = Azuy = Azuz = {Ug, Uy, Us)

Aquli, toda clase lateral derecha de A5 en S5, es una clase lateral izquierda

y viceversa.

Galois fue el primero en reconocer que aquellos subgrupos para los
cuales las clases laterales derechas e izquierdas coinciden, son

subgrupos distinguidos.

Vamos a definir de dos maneras este tipo de subgrupos.

Definicion

Sea (G,*) un subgrupo, H subgrupo de G; se dice que H es subgrupo
normal o distinguido, siy solo si, Ha = aH paratodoa € G.

Este hecho se suele escribir como HAG.

Definicion

Un subgrupo N de G se dice que es un subgrupo normal de G, siy solo si,

paratodo g € G y paratodon € N,gng~! € N.
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Es decir, N es subgrupo normal de G, si y solo si, para todo g €

G,gNg—' c N.

Ejemplos

1) Todo subgrupo (nZ, +) de (Z, +), es subgrupo normal de Z.
2) Aj; essubgrupo normal de S;.

3) Si (G,*) es Grupo Abeliano, cualquier subgrupo H de él, es subgrupo

normal.
Teorema
N es subgrupo normal de G, siy solosi, gNg~! c N paratodo g € G.
Demostracion
(=)

Supongamos que N es normal en G; luego, paratodo g € G,g™1 € G,y se

tiene:

gNg cNyg 'N(@ ") cN.

Al aplicar adecuadamente gy g1, se tiene:

g(@ *NggtcgNgtesdecrrNcgNg?l (1)

Por otra parte, por ser N normal, gNg~! ¢ N paratodog € G  (2).
De (1) y (2), hemos probado que g N g~! = N para todo g € G.

(=)
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SigNg~! = N, de hecho gNg~! c N paratodo g € G;luego, N es normal
de G.

]
Teorema

Un subgrupo N de G, es subgrupo normal de G, si y solo si, toda clase

lateral izquierda de N en G, es una clase lateral derecha de N en G.
Demostracion

Si N es subgrupo normal de G, para todo g € G, gNg_1 = N; asi,
(gNg g =Ng; es decir, gN =Ng; y asi, las clases laterales

izquierdas y derechas, son iguales.

Para continuar recordemos que, dos clases laterales derechas
(izquierdas) son ajenas (disjuntas) entre si; luego, partiendo de que
gN=Ng,parag € Gyg,; €G,esevidenteque g=g *e =e*g esta
en gN 'y en Ng;,, por tanto, g;=g; asi que,
gN = Ng; por lo cual, g N g~ = N y, en consecuencia, N es subgrupo

normal de G.
u
Teorema

Sea (G,*) un grupo y N subgrupo de G tal que i;(N) = 2, entonces N es
subgrupo de G.
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Demostraciéon
N produce dos clases laterales derechas y dos izquierdas, a saber: eN =

N y aN paraalgina € G,y Ne = N y Nb para algiin b € G.

Es obvioque, NNaN =NNNb=@yque NUaN =N UNb = G,y por

lo tanto, restando conjuntamente N, se hace evidente que aN = Na.
En conclusion, aN = Na paratodo a € G;luego, N subgrupo normal de G.

Supongamos que N es subgrupo normal de G; al tomar a € G,b € G
podemos considerar el producto de clases (Na) - (Nb), tal como
consideramos el producto HK de subgrupos de G, solo que aqui, Nay Nb

no necestamiente son subgrupos de G.

Intentamos calcular (Na)(Nb).(Na)(Nb) = (aN)(Nb) = (a(NN)b =
(aN)b = (Na)b = N,,, yaque N.N = N (N es subgrupo de G).

Elhecho de que, (Na)(Nb) = N,,;, deja entrever muchas expectativas. En

lugar de N,,j, en ocasiones se escribe Nab.

Teorema

Un subgrupo N de G, es un subgrupo normal de G, si y solo si, el producto
de dos clases laterales derechas de N en G, es una clase lateral derecha

de NengG.

Demostracion

(=)
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Si N es normal, ya vimos como aN = Na y bN = Nb, para cualesquiera
pares de valores a € G,b € G; luego, (Na)(Nb) = N(aN)b = (NN)a *
B = Nab.

(=)
SiNa.Nb = Nab, entonces Na.N = Na, asi que, aN.N = Na, y por ende,

aN = Na; conlo cual, N esnormal en G.
[

Como se observa, hemos definido una Ley de Composicién Interna sobre
las clases laterales derechas de un subgrupo normal N en G. Denotemos

por G/N = {Na | a € G} ala coleccion de las clases laterales de H en G.

1) Hemos probado que, si Na € G/N y Nb € G/N, entonces
(Na)(Nb) € G/N.

2) SiNa,Nby Nc estan en G/N, de hecho:

(NaNb)Nc = (N(a * b))Nc =N(a*b)*c=Nax(b+xc)=(Na)(Nb *
c¢) = (Na)(NbNc) (Asociatividad).

3) Poniendo N = Ne,(Na)N = Na * e = Na (Neutro).
4) ParacadaNa € G/N,Na™! € G/N y NaNa~! = N (Inverso).

Todo esto ha comprobado el siguiente teorema:
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Teorema

Si(G,*) esun grupoy N es subgrupo normal de G, entonces G /N también

es grupo y se llama grupo cociente de G porN.

Si G es finito, el orden de G/N es el indice de N en G, tal como probamos

antes, es decir,

o(G)
o(N)

G

o(5) =t =
[
Ejemplo
Consideremos el subgrupo normal (nZ, +) de (Z, +).
Las clases laterales son:

ML)y ={x+nZ|x€ZL}={x+nt|t €L}
La totalidad de clases laterales son:

(nZ)O! (nZ)lt (nZ)Z' ey (TlZ)n_l.

Asi, por ejemplo, (nZ),.(nZ),_, = (nZ)s, y asi se ve, como estas clases

laterales estan intimamente relacionadas con las clases residuales Z,,.

Algunos autores suelen llamar a un subgrupo normal, subgrupo

invariante, o como se dijo antes, subgrupo distinguido.
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Teorema

Sea (G,*) un grupo Ny, N,, ..., N; subgrupos normales de G, entonces

ﬂ{-‘zl N; es subgrupo normal de G.
Demostraciéon

Sabemos que N¥_; N; es subgrupo de G, luego,

k k K
ﬂ ARIANAre ﬂ(zvi @) (N;b)
i=1 i=1 i=1
K
= ﬂNl- a*b,paratodoa € Gyb € G.
i=1

Como el producto de dos clases derecha de (ﬂi-‘lei) es otra clase

derecha, aqui queda probado que se trata de un subgrupo normal.

[ |

Definicion

Dos subgrupos H y K de un grupo G se llaman CONJUGADOS, si y solo si,
H = a 'Ka,paraalguna € G.

Por ejemplo, los subgrupos {po, u,}y{po, u,} de S;, son grupos

conjugados.

Queda visto que, si N es subgrupo normal de un grupo G, entonces G/N
es el grupo cociente de G por N, formado por las clases laterales derechas

que, no son otra cosa, que las clases residuales de G modulo de N.
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Ejemplo

Calculemos el grupo cociente (o factor) (Z, X Zg) /< (0,1) >.

Vemos que < (0,1) > es el subgrupo ciclico de H generado por (0,1), esto
es, H = {(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (0,6)}.

Como 0(Z4 X Zg) = 24 y o(H) = 6, es claro que, o(G/N) = % = 4.

Es evidente que, Z, X Z¢ es abeliano, por ello, < (0,1) > es normal.

Las 4 clases son H = (0,0) + H,(0,1) + H,(2,0) + Hy (3,0) + H.

Se ve, con claridad, que Z, X Z¢ /< (0,1) >= Z,.

Ejemplo

Calculemos Z, X Zg/< (0,2) >.

Aqui, < (0,2) >= H es el subgrupo normal y ciclico de Z, X Zg, tal que
H ={(0,2),(0,4),(0,0)}.
Asique, 0(Zy X Ze/< (0,2) >) = 23—4 = 8. Este grupo cociente es isomorfo

a Zg? La respuesta es NO.

Aqui, el segundo factor Zg, se colapsa por un subgrupo de orden 3,

produciendo que Z¢/Z5 = Z,.
Luego, 0(Zy X Zg < (0,2) >) = Zy X Zj.

Las clases son: [0,0] =H = (0,0)+ H,(1,0) + H,(2,0) + H,(3,0) +
H(1,1)+H,(21)+H,31)+Hy(0,1)+H.
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Ejemplo
Calcular Z, X Zg /< (2,3) >.

Aqui, H = {(0,0), (2,3)}, de modo que el orden del grupo cociente es 12,

y por ende, debe ser isomorfoa Z, X Z3 6 Z, X Z, X Z;.

Z4 X Z3 posee un elemento (1,0) de orden 4, en cambio Z, X Z, X Z3 no
posee elementos de orden 4, lo que asegura que los grupos no son

isomorfos.

Es facil ver que, (1,0)+< (2,3) > es de orden 4 en Z, X Z¢ < (2,3) >,

luego, este grupo es isomorfo a Z, X Z3 o al grupo Z,.

Definicion

Sea G un grupo y a € G. El conjunto N(a) = {x € G|x xa = a * x} es un
subgrupo de G y se denomina normalizador o centralizadorde a en G.
Teorema

El centro de un grupo C(G) es un subgrupo normal de G.
Demostracion

Probemos primero que C(G) es subgrupo de G.

Para esto, vemos que C(G) # 0, ya que al menos e € C(G) debido a que

e *a = a * e, cualquiera que sea a € G; por definicion, C(G) c G.

Sean ahora x € C(G) y y € C(G), entonces x xa=a*xyy *sa=ax
y',y' € C(G) paratodoa € G.
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Probemos que x * y' € C(G).

En efecto, (xxy)*xa=x*x(y' *a)=x*x(a*xy)=(x*xa)*y = (a*
x)*y' =ax*(x*y"). Esdecir, (x*y') xa = ax* (x *y"),lo cual que x *

y' € C(G).
Multiplicamos dos clases derechas de C(G).
Aqui vemos, como parau € G,v € G,

(C(6).w)(C(6).v) =u(C(G) - C(6)).v = (uC(®))v = (C(6).w)v
=C(G).u=*v.

Como el producto de dos clases laterales derechas de C(G), da una clase
lateral derecha de C(G), se evidencia que, C(G) es subgrupo normal,

invariante o distinguido de G.

Definicion

Sea (G,*) un grupo y H un subgrupo de G, se llama normalizadorde H en
G,al conjunto N(H) ={a € G |aHa ' =H}={a € G | aH = HNa}.
Teorema

i) El normalizador N(H) de H en G, es subgrupo de G.

ii) H es subgrupo de N(H).

iii) H es subgrupo normal de N(H).

Demostracion

i) Comoe € N(H),N(H) # 9,y por definicion N(H) c G.

134



Capitulo 2. Grupos y subgrupos ciclicos

Seanx € N(H),y € N(H), entonces xH = Hx,y yH = Hy, por tanto,
y'H=Hy', en consecuencia, (x*y')H =x(y'H)=x(Hy') =
(xH)y' = (Hx)y' = Hx = y',lo que indica que, x x y' € N(H).

ii) Essabido que H es subgrupo, luego, solo falta probar que, H € N(H),

y con esto, H es subgrupo de su normalizador N (H).

Si h € H, en efecto, hH = Hh = H; asi, h € N(H) implica que, H c

N(H) y queda probada nuestra conjetura.
iii) Es consecuencia de la definiciéon de normalizador.
]
Teorema

Sea (G,*) un grupo, H subgrupo de G y N subgrupo normal de G,

entonces, HGN es subgrupo normal de H, también de N y de G.

Demostracion

Se deja como ejercicio del lector.
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Ejercicios

Los ejercicios que se presentan en esta secciéon fueron tomados y/o
adaptados de la publicacién de Lluis-Puebla (2021) correspondiente al
libro de Algebra Moderna que pertenece que forma parte de la serie de

Textos Vol. 12 de Publicaciones Electronicas Mexicanas.

1. Elabore una tabla que represente la multiplicaciéon de todos los

elementos de Zs.

2. Elabore una tabla que represente la multiplicacion de todos los

elementos de Zs.

3. Sea S3 el conjunto de las perrmutaciones de 1, 2, 3. Calcule el nlimero

de elementos de S;.

4. Sea S,, el conjunto de las perrmutaciones de un conjunto de n

elementos. Calcule el nimero de elementos de S,,.

5. Comprobar que las siguientes estructuras son grupos con las
operaciones binarias usuales en cada uno de ellos: (Z, +), (nZ,+),n € Z,
@+), (Q,+) =Q—-{0}.), (R +), (R =R —-{0},), (C,+),(C"=C—
{03},"), (Z,,+), (S3,+), (sp, +), (MK, +), donde M,,K denota las matrices
cuadraddas n X n con coeficients en un campo K, (GL,K,+)y (GL,K,")
Donde GL,K denota las matrices cuadradas invertiblesden X n (n € N)

con coeficientes en un campo K.

6. En un grupo G, pruebe que (x 1)1 =x yquee ! =e.

7. En un grupo G pruebe que, si xy = yx, entonces (xy)" = x"y™.
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8. Sea G un grupo. Pruebe que la funcion I;: G — G y la funciéon O;: G —

G dadas porI;(x) = xy O;(x) = 0 paratoda x € G, son homomorfismos;

I; se llama homomorfismo identidad de G y O; se llama homomorffismo

trivial.

9. Compruebe cuales funciones son homomorfismos y cudles no lo son:

i

il.
iii.
iv.

V.

Vi.

f:K™ — K™, f(x) = Ax donde A es una matriz de m X n con
elementos en el campo K.

fiK? = K2 f(x,y) = (47,0)

fiK® — K3 f(x,7,2) = (~2,%,7)

fiK? = K2, f(x,y) = (x%,2y)

f:K>— K4 f(u,v,x,v,2z) = (2uy, 3xz,0,4u)

K3} > K3 f(x,y,2) =(x+2,y+2,z+2)

10. Establezca, si es posible, homomorfismos no triviales en los

siguientes casos:

.
ii.
iil.

iv.

Zy — Zy
Zy, — 7, X Z,
Zy, X Z, — 7,

Z4_)ZZ XZZ

11. Denotemos por Hom(G,G") el conjunto de homomorfisos del grupo

G en el grupo abelianao G'. Defina f + g: G — G mediante (f + g)(x) =

f(x) + g(x),x € G.Pruebe que (Hom(G,G"), +) es un grupo.
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12. Pruebe que si f:G — G es un isomorrfismo de grupos como en la
definicion anterior, g esta determinada en forma Unica y que f es

isomorfimso si, y solo si es biyectiva.

13. Sea f: G — G' un homomorfismo biyectivo de grupos. Pruebe que la

funcién inversa f71: G’ — G es también un isomorfimmso.
14. Demuestre que un homomorfismo de grupos f: G — G' es inyectivo
si, y solo si, Ker f = {e}.
15. Sea f: G — G' un homomorfismo de grupos. Pruebe que si x € G
entonces f(x™1) = (f(x)™?!
16.19 Sean X, Y y G grupos abelianos.Diremos que f: X XY — G es una
funcion biaditiva, si f(x; + x5, V) = f(x,y) + fC, V) y f(x,y1 +y,) =
fCoy1) + f(x,y2) parax, x;,x; € X,y,y1,¥, €Y. Pruebe que:

i. f(Ax,y) =Af(x,y) =f(x,Ay)paratodax € X,y €Yy € LZ.

ii. f nuncaesinyecctivaamenosque X =Y = 0.
17. Pruebe que el grupo (Z[x], +)es isomorfo al grupo (Q*,.).

18. Considere Hom(X,Y) el conjunto de homomorfismos del grupo
abeliano X en el grupo abelliano Y. Sean f:X —-Y y g:X —Y
homomorfismos de grupos abelianos y definamos f "+ g:X —Y
mediante (f + g)(x) = f(x) + g(x). Pruebe que esta definicién hace de
Hom(X,Y) un grupo abeliano.
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19. Comprobar que son anillos los siguientes conjuntos con sus
operaciones binarias respectivas:

(Z' +;'); (Zn' +;'); (Q) +;'); (M‘nK; +;'): (K, +:'); (K[X], +r')' (C' +r)

20. Pruebe que un anillo con unidad es un anillo con division, si, y solo si,

los elementos distintos de cero formanb un grupo bajo la multiplicacion.

21. Pruebe que un subconjunto I" de un anillo (A, +,.) es un subanillo de

Asi, y solo si, I es cerrado bajo +y -.

22. Compruebe que si G es un grupo abeiano, entonces el conjunto de
endomorfismos End(G,G') con la composicion es un anillo no

conmutativo.

23. Compruebe que los anillos (Z, +,"),(Z,,+,),(Q +,) son

conmutativos.

24. Pruebe que un subanillo no trivial ' de un dominio entero A es un

subanillo de A, si y solo si " contiene el elemento identidad de A.

25. Pruebe que un subanillo de I de un campo A es un subcampo de A, si

y solo si para todo elemento x € I, su invverso xter.

26. Pruebe que f:Z — Z, dado por X~ r, donde r es el residuo mddulo

n, es un homomorfismo de anbillos.

27.Sea f: A — A’ un homofirmos de anillos. Si f es un isomorfimso de
anillos entonces existe g:A" — A tales que gof =1,y fog =1,
Pruebe que si g existe, esta determinado de forma unica, el cual es

denotado con f~! y se llama inverso de f.
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28. Proporcione un ejemplo en donde bajo un homomorfismo de anillos,

Fih— N, F(1)) # 1.

29. Pruebe que, como anillos, Z; X Z; es isomorfo a Z;.; cuando el

maximo comun divisor (i,j) = 1.
30. Determine las raices de la ecuacién x? — 7x + 12 en Zg.

31. Pruebe que los inversos izquierdo y derecho de una unidad en un

anillo con unidad, coinciden.

32. Demuestre que los divisores de cerro de un anillo Z, no posee

divisores de cerro para p primo.

33. Demuestre que si A es un dominio enero finito, entonces A es campo.
34. Compruebe que todo dominio entero finito es un anillo con division.
35. Compruebe que el dominio entero Z no es un campo.

36. Demuestre que Z,, es campo si, y s6lo si, n es un numero primo.

37. Compruebe que los dominios enteros @, Ry C son campos.

38. ( i) Pruebe que la interseccion de subanillos de un anillo es un
subanillo; (ii) pruebe lo correspondiente a la parte (i) para subdominios

y subcampos.

39. Demuestre que los inversos izquierdo y derecho de una unidad en un
anillo con unidad A coinciden y que el conjunto de unidades es un grupo

bajo la multipliicacién, denotado A*.

40. Compruebe que A/{0} = Ay que A/A = {0}.
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41.Sea A un anillo conmutativo con unidad. Pruebe que A/m es un campo
si, y solo si, mes un ideal maximo; y que p es un ideal primo si, y solo si,

A/p es un dominio entero.

43. Pruebe que si S es un subconjunto de un anillo A, la interseccion de

todos los ideales de A que contienen a S es un ideal de A.

44. Sea K un campo. Pruebe que un polinomio en K|[t] es irreductible si,

y s6lo si, el ideal generado por él es maximo.
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