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Introduccidn

El libro “Conjuntos Producto, Grafos y el Problema de Cauchy” se con-
cibe como un puente formativo entre la teoria matematica avanzada y la
investigacién inicial. Esta dirigido principalmente a estudiantes de la Licen-
ciatura en Matematicas de la Universidad de Narifio, asi como a estudiantes
de pregrado y posgrado de otras universidades colombianas interesados en
iniciar o consolidar su trayectoria investigativa.

La obra reline tres capitulos de investigaciéon que presentan contenidos
especializados en algebra, teoria de grafos y andlisis matematico, con el
propdsito de servir como base para la formulacién de trabajos de grado y
futuras investigaciones universitarias.

Cada capitulo aborda un problema matematico con un enfoque accesi-
ble y riguroso, presentando métodos contemporaneos que permiten abor-
dar diferentes problemas matematicos. El enfoque adoptado combina rigor
matematico con una exposicién accesible, de modo que el lector pueda
familiarizarse progresivamente con el lenguaje y las técnicas propias de la
investigacién.

1. El primer capitulo, Presente y futuro de la funcién ug, explora el
denominado problema de los conjuntos producto pequefios, un desafio
clasico de la teoria de niimeros, pero ahora estudiado en la teoria
de grupos, presentando resultados completos en el caso abeliano y
avances recientes en grupos solubles finitos no abelianos. Este trabajo



introduce al estudiante en técnicas de teoria de grupos y combinatoria
algebraica, fundamentales para estudiar problemas de investigacién
contempordneos en esta area.

2. El segundo, Deza grafos y algunas construcciones, realiza una in-
troduccién a la teoria de grafos mediante un tipo especial de estos
denominado Deza grafos, que son estructuras combinatorias con apli-
caciones en redes, ciencias de la computacién y modelacién de siste-
mas. Ofrece demostraciones novedosas y plantea preguntas abiertas,
incentivando la exploracién de problemas tanto teéricos como aplica-
dos desde esta perspectiva.

3. El tercero, Problemas de Cauchy para la ecuacién Rosenau-Kawahara-
RLW, estudia el problema de Cauchy y el problema de Cauchy periédi-
co, asociados con la ecuacién Rosenau-Kawahara-RLW que modela la
evoluciéon de ondas de agua de gran elongaciéon y pequeiia amplitud,
integrando herramientas analiticas y métodos modernos para el estu-
dio de la existencia, unicidad y estabilidad de las soluciones.

La articulacién de estos tres ejes tematicos, dlgebra y teoria de ndimeros,
teoria de grafos y andlisis, en un libro de investigacidén pretende reflejar la
interdisciplinariedad propia de la investigacion matematica actual y ofrecer
a los estudiantes una visién integrada de cémo problemas en un area pueden
inspirar soluciones en otra. Este enfoque holistico convierte al libro en una
herramienta pedagdgica y motivacional, orientada a que los estudiantes de
la Universidad de Narino identifiquen lineas de investigacién viables para sus
trabajos de grado, ya sea en problemas puramente tedricos o en aplicaciones
concretas.

Mas alld de su contenido tedrico, esta obra busca fomentar la investiga-
cién desde los primeros niveles de formacién, proporcionando ejemplos claros
de cdmo se formula, desarrolla y comunica una investigacién matematica. Se
incluyen, ademas, sugerencias de problemas abiertos y posibles direcciones
para continuar los estudios presentados, lo que la convierte en un recurso
ideal para seminarios, cursos de iniciacién a la investigacién y asesorias de
trabajo de grado.
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En sintesis, Conjuntos Producto, Grafos y el Problema de Cauchy, es
un texto disefiado para inspirar, guiar y capacitar a la nueva generacién
de matematicos narifienses y colombianos, ofreciéndoles las bases tedricas,
metodoldgicas y temdticas necesarias para emprender sus propios proyectos
de investigacion con rigor, creatividad y relevancia cientifica.

Universidad de Narino
Enero de 2026



Capitulo 1

Presente y futuro de la funciéon g

Wilson Fernando Mutis - Fernando Andrés Benavides
wilsonmutis@udenar.edu.co fandresbenavides@udenar.edu.co

Resumen

Uno de los problemas clasicos de la teoria de niimeros, que ha sido es-
tudiado en teoria de grupos, es el denominado “problema de los conjuntos
producto pequeios”, el cual consiste en lo siguiente: dado un grupo G,
hallar una expresién aritmética que permita calcular de forma eficiente el
minimo del conjunto producto AB, donde Ay B son subconjuntos finitos no
vacios de G. En el contexto de grupos abelianos, Eliahou, Kervaire y Plagne
resolvieron el problema de forma completa. En contraste, para grupos no
abelianos alin no se dispone de una solucién general; no obstante, diver-
sos autores han obtenido avances significativos en ciertas clases de grupos
solubles finitos no abelianos. Estas notas tienen como propdsito presentar
de manera sistemdtica los resultados mas relevantes sobre este problema en
el ambito abeliano, asi como exponer los progresos alcanzados en algunas
familias de grupos solubles finitos no abelianos. Con ello se busca ofrecer
una introduccién clara y accesible a un tema de investigacion especializado,
desarrollado en revistas de alto impacto, con el fin de motivar a estudian-
tes de licenciatura en matematicas a profundizar en esta linea y fomentar
futuras investigaciones en el drea.
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Introduccion

Dados un grupo G y dos enteros positivos r y s, en teoria combinato-
ria de ndmeros es de interés determinar el minimo de los cardinales |AB],
donde Ay B son subconjuntos de G tales que |A| = ry |B| = s. Esta pro-
blematica, conocida como el problema de los conjuntos producto pequeios,
puede enunciarse formalmente de la siguiente manera: Sea G un grupo, se
quiere encontrar una férmula que permita calcular los valores de la funcién
aritmética ug : [1, \GHZ — 71 ldefinida por

pe(r.s) =min{|AB|: ABC G,|A|=r, |B|=s}. (1.1)
Ademas, se define

16(0,s) = pg(r,0) = ug(0,0) =0,

y se dird que los subconjuntos A, B C G realizan ug(r,s)si |A|=r,|B|=s
y |AB| = pg(r,s). Para el caso G = Zp, con p un niimero primo, el famoso
teorema de Cauchy-Davenport implica que

wug(r,s) = min{p,r+s—1}.

En Plagne (2003) se encuentra el valor de ;16(r, s) para el grupo ciclico G =
Zn, con n un entero positivo arbitrario. Eliahou et al. (2003), determinan
la funcién pug para la clase de grupos abelianos finitos y en Eliahou and
Kervaire (2005), resuelven el problema de los conjuntos producto pequefios
en grupos abelianos arbitrarios. Ellos muestran que si G es un grupo abeliano
arbitrario, entonces pg(r,s) coincide con el valor de la funcidn aritmética
k¢ definida por

o= e (5] 121 -2) -

Para un entero n > 0, con [1, n]* se denota el producto cartesiano [1, n] x [1, n], del
intervalo entero [1,n] ={1,..., n}.




donde H(G) = {n € N : n es el orden de un subgrupo finito de G}. Para la
clase de grupos finitos no abelianos atin no se conoce una solucién general.
Investigaciones de diversos autores han permitido avances importantes en
esta problematica. Eliahou and Kervaire (2006) determinan la funcién pg
para el caso en que G es un grupo diédral. Deckelbaum (2009) consigue la
solucién para grupos no abelianos de orden 3p, con p un primo impar. Por
su parte, Mutis et al. (2010) demostraron que la funcién g, en p-grupos
finitos, satisface la misma solucién encontrada para grupos abelianos finitos.
En otro avance, Mutis et al. (2012) resuelven el problema para la clase de
grupos hamiltonianos finitos. Ademds, Berchenko-Kogan (2012) generaliza
el resultado de Deckelbaum para la clase de grupos no abelianos de orden
pg, con py q primos impares. Kaur and Singh (2023) consiguen el resultado
mas reciente dentro de esta problematica, ellos dan una cota superior para
pg(r,s) en los casos en que G = Qap, el grupo diciclico de orden 4n y
G=Unn= <a, b:a?"=p"=1,abal= b‘1>.

En la primera seccidon de este articulo, se presenta una revision histérica
de los resultados mds relevantes sobre la funcién pg en grupos abelianos,
destacando los teoremas clasicos de la teoria de nimeros que han permitido
los avances mas significativos. La segunda seccidn esta dedicada al estudio
de la funcién pg en grupos solubles, siguiendo el trabajo de Eliahou and
Kervaire (2010), el cual, segtin el autor, representa el avance mds destacado
en el estudio de la funcién pg en grupos no abelianos finitos. Finalmente,
en la dltima seccién, se proporciona un listado de trabajos que podrian
desarrollarse en investigaciones futuras sobre esta problematica.

Conjuntos producto pequefios

El problema de los conjuntos producto pequenos es un ejemplo de que
una pregunta combinatoria, aparentemente simple, puede requerir para su
solucién de la aplicacion de complejas herramientas teoricas de diversas
areas de la matemdtica. Las investigaciones en este campo han aporta-
do importantes resultados tedricos, adicionalmente, han abierto diferentes
lineas de investigacién en teoria aditiva, combinatoria y teoria de grupos. En

13
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esta seccidn se presenta el problema de los conjuntos producto pequeiios, al-
gunas propiedades bdsicas de la funcién ug y se exponen los resultados mas
importantes obtenidos en el estudio de la funcién pug en grupos abelianos.

1.2.1. La funcidn pug

Definicion 1.1 (Conjunto producto). Sean A y B dos subconjuntos no
vacios de un grupo G. El conjunto producto AB es el subconjunto de G
cuyos elementos se pueden expresar de la forma ab, donde a€ Ay b € B,
esto significa que

AB={ab:aec A bec B}.

En particular, si el grupo G es abeliano con operacién binaria +, se habla
de conjunto suma en lugar de conjunto producto.

Ejemplo 1.1 (Traslacién de un conjunto). El ejemplo mas bésico de con-
junto producto es la traslaciéon de un conjunto. Sean G un grupoy A C G,
con A # (). Para cada g € G, la traslacién derecha de A con respecto al
elemento g es el subconjunto Ag definido como sigue

Ag ={ag:ac A} = A{g}.

De forma similar se define la traslacién izquierda gA del subconjunto A con
respecto al elemento g € G. El lector puede verificar que dado cualquier
g € G, las funciones ¢z : A — Ag y g : A — gA definidas por

¢g(a) =ag y g(a)=ga, paratodaacA,

son biyectivas y por tanto |Ag| = |A| = |gA|. Ahora, dados dos subconjun-
tos no vacios Ay B del grupo G y considere los elementos a € Ay b € B.
Por las igualdades anteriores, se tiene

(a—lA) (Bb—l)

pero 1l € (a_lA) N (Bb‘l), en consecuencia, al calcular |AB|, no se pierde

|AB| =

generalidad en suponer 1 € AN B.



Definicion 1.2 (Conjunto producto pequefio). Sean Ay B dos subcon-
juntos no vacios de un grupo G. Se dice que el conjunto producto AB es
pequeiio si cumple

|AB| < |A| + |B].

En teoria de nimeros el estudio de los conjunto producto pequenos se
puede hacer desde dos enfoques: Cuando el interés es analizar caracteristicas
del conjunto producto AB sujeto a informacién conocida de los conjuntos
Ay B se dice que se estudia un problema directo y cuando el objetivo es
obtener informacién de los conjuntos A y B conociendo caracteristicas del
conjunto producto AB se dice que se trabaja un problema inverso.

Sea G un grupo, uno de los problemas directos, denominado el problema
de los conjuntos producto pequenos, es determinar una férmula que permita
calcular el minimo de los cardinales |AB| sujeto a que |[Al = r > 1y
|B| = s > 1, es decir, se quiere encontrar una férmula que permita calcular
los valores de la funcién pg definida en la ecuacién (1.1).

En el siguiente teorema se enuncian algunas de las propiedades de la
funcién pug en grupos finitos. Estas propiedades aparecen en Eliahou and
Kervaire (2007b) .

Teorema 1.1 (Propiedades basicas de la funcién pg). Sea G un grupo

finito. Si r y s son enteros tales que 1 < r,s < |G|, entonces

1. La funcién ug es simétrica, es decir, ug(r,s) = ug(s, r).

2. La funcién g es acotada, de hecho

max{r,s} < uc(r,s) <|G|.

3. El grupo G contiene un subgrupo H de orden r, si y solo si,

pe(r.r)=r.

Demostracion. Para probar el primer enunciado, escoja subconjuntos

15
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A, B C G tales que Ay B que realizan ug(r,s). Entonces |A| =r, |B| =s
y se tiene

pG(r s) = |AB| = ‘(AB)‘l‘ - ‘B‘IA_l‘ > ug(s, r).

De formade similar, se prueba la desigualdad ug(r,s) < pg(s, r). Para
mostrar el segundo enunciado, por lo expuesto en el ejemplo (1.1), es posible
seleccionar subconjuntos Ay B de G tales que |AB| = ug(r,s)y 1l € ANB,
pero en este caso A, B C AB, por tanto

|AB| > max {|A|,|B|} = max{r,s}.

La otra desigualdad es obvia porque AB C G. Para terminar, suponga que
H < G y |H| = r, entonces

pe(r.r) < |HH| = [H| =,

pero el item anterior implica r < ug(r, r), en consecuencia, ug(r,r) = r.
Para mostrar el reciproco, sean A, B C G que realizan ug(r, r) y escoja
elementos a € Ay b € B. Por el ejemplo (1.1) se tiene

(a’lA) (Bb*l)

a7 tAl=|Al=r y [Bb7}=|B|=r.

— |AB| = ug(r,s),

Dado que

Se sigue que los conjuntos a A y Bb~! realizan pg(r,r). Ahora, sea
H= (a_lA) (Bb‘l) y note que 1 € (a_lA) N (Bb‘l), entonces

alACH y BblCH,

observe que

|H| = =pug(r,r)=r.

(a’1A> (Bb*l)

alA=H=Bb1,

En consecuencia,

asi que H = (a~'A) (Bb™1) = HH, esto significa que H es cerrado bajo el



producto del grupo G y dado que G es finito se obtiene H < G. O

Proposicion 1.1. Sean A y B dos subconjuntos de un grupo finito G,
ambos no vacios. Entonces |AB| = |B|, si y solo si, existe un subgrupo H
de G tal que A C H y B es unién de clases laterales derechas médulo H.

Demostracion. Suponga que |AB| = |B| y note que se puede asumir que
1 € A porque en caso contrario, para cada a € A, se puede sustutuir
el conjunto A por la traslacién a 'A. Luego B C AB, esto junto con la
hipdtesis implican que AB = B. Ahora, sea

H={xe G:xB=B}.
Claramente A C H y para x,y € H se tiene
(xy)B =x(yB) =xB = B.

Luego xy € H, es decir, H es finito y cerrado bajo la operacién del grupo
G, por tanto H < G. Ademss,

B:HB:UHb.

beB
Para el reciproco, sea H < G tal que A C H y sean by,..., b, € G tales
que
B=(Hb)U---U(Hb,),
entonces,

r

AB| = |A [ [ JHb; || =|{J(AH)b;| = || Hbj| = |B].
j=1 j=1 j=1

O]

El subgrupo H descrito en la prueba de la proposicién anterior es el
estabilizador del subconjunto B, este subgrupo es una herramienta (til para

17
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describir estructuras invariantes dentro de un grupo.

Corolario 1.1 (Estabilizador ). Sean G un grupo. Si A es un subconjunto
no vacio de G, entonces

Estg(A)={ge G:gA=A}

es un subgrupo de G denominado estabilizador de A en G. Ademads, el
subconjunto A es unién de clases laterales derechas médulo Estg(A).

Demostracion. Se realizd durante el proceso de prueba de la proposicion
(1.1). O

En el ambito de los grupos abelianos se conoce una férmula explicita para
la funcidén pg. A continuacidn se presentan los resultados mas significativos
que permitieron resolver el problema de los conjuntos producto pequefios
en la clase de grupos abelianos.

La funcidn pig en grupos abelianos

El primer resultado dentro del estudio de la funcién p en grupos abelia-
nos es una consecuencia directa del famoso teorema de Cauchy - Davenport
probado por el matemdtico francés Augustin Louis Cauchy en 1813 y redes-
cubierto de forma independiente por el matematico inglés Harold Davenport
en 1935. Actualmente se conoce como el teorema de Cauchy-Davenport.

Teorema 1.2 (Cauchy - Davenport). Si p es un niimero primoy A, B C Zp,
ambos no vacios, entonces

|A+ B| > min{|A| + |B| — 1, p}.

Demostracion. Note que no se pierde generalidad en suponer |[A| < |B|y
0 € AN B, es decir, A,B C A+ B. Ademis, en el caso |A] = 1 se tiene
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A = {0} y se sigue
A+B| = |B| = |B]+1—1= |B|+ |Al— 1> min{|A|+|B|— 1, p}. (1.2)

Ahora suponga que |A + B| = |B|, en esta situacién la proposicién (1.1)
garantiza que existe H < Z, tal que A C H 'y B es unién de clases laterales
médulo H. Dado que p es primo, se sigue H = {0} o H = Zp,.

Para el caso H = {0} se tiene A= {0} y el enunciado se cumple por lo
expuesto en la ecuacién (1.2). El caso H = Z,, implica B = Z, porque B
es unién de clases laterales médulo H y se obtiene

A+ B| = |B| = p > min{|A| +|B| - 1, p}.

Para finalizar, suponga que |A + B| > |B|. Esta desigualdad implica que
existen a1 € Ay b; € B tales que a; + b; ¢ B. Considere el conjunto no
vacio

C12{36A28+b1¢8}

Ahora defina los conjuntos no vacios Ay = A— Ci y By = BU (b1 + (7).
Estos dos conjuntos satisfacen las siguientes enunciados:

1. 0 € A; N By, esto implica A;, By € A; + Bs.

2. |Arl + |Bil = (JAl = |G) + (1Bl + |Gi]) = |A] + | B .
3. 1< AL < AL

4. |Bl < |B1| < |A+ B|.

Ademds, A + By C A+ B. Enefecto,seanw e A1 =A—-CGyze By
note que de la definicién del conjunto (7, se sigue w+ by € B. Para el caso
z € B, claramente se tiene w+z € A+ B y en caso contrario, z € by + (7,
asi que debe existir x € C; C A tal que z = x + b;. Entonces

wt+z=w+x+b =x+(w+b1) €A+ B.
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Sil < |Ai|ly|A+ B| > |By|, se puede repetir el proceso anterior utilizando
los conjuntos A; y Bj para obtener un par de conjuntos no vacios Ay y B,
que cumplen los mismos enunciados descritos arriba para los conjuntos A;
y Bi, y se tienen las secuencias

1<|Af <A1l <|Al vy |B|<|Bil<|B: <|A+B|.

Dado que la sucesién de los |A;| es estrictamente decreciente y la sucesién
de los |B;| es estrictamente creciente, en una cantidad finita de iteraciones
se deben obtener dos conjuntos Ay y By tales que |Ax| = 10 |Bx| = |A+ B
y por lo hecho al principio de esta prueba, en cualquiera de estas situaciones,
se concluye |A+ B| > min{|A| + |B| — 1, p}. O

Una consecuencia inmediata del teorema de Cauchy - Davenport es el

corolario que se enuncia abajo

Corolario 1.2. Sean p un nidmero primo. Si A y B son subconjunto del
grupo ciclico Zj tales que |[A|=r > 1y |B| =s > 1, entonces

pe(r,s) =min{r+s—1,p}

En 1953 el matematico aleman Martin Kneser da una generalizacién
del teorema de Cauchy-Davenport que extiende el estudio del tamafio del
conjunto suma de dos subconjuntos a la clase de grupos abelianos.

Teorema 1.3 (Kneser). Sean Ay B dos subconjuntos finitos no vacios de
un grupo abeliano G. Si H = Estg(A + B), entonces

|A+ B| > |A+ H|+ |B+ H|— |H|.

La prueba del teorema de Kneser esta por fuera de los propdsitos de
este articulo. El lector interesado puede consultar la demostracién dada
por DeVos (2014) en 2014. Sin embargo, se puede notar que es suficien-
te mostrar que el enunciado es vélido para el caso H = Estg(A+ B) =



{0}, porque suponiendo que el teorema de Kneser se cumple siempre que
Estg(A+ B) = {0} y asumiendo que H = Estg(A + B) # {0}, enton-

ces al considerar el homomorfismo candénico 7 : G — i G, se tiene
Estz (m(A) + 7(B)) = {H}, luego

|7(A+ B)| = |n(A) + n(B)| > |x(A)| + |x(B)| — 1,
pero |m(A+ B)| = [(A+ B) + H| = |A+ B], en consecuencia
|A+ B| > |A+ H|+|B+ H| —|H]|.
Lema 1.1. Sea G un grupo abeliano. Si Ay B son subconjuntos finitos no

vacios de G y |A| < |B|, entonces existe un subconjunto no vacio D C A+ B
tal que

|D| + |Estg(D)| > |AN B| + |(AU B) + Estg(D)].

Demostracion. No se pierde generalidad en suponer 0 € ANB, luego A, B C
A+ B. Si |A+ B| = |B], entonces

ACA+B=B.
Lo anterior implica que
|AN B|+|(AU B) + Estg(B)| = |A|+|B + Estg(B)| = |A|+|B]. (1.3)
Ademis, A C Estg(B), por ende
|B| + |Estg(B)| > |B| + |Al.

Esta desigualdad, junto con la igualdad dada en la ecuacién (1.3) confirman
que el lema se satisface tomando D = B. Note que en el caso |A| =1, estd

considerado en la situacién anterior porque A = {0}. Ahora, suponga que

1<|A < |B|<|A+ B,
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en este caso, utilizando un proceso de prueba similar al expuesto en el teore-
ma de Cauchy-Davenpor (1.2) se pueden definir secuencias de subconjuntos
{Af}j21 y {Bf}jzl tales que para toda j > 1 se tiene

Ai+BiCA+B y |Aj]|+|Bj|=I|A+|8].
Ademas,
1< A<~ <|A|<|A y [Bl<|Bi|<--<|Bj|<|A+B].

En consecuencia, en una cantidad finita de iteraciones se deben obtener dos
conjuntos Ak y By tales que |Ax] =1 0 |Bk| = |A+ B| y por lo hecho al
principio de esta prueba, se obtiene el resultado deseado. ]

En la prueba del teorema de Kneser dada por DeVos, se muestra que en
el caso que H = Estg(A + B) = {0}, entonces existe un subconjunto no
vacio D C A + B tal que Estg(D) = {0}, esto junto con el lema (1.1),
implican

A+ B|+1>|D|+1>|ANB|+ |(AUB) +{0}|,
por tanto,
A+ B| = [A[+|B| =1=|A+H|+|B+ H|—[H].

Observe que el teorema de Kneser da una cota inferior para el valor de
ug(r,s), cuando G es un grupo abeliano, porque tomando subconjuntos
A B C G talesque |A|=r, |Bl|=sy ug(r,s) =|A+ Bj, se tiene

A+H| |B+H
uc(r,s)2!A+H|+|B+H|—H|:|Hy<| + |+| T |_1>

H| H
A+ H
en la cual H = Estg(A+ B). Pero | |—I:] | es un entero, entonces
|A+ H| {|A+HW [rw
> > |—|, con |H| = h.
H| H| h



Por tanto,

pete> ([7] + 2] 1) o

En 2005, Eliahou and Kervaire (2005), utilizan la anterior desigualdad para
demostrar que en todo grupo abeliano se cumple el siguiente teorema:

Teorema 1.4. Sea G es un grupo abeliano arbitario. Si r y s son enteros
tales que 1 < r,s < |G|, entonces

e g A ([3] 2] 1)}

donde #(G) denota el conjunto de ordenes de subgrupos finitos del grupo
G.

El teorema anterior da solucién completa al problema de determinar una
férmula explicita para la funcién pg(r, s) en grupos abelianos. El problema
de los conjuntos producto pequenos en grupos no abelianos atin estd abierto,
no obstante, se conoce que la funcidén ug en algunas clases de grupos no
abelianos finitos, esto se presentard en la siguiente seccidn.

La funcion g en grupos no abelianos

Por los trabajos de Eliahou y Kervaire, el problema de los conjuntos pro-
ducto pequenos tiene solucién completa en grupos abelianos. En contraste,
para grupos no abelianos, el problema sigue abierto, y solo se conocen so-
luciones en algunas clases particulares de grupos finitos no abelianos, cuyos
resultados dependen fuertemente de la estructura del grupo. Sin embargo,
gracias a investigaciones de Eliahou and Kervaire (2006), Mutis et al. (2010)
y Mutis et al. (2012), hoy se sabe que la solucién obtenida para grupos abe-
lianos se puede extender a ciertas familias de grupos solubles no abelianos
finitos. En particular, se ha establecido que dicha solucién es vélida para
grupos diédricos, p-grupos finitos y algunos grupos hamiltonianos finitos.
Es decir, si G es un grupo de alguna de estas tres clases, entonces la funcién
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fc es igual a la funcién aritmética k¢ : [1, \GH2 — 7, definida por

R ((FESHEYS

en la cual H(G) denota el conjunto de ordenes de subgrupos finitos del
grupo G. Sin embargo, esta solucién no se puede extender a todo grupo no
abeliano finito, de hecho, por Eliahou and Kervaire (2007b), se conoce que
en el producto semidirecto G = (7 x (3, se tiene

wug(r,s) # kg(r,s), cuando (r,s) € {(6,8),(5,9),(6,9).(8,9),(9,9)}.

A continuacién se enuncian los resultados mas importantes en el estudio de
la funcién pug en grupos no abelianos finitos.

1.4.1. Notacion

Sea G un grupo finito, en lo que sigue se utilizara la siguiente notacién:

1. El conjunto de divisores positivos de |G| se denota con D(G), entonces
D(G) = {d € Z" : d divide a \Gy} .
2. El conjunto ordenes de subgrupos del grupo G se denota con H(G),
entonces
H(G) = {d € Z" : Existe H < G tal que |H| = d}.
3. El conjunto ordenes de subgrupos normales del grupo G se denota
con N(G), entonces

N(G) = {d € Z* : Existe N <G tal que |N| = d}.



4. Dados enteros positivos r,s 'y d, con r,s < |G|, se define
r s
fy(r,s) = — —|—=1]d
we=([5]+ 5] )

Note que N(G) C H(G) C D(G). Ademss, se tienen las funciones aritméti-
cas kg, Ny, Y Dy, dadas por

w(r,5) = min {fy(r, ) d € H(G)} .
Nie(r,s) =min {fq(r,s): d € N(G)}.
Dyc(r.s) =min{fy(r,s):d € D(G)} .
Por definicién, para todo par de enteros positivos r, s < |G|, se tiene
Dyo(r,s) < kg(r,s) < Nig(r,s)

Los avances en torno del estudio de la funcién pg en grupos no abelianos
finitos se han obtenido comparando pg con alguna de las tres funciones k¢,
Nie ¥ D

1.4.2. La funcién yu; en grupos solubles finitos

El teorema principal de Eliahou and Kervaire (2010) es el resultado mds
relevante obtenido en el estudio de la funcién pg en grupos no abelianos
finitos. En esta seccidn se exponen las bases tedricas sobre las que Eliahou

y Kervaire construyen la prueba de este teorema.

Definicion 1.3 (Descomposicién). Sea 7 : G — H un epimorfismo de
grupos y sea A C G, con A # (). La descomposicién de A inducida por el
epimorfismo 7 es la coleccién {Ap}, 4y, de subconjuntos de G, definida por

Ap = An7Y(h), paracada h € H.

Note que Ap, = Ap,, si y solo si, hy = hy. De aqui, si A es finito de
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cardinal |A| = r, entonces

r=1A= Y A4,

heH

y en este caso, Ap, # (), para a lo mds una cantida finita de elementos h € H.
Ademés, dados h € H, x € A y un elemento g, € 71 (h™1), se tiene

m(gnx) = m(gn) w(x) = h"th=1,

7 (xgp) = 7(x)m (gy) = hh™t =1,

esto significa que para todo g, € 7! (h_l), ghAnp Yy Angn son subconjuntos
de K, en consecuencia,

UeaAnck vy [ A CK,
heH heH

y por el ejemplo (1.1), se cumple

A= 1A = lgnAnl =D |Angsl -

heH heH heH

Lema 1.2. Sea 7 : G — H un epimorfismo de grupos con Ker(w) = Ky
sean Ay B dos subconjuntos de G, no vacios, de cardinales r y s, respectiva-
mente. Si {Ap}pcpy Y {Bh}hey Son, respectivamente, las descomposiciones
de Ay B inducidas por el epimorfismo 7, entonces

|AB| > > " méx{jik (a: Sap—1) : @ € H}, (1.4)
heH

en la cual, r, = |Ap| y sn = |Bhl, para cada h € H.

Demostracién. Sea {Cp},cyy la descomposicién de AB inducida por el epi-
morfismo 7, es decir, para cada h € H, se tiene

Cn = ABNr1(h).



No es dificil comprobar que

Ch = AaBa-1. (1.5)
aceH

Entonces,

AB| = |{J G| =D _1Ghl. (1.6)

heH heH

Por la ecuacién (1.5), para toda h € H, se tiene
|Ch| > max {|AaBy-1p] : v € H}.

Ahora, para cada par de elementos h,a € H, sean g, € m ! (a!) y
Go € 1 (hfla), por lo expuesto al pricipio de la prueba, se sigue

(8aAa) (By-1490) € K,
ademas,
[AaBo-14| = [(8aAa) (Ba-149a)| = 1k (FaSa-1p) -
En consecuencia, para toda h € H, se tiene
|Ch| > méx{pk (rasSe-1p) @ € H},

y sustituyendo en la ecuacién (1.6), se obtiene la desigualdad (1.4) , que es
el resultado deseado. O

Proposicién 1.2. Sea p un niumero primoy seaw : G — H un epimorfismo
de grupos finitos, con Kernel un p-grupo abeliano finito P. Si para todo

grupo abeliano X y todo par de enteros positivos r, s < |X x H|, se cumple

MXXH(rv S) 2 DKXXH(rv 5)1

entonces ug(r,s) > Dy (r,s).

Demostracion. Para comenzar seleccione subconjuntos A, B C G, tales que
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Ay B realizan pg(r, s), es decir, |A| = r, |B| = sy |AB| = ug(r, s). Ahora,
sean {An}pey Y {Bh}pep las descomposiciones de Ay B inducidas por el
epimorfismo 7, respectivamente, y para cada h € H, denote r, = |Ax| vy
Sh = |Bp|. Por el lema anterior (1.2), se obtiene

|AB| > " max {pip (ra, Su-14) - @ € H}. (1.7)
heH

Tomando el grupo abeliano
X = (ZP)” - {(xl,...,x,,) DX € Zp},

entonces X estd totalmente ordenado por medio del orden lexicografico,
es decir, para x = (x1,...,xn) Y ¥ = (V1,--.,¥n) en X, se tiene, x < y,
si y solo si, existe j € {1,...,n}, tal que, x; < y; y X; = y;, para toda
ie€{l,...,j—1}. Luego,

X:{0:X1<X2<"'<Xpn:(p—l ..... p—l)},

y para cada entero positivo r < p"” = |X|, el subconjunto I(r) = {x1,...,x} C
X, se denomina segmento inicial de longitud r, ademas, por definicion,

1(0) = (). Note que para todo par de enteros positivos r, s < p" se cumple
I(r)Ul(s) =1 (méx{r,s}), (1.8)

también, por el lema 3 de Eliahou and Kervaire (2010), se obtiene
I(r)+1(s)=1(kx(r,s)). (1.9)

Ademis,
|X x H = |P x H| =|G],

y por hipétesis, se cumple

DHXXH(rv s) = DHPXH(rv s) = Dﬁc(rv s).



Ahora, considere los subconjuntos U, W C X x H, definidos por

U= JI(m)x{h vy W=1[]I(sh)x{h}

heH heH

Observe que

[Ul=) 1 (m) x {n}| =) m=r=IAl

heH heH
también, |W| = s = |B|. Esto, junto con la hipdtesis, implican que

|UW| > pxxH(r,S) > Diy, y(r.s) = Dye(r,s). (1.10)

Pero

uw

( U 1 (ra) x {h}> ( U 1(sa) x {a}>
heH acH

= U ( U (1 (ra) + 1 (sa-15)) X {h}> :

heH \ acH

lo anterior, junto con las ecuaciones (1.8) y (1.9) , implican

Dye(r.s) < |UW| >

heH

U (1 (ra) + 1 (sa-15)) x {h}

aceH

= Y. max{rx (fa,Sa-1p) 1 € H},
heH

pero P es abeliano y |P| = |X|, entonces,

Dyo(r,s) < > max{rp(ra,Sy-1p) :a € H}
heH

= > max{up(ra,sy-1p) @ € H}.
heH

Sustituyendo en la ecuacién (1.7) se obtiene pg(r,s) = |AB| > Dy (r, s).
O

Definiciéon 1.4 (Grupo adecuado). Un grupo G es adecuado si para todo
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grupo abeliano X y todo par de enteros positivos r,s < | X x G|, se cumple

/’LXXG(rv S) 2 DHXXG(ry 5)

Proposicion 1.3. Sea 7 : G — H un epimorfismo de grupos finitos con
Kernel un grupo abeliano K. Si H es adecuado, entonces G es adecuado.

Demostracion. Sea X un grupo abeliano y sean P4, ..., P; los p-subgrupos
de sylow del grupo abeliano K, entonces

K=P; x--+x Py

Cada p-grupo P; es normal en G porque H< G y cada P; es invariante bajo
todo automorfismo de H. Para j =1,...,t, considere el grupo

G =X x (ijGth) , ademds, sea Gy11 = X X G.

Se probard por induccién que todos los grupos G; son adecuados. Para

j =1, se tiene

G G
Gil=Xx|=———""———)=Xx—-=2XxH,
! (Pl X oo x Pt> K
dado que H es adecuado y X es abeliano, se sigue que G; es adecuado. Para
continuar, supoga que para algiin j = 1,...,t, el grupo G; es adecuado y
considere la secuencia exacta corta

o i X
{1 — P, — XxGu — XxG — {1}’

en la cual
a(a) = (O, a+ (Pj+1 X oo X Pt)) , para todo a € P;.

Ademas, c
W:Gj+1—>ﬁ§Gj,
P;



es la proyeccién natural. Dado que {1} x P; = Ker(i x 7) es un p-grupo

abeliano y G; es adecuado, por la proposicién (1.2), se tiene ixx g, (r,s) >

DKXXG,H(r, s). Por tanto, Gjy1 es adecuado y la prueba estd completa. [
J

Proposicion 1.4. Todo grupo soluble finito es adecuado.

Demostracién. Sea G = GO D (1) > ... > G(t) O ... |a serie derivada
del grupo G, es decir, para todo j € Z* se tiene G() = {G("*l), G("*l)].
Dado que G sea soluble, existe la longitud n de la serie derivada, esto es,
n es el menor entero positivo tal que G(" = {1}. La prueba se hard por
induccidn sobre la la longitud de la serie derivada . En el caso t = 1, el grupo
G es abeliano, en consecuencia, para todo grupo abeliano X, el grupo X x G
es abeliano y por el resultado principal de Eliahou and Kervaire (2005), para
todo par de enteros positivos r,s < |X x G| se cumple

pxxG(r,s) > Dy, (1, s). (1.11)

Ahora suponga que el enunciado se satisface para todo grupo soluble cuya
serie derivada tenga longitud n, y sea G un grupo soluble con serie derivada
de longitud n + 1. Observe que G(" es abeliano y normal en el grupo G,

en consecuencia, el grupo cociente H = % es soluble y la serie derivada
tiene longitud n, por hipétesis de induccion, H es adecuado. Considere la
proyeccién natural 7 : G — H, luego Ker(w) = G(" es abeliano y por la
proposicién (1.3), se sigue que G es adecuado. O

Teorema 1.5 (Eliahou-Kervaire). Si G es un grupo soluble finito, entonces
para todo par de enteros positivos r, s < |G|, se tiene pg(r,s) > Dy (r,s).

Demostracién. Tomando el grupo X = {1} y aplicando la proposicién an-
terior, se tiene pug(r,s) = pxxG(r,s) > Diy, (1, S) = Dy (r,s). O

Por el Teorema de Feit-Thompson, demostrado por los matematicos es-
tadounidenses Walter Feit y John G. Thompson en 1963, se sabe que todo
grupo finito de orden impar es soluble, en consecuencia, para todo grupo G
de orden impar se cumple la desigualdad dada en el teorema (1.5).
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Corolario 1.3. Si G es un grupo soluble finito, entonces para todo par de
enteros positivos r,s < |G|, se tiene

Dyg < 6(r.5) < Nig (1. 5).

Demostracién. Dados dos enteros positivos r,s < |G|, por el teorema 8 de
Eliahou and Kervaire (2007a), se tiene la cota superior pg(r, s) < Ny (r, s).
O

El corolario anterior generaliza los resultados obtenidos en el estudio de
la funcién g en Mutis et al. (2010) para p-grupos finitos y Mutis et al.
(2012) en ciertos grupos hamiltonianos finitos, sin embargo, en el momento
en que estos articulos fueron sometidos a publicacién, no se conocian las
cotas para el valor de pg(r,s) dadas por Eliahou y Kervaire en grupos
solubles finitos.

Corolario 1.4. Si G es un p-grupo finito o un grupo hamiltoniano finito,
entonces para todo par de enteros positivos r,s < |G|, se tiene

pe(r.s) = kg(r,s) =min{fy:d e H(G)}.

Demostracion. Dado que G es un p-grupo finito o un grupo hamiltoniano
finito, se obtiene

entonces, para todo par de enteros positivos r, s < |G|, se tiene
Dyc(r.s) = kg(r.s) = Nig(r, s).

Pero los p-grupos finitos y los grupos hamiltonianos finitos son solubles,
esto junto con el corolario (1.3), implican

ke(r.s) < ug(r,s) < kg(r,s).

Por tanto, ug(r,s) = kg(r,s). O



1.4.3. La funcién ¢ en grupos finitos no abelianos : Desafios

La funcién pg ha sido determinada en el contexto de grupos abelianos,
pero su estudio en grupos no abelianos finitos presenta desafios que atdin no
han sido superados. La incapacidad de generalizar la solucién obtenida en
el caso abeliano ha impulsado la bldsqueda de posible soluciones y métodos
de anilisis que permitan una comprensiéon mas profunda de esta funcién en
el contexto no conmutativo. Una posible linea de investigaciéon que surge
de esta situacion es caracterizar aquellos grupos no abelianos finitos en los
que se cumple la igualdad pug = K¢, este enfoque podria arrojar luz sobre
cuales propiedades estructurales y operativas deben poseer los grupos no
abelianos para que la funcién pg tenga un comportamiento similar a como
lo hace en el caso abeliano.

Se sabe que, en general, ug # kg, cuando G es el producto semidirecto
de dos grupos ciclico, en este sentido, otra posible linea de investigacién
es caracterizar los pares de enteros r y s tales que ug(r,s) = kg(r,s)
o pg(r,s) = Nuc(r,s) cuando G es el producto semidirecto de dos gru-
pos ciclicos. En el trabajo de grado (Erazo and Benavides, 2024) se estu-
dia la funcién pg en productos semidirectos de la forma G = C, x Cy y
G = Cp x Cy, en la cual, py g son primos impares y g | p — 1, en este
trabajo se consigue caracterizar los pares de enteros positivos (r, s) para los
cuales se satisface la igualdad ug(r,s) = N, (r,s).

Mientras que el andlisis la funcién uc en la clase de grupos solubles
finitos ha dado lugar a avances significativos, los grupos no solubles, como
los grupos alternantes, representan un territorio mucho menos explorado
y repleto de desafios. El nivel de complejidad estructural de estos grupos
plantea problemas matematicos que, en muchos casos, superan las herra-
mientas y métodos actuales de andlisis, lo que hace que este estudio sea
una proyecto dificil y, tal vez, alin prematuro, en términos de resultados
alcanzables. En este sentido, el estudio de pg en grupos no solubles es un
desafio que actualmente puede estar mds alld de nuestras capacidades, no
solo por la falta de herramientas analiticas adecuadas, sino también por la
naturaleza intrinsecamente compleja de estos grupos.
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Capitulo 2

Deza grafos y algunas construcciones

Fernando Andrés Benavides - Wilson Fernando Mutis
fandresbenavides@udenar.edu.co wilsonmutisQudenar.edu.co

Resumen

Una de las areas de la matematica que se puede considerar mas atracti-
vas por su simplicidad y sus distintas aplicaciones es la teoria de grafos. Este
objeto combinatorio lo tenemos presente en los planos de las estaciones de
una red urbana, en los mapas conceptuales, en circuitos eléctricos, en las
redes sociales, entre otros. En este sentido, la teoria de grafos es de gran
importancia por sus diversas aplicaciones. En este documento, se realiza
una introduccion a esta drea mediante un tipo particular denominado Deza
grafo. El objetivo del presente capitulo es exponer nuevas pruebas a resul-
tados relacionados con estos grafos, asi como plantear algunos problemas
de investigacion.

Introduccion

Desde sus origenes en 1736, la teoria de grafos ha surgido como un me-
dio para modelar problemas de la vida real, por lo cual esta rama de la
matematica juega un papel fundamental en nuestro mundo, debido a sus



multiples aplicaciones. Un grafo es un objeto combinatorio, el cual basica-
mente es un conjunto de puntos o vértices y enlaces o aristas que definen
las relaciones entre los puntos. Existen distintas maneras de representar un
grafo, la mas simple es mediante una grafica formada por puntos en el plano
que representan los vértices, y segmentos de recta (o de curva) que repre-
sentan las aristas que unen los puntos en el plano. Sin embargo, una de las
mds usadas, que permite realizar un estudio mas a fondo de las distintas
propiedades del grafo, es através de su matriz denominada de adyacencia.
Las componentes de esta matriz describen las relaciones que existen entre
los vértices del grafo.

Existen distintos tipos de grafos, como por ejemplo, simples, dirigidos,
con miltiples aristas, con bucles, entre otros. También en esta teoria se
incluyen distintas clases de grafos, cada uno de las cuales tiene sus aplica-
ciones dependiendo de sus caracteristicas. Entre las clases mas conocidos
estan los grafos completos, bipartitos, regulares, fuertemente regulares, De-
za grafos, y en cada uno de ellos encontramos sus versiones tanto simples
como dirigidas.

Algunas de las dreas en las que se la aplica la teoria de grafos son: quimi-
ca, computacidén cudntica, teoria de cédigos entre otros. El lector interesado
puede consultar los textos de Trinajstic (1992) y Bernasconi et al. (2008).
Segln el tipo de grafo, este tiene una aplicacién; por ejemplo, en el ca-
so particular de los grafos fuertemente regulares, de acuerdo con el trabajo
de Wang et al. (2023), estos se utilizan en la construccién de codebooks. En
el trabajo de Crnkovi¢ and Svob (2024) los Deza digrafos se utilizan con el
fin de construir cédigos auto-ortogonales. Por lo cual, tener construcciones
de algunos casos particulares de grafos es de importancia en las distintas
aplicaciones.

Muchas de las construcciones que se conocen de grafos surgen a partir de
estructuras algebraicas como son los grupos, anillos o campos. Por ejemplo,
en los trabajos de Wang and quan Feng (2006), Wang and Li (2008), Wang
et al. (2011) se encuentran construcciones de Deza digrafos a partir de Cay-
ley digrafos, productos de grafos lexicografico, espacios lineales singulares,
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y estructuras de incidencia asociadas a espacios vectoriales. Uno de los con-
juntos importantes en la construccién de Deza grafos (o digrafos) son los
conjuntos diferencia o casi-diferencia. Estos conjuntos tienen aplicaciones en
ciencias de la computacién, procesamiento de sefiales, computacién cuanti-
ca, lo cual se puede evidenciar en los trabajos de Colbourn and van Oorschot
(1989), Xie et al. (2013) y Roetteler (2016). La existencia de dichos con-
juntos ha sido estudiada por varios investigadores, por ejemplo Daza et al.
(2022) estudian la no existencia de un tipo particular de conjunto diferencia
para muchos valores de sus pardmetros.

Histéricamente, los Deza grafos definidos en su versién simple por Erick-
son et al. (1999a), son una generalizacién de los grafos fuertemente regulares
introducidos por Bose (1963). Actualmente, se conocen distintas versiones
dirigidas de Deza grafos; sin embargo, en este documento se considera la
versién de Wang and quan Feng (2006).

En este capitulo, en su segunda seccién, se hace una presentacién de
los conceptos basicos de los Deza grafos, tanto en su versién simple como
dirigida. En la siguiente seccidn, se presentan propiedades de los pardmetros
que definen a los Deza grafos (o digrafos) utilizando la matriz de adyacencia
correspondiente, en particular, se presentan nuevas pruebas a las Proposi-
ciones 1.1 y 1.2 de los articulos de Erickson et al. (1999b) y Wang and quan
Feng (2006), respectivamente. En la seccién 4, se presentan algunas cons-
trucciones basicas, a fin de que el lector comprenda muchos de los conceptos
presentados. Estas construcciones estan basadas a partir de conjuntos con
ciertas caracteristicas, como son los conjuntos de Sidon o conjuntos dife-
rencias o casi-diferencia; también se presenta una construccién a partir de
ecuaciones sobre campos finitos. En la dltima seccién se presentan proble-
mas de investigacidén que relacionan los Deza grafos con distintas dreas de
la matemdtica, como son las ecuaciones diofanticas y el nimero de Turdn.

Preliminares

Un grafo basicamente es una pareja de conjuntos disjuntos, en la cual
a los elementos del primer conjunto se les denominan los vértices y a los



demas las aristas. Estos ultimos definen las relaciones que existen entre cada
par de vértices del grafo. En la literatura se encuentran distintos tipos de
grafos: simples, dirigidos, con mudiltiples aristas o con bucles entre otros. Sin
embargo, en este documento se abordan dos tipos: los grafos simples y los
grafos dirigidos. En cada uno de ellos se permiten bucles o loops, los cuales
son aristas formadas por dos vértices iguales.

2.2.1. Grafos simples

Definicion 2.1 (Grafo simple). Un grafo simple G es una pareja de conjun-
tos finitos (V(G), E(G)) en la cual los elementos de E(G) son subconjuntos
de dos elementos (no necesariamente distintos) de V(G). A los elementos
de V = V(G) se les denominan los vértices del grafo, y a los elementos de
E = E(G) sus aristas.

En el caso de que dos vértices u y v de un grafo G formen una arista e
se dice que estos son adyacentes y se denota por u ~¢ v (o simplemente
u ~ v), ademds, se dice que tanto u como v son incidentes a la arista e.

Note que la relacidon de “adyacencia” en este tipo de grafos es simétrica,

Y Y

u v u v

(a) Ciclo de longitud 5 (b) Grafo completo Ks

Figura 2.1: Grafos Cs y Ks
sin embargo, no es necesariamente transitiva. Por ejemplo, al considerar el
grafo de la Figura 2.1a se observa que u ~ vy v ~ x, pero u % x. Un
caso en el cual la relacién de adyacencia es transitiva es en el grafo en el
que todo par de vértices son adyacentes, este tipo de grafo se denomina
completo y se denota por K, como el que se muestra en la Figura 2.1b.
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La relacién de adyacencia permite definir dos conceptos basicos en la

teoria de grafos.

Definiciéon 2.2 (Camino y trayectoria). En un grafo simple G = (V, E)
un k-camino entre dos vértices u y v es una secuencia de vértices ¢ =
(vo,v1,...,vk) tales que u = vy, v = vk y vi_1 ~ v; para todo 1 </ < k.
En caso que todos los vértices del camino sean distintos se dice que ¢ es
una k-trayectoria entre los vértices u'y v.

Observe que los grafos de la Figura 2.1 satisfacen que para cualquier par
de vértices existe al menos una trayectoria que los une. A los grafos que
satisfacen con esta propiedad se les denomina conexos.

Por otro lado, se define la vecindad de un vértice v y se denota por
Ng(v) o simplemente N(v), como el conjunto de vértices adyacentes con
este, es decir

Ng(v)={ueV ru~v}

Por ejemplo, en el grafo de la Figura 2.1a se tiene que N(x) = {y, v},
N(y) = {x,z}, N(z) = {y,u}, N(u) = {z,v}, y N(v) = {x,u}. Para
cada par de vértices u, v del grafo G el conjunto denotado por Ng(u, v) (o
simplemente N(u, v)) esta formado por todos los vértices adyacentes tanto

a u como a v, es decir
N(u,v) = N(u) N N(v).

La definiciéon de vecindad permite introducir el concepto de grado de un
vértice, el cual es igual al nimero de vértices adyacentes al vértice. Es
decir, si u € V(G) entonces el grado se denota por deg¢(u) o simplemente
deg(u) y es igual a:

deg(u) = [Ng(u)|.

Observe que cada uno de los vértices de los grafos de la Figura 2.1 tienen
grado constante, en el caso del primer grafo los vértices tienen grado 2
mientras que en el segundo caso los vértices tienen grado 4. Un grafo simple



G se denomina k-regular si para todo vértice u del grafo se cumple que

deg(u) = k.

El complemento de un grafo G = (V, E) es el grafo G en el cual V(G) =
V' y dos vértices u, v son adyacentes, si no son adyacentes en G, es decir

u~gvsiysolosiufgv.

u v u v

(a) Ciclo Cs (b) Grafo complemento de Cs
Figura 2.2: Grafos Cs y Cs

Por ejemplo, en la Figura 2.2 se muestran tanto el ciclo Cs como su
complemento. Note que el complemento de Ks es el grafo sobre 5 vértices
si aristas.

En las Figuras 2.1 y 2.2 se muestran representaciones graficas de algunos
tipos de grafos. Sin embargo, otra forma de representar este objeto combi-
natorio es mediate su matriz de adyacencia, es decir, si G es un grafo con
n vértices, entonces su matriz de adyacencia A = A(G) es la matriz binaria
de tamano n x n en la cual

1, si uy v son adyacentes
Auv =
0, en otro caso.

Por ejemplo en la Figura 2.3 se presentan las matrices de adyacencia de los
grafos de la Figura 2.1.
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T Y z u v T Y z u v

/(0 1 001 z /(0 1 1 11

¥yl 1 0 1 0 0 yl1 01 11
ACs)= 2|0 1 0 1 0 AKs)= 2110 1 1
ul 0 01 0 1 vl 1 1 1 0 1

v\1 0 0 10 v\1 1 110

(a) Matriz de adyacencia de Cs (b) Matriz de adyacencia de Ks

Figura 2.3: Matrices de adyacencia

El siguiente resultado evidencia la relacién que existe entre los caminos
de un grafo y las potencias de su matriz de adyacencia asociada.

Teorema 2.1. Sea G = (V,E) un grafo en el que V = {vi,vo,...,vp} y
k € Z*. Entonces la componente (i, )-ésima de la matriz A¥ es igual al
nimero de caminos de longitud k que existen en G del vértice v; al v;.

Demostracion. La prueba se desarrollard por induccién sobre k. Para k =1
es claro a partir de las definiciones de camino y de matriz de adyacencia.
Suponga que la afirmacién se cumple para todo camino de longitud k— 1y
sea B = (b;j) = A*~1. Entonces la componente (i, /) de la matriz A esta
dada por el producto punto entre la i-ésima fila de B y la j-ésima columna
de A. Observe que la multiplicacién bjja;; con 1 </ < n cuenta el nimero
de caminos desde el vértice v; hasta el vértice v; pasando por v;, donde los
caminos que comienzan en v; y terminan en v; son de longitud k — 1y los
que comienzan en v; y terminan en v; son de longitud 1. Por lo tanto,

n
bjra1j + biazj + -+ + binanj = Y _ bjjay;
I=1
cuenta el nimero de caminos de longitud k del vértice v; al vértice v;. [

Otra de las propiedades importantes de la matriz de adyacencia asociada



a un grafo simple es su simétria de la cual se obtiene que
0] < A

en la que A es el grado maximo de G y 6 es cualquier valor propio de A.
En particular, si el grafo es k-regular, se tiene que

0] < k.

De hecho, el valor de k es un valor propio de la matriz con el vector com-
puesto de 1's como vector propio.

El estudio de los valores propios de la matriz de adyacencia permite de-
ducir si el grafo es conexo o el nimero de componentes conexas; en caso
contrario, estas dos propiedades del grafo estan relacionadas con la multipli-
cidad algebraica o geométrica del valor propio maximo. El lector interesado
en la Teoria Espectral de Grafos puede consultar el texto de Cvetkovic et al.
(2009).

Definicién 2.3. Sean b, c € Z4 = Z* U {0}. Un grafo k-regular simple G
se denomina un Deza grafo con pardmetros (n, k, b, ¢) si V(G) = n, y para
todo par de vértices u, v, se tiene que

IN(u, v)| = |N(u) N N(v)| = boc, s?u#v
k, Sl u=yv.

Sea G es un Deza grafo de parametros (n, k, b, c) en el que b # c.
Entonces los Deza hijos de G son los grafos Gy, y G, definidos por

V(G) = V(Gp) = V(G.),

los vértices u, v son adyacentes en Gp, si |[Ng(u, v)| = by son adyacentes
en G¢ si |[Ng(u,v)| = c. Observe que si A es la matriz de adyacencia del
grafo G, entonces la componente uv de la matriz A? es igual al niimero de
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caminos de longitud 2 que existen entre los vértices u y v. Es decir,

Ng(u,v), siu#v

As, =
v deg(u), siu=v.

En consecuencia, si By C son las matrices de adyacencia de los grafos G
y G, respectivamente, entonces

A? =kl + bB + cC. (2.1)

Note que las matrices B y C satisfacen que B+ C = J — | donde / es la
matriz identidad y J es la matriz compuesta de 1's.

Proposicion 2.1. Si G es un Deza grafo con pardmetros (n, k, b, ¢), en-

tonces su complemento G es un Deza grafo con parametros (n,n — k, n —
2k + b,n—2k +¢).

Demostracion. Para cada vértice u se tiene que
Ng(u) = V\Ng(u)

con lo cual se garantiza que el grafo complemento G tiene regularidad n— k.
Por otro lado, para los vértices u, v se tiene

Ng(u, v) = Ng(u)NNg(v) = (VAN (u))N(V\NG(v)) = V\(Ng(u)UNg(v)).
Por tanto,

[Ng(u, v)| = n— |(Ng(u) U Ng(v))|
= n— (|Ng(u)| + [Ng(v)| = [Ng(u) N Ng(v)])
= n— 2k + |Ng(u) N Ng(v)],

de donde se sigue la afirmacién. O



2.2.2. Digrafos

Definiciéon 2.4 (Digrafo). Un digrafo (o grafo dirigido) I es una pareja
de conjuntos finitos (V/(I), R(I")) en la que R(I") es un subconjunto de
V2 =V x V. Los elementos de V = V/(I') se denominan los vértices y los
de R = R(I) las aristas del digrafo.

En el caso que los vértices u y v formen una arista e = (u, v), se dice
que u domina a v o que v es dominado por u, y se denota por u — v. De
manera similar como sucede con los grafos simples, en digrafos se tienen
caminos y trayectorias. Es decir, un k-camino de u a v es una secuencia de
vértices ¢ = (o, vi,...,vk) en el que u = vy, v = vk y vi_1 — V; para
todo 1 < i < k. Las trayectorias se definen de manera similar al caso de los
grafos simples.

Puesto que cada arista de un digrafo es un elemento del producto carte-
siano V x V, se tiene que en su representacién grafica cada una de ellas tiene
una direccién, como se muestra en el grafo dirigido de la Figura 2.4a. Note
que en la grafica de la Figura 2.4b se muestran dos caminos de longitud 2
del vértice x al vértice z.

X

z

(a) Grafo dirigido (b) Caminos de longitud 2

Figura 2.4: Grafos dirigidos y caminos

Cada digrafo también tiene una matriz de adyacencia asociada, la cual
se define ligeramente distinta al caso simple. Esto es, si [ es un digrafo
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sobre n vértices, entonces su matriz de adyacencia A = A(I") es la matriz
binaria de tamafio n x n en la cual

1, siu—v
Auv -
0, en otro caso.

Observe que en este caso no necesariemente A es una matriz simétrica. Sin
embargo, el Teorema 2.1 es aplicable, es decir, el valor de la (u, v)-ésima
componente de la matriz A% es igual al niimero de caminos (dirigidos) de
longitud k que existen de u a v. Por ejemplo, en la Figura 2.5a se muestra
la matriz de adyacencia del grafo dirigido I de la Figura 2.4a. Note que la
matriz de la Figura 2.5b contiene el nimero de caminos de longitud 2 del
grafo I, en particular, note que la (x, z)-coordenada de esta matriz indica
que existen 2 caminos de longitud 2 de x a z, tal como se muestra en la
Figura 2.4b.

T Y zw T Y z w
/0 1 01 z /0 1 2 0
y10 0 10 Yyl 1000
AT) = 2T =
() z{1 0 00 AXT) z1 01 01
w\0 1 10 w\1l 010
(a) Matriz de adyacencia de I (b) Nimero de caminos de longitud
2

Figura 2.5: Matriz de adyacencia y su potencia

Por otro lado, para cada vértice u se define le vecindad externa como el
conjunto formado por aquellos vértices del digrafo que son dominados por
u, y se denota por N/ (u) o simplemente NT(u), es decir

Nt(u)={xeV : u—x}

Igualmente, el conjunto de vértices que dominan al vértice u se denomina
la vecindad interna de u, y se denota por N (u) o simplemente por N~ (u),
esto es

N (u)={xeV : x— u}.



El concepto de grado en un digrafo es similar al de grado en grafos simples.
Sin embargo, se tienen dos tipos de grados, el interno y el externo, los cuales
se denotan por deg™ y deg™, y estan definidos por

deg™(u) = [N~ (u)] y deg®(u)=|N*(u)|.

Un digrafo I se denomina k-regular si para todo vértice u del digrafo se
satisface que
k = deg™ (u) = deg™ (u).

Note que la suma de las componentes de una fila (o columna) de la matriz
de adyacencia de un digrafo k-regular es igual a k. Esto implica que dicha
matriz tiene a k como un valor propio, de hecho, para todo valor propio 6
de A se cumple que su médulo es menor o igual a k.

Definiciéon 2.5. Sean b,c € Zg. Un digrafo k-regular I se denomina un
Deza digrafo con pardmetros (n, k, b,c) si V(I') = n, y para todo par de

vértices u, v se tiene que

boc, siu#v
INE(u, V)| = [N (u) O NE(v)] = _
k, Siu=v.

Note que si I es un digrafo, entonces [N} (u, v)| es igual al nimero de
vértices que son dominados por u 'y v, como se muestra en la Figura 2.6a.
Mientras que |N/ (u, v)| es igual al nimero de vértices que dominan a u'y
v, ver Figura 2.6b.

u v xT

T u v

(a) Vértice dominado por u y v (b) Vértice que domina a u y v

Figura 2.6: Vecinda interna y externa
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Es importante observar que si A es la matriz de adyacencia de I, entonces
la componente (u, v)-ésima de AAT y de ATA con AT la matriz transpues-

ta, son iguales a |N}(u, v)| y |Nf (u,v)|, respectivamente. Ademds, si se

conoce que [ es k-regular se obtiene que

(AAT)UV = Z AuxAvx = Z AxuAxv = (ATA)uv-
xeV xeV

Esto implica que la matriz asociada a un digrafo k-regular es normal, es
decir AAT = ATA.

Igual que sucede en el caso no dirigido, cada Deza digrafo con parametros
(n, k, b, c) tiene asociado dos grafos simples denominados los Deza hijos I
y Ic definidos por

V(Fy) = V(Ie) = V(T),

y dos vértices distintos u 'y v forman una arista en [, si [N*(u, v)| = b. De
manera similar se define la relacién de adyacencia en el grafo simple .. Note
que los Deza hijos son grafos regulares y simples, y en este sentido un Deza
digrafo también cuenta con una expresion similar a la de la igualdad 2.1, la

cual se presenta en el Teorema 2.4.

Parametros de Deza grafos

En esta seccion se estudian algunos pardmetros asociados a un Deza
grafo. En particular, se presentan nuevas pruebas, en las cuales se utiliza la
matriz de adyacencia, de la Proposicién 1.1 del articulo de Erickson et al.
(1999b) y de la Proposicién 1.2 del articulo de Wang and quan Feng (2006).
Por otro lado, se presenta una cota superior del segundo valor propio de un

Deza grafo.

Teorema 2.2. Sea G un Deza grafo con pardmetros (n, k, b, ¢). Para cada
vértice u se definen los conjuntos

Vp={xeV : |[N(ux)=blyVe={xeV : |N(ux)| = c}



y los valores o = | V| y B = |V,|. Entonces ac y 3 son constantes para todo

vértice u y ademds

c(n—1) — k(k—1) .
Y " 1)—b , sib#*c
5 , sib=c
y
b(n—l)—k(k—l), Sib4c
8= —cC
k(k_l), si b=rc.
c

Demostracion. Suponga que b # ¢, y considere los Deza hijos G, y G, del
grafo G. Si A es la matriz de adyacencia del grafo G, entonces

A% — k| + bB + cC,

donde By C son las matrices de adyacencia de los grafos G, y G, respec-
tivamente. Sea 1 el vector cuyas componentes son iguales a 1, el cual es un

vector propio de A asociado al valor propio k. Entonces,
A1 = k%1,
de lo cual se obtiene

SR =Y R =Y R k= (22)
veVv vev vev
vZ£u vZ£u

Note que los conjuntos V} y V. cumplen
V=V,UV.U{u}
y asi se obtiene la ecuacién

a+B=n—1. (2.3)
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Por otro lado, de la igualdad 2.2 se sigue que

DALY AL =K —k
vev, veVe
v#£u v£u

de la cual se obtiene la ecuacién
ba + cf = k* — k. (2.4)

El sistema conformado por las Ecuaciones 2.3 y 2.4 tiene solucién Unica si
b # ¢, con lo cual se llega a que

o Sn=)—kk=1) o b(n—1)—k(k—1)

c—b b—c

En el caso que b = ¢, entonces
n—1=a=|Vs = [V\{u}| = 5,
y de la Igualdad 2.2 se sigue
b|Vy| = k? — k,

lo cual completa la prueba. ]

Sea G un Deza grafo de pardmetros (n, k, b, ¢) con b # c. Entonces el
Teorema 2.2 implica que los Deza hijos de G son regulares, las regularidades
de los grafos G, y G, son « y 3, respectivamente.

Teorema 2.3. Sea G un Deza grafo de parametros (n, k, b, ¢) con b < c.
Si 0 es un valor propio de G distinto a k, entonces

1. 2 < c(n—2)— k(k—2).
2. 02 < k? — bn.

Demostracion. Sean A, B 'y C las matrices de adyacencia de los grafos G,



Gp y G, respectivamente. Entonces se cumple que
A? =kl +bB+cC=kl+bB+c(J—1—-B)=(k—c)l+cJ+(b—c)B.

Sea x un vector propio asociado al valor propio 8 con 8 # k. Entonces, por

un lado, se conoce que x es ortogonal al vector 1, y por otro
0°x = A’x = (k — ¢)Ix + cJx + (b —¢)Bx = (k — ¢)x + (b — ¢)Bx,

con lo cual se obtiene que

0% — k
Bx = vokte Cx.
b—c
Por tanto, un valor propio de B es

02 —k+c
b—c

Puesto que Gp, es un grafo regular se obtiene que

_c_ 02 _
k—c—10 <c(n 1) — k(k — ):a
c—b - c—b
0> +c—k<c(n—1)—k(k—1)
0% < c(n—2) — k(k —2).
De manera similar se prueba que
0> < k* — bn,
con lo cual se concluye la prueba. O

Teorema 2.4. Sea I" un Deza digrafo con parametros (n, k, b, ¢). Para cada

vértice u se definen los conjuntos
Vp={x€eV : [INT(ux)|=b}yVc={xeV : [N (ux)|=c}

y los valores & = |V}| y B = |V,|. Entonces . y (3 son constantes para todo
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vértice u, y ademds

, sib#*c
_ —b
=9 k(k—1) .
b sib=c¢
y
b(n—l)—k(k—l)' Sib4c
8= —c
k(k_l), sib=c.
c

Demostracion. Sean I, y ¢ los Deza hijos del digrafo I". Si A es la matriz
de adyacencia de " y B, C las matrices de adyacencia de los Deza hijos,

entonces
AAT = kI + bB + cC (2.5)

donde B+ C = J — I. En efecto, para los vértices u y v, se tiene que

(AAT)uy = > AuwAuw.
weV

Recuerde que si u'y v son distintos, (AAT),, cuenta el nimero de tripletas
(u, w, v) para las cuales (u, w), (v, w) € R(I'). Es decir,

(AAT)UV = |N+(U, V)| = bBUV + CCuv-

Sin embargo, si u = v entonces

(AAT )= A%, = Y 1=k=kly.

weV (u,w)ER
wev

Por tanto, de la Igualdad 2.5 se obtiene que
(AAT).1=4k%1
yasiparaue V

(AAT 1), =) (AAT),, =K
veVv
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de lo cual se obtiene

> (AAT )y + > (AAT)uy = ab+ Bc = k> — k (2.6)
veV, veVe
u#v u#v

En caso de que b # ¢, note que los conjuntos V,, y V. cumplen
V=V,UV.U{u}
y asi se obtiene la ecuacién
a+B=n-1 (2.7)

El sistema conformado por las Ecuaciones 2.6 y 2.7 tiene solucién tnica, ya
que b # ¢, con lo cual se obtiene

o Cln=D)—k(k=1) o b= 1) k(k 1)

c—>b b—c

En el caso de que b = c, entonces
n—1l=a=|W|=|V\{u}]=5,

y asi
b|Vp| = k* — k

lo cual completa la prueba. O

Algunas construcciones de Deza grafos

En esta seccidn se presentan cuatro construccién de Deza grafos, las dos
primeras se originan a partir de conjuntos de Sidon definidos en grupos abe-
lianos. En la segunda se tienen en cuenta ecuaciones sobre campos finitos,
y la dltima se fundamenta en los conjuntos diferencia o casi-diferencia.
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2.4.1. Construccién 1

En esta construccién se considera un grupo abeliano X y un subconjunto
no vacio S del grupo. El grafo asociado a S se denotard por Gs y tiene como
conjunto de vértices a los elementos del grupo; es decir V(Gs) = X, y dos
vértices u, v € X son adyacentes si u+ v € S. En este sentido, para cada

vértice u € X, se tiene que
N(u)={s—u : se S},
y asi deg(u) = k. Por tanto, el grafo Gs es k-regular donde k = |S].

Con el fin de construir Deza grafos se considera aquellos conjuntos de-
nominados de Sidon, en los cuales se cumple que para todo a, b,c,d € S

a+b=>b+csiysolosi{a b} ={c d}.

En otras palabras, si todas las sumas de dos elementos de S son distintas.
A este tipo de conjuntos también se les conoce como conjuntos By. Una
de las particularidades de los conjuntos B> es que los grafos asociados son
libres de ciclos de longitud 4. Esto implica que para cada par de vértices a
lo mas existe un camino de longitud 2, y en consecuencia Gs es un Deza
grafo con parametros (n, k, 0, 1) donde n = | X|.

Entre las construcciones mas conocidas de conjuntos de Sidon estén la de
Bose Chowla y la de Singer, el lector interesado puede consultar los trabajos
de Caicedo (2016) y Daza (2022). Sean g una potencia prima, h > 2 un
entero, Iy el campo finito con g elementos, o un elemento algebraico de

grado hy sea 6 un elemento primitivo de F .
Teorema 2.5. El conjunto

B =logg(ax +Fq) = {logyg(a+a) : acFy}.
es un conjunto de Sidon en el grupo Zg»_; con q elementos.

A la construccién del conjunto de Sidon del teorema anterior se le conoce



como la construccion de Bose-Chowla.

Teorema 2.6. Sea B un conjunto de Sidon tipo Bose-Chowla en el grupo
Zqs—1, y considere el conjunto S = B (méd g + g+ 1). Entonces S U {0}
es un conjunto de Sidon en el grupo Zg 441 con g + 1 elementos.

Por ejemplo, para ¢ = 5y h = 3 se tiene B = {1,11, 19, 26, 28}
es un conjunto de Sidon tipo Bose-Chowla en Zg_;. Por tanto, § =
{0,1,11,19, 26,28} es un conjunto de Sidon tipo Singer en el grupo Zs;.
En la Figura 2.7 se muestra el grafo Gs asociado al conjunto S en el cual
se han coloreado las aristas de acuerdo con los elementos de S. Note que
cada conjunto de aristas de un solo color forman un conjunto independiente
de aristas, lo cual sucede en general para este tipo de grafos. Por otro lado,
Gs es un Deza grafo con pardmetros (31,6,0,1).
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Figura 2.7: Grafo asociado conjunto Singer

Considere el grafo Gs asociado a un conjunto de Sidon tipo Singer S.
Entonces si se suprimen los bucles del grafo, se obtiene que el niimero de
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aristas que no son blucles es igual a

2 deg(u) = 5 | 3 deg(u) + 3 deg(u) | = 5((1SI-1)IPLHISI(N-IP]),
ueV ueV ueVv
ueP ugP

donde P es el conjunto se vértices sobre los cuales existe un bucle; en otras
palabras, u € P si u+u € S. Se puede probar que |P| = g+ 1y, por tanto,
este nlimero de aristas es igual a

%(q(q+1)+(q+1)(q2+q+l—q— 1)) = %q(q+1)2-

2.4.2. Construccién 2

Sean h > 2 un entero y [F; un campo finito de caracteristica p > h.
Entonces Ruiz and Trujillo (2016) construyen un conjunto By, definido por

Sp={(x.x..., xM) 1 x e Tyl

Un conjunto By es aquel en el que todas las sumas de h elementos del
conjunto son distintas. Considere el grafo G, definido por V(Gp) = FZ,
y dos vértices a = (a1, a2, ..., ap), b = (b1, by, ..., bp) € V(Gp) son
adyacentes si

a+b:(alya2,...,ah)+(blyb2v“'vbh)esh'

Sea (x1,x2, ..., xp) € N(a) N N(b). Entonces existen ¢,d € F, tales
que para todo 1 </ < h se cumple

x,-+a,~:c’

X; + b; = di.
Esto implica que ¢/ — a; = d' — b; para todo i, con lo cual se obtiene que

(c—d,cz—dz,...,ch—dh):(al—bl,ag—bg,...,ah—bh).



Por tanto, cuando todas las diferencias de dos elementos diferentes del

conjunto Sy, son distintas se obtiene que
[N(a,b)| <1,
y, en consecuencia, Gp, es un Deza grafo de pardmetros (g, q,0,1).
Por ejemplo, para ¢ =5y h = 3 el conjunto

S3 = {(X,x2,x3) : x € Fs}
=4{(0,0,0),(1,1,1),(2,4,3),(3,4,2),(4,1,4)}

es un conjunto B3z, y Gz es un Deza grafo con pardmetros (125,5,0,1).
Dado que un conjunto Bj es también un conjunto By se tiene que este tipo
de grafos son también libres de ciclos de longitud 4.

2.4.3. Construccién 3

Sea IFy un campo finito con g = p" una potencia prima, y considere una
matriz simétrica M de tamafio d x d sobre g, tal que det M # 0. Para A

un elemento no cero del campo se considera la funcién
f(x,y) =x "My — X

enlacual x,y € Fg. Sea G) el grafo en el que V(Gy) = IF‘;\{(O, 0,...,0)7}
y dos vértices a, b son adyacentes si

f,\(a, b) =0.

Note que si y € V(G,), entonces la ecuacién Mx =y tiene solucién dnica,
puesto que det M # 0. Esto implica que la igualdad

a y=J.\
tiene g91 soluci P | 16
q soluciones. Por tanto, la ecuacidn

f)\(a, X) =0.
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1

tiene g9 1 soluciones y asi el grafo Gy es g9 -regular. Ahora, para a,b €

V(G,) distintos se considera el sistema de ecuaciones
fi(a,x) =0

fub,x) =0

con x € V(G)). Este sistema es equivalente a
(2.8)

donde Mx = y. Note que en el Sistema 2.8 no puede suceder que a = kb
con k # 0,1, ya que en caso contrario se obtiene que
kb-yT =\
b-y" =\
y asi A = k)X de la que se deduce que kK = 1. Por tanto, al considerar
a # kb se tiene que el Sistema 2.8 posee d — 2 variables libres y 2 variables
basicas, lo cual conlleva a afirmar que su ndmero de soluciones es g9~2. En

consecuencia,

IN(a, b)| = g7 2.

Por tanto, el grafo Gy es un Deza grafo con parametros (g9—1, g9, 0, g9~2).

Por ejemplo, si se considera g =5, A=1y

M:(i )

entonces |V(Gy)| = 24 y los vértices a = (a1, a2),b = (b1, b2) € V(Gy)
son adyacentes si

11
aT (1 2) b=aibi +axby +aiby +2axby, = 1.

En la grafica 2.8 se muestra la representacién geométrica de Gi. Note que



57

este es un Deza grafo con pardmetros (24,5,0,1).

O '®)
>

@)

Figura 2.8: Grafo asociado a forma bilineal

2.4.4. Construccion 4

Definicion 2.6. Sea X un grupo multiplicativo de orden n. Un conjunto
diferencia D con pardmetros (n, k,\) es un subconjunto de k elementos
del grupo X, tal que cada elemento x # 1 del grupo tiene exactamente A
representaciones x = d1d2_1 con di,dr € D.

Dados X un grupo finito de orden n y D un conjunto diferencia de
pardmetros (n, k, A) se le asocia el digrafo (D, X), el cual tiene por con-
junto de vértices a V(') = X y (u,v) € R(I") si uv=! € D. Esto implica
que existe d € D, para el cual v = d~1u. Por tanto, para u € V(I) se
cumple que

Nt(u)={d'u : de€ D} y N (u)={du : de D}.
En consecuencia, se tiene que el digrafo (D, X) es k-regular puesto que

k= |N"(u)| = deg™(u) = deg™(u) = [N (u)].
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Ademids, observe que para todo u,v € V(I') dintintos se tiene que el
elemento uv! tiene \ representaciones de la forma uv~! = d1d2_1 con
di,d» € D. Esto implica que dl_lu = d2_1v, y asi

A, siuFv

k, siu=v.

INT(u,v)| =

Por tanto, (D, X) es un Deza digrafo con pardmetros (n, k, \, A). Por
ejemplo, el subconjunto D = {1,2,4} del grupo abeliano Z7 es un conjunto
diferencia con pardmetros (7,3,1). En la Figura 2.9 se muestra el grafo
asociado (D, Z7), el cual es un Deza digrafo con pardmetros (7,3,1,1).

Figura 2.9: Digrafo asociado a conjunto diferencia

Existe un objeto combinatorio que generaliza a los conjuntos diferencia,
dado en la siguiente definicién.

Definicion 2.7. Sea X un grupo multiplicativo de orden n. Un conjunto
casi-diferencia D con parametros (n, k, A, t) es un subconjunto de k ele-
mentos del grupo X, tal que el multiconjunto

D= {didy! : dy,dr € D}

contiene t elementos del grupo distintos de la identidad de multiplicidad



A cada uno, y los restantes (distintos de la identidad) tienen cada uno
multiplicidad X\ + 1.

Para un conjunto casi-diferencia D de parametros (n, k, A, t) se aplica
la construccién utilizada en el caso de un conjunto diferencia, se obtiene el
digrafo (D, X), el cual es un digrafo de parametros (n, k, A, A\+1). Observe
que el Teorema 2.4 implica que

t=(+1)(n—1)— k(k —1).

Por ejemplo, el subconjunto D = {0,1, 3,4} del grupo Zg es un conjunto
casi-diferencia de pardmetros (9,4, 1,2). Su grafo asociado se muestra en
la Figura 2.10, el cual es un Deza digrafo de pardmetros (9, 4,1, 2).

Figura 2.10: Digrafo asociado a conjunto casi-diferencia

Note que en los casos particulares t = 0 o t = n — 1 se obtiene que
un conjunto casi-diferencia es un conjunto diferencia. Si se considera un
conjunto casi-diferencia D en el grupo X de pardmetros (n, k, A, t) entonces
con la misma construccién anterior del grafo (D, X) se obtiene un Deza
digrafo de pardmetros (n, k, A\, A + 1).
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Por otro lado, observe que de acuerdo con la Proposicién 2.1, si D es un
conjunto casi diferencia definido en un grupo abeliano X con pardmetros
(n, k, \), entonces su complemento D = X\ D es nuevamente casi-diferencia
de parametros (n,n — k, n — 2k + A, t).

Problemas de investigacion

Seglin los Teoremas 2.2 y 2.4, la existancia de Deza grafos (o digrafos)

con parametros (n, k, b, b) depende de la relacién
k(k —1) = b(n—1).
Esta igualdad implica que
k> —k—b(n—1)=0

y asi

o L+ V/I+ab(n—T)

2
De la que se obtiene la ecuacién

x> +4b—1=4nb

con x = 2k —1. En particular, si se consideran = p™y b= g™ con m € Z*
se obtiene la ecuacién diofantica

x* 4 4¢™ —1 = 4(pq)™. (2.9)

En consecuencia, la solubilidad de la Ecuacién diofantica 2.9 es una condi-
cién necesaria en la existencia de Deza grafos o digrafos.

Luca et al. (2009) estudiaron las soluciones enteras de la ecuacién x? +
C = 4y" bajo las condiciones que C =3 (méd 4), 1 < C <100y x, y son
primos relativos. Sin embargo, de acuerdo con el autor, hasta el momento
se desconoce informacién acerca de la solubilidad de la ecuacién diofantica

en general.



Tal como sucede con la existencia de Deza grafos (o digrafos), este es
un problema de investigacion en el caso de los conjuntos diferencia o casi-
diferencia. En distintas investigaciones se estudian valores de los pardmetros
n, k 'y X para los cuales no existe un conjunto diferencia. Por ejemplo, Arasu
(1986) garantiza la no existencia de conjuntos diferencia en grupos abelia-
nos con parametros (81,16, 3); por otro lado, Hufford (2015) prueba la
no existencia de conjuntos diferencia en grupos abelianos con parametros
(261,105, 42) y (231,70, 21). Benavides and Trujillo (2025) prueban la no
existencia de grafos fuertemente regulares y Deza digrafos con parametros
(p™, k,2™,2™) con m = 3,4 y p cualquier primo impar, como una conse-
cuencia de su resultado garantizan la no existencia de conjuntos diferencia

con parametros (p™, k,2™).

En caso de que el grupo X sea abeliano y A = 1, al conjunto D se le
denomina un conjunto diferencia plano. En este sentido y tomando n = p™,
Daza et al. (2022) prueban la no existencia de conjuntos diferencia con
pardmetros (p™, k,1). Por lo cual, se tiene una de las famosas conjeturas
denominada de la potencia prima, la cual afirma que no existen conjuntos
diferencia planos cuyo orden del grupo no sea potencia de un primo. Note
que la construccién de Singer, presentada en la Subseccién 2.4.1, garantiza
la existencia de este tipo de conjuntos diferencia. Sin embargo, hasta el
momento no se cuenta con una respuesta a la conjetura. Actualmente, se
conoce que la conjetura es cierta para conjuntos diferencia en grupos ciclicos
de orden menor o igual a 1.600, hecho probado por Evans and Mann (1951).
Posteriomente, Gordon (1994) extendié este resultado para grupos ciclicos
de orden a lo mas 2.000.000.

Finalmente, otro de los problemas de investigacién es el célculo del ndime-
ro de Turdn ex(n, H), el cual denota el ndmero méximo de aristas que un
grafo sobre n vértices puede tener sin que contenga un subgrafo isomorfo a
H. Este nlimero ha sido determinado para algunos valores de n, por ejem-
plo Clapham et al. (1989) mediante una bisqueda computacional calculd
ex(n, C4) para n < 21, luego Rowlinson and Yuansheg (1992) extendieron
esta busqueda para n < 31. Aquellos grafos asociados a conjuntos de Sidon
permiten determinar cotas inferiores al nimero de Turan ex(n, C4), en el
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caso que n = g>+ g+ 1 con g una potencia prima Fiiredi (1983) probé que
ex(q®+q+1,G) < %q(q—i—l)? Note que el grafo asociado a la construccién
de Singer tiene %q(q +1)? aristas, por lo cual

1
ex(¢®+q+1G)=5q(g+1)*

Esto implica que el grafo asociado al conjunto de Sidon tipo Singer es
extremal.



Capitulo 3

Problemas de Cauchy para la ecuacién
Rosenau-Kawahara-RLW

Ricardo Cérdoba Gomez
rcordoba@udenar.edu.co

Resumen

En esta investigacién se estudia el problema de Cauchy y el problema
de Cauchy periddico, asociados con la ecuacién Rosenau—Kawahara-RLW
que modela la evolucién de ondas de agua de gran elongacién y pequena
amplitud. Para tal propdsito se usa un argumento contractivo basado en
el conocido teorema de punto fijo de Banach, combinado con estimativos
lineales y no lineales apropiados.

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales parciales de evolucién no solo surgen de
las matematicas, también de otras ramas de la ciencia como la fisica, la
mecdnica y la ciencia de los materiales. Por ejemplo, las ecuaciones de
Navier-Stokes y Euler surgen de la mecanica de fluidos, las ecuaciones de
reaccion-difusién no lineales surgen de las ciencias bioldgicas y del estudio
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del fendmeno de la transferencia de calor, las ecuaciones no lineales de
Klein-Gordon vy las ecuaciones no lineales de Schrodinger que nacen de la
mecanica cudntica, son ecuaciones especiales de este tipo. En particular,
las ecuaciones diferenciales parciales no lineales son usadas para modelar la
evolucién de ondas de agua largas con pequena amplitud. Es conocido que
estas ecuaciones no lineales relacionadas con modelos de ondas de agua son
derivadas del problema completo de ondas de agua (full problem of water
waves) mediante un proceso de aproximacion, con la imposicién de algunas
restricciones para los pardmetros que afectan la propagacién de las ondas.

El ingeniero John Scott Russell (1808-1882), al realizar experimentos
para determinar un disefio mas eficiente de botes para viajar a lo largo de
un canal, descubrié el fenédmeno de onda solitaria u onda viajera. J. S. Russel
observé en la superficie de un canal de Edinburgh-Glasgow la propagacién
de una ondulacién que viajaba aparentemente a una velocidad constante,
sin cambiar su forma y que su trayectoria describia una curva suave. La
siguié por varios kildmetros y notd que esta onda no parecia debilitarse
al remontar la corriente. Desde entonces el estudio de la evolucién de la
superficie generada por una onda ha llamado la atencién de matematicos,
fisicos e ingenieros.

Hoy en dia se conocen muchos modelos unidimensionales de ecuaciones
diferenciales que describen la evolucién de ondas en un fluido, en términos
de la elevacién superficial de la onda bajo diferentes consideraciones, entre
las cuales se destaca la ecuacién KdV

Up + Uty + Ugxx = 0,
y la ecuacién BBM, deducida por Benjamin et al. (1972),
U — Uxxt + Ux + Uty =0,
ademas, la ecuacién Camassa-Holm derivada por Bona and Tzvetkov (2009)

Ur — Uxxt + Ux 43Uy = 2UyxUyx + Ulxxx,



y la ecuacién de Boussinesq (1872)

Ut — Uxx + (U2 + uXX)XX =0.

En esta investigacion centra la atencién en el modelo Rosenau—Kawahara-
RLW,

U + oy + BUUX — YUxxt + €Uxxx + >\Uxxxxt + flxxxxx = 0, (31)

el cual se obtiene acoplando la ecuacién Rosenau-RLW, estudiada por Pan
and Zhang (2012), Xintian Pan and Zhang (2013) y Atouani and Omrani
(2013),

U + auy + BUUX — YUxxt + Ayxxxt = 0,

que describe la evolucién de ondas no lineales y la ecuacién Rosenau—Kawahara,

la cual ha sido estudiada por Zuo (2009),
Up + ally + Buty + €lxyxx + Axxxxt + Plxxxxx = 0,

que modela la evolucién de ondas de agua, al considerar términos adicio-
nales a los de la ecuacién KdV, lo que permiten una mejor descripcion del
fenémeno. Aqui, «a, B, v, €, A y u son parametros relacionados con las
condiciones fisicas del modelo.

Ahora bien, cuando se estudia una ecuacidn diferencial relacionada con
un modelo fisico es importante mostrar la existencia de soluciones espe-
ciales, como las denominadas soluciones de onda viajera (caso continuo y
periddico), asi como es importante demostrar la existencia y unicidad de la
solucién del problema de valor inicial asociado.

En este sentido, en el articulo de Zuo (2015), usando los métodos de
Sech y Tanh Ansatz, se probd la existencia de soluciones de onda viajera
para la ecuacién (3.1). Exactamente se demostrd para el modelo (3.1) la
existencia de soluciones de la forma

u(x, t) = AsechP¢,
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donde £ = k(x — ct), A es la amplitud de la onda viajera, k es el perfil
de la onda, ¢ representa la velocidad de la onda y el exponente p es una
constante apropiada. En los trabajos de He and Pan (2015) y Ak et al.
(2018), se han realizado diferentes estudios numéricos relacionados con las
soluciones del modelo Rosenau—Kawahara-RLW.

Al respecto esta investigacion considera el estudio del problema de Cauchy
y el problema de Cauchy periédico para la ecuacién (3.1). En la primera par-
te de este trabajo se estudia la existencia y la unicidad de la solucién local
del problema de valor inicial asociado a la ecuacién

Ut + Uy + BUUX — YUxxt + EUxxx + )\Uxxxxt + HUxxxxx = 0, (32)

con la condicién inicial
u(x,0) = up(x). (3.3)

Especificamente se considera ug en el espacio de Sobolev usual de orden s,
H* = H*(R), definido con respecto a la norma

Iwilis = ( [arvmmor dé) "

donde w es la transformada de Fourier de w en la variable espacial x y £ es
la variable en el espacio de frecuencia relacionado con la variable x,

1

w(&) = o /]R e " w(x) dx.

Note que la ecuacién (3.2) se puede escribir en la forma equivalente

atu+(/—fyai+Aa§)*1(a/+ea§+ua§)axu+§(/—fyafﬂaj)*lax(f) =0,

en la cual el operador (I — 92 + A@i)_l le puede dar sentido, via transfor-
mada de Fourier. Entonces la ecuacidén en consideracién se puede escribir
de la forma

Oru+ M(u) + F(u) =0, (3.4)



en la que M es el operador lineal definido por
M(u) = A"Y(al 4 €d? + ndHou,  A(u) = (I — 702 + \oH)(u),

y F corresponde a la parte no lineal,

F(u) = gA—laX(Lﬂ).
Es conocido del Principio de Duhamel que si S(t)(ug) es la solucién en t

del problema lineal asociado con (3.4),

Oru + M(u) =0,
(3.5)
u(x,0) = up(x),

entonces el problema de Cauchy asociado con (3.4) con la condicién inicial
(3.3) puede reformularse por medio de la ecuacién integral

u(t) = S(t)(wo) —/0 S(t—7)F(u(r))dT, (3.6)

en la que 5(t) es el semigrupo asociado con el problema lineal (3.5). Ahora,
suponga que existen dos espacios de Banach Y < X, en el cual la inclusién
es continua, tales que M y F son funciones continuas. Suponga ademds
que para cada up € Y existe un nimero real T > 0 y una dnica funcién
u e C([0, T], Y) que satisface la ecuacién integral (3.6). Adicionalmente,
suponga que la aplicacién dato solucién uy — u es continua de Y en
C([0, T], Y). En este caso se dice que el problema de Cauchy posee solucién
local en Y. Si T puede elegirse arbitrariamente grande, el problema de
Cauchy se dice que posee solucién global en Y. Recuerde que si E es un
espacio de Banach, entonces C([0, T], E) denota el espacio de funciones
continuas definidas en [0, T] con valores en E.

En la presente investigacidn se muestra la existencia de soluciones locales
para el modelo (3.4) con la condicién inicial (3.3) en un espacio de Banach
de funciones, para esto note que si se define, en un espacio adecuado, el
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operador @:

V(u(t)) = S(t)(uo) — /0 S(t—7)F(u(r))dr,

entonces mostrar la existencia de soluciones para la ecuacién integral (3.6)
es equivalente a mostrar la existencia de un punto fijo para el operador V.

En la segunda parte de esta investigacién se considera el estudio del pro-
blema de Cauchy periddico para la ecuacién Rosenau—Kawahara-RLW. En
particular, se estudia la existencia y la unicidad de la solucién del problema
de valor inicial asociado a la ecuacién (3.1) con la condicién inicial,

u(x,0) = up(x), (3.7)

en la que wug es una funcién periédica, que por comodidad se considera
de periodo 2m. Especificamente se considera ug en el espacio de Sobolev
periédico de orden s, H; [—, ], definido con respecto a la norma

2>1/2

1l - = ( D0(1+ KR IF(K)

keZ

donde f es el coeficiente de Fourier de f.

Note que la ecuacién (3.2) se puede escribir en la forma equivalente
atu+(/—yaﬁ+Aa§)fl(a/+ga§+ua§)axu+§(/—yaﬁﬂa;*)flax(f) =0,

—1 . . .
donde el operador (I — 92 + \J%)” "~ se le puede dar sentido via series de
Fourier para funciones periddicas. Entonces la ecuacién en consideracién se
puede escribir de la forma

Oru+ M(u) + F(u) =0, (3.8)
donde M es el operador lineal definido por

M(u) = Afl(al + 68)2( + u(‘)ﬁ)@xu, A(u) = (I — 78)% + A@i)(u),



y F corresponde a la parte no lineal,

Flu) = S A70,(2).

Por el conocido del Principio de Duhamel se tiene que si S(t)(up) es la
solucién en t del problema lineal asociado con (3.8),

8tU + M(U) = 0,
(3.9)
u(x,0) = up(x),

entonces el problema de Cauchy asociado con (3.8) con la condicién inicial
(3.7) puede reformularse por medio de la ecuacién integral

u(t) = S(t)(wo) —/O S(t—7)F(u(r))dr, (3.10)

en la que 5(t) es el semigrupo asociado con el problema lineal (3.9). Ahora,
suponga que existen dos espacios de Banach Y < X, donde la inclusién
es continua, tales que M y F son funciones continuas de Y en X. Asuma
ademds que para cada up € Y existe un nlimero real T > 0 y una Unica
funcién

ue C([0,T]Y)

que satisface la ecuacién integral (3.10). Adicionalmente, suponga que la
aplicacién dato solucién vy — u es continua de Y en C([0, T], Y). En este
caso se dice que el problema de Cauchy posee solucién local en Y. Si T
puede elegirse arbitrariamente grande, el problema de Cauchy expresa que
posee solucion global en Y.

En este trabajo se prueba la existencia de soluciones locales para el
problema de Cauchy asociado con (3.8) con la condicién inicial (3.7) en un
espacio de Banach de funciones periddicas. Para esto note que si se define,
en un espacio adecuado, el operador V:

W(u(t)) = S(t)(uo) — /OtS(f — 7)F(u(r)) d7,
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entonces mostrar la existencia de soluciones para la ecuacién integral (3.10)

es equivalente a demostrar la existencia de un punto fijo para el operador
v,

Este trabajo de investigacion esta organizado de la siguiente forma. En la
Seccidn 3.2, se muestra que el problema de Cauchy asociado a la ecuacién
(3.4) con la condicién inicial (3.3) posee soluciones locales. Para tal propdsi-
to, se usa un estimativo bilineal en especifico llamado Ley multiplicativa de
Sobolev, combinado con un argumento de punto fijo y estimativos linea-
les apropiados. En la Seccién 3.3 se demuestra que el problema de Cauchy
periddico, asociado a la ecuacién (3.8) con la condicién inicial (3.7), tiene
soluciones locales de tipo periddico. Para esto, se utiliza un argumento de
punto fijo combinado con estimativos lineales apropiados y el hecho de que
el espacio de Sobolev periédico Hp, [—m, ] es un dlgebra para s > 1/2.

El problema de Cauchy

Esta seccidn se estudia el problema de Cauchy asociado con la ecuacién
Rosenau- Kawahara-RLW,

B

atu+(/—733+Aa;*)*1(a/+ea§+ﬂa;‘)axu+§(/—fyaiﬂa;*)*lax(f) =0,
(3.11)

con la condicién inicial
u(x,0) = up(x), (3.12)

donde up € H*(R).

En esta investigacién se demuestra que el problema de Cauchy (3.11)-
(3.12) posee soluciones locales en el espacio de Sobolev H*(R), con s > 0.
Para ello se utilizan algunos estimativos lineales, algunos estimativos no
lineales y el Teorema de punto fijo de Banach que se enuncia y demuestra

a continuacién.

Definicidon 3.1. Sea X un espacio normado. Un operador @ : X — X, se



dice una contraccién si existe k, 0 < k < 1, tal que
|®u— ®v| < k|lu—v|, paratodo wu,veEX.

Teorema 3.1. Si X un espacio de Banach 'y @ : X — X una contraccion,
entonces @ tiene un Unico punto fijo, es decir, existe un unico u € X, tal
que

du=u.
Demostracion. Sea ug € X un punto arbitrario. Defina u, por
Upy1 = Pu,, n=01,2,.--,

y pruebe que (up)pez+ €s una sucesién de Cauchy en X. En efecto, como
® es una contraccién, existe 0 < k < 1, tal que

luni1 = unll = [|P(un) = P(uns1)l| < kllun — up1]
= k|| ®(up-1) = (up-2)ll < K*[|up—1 — un—2|
<o < kMo — woll.

Entonces, utilizando la desigualdad triangular y la férmula de la suma para
la serie geométrica, se tiene que

[un — tntmll = [(un — unt1) + (Unt1 — Unt2) + -+ (Untm—1 — Untm)||
< lun — tny1 + [Junyr — vngol + -+ [[Untm—1 — Untml|
< (K" k™ kT [ — wo|
<K'+ k+ k24 + k™14 )ur — wol
= k"(1— k) "H|u1 — woll,

de donde,

lun — Upyml| — 0, cuando n— oo.

Por tanto, (un)nez+ €s una sucesién de Cauchy en X; ademds, como X es
un espacio de Banach, existe u € X, tal que

u, — u, cuando n— oo.
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Ahora se debe probar que u es un punto fijo de . Como

|Pu, — ®u|| < k||lup — ul]| = 0, cuando n— oo,

entonces
Iim ®u, = ou.
n—oo
Luego,
®u= lim ®u, = lim upy1 = u.
n—oo n—oo

Por otra parte, si vy v’ son puntos fijos de @, entonces

lu—u'| = [|®u— &|| < Klju—d],
y como 0 < k < 1, se concluye que ||u— u'|| = 0, de donde u = u'. Por
tanto, se ha demostrado que @ tiene un lnico punto fijo en X. O

Ahora, note que si se define el operador A : H5(R) — HS*#(R) con
s € R, mediante la férmula

Au = (I =702 + X0H)u,
entonces se tiene que

Au(€) = (14 ~€% + XHT(¢).

Por tanto,
Au = / //ATJ(f)eiXS df :/(1+’Yf2+)\f4)a(f)eiX£ df
R R

Por consiguiente, si se define el operador A~! : H5(R) — H***(R) con
s € R, por medio de la férmula

-1, _ u(¢)e™
SR Rezrsorls

entonces ()
= u
A= e e



Asi la ecuacién (3.11) se puede escribir en la forma equivalente
Oru+ M(u) + F(u) =0,
en la cual M es el operador lineal definido por
M(u) = A~ (al + €02 + 1d3)0yu

y F corresponde a la parte no lineal,

F(u) = gA—laX(Lﬂ).

A continuacidn se tiene el siguiente resultado.

(3.13)

Teorema 3.2. M : H*(R) — H5 }(R) es un operador lineal acotado para

seR.

Demostracion. Para u € H*(R) se tiene que
_ -1 1A
A0 ol = [ (14 167) AT o

L+ — .,
= 8)( d
/R (1+78+ A£4)2| e

e+
= d
/R(lﬂgzﬂg)z'““)’ ¢

< G N /R (1+[€2)°[a(e) P de

= G (v Mlulfs gy

Andlogamente se puede ver que
_ s—1, /1.3
(A 108)ulsey = [ (14 16%) 1 ATORu(E) P

L+ = o
= 3 d
/R(1+752+/\§4)2‘ RulOf s
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S+
p— d
/R (1+~€+ A§4)2 e de

< G N) / (1 -+ €2)°[a(e) P de
R
= G(v, )\)HUH/ZLF(R)-

Similarmente,
_ s—1, 71 AF
I(A18R) ullbys-1my = /R (1+[€2)° A2 05u(€)[? dé

A+1ED™ =0
= 03 d
/R(1+7§2+A§4)2‘ Rul)f" o

O+ R
= d
/R(lﬂgﬂg)gu(m ¢

< Gi( ) /R (1 -+ €2)°[a(e) P de

= G(v, Mlulfs gy

En las cuentas anteriores, Cj(, ) es una constante positiva que depende
de vy A j=1,2,3. Por tanto,
IM (W)l sy = A7 (B + €05 + nd3) ul| ()
< Claves 1 N (A0 ullsgry + [ (A203) ey
+ 11(A702) ull sy )

< Cla € oy, Nl ps(wy.

donde C(«, €, 11,7, A) > 0. Entonces de lo anterior se ha demostrado que
M es un operador lineal acotado. O

Enseguida se determina la solucién u del siguiente sistema lineal asociado
a (3.13),

{ Oru+ M(u) =0, (3.14)

u(x,0) = up(x).

Tomando transformada de Fourier en la primera ecuacién del sistema de



75

ecuaciones (3.14) con respecto a la variable espacial x, se tiene que

_adu(§, 1) + eBu(€, t) + udZu(s, ¢)

Deu(€, t) = 14+~€2 + Xt
€0 — €+ )
= gmszmg“ A&

Ademds, usando la regla de Leibniz puesto que tanto u(x, t) como su deri-
vada parcial 0;u son continuas en x y t, es posible ver que

1 . 1 . _—

-~ _ —iéx _ —iéx _
(9:a)(&. 1) = 0 (5= /Ru(x, t)e™ dx) = — /R@tu(x, t)e™ " dx = Beu(€, t).
Por tanto

i€(a — & + gt
147962 + A¢*

(9:u)(¢,t) = u(¢,t), (€, 0) = o(¢).

Lo anterior es una ecuacién diferencial ordinaria de orden 1 tipo z/+cz = 0,

en consecuencia

U(E, t) = Tp(&)e O,

donde ¢ : R — R estad dada por

(o — €€? +u£4)_

o&) = €2 + 2
Asi,
u(t) = S(t)(uo),
donde
S(6)(u) = /R T(6)e @)t giEx ge. (3.15)

Por tanto, si u es solucién del sistema (3.14) con la condicién inicial

u(x,0) = up(x),

entonces u(t) = S(t)(up), donde S estd definido por (3.15). Inversamente,
a través de algunos célculos, tales como calcular las diferentes derivadas
parciales a u(x,t) con respecto a x o t y reemplazar, dichos resultados
en el sistema (3.14), se puede ver que si u(t) = S(t)(uo), entonces u es
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solucién del sistema (3.14). Por consiguiente se tiene el siguiente teorema.
Teorema 3.3. La dnica solucién del problema (3.14) estd dada por
u(t) = 5(t)(wo),
donde S(t)(u) estd definida por
S(e)(w) = [ a(e)e 4O e e
y la funcién ¢ : R — R esta dada por

§(o — e? +M§4).

o&) == + €2 + A

A continuacién se presentan algunos estimativos. El operador 5(t) cum-
ple con la siguiente propiedad.

Lema 3.1. Sea s € R, entonces para todo t € R, S(t) es un operador
lineal acotado de H*(R) en si mismo. Mas alin, para todo t € R, se tiene
que

IS(E) ()l 1=ry = llull ee)-

Demostracion. Note que

IS @)y = [ (1+ 1) ISP =
R
A@MWW@WWW%—AﬂﬂﬁﬂMW%—wmw-D

A continuacién se establece un estimativo para el operador F. En la
demostraciéon de tal resultado se da un estimativo bilineal denominado Ley
Multiplicativa de Sobolev. No se presenta la prueba de este resultado, debido
a que se deben usar herramientas avanzadas del andlisis funcional, y el
estudio de este tema estd fuera de los objetivos de la presente investigacion;
sin embargo la prueba se puede consultar en el articulo de Tao (2000).



Teorema 3.4. (Ley Multiplicativa de Sobolev) Sean sy, s5, s € R, tales que

1
s1+5 >0, s<s1,5%, s<s-+s —3

1
s1+5 >0, s<sp,9, s§51+52—§,

entonces existe C > 0, tal que

[0@llHer) < ClilHe (r) ll ol 2 )

Lema 3.2. Sea s > 0, entonces existen constantes K1(3, 7, A), K2(8,7, ) >

0, tales que

L [F(u)llmsry < Kallull By
2. ||F(u) = F()lsry < Kallu = vl sqry (llull ps) + [1VI Hs(r)) -

Demostracién. De la definicién del espacio H*(R) se puede ver que

IF(@)la) = AT 040 g

- 3 > [ (1A Ta )R

LBl R
O (u? d
> | lﬂgzﬂg)g ()(©)[2de

_ 1ol L+ €2 6V 24
/1+7£2+A£4)2|u (e

_ 18l sz (1+1[€%)°¢
=5 [asierr g e O e

< K(B.7 A /R (1+ [€2)°3|2(€) o

= K(B, 7, MI?| ps-3w).-

Entonces usando el estimativo del Teorema 3.4 con s =sy s, = s, se
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tiene que para s > 0,

62| pye=3ry = lluull -3y < Kllullpsyllull ez
Asi,
IF ()l he(ry < K0P -3y < Ki(Bov Ml ullfrs gy

Finalmente, observe que

_B
2

_B
2

2/4_18X(u2 —v2).

F(u)— F(v) = ZA 0 (®) - ZA 10, (VW) = &

Por tanto, usando argumentos similares a los anteriores, utilizando de nuevo
el Teorema 3.4 con s; = sy sp = s se tiene que para s > 0,

Bl a
IF(@) ~ FW ) = S A0 ~ )l

< KB, A = V2| -3y
= KB, 7 M(u = v)(u+ v)lgs—3w)
< K (B, 7, Ml = Vigs@)llu + v Hsw)

< Ko(B, 7 M= Vlsgry (llullsry + VIl ) -
Luego, existe una constante Kx(f3,v, A) > 0, tal que
|F(u) = F(W)I[ sy < K2(B, 7, Mllu— vl Hs(r) (HUHHS(R) + HVHHS(]R)> :

O]

A continuacién se demuestra el primer resultado principal de esta inves-
tigacién.

Teorema 3.5. Suponga s > 0, entonces para todo ug € H*(R) existe
T > 0, que depende solamente de | uo||ys(r), tal que el problema (3.11)-
(3.12) tiene una Unica solucién que satisface

ue C([0, T], H5(R)).
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Ademds, para todo 0 < T’ < T existe una vecindad V de ug en H*(R),
tal que la correspondencia iy — @(-), que asocia a ip la solucién i(-) de

la ecuacién (3.11) con la condicién inicial g es una funcién Lipschitz de V
en C([0, T'], H*(R)).

Demostracion. Dado T > 0, se define el espacio
X>(T) = C([0, T], H*(R))
equipado con la norma dada por

s — 3 ',t s .
|ullxs(T) tg?%]{HU( M Hs@)}

Entonces, dado que H*(RR) es un espacio de Banach, se sigue que X*(T)
también es un espacio de Banach. Ahora, sea Bg(T) la bola cerrada de

radio R centrada en el origen en el espacio X°(T), esto es
Br(T) = {u e X3(T) : [lullxs(ry < R}

Fijado uy € H*(R), se define el operador ¥(u(t)), con u € X5(T), me-
diante la férmula

W(u(t)) = S(t)(wo) —/0 S(t—71)F(u(r))dr.

Se debe mostrar que la correspondencia u(t) — ¥ (u(t)) envia a Br(T) en
si mismo y es una contraccién si Ry T son escogidos adecuadamente. En
efecto, si t € [0, T] y u € Bg(T), entonces usando el Lema 3.1 y el Lema
3.2 se tiene que

Hs (R)

Hw@mmm®<!ﬂMwme+HASU—ﬂHMﬂMﬂ
< ol + | 15(e = 7IF(u) ey

t
<Mﬂwm+KAHHMﬂNwmw
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t
< [Juollps(ry + KKI/O lu() s my 97

< ol e(ry + KKLTI|u(E)]1%s(y
< ||U0||H5(R) + KKi TR2.

Asi,
W (u()He(ry < lluollpe(ry + KK TR,
Escogiendo R = 2|up|[ps(ry y T > 0, tal que
4K K1 T||uol| sy < 1, (3.16)
se obtiene que

[ W (u(t) sy < ol sy (1 + 4K KL T ||luo|| s (r))
< 2|uo||lps(r) = R-

De manera que ¥ aplica Br(T) en si mismo. Se prueba ahora que ¥ es
una contraccién. Si uy, up € Br(T), entonces, de la definicién de ¥ se tiene
que

t
W(ui(t)) — ¥(wa(t)) =/ S(t = 7)(F(ua(7)) — F(ux(7))) dT.
0
Ademds, al usar el item 2 del Lema 3.2 se puede ver que para todo t € [0, T],

1V (01(8)) = ¥ (w2(0)) | o)

= || [ ste=r)Fnt) - Fluatr o]

Hs(R)

< K/O IF(u1(7)) = F(u2(7))| s (m) dT
= K/o [F(u1(7)) = F(u2(7))| s(ry d7

t
< KKz/O [un(7) = w2 (7)o ey (l[en (T [ o) + w2(T) || o)) AT



t
< KKallus — wallxe(ry /0 ln (Pl iy + 127 egzy) A

t
S KK2H’J1 — U2HXS(T)/O (Hul”XS(T) + HU2HX5(T)) dr
< 2KKaRT||u1 — uz|xs(T)

= 4K Ko T||uo || ps(myllur — ol xs(T)-

Ahora, se escoge T lo suficiente pequefio para que se cumpla (3.16), a
igual que

1
4KK2 THUOHHS(R) <

<3 (3.17)

De donde se concluye que
1
W (ur(t)) = W(w2(t))l[x=(m) < 5llun — w2lxs(7)-

Asi, ¥ es una contraccién, por tanto, al usar el Teorema de punto fijo de
Banach se tiene que existe un tnico punto fijo u de ¥ en Bg(T), el cual
es una solucién de la ecuacién integral

u(t) = W(u(t)) = S(t)(w) — /OtS(t —7)F(u(7)) dT. (3.18)

Note que si u es solucién de esta ecuacidn integral, entonces u satisface el
problema (3.11)-(3.12).

La unicidad de la solucién es consecuencia del siguiente argumento. Sean
u(t), u(t) dos soluciones de la ecuacién (3.18) con condicién inicial ug y tg
respectivamente, tales que

u,u € C([0, T], H*(R)).
Entonces, si t € [0, T], se tiene que

[u(t) = u(t)|[s(ry < [luo — TollHe(r)

# KK [ utr) = 50 ey (o sy + 15 ey o

t
< Jluo — Toller) + 2KKaN /0 lu(r) = T ey 7
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en la cual se asume que

lullxs(y: [[allxs(ry < N.

Entonces, tomando K3 = 2K K, y usando la desigualdad de Gronwalll, se
tiene que para todo t € [0, T'] se satisface

lu(t) = U(8) || ey < Ke™MT |[uo — To| s () (3.19)

Ahora, si up = T, entonces se concluye que |lu— | xs(t)y = 0, lo cual
implica la unicidad de la solucién en el espacio X*(T). Por tanto, de la
discusién de la existencia de soluciones para el problema (3.11)-(3.12), para
up € H*(R) se tiene garantizada la existencia de un tiempo T para la
solucién asociada, caracterizada por las desigualdades (3.16) y (3.17).

Ademds, si 0 < T' < T, defina
V= {to € H*(R) : |[to — tollps(r) < €},
con € = <% — %)e’ yo<é < mfn{ﬁ, WlKl} Note que si tg € V,
[dol[=(r) < l[to — wollme(r) + ol e(r) < €+ [luoll ). (3.20)
Por tanto, se tiene que
4K Ky [Tl peey T < 1, 16K Kol [Tl sy T/ < 1. (3.21)

En efecto, usando (3.16) se obtiene que

4K K1 |lto | sry < 4K Ki(e + [[uol| ps(r))

1 1
< 4KK1< *)6/+4KK1||U0||H5(R)

T T
11 1
<4KK(—~——)’ -
ST T oTF)OTT
1
<=

Sean f : I CR — Ry xo € / tales que, 0 < f(x) < A+ foz f(s)ds para todo
x €1, con A, B > 0. Entonces f(x) < AeBlx—x0)
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Hecho similar sucede al usar (3.17)

16KK2||E0||H5(R) < 16KK2(6 + ||U0||H5(R))

1 1
< 16KK2< *>€/+16KK2HU0||H5(R)

T T
11 1
<1KK(———>’ -
stk - 7)o+ 7
1
<?.

De lo anterior, (3.21) se concluye que para cualquier tp € V existe una tnica
solucién u(t) € C([0, T'], H*(R)) de la ecuacién (3.11) con condicién inicial
tp. Ademas, u € Bgr(T') con R = 2|[tg]|ys(r)- Por tanto, al usar (3.19),
para Ug, vog € V con soluciones asociadas v y v respectivamente, se tiene
que

[l xscry + [Vlixscry < 200l sy + Vol s (r))
< 4(e + [luoll o))

IN

(gt () s
AKKi\T" T AKK1 T
< 1
T KKi T
Al usar (3.19) con N = (KK1T')~! se obtiene que para todo t € [0, T'],
[5(t) — V()| p=ry < KeMT|[Tio — Vol pery < CllTio — Vol ey,

con C = KekeKi' | Asi, la correspondencia up — u(-), que asocia a ug la
solucién de (3.11) con la condicién inicial (3.12) es una funcién Lipschitz
de Ven C([0, T'], H*(R)), y esto completa la prueba. O

El problema de Cauchy periddico

En esta seccidn se estudia el problema de Cauchy periddico, asociado
con la ecuacién Rosenau- Kawahara-RLW,

8tu+(/—78)%+/\8§)*1(a/+68§+u8§)8xu+§(I—78)2(+)\8§)*18X(u2) =0,
(3.22)
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con la condicién inicial
u(x,0) = uop(x), (3.23)

en la que up € Hy [, ].

En esta segunda parte de la investigacién se demuestra que el problema
de Cauchy periddico (3.22)-(3.23) posee soluciones locales en el espacio
de Sobolev periédico Hg. [, 7], con s > 1/2. Para ello se utilizaran
algunos estimativos lineales, algunos estimativos no lineales, el hecho de
que Hj.[—m, 7] es un dlgebra para s > 1/2 (ver Definicién 3.2 y Teorema
3.8) y el conocido Teorema de punto fijo de Banach que se enuncié y
demostré en la seccién anterior.

Note que si se define el operador A : H3. [—m, m] — H3.*[—m, 7] con

s € R, mediante la férmula
Au = (I — 702 + X0H)u,
entonces se tiene que
Au(k) = (1 + k2 + AHYT(k).
Por tanto,

Au="Au(k)e™ =" (1+yk? + Ak T(k)e™*.
keZ keZ

En consecuencia, si se define el operador A~! : H5 [—m, 7] — H3& -, 7]

con s € R, por medio de la férmula

Tk ixk
A_IU:Z U( )e

14 ~k2 1 N4’
P L

entonces,
= u(k)

ATk = T e



Asi la ecuacién (3.22) se puede escribir en la forma equivalente
Oru+ M(u) + F(u) =0,
en la cual M es el operador lineal definido por
M(u) = A~ (al + €02 + 1d3)0yu

y F corresponde a la parte no lineal,

B

Flu) =2

A0, (v?).

Lo que permite obtener el siguiente resultado.
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(3.24)

Teorema 3.6. M : H, [—m, 7] = H5.}[—m, 7] es un operador lineal aco-

per

tado para s € R.

Demostracion. Para u € H;, [, 7] se tiene que

(AT ) ullf g = D (L 1K) HAL0u(k)|?

kEZ

s—1
Bt My

wen (L+ k% + )\k4)

= K2(1+ [K[2)5

ke (14 7k 4 Ak)?

< G(nA) Y (1+ [KP)[ack)

kEZ

= Gy Mllullfs, (- rm-

5|a(k)®

Andlogamente,

(ATl g = D (L4 kP T IAT 0Zu(k)?

k€EZ



86

s—1

kez (L+7k2 + Ak)
KO(1+ |K2)°h
s KO
iez (L +k2 4+ Ak)
< G A) Y (1 [KP) [a(k) P

keZ

= (v Ml (-

De forma similar se obtiene,

(A7) ull3s g = D (L4 K17 A2 0Eu(k)
keZ
1 k 2 s—1 o
B o e L M Y
e 1+7k2+)\k4)

klo(l + | k| )
N ez (L+k2 + >‘k4)
< G, ) Z (1 + [K[?)[a(k) 2

keZ

= G(v Ml (-

> la(k)[?

En las cuentas anteriores, Cj(7, \) es una constante positiva que depende
de vy A, j=1,2,3. Por tanto,

M)t () = A7 (s + €03 + 02) ] g, [
< Clave N (1(A™20) g,
+ (A7)l e + I1(AT02) g )
< Clav e py, Nlull s, (- 7).

donde C(a, €, 1,7y, A) > 0. Lo anterior permite demostrar que M es un
operador lineal acotado. O



A continuacién se determina la solucién u del siguiente sistema lineal
asociado con el modelo (3.24),

8tU + M(U) = 0,
(3.25)
u(x,0) = up(x).

Tomando transformada de Fourier en la primera ecuacién del sistema de
ecuaciones (3.25) con respecto a la variable espacial x, se tiene que

_adyu(k,t) + cdu(k,t) + piu(k, t)

Drulk.t) = 1+ K2 - AkS
ik(a — ek?® + pk?*

_ _ikla-ektp )a(k,t).
14+ vk? + X\k#

Ademais, al usar la regla de Leibniz, y considerando que tanto u(x, t) como
su derivada parcial 9:u son continuas en x y t, se obtiene que
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(0¢u)(k, t) = &(% / u(x, t)e 'k dx) = % / Beu(x, t)e K dx = dyu(k, t).

—T
Asi,

ik(or— ek + puk*)

(8tu)(kvt):_ 1_‘_,7/(2_1_)\/(4

Uk t), Tk 0) = (k).

Lo anterior es una ecuacién diferencial ordinaria de orden 1 tipo z/+cz = 0,
por tanto
U(k, t) = To(k)e 0t

donde ¢ : R — R estd dada por

k(o — ek? + pk*)
14+ vk? + k4

P(k) =

En consecuencia,

u(t) = 5(t)(uo),
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en la que
S(t)(u) =Y Jd(k)e elhteihx, (3.26)

kEZ

Por ende si u es solucién del sistema (3.25) con la condicién inicial
u(x,0) = uop(x),

entonces u(t) = S(t)(up), de ahi que S estd definido por (3.26). Inver-
samente, a través de algunos calculos, tales como calcular las diferentes
derivadas parciales a u(x, t) con respecto a x o t y reemplazar dichos resul-
tados en el sistema (3.25), se puede ver que si u(t) = S(t)(uo), entonces u
es solucién del sistema (3.25). En consecuencia se tiene el siguiente resul-
tado.

Teorema 3.7. La dnica solucién del problema (3.25) estd dada por

u(t) = 5(t)(uo),

donde S(t)(u) esta definida por
S(t)(u) =Y d(k)e i elk)teikx
keZ

y la funcién ¢ : R — R estad dada por

k(o — ek® + puk®)
(k) = 14+ vk2 4+ k4

A continuacidn se establecen algunos estimativos. El operador S(t) cum-
ple con la siguiente propiedad.

Lema 3.3. Sea s € R, entonces para todo t € R, S(t) es un operador
lineal acotado de H,..[—m, 7] en si mismo. Mds alin, para todo t € R, se

tiene que

||S(t)(u)||Hf,e,[fﬂ',7r] = HUHHS [—7, 7]

per
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Demostracion. Note que

1S(£) ()17,

per

e = 3 (14 [K2)°1S(8) () (K) 2

keZ
=3 (14 |k[?)°[d(k)e~elhE2
keZ
=" 1+ [KP) [agk)P
keZ
= lulldss, (rmy- m

per

Ahora se demuestra un estimativo para el operador F. En la demostracion
de este resultado se usa el hecho de que el espacio de Sobolev periddico
Hpe [—m, 7] es un dlgebra para s > 1/2. La prueba de esta propiedad del
espacio H,,[—, 7] puede verse por ejemplo en el trabajo de Mufoz (2022).

Definicion 3.2. Un digebra de Banach es un espacio de Banach X junto
con un producto (x,y) € X x X — xy € X, tal que para todo x,y,z € X
y para todo s, r € C

1. (xy)z = x(yz),

2. r(xy) = (rx)y = x(ry),

3. (x+ty)z=xz+yz, x(y+2z)=xy+xz
4 lIxyllx < lixlixllyllx-

Teorema 3.8. Si s > 1/2, entonces existe una constante positiva Cs que
depende Unicamente de s, tal que para todo f, g € Hy [—, 7],

17 &llk

per

] < Gllfll s, [~ |8l s, (7]

Lo anterior indica que Hp,, [, 7] es un &lgebra.

Lema 3.4. Seas > 1/2, entonces existen constantes K1 (3,7, A), K2(8,7, \) >
0, tales que
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L) 1) < Kallul,

2. |F(u) = FOW)lHg, [-m.m) < Kallu = viips,, 1

per

7T7T](HUHH

per

Demostracién. De la definicién del espacio de Sobolev periédico Hy, [, 7]
se puede ver que

B
ot = A0 By

_ @ S (1 + k) IA T () (k)P

kEZ

IF (u)ll g

per

(L+1k2)° ——
=L 'Z WD) P
ka2 (L4 7k2 4 2k4)”

2\s,.2
:@Z (1+’k‘ ) k 2\u2(k)]2
2 7= (1 + k2 + k%)

K(B.7, )Y (1+[K[2)°[u2()?

kez,
= K(B,7, M| s

per

(=]

Entonces usando el estimativo del Teorema 3.8 se tiene que paras > 1/2,

1?1, [y = Nt (o m) < Kllullis, 1m0l g, [ -
Asi,
1F ()l ) < KB M3
Finalmente, note que

F(u) = F(v) = gAflﬁx(uz) - gAflax(ﬂ) = §A*16X(u2 —v2).

En consecuencia, con base en argumentos similares a los anteriores, y

7r7r]+HVH Hse/l 7r,7'r])-



recurriendo el Teorema 3.8, se tiene que para s > 1/2,

1F(u) = F()l s, [,
= a0, — V) g
< K(B 7 NI = Vb
= K(B, 7. Ml[(v = v)(u+ V)l [-r.a]

< K2(Br’71 )\)HU - VHng,[—ﬂ,Tr]Hu + V||H§e,[—7r,7r]
< K28, Nl = Vlimg, () (15l (ot + IVl )

per

Luego, existe una constante Kz(3,~, A) > 0, tal que
IF (u) = F(V) Hg,, [-m.m)
< K2(B, 1 M= Vs () (1l ) + V1 1)
O
A continuacién se establece el segundo resultado principal de esta inves-
tigacién.

Teorema 3.9. Suponga s > 1/2, entonces para todo ug € Hp., [—7, 7]
existe T > 0, que depende solamente de [|ug ||y, [—r,x]. tal que el problema
(3.22)-(3.23) tiene una tnica solucién que satisface

ue C([0, T], Hpe [, 7]).

Ademds, para todo 0 < T’ < T existe una vecindad V de up en
Hp e [—m, 7], tal que la correspondencia ip — ii(-), que asocia a i la so-
lucién @(-) de la ecuacién (3.22) con la condicién inicial dp es una funcién
Lipschitz de V en C([0, T'], H;,[—7, 7]).

Demostracion. Dado T > 0, se define el espacio

X*(T) = ([0, T], Hpe, [=m. )
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equipado con la norma dada por

1(W)llxs(ry = max {{lu(, O)llHg,, (—m.x1}-

te[0, T] per

Luego, ya que Hy, [, 7] es un espacio de Banach, entonces X*(T) tam-
bién es un espacio de Banach. Ahora, sea Br(T) la bola cerrada de radio
R centrada en el origen en el espacio X*(T), esto es

Br(T) = {u e X3(T) : [lullxs(ry < R}

Fijado up € Hp,[—, 7] se define el operador W(u(t)), con u € X*(T),
mediante la férmula

W (u(t)) = S(£)(uo) - /Ot S(t — 7)F(u(r)) dr.

Se debe mostrar que la correspondencia u(t) — ¥(u(t)) envia a Br(T) en
si mismo y es una contraccién si Ry T son escogidos adecuadamente. En
efecto, si t € [0, T] y u € Br(T), entonces usando el Lema 3.3 y el Lema
3.4 se obtiene que

. /OtS(t — 7)F(u(r)) dr|

W (u(E) [z, [—,m) < 11S(2)(w0) 1145

per H;s)er[_ﬂ—vﬂ]

t
< lollpg, () + /0 1St = 7)F(u(r) 1

per

[—m,7] dr
t
< Nl ) + K /0 |F (), () I

t
< ool Lon + KK [ 1) gy O

S ||u0||H§er[_7r'7T] + KK1T||U(t)||§(s(T)

< llwollps,, (—nm + KK1 TR?.
En consecuencia,

W (u(ED g, fmm) < N0l b, () + KKLTR?.

per



Escogiendo R = QHUOHH,S,E,[fw,w] y T >0, tal que

AKKLT ||uollps,, [-mm] < 1, (3.27)

se obtiene que

[ ()l ks, [—mm) < Nuollmg,, [—mm) (1 + 4KKL T [[wol s, [—7,m)
< 2HUOHHFS,E,[77T,7T] =R

De manera que ¥ aplica Bg(T) en si mismo. Se muestra ahora que V¥ es

una contraccién. Si uy, up € Br(T), entonces de la definicién de ¥ se tiene
que

W(w(t)) — ¥(u(t)) :/0 S(t = 7)(F(u(7)) — F(ua(7))) d7.

Luego, al aplicar el item 2 del Lema 3.4 se puede ver que para todo
te[0, T],

W (u1(t)) = W(u2(t)ll s, (=,

per

= || [ ste=)Fne) - Fleatry e

Hse [, 7]

per

t
< K[ IF(r)) = Fn( Dl i 9
t
< K[ IF(() = Pl 1 ¢
t
< KK [ n(r) = 02l s (2 e+ ()

t
< KKa|ur — Uzllxs(r)/0 (lur (M) ks, (—mm) + 2T s, [ 7]) AT

t
< KKl UZ”XS(T)/O (lonllxs(ry + lu2llxs(ry) dr
< 2KKaRT|luy — u2||xs(T)

=4KK2 T wol s, [~ llur — w2l xs(T)-

Ahora, se escoge T lo suficiente pequefio para que se cumpla (3.27), al

[77‘(‘,71']) dr
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igual que

1
AKK: T ||uoll s, [-mm] < 5 (3.28)

5
En consecuencia, se concluye que

1
1W(ur(t)) = W(wa(t))llxs(ry < S llun = w2llxs(r-

Asi, ¥ es una contraccién, por tanto, al usar el Teorema de punto fijo de
Banach se tiene que existe un tnico punto fijo u de ¥ en Bg(T), el cual
es una solucién de la ecuacidn integral

u(t) = W(u(t) = S(¢)(uo) — /OtS(t — F)F(u(r)) dr. (3.20)

Note que si u es solucién de esta ecuacidn integral, entonces u satisface el
problema (3.22)-(3.23).

La unicidad de la solucién es consecuencia del siguiente argumento. Sean
u(t), u(t) dos soluciones de la ecuacién (3.29) con condicién inicial ug y to
respectivamente, tales que

u,u € C([0, T], Hyo [—, 7]).
Entonces, si t € [0, T] se tiene que

Hu(t)_zj(t)HH;er[—ﬂ,ﬂ] < ||U0 - EOHHSer[—TF,ﬂ']

t
+ KK, /0 la(r) = T, e (N i, o) + [T 1, ) I

t
< HUO - fL\l/O”HFS,e,[*ﬂ',ﬂ'] + 2KK2N/O HU(T) - E(T)HHEE,[fﬂ',TK‘] dr,
en el cual se asume que

lullxs(y: [[allxs(ry < N.

Luego, tomando K3 = 2KK, y usando la desigualdad de Gronwall, se
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obtiene que para todo t € [0, T'] se satisface
lu(t) = ()| sy < Ke™ N [|uo — Tol| () (3.30)

Ahora, si ugp = o, entonces se concluye que |u— ul|xs(ty = 0, lo cual
implica la unicidad de la solucién en el espacio X*(T). Por tanto, de la
discusién de la existencia de soluciones para el problema (3.22)-(3.23), para
up € H*(R) se tiene garantizada la existencia de un tiempo T para la
solucién asociada, caracterizada por las desigualdades (3.27) y (3.28).

Ademds, si 0 < T/ < T, defina
V = {uo € Hpe,[-m, 7] : [[do — uollps, -] < €}

11 cr 1 1 -
con € = (ﬁ — T)el y 0 <€ <min{zzge 15ick; }- Note que si g € V,

1o s

per

(] < llto = voll ks, (—r.x + ol ks, [—x.m] < €+ ol s, [—r,x]-
(3.31)

Por lo tanto, se tiene que
4KK1||H0||H5H[,W,W] T <1, 16KK2HHOHH;E,[—W,W] T <1. (3.32)

En efecto, usando (3.27) se obtiene que

4KK1HIIJOHHES,[77T,7I'] < 4'KK1(6 + HUOHH,S,E,[fﬂ,ﬂ])

11
< 4KK (5 = = )€ + KK luo g, .
11 1
S
< 7~ 7)€ + T
1
<?.

Similarmente, usando (3.28)

16K Ka|[tol| s, [—m,x) < 16K K2 (€ + [uoll s, [~ m,7))

1 1
< 16KK> <? — ?>6/ + 16KK2HUOHH;e,[77r,7r]
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<?.

Luego de (3.32), se concluye que para cualquier Uy € V existe una dnica
solucién u(t) € C([0, T'], Hy, [, 7]) de la ecuacién (3.22) con condicién
inicial tp. Ademds, u € Br(T’) con R = 2|[to|| s, [, ] Asi usando (3.30),
para g, Vo € V con soluciones asociadas v y v respectivamente, se obtiene

que

[tllxs(ry + [IVIixsry < 2(1[oll g, (—rx1 + [1Voll g, (—.71)

< 4(e + |luoll s, [—,7])

< 1 (1 1)+ 1 )

- \4KKi\T' T AKKi T
1

< .
- KK T

Asi, al usar (3.19) con N = (KK, T')~! se tiene que para todo t € [0, T'],

~ ~ !~ ~ ~ ~

HU(t)—V(t)HH;er[,mﬂ] < KeNreT HUO - VO”H;e,[fw,ﬂ’] < CHUO - VOHH;e,[fﬂ',TI']'
con C = Ke'eki" Por ello la correspondencia up — u(-), que asocia a up
la solucién de (3.22) con la condicién inicial (3.23) es una funcién Lipschitz

de Ven C([0, T'], H*(R)), y esto completa la demostracién. O



Capitulo 4

Conclusiones

El presente libro reline tres lineas de investigacién matematica desarro-
lladas desde perspectivas y herramientas distintas: la teoria de grupos y la
combinatoria aditiva, la teoria de grafos algebraicos y el analisis matemati-
co aplicado a ecuaciones diferenciales. Aunque cada capitulo aborda una
problematica especifica y puede leerse de manera independiente, la obra ha
sido concebida como un todo coherente, cuyo objetivo central es mostrar al
lector como se formulan, analizan y desarrollan problemas de investigacidn
matemadtica en areas contemporaneas.

Una de las principales conclusiones globales del libro es que la investiga-
cién matemdatica moderna se caracteriza por la interaccién entre distintas
areas, tanto en el uso de herramientas como en los enfoques metodoldgi-
cos. A lo largo de los capitulos se evidencia que problemas de naturale-
za combinatoria, algebraica o analitica comparten estructuras conceptuales
profundas, lo que justifica su estudio conjunto dentro de una misma obra.

Desde una perspectiva formativa, el libro no solo presenta resultados y
técnicas especificas, sino que también expone al lector al proceso mismo de
la investigacién matemdtica: la formulacién de problemas, la construccién
de ejemplos, el andlisis riguroso de propiedades y la identificacién de nuevas
lineas de trabajo.
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Conclusiones capitulo 1

El primer capitulo se centra en el estudio de los conjuntos producto
pequenos, un problema clasico de la teoria de nimeros abordado desde la
teoria de grupos y la combinatoria aditiva. Se analizan las clases de grupos
para las que existen férmulas aritméticas que calculan de manera eficiente
el cardinal minimo del conjunto producto AB de dos subconjuntos finitos A
y B de un grupo G.

Una conclusidn clave es que estos resultados se aplican principalmente a
grupos solubles, mientras que el caso de los grupos no solubles permanece
en gran medida inexplorado. El capitulo ilustra cémo las demostraciones
existentes integran herramientas algebraicas, como el andlisis de subgrupos,
grupos cocientes y descomposiciones estructurales, con técnicas basicas de
combinatoria, reflejando asi el caracter interdisciplinario de la matematica
contemporanea.

Desde un enfoque pedagdgico, introduce conceptos fundamentales de
ambas &reas, presenta demostraciones detalladas y propone problemas abier-
tos que invitan al pensamiento critico y a la exploracién auténoma del lector.

Conclusiones capitulo 2

El segundo capitulo estd dedicado al estudio de los Deza grafos y De-
za digrafos, estructuras que generalizan a los grafos fuertemente regulares
y que desempeifian un papel relevante dentro de la teoria de grafos alge-
braicos. A lo largo del capitulo se analizan sus parametros fundamentales,
se presentan nuevas demostraciones de resultados conocidos y se desarro-
llan diversas técnicas de construccidén basadas en herramientas algebraicas
y combinatorias.

Una de las conclusiones principales de este capitulo es que los Deza grafos
constituyen una clase rica y flexible de estructuras combinatorias, capaces
de modelar configuraciones con alto grado de regularidad y simetria. El
uso sistemdtico de la matriz de adyacencia como herramienta de anélisis
permite obtener informacién estructural detallada y establecer relaciones
entre distintos invariantes del grafo.



Las construcciones presentadas evidencian la estrecha relacién entre la
teoria de grafos, la teoria de grupos y la combinatoria aditiva, mostrando
cémo conjuntos con propiedades aritméticas especificas pueden emplearse
para generar grafos con parametros controlados. Esta conexidn refuerza la
idea de que muchas estructuras combinatorias pueden entenderse de manera
mdas profunda a través de enfoques algebraicos.

Desde una perspectiva aplicada, el capitulo destaca el potencial de los
Deza grafos en dreas como la teoria de cddigos, el disefio combinatorio y
el andlisis de redes. Asimismo, los problemas abiertos propuestos al final
del capitulo constituyen una invitacién explicita a continuar esta linea de
investigacidn, tanto desde un punto de vista tedrico como aplicado.

En el ambito formativo, el capitulo fortalece habilidades clave como el
anélisis de estructuras algebraico—combinatorias, la interpretacién de parame-
tros invariantes y el transito desde resultados tedricos hacia problemas de
investigacién abiertos.

Conclusiones capitulo 3

El tercer capitulo aborda problemas de Cauchy asociados a ecuaciones
diferenciales, introduciendo herramientas del andlisis matematico moderno
para el estudio de ecuaciones de evolucién. A lo largo del capitulo se analizan
condiciones de existencia, unicidad y regularidad de soluciones, asi como
métodos analiticos relevantes para el tratamiento de problemas no lineales.

Una conclusién central de este capitulo es que el andlisis funcional y
las técnicas modernas del anilisis permiten abordar problemas complejos
de manera sistematica y rigurosa, proporcionando un marco sélido para el
estudio de ecuaciones diferenciales con aplicaciones en diversas areas de
la ciencia y la ingenieria. El capitulo ilustra cémo conceptos abstractos se
traducen en resultados concretos sobre el comportamiento de soluciones.

El desarrollo del capitulo enfatiza la importancia de las hipdtesis y condi-
ciones iniciales en la formulacién de problemas bien planteados, asi como el
papel de los espacios funcionales y los métodos de estimacién en el anilisis
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de soluciones. Estas ideas son fundamentales para comprender la dindmica
de sistemas descritos por ecuaciones diferenciales.

Desde el punto de vista pedagdgico, el capitulo introduce al lector en el
lenguaje y las técnicas propias del andlisis avanzado, fomentando una com-
prensién profunda de los métodos utilizados y su relevancia en problemas
actuales de investigacién matemadtica.

Sintesis global

Aunque los tres capitulos se sitian en areas distintas de la matematica,
una conclusién global del libro es que todos comparten un enfoque me-
todolégico comdn: el uso del rigor formal, la construccién de estructuras
abstractas y la blsqueda de resultados con proyecciéon tedrica y aplicada.
Esta coherencia metodoldgica justifica la inclusién de capitulos tematica-
mente independientes dentro de una misma obra.

El libro muestra cémo problemas de distinta naturaleza pueden abordarse
mediante herramientas especificas, pero también cdmo estas herramientas
dialogan entre si a través de ideas y enfoques compartidos. En este sentido,
la obra refuerza la visiéon de la matematica como una disciplina unificada,
en la que distintas dreas se enriquecen mutuamente.

La presencia de secciones de discusién, conclusiones y problemas abiertos
en cada capitulo contribuye a reforzar esta articulacién, permitiendo al lector
identificar conexiones conceptuales y metodoldgicas a lo largo del libro.

Finalmente, el libro se proyecta como un recurso académico valioso tanto
para estudiantes de pregrado y posgrado como para docentes e investiga-
dores interesados en la investigacién matemadtica contemporanea. La com-
binacién de resultados tedricos, ejemplos, figuras explicativas y problemas
abiertos proporciona una base sélida para cursos avanzados, seminarios y
trabajos de grado.

Una conclusién clave es que la obra no solo transmite conocimientos ma-
temdticos especificos, sino que también fomenta el desarrollo de habilidades



fundamentales para la investigacién, tales como el razonamiento abstracto,
la formulacién de problemas y el andlisis critico de resultados.

En este sentido, el libro cumple un doble propdsito: presentar contenidos
avanzados de distintas areas de la matematica moderna y servir como guia
formativa para quienes desean iniciarse en la investigacién matematica con
rigor, profundidad y una visién integradora.
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