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RESUMEN

En este trabajo se realiza una monografia sobre una teoria relativamente nueva y
activa de las matemaéticas, denominada teoria de Ramsey, esta teoria se describe sobre
una combinaciéon de teoria de conjuntos y combinatoria, ademas se centra en la
apariencia de orden en una subestructura dada una estructura de un tamano
especifico. El documento explora la teoria de Ramsey en el ambito de la teoria de
grafos y se centra en una rama denominada ‘“Numeros de Ramsey", en este
sentido, se proporciona la prueba del teorema principal de Ramsey y de 6 de los 9
numeros exactos de Ramsey. Adicionalmente, una implementacion en SAGEMATH
para determinar los nimeros de Ramsey en un intento por crear un aspecto accesible
y facil de entender este tema.

Palabras clave: Grafos, 2-coloracion, niumeros de Ramsey, Teoria de Ramsey,
Principio de Dirichlet, SAGEMATH, Monocromdtico, Implementacion.



ABSTRACT

In this work a monograph is made on a new and active theory of the mathematics,
called Ramsey’s theory, this theory is described about a combination of sets theory
and combinatorics, in addition, this theory focuses on the appearance of order in a
substructure given a structure of a specific size. The document explores Ramsey’s
theory in the field of the graph theory and focuses on a branch called “Ramsey
Numbers", in this sense, the proof of the main theorem is provided and of 6 of the 9
exact numbers of Ramsey, additionally, a implementation in SAGEMATH for
determine Ramsey numbers in an attempt to create an accessible and
easy-to-understand aspect of this subject.

Keywords: Graph, 2-coloration, Ramsey Theory, upper bound , Ramsey numbers,
Dirichlet’s principle, SAGEMATH, Monocromatic, Implementation.
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INTRODUCCION

“El desorden completo es imposible”.
Theodore S. Motzkin

Este trabajo de grado se enmarca dentro de una rama de las mateméaticas denominada
Teoria de Ramsey, aunque no existe una definiciéon universal para esta, se pueden dar
dos definiciones generales que permiten proporcionar un mejor panorama sobre lo que
tratara este documento. La primera definiciéon radica en la frase de Theodore S.
Motzkin, que enuncia que la teoria de Ramsey se basa en un orden final en medio de
un caos aparente, sin embargo, una definicion mas adecuada para este documento es
que la teoria de Ramsey se basa en la idea de que “cualquier estructura
necesariamente contienen una subestructura ordenada"(Libro de Graham y Butler
[8]), es decir, la teoria de Ramsey es un campo de la matematica el cual enfatiza el
orden en cosas tales como secuencias, grupos o grafos, este iltimo es el mas adecuado
para lo que se quiere enfocar este documento es decir, grafos de un cierto orden que
garantizan la existencia de subgrafos de otro orden menor.

Esta teoria lleva el nombre de Frank P. Ramsey, quien demostr6 su primer resultado
en 1930, sin embargo, la mayoria de contribuciones provienen de Paul Erdés. En la
actualidad esta teoria cuenta con muchas variaciones y se ha convertido en una &rea
interesante para investigacion, esto debido a que es una teoria que requiere poco
conocimiento matematico para plantear preguntas elegantes, pero involucra una
amplia variedad de técnicas para encontrar respuestas a estas preguntas.

Actualmente mateméticos como Exoo, Radziszowski, Graham o Soifer, entre otros, se
encuentran trabajando en los nimeros de Ramsey y uno de los problemas abiertos es
encontrar el valor exacto de R(3,10), acotado inferiormente por 40 y superiormente
por 42 hasta la fecha. Estos niimeros poseen una variedad de aplicaciones, en campos
como teorfa de la comunicacion, diseno de redes, recuperaciéon de la informacion o
teoria de decisiones. A pesar de que en esta tesis no se trabajé en aplicaciones, se deja
un libro y un articulo de referencia para abarcar este tema. [19] y [20].

El documento se divide en tres capitulos; en el primer capitulo se dan a conocer las
definiciones necesarias sobre teoria de ntimeros, teoria de grafos y coloraciones para
abordar la teoria de Ramsey, ademaés, algunas definiciones adicionales usadas en este
trabajo de grado para facilitar las pruebas de los ntimeros de Ramsey. Para el segundo
capitulo se presentan varias pruebas para el teorema de Ramsey hasta llegar al teorema
de Ramsey para grafos y 2—coloraciones y con esto se presentan las pruebas detalladas
para 6 de los 9 numeros exactos de Ramsey conocidos hasta la fecha, y finalmente, para
el tercer capitulo se muestra una implementacion es SAGEMATH basado en el trabajo
de Barton 2016 [2].
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo, se presentan las definiciones y resultados basicos que permitiran el
desarrollo de este trabajo de grado, los cuales estan enmarcados dentro de la teoria de
numeros, la teoria de grafos y la combinatoria. Para familiarizarse un poco maéas con
esta teorfa y sus resultados, se recomienda al lector consultar los libros [12],[13],[22] y
[23].

1.1 Elementos y caracteristicas de los grafos

Definicién 1.1. (Grafo). Un grafo es un par G = (V(G), E(G)) donde V(G) es un
conjunto finito no vacio y E(G) C Py(V(G)). Los elementos de V(G) se denominan
vértices del grafo y los elementos de E(G) aristas del grafo.

Ejemplo 1.2. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo, donde V(G) = {a,b,c,d,e, f,g,h} y
E(G) = {{a,d} {a, e}, {b, ¢}, {b, e}, {b, g}, {c, [}.{d, [}, {d. g}, {9, h}}.

En la Figura 1.1 se presenta graficamente al grafo G. Note que se representa cada
vértice mediante un pequeno circulo y cada arista por una curva que une los vértices
de la arista.

e i g h
Figura 1.1: Representacion grafica de G. Fuente [22].

Definicién 1.3. (Orden y tamano de un grafo). En un grafo G = (V(G), E(G)),
el cardinal del conjunto V' (G) se denomina orden de G y el tamafio de G es el cardinal
del conjunto E(G).

Ejemplo 1.4. El grafo G = (V(G), E(G)) del Ejemplo 1.2, tiene orden 8 y tamano 9.

Definicion 1.5. (Grado de un vértice). Dado un vértice v € V(G) de un grafo
G = (V(G), E(G)), el grado de v en G, denotado por d(v), es el nimero de vértices
w tal que {v,w} es una arista de E(G). El grado maximo del grafo GG, denotado por
A(G), se define
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A(G) = max{d(v) | v € V(G)},
similarmente, el grado minimo del grafo G, denotado por §(G) se define
(@) = min{d(v) | v € V(G)}.
Ejemplo 1.6. Sea G el grafo del Ejemplo 1.2, se tiene que d(a) = 2. Ademéas A(G) = 3
y 0(G) = 1.
Definicion 1.7. (Vértice adyacente). Sea v un vértice de un grafo G. Un vértice w

se dice que es adyacente a v si {v,w} es una arista de E(G).

Definicion 1.8. (Vecindario de un vértice). El vecindario abierto de un vértice v
en un grafo G es el conjunto N(v) que consiste de todos los vértices adyacentes a v en
G. El vecindario cerrado de v en G es el conjunto N[v] = N(v) U {v}. Un vértice v es
universal cuando N(v) = V(G) — {v} y un veértice v es aislado cuando N(v) = ().

Ejemplo 1.9. Para el Ejemplo 1.2, el vecindario abierto de a € V(G) es N(a) = {d, e}
y el vecindario cerrado Na] = {a,d, e}. El grafo no tiene vértices universales ni vértices
aislados.

Definicién 1.10. (Conjunto independiente). Sea G un grafo. Un subconjunto I de
V(G) se denomina independiente si para todo {u,w} C I se tiene {u,w} ¢ E(G). El
cardinal del mayor conjunto independiente de G se denota I(G).

Ejemplo 1.11. En el Ejemplo 1.2, el conjunto I = {a, f, g} es independiente. Ademas,
I(G) = 4.

1.2 Grafos Especiales

Definicion 1.12. (Grafo completo) Un grafo G es completo si contiene todas las
aristas posibles, es decir, en un grafo completo todo vértice es adyacente a los otros
vértices. Un grafo completo de orden n > 0 se denota por K,.

A continuacion se presentan las graficas de los grafos completos Ko, K3y K.

Figura 1.2: Ejemplos de grafos completos. Fuente [23].

Observacion. Para todo vértice v del grafo completo K, se tiene

d(v) = A(K,) = 0(Kp) =n — 1.

14



Definicion 1.13. (Clique). Sea G un grafo. Un subconjunto C' C V(@) es un clique
de G si para todo subconjunto {v,w} de C' se cumple que {v,w} € E(G). El tamano
del clique es el nimero de vértices que tiene. Ademas, C(G) es el cardinal del mayor
clique de G.

Ejemplo 1.14. Los conjuntos C7 = {a,g, f} v Ca = {b,¢,d, e} son cliques del grafo G
dado en la Figura 1.3. Ademas, C(G) = 4.

~

F d

Figura 1.3: Ejemplo de cliques. Fuente [22].

Definicion 1.15. (Complemento de un grafo). Sea G = (V(G), E(G)) un grafo

de orden n. El complemento de G, es el grafo G = (V(G), E(G)), donde E(G) es el
conjunto de aristas del grafo completo K,, que no estan en E(G).

Ejemplo 1.16. En la Figura 1.4 se presentan un grafo G y su complemento G. Observe

que,
E(G> = {{CL, C}a {Cv d}v {Cv 6}, {C, f}a {b? f}7 {6, d}v {da f}} y

E(G> = {{CL, b}v {a’ d}7 {CL, 6}a {CL, f}> {bv C}v {b’ d}v {bv 6}, {f> 6}}

G G
Figura 1.4: Un grafo G y su complemento G. Fuente [22].
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Definicion 1.17. (k-regular). Sea k € Zs(, un grafo G es k—regular, si cada vértice
de G tiene grado k. En particular, para n > 1, el grafo K, es (n — 1)—regular.

Definicion 1.18. (Subgrafo). Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si
V(H) CV(G)y E(H) C E(G).

Ejemplo 1.19. En la Figura 1.5, H; y H, son subgrafos de G, pero H3 no lo es.

b
f
it d
[ i
I b
H,
d c
e
a d
H,
b c

Figura 1.5: Hy y Hj son subgrafos de G. Fuente [23].

1.3 k—coloracién y principio de Dirichlet

Definicién 1.20. (k-coloracién de P.(S)). Sean C' = {1,2,...,k} un conjunto de
k colores, S un conjunto finito y r € Z>;. Una k-coloracion de P,(S) es una funcion
X : P.(S) = C. Para A C S, con |A| > r, se dice que P,(A) es monocromaético de color
i siy solosi P.(A) C x '(i).

Una k—coloracion de P,(S) puede interpretarse como una particion! {Cy, Cy, ..., Ci.} de
P,.(S), donde cada conjunto C; esta definido como C; = x (i), parai = 1,2,3, ..., k. Los
conjuntos C; se denominan clases de coloraciéon. Una k—coloracion estéd completamente
determinada conociendo sus k clases de coloracion Ci, (s, ..., Cy. Por este motivo es
comun referirse a una k—coloracion mediante sus clases de coloracion. Observe que
P,(A) es monocromaético de color i si P.(A) C C;.

Definiciéon 1.21. (k-coloracion de GG). Sea C' = {1,2,..., k} un conjunto de k colores
y G un grafo. Una k-coloracion de G es una funcion y : E(G) — C, que asigna a cada
arista en E(G) un color en C.

!Estrictamente no se trata de una particién en el sentido usual, pues se permite que alguna clase
C}; sea vacia.
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Similarmente a la k—coloracion de P.(S), una k—coloracion de G puede interpretarse
como una particion {Cy,Cy, ..., Cy} del conjunto de aristas E(G), donde C; = x~1(3),
parat=1,2,3,--- k.

Teorema 1.22. (Principio de Dirichlet). Sean p,n € Z>,. Si se distribuyen np + 1
objetos en n cajas, entonces alguna de las cajas debe contener al menos p + 1 objetos.

Demostracion. Suponga lo contrario, es decir, todas las cajas tienen a los méas p objetos.
Sea p; el nimero de objetos que hay en la i—ésima caja, ¢ = 1,2,...,n, entonces el
numero total de objetos satisface la desigualdad

prtp2+-+p, <np<np+1
|

Teorema 1.23. (Forma general de Principio de Dirichlet). Sean q,qs,...,q,
enteros positivos. St q1 + ¢ + -+ + ¢, — n + 1 objetos son distribuidos en n cajas,
entonces la primera caja contiene al menos q; objetos, o la sequnda caja contiene al
menos qo objetos,. .., o la n—ésima caja contiene al menos q, objetos.

Demostracion. Suponga lo contrario, es decir, si p; denota el nimero de objetos que
hay en la 1—ésima caja, ¢ = 1,2,...,n, entonces p; < ¢; — 1, luego el nimero total de
objetos satisface

Zpi SZ(%‘—l) ZZqi—n< Zqi—n+1.
i=1 i=1 i=1 i=1

1.4 Grafos y 2-coloraciones

El céalculo de los numeros de Ramsey que se conocen hasta el momento ha sido posible
definiendo una adecuada 2—coloracion de grafos completos. Para entender esta técnica
es necesario dar algunas definiciones adicionales de la teoria de grafos usando
2—coloraciones. En lo que sigue, x denota una 2—coloracion del grafo completo K,
con conjunto de colores C' = { rojo, azul}.

Definicion 1.24. (Vértices adyacentes para 2—coloraciones). Dos vértices u, v
del grafo K, son rojo-adyacentes con respecto a x si x({u,v}) = rojoy azul-adyacentes

si x({u,v}) = azul.

Definicion 1.25. (Vecindario rojo y azul de un vértice). Para un vértice v de
K, se define el vecindario abierto rojo como el conjunto N,(v) que contiene todos los
vértices w rojo-adyacentes a v. Similarmente, se define vecindario abierto azul como el
conjunto N,(v) que consiste de todos los vértices w azul-adyacentes a v. Asi mismo, se
define vecindario cerrado rojo de v como N,.[v] = N,.(v)U{v} y vecindario cerrado azul
de v como N,[v] = Ny(v) U {v}.

17



Definicion 1.26. (Grado rojo y azul de un vértice). Sea v un vértice de K, el
grado-rojo de v denotado como d,(v) se define como d,.(v) = |N,(v)|. Similarmente, el
grado-azul de v se define d,(v) = |N,(v)|.

El grado-rojo méaximo de G denotado por A,(G) y el grado-rojo minimo denotado por
0,(G) se definen como A,.(G) = max{d.(v) : v € V} y §,(G) = min{d,(v) : v € V}
respectivamente. Similarmente, se definen el grado-azul méximo A,(G) y el grado-azul
minimo §,(G) como A,(G) = max{d,(v) : v € V} v 0,(G) = min{d,(v) : v € V'}.

Definicion 1.27. Sean H un clique de K, y v € (V(G) — V(K,,)). Con N,.(H,v) se
denota el conjunto de vértices u € V(H) tal que x({u,v}) = rojo, es decir

N.(H,v) ={u e V(H): x{u,v}) = rojo}.

Definicion 1.28. Sea S C V(K,,), si H es un subgrafo de K,, donde V(H) = S, se
dice que H es generado por el conjunto S.

Definicién 1.29. (Conjunto independiente) Sean S C V(K,), se dice que S es un
conjunto independiente de K, con respecto a x si el subgrafo completo generado por
S tiene todas sus aristas de color azul. Ademas, I, (K,) =t denota el maximo nimero
de vértices tal que K, contiene un subgrafo K; monocromatico de color azul, es decir
el maximo conjunto independiente con respecto a .

Definicién 1.30. (Vértice aislado) Sea v € V(K,,). Se dice que v es un vértice
aislado si N, (v) = 0, es decir, d,(v) = 0.

Definicion 1.31. (Camino rojo y azul) Un camino rojo (azul) es una sucesion de
vértices vy, ..., v, tal que x({v;,vi41}) = rojo (azul) para todo i = 1,...,k — 1. El
camino vy, ..., v; es simple si v; # v;, cuando ¢ # j.

Definicién 1.32. (Ciclo rojo y azul) Un ciclo rojo (azul) es un camino rojo (azul)
simple vy, v1, ..., vg tal que x({vo,vx}) = rojo (azul). La longitud del ciclo v, vy, ..., vy
es k + 1, es decir, el naumero de vértices en el ciclo.

Definicion 1.33. (Circunferencia roja y azul) La circunferencia roja (azul) de un
grafo es la longitud del ciclo rojo (azul) mas corto. Si el grafo no contiene ningtn ciclo
rojo (azul), se define la circunferencia del grafo como infinito.

Definicién 1.34. (Grafo conexo rojo y azul) El grafo K,, se denomina conexo si
cualesquier par de vértices distintos vy, vy de K, se pueden conectar por medio de un
camino rojo (azul).

Definiciéon 1.35. (Componente rojo y azul) Un subgrafo H de V(G) es denominado
componente rojo (azul) si H es conexo rojo (azul). Ademads, si un vértice v de K, esté
en H, el subgrafo se denomina v—componente rojo (azul) de H.

Definicion 1.36. (Ciclo Hamiltoniano rojo y azul) Un ciclo Hamiltoniano rojo
(azul) es un ciclo rojo (azul) que pasa una y solo una vez por todos los vértices del
grafo.
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1.5 Teoria de niimeros

Definicion 1.37. Se dice que un entero b es divisible por un entero a # 0, denotado

por a | b, si existe un entero ¢ tal que b = ac. Por a 1 b se denota que b no es divisible

por a.?

Definicién 1.38. (Congruencia) Sea n un entero fijo. Dos enteros a y b se dice que
son congruentes modulo n, denotado por a = b(mod n), si n | a — b, es decir si existe
un entero k tal que a — b = kn.

Teorema 1.39. (Propiedades de las congruencias) Sin > 0 y a,b,c son enteros
arbitrarios, entonces se tienen las siguientes propiedades

(1) a = a(mod n).

(2) Sia=b(mddn), entonces b= a(maod n).

(3) Sia=0b(mddn)yb=c(mddn), entonces a = c¢(mad n).

(4) Sia=b(mdédn) yc=d(mddn), entonces a+c = b+d(mddn) yac = bd(mdd n).
(5) Sia=0b(mdd n), entonces a+c=b+ c(mdd n) y ac = be(mdd n).

(6) Si ac = bc(mdd n) y med(n,c) =1, entonces a = b(mdd n).

Definicion 1.40. (Residuos cuadraticos) Sean p un primo impar y ¢ un entero tal
que p £ t. Se dice que t es un residuo cuadratico modulo p, si existe un entero z tal que
2? = t(mod p). En caso contrario ¢ es un residuo no cuadréatico médulo p. Ademas, la

expresion <£> se denomina simbolo de Legendre y se define

0 si p|t.
t . . L.
<—) = 1 si t es un residuo cuadratico.

—1 sisites un residuo no cuadratico.

El simbolo de Legendre satisface las siguientes propiedades

0 ()-ox ()1
(ii) Sia = b(mod p), entonces (%) = (%) .

W (9)-6)()

Teorema 1.41. (Propiedades de residuos cuadrdticos) Sea p un primo impar, con
9, C Z, se denotard el conjunto de residuos cuadrdticos modulo p y con N, C Z, el
conjunto de residuos no cuadrdticos modulo p. Se cumplen los siguientes enunciados

2Decir que b es divisible por un entero a, es lo mismo que, b es maltiplo de a o que a divide a b.
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(i) Sia,be Q,, entonces ab € Q,.
(ii) Sia,b e N,, entonces ab € Q,.
(iii) Sia € Q, ybe N, entonces ab € N,,.
(iv) Sia € Q,, entonces a™* € Q, y si a € N, entonces a™* € N,
(v) |Qy| = B+ = [N, |. Ademds Z, = {0} U Q, UN,,
Definicién 1.42. (Residuos cibicos) Sea p un ntmero primo impar y a un entero

tal que p 1 a. Se dice que a es un residuo ctbico moédulo p, si existe un entero z tal que

23 = a(mod p). En caso contrario se dice que a es un residuo no ctibico médulo p. Con

C, C Z, se denotara el conjunto de residuos ctibicos modulo p.

20



CAPITULO 2

NUMEROS DE RAMSEY

En 1930, Frank Ramsey [18], estudiando un problema de légica formal, prob6 un
Teorema que en la actualidad se conoce como Teorema de Ramsey. Este Teorema dio
origen a la teoria de Ramsey que es un campo de estudio dentro de la combinatoria, el
cual tuvo grandes avances gracias los trabajos de Paul Erdos (1913 — 1996).

El Teorema de Ramsey garantiza la existencia de ciertos enteros positivos
denominados nimeros de Ramsey. Determinar exactamente estos ntimeros no es un
proceso facil, a menudo se requiere de una larga enumeracion de todos los casos
posibles, por esta razon, es un problema abierto de la teoria de nimeros y la
combinatoria. Aunque se conocen pocos valores exactos de estos niimeros, se han
hecho grandes avances en encontrar cotas para los nimeros desconocidos.

Los ntiimeros de Ramsey se pueden aplicar para la solucion de diferentes problemas de
la matematica, por ejemplo, en el Teorema de la amistad, el cual establece lo
siguiente: En cualquier grupo de seis personas, existen por lo menos tres personas que
son mutuamente conocidas o por lo menos tres que son mutuamente desconocidas. La
solucion a este problema es consecuencia de la prueba del primer ntmero de Ramsey
no trivial.

A continuaciéon se muestra una tabla donde se presentan los ntmeros de Ramsey
exactos conocidos hasta el momento y algunas cotas. Los valores exactos conocidos
aparecen con sus referencias y para las cotas, las cotas inferiores aparecen como
entradas superiores y los limites superiores como entradas inferiores.
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Tabla 2.1: Valores y cotas para R(p,q;2), p < 10, ¢ < 10

pql 3] 456 ] 7] 8 9 10
o |6 9 |14 182328 |36 40
[10] | [rO] | [10] | (3] | [9] | [16] | [11] | 42

A 18 |25 | 36 | 49 | 59 | 73 | 92
[10] | [17] | 41 | 61 | 84 | 115 | 149

- 43 [ 58 [ 80 | 101 | 133 | 149
48 | 87 | 143 | 216 | 316 | 442

6 102 | 115 | 134 | 183 | 204
165 | 298 | 495 | 780 | 1171

- 205 | 217 | 252 | 293
540 | 1031 | 1713 | 2826

; 282 | 329 | 343
1870 | 3583 | 6090

] 565 | 581
6588 | 12677

798

10 23556

Fuente: Small Ramsey Numbers - Radziszowski, 2017.

2.1 Teoria de Ramsey

Teorema 2.1. (Ramsey para 2—coloraciones)

Sea r un entero positivo. St p,q > r, entonces existe un entero positivo N tal que para
todo congunto finito S con |S| > N se cumple lo siguiente: en cualquier 2-coloracion
{C1,Cs} de P.(S), existe un subconjunto Sy de S de cardinal p tal que P.(S1) € Cy o
bien existe un subconjunto Sy de S de cardinal q tal que P.(S3) C Cs.

El menor entero Ny que satisface el teorema se llama ntimero de Ramsey y se denota
como R(p,q;r).

Demostracion. Se probard por induccidon sobre p,q y r que el numero de Ramsey
R(p, q;r) existe. Inicialmente se probara que R(p,q;1) = p+ g — 1. En efecto, sea S un
conjunto tal que |S| = p + ¢ — 1. Tomando las clases de coloracion C; y Cy como las
cajas en la forma general del principio de Dirichlet (Teorema 1.23) y los subconjuntos
de S de cardinal 1 como los objetos se garantiza la existencia de por lo menos p
elementos en C; o por lo menos g elementos en Cs. Si {z1},{22},...,{2,} € C},
tomando S; = 6{1’1} se tiene P(S1) € Cy. Si {yi}, {y2}, ..., {y,} € Cs, tomando

i=1
U {y;} se tiene P;(S3) C Cy, en consecuencia R(p,q;1) < p+ ¢ — 1. Ademas, de

la demostramon de la forma general del Principio de Dirichlet p + ¢ — 1 es el menor
entero con el que se asegura que habré al menos p subconjuntos de cardinal 1 en C o
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al menos ¢ subconjuntos de cardinal 1 en Cy. De manera que R(p,q;1) > p+q — 1,
por tanto R(p,q;1) =p+q— 1.

A continuacion se probara que R(r,q;r) = ¢q. Sean S un conjunto tal que |S| = ¢ y sea
{C1, Cy} una 2-coloracion de P,.(S). Si C; = 0, entonces P.(S) C Cy y tomando Sy = S
se tiene un subconjunto de cardinal ¢ tal que P.(S3) C Cs. Si C} # (), se puede elegir
Sy € Cy, luego S; € Sy |S1] = r, entonces, P,(S1) = {51} C C;. Con esto se llega a
que R(r,q;r) < q. Ahora, sea S un conjunto tal que |S| < ¢ — 1. Tomando las clases de
coloracion C; = () y Cy = P,(S) se define una 2—coloracion de P,(S) para la cual no
existe S; C S de cardinal r tal que P.(S7) C C; y tampoco existe Sy C S de cardinal
q tal que P,(S3) C Cy, luego R(r,q;r) > q y por tanto R(r,q;r) = q. Similarmente, se
prueba que R(r,p;r) = p. Para continuar, sean p,q,r € Zsy tales que p,q > r y por
hipotesis inductiva suponga que

(i) R(p,q;r — 1) existe para todo p,q > r — 1.
(ii) Existe el nimero ¢; = R(p,q — 1;r) para todo p,r > r.
(iii) Existe el namero p; = R(p — 1, ¢;r) para todo ¢,r > r.

Se probara que también se cumple para r,p y ¢. Por contradicciéon suponga que no
existe el naumero R(p, ¢;r). Por el item (z) de la hipotesis de induccién existe el nimero
R(p1,q1;7—1). Ahora, sea N > R(py,q;7 — 1) y sean S un conjunto tal que S| = Ny
x € 5, ademas, considere el conjunto S; = S—{z}, luego |S1| = N—1> R(py,q1;7—1).
Sea {C, D} es una 2-coloracion de P,(S) y se define

Ci={AeC:2¢AyyD ={AeD:x¢ A},

entonces, {C, D1} es una 2-coloracion de P,.(S;) ya que Sy = S — {z}. Considere los
siguientes conjuntos

Cz:{AGPT_1<Sl>AU{ZL’}EO}}’D:B:{AEPT_l(Sl)AU{I}ED}

Para cualquier A € P,_;(57) se tiene que AU {z} € P,(5), luego AU {z} € C o
AU{z} € D, lo que implicaque A € C, 0 A € D,, entonces {C,,, D, } es una 2-coloracion
de P,_1(S1). Ahora, aplicando (7) de la hipotesis inductiva y como |S1| > R(p1,q1;7—1)
se debe cumplir que existe un subconjunto U de S; tal que |U| = p; donde P._1(U) C C,
o existe un subconjunto V' C Sy tal que |V| = ¢; donde P,_1(V) C D,. En el primer
caso, dado que p; = R(p—1,¢;r) y {C1, D1} es una 2-coloracion de P,.(S}), por hipotesis
(1i1) existe ya sea un Uy C U de cardinal p — 1 tal que P.(U;) CCy CCoun Uy, CU
de cardinal ¢ tal que P,.(Us) C Dy C D. Si existe el subconjunto U; luego, U; U {x} es
un subconjunto de S de cardinal p, si A C U; U {z} es un subconjunto de cardinal r,
se tiene que, si x ¢ A, entonces A C Uy, luego A € C; si z € A, entonces A — {x} es un
subconjunto de U de cardinal r—1, asi, A—{x} € C,, por tanto A = (A—{z})U{z} € C,
de lo anterior se tiene que U; U {x} es un subconjunto de S de cardinal p para el que
P.(U; U{z}) C C. Por otro lado, si existe un Uy C U de cardinal ¢, entonces el propio
U, es un subconjunto de S de cardinal ¢ tal que P.(Uy) C D.

Para el segundo caso, como ¢; = R(p,q—1;7) y {C1, D1} es una 2-coloracion de P,(S;),
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luego por (i7) de la hipdtesis inductiva, existe ya sea un U; C U de cardinal p tal que
P,(Uy) C Cy C C o un subconjunto Us C U de cardinal ¢ —1 tal que P.(Uy) € Dy C D.
Observe que en el primer caso ya se tiene un subconjunto U; de cardinal p tal que
P,(Uy) C C'y para el segundo caso, se tiene un subconjunto Us U {z} C S de cardinal
q para el cual P.(UyU{z}) C D. De lo anterior se sigue que

R(p,q;v) < R(R(p—1,¢;7),R(p,q — L;7);7 — 1) + 1.

Por la hipotesis de induccion se tiene que R(R(p—1,q;7), R(p,q—1;7);7— 1)+ 1 existe
y es finito, por tanto R(p, q;r) existe para cada p,q,r € Z>; con p,q > 7. |

Teorema 2.2. (Ramsey para k—coloraciones). Sean k y r enteros positivos. Si
q1,92,---,qx > T, entonces, existe un entero positivo N tal que para todo conjunto
finito S con |S| > N se cumple lo siguiente, para cada k-coloracion {Cy,Cy, ..., Cy} de
P.(S) existe al menos un i € {1,2,...,k} y un subconjunto S; de S de cardinal ¢; tal
que P.(S;) C C;.

El menor entero Ny que satisface el teorema se llama niimero de Ramsey y se denota
como R(Qla q2; - - -5 qk; T)'

Demostracion. Se probaréa por induccién sobre el nimero de colores k que el ntimero
de Ramsey R(qi1,qo,...qx;r) existe. Por el Teorema 2.1 se puede tomar k > 3.
Inicialmente se prueba que R(q1;7) = ¢;. En efecto, sea S un conjunto, con |S| > ¢,
tomando una 1—coloracion {Cy} de P,(S) y un subconjunto S; C S, tal que |S1| = ¢
se tiene P,(S1) C P.(S) C ). Ahora, suponga que el Teorema se cumple para (k — 1)
colores, es decir, para cualesquier enteros » > 1y q1,q2,...,qx_1 tal que ¢; > r para
i€{1,2,...,k — 1} el ntimero de Ramsey R(q1,qso,...,qr_1;7) existe, se probara que
también se cumple para k colores. Por el Teorema 2.1 existe py_1 = R(qr—1,qx;7) ¥
por hipotesis de inducciéon existe el nimero de Ramsey N = R(qq,...,qk—2,Pk_1;T)-
Sea S un conjunto finito tal que |S| > N y sea {C},...,Cy_1,Cy} una k—coloracion
de P.(S) y defina la (k — 1)—coloracion {Ci,...,Cyx_2, Dx_1} de P.(S) donde
Dy = Cy_1 U}, entonces existe al menos un subconjunto S; de S de cardinal g; tal
que P.(S;) € C;, donde i € {1,2,...,k — 2} o un subconjunto Uj_; de S de cardinal
pr—1 tal que P.(Ug_1) € Dj_1, en el primer caso el Teorema se seguiria de inmediato,
para el segundo caso, considere las siguientes clases de coloracion

E. 1= {A € Pr(Uk—l) cAe Ok—l} y E, = {A € Pr(Uk:—1> A€ Ok},

observe  que {Fy_1,Ey} es una  2-coloracion de  P.(Uy_;). Como
|Uk—1] = pr—1 = R(qx_1, qx;7), entonces existe ya sea un subconjunto Sy_; C Uy de
cardinal gz tal que P.(Sg_1) C Ej_1 o un subconjunto Sy C Uj_; de cardinal g tal
que P,.(Sk) C Ej. Note que por construccion Ey_; C Cy_1 v Er, C Cy, lo que implica
que existe ya sea un subconjunto S,_; C S de cardinal ¢ tal que P.(Sx_1) C Cx_1 0
un subconjunto Sy C S de cardinal gx tal que P.(S) C Cy. De lo anterior se tiene que

R(Qlaq27 s anQT) S R(q17q2a s 7Qk—2>pk—1§7)7

por tanto, el nimero R(q1,qs,- .., qk;T) existe.
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En la prueba del Teorema de Ramsey no se da una formula explicita para calcular el
valor exacto de los nimeros de Ramsey, el Teorema asegura la existencia y
proporciona una cota superior para cada uno de estos numeros, lo cual ocurre a
menudo en las demostraciones de la teoria de Ramsey, solo proporcionan cotas
superiores para el tamano de las estructuras combinatorias de interés. Encontrar este
tipo de ntimeros es uno de los problemas mas importantes en la teoria de Ramsey.
Por otra parte, como se mencion6 anteriormente, la teoria de Ramsey puede verse como
una generalizacion del principio de Dirichlet generalizado, esto pasa cuando r = 1 en el
Teorema de Ramsey, en este caso las clases de coloracion hacen el papel de las cajas y
el enunciado queda de la siguiente forma.

Corolario 2.3. Sean qi,q2,...,qx € Z>1. Si N = R(qi,q,-..,qx; 1) objetos se
distribuyen en k cajas C, Cy, ..., Cj, entonces se cumple lo siguiente: hay al menos ¢
objetos en la caja C7, o hay al menos ¢y objetos en la caja Cs,..., o hay al menos ¢
objetos en la caja Cy. Ademas, se tiene que

R, q2, - vas ) =1+ @2+ +q, — k+ 1.

La formulaciéon habitual del principio del Dirichlet en forma simple se escribe, en
términos de niimeros de Ramsey, como

R(2,2,..,2:1) =t +1.
t
—veces

Es decir, t + 1 es el minimo entero que permite asegurar, que si se distribuyen ese
ntimero de objetos en t cajas, al menos una de ellas contiene dos o més objetos.

Conocida la existencia de los niimeros de Ramsey es comin preguntarse por el valor
exacto de estos nameros, ;como encontrarlos?, ;qué métodos utilizar para su calculo?,
etc. Para esto, los métodos por medio de los cuales se obtuvieron avances significativos
en el célculo de los nimeros de Ramsey de la forma R(py, po, ..., pr;2) se basan en la
teoria de grafos. Utilizando esta teoria, hasta el momento se logrd establecer el valor
exacto de nueve numeros de Ramsey para 2—coloraciones y un niimero de Ramsey para
3—coloraciones. En adelante los nimeros de la forma R(p1,ps, ..., px;2) se denotaran

con R(plap2a 7pk)

2.2 Numeros de Ramsey para 2-coloraciones de grafos

Notaciéon 2.4. Sean p,q € Z>o, con R(p,q) se denota el minimo entero N (en caso
que exista) tal que cualquier 2-coloracion de las aristas del grafo K, usando los colores
rojo y azul, contiene al menos un subgrafo completo K, monocromatico de color rojo
o contiene al menos un subgrafo completo K, monocromatico de color azul.

Corolario 2.5. Para todo par p,q € Z9, El nuimero R(p, q) existe

A continuacién, se presentan algunos resultados generales que serédn de gran utilidad
para establecer los valores exactos de algunos ntmeros de Ramsey y para acotar
superiormente otros de estos nimeros. Ademéas, para la prueba es necesario el
siguiente lema
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Lema 2.6. (Apretén de manos) Si y es una 2-—coloraciéon de un grafo
G = (V(G), E(G)), entonces la suma de los grados-rojos es igual al doble del nimero
de aristas rojas (|E| denota el namero total de aristas rojas)

Z d.(v) = 2|E).
veV(G

Para la prueba de este Lema ver “Theorem 2.2"del libro de Wilson [1].
Teorema 2.7. Para los nimeros de Ramsey se verifica

(1) R(g1,q2,-- - @3 1) =1+ @+ +q. — k+ 1.

(2) R(p,r;r) = R(r,p;r) = p. parap > r

(3) R(p,q;r) < R(R(p— 1, ¢;r), R(p,g — Lir)ir — 1) + 1.

(4) B(p,q) < R(p—1,q) + R(p,q = 1).

(5) Si R(p—1,q) y R(p,q — 1) son nimeros pares, entonces
R(p,q) < R(p—1,q) + R(p,q — 1).

Demostracion. El item (1) es consecuencia del Principio de Dirichlet general, los
items (2) y (3) se justificaron en la prueba del Teorema 2.1. Para el item (4) sea
t=R(p—1,9)+ R(p,gq—1) y sea x : E — {rojo,azul} una 2—coloracion del grafo
completo K; = (V, E). Se probara que K; contiene un subgrafo K, monocromatico de
color rojo o contiene un subgrafo K, monocromético de color azul. Sea v un vértice de
K, luego

dr(U)—Fda(U):t—lzR(p—l,Q)+R(p,q—1)—1

Observe que, d.(v) < R — 1,9) v d.(v) < R(p,gq — 1) implican que
d.(v) + d,(v) < t — 1, lo cual no es posible. Asi que d,.(v) > R(p — 1,q9) o
du(v) > R(p,q—1).

Si d.(v) > R(p — 1,q), considere un clique formado por R(p — 1,q) vértices del
conjunto N, (v), por definicion de los nimeros de Ramsey existe algin subgrafo K, ;
monocromatico de color rojo o algin subgrafo K, monocromatico de color azul. En el
segundo caso ya se tiene un subgrafo K, de K; con todas sus aristas de color azul.
Para el primer caso, considere el clique K, que se forma al conectar los p — 1 vértices
del subgrafo monocromético rojo K,_; con el vértice v, dado que todas estas aristas
que se anaden son de color rojo, el clique K, es monocromético de color rojo.

Si dy(v) > R(p,q — 1), un procedimiento analogo al anterior garantiza la existencia de
un subgrafo K, monocromético de color rojo o un subgrafo K, monocromatico de
color azul. Esto finaliza la prueba del item (4). Para el item (5), suponga que
R(p,q) = R(p—1,q9) + R(p,q — 1) y que los nameros R(p — 1,q), R(p,q — 1) son pares.
Sean=R(p—1,q9)+ R(p,q—1) — 1, luego n < R(p, q) y por definicién de ntumeros de
Ramsey existe una 2—coloracion del grafo completo K, que no contiene ni un
subgrafo K, monocromético rojo ni un subgrafo K, monocromatico azul. Sea v un
vértice del grafo K, luego

dy(v) +do(v) +1=n=R(p—1,9) +R(p,q—1)—1,
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con un argumento similar al del item (4) se obtienen dos posibilidades,
d,(v)>R(p—1,9) —1 o d.(v) > R(p,gq — 1) — 1. Ahora, suponga que
d.(v) > R(p — 1,q) — 1, en este caso, se puede considerar el subgrafo completo
formado por R(p — 1, q) veértices de N,(v). Por el Teorema de Ramsey y dado que no
existe un subgrafo K, monocromatico azul, debe existir un subgrafo K, ;
monocromatico rojo, sin embargo, K,_; U {v} forma un subgrafo K, monocromético
rojo en K,, lo que contradice la escogencia de la 2—coloraciéon de K,,, por tanto
d,(v) = R(p—1,q) — 1, y de forma similar se obtiene d,(v) = R(p,q — 1) — 1. Dado
que el vértice v era arbitrario, se concluye que cada vértice de K, esta conectado a los
otros n — 1 vértices por R(p — 1,q) — 1 aristas rojas y R(p,q — 1) — 1 aristas azules.
Por el Lema 2.6, el total de aristas rojas en K, esta dado por

Bl=y Y (Bp-1.0)-1) =2 (R-10-1)

2
UEV(Kn)

%((R(p -Lg+Rpq—1)—1)(R(p-14q —1).

Sin embargo, R(p — 1,q) v R(p,q — 1) son pares, por tanto |E| no puede ser entero, lo
que contradice la igualdad. Asi, R(p,q) < R(p —1,q) + R(p,q — 1).
|

Corolario 2.8. Para cualesquier p,q € Z>4 se tiene que

R(p,q) < (p;gi2>.

Demostracion. Se prueba por induccién sobre la suma de los dos parametros n = p+q.
Note que se cumple para n = 4, es decir p = g = 2

242-2
R(2,2)=2< =2.
Ahora, suponiendo que se cumple paran—1 =p—1+q = p+q—1, es decir R(p,q—1) y

R(p—1, q) existen, se probara que también se cumple para R(p, ¢). En efecto, utilizando
el Teorema 2.7, item (4), se tiene

R(p.q) <R(p—1,9)+ R(p,q — 1)
< (p+q—3) N (p+q—3)‘
T\ p—2 p—1

Usando la regla de Pascal,

se obtiene que
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2.3 Valores exactos para algunos niimeros de Ramsey

A continuacion se presenta la demostracion de seis de los nameros de Ramsey no triviales
conocidos hasta la fecha. En general, el método para probar que N = R(p,q) es el
siguiente Utilizando el Teorema 2.7 se muestra que R(p,q) < N, luego, se define una
2-coloracion del grafo completo Ky en la cual no existe ni un K, monocromatico de
color rojo ni un K,; monocroméatico de color azul.

2.3.1 Numero de Ramsey R(3,3)
Teorema 2.9. R(3,3) = 6. Greenwood y Gleason 1955 [10]

Demostracion. Considere el grafo completo Ky y sea v uno de sus vértices, luego
d(v) = 5. Por el principio de Dirichlet, por lo menos tres aristas con extremo v tienen
el mismo color y sin pérdida de generalidad, se puede suponer que estas tres aristas
son de color rojo, como se ilustra en el siguiente grafico Si por lo menos una de las

w2 @

Figura 2.1: Formacion de un subgrafo K3 monocromatico azul. Modificado de [10]

aristas {wy, wa}, {wy, w3} o {wy, w3} es de color rojo, se tiene un subgrafo Kj
monocromatico de color rojo, en caso contrario, se obtiene un subgrafo Kj
monocromatico de color azul. Asi que, R(3,3) < 6 . Para probar que R(3,3) > 5,
considere el grafo completo K5 con vértices vy, vo, U3, v4, V5 y la siguiente 2-coloracion,

X : E(K5) — {rojo, azul},
dada por
X({v1,v2}) = x({v2, v3}) = X({vs, va}) = x({va, v5}) = x({vs, v1}) = rojo

X({v,w}) = azul, siempre que {v,w} ¢ {{vi,va}, {va, v3}, {vs, va}, {vs, v5}, {vs, v1}}.

Graficamente se tiene

'Esta desigualdad también se obtiene utilizando el item (4) del Teorema 2.7
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(41

on U3

Figura 2.2: Ejemplo de una 2-coloracion de Kj5. Modificado de [10]
En esta 2—coloraciéon no hay ningtn subgrafo K3 monocromatico rojo ni azul. |

2.3.2 Numero de Ramsey R(3,4)

Teorema 2.10. R(3,4) = 9. Greenwood y Gleason 1955 [10].

Demostracion. Como R(2,4) =4y R(3,3) =6, por el item (5) del Teorema 2.7, luego
R(3,4) < R(2,4) + R(3,3) = 4+ 6 = 10.

Asi, R(3,4) < 9. Para probar que R(3,4) > 8, considere el grafo Kg con vértices
etiquetados en el grupo ciclico Zg y la 2-coloracion yx : F(Kg) — {rojo, azul}, dada por

4y J rojo sii—j€{l,4,7}
X({/UUUJ}) - { azul Si 'L —j S {2,37576}

Ademas, si i —j € {1,4,7} o {2,3,5,6}, entonces j —i € {1,4,7} o {2,3,5,6}
respectivamente. Asi, Graficamente se tiene

Vg U1

)

U6 U3

Us V4

()

Figura 2.3: (a) 2-coloracion de Kg. (b) Ky azul y (¢) Ky rojo para una inspeccion més
cercana. Modificado de [10].
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t+1 1+ 7 1+ 2 1+ 6
(a) (b)
Figura 2.4: Representacion grafica de N,.(i) y N, (7). Modificado de [10].

Sea i uno de los vértices del grafo Kg, por la definicion de la 2—coloracion Yy,
N.(i) ={i+k:k=1,4,7}, sin embargo,

x{i+1i+4) =x{i+1,i+7}) =x{i+7,i+4}) = azul,

por lo tanto, no existe un subgrafo K3 monocromético de color rojo con vértice
i € {0,1,...,7} (ver Figura 2.4(a)). Ahora, suponga que existe un subgrafo K,
monocromatico de color azul y que ¢ es uno de sus vértices, luego,
Ny(i) = {i+k : k = 23,56} Observe que i + 2 no puede ser otro vértice del
subgrafo K4 monocromatico azul ya que

x{i+2,i+3)) = x({i +2,i +6}) = 10jo.

Entonces los vértices de este subgrafo son {i,7 + 3,i + 5,7 + 6}, pero esto es una
contradiccion ya que x({i + 5,71+ 6}) = rojo (ver Figura 2.4(b)). Por tanto, no existe
un subgrafo K3 de color rojo, ni un subgrafo K, monocromatico de color azul en esta
2-coloracion del grafo Kg. Por lo tanto, R(3,4) > 8. [

2.3.3 Numero de Ramsey R(3,5)
Teorema 2.11. R(3,5) = 14. Greenwood y Gleason 1955 [10].

Demostracion. Dado que R(3,4) =9 y R(2,5) = 5, entonces por item (4) del Teorema
2.7, se tiene R(3,5) < R(3,4) + R(2,5) = 14. Para probar que R(3,5) > 13, se definira
una 2—coloracion del grafo Ki3 que no contiene un subgrafo K3 rojo, ni un subgrafo
K5 azul. Considere los elementos del cuerpo Z;3 como los vértices del grafo Kis.
Usando la Definicién 1.42, se puede verificar que Ci3 = {1,5,8,12}. Ahora, considere
la 2-coloracion y definida de la siguiente forma

.y | rojo sij—ie€Cys.
x({i,j}) = { azul  si j—i ¢ Cy3.

La funcion x esta bien definida ya que; 7 — ¢ € Cy3, si y solo si, i — j € Cys.
La representacion grafica de la 2-coloracion y es la siguiente
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Figura 2.5: (a) 2-coloracion de Kiys. (b) K3 azul y (¢) Kj3 rojo para una inspeccion
mas cercana. Modificado de [10].

Ahora, se probara que no existe un subgrafo K3 monocromatico de color rojo. En efecto,
elija tres vértices cualesquiera del grafo K3, sea v uno de estos vértices, por definicién

N.(v) ={v+ 1L, v+5v+8v+12}.

Para w,w € {v + 1,v + 5,v + 8 v + 12}, se tiene que las diferencias
w—u € {2,3,4,6,7,9,10,11}, entonces x({u,w}) = azul, por tanto no puede existir
un subgrafo K3 monocromético rojo con esta 2-coloracion de Ki3.

v

v+ 8 3 v+ 5

Figura 2.6: Representacion grafica de N,(v). Modificado de [10]
Suponga que en esta 2—coloracion existe un subgrafo K5 monocromatico de color azul
y sea v uno de los vértices de este subgrafo (ver Figura 2.6). Luego,
No(v)={v+i:i=2,3,4,6,7,9,10,11}.

Suponga que el segundo vértice del subgrafo K5 es v + 2, entonces los tres vértices
restantes se deben seleccionar del conjunto

N,(v) —{v+3,v+7,v+10} ={v+4,v+6,v+9,v+ 11},
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sin embargo,
(v+9)—(v+4)=(v+11) — (v+6) =5 € Cy3,

por tanto x({v+4,v+9}) = x({v+6,v+11}) = rojo. De lo anterior, se tiene que v+ 2
no puede ser uno de los vértices del subgrafo K5 monocromético azul. Ahora, suponga
que el segundo vértice de este subgrafo K es v + 3, entonces los tres vértices restantes
se deben seleccionar del conjunto

No(v) —{v+4,v+11} ={v+6,v+7,v+9,v+ 10},

sin embargo,
(v+7)—(v+6)=(v+10) — (v+9) =1 € Cy3,

por tanto x({v+6,v+7}) = x({v+9,v+10}) = rojo. De lo anterior, se tiene que v+3
no puede ser uno de los vértices del subgrafo K5 monocromatico azul. Similarmente,
suponiendo que el segundo vértice del subgrafo K5 monocromatico azul es v + 4, los
otros vértices se deben seleccionar de N,(v) —{v+9} = {v+6,v+7,v+10,v+11}. Pero
(v+7)—(v+6) = (v+11)—(v+10) = 1 € Cy3, con esto se tiene que v+4 no puede ser un
vértice de K5 azul. Si v+6 es el segundo vértice del subgrafo K5 monocromaético azul, los
otros vértices se deben seleccionar de N, (v) —{v+7,v+11} = {v+9,v+ 10}, pero con
cuatro vértices es imposible formar el subgrafo K5 monocromatico azul. Finalmente,
solo quedan los vértices {v + 7,v + 9,v + 10,v + 11} como los tnicos candidatos para
los cuatro vértices restantes del subgrafo K5 monocromatico azul, sin embargo v + 10
y v + 11 son vértices consecutivos, con esto, se debe eliminar uno de ellos de la lista,
haciendo imposible la construcciéon del subgrafo K5 monocromatico azul. ]

2.3.4 Numero de Ramsey R(4,4)
Teorema 2.12. R(4,4) = 18. Greenwood y Gleason 1955 [10].

Demostracion. Dado que R(3,4) = R(4,3) = 9, aplicando el item (4) del Teorema 2.7,
se tiene R(4,4) < R(4,3) + R(3,4) = 18. Para probar que R(4,4) > 17, considere
los elementos del campo Zi7; como los vértices del grafo Ki7. Usando la Definicion 1.40
Q17 ={1,2,4,8,9,13,15,16}. Ahora, considere la 2-coloracion y definida de la siguiente
forma

. v | rojo  sij—i€ Q.
X({i7}) = { azul  sij—i¢ Oqr.
Esta funcion esta bien definida porque

r —y = a*(mod 17), si y solo si, y — = (4a)*(mod 17).

La representacion grafica de esta 2-coloracion y es la siguiente
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15 2

14

1 6

Figura 2.7: 2-coloracion de Ki7. (a) Ki7 azul y (b) Kj7 rojo para una inspeccion més
cercana. Modificado de [10].

Suponga que existe un subgrafo K; monocromatico en la 2—coloracién y, donde los
cuatro vértices son a,b,c,d €  Zy;, luego los elementos del conjunto
A={a—ba—c,a—d,b—c,b—d,c—d} son todos residuos cuadréaticos o ninguno
lo es. Dado que (a — b) € Zy7 — {0}, entonces existe su inverso z = (a — b)~! € Z;;. Al
multiplicar cada elemento del conjunto A por z se obtiene el conjunto
Az = {1, (a — ¢)z,(a — d)x, (b — ¢)z, (b — d)z, (c — d)x} y por el Teorema 1.41 cada
elemento de Ax es un residuo cuadratico. Sean B = (a — d)x y C = (a — ¢)z, se tiene

b—c)x=((a—c)—(a—b))x=(a—c)xr—(a—b)x=C—1;
b—d)x=((a—d)—(a—b))r=(a—d)x—(a—bxz=DB-1;
(c—d)x=((b—d)—(b—c))z=(b—-d)xz—(b—c)z=B—-C.

Luego, Az ={1,C,B,C —1,B—1,B — C} C Q;7, entonces
C—1,B—1¢€{1,2,4,8,9,13,15,16},

luego,
C,B€{2,3,5,9,10,14,16} N Q17 = {2,9, 16},

no obstante, B — C € {14,7,3,10} N Q17 = 0, lo que es una contradiccion. Por tanto,
no puede existir un subgrafo K4 monocroméatico del mismo color en la 2-coloraciéon x

de Ki7. Asi, R(4, 4) > 17. ]
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2.3.5 Numero de Ramsey R(3,6)

A continuacién se probara que R(3,6) = 18, para esto se usara el siguiente lema.

Lema 2.13. Si x es una 2—coloracion del grafo G = K3 tal que no contiene un clique
K3 monocromético rojo ni un subgrafo K5 monocromético azul, entonces para todo
vértice u € V(G) se tiene d,(u) = 4.

Demostracion. Sea x una 2—coloraciéon de G la cual no contiene un clique Kj
monocromatico rojo ni un subgrafo K5 monocromatico azul. Sea u € V(G) y
considere N,(u) = {uy,ug,...,u}, dado que x({w;,u;}) = azul, para evitar
triangulos rojos, entonces t = d,.(u) < 4. Ahora, suponga que existe = € V(G) tal que
d,(x) < 3y considere el subgrafo completo H generado por los vértices del conjunto
W = V(G) — N,|z], entonces

W|=13—(t+1)>13—4=09.

Por el Teorema 2.10 se conoce que R(3,4) =9 y dado que H no contiene un clique K3
monocromatico rojo, entonces deben existir cuatro vértices 21, 29, 23, 24 € W los cuales
forman un subgrafo K; monocromatico azul, lo que es una contradicciéon porque los
cuatro vértices 2y, 29, 23, 24 junto al vértice u formaria un subgrafo K5 monocromatico
azul en G. Por lo tanto, d,.(u) = 4. |

Observe que por el Teorema 2.7, se tiene
R(3,6) < R(2,6) + R(3,5) = 6 + 14 = 20.

Sin embargo, esta cota no es 6ptima. A continuacion se prueba por contradiccion que
R(3,6) < 18.

Teorema 2.14. R(3,6) < 18. D. Cariolaro 2007 [3].
En cualquier 2— coloracion de Kig existe un Kz monocromdtico de color rojo o un Kg
monocromdtico de color azul.

Demostracion. En efecto, sea G = (V(G), E(G)) el grafo completo con 18 vértices y
suponga que existe una 2-coloracion y del grafo G la cual no contiene ni un clique K3
monocromatico rojo ni un subgrafo Kg monocromatico azul. Con esta suposicion se
tienen las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 2.15. Para todo vértice v € V(G), se tiene que 4 < d,.(v) < 5.

Demostracion. Sea v € V(G) y suponga que N,(v) = {s1,S2,...,8}, con esto
d,(v) = t. Como x({v,s;}) = rojo, para s; € N,.(v) y no existe ningun subgrafo K3
monocromatico rojo, entonces

x({si,s;}) = azul, paratodol<i<j<t.

Asi, los vértices de N,(v) forman un subgrafo K; monocromatico azul de G y por
hipo6tesis no puede existir un subgrafo Kg azul en GG, por tanto t < 5. Por otro lado, si
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3, considere el subgrafo completo generado por los vértices del conjunto
V(G) — N, [v], entonces

|| IN

W] = |V(G) = N,o]| = 18 — (t+1) = 17—t > 17— 3 = 14.

Por el Teorema 2.11 se conoce que R(3,5) = 14 y dado que no existe ningun clique K3
monocromatico rojo, entonces deben existir cinco vértices en W los cuales forman un
subgrafo Ky monocroméatico azul. Sean vyi,¥ys,y3,ys yV ¥ys estos vértices, como

x({v,y;}) = azul para i = 1,2,3,4,5, se tiene que el conjunto de vértices
{v,91,Y2,Y3,Ys,ys} forman un subgrafo K monocromético azul en G, lo que
contradice la escogencia de la 2—coloraciéon y. Por tanto ¢t > 4. |

Afirmacién 2.16. Para todo vértice v € V(G) se tiene, d,(v) = 5.

Demostracion. Por la Afirmacion anterior, para todo v € V(G), 4 < d,.(v) < 5. Ahora,
suponga que existe un vértice u € V(G) tal que d,.(u) = 4 y considere el subgrafo
completo H con 13 vértices generado por el conjunto de vértices V(G) — N, [u]. Por
hipotesis, H no contiene un clique K3 monocromatico rojo. Ademas, si H contiene
un subgrafo K5 monocromatico azul, entonces los vértices de este subgrafo K5 junto
con el vértice v formaria un subgrafo K monocromatico azul en G, lo que es una
contradiccion. Asi, el grafo H satisface las hipotesis de la Afirmacion 2.13, luego para
cada x € V(H) se tiene |[HNN,(x)| = 4. Ahora, sea z € N,.(u), dado que 4 < d,.(z) < 5,
deben existir al menos tres vértices 21, 29, 23 € H tal que

x({z,z}) = rojo, parai=1,2,3.

Asimismo, x({z,%;}) = azul para ¢ # j, de otro modo, se formarfa un clique K3
monocromatico rojo. Ademaés, por lo anterior,

|H N N,.(z)| =4, parai=1,2,3,

asi que, d,(z;) = 5 parai = 1,2, 3, esto implica que N,.(z;)N,.(u) = {z} parai = 1,2, 3,
lo cual es una contradicciéon ya que los vértices del conjunto (N, (u) —{z}) U{z1, 22, 23}

forman un subgrafo K monocromatico azul en . Esto prueba que para cualquier
veV(GQ), d.(v) =5. |

Afirmacioén 2.17. Para cualquier par de vértices u,v € V(G), donde x({u,v}) = azul,
se cumple que
1 <|N.(u) NN, (v)] < 2.

Demostracion.

Sean u,v € V(G) donde x({u,v}) = azul y N,(u) = {uy, us, us, u4, us}. Suponga que
N,.(u) N N,(v) = 0, entonces x({v,u;}) = azul, parai=1,...,5, y de esta forma el
conjunto de vértices {v,uy,us, ug, ug,us} generan un subgrafo completo Kg
monocromatico azul en G, lo que es una contradiccion, por tanto |N,(u) N N,.(v)| > 1.
Ahora, suponga que |N,.(u) N N,.(v)| > 3, como d,(u) = d,(v) = 5, se tiene

|IN,(u) UN,.(v)| = d.(u) + d.(v) — |N.(u) N Np.(v)] =10 — | N.(u) N N,.(v)| <7,
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en consecuencia,
|No(u) N Ny (v)] =16 — |N,.(u) U N, (v)| > 9.

En este caso se puede considerar el subgrafo H generado por los vértices del conjunto
Ny(u) N Ny(v). Por el Teorema 2.10 R(3,4) = 9 y dado que H no puede contener un
clique K3 monocromaético rojo, entonces H contiene un subgrafo K; monocroméatico
azul, el cual junto a los vértices v y v forman un subgrafo Kg monocromatico azul en
G, lo que no puede pasar, por lo tanto |N,.(u) N N,.(v)| < 2. |

Para la prueba de las siguientes afirmaciones, con €(u,v) se denotara el cardinal del
conjunto N,.(u) N N,.(v), es decir,

€(u,v) = [N,(u) N N,.(v)].

Afirmacion 2.18. Seav € V(G). Si H es el subgrafo completo generado por los vértices
del conjunto V(G) — N,.[v], entonces se cumple lo siguiente

1) {peV(H):elpv) =1} =4
2) {p € V(H) : e(p,v) = 2}| = .
3) Sip,q € V(H) tales que N,(p) N N,(v) = N,(¢) N N,.(v), entonces p = q.
Demostracion. Considere los conjuntos
A={peV(H):elpv) =1}y B={peV(H):ep,v) =2}

Observe que para cada vértice p € V(H) se tiene x({p,v}) = azul, asi, la Afirmacion
anterior garantiza 1 < €(p,v) < 2, luego, V(H) = A U B. Por otro lado, dado que
[V(G)] = 18 y |N,[v]] = 6, entonces |V(H)| = 12. Ademaés, para cada vértice
s € N,(v), se tiene N,(s) N N,(v) = ), porque en caso contrario se formarfa un clique
K3 monocromético rojo. Recuerde que d,(v) = d.(s) = 5, luego |N,.(s) NV (H)| = 4,
en consecuencia, existen 20 aristas rojas que unen vértices de N,(v) con vértices de
V(H). Note que, por cada vértice en A se cuenta una arista roja que une vértices de

N, (v) con vértices de H y por cada vértice en B se cuenta dos de estas aristas, luego
|A| 4+ 2|B| = 20. Ademas,

|Al+ B = [AU B| = [V(H)| = 12,

entonces 20 — 2|B| + |B| = 12, es decir, |B| = 8 y |A| = 4. Para probar el item (3),
considere las funciones f : A — N,.(v) definida por

F(p) = 5 sty solo si x({p,5}) = roio,
y la funcion g : B — Py(N,.(v)) definida por
9(p) = {u, w} si'y solo si x({p,u}) = x({p, w}) = rojo.

Se probard que f y ¢ son funciones inyectivas. En efecto, sean p,q € A tal que
f(p) = f(q), luego existe un vértice s € N,.(v) para el cual se tiene
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x({p,s}) = x({g,s}) = rojo. Si x({p,q}) = azul, entonces los vértices del conjunto
{p,q} U (N,.(v) — {s}) forman un subgrafo K monocroméatico azul, lo cual es una
contradiccion, por tanto x({p,¢}) = rojo, sin embargo, si esto ocurre, {p, q, s} forman
un subgrafo K3 monocromatico rojo, lo que también es una contradicciéon, por tanto
p = ¢q, es decir f es inyectiva. Con esto se prueba que si p,gq € Ay
N,.(p) N N,(v) = N,.(q) N N,.(v) entonces p = ¢. Similarmente, sean p,q € B tal que
f(p) = f(q), luego existen s,t € N,(v) para los cuales f(p) = {s,t} = f(q), con esto
x({p, s}) = x({p, t}) = x({a, s}) = x({¢, t}) = rojo, entonces N, (s) N N;(t) = {v, p, ¢}
lo que también es una contradiccion por la Afirmaciéon 2.17, por tanto p = ¢, es decir
que la funcibon g es inyectiva. FKEsto prueba que si pq € B y
N,(p) N N,.(v) = N.(¢) N N,(v) entonces p = ¢, lo que completa la prueba ya que
V(H) = |A|U|B]. [

Afirmacion 2.19. Con la notacion de la Afirmacion anterior, los vértices del conjunto
A inducen un 4—ciclo rojo.

Demostracion. Suponga que N,(v) = {si,s2,53,54,t} v A = {p1,p2,p3,p4}. Por la
Afirmacion anterior, considere que x({pi, s;}) = rojo, si y solamente si, i = j. Ademas,

x({pi,t}) = azul, parai=1,2,3,4.

Sea N,.(t) = {v,t1,ta,t3,t4}, observe que t; € V(H) — A para i = 1,2,3,4, luego
{t1,t2,t3,t4} C B. Ademaés, como |B| = 8, entonces existe {wy, ws,ws, ws} C V(H) tal
que

B= {tl,tg,tg,t4,wl,wg,QU3,’lU4},

en Consecuencia,

V<G) = {U7 81, 52, 83, S4, t? t17 t27 t37 t47p17p27p37p47 wy, Wa, W3, 'lU4}.

Dado que €(t;,v) = 2y t € N.(t;) N N,.(v) para t; € (N,(t) — {v}), entonces existe
un unico vértice s, € (N,.(v) — {t}) tal que s, € N,.(¢;) N N, (v). Dado que la funciéon
g definida en la Afirmacién 2.18 es inyectiva y w; € B, entonces para cada w;; en
{wq, wy, w3, ws} existe un tnico par {s;,s;} C (N,(v) — {t}) tal que x({s;,w;;}) =
x({sj, w;;}) = rojo. Ahora, considere los conjuntos

F = {Pupj, Siy Sjawij} yT = Nr("U) - {3i>5j}-

Por la Afirmacion anterior se tiene x({z,y}) = azul, para todo x € F' y todo y € T,

sin embargo, dado que x({p;,s;}) = x{sj,wi;}) = rojo, entonces
x({pj,wi;}) = azul, similarmente se tiene que x({p;, w;;}) = azul. Observe que, si
x({pi,pj}) = azul, entonces los vértices del conjunto T'U {p;, p;, w;;} formarian un

subgrafo K¢ monocromaético azul en G, por tanto x({pi,p;}) = rojo.

Ahora, considere los conjuntos C; = N,.(w;)NN,(v) para ¢ = 1,2, 3,4. Para cada vértice
s € N,(v), con s # t, se probara que existen exactamente dos nimeros 7, j € {1,2,3,4},
tal que s € C; N C;. En efecto, suponga que s; € C; y 51 ¢ C;, para todo j # i, luego
los tnicos conjuntos C; posibles son {sa,s3}, {s2,54}, {53,514} ¥ con esto se tiene que
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X({p2:p3}) = x({p2, pa}) = x({P3, pa}) = rojo, luego los vértices {pz, p3, ps} forman un
subgrafo K3 monocromatico rojo, lo que es una contradiccion, asi, cada s; pertenece a

por lo menos dos conjunto C;, ahora, suponga que s; pertenece a tres conjuntos Cj, las
posibilidades para estos C; son {s1, s2}, {s1, 83}, {s1, 84} ¥ con esto se tiene que

x({p1,p2}) = x({p1, p3}) = x({p1,p4}) = 10jo,

y el conjunto C; faltante debe estar conformado por dos elementos
{si,s;} C {s2,53,54} y cualquiera que sea la eleccion, el conjunto {p;,p;,p;} formaria
un subgrafo K3 monocromatico rojo. Por lo tanto, el vértice s pertenece a
exactamente dos conjuntos Cj.

Para terminar, considere los conjuntos W = {wy, wy, w3, ws} v S = {s1, $2, 83, 84}. Por
lo hecho en el parrafo anterior, g(W) = {C1, Co, C3, C4}, donde g es la funcion definida
en la Afirmaciéon 2.18, asimismo, C; C S para toda ¢ = 1,2,3,4. A continuacion, si
fuese necesario, se cambiarén las etiquetas de los elementos de los conjuntos W y S,
de tal manera que g(wy) = {s1, $2}. Sea s3 el tnico vértice en S tal que {ss, s3} es uno
de los conjuntos C; y denote con wy el tnico vértice de W tal que g(wq) = {s2, 3}
Observe que x({p1,p3}) = azul, en caso contrario los vértices {p1, ps, p3} formarian un
triangulo rojo, por esta razon, el inico vértice s4 tal que {s3, s4} es uno de los conjuntos
C; satisface que sy # s1. Dado que cada vértice de S pertenece a exactamente dos de
los cuatro conjuntos Cj, la tnica posibilidad restante es que g(ws) = {s1,s4}. Por la
manera como se etiquetaron los vértices de W y S, se tiene que

X({p1,p2}) = x({p2, p3}) = x({p3, pa}) = x({ps,p1}) = r0jo.
Es decir, los vértices del conjunto A = {py, p2, p3, p4} inducen un 4—ciclo rojo. |

Afirmacion 2.20. Con la notacion de la Afirmacion 2.18, para cada p € A se tiene
e(p,t) = 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que A = {p1,p2, p3, pa} y
que pypopsps es el 4—ciclo rojo inducido por A. Dado que x({p,t}) = azul, para todo
p € A, por la Afirmaciéon 2.17, se tiene

1 <e(pi,t) <2, para toda i =1,2,3,4.

Suponga que €(p;,t) = 2 para algin 4, no se pierde generalidad al suponer que i = 1,
yva que de ser mnecesario se pueden reetiquetar los elementos en A. Sea
Ny (p1) N Ny (t) = {t1,12}. Dado que €(ps,t) > 1y que G no contiene tridngulos rojos,
existe t3 € N.(p2) N (N, (t) — {t1,t2}). Similarmente, x({p1,ps}) = azul, entonces
1 < e(p1,p3) < 2, pero pa,ps € Ni(p1) N Np(ps), luego ty,ta,t3 ¢ N.(p3), asi que,
necesariamente N, (ps) N N,.(t) = {t4}. Finalmente, t1,%s,t4 ¢ N,.(ps) N N,.(t) porque en
caso contrario se tendria un tridngulo rojo, entonces t3 € N, (ps) N N,.(t), sin embargo,
en este caso, €(p2,ps) = 3, en contradiccion con la Afirmacion 2.17. Esto termina la
prueba. [ |
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Ahora, para probar que R(3,6) < 18, se hace uso de todas las afirmaciones anteriores.
Asi, usando la notacion de estas afirmaciones, sin pérdida de generalidad, suponga que
p1P2pspa es el 4—ciclo rojo inducido por el conjunto A = {p1, p2, p3, p4} en G. Para cada
i =1,2,3,4 se tiene {p;,_1,pi+1,5i,t;} € N,(p;), donde p5s = p1 v po = ps. Dado que
d,(p;) = 5, existe un tnico w; € W tal que w; € N,.(p;). Ahora, sea s € S, se conoce que
s pertenece a exactamente dos de los conjuntos C; definidos en la Afirmacion 2.19, luego
IN,(s)NW| =2, ademas, |N,(s)NA| =1y v € N,(s), dado que d,.(s) = 5, se debe tener
€(s,t) = 1. Por otro lado, para t; € {t,ts, 3,14} se tiene |N,.(t;)NA| = 1, |N,(t;)NS| =1,
t € N.(t;) y d.(t;) = 5, luego |N,(t;) N W| = 2. Por lo anterior, se pueden etiquetar
los vértices de los conjuntos A, B 'y N,(v) de tal forma que A = {p; : i = 1,2,3,4},
B ={t,w;:i=1,2,3,4} y N.(v) = {s; : i =1,2,3,4} U{t} y ademas,

xX({pi,si}) = xUpi ti}) = x({pi, wi}) = rojo, parai=1,2,3,4.
Una representacion gréafica de las aristas rojas de G se presenta en la Figura 2.8.

D1

S84 W4 t4

Figura 2.8: Representacion de las aristas rojas de G. Modificado de [3].

Dado que d,(w;) = 5 y la 2—coloracién y de G no contiene triangulos rojos, entonces
se tiene

Nr(wl) N NT(U) C {82, S3, 84} y NT(wl) N Nr(t> C {tg,tg,t;l}.

Ademas, dado que e(wy,v) = e(wy,t) = 2, en cualquiera de los casos, debe existir
i €{2,3,4} tal que x({w1,s;}) = x({w1,t;}) = rojo. Para el caso i = 2, se tiene

Ny (w1) N Ny (p2) = {s2,t2,p1},

y para el caso i = 4, se tiene
N, (w1) N Ny (psa) = {s4,t4,p1},
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pero en estos dos casos, x({wi,p;}) = azul, lo que contradice el hecho que
1 < e(wy,p;) < 2 establecido por la Afirmacion 2.17. Por tanto ¢ = 3, es decir
X({wi, s3}) = x({w1,t3}) = rojoy s3 € g(wy). Ahora, suponga que sy € g(w;). Por lo
anterior, rojo = x({wi,s2}) # x({w,t2}), entonces x({wy,t4}) = rojo. Ahora,
considere el par de vértices {t,s2}. Dado que v € N,(s2) N N,(t), entonces existe un
tnico t; € N,(s2) N N,(t) para i = 1,2,3,4. No puede ser t, para evitar que el subgrafo
K3 monocroméatico rojo generado por los vértices {sg,pa,ta}, no puede ser t3 para
evitar que el subgrafo K3 monocroméatico rojo generado por {ss, ws,t3} y no puede ser
t, para evitar que el subgrafo K3 monocromatico rojo generado por {ss,ws,%,}, por
tanto la unica posibilidad es que t = 1, es decir, x({s2,t1}) = rojo, pero si esto
ocurre, entonces N, (s2) N N,.(p1) = {pa2, w1,t1}, lo que contradice la Afimracion 2.17.
La prueba es similar suponiendo s; € g(wj). Por tanto, en la 2—coloracion y de G
debe existir un subgrafo K3 monocromatico rojo o un subgrafo Ky monocroméatico
azul. [

Teorema 2.21. R(3,6) = 18

Demostracion. En Apéndice A, se muestra que R(3,6) > 17 y por el Teorema 2.14, se
concluye que R(3,6) = 18. [ |

2.3.6 Numero de Ramsey R(3,7)

Para la prueba de este niimero de Ramsey es necesario anadir nueva notacion y
definiciones a este trabajo.

Definicion 2.22. Sean G = K, un grafo y x : E(G) — {rojo, azul} una 2-coloraciéon
de G. Con C,(G) =t se denota el maximo ntimero de vértices tal que G contiene un
subgrafo K; monocromatico de color rojo y con I, (G) = r se denota el maximo nimero
de vértices tal que G contiene un subgrafo K, monocromatico de color azul. Ademés, si
se fija la 2-coloracion y se escribird C'(G) en lugar de C,(G) e I(G) en lugar de I, (G).

Definiciéon 2.23. (z,y)-grafo.
Sea x una 2-coloracion de un grafo completo G. Si z > C\(G) e y > I,(G) se dice que
G es un (z,y)-grafo con respecto a x.

Definiciéon 2.24. Complemento de una 2-coloracion.
Sea G un grafo completo y x una 2-coloraciéon de G. El complemento de x es una
2-coloracion x :E(G) — {rojo, azul} definida por

S, w}) = {azul si x({v,w}) = rojo.

rojo si x({v,w}) = azul.

Lema 2.25. G es un (x,y)—grafo con respecto a la 2-coloracion Yy, si y solo si, G' es un
(y, x)—grafo con respecto a la 2-coloracion Y.

Demostracion. G es un (z,y)—grafo si y solo si,
> C(G)=I(G) e y>1L(G)=C(G),

luego, G es un (y, x)—grafo con respecto a . |
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Observacion 2.26. Sean m,n € Z>, se define
R'(m,n) = R(m,n) — 1.

En consecuencia, para cada grafo completo G tal que |V(G)| < R'(m,n), existe una
2-coloracion x tal que C\(G) < m y I,(G) < n. Es decir, G es un (m,n)—grafo con
respecto a . Asi,

R'(m,n) =max{|V(G)| : G es un (m,n) — grafo con respecto a x}.

Lema 2.27. Sea x una 2-coloracion de un grafo G = K,,. Si G es un (z,y)—grafo con
respecto a x, entonces, para cada v € V(G) se cumple

(n—1)—R(z,y—1) <d.(v) < R(x—1,y).

Demostracion. Sea H un subrafo de G tal que V(H) = N,(v), luego xju es una
2—coloracion del subgrafo completo H, asi, I, ,(H) < I,(G) < y. Ademas,

C

X|H

(H)<C\(G)—1<z—1.

Asi que, H es un (x — 1, y)—grafo con respecto a x|u, es decir, d,(v) < R'(x —1,y). Por
otro lado, sea H' el subgrafo de G tal que V(H') = N,(v), luego,

L (H) SLG)-1<y—1 y C

X|H!

(H) < C(G) < z.

|H'

Es decir, H' es un (x,y — 1)—grafo con respecto a xu, luego, dy(v) < R'(x,y — 1).
Ademas, se tiene que d,.(v) + d,(v) = n — 1, por tanto,

d.(v) > (n—1)— R'(z,y — 1).
|

Definiciéon 2.28. Sea G un (z,y)—grafo completo con respecto a una 2-coloracion y.
Se define
o(G)=R'(x—1,y) — 6.(G).

Lema 2.29. Sea G = K,, un grafo completo. Si G es (x,y)—grafo con respecto a una
2-coloracion y, entonces

a) n<R(zx—-1y)+R(x,y—1)+1—-0(G).
b) 0(G) < R'(x—1,y)+ R(z,y—1)+1—n.

Demostracion. Por el Lema 2.27, se tiene (n — 1) — R'(z,y — 1) < d,(p) para todo
p € V(G), eligiendo p de tal forma que d,(p) = R'(z — 1,y) — o(G), entonces

(n—1) = R(z,y—1) < Rz —1,y) — 0(G),

de donde se obtiene a) y b) despejando n y o(G) respectivamente. [ |
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Lema 2.30.
R(x,y) < R(z,y—1)+R(x—1,y)+ 1

La desigualdad estricta se cumple cuando R'(z,y—1) y R'(x —1,y) son ambos nimeros
pares.

Demostracion. Por la observacion 2.26, R'(m,n) = R(m,n) — 1 y por Teorema 2.7
items (4) y (5) se tiene que R(z,y) < R(z,y— 1)+ R(z—1,y) y la desigualdad estricta
se cumple cuando R(z,y — 1) y R(z — 1,y) son ambos nimeros pares, asi

R(z,y) +1 < R(z,y—1)+1+ R(x—1,y)+ 1.

R(z,y) < R(x,y—1)+R'(x —1,y) + 1.
m

Definiciéon 2.31. Sea G = K, un (z, y)—grafo completo con respecto a la 2-coloracion
X- A un vértice p € V(G) se lo denomina preferido cuando al conjunto de vértices
V(G) se lo divide en dos subconjuntos complementarios, N,.(p) y N,(p). Ademas, si
H,(p) = (V',E") donde V' = N,(p) vy Ha(p) = (V",E") donde V" = N,(p), entonces
por la prueba del Lema 2.27 se tiene que H;(p) es un (z — 1,y)—grafo con respecto a
X v Ha(p) es un (x,y — 1)—grafo con respecto a .

Para un (x,y)—grafo completo G, se definen los ntimeros r;, = R'(z — 1,y) — j,

=|{veV(G):d.(v) =r;}| y e = [{{v,w} € E(G) : x({v,w}) = rojo}|. Ademas,
para un vértice preferido p considere los subgrafos Hi(p) y Ha(p) definidos
anteriormente, asi, se definen ¢t; = [{v € V' : d,.(v) = r;}| v

e1(p) = {{v,w} € E": x({v, w}) = rojo}| y e2(p) = [{{v,w} € E”: x({v,w}) = rojo}|.

Lema 2.32. Si G = K, es un (x,y)—grafo con respecto a una 2-coloraciéon y y
considerando los niimeros anteriores para un vértice preferido p € V(G), se cumple la
siguiente ecuacion

e2(p) —er(p) = Rz = Ly) |5 S R(z-1y +]] +U(G)J< )

Jj=1

Demostracion. Sean G un (z,y)—grafo completo con respecto a la 2—coloracion y y
p € V(G) un vértice preferido. Ahora, se contara el ntumero de aristas rojas de G de
dos maneras diferentes.

Por definicion 2.28 se tiene que o(G) = R'(z — 1,y) — ¢ donde ¢ = §,(G), luego,

2¢ = qso(c) + (¢ + Dso@—1 + (@ + 2)so@)—2 + - + R'(z — 1,y)s0
10’(G) / 1 o'G)
e=5 ) (Rlz=Ly)=j)s;=5 D 158
j=0 7=0
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Similarmente, se cuenta el cardinal |N,(w;)| para cada w; € Hi(p), luego Z;’g) rit;

cuenta una vez las aristas rojas que salen de H;(p) y dos veces las aristas rojas de
H,(p), entonces

o(G)
e= Z rit; — e1(p) + ea(p).
=0

Eliminado e se obtiene

1 (G) o(G)
3 Z riS; = Z rit; — e1(p) + ea(p),
=0 =1

o(G) 4
ealp) — i) =Y (5 1) (Rl —1.9) - )

Ademas, se tiene que ng) s;=ny Z;’LGO) t; = rj, por tanto

o(G)
S; .
eap) —eap) = Y (5 — 1) (R = 1,9) =)
7=0
o(G) . @ e o(G)
=Y Rl-1y)5 - iy~ Y R (@ —1y)+ > it
j=0 j=0 j=0 =0
9@ o) o(G) )
=R(z—1y) 52%‘2%’ + J<]_§j>
7=0 7=0 7=0
o(G) s
=Rz —1y) (5 -r)+ > (t-3)

Lema 2.33. Sea G = K, un grafo completo. Si G es un (3, y)—grafo con respecto a x
y p € V(G) un vértice preferido tal que d,(p) = r;, entonces

ea(p) = (y — 1) <g—y+1+j>+c§j(tj_%>'

Demostracion. Por el Lema 2.32 se tiene

g

3

S

alp) — erlp) = Re = 1,9) (5 =) + D5 (6 - F).

Sin embargo, como R(2,y) = y, entonces R'(2,y) = y — 1. Ademas, por definicién
Cy(G) < 3, es decir e; = 0, por tanto.

ap) = (-1 (5 —y+14+5)+ > i (6-2).
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Lema 2.34. Sea G un (3, y)—grafo completo sobre n vértices y y una 2-coloracion. Si
existen vértices p y p’ tal que d.(p) = d,(p') = r;, donde x({p,p’'}) = rojo, entonces
prefiriendo uno de los vértices, se obtiene

W <y-1)(5-y+1+7) o e@)<w-1(5-y+1+]).

Demostracion. Usando la notacion del Lema 2.32, sea t; = [{v € N,(p') : d,(v) = 5}y
ea(p’) el namero de aristas rojas en Hq(p') cuando p' es preferido. Como x({p,p'}) = rojo
y C\(G) < 3, entonces N,(p) N N, (p') = 0, asi t; +1; < s; para todo j. Ademas,

o(G) o(@) o(@)

j(t——) Z]( ) thth s;) < 0.

Jj=1

Ahora, por el Lema 2.33, se tiene

o(C)
. S5
e2(p) = (y — 1) <§—y+1+1)+23(j—5j>,
j=1
y
7(C) .
) =w-1) (5-v+1+3)+ > i (4 -3).
j=1

para p y p’ respectivamente. Luego, sumando las dos igualdades se tiene

calp) + ea(e) =20y 1) (5w +143) + D5 (648 - s).

Por tanto

exlp) +e(p) 20y —1) (S —y+1+))

donde ex(p) < (y—1) (3 —y+1+j) oealp) < (y—1) (3 —y+1+). n

Lema 2.35. Sea G = K, un grafo completo. Si 0(G) =1y G es un (3,y)—grafo con
respecto a x, entonces existe un vértice p € V(G) con d,.(p) = r donde

ex(p) < (y — 1) [§—y+2]
Ademas, si la igualdad se cumple para todos los vértices p; € V(G) con d,(p) = 1y,
entonces el conjunto de estos vértices se divide en dos clases, cada una con sy /2 vértices
tal que las aristas que unen los vértices de estas dos clases son todas de color rojo y las
aristas que unen vértices de la misma clase son todas de color azul.

Demostracion. Si hay dos veértices p,p’ € V(G) tal que d,.(p) = r = d.(p)) y
x({p,p'}) = rojo, entonces el Lema 2.34 proporciona la desigualdad. Ahora, sea
A = {p1,pa, -+ ,ps, } todos los vértices tal que d,(p;) = r1. Si x({ps,p;}) = azul, para
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todo i # j y o(G) = 1, entonces ng)j(tj —5;/2) =t1 — $1/2, luego t; = 0 y por el

Lema 2.33 n s
1
)= y—1) (5 -v+2) -5

Suponga que ey(p) = (y — 1) (% —y+ 2) se cumple para todo p; € A, luego ¢, = 3.
Sean p,q € A donde x({p, q}) = rojo, se define los conjuntos

A, ={w € N,.(p) : dp(w) =11}y Ay = {w' € N,(q) : d,(w') =11}

Observe que |A,| = |A,| = % y para evitar triangulos rojos, se tiene A, N A, = (), luego
|A,| + |A,| = s1. Ahora, suponga que existe un vértice z € A, tal que A, # A,, es
decir, existe t € A, y t ¢ A, si esto ocurre, entonces necesariamente ¢t € A;, lo que
es una contradiccion, ya que los vértices {q, z,t} forman un tridngulo rojo. Por tanto,
para todo z € A, se tiene que A, = A,. Asi, A se divide en dos clases C; = N, (p;) N A
y Cy=A—(N.(p1) NA). [ |

En vista de los Lemas precedentes, es claro que el ntmero de aristas rojas en un
(z,y)—grafo con respecto a una 2—coloracion y es informacion util. Ahora, se deriva
una formula que da limites inferiores en el numero de aristas rojas de un (z,y)—grafo
sobre n vértices con respecto a una 2—coloracion Y.

Definicién 2.36. Si G = K, es un (x,y)—grafo con respecto a x, entonces e(z,y,n)
denota el nimero minimo de aristas rojas posibles en G.

Observe que dado un grafo G = K,, donde G es un (z,y)—grafo con respecto a y y
p € V(G) para el cual d,(p) = d, entonces por el Lema 2.27 Hy(p) es un (z,y—1)—grafo
con respecto a y con n —d — 1 vértices, asi e; > e(x,y —1,n —d —1).

Lema 2.37. Sea G = K, un grafo completo. Si G es un (3, y)—grafo con respecto a x
con e aristas rojas, entonces

donde r; v s; estan definidos en el Lema 2.32.

Demostracion. Usando la notacion del Lema 2.32, sea G = K,, un (3,y)—grafo con
respecto a x y sea p un vértice preferido con d,(p) = r;. Observe que en un (3, y)—grafo
con respecto a x se tiene que e; = 0 ya que C(G) < 3, es decir que H;(p) forma un
subgrafo completo donde todas sus aristas son de color azul. Asi, sea [3;;(p) el nimero
de vértices v € Hy(p) tal que d,(v) = r;, es decir §;;(p) = [{v € Hi(p) : d-(v) = r;}],
luego Z;’g) r;Bi;(p) cuenta el total de aristas rojas que salen de H;(p), por tanto

o(@) o(@) o(@) o(@)
Z riBij(p) = Z(y —1—34)Bip) = Z(@/ —1—1)By(p) + Z(i —1)Bii(p),
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donde Z] o y—1 —1)0i(p) =1 ng) Bij(p) = ri|H1(p)| = r2, luego el total de aristas
rojas en GG esta dado por

a(G)

= ea(p) + 7 + ) (i = )8y ().
=0
Se sabe que ey(p) > e(3,y — 1,n —r; — 1), luego,
e>e(3y—1,n—r;—1)+r7 —1—2 7)Bij(p

Si se suma esto sobre todos los vértices p € V;, donde V; = {p € V(G) : d,(p) = r;},

note que el término
o(G) o(G)
D0 =08y

i=0 peV; j=0

En efecto, sea A = [ay], donde a; = > (i — j)Bi;(p), como
> pev: Bii(P) = X ey, Bji(p), la matriz A es antisimétrica, por tanto
o(GQ) o(G)
>S50
=0 j=0
Y para los demas términos se tiene
o(G) o(G) o(G)
ne = Z sie > Z si(e(3,y—1,n —-1))+ Z si(r?)
=0 =0 1=0
Por tanto
o(G)
ne > Z{e(S,y L,n —1) +r’}s;
1=0

Con éste Lema y el Lema 2.32 es posible calcular el valor exacto o cotas inferiores del
namero e(x,y,n) para un (x,y)—grafo con respecto a x. La existencia de tales grafos
se evitard por el momento.

Lema 2.38. ¢(3,3,4)

= =5, ¢(3,4,7) =6, e(3,4,8) > 10, ¢(3,5,9) = 7,
e(3,5,10) = 10, ¢(3,5,11) > 15, (3, 5,

2) > 20.

Demostracion. Las igualdades se puedes probar por construccién, por ejemplo
e(3,4,7) = 6. Sea G = K7 un (3,4)—grafo completo con respecto y. Suponga que en G
existe un vértice p tal que d.(p) = 0, luego d,(p) = 6, como R(3,3) = 6, entonces en
Hs(p) existe un subgrafo K3 monocromético de color azul, sin embargo, los vértices
que forman el K3 monocromético azul junto con el vértice p forman un subgrafo K,
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monocromatico azul en G, lo que es una contradiccion. Ahora suponga d.(p) = 1,
luego se tiene que Hs(p) es un (3,3)—grafo con respecto a x sobre 5 vértices, como
e(3,3,5) = 5 y las 5 aristas rojas junto con la arista roja disjunta forman un
(3,4)—grafo con al menos 6 aristas rojas. Similarmente se prueba para d,.(p) # 1.

Las desigualdades se prueban usando los Lemas 2.37 y 2.32, por ejemplo
e(3,4,8) > 10. Sea G = Kg un (3,4)—grafo completo con respecto a x con
e =e(3,4,8). Por el Lema 2.27, 0(G) = 2.

Por el Lema 2.37 se tiene que
8e > (e(3,3,4) +9)so + (e(3,3,5) +4)s; = 11sg + 9s;.
Usando el Lema 2.32, se tiene 2e = Z?LGO) $;T; = 3s0+ 251y 8 = ng) s; = So + S1.

Es decir, con estos Lemas se obtiene el sistema
1180 -+ 981 S 8e
389 + 251 = 2e
So+ S1 = 8.

La solucién a este sistema que minimiza e es so = s; = 4 y e = 10. Para minimizar el
sistema se us6 programacion entera mixta (MIP) en Sagemath. (Ver Apéndice B). W

Lema 2.39. Si G = K3 es un (3,5)—grafo completo con respecto a x, entonces
e(3,5,13) = 26.
Ademas, para todo p € V(G) se tiene que d,.(p) = 4.

Demostracion. Empleando el Lema 2.27, se tiene que o(G) = 0. Usando el Lema 2.37,
se obtiene que 13e > (e(3,4,8) + 16)sy = 265, es decir que e = 2sy. Por otro lado,
13 = Ejg) s; = So, por tanto e > 26. Ademas, como sy = [{v € V(G) : d,(v) = 1o}| es
igual a 13 y o = 4 implica que, para todo p € V(G) se tiene que d,(p) = 4. [ |
Lema 2.40.
e(3,6,17) > 38.

Demostracion. Usando el Lema 2.27 se tiene que o(G) = 3. Ademas, por el Lema 2.37
se obtiene

17e > (e(3,5,11) +25)s0 + (e(3,5,12) 4+ 16)s1 + (e(3, 5, 13) 4+ 9)s9 = 4080 + 3651 + 3555.

Empleando el Lema 2.32, se tiene que 2e = 5sg + 4s1 + 352 v 17 = s9 + 51 + s9. Luego,
se obtiene el sistema
4080 + 3681 + 3582 S 17e
580 + 451 + 382 = 2e
So + S1 + S9 = 17.

La solucion a este sistema que minimiza e es sp = 8, s1 = 9, 5o = 0y e = 38.
Nuevamente, para minimizar el sistema se us6 programacion entera mixta (MIP) en
Sagemath. (Ver Apéndice C). |
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Para probar que e(3,6,17) > 40, es necesario algunas técnicas adicionales que se
presentan a continuacion.

Definicién 2.41. Sean GG un grafo completo y x una 2—coloracion de GG. Un conjunto
independiente méximo en G, se refiere a un conjunto independiente en G' que contiene
I,(GQ) vértices. Un vértice p € V(@) se llamara esencial si pertenece a todo conjunto
independiente méximo de G.

Lema 2.42. Sean x una 2—coloracion del grafo completo G y p,q € V(G) tal que
X({p,q}) = rojo. Si x’ es la 2—coloracion de G’ tal que x'({p,¢}) = azul, entonces
(1) Cualquier conjunto independiente en G con respecto a x es independiente en G’
con respecto a x’.
(2) Sip o g no son esenciales en G', entonces 1,,(G") = I, (G).
(3) Sipy g son esenciales en G’, entonces I,/ (G') = I, (G) + 1.
(4) Si p es esencial en GG, entonces p es esencial en G’ y ¢ no es esencial en G'.

Demostracion. (1) Por la construccion de x/, si S es un conjunto independiente en G,
como x({p,q}) = rojo y esa arista roja no esta en S, luego S es independiente
en G

(2) Sip no es esencial en G’, existe un conjunto independiente maximo 7" en G’ tal
que p ¢ T, luego T también es un conjunto independiente méaximo en G, es decir
I(G) = I,,(G"), la prueba es similar cuando ¢ no es esencial en G'.

(3) Observe que, si I,(G) = I,(G’), entonces cualquier conjunto independiente
maximo en G es también méximo en G’ y no debe contener a p y ¢ al mismo
tiempo. Luego si p y ¢ son esenciales en G', entonces I,(G) < I,(G'); sin
embargo si se quita p o ¢ de un conjunto independiente méaximo en G’ se obtiene
un conjunto independiente maximo en G, luego I,,(G') = I,(G) + 1

(4) Sea p esencial en GG. Suponga que p no es esencial en G’, por (2) existe un conjunto
independiente maximo T' € G tal que p ¢ T, es decir que p no es esencial en G,
luego p debe ser esencial en G’. Suponga que ¢ es esencial en G’, luego por (3), si
p y q son esenciales en G', entonces ninguno de los dos p y ¢ son esenciales en G
lo que también contradice la hipotesis. por tanto si p es esencial en GG, entonces p
debe ser esencial en G’ pero ¢ no puede ser esencial en G'.

|

Lema 2.43. Sean y una 2-coloracién de un grafo completo G y g; el nimero de subgrafos
conexos de G con i aristas rojas. Si GG tiene circunferencia roja z, entonces para todo

entero 0 < w < z,
w

(~1)L(6) < (~1)" 3 (- 1)'g..
=0
La igualdad se cumple si G es libre de ciclos rojos y la sumatoria es sobre todos los
subgrafos conexos.

Demostracion. La prueba se hard por inducciéon sobre el nimero de aristas rojas del
grafo.

Hipotesis inductiva (HI) Sea G un grafo completo con circunferencia roja mayor a w,
sean y una 2—coloracion del grafo G y p € V(G). Existe una particion de los subgrafos
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conexos de G con w o menos aristas rojas entre dos clases, los subgrafos de una clase

seran llamados positivos y los de la otra clase negativos. Para ¢+ = 0,1,2,--- ;w — 1

existen funciones f; : ;7 — Sz, (donde S;-r es el conjunto de subgrafos positivos con j

aristas rojas y 5; el conjunto de subgrafos negativos con j aristas rojas). También se

cumplen las siguientes condiciones.

(1) Sy es un conjunto independiente maximo;

(2) Sipe€ S, entonces p es esencial en G;

(3) fi es biyectiva parai=1,2,--- ,w —1;

(4) Para todo subgrafo positivo H con menos de w aristas rojas, p es un vértice de
H siy solo si p es un vértice de f;(H);

(5) Si G tiene w o menos aristas rojas, entonces S = ().

Nota: (Eleccion de Sy y S). Para p € V(G), si p es esencial defina S; como
cualquier conjunto independiente méaximo, si p no es esencial, defina S; como uno de
los conjuntos independientes méaximos tal que p ¢ S, y defina S como el
complemento de S; .

Observe primero que, si la HI se cumple para un grafo G, entonces
Yo o(=1)'g; = L(G) + (—=1)*|S}|, (pues S cancela S, por la biyeccion), luego la
proposicion vale para GG; multiplicando ambos lados por (—1)%:

(=" D> (=1'gi = (=1)"L(G) + (=1)*[S;| = (=1)"L(G) + |S; ], donde [S;]] > 0.

1=0

Segundo, note que la HI se cumple para todo grafo con todas sus aristas azules, ademés
si G es un grafo que satisface la HI para algtin vértice p, entonces GG unido con cualquier
vértice aislado también va a satisfacer la hipotesis (condiciones (2) y (4) se satisfacen
trivialmente para cualquier vértice aislado). Para z = oo la igualdad se cumple ya que
no hay ciclos rojos y la sumatoria es sobre todos los subgrafos conexos, hay varios casos
en el que z = oo, ejemplo: suponga un grafo G con k vértices donde en su 2—coloracién
X solo existen 3 aristas rojas, pueden ocurrir dos casos,

si las 3 aristas rojas estan separadas entonces, go = k y g = 3, por tanto,

(=D)L (G) = (=1)"(g0 — g1+ -+ + (=1)"gu)
(~1)°(k —3) = (=1)"(k = 3+0 — -+ 0 (~1)*),

si hay 1 arista roja separada y 2 aristas rojas conectadas, entonces go = k,g1 = 3y
g2 = 1, por tanto,

(=D"L(G) = (=1)"(g0o — g1 + -+ + (=1)"gu)
(-D)“k-2)=(-1)“k—-3+1—---+0x(—1)"),
Para z = 3, suponga un grafo GG con k vértices donde en su 2—coloracion y existen 3
aristas rojas las cuales forman un K3 monocromaético rojo, suponga que {p,q,r} son

los veértices del tridngulo rojo, como p no es esencial, (denotando como pq al subgrafo
conexo de una arista roja {p, q}) se pueden definir
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Sy = {s € V(G) : sesaislado } U {r}, S; = {p,q}, S = {pa.qr}, S; = {pr},
Sy = {pqgr}, S5 = {prq, pgr}, definiendo estos conjuntos se cumple la HI y se verifica
la desigualdad para w = 0,1,2. Ahora, suponga que la HI se satisface para todos los
grafos con menos de n aristas rojas. Sea G un grafo con n aristas rojas y sea p € V(G)
no aislado.

Caso 1: p es esencial en G.

Elija cualquier arista roja de G que tenga a p como un extremo y llame ¢ al otro
extremo. Sea X’ la 2—coloracion de G’ tal que x({p,q}) = azul. Aplicando la HI a
G’ usando el vértice p, sea la particion de los subgrafos conexos denotada por 7’ y las
funciones f/. Ademas, aplicando de nuevo la HI para el grafo G’ y el vértice ¢, sea "
la particion de subgrafos conexos y f/’ las funciones en este caso. Dado un subgrafo
conexo H de G teniendo w o menos aristas rojas, note que es libre de ciclos rojos (ya
que G tiene circunferencia roja z > w). Luego, si H contiene una arista roja entre
dos vértices p y ¢, por la construccion de x”, xX'({p,q}) = azul) en G', es decir que
H se divide en 2 componentes rojas. Llame a la componente roja que contiene a p la
p-componente roja de H y a la otra la g-componente roja de H. Los subgrafos conexos
de G con w o menos aristas rojas son ahora particionados en las clases positivas y
negativas de la siguiente forma, (denotando con sig.(H) como el signo que toma H
con relacion a la particion 7). Si H € 7', entonces sig,(H) = sigw(H) y si H ¢ 7',
entonces sig,(H) = sig.»(q — componente roja de H), es decir H conserva el signo de
su g—componente roja bajo la particiéon 7”. La asignacion de los subgrafos positivos es
especificado de la siguiente forma: Si H es positivo con i < w aristas rojas y H € 7/,
se define f;(H) = f/(H), pero si H es positivo con ¢ < w aristas rojas y H ¢ 7',
entonces f;(H) sera igual al grafo conexo con p-componente roja igual que en H y la
g—componente roja igual a f! aplicada a la ¢g—componente roja de H. Note que este
serd un subgrafo conexo de G, ya que (4) de la HI asegura que ¢ es un vértice de f!’
aplicado a la g-componente roja de H. Ahora, ya se ha definido la particiéon 7 y las
funciones f; de G con el vértice p, luego se prueba que cumple con las condiciones de
la HI. Por el Lema 2.42, I, (G) = I,,(G') y p es esencial en G’, por tanto (1) y (2) de
la HI se satisfacen, (note que todos los vértices son particionados por 7). Para probar
(3), seleccione un subgrafo H en G de la clase negativa con i+ 1 aristas rojas con i > 0.
Suponga que H € 7', como f! es biyectiva, existe un tnico subgrafo H’ con i aristas
rojas tal que f;(H') = f/(H') = H. Ahora, suponga que H ¢ 7', dado que q € Sy,
cualquier H € 7’ cuya ¢—componente roja es el vértice aislado g debe ser de la clase
positiva, por tanto la g—componente roja de H contiene por lo menos una arista roja.
Como f! satisface las condiciones (3) y (4) de HI, luego existe un subgrafo K € ="
tal que ¢ € V(K) y fI'(K) equivale a la g—componente roja de H, luego el tnico
subgrafo conexo H' con g—componente roja K, p—componente roja igual que el de H
es asignado en H por f; y es tnico. La condicion (4) se sigue directamente del hecho de
que f! satisface (4) y todos los subgrafos no asignados por f/ contienen la arista roja
entre p y ¢, por lo tanto contienen a p de cualquier forma. Finalmente, considere el caso
en que (G tiene w o menos aristas rojas. Si G tiene menos de w aristas rojas o si G no
es conexo, entonces S = (). Ahora, si G es conexo y tiene w aristas rojas, existe un
solo subgrafo T" con w aristas rojas, la g-componente roja de T es el subgrafo maximo
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conexo de G’ que contiene a ¢ (observe que tiene menos de w aristas rojas). El hecho
de que f” debe satisfacer (4) requiere de la g—componente roja de T', en consecuencia
T debe estar en la clase negativa, por tanto S; = 0.

Caso 2: p no es esencial en G.

Elija cualquier arista roja con p como uno de los extremos y sean ¢ y G' como el caso
1.

Caso 2a: [, (G) = I,/(G").

Por el Lema 2.42 se sabe que p no es esencial en G’. En este caso se aplica la HI al grafo
G’ usando el vértice p y se usa solo las funciones f/ para definir f;. Para este caso, los
subgrafos no contenidos en 7’ son particionados y asignados por sus p—componentes
rojas. La verificacion de las condiciones (1), (2), (3), (4),y(5) es igual que en el caso 1.
Caso 2b: [,(G) = 1/(G") —1

De nuevo, por el Lema 2.42, p y g son eseciales en GG'. Como en el caso 1, se aplica la
HI a G’ usando a p y a ' usando al vértice ¢, se realiza el procedimiento del caso 1
con una excepcion. Como ¢ es esencial, ¢ € S;, pero cada subgrafo conexo H de G’
cuyo ¢ componente roja consiste en el vértice aislado ¢ seria de signo negativo aun sin
ser la imagen de algin subgrafo bajo la funciéon f;, por lo tanto, los subgrafos que
contienen a la arista roja entre p y ¢ van a ser clasificados y asignados de acuerdo a
sus ¢ componentes rojas a menos que sus g—componentes rojas consistan en un tinico
vértice. En este tltimo caso se particiona y asigna de acuerdo a sus p—componentes
rojas.

Atn quedan dos detalles menores. Primero, la arista roja entre p y ¢ tiene signo negativo,
pero no es la imagen de f;. En segundo lugar, S; es independiente en G’ pero no en
G. Ambos detalles se corrigen removiendo p de S; (ver Lema 2.42), esto es, poniendo
en S y asignando p sobre la arista roja entre p y ¢. La verificacién de las condiciones
(1),(2),(3),(4) y (5) son rutinarios. Por lo tanto, la proposicion ha sido demostrada. W

Para los siguientes Lemas es necesario dar algunas definiciones adicionales.

Sea G = K, un (3,y)—grafo completo con respecto a x. Considere un conjunto
independiente H; de GG y sea Hj el subgrafo generado por los vértices restantes. Sea
G; el conjunto de subgrafos conexos de H; con j aristas rojas. Defina
ri(j) = {A € Gj : Y ,ca IN-(Hy,u)| = i}|. Ademas, para K un subgrafo de H; defina

w(K)=|{r € Hy : x({r,p}) = rojo, para algun p € K}|.

plI) = 37 IV (o).

ueK

Teniendo en cuenta esto, se puede definir 7;(j) = [{A € G, : p(A) =i}

Definicion 2.44. Sea p € H,. Se dice que p esté sobre un r—subconjunto S de H; si
N,.(p) N Hy C S. Ademés, defina supp(p) = {uv € Hy : x({p,u}) = rojo}.

Definicion 2.45. Sea S un r—subconjunto de H;. Se define el subgrafo T soportado
por S como el subgrafo de Hy generado por todos los vértices p € Hy tales que p esta
sobre S.
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Definicién 2.46. Sea K € Gj. Se dice que un r-subconjunto S C H; soporta al
subgrafo K si existe un subgrafo T" C H, tal que

(i) KCT.
(ii) T es soportado por S.

Sea G un (3,y)— grafo con respecto a una 2-coloracién x. Si H; es un conjunto
independiente de G con v vértices y Hy C (G — H;) tal que N,.(p) N Hy # ) para todo
p € Hs, entonces

Lema 2.47. Para cada K € Gj existe un tnico subgrafo 7' C H tal que
(i) K CT.
(ii) T es soportado por un r-subconjunto S.

Demostracion. Sean
S={q€ H,:q€ N,(p) para algin p € V(K)}

y T el subgrafo de Hy soportado por S. Sean p € V(K) y q € N,.(p) N Hy, luego g € S,
es decir que p esté sobre S, como T es soportado por S, por definicién p € V(T'), por
tanto K CT.

Ahora, suponga que existe un subgrafo 77 soportado por el r—subconjunto S; tal que
K C Ty, sea p € V(T1), luego p esta sobre Sy y |Si| = |S]. Si p no esta sobre S,
entonces existe un vértice ¢ € N,.(p) N H; tal que ¢ ¢ S, es decir que existe un vértice
q € (S — 51), con esto se tiene que existe un vértice p’ € K tal que ¢ € N,(p') N H;
yva que K esta sobre S, luego K ¢ T}, lo que es una contradiccion, por tanto 77 C T.
Similarmente se prueba que 7" C T7. Con lo cual se tiene que T' = T7. [ ]

Lema 2.48. Si K € G, y |Hi| = v, entonces existen exactamente (ﬁ:igg)
r-subconjuntos de H; que soportan a K.

Demostracion. Sea S = N,(K) N Hy. Ademas, sea T el subgrafo de Hy soportado por
S, luego |S| = w(T), por el Lema 2.47, T es tnico y K C T'. Si w(T") < r entonces hay

exactamente (Z:ng;) r-subconjuntos de H; que soportan el subgrafo 7', si w(T') > r
se define (Z::jg%) = 0 ya que no existiria un r-subconjunto de Hs que soporte a T

Ademas w(K) = w(T), en efecto, como K C T, luego w(K) < w(T) y por construccion
de S, w(T) < w(K), por tanto también existen exactamente (i:“;(é:))) r-subconjuntos
de H; que soportan el subgrafo K. |

Lema 2.49. Sea G un (3,y)—grafo completo con respecto a una 2-coloracion x y
|Hq| = v. Para K un subgrafo conexo de Hj y las definiciones de 7;(j),w(K), u(K) se
tiene que

rey=1-()) 2 Yy (Z (jjjjf)n-(j)) +ean),
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donde a es impar y todos los subgrafos de G los cuales son soportados por un
r—subconjunto de H; tienen una circunferencia roja mayor que a, y donde

=20t 2 [(7250) - (710

Demostracion. Sea S un subconjunto de r vértices en H; y T el subgrafo de H,
soportado por S. Dado que G es un (3,y)—grafo con respecto a x y Hy es un conjunto
independiente entonces v = |H;| <y — 1, es decir (y — 1) — (v —r) > 0.

Sea W un conjunto independiente méaximo contenido en T, luego |W| = L (T),
entonces W J (H; — S) es un conjunto independiente contenido en G, y se tiene

y—1>WU(H, = 9)|=|W|+|H =S| =L(T)+ (v—r).

Es decir, I,(T) < (y — 1) — (v — r). Ademaés, como a es impar y por el Lema 2.43,

a

L(T) = Z(_l)jgjv

=0

donde g; es el nimero de subgrafos conexos de 7" el cual tienen j aristas rojas. Asi;
r+y—1-v>> (~1Vg;.
5=0

Sumando esta desigualdad para todos los r—subconjuntos de Hy, el lado izquierdo

queda;
[r+y—1—v]<v>
r

ya que se suma la misma cantidad (ﬁ) veces. En el lado derecho se cuentan subgrafos
conexos con j aristas rojas del subgrafo T" determinado por el r-subconjunto .S, sin

embargo por el Lema 2.48 un subgrafo K € G, se cuenta exactamente (Z:‘:Eg) veces,
por tanto
v - , v —w(K)
—1- >N (—1)
rrvm-d(0) 2 30 | 3 (25 )
7=0 KEG]'
y el lado derecho puede ser escrito como
- - v — pu(K) v —w(K) v — pu(K)
S 3 (o) 2 10 ) - Cohm)]
7=0 KeG; K KeG; H
o simplemente
> (-1 ( ( ) Z)n(]’)) +ea,r).
r—1i
]:O =1
|
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Para discutir las consecuencias de la proposiciéon anterior se introduce la siguiente
terminologia un vértice p de Hy tal que |N,.(Hy,p)| = j serd llamado un j-vértice y
una arista roja entre un i—vértice y un j—vértice sera llamada una (i, j)—arista (roja
o azul).

Observacion 2.50. El ntimero a del Lema 2.49 se puede elegir igual a 1 o 3 en todos
los casos en que G sea un (3,y)—grafo, (todos los subgrafos tienen circunferencia roja
por lo menos 4).

Observacion 2.51. Si G es un (3, y)—grafo completo con respecto a x y H; tiene y—1
vértices, entonces

(1) 70(0) = 0.
(2) Hay a lo méas un 1-vértice sobre cualquier 1-subconjunto de H;.

(3) Si hay 3 vértices sobre un 2-subconjunto de Hy, dos de ellos deben ser 1-vértices
unidos por arista roja y el tercero un 2-vértice.

(4) Puede haber a lo mas (R/(3,r + 1) — r) vértices sobre un r-conjunto de Hj.

Demostracion. (1) Por construccion de Hy y Hs no pueden haber 0—vértices.

(2) Dos 1-vértices sobre un 1—subconjunto junto con los y — 2 vértices restantes de
H, forman un y—conjunto independiente, lo que es una contradiccion.

(3) Dados 3 vértices sobre un 2-subconjunto, esos 3 vértices juntos con los 2 del
2-subconjunto de H; forman un (3, 3)—grafo con respecto al mismo x de 5 vértices
(ya que no pueden haber triangulos rojos en G y si existe un K3 azul en el subgrafo
de los 5 vértices, el K3 azul junto a los y — 3 vértices restantes de H; forman un
y-conjunto independiente en GG), y en un (3,3)—grafo Y con respecto a x de 5
vértices cada v € V(Y') tienen d,(v) = 2, con lo que se cumplen las condiciones
de (3).

(4) Considere un subgrafo K generado por un r—subconjunto de H; y los vértices
sobre este r-subconjunto. Los vértices de K tienen aristas azules con losy—1—7r
vértices restantes de Hy, asi si K contiene r + 1 vértices independientes, entonces
los y — 1 — r vértices de H; junto con los r + 1 de K formarfan un y-conjunto
independiente, por tanto K puede tener a lo mas R'(3,r+1) vértices, de los cuales
(R'(3,r 4 1) — r) estan sobre un r-subconjunto de H;.

|

Lema 2.52. Si G es un (3,y)—grafo con respecto a una 2-coloracion y, v = y — 1,
k = 3, escogiendo a = oo entonces

4
€(00,3) = Z Ci
i=1
donde ¢; es el numero de configuraciones del tipo C; (ver Figura 2.9) que estan

contenidas en G (por contenidas se entiende que hay un 3-subconjunto de H; tal que
el subgrafo dado por ese 3-subconjunto y los vértices sobre éste es de tipo ).
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Figura 2.9: Configuraciones C;. Fuente [9]
Demostracion. Sean p, q vértices de Hy tal que x({p,q}) = rojo, para evitar formar

triangulos rojos en G, supp(p) # supp(q). Luego si K consiste de solo una arista roja
y 2 vértices o si K solo es un vértice, entonces w(K) = pu(K).

Considere un subgrafo conexo K con al menos 2 aristas rojas que estd sobre un
3—subconjunto de Hi, sea p,q1,q2 € V(K) tal que x({p,¢1}) = x({p,q2}) = rojo.
Para evitar tridngulos rojos en G, ninguno de los vértices p,q;,q. puede ser un
j—vértices para j > 2. Si p fuese un 2—vértice se tendria que ¢; y ¢o son 1—vértice que
forman aristas rojas con un ftnico vértice de Hj, lo que contradice (2) de la
observacion 2.51, por tanto p es 1-vértice. Ahora, considere todos los posibles
subgrafos conexos de Hs que tienen 2 aristas rojas sobre un 3—subconjunto, luego
como p es l-vértice, ¢; y ¢ son ambos l—vértice o ¢ es 1—vértice y ¢ es un
2—vértice o ambos son 2—vértices. Observe que,

e(w,3)=§;(—1)j KEZG]- [1‘(2:58)} ’

si w(K) = pu(K) (u(K) = 3) para algin j, no se aporta nada en la sumatoria de
€(00,3), si u(K) > 3 para algin j se aporta 1 o —1 a la sumatoria dependiendo si j es
par o impar respectivamente.

Si 1 y ¢1 son ambos 1—vértice, entonces w(K) = u(K) lo que no aporta a €(co, 3). Si
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¢ es 1—vértice y g9 es un 2—vértice (ver Configuracion Cy), como u(K) =4y j = 2,
aporta 1 a €(00, 3). Finalmente, si ¢; y g2 son ambos 2—vértices (ver Configuracion Ch),
como p(K) =5, aporta 1 a €(oo, 3).

Ahora, considere todos los posibles subgrafos conexos de H, que tienen 3 aristas rojas
soportados por un 3-subconjunto de H;. Sean p,qi,q2,93 € Gz tal que
x{p,a1}) = x{{p,2}) = x{p,q3}) = rojo, se probd que p es 1—vértice, entonces
q1, g2, q3 estan sobre un 2—subconjunto de H;, luego los y — 3 vértices de H; junto con
q1,q2,q3 forman un y—conjunto independiente en G, por tanto el tnico subgrafo
conexo con 3 aristas rojas sobre un 3—subconjunto es un camino simple de longitud 3.
Sea g1, p1,p2, g2 € Hz) tal que x({q1,p1}) = x({p1, p2}) = x({p2, @2}) = rojo, se probo
que p; vy po deben ser 1—vértices, ¢; v g2 no pueden ser ambos 1—vértices ya que 4
1—vértices deben estar sobre un 4—subconjunto. Asi, si ¢; es 1—vértice y ¢ es un
2—vértice (ver Configuracion Cs). El subgrafo K generado por ¢y, p1,p2 no aporta a
€(00,3) ya que w(K) = p(K), el subgrafo K’ generado por pi,ps,qe aporta 1 a
€(00,3), yva que pu(K') = 4 y j = 2, mientras que todo el subgrafo C5 aporta —1 a
€(00,3) va que u(C5) =5y j = 3, luego en total la configuraciéon C5 no aporta nada a
€(00,3). Si ¢ vy g2 son ambos 2—vértices (ver Configuracion Cs). El subgrafo generado
por pi1,p2,q1 (2 aristas rojas) contribuye 1, el subgrafo generado por pa,p1,qe (2
aristas rojas) contribuye 1 y el subgrafo generado por ¢s,p1,pa, 1 (3 aristas rojas)
contribuye —1, es decir que la configuraciéon C5 aporta en total 1 a €(oo, 3).

Finalmente, considere los subgrafos sobre un 3—subconjunto de H; que tienen més de
3 aristas rojas. Al igual que antes, ningtin vértice puede ser adyacente a 3 vértices por
aristas rojas, los 2—vértices en el subgrafo deben ser de grado rojo 1 en el subgrafo y
pueden haber mas de tres 1-vértices. La tinica configuraciéon posible es un camino de
cuatro aristas rojas con los extremos siendo 2-vértices (ver Configuracion Cy), para
este caso, los subgrafos generados por gqi,p1,po;po,P3,qe (2 aristas rojas ) y
¢, D1, D2, P3, G2 (4 aristas rojas), cada subgrafo contribuye 1, los subgrafos generados
por qi, p1, P2, P3; P1, P2, D3, @2 (3 aristas rojas), cada uno contribuye —1 y el subgrafo
generado por pi, pe, p3 no contribuye nada, por tanto la configuracion Cy aporta en
total 1 a €(oc0, 3). [

Lema 2.53.
e(3,6,17) > 40

Demostracion. Sean G un (3,6)—grafo con respecto a una 2—coloraciéon x sobre 17
vértices y p un vértice preferido tal que d,(p) = 3. Existe una tdnica solucién en el
Lema 2.40 teniendo un valor minimo de 38 aristas rojas para e(3,6,17) donde sy = 0
(s es el numero de vértices de grado 3) en ésta solucion. Como d,.(p) = 3, luego G
tiene 39 o maés aristas rojas. Por definicion 2.31 Hy(p) es un (3,5)—grafo sobre 13
vértices y por el Lema 2.39 Hy(p) tiene exactamente 26 aristas rojas, como
Z;’g) tirj = e — ey > 13, entonces H;(p) contiene por lo menos un vértice ¢ tal que
d,(q) =5 en G. Sin embargo para todo w € V(Hz(p)) d.(w) = 4 lo que implica que en
Hs(p) solo existen 0—vértices y 1—vértices, luego los 4 1—vértices sobre ¢ méas los 2
restantes de H;(p) forman un 6—conjunto independiente en G, lo que es una
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contradiccion, por tanto no pueden haber vértices p € G tal que d,.(p) = 3.

Ahora, sea G = Kj;7 un (3,6)—grafo con 38 aristas rojas, si p es un vértice preferido
tal que d,.(p) = 4 entonces Hy(p) debe contener un 0—vértices. En efecto, suponga que
Hs(p) no contiene un 0—vértice, en Hs(p) existen por lo menos 20 aristas rojas, es
decir que hay a lo mas 14 aristas rojas entre Hy(p) y Ha(p), por otro lado, si un
vértice en Hq(p) es adyacente a 3 o més 1—vértices, esos 3 1—vértices, junto con los 3
vértices restantes de Hi(p) forman un 6—conjunto independiente, por tanto un vértice
en Hq(p) es adyacente a lo mas a 2 1—vértices en Hy(p). Asi, en Hy(p) existen a lo
méas 8 1—vértices, si no hay 0—vértices, entonces los 4 vértices restantes de Hy(p) son
2—veértices, con lo que existen al menos 16 aristas rojas entre Hi(p) y Hs(p), lo que
contradice el primer conteo, por tanto, existe un 0—vértice ¢ en Hy(p), si se extiende
el grafo G = Kj7 a un (3,6)—grafo con respecto a la 2—coloracion y cambiando la
arista x({p,q}) = rojo , entonces si se demuestra la no existencia de un (3,6)—grafo
con respecto a x sobre 17 vértices con 39 aristas rojas, la no existencia de un
(3,6)—grafo con respecto a x con 17 vértices y 38 aristas rojas se demuestra
simultdneamente extendiendo el grafo.

Sea G = Kj7 un (3,6)—grafo con respecto a una 2—coloracion x con 39 aristas rojas;
G debe contener 7 vértices de grado-rojo 4 y 10 vértices de grado-rojo 4. Suponga que
existe un vértice p preferido tal que d,.(p) = 4 adyacente a 3 vértices de grado-rojo 5,
luego Hs(p) es un (3,5)—grafo con respecto a x sobre 12 vértices y 20 aristas rojas, este
grafo es tnico, (ver Figura 2.10(a)), se prueba que es imposible poner las aristas rojas
entre Hi(p) y Ha(p). (Ver Apéndice D).

o  +*r 2 3 4
x /W\
NN N
,4

(b)
(a)

Figura 2.10: Representacion grafica de Hs(p) para los dos casos. Fuente [9]
Ahora, considere los conjuntos
Ty ={veV(G):d,(v) =4} y T = {v € V(G) : d,(v) = 5}.

Sean = [{z,y} : © € T1 yy € Ty|, por lo que se probé en Apéndice D, cada veértice
de grado-rojo 4 esta conectado a por lo menos 2 vértices de grado-rojo 4, es decir cada
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vértices de grado-rojo 4 estéd conectado por una arista roja a lo mas a 2 vértices de
grado-rojo 5, luego n < 2% 7 = 14.

Por otro lado, suponiendo que cada vértice de grado 5 esté conectado por arista roja
a por lo menos 2 vértices de grado 4 se tiene que n > 2 % 10 = 20 lo que es una
contradiccion. Por tanto, existe un vértice de grado 5 conectado con arista roja a por
lo menos 4 vértice de grado 5. Ademas, si existe un vértice de grado 5 conectado
con arista roja a 5 vértices de grado 5, prefiriendo ese vértice se tiene que Hy es un
(3,5,11) > 15. Por tanto, debe existir un vértice p de grado 5 conectado con aristas
rojas a 4 vértices de grado 5 y 1 vértice de grado 4, prefiriendo el vértice p, se tiene
que Hy(p) es un (3,5)—grafo con respecto a x sobre 11 vértices y 15 aristas rojas, este
grafo es tnico, (ver Figura 2.10(b)). Como antes, se puede probar que es imposible poner
aristas rojas entre Hy(p) y Hz(p) de tal forma que se forme un (3, 6)—grafo con respecto
a X, (ver Apéndice D). Se sigue entonces que cualquier (3,6)—grafo con respecto a una
2—coloracion x con 17 vértices debe tener 40 aristas rojas o mas. |

Teorema 2.54.
R'(3,7) < 22.

Demostracion. Sea G = K3 un (3,7)—grafo completo con respecto a una 2—coloracion
xyseap € V(G).Sid.(p) <4, entonces prefiriendo ese vértice Hy(p) tendra 18 vértices
0 mas, se sabe que R(3,6) = 18, es decir existe un 6—conjunto independiente en Hs(p)
el cual, junto a p forma un 7—conjunto independiente. Si d,.(p) = 5, entonces Hy(p) es
un (3,6)—grafo con respecto a x el cual tiene 40 o mas aristas rojas, aplicando el Lema
2.35 se obtiene

2
40§6(?3—7—|—2) =39,

por tanto, G contiene solo vértices con d,.(p) = 6.
Debido a su longitud, el resto de la prueba se divide en Lemas.

Lema 2.55. Para cualquier vértice preferido p, r;(0) = 0 cuando i > 4.

Demostracion. Sean p’ un i—vértice (N, (p/, Hy) = i) y W el subgrafo de G' formado
por los vértices que estan conectados mediante una arista roja a p o p’ o a ambos. Sea
W5 el subgrafo de G formado por los vértices de G distintos de p,p’ y de los vértices
de W4, (W5 es un subgrafo de Hs(p)), cualquier conjunto independiente en W5 puede
extenderse con p y p’, por tanto Wy debe ser un (3,5)—grafo con respecto a y. Como
d,(p) = d.(p') = 6, entonces W tiene (12 — 7) vértices y Wy tiene (9 + ¢) vértices,
ademés se conoce que R'(3,5) < 13, por tanto ¢ < 4. Ahora, suponga que i = 4, es
decir que W tiene 13 vértices, por el Lema 2.39 e(3,5,13) = 26 y para todo p; € V(G)
se cumple que N,.(p;, W5) =4y N,(p;, G) = 6, luego existen 13 x 2 = 26 aristas rojas
entre Wy y Wj.

Ademas, para q; € Wy coni=1,2,--- 8 se tiene que d,(q1) +d,(q2) +- - - +d,(qs) = 48,
de las cuales 12 corresponden a las aristas rojas que van a p y p’, 26 corresponden a las
aristas rojas que van a Ws y las 10 restantes corresponden a las aristas rojas que hay
en Wy, pero en W; pueden haber a lo més 4 aristas rojas, lo que es una contradiccion,
por tanto 7 no puede ser 4. [
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Lema 2.56. Para cualquier vértice preferido p,
T1(0)22+7’3(0) y 7“2(0) = 14—27”3(0) (1)

més ain, si z es el ntimero de aristas rojas entre 1—vértices y 3—vértices y € = €(00, 3),
entonces

2r9(1) > [6 — 2r3(0)] +73(2) + (= +¢). (2)

Demostracion. Por observacion 2.51(1), r,(0) = 0 y por el Lema anterior 7;(0) = 0
para i > 4, asi 71(0) 4+ r2(0) + r3(0) = 16 (ya que existen 16 vértices en Hy(p)),
cada vértice en Hi(p) esta conectado con una arista roja a 5 vértices de Hy(p), luego
r1(0) + 2r2(0) + 3r3(0) = 30 (ya que existen 30 aristas rojas entre Hi(p) y Ha(p)),
obteniendo el sistema de ecuaciones

r1(0) + r2(0) + r3(0) = 16.
r1(0) + 275(0) + 3r3(0) = 30.

Restando las dos ecuaciones se tiene r2(0) = 14 — 2r3(0). Y multiplicando por (—2) la
primera ecuacion y restando la segunda se obtiene 1 (0) = 24 r3(0). Ademaés, aplicando
el Lema 2.49 con a = oo y a = 3, se obtiene

1(5) = i(_”j (Z (520)r )) o

S0 (G (Yo s ()
> 2>r1<0)+ (;l)rg(()) ( ) ‘11) ( >r3(1)+ (g)rg(z) e
60 > 101, (0) + dr(0) + 15(0) — 4ra(1) — r(1) + 15(2) + 3)

donde se excluy6 ri(1),71(2),r2(2) ya que (1) = r1(2) = r2(2) = 0.

Ahora, sea 7 = > [|N;(q, H2(p))|] para todo ¢ € Hs(p), donde ¢ es un 1—vértices,
observe que 7 = 5r1(0). Ademas, cada arista roja que une dos 1—vértices se cuenta 2
veces en T, cada arista roja que un 1—vértice y un 2—vértice se cuenta una sola vez en
7, también cada arista roja que une un 1—vértice con un 3—vértice se cuenta una vez
en 7. Pero el namero de aristas rojas que unen dos 1—vértices es r9(1), el namero de
aristas rojas que unen un 1—vértice con un 2—vértice es r3(1) y como z es el nimero de
aristas rojas entre 1—vértices y 3—vértices, se tiene que 7 = 2ry(1) +r3(1) + 2, usando
esta y las ecuaciones en (1) para eliminar 73(1),r;(0) y r2(0) de (3) se obtiene

60 > 10(2 +73(0)) + 4(14 — 2r3(0)) + r3(0) — 4ra(1) — (5r1(0) — 2 — 2r2(1)) + r3(2) + €
>70+ 37"3(0) — 5(2 + 7’3(0)) — 27’2(1) +z+ 7“3(2) + €
2r9(1) > [ — 2?"3(0)] +73(2) + (2 +€).
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Lema 2.57. Para cualquier vértice preferido p,
2 <r3(0) < 4.

Demostracion. Por observacion 2.51(2), hay a lo més seis 1—vértices en Hy(p) y por el
Lema anterior 73(0) = 71(0) — 2, es decir que r3(0) < 4. Ahora, si r3(0) = 0, entonces
r1(0) = 2, por tanto r2(1) < 1 (de otro modo 71(0) > 2), sustituyendo en (2) del Lema
anterior se tiene

2>6+713(2) + (2 +e).

por el Lema 2.49, ¢ > 0, asi la inecuacion no se cumple, con lo que r3(0) # 0.
Si r3(0) = 1, entonces r1(0) = 3, por tanto (1) < 2, sustituyendo en (2) del Lema
anterior se tiene

2ry(1) >4 +13(2) + (2 +€) >4 +13(2),

sin embargo, si ro(1) = 2, entonces r3(2) = 1, con lo cual se tiene que 4 > 4+ 1, lo que
es una contradiccion, por tanto r3(0) # 1. [

Lema 2.58. Para cualquier vértice preferido p,

BO)£2 vy 1e(0) £3.

Para la prueba de este Lema ver Appendix A del articulo de Graver and Yackel [9]. La
prueba se basa en mostrar caso por caso todas las posibilidades para un (3,7)—grafo
sobre 23 vértices, introduciendo nueva notaciéon y usando un Lema auxiliar, el Lema
2.49 y la observacion 2.51.

Lema 2.59. Para cualquier vértice preferido p,

r3(0) # 4.

Demostracion. En lugar de involucrarse con otro largo Lema en el sentido de que
r3(0) # 4, se concluira la prueba de que un (3, 7)—grafo sobre 23 vértices con respecto
a x no puede existir contando cuadrilateros. En efecto, sea p € V(G), por los Lemas
2,58 y 2,59, se tiene que 73(0) = 4, en consecuencia, por el Lema 2.56, r5(0) = 6 y
r1(0) = 6. Ahora, cualquier cuadrilatero que contenta al vértice p, contiene
exactamente un vértice de Hy(p), sin embargo, los 1—vértices no pertenecen a ninguno
de esos cuadrilateros, los 2—vértices estan contenidos en exactamente uno cada uno y
cada 3—vértices esta contenido en exactamente tres cuadrilateros. Por lo tanto, hay 18
cuadrilateros en G' que contienen al vértice p y 123 cuadrilateros en total en G, lo

1
cual es imposible. [ |

Asi, r3(0) no puede tomar ninguno de los valores posibles, lo cual es un absurdo. lo cual
implica el resultado del Teorema 2.54. [ ]
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Teorema 2.60. R'(3,7) > 22.

Demostracion. Se probara que es posible construir un (3,7)—grafo sobre 22 vértices
con respecto a una 2—coloracion y. En efecto, sea p un vértice tal que
N, (p) = {p1,p2,P3,P4,D5,D6}. Sean p;; los vértices para 1 < i < j < 6, donde
x({pij,pi}) = x({pij»pj}) = rojo (las mismas seran aristas rojas entre H;(p) y Ha(p)
cuando p sea preferido). Finalmente, conecte con una arista roja los vértices p;; con
Prh St 4,4,k v h son todos distintos entre si. El grafo producido de esta manera tiene
22 vértices, no tiene 7—conjuntos independientes, pero si triangulos rojos. Considere el
vértice p; € Hi(p), este es rojo-adyacente a cinco vértices pi2, pis, - - . , P16, PEr0o Ningin
par de estos vértices es rojo-adyacente, por lo que p; no esta en ningun triangulo rojo.
Del mismo modo, ningin vértice de Hi(p) estd en un triangulo, luego los triangulos
rojos solo pueden estar en Hy(p).

Ahora, Hy(p) tiene un ciclo Hamiltoniano rojo C, el orden de los vértices en C' es

P12, P35, P16, P23, P56, P24, P36, P45, P13, P46, P15, P26, P14, P25, P34

, pasando por cada tridngulo exactamente una vez. Sea G el grafo obtenido cambiando
las aristas rojas de C' por aristas azules del grafo descrito anteriormente. Entonces G
es un (3,7)—grafo. Cambiando las aristas rojas de C. Observe que el nuevo Hy(p) es
un (3,6)—grafo. En efecto, suponga que existe un conjunto X independiente de orden
6. Primero se prueba que X no es independiente en Hy(p). Por la simetria de Ha(p),
suponga que p1o € X, luego los vértices en Hs independientes de Pps son

D13, P14, P15, P16, P23, P24, P25, P26

Observe que x({p13,p24}) = X({P14,p23}) = X({P15,p26}) = X({P16,p25}) = rojo, asi,
solo es posible tomar uno de cada par de vértices en X, puede haber un maximo de

cinco vértices en Hy. Ahora se sabe que X contiene dos vértices rojo-adyacentes en el
ciclo Hamiltoniano (existen 15 posibilidades), considere una posibilidad; X contiene a
P35y Pig en Ho(p) reducido, son rojo-adyacentes a uno de ellos en el ciclo Hamiltoniano
o contiene uno de los subindices 3,5 y uno de los subindices 1,6, asi las posibilidades

Son P12, P13, P15, P23, P36, P56, SiN embargo

x({p12,p36}) = x({P13. P56 }) = X({P15, p23}) = rojo.

A lo més pueden haber cinco vértices independiente. Similarmente para cualquier
posibilidad. Por tanto el nuevo Hs(p) es un (3, 6)—grafo.

Asumiendo esto, cualquier 7—conjunto independiente deberia contener 2 o mas vértices
de N, (p). Primero elija dos vértices cualesquiera de N,.(p) y llame a los vértices restantes
Da, Db, De; Pa- Oi los dos vértices elegidos pertenecen a un 7—conjunto independiente,
entonces los 5 vértices restantes deben estar sobre {p,, s, pe, pa}. Los vértices sobre
estos 4 vértices Son Dup, Peds Pac, Pod, Pad, Poe Y fueron unidos de a pares por las 3 aristas
rojas de la construccion original. Luego, se tienen 5 vértices independientes entre si
en (G si el cambio de rojo a azul de las aristas de C' cambio 2 o mas de estas aristas.
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Ahora, observe que cada arista roja de C' esté sobre un 4-conjunto distinto de H; de
tal manera que haya a lo mas 4 vértices independientes sobre {pq, pp, e, Pa}- Si se elije
un 3-conjunto de N,(p), entonces el 3-conjunto complementario tiene solo 3 vértices
de Hj sobre el, por lo tanto ningin 3-conjunto de N,(p) puede ser extendido a un
7-conjunto independiente eligiendo vértices de H,. De manera andloga no se puede
extender 4-conjuntos y 5-conjuntos de N,.(p) a 7T—conjuntos independientes. De manera
que se tiene un (3,7)—grafo de 22 vértices. [ |

Teorema 2.61. R(3,7) = 23. Graver y Jackel 1968 [9].

Demostracion. En consecuencia de los Teoremas 2.54 y 2.60, se obtiene R/(3,7) = 22,
por lo tanto R(3,7) = 23. [
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CAPITULO 3

UNA IMPLEMENTACION DE LOS NUMEROS DE
RAMSEY EN SAGEMATH

La implementacion que se proporciona en esta tesis se basa en el trabajo de Barton,
2016 [2], la cual genera todas las 2-coloraciones de los grafos completos en un orden
especifico y analiza cada grafo coloreado para ver si se satisfacen o no las condiciones
de un numero de Ramsey dado. El codigo que se presenta es un método de fuerza
bruta, calcula todas las 2-coloraciones de un grafo (incluso aquellos que tienen una
estructura similar o se sabe que ya contienen subgrafos completos monocromaticos) y
se repite iterativamente en cada subgrafo completo del tamano analizado por el
ntimero de Ramsey. No se tomd en cuenta eficiencia ni orden computacional.

Cabe resaltar que al ejecutar esta implementacién, no se encontré con ninguna excepcion
que permitiera reducir las cotas de algiin ntimero de Ramsey. Algo comprensible, ya
que la posibilidad de que una computadora personal que ejecute todos los casos y
encuentre una excepcion es extremadamente baja. En cambio, esto sirvié para analizar
R(3,6) > 17 y afirmaciones fuertes de R(3,7) = 23, ademaés, también puede servir como
una linea de base para que otros puedan construir y mejorar un algoritmo comprensible
y eficiente para determinar valores exactos para los nimeros de Ramsey.

3.1 Representacion de las coloraciones en un grafo completo

Se requiere representar de alguna forma todos las 2—coloraciones de un grafo, para
esto, es necesario representar cada una de las aristas del grafo completo e identificar si
la arista es roja o azul. Con este requisito binario, se lleva a considerar a los ntmeros
binarios como un conducto para representar todas las aristas del grafo.

Con esto es posible representar cualquier grafo completo dado como una lista de niimeros
binarios con un 1 o un 0 en una posicion especifica, correspondiente a si la arista es de
color rojo o azul respectivamente.

;) aristas y 2(3) posibles 2-coloraciones, lo que

n
complica el calculo, sin embargo es posible convertir cada ntimero de 0 a 2(5) — 1 como
una Unica representacion binaria.

En un grafo completo K, existen (

Ejemplo 3.1. En la Figura 3.1 se muestra la representacion de todas las 2—coloraciones
del grafo K3 y el nimero binario correspondiente.
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Figura 3.1: Representacion binaria de todas las 2—coloraciones de K3. Fuente [2].

La implementacion en SAGEMATH para convertir un entero a binario se presenta a
continuacion.

def CBinario(numin):
L=[]
while numin!=0:
L.append (numin %2) # % residuo
numin=numin//2 # // cociente
return L

CBinario toma un entero como entrada y genera una lista de ceros y unos
correspondiente a la conversion del entero en binario.

3.2 Matrices de coloraciéon

Si bien producir una representaciéon binaria de un entero asociado a la 2coloracion es
atil, no es suficiente al momento de analizar estas representaciones, por tanto se utiliza
matrices de coloracion, es decir, a cada 2—coloraciéon y de K, se le asocia la matriz
A estrictamente triangular superior de orden n de componentes a;; con ¢ < j, para
v;,v; € V(K,) definido de la siguiente forma

1 s x({vi,v;}) = rojo,
“W=V 0 si x({vi,v;}) = azul.

Esta matriz se denomina matriz de coloracion asociada a la 2—coloraciéon y.

La representacion en lista binaria de un grafo se transfiere a la representacion de la
matriz de coloracién de manera que un 1 en la representaciéon binaria corresponde a un
1 en la ubicacion de la matriz asignada y un 0 en la representaciéon binaria corresponde
a un 0 en la ubicacion de la matriz asignada.
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Ejemplo 3.2. En la siguiente Figura se muestran 3 representaciones equivalentes de
una 2-coloracion del grafo K. Donde, la lista binaria es asignada de acuerdo al orden
de aristas del grafo, para este caso, {1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4} de izquierda
a derecha (CBinario regresa la lista binaria de izquierda a derecha para facilitar la
colocacion de 1 y 0 en la matriz de coloracion, ademés para esta 2—coloracion el entero
correspondiente es 11).

3 1 [1]41]o0]1]0fo0]

s R s E e Y o
o B o B e B
o O =
===

Figura 3.2: Representacion grafica, binaria y matriz de coloracion del grafo K3. Fuente

2].

El siguiente cédigo toma elemento por elemento de la lista binaria y va asignando los
elementos a la matriz de forma que priorice el llenado de cada fila en orden. Por ejemplo,
para llenar la matriz de coloracién n x n, se asigna el primer elemento de la lista binaria
a la posicion (1,2) de la matriz, el segundo a (1,3) y asi sucesivamente, luego cuando
el n — 1 elemento de la representacion binaria se asigna a (1,n), el siguiente elemento
se asigna a la segunda fila de la matriz (2,3), el n + 1 elemento se asigna a (2,4) y
asi sucesivamente hasta que los tltimos 3 elementos llenen (n — 1,n —2), (n,n —2) y
(n,n — 1) respectivamente (ver ejemplo 3.2).

import numpy as np
def CrearMatriz(num,dim):
G=np.zeros((dim,dim),dtype=np.int)
A=CBinario (num)
i=0
for x in range(dim):
for y in range(x+1,dim):
if len(A)!=0:
G[x][yl=A[1i]
A.pop (i)
return G

CrearMatriz toma un entero en base 10 y una dimension n y devuelve una matriz
n X n correspondiente a la 2—coloracion.

Para completar la biyeccion entre la 2—coloracion del grafo, la lista binaria y la matriz
de coloracion, se crea un codigo que dado el entero que representa la 2—coloracion
y usando CrearMatriz, el codigo genera la 2—coloracion en representacion de una
grafica.
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def CrearGrafo(Numero_matriz,Dim):
M=CrearMatriz (Numero_matriz,Dim)
L=[]
L1=[]
for x in range(Dim):
for y in range(x+1,Dim):

U=M[x][y]

R=(x,y)

if U==1:

L.append(R)

if U==0:

L1.append(R)
G=graphs.CompleteGraph(Dim)
P=G.plot(edge_colors={"red":L,"blue":L1})
return P

CrearGrafo toma un entero y la dimension de la matriz y devuelve la representacion
grafica de la 2—coloracion.

3.3 Buscando triangulos rojos

En una 2—coloracion de un grafo existe un triangulo rojo con vértice comin i, si sobre
la i—ésima fila de la matriz de adyacencia A existen por lo menos dos 1’s, suponga
a;; = a;; = 1, para i < j < k, en este caso el triangulo rojo se completa si a;; = 1. En
SAGEMATH la implementacion que busca tridngulos rojos es la siguiente

def Triangulos(A):
for i in range(len(A)):
for j in range(i,len(A)):
if A[i][j] == 1:
for k in range(j+1,lenCA)):
if A[i]l[k]==1 and A[j][k]==1:
return True

return False

Triangulos toma una matriz de coloracion A como entrada y devuelve verdadero si
existe un triangulo rojo o falso si no.

3.4 Buscando subgrafos monocromaticos

Para buscar subgrafos K, azules con n > 3, es necesario crear una lista C', donde
proporcione listas de vértices azul-adyacentes a cada veértice. Es decir, C[n]
corresponde a la lista de los vértices mayores que n azul-adyacentes a n, algun C[n]
puede ser vacio.
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Teniendo esto, se construyen todas las posibles combinaciones de cada Clw] y n — 1,
donde w recorre el rango de la matriz y n es el tamano del subgrafo monocromético
K, que se estd buscando y al igual que Triangulos se verifica si en las posiciones
correspondientes aparece un 0 para determinar si existe o no un subgrafo monocromatico
azul. La implementacion en SAGEMATH es la siguiente

def Independiente(A, tamano_conjunto):
B=[]
C=[]
for i in range(A.shape[0]):
B=[]
for j in range(i+1,A.shape[0]):
if A[il[j]==0:
B.append(j)
C.append(B)
for w in range(A.shape[0]):
PosibleKn=1list (Combinations (C[w], tamano_conjunto—1))

if PosibleKn != []:
for k in range(len(PosibleKn)):
x=0

for i in PosibleKn[k]:
for j in PosibleKn[k]:
x=x+A[i][j]
if x == 0:
return True
return False

Independiente toma como entrada una matriz, la dimension de la matriz y el tamano
del subgrafo monocromatico azul que se esta buscando y devuelve verdadero si existe
un subgrafo monocromaético azul y falso si no.

Observe que si se quiere buscar subgrafos monocrométicos K, de color rojo, se debe
trabajar con el complemento de la matriz y aplicar el mismo algoritmo. El algoritmo
que genera una matriz complemento queda como sigue

def Complemento(A):
for x in range(A.shape[0]):
for y in range(x+1,A.shape[0]):
Alx][yl=1-A[x][y]
return A

Complemento toma como entrada una matriz y devuelve su complemento.

Ejemplo 3.3. Se quiere probar que R(3,3) > 5. En este caso se aplica el codigo sobre
5 vértices, este encontrard un contraejemplo, el cual lo muestra como representacion de
matriz y gréfica.
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for k in range(2x*x10):
G=CrearMatriz(k,5)
if Triangulos(G)==True or Independiente(G,3)==True:
print (str(k)+ " Passed")
k=k+1
else:
print (k)
U=CrearMatriz(k,5);U
C=CrearGrafo(k,5);C
print U
break
print ("Done")
C.plot OO

219 Passed
220
10001 1]
.[00101]
.[00010]
.[00000]
.[0000 0]
Done

Para el caso de 6 vértices el algorimo recorrera todas las 2% posibles 2-coloraciones y
no encontrard ningin contraejemplo.

R(3,3)=6
for k in range (2s+«15):
G=CrearMatriz(k,6)
if Triangulos(G)==True or Independiente(G,6,3)==True:
print (str(k)+ " Passed")
k=k+1
else:
print (k)
U=CrearMatriz(k,5)
print (U)
break
print ("Done™)

32765 Passed
32766 Passed
32767 Passed
Done
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CONCLUSIONES

Los autores de las pruebas del teorema de Ramsey y de los seis numeros de Ramsey
que se presentan en este trabajo de grado emplean en sus articulos notaciones
diferentes. El autor de este trabajo logré unificar el lenguaje empleado en los
diferentes articulos a fin de facilitar la comprension de estos resultados.

Utilizando el sofware algebraico SAGEMATH y basandose en el algoritmo disenado
por Lane Barton en 2016, el autor elabor6 una implementaciéon que permite generar
todas las 2—coloraciones de un grafo completo. Esta implementacién permitié
comprobar el valor exacto de los nimeros R(3,3) =6 y R(3,4) = 9. Para valores de n
més grandes, desbord6 la capacidad de memoria de los ordenadores que se utilizaron
para el desarrollo de este trabajo, sin embargo, puede ser la base para desarrollar una
implementaciéon mejor y eficiente.

Para la prueba del nimero de Ramsey R(3,7) = 23 y para la cota inferior R(3,6) > 17
fue necesario usar la implementacion desarrollada en el trabajo y disenar codigos que

permitieran verificar algunas afirmaciones en el articulo de Jack Graver y James Yanckel
de 1968.
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APENDICES

APENDICE A

Para encontrar una cota inferior de los nimeros de Ramsey anteriores a R(3,6) = 18
se ha venido construyendo 2-coloraciones de grafos con la ayuda de médulos, para este
caso, se requiere construir una 2-coloraciéon del grafo completo sobre 17 vértices que
no contenga un K3 monocromético rojo ni un Kg monocroméatico azul, sin embargo ya
no es posible usar moédulos.

En http://users.cecs.anu.edu.au/"bdm/data/ramsey.html, se encuentran todas
las posibles 2-coloraciones de K, para n = 1,2,---,17 que no contienen ni un Kj
monocromatico rojo ni un Kg monocromatico azul. Para 17 vértices, existen 7 de las
2—coloraciones que se necesitan, no obstante no es posible probar que alguna de estas
2—coloraciones no contiene un K3 monocromatico rojo ni un Ky monocromatico azul
como se ha venido desarrollando con los anteriores numeros, para este caso, se
comprobard mediante las implementaciones Triangulos e Independiente del
capitulo 3.

Para hacer esto es necesario encontrar el ntiimero binario y asi usar CrearMatriz. La
matriz de una 2-coloraciéon del grafo completo K7 el cual no posee K3 monocromatico
rojo ni un K3 monocromético azul es el siguiente

CrearMatriz (61381485421056196018508786574505654960677,17)

array(([0, 1, O, 1, ®, O, 1, 0, 06, O, 1, O, O, O, 0, 1, O],
(¢, ¢, 1, o, 0, 6, 6, 1, 60, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0],
(¢, ¢, ¢, 1, 1, 6, 6, 60, 0, 0, 60, 1, 0, 0, 1, 0, 01,
(¢, ¢, o, o, 0, 1, 6, 0, 1, 0, 60, 0, 0, 1, 0, 0, 01,
(¢, ¢, o, 6, ¢, 1, 6, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 01,
(¢, ¢, 6o, 6, 0, 6, 1, 0, 0, 1, 6, 6, 1, 0, 0, 0, 01,
(¢, o, o, o, 0, 60, 6, 1, 60, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0],
(¢, o, o, 6, 0, 60, 60, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 01,
(¢, o, o, 6, o, 6, 6, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 01,
(6, o, o, 60, 0, 6, 0, 60, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1],
(6, o, o, 60, 0, 6, 0, 6, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0],
(¢, o, o, 6, 6, 6, 60, 0, 0, 0, 60, 6, 1, 0, 0, 0, 117,
(¢, o, o, 6, 60, 6, 6, 60, 0, 0, 60, 0, 0, 1, 0, 0, 01,
(¢, o, o, 6o, 60, 6, 6, 60, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 117,
(¢, o, o, 6, 0, 6, 6, 60, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 01,
(6, o, 6, 60, 0, 6, 0, 6, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1],
(¢, o, o, 6, 6, 6, 60, 60, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 011)

Teniendo la matriz de coloracion ya es posible utilizar las implementaciones para saber
si el grafo cumple con lo requerido.
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if Triangulos(Y)==True or Independiente(Y,17,6)==True:
1 print "Existen tridngulos o 6-conjuntos independientes"”
else:

No existen tridngulos ni 6-conjuntos independientes

Con esto se concluye que la 2-coloracion del grafo completo Ki7; no posee un Kj
monocromatico rojo ni un Ky monocromatico azul. Ademés la representacion grafica
de esta 2-coloracion de Kj; queda de la siguiente manera, (cabe resaltar que solo
aparecen las aristas rojas con el fin de notar la forma del grafo).

17 1

15 3

14

13

12 6

11

10 8
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APENDICE B

En el Lema 2.38 se quiere probar e(3,4,8) > 10, donde se obtiene el sistema

1180+981 < 8e
3so + 251 = 2e
Sop + 81 = 8

Usando programacion entera mixta (MIP). Dividiendo entre 2 la segunda ecuacion se
obtiene la funciéon objetivo e igualando la primera y tercera ecuacién se obtiene una
restriccion y la tercera ecuacion seré la segunda restriccion. Asi,

Funciéon objetivo: e = %so + 51
Restricciones: s+ 51 =8 y —%so + %81 <0.

En SAGEMATH fue necesario usar la libreria PuLP (més informacion de esta libreria en
la pagina https://pythonhosted.org/PulP/), la cual proporciona un lenguaje para
modelar y resolver problemas de optimizacion utilizando programacion lineal.

from pulp import =

from fractions import Fraction
prob=LpProblem("edges", LpMinimize)

x1= LpVariable("x1", lowBound=0, cat='Integer’)
x2= LpVariable("x2", lowBound=0, cat='Integer’)
prob += Fraction(5,2)*x1 + 2xx2

prob += (1)xx1 + (1)xx2 <= 12

prob += (1)xx1 + (1)x*xx2 >= 12

prob += Fraction(1l,6)xx1 + Fraction(l,6)*x2>=0
prob

status = prob.solve() #Se resuelve usando solv de PuLP.
LpStatus[status] #FEstado de la solucidn
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APENDICE C

Para probar que e(3,6,17) > 38 en el Lema 2.40 se requiere la solucién que minimiza
e en el sistema

4080 + 3681 + 3582 S 17e
989 + 4s1 + 359 = 2e
So+ 51+ 59 =17

Dividiendo entre 2 la segunda ecuaciéon se obtiene la funcién objetivo, la tercera
ecuacion serd una restriccion e igualando la primera y tercera ecuacion se obtiene la
segunda restriccion. Asi se tiene

Funciéon objetivo: e = gso + 281 + %s2
Restricciones: so + s1 + 5o = 17y %so — %31 — é_ZSQ > 0.
Similarmente, se usa SAGEMATH para minimizar e

from pulp import x
from fractions import Fraction

prob=LpProblem("edges", LpMinimize)

x1= LpVariable("x1", lowBound=0, cat='Integer’)

x2= LpVariable("x2", lowBound=0, cat=’'Integer’)

x3= LpVariable("x3", lowBound=0, cat='Integer’)

prob += Fraction(5,2)*x1 + 2%x2 + Fraction(3,2)xx3

prob += (1)xx1 + (1)xx2 + (1)xx3 >= 17

prob += (1)xx1 + (1)x*xx2 + (1)%xx3 <= 17

prob += Fraction(5,34)*x1—Fraction(2,17)x*x2
—Fraction(19,34)*x3 >= 0

prob

status = prob.solve()
LpStatus[status]

value (x1),value(x2), value(x3) ,value(prob.objective)

73



APENDICE D

En este apéndice se presenta un codigo que el autor diseno en el software algebraico libre
SAGEMATH, el cual permite justificar los dos enunciados siguientes en un (3, 6)—grafo
con 17 vértices

(a) No existe un vértice preferido p de grado 4 tal que H;(p) contenga 3 vértices de
grado 5.

(b) No existe un vértice preferido p de grado 5 tal que H;(p) contenga 4 vértices de
grado 5.

Estos enunciados se utilizan en la prueba del Lema 2.53 para deducir que en un
(3,6)—grafo con 17 vértices debe contener por lo menos 40 aristas rojas.
Para el item (a), como ya se conoce la matriz de coloracion A de Hs(p),

A =[[0, 1, 0, 0, O, O, 0, 1, O ,1, O, O],
(¢, ¢, 1, 6, 6, 60, 0, 0, 1 ,0, 0, 0],
(6, o, 6, 1, 0, 0, 0, 0, 0 ,0, 1, 0],
(6, o, 6, 60, 1, 60, 0, 0, 0 ,1, 0, 0],
(6, o, 6, 0, 0, 1, 0, 0, 0 ,0, 0, 1],
(6, o, 6, 60, 60, 0, 1, 0, 0 ,0, 1, 0],
(6, 0, 6, 0, 0, 0, 0, 1, 1 ,0, O, 0],
(¢, o, o, 60, 60, 60, 0, 0, 0 ,0, 0, 1],
(6, o, o, 6, 6, 60, 0, 0, 0 ,1, 0, 1],
(6, o, 6, 60, 60, 0, 0, 0, 0 ,0, 1, 0],
(6, o, 6, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ,0, 0, 1],
(6, o, 6, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ,0, 0, 0]]

se crea una matriz de coloraciéon B tamano 17 x 17, donde en las primeras 12 x 12
posiciones esta la matriz de Hs(p), la siguiente fila y columna pertenece al vértice p
donde se sabe que d,.(p) = 4, asi Hy(p) = {14,15,16, 17}, luego las las componentes
b13,14, b13.15, 13,16, b13,17 tienen un 1 y el resto se completan con 0,

B =[[0,
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Ahora, como cada vértice 14, 15,16, 17 se conectan mediante arista roja con 4 vértices
en Hy(p) y el vértice 16 se conecta con 3, entonces en la matriz B se completan con 1
en cada columna 13,14, 15, 16 de tal forma que, los 4 vértices deben ser independientes
y que existan exactamente 10 vértices de grado 5 y 7 vértices de grado 4.

Para esto se deben crear dos listas T' y T'1, las cuales busquen todos los posibles
4—conjuntos independientes en T de A y todos los posibles 3—conjuntos
independientes en T'1 de A

C=[]
for i in range(12):
D=[]
for j in range(i+1,12):

if A[i][j]1==0:
D.append(j)
C.append (D)
"Busca 4-conjuntos independientes "
T=[]
for w in range(12):
O=1list(Combinations(C[w],3))
if 0 I= []:
R=[w]
for k én range(len(0)):
X=
for i in O[k]:
for j in O[k]:
x=x+A[i][]j]
if x 1= 0:
pass
else:
for i in range(len(O[k])):
R.append(O[k][i])
T.append(R)
R=[w]

"Bu?Ea 3-conjuntos independientes "
T1l=
for w in range(12):
O=1list(Combinations(C[w],2))
if 0 1= []:
R=[w]
for k %n range(len(0)):
X=
for i in O[k]:
for j in O[k]:
x=x+A[1i][]j]
if x 1= 0:
pass
else:
for i in range(len(0[k])):
R.append (O[k][i])
T1.append(R)
R=[w]
print T1

Ademés, es necesario saber cuantos vértices de grado 5 y cuantos de grado 4 hay. En
SAGEMATH queda como sigue,
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"detecta el grado de los vertices del grafo y en las dos
ultimas posiciones, cuantos hay de grado 4 y cuantos de grado 5"
def valencia(A):
L=[]
v4=0
v5=0
for i in range(len(A)):
s=0
for k in range(i):
s=s+A[k][i]
for j in range(i+l,len(A)):
s=s+A[i][j]
L.append(s)
if s==4:
vd=v4+1
if s==5:
v5=v5+1
L.append(v4)
L.append(v5)
return L

Teniendo esto, se crea un codigo el cual busque todas las posibles conexiones de H;(p)

con Hs(p), donde arroje cuantas soluciones son posibles sin que se pueda formar un
(3,6)—grafo.

z=0
C=[x[:] for x in B]
for w in T:
for s in range(4):
Clw[s]]1[13]=1
D=[x[:] for x in (]
for i in T:

for j in range(4)

D[i[j11[14]=1
F=[x[:] for x in D]
for k in T:

for r in range(4):
F[k[r]]l[15]=1
H=[x[:] for x in F]
for m in T1:
for n in range(3):
Hm[n]][16]=1
Y=valencia (H)
if Y[17]==7 and Y[18]==10:
if Indegendiente(H,17,6)::True:
pas
else:
z=z+1
H=[x[:] for x in F]
F=[x[:] for x in D]
D=[x[:] for x in (]
C=[x[:] for x in B]
print z, "soluciones"

® soluciones
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, 011

H,(p) y Hz(p) sin formar un (3,6)—grafo para un vértice p preferido tal que d,.(p) = 5,

Similarmente, para el item (b), se muestra que es imposible poner las aristas rojas entre
donde

B =[[0,

(=]

(=]

—

(=]

(=]

(=]

(=]

(=]

(=]

en la matriz B, como el vértice p es de grado 5, se recorre el codigo anterior sobre la
7

lista T" en las columnas 13,14, 15,16 y la columna 17 se recorre sobre T'1.

Para este caso, se anade 1 en las posiciones (12,13), (12, 14), (12, 15), (12,16), (12,17)



z=0
C=[x[:] for x in B]
for w in T:
for s in range(4):
Clw[s]][12]=1
D=[x[:] for x in (]
for i in T:
for j in range(4):
DLi[j]][13]=1
F=[x[:] for x in D]
for k in T:
for r in range(4):
F[k[r]]l[14]=1
H=[x[:] for x in F]
for m in T:
for n in range(4):
H[m[n]][15]=1
Q=[x[:] for x in H]
for t in T1:
for e in range(3):
Q[t[el]l[16]=1
Y=valencia(Q)
if Y[17]==7 and Y[18]==10:
if Independiente(Q,17,6)==True:
pass
else:
z=z+1
Q=[x[:] for x in H]
H=[x[:] for x in F]
F=[x[:] for x in D]
D=[x[:] for x in C(C]
C=[x[:] for x in B]
print z, "soluciones"”

® soluciones
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