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Resumen

Un tema de mucha importancia dentro de la teoŕıa de las álgebras de Lie es el estudio de los

módulos sobre un álgebra de Lie. En el caso de la álgebra de Lie gln, se conocen unas subálgebras

conmutativas denominadas subálgebras de Mishchenko-Fomenko y además un resultado importante

en esta teoŕıa garantiza que un módulo irreducible sobre estas subálgebras es también irreducible

sobre su envolvente universal si la suálgebra de Mishchenko-Fomenko es generada por una secuencia

regular. En este documento, empleando conceptos de geometŕıa algebraica, como son las variedades

algebraicas y con ayuda de un algoritmo diseñado en el software algebraico SAGE, se presentan las

pruebas de tres teoremas que permiten garantizar que las subálgebras de Mishchenko-Fomenko en

gl2, gl3 y en algunos casos de gl4 son generadas por una secuencia regular sobre anillo de polinomios

con 4, 9 y 16 variables, respectivamente.

Palabras Clave: Álgebra de Lie, Variedad, Módulo, Secuencia Regular, Algoritmo, SAGE.



Abstract

A very important topic within Lie’s algebras theory is the study of modules on a Lie algebra. In

the case of Lie algebra gln, are known commutative subalgebras denominated Mishchenko-Fomenko

subalgebras and also an important result in this theory ensures that an irreducible module on

these subalgebras is also irreducible on its universal envelope if Mishchenko-Fomenko subalgebra

is generated by a regular sequence. In this document, using algebraic geometry concepts, such as

algebraic varieties and with the help of an algorithm designed in the algebraic software SAGE, the

proofs of three theorems are presented to ensure that the Mishchenko-Fomenko subalgebras in gl2,

gl3 and in some cases of gl4 are generated by a regular sequence on polynomial ring with 4, 9 and

16 variables, respectively.

Keywords: Lie Algebra, Variety, Module, Regular Sequence, Algorithm, SAGE.
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Introducción

En el año de 1873, Sophus Lie dio inicio a las ideas que conformaron, la hoy denominada teoŕıa

de Lie. Esta teoŕıa abarca una gran cantidad de contenidos, algunos propios de la matemática

y otros que se relacionan con diferentes ramas de la ciencia contemporánea. El estudio de los

módulos sobre una álgebra de Lie es uno de los problemas más importantes de esta teoŕıa y un

posible camino de solución a esta problemática es estudiar subálgebras conmutativas de la álgebra

envolvente universal de la álgebra de Lie. En este sentido, para la álgebra de Lie gln por el Teorema

de Futorny-Molev [2], se conoce que existe una colección de subálgebras conmutativas de la álgebra

U(gln) denominadas subálgebras de Mishchenko-Fomenko y denotadas con Aµ, y por el Teorema

principal de Futorny-Ovsienko [3], todo módulo irreducible sobre Aµ será un módulo irreducible

sobre U(gln) si la subálgebra Aµ es generada por una secuencia regular en la álgebra simétrica

S(gln). Según lo anterior, en este trabajo, se hace un estudio detallado del art́ıculo de Futorny y

Molev [2] y de la tesis doctoral de Mutis [11] con el fin de escribir una monograf́ıa en la cual se

presente ordenada y detalladamente el hecho de que las subálgebras de Mishchenko-Fomenko en gl2,

gl3 y en algunos casos de gl4 son generadas por una secuencia regular en la álgebra simétrica S(gln).

Este trabajo está conformado por cuatro caṕıtulos, en el primero se estudian definiciones y teoremas

de la teoŕıa de anillos y cuerpos, además se hace un estudio de los conceptos y resultados básicos de

la teoŕıa de álgebras de Lie. En el segundo caṕıtulo se abordan temas de la geometŕıa algebraica,

principalmente aquellos que se relacionan con variedades algebraicas y secuencias regulares en anillos

de polinomios. El tercer caṕıtulo está enfocado en el estudio del articulo de Futorny y Molev [2],

del cual se estudia la forma de obtener los generadores de las subálgebras de Mishchenko-Fomenko

en gln; en el estudio de este articulo los autores lograron diseñar un algoritmo que permite obtener

dichos generadores de una forma más ágil y efectiva, ya que se evita hacer el proceso manual

presentado en [2]. Finalmente, el cuarto caṕıtulo es el más importante, ya que en él se presenta

de forma detallada los procesos realizados por Mutis en su tesis doctoral [11] para presentar las

pruebas de los teoremas que garantizan que las subálgebras de Mishchenko-Fomenko en gl2, gl3 y

en algunos casos de gl4 son generadas por una secuencia regular sobre el anillo de polinomios en 4,

9 y 16 variables respectivamente.

10



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presentan algunas definiciones y teoremas de la teoŕıa de anillos, cuerpos, álgebra

lineal y álgebras de Lie, que se necesitan para el desarrollo del documento. Sin embargo, se asume que

el lector conoce las definiciones y teoremas básicos de estas teoŕıas. Para una mayor documentación

de estos temas se recomienda consultar las referencias [4], [5], [6].

1.1. Teoŕıa de Anillos y Cuerpos

En esta sección R denota un anillo conmutativo con identidad y R∗ denota el conjunto de todos los

elementos de R distintos de cero. Todas las proposiciones y teoremas presentados en esta sección son

elementos básicos de la teoŕıa de anillos y cuerpos, por esta razón se recomienda al lector consultar

las referencias [4] y [5] para recordar las definiciones y las pruebas que no se presentan en este

trabajo.

Definición 1.1. (Divisor de Cero y Dominio Entero). Un divisor de cero es un elemento

a ∈ R∗, tal que existe un elemento b ∈ R∗ que satisface ab = 0. Se dice que el anillo R es un dominio

entero si R no tiene divisores de cero.

Definición 1.2. (Ideal, Ideal Primo e Ideal Máximal). Un subconjunto no vaćıo I de R es

un ideal de R si para toda a ∈ R y toda b ∈ I se tiene ab ∈ I. El ideal I se denomina ideal primo

de R si I 6= R y para cada a, b ∈ R tales que ab ∈ I, se tiene a ∈ I ó b ∈ I. El ideal I se denomina

ideal maximal de R si I 6= R y para cada ideal J de R tal que I ⊆ J ⊆ R, se tiene J = I o J = R.

Observación 1.3. Todo anillo R tiene por lo menos dos ideales, {0} y R, estos ideales se denominan

triviales. Todo ideal maximal es primo pero existen ideales primos que no son maximales. Por otro

lado, el ideal trivial {0} es primo si, y solamente si, el anillo R no tiene divisores de cero. Además,

el anillo R es un cuerpo si, y solamente si, los únicos ideales de R son los triviales si, y solamente

si, el ideal trivial {0} es maximal.

11
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Proposición 1.4. Para el anillo R se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Si I y J son ideales de R, entonces I + J = {a+ b : a ∈ I, b ∈ J} es un ideal de R.

2. Si {Ij}j∈J es una colección de ideales de R, entonces I =
⋂
j∈J

Ij es un ideal de R.

3. Si S ⊆ R y F = {I : I es ideal de R y S ⊆ I}, entonces el ideal generado por S está dado por

〈S〉 =
⋂
I∈F

I, además 〈S〉 = {a1s1 + · · ·+ ansn : ai ∈ R, si ∈ S, n ∈ Z+}.

4. Si I es un ideal de R, entonces el conjunto de clases laterales R/I = {a + I : a ∈ R} es un

anillo definiendo la suma y multiplicación de la siguiente forma:

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I,

(a+ I)(b+ I) = ab+ I,

para todo a, b ∈ R. Este anillo se denomina anillo cociente módulo I.

Proposición 1.5. Sea I un ideal propio del anillo R, se tiene que I es un ideal primo, si y solamente

si, R/I es un dominio entero. Además R/I es un cuerpo si, y solamente si, I es un ideal maximal.

Demostración. Suponga que I es un ideal primo, y sean a + I, b + I dos elementos de R/I tales

que (a+ I)(b+ I) = I, entonces ab+ I = I, luego ab ∈ I, ya que I es primo, se tiene a ∈ I ó b ∈ I,

es decir, a + I = I ó b + I = I, lo cual demuestra que R/I es un dominio entero. Ahora suponga

que R/I es un dominio entero, y sea ab ∈ I, entonces ab + I = I, luego (a + I)(b + I) = I y por

la definición de dominio entero se tiene que a + I = I ó b + I = I, esto implica que a ∈ I ó b ∈ I,

es decir, I es un ideal primo. La segunda parte de este teorema se demuestra de forma similar y su

prueba se puede consultar en [4]. �

Definición 1.6. (Anillo Noetheriano). El anillo R es noetheriano si toda cadena creciente de

ideales en R estaciona, es decir, si I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · · es una cadena de ideales en R, entonces

existe m ∈ Z+, tal que In = Im para toda n ≥ m.

Teorema 1.7. R es un anillo noetheriano si, y solamente si, todo ideal de R es finitamente

generado, es decir, para cada ideal I de R existe un subconjunto finito S ⊆ I tal que 〈S〉 = I.

Demostración. Sean R un anillo noetheriano y suponga que existe un ideal I de R que no es

finitamente generado. Sea x1 ∈ I y considere el ideal I1 = 〈x1〉 ⊆ I. Dado que I no es finitamente

generado existe x2 ∈ I \ I1. Sea I2 = 〈x1, x2〉 ⊆ I. Siguiendo con este proceso, para cada n ∈ Z≥2,
existe xn ∈ I \ In−1 y el ideal In = 〈x1, x2, . . . , xn〉  I. Aśı, se tiene la cadena

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ · · ·

12
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la cual no estaciona, esto implica que R no es un anillo noetheriano. Para el rećıproco, suponga

que todo ideal de R es finitamente generado y sea I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · · una cadena de ideales

en R. Observe que I =
⋃

j∈Z+

Ij es un ideal de R, luego I es finitamente generado, es decir, existen

x1, . . . , xn ∈ R tal que I = 〈x1, . . . , xn〉. Para j = 1, . . . , n sea kj ∈ Z+ tal que xj ∈ Ikj y sea

m = máx{k1, . . . , kn}, se tiene, xj ∈ Ikj ⊆ Im para toda j = 1, . . . , n, luego, {x1, . . . , xn} ⊆ Im,

entonces I = 〈x1, . . . , xn〉 ⊆ Im ⊆ I, por tanto In = Im = I para toda n ≥ m, por tanto, la cadena

de ideales de R estaciona y aśı R es un anillo noetheriano. �

Ejemplo 1.8. Si K es un cuerpo, entonces K es noetheriano. En efecto, dado que K es cuerpo,

sus únicos ideales son {0} y K. Pero claramente {0} = 〈0〉 y K = 〈1〉, es decir, todos los ideales de

K son finitamente generados, luego por el Teorema 1.7, K es noetheriano.

Teorema 1.9. R es un anillo noetheriano si, y solamente si, toda colección no vaćıa de ideales en

R tiene un elemento máximal.

Demostración. Suponga que R es un anillo noetheriano y sea F una colección no vaćıa de ideales

de R. Suponga que I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · · es una cadena de ideales en F , entonces la unión

I =
⋃
Ij es un ideal de R. Dado que R es un anillo noetheriano, por el Teorema 1.7 todo ideal de

R es finitamente generado, luego I es finitamente generado. Con una argumentación similar a la

utilizada en la segunda parte de la prueba del Teorema 1.7 se tiene que I = In para algún entero

positivo n. Por el Lema de Zorn 1 F tiene un máximo. Rećıprocamente, suponga que R es un anillo

no noetheriano, entonces, por el Teorema 1.7 existe un ideal I de R tal que I no es finitamente

generado. Sea a1 ∈ I y considere el ideal I1 = 〈a1〉, como I no es finitamente generado, existe

a2 ∈ I \ I1 y sea I2 = 〈a1, a2〉. Continuando de esta forma, para cada n ∈ Z≥2 existe an ∈ I \ In−1 y

considere el ideal In = 〈a1, . . . , an〉. Aśı, se tiene la colección F = {I1, I2, . . .} de ideales de R y F
es una colección no vaćıa de ideales de R que no tiene un elemento maximal. �

Definición 1.10. (Polinomio en la variable x). Un polinomio en la variable x con coeficientes

en el anillo R es una expresión de la forma

f(x) =
n∑
i=0

aix
i = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n,

donde n ∈ Z>0 y ai ∈ R para toda i = 0, 1, . . . , n. Se dice que el polinomio f(x) =
n∑
i=0

aix
i tiene

grado n si an 6= 0, esto se denota gra(f(x)) = n y el polinomio 0 no tiene grado. El conjunto de

todos los polinomios en la variable x con coeficientes en el anillo R se denota R[x].

1Lema de Zorn: Sea S un conjunto parcialmente ordenado. Si toda cadena en S tiene una cota superior, entonces
S contiene un elemento maximal.
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Definición 1.11. (Igualdad de polinomios). Dos polinomios f(x) =
n∑
i=0

aix
i y g(x) =

m∑
j=0

bjx
j

de R[x] son iguales si, y solamente si, n = m y ai = bi para toda i = 1, . . . , n.

Teorema 1.12. (Anillo de Polinomios). El conjunto R[x] es un anillo conmutativo con identidad

definiendo la suma y multiplicación de polinomios de la siguiente manera:

1.

(
n∑
i=0

aix
i

)
+

(
m∑
j=0

bjx
j

)
=

s∑
k=0

(ak + bk)x
k, donde s = máx{m, n}. Además se define ak = 0

para k > n y bk = 0 para k > m.

2.

(
n∑
i=0

aix
i

)(
m∑
j=0

bjx
j

)
=

m+n∑
k=0

ckx
k, donde ck = akb0 + ak−1b1 + · · ·+ a1bk−1 + a0bk.

Definición 1.13. (Anillo de Polinomios en n Variables). Teniendo en cuenta la Definición

1.10 se puede definir recursivamente el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en el

anillo R, de la siguiente manera: El anillo de polinomios en las variables x1 y x2 está dado por:

R[x1, x2] = R[x1][x2] =

{
m∑
i=0

aix
i
2 : ai ∈ R[x1],m ∈ Z≥0

}
.

De forma análoga, el anillo de polinomios en las variables x1, . . . , xn está dado por:

R[x1, ..., xn] = R[x1, ..., xn−1][xn] =

{
m∑
i=0

aix
i
n : ai ∈ R[x1, ..., xn−1],m ∈ Z≥0

}
.

Teorema 1.14. (Teorema de la Base de Hilbert). Si R es un anillo noetheriano, entonces el

anillo de polinomios R[x] también es noetheriano.

Demostración. Sea I 6= {0} un ideal de R[x], se probará que I es finitamente generado. Para

j ∈ Z≥0, sea Ij el subconjunto de R formado por {0} y los coeficientes principales de todos los

polinomios de grado j en I, es decir,

Ij = {0} ∪ {aj ∈ R∗ : a0 + a1x+ · · ·+ ajx
j ∈ I}.

Primero se demostrará que Ij es un ideal de R y que Ij ⊆ Ij+1. En efecto, sean r, t ∈ Ij , si r− t = 0,

se tiene r − t ∈ Ij , en caso contrario, no se pierde generalidad en suponer que r 6= 0, luego r es el

coeficiente principal de algún polinomio f(x) de grado j en I. Si t = 0, claramente r − t ∈ Ij , de lo

contrario, t es el coeficiente principal de algún polinomio f(x) de grado j en I. Luego, r − t es el

coeficiente principal del polinomio f(x)− g(x) ∈ I y gra(f(x)− g(x)) = j, por lo tanto r − t ∈ Ij .
Ahora, sean r ∈ Ij y a ∈ R. Si r = 0, claramente ar ∈ Ij , de lo contrario, r es el coeficiente principal

de algún polinomio f(x) de grado j en I y se tiene ar = 0 ∈ Ij o ar es el coeficiente principal del

polinomio af(x) ∈ I, además, gra(af(x)) = gra(f(x)) = j, por lo tanto ar ∈ Ij , luego Ij es un ideal

de R. Para ver que Ij ⊆ Ij+1, sea r ∈ Ij , con r 6= 0 y sea f(x) ∈ I un polinomio de grado j cuyo

14
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coeficiente principal es r. Dado que I es un ideal de R[x], se tiene que el polinomio xf(x) es un

polinomio de grado j + 1 en I con coeficiente principal r, luego r ∈ Ij+1. De lo anterior, se tiene la

siguiente cadena de ideales en R:

I0 ⊆ I1 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · ·

Como R es un anillo noetheriano, existe m ∈ Z+ tal que Ih = Im, para toda h ≥ m y los ideales

I0, I1, . . . , Im son finitamente generados. Para i = 0, . . . ,m, sean ai1, ai2, . . . , aini ∈ R tales que

Ii = 〈ai1, ai2, . . . , aini〉. Ahora, para j = 0, 1, 2, . . . , ni, cada aij es el coeficiente principal de un

polinomio fij(x) en I de grado i. Sea S = {fij(x) : i = 0, 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , ni} ⊆ I, a

continuación se procederá a demostrar por inducción que I = 〈S〉, para este fin, sea f(x) un

polinomio no cero en I de grado d = mı́n{gra(f(x)) : f(x) ∈ I∗} y sea b ∈ R∗ el coeficiente

principal de f(x), luego b ∈ Id = 〈ad1, ad2, . . . , adnd
〉, entonces existen c1, c2, . . . , cnd

∈ R tal que

b = c1ad1 + c2ad2 + · · · + cnd
adnd

. Aśı, h(x) = f(x) − (c1fd1(x) + c2fd2(x) + · · · + cnd
fdnd

(x)), es

un polinomio en I y dado que todo polinomio no nulo en I tiene grado por lo menos d, se deduce

que h(x) = 0, entonces f(x) = c1fd1(x) + c2fd2(x) + · · · + cnd
fdnd

(x) ∈ 〈S〉, esto demuestra el

primer paso de inducción. Ahora, suponga que todo polinomio no nulo en I de grado menor o

igual que t − 1 está en 〈S〉 y f(x) en I un polinomio de grado t con coeficiente principal b, luego

b ∈ It = 〈at1, at2, . . . , atnt〉, entonces existen c1, c2, . . . , cnt ∈ R tal que b = c1at1+c2at2+· · ·+cntatnt .

Observe que g(x) = f(x) − (c1ft1(x) + c2ft2(x) + · · · + cntftnt(x)), es un polinomio en I que tiene

grado menor que t, entonces por la hipótesis de inducción se garantiza que g(x) ∈ 〈S〉 y dado que

f(x) = g(x) + (c1ft1(x) + c2ft2(x) + · · ·+ cntftnt(x)), se tiene que f(x) ∈ 〈S〉, por lo tanto I = 〈S〉,
es decir, I es finitamente generado. Por el Teorema 1.7 R[x] también es un anillo noetheriano. �

Corolario 1.15. Si R es un cuerpo, entonces R[x1, ..., xn] es un anillo noetheriano.

Definición 1.16. (Dimension de Krull de un Anillo). Una cadena de longitud n de ideales

primos en el anillo R es una sucesión finita de ideales primos de R incluidos propiamente uno en

otro, es decir, es una cadena de la forma:

P0 ( P1 ( · · ·  Pn,

donde los Pi son ideales primos de R. La dimension de Krull del anillo R, denotada dim K(R), es

el supremo de las longitudes de las cadenas de ideales primos de R.

Ejemplo 1.17. Si K es un cuerpo, entonces el único ideal primo de K es el ideal trivial {0} (ver

observación 1.3), por lo tanto dim K(K) = 0. Además, dim K(K[x1, . . . , xn]) = n porque

{0}  〈x1〉  · · ·  〈x1, . . . , xn〉

es una cadena de ideales primos de longitud maximal en K[x1, . . . , xn].
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1.2. Álgebras de Lie

En esta sección se describe las definiciones y resultados básicos de la teoŕıa de álgebras de Lie. Para

un estudio mas detallado de esta teoŕıa se recomienda consultar [1] y [6]. En lo que sigue, F denota

un cuerpo de caracteŕıstica cero.

Definición 1.18. (Álgebra). Una álgebra sobre F (o F-álgebra) es un espacio vectorial A junto

con una operación binaria ∗ : A×A −→ A que asigna a cada par ordenado (a, b) ∈ A×A el vector

a ∗ b ∈ A y satisaface las siguientes condiciones para todo a, b, c ∈ A y todo α, β ∈ F:

1. a ∗ (αb+ βc) = α(a ∗ b) + β(a ∗ c).

2. (αa+ βb) ∗ c = α(a ∗ c) + β(b ∗ c).

Además, se dice que:

1. A es una álgebra asociativa si a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.

2. A es una álgebra conmutativa si a ∗ b = b ∗ a.

3. A tiene identidad si existe un elemento 1 ∈ A tal que 1 ∗ a = a ∗ 1 = a.

Definición 1.19. (Álgebra de Lie). Una álgebra de Lie sobre el cuerpo F consiste de un espacio

vetorial L junto con una función F-bilineal [, ] : L × L → L, denominado corchete o conmutador

que asigna a cada par ordenado (x, y) ∈ L × L el vector [x, y] ∈ L y que satisface las siguientes

propiedades:

1. Anticomutatividad: [x, x] = 0 para todo x ∈ L.

2. Identidad de Jacobi: [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 para todo x, y, z ∈ L .

Dos elementos x, y de una álgebra de Lie L se dice que conmutan si [x, y] = 0.

Observación 1.20. Si L es una álgebra de Lie y x, y ∈ L,

0 = [x+ y, x+ y] = [x, y] + [y, x], por tanto, [x, y] = −[y, x].

Ejemplo 1.21. Se puede probar que:

1. Todo espacio vectorial V tiene estructura de álgebra de Lie definiendo el conmutador por

[x, y] = 0 para todo x, y ∈ V . En este caso, se dice que V es una álgebra de Lie abeliana.

2. El espacio vectorial R3 tiene estructura de R-álgebra de Lie definiendo el corchete de la

siguiente forma:

[(a1, a2, a3), (b1, b2, b3)] = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).
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Observe que, si a = (a1, a2, a3) y b = (b1, b2, b3) son dos elementos de R3, el anterior corchete

también se lo puede definir de la siguiente forma:

[a, b] = a× b,

donde a× b denota el producto cruz de vectores en R3.

3. Sea n ∈ Z+, el C-espacio vectorial gln de las matrices cuadradas de orden n×n con componentes

en los números complejos, tiene estructura de álgebra de Lie definiendo el corchete como sigue:

[A,B] = AB −BA, para toda A,B ∈ gln.

Definición 1.22. (Subálgebra e Ideal). Sea L una F-álgebra de Lie. Un subespacio B de L es

una subálgebra de L si [x, y] ∈ B, para toda x, y ∈ B. Un subespacio I de L es un ideal (bilateral)

de L si [x, y] ∈ I, para toda x ∈ L, y toda y ∈ I.

Observación 1.23. Toda álgebra de Lie L tiene dos ideales triviales, {0} y L. Además, todo ideal

de L es una subálgebra de L y existen ejemplos de subálgebras de L que no son ideales de L.

Ejemplo 1.24. Sea gl2 =

{[
z1 z2

z3 z4

]
: zi ∈ C, i = 1, 2, 3, 4

}
, y considere los siguientes subespacios

de gl2:

S =

{[
a 0

0 b

]
: a, b ∈ C

}
e I =

{[
a b

c d

]
: a, b, c, d ∈ C, a+ d = 0

}
.

1. S es una subálgebra de gl2, porque dados A =

[
a1 0

0 a2

]
y B =

[
b1 0

0 b2

]
dos elementos de S,

se tiene:

[A, B] = AB −BA =

[
a1 0

0 a2

][
b1 0

0 b2

]
−

[
b1 0

0 b2

][
a1 0

0 a2

]
=

[
a1b1 − b1a1 0

0 a2b2 − b2a2

]
.

Entonces [A, B] ∈ S, es decir, S es una subálgebra de gl2. Por otro lado, sea A =

[
0 0

1 0

]
∈ gl2

y B =

[
1 0

0 0

]
∈ S, luego

[A, B] = AB −BA =

[
0 0

1 0

][
1 0

0 0

]
−

[
1 0

0 0

][
0 0

1 0

]
=

[
0 0

1 0

]
/∈ S.

Por lo tanto, S no es un ideal de gl2.
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2. I es un ideal de gl2, en efecto, sean A =

[
a1 a2

a3 a4

]
∈ gl2 y B =

[
b1 b2

b3 b4

]
∈ I, luego

[A, B] = AB −BA =

[
a1 a2

a3 a4

][
b1 b2

b3 b4

]
−

[
b1 b2

b3 b4

][
a1 a2

a3 a4

]
=

[
c1 c2

c3 c4

]
,

donde c1 = a1b1+a2b3−b1a1−b2a3, c2 = a1b2+a2b4−b1a2−b2a4, c3 = a3b1+a4b3−b3a1−b4a3,
y c4 = a3b2 + a4b4 − b3a2 − b4a4. Luego, c1 + c4 = 0 y por lo tanto [A, B] ∈ I, es decir, I es

un ideal de gl2.

3. Sea n un entero positivo, se puede probar que sln = {A ∈ gln : tr(A) = 0} es un ideal de gln.

Es el caso particular n = 2, una base de sl2 es el conjunto {e, f, h}, donde:

e =

[
0 1

0 0

]
, f =

[
0 0

1 0

]
, h =

[
1 0

0 −1

]
.

Definición 1.25. (Álgebra de Lie simple). Sea L una álgebra de Lie. Se dice que L es simple

si L es no abeliana y los únicos ideales de L son los triviales.

Nota: Existen, salvo isomorfismo, nueve familias de álgebras de Lie simple de dimensión finita sobre

el cuerpo C de los complejos, a saber, las álgebras de Lie clásicas: An, Bn, Cn y Dn, además de las

cinco álgebras excepcionales: E6, E7, E8, F4 y G2. Las álgebras de Lie simples de dimensión finita

son clasificados por los diagramas de Coxeter-Dynkin [6].

Teorema 1.26. Si A es una F-álgebra asociativa, entonces A tiene estrutura de álgebra de Lie

definiendo el corchete por

[x, y] = xy − yx, para todo x, y ∈ A.

Esta álgebra se denomina álgebra de Lie subyacente sobre A, y se denota por L(A). Por ejemplo,

si V es un F-espacio vectorial, entonces EndF(V )2 es una álgebra asociativa con la composición

de funciones, en este caso, la álgebra de Lie subyacente se denota con gl(V ). Si dimV = n < ∞
también se denota gl(V ) por gln.

Definición 1.27. (Homomorfismo de álgebras de Lie). Sean L y L′ dos álgebras de Lie sobre

F. Una transformación lineal ϕ : L → L′ es un homomorfismo de álgebras de Lie (o simplemente

homomorfismo) si

ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)], para todo x, y ∈ L.

Monomorfismo es un homomorfismo inyectivo, epimorfismo es un homomorfismo sobreyectivo e

isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Si ϕ : L → L′ es un homomorfismo, se puede probar

que Kerϕ es un ideal de L e Imϕ es una subálgebra de L′.

2EndF(V ) denota el F-espacio vectorial de las transformaciones lineales sobre V .

18



Preliminares

Ejemplo 1.28. Sea L una álgebra de Lie de dimensión n y sea B una base ordenada de L. Para

cada x ∈ L denote con (adx)B a la matriz en la base B de la transformación lineal adx : L → L

definida por adx(y) = [x, y] para todo y ∈ L. Entonces, la transformción lineal ad: L→ gln definida

por ad(x) = (adx)B, para toda x ∈ L, es un homomorfismo de álgebras de Lie. En efecto, de la

identidad de Jacobi se tiene:

ad[x, y] = adxady − adyadx para todo x, y ∈ L,

por lo tanto,

ad([x, y]) = (adx)B(ady)B − (ady)B(adx)B = [ad(x), ad(y)].

Definición 1.29. (Módulo y submódulo). Un módulo sobre una F-álgebra de Lie L (o L-módulo)

es un F-espacio vectorial V junto con una acción · : L × V → V , que asigna a cada par ordenado

(x, v) ∈ L× V el vector x · v ∈ V , tal que para todo α, β ∈ F, todo x, y ∈ L y todo par de vectores

v, w ∈ V se satisfacen las siguientes condiciones:

1. (αx+ βy) · v = α(x · v) + β(y · v).

2. x · (αv + βw) = α(x · v) + β(x · w).

3. [x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · v).

Un submódulo de un L-módulo V es un subespacio W ⊆ V invariante bajo la acción de L, esto es

x · w ∈W para todo x ∈ L y w ∈W.

Ejemplo 1.30. Toda álgebra de Lie L es un L-módulo definiendo x ·y = [x, y] para todo x, y ∈ L.

Además, todo L-módulo V tiene por lo menos dos submódulos, {0} y V , denominados submódulos

triviales.

Ejemplo 1.31. Considere el espacio vectorial C[x, y] de polinomios en dos variables x, y con

coeficientes complejos. Para d ∈ Z≥0, sea Vd el subespacio de C[x, y] formado por los polinomios

homogéneos de grado d. Una base de Vd es el conjunto {xd, xd−1y, . . . , xyd−1, yd}. Se puede probar

que Vd es un sl2-módulo de dimensión d+ 1 [1], definiendo la acción de sl2 sobre Vd de la siguiente

forma:

e · P = x
∂

∂y
(P ), f · P = y

∂

∂x
(P ), h · P = x

∂

∂x
(P )− y ∂

∂y
(P ),

para todo polinomio P ∈ Vd.

Definición 1.32. (Módulos isomorfos). Sean V y W dos módulos sobre una álgebra de Lie L.

Se dice que V y W son isomorfos si existe un isomorfismo φ : V → W de espacios vectoriales que

satisface la siguiente condición:

φ(x · v) = x · φ(v) para todo x ∈ L y todo v ∈ V.

En este caso, se escribe V ∼= W .
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Observación 1.33. Todo sl2-módulo V de dimensión d+ 1 es isomorfo a Vd [9].

Un problema de mucha importancia dentro de la teoŕıa de las álgebras de Lie es la caracterización

de los módulos (de dimensión finita) sobre una álgebra de Lie. Por la observación anterior, los

módulos de dimensión finita sobre sl2 están caracterizados, sin embargo, la estructura de módulos

de dimensión finita sobre álgebras de Lie de mayor dimensión es aún un problema abierto. En la

busqueda de avances dentro de esta problemática se han utilizado temas avanzados de teoŕıa de

categoŕıas, álgebra homológica, álgebras filtradas y graduadas y geometŕıa algebraica. Estos temas

son dif́ıciles y desbordan el interés de esta monograf́ıa, sin embargo, sustentan los teoremas centrales

que permitieron el desarrollo de este trabajo. A continuación se presentan estos teoremas sin hacer

referencia a las definiciones propias de las áreas antes descritas, sin embargo, el lector interesado

puede remitirse a las referencias bibliográficas especializadas [2], [3], [13].

Teorema 1.34. (Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)). Si {xn : n ∈ Z+} es una base ordenada de

la álgebra de Lie L, entonces una base para su álgebra envolvente universal U(L)3 es el conjunto

formado por el elemento 1 ∈ U(L) junto con los elementos de la forma xσ(1) · · ·xσ(m), donde m ∈ Z+

y σ(1) ≤ σ(2) ≤ . . . ≤ σ(m).

Ejemplo 1.35. Para la álgebra de Lie sl2 con base ordenada {e, f, h} (ver ejemplo 1.24), se tiene

que U(sl2) es el espacio vectorial generado por el conjunto {em1fm2hm3 : mi ∈ Z≥0} ∪ {1}.

Proposición 1.36. Sea L una álgebra de Lie. Se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Existe una graduación de la álgebra envolvente universal U(L) tal que gr(U(L)) y la álgebra

simétrica S(L) son L-módulos isomorfos.

2. Si dimL = n, entonces la álgebra simétrica S(L) es canónicamente isomorfa al álgebra de

polinómios F[x1, . . . , xn].

3Para las definiciones de álgebra envolvente universal y álgebra simétrica ver [6], pág. 89.
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Caṕıtulo 2

Geometŕıa Algebraica y Secuencias

Regulares Sobre Anillos

2.1. Geometŕıa Algebraica

En esta sección se presentan las definiciones y teoremas de geometŕıa algebraica las cuales se utilizan

en el desarrollo del último caṕıtulo. Aunque muchas de estas definiciones y teoremas se satisfacen

sobre un cuerpo arbitrario K, en lo que sigue K denotará un cuerpo algebraicamente cerrado de

caracteŕıstica cero.

Definición 2.1. (Espacio Af́ın). El espacio af́ın de dimensión n sobre K es el conjunto

AnK := {(a1, . . . , an) : ai ∈ K}.

Definición 2.2. (Variedad Algebraica). Sea E un subconjunto del anillo de polinomios en n

variables con coeficientes en el cuerpo K. El conjunto V(E) de puntos del espacio af́ın AnK formado

por todos los ceros comunes de los polinomios en E se denomina variedad algebraica (o simplemente

variedad), es decir,

V(E) = {P ∈ AnK : f(P ) = 0 para todo f ∈ E}.

Proposición 2.3. Si E es un subconjunto del anillo K[x1, . . . , xn] e I = 〈E〉 es el ideal de

K[x1, . . . , xn] generado por E, entonces V(E) = V(I).

Demostración. En efecto, por definición de ideal generado (ver Proposición 1.4), E ⊆ I. Ahora,

dado P ∈ V(I) se tiene que P es cero de todos los polinomios de I, en particular de los polinomios

que están en E, luego P ∈ V(E), es decir, V(I) ⊆ V(E). Por otra parte, si P ∈ V(E), entonces P

es cero de todos los polinomios de E, además para cada f ∈ I existen polinomios f1, . . . , fr ∈ E y

g1, . . . , g3 ∈ K[x1, . . . , xn] tal que f = g1f1 + · · · + grfr. Luego, f(P ) =
r∑
i=1

gi(P )fi(P ) y dado que

fi(P ) = 0, entonces f(P ) = 0. Por lo tanto, P ∈ V(I), es decir, V(E) ⊆ V(I). �
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Observación 2.4. Por el Corolario 1.15, el anillo K[x1, . . . , xn] es noetheriano y por el Teorema

1.7 todos sus ideales son finitamente generados, es decir, si E es un subconjunto de K[x1, . . . , xn],

existe un conjunto finito de polinomios {f1, . . . , fr} ⊆ E tal que

V(E) = V(〈f1, . . . , fr〉) = V(f1) ∩ · · · ∩ V(fr).

Por lo tanto, todas las variedades son los ceros comunes de un conjunto finito de polinomios.

Lema 2.5. En el espacio af́ın AnK se satisfacen las siguientes propiedades:

1. AnK y ∅ son variedades.

2. Si V1, . . . , Vk son variedades, entonces V1 ∪ · · · ∪ Vk también es una variedad.

3. Si {Vj}j∈J es una familia arbitraria de variedades, entonces
⋂
j∈J

Vj también es una variedad.

4. Si I1 ⊆ I2 son ideales de K[x1, . . . , xn], entonces V(I1) ⊇ V(I2).

5. Si I ⊆ K[x1, . . . , xn] es cualquier ideal, entonces V(I) = V(
√
I).1

Demostración.

1. Claramente AnK = V(0) y ∅ = V(1).

2. Para este caso, basta probar para dos variedades. Sean V = V(I) y W = V(J), se probará que

V ∪W = V(I ∩ J). En efecto, sea P ∈ V ∪W , luego P pertenece a alguna de las variedades

o a ambas. Sin pérdida de generalidad, suponga P ∈ V , esto significa que para todo f ∈ I
se tiene f(P ) = 0, en particular para los f ∈ I ∩ J y aśı P ∈ V(I ∩ J). Rećıprocamente, sea

P /∈ V ∪W , entonces existen polinomios f ∈ I y g ∈ J tales que f(P ) 6= 0 y g(P ) 6= 0 y por

lo tanto f(P )g(P ) 6= 0. Sin embargo, fg ∈ I ∩ J , aśı que P 6= V(I ∩ J).

3. Se mostrará que
⋂
j∈J
V(Ij) = V

(∑
j∈J

Ij

)
, donde

∑
j∈J

Ij =

∑
j∈J

fj : fj ∈ Ij y fj 6= 0 para a lo mas un número finito de términos

 .

Sean L =
∑
j∈J

Ij y P ∈ V (L), observe que para cada k ∈ J se tiene Ik ⊆ L, entonces para

todo polinomio f en Ik, se cumple f(P ) = 0, entonces P ∈ V(Ik), por lo tanto P ∈
⋂
j∈J
V(Ij).

Rećıprocamente, sea P ∈ V(Ij) para todo j ∈ J y sea f un polinomio en L, se puede probar

que L es un ideal del anillo noetheriano K[x1, . . . , xn], luego existen polinomios f1, . . . , fr ∈ L,

1Sea R un anillo e I un ideal de R, el ideal radical
√
I se define por

√
I = {a ∈ R : ∃n ∈ N, an ∈ I}.
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tal que L = 〈f1, . . . , fr〉, entonces f = g1f1 + · · · + grfr para algunos polinomios g1, . . . , gr

en K[x1, . . . , xn]. Dado que P ∈
⋂
j∈J
V(Ij) se tiene fi(P ) = 0 para i = 1, 2, . . . , r, entonces

f(P ) = 0. Por lo tanto P ∈ V (L).

4. Sea P ∈ V(I2) luego P es un cero de cada polinomio en I2 y dado que I1 ⊆ I2, se tiene que P

es un cero de cada poinomio en I1, es decir, P ∈ V(I1), por lo tanto V(I1) ⊇ V(I2).

5. Dado que I ⊆
√
I, por el ı́tem anterior se tiene V(

√
I) ⊆ V(I). Rećıprocamente, sean P ∈ V(I)

y f ∈
√
I, entonces existe m ∈ Z+ tal que fm ∈ I. Luego fm(P ) = 0 y por lo tanto f(P ) = 0,

es decir, P ∈ V(
√
I).

�

Lema 2.6. Si f, g, h ∈ K[x1, . . . , xn] y λ es un elemento no nulo en K, entonces se satisfacen los

siguientes enunciados:

1. V(f, g) = V(f) ∩ V(g).

2. V(λf) = V(f).

3. V(f, fg ± h) = V(f, h).

4. V(f, gh) = V(f, g) ∪ V(f, h).

5. V(f − g, hf) = V(f − g, hg).

6. V(f − g, h± f) = V(f − g, h± g).

Demostración. El primer enunciado es consecuencia inmediata de la definición.

2. Dado que λ 6= 0, se tiene 〈λf〉 = 〈f〉, por lo tanto V(λf) = V(f).

3. V(f, fg ± h) = V(f) ∩ V(fg ± h) = V(f) ∩ V(h) = V(f, h).

4. V(f, gh) = V(f) ∩ V(gh). Pero V(g, h) = V(g) ∪ V(h), luego

V(f, gh) = V(f) ∩ (V(g) ∪ V(h)) = (V(f) ∩ V(g)) ∪ (V(f) ∩ V(h)),

por lo tanto V(f, gh) = V(f, g) ∪ V(f, h).

5. Utilizando los ı́tems anteriores se tiene

V(f − g, hf) = V(f − g, h) ∪ V(f − g, f) = V(f − g, h) ∪ V(g, f).

Similarmente, V(f−g, hg) = V(f−g, h)∪V(f, g). Por lo tanto, V(f−g, hf) = V(f−g, hg).

6. Observe que V(f − g, h± f) = V(f − g, h± f ± g∓ g) = V(f − g, (h± g)± (f − g)). Luego,

por el ı́tem 2, se tiene V(f − g, h± f) = V(f − g, h± g).

�
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Proposición 2.7. Si x1, . . . , xn son n variables conmutativas dos a dos 2 y para cada subconjunto

no vaćıo I ⊆ {1, . . . , n} se denota XI =
∏
i∈I

xi, entonces:

V

 n∑
i=1

xi,
∑
|I|=2

XI , . . . ,
∑
|I|=n−1

XI ,
n∏
i=1

xi

 = V(x1, . . . , xn).

Demostración. Se va a proceder por inducción sobre el número de variables. Para n = 2, utilizando

el Lema 2.6 se tiene:

V(x1 + x2, x1x2) = V(x1 + x2, x1) ∪ V(x1 + x2, x2) = V(x1, x2) ∪ V(x2, x1) = V(x1, x2).

Ahora, suponga que el enunciado es válido para n− 1 variables conmutativas y sea

V = V

 n∑
i=1

xi,
∑
|I|=2

XI , . . . ,
∑
|I|=n−1

XI ,
n∏
i=1

xi

 =
n⋃
j=1

V

 n∑
i=1
i 6=j

xi,
∑
I⊆Ĵ

|I|=2

XI , . . . ,
∑
I⊆Ĵ

|I|=n−1

XI , xj

 ,

donde Ĵ denota el conjunto Ĵ = {1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n}, luego

V =

n⋃
j=1

V

 n∑
i=1
i 6=j

xi,
∑
I⊆Ĵ

|I|=2

XI , . . . ,

n∏
i=1
i 6=j

xi, xj

 =

n⋃
j=1

V
 n∑

i=1
i 6=j

xi,
∑
I⊆Ĵ

|I|=2

XI , . . . ,
∑
I⊆Ĵ

|I|=n−2

XI ,

n∏
i=1
i 6=j

xi

 ∩ V(xj)

 ,

y utilizando la hipótesis inductiva, se tiene:

V =
n⋃
j=1

(V (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) ∩ V(xj))

=
n⋃
j=1

V (x1, . . . , xn) = V (x1, . . . , xn) .

�

Ejemplo 2.8. Sean x1, x2, x3 variables conmutativas, por la proposición anterior se tiene:

V(x1 + x2 + x3, x1x2 + x1x3 + x2x3, x1x2x3) = V(x1, x2, x3).

Definición 2.9. (Ideal asociado). Sea X un subconjunto no vaćıo de AnK . El conjunto de

polinomios en K[x1, . . . , xn] que se anulan en todos los puntos de X es un ideal de K[x1, . . . , xn]

denominado ideal asociado al subconjunto X y se denota J (X), es decir,

J (X) := {f ∈ K[x1, . . . , xn] : f(P ) = 0 para todo P ∈ X}.

Además, se define J (∅) = K[x1, . . . , xn].

2Dos variables xi y xj del anillo de polinomios K[x1, . . . , xn] son conmutativas si cumplen xixj = xjxi.
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Lema 2.10. Con la definición anterior se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Si X1 ⊆ X2 son subconjuntos de AnK , entonces J (X1) ⊇ J (X2).

2. Si V, W ⊆ AnK , entonces J (V ∪W ) = J (V ) ∩ J (W ).

3. Si V ⊆ AnK , entonces
√
J (V ) = J (V ), i.e., el ideal J (V ) es un ideal radical.

Demostración. .

1. Sea f ∈ J (X2), entonces f(P ) = 0 para todo P ∈ X2, en particular, para todo P ∈ X1.

Luego, f ∈ J (X1) y por lo tanto J (X2) ⊆ J (X1).

2. Sea f ∈ J (V ∪W ), entonces f(P ) = 0 para todo P ∈ V ∪W . Dado que V, W ⊆ V ∪W ,

se tiene f(P ) = 0 para todo P ∈ V y f(P ) = 0 para todo P ∈ W . Luego, f ∈ J (V ) y

f ∈ J (W ). Por lo tanto f ∈ J (V ) ∩ J (W ). Rećıprocamente, dados f ∈ J (V ) ∩ J (W ) y

un punto P ∈ V ∪W . No se pierde generalidad al suponer P ∈ V , además f ∈ J (V ), luego

f(P ) = 0, es decir, f ∈ J (V ∪W ).

3. Sean f ∈
√
J (V ) y P ∈ V , se tiene f r ∈ J (V ), para algún r ≥ 1 y aśı f r(P ) = 0, entonces

f(P ) = 0, es decir f ∈ J (V ). La otra inclusión siempre es válida puesto que I ⊆
√
I.

�

Lema 2.11. Para todo entero positivo n, se tiene J (AnK) = {0}.

Demostración. En la prueba de este lema se utiliza el hecho de que todo cuerpo de caracteŕıstica

cero es infinito. Los detalles de la demostración se pueden consultar en [14]. �

Teorema 2.12. Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado (no necesariamente de caracteŕıstica

cero), entonces se cumplen los siguientes enunciados:

1. Si A es un subconjunto arbitrario de AnK , entonces A ⊆ V(J (A)), y la igualdad se tiene si, y

solamente si, A es una variedad.

2. Si J es un ideal de K[x1, . . . , xn], entonces J ⊆ J (V(J)). Más aún, J (V(J)) =
√
J y por lo

tanto se tiene la igualdad J (V(J)) = J si, y solamente si, J es un ideal radical.

Demostración.

1. Sea P ∈ A, entonces f(P ) = 0 para todo f ∈ J (A), por lo tanto P ∈ V(J (A)). Ahora,

suponga que A es una variedad, luego A = V(I) para algún ideal I de K[x1, . . . , xn]. Sean

f ∈ I y P ∈ A, se tiene f(P ) = 0, es decir, cada polinomio de I se anula en todos los

puntos de A, entonces por la Definición 2.9 f ∈ J (A), luego I ⊆ J (A) y por el Lema 2.5

V(I) ⊇ V(J(A)), aśı que, A ⊇ V(J (A)). Rećıprocamente, si V = V(J (V )), entonces V es una

variedad, por definición.
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2. Sea f ∈ J , entonces f(P ) = 0 para todo P ∈ V(J), por lo tanto f ∈ J (V(J)). La segunda

afirmación es una consecuencia del Teorema de los ceros de Hilbert3.

�

Ejemplo 2.13. Las variedades de A1
K son los conjuntos finitos, el espacio total y el vaćıo. En

efecto, sea V una variedad propia no vaćıa de A1
k. Dado que el anillo K[x] es un dominio de

ideales principales, V = V(f) para algún polinomio no constante f ∈ K[x], además, el cuerpo K es

algebraicamente cerrado, entonces f(x) = c(x−a1) · · · (x−ak) para algunos c, ai ∈ K, por lo tanto,

V = {a1, . . . , an}.

Definición 2.14. (Variedad Irreducible). Una variedad V de AnK es irreducible si para todo par

de variedades V1 y V2 tales que V = V1 ∪ V2, se tiene V = V1 o V = V2. En caso contrario, V es

reducible.

Ejemplo 2.15. Claramente ∅ (la variedad vaćıa) es irreducible. Por otro lado, en el espacio af́ın

A2
C la variedad V = V(x) = {(0, b) : b ∈ C} es irreducible porque si V1 y V2 son variedades

tales que V = V1 ∪ V2 y V1 6= V , entonces existe un polinomio f(x, y) ∈ C[x, y] de la forma

f(x, y) = xg(x, y) + h(y), con h(y) 6= 0, que se anula en todos los puntos de V1. Además, para

(0, b) ∈ V1 se tiene 0 = f(0, b) = 0g(0, y)+h(b), luego h(b) = 0, aśı que V1 ⊆ {(0, b) : h(b) = 0} ⊆ V .

Dado que el número de ráıces de h(y) es finito, se sigue que V1 es finito, luego V2 es infinito puesto

que V es infinito. Por lo anterior, todo polinomio que se anule en los puntos de V2 debe ser de la

forma p(x, y) = xq(x, y), ya que en caso contrario, un procedimiento similar al realizado para V1

justificaŕıa que V2 es finito. Luego, para todo (0, b) ∈ V y todo polinomio p(x, y) que se anule en

los puntos de V2 se tiene p(0, b) = 0q(0, b) = 0, por lo tanto, V ⊆ V2 ⊆ V , es decir, V = V2.

Proposición 2.16. Una variedad no vaćıa V es irreducible si y sólo si su ideal asociado J (V ) es

un ideal primo.

Demostración. Suponga que V es irreducible. Observe que J (V ) 6= K[x1, . . . , xn] porque V es no

vaćıa. Ahora sean f, g ∈ K[x1, . . . , xn] tales que fg ∈ J (V ), luego 〈fg〉 ⊆ J (V ), además, por

el Lema 2.5 y el Teorema 2.12 se tiene que V = V(J (V )) ⊆ V(fg). Pero V(fg) = V(f) ∪ V(g),

entonces V ⊆ V(f)∪V(g) y aśı V = (V ∩V(f))∪ (V ∩V(g)). Dado que V es irreducible, sin pérdida

de generalidad se puede suponer V = V ∩ V(f), es decir, V ⊆ V(f) y por el Lema 2.10 se tiene

f ∈ J (V(f)) ⊆ J (V ), por lo tanto J (V ) es primo. Rećıprocamente, suponga que existen variedades

W1 y W2 tales que V = W1 ∪W2 con Wi  V 4, luego existen polinomios fi ∈ J (Wi)�J (V ). Sea

P ∈ V , se tiene f1f2(P ) = f1(P )f2(P ) = 0, luego f1f2 ∈ J (V ), por lo tanto J (V ) no es primo. �

Ejemplo 2.17. AnK es irreducible ya que, por el Lema 2.11, su ideal J (AnK) = {0}, que es primo.

3Los detalles de la prueba del Teorema de los ceros de Hilbert se pueden consultar en [14].
4Si W y V son variedades tales que W  V , por el Teorema 2.12 se garantiza que J (V )  J (W ).
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Proposición 2.18. Sean x1, . . . , xn variables conmutativas. Si A es un subconjunto de {x1, . . . , xn},
entonces V({x : x ∈ A}) es irreducible en AnK .

Demostración. Sea J = 〈A〉, considere R = K[x1, . . . , xn]/J . Los elementos de R son de la forma

f + J donde f es un polinomio en las variables del conjunto B = {x1, . . . , xn}�A. Luego R es

isomorfo a K o al anillo de polinomios en las variables del conjunto B, en cualquier caso R es un

dominio entero y aśı J es un ideal primo. �

Lema 2.19. Sea V una variedad de AnK . Entonces, V es irreducible, si y sólo si, para todo par de

variedades V1 y V2 tales que V − Vi 6= ∅, se tiene (V − V1) ∩ (V − V2) 6= ∅.

Demostración. Suponga que V es irreducible y que existen dos variedades V1 y V2 tales que los

conjuntos V − Vi son no vaćıos y (V − V1) ∩ (V − V2) = ∅, entonces,

V = V − [(V − V1) ∩ (V − V2)]

V = [V − (V − V1)] ∪ [V − (V − V2)].

Pero V − (V − Vi) = V ∩ Vi, entonces V = (V ∩ V1) ∪ (V ∩ V2). Dado que V es irreducible se debe

tener V = V ∩ Vi para algún i ∈ {1, 2}. Sin pérdida de generalidad, suponga V = V ∩ V1, entonces

V ⊆ V1, aśı V −V1 = ∅, lo cual es una contradicción. Para el rećırpoco, sean V1 y V2 dos variedades

tales que V = V1 ∪ V2. Luego, V − (V1 ∪ V2) = ∅, es decir, (V − V1) ∩ (V − V2) = ∅. Por hipótesis,

V − V1 = ∅ o V − V2 = ∅. Sin pérdida de generalidad, suponga que V − V1 = ∅, luego, V ⊆ V1 ⊆ V ,

entonces V = V1, por lo tanto, V es irreducible. �

Proposición 2.20. Toda colección no vaćıa de variedades en AnK tiene un elemento mı́nimal.

Demostración. Sea F una colección no vaćıa de variedades en AnK y considere la colección no vaćıa

G = {J (V ) : V ∈ F} de ideales en el anillo de polinomios K[x1, . . . , xn]. Dado que K[x1, . . . , xn] es

noetheriano, por el Teorema 1.9 la colección G tiene un elemento máximal, es decir, existe J (V0) ∈ G
tal que J (V0) no está contenido propiamente en ningún ideal J (V ) de G. Luego, por el Teorema

2.12 se tiene que V0 = V(J (V0)) es un elemento mı́nimal en F . �

Teorema 2.21. Si V es una variedad de AnK , entonces existen variedades irreducibles V1, . . . , Vn

únicas, tales que V = V1 ∪ · · · ∪ Vn y para i 6= j, Vi * Vj.

Demostración. Suponga que V no es unión finita de variedades irreducibles, entonces la colección F
de variedades en AnK que no se pueden expresar como unión finita de variedades irreducibles es no

vaćıa. Por la proposición anterior, F tiene un elemento minimal W0 que es reducible, luego existen

variedades W1 y W2 tales que W0 = W1∪W2 y Wi  W0. Por la minimalidad de W0, Wi /∈ F , luego

Wi se puede expresar como unión finita de variedades irreducibles, es decir, W0 es unión finita de
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Geometŕıa Algebraica y Secuencias Regulares Sobre Anillos

variedades irreducibles, lo cual es una contradicción. Por lo tanto V es unión finita de variedades

irreducibles. Ahora suponga que existen variedades irreducibles V1, . . . , Vr,W1, . . . ,Ws tales que

V1 ∪ · · · ∪ Vr = V = W1 ∪ · · · ∪Ws,

con Vi * Vj para i 6= j y Wl *Wt para l 6= t. Observe que

Wi = Wi ∩ V = Wi ∩

 r⋃
j=1

Vj

 =

r⋃
j=1

(Vj ∩Wi) .

Dado que Wi es irreducible, Wi = Vj ∩ Wi para algún j = 1, . . . , r, entonces Wi ⊆ Vj . Con un

procedimiento similar, Vj ⊆ Wt para algún t = 1, . . . , s, aśı que Wi ⊆ Vj ⊆ Wt. Luego, Wi = Vj ,

además r = s. �

Definición 2.22. (Componente Irreducible). Sea V una variedad de AnK y sean V1, . . . , Vr

variedades irreducibles tales que V = V1∪ · · ·∪Vr y para i 6= j, Vi * Vj . Cada una de las variedades

Vi se denomina componente irreducible para V .

Ejemplo 2.23. Sean x1, x2, x3, x4, x5 variables conmutativas, por el Lema 2.6 y la Proposición

2.7 se tiene:

V = V(x1 + x2 + x3, x1x2 + x1x3 + x2x3, x1x2x3, x4x5) = V(x1, x2, x3, x4) ∪ V(x1, x2, x3, x5).

Entonces, las componentes irreducibles de V son V(x1, x2, x3, x4) y V(x1, x2, x3, x5).

Definición 2.24. (Dimesión). Sea V una variedad algebraica irreducible en AnK . La dimensión

de V , denotada por dimV , es el supremo de los enteros r tales que existe una cadena de variedades

irreducibles V = V0 ) V1 ) · · · ) Vr. Además, para una variedad arbitraria V con descomposición

en componentes irreducibles V = V1 ∪ · · · ∪ Vs, donde Vi * Vj para i 6= j, la dimensión de V se

define por la ecuación

dimV = sup{dimVi : i = 1, . . . , s}.

Finalmente, si dimVi = k para todo i = 1, . . . , s, se dice que la variedad V es equidimensional de

dimensión pura k y se escribe V es EqD(k).

Observación 2.25. Sea V0 % V1 % · · · % Vs una cadena de variedades irreducibles en AnK y

sea Pi = J (Vi). Por el Lema 2.10 se tiene la cadena P0 $ P1 $ · · · $ Ps de ideales primos en

K[x1, . . . , xn] y dado que dim Krull(K[x1, . . . , xn]) = n, se tiene s ≤ n, esto implica que cualquier

cadena V0 % V1 % · · · % Vs de variedades irreducibles en AnK tiene longitud a lo mas n. Esto

garantiza la existencia del supremo r que se menciona en la Definición 2.24.
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Ejemplo 2.26.

1. Sean X = {x1, x2, . . . , xn} e I un subconjunto no vacio de X de cardinal r, considere

A = X − I, observe que se puede escribir A = {xj1 , xj2 , . . . , xjs} donde s = n − r. En AnK
tome la variedad V = V(I), la siguiente cadena de variedades ireducibles (ver 2.18)

V = V0 ) V1 ) V2 ) · · · ) Vs,

donde Vi = V(I, xj1 , xj2 , . . . , xji), para i = 1, 2, . . . , s tiene longitud máxima, por lo tanto

dimV = s = n− r.

2. En A5
K considere la variedad V = V1 ∪ V2 donde V1 = V1(x3, x1, x5, x2) y V2 = V2(x5, x3)

por el item anterior se tiene dimV1 = 1 y dimV2 = 3, entonces por la definicióm de dimensión

se tiene dimV = sup{dimV1,dimV2} = 3.

3. En A9
K la variedad V = V1 ∪ V2 donde V1 = V1(x3, x1, x5, x2) y V2 = V2(x3, x1, x4, x2),

por el item 1 se tiene dimV1 = 5 y dimV2 = 5, entonces dimV = sup{dimV1,dimV2} = 5.

Además dado que V1 y V2 tienen la misma dimensión se dice que V es EqD(5).

2.2. Secuencias Regulares Sobre Anillos

Definición 2.27. (Elemento regular y secuencia regular). Sea A un anillo conmutativo con

identidad. Un elemento a ∈ A se dice regular sobre A si a no es ni divisor de cero ni unidad en A. Una

secuencia a1, . . . , at de elementos en A se denomina regular sobre A si cumple las dos condiciones

siguientes:

1. El elemento a1 es regular sobre A y para todo i ∈ {2, . . . , t} la clase del elemento ai es regular

sobre el anillo A/Ji−1, donde Ji−1 = 〈a1, . . . , ai−1〉 es el ideal de A generado por la secuencia

a1, . . . , ai−1.

2. A/Jt 6= {0}.

La definición de secuencia regular depende del orden de los elementos en la secuencia, puede suceder

que después de una permutación de los elementos de una secuencia regular, la nueva secuencia no

sea regular como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.28. Sea A = F[x, y, z] el anillo de polinomios en tres variables con coeficientes en un

cuerpo F. La secuencia x, y(1−x), z(1−x) es regular porque el polinomio x es un elemento regular

del anillo A, la clase y(1− x) = y − yx = y en el anillo A/〈x〉 y y es un elemento regular sobre

este anillo y finalmente, la clase de z(1− x) = z − zx = z en el anillo A/〈x, y(1− x)〉, z es regular

sobre este anillo y A/〈x, y(1 − x)〉 no es el anillo {0}. Pero la secuencia y(1 − x), z(1 − x), x no

es regular porque la clase z(1− x) es un divisor de cero en el anillo A/〈y(1− x)〉 esto debido a que

z(1− x)y = zy(1− x) = z0 = 0.
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Las proposiciones que se presentan a continuación se utilizan en el desarrollo del último caṕıtulo

pero en sus demostraciones se utilizan conceptos del álgebra que en el momento no están al alcance

de los autores, sin embargo, las demostraciones se puede encontrar en [8], p. 127. Para las tres

proposiciones, A denota el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en un cuerpo F.

Recuerde que un monomio en n-variables conmutativas x1, . . . , xn es una expresión de la forma

axk11 · · · axknn , donde a ∈ F y k1, . . . , kn son enteros no negativos, el grado del monomio axk11 · · · axknn
se define por gra(axk11 · · · axknn ) = k1+ · · ·+kn. Un polinomio f ∈ A es una suma finita de monomios

y el grado de f es el máximo de los grados de los monomios que conforman a f , finalmente, se dice

que f es un polinomio homogéneo si todos sus monomios tienen el mismo grado. Por ejemplo, el

polinomio f = x3 − 2x2y + xyz − z3 es homogéneo ya que todos sus monomios tienen grado 3.

Proposición 2.29. Sea f1, . . . , ft una secuencia de polinomios en A, con t ≤ n. La secuencia

f1, . . . , ft es regular sobre A si, y sólamente si, para toda i = 1, . . . , t, la variedad V(f1 . . . , fi) es

EqD(n− i).

Proposición 2.30. Si f1, . . . , ft es una secuencia regular de polinomios homogéneos sobre A,

entonces se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Para toda permutación σ ∈ St, la secuencia fσ(1), . . . , fσ(t) es regular sobre A.

2. Cualquier subsecuencia de f1, . . . , ft es regular en A.

3. Si V(f1, . . . , ft) es EqD(n− t), entonces la variedad determinada por cualquier subsecuencia

de f1, . . . , ft es EqD(n− s), donde s es la longitud de la subsecuencia.

Ejemplo 2.31. Determinar si la secuencia x + y, xy − zw es regular en el anillo de polinomios

C[x, y, z, w]. Para esto, considere la variedad V = V(z, x+ y, xy− zw), por el Lema 2.6 se tiene

V = V(z, x+ y, xy) = V(z) ∩ V(x+ y, xy). Por la Proposición 2.7 se sigue que

V = V(z) ∩ V(x, y) = V(x, y, z).

Por la Proposición 2.18, la variedad V(x, y, z) es irreducible, además es de dimensión 1, luego V es

EqD(1) y por la Proposición 2.29 la secuencia z, x+y, xy−zw es regular. Dado que los polinomios

de la secuencia son homogéneos, por la Proposición 2.30 cualquier subsecuencia es regular, por lo

tanto la secuencia x+ y, xy − zw es regular en el anillo de polinomios C[x, y, z, w].
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Caṕıtulo 3

Generadores de las Subálgebras de

Mishchenko-Fomenko

En teoŕıa de Representaciones de Álgebras de Lie es importante estudiar los pares (U(g), B), donde

U(g) es el álgebra envolvente universal de una álgebra de Lie g, B es una subálgebra conmutativa

de U(g) y U(g) es un B-módulo libre. Con estas condiciones, todo B-módulo irreducible se puede

levantar hasta un U(g)-módulo irreducible.

En esta linea de estudio, el famoso Teorema de Kostant [7] afirma que el álgebra envolvente universal

U(g) de una C-álgebra de Lie semisimple g es un módulo libre sobre su centro. Para el caso de la

C-álgebra de Lie gln de las matrices de tamaño n × n, Ovsienko [12] establece que U (gln) es un

módulo libre sobre la subalgebra de Gelfand-Tsetlin. Por el Teorema principal de Futorny-Molev

[2] se sabe que dado un elemento µ del espacio dual gl∗n existe una subalgebra conmutativa Aµ de

U (gln) tal que grAµ = Aµ, donde Aµ es la subalgebra Mishchenko-Fomenko asociada al parámetro

µ construida por el método de cambio de argumento. Además, por Futorny-Ovsienko [3] se sabe que

U (gln) es un Aµ-módulo libre cuando la subalgebra Aµ es generada por una secuencia regular en

S(gln). Según el trabajo de A. Moreau [10], la subalgebra Aµ es generada por una secuencia regular

cuando µ es un elemento regular nilpotente. En el caṕıtulo 4 se mostrará que este resultado se

satisface para todo parámetro µ en gl2 y gl3 y además, que en gl4 el resultado se cumple para algunas

µ nilpotente. Estas pruebas utilizan un conjunto de generadores algebráicamente independientes de

la subálgebra de Mishchenko-Fomenko Aµ determinadas por Futorny-Molev en [2].

3.1. Subálgebras de Mishchenko-Fomenko

Sea n ∈ Z+, el Teorema principal de Futorny-Molev [2] proporciona una forma de elegir un

conjunto de polinomios algebraicamente independientes en el álgebra simétrica S(gln) que generan

la subálgebra de Mishchenko-Fomenko Aµ para un elemento arbitrario µ. El procedimiento para
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obtener este conjunto de generadores se describe a continuación: Sea E = (eij) una matriz cuadrada

de orden n y sean I = {i1 < · · · < it} y J = {j1 < · · · < jt} subconjuntos de {1, . . . , n}. Con E(I, J)

se denota el siguiente determinante:

E(I, J) := det


ei1j1 ei1j2 . . . ei1jt

ei2j1 ei2j2 . . . ei2jt
...

...
. . .

...

eitj1 eitj2 . . . eitjt

.

Además, se define, E(∅, ∅) = 1.

Ejemplo 3.1. Sea E =

1 3 2

0 4 −1

1 −3 7

. Se tiene E(3, 3) = det(e33) = det(7) = 7. Para I = {1, 3}

y J = {2, 3} se tiene

E(I, J) = det

(
e12 e13

e32 e33

)
= det

(
3 2

−3 7

)
= 21 + 6 = 27.

Ahora, sea µ un elemento del espacio dual gl∗n. Para describir el subconjunto de generadores de la

subálgebra Aµ, se identifica gl∗n con gln a través de una forma bilineal simétrica y aśı, se puede

visualizar a µ como una matriz cuadrada de orden n; dicha visualización es biyectiva sobre un

subespacio de gln denominado subálgebra de Cartan [11]. Suponga que los valores propios de µ son

λ1, . . . , λs y que λi 6= λj cuando i 6= j. Si el valor propio λi tiene asociado k bloques de Jordan de

tamaños ri1 ≥ ri2 ≥ · · · ≥ rik, con J(rij , λi) se denotará el bloque de Jordan de tamaño rij × rij
asociado al valor propio λi, es decir,

J(rij , λi) =



λi 1 0
λi 1

. . .
. . .

0 λi 1

λi


rij×rij

Ahora, denote con α(λi) el diagrama Young 1 cuya j-ésima fila tiene rj cajas y sea |α(λi)| el número

total de cajas en este diagrama. Luego, |α(λi)| = ri1 + · · · + rik. Con estos datos, introduzca otro

diagrama de Young γ de tal manera que el número de cajas γl de la l-ésima fila de γ sea el número

total de cajas que están estrictamente por debajo de la l-ésima fila en todos los diagramas α(λi),

es decir,

1Diagrama de Young es una disposición de casillas colocadas por filas de modo que cada fila tiene una cantidad
menor o igual de casillas que la fila anterior.
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γl =
s∑
i=1

∑
j≥l+1

rij .

Ahora, dado un conjunto N y un entero no negativo m ≤ |N |, con P(N, m) se denota la colección

de subconjuntos de N de cardinal m, es decir, P(N, m) = {B ⊆ N : |B| = m}. Sea N = {1, . . . , n}
y {xij : i, j ∈ N} un conjunto de n2 variables conmutativas, para m = 1, . . . , n y k = 0, . . . , m− 1

se define el polinomio φ
(k)
m de la siguiente forma:

φ(k)m =
∑

I∈P(N,m)

∑
B,C∈P(I,k)

(sgnσ)µ(B,C)E(I\B, I\C) (3.1.1)

donde sgnσ denota el signo de la permutación σ =

(
B I\B
C I\C

)
y E = (xij)n×n

2. Además, asocie

los elementos de la familia φ
(k)
m con las cajas del diagrama Γ = (n, n− 1, . . . , 1) de modo que en la

ij-ésima caja de Γ corresponda al polinomio φ
(n−i−j+1)
n−j+1 , como se ilustra en el diagrama siguiente:

φ
(n−1)
n φ

(n−2)
n−1 · · · φ

(1)
2 φ

(0)
1

φ
(n−2)
n φ

(n−3)
n−1 · · · φ

(0)
2

Γ = · · · · · · . .
.

φ
(1)
n φ

(0)
n−1

φ
(0)
n

Teorema 3.2. (Futorny-Molev). Los polinomios φ
(k)
m que corresponden a las cajas del diagrama

Γ que no están en el diagrama γ son generadores algebraicamente independientes 3 de la subálgebra

Aµ. Además, grAµ = Aµ, donde Aµ es la subalgebra de Mishchenko-Fomenko en S(gln) asociada

al parámetro µ.

Ejemplo 3.3. Considere la forma canónica de Jordan µ =


2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1

. Los valores propios de

µ son 2 y 1 y los bloques de Jordan para µ son: J(2, 2) =

(
2 1

0 2

)
, J(1, 2) = (2) y J(1 1) = (1) y

2Observe que, en el caso B = C = ∅, se tiene σ = idn, donde idn es la permutación identidad de orden n y
sgnσ = sgn idn = 1.

3Un subconjunto S de un cuerpo K es algebraicamente independiente sobre un subcuerpo L si los elementos de S
no satisfacen ninguna ecuación polinómica no trivial con coeficientes en L.
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se forman los diagramas de Young α(2) = (2, 1), α(1) = (1) y γ = (1), es decir, el diagrama γ tiene

una sola caja. Finalmente, para obtener los polinomios generadores del álgebra Aµ se sobrepone el

diagrama γ sobre el diagrama Γ empezando en la primera caja de la primera fila, los generadores

serán aquellos que queden en las cajas que no se eliminen.

φ
(3)
4 φ

(2)
3 φ

(1)
2 φ

(0)
1 φ

(2)
3 φ

(1)
2 φ

(0)
1

φ
(2)
4 φ

(1)
3 φ

(0)
2

Al sobreponer γ
sobre el diagrama Γ

se obtienen los generadores

del álgebra Aµ

φ
(2)
4 φ

(1)
3 φ

(0)
2

Γ =

φ
(1)
4 φ

(0)
3 φ

(1)
4 φ

(0)
3

φ
(0)
4 φ

(0)
4

Para ilustrar la forma como se determinan los generadores del álgebra Aµ, a continuación se calcula

el polinomio φ
(1)
2 :

φ
(1)
2 =

∑
I∈P(N,2)

∑
B,C∈P(I,1)

(sgnσ)µ(B,C)E(I\B, I\C),

donde N = {1, 2, 3, 4}. Para I = {1, 2}, cada una de las posibilidades para los subconjuntos B y C

dan origen a uno de los términos del polinomio φ
(1)
2 , las posibilidades son las siguientes:

1. Con B = C = {1}, se tiene el término sgn

(
1 2

1 2

)
µ(1, 1)E(2, 2) = 2x22.

2. Con B = C = {2}, se tiene el término sgn

(
2 1

2 1

)
µ(2, 2)E(1, 1) = 2x11.

3. Con B = {1} y C = {2}, se tiene el término sgn

(
1 2

2 1

)
µ(1, 2)E(2, 1) = −x21.

4. Con B = {2} y C = {1}, se tiene el término sgn

(
2 1

1 2

)
µ(2, 1)E(1, 2) = 0.

De forma similar se calculan los demás sumandos del polinomio, al realizar todos los cálculos se

obtiene:

φ
(1)
2 = 2x22 + 2x11 − x21 + 2x33 + 2x11 + 2x44 + x11 + 2x33 + 2x22 + 2x44 + x22 + 2x44 + x33.

Para el desarrollo del siguiente caṕıtulo es necesario calcular los polinomios generadores de todas

las formas canónicas posibles de µ, sin embargo, el anterior ejemplo permite observar que la forma

de calcular los polinomios generadores de las subálgebras de Mishchenko-Fomenko resulta ser un

proceso muy extenso, por tal motivo los autores de este trabajo diseñaron un algoritmo (ver 4.3.3)
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que permitió realizar estos cálculos, es decir, todos los polinomios que aparecen en el siguiente

caṕıtulo fueron calculados empelando este algoritmo que fue implementado en el software algebraico

Sage Math.
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Caṕıtulo 4

Regularidad de los generadores de las

subálgebras de Mishchenko-Fomenko

En este caṕıtulo se presentan las demostraciones de los teoremas principales que sustentan este

trabajo, los cuales establecen que para gl2, gl3 y algunos casos de gl4 los polinomios generadores

de las subálgebras de Mishchenko-Fomenko forman una secuencia regular sobre el álgebra S(gln).

Para las demostraciones que se presentan a continuación se utilizan temas de geometŕıa algebraica,

por tal razón se recomienda al lector tener claros los conceptos y teoremas del caṕıtulo 2 de este

trabajo.

Proposición 4.1. Si µ y ξ son matrices semejantes de gln(C), entonces Aµ = Aξ.

Demostración. Es consecuencia inmediata del hecho de que las matrices semejantes tienen la misma

forma canónica de Jordan. �

Proposición 4.2. Sea In la matriz identidad en gln. Si µ = λIn, con λ ∈ C, entonces la subálgebra

de Mishchenko-Fomenko Aµ ⊂ S(gln) es generada por una secuencia regular sobre S(gln).

Demostración. En este caso la matriz µ tiene n bloques de Jordan de tamaño 1 asociados al mismo

valor propio λ, luego se forma un único diagrama de Young α(λ) = (1, 1, . . . , 1) de n filas y cada

fila con una sola caja. Luego, el diagrama de Young γ = (n − 1, n − 2, . . . , 1) tiene n − 1 filas y

la i-ésima fila tiene n − i cajas. Al sobreponer el diagrama γ sobre el diagrama Γ se obtienen los

generadores: φ
(0)
n , φ

(0)
n−1, . . . , φ

(0)
2 , φ

(0)
1 . Al realizar los cálculos para m = 1 se obtiene el polinomio:

φ
(0)
1 = x11 + · · ·+ xnn =

n∑
i=1

xij .

Y tomando N = {1, 2, . . . , n}, para m = 2, . . . , n, el polinomio φ
(k)
m queda de la siguiente forma:

φ(0)m =
∑

I∈P(N,m)

∑
B,C∈P(I,0)

(sgnσ)µ(B,C)E(I\B, I\C) =
∑

I∈P(N,m)

E(I, I).
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En total se pueden obtener r =
(
n
m

)
subconjuntos Ii ∈ P(N,m), además cada uno de estos

subconjunto Ii con 1 ≤ i ≤ r se puede escribir como Ii = {i1 ≤ · · · ≤ im}. Aśı φ
(0)
m tiene la

forma:

φ
(0)
m = E(I1, I1) + E(I2, I2) + · · ·+ E(Ir−1, Ir−1) + E(Ir, Ir).

Calculando el determinante E(Ii, Ii) se tiene:

E(Ii, Ii) =
∑
σ∈Sn

(
n∏

w=1

xiwσ(iw)

)
= xi1i1 · · ·ximim + fi,

donde cada monomio del polinomio fi es múltiplo de por lo menos una variable xijik con j 6= k.

Entonces φ
(0)
m tiene la siguiente forma:

φ(0)m =
r∑
i=1

fi +
r∑
i=1

i1<···<im

xi1i1 · · ·ximim = fm +
r∑
i=1

i1<···<im

xi1i1 · · ·ximim ,

donde fm es un polinomio en el anillo R = C[xij : i, j = 1, . . . , n] y cada monomio de fm es múltiplo

de al menos una de las variables xijik con j 6= k. Ahora, sea X = {xij : i, j = 1, . . . n, i 6= j} y

considere la variedad V = V
(
φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , . . . , φ

(0)
n , X

)
, por el Lema 2.6 se tiene:

V = V

 n∑
i=1

xij ,

r∑
i=1
i1<i2

xi1i1xi2i2 , . . .

r∑
i=1

i1<···<im

xi1i1 · · ·ximim , X

 .

Por la Proposición 2.7, V = V (x11, . . . , xnn, X), por lo tanto V es EqD(n2−(n+|X|)) = EqD(0). De

la Proposición 2.29, la secuencia φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , . . . , φ

(0)
n , X es regular sobre R, además, los polinomios en

esa secuencia son homogéneos, luego de la Proposición 2.30 la secuencia φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , . . . , φ

(0)
n es regular

y la prueba está completa. �

Observación 4.3. Para una forma canónica de Jordan µ, el teorema de Futorny-Molev 3.2 establece

que los generadores de la subálgebra de Mishchenko-Fomenko Aµ dependen únicamente de los

tamaños de los bloques de Jordan en que se puede descomponer µ y no de los valores propios

particulares de la forma canónica de Jordan µ. Este hecho se utilizará en la prueba de los teoremas

para gl2 y gl3.

4.1. Teorema para gl2

Teorema 4.4. Si µ es una forma canónica de Jordan en gl2, entonces los generadores de la

subálgebra de Mishchenko-Fomenko Aµ forman una secuencia regular en el anillo de polinomios

A = C[x11, x12, x21, x22].
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Demostración. Sea µ una forma canónica de Jordan en gl2, los generadores de la subálgebra de

Mishchenko-Fomenko Aµ dependen de los tamaños de los bloques de Jordan en que se pueda

descomponer µ, esto permite establecer que las posibilidades para la forma canónica de Jordan

µ son las siguientes: µ consta de dos bloques de Jordan de tamaño 1 asociados al mismo valor

propio, µ consta de un único bloque de Jordan de tamaño 2 o µ consta de dos bloques de Jordan de

tamaño 1 asociados a dos valores propios distintos. En el primer caso, µ es un múltiplo escalar de la

identidad y el resultado se sigue de la Proposición 4.2. Para los casos restantes se demostrará que los

generadores de la subálgebra Aµ forman una secuencia regular sobre el anillo usando la Proposición

2.29, es decir, se probará que la variedad determinada por los generadores es EqD(4− t) donde t es

el número de generadores. Para el caso en que µ consta de un único bloque de Jordan de tamaño 2

asociado al mismo valor propio λ ∈ C, se obtiene que la subálgebra Aµ es generada por la secuencia

I = {x11 + x22, x11x22 − x21x12, λ(x11 + x22)− x21}.

Por el Lema 2.6 se tiene:

V(I) = V(x11 + x22, x11x22 − x21x12, x21) = V(x11 + x22, x11x22, x21).

Luego, V(I) = V(x11 + x22, x11, x21) ∪ V(x11 + x22, x22, x21), pero

V(x11 + x22, x11, x21) = V(x22, x11, x21) = V(x11 + x22, x22, x21),

entonces V(I) = V(x11, x22, x21). Por la Proposición 2.18, V(x11, x22, x21) es irreducible y su

dimensión es 4 − 3 = 1, luego V(I) es EqD(1), por lo tanto, I es una secuencia regular sobre A.

Para terminar, en el caso que µ consta de dos bloques de Jordan de tamaño 1 asociados a valores

distintos α y β en C, la subálgebra Aµ es generada por la secuencia

I = {x11 + x22, x11x22 − x21x12, λx22 + βx11} :

Puesto que en V(I) se cumple x11 + x22 = 0, al sustitur x22 = −x11, se tiene:

V(I) = V(x11 + x22, x11x22 − x21x12, (β − λ)(x11)).

Dado que β − λ 6= 0, por el Lema 2.6 se gerantiza que

V(I) = V(x11 + x22, x11x22 − x21x12, x11) = V(x22, −x21x12, x11) = V ∪W,

donde V = V(x22, x21, x11) y W = V(x22, x12, x11). Por la Proposición 2.18, V y W son variedades

irreducibles y las dos tienen dimensión 1, luego V(I) es EqD(1), por lo tanto, I es una secuencia

regular sobre A. �
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4.2. Teorema para gl3

Sea f un elemento del anillo de polinomios A = C[xij : i, j = 1, . . . , n] y sea X un subconjunto no

vaćıo de variables en {xij : i, j = 1, . . . , n}. En las pruebas de los teoremas siguientes, con f(X)

se denotará el polinomio que se obtiene de f haciendo cero todas las variables del conjunto X. Si

X = {xij}, f(X) se denota con f(xij).

Teorema 4.5. Si µ es una forma canónica de Jordan en gl3, entonces los generadores de la

subálgebra de Mishchenko-Fomenko Aµ forman una secuencia regular en el anillo de polinomios

A = C[xij : i, j = 1, 2, 3].

Demostración. Por la Proposición 2.29 es suficiente mostrar que la variedad determinada por los

generadores de Aµ es equidimensional en cualquiera de las posibilidades que tiene la forma canónica

de Jordan µ en gl3. Para el caso en que µ es multiplo escalar de la identidad, el resultado se sigue

de la Proposición 4.2 y en los casos restantes µ es una de las formas canónicas de Jordan que se

presentan a continuación:

1. µ =

λ 1 0

0 λ 0

0 0 λ

 , 2. µ =

λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

 , 3. µ =

β 1 0

0 β 0

0 0 λ

 ,

4. µ =

λ 0 0

0 λ 0

0 0 β

 , 5. µ =

λ 0 0

0 β 0

0 0 δ

 ,

donde λ, β y δ son distintos por pares.

4.2.1. Caso 1

Para el caso en que µ consta de dos bloques de Jordan asociados al mismo valor propio λ ∈ C, la

subálgebra Aµ es generada por la secuencia G = {φ(0)1 , φ
(0)
2 , φ

(0)
3 , φ

(1)
2 , φ

(1)
3 }, donde:

φ
(0)
1 = x11 + x22 + x33.

φ
(0)
2 = −x12x21 + x11x22 − x13x31 − x23x32 + x11x33 + x22x33.

φ
(0)
3 = −(x23x32 − x22x33)x11 + (x13x32 − x12x33)x21 − (x13x22 − x12x23)x31.

φ
(1)
2 = 2λx11 + 2λx22 + 2λx33 − x21 = 2λφ

(0)
1 − x21.

φ
(1)
3 = −(x12x21 − x11x22)λ− (x13x31 − x11x33)λ− (x23x32 − x22x33)λ+ x23x31 − x21x33

= λφ
(0)
2 + x23x31 − x21x33.

La regularidad de la secuencia G se obtendrá como consecuencia de la Proposición 2.30, mostrando

que la variedad determinada por la secuencia de polinomios homogéneos H = {x33}∪G es EqD(3).
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Por el Lema 2.6 se tiene que V(H) = V(x33, x11+x22, φ
(0)
2 (x33), φ

(0)
3 (x33), x21, x23x31), aśı mismo,

V(H) = V(x33, x11 + x22, φ
(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), x21, x23x31), donde X = {x33, x21}. De aqúı se sigue

que V(H) = V ∪W donde:

V = V(x33, x11 + x22, φ
(0)
2 (Y ), φ

(0)
3 (Y ), x21, x23),

W = V(x33, x11 + x22, φ
(0)
2 (Z), φ

(0)
3 (Z), x21, x31),

donde Y = X ∪ {x23} y Z = X ∪ {x31}. Observe que φ
(0)
3 (Y ) = x31x13x22 y φ

(0)
3 (Z) = x11x23x32,

por tanto, se tiene V = V1 ∪ V2 y W = W1 ∪W2, donde:

V1 = V(x33, x11 + x22, φ
(0)
2 (Y ), x22, x21, x23) = V(x33, x11, x13x31, x22, x21, x23),

V2 = V(x33, x11 + x22, φ
(0)
2 (Y ), x31x13, x21, x23) = V(x33, x11 + x22, x11x22, x31x13, x21, x23),

W1 = V(x33, x11 + x22, φ
(0)
2 (Z), x11, x21, x31) = V(x33, x22, x23x32, x11, x21, x31),

W2 = V(x33, x11 + x22, φ
(0)
2 (Z), x23x32, x21, x31) = V(x33, x11 + x22, x11x22, x23x32, x21, x31).

Por la Proposición 2.7 se tiene:

V2 = V(x33, x11, x22, x31x13, x21, x23) = V1,

W2 = V(x33, x11, x22, x32x23, x21, x31) = W1.

Entonces, V = V1 y W = W1, es decir, V(H) = V1 ∪W1. Además, por el Lema 2.6 se tiene:

V1 = V(x33, x11, x13, x22, x21, x23) ∪ V(x33, x11, x31, x22, x21, x23),

W1 = V(x33, x22, x23, x11, x21, x31) ∪ V(x33, x22, x32, x11, x21, x31).

Aśı, por la Proposición 2.18 V(H) es la unión de variedades irreducibles y de forma similar al

Ejemplo 2.26 se tiene que son de dimensión 3, es decir, V(H) es EqD(3), por lo tanto la secuencia

G es regular en el anillo de polinomios A.

4.2.2. Caso 2

Para el caso en que µ consta de un solo bloque de Jordan asociado al valor propio λ ∈ C, la

subálgebra Aµ es generada por la secuencia G = {φ(0)1 , φ
(0)
2 , φ

(0)
3 , φ

(1)
2 , φ

(1)
3 } donde:

φ
(0)
1 = x11 + x22 + x33.

φ
(0)
2 = −x12x21 + x11x22 − x13x31 − x23x32 + x11x33 + x22x33.

φ
(0)
3 = −(x23x32 − x22x33)x11 + (x13x32 − x12x33)x21 − (x13x22 − x12x23)x31.

φ
(1)
2 = 2λx11 + 2λx22 + 2λx33 − x21 − x32 = 2λφ

(0)
1 − (x21 + x32).

φ
(1)
3 = λφ

(0)
2 + x12x31 + x23x31 − x11x32 − x21x33.

φ
(2)
3 = λ2x11 + λ2x22 + λ2x33 − λx21 − λx32 + x31 = λ2φ

(0)
1 − λ(x21 + x32) + x31.
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Por el Lema 2.6 se tiene:

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , φ

(0)
3 , x21 + x32, x12x31 + x23x31 − x11x32 − x21x33, −λ(x21 + x32) + x31)

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , φ

(0)
3 , x21 + x32, x12x31 + x23x31 − x11x32 − x21x33, x31)

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (x31), φ

(0)
3 (x31), x21 + x32, x11x32 + x21x33, x31).

Observe que x11x32 +x21x33 = x11(x32 +x21) +x21(x33−x11), aśı remplazando en V(G) y haciendo

uso del Lema 2.6 se garantiza que:

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (x31), φ

(0)
3 (x31), x21 + x32, x11(x32 + x21) + x21(x33 − x11), x31)

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (x31), φ

(0)
3 (x31), x21 + x32, x21(x33 − x11), x31) = V ∪W,

donde:

V = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (x31), φ

(0)
3 (x31), x21 + x32, x21, x31),

W = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (x31), φ

(0)
3 (x31), x21 + x32, x33 − x11, x31).

Para la variedad V , por el Lema 2.6 se tiene:

V = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 ({x31, x21}), φ(0)3 ({x31, x21}), x32, x21, x31)

V = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 ({x31, x21, x32}), φ(0)3 ({x31, x21, x32}), x32, x21, x31)

V = V(x11 + x22 + x33, x11x22 + x11x33 + x22x33, x11x22x33, x32, x21, x31).

De aqúı, por la Proposición 2.7 se sigue que V = V(x11, x22, x33, x32, x21, x31), que por la

Proposición 2.18 se garantiza que es una variedad irreducible y de forma similar al Ejemplo ??

se tiene que su dimensión es 3, por lo tanto, V es EqD(3). Por otra parte, para probar que W es

EqD(3) considere la variedad W = V(x12, x13, φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (x31), φ

(0)
3 (x31), x21+x32, x33−x11, x31),

por la Proposición 2.30 es suficiente probar que la variedad W es EqD(1). Sea X = {x12, x13, x31},
por el Lema 2.6 se tiene:

W = V(X, φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), x21 + x32, x33 − x11).

Observe que φ
(0)
3 (X) = −(x23x32 − x22x33)x11, luego por el Lema 2.6 se tiene que W = W1 ∪W2,

donde:

W1 = V(X, φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (X), x11, x21 + x32, x33 − x11),

W2 = V(X, φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (X), −x23x32 + x22x33, x21 + x32, x33 − x11).

41



Regularidad de los generadores de las subálgebras de Mishchenko-Fomenko

Por el Lema 2.6 se tiene:

W1 = V(X, x22 + x33, φ
(0)
2 (X ∪ {x11}), x11, x21 + x32, x33),

W1 = V(X, x22, x23x32, x11, x21 + x32, x33) = W11 ∪W12,

W2 = V(X, φ
(0)
1 , x11x22 + x11x33, −x23x32 + x22x33, x21 + x32, x33 − x11),

W2 = V(X, φ
(0)
1 , x11(x22 + x33), −x23x32 + x22x33, x21 + x32, x33 − x11) = W21 ∪W22,

donde:

W11 = V(X, x22, x23, x11, x21 + x32, x33),

W12 = V(X, x22, x32, x11, x21 + x32, x33) = V(X, x22, x32, x11, x21, x33),

W21 = V(X, φ
(0)
1 , x11, −x23x32 + x22x33, x21 + x32, x33 − x11),

W22 = V(X, φ
(0)
1 , x22 + x33, −x23x32 + x22x33, x21 + x32, x33 − x11).

Observe que W21 = W1 = W22, aśı W2 = W1, es decir, W = W1 = W11∪W12. Dado que W11 y W12,

por la Proposición 2.18 se sabe que son variedades irreducibles y de forma similar al Ejemplo ?? se

garantiza que son de dimensión 1, se sigue que W1 es EqD(1), lo cual implica que la variedad W es

EqD(3), por lo tanto, V(G) es EqD(3) y aśı, la secuencia G es regular en el anillo de polinomios A.

4.2.3. Caso 3

Para el caso en que µ consta de dos bloques de Jordan asociados a dos valores propios distintos, el

primero de tamaño 2 asociado al valor propio λ ∈ C y el segundo de tamaño 1 asociado al valor

propio β ∈ C, la subálgebra Aµ es generada por la secuencia G = {φ(0)1 , φ
(0)
2 , φ

(0)
3 , φ

(1)
2 , φ

(1)
3 , φ

(2)
3 }

donde:

φ
(0)
1 = x11 + x22 + x33.

φ
(0)
2 = −x12x21 + x11x22 − x13x31 − x23x32 + x11x33 + x22x33.

φ
(0)
3 = −(x23x32 − x22x33)x11 + (x13x32 − x12x33)x21 − (x13x22 − x12x23)x31.

φ
(1)
2 = λx11 + βx11 + λx22 + βx22 + 2λx33 − x21 = λφ

(0)
1 + β(x11 + x22) + λx33 − x21.

φ
(1)
3 = λ(x11x33 − x13x31 + x22x33 − x23x32) + β(x11x22 − x12x21) + x23x31 − x21x33.

φ
(2)
3 = λβx11 + λβx22 + λ2x33 − βx21 = λ(β(x11 + x22) + λx33)− βx21.

Por el Lema 2.6 se tiene V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , φ

(0)
3 , β(x11 + x22) + λx33 − x21, φ(1)3 , φ

(2)
3 ). Dado

que en V(G) se cumple que β(x11 + x22) + λx33 − x21 = 0, se tiene β(x11 + x22) + λx33 = x21 y

remplazando en φ
(2)
3 se sigue que φ

(2)
3 = λx21 − βx21 = −αx21, donde α = β − λ. Luego, por el

Lema 2.6 se tiene:

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (x21), φ

(0)
3 (x21), β(x11 + x22) + λx33, φ

(1)
3 (x21), x21).
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Ahora bien, dado que en V(G) se cumple que φ
(0)
1 = 0 y φ

(0)
2 (x21) = 0 se tiene que x11 +x22 = −x33

y x11x33 − x13x31 + x22x33 − x23x32 = −x11x22 y remplazando se sigue:

φ
(1)
3 (x21) = λ(−x11x22) + βx11x22 + x23x31

φ
(1)
3 (x21) = αx11x22 + x23x31.

Luego, remplazando en V(G) y haciendo uso del Lema 2.6 se tiene:

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (x21), φ

(0)
3 (x21), −βx33 + λx33, αx11x22 + x23x31, x21)

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (x21), φ

(0)
3 (x21), −αx33, αx11x22 + x23x31, x21)

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 (x21), φ

(0)
3 (x21), x33, αx11x22 + x23x31, x21)

V(G) = V(X, x11 + x22, φ
(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), αx11x22 + x23x31),

donde X = {x21, x33}. Ahora bien, dado que en la variedad V(G) se satisfacen las igualdades

x11 + x22 = 0 y αx11x22 + x23x31 = 0, se tiene αx211 = x23x31 y aśı, remplazando se sigue que

φ
(0)
3 (X) = x11(−x23x32 + x13x31 + αx11x12), luego por el Lema 2.6 se tiene V(G) = V ∪W , donde:

V = V(X, x11 + x22, φ
(0)
2 (X), x11, −αx211 + x23x31),

W = V(X, x11 + x22, φ
(0)
2 (X), −x23x32 + x13x31 + αx11x12, −αx211 + x23x31).

En primer lugar, para la variedad V , por el Lema 2.6 se tiene V = V(Y, x13x31 + x23x32, x23x31),

donde Y = X ∪ {x11, x22}, luego V = V(Y, x13x31 + x23x32, x23x31) = V1 ∪ V2, donde:

V1 = V(Y, x13x31 + x23x32, x23) = V(Y, x13x31, x23) = V(Y, x13, x23) ∪ V(Y, x31, x23),

V2 = V(Y, x13x31 + x23x32, x31) = V(Y, x23x32, x31) = V(Y, x23, x31) ∪ V(Y, x32, x31).

Aśı, por la Proposición 2.18 se tiene que V1 y V2 se pueden escribir cada una como unión de dos

variedades irreducibles, además, con un proceso igual al seguido en el Ejemplo ?? se sabe que cada

una es de dimensión 3, luego V es EqD(3). En segundo lugar, para mostrar que la variedad W es

EqD(3) considere la variedad

W = V(x31 − x12, X, x11 + x22, φ
(0)
2 (X), −x23x32 + x13x31 + αx11x12, −αx211 + x23x31).

Dado que en W se cumple la igualdad −αx211+x23x31 = 0, se tiene x211 =
x23x31
α

, luego remplazando

y haciendo uso del Lema 2.6 por el hecho de que α 6= 0, se tiene:

V(φ
(0)
2 (X)) = V

(
−x23x31

α
− x13x31 − x23x32

)
= V (x23x31 + α(x13x31 + x23x32))

y por tanto

W = V(x31−x12, X, x11+x22, x23x31+α(x13x31+x23x32),−x23x32+x13x31+αx11x12,−αx211+x23x31).
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Ahora, dado que en W se satisface que x31 − x12 = 0 y −x23x32 + x13x31 + αx11x12 = 0, se sigue

que x23x32 = x13x31 + αx11x31 y aśı

W = V(x31−x12, X, x11+x22, x31(x23+2αx13+α
2x11), −x23x32+x13x31+αx11x31, −αx211+x23x31).

Luego, por el Lema 2.6 se tiene que W = W1 ∪W2, donde:

W1 = V(x31 − x12, X, x11 + x22, x31, −x23x32 + x13x31 + αx11x31, −αx211 + x23x31),

W2 = V(x31 − x12, X, x11 + x22, x23 + 2αx13 + α2x11,−x23x32 + x13x31 + αx11x31,−αx211 + x23x31).

Para la variedad W1, por el Lema 2.6 se tiene W1 = V(x12, X, x11 + x22, x31, x23x32, x
2
11). Pero

V(x211) = V(x11) ∪ V(x11) = V(x11), de aqúı se sigue que W1 = V(x12, X, x22, x31, x23x32, x11 y

claramente, se sabe que W1 se puede expresar como unión de dos variedades, que por la Proposición

2.18 son irreducibles y de forma similar al Ejemplo ?? se tiene que son de dimensión 2, luego W1

es EqD(2). Ahora, para probar que W2 también lo es, considere la variedad

W2 = V(x31, x31−x12, X, x11+x22, x23+2αx13+α
2x11, −x23x32+x13x31+αx11x31, −αx211+x23x31).

Por el Lema 2.6 se tiene:

W2 = V(x31, x12, X, x11 + x22, x23 + 2αx13 + α2x11, −x23x32, −αx211)

W2 = V(x31, x12, X, x11 + x22, x23 + 2αx13 + α2x11, −x23x32, x11)

W2 = V(x31, x12, X, x22, x23 + 2αx13, x23x32, x11) = W21 ∪W22,

donde:

W21 = V(x31, x12, X, x22, x23 + 2αx13, x23, x11) = V(x31, x12, X, x22, x13, x23, x11),

W22 = V(x31, x12, X, x22, x23 + 2αx13, x32, x11).

Por la Proposición 2.18 se tiene que W21 es una variedad irreducible y de forma similar al Ejemplo

2.26 su dimensión es 1, es decir, W21 es EqD(1). Para W22 considere la variedad

W22 = V(x13, x31, x12, X, x22, x23 + 2αx13, x32, x11).

Luego, por el Lema 2.6 se tiene W22 = V(x13, x31, x12, X, x22, x23, x32, x11) y de forma similar

al caso anterior, W22 es EqD(0), aśı W22 es EqD(1) y por ende W2 también lo es y con esto se ha

probado que W2 es EqD(2) y aśı W es EqD(2), es decir, W es EqD(3), por lo tanto la secuencia

G es regular sobre el anillo de polinomios A.
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4.2.4. Caso 4

Para el caso en que µ consta de tres bloques de Jordan, dos asociados al mismo valor propio λ ∈ C y

el tercero asociado a un valor propio distinto β ∈ C, la subálgebra Aµ es generada por la secuencia

G = {φ(0)1 , φ
(0)
2 , φ

(0)
3 , φ

(1)
2 , φ

(1)
3 } donde:

φ
(0)
1 = x11 + x22 + x33.

φ
(0)
2 = −x12x21 + x11x22 − x13x31 − x23x32 + x11x33 + x22x33.

φ
(0)
3 = −(x23x32 − x22x33)x11 + (x13x32 − x12x33)x21 − (x13x22 − x12x23)x31.

φ
(1)
2 = λx11 + βx11 + λx22 + βx22 + 2λx33 = λφ

(0)
1 + β(x11 + x22) + λx33.

φ
(1)
3 = λ(−x13x31 + x11x33 − x23x32 + x22x33)− β(x12x21 − x11x22).

Por el Lema 2.6 se tiene V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , φ

(0)
3 , β(x11 + x22) + λx33, φ

(1)
3 ). Dado que en V(G)

se cumple que φ
(0)
1 = 0 y φ

(0)
2 = 0, se satisfacen las siguientes igualdades: x11 + x22 = −x33 y

−x13x31 − x23x32 + x11x33 + x22x33 = x12x21 − x11x22 y remplazando se tiene:

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , φ

(0)
3 , β(−x33) + λx33, λ(x12x21 − x11x22)− β(x12x21 − x11x22))

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , φ

(0)
3 , (λ− β)x33, (λ− β)(x12x21 − x11x22)).

Puesto que λ 6= β, por el Lema 2.6 se tiene:

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , φ

(0)
3 , x33, x12x21 − x11x22)

V(G) = V(φ
(0)
1 (x33), φ

(0)
2 (x33), φ

(0)
3 (x33), x33, x12x21 − x11x22).

Ahora, considere la secuencia H = {x11, φ(0)1 (x33), φ
(0)
2 (x33), φ

(0)
3 (x33), x33, x12x21−x11x22}. Para

probar que V(G) es EqD(4) se probará que V(H) es EqD(3). Por el Lema 2.6 se tiene:

V(H) = V(x11, φ
(0)
1 ({x11, x33}), φ(0)2 ({x11, x33}), φ(0)3 ({x11, x33}), x33, x12x21).

Observe que φ
(0)
1 ({x11, x33}) = x22 y tomando X = {x11, x22, x33} se tiene:

V(H) = V(X, φ
(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), x12x21) = V ∪W,

donde:

V = V(X, φ
(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), x12) = V(Y, φ

(0)
2 (Y ), φ

(0)
3 (Y )),

W = V(X, φ
(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), x21) = V(Z, φ

(0)
2 (Z), φ

(0)
3 (Z)),

donde Y = X ∪ {x12} y Z = X ∪ {x21}. Observe que φ
(0)
3 (Y ) = x13x32x21, luego por el Lema 2.6 se

sigue que V = V1 ∪ V2 ∪ V3, donde:

V1 = V(Y, φ
(0)
2 (Y ), x13) = V(Y, φ

(0)
2 (Y ∪ {x13}), x13) = V(Y, −x23x32, x13),

V2 = V(Y, φ
(0)
2 (Y ), x32) = V(Y, φ

(0)
2 (Y ∪ {x32}), x32) = V(Y, −x13x31, x32),

V3 = V(Y, φ
(0)
2 (Y ), x21) = V(Y, φ

(0)
2 (Y ∪ {x21}), x21) = V(Y, −x13x31 − x23x32, x21).
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Por el Lema 2.6, V1 y V2 se pueden expresar, cada una, como unión de dos variedades, que por la

Proposición 2.18 son irreducibles y además, de forma similar al r 2.26 se sabe que son de dimensión

3, luego V1 y V2 son EqD(3). Para demostrar que la variedad V3 es EqD(3) considere la variedad

V3 = V(x13, Y, −x13x31 − x23x32, x21), por el Lema 2.6 se tiene:

V3 = V(x13, Y, −x23x32, x21) = V(x13, Y, x23, x21) ∪ V(x13, Y, x32, x21).

Aśı, V3 es la unión de dos variedades que por la Proposición 2.18 se sabe que son irreducibles,

además las dos son de dimensión 2, es decir, V3 es EqD(2), luego V3 es EqD(3), por lo tanto V

es EqD(3). Por otra parte, observe que φ
(0)
3 (Z) = x12x23x31, luego por el Lema 2.6 se sigue que

W = W1 ∪W2 ∪W3, donde:

W1 = V(Z, φ
(0)
2 (Z), x12) = V(Z, φ

(0)
2 (Z ∪ {x12}), x12) = V(Z, −x13x31 − x23x32, x12),

W2 = V(Z, φ
(0)
2 (Z), x23) = V(Z, φ

(0)
2 (Z ∪ {x23}), x23) = V(Z, −x13x31, x23),

W3 = V(Z, φ
(0)
2 (Z), x31) = V(Z, φ

(0)
2 (Z ∪ {x31}), x31) = V(Z, −x23x32, x31).

Observe que W1 = V3, es decir, W1 es EqD(3). Por el Lema 2.6, W2 y W3 se pueden expresar, cada

una, como unión de dos variedades, que por la Proposición 2.18 son irreducibles y además, de forma

similar al Ejemplo 2.26 todas de dimensión 3, luego W2 y W3 son EqD(3) y aśı, W es EqD(3). Por

lo tanto, V(H) es EqD(3), es decir, la secuencia G es regular sobre el anillo A.

4.2.5. Caso 5

Para el caso en que µ consta de tres bloques de Jordan de tamaño 1, los cuales están asociados a

tres valores propios distintos por pares (λ, β, δ ∈ C), la subálgebra Aµ es generada por la secuencia

G = {φ(0)1 , φ
(0)
2 , φ

(0)
3 , φ

(1)
2 , φ

(1)
3 , φ

(2)
3 } donde:

φ
(0)
1 = x11 + x22 + x33.

φ
(0)
2 = −x12x21 + x11x22 − x13x31 − x23x32 + x11x33 + x22x33.

φ
(0)
3 = −(x23x32 − x22x33)x11 + (x13x32 − x12x33)x21 − (x13x22 − x12x23)x31.

φ
(1)
2 = βx11 + δx11 + λx22 + δx22 + λx33 + βx33 = λ(x22 + x33) + β(x11 + x33) + δ(x11 + x22).

φ
(1)
3 = −(x23x32 − x22x33)λ− (x13x31 − x11x33)β − (x12x21 − x11x22)δ.

φ
(2)
3 = βδx11 + λδx22 + λβx33.

Dado que en V(G) se cumple que φ
(0)
1 = 0 se tienen las siguientes igualdades: x11 + x22 = −x33,

x11 + x33 = −x22 y x22 + x33 = −x11, luego remplazando en φ
(1)
2 se tiene:

V(G) = V(φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , φ

(0)
3 , −λx11 − βx22 − δx33, φ(1)3 , φ

(2)
3 ).
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Por el Lema 2.6 se tiene:

V(G) = V(λφ
(0)
1 + (−λx11 − βx22 − δx33), φ(0)2 , φ

(0)
3 , −λx11 − βx22 − δx33, φ(1)3 , βδφ

(0)
1 − φ

(2)
3 )

V(G) = V((λ− β)x22 + (λ− δ)x33, φ(0)2 , φ
(0)
3 , −λx11 − βx22 − δx33, φ(1)3 , βδφ

(0)
1 − φ

(2)
3 ).

Dado que en V(G) se cumple que (λ− β)x22 + (λ− δ)x33 = 0 se tiene que (β − λ)x22 = (λ− δ)x33,
aśı remplazando se sigue:

V(G) = V((λ− β)x22 + (λ− δ)x33, φ(0)2 , φ
(0)
3 , −λx11 − βx22 − δx33, φ(1)3 , (δ − β)(λ− δ)x33).

Dado que δ − β 6= 0 y λ− δ 6= 0, por el Lema 2.6 se tiene:

V(G) = V((λ− β)x22 + (λ− δ)x33, φ(0)2 , φ
(0)
3 , −λx11 − βx22 − δx33, φ(1)3 , x33).

Luego, se sigue que V(G) = V((λ − β)x22, φ
(0)
2 (x33), φ

(0)
3 (x33), −λx11 − βx22, φ(1)3 (x33), x33) y

dado que λ− β 6= 0, por el Lema 2.6 se tiene:

V(G) = V(x22, φ
(0)
2 ({x22, x33}), φ(0)3 ({x22, x33}), −λx11, φ(1)3 ({x22, x33}), x33),

V(G) = V(X, φ
(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), φ

(1)
3 (X)),

donde X = {x11, x22, x33}. Ahora, considere la secuencia

H = {x12 − x21, x13 − x31, X, φ(0)2 (X), φ
(0)
3 (X), φ

(1)
3 (X)}.

La regularidad de la secuencia G se obtendrá como consecuencia de la Proposición 2.30, mostrando

que la variedad V(H) es EqD(1). Dado que en V(H) se cumple que x12−x21 y x13−x31, se tiene que

x12 = x21 y x13 = x31 y remplazando en φ
(0)
3 (X) se tiene x13x32x12 +x12x23x13 = x12x13(x32 +x23),

luego por el el Lema 2.6 se tiene que V(H) = V1 ∪ V2 ∪ V3 donde:

V1 = V(x21, x13 − x31, X, φ(0)2 (X ∪ {x12}), x12, φ(1)3 (X ∪ {x12}))

= V(x21, x13 − x31, X, x13x31 + x23x32, x12, λx23x32 + βx13x31),

V2 = V(x12 − x21, x31, X, φ(0)2 (X ∪ {x13}), x13 φ(1)3 (X ∪ {x13}))

= V(x12 − x21, x31, X, x12x21 + x23x32, x13, λx23x32 + δx12x21),

V3 = V(x12 − x21, x13 − x31, X, φ(0)2 (X), x32 + x23, φ
(1)
3 (X)).

Dado que en V1 se cumple que x13x31 + x23x32 = 0 se tiene x13x31 = −x23x32, luego remplazando

y haciendo uso del Lema 2.6 se tiene:

V1 = V(x21, x13 − x31, X, x13x31 + x23x32, x12, (β − λ)x13x31)

V1 = V(x21, x13 − x31, X, x23x32, x12, x13x31).
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Luego, por la Proposición 2.7 se sigue que V1 = V(x21, x13, X, x23x32, x12, x31). Observe que por

el Lema 2.6, la variedad V1 se puede escribir como unión de dos variedades, que por la Proposición

2.18 son irreducibles y de forma similar al Ejemplo 2.26 se sabe que son de dimensión 1, aśı V1 es

EqD(1). Note que si en V2 se hacen las siguientes sustituciones: x12 = x13, x21 = x31 y δ = β se

tiene que V2 = V1, luego V2 es EqD(1). Para probar que V3 es EqD(1) considere la variedad

V3 = V(x23, x12 − x21, x13 − x31, X, φ(0)2 (X), x32 + x23, φ
(1)
3 (X))

V3 = V(x23, x12 − x21, x13 − x31, X, −x12x21 − x13x31, x32, −βx13x31 − δx12x21).

Dado que en V3 se cumple que −x12x21−x13x31 = 0, se tiene x12x21 = −x13x31, luego remplazando

y haciendo uso del Lema 2.6 se sigue que:

V3 = V(x23, x12 − x21, x13 − x31, X, −x12x21 − x13x31, x32, βx12x21 − δx12x21)

V3 = V(x23, x12 − x21, x13 − x31, X, −x12x21 − x13x31, x32, (β − δ)x12x21)

V3 = V(x23, x12 − x21, x13 − x31, X, −x12x21 − x13x31, x32, x12x21)

V3 = V(x23, x12 − x21, x13 − x31, X, x13x31, x32, x12x21) = W1 ∪W2 ∪W3 ∪W4,

donde:

W1 = V(x23, x12 − x21, x13 − x31, X, x13, x32, x12) = V(x23, x21, x31, X, x13, x32, x12),

W2 = V(x23, x12 − x21, x13 − x31, X, x13, x32, x21) = V(x23, x12, x31, X, x13, x32, x21),

W3 = V(x23, x12 − x21, x13 − x31, X, x31, x32, x12) = V(x23, x21, x13, X, x31, x32, x12),

W4 = V(x23, x12 − x21, x13 − x31, X, x31, x32, x21) = V(x23, x12, x13, X, x31, x32, x21).

Por la Proposición 2.18 se tiene que las variedades Wi, con i = 1, 2, 3, 4 son irreducibles y siguiendo

un proceso similar al empleado en el Ejemplo 2.26 se sabe que son de dimensión 0, luego V3 es

EqD(0), es decir, por la Proposición 2.30, V3 es EqD(1), por lo tanto V(H) es EqD(1) y aśı la

secuencia G es regular sobre el anillo de polinomios A. �

4.3. Teorema para gl4

Teorema 4.6. La subálgebra de Mishchenko-Fomenko Aµ ⊂ S(gl4) es generada por una secuencia

regular sobre S(gl4) cuando µ es una de las siguientes formas canónicas de Jordan nilpotentes:

(1) µ =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

, (2) µ =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

, (3) µ =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

.
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4.3.1. Caso 1

Para el caso en que µ consta de tres bloques de Jordan, uno de tamaño dos y dos de tamaño uno,

la subálgebra Aµ es generada por la secuencia G = {φ(0)1 , φ
(0)
2 , φ

(0)
3 , φ

(0)
4 , φ

(1)
2 , φ

(1)
3 , φ

(1)
4 } donde:

1. φ
(0)
1 = x11 + x22 + x33 + x44.

2. φ
(0)
2 = −x12x21+x11x22−x13x31−x23x32+x11x33+x22x33−x14x41−x24x42−x34x43+x11x44

+ x22x44 + x33x44.

3. φ
(0)
3 = −(x23x32−x22x33)x11−(x24x42−x22x44)x11−(x34x43−x33x44)x11+(x13x32−x12x33)x21

+ (x14x42 − x12x44)x21 − (x34x43 − x33x44)x22 − (x13x22 − x12x23)x31 + (x14x43 − x13x44)x31
+ (x24x43 − x23x44)x32 − (x14x22 − x12x24)x41 − (x14x33 − x13x34)x41 − (x24x33 − x23x34)x42.

4. φ
(0)
4 = x14x23x32x41−x13x24x32x41−x14x22x33x41+x12x24x33x41+x13x22x34x41−x12x23x34x41
− x14x23x31x42 + x13x24x31x42 + x14x21x33x42 − x11x24x33x42 − x13x21x34x42 + x11x23x34x42

+ x14x22x31x43 − x12x24x31x43 − x14x21x32x43 + x11x24x32x43 + x12x21x34x43 − x11x22x34x43
− x13x22x31x44 + x12x23x31x44 + x13x21x32x44 − x11x23x32x44 − x12x21x33x44 + x11x22x33x44.

5. φ
(1)
2 = −x21.

6. φ
(1)
3 = x23x31 − x21x33 + x24x41 − x21x44.

7. φ
(1)
4 = (x34x43 − x33x44)x21 − (x24x43 − x23x44)x31 + (x24x33 − x23x34)x41.

La regularidad de la secuencia G se obtendrá como consecuencia de la Proposición 2.30 mostrando

que la variedad determinada por la secuencia de polinomios homogéneos H = {x33, x44, x43}∪G es

EqD(6). Observe que φ
(1)
2 = −x21, por el Lema 2.6 la variedad V(H) queda de la siguiente forma:

V(H) = V(x33, x44, x43, φ
(0)
1 , φ

(0)
2 , φ

(0)
3 , φ

(0)
4 , x21, φ

(1)
3 , φ

(1)
4 ).

Considere el conjunto X = {x33, x44, x43, x21}, por el Lema 2.6 se tiene:

V(H) = V(X, φ
(0)
1 (X), φ

(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), φ

(0)
4 (X), φ

(1)
3 (X), x23x34x41)

Sean X1 = X ∪ {x23}, X2 = X ∪ {x34} y X3 = X ∪ {x41}. Por el Lema 2.6, la variedad V(H) se

puede escribir V(H) = W ∪M ∪N donde:

W =V(X1, φ
(0)
1 (X1), φ

(0)
2 (X1), φ

(0)
3 (X1), φ

(0)
4 (X1), x24x41),

M =V(X2, φ
(0)
1 (X2), φ

(0)
2 (X2), φ

(0)
3 (X2), (x31x42 − x32x41)(x13x24 − x14x23), φ(1)3 (X2)),

N =V(X3, φ
(0)
1 (X3), φ

(0)
2 (X3), φ

(0)
3 (X3), φ

(0)
4 (X3), x23x31).

Observe que φ
(0)
2 (X1) = x11x22− x13x31− x14x41− x24x42, luego realizando los cambios de variable

x41 = x23 y x14 = x32 se tiene el polinomio φ
(0)
2 (X3) = x11x22−x13x31−x23x32−x24x42. De hecho,
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haciendo los cambios de variable x11 = x22, x13 = x42, x14 = x32, x23 = x41, x24 = x31 en los

polinomios que determinan la variedad W se obtiene los polinomios que determinan la variedad N .

Por lo tanto, es suficiente mostrar que W y M son EqD(6). Por el Lema 2.6 se tiene W = W1 ∪W2

donde:

W1 =V(x24, X1, φ
(0)
1 (X1), φ

(0)
2 (X1), φ

(0)
3 (X1), φ

(0)
4 (X1)),

W2 =V(x41, X2, φ
(0)
1 (X2), φ

(0)
2 (X2), φ

(0)
3 (X2), φ

(0)
4 (X2)).

Considre los conjuntos Y = X1 ∪ {x24} y Y = X1 ∪ {x41}. Aplicando el Lema 2.6 a las variedades

W1 y W2 se tiene:

W1 =V(Y, φ
(0)
1 (Y ), φ

(0)
2 (Y ), φ

(0)
3 (Y ), x13x22x34x41),

W2 =V(Y , φ
(0)
1 (Y ), φ

(0)
2 (Y ), φ

(0)
3 (Y ), x13x24x31x42).

Por el Lema 2.6, las variedades W1 y W2 se pueden escribir como la unión de cuatro variedades, de

la siguiente forma: W1 = W11 ∪W12 ∪W13 ∪W14 y W2 = W21 ∪W22 ∪W23 ∪W24 donde:

1. W11 = V(Y, x11 + x22, x11x22 − x14x41, x14x22x41, x13).

2. W12 = V(Y, x11, x13x31 + x14x41, x13x34x41, x22).

3. W13 = V(Y, x11 + x22, x11x22 − x13x31 − x14x41, x22(x13x31 + x14x41), x34).

4. W14 = V(Y, x11 + x22, x11x22 − x13x31, x13x22x31, x41).

5. W21 = V(Y , x11 + x22, x11x22 − x24x42, x24x42x11, x13).

6. W22 = V(Y , x11 + x22, x11x22 − x13x31, x13x22x31, x24).

7. W23 = V(Y , x11 + x22, x11x22 − x24x42, x24x42x11, x31).

8. W24 = V(Y , x11 + x22, x11x22 − x13x31, x13x22x31, x42).

Si se hace los cambios de variables x31 = x14 y x13 = x41 en los polinomios que determinan la

variedad W11 se obtienen los polinomios que determinan la variedad W14, por lo tanto es suficiente

mostrar que W11 es EqD(6). Aplicando el Lema 2.6 se tiene que W11 se puede escribir como unión

de tres variedades como sigue:

V(Y, x11 +x22, x11x22, x14, x13)∪V(Y, x11, x14x41, x22, x13)∪V(Y, x11 +x22, x11x22, x41, x13).

Ahora, por la Proposición 2.7 se tiene:

W11 = V(Y, x11, x22, x14, x13) ∪ V(Y, x11, x14x41, x22, x13) ∪ V(Y, x11, x22, x41, x13).
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Con base en el Lema 2.6, la variedad V(Y, x11, x14x41, x22, x13) se puede escribir como la siguiente

unión: V(Y, x11, x14x41, x22, x13) = V(Y, x11, x14, x22, x13)∪V(Y, x11, x41, x22, x13), entonces

la variedad W11 queda de la siguiente forma:

W11 = V(Y, x11, x22, x14, x13) ∪ V(Y, x11, x22, x41, x13).

Dado que Y = {x23, x24, x33, x44, x43, x21}, por la Proposición 2.18, W11 es la unión de variedades

irreducibles y en base al Ejemplo 2.26 se tiene que son de dimensión 6, aśı W11 es EqD(6) y por

lo tanto W14 también lo es. Ahora, para la variedad W12, por el Lema 2.6 se tiene que se puede

escribir como la unión de tres variedades como sigue:

V(Y, x11, x14x41, x13, x22) ∪ V(Y, x11, x13x31 + x14x41, x34, x22) ∪ V(Y, x11, x13x31, x41, x22).

Aplicando el Lema 2.6, las variedades V(Y, x11, x14x41, x13, x22) y V(Y, x11, x13x31, x41, x22) se

pueden escribir de la siguiente forma:

V(Y, x11, x14x41, x13, x22) =V(Y, x11, x14, x13, x22) ∪ V(Y, x11, x41, x13, x22),

V(Y, x11, x13x31, x41, x22) =V(Y, x11, x13, x41, x22) ∪ V(Y, x11, x31, x41, x22).

Entonces la variedad W12 se expresa como sigue:

W12 = V(Y, x11, x14, x13, x22) ∪ V(Y, x11, x13, x41, x22) ∪ V(Y, x11, x13x31 + x14x41, x34, x22).

Las variedades V(Y, x11, x14, x13, x22) y V(Y, x11, x13, x41, x22) por el Ejemplo 2.26 tienen

dimensión 6, resta mostrar que la variedad V = V(Y, x11, x13x31 +x14x41, x34, x22) también tiene

dimensión 6, esto probará que W12 es EqD(6). Considrele la siguiente variedad:

V = V(Y, x11, x13x31 + x14x41, x34, x22, x14).

Por el Lema 2.6 se tiene:

V =V(Y, x11, x13, x34, x22, x14) ∪ V(Y, x11, x31, x34, x22, x14).

Por el Ejemplo 2.26, las variedades V(Y, x11, x13, x34, x22, x14) y V(Y, x11, x31, x34, x22, x14)

tienen dimensión 5, entonces por la Proposición 2.30 la variedad V tiene dimensión 6 y esto prueba

que W12 es EqD(6). Ahora considere la variedad W13, aplicando el Lema 2.6 se tiene W13 = V1∪V2
donde:

V1 =V(Y, x11 + x22, x11x22 − x13x31 − x14x41, x22, x34),

V2 =V(Y, x11 + x22, x11x22 − x13x31 − x14x41, x13x31 + x14x41, x34).

Nuevamente, aplicando el Lema 2.6 a las variedades V1 y V2 se tiene:

V1 =V(Y, x11, x13x31 + x14x41, x22, x34),

V2 =V(Y, x11 + x22, x11x22, x13x31 + x14x41, x34).

51



Regularidad de los generadores de las subálgebras de Mishchenko-Fomenko

Por la Proposición 2.7, la variedad V2 = V(Y, x11, x22, x13x31 + x14x41, x34), luego V1 = V2, por

lo tanto W13 = V1. Considere la variedad V1 = V(Y, x11, x22, x13x31 + x14x41, x34, x13), por el

Lema 2.6 se tiene:

V1 =V(Y, x11, x22, x14, x34, x13) ∪ V(Y, x11, x22, x41, x34, x13).

La variedad V1 está escrita como unión de dos variedades que según el Ejemplo 2.26 tienen dimensión

5, luego por la Proposición 2.30 la variedad V1 tiene dimensión 6, entonces W13 es EqD(6). Hasta

este momento se ha probado que W11, W12, W13 y W14 son EqD(6), esto demuestra que W1 es

EqD(6). Ahora, para demostrar que W2 es EqD(6) se hacen los siguientes cambios de variable:

1. x11 = x22, x42 = x14 y x24 = x41 en los polinomios que determinan la variedad W11 para

obtener los polinomios que determinan la variedad W21 y dado que W11 es EqD(6), entonces

W21 es EqD(6).

2. x13 = x31 en los polinomios que determinan la variedad W21 se obtienen los polinomios que

determinan la variedad W23 y dado que W21 es EqD(6) entonces W23 es EqD(6).

3. x24 = x41, en los polinomios que determinan la variedad W14 se obtienen los polinomios que

determinan la variedad W22 y dado que W14 es EqD(6) entonces W22 es EqD(6).

4. x24 = x42, en los polinomios que determinan la variedad W22 se obtienen los polinomios que

determinan la variedad W24 y dado que W22 es EqD(6) entonces W24 es EqD(6).

Entonces W21, W22, W23 y W24 son EqD(6), esto prueba que W2 es EqD(6) y dado que W1 es

EqD(6), se tiene que W es EqD(6). Resta probar que la variedad M es EqD(6), por el Lema 2.6

se puede escribir M = M1 ∪M2 donde:

M1 =V(X2, φ
(0)
1 (X2), φ

(0)
2 (X2), φ

(0)
3 (X2), x31x42 − x32x41, φ(1)3 (X2)),

M2 =V(X2, φ
(0)
1 (X2), φ

(0)
2 (X2), φ

(0)
3 (X2), x13x24 − x14x23, φ(1)3 (X2)).

Haciendo los cambios de variables x11 = x22, x13 = x42, x14 = x32, x23 = x41 y x24 = x31

en los polinomios que determinan la variedad M1 se obtienen los polinomios que determinan la

variedad M2, entonces, es suficiente mostrar que M1 es EqD(6). Sea F el conjunto de polinomios

que determinan la variedad M1, es decir, F = {X2, φ
(0)
1 (X2), φ

(0)
2 (X2), φ

(0)
3 (X2), x31x42 −

x32x41, φ
(1)
3 (X2)}. Considere la variedad P = V(x42, F), se va a mostrar que P es EqD(5) y

como consecuencia de la Proposición 2.30 se obtendrá que M1 es EqD(6). Sea Z = X2 ∪ {x42},
aplicando el Lema 2.6 se tiene:

P = V(Z, φ
(0)
1 (Z), φ

(0)
2 (Z), φ

(0)
3 (Z), x32x41, φ

(1)
3 (Z)).
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Sean Z1 = Z ∪ {x32} y Z2 = Z ∪ {x41}, nuevamente aplicando el Lema 2.6, se puede escribir la

variedad P de la siguiente forma: P = P1 ∪ P2 donde:

P1 =V(Z1, φ
(0)
1 (Z1), φ

(0)
2 (Z1), φ

(0)
3 (Z1), φ

(1)
3 (Z1)),

P2 =V(Z2, φ
(0)
1 (Z2), φ

(0)
2 (Z2), φ

(0)
3 (Z2), x23x31).

Sea T el conjunto de polinomios que determinan la variedad P1, se va a mostrar que la variedad

P1 = V(x23, T ) es EqD(4) y como consecuencia de la Proposición 2.30 se obtendrá que P1 es

EqD(5). Aplicando el Lema 2.6 se tiene:

P1 = V(x23, Z1, x11 +x22, x11x22−x13x31−x14x41, −x13x22x31−x14x22x41 +x12x24x41, x24x41).

Por el Lema 2.6, la variedad P1 se puede escribir como la unión P1 = P11 ∪ P12 donde:

P11 =V(x23, Z1, x11 + x22, x11x22 − (x13x31 + x14x41), x22(x13x31 + x14x41), x24),

P12 =V(x23, Z1, x11 + x22, x11x22 − x13x31, x13x22x31, x41).

La variedad P11, por el Lema 2.6 se puede expresar como P11 = R1 ∪R2 donde:

R1 =V(x23, Z1, x11, x13x31 + x14x41, x22, x24),

R2 =V(x23, Z1, x11 + x22, x11x22, x13x31 + x14x41, x24).

Por la Proposición 2.7, R2 = V(x23, Z1, x11, x22, x13x31 + x14x41, x24), por lo tanto R1 = R2

entonces P11 = R1. Ahora, considere la variedad P12, por el Lema 2.6 se tiene P12 = S1 ∪ S2 ∪ S3
donde:

S1 =V(x23, Z1, x11 + x22, x11x22, x13, x41),

S2 =V(x23, Z1, x11, x13x31, x22, x41),

S3 =V(x23, Z1, x11 + x22, x11x22, x31, x41).

Aplicando a las variedades S1 y S3 la Proposición 2.7 y a la variedad S2 el Lema 2.6, se tiene:

S1 =V(x23, Z1, x11, x22, x13, x41),

S2 =V(x23, Z1, x11, x13, x22, x41) ∪ V(x23, Z1, x11, x31, x22, x41),

S3 =V(x23, Z1, x11, x22, x31, x41).

Entonces la variedad P12 = S1 ∪ S3 y dado que P11 = R1 se tiene P1 = R1 ∪ S1 ∪ S3. Dado que

Z1 = {x32, x34, x33, x44, x43, x21, x42}, entonces por el Ejemplo 2.26 las variedades S1 y S3

tienen dimensión 4. Para mostrar que P1 es EqD(4) resta probar que la variedad R1 también tiene

dimensión 4, para ello considere la variedad R1 = V(x23, Z1, x11, x13x31 + x14x41, x22, x24, x13).

Por el Lema 2.6 se tiene:

R1 =V(x23, Z1, x11, x14, x22, x24, x13) ∪ V(x23, Z1, x11, x41, x22, x24, x13).

53



Regularidad de los generadores de las subálgebras de Mishchenko-Fomenko

Aśı, la variedadR1 es la unión de dos variedades que por el Ejemplo 2.26 tienen dimensión 3, entonces

R1 es EqD(3) y por la Proposición 2.30 la variedad R1 es EqD(4), es decir, tiene dimensión 4, aśı

P1 es EqD(4) y esto prueba que P1 es EqD(5). Ahora, considere la variedad P2, aplicando el Lema

2.6 se tiene P2 = P21 ∪ P22 donde:

P21 =V(x41, Y, x23, x11 + x22, x11x22 − x13x31, x13x22x31),

P22 =V(x41, Y, x31, x11 + x22, x11x22 − x23x32, x23x32x11).

Si se hace los cambios de variable x11 = x22, x31 = x23 y x13 = x32 en los polinomios que determinan

la variedad P21 se obtienen los polinomios que determinan la variedad P22. Por lo tanto, es suficiente

mostrar que P21 es EqD(5). Del Lema 2.6 se tiene que P21 se puede escribir como la siguiente unión:

V(Z2, x23, x11+x22, x11x22, x13)∪V(Z2, x23, x11, x13x31, x22)∪V(Z2, x23, x11+x22, x11x22, x31).

Luego, aplicando la Proposición 2.7 se tiene:

P21 = V(Z2, x23, x11, x22, x13) ∪ V(Z2, x23, x11, x13x31, x22) ∪ V(Z2, x23, x11, x22, x31)

y por el Lema 2.6 se tiene que P21 = V(Z2, x23, x11, x22, x13) ∪ V(Z2, x23, x11, x22, x31). Dado

que Y = {x41, x34, x33, x44, x43, x21, x42}, de forma similar al Ejemplo 2.26, las variedades

V(Z2, x23, x11, x22, x13) y V(Z2, x23, x11, x22, x31) tienen dimensión 5, por lo tanto P2 es

EqD(5). Finalmente, puesto que P1 y P2 son EqD(5), entonces P es EqD(5), esto demuestra que

M es EqD(6) y finalmente se tiene que V(H) es EqD(6) y esto era lo que se deseaba demostrar.

4.3.2. Caso 2

Para el caso en que µ consta de un bloque de tamaño 3 y uno de tamaño 1, la subálgebra Aµ es

generada por la secuencia G = {φ(0)1 , φ
(0)
2 , φ

(0)
3 , φ

(0)
4 , φ

(1)
2 , φ

(1)
3 , φ

(1)
4 , φ

(2)
3 , φ

(2)
4 } donde:

1. φ
(0)
1 = x11 + x22 + x33 + x44.

2. φ
(0)
2 = −x12x21 + x11x22 − x13x31 − x23x32 + x11x33 + x22x33 − x14x41 − x24x42 − x34x43 +

x11x44 + x22x44 + x33x44.

3. φ
(0)
3 = (x13x32 − x12x33)x21−(x23x32 − x22x33)x11−(x24x42 − x22x44)x11−(x34x43 − x33x44)x11

+ (x14x42 − x12x44)x21 − (x34x43 − x33x44)x22 − (x13x22 − x12x23)x31 + (x14x43 − x13x44)x31
+ (x24x43 − x23x44)x32 − (x14x22 − x12x24)x41 − (x14x33 − x13x34)x41 − (x24x33 − x23x34)x42.

4. φ
(0)
4 = x14x23x32x41−x13x24x32x41−x14x22x33x41+x12x24x33x41+x13x22x34x41−x12x23x34x41
− x14x23x31x42 + x13x24x31x42 + x14x21x33x42 − x11x24x33x42 − x13x21x34x42 + x11x23x34x42

+ x14x22x31x43 − x12x24x31x43 − x14x21x32x43 + x11x24x32x43 + x12x21x34x43 − x11x22x34x43
− x13x22x31x44 + x12x23x31x44 + x13x21x32x44 − x11x23x32x44 − x12x21x33x44 + x11x22x33x44.
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5. φ
(1)
2 = −x21 − x32.

6. φ
(1)
3 = x12x31 + x23x31 − x11x32 − x21x33 + x24x41 + x34x42 − x21x44 − x32x44.

7. φ
(1)
4 = (x34x42 − x32x44)x11+(x34x43 − x33x44)x21−(x14x42 − x12x44)x31−(x24x43 − x23x44)x31

+ (x14x32 − x12x34)x41 + (x24x33 − x23x34)x41.

8. φ
(2)
3 = x31.

9. φ
(2)
4 = −x34x41 + x31x44.

La regularidad de la secuencia G se obtendrá como consecuencia de la Proposición 2.30, mostrando

que la variedad determinada por la secuencia de polinomios homogéneos H = {x44}∪G es EqD(6).

Sea U = {x31, x44}, por el Lema 2.6 se tiene:

V(H) = V(U, φ
(0)
1 (U), φ

(0)
2 (U), φ

(0)
3 (U), φ

(0)
4 (U), φ

(1)
2 (U), φ

(1)
3 (U), φ

(1)
4 (U), φ

(2)
4 (U)).

Dado que en V(H) se cumple φ
(1)
2 = 0 se sigue que x32 = −x21, además φ

(2)
4 (U) = −x34x41, por

tanto sean X = U ∪ {x34} e Y = U ∪ {x41}, luego por el Lema 2.6 y remplazando lo anterior se

tiene V(H) = V1 ∪ V2, donde:

V1 = V(X, φ
(0)
1 (X), φ

(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), φ

(0)
4 (X), φ

(1)
2 (X), φ

(1)
3 (X), x41(−x14x21 + x24x33)),

V2 = V(Y, φ
(0)
1 (Y ), φ

(0)
2 (Y ), φ

(0)
3 (Y ), φ

(0)
4 (Y ), φ

(1)
2 (Y ), φ

(1)
3 (Y ), x34(x42x11 + x43x21)).

Considere el conjunto X1 = X ∪ {x41}, por el Lema 2.6 se tiene V1 = W1 ∪W2, donde:

W1 = V(X1, φ
(0)
1 (X1), φ

(0)
2 (X1), φ

(0)
3 (X1), φ

(0)
4 (X1), φ

(1)
2 (X1), x21(x11 − x33)),

W2 = V(X, φ
(0)
1 (X), φ

(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), φ

(0)
4 (X), φ

(1)
2 (X), φ

(1)
3 (X), −x14x21 + x24x33).

Tome el conjunto X1 = X1 ∪ {x21}, por el Lema 2.6 se tiene W1 = W11 ∪W12, donde:

W11 = V(X1, φ
(0)
1 (X1 ∪ {x32}), φ(0)2 (X1 ∪ {x32}), φ(0)3 (X1 ∪ {x32}), x11x24x33x42, x32),

W12 = V(X1, φ
(0)
1 (X1), φ

(0)
2 (X1), φ

(0)
3 (X1), (x21x43 + x33x42)(x14x21 − x11x24), φ(1)2 (X1), x11 − x33).

Para la variedad W11, por el Lema 2.6 se tiene W11 = G1 ∪G2 ∪G3, donde:

G1 = V(X1, x22 + x33, x22x33 − x24x42, x24x33x42, x11, x32),

G2 = V(X1, x11 + x22, x11x22 − x24x42, x24x42x11, x33, x32),

G3 = V(X1, x11 + x22 + x33, x11x22 + x11x33 + x22x33, x22x33x11, x24x42, x32).
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Por el Lema 2.6 se tiene que G1 = G11 ∪G12 y G2 = G21 ∪G22, donde:

G11 = V(X1, x22, x24x42, x33, x11, x32),

G12 = V(X1, x22 + x33, x22x33, x24x42, x11, x32),

G21 = V(X1, x22, x24x42, x11, x33, x32,

G22 = V(X1, x11 + x22, x11x22, x24x42, x33, x32).

Observe que G11 = G21, además por el Lema 2.6 la variedad G11 se puede escribir como la unión

de las variedades R1 = V(X1, x22, x24, x33, x11, x32) y R2 = V(X1, x22, x42, x33, x11, x32). Por

la Proposición 2.18, las variedades R1 y R2 son irreducibles y además de forma similar al Ejemplo

2.26 se tiene que su dimensón es 6, entonces G11 y G21 son EqD(6). Además, por la Proposición 2.7

se tiene que G12 = V(X1, x22, x33, x24x42, x11, x32) y G22 = V(X1, x11, x22, x24x42, x33, x32).

Aśı, G12 = G22 y por el Lema 2.6 la variedad G12 se puede escribir como la unión de las variedades

R1 = V(X1, x22, x33, x24, x11, x32) yR2 = V(X1, x22, x33, x42, x11, x32). Luego, de la Proposición

2.18, las variedades R1 y R2 son irreducibles y además de forma similar al Ejemplo 2.26 se tiene que

su dimensón es 6, entonces G1 y G2 son EqD(6). Ahora, aplicando la Proposición 2.7 a la variedad

G3 se tiene G3 = V(X1, x11, x22, x33, x24x42, x32). Claramente G3 = G11 y dado que G11 es

EqD(6) se tiene que G3 es EqD(6), por lo tanto W11 es EqD(6). Ahora, para W12, aplicando el

Lema 2.6 se tiene W12 = H1 ∪H2, donde:

H1 = V(X1, φ
(0)
1 (X1), φ

(0)
2 (X1), φ

(0)
3 (X1), x21x43 + x33x42, φ

(1)
2 (X1), x11 − x33),

H2 = V(X1, φ
(0)
1 (X1), φ

(0)
2 (X1), φ

(0)
3 (X1), x14x21 − x11x24, φ(1)2 (X1), x11 − x33).

Para H1 considere la variedad

H1 = V(X1, φ
(0)
1 (X1), φ

(0)
2 (X1), φ

(0)
3 (X1), x21x43+x33x42, φ

(1)
2 (X1), x11−x33, x23−x12, x43−x42).

Entonces, se probará que H1 es EqD(4) y como consecuencia de la Proposición 2.30 se obtendrá

que H1 es EqD(6). Dado que en H1 se cumple x11−x33 = 0, x23−x12 = 0 y x43−x42 = 0, entonces

x11 = x33, x23 = x12 y x43 = x42. Además, dado que en H1 se tiene x11 + x22 + x33 = 0, entonces

2x11 + x22 = 0, por lo tanto −2x11 = x22 y haciendo los anteriores cambios se tiene:

H1 = V(X1, h1, h2, h3, x42(x21 + x33), x21 + x32, x11 − x33, x23 − x12, x43 − x42),

donde:

1. h1 = x11 + x22 + x33.

2. h2 = 3x211 + x24x42.

3. h3 =
(
x12x21 − 2x211 − x24x42

)
x11 − (x13x21 + x12x11 − x14x42 + x24x42)x21 − x24x11x42.
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Luego, por el Lema 2.6 se tiene que H1 = H11 ∪H12, donde:

H11 = V(X1, x22, x11, x13x
2
21, x42, x21 + x32, x33, x23 − x12, x43),

H12 = V(X1, h1, h2, h3, x21 + x33, x21 + x32, x11 − x33, x23 − x12, x43 − x42).

Por el Lema 2.6 se tiene V(x221) = V(x21) ∩ V(x21) = V(x21), luego H11 = S1 ∪ S2 donde:

S1 = V(X1, x22, x11, x13, x42, x21 + x32, x33, x23 − x12, x43),

S2 = V(X1, x22, x11, x21, x42, x32, x33, x23 − x12, x43).

Considere las variedades S1 = V(X1, x22, x11, x13, x42, x21 + x32, x33, x23 − x12, x43, x21, x23)
y S2 = V(X1, x22, x11, x21, x42, x32, x33, x23 − x12, x43, x23), por el Lema 2.6 se tiene:

S1 = V(X1, x22, x11, x13, x42, x32, x33, x12, x43, x21, x23),

S2 = V(X1, x22, x11, x21, x42, x32, x33, x12, x43, x23).

Por la Proposición 2.18, las variedades S1 y S2 son irreducibles y de forma similar al Ejemplo 2.26 se

tiene que son de dimensión 2 y 3 respectivamente, es decir, S1 es EqD(2) y S2 es EqD(1), entonces

por la Proposición 2.30 las variedades S1 y S2 son EqD(4), por lo tanto H11 es EqD(4). Para la

variedad H12, dado que se cumple x21+x33 = 0 y x11−x33 = 0, entonces x21 = −x11 y remplazando

en el polinomio h3 se tiene:

h3 = −x11(2x211 + x24x42 + x13x11 + x14x42).

Luego, sea h′3 = 2x211 + x24x42 + x13x11 + x14x42, por el Lema 2.6 se tiene H12 = I1 ∪ I2, donde:

I1 = V(X1, h1, h2, x11, x21 + x33, x21 + x32, x11 − x33, x23 − x12, x43 − x42),

I2 = V(X1, h1, h2, h
′
3, x21 + x33, x21 + x32, x11 − x33, x23 − x12, x43 − x42).

Aplicando a la variedad I1 el Lema 2.6 se tiene:

I1 = V(X1, x22, x24x42, x11, x21, x32, x33, x23 − x12, x43 − x42) = I11 ∪ I12,

donde:

I11 = V(X1, x22, x24, x11, x21, x32, x33, x23 − x12, x43 − x42),

I12 = V(X1, x22, x42, x11, x21, x32, x33, x23 − x12, x43).

Ahora, considere I11 = V(X1, x22, x24, x11, x21, x32, x33, x23 − x12, x43 − x42, x23, x43) e

I12 = V(X1, x22, x42, x11, x21, x32, x33, x23 − x12, x43, x23), por el Lema 2.6 se tiene:

I11 = V(X1, x22, x24, x11, x21, x32, x33, x12, x42, x23, x43),

I12 = V(X1, x22, x42, x11, x21, x32, x33, x12, x43, x23).
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Por la Proposición 2.18, las variedades I11 e I12 son irreducibles y además de forma similar al Ejemplo

2.26 las variedades I11 e I12 tienen dimensión 2 y 3 respectivamente, es decir, I11 es EqD(2) e I12 es

EqD(1), luego como consecuencia de la Proposición 2.30 las variedades I11 e I12 son EqD(4), por

lo tanto I1 es EqD(4). Ahora, para I2, dado que en I2 se cumple h2 = 0, se tiene x24x42 = −3x211 y

considere la variedad

I2 = V(X1, h1, h2, h
′
3, x21 + x33, x21 + x32, x11 − x33, x23 − x12, x43 − x42, x14).

Luego, por el Lema 2.6 y haciendo la sustitución x24x42 = −3x211 en h′3 se tiene:

I2 = V(X1, h1, h2, x11(x13 − x11), x21 + x33, x21 + x32, x11 − x33, x23 − x12, x43 − x42, x14).

Por el Lema 2.6, la variedad I2 se puede escribir como la unión I2 = I21 ∪ I22, donde:

I21 = V(X1, x22, x24x42, x11, x21, x32, x33, x23 − x12, x43 − x42, x14),

I22 = V(X1, h1, h2, x13 − x11, x21 + x33, x21 + x32, x11 − x33, x23 − x12, x43 − x42, x14).

Aplicando el Lema 2.6, la variedad I21 se puede escribir como la unión I21 = T1 ∪ T2, donde:

T1 = V(X1, x22, x24, x11, x21, x32, x33, x23 − x12, x43 − x42, x14),

T2 = V(X1, x22, x42, x11, x21, x32, x33, x23 − x12, x43, x14).

Ahora, considere las siguientes variedades:

T1 = V(X1, x22, x24, x11, x21, x32, x33, x23 − x12, x43 − x42, x14, x23, x43),

T2 = V(X1, x22, x42, x11, x21, x32, x33, x23 − x12, x43, x14, x23).

Por el Lema se tiene 2.6 T1 = V(X1, x22, x24, x11, x21, x32, x33, x12, x42, x14, x23, x43) y

T2 = V(X1, x22, x42, x11, x21, x32, x33, x12, x43, x14, x23). Luego, por la Proposición 2.18, las

variedades T1 y T2 son irreducibleas y además de forma similar al Ejemplo 2.26 las variedades T1

y T2 tienen dimensión 1 y 2 respectivamente, es decir, T1 es EqD(1) y T2 es EqD(2), luego como

consecuencia de la Proposición 2.30 las variedades T1 y T2 son EqD(3), por lo tanto I21 es EqD(3).

Ahora, para I22 considere la variedad

I22 = V(X1, h1, h2, x13 − x11, x21 + x33, x21 + x32, x11 − x33, x23 − x12, x43 − x42, x14, x11).

Luego, por el Lema 2.6 se tiene:

I22 = V(X1, x22, x24x42, x13, x21, x32, x33, x23 − x12, x43 − x42, x14, x11).

Aplicando el Lema 2.6, la variedad I22 se puede escribir como la unión I22 = K1 ∪K2, donde:

K1 = V(X1, x22, x24, x13, x21, x32, x33, x23 − x12, x43 − x42, x14, x11),

K2 = V(X1, x22, x42, x13, x21, x32, x33, x23 − x12, x42, x14, x11).
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Considere las variedades

K1 = V(X1, x22, x24, x13, x21, x32, x33, x23 − x12, x43 − x42, x14, x11, x23, x43),

K2 = V(X1, x22, x42, x13, x21, x32, x33, x23 − x12, x43, x14, x11, x23).

Ahora, por el Lema 2.6, K1 = V(X1, x22, x24, x13, x21, x32, x33, x12, x42, x14, x11, x23, x43) y

K2 = V(X1, x22, x42, x13, x21, x32, x33, x12, x43, x14, x11, x23). Luego, por la Proposición 2.18,

las variedades K1 y K2 son irreducibleas y además de forma similar al Ejemplo 2.26 las variedades

K1 y K2 tienen dimensión 0 y 1 respectivamente, es decir, K1 es EqD(0) y K2 es EqD(1), luego

como consecuencia de la Proposición 2.30 las variedades K1 y K2 son EqD(2), por lo tanto I22 es

EqD(2), entonces I22 es EqD(3), esto implica que I2 es EqD(3) y por la Proposición 2.30 se tiene

que I2 es EqD(4), entonces H12 es EqD(4) y dado que H11 es EqD(4) se tiene H1 es EqD(4) y por

la Proposición 2.30 se concluye que H1 es EqD(6). Ahora, observe que si se hace los cambios de

variable x11 = x33, x12 = −x23, x14 = x43, x23 = −x12, x24 = −x42 y x42 − x24 en los polinomios

que determinan la varidad H1, se obtienen los polinomios que determinan la variedad H2, por lo

tanto H2 es EqD(6), esto prueba que la variedad W12 es EqD(6) y dado que la variedad W11 es

EqD(6) se sigue que W1 es EqD(6). Ahora, para probar que W2 es EqD(6) considere la variedad

W2 = V(Z, φ
(0)
1 (Z), φ

(0)
2 (Z), φ

(0)
3 (Z), φ

(0)
4 (Z), φ

(1)
2 (Z), φ

(1)
3 (Z), p),

donde Z = X ∪ {x12, x13, x43} y p = −x14x21 + x24x33. Se probará que W2 es EqD(3) y como

consecuencia de la Proposición 2.30 se obtendrá que W2 es EqD(6). Dado que en la variedad W2

se cumple φ
(0)
1 (Z) = 0, φ

(1)
2 = 0 y p = 0, entonces −x11 = x22 + x33, x32 = −x21 y x14x21 = x24x33,

luego haciendo estas sustituciones en φ
(0)
3 (Z) y φ

(0)
4 (Z) se tiene:

φ
(0)
3 (Z) = x11(x23x21 + x22x33 − x24x42) + x24x42x33 − x14x41(x22 + x33)− x24x33x42

= x11(x23x21 + x22x33 − x24x42 + x14x41),

φ
(0)
4 (Z) = −x24x23x33x41 − x14x22x33x41 + x24x33x33x42 − x11x24x33x42

= x33(−x24x23x41 − x14x22x41 + x24x33x42 − x11x24x42).

Ahora, sea Z1 = Z ∪ {x11}, por el Lema 2.6 se tiene W2 = W21 ∪W22, donde:

W21 = V(Z1, φ
(0)
1 (Z1), φ

(0)
2 (Z1), φ

(0)
4 (Z1), φ

(1)
2 (Z1), φ

(1)
3 (Z1), p),

W22 = V(Z, φ
(0)
1 (Z), φ

(0)
2 (Z), x23x21 + x22x33 − x24x42 + x14x41, φ

(0)
4 (Z), φ

(1)
2 (Z), φ

(1)
3 (Z), p).

Dado que en W21 se cumple φ
(0)
1 (Z1) = 0, φ

(1)
3 (Z1) = 0 y p = 0, entonces se tiene x22 = −x33,

x21x33 = x24x41 y x14x21 = x24x33, aśı, por lo anterior se sigue que:

φ
(0)
2 (Z1) = x23x21 − x233 − x14x41 − x24x42,

φ
(0)
4 (Z1) = x233(−x21x23 + x14x41 + x24x42).
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Ahora, considere los polinomios f = x23x21−x14x41−x24x42 y g = x233, observe que φ
(0)
2 (Z1) = f−g,

por el Lema 2.6 se tiene V(f − g, fg) = V(f − g, f) ∪ V(f − g, g) = V(f, g), luego se tiene:

W21 = V(Z1, φ
(0)
1 (Z1), f, g, φ

(1)
2 (Z1), φ

(1)
3 (Z1), p).

Observe que V(g) = V(−x233) = V(x33). Ahora, sea B = Z1 ∪ {x22, x33}, por el Lema 2.6 se tiene:

W21 = V(B, f, x21 + x32, x24x41, x14x21),

luego, por el Lema 2.6 se puede escribir W21 = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4, donde:

C1 = V(B, x23x21, x21 + x32, x24, x14),

C2 = V(B, x14x41, x32 x24, x21),

C3 = V(B, x23x21 − x24x42, x21 + x32 x41, x14),

C4 = V(B, x24x42, x32 x41, x21).

Aplicando el Lema 2.6 en las variedades C1, C2 y C4 se tiene:

C1 = V(B, x23, x21 + x32, x24, x14) ∪ V(B, x21, x32, x24, x14),

C2 = V(B, x14, x32 x24, x21) ∪ V(B, x41, x32 x24, x21),

C4 = V(B, x24, x32 x41, x21) ∪ V(B, x42, x32 x41, x21).

Observe que C2 y C4 se descomponen en variedades que según la Proposición 2.18 son irreducibles

y en base al Ejemplo 2.26 tienen dimension 3, por lo tanto C2 y C4 son EqD(3). En la expresión

de C1, la variedad V(B, x21, x32, x24, x14) tiene dimensión 3, entonces para mostrar que C1 es

EqD(3) resta probar que la variedad J1 = V(B, x23, x21 + x32, x24, x14) tiene dimensión 3, para

ello considere la variedad J1 = V(B, x23, x21 + x32, x24, x14, x21), luego aplicando el Lema 2.6

se tiene J1 = V(B, x23, x32, x24, x14, x21) y por la Proposición 2.18 J1 es irreducible y en base

al Ejemplo 2.26 tienen dimensión 2, es decir, J1 es EqD(3), luego por la la Proposición 2.30 J1 es

EqD(3), esto prueba que C1 es EqD(3). Ahora, para probar que C3 es EqD(3) considere la variedad

C3 = V(B, x23x21 − x24x42, x21 + x32 x41, x14, x21), entonces por el Lema 2.6 se tiene:

C3 = V(B, x24, x32 x41, x14, x21) ∪ V(B, x42, x32 x41, x14, x21).

Aśı, la variedad C3 es la unión de dos variedades irreducibles y que además en base al Ejemplo

2.26 tienen dimensión 2, entonces C3 es EqD(2) y por la Proposición 2.30 C3 es EqD(3). Dado

que C1, C2, C3 y C4 son EqD(3) entonces W21 es EqD(3). Para probar que W22 es EqD(3),

observe que en los polinomios que determinan la variedad W22 se tiene φ
(0)
4 (Z) = x33q, donde

q = −x24x23x41−x14x22x41 +x24x33x42−x11x24x42, además en la variedad W22 también aparece el
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polinomio r = x23x21 + x22x33 − x24x42 + x14x41. Aplicando el Lema 2.6, la variedad W22 se puede

escribir como la unión W22 = D1 ∪D2, donde:

D1 = V(Z, φ
(0)
1 (Z), φ

(0)
2 (Z), r, x33, φ

(1)
2 (Z), φ

(1)
3 (Z), p),

D2 = V(Z, φ
(0)
1 (Z), φ

(0)
2 (Z), r, q, φ

(1)
2 (Z), φ

(1)
3 (Z), p).

Considere el conjunto F = Z ∪ {x33}, aplicando el Lema 2.6 a la variedad D1 se tiene:

D1 = V(F, φ
(0)
1 (F ), φ

(0)
2 (F ), r(F ), φ

(1)
2 (F ), φ

(1)
3 (F ), p(F )).

Observe que p(F ) = x14x21, entonces considere F1 = F ∪ {x14} y F2 = F ∪ {x21}, luego aplicando

el Lema 2.6, se tiene D1 = E1 ∪ E2, donde:

E1 = V(F1, x11 + x22, x11x22 + x23x21, x23x21 − x24x42, x21 + x32, x11x21 + x24x41),

E2 = V(F2, x11 + x22, x11x22 − x14x41, −x24x42 + x14x41, x32, x24x41).

Sea E1 = V(F1, x11 + x22, x11x22 + x23x21, x23x21 − x24x42, x21 + x32, x11x21 + x24x41, x42),

aplicando el Lema 2.6, se tiene:

E1 = V(F1, x11 + x22, x11x22 + x23x21, x23x21, x21 + x32, x11x21 + x24x41, x42) = L1 ∪ L2,

donde:

L1 = V(F1, x11 + x22, x11x22, x23, x21 + x32, x11x21 + x24x41, x42),

L2 = V(F1, x11 + x22, x11x22, x21, x32, x24x41, x42).

Por la Proposición 2.7 y el Lema 2.6 se tiene:

L1 = V(F1, x11, x22, x23, x21 + x32, x24, x42) ∪ V(F1, x11, x22, x23, x21 + x32, x41, x42),

L2 = V(F1, x11, x22, x21, x32, x24, x42) ∪ V(F1, x11, x22, x21, x32, x41, x42).

Note que L2 es la unión de dos variedades que según la Proposición 2.18 son irreducibles y en base

al Ejemplo ?? se tiene que son de dimensión 2, por lo tanto la variedad L2 es EqD(2). Ahora,

observe L1, se va a probar que las variedades L11 = V(F1, x11, x22, x23, x21 + x32, x24, x42) y

L12 = V(F1, x11, x22, x23, x21 + x32, x41, x42) son EqD(2), para ello considere las variedades

L11 = V(F1, x11, x22, x23, x21 + x32, x24, x42, x21),

L12 = V(F1, x11, x22, x23, x21 + x32, x41, x42, x21).

Luego, aplicando el Lema 2.6, se sigue que L11 = V(F1, x11, x22, x23, x32, x24, x42, x21) y

L12 = V(F1, x11, x22, x23, x32, x41, x42, x21). Por la Proposición 2.18, las variedades L11 y L12

son irreducibles y además en base al Ejemplo 2.26 las variedades L11 y L12 tienen dimensión 1, es
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decir, L11 y L12 son EqD(1), luego como consecuencia de la Proposición 2.30 las variedades L11 y

L12 son EqD(2), por lo tanto L1 es EqD(2), entonces E1 es EqD(2) y por la Proposición 2.30 se

tiene que E1 es EqD(3). Para la variedad E2, por el Lema 2.6 y la Proposición 2.7 se tiene:

E2 =V(F2, x11 + x22, x11x22 − x14x41, x14x41, x32, x24) ∪ V(F2, x11, x22, x24x42, x32, x41)

E2 =V(F2, x11, x22, x14, x32, x24) ∪ V(F2, x11, x22−, x41, x32, x24)∪

V(F2, x11, x22, x24, x32, x41) ∪ V(F2, x11, x22, x42, x32, x41).

Luego, la variedad E2 se descompone en una unión de variedades que según la Proposición 2.18

son irreducibles y además, de forma similar al Ejemplo 2.26 tienen dimensión 3, por lo tanto E2 es

EqD(3) y dado que E1 es EqD(3) se tiene D1 es EqD(3). Ahora, para D2, observe que el polinomio

q = −x24x23x41 − x14x22x41 + x24x33x42 − x11x24x42 es uno de los polinomios que determinan la

variedad D2, además dado que en D2 se cumple φ
(0)
1 (Z) = 0, φ

(1)
3 (Z) = 0 y r = 0, entonces se tienen

las igualdades x22 = −x21 − x33, x24x41 = x21(x33 − x11) y x24x42 − x23x21 = −x23x21 − x14x41.
Aśı, haciendo los anteriores cambios en el polinomio q se sigue:

q =− x24x23x41 − x14x22x41 + x24x33x42 − x11x24x42
q =− x23x21(x33 − x11)− x14(−x11 − x33)x41 + x24x42(x33 − x11)

q =(x33 − x11)(x24x42 − x23x21) + x14x11x41 + x14x33x41

q =(x33 − x11)(x22x33 + x14x41) + x14x11x41 + x14x33x41

q =x22x
2
33 + x14x41x33 − x11x22x33 − x11x14x41 + x14x11x41 + x14x33x41

q =x22x
2
33 + 2x14x41x33 − x11x22x33

q =(−x33 − x11)x233 + 2x14x41x33 − x11(−x33 − x11)x33
q =− x333 − x11x233 + 2x14x41x33 + x11x

2
33 + x211x33

q =− x333 + 2x14x41x33 + x211x33 = x33(−x233 + 2x14x41 + x211).

Entonces la variedad D2 por el Lema 2.6 se puede escribir como la unión D2 = D21 ∪D22, donde:

D21 = V(Z, φ
(0)
1 (Z), φ

(0)
2 (Z), r, x33, φ

(1)
2 (Z), φ

(1)
3 (Z), p),

D22 = V(Z, φ
(0)
1 (Z), φ

(0)
2 (Z), r, −x233 + 2x14x41 + x211, φ

(1)
2 (Z), φ

(1)
3 (Z), p).

Observe que D21 = D1 y dado que D1 es EqD(3) se tiene que D21 es EqD(3). Ahora, para la

variedad D22, en los polinomios que determinan esta variedad se encuentran s = −x233+2x14x41+x211
y φ

(0)
2 (Z) = x11x22 + x23x21 + x11x33 + x22x33 − x14x41 − x24x42, por tanto considere el polinomio

r− φ(0)2 (Z)− s = −x11(x22 + x33) + x233 − x211 = −x11(−x11) + x233 − x211 = x233. Por el Lema 2.6, se

tiene V(r − φ(0)2 (Z)− s, r, s) = V(φ
(0)
2 (Z), r, s), luego se sigue:

D22 = V(Z, φ
(0)
1 (Z), r − φ(0)2 (Z)− s, r, s, φ(1)2 (Z), φ

(1)
3 (Z), p),

D22 = V(Z, φ
(0)
1 (Z), x233, r, s, φ

(1)
2 (Z), φ

(1)
3 (Z), p).
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Por el Lema 2.6 se tiene V(x233) = V(x33) ∩ V(x33) = V(x33), entonces se sigue:

D22 = V(Z, φ
(0)
1 (Z), x33, r, s, φ

(1)
2 (Z), φ

(1)
3 (Z), p).

Recuerde que F = Z ∪ {x33}, entonces aplicando el Lema 2.6 se tiene:

D22 = V(F, φ
(0)
1 (F ), r(F ), s(F ), φ

(1)
2 (F ), φ

(1)
3 (F ), p(F ))

D22 = V(F, φ
(0)
1 (F ), x23x21 − x24x42 + x14x41, 2x14x41 + x211, φ

(1)
2 (F ), φ

(1)
3 (F ), x14x21).

Tenga en cuenta que F1 = F ∪ {x14} y F2 = F ∪ {x21}, luego aplicando el Lema 2.6, se tiene

D22 = N1 ∪N2, donde:

N1 = V(F1, x11 + x22, x23x21 − x24x42, x211, x21 + x32, x11x21 + x24x41),

N2 = V(F2, x11 + x22, −x24x42 + x14x41, 2x14x41 + x211, x32, x24x41).

Por el Lema 2.6, se tiene V(x211) = V(x11) ∩ V(x11) = V(x11), además, aplicando el mismo Lema a

las variedades N1 y N2 se tiene:

N1 = V(F1, x22, x23x21 − x24x42, x11, x21 + x32, x24x41),

N2 = V(F2, x11 + x22, x14x41, 2x14x41 + x211, x32, x24) ∪ V(F2, x22, x24x42, x11, x32, x41).

Nuevamente, aplicando el Lema 2.6, se tiene:

N1 =V(F1, x22, x23x21, x11, x21 + x32, x24) ∪ V(F1, x22, x23x21 − x24x42, x11, x21 + x32, x41),

N2 =V(F2, x22, x14, x11, x32, x24) ∪ V(F2, x22, x41, x11, x32, x24)∪

V(F2, x22, x24, x11, x32, x41) ∪ V(F2, x22, x42, x11, x32, x41).

Observe que la variedad N2 se descompone en la unión de cuatro variedades que según la Proposición

2.18 son irreducibles y además de forma similar al Ejemplo 2.26 se tiene que su dimensón es 3,

entonces N2 es EqD(3). Ahora, por el Lema 2.6 se sigue:

N1 =V(F1, x22, x23, x11, x21 + x32, x24) ∪ V(F1, x22, x21, x11, x21, x24)∪

V(F1, x22, x23x21 − x24x42, x11, x21 + x32, x41).

Por la Proposición 2.18 y en base al Ejemplo 2.26, la variedad V(F1, x22, x21, x11, x21, x24) es

irreducible y de dimensión 3, entonces para probar que N1 es EqD(3) resta probar que las variedades

O1 = V(F1, x22, x23, x11, x21 + x32, x24) y O2 = V(F1, x22, x23x21− x24x42, x11, x21 + x32, x41)

tienen dimensión 3, para ello considere las variedades O1 = V(F1, x22, x23, x11, x21+x32, x24, x21)

y O2 = V(F1, x22, x23x21 − x24x42, x11, x21 + x32, x41, x21), por el Lema 2.6 se tiene:

O1 = V(F1, x22, x23, x11, x32, x24, x21),

O2 = V(F1, x22, x24, x11, x32, x41, x21) ∪ V(F1, x22, x42, x11, x32, x41, x21).
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Luego, las variedades O1 y O2 según la Proposición 2.18 y en base al Ejemplo 2.26 tienen dimensión

2, es decir, O1 y O2 son EqD(2), luego como consecuencia de la Proposición 2.30 las variedades

O1 y O2 son EqD(3), por tanto tienen dimensión 3, esto prueba que N1 es EqD(3) y dado que N2

es EqD(3) se tiene D22 es EqD(3) y esto demuestra que D2 es EqD(3). Además, dado que D1 es

EqD(3) se tiene W22 es EqD(3), entonces W2 es EqD(3) y por la Proposición 2.30 se tiene que

W2 es EqD(6) y esto prueba que V1 es EqD(6). Finalmente si se hacen los cambios de variable

x11 = x33, x12 = −x23, x24 = x24, x14 = x43, x23 = −x12, x12 = −x23, x24 = −x42, x34 = x41 y

x42 = −x24, los polinomios de la variedad V1 se transforman en los polinomios de la variedad V2,

por tanto V2 es EqD(6), entonces V(H) es EqD(6), lo cual concluye la prueba.

4.3.3. Caso 3

Para el caso en que µ consta de dos bloques de Jordan de tamaño 2, la subálgebra Aµ es generada

por la secuencia G = {φ(0)1 , φ
(0)
2 , φ

(0)
3 , φ

(0)
4 , φ

(1)
2 , φ

(1)
3 , φ

(1)
4 , φ

(2)
4 } donde:

1. φ
(0)
1 = x11 + x22 + x33 + x44.

2. φ
(0)
2 = −x12x21+x11x22−x13x31−x23x32+x11x33+x22x33−x14x41−x24x42−x34x43+x11x44

+ x22x44 + x33x44.

3. φ
(0)
3 = −(x23x32−x22x33)x11−(x24x42−x22x44)x11−(x34x43−x33x44)x11+(x13x32−x12x33)x21

+ (x14x42 − x12x44)x21 − (x34x43 − x33x44)x22 − (x13x22 − x12x23)x31 + (x14x43 − x13x44)x31
+ (x24x43 − x23x44)x32 − (x14x22 − x12x24)x41 − (x14x33 − x13x34)x41 − (x24x33 − x23x34)x42.

4. φ
(0)
4 = x14x23x32x41−x13x24x32x41−x14x22x33x41+x12x24x33x41+x13x22x34x41−x12x23x34x41
− x14x23x31x42 + x13x24x31x42 + x14x21x33x42 − x11x24x33x42 − x13x21x34x42 + x11x23x34x42

+ x14x22x31x43 − x12x24x31x43 − x14x21x32x43 + x11x24x32x43 + x12x21x34x43 − x11x22x34x43
− x13x22x31x44 + x12x23x31x44 + x13x21x32x44 − x11x23x32x44 − x12x21x33x44 + x11x22x33x44.

5. φ
(1)
2 = −x21 − x43.

6. φ
(1)
3 = x23x31 − x21x33 + x13x41 + x24x41 + x23x42 − x11x43 − x22x43 − x21x44.

7. φ
(1)
4 = (x23x42−x22x43)x11−(x13x42−x12x43)x21+(x34x43−x33x44)x21−(x24x43−x23x44)x31+

(x13x22 − x12x23)x41 + (x24x33 − x23x34)x41.

8. φ
(2)
4 = −x23x41 + x21x43.

Sea X = {x12, x14, x32, x34} y considere la secuencia H = G ∪X. La regularidad de la secuencia G
se obtendrá como consecuencia de la Proposición 2.30 mostrando que la variedad determinada por

la secuencia de polinomios homogéneos H es EqD(4). Aplicando el Lema 2.6 se tiene:

V(H) = V(X, φ
(0)
1 (X), φ

(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), φ

(0)
4 (X), φ

(1)
2 (X), φ

(1)
3 (X), φ

(1)
4 (X), φ

(2)
4 (X)).
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Observe que φ
(0)
4 (X) = (x22x44 − x24x42)(x11x33 − x13x31), entonces por el Lema 2.6, la variedad

V(H) se puede escribir como la unión V(H) = W ∪ Z, donde:

W =V(X, φ
(0)
1 (X), φ

(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), x22x44 − x24x42, φ(1)2 (X), φ

(1)
3 (X), φ

(1)
4 (X), φ

(2)
4 (X)),

Z =V(X, φ
(0)
1 (X), φ

(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), x11x33 − x13x31, φ(1)2 (X), φ

(1)
3 (X), φ

(1)
4 (X), φ

(2)
4 (X)).

Si se hace los cambios de variable x11 = x22, x13 = x42, x23 = x41, x24 = x31 y x33 = x44 en los

polinomios que determinan la variedad W , se obtiene los polinomios que determinan la variedad

Z, por lo tanto es suficiente mostrar que la variedad W es EqD(4). Ahora, considere la siguiente

variedad:

M = V(X, φ
(0)
1 (X), φ

(0)
2 (X), φ

(0)
3 (X), x22x44− x24x42, φ(1)2 (X), φ

(1)
3 (X), φ

(1)
4 (X), φ

(2)
4 (X), x24).

Sea X1 = X ∪ {x24}, luego por el Lema 2.6 se tiene:

M = V(X1, φ
(0)
1 (X1), φ

(0)
2 (X1), φ

(0)
3 (X1), x22x44, φ

(1)
2 (X1), φ

(1)
3 (X1), φ

(1)
4 (X1), φ

(2)
4 (X1)).

Aśı mismo, por el Lema 2.6, la variedad M se puede escribir como la unión M = P ∪Q, donde:

P = V(X1, φ
(0)
1 (X1), φ

(0)
2 (X1), φ

(0)
3 (X1), x22, φ

(1)
2 (X1), φ

(1)
3 (X1), φ

(1)
4 (X1), φ

(2)
4 (X1)),

Q = V(X1, φ
(0)
1 (X1), φ

(0)
2 (X1), φ

(0)
3 (X1), x44, φ

(1)
2 (X1), φ

(1)
3 (X1), φ

(1)
4 (X1), φ

(2)
4 (X1)).

Considere los conjuntos I = X1 ∪ {x22} y J = X1 ∪ {x44}, entonces aplicando el Lema 2.6, las

variedades P y Q quedan de la siguiente forma:

P = V(I, φ
(0)
1 (I), φ

(0)
2 (I), φ

(0)
3 (I), φ

(1)
2 (I), φ

(1)
3 (I), φ

(1)
4 (I), φ

(2)
4 (I)),

Q = V(J, φ
(0)
1 (J), φ

(0)
2 (J), φ

(0)
3 (J), φ

(1)
2 (J), φ

(1)
3 (J), φ

(1)
4 (I), φ

(2)
4 (J)).

Observe que φ
(0)
3 (I) = x44(x33x11−x13x31) y φ

(0)
3 (J) = x22(x33x11−x13x31), luego por el Lema 2.6,

se sigue P = P11 ∪ P12 y Q = Q11 ∪Q12, donde:

P11 =V(I, φ
(0)
1 (I), φ

(0)
2 (I), x44, φ

(1)
2 (I), φ

(1)
3 (I), φ

(1)
4 (I), φ

(2)
4 (I)),

P12 =V(I, φ
(0)
1 (I), φ

(0)
2 (I), x33x11 − x13x31, φ(1)2 (I), φ

(1)
3 (I), φ

(1)
4 (I), φ

(2)
4 (I)),

Q11 =V(J, φ
(0)
1 (J), φ

(0)
2 (J), x22, φ

(1)
2 (J), φ

(1)
3 (J), φ

(1)
4 (I), φ

(2)
4 (J)),

Q12 =V(J, φ
(0)
1 (J), φ

(0)
2 (J), x33x11 − x13x31, φ(1)2 (J), φ

(1)
3 (J), φ

(1)
4 (I), φ

(2)
4 (J)).

Ahora, considere los conjuntos I1 = I∪{x44} y J1 = J∪{x22}. Aplicando el Lema 2.6, las variedades

P11 y Q11 quedan de la siguiente forma:

P11 =V(I1, φ
(0)
1 (I1), φ

(0)
2 (I1), φ

(1)
2 (I1), φ

(1)
3 (I1), φ

(1)
4 (I1), φ

(2)
4 (I1)),

Q11 =V(J1, φ
(0)
1 (J1), φ

(0)
2 (J1), φ

(1)
2 (J1), φ

(1)
3 (J1), φ

(1)
4 (J1), φ

(2)
4 (J1)).
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Observe que I1 = J1, entonces los polinomios que determinan la variedad P11 son los mismos

polinomios que determinan la variedad Q11, aśı P11 = Q11. Ahora, en la variedades P12 y Q12 están

los polinomios φ
(0)
2 (I) = x44(x11 + x33) y φ

(0)
2 (J) = x22(x11 + x33) respectivamente, entonces por el

Lema 2.6 la variedad P12 se puede ecribir como la unión P12 = R1 ∪R2 y la variedad Q12 se puede

escribir como la unión Q12 = S1 ∪ S2, donde:

R1 =V(I, φ
(0)
1 (I), x44, x33x11 − x13x31, φ(1)2 (I), φ

(1)
3 (I), φ

(1)
4 (I), φ

(2)
4 (I)),

R2 =V(I, φ
(0)
1 (I), x11 + x33, x33x11 − x13x31, φ(1)2 (I), φ

(1)
3 (I), φ

(1)
4 (I), φ

(2)
4 (I)),

S1 =V(J, φ
(0)
1 (J), x22, x33x11 − x13x31, φ(1)2 (J), φ

(1)
3 (J), φ

(1)
4 (J), φ

(2)
4 (J)),

S2 =V(J, φ
(0)
1 (J), x11 + x33, x33x11 − x13x31, φ(1)2 (J), φ

(1)
3 (J), φ

(1)
4 (J), φ

(2)
4 (J)).

En los polinomios que determinan la variedad R1 aparece x44 y en los polinomios que determinan la

variedad S1 aparece x22, luego aplicando el Lema 2.6, las variedades R1 y S1 quedan de la siguiente

forma:

R1 =V(I1, φ
(0)
1 (I1), x33x11 − x13x31, φ(1)2 (I1), φ

(1)
3 (I1), φ

(1)
4 (I1), φ

(2)
4 (I1)),

S1 =V(J1, φ
(0)
1 (J1), x33x11 − x13x31, φ(1)2 (J1), φ

(1)
3 (J1), φ

(1)
4 (J1), φ

(2)
4 (J1)).

Dado que I1 = J1, entonces los polinomios que determinan la variedad R1 son los mismos polinomios

que determinan la variedad S1, aśı R1 = S1. Ahora, en los polinomios que determinan las variedades

R2 y S2 aparece x11 + x33, entonces aplicando el Lema 2.6, las variedades R2 y S2 quedan de la

siguiente forma:

R2 =V(I, x44, x11 + x33, x33x11 − x13x31, φ(1)2 (I), φ
(1)
3 (I), φ

(1)
4 (I), φ

(2)
4 (I)),

S2 =V(J, x22, x11 + x33, x33x11 − x13x31, φ(1)2 (J), φ
(1)
3 (J), φ

(1)
4 (J), φ

(2)
4 (J)).

Observe que en los polinomios que determinan la variedad R2 aparece x44 y en los polinomios que

determinan la variedad S2 aparece x22, luego aplicando el Lema 2.6 se tiene:

R2 =V(I1, x11 + x33, x33x11 − x13x31, φ(1)2 (I1), φ
(1)
3 (I1), φ

(1)
4 (I1), φ

(2)
4 (I1)),

S2 =V(J1, x11 + x33, x33x11 − x13x31, φ(1)2 (J1), φ
(1)
3 (J1), φ

(1)
4 (J1), φ

(2)
4 (J1)).

Dado que I1 = J1, los polinomios que determinan la variedad R2 son los mismos polinomios que

determinan la variedad S2, aśı R2 = S2, entonces P12 = Q12 y dado que P11 = Q11 se tiene P = Q.

Ahora, recuerde que M = P ∪Q, entonces M = P = P11 ∪ P12 = P11 ∪ R1 ∪ R2. Además, observe

que φ
(0)
1 (I1) = x11 + x33 y φ

(0)
2 (I1) = x33x11 − x13x31, entonces los polinomios que determinan

las variedades P11, R1 y R2 son los mismos, aśı M = P11. Ahora, en la variedad P11 se tiene

φ
(1)
4 (I1) = x42(x23x11 − x13x21), entonces aplicando el Lema 2.6, la variedad M se puede escribir
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como la unión M = B ∪ C, donde:

B =V(I1, φ
(0)
1 (I1), φ

(0)
2 (I1), φ

(1)
2 (I1), φ

(1)
3 (I1), x42, φ

(2)
4 (I1)),

C =V(I1, φ
(0)
1 (I1), φ

(0)
2 (I1), φ

(1)
2 (I1), φ

(1)
3 (I1), x23x11 − x13x21, φ(2)4 (I1)).

Considere el conjunto Y = I1 ∪ {x42}, luego por el Lema 2.6, la variedad B tiene la forma:

B =V(Y, φ
(0)
1 (Y ), φ

(0)
2 (Y ), φ

(1)
2 (Y ), φ

(1)
3 (Y ), φ

(2)
4 (Y )).

Sea B la variedad formada por el monomio x13 y los polinomios que determinan la variedad B y

tome el conjunto Y1 = Y ∪ {x13}. Por el Lema 2.6 se tiene:

B = V(Y1, φ
(0)
1 (Y1), φ

(0)
2 (Y1), φ

(1)
2 (Y1), φ

(1)
3 (Y1), φ

(2)
4 (Y1)).

Note que φ
(0)
2 (Y1) = x11x33 aśı, por el Lema 2.6, la variedad B se puede escribir como la unión

B = B1 ∪B2, donde:

B1 = V(Y1, φ
(0)
1 (Y1), x11, φ

(1)
2 (Y1), φ

(1)
3 (Y1), φ

(2)
4 (Y1)),

B2 = V(Y1, φ
(0)
1 (Y1), x33, φ

(1)
2 (Y1), φ

(1)
3 (Y1), φ

(2)
4 (Y1)).

Aśı mismo, por el Lema 2.6 se tiene:

B1 = V(Y1, x33, x11, −x21 − x43, x23x31, −x23x41 + x21x43),

B2 = V(Y1, x11, x33, −x21 − x43, x23x31, −x23x41 + x21x43).

Luego, se tiene B1 = B2, entonces B = B1. Sea Y2 = Y1 ∪ {x33, x11}, aplicando el Lema 2.6, se

sigue

B = V(Y2, −x21 − x43, x23, x21x43) ∪ V(Y2, −x21 − x43, x31, −x23x41 + x21x43)

B = V(Y2, x43, x23, x21) ∪ V(Y2, x21, x23, x43) ∪ V(Y2, −x21 − x43, x31, −x23x41 + x21x43).

Por la Proposición 2.18, las variedades V (Y2, x43, x23, x21) y V(Y2, x21, x23, x43) son irreducibles,

además de forma similar al Ejemplo 2.26 se tiene que su dimensón es 2. Para mostrar que B es

EqD(2) resta probar que la variedad D = V(Y2, −x21−x43, x31, −x23x41+x21x43) tiene dimensión

2, para ello considere la variedad D = V(Y2, −x21−x43, x31, −x23x41+x21x43, x21), luego aplicando

el Lema 2.6 se tiene:

D = V(Y2, x43, x31, x23x41, x21) = V(Y2, x43, x31, x23, x21) ∪ V(Y2, x43, x31, x41, x21).

Observe que la variedad D se escribe como unión de dos variedades que según la Proposición 2.18

son irreducibles y además de forma similar al Ejemplo 2.26 se tiene que su dimensón es 1, entonces

D es EqD(1), luego como consecuencia de la Proposición 2.30 se tiene que D es EqD(2), aśı B es
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EqD(2) y por lo tanto B es EqD(3). Ahora, se va a probar que la variedad C es EqD(3), para

ello considere la variedad C formada por los polinomios que determinan la variedad C junto con el

monomio x31 y considere el conjunto Y3 = I1 ∪ {x31}, luego aplicando el Lema 2.6 se tiene:

C =V(Y3, φ
(0)
1 (Y3), x11x33, φ

(1)
2 (Y3), φ

(1)
3 (Y3), x23x11 − x13x21, φ(2)4 (Y3)) = C1 ∪ C2,

donde:

C1 =V(Y3, φ
(0)
1 (Y3), x11, φ

(1)
2 (Y3), φ

(1)
3 (Y3), x23x11 − x13x21, φ(2)4 (Y3)),

C2 =V(Y3, φ
(0)
1 (Y3), x33, φ

(1)
2 (Y3), φ

(1)
3 (Y3), x23x11 − x13x21, φ(2)4 (Y3)),

y por el Lema 2.6 se sigue:

C1 =V(Y3, x33, x11, −x21 − x43, x13x41 + x23x42, x13x21, −x23x41 + x21x43),

C2 =V(Y3, x11, x33, −x21 − x43, x13x41 + x23x42, x13x21, −x23x41 + x21x43).

Observe que C1 = C2, entonces C = C1. Ahora, considere el conjunto Y4 = Y3∪{x11, x33}, entonces

C = V(Y4, −x21 − x43, x13x41 + x23x42, x13x21, −x23x41 + x21x43) y por el Lema 2.6, la variedad

C se puede escribir como la unión C = T1 ∪ T2, donde:

T1 =V(Y4, −x21 − x43, x23x42, x13, −x23x41 + x21x43),

T2 =V(Y4, x43, x13x41 + x23x42, x21, x23x41).

Aśı mismo, por el Lema 2.6 se tiene:

T1 =V(Y4, x43, x23, x13, x21) ∪ V(Y4, x21, x23, x13, x43)∪

V(Y4, −x21 − x43, x42, x13, −x23x41 + x21x43),

T2 =V(Y4, x43, x13, x21, x23) ∪ V(Y4, x43, x41, x21, x23)∪

V(Y4, x43, x23, x21, x41) ∪ V(Y4, x43, x42, x21, x41).

Observe que en la descomposición de T1 y T2 hay variedades que son las mismas y dado que

C = T1 ∪ T2, se tiene C = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4, donde:

C1 =V(Y4, x43, x23, x13, x21),

C2 =V(Y4, x43, x42, x21, x41),

C3 =V(Y4, x43, x41, x21, x23),

C4 =V(Y4, −x21 − x43, x42, x13, −x23x41 + x21x43).

Por la Proposición 2.18, las variedades C1, C2 y C3 son irreducibles, además de forma similar al

Ejemplo 2.26 se tiene que su dimensón es 2. Para probar que C es EqD(2) resta mostrar que la

variedad C4 tiene dimensión 2, para ello considere la siguiente variedad:
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C4 = V(Y4, −x21 − x43, x42, x13, −x23x41 + x21x43, x21).

Aplicando el Lema 2.6 se tiene:

C4 =V(Y4, x43, x42, x13, x23, x21) ∪ V(Y4, x43, x42, x13, x41, x21).

Aśı, la variedad C4 se escribe como unión de dos variedades que según la Proposición 2.18 son

irreducibles y además de forma similar al Ejemplo 2.26 se tiene que su dimensón es 1, entonces C4

es EqD(1), luego como consecuencia de la Proposición 2.30 se tiene que C4 es EqD(2), aśı C es

EqD(2) y por lo tanto C es EqD(3). Dado que M = B ∪ C, se sigue que M es EqD(3) y como

consecuencia de la Proposición 2.30 se tiene que W es EqD(4), entonces Z también es EqD(4), por

lo tanto V(H) es EqD(4) y esto era lo que se queria probar.
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Conclusiones

Los teoremas presentados en el Caṕıtulo 2 de esta monograf́ıa son resultados conocidos dentro de
la Geometŕıa Algebraica, no obstante las pruebas fueron reescritas por los autores para mostrar los
detalles que en general se omiten en los textos especializados de esta teoŕıa, esto con el fin de sentar
las bases para desarrollar los siguientes caṕıtulos.

Utlizando el software algebraico SAGEMATH y en base al art́ıculo de Futorny-Molev [2] y a la
tesis doctoral de Mutis [11], los autores diseñaron un algoritmo que permite calcular los polinomios
generadores de la subálgebra de Mishchenko-Fomenko Aµ, donde µ es una de las formas canónicas
de Jordan presentadas en el caṕıtulo 4. Este algoritmo ha permitido comprobar los polinomios dados
en [11].

Por lo expuesto en este trabajo, espećıficamente en el caṕıtulo 3, se puede establecer que los métodos
computacionales son una gran herramienta para futuros avances en esta temática, además, cabe
resaltar que el algoritmo está diseñado para calcular los polinomios generadores para µ en gln con
n ≥ 2.

El trabajo desarrollado en el caṕıtulo 4 es una explicación detallada del trabajo hecho por Mutis
en el caṕıtulo 3 de su tesis doctoral [11], esto con el fin de que esté al alcance de un estudiante de
pregrado que tenga claras las bases que exigen los caṕıtulos anteriores.
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Universidad de Nariño, Pasto; pag 17-24, 30, (2019).

[2] Futorny, V and Molev, A; Quantization of the shift of argument subalgebras in type A. Advances
in Mathematics, Ed. 285, pag 1358-1375, (2015).

[3] Futorny, V and Ovsienko, S; Kostant’s theorem for special filtered algebras. Bulletin of the
London Mathematical Society, Ed. 37, pag 187-199, (2005), ISSN S0024609304003844.

[4] Gallian, J; Contemporary Abstract Algebra, Brooks/Cole, Cengage Learning, Seventh Edition;
Ed. 7, pag 23 7-346 (2010).
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Apéndice A: Algoritmo

Este apéndice tiene el propósito de presentar y explicar el algoritmo diseñado por los autores de este
trabajo, que fue utilizado para calcular los polinomios presentados en el caṕıtulo 4. A continuación

se explican cada una de las funciones del algoritmo para µ =

a 1 0
0 a 0
0 0 b

.

var(’a’,’b’,’c’)

En primer lugar, se definen las constantes a utilizar. En este caso se han definido solo 3 constantes ya
que son las necesarias para este trabajo, sin embargo, se pueden definir cuantas se vayan a utilizar.
En el cálculo de los polinomios en el caṕıtulo 4, las constantes usadas en el trabajo en relación a
las usadas en SAGE son: λ = a, β = b y δ = c.

def comb(m,k):
f=factorial(m)//(factorial(k)∗factorial(m−k))
return f

La función comb calcula Ckm =
m!

k!(m− k)!
, por ejemplo, comb(2,1)=2.

def Sublistas(N,m):
P=Subsets(N, m)
f=comb(len(N),m)
Q=P.list()
R=[]
for j in [0..f−1]:

R.append([])
for i in [0..m−1]:

R[j].append(Q[j][i])
return R

Con la función Sublistas, dada una lista N se obtiene todas las posibles sublistas de tamaño m y
está diseñada para calcular todos subconjuntos de la colección P(N,m) en la primera sumatoria de la
fórmula 3.1.1. Por ejemplo, sea N = {1, 2, 3} y m = 2, luego Sublistas(N,m) = [[1, 2] , [1, 3] , [2, 3]].
En adelante, esta lista se denominará I.
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def B C(I):
f=comb(m,k)
ByC=[]
for l in [0..len(I)−1]:

BC=Sublistas(I[l],k)
for i in [0..f−1]:

for j in [0..f−1]:
ByC.append([BC[i],BC[j]])

return ByC

Fijando k, la función B C recibe una lista de listas I y retorna una lista donde cada componente
representa un par de sublistas de longitud k para cada componente de la lista I. Es decir, dada la
lista de todos los casos posibles de P(N,m) se tienen todas las posiblidades de (B,C), esto para
expandir la segunda sumatoria de la fórmula 3.1.1. Por ejemplo, sea I y sea k = 1, entonces

B C(I) =[[[1], [1]], [[1], [2]], [[2], [1]], [[2], [2]], [[1], [1]], [[1], [3]],

[[3], [1]], [[3], [3]], [[2], [2]], [[2], [3]], [[3], [2]], [[3], [3]]].

Esta lista que ha resultado en adelante será ByC.

def I BC(I,ByC):
f=comb(m,k)
if len(ByC[0][0])==0:

I bc=[]
for i in [0..len(ByC)−1]:

I bc.append([I[i],I[i]])
else:

I b=[]
for i in [0..len(I)−1]:

I0=I[i][:]
for j in [0+i∗f^2..f^2−1+i∗f^2]:

for l in [0..k−1]:
I0.remove(ByC[j][0][l])

I b.append(I0)
I0=I[i][:]

I c=[]
for i in [0..len(I)−1]:

I0=I[i][:]
for j in [0+i∗f^2..f^2−1+i∗f^2]:

for l in [0..k−1]:
I0.remove(ByC[j][1][l])

I c.append(I0)
I0=I[i][:]

I bc=[[I b[i],I c[i]] for i in [0..len(ByC)−1]]
return I bc
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La función I BC retorna todas las posibilidades de (I\B, I\C) dados I y todas las posibilidades de
(B,C) y de forma similar a la anterior función, está diseñada para expandir la segunda sumatoria
de la función 3.1.1, por ejemplo, sean I y ByC, luego

I BC(I,ByC) =[[[2], [2]], [[2], [1]], [[1], [2]], [[1], [1]], [[3], [3]], [[3], [1]],

[[1], [3]], [[1], [1]], [[3], [3]], [[3], [2]], [[2], [3]], [[2], [2]]].

En adelante, esta lista será I bc. Cabe destacar que la i-ésima componente de I bc corresponde a la
i-ésima componente de ByC.

def EdeMu(mu):
n=len(mu[0])
M=[range(10∗i+1,10∗i+n+1) for i in range((1),(1)+n)]
E0=[]
for j in [0..n−1]:

E0.append(list(var(’x %d’ % M[j][i]) for i in [0..n−1]));
E=Matrix(E0)
return E

Con la función EdeMu se encuentra la matriz E = (xij) con i, j = 1, . . . , n, donde n es el tamaño
de la forma canónica de Jordan µ. Por ejemplo

E = EdeMu(µ) =

 x11 x12 x13
x21 x22 x23
x31 x32 x33


def M B C(M,ByC):

MA=[]
k=len(ByC[0])
for j in [0..k−1]:

for i in [0..k−1]:
MA.append(M[ByC[0][j]−1][ByC[1][i]−1])

MB=[]
for j in [0..k−1]:

MB.append([MA[i] for i in [0+j∗k..k−1+j∗k]])

M B C=Matrix([MB[i] for i in [0..len(MB)−1]])
return M B C

Dada una matriz M y la lista [B,C], la función M B C retorna la matriz M(B,C), esto con el fin
de calcular µ(B,C) y E(I\B, I\C) en la fórmula 3.1.1. Por ejemplo, dada la matriz E y las listas
B = [1, 2] y C = [2, 3], se tiene

M B C(E, [B,C]) =

(
x12 x13
x22 x23

)
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def sigma(I,ByC,I bc ,i):
sigma0=ByC[i][0]+I bc[i][0]
sigma1=ByC[i][1]+I bc[i][1]
sigma=Matrix([sigma0,sigma1])
return sigma

Dados el conjunto de posibilidades de I ∈ P(N,m), el conjunto de todas las posibilidades de (B,C),
el conjunto correspondiente de todas las posibilidades de (I\B, I\C) y especificando con que (B,C)
se desea trabajar, la función sigma calcula σ en la fórmula 3.1.1. Por ejemplo, sea I, ByC e I bc y
sea i = 2, entonces el i nos indica que se construirá σ con el conjunto que está en la posición 3 de la
lista ByC y con el conjunto que está en la posición 3 de la lista I bc (en la posición 3 puesto que en
SAGE las posiciones inician en 0). Entonces, (B,C) = ({2}, {1}) y (I\B, I\C) = ({1}, {2}) y aśı

sigma(I,ByC, I bc, i) =

(
2 1
1 2

)
.

def sgn(A):
A0=list(A[0]); A1=list(A[1]); a=len(A0); C=[]
while a>0:

B=[]
B.append(A0[0])
B.append(A1[0])
C.append(B)
A0.remove(A0[0])
A1.remove(A1[0])
a=a−1

D=[]
for i in [0..len(C)−1]:

if C[i][0]!=C[i][1]:
D.append(C[i])

for j in [0..len(D)−1]:
for l in [j+1..len(D)−1]:

if D[j][0]==D[l][1] and len(D[j])==2:
D[l].append(0)

E=[]
for i in [0..len(D)−1]:

if len(D[i])==2:
E.append(D[i])

s=(−1)^(len(E))
return s

La función sgn calcula el signo de una permutación A, en este caso está diseñada para calcular

sgnσ en la fórmula 3.1.1. Por ejemplo, dado σ =

(
2 1
1 2

)
, se tiene sgn(σ) = −1.
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def blq(mu):
A=[]
P=[mu[0][0],1]
for i in [0..len(mu[0])−2]:

if mu[i][i+1]==1:
P=[P[0],P[1]+1]

else:
A.append(P)
P=[mu[i+1][i+1],1]

A.append(P)
return A

La función blq recibe una forma canónica de Jordan y retorna una lista de listas, la cual tiene tantas
listas como bloques de Jordan tenga la forma canónica, donde cada lista tiene 2 componentes: La
primera indica el valor propio del bloque de Jordan y la segunda el tamaño del mismo. Por ejemplo,
sea µ, entonces: blq(µ) = [[a, 2], [b, 1]]. Esto indica que µ es conformada por dos bloques de Jordan,
el primero con valor propio a de tamaño 2 y el segundo con valor propio b de tamaño 1.

def GAMMA(mu):
G=[]
n=len(mu[0])
while n>0:

G1=[]
while len(G1)<n:

G1.append(1)
G.append(G1)
n=n−1

for i in [1..len(G)−1]:
while len(G[i])<len(G[0]):

G[i].append(0)
GAMMA=Matrix([G[i] for i in [0..len(G)−1]])
return GAMMA

La función GAMMA da Γ en forma de matriz de acuerdo al tamaño de la forma canónica de
Jordan. Por ejemplo, sea µ, entonces se tiene

GAMMA(µ) =

 1 1 1
1 1 0
1 0 0


La matriz obtenida se interpreta de la siguiente forma: Donde aparece el valor 1 se tiene una caja
en el diagrama y donde aparece el valor 0 no la hay. Aśı mismo, en las dos funciones siguientes, se
obtendrá una matriz similar, la cual se interpreta de la misma forma.
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def gamma(mu):
i=1; f=0; F=[]; A=blq(mu)
while i<len(A):

for j in [i..len(A)−1]:
if A[j][0]==A[j−i][0]:

f=f+A[j][1]
if f!=0:

F.append([f])
f=0
i=i+1

while len(F)<len(mu[0]):
F.append([0])

for i in [0..len(F)−1]:
while F[i][0]>1:

F[i].append(1)
F[i][0]=F[i][0]−1

while len(F[i])<len(mu[0]):
F[i].append(0)

gamma=Matrix([F[i] for i in [0..len(F)−1]])
return gamma

La función gamma retorna γ en forma de matriz de acuerdo al tamaño de la forma canónica de

Jordan. Por ejemplo, sea µ, luego gamma(µ) =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

.

def G g(mu):
G g=GAMMA(mu)−gamma(mu)
return G g

La función G g está diseñada para sobreponer el diagrama γ sobre el diagrama Γ para obtener los
generadores del álgebra Aµ y el resultado también se da en forma de matriz. En este caso, dado µ
se tiene que G g(µ) =Gamma(µ) dado que gamma(µ) es la matriz nula.

def myk(mu):
Gg=G g(mu)
MyK=[]
r=len(mu[0])−1
while r>−1:

for i in [0..len(mu[0])−1]:
if Gg[i][r−i]==1:

MyK.append([i+(len(mu[0])−r),len(mu[0])−1−r])
r=r−1

return MyK
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Dada la forma canónica de Jordan µ, la función myk retorna una lista, donde cada componente es
una lista de dos elementos, el primero que indica el valor de m y el segundo el valor de k para la
fórmula 3.1.1. La lista tendra todas las posibilidades de m y k según cuales sean los generadores de
la subálgebra Aµ. Por ejemplo, sea µ, luego myk(µ) = [[1, 0], [2, 0], [3, 0], [2, 1], [3, 1], [3, 2]], esto

quiere decir que se van a calcular los polinomios φ
(k)
m , donde m = 1, 2, 3 y k = 0, . . .m− 1.

Ahora, teniendo las funciones anteriores se completan las operaciones necesarias en la fórmula 3.1.1
y aśı, se integra lo anterior en la siguiente función, donde

x=sgn(sigma(I,ByC,I bc,i))*det(M B C(mu,ByC[i]))*det(M B C(E,I bc[i]))

def phi m k(MK,mu):
E=EdeMu(mu); n=len(mu[0]); N=[1..n]
I=Sublistas(N,MK[0]); ByC=B C(I); I bc=I BC(I,ByC)
pol=0
if MK[1]==0:

for i in [0..len(ByC)−1]:
pol=pol+(1∗1∗(det(M B C(E,I bc[i]))))

else:
for i in [0..len(ByC)−1]:

pol=pol+x
return pol

Luego, en el desarrollo de este trabajo se necesitan calcular los polinomios generadores de la
subálgebra Aµ asociada a 10 formas canónicas diferentes de Jordan µ: 2 de gl2, 5 de gl3 y 3 de
gl4, por lo cual se han escrito dichas formas canónicas de Jordan en el algoritmo como se muestra
a continuación, para que al momento de utilizarlo unicamente se escoja una de ellas, sin embargo,
si se desea una nueva forma canónica de Jordan se la escribe en el algoritmo.

# P o s i b i l i d a d e s de mu en g l 2
mu21=Matrix([[a,1],[0,a]])
mu22=Matrix([[a,0],[0,b]])

# P o s i b i l i d a d e s de mu en g l 3
mu31=Matrix([[a,1,0],[0,a,0],[0,0,a]])
mu32=Matrix([[a,1,0],[0,a,1],[0,0,a]])
mu33=Matrix([[b,1,0],[0,b,0],[0,0,a]])
mu34=Matrix([[a,0,0],[0,a,0],[0,0,b]])
mu35=Matrix([[a,0,0],[0,b,0],[0,0,c]])

# P o s i b i l i d a d e s de mu en g l 4
mu41=Matrix([[0,1,0,0],[0,0,0,0],[0,0,0,0],[0,0,0,0]])
mu42=Matrix([[0,1,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,0],[0,0,0,0]])
mu43=Matrix([[0,1,0,0],[0,0,0,0],[0,0,0,1],[0,0,0,0]])
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Ahora bien Con todo lo anterior se calculan los polinomios generadores de la subálgebra Aµ asociada
a la forma canónica de Jordan µ como sigue:

mu=mu33 #ESPECIFÍQUE EL mu .
MyK=myk(mu)
print ’Los polinomios generadores de’
print mu
print ’de gl ’, len(mu[0]), ’son:’
print
for k in [0..len(mu[0])−1]:

for m in [k+1..len(mu[0])]:
for l in [0..len(MyK)−1]:

if m==MyK[l][0] and k==MyK[l][1]:
print ’phi ’, m, ’^’, k, ’=’, phi m k(MyK[l],mu)
print

Además, si se desea un polinomio generador espećıfico se procede de la siguiente forma:

mu=mu33; print mu #ESPECIFÍQUE EL mu .
n=len(mu[0]); print ’de gl ’, n.

#Se c a l c u l a p h i m ˆ k , p o r l o c u a l e s p e c i f i q u e m y k .

m=3; print ’m=’, m
k=1; print ’k=’, k

print ’phi ’, m, ’^’, k, ’=’, phi m k([m,k],mu)

En el desarrollo de este trabajo es necesario utilizar el algoritmo para agilizar los cálculos de los
polinomios generadores en gl2, gl3 y gl4 pero cabe resaltar que el algoritmo está diseñado para gln,
con n ∈ Z≥2, por lo cual es una herramienta muy importante tanto en este como en futuros trabajos.
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