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Resumen

Un tema de mucha importancia dentro de la teoria de las algebras de Lie es el estudio de los
modulos sobre un algebra de Lie. En el caso de la dlgebra de Lie gl,,, se conocen unas subélgebras
conmutativas denominadas subdalgebras de Mishchenko-Fomenko y ademés un resultado importante
en esta teoria garantiza que un médulo irreducible sobre estas subalgebras es también irreducible
sobre su envolvente universal si la sudlgebra de Mishchenko-Fomenko es generada por una secuencia
regular. En este documento, empleando conceptos de geometria algebraica, como son las variedades
algebraicas y con ayuda de un algoritmo disenado en el software algebraico SAGE, se presentan las
pruebas de tres teoremas que permiten garantizar que las subdlgebras de Mishchenko-Fomenko en
gla, gls v en algunos casos de gl4 son generadas por una secuencia regular sobre anillo de polinomios

con 4, 9 y 16 variables, respectivamente.

Palabras Clave: Algebra de Lie, Variedad, Mdédulo, Secuencia Regular, Algoritmo, SAGE.



Abstract

A very important topic within Lie’s algebras theory is the study of modules on a Lie algebra. In
the case of Lie algebra gl,,, are known commutative subalgebras denominated Mishchenko-Fomenko
subalgebras and also an important result in this theory ensures that an irreducible module on
these subalgebras is also irreducible on its universal envelope if Mishchenko-Fomenko subalgebra
is generated by a regular sequence. In this document, using algebraic geometry concepts, such as
algebraic varieties and with the help of an algorithm designed in the algebraic software SAGE, the
proofs of three theorems are presented to ensure that the Mishchenko-Fomenko subalgebras in gls,
gls and in some cases of gly are generated by a regular sequence on polynomial ring with 4, 9 and

16 variables, respectively.

Keywords: Lie Algebra, Variety, Module, Regular Sequence, Algorithm, SAGE.
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Introduccion

En el ano de 1873, Sophus Lie dio inicio a las ideas que conformaron, la hoy denominada teoria
de Lie. Esta teoria abarca una gran cantidad de contenidos, algunos propios de la matematica
y otros que se relacionan con diferentes ramas de la ciencia contemporanea. El estudio de los
modulos sobre una algebra de Lie es uno de los problemas mas importantes de esta teoria y un
posible camino de solucién a esta problematica es estudiar subalgebras conmutativas de la algebra
envolvente universal de la algebra de Lie. En este sentido, para la algebra de Lie gl,, por el Teorema
de Futorny-Molev [2], se conoce que existe una coleccién de subdlgebras conmutativas de la dlgebra
U(gl,) denominadas subdlgebras de Mishchenko-Fomenko y denotadas con A, y por el Teorema
principal de Futorny-Ovsienko [3], todo médulo irreducible sobre A, serd un médulo irreducible
sobre U(gly,) si la subdlgebra .%T” es generada por una secuencia regular en la algebra simétrica
S(glyn). Segun lo anterior, en este trabajo, se hace un estudio detallado del articulo de Futorny y
Molev [2] y de la tesis doctoral de Mutis [11] con el fin de escribir una monografia en la cual se
presente ordenada y detalladamente el hecho de que las subalgebras de Mishchenko-Fomenko en gls,

gl y en algunos casos de gly son generadas por una secuencia regular en la dlgebra simétrica S(gl,,).

Este trabajo estd conformado por cuatro capitulos, en el primero se estudian definiciones y teoremas
de la teoria de anillos y cuerpos, ademas se hace un estudio de los conceptos y resultados basicos de
la teoria de dlgebras de Lie. En el segundo capitulo se abordan temas de la geometria algebraica,
principalmente aquellos que se relacionan con variedades algebraicas y secuencias regulares en anillos
de polinomios. El tercer capitulo estd enfocado en el estudio del articulo de Futorny y Molev [2],
del cual se estudia la forma de obtener los generadores de las subédlgebras de Mishchenko-Fomenko
en gl,; en el estudio de este articulo los autores lograron disenar un algoritmo que permite obtener
dichos generadores de una forma mas agil y efectiva, ya que se evita hacer el proceso manual
presentado en [2]. Finalmente, el cuarto capitulo es el mas importante, ya que en él se presenta
de forma detallada los procesos realizados por Mutis en su tesis doctoral [11] para presentar las
pruebas de los teoremas que garantizan que las subalgebras de Mishchenko-Fomenko en glo, gls v
en algunos casos de gly son generadas por una secuencia regular sobre el anillo de polinomios en 4,

9 y 16 variables respectivamente.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y teoremas de la teoria de anillos, cuerpos, algebra
lineal y dlgebras de Lie, que se necesitan para el desarrollo del documento. Sin embargo, se asume que
el lector conoce las definiciones y teoremas bésicos de estas teorias. Para una mayor documentacion

de estos temas se recomienda consultar las referencias [4], [5], [6].

1.1. Teoria de Anillos y Cuerpos

En esta seccién R denota un anillo conmutativo con identidad y R* denota el conjunto de todos los
elementos de R distintos de cero. Todas las proposiciones y teoremas presentados en esta seccion son
elementos bésicos de la teoria de anillos y cuerpos, por esta razén se recomienda al lector consultar
las referencias [4] y [5] para recordar las definiciones y las pruebas que no se presentan en este

trabajo.

Definicién 1.1. (Divisor de Cero y Dominio Entero). Un divisor de cero es un elemento
a € R*, tal que existe un elemento b € R* que satisface ab = 0. Se dice que el anillo R es un dominio

entero si R no tiene divisores de cero.

Definicién 1.2. (Ideal, Ideal Primo e Ideal Méaximal). Un subconjunto no vacio I de R es
un ideal de R si para toda a € R y toda b € I se tiene ab € I. El ideal I se denomina ideal primo
de Rsi I # Ry para cada a,b € R tales que ab € I, se tiene a € I 6 b € I. El ideal I se denomina
ideal maximal de R si I # R y para cada ideal J de R tal que I C J C R, se tiene J =1 o J = R.

Observacién 1.3. Todo anillo R tiene por lo menos dos ideales, {0} y R, estos ideales se denominan
triviales. Todo ideal maximal es primo pero existen ideales primos que no son maximales. Por otro
lado, el ideal trivial {0} es primo si, y solamente si, el anillo R no tiene divisores de cero. Ademas,
el anillo R es un cuerpo si, y solamente si, los tinicos ideales de R son los triviales si, y solamente

si, el ideal trivial {0} es maximal.

11



Preliminares

Proposiciéon 1.4. Para el anillo R se satisfacen los siguientes enunciados:
1. SiI y J son ideales de R, entonces I +J ={a+b:a€I,be J} es un ideal de R.

2. Si{I;};jcs es una coleccion de ideales de R, entonces I = () I; es un ideal de R.
jeJ
3. SiSCRyF={I:1esideal de Ry S C I}, entonces el ideal generado por S estd dado por
(S) = N I, ademds (S) = {a1s1+ - +ansp:a; € R, s, €S, neZ*}.
IeF

4. Si I es un ideal de R, entonces el conjunto de clases laterales R/I = {a + 1 : a € R} es un

anillo definiendo la suma y multiplicacion de la siguiente forma:

(a+1)+(b+I)=(a+b)+1,
(a+I1)b+1)=ab+1,

para todo a,b € R. Este anillo se denomina anillo cociente modulo 1.

Proposicion 1.5. Sea I un ideal propio del anillo R, se tiene que I es un ideal primo, si y solamente

si, R/I es un dominio entero. Ademds R/I es un cuerpo si, y solamente si, I es un ideal mazximal.

Demostracion. Suponga que I es un ideal primo, y sean a + I, b+ I dos elementos de R/I tales
que (a+I)(b+ 1) =1, entonces ab+ I = I, luego ab € I, ya que I es primo, se tienea € [ 6 b € I,
es decir,a+ 1 =16b+ 1 =1, lo cual demuestra que R/I es un dominio entero. Ahora suponga
que R/I es un dominio entero, y sea ab € I, entonces ab+ I = I, luego (a+ I)(b+ 1) = I y por
la definicion de dominio entero se tiene que a+1 =16 b+ I = I, esto implicaquea € I 6 b € 1,
es decir, I es un ideal primo. La segunda parte de este teorema se demuestra de forma similar y su

prueba se puede consultar en [4]. [ |

Definicién 1.6. (Anillo Noetheriano). El anillo R es noetheriano si toda cadena creciente de
ideales en R estaciona, es decir, si I; C I C--- C I, C--- es una cadena de ideales en R, entonces

existe m € ZT, tal que I,, = I,,, para toda n > m.

Teorema 1.7. R es un anillo noetheriano si, y solamente si, todo ideal de R es finitamente

generado, es decir, para cada ideal I de R existe un subconjunto finito S C I tal que (S) = 1I.

Demostracion. Sean R un anillo noetheriano y suponga que existe un ideal I de R que no es
finitamente generado. Sea x1 € I y considere el ideal Iy = (x1) C I. Dado que I no es finitamente
generado existe xo € I\ I1. Sea Iz = (x1,x2) C I. Siguiendo con este proceso, para cada n € Z>a,

existe x, € I \ I,—1 y el ideal I,, = (x1,x9,...,2,) & I. Asi, se tiene la cadena

Lclhhc---Ccl,C---

12



Preliminares

la cual no estaciona, esto implica que R no es un anillo noetheriano. Para el reciproco, suponga
que todo ideal de R es finitamente generado y sea [y C Is C --- C [, C --- una cadena de ideales

en R. Observe que I = |J I; es un ideal de R, luego I es finitamente generado, es decir, existen
JjEZT

Ti,...,xn € R tal que I = (x1,...,2,). Para j = 1,...,n sea k; € Z" tal que z; € Iy; y sea

m = max{ki,...,kn}, se tiene, x; € Iy, C I, para toda j = 1,...,n, luego, {z1,..., 2} C Ly,

entonces I = (z1,...,2,) C I, C I, por tanto I,, = I,,, = I para toda n > m, por tanto, la cadena

de ideales de R estaciona y asi R es un anillo noetheriano. |

Ejemplo 1.8. Si K es un cuerpo, entonces K es noetheriano. En efecto, dado que K es cuerpo,
sus tnicos ideales son {0} y K. Pero claramente {0} = (0) y K = (1), es decir, todos los ideales de

K son finitamente generados, luego por el Teorema 1.7, K es noetheriano.

Teorema 1.9. R es un anillo noetheriano si, y solamente si, toda coleccion no vacia de ideales en

R tiene un elemento mdximal.

Demostracion. Suponga que R es un anillo noetheriano y sea F una coleccién no vacia de ideales
de R. Suponga que I{ C I C --- C I, C --- es una cadena de ideales en F, entonces la union
I =JI; es un ideal de R. Dado que R es un anillo noetheriano, por el Teorema 1.7 todo ideal de
R es finitamente generado, luego I es finitamente generado. Con una argumentacién similar a la
utilizada en la segunda parte de la prueba del Teorema 1.7 se tiene que I = I,, para algin entero
positivo n. Por el Lema de Zorn ! F tiene un maximo. Reciprocamente, suponga que R es un anillo
no noetheriano, entonces, por el Teorema 1.7 existe un ideal I de R tal que I no es finitamente
generado. Sea a; € I y considere el ideal I} = (aj), como I no es finitamente generado, existe
az € I'\ I y sea Iy = (a1, az). Continuando de esta forma, para cada n € Z>s existe a, € I\ In_1y
considere el ideal I,, = (ay,...,ay). Asi, se tiene la coleccién F = {I1, I2,...} de ideales de Ry F

es una coleccion no vacia de ideales de R que no tiene un elemento maximal. |

Definicién 1.10. (Polinomio en la variable x). Un polinomio en la variable 2 con coeficientes

en el anillo R es una expresion de la forma

n
f(z) = Zaixi =ag+ a1+ -+ apz”,
=0

n .
donde n € Z>o y a; € R para toda i = 0,1,...,n. Se dice que el polinomio f(x) = > a;x" tiene
i=0
grado n si a, # 0, esto se denota gra(f(z)) = n y el polinomio 0 no tiene grado. El conjunto de

todos los polinomios en la variable x con coeficientes en el anillo R se denota R[z].

'Lema de Zorn: Sea S un conjunto parcialmente ordenado. Si toda cadena en S tiene una cota superior, entonces
S contiene un elemento maximal.
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n . m .
Definicién 1.11. (Igualdad de polinomios). Dos polinomios f(z) = Y a;z' y g(x) = > bja’
i=0 §=0

de R[x] son iguales si, y solamente si, n =m y a; = b; para todai=1,...,n.

Teorema 1.12. (Anillo de Polinomios). El conjunto R[x] es un anillo conmutativo con identidad

definiendo la suma y multiplicacion de polinomios de la siguiente manera:

1. (E aixi> + <Z bjxj> = 3 (ag + bg)x*, donde s = max{m, n}. Ademds se define ar = 0
i=0 j=0 k=0

para k >n y by =0 para k > m.

n . m . m+n
2. (Z am’) dYobjad | = cxz®, donde ¢, = apby + ap_1b1 + - - - + arbp_1 + agby.

Definicién 1.13. (Anillo de Polinomios en n Variables). Teniendo en cuenta la Definicién
1.10 se puede definir recursivamente el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en el

anillo R, de la siguiente manera: El anillo de polinomios en las variables x1 y x2 esta dado por:

R[$1,$2] = R[xl][xg] = {%azxé ta; € R[Il],m S Z>0}.

De forma andloga, el anillo de polinomios en las variables x1, ..., x, estd dado por:
m .
R[z1,...,xp) = R[x1, ..., Tp1]]zn] = {E a;zl a; € Rlxy,...,xp_1],m € Zzo}
i=0

Teorema 1.14. (Teorema de la Base de Hilbert). Si R es un anillo noetheriano, entonces el

anillo de polinomios R[x] también es noetheriano.

Demostracion. Sea I # {0} un ideal de R[x], se probard que I es finitamente generado. Para
J € Z>q, sea I el subconjunto de R formado por {0} y los coeficientes principales de todos los

polinomios de grado j en I, es decir,

Primero se demostrara que I; es un ideal de Ry que I; C I;41. En efecto, sean r,t € I;,sir—t =0,
se tiene r —t € I}, en caso contrario, no se pierde generalidad en suponer que r # 0, luego r es el
coeficiente principal de algin polinomio f(x) de grado j en I. Si t = 0, claramente r — ¢ € I}, de lo
contrario, ¢ es el coeficiente principal de algin polinomio f(z) de grado j en I. Luego, r — t es el
coeficiente principal del polinomio f(z) — g(x) € I y gra(f(z) — g(z)) = j, por lo tanto r — t € I;.
Ahora, seanr € I; y a € R. Sir = 0, claramente ar € I}, de lo contrario, r es el coeficiente principal
de algtn polinomio f(z) de grado j en I y se tiene ar = 0 € I; o ar es el coeficiente principal del
polinomio af(z) € I, ademds, gra(af(z)) = gra(f(z)) = j, por lo tanto ar € I;, luego I; es un ideal
de R. Para ver que I; C I, sea r € Ij, con r # 0y sea f(z) € I un polinomio de grado j cuyo

14
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coeficiente principal es 7. Dado que I es un ideal de R[x], se tiene que el polinomio zf(z) es un
polinomio de grado j + 1 en I con coeficiente principal 7, luego r € I;;1. De lo anterior, se tiene la

siguiente cadena de ideales en R:
Lhch<c---Cl,C---

Como R es un anillo noetheriano, existe m € Z™* tal que I}, = I,,,, para toda h > m y los ideales
Iy, I, ..., I, son finitamente generados. Para ¢ = 0,...,m, sean a;1, a;2,..., ain, € R tales que
I; = (a;1,ai2,...,ain,). Ahora, para j = 0,1,2,...,n;, cada a;; es el coeficiente principal de un
polinomio f;;(x) en I de grado i. Sea S = {fij(z) : i = 0,1,....,m, 7 = 0,1,...,n;} C I, a
continuacién se procederd a demostrar por induccién que I = (S), para este fin, sea f(z) un
I*} y sea b € R* el coeficiente

m

polinomio no cero en I de grado d = min{gra(f(z)) : f(x)
principal de f(z), luego b € Iy = (ad1,a42; - - ., adn,), entonces existen cy,ca,...,cp, € R tal que
b = ciag1 + caage + -+ + CnyQdn,. Asi, h(z) = f(x) — (crfa(x) + cafaa(x) + -+ + cny fany(x)), €s
un polinomio en I y dado que todo polinomio no nulo en I tiene grado por lo menos d, se deduce
que h(z) = 0, entonces f(z) = c1fa(z) + cafaa(x) + - + cnyfan,(x) € (S), esto demuestra el
primer paso de induccién. Ahora, suponga que todo polinomio no nulo en I de grado menor o
igual que t — 1 estd en (S) y f(x) en I un polinomio de grado ¢ con coeficiente principal b, luego
be I, = (a1, a2, ..,am,), entonces existen cy, ¢z, . .., ¢y, € Rtal que b = ciay+coaip+- -+, apm, -
Observe que g(x) = f(z) — (c1fu(x) + cafia(x) + - -+ + cn, fin,(z)), es un polinomio en I que tiene
grado menor que t, entonces por la hipétesis de induccién se garantiza que g(x) € (S) y dado que
F(2) = 9(@) + (e1fur (1) + c2fia() + - + oy fony (2)), 56 tiene que f(z) € (S), por lo tanto I = (S),
es decir, I es finitamente generado. Por el Teorema 1.7 R[x] también es un anillo noetheriano. W

Corolario 1.15. Si R es un cuerpo, entonces R[z1,...,x,] es un anillo noetheriano.

Definicién 1.16. (Dimension de Krull de un Anillo). Una cadena de longitud n de ideales
primos en el anillo R es una sucesién finita de ideales primos de R incluidos propiamente uno en

otro, es decir, es una cadena de la forma:
PSP C--GPR,

donde los P; son ideales primos de R. La dimension de Krull del anillo R, denotada dim K(R), es

el supremo de las longitudes de las cadenas de ideales primos de R.

Ejemplo 1.17. Si K es un cuerpo, entonces el unico ideal primo de K es el ideal trivial {0} (ver

observacién 1.3), por lo tanto dim K(K) = 0. Ademas, dim K(K|z1,...,zy,]) = n porque

{0}g<$1>gg<$17>$n>

es una cadena de ideales primos de longitud maximal en K{z1,...,x,].
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1.2. Algebras de Lie

En esta seccién se describe las definiciones y resultados béasicos de la teoria de algebras de Lie. Para
un estudio mas detallado de esta teoria se recomienda consultar [1] y [6]. En lo que sigue, F denota

un cuerpo de caracteristica cero.

Definicién 1.18. (Algebra). Una &lgebra sobre F (o F-dlgebra) es un espacio vectorial A junto
con una operacién binaria * : A x A — A que asigna a cada par ordenado (a, b) € A x A el vector

a*xb € Ay satisaface las siguientes condiciones para todo a, b, c € A y todo o, § € F:
1. ax(ab+ Bc) = afaxb) + flax*c).
2. (aa+ pb)xc=alaxc)+ B(bx*c).
Ademas, se dice que:
1. A es una algebra asociativa si a * (b ¢) = (a * b) * c.
2. A es una algebra conmutativa si a x b = b x a.
3. A tiene identidad si existe un elemento 1 € A tal que 1 xa =a*x1 = a.

Definicién 1.19. (Algebra de Lie). Una dlgebra de Lie sobre el cuerpo F consiste de un espacio
vetorial L junto con una funcién F-bilineal [,] : L x L — L, denominado corchete o conmutador
que asigna a cada par ordenado (z,y) € L x L el vector [z,y] € L y que satisface las siguientes

propiedades:

1. Anticomutatividad: [z, =] = 0 para todo x € L.

2. Identidad de Jacobi: [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [#, [z, y]] = 0 para todo z,y,z € L .
Dos elementos z, y de una algebra de Lie L se dice que conmutan si [z, y] = 0.
Observacion 1.20. Si L es una algebra de Lie y =,y € L,

0=[z+y, v+vy| =z, y|+ [y, =], por tanto, [z, y| = —[y, z|.
Ejemplo 1.21. Se puede probar que:

1. Todo espacio vectorial V tiene estructura de algebra de Lie definiendo el conmutador por

[z,y] = 0 para todo z,y € V. En este caso, se dice que V es una dlgebra de Lie abeliana.

2. El espacio vectorial R? tiene estructura de R-dlgebra de Lie definiendo el corchete de la

siguiente forma:
[(a1,a2,a3), (b1, b2,b3)] = (a2bs — azbe, aszby — a1bz, aiby — azby).
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Observe que, si a = (ay,az2,a3) y b= (b1, b, b3) son dos elementos de R3, el anterior corchete

también se lo puede definir de la siguiente forma:
[a,b] = a x b,
donde a x b denota el producto cruz de vectores en R3.

3. Sean € ZT, el C-espacio vectorial gl,, de las matrices cuadradas de orden nxn con componentes

en los nimeros complejos, tiene estructura de algebra de Lie definiendo el corchete como sigue:
[A, B] = AB — BA, para toda A, B € gl,.

Definicién 1.22. (Subdlgebra e Ideal). Sea L una F-dlgebra de Lie. Un subespacio B de L es
una subdlgebra de L si [x,y] € B, para toda z,y € B. Un subespacio I de L es un ideal (bilateral)
de L si [z,y] € I, para toda x € L, y toda y € I.

Observacién 1.23. Toda algebra de Lie L tiene dos ideales triviales, {0} y L. Ademds, todo ideal

de L es una subalgebra de L y existen ejemplos de subdlgebras de L que no son ideales de L.

21 22

23 24

s=d1% Y upecl er=d|® ¥ abedeCatrd=0b.
0 b c d

0 by 0
“ y B= ! dos elementos de S,
0 0 by

Ejemplo 1.24. Sea gls = { [
de gla:

:2;€C1=1,2,3, 4}, y considere los siguientes subespacios

1. S es una subdlgebra de gls, porque dados A =

az
se tiene:
b b b1 —b
[A,B]ZAB—BA: al 0 1 0 _ 1 0 al 0 _ a101 1a1 0 .
0 as 0 b2 0 bg 0 a 0 ang - b2a2
. , 0
Entonces [A, B] € S, es decir, S es una subdlgebra de gls. Por otro lado, sea A = 0] € gl

€ 9, luego

1
B =
vo-|;

[A, B|= AB -~ BA =

1 R R

Por lo tanto, .S no es un ideal de gls.
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ar a
2. I es un ideal de gly, en efecto, sean A = R s gloy B=

a3 a4

al a b1 bg_ bl bg ar az C1 C2
as a4| |bs b4_ by bal |ag aa cs ey’

donde ¢; = a1by +agb3—bia; —bsas, co = arba+asby—bias—boay, c3 = asb;+asbs—bsa; —byas,

[A, B]= AB— BA =

y ¢4 = agba + agby — bgas — byay. Luego, ¢1 + ¢4 = 0 y por lo tanto [A, B] € I, es decir, I es
un ideal de gls.

3. Sea n un entero positivo, se puede probar que sl, = {A € gl,, : tr(A) = 0} es un ideal de gl,,.

Es el caso particular n = 2, una base de sls es el conjunto {e, f, h}, donde:

S A A

Definicion 1.25. (Algebra de Lie simple). Sea L una dlgebra de Lie. Se dice que L es simple

si L es no abeliana y los tUnicos ideales de L son los triviales.

Nota: Existen, salvo isomorfismo, nueve familias de algebras de Lie simple de dimension finita sobre
el cuerpo C de los complejos, a saber, las algebras de Lie clasicas: A,, B, C, v Dy, ademas de las
cinco algebras excepcionales: Fg, By, Eg, Fy v Ga. Las dlgebras de Lie simples de dimensién finita

son clasificados por los diagramas de Coxeter-Dynkin [6].

Teorema 1.26. Si A es una F-dlgebra asociativa, entonces A tiene estrutura de dlgebra de Lie

definiendo el corchete por
[z, y] = xy — yx, para todo x,y € A.

Esta algebra se denomina algebra de Lie subyacente sobre A, y se denota por £(A). Por ejemplo,

si V es un F-espacio vectorial, entonces Endg(V)?

es una algebra asociativa con la composicién
de funciones, en este caso, la dlgebra de Lie subyacente se denota con ¢gi(V). Si dimV =n < oo

también se denota gi(V') por gi,.

Definicién 1.27. (Homomorfismo de dlgebras de Lie). Sean L y L’ dos algebras de Lie sobre
F. Una transformacion lineal ¢ : L — L' es un homomorfismo de dlgebras de Lie (o simplemente

homomorfismo) si

o([z, y]) = [p(x), ©(y)], para todo z,y € L.

Monomorfismo es un homomorfismo inyectivo, epimorfismo es un homomorfismo sobreyectivo e
isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Si ¢ : L — L’ es un homomorfismo, se puede probar

que Kery es un ideal de L e Imy es una subdlgebra de L'.

*Endr(V) denota el F-espacio vectorial de las transformaciones lineales sobre V.
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Ejemplo 1.28. Sea L una algebra de Lie de dimensién n y sea B una base ordenada de L. Para
cada x € L denote con (ad;)p a la matriz en la base B de la transformacién lineal ad, : L — L
definida por ad;(y) = [z, y| para todo y € L. Entonces, la transformcién lineal ad: L — gl,, definida
por ad(z) = (ad;)pB, para toda x € L, es un homomorfismo de édlgebras de Lie. En efecto, de la

identidad de Jacobi se tiene:
ad[;, ,] = adyady — adyad, para todo z, y € L,
por lo tanto,

ad([z, y]) = (ads)p(ady)p — (ady)p(ads) p = [ad(z), ad(y)].

Definicién 1.29. (Mdédulo y submédulo). Un mddulo sobre una F-algebra de Lie L (o L-médulo)
es un FF-espacio vectorial V' junto con una accién - : L x V — V', que asigna a cada par ordenado
(x, v) € L xV el vector x-v € V, tal que para todo «, 8 € F, todo x,y € L y todo par de vectores

v,w € V se satisfacen las siguientes condiciones:
1. (ax+By)-v=oa(x-v)+ Ly -v).
2. z-(av+ pw) = alz-v) + Bz - w).

3. [y yl-v=a-(y-v)—y-(@-v).
Un submddulo de un L-médulo V' es un subespacio W C V invariante bajo la accion de L, esto es
x-w e W paratodox € Ly weW.

Ejemplo 1.30. Toda &lgebra de Lie L es un L-médulo definiendo x -y = [z, y] para todo z, y € L.
Ademaés, todo L-mdédulo V' tiene por lo menos dos submddulos, {0} y V', denominados submdédulos

triviales.

Ejemplo 1.31. Considere el espacio vectorial Clz, y] de polinomios en dos variables x, y con

coeficientes complejos. Para d € Zxg, sea Vj el subespacio de Clz, y| formado por los polinomios

x4y, ayd yd}. Se puede probar

homogéneos de grado d. Una base de Vj es el conjunto {x¢,
que Vy es un slp-médulo de dimensién d + 1 [1], definiendo la accién de sls sobre Vy de la siguiente

forma:
0 0 0 0

P=g—(P .P=y—(P P=g3—(P)—y—

para todo polinomio P € V.

(P),

Definicién 1.32. (Mdédulos isomorfos). Sean V' y W dos médulos sobre una élgebra de Lie L.
Se dice que V' y W son isomorfos si existe un isomorfismo ¢ : V' — W de espacios vectoriales que

satisface la siguiente condicion:
¢(x-v) =z ¢(v) para todo x € L y todo v € V.

En este caso, se escribe V = W,
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Observacién 1.33. Todo sla-mddulo V' de dimensién d + 1 es isomorfo a Vy [9].

Un problema de mucha importancia dentro de la teoria de las dlgebras de Lie es la caracterizacion
de los médulos (de dimensién finita) sobre una dlgebra de Lie. Por la observacién anterior, los
modulos de dimensién finita sobre slo estdn caracterizados, sin embargo, la estructura de médulos
de dimensién finita sobre dlgebras de Lie de mayor dimensién es atin un problema abierto. En la
busqueda de avances dentro de esta problema&tica se han utilizado temas avanzados de teoria de
categorias, algebra homoldgica, dlgebras filtradas y graduadas y geometria algebraica. Estos temas
son dificiles y desbordan el interés de esta monografia, sin embargo, sustentan los teoremas centrales
que permitieron el desarrollo de este trabajo. A continuacién se presentan estos teoremas sin hacer
referencia a las definiciones propias de las dreas antes descritas, sin embargo, el lector interesado

puede remitirse a las referencias bibliogréficas especializadas [2], [3], [13].

Teorema 1.34. (Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)). Si {x, : n € Z"} es una base ordenada de
la dlgebra de Lie L, entonces una base para su dlgebra envolvente universal U(L)3 es el conjunto
formado por el elemento 1 € U(L) junto con los elementos de la forma xo(1) - To(ym), donde m € /A
yo(l)<o(2)<...<a(m).

Ejemplo 1.35. Para la élgebra de Lie sly con base ordenada {e, f, h} (ver ejemplo 1.24), se tiene

que U(slz) es el espacio vectorial generado por el conjunto {e™* f"2h"3 : m; € Z>o} U {1}.
Proposiciéon 1.36. Sea L una dlgebra de Lie. Se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Eziste una graduacion de la dlgebra envolvente universal U(L) tal que gr(U(L)) y la dlgebra

simétrica S(L) son L-mddulos isomorfos.

2. Si dim L = n, entonces la dlgebra simétrica S(L) es candnicamente isomorfa al dlgebra de

polindmios Flxq,. .., x,].

3Para las definiciones de dlgebra envolvente universal y dlgebra simétrica ver [6], pag. 89.
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Capitulo 2

Geometria Algebraica y Secuencias

Regulares Sobre Anillos

2.1. Geometria Algebraica

En esta seccién se presentan las definiciones y teoremas de geometria algebraica las cuales se utilizan
en el desarrollo del ultimo capitulo. Aunque muchas de estas definiciones y teoremas se satisfacen
sobre un cuerpo arbitrario K, en lo que sigue K denotara un cuerpo algebraicamente cerrado de

caracteristica cero.

Definicién 2.1. (Espacio Afin). El espacio afin de dimensién n sobre K es el conjunto
% =A(a1,...,ay) 1 a; € K}.

Definicién 2.2. (Variedad Algebraica). Sea E un subconjunto del anillo de polinomios en n
variables con coeficientes en el cuerpo K. El conjunto V(E) de puntos del espacio afin A%, formado
por todos los ceros comunes de los polinomios en E se denomina variedad algebraica (o simplemente

variedad), es decir,
V(E)={P € A’ : f(P) =0 para todo f € E}.

Proposicién 2.3. Si E es un subconjunto del anillo K[z1,...,x,] € I = (E) es el ideal de
Klxy,...,zy] generado por E, entonces V(E) = V(I).

Demostracion. En efecto, por definicién de ideal generado (ver Proposiciéon 1.4), E C I. Ahora,
dado P € V(I) se tiene que P es cero de todos los polinomios de I, en particular de los polinomios
que estdn en E, luego P € V(F), es decir, V(I) C V(E). Por otra parte, si P € V(E), entonces P

es cero de todos los polinomios de F, ademas para cada f € I existen polinomios fi,...,f, € E'y
T

91s---,93 € Klz1,...,2,) tal que f = g1f1 + -+ + grfr. Luego, f(P) = > ¢:(P)fi(P) y dado que
i=1

fi(P) =0, entonces f(P) = 0. Por lo tanto, P € V(I), es decir, V(E) C V(I). [ |
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Observacién 2.4. Por el Corolario 1.15, el anillo K[z1,...,z,] es noetheriano y por el Teorema
1.7 todos sus ideales son finitamente generados, es decir, si E' es un subconjunto de K[z1,..., 2y,
existe un conjunto finito de polinomios {fi,..., f,} C F tal que

V(E) =V((f1,..-, fr)) = V(1) N0 V(f).
Por lo tanto, todas las variedades son los ceros comunes de un conjunto finito de polinomios.
Lema 2.5. En el espacio afin A" se satisfacen las siguientes propiedades:
1. A% y 0 son variedades.
2. SiVi,..., Vi son variedades, entonces V4 U --- UV, también es una variedad.

3. Si{V;}jeg es una familia arbitraria de variedades, entonces (| V; también es una variedad.
JeT

4. Si 1) C Iy son ideales de K[x1,...,xy,], entonces V(I1) 2 V(I2).

5. 8i I C Klxy,...,x,] es cualquier ideal, entonces V(I) = V(VI).!

Demostracion.

1. Claramente A% =V(0) y 0 = V(1).

2. Para este caso, basta probar para dos variedades. Sean V' = V(I) y W = V(J), se probara que
VUW =V({INJ). En efecto, sea P € VUW, luego P pertenece a alguna de las variedades
0 a ambas. Sin pérdida de generalidad, suponga P € V, esto significa que para todo f € [
se tiene f(P) = 0, en particular para los f € INJ y asi P € V(I N J). Reciprocamente, sea
P ¢ V UW, entonces existen polinomios f € I 'y g € J tales que f(P) # 0y g(P) # 0y por
lo tanto f(P)g(P) # 0. Sin embargo, fg € I NJ, asi que P # V(I NJ).

3. Se mostrard que () V(I;) =V | > I; |, donde
JjET JET

Z I; = Z fi+ fi €1; vy fj # 0 para a lo mas un nimero finito de términos
jeg jed

Sean L = Y I y P € V(L), observe que para cada k € J se tiene I, C L, entonces para
JjeJ
todo polinomio f en I, se cumple f(P) = 0, entonces P € V(I), por lo tanto P € () V(I;).
JjeJ
Reciprocamente, sea P € V(I;) para todo j € J y sea f un polinomio en L, se puede probar

que L es un ideal del anillo noetheriano K[z, ..., z,], luego existen polinomios f1,..., f, € L,

1Sea R un anillo e I un ideal de R, el ideal radical v/T se define por VI = {a € R:3IneN,a" € I}.
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tal que L = (f1,..., fr), entonces f = g1f1 + --- + g, fr para algunos polinomios gy, ..., g,

en K[zi,...,z,]. Dado que P € () V(I;) se tiene f;(P) = 0 para i = 1,2,...,r, entonces
JET
f(P)=0. Por lo tanto P € V (L).

4. Sea P € V(I3) luego P es un cero de cada polinomio en I y dado que I; C I, se tiene que P
es un cero de cada poinomio en Iy, es decir, P € V(I3), por lo tanto V(I1) 2 V(I3).

5. Dado que I C /T, por el ftem anterior se tiene V(v/T) C V(I). Reciprocamente, sean P € V(I)
v f € V1, entonces existe m € Z* tal que f™ € I. Luego f™(P) =0y por lo tanto f(P) =0,
es decir, P € V(VI).

Lema 2.6. Si f,g,h € K[z1,...,2,] y A es un elemento no nulo en K, entonces se satisfacen los

siguientes enunciados:

1. V(f, 9) =V(f)NV(g). 4. V(f, gh) =V(f, g) UV(f, h).
2. V(M) = V(f). 5 V(f—g, hf) =V(f — g, hg).
8. V(f, fg£h)=V(f, h). 6. V(f—g, hxf)=V(f—-g, h£g).

Demostracion. El primer enunciado es consecuencia inmediata de la definicién.
2. Dado que A # 0, se tiene (Af) = (f), por lo tanto V(Af) = V(f).
3.V(f, fg£h)=V()NV(fg£h) =V(f)NV(h) =V(f, h).
4. V(f, gh) =V(f) N V(gh). Pero V(g, h) = V(g) UV(h), luego
V(f, gh) =V nV(g) UV(h) = V() N V(g) U V() nV(h)),
por lo tanto V(f, gh) = V(f, g) UV(f, h).

5. Utilizando los items anteriores se tiene
V(f—g, hf)=V(f —g, WUV(f—g, f)=V(f—g, h)UV(g, f).
Similarmente, V(f —g, hg) =V(f—g, h)UV(f, g). Por lo tanto, V(f—g, hf) =V(f—g, hg).

6. Observe que V(f —g, h+ f)=V(f—g, h+f+tgFg9) =V(f—g, (h+g)*(f—g)). Luego,
por el item 2, se tiene V(f —g, h+ f) =V(f —g, h £ g).
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Proposicién 2.7. Si x1,...,x, son n variables conmutativas dos a dos ? y para cada subconjunto
no vacio I C {1,...,n} se denota X1 = [] x;, entonces:
el
n
E Ty, E X[,..., E )(],1_[1‘Z = xl,...,xn).
i=1  |I|=2 |I|=n—1 i=1

Demostracion. Se va a proceder por induccién sobre el nimero de variables. Para n = 2, utilizando

el Lema 2.6 se tiene:
V(l’l + x2, xlxg) = V(.%'l -+ xQ,xl) U V(l’l + 1‘2,1'2) = V({L‘l,xg) U V(.’Bg,xl) = V(xl,xg).

Ahora, suponga que el enunciado es valido para n — 1 variables conmutativas y sea

n n
V=V in,ZX[,..., Z X],Hwi UV sz,ZX[, .. Z X],J}J y
i=1 |[1|=2 [I|=n—1 1=1 i=
i u| ’ |1| “n—1

donde J denota el conjunto J = {1,....5—1,74+1,...,n}, luego

n n n
V= UV ZZ‘Z,ZX],.. H.%'z,l‘] :U V ZLL‘Z’,ZX],..., Z X],Hxi ﬂV(.’Ej) ,
i= J=1 =l 1cJ 1cj i=1
i7i |1\ ) i i |I]=2 |I|=n—2 i#j
y utilizando la hipétesis inductiva, se tiene:

n

V= U (1, ., Tjm1, Tjq1, - - -, ) NV (25))
7j=1
:U xl,..., ):V(acl,...,a:n).
7j=1

Ejemplo 2.8. Sean x1, xo, x3 variables conmutativas, por la proposicién anterior se tiene:
V(xl + 29 + X3, T1T9 + X123 + X223, :Elscgmg) = V(:Cl, T9, 563).

Definicién 2.9. (Ideal asociado). Sea X un subconjunto no vacio de A%. El conjunto de
polinomios en K[z1,...,x,| que se anulan en todos los puntos de X es un ideal de K|x1,...,z;,]

denominado ideal asociado al subconjunto X y se denota J(X), es decir,
J(X):={f € K[z1,...,2,): f(P) =0 para todo P € X}.

Ademas, se define J(0) = Klz1,...,x,).

2Dos variables z; y «; del anillo de polinomios K|z1,...,2»] son conmutativas si cumplen z;z; = z;z;.
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Lema 2.10. Con la definicion anterior se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Si X1 € Xy son subconjuntos de AY, entonces J(X1) 2 J(X2).

2. SiV, W C A}, entonces J(VUW)=TJV)NT(W).

3. Si V. C A%, entonces /T (V) = T(V), i.e., el ideal J(V) es un ideal radical.
Demostracion.

1. Sea f € J(Xa2), entonces f(P) = 0 para todo P € Xs, en particular, para todo P € Xj.
Luego, f € J(X1) y por lo tanto J(X2) C J(X1).

2. Sea f € J(VUW), entonces f(P) = 0 para todo P € VUW. Dado que V, W C VUW,
se tiene f(P) = 0 para todo P € V' y f(P) = 0 para todo P € W. Luego, f € J(V) vy
f e JW). Por lo tanto f € J(V) N J(W). Reciprocamente, dados f € J(V)NJ(W) y
un punto P € V.U W. No se pierde generalidad al suponer P € V, ademés f € J(V), luego
f(P) =0, es decir, f € J(VUW).

3. Sean f € \/J(V)y P €V, se tiene f" € J(V), para algin r > 1 y asi f"(P) = 0, entonces
f(P) =0, es decir f € J(V). La otra inclusién siempre es valida puesto que I C /1.

Lema 2.11. Para todo entero positivo n, se tiene J(A'}) = {0}.

Demostracion. En la prueba de este lema se utiliza el hecho de que todo cuerpo de caracteristica

cero es infinito. Los detalles de la demostracién se pueden consultar en [14]. n

Teorema 2.12. Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado (no necesariamente de caracteristica

cero), entonces se cumplen los siguientes enunciados:

1. Si A es un subconjunto arbitrario de A, entonces A CV(J(A)), y la igualdad se tiene si, y

solamente si, A es una variedad.

2. Si J es un ideal de K[z1,...,2,], entonces J C J(V(J)). Mds aiin, J(V(J)) = V/J y por lo

tanto se tiene la igualdad J(V(J)) = J si, y solamente si, J es un ideal radical.

Demostracion.

1. Sea P € A, entonces f(P) = 0 para todo f € J(A), por lo tanto P € V(J(A)). Ahora,
suponga que A es una variedad, luego A = V(I) para algin ideal I de K|x1,...,z,]. Sean
felyP e A, setiene f(P) = 0, es decir, cada polinomio de I se anula en todos los
puntos de A, entonces por la Definicién 2.9 f € J(A), luego I C J(A) y por el Lema 2.5
V(I) D V(J(A)), asi que, A D V(T (A)). Reciprocamente, si V = V(J(V)), entonces V' es una

variedad, por definicién.
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2. Sea f € J, entonces f(P) = 0 para todo P € V(J), por lo tanto f € J(V(J)). La segunda

afirmacién es una consecuencia del Teorema de los ceros de Hilbert?3.
[ |

Ejemplo 2.13. Las variedades de A}( son los conjuntos finitos, el espacio total y el vacio. En
efecto, sea V una variedad propia no vacia de A}C. Dado que el anillo K[z] es un dominio de
ideales principales, V' = V(f) para algin polinomio no constante f € K[z], ademads, el cuerpo K es

algebraicamente cerrado, entonces f(z) = c(x —aq) - - - (x — ax) para algunos ¢, a; € K, por lo tanto,
V=A{ai,...,an}.

Definicién 2.14. (Variedad Irreducible). Una variedad V' de A% es irreducible si para todo par
de variedades Vi y V5 tales que V = V3 U Vo, se tiene V = V5 o V = V,. En caso contrario, V' es

reducible.

Ejemplo 2.15. Claramente () (la variedad vacia) es irreducible. Por otro lado, en el espacio afin
A2 la variedad V = V(z) = {(0,b) : b € C} es irreducible porque si Vi y V5 son variedades
tales que V.= V3 U Vo y Vi # V, entonces existe un polinomio f(x,y) € C[z,y] de la forma
f(z, y) = zg(z, y) + h(y), con h(y) # 0, que se anula en todos los puntos de V;. Ademas, para
(0,b) € V1 se tiene 0 = f(0, b) = 0g(0, y)+h(b), luego h(b) = 0, asi que V1 C {(0,b) : h(b) =0} C V.
Dado que el nimero de raices de h(y) es finito, se sigue que Vj es finito, luego V5 es infinito puesto
que V es infinito. Por lo anterior, todo polinomio que se anule en los puntos de V5 debe ser de la
forma p(x,y) = zq(x, y), ya que en caso contrario, un procedimiento similar al realizado para V;
justificaria que V3 es finito. Luego, para todo (0, b) € V' y todo polinomio p(z, y) que se anule en
los puntos de V5 se tiene p(0,b) = 0g(0, b) = 0, por lo tanto, V C Vo C V| es decir, V = V5.

Proposicién 2.16. Una variedad no vacia V es irreducible si y solo si su ideal asociado J (V') es

un ideal primo.

Demostracion. Suponga que V es irreducible. Observe que J (V) # Klz1,...,x,] porque V es no
vacia. Ahora sean f,g € Klz1,...,z,] tales que fg € J(V), luego (fg) € J(V), ademas, por
el Lema 2.5 y el Teorema 2.12 se tiene que V.= V(J(V)) C V(fg). Pero V(fg) = V(f) UV(9),
entonces V CV(f)UV(g) yasi V = (VNV(f))U(VNV(g)). Dado que V es irreducible, sin pérdida
de generalidad se puede suponer V= V N V(f), es decir, V. C V(f) y por el Lema 2.10 se tiene
feJgwf)) € J(V),porlotanto J(V) es primo. Reciprocamente, suponga que existen variedades
Wy y Wa tales que V = W1 U Wy con W; ¢ V4, luego existen polinomios f; € J(W;)\J (V). Sea
P eV, setiene fifa2(P) = fi(P)f2(P) =0, luego fif2 € J(V), por lo tanto J (V') no es primo. M

Ejemplo 2.17. A’ es irreducible ya que, por el Lema 2.11, su ideal J (A’ ) = {0}, que es primo.

3Los detalles de la prueba del Teorema de los ceros de Hilbert se pueden consultar en [14].
4Si W y V son variedades tales que W & V, por el Teorema 2.12 se garantiza que J (V) ¢ J(W).
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Proposicién 2.18. Sean 1, ..., x, variables conmutativas. Si A es un subconjunto de {x1,...,x,},

entonces V({x : © € A}) es irreducible en A,

Demostracion. Sea J = (A), considere R = K|[z1,...,x,|/J. Los elementos de R son de la forma
f+ J donde f es un polinomio en las variables del conjunto B = {z1,...,2,}\A. Luego R es
isomorfo a K o al anillo de polinomios en las variables del conjunto B, en cualquier caso R es un

dominio entero y asi J es un ideal primo. |

Lema 2.19. Sea V una variedad de A%. Entonces, V es irreducible, si y sélo si, para todo par de
variedades Vi y Va tales que V —V; # 0, se tiene (V — Vi) N (V —Va) # 0.

Demostracion. Suponga que V es irreducible y que existen dos variedades Vi y V5 tales que los

conjuntos V' — V; son no vacios y (V — V1) N (V — Vi) = (), entonces,

V=V-[(V-v)n({V -V
V=[V-(V-WUV-(V-W).

Pero V. —(V —V;) =V NV, entonces V= (VNV;)U(VNVs). Dado que V es irreducible se debe
tener V.=V NV, para algin i € {1,2}. Sin pérdida de generalidad, suponga V' =V N Vj, entonces
V C Vi, asi V —V; =0, lo cual es una contradiccién. Para el recirpoco, sean V] y V5 dos variedades
tales que V = V3 U Va. Luego, V — (V4 U Vo) = 0, es decir, (V — V;) N (V — Va) = (. Por hipétesis,
V—-Vi=00V —V,=0. Sin pérdida de generalidad, suponga que V — Vi =0, luego, V C V; C V,

entonces V' = V7, por lo tanto, V es irreducible. |
Proposicién 2.20. Toda coleccion no vacia de variedades en A% tiene un elemento minimal.

Demostracion. Sea F una coleccién no vacia de variedades en A% y considere la coleccién no vacia
G={J(V):V € F} de ideales en el anillo de polinomios K{z1,...,z,]. Dado que K|z1,...,zy] es
noetheriano, por el Teorema 1.9 la coleccién G tiene un elemento maximal, es decir, existe J(Vp) € G
tal que J(Vj) no estd contenido propiamente en ningin ideal J (V') de G. Luego, por el Teorema

2.12 se tiene que Vp = V(J(Vy)) es un elemento minimal en F. [

Teorema 2.21. Si V es una variedad de A%, entonces existen variedades irreducibles Vi,...,V,
tnicas, tales que V.=ViU---UV, yparai#j, V; £ V;.

Demostracion. Suponga que V no es union finita de variedades irreducibles, entonces la coleccién F
de variedades en A% que no se pueden expresar como union finita de variedades irreducibles es no
vacia. Por la proposiciéon anterior, F tiene un elemento minimal Wy que es reducible, luego existen
variedades W1 y W tales que Wy = Wy UWsy y W; & Wy. Por la minimalidad de Wy, W; ¢ F, luego

W; se puede expresar como union finita de variedades irreducibles, es decir, Wy es unién finita de
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variedades irreducibles, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto V' es unién finita de variedades

irreducibles. Ahora suponga que existen variedades irreducibles Vi, ..., V., Wy, ..., W; tales que
iu---uV,=V=Wiu---UW,

con V; € Vj parai # jy Wi, ¢ Wy para | # t. Observe que

T T
Wi=winV=w,n{|JVi]| =] Vinw).
j=1 j=1
Dado que W; es irreducible, W; = V; N W; para algtn j = 1,...,r, entonces W; C V;. Con un
procedimiento similar, V; € W; para algin t = 1,...,s, asi que W; C V; C W;. Luego, W; =V},

ademaés r = s. [ |

Definicién 2.22. (Componente Irreducible). Sea V' una variedad de A% y sean Vi,...,V,
variedades irreducibles tales que V.=V U---UV, y parai # j, V; € V;. Cada una de las variedades

Vi se denomina componente irreducible para V.

Ejemplo 2.23. Sean x1, x2, x3, x4, T5 variables conmutativas, por el Lema 2.6 y la Proposicién

2.7 se tiene:
V =V(x1 + 2 + 3, 1122 + 2123 + 223, 12223, T475) = V(21, 22, 23, 24) UV(21, T2, T3, T5).
Entonces, las componentes irreducibles de V' son V(z1, x2, x3, x4) y V(z1, T2, X3, T5).

Definicién 2.24. (Dimesién). Sea V' una variedad algebraica irreducible en A%. La dimensién
de V', denotada por dim V', es el supremo de los enteros r tales que existe una cadena de variedades
irreducibles V.=V 2 V4 O --- 2 V.. Ademas, para una variedad arbitraria V' con descomposicién
en componentes irreducibles V = V; U --- U V;, donde V; SZ V; para i # j, la dimensién de V se

define por la ecuacién
dimV =sup{dimV; :i=1,...,s}.

Finalmente, si dimV; = k para todo i = 1,...,s, se dice que la variedad V es equidimensional de

dimensién pura k y se escribe V' es EqD(k).

Observacién 2.25. Sea Vo 2 Vi 2 --- 2 V; una cadena de variedades irreducibles en A% y
sea P; = J(V;). Por el Lema 2.10 se tiene la cadena Py G Py & --- & P, de ideales primos en
Klxy,...,z,] y dado que dim Krull(K[z1,...,2,]) = n, se tiene s < n, esto implica que cualquier
cadena Vo 2 Vi 2 --- 2 V; de variedades irreducibles en A% tiene longitud a lo mas n. Esto

garantiza la existencia del supremo r que se menciona en la Definicién 2.24.
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Ejemplo 2.26.

1. Sean X = {1, x9,..., xp} e I un subconjunto no vacio de X de cardinal r, considere
A = X — I, observe que se puede escribir A = {z;,, zj,,..., xj,} donde s =n —r. En A}

tome la variedad V' = V(I), la siguiente cadena de variedades ireducibles (ver 2.18)
V=Wwa2WVi2Vo 2V,

donde V; = V(I, zj,, xj,,..., 2j), para i = 1,2,..., s tiene longitud maxima, por lo tanto

dimV =s=n—r.

2. En A% considere la variedad V' = V3 U V5 donde Vi = Vi (x3, x1, x5, x2) y Vo = Vo(xs, x3)
por el item anterior se tiene dim V; = 1 y dim V5 = 3, entonces por la definiciom de dimensién
se tiene dim V' = sup{dim V;,dim V2} = 3.

3. En A% la variedad V = V; U Vo donde Vi = Vi (x3, =1, 5, x2) y Vo = Vao(xs, =1, 24, x2),
por el item 1 se tiene dimV; = 5 y dim V5 = 5, entonces dim V' = sup{dim V;,dim V»} = 5.
Ademsds dado que Vi y V5 tienen la misma dimension se dice que V' es EqD(5).

2.2. Secuencias Regulares Sobre Anillos

Definicién 2.27. (Elemento regular y secuencia regular). Sea A un anillo conmutativo con

identidad. Un elemento a € A se dice reqular sobre A si a no es ni divisor de cero ni unidad en A. Una

secuencia aq, ..., a; de elementos en A se denomina regular sobre A si cumple las dos condiciones
siguientes:

1. El elemento a; es regular sobre A y para todo i € {2,...,t} la clase del elemento a; es regular
sobre el anillo A/J;_1, donde J;—1 = {(a1,...,a;—1) es el ideal de A generado por la secuencia
Aiy...,Q5—1.

2. A/Jy #{0}.

La definicion de secuencia regular depende del orden de los elementos en la secuencia, puede suceder
que después de una permutacion de los elementos de una secuencia regular, la nueva secuencia no

sea regular como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.28. Sea A = F|z, y, z] el anillo de polinomios en tres variables con coeficientes en un
cuerpo F. La secuencia x, y(1 —z), z(1—x) es regular porque el polinomio z es un elemento regular
del anillo A, la clase m =7y —yz =7 en el anillo A/(x) y 7 es un elemento regular sobre
este anillo y finalmente, la clase de z2(1 — ) = Z — ZZ = Z en el anillo A/(z,y(1 — z)), Z es regular
sobre este anillo y A/(x,y(1 — x)) no es el anillo {0}. Pero la secuencia y(1 — z), z(1 — x), x no
es regular porque la clase z(1 — z) es un divisor de cero en el anillo A/(y(1 — x)) esto debido a que
z2(1-2)y=zy(1—2)=20=0.
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Las proposiciones que se presentan a continuacion se utilizan en el desarrollo del 1ltimo capitulo
pero en sus demostraciones se utilizan conceptos del dlgebra que en el momento no estéan al alcance
de los autores, sin embargo, las demostraciones se puede encontrar en [8], p. 127. Para las tres

proposiciones, A denota el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en un cuerpo F.

Recuerde que un monomio en n-variables conmutativas x1,..., x, es una expresiéon de la forma
axlfl e axﬁ”, donde a € Fy kq,..., k, son enteros no negativos, el grado del monomio a:c]fl - -axfl"
se define por glra(asclf1 --wazkr) = k1 +---+k,. Un polinomio f € A es una suma finita de monomios

y el grado de f es el maximo de los grados de los monomios que conforman a f, finalmente, se dice
que f es un polinomio homogéneo si todos sus monomios tienen el mismo grado. Por ejemplo, el

polinomio f = 3 — 222y + 2yz — 23 es homogéneo ya que todos sus monomios tienen grado 3.

Proposicion 2.29. Sea f1,...,fit una secuencia de polinomios en A, con t < n. La secuencia
fi,..., fr es regular sobre A si, y sdlamente si, para toda i = 1,...,t, la variedad V(f1..., f;) es
EqD(n —1).

Proposicion 2.30. Si fi,...,fi es una secuencia regular de polinomios homogéneos sobre A,

entonces se satisfacen los siguientes enunciados:
1. Para toda permutacion o € S, la secuencia fo(1y, .- -, fo(1) €s regular sobre A.
2. Cualquier subsecuencia de f1,..., ft es reqular en A.

3. SiV(fi,..., ft) es EqD(n —t), entonces la variedad determinada por cualquier subsecuencia

de fi,..., ft es EqD(n —s), donde s es la longitud de la subsecuencia.

Ejemplo 2.31. Determinar si la secuencia x + y, zy — zw es regular en el anillo de polinomios
Clz, y, z, w]. Para esto, considere la variedad V' = V(z, z+y, zy — zw), por el Lema 2.6 se tiene

V=V(z z+y, zy) =V(z) N V(x +y, zy). Por la Proposicién 2.7 se sigue que
V=Y NV, y) =V(=, y, 2).

Por la Proposicién 2.18, la variedad V(z, y, z) es irreducible, ademas es de dimensién 1, luego V' es
EqD(1) y por la Proposicién 2.29 la secuencia z, x+y, xy— zw es regular. Dado que los polinomios
de la secuencia son homogéneos, por la Proposicién 2.30 cualquier subsecuencia es regular, por lo

tanto la secuencia x + y, xy — zw es regular en el anillo de polinomios Clz, y, z, w].
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Capitulo 3

Generadores de las Subalgebras de
Mishchenko-Fomenko

En teorfa de Representaciones de Algebras de Lie es importante estudiar los pares (U(g), B), donde
U(g) es el algebra envolvente universal de una dlgebra de Lie g, B es una subdlgebra conmutativa
de U(g) y U(g) es un B-médulo libre. Con estas condiciones, todo B-médulo irreducible se puede
levantar hasta un U(g)-mddulo irreducible.

En esta linea de estudio, el famoso Teorema de Kostant [7] afirma que el dlgebra envolvente universal
U(g) de una C-algebra de Lie semisimple g es un médulo libre sobre su centro. Para el caso de la
C-algebra de Lie gl,, de las matrices de tamano n x n, Ovsienko [12] establece que U (gl,,) es un
modulo libre sobre la subalgebra de Gelfand-Tsetlin. Por el Teorema principal de Futorny-Molev
2] se sabe que dado un elemento y del espacio dual gl existe una subalgebra conmutativa A, de
U (gln) tal que grA, = A,,, donde /Tu es la subalgebra Mishchenko-Fomenko asociada al pardmetro
p construida por el método de cambio de argumento. Ademés, por Futorny-Ovsienko [3] se sabe que
U (gl,) es un A,-médulo libre cuando la subalgebra A, es generada por una secuencia regular en
S(gly). Segtn el trabajo de A. Moreau [10], la subalgebra A, es generada por una secuencia regular
cuando p es un elemento regular nilpotente. En el capitulo 4 se mostrara que este resultado se
satisface para todo parametro p en glo y gls y ademas, que en gly el resultado se cumple para algunas
w nilpotente. Estas pruebas utilizan un conjunto de generadores algebraicamente independientes de

la subélgebra de Mishchenko-Fomenko A4, determinadas por Futorny-Molev en [2].

3.1. Subalgebras de Mishchenko-Fomenko

Sea n € Z%, el Teorema principal de Futorny-Molev [2] proporciona una forma de elegir un
conjunto de polinomios algebraicamente independientes en el dlgebra simétrica S(gl,,) que generan

la subdlgebra de Mishchenko-Fomenko A, para un elemento arbitrario p. El procedimiento para
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obtener este conjunto de generadores se describe a continuacién: Sea E/ = (e;;) una matriz cuadrada
deordennysean I = {iy < --- <i;}yJ ={j1 <--- < Jji} subconjuntos de {1,...,n}. Con E(I, J)

se denota el siguiente determinante:

Civjr  Cirja -+ Cirjs
E(1,J) := det ei?jl Ciagz ooe G
Cirjr  Cija - Ciggy
Ademas, se define, E(0,0) = 1.
1 3 2
Ejemplo 3.1. Sea E= [0 4 —1|. Se tiene E(3,3) = det(es3) = det(7) = 7. Para I = {1,3}
1 -3 7

y J = {2,3} se tiene

3 2
B, J)=det [ ) = det — 9214 6=27.
€32 €33 -3 7

Ahora, sea p un elemento del espacio dual gl};. Para describir el subconjunto de generadores de la
subalgebra A, se identifica gl; con gl,, a través de una forma bilineal simétrica y asi, se puede
visualizar a g como una matriz cuadrada de orden n; dicha visualizacién es biyectiva sobre un
subespacio de gl,, denominado subélgebra de Cartan [11]. Suponga que los valores propios de p son
A1, ..., As y que \; # \j cuando 7 # j. Si el valor propio ); tiene asociado k bloques de Jordan de
tamanos rj; > 19 > -+ > 1, con J(ri;, A;) se denotard el bloque de Jordan de tamafio 7;; X 1

asociado al valor propio \;, es decir,

J(rij, Ni) =

Tij XTij

Ahora, denote con a()\;) el diagrama Young ! cuya j-ésima fila tiene r; cajas y sea |a();)| el ntimero
total de cajas en este diagrama. Luego, |a(\;)| = 751 + - -+ + 7. Con estos datos, introduzca otro
diagrama de Young ~ de tal manera que el nimero de cajas ; de la [-ésima fila de -y sea el niimero
total de cajas que estdn estrictamente por debajo de la [-ésima fila en todos los diagramas a(\;),

es decir,

!'Diagrama de Young es una disposicién de casillas colocadas por filas de modo que cada fila tiene una cantidad
menor o igual de casillas que la fila anterior.
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S
M= Tij-
i=1j>0+1

Ahora, dado un conjunto N y un entero no negativo m < |N|, con P(N, m) se denota la coleccién
de subconjuntos de N de cardinal m, es decir, P(N, m) ={B C N : |B| =m}.Sea N ={1,...,n}
y {@ij : 4,7 € N} un conjunto de n? variables conmutativas, param=1,...,ny k=0,..., m —1

se define el polinomio <Z>£,lf) de la siguiente forma:

o) = 3 > (sgno)u(B,C)E(I\B,1\C) (3.1.1)

I€EP(N,m) B,CeP(I k)

. 3 B I\B ) , .
donde sgno denota el signo de la permutacién o = c e y E = (2ij)nxn". Ademds, asocie
los elementos de la familia ¢$fi> con las cajas del diagrama I"' = (n,n — 1,...,1) de modo que en la
1j-ésima caja de I' corresponda al polinomio ¢£L”:]Z+_1] +1), como se ilustra en el diagrama siguiente:

-1 -2 1 0
S I RS S

-2 -3 0
S I S

Teorema 3.2. (Futorny-Molev). Los polinomios qsﬁ,’i) que corresponden a las cajas del diagrama
' que no estdn en el diagrama ~y son generadores algebraicamente independientes 3 de la subdlgebra
A,. Ademds, grA, = A,, donde A, es la subalgebra de Mishchenko-Fomenko en S(gl,) asociada

al pardmetro p.

Ejemplo 3.3. Considere la forma canénica de Jordan p = . Los valores propios de

S N O O
— o o O

1
2
0
0

S O O N

2 1
wson 2y 1y los bloques de Jordan para p son: J(2, 2) = (O 2), J1,2)=2)yJ(11)=(1)y

2Observe que, en el caso B = C = (), se tiene ¢ = id,, donde id, es la permutacién identidad de orden n y
sgno = sgn id, = 1.

3Un subconjunto S de un cuerpo K es algebraicamente independiente sobre un subcuerpo L si los elementos de S
no satisfacen ninguna ecuacién polinémica no trivial con coeficientes en L.
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se forman los diagramas de Young «(2) = (2, 1), (1) = (1) y v = (1), es decir, el diagrama ~ tiene
una sola caja. Finalmente, para obtener los polinomios generadores del dlgebra .ATu se sobrepone el
diagrama -y sobre el diagrama I' empezando en la primera caja de la primera fila, los generadores

seran aquellos que queden en las cajas que no se eliminen.

¢)4(13) ¢(2) gl) gO) ¢>§2) ¢§1) ¢50)
@ | (1) | 40 Al sobreponer @ | )| O
r— ¢1’ | 95 2 sobre el diagrama I’ ¢’ | ¢35 | 92
o (1) (0) se obtienen los generadores (1) 0)
¢ del algebra A, ¢’ | 3
¢(0) ¢510)

Para ilustrar la forma como se determinan los generadores del dlgebra A,,, a continuacién se calcula

el polinomio qﬁél)

= > Y. (sgno)u(B,C)E(I\B,1\C),

I€P(N,2) B,CeP(I,1)

donde N = {1,2,3,4}. Para I = {1, 2}, cada una de las posibilidades para los subconjuntos B y C

dan origen a uno de los términos del polinomio qbgl), las posibilidades son las siguientes:

1 2
1. Con B = C = {1}, se tiene el término sgn (1 ) u(1,1)E(2,2) = 2z99.

2. Con B = C = {2}, se tiene el término sgn ( w(2,2)E(1,1) = 2z1;.

2

\]

4. Con B = {2} y C = {1}, se tiene el término sgn

1
3. Con B = {1} y C = {2}, se tiene el término sgn ( ) VE(2,1) = —z91.

| ) )E(1,2) = 0.

De forma similar se calculan los demds sumandos del polinomio, al realizar todos los célculos se

obtiene:

¢é1) = 2x92 + 2w11 — x21 + 2w33 + 2011 + 2244 + w11 + 2233 + 2292 + 2w44 + T2 + 2244 + T33.

Para el desarrollo del siguiente capitulo es necesario calcular los polinomios generadores de todas
las formas canodnicas posibles de p, sin embargo, el anterior ejemplo permite observar que la forma
de calcular los polinomios generadores de las subalgebras de Mishchenko-Fomenko resulta ser un

proceso muy extenso, por tal motivo los autores de este trabajo disenaron un algoritmo (ver 4.3.3)
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que permitié realizar estos calculos, es decir, todos los polinomios que aparecen en el siguiente
capitulo fueron calculados empelando este algoritmo que fue implementado en el software algebraico
Sage Math.
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Capitulo 4

Regularidad de los generadores de las

subalgebras de Mishchenko-Fomenko

En este capitulo se presentan las demostraciones de los teoremas principales que sustentan este
trabajo, los cuales establecen que para gls, gls y algunos casos de gls los polinomios generadores
de las subdlgebras de Mishchenko-Fomenko forman una secuencia regular sobre el algebra S(gl,,).
Para las demostraciones que se presentan a continuacion se utilizan temas de geometria algebraica,
por tal razén se recomienda al lector tener claros los conceptos y teoremas del capitulo 2 de este

trabajo.
Proposicién 4.1. Si p y £ son matrices semejantes de gl,(C), entonces /Tu = /Tg

Demostracion. Es consecuencia inmediata del hecho de que las matrices semejantes tienen la misma

forma candnica de Jordan. [ |

Proposicién 4.2. Sea I, la matriz identidad en gl,. St u = A, con A € C, entonces la subdlgebra

de Mishchenko-Fomenko A, C S(gl,) es generada por una secuencia regular sobre S(gly,).

Demostracion. En este caso la matriz p tiene n bloques de Jordan de tamano 1 asociados al mismo
valor propio A, luego se forma un tnico diagrama de Young a(A) = (1,1,...,1) de n filas y cada
fila con una sola caja. Luego, el diagrama de Young v = (n — 1,n — 2,...,1) tiene n — 1 filas y
la i-ésima fila tiene n — ¢ cajas Al sobreponer el diagrama ~ sobre el diagrama I' se obtienen los

(0)

generadores: ¢£LO), NS ¢2 , gbl 0 Al realizar los célculos para m = 1 se obtiene el polinomio:

n
¢V =211+ + T = a.

Y tomando N = {1,2,...,n}, para m = 2,...,n, el polinomio ¢£lf) queda de la siguiente forma:
o= > > (seno)u(B,C)E(I\B,\C)= ) E(LI).
IEP(N,m) B,CeP(I,0) I€P(N,m)
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En total se pueden obtener r = (SL) subconjuntos I; € P(N,m), ademds cada uno de estos
subconjunto I; con 1 < ¢ < r se puede escribir como I; = {i; < -+ < ip}. Asi qﬁgg) tiene la
forma:

7(2) = E(I]_’ I]_) + E(IQ, .[2) +--- E(Ir—17I’F—1) + E(I'f’7 IT)
Calculando el determinante E(I;, I;) se tiene:
n
E(L;, I;) = Z ( xiwo(iw)) = Tiyiy * Tigyim + Jiy
0€Sn \w=1

donde cada monomio del polinomio f; es miltiplo de por lo menos una variable x; ;, con j # k.

Entonces ¢£3) tiene la siguiente forma:

T T T
¢£2) = Zf’—i_ Z Tivir " Lt — fm + Z Lirir " Liimo
i=1 =1 i=1
1< <im i1 < <im
donde fy, es un polinomio en el anillo R = C[z;; : i,j = 1,...,n] y cada monomio de f,, es multiplo

de al menos una de las variables z;,;, con j # k. Ahora, sea X = {z;; :4,j = 1,...n, i # j} vy
considere la variedad V =V ( go), gbgo), cees ¢£LO),X>, por el Lema 2.6 se tiene:

T

n T
V = V E $ija E Li1i1 Ligigy « + - E Lirir * Lipim s X
i=1 =1 =1
11 <12 11 < <lm

Por la Proposicién 2.7, V =V (211, . . . , nn, X ), por lo tanto V es EqD(n?—(n+|X|)) = EqD(0). De

la Proposicion 2.29, la secuencia gbgo), qbg)), ey ¢,(10), X es regular sobre R, ademads, los polinomios en
esa secuencia son homogéneos, luego de la Proposicién 2.30 la secuencia ¢§0), gbg)), ey qb%o) es regular

y la prueba estd completa. |

Observacion 4.3. Para una forma canénica de Jordan p, el teorema de Futorny-Molev 3.2 establece
que los generadores de la subalgebra de Mishchenko-Fomenko “‘Tu dependen tnicamente de los
tamafios de los bloques de Jordan en que se puede descomponer g y no de los valores propios

particulares de la forma canénica de Jordan u. Este hecho se utilizara en la prueba de los teoremas

para glo y gls.

4.1. Teorema para gl

Teorema 4.4. Si p es una forma canonica de Jordan en gla, entonces los generadores de la
subdlgebra de Mishchenko-Fomenko Aiu forman una secuencia regular en el anillo de polinomios

A = Clx11, 712, T21, T22).

37



Regularidad de los generadores de las subédlgebras de Mishchenko-Fomenko

Demostracion. Sea p una forma canoénica de Jordan en glo, los generadores de la subalgebra de
Mishchenko-Fomenko Zu dependen de los tamanos de los bloques de Jordan en que se pueda
descomponer u, esto permite establecer que las posibilidades para la forma candnica de Jordan
i son las siguientes: p consta de dos bloques de Jordan de tamano 1 asociados al mismo valor
propio, p consta de un tnico bloque de Jordan de tamafio 2 o u consta de dos bloques de Jordan de
tamano 1 asociados a dos valores propios distintos. En el primer caso, i es un multiplo escalar de la
identidad y el resultado se sigue de la Proposicion 4.2. Para los casos restantes se demostrara que los
generadores de la subdlgebra Tﬂ forman una secuencia regular sobre el anillo usando la Proposicién
2.29, es decir, se probara que la variedad determinada por los generadores es EqD(4 —t) donde ¢ es
el niimero de generadores. Para el caso en que p consta de un tnico bloque de Jordan de tamano 2

asociado al mismo valor propio A € C, se obtiene que la subalgebra “‘Tu es generada por la secuencia
I = {z11 + 22, T11722 — T21712, A (211 + T22) — 221}
Por el Lema 2.6 se tiene:
V(I) = V(211 + w22, 211222 — 21712, T21) = V(T11 + T2, T11722, T21).
Luego, V(I) = V(11 + 222, 11, T21) U V(211 + 222, 22, ¥21), pero
V(211 + 222, 211, T21) = V(222, 11, T21) = V(211 + T22, T22, T21),

entonces V(I) = V(x11, x22, x21). Por la Proposicién 2.18, V(x11, x22, x21) es irreducible y su
dimensién es 4 — 3 = 1, luego V(I) es EqD(1), por lo tanto, I es una secuencia regular sobre A.
Para terminar, en el caso que p consta de dos bloques de Jordan de tamafio 1 asociados a valores

distintos a y 8 en C, la subélgebra .Aiu es generada por la secuencia
I ={z11 + 22, 11722 — T217T12, A2 + Br11} ¢
Puesto que en V(I) se cumple x11 + x99 = 0, al sustitur xes = —x11, se tiene:
V(I) = V(z11 + w22, 711722 — 121712, (B8 — A)(711)).
Dado que 8 — A # 0, por el Lema 2.6 se gerantiza que
V(I) = V(z11 + T22, 11722 — T21712, T11) = V(T202, —T21712, 711) =V UW,

donde V' = V(x92, 21, x11) y W = V(x22, =12, 11). Por la Proposicién 2.18, V' y W son variedades
irreducibles y las dos tienen dimensién 1, luego V(I) es EqD(1), por lo tanto, I es una secuencia

regular sobre A. [ ]
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4.2. Teorema para gl3

Sea f un elemento del anillo de polinomios A = C[z;; : 4,j = 1,...,n] y sea X un subconjunto no
vacio de variables en {z;; : i,j = 1,...,n}. En las pruebas de los teoremas siguientes, con f(X)
se denotara el polinomio que se obtiene de f haciendo cero todas las variables del conjunto X. Si
X = {z4;}, f(X) se denota con f(z;;).

Teorema 4.5. Si pu es una forma canonica de Jordan en gls, entonces los generadores de la

subdlgebra de Mishchenko-Fomenko Aiu forman una secuencia regular en el anillo de polinomios
A=Clxy:i,j=1,2,3].

Demostracion. Por la Proposicion 2.29 es suficiente mostrar que la variedad determinada por los
generadores de “‘Tu es equidimensional en cualquiera de las posibilidades que tiene la forma candnica
de Jordan p en gl3. Para el caso en que p es multiplo escalar de la identidad, el resultado se sigue
de la Proposicion 4.2 y en los casos restantes p es una de las formas canénicas de Jordan que se

presentan a continuacion:

™

1. pu=

o O > O O
o o
o ™
> o O

4. =

S O > O O x>

S > O O > =
S O > S O >
O L O O > =
S, O O > = O

donde A, 8 y ¢ son distintos por pares.

4.2.1. Caso 1

Para el caso en que p consta de dos bloques de Jordan asociados al mismo valor propio A € C, la
subalgebra, .,47# es generada por la secuencia G = {gbgo), qbgo), gbgo), ¢§1)’ qﬁgl)}, donde:

0
¢g ) = 11 + Xo2 + T33.

(0)
Gy’ = —T12T21 + T11T22 — T13T31 — T23T32 + T11233 + T22233.
¢(0) = —(z _ _ _ _ )
5 = —(223w32 — T22w33)x11 + (T13%32 — T12233)T21 — (T13%22 — T12223)31.

oM = 2221y + 20z90 + 22wg3 — 291 = 200\ — 2oy,
¢;(31) = —(x12@21 — T11@22) A — (13231 — T11233)\ — (23732 — T22033) A + T23%31 — T21233

0
= )\¢§ ) 4 o3 — w1233,

La regularidad de la secuencia G se obtendra como consecuencia de la Proposicion 2.30, mostrando

que la variedad determinada por la secuencia de polinomios homogéneos H = {33} UG es EqD(3).
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Por el Lema 2.6 se tiene que V(H) = V(x33, 11+ T2, qﬁgo) (x33), d):())o) (z33), 21, T23x31), asi mismo,
V(H) = V(xs3, 211 + 222, ¢§°) (X), :(1)0)(X)7 To1, To3x31), donde X = {x33, wo1}. De aqui se sigue
que V(H) =V UW donde:

V = V(ass, o1+ @22, ¢50(Y), (Y, w1, x23),

W = V(ass, 211+ 222, $5(2), 6L(2), w21, w31),

donde Y = X U{z3} y Z = X U{x31}. Observe que ngO) (Y) = z31213292 Y qﬁéo)(Z) = 11723732,
por tanto, se tiene V =V, U Vo y W = W1 U Ws, donde:

Vi = V(x33, 11 + 222, ¢>§°)(Y)7 T3, 21, T23) = V(¥33, T11, T13T31, T2, T21, T23),
Vo = V(x33, 11 + 222, ¢>§°)(Y), 31213, T21, T23) = V(¥33, T11 + T2, T11T22, T31T13, T21, T23),
Wi = V(x33, 211 + 222, ¢§0)(Z), T11, T21, T31) = V(233, T22, T23T32, T11, T21, T31),
Wy = V(x33, 11 + X202, ¢>§°)(Z), T332, T21, x31) = V(T33, T11 + T2, T11T22, T23T32, 21, L31).

Por la Proposicién 2.7 se tiene:

Vo = V(x33, 11, @22, 31213, T21, T23) = Vi,

Wo =V(x33, z11, 22, T32%23, To21, T31) = Wi.
Entonces, V=V y W = Wy, es decir, V(H) = Vi UWj. Ademds, por el Lema 2.6 se tiene:
Vi =V(x33, T11, T13, T22, T21, T23) U V(T33, T11, T31, T22, T21, T23),
Wi = V(x33, 22, T23, T11, T21, ¥31) UV(233, T22, T32, T11, Ta1, X31).
Asi, por la Proposicién 2.18 V(H) es la unién de variedades irreducibles y de forma similar al
Ejemplo 2.26 se tiene que son de dimensién 3, es decir, V(H) es EqD(3), por lo tanto la secuencia
G es regular en el anillo de polinomios A.

4.2.2. Caso 2

Para el caso en que p consta de un solo bloque de Jordan asociado al valor propio A € C, la
subélgebra A, es generada por la secuencia G = {gzﬁgo), qﬁgo), d)go), gf)gl), ¢§1)} donde:

0
<Z5§ ) = 211 + To2 + 33.

0
<Z5é ) — —Z12%21 + T11T22 — 1331 — T23X32 + L1133 + T22X33.
¢(0) = —(z _ _ _ _
3 = —(w23w32 — X22x33)T11 + (T13T32 — T12233)T21 — (T13%22 — T12723)T31-

1 0
é ) — 2Ax11 + 2Ax09 + 2AT33 — X21 — T30 = 2)«?5 ) _ (%‘21 + x32).
1 0

<I5:(z, )= )\Gﬁ; ) + T12%31 + X23%31 — T11T32 — T21X33-

¢;(),2) = Na11 + N2xag + Nasg — Avar — Awge + 231 = )\2¢(10) — A(z21 + x32) + x31.
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Por el Lema 2.6 se tiene:

V(G) = V(¢§°), ¢;0), ¢§0), T91 + X32, T12X31 + T23x31 — L1232 — L2133, —A(T21 + T32) + X31)
V(9)
V(9)

0 ) ,(0)
V(o1 'y ¢y, ¢35 xo1 + 32, T12231 + T23%31 — T11232 — T21233, T31)

V(ﬁbgo)a go)(QUSl)» ¢§0)(9331)7 T21 + T32, 11232 + T21233, 5531)'

Observe que z11232 + 91233 = T11(T32 + T21) + T21 (233 — 211 ), asi remplazando en V(G) y haciendo

uso del Lema 2.6 se garantiza que:

V() = V(¢§°), ¢§0) (x31), ¢:(),0) (z31), T21 + 32, 11(w32 + T21) + T21 (w33 — 211), T31)
V(G) = V(¢>§°), ¢go) (x31), ¢§0) (x31), T21 + 32, x21(w33 — z11), @31) =V UW,

V= V(ngo), ¢go)($31), go)(l"?,l), To1 + 32, Ta1, T31),

W = V(QSSO), ﬁbgo)(l”sl)’ fo,o)($31), To1 + 32, T33 — T11, T31).

Para la variedad V', por el Lema 2.6 se tiene:

0 0 0
14 V(d>§ )7 ¢>§ )({1631,9021}), ¢§,)({$31,$21}), T32, T21, T31)
0 0 0
V= V(ng )7 ¢>§ )({5631,902175632}), ¢§, )({9331,9021,»’632}), x32, T21, T31)
V = V(w11 + 222 + 233, T11T22 + T11233 + T22¥33, T11T22T33, T32, T21, T31)
De aqui, por la Proposicién 2.7 se sigue que V = V(z11, x22, *33, T32, T21, Z31), que por la
Proposicion 2.18 se garantiza que es una variedad irreducible y de forma similar al Ejemplo 77
se tiene que su dimensién es 3, por lo tanto, V' es EqD(3). Por otra parte, para probar que W es
EqD(3) considere la variedad W = V(x12, T13, gﬁgo), qﬁgo)(a;gl), qﬁéo)(mgl), o1 +T32, T33—T11, L31),
por la Proposicién 2.30 es suficiente probar que la variedad W es EqD(1). Sea X = {x12, 713, 731},

por el Lema 2.6 se tiene:
W=v(X, ", o0 (X), 6§ (X), wa1 + 230, w35 — 211).

Observe que ¢(30) (X) = — (223732 — T22733)711, luego por el Lema 2.6 se tiene que W = Wy U Wa,
donde:

Wy =V(X, ¢§°)7 ¢§0)(X), T11, T21 + T32, 33 — T11),
Wy =V(X, ¢§0)7 ¢§O) (X), —wo3x32 + 22733, T21 + 32, 33 — T11)-
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Por el Lema 2.6 se tiene:

=V(X, w2 + w33, ¢éo)(X U{z11}), 11, @21 + 232, x33),

=V(X, 92, T23x32, T11, T21 + T32, x33) = W11 U Wio,

=V(X, ¢>§0), T11%22 + T11T33, —T23T32 + T22T33, T2l + T32, 33 — T11),

=V(X, ¢>§0), x11(w22 + x33), —T23%32 + T22T33, Ta1 + 32, 33 — x11) = War U Wag,

donde:

Wi = V(X, 222, 23, T11, T21 + 32, 33),

Wia = V(X, 222, 32, T11, T21 + 232, 33) = V(X, X22, 32, T11, T21, T33),

(0)
X, ¢, x11, —T23x32 + To2¥33, T21 + T32, X33 — T11),

V(
0

V(X, ¢§ )| oy + w33, —a332 + Toowz3, Ta1 + Taz, Taz — T11)-

Observe que Woy = W1 = Way, asi Wy = W1, es decir, W = W = W11 UWis. Dado que Wip y Wia,

por la Proposicién 2.18 se sabe que son variedades irreducibles y de forma similar al Ejemplo 77 se

garantiza que son de dimensién 1, se sigue que Wy es EqD(1), lo cual implica que la variedad W es

EqgD(3), por lo tanto, V(G) es EqD(3) y asi, la secuencia G es regular en el anillo de polinomios A.

4.2.3. Caso 3

Para el caso en que p consta de dos bloques de Jordan asociados a dos valores propios distintos, el
primero de tamafno 2 asociado al valor propio A € C y el segundo de tamano 1 asociado al valor
propio 8 € C, la subdlgebra .A es generada por la secuencia G = {qb(o) gbg)), ¢é0), ¢gl), qﬁgl), QS:?) }
donde:

0
¢>§ ) = 211 + w00 + x33.

(0)
o = —X12%21 + T11T22 — X13%31 — T23T32 + T11X33 + T22T33.
0) _ _ _ _ _ _
¢35’ = —(x23T32 — T22w33)w11 + (13732 — T12233)T21 — (T13T22 — T12023)T31.

Cf)él) = Az11 + Bx11 + Axoe + frog + 2A\x33 — 221 = A¢§°) + B(x11 + z22) + Ax33 — X21.

d)i(,)l) = AM@112733 — 213731 + 22733 — To3¥32) + B(T11722 — T12721) + T23T31 — T21733.

¢:(;2) = A\Bz11 + ABr2g + Na33 — Brar = A(B(w11 + 22) + Az33) — Brar.
Por el Lema 2.6 se tiene V(G) = (qbl , ¢(0) (0) , B(xz11 + x22) + Axss — z21, qbg , é )). Dado
que en V(G) se cumple que [(x11 + x22) + Axss — w91 = 0, se tiene (w11 + wo2) + Ax33 = xo1 y

remplazando en gbz(f) se sigue que (ngz) = Axo1 — Bro1 = —awxo1, donde a« = B — A. Luego, por el

Lema 2.6 se tiene:

V(G) =V( §0)7 go( 21), (30)(:1:21), B(z11 + x22) + Ax33, ¢z(g1)(1‘21), x21).
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Ahora bien, dado que en V(G) se cumple que gbgo) =0y d)éo) (z21) = 0 se tiene que x11 + x22 = —x33
YV X11T33 — T13231 + T22X33 — T23T32 = —T11x20 y remplazando se sigue:

1

Ea, )(5621) = AM—z11222) + Br11T22 + L2331

(1)
s (221) = ax11222 + T23731.

Luego, remplazando en V(G) y haciendo uso del Lema 2.6 se tiene:

V(G) = V(¢§°, ¢éo)(l’21), ¢:(30)(3321), — B33 + A\x33, axi1T22 + 23731, T21)
V(@) = V(¢§°, 20 (x21), ¢;(;0)(3321), —Qur33, 11222 + T23T31, T21)

V(G) = V(¢1 ; 2 (1721), <Z5é0)(9621), r33, QI11T22 + T23T31, T21)

V(G) = V(X, w11 + x99, éo)(X), éo)(X), Q1122 + T23731),

donde X = {z921,z33}. Ahora bien, dado que en la variedad V(G) se satisfacen las igualdades
T11 + 22 = 0y axi1T92 + x23231 = 0, se tiene aa:%l = xo3w3 y asi, remplazando se sigue que

gbgo)(X) = z11(—223232 + 13731 + ar11712), luego por el Lema 2.6 se tiene V(G) = V U W, donde:

V =V(X, z11 + z22, ¢>§0)(X), T11, —axi) + T23231),

0
W =V(X, z11 + z2, ¢>é )(X), —T23%32 + T13231 + QT11T12, —QTt] + To3T31).

En primer lugar, para la variedad V', por el Lema 2.6 se tiene V = V(Y| x13231 + T23732, T23731),
donde Y = X U {z11, w22}, luego V. =V(Y, x13231 + Ta3x32, Tazxs1) = Vi U Vo, donde:

Vi =V, z13231 + 223232, x23) = V(Y, z13231, x23) = V(Y, 13, 223) UV(Y, 31, 223),
Vo =V(Y, z13231 + 223232, x31) = V(Y, 223232, x31) = V(Y, 223, 231) UV(Y, 32, x31).

Asi, por la Proposicién 2.18 se tiene que V; y Vs se pueden escribir cada una como unién de dos
variedades irreducibles, ademads, con un proceso igual al seguido en el Ejemplo 77 se sabe que cada
una es de dimensién 3, luego V es EqD(3). En segundo lugar, para mostrar que la variedad W es
EqgD(3) considere la variedad

0 2
W =V(x31 —x12, X, z11 + 222, ¢§ )(X), —T93T32 + T13%31 + Qr11T12, —QXT] + T23T31).

S . . T23T31
Dado que en W se cumple la igualdad —ax%l 493731 = 0, se tiene x%l =0 luego remplazando

y haciendo uso del Lema 2.6 por el hecho de que a # 0, se tiene:

(0) T23T31
V(gy (X)) =V (- L T13T31 — T23wp ) = V (223231 + a(w13231 + T23732))
y por tanto
T 2
W = V(231 —r12, X, T11+T22, 23731 +(213731 +223T32), —T23T32+T 13031 +QT11 212, —QxT; +T23231 ).
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Ahora, dado que en W se satisface que z31 — x10 = 0 ¥ —x93%30 + 213231 + w1712 = 0, se sigue

que To3T32 = T13x31 + ax11231 y asi

— 2 2

W = V(z31—z12, X, T11+222, x31(T23+20x13+a°211), —T23232+T 13231+ 11231, —x]+T23231).
Luego, por el Lema 2.6 se tiene que W = Wy U Wy, donde:

2
Wi =V(z31 — x12, X, x11 + T2, 231, —T23%32 + T13%31 + Qx11231, —OxT; + T23T31),

2 2
Wy = V(x31 — 212, X, 211 + 22, T3 + 2013 + @211, —T23%32 + T13231 + ax11231, —QTT; + T23%31).

Para la variedad W7, por el Lema 2.6 se tiene W7 = V(x12, X, z11 + z22, x31, T23T32, m%l) Pero
V(22)) = V(x11) UV(211) = V(211), de aqui se sigue que Wy = V(z12, X, @92, 31, T23732, T11 Y
claramente, se sabe que W7 se puede expresar como union de dos variedades, que por la Proposicion
2.18 son irreducibles y de forma similar al Ejemplo 7?7 se tiene que son de dimensién 2, luego Wy

es EqD(2). Ahora, para probar que Wy también lo es, considere la variedad

2 2
Wa = V(31, v31—712, X, T11+722, To3+20w13+a" w11, —T23T32+713731+Qw11031, —Qr];+T23731).
Por el Lema 2.6 se tiene:

2 2
Wy =V(z31, x12, X, 11 + 222, To3 + 2ax13 + @211, —T23%32, —OxT))
2

Wy = V(x31, z12, X, T11 + 22, T2z + 2ax13 + @”x11, —T23%32, T11)
%

Wo =V(x31, 12, X, T2, T3+ 2ax13, T23%32, T11) = Way U Wag,

donde:

Wa1 = V(x31, z12, X, To2, Xog + 20213, T23, 11) = V(x31, T12, X, 22, T13, T23, T11),

Wao = V(x31, z12, X, T22, T3 + 2ax13, T32, T11).

Por la Proposicion 2.18 se tiene que Wa; es una variedad irreducible y de forma similar al Ejemplo

2.26 su dimensién es 1, es decir, Wa; es EqD(1). Para Way considere la variedad
Wao = V(213, ©31, T12, X, T22, T23 + 20:T13, 32, T11).

Luego, por el Lema 2.6 se tiene Wag = V(x13, 31, 12, X, X922, T23, T32, x11) y de forma similar
al caso anterior, Was es EqD(0), asi Way es EqD(1) y por ende W5 también lo es y con esto se ha
probado que W es EqD(2) y asi W es EqD(2), es decir, W es EqD(3), por lo tanto la secuencia

G es regular sobre el anillo de polinomios A.
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4.2.4. Caso 4

Para el caso en que i consta de tres bloques de Jordan, dos asociados al mismo valor propio A € Cy

el tercero asociado a un valor propio distinto 5 € C, la subalgebra -"Tu es generada por la secuencia
g= {¢§O)> ¢§0), ¢;(>,0), ¢§1), <Z>:(),1)} donde:

ngo) = 11 + T22 + x33.

(0)
Oy’ = —T12T21 + T11T22 — T13T31 — T23T32 + T11233 + T22T33.
0 _ _ _ _ _
¢35’ = —(wa3w32 — T2ow33)w11 + (T13%32 — T12233)T21 — (T13%22 — T12223)T31.

¢é1) = Ax11 + Br11 + Axos + fro + 2Ax33 = )‘ﬁbgo) + B(z11 + w22) + Awss.
¢§1) = M(—713%31 + 211733 — T23T32 + T22733) — B(T12721 — T11722).

Por el Lema 2.6 se tiene V(G) = V(¢§O), ¢§0), ¢;(30), (x11 + T22) + w33, gbél)). Dado que en V(G)
se cumple que qﬁgo) =0y gbgo) = 0, se satisfacen las siguientes igualdades: x11 + 90 = —x33 ¥

—T13%31 — T23T32 + T11233 + T22T33 = XT12T21 — T11X22 ¥ remplazando se tiene:
V(9) V(¢§O), ¢§°), 525:(),0)7 B(—mw33) + Az33, M(@12721 — T11792) — B(T12721 — T11722))
V(@) = V(6 05", 85, (A~ B)zss, (A — B)(w12221 — 211222))-
Puesto que X # 3, por el Lema 2.6 se tiene:
V(G) = V(¢§0)a ¢§0)7 ¢;(z,0), x33, T12T21 — L11222)
V(G) = V(6 (w33), 05 (233), 85 (w33), T33, T12@91 — T1122).

Ahora, considere la secuencia H = {11, (bgo) (x33), ¢§O)(x33), qﬁéo) (x33), 33, T12T21 —x11X22}. Para
probar que V(G) es EqD(4) se probara que V(H) es EqD(3). Por el Lema 2.6 se tiene:

V(H) = V@, ¢y ({zi1, 233}, 68 (@1, #33)), 6 (o1, wss}), w33, w12221).
Observe que ¢\” ({211, 233}) = @22 y tomando X = {z11, 222, w33} se tiene:
V(H) = V(X, ¢§0)(X)7 ¢:(>,0)(X), x12x21) = VUW,
donde:

vy, ¢(Y), 69 (V)),
V(Z, $2(2), (),

donde Y = X U{z12} y Z = X U{x21}. Observe que ¢éo)(Y) = X13T32221, luego por el Lema 2.6 se
sigue que V = V1 U Vo U V3, donde:

VY, ¢ (Y U {z13}), 213)
VY, ¢ (Y U {z32}), 32)
VY, ¢ (Y U {z21}), 21)

V=V(X, o0 (X), ¢ (X), x12)
W =V(X, ¢3)(X), ¢ (X), x21)

Vi = V(Y, oY), 213)
Vo = V(Y, (Y), 230)
Vs = V(Y, ¢S(Y), 2a1)

VY, —xo3x32, 713),

VY, —zi3x31, T32),

V(Y, —z13231 — 23232, T21).
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Por el Lema 2.6, V1 y Va2 se pueden expresar, cada una, como uniéon de dos variedades, que por la
Proposicion 2.18 son irreducibles y ademas, de forma similar al r 2.26 se sabe que son de dimensién
3, luego Vi y Vo son EqD(3). Para demostrar que la variedad V3 es EqD(3) considere la variedad

Vi = V(x13, Y, —T13731 — T23T32, T21), por el Lema 2.6 se tiene:
Vs =V(x13, Y, —23x32, x21) = V(213, Y, %23, x21) UV(213, Y, x32, Z21).

Asi, V3 es la unién de dos variedades que por la Proposicién 2.18 se sabe que son irreducibles,
ademads las dos son de dimensién 2, es decir, V3 es EqD(2), luego V3 es EqD(3), por lo tanto V
es FqD(3). Por otra parte, observe que ¢g0)(Z) = X12T23%31, luego por el Lema 2.6 se sigue que
W = Wy U Wy U Ws, donde:

Wi =V(Z, 60(2), z12) = V(Z, 6Q(Z U {212}), 212)
Wa = V(Z, 60(Z), w23) = V(Z, 6Q(Z U {wa3}), was)
Wa =V(7Z, 60(2), z31) = V(Z, ¢Q(Z U {wa1}), 21)

V(Z, —x13x31 — 23732, Z12),

V(Z, —xi3x31, 23),

V(Z, —xo3x32, T31).

Observe que Wy = Vs, es decir, W; es EqD(3). Por el Lema 2.6, Wy y W3 se pueden expresar, cada
una, como unién de dos variedades, que por la Proposicién 2.18 son irreducibles y ademas, de forma
similar al Ejemplo 2.26 todas de dimensién 3, luego Wo y W3 son EqD(3) y asi, W es EqD(3). Por

lo tanto, V(H) es EqD(3), es decir, la secuencia G es regular sobre el anillo A.

4.2.5. Caso 5

Para el caso en que p consta de tres bloques de Jordan de tamano 1, los cuales estan asociados a

tres valores propios distintos por pares (A, 3, § € C), la subalgebra .ATM es generada por la secuencia

G={o!", 6, o, oV, 6§, 6} donde:

0
¢§ ) = 211 + won + 733,

(0)
Gy = —T12T21 + T11T22 — T13T31 — T23T32 + T11733 + T22733.
o _ _ N _ _ _
O3 = — (w2332 — To2x33)x11 + (213732 — T12233) %21 — (T13T22 — T12223)X31.

¢gl) = Br11 + 0x11 + Amo2 + 0x22 + Awzz + Braz = M@ + x33) + B(z11 + 233) + 6(z11 + 222).
¢;(;1) = — (223732 — T22x33) A — (13231 — T11233) 8 — (T12221 — T11222)0.

¢;(>)2) = Béx11 + MNz2s + \Bxss.

Dado que en V(G) se cumple que qﬁgo) = 0 se tienen las siguientes igualdades: x11 + 22 = —x33,

1 .
T11 + T33 = —Tog ¥ Tog + T33 = —x11, luego remplazando en gbg ) se tiene:

V() =V, ¢ o0 _xayy — Bagy — duss, ¢\V, ¢(P).
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Por el Lema 2.6 se tiene:

V(G) = VO + (—Az11 — Bazs — baz), 6y, ¢§0)7 —Az11 — B — w33, ¢§1)7 By — :(32))
V(G) = V(A — B)waa + (A — 8)zss, 03, o) —Aw1y — Baag — 623, o4, 866" — ¢{?).

Dado que en V(G) se cumple que (A — )za2 + (A — §)x33 = 0 se tiene que (8 — N)xaa = (A — J)x33,

asi remplazando se sigue:
V(G) = V(A= B)zaz + (A —6)xss, ¢§0), ¢>§,0), —Ax11 — fros — 033, ¢>§,1), (0 = B)(A—d)xs3).
Dadoque § — 8 #0y A— 6§ # 0, por el Lema 2.6 se tiene:
V(G) = V(A — A—§ O 6O _Xayy — Bagy — 6 (1
(9) (A= B)zaz + ( )33, b, ¢3°, —Ar11 — Brog — dx33, ¢35, T33).

Luego, se sigue que V(G) = V(A — B)zaa, 05 (33), &% (w33), —Awny — Baas, o5 (w33), w33) ¥
dado que A — 8 # 0, por el Lema 2.6 se tiene:
_ 0) 0) BV
V(G) = V(xa2, ¢ ({22, x33}), ¢35 ({22, x33}), —Az11, ¢35 ({222, x33}), x33),
V(G) = V(X, ¢ (X), 60(X), ¢§ (X)),

donde X = {x11, x99, x33}. Ahora, considere la secuencia
H = {w12 — 221, 213 — 731, X, 65 (X), 65 (X), 65" (X)}.

La regularidad de la secuencia G se obtendra como consecuencia de la Proposicion 2.30, mostrando
que la variedad V(H) es EqD(1). Dado que en V(H) se cumple que x12 — 221 ¥ 13— Z31, se tiene que
T12 = T21 y 13 = 31 y remplazando en ¢§O) (X) se tiene x13232212 + T12223713 = T12213(X32 + T23),
luego por el el Lema 2.6 se tiene que V(H) = V4 U V5 U V3 donde:

= V(w21, 713 — 31, X, ¢§°)(X U{zi2}), z12, ¢§1)(X U{z12}))

I
<

To1, T13 — T31, X, T13T31 + T23T32, T12, AT23732 + 533133731),

(
(
(212 — @21, @31, X, 6 (X U {z13}), 13 65 (X U {213}))
(
(

I
<

V

Wi
Va

Ti2 — T21, T31, X, Ti2T21 + T23T32, T13, AT23T32 + 0T12T21),
V3

12 — X21, T13 — 31, X, ¢§0)(X)7 32 + X3, ¢;(;1)(X))'

I
<

Dado que en V; se cumple que x13731 + x23x32 = 0 se tiene r13x31 = —x23232, luego remplazando

y haciendo uso del Lema 2.6 se tiene:

Vi = V(z21, x13 — 231, X, 13231 + T23732, T12, (B — AN)z13231)

Vi =V(r21, x13 — 231, X, T23%32, T12, T13731).
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Luego, por la Proposicién 2.7 se sigue que Vi = V(z21, 713, X, 23732, T12, x31). Observe que por
el Lema 2.6, la variedad V; se puede escribir como unién de dos variedades, que por la Proposicion
2.18 son irreducibles y de forma similar al Ejemplo 2.26 se sabe que son de dimensién 1, asi V; es
EqD(1). Note que si en V5 se hacen las siguientes sustituciones: x12 = x13, xo1 = 231y 0 = 3 se

tiene que Vo = V1, luego V5 es EqD(1). Para probar que V3 es EqD(1) considere la variedad

V3 = V(x23, 112 — 21, T13 — T31, X, ¢>§0)(X)7 32 + T23, ¢§1)(X))

Vi = V(z23, T12 — 221, 13 — 231, X, —T12%21 — 1331, T32, —PT13T31 — 0X1221).

Dado que en V3 se cumple que —z12221 — T13231 = 0, se tiene 19291 = —13731, luego remplazando

y haciendo uso del Lema 2.6 se sigue que:

V3 = V(wo3, T12 — T21, 13 — T31, X, —T12T21 — T13T31, 32, ST12T21 — 0T12291)

Vs = V(z93, T12 — T21, T13 — T31, X, —T12T21 — T13T31, T32, (B — 6)T12221)

Vs = V(w93, T12 — 221, T13 — T31, X, —T12T21 — T13T31, T32, T12T21)

Vs = V(x23, x12 — 21, 213 — T31, X, T13T31, T32, T12%21) = Wi UWo U W3 U Wy,

donde:

Wi = V(xo3, w12 — %21, 13 — 31, X, T13, T32, T12) = V(T23, 21, 231, X, T13, T32, T12),
Wy = V(x23, w12 — w21, 13 — 31, X, T13, T32, T21) = V(T23, 12, 231, X, 13, 32, T21),
W3 = V(x23, w12 — T21, T13 — 231, X, 231, T32, T12) = V(T23, 21, 213, X, 31, 32, T12),
Wy = V(x23, T12 — 221, T13 — 231, X, 231, T32, T21) = V(23, 212, 713, X, 31, 232, T21).

Por la Proposicion 2.18 se tiene que las variedades W;, con ¢ = 1,2, 3,4 son irreducibles y siguiendo
un proceso similar al empleado en el Ejemplo 2.26 se sabe que son de dimensién 0, luego V3 es
EqgD(0), es decir, por la Proposicién 2.30, V3 es EqD(1), por lo tanto V(H) es EqD(1) y asi la

secuencia G es regular sobre el anillo de polinomios A. [ |

4.3. Teorema para gl

Teorema 4.6. La subdlgebra de Mishchenko-Fomenko /Tu C S(gly) es generada por una secuencia

regqular sobre S(gly) cuando p es una de las siguientes formas candnicas de Jordan nilpotentes:

0100 0100 0100
0000 0010 0000
1) p= , 2) = , 3) u=
Wr=15 00 0 B =100 0 0 Be=10 0 0 1
0000 0000 0000
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4.3.1. Caso 1

Para el caso en que p consta de tres bloques de Jordan, uno de tamano dos y dos de tamano uno,
la subélgebra A, es generada por la secuencia G = {(;550), qbgo), gbgo), qbflo), gbgl), qﬁél), qbfll)} donde:

(0)
1. ¢ = x11 + 222 + 233 + T44.
(0)
2. ¢y = —T12T21 +T11%22 — T13031 — L2332 + T11T33 + T22L33 — T14T41 — 24T 42 — T34L43 + T11T44

+ X22T44 + T33%44.

0
3. <l5;(3 ) — —(36235632—5622«’1333)3311—($243742—5622$44)$11—(37343343—37333344)3311+(CE13$32—$12$33)$21
+ (214242 — T12744)T21 — (234743 — T33%44)T22 — (T13%22 — T12723)T31 + (T14T43 — T13%44) 731

+ (x24%43 — 23T 44)T32 — (T14T22 — T12%24)Ta1 — (T14233 — T13T34)Ta1 — (T24T33 — T23X34) T42.

(0)
4. 4 = L14T23T32041 —X13L24L32L41 —L14L22X33T41 +212T24233741 +213222L34T41 —L12223234241
— T14223T312T42 + T13T24T31242 + T14T21233T42 — T11T24T33T42 — T13T21T34L42 + T11T23T34T42
+ 214%22231%43 — £12T24X31T43 — T14T21T32043 + T11T24T32T43 + T12T21T34T43 — T11X22T34243

— T13222731244 + 1222323144 + £13T21232T44 — T11T23232T44 — T12221233%44 + T11222T33%44.-
(1)
5. o = —I21-
6. o) — _ _
. Q37 = T23%31 — 21233 + T24T41 — T21T44.
(1)
7. ¢y’ = (234243 — T33%44)T21 — (T24743 — T23044)T31 + (24733 — T23734)T41.

La regularidad de la secuencia G se obtendra como consecuencia de la Proposicién 2.30 mostrando
que la variedad determinada por la secuencia de polinomios homogéneos H = {x33, T44, 43} UG es

EqD(6). Observe que qbél) = —x91, por el Lema 2.6 la variedad V(H) queda de la siguiente forma:
V(H) = V(ess, zaa, 213, 01, 03, 68, 6, wor, 65, of").
Considere el conjunto X = {x33, 44, x43, x21}, por el Lema 2.6 se tiene:
V(H) = VX, " (X), 65" (X), 6" (X), 6§ (X), 6§ (X), waswzazn)

Sean X1 = X U{za3}, Xo = X U{x34} v X3 = X U{z41}. Por el Lema 2.6, la variedad V(H) se
puede escribir V(H) = W U M U N donde:

W =v(x1, ¢\ (X1), ¢¥(X1), ¢ (X1), ¢{(X1), w2aznr),
M =V(Xs, ¢§0)(X2), (20)(X2)7 ¢g0)(X2), (31242 — T32041)(T13T24 — T14%23), ¢;(;1)(X2)),

N =V(X3, ¢\V(X3), o (X3), 6 (X3), ¢\(X3), waswar).

0 . . .
Observe que gbg )(Xl) = X11T22 — T13%31 — £14T4]1 — T24X42, luego realizando los cambios de variable

. . . 0
T41 = T23 Y 14 = X32 S€ tiene el pohnomlo qbé )(Xg) = L1122 — L1331 — I23T32 — T24T42. De hecho,
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haciendo los cambios de variable x11 = 92, T13 = T42, T14 = T32, T2z = T41, To4 = T31 en los
polinomios que determinan la variedad W se obtiene los polinomios que determinan la variedad N.
Por lo tanto, es suficiente mostrar que Wy M son EqD(6). Por el Lema 2.6 se tiene W = W; UW,
donde:

—

Wy =V(zs, X1, 6\ (X1), o2 (X1), ¢ (x1), 62 (X1)),
Wo =V(2a1, X2, 67 (X2), ¢0(X2), o (X2), 6 (X2)).

Considre los conjuntos Y = X; U {xo4} vy Y = X7 U {z41}. Aplicando el Lema 2.6 a las variedades
W1y Wy se tiene:

Wi =V(Y, ¢§O)(Y)7 éo)(Y), ¢§°)(Y), T13L22T34241),
Wy =V(Y, ¢§0)(7), ¢g))(?)7 <Z>:(),0)(?), T13T24T31242).

Por el Lema 2.6, las variedades Wy y W5 se pueden escribir como la unién de cuatro variedades, de
la siguiente forma: Wy = Wi U Wio U Wis U Wiy y Wo = Way U Wao U Wag U Woy donde:

L. Wi =V(Y, 211 + 222, T11222 — T14T41, T14T22T41, T13).

2. Wig = V(Y, 11, 213731 + 214241, 13234741, T22).

3. Wiz =V(Y, 11 + ®22, T11222 — £13%31 — 14741, T22(T13%31 + T14741), T34).
4. Wiy = V(Y, 211 + 222, T11022 — 13231, T13T22T31, T41).

5. Wor =V(Y, z11 + T22, T11T22 — T24T42, T24T42T11, T13)-

6. Wae = V(Y, 211 + z22, T11T22 — T13T31, T13T22L31, T24)-
7. Was =V(Y, z11 + 222, T11022 — 24T 42, T24T42T11, L31)-

8. Way =V(Y, z11 + z22, T11%22 — T13T31, T13T22L31, T42).

Si se hace los cambios de variables 31 = x14 ¥ 13 = x41 en los polinomios que determinan la
variedad W71 se obtienen los polinomios que determinan la variedad Wiy, por lo tanto es suficiente
mostrar que Wiy es EqD(6). Aplicando el Lema 2.6 se tiene que Wi se puede escribir como unién

de tres variedades como sigue:
V(Y, z11+ 222, 11222, T14, T13) UV(Y, 211, T14241, P22, 13) UV(Y, 211+ 222, 11722, Ta1, T13)-
Ahora, por la Proposicion 2.7 se tiene:

Wi =V(Y, z11, 22, T1a, 13) UV(Y, 211, T1a%a1, x22, x13) UV(Y, 11, T22, Ta1, 213).
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Con base en el Lema 2.6, la variedad V(Y, x11, 14241, T22, T13) se puede escribir como la siguiente
union: V(Y, 211, T1axa1, x22, x13) = V(Y, 211, 14, @22, 213) UV(Y, 211, 241, T22, T13), entonces

la variedad W11 queda de la siguiente forma:
Wi =V, z11, 22, 14, 13) UV(Y, 11, 22, Ta1, T13).

Dado que Y = {23, xo4, X33, Taa, T43, T21}, por la Proposicion 2.18, Wi es la unién de variedades
irreducibles y en base al Ejemplo 2.26 se tiene que son de dimensién 6, asi Wiy es EqD(6) y por
lo tanto W14 también lo es. Ahora, para la variedad Wis, por el Lema 2.6 se tiene que se puede

escribir como la unién de tres variedades como sigue:
VY, @11, 214m41, 13, 222) UV(Y, 211, 213731 + T142a1, T34, To2) UV(Y, 211, 213231, Ta1, To2).

Aplicando el Lema 2.6, las variedades V(Y, x11, 14241, 213, x22) y V(Y, 211, 13231, T41, T22) se

pueden escribir de la siguiente forma:

VY, z11, T1aza1, 13, x22) =V(Y, 211, 14, 213, T22) UV(Y, 211, Ta1, 213, T22),

V(Y, z11, zi3x31, xa1, x22) =V(Y, 11, 213, Ta1, T22) UV(Y, 211, 231, Ta1, T22).
Entonces la variedad Wis se expresa como sigue:
Wi = V(Y, z11, @14, 213, T22) UV(Y, 211, 213, T41, T22) UV(Y, 211, 213231 + T142T41, T34, T22).

Las variedades V(Y, x11, x14, x13, ®22) y V(Y, x11, x13, x41, x22) por el Ejemplo 2.26 tienen
dimension 6, resta mostrar que la variedad V' = V(Y| x11, 13231 + 14241, T34, T22) también tiene

dimension 6, esto probard que Wig es EqD(6). Considrele la siguiente variedad:
V =V(Y, 211, 213731 + T14%41, T34, T22, T14)-
Por el Lema 2.6 se tiene:
V =V(Y, x11, 213, T34, 222, T14) UV(Y, 211, 31, T34, T22, T14).

Por el Ejemplo 2.26, las variedades V(Y, x11, %13, X34, T22,214) ¥ V(Y, 11, T31, T34, T22,T14)
tienen dimension 5, entonces por la Proposicién 2.30 la variedad V' tiene dimensién 6 y esto prueba
que Wig es EqD(6). Ahora considere la variedad W3, aplicando el Lema 2.6 se tiene Wiz = ViUV,
donde:

Vi =V(Y, x11 + x22, T11%22 — T13%31 — T14T41, T22, T34),

Vo =V(Y, 211 + 22, T11T22 — T13T31 — T14241, T13T31 + T14T41, T34).
Nuevamente, aplicando el Lema 2.6 a las variedades V; y V5 se tiene:
Vi =V(Y, z11, 713731 + T14T41, T2, T34),

Vo =V(Y, x11 + ®22, T11%22, 13731 + L1441, T34).

o1



Regularidad de los generadores de las subédlgebras de Mishchenko-Fomenko

Por la Proposicién 2.7, la variedad Vo = V(Y, x11, T2, 13731 + T14%41, T34), luego Vi = Vo, por
lo tanto W3 = V;. Considere la variedad V] = V(Y, x11, ®92, T13%31 + T14%41, T34, T13), por el

Lema 2.6 se tiene:
Vi =V, x11, T2, 14, T34, x13) UV(Y, T11, T2, Ta1, T34, T13).

La variedad V; est4 escrita como unién de dos variedades que segiin el Ejemplo 2.26 tienen dimensién
5, luego por la Proposicién 2.30 la variedad V; tiene dimensién 6, entonces Wi es EqD(6). Hasta
este momento se ha probado que Wiy, Wia, Wis y Wiy son EqD(6), esto demuestra que Wy es
EgD(6). Ahora, para demostrar que Wy es EqD(6) se hacen los siguientes cambios de variable:

1. £11 = 92, T4o = 14 ¥ XT24 = T41 en los polinomios que determinan la variedad Wi, para
obtener los polinomios que determinan la variedad Ws; y dado que Wiy es EqD(6), entonces
W1 es EqD(6).

2. 113 = x31 en los polinomios que determinan la variedad Ws; se obtienen los polinomios que
determinan la variedad Wa3 y dado que Wa; es EqD(6) entonces Wag es EqD(6).

3. To4 = T41, en los polinomios que determinan la variedad W4 se obtienen los polinomios que
determinan la variedad Way y dado que Wi4 es EqD(6) entonces Wag es EqD(6).

4. w94 = x40, en los polinomios que determinan la variedad Way se obtienen los polinomios que
determinan la variedad Wa4 y dado que Was es EqD(6) entonces Way es EqD(6).

Entonces Way, Waa, Was y Way son EqD(6), esto prueba que Wa es EqD(6) y dado que Wi es
EqD(6), se tiene que W es EqD(6). Resta probar que la variedad M es EqD(6), por el Lema 2.6
se puede escribir M = My U My donde:

My =V(Xa, ¢§O)(X2)a éO)(XQ)a ¢§0)(X2), T31T42 — T32T41, ¢;(31)(X2))7
M, =V(Xo, ¢§0)(X2)7 éo)(Xz), ¢§O)(X2), T13T24 — T14723, ;(31)(X2))~

Haciendo los cambios de variables x11 = %92, T13 = X429, T14 = T32, To3 = T41 Y To4 = T3]
en los polinomios que determinan la variedad M; se obtienen los polinomios que determinan la
variedad My, entonces, es suficiente mostrar que M; es EqD(6). Sea F el conjunto de polinomios
que determinan la variedad M, es decir, F = {Xo, gbgo)(Xg), (béo)(Xg), go)(Xz), T31L40 —
T32T41, qbgl)(XQ)}. Considere la variedad P = V(z42, F), se va a mostrar que P es FqD(5) y
como consecuencia de la Proposicién 2.30 se obtendra que M; es EqD(6). Sea Z = Xo U {z42},

aplicando el Lema 2.6 se tiene:

P=v(Z,62), $(2), 6(2), zsoaar, 6V (2)).
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Sean 71 = Z U {xs2} v Zo = Z U {x41}, nuevamente aplicando el Lema 2.6, se puede escribir la
variedad P de la siguiente forma: P = P; U P, donde:

Pl :V(Zl’qbgO)(Zl)a ¢50)(Z1)7 ¢§,O)(Z1)7 gl)(Zl))a
Py ZV(Z27¢§O)(Z2), ¢§0)(Z2)7 ¢;(),0)(Z2), X23731).

Sea T el conjunto de polinomios que determinan la variedad P;, se va a mostrar que la variedad
Py = V(z23, T) es EqD(4) y como consecuencia de la Proposicién 2.30 se obtendrd que P; es
EgD(5). Aplicando el Lema 2.6 se tiene:

Py = V(x93, Z1, T11+ T22, T11%22 — T13231 — T14T41, —T13T22T31 — T14T22T41 + T12T24T41, T24T41)-

Por el Lema 2.6, la variedad P; se puede escribir como la unién P; = P;; U Pi5 donde:

Py =V(x23, Z1, x11 + T22, T11T22 — (T13%31 + T14T41), T22(T13T31 + T14%41), T24),

Pro =V(x93, Z1, 211 + T22, T11%22 — T13T31, T13T22T31, T41).
La variedad Pj1, por el Lema 2.6 se puede expresar como Pj; = R U Ry donde:

Ry =V(x23, Z1, ®11, 13731 + T14T41, T22, T24),
Ry =V(x23, Z1, T11 + T22, T11022, T13731 + 14241, T24).
Por la PrOpOSiCién 2.7, R2 = V(l‘Qg, Zl, 11, T22, X13T31 + T14%41, .21?24), por lo tanto R1 = R2

entonces P;; = Ry. Ahora, considere la variedad Pjs, por el Lema 2.6 se tiene Pjs = 51 U Sy U S3
donde:

S1 =V(x23, Z1, w11 + 22, T11T22, 13, T41),
So =V(x23, Z1, T11, T13%31, T22, T41),
S3 =V(x23, Z1, T11 + To2, T11T22, 31, T41).
Aplicando a las variedades S y S3 la Proposicién 2.7 y a la variedad S, el Lema 2.6, se tiene:
S1 =V(x23, Z1, 711, T22, T13, T41),
So =V(x23, Z1, w11, 213, T22, T41) UV (223, Z1, T11, 31, T22, T41),
S3 =V(x23, Z1, 711, T22, T31, T41)-
Entonces la variedad Pjo = S; U S3 y dado que Py = R; se tiene P = Ry U S; U S3. Dado que
Zy = {w32, x34, T33, T44, T43, T21, T4z}, entonces por el Ejemplo 2.26 las variedades S; y S3
tienen dimensién 4. Para mostrar que P; es EqD(4) resta probar que la variedad R; también tiene

dimensién 4, para ello considere la variedad R; = V(zas, Z1, w11, T13T31 + T14T41, T22, T4, T13).

Por el Lema 2.6 se tiene:

Ry =V(x23, Z1, x11, 14, T22, T4, T13) UV (223, Z1, Z11, Ta1, T22, T4, T13).
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Asi, la variedad Ry es la unién de dos variedades que por el Ejemplo 2.26 tienen dimensién 3, entonces
Ry es EqD(3) y por la Proposicién 2.30 la variedad Ry es EqD(4), es decir, tiene dimensién 4, asf
Py es EqD(4) y esto prueba que P; es EqD(5). Ahora, considere la variedad P, aplicando el Lema
2.6 se tiene Py = P51 U Ps9 donde:

Py =V(z41, Y, x93, 11 + T22, T11%22 — T13T31, T13T22%31),

Si se hace los cambios de variable 11 = x99, 31 = T23 y £13 = T'32 en los polinomios que determinan
la variedad P»; se obtienen los polinomios que determinan la variedad Pao. Por lo tanto, es suficiente

mostrar que Pa; es EqD(5). Del Lema 2.6 se tiene que Py se puede escribir como la siguiente unién:
V(Z3, x93, x11+22, T11%22, 13)UV (22, T23, T11, 213731, T22)UV(Z2, X3, T11+T22, T11022, T31).
Luego, aplicando la Proposicién 2.7 se tiene:

Pyy = V(Z2, wo3, 11, T22, 213) UV(Z2, 23, T11, 213731, T22) U V(Z2, ®23, T11, T22, 231)

y por el Lema 2.6 se tiene que Po; = V(Z2, x93, 11, 22, T13) U V(Z2, x23, 11, T22, 31). Dado
que Y = {41, x34, T33, Ta4, T43, T21, T42}, de forma similar al Ejemplo 2.26, las variedades
V(Zy, x93, T11, T2, x13) y V(Za2, x23, X11, X22, x31) tienen dimensién 5, por lo tanto P es
EqD(5). Finalmente, puesto que P, y P; son EqD(5), entonces P es EqD(5), esto demuestra que
M es EqD(6) y finalmente se tiene que V(H) es EqD(6) y esto era lo que se deseaba demostrar.

4.3.2. Caso 2
Para el caso en que p consta de un bloque de tamano 3 y uno de tamano 1, la subalgebra Tu es
generada por la secuencia G = {qb(lo), gbgo), éo), 510) , qﬁél), gl), ¢§11), :(f), Q(E) } donde:

1. ¢§0) = x11 + 92 + 33 + Ta4.

(0)
2. ¢y = —x12T21 + T11T22 — T13T31 — T23T32 + T11T33 + T22T33 — T14T41 — T24T42 — T34T43 +

T11%44 + X22%44 + T33T44.

0
3. <Z5§ ) = (90133?32 - 37123633)9621—(96233?32 - $22$33)$11—($24$42 - 37223644)3611—(96345643 - 37333644)3611
+ (214242 — T12%44)T21 — (T34%43 — T33%44)T22 — (T13T22 — T12223) 231 + (T14T43 — T13%44)T31
+ (24243 — 232 44) T30 — (T14%22 — T12%24)Ta1 — (L1433 — L13034)Ta1 — (T24233 — T23%34)T42.

(0)
4. ¢4 = T14223T32%41 —X13T24X32T41 —T14L22T33L41 +T12L24T33T41 +T13T2234T41 —T12X23L34241
— 214223231242 + T13224T31242 + T14T21233T42 — T11L24L33T42 — T13X21L34L42 + T11T23234T42
+ 214T22X31T43 — T12T24T312T43 — T14T21T32%43 + T11T24232T43 + T12221X34T43 — T11222T34T43

— T13722T31%44 + T12223T31T44 + T13T21232T44 — T11T23T32T44 — T12T21T33T44 + T11222733T44-
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1)
5. 9 = —I21 — I32.
(1)
6. @37 = T12T31 + T23T31 — T11T32 — T21T33 + T24T41 + T34T42 — T21T44 — T32T44.

1
7. <25§ ) = (x34%42 — T32T44)T11+ (34243 — T33T44)T21 — (T14T42 — T12244)T31 — (T24T43 — T23T44)T31
+ (14732 — T12%34)Ta1 + (24733 — T23%34) T 41

8. ¢§2) = T31.-
9. 512) = —X34%41 + T31T44.

La regularidad de la secuencia G se obtendra como consecuencia de la Proposicion 2.30, mostrando
que la variedad determinada por la secuencia de polinomios homogéneos H = {x44} UG es EqD(6).

Sea U = {w31, x44}, por el Lema 2.6 se tiene:

VH) = VU, W), o2(U), $(U), @), s (@), oM (U), ¢V (W), ¢ (1)),

Dado que en V(H) se cumple (;Sgl) = 0 se sigue que x30 = —x91, ademéds qbff)(U) = —X34%41, POT
tanto sean X = U U {zs4} e Y = U U {z41}, luego por el Lema 2.6 y remplazando lo anterior se
tiene V(H) = V1 U Vi, donde:

Vi = VX, ¢9x), o2(X), oP(X), o (X), o (X), oM (X), war(—wr1amar + waszss)),
Vo = V(Y. ¢0(Y), ¢30(Y), ¢30(Y), {0(Y), ¢3)(Y), ¢57(Y), waa(wanany + zazwar)).

Considere el conjunto X; = X U {x41}, por el Lema 2.6 se tiene Vi = W; U Wa, donde:

Wy = VX1, 6 (xX0), o (X1), oV(X1), ¢ (X1), 6N (X1), war (w11 — 33)),
Wo = V(X, ¢\7(X), ¢(x), ¢\V(x), ¢V(x), ¢(X), ¢S(X), —2raz21 + w2u33).

Tome el conjunto X, =X, U {21}, por el Lema 2.6 se tiene Wi = Wy U Wig, donde:

Wi = V(Xq, ¢g0)(71U {x32}), (20)(71U {z32}), ¢;(:,0)(71U {x32}), x11224233%42, x32),
Wiz = V(X1, ¢§O) (X1), ¢§0) (X1), §,°) (X1), (21243 + x33742) (T 14221 — T11T24), ¢;1)(X1), T — 233).

Para la variedad W71, por el Lema 2.6 se tiene W1 = G1 U G2 U G3, donde:

G1=V(X1, o2 + x33, T22T33 — T24T42, T24T33T42, T11, T32),
Go =V(X1, 11 + Z22, T11T22 — T24T42, T24T42T11, L33, T32),

Gz =V(X1, 11 + 222 + X33, T11T22 + T11233 + T22233, T22T33L11, T24T42, L32)-
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Por el Lema 2.6 se tiene que G1 = G11 U G123 v Go = Go1 U Gag, donde:

G = V(X1, ©22, ToaZa2, T33, T11, T32),
Gi2 = V(X1, mo2 + x33, T22%33, T24Ta2, T11, T32),
G = V(X1, ®22, T2a%42, T11, T33, T32,
Goa = V(X1, o1 + 222, T11%22, T24Taz, T33, T32).

Observe que G117 = G921, ademds por el Lema 2.6 la variedad G711 se puede escribir como la unién
de las variedades Ry = V(X71, w9o, To4, T33, T11, T32) ¥ Ro = V(X1, T2, T42, T33, T11, T32). Por
la Proposicién 2.18, las variedades R; y Ry son irreducibles y ademads de forma similar al Ejemplo
2.26 se tiene que su dimenson es 6, entonces G171 y Go1 son EqD(6). Ademds, por la Proposicién 2.7
se tiene que G2 = V(Yl, x22, T33, L24T42, T11, 9632) y Goo = V(Yh T11, T22, 124T42, IT33, 3332)~
Asi, G153 = G5 y por el Lema 2.6 la variedad G2 se puede escribir como la unién de las variedades
Ry = V(X1, 90, 733, T24, T11, T32) Y R2 = V(X1, T22, T33, T42, 11, T32). Luego, de la Proposicién
2.18, las variedades Ry y Ry son irreducibles y ademés de forma similar al Ejemplo 2.26 se tiene que
su dimenson es 6, entonces G y G son FqD(6). Ahora, aplicando la Proposicién 2.7 a la variedad
G3 se tiene G3 = V(X1, 711, T22, 733, T24T42, T32). Claramente G3 = G1; y dado que Gi; es
EqD(6) se tiene que G3 es EqD(6), por lo tanto Wiy es EqD(6). Ahora, para Wi9, aplicando el
Lema 2.6 se tiene W15 = Hq U Hs, donde:

Hy =V(Xq, 50)(X1), ¢§0)(X1), ¢;(30)(X1), 21243 + L3342, ¢§1)(X1), 11 — 33),

Hy =V(Xy, ¢§0)(X1), ¢§0)(X1), ¢§0)(X1), 14221 — T11T24, ¢gl)(X1), 11 — X33).

Para H; considere la variedad
F:V X (0) X (0) X (0) X (1) X _ _ _
1 (X1, 017 (X0), ¢y ' (X1), 03 (X1), zo1xa3+x332a2, @5 (X1), T11—X33, T23—T12, T43—T42).

Entonces, se probard que H; es EqD(4) y como consecuencia de la Proposicién 2.30 se obtendra
que Hy es EqD(6). Dado que en H; se cumple 211 — 33 = 0, 193 — 12 = 0 y 243 — 242 = 0, entonces
T11 = 33, To3 = T12 ¥ T43 = T42. Ademds, dado que en H; se tiene 11 + 29 + 233 = 0, entonces

2x11 + w22 = 0, por lo tanto —2x1; = x92 y haciendo los anteriores cambios se tiene:
Hy =V(X1, hi, ho, h3, zaz(x21 + 33), Ta1 + T32, T11 — T33, T3 — T12, T43 — Ta2),
donde:
1. h1 = z11 + 222 + 33.
2. hy = 313%1 —+ X924 49.
3. hy = (95129321 — 223, — 56249642)9311 — (213%21 + T12T11 — T14T42 + T24742)T21 — T24T11742.
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Luego, por el Lema 2.6 se tiene que H; = Hy; U Hyo, donde:

2
Hii =V(X1, z22, 11, T13%5;, T42, T21 + T32, L33, T23 — T12, L43),

Hip =V(X1, hi, ha, hg, xo1 + x33, T21 + T32, T11 — 33, T23 — 12, 43 — T42).
Por el Lema 2.6 se tiene V(z3;) = V(z21) N V(w21) = V(x21), luego Hiy = S1 U Sy donde:

S1=V(X1, z22, 11, T13, Ta2, T21 + T32, 33, T23 — T12, T43),

So = V(X1, 22, 11, T21, Ta2, T32, 33, T23 — T12, L43).

Considere las variedades Sl = V(Xl, o2, 11, 13, L42, T21 —l—xgg, 33, 23 — L12, T43, T21, xgg)

y So =V(Xy, T2, 11, T21, T42, T32, T33, T2z — T12, T43, T23), por el Lema 2.6 se tiene:

S1 =V(X1, z22, 11, T13, Ta2, T32, 33, T12, 43, T21, L23),

So =V(X1, z22, T11, T21, Ta2, T32, T33, T12, T43, L23)-

Por la Proposicién 2.18, las variedades Sy y S son irreducibles y de forma similar al Ejemplo 2.26 se
tiene que son de dimensién 2 y 3 respectivamente, es decir, Sy es EqD(2) y Sz es EqD(1), entonces
por la Proposicién 2.30 las variedades S7 y Sz son EqD(4), por lo tanto Hq1 es EqD(4). Para la
variedad Hi2, dado que se cumple z91 +x33 = 0y £11 —x33 = 0, entonces x2; = —x11 y remplazando

en el polinomio hg se tiene:
2
hs = —x11(227; + T24%42 + 13211 + T14%42).
Luego, sea hg = Qxfl 4 T94%42 + X13%11 + T14242, por el Lema 2.6 se tiene His = I; U I, donde:

I =V(X1, hi, he, 11, T21 + 33, T21 + T32, T11 — T33, T23 — T12, T43 — T42),

I, =V(X1, h1, ha, h, xo1+ 233, T21 + 32, T11 — T33, Toz — T12, T43 — T42).
Aplicando a la variedad I el Lema 2.6 se tiene:

Iy = V(X1, w22, ToaTa2, T11, T21, T32, 33, T23 — T12, T43 — Ta2) = 111 U L1z,
donde:

I =V(X1, z22, %o, T11, T21, T32, T33, T23 — T12, T43 — L42),

Lo = V(X1, z22, Za2, T11, 21, T32, T33, T23 — T12, T43).

Ahora, considere 17 = V(X1, w22, %24, T11, T21, T32, T33, T23 — T12, T43 — T42, T23, T43) €

Ly = V(X1, T2, Ta2, T11, T21, T32, T33, Ta3 — T12, T43, T23), por el Lema 2.6 se tiene:

Iy = V(X1, z22, o4, T11, 21, T32, T33, T12, T42, T23, T43),

Ly =V(X1, x99, T2, T11, T21, 32, T33, T12, T43, T23).
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Por la Proposicién 2.18, las variedades 111 e I3 son irreducibles y ademés de forma similar al Ejemplo
2.26 las variedades I1; e I1o tienen dimensién 2 y 3 respectivamente, es decir, I11 es EqD(2) e I3 es
EqD(1), luego como consecuencia de la Proposicién 2.30 las variedades I1; e I12 son EqD(4), por
lo tanto I es EqD(4). Ahora, para I, dado que en I se cumple hy = 0, se tiene w9440 = —3z%, y

considere la variedad
I, =V(X1, hi, he, hy, a1 + x33, Ta1 + @32, T11 — X33, Taz — T12, T43 — T42, T14).
Luego, por el Lema 2.6 y haciendo la sustitucién wosz4e = —322; en hY se tiene:
I, =V(X1, hi, ha, x11(z13 — 211), To1 + X33, T21 + T32, T11 — T33, T23 — T12, T43 — T42, T14).
Por el Lema 2.6, la variedad I se puede escribir como la unién Iy = Is; U I59, donde:

Iy = V(X1, T22, T24%42, T11, T21, T32, L33, T23 — T12, T43 — T42, L14),
Iy = V(X1, h1, ha, x13 — x11, T21 + T33, T2l + 32, T11 — T33, T23 — T12, T43 — T42, T14)-
Aplicando el Lema 2.6, la variedad Io; se puede escribir como la unién Is; = 17 U 15, donde:
Ty = V(X1, 292, o4, T11, T21, T32, T33, T23 — L12, T43 — T42, T14),
Ty = V(X1, 292, 42, T11, T21, T32, T33, T23 — T12, T43, T14).
Ahora, considere las siguientes variedades:
Ty = V(X1, 22, To4, T11, T21, T32, X33, T23 — T12, T43 — 42, T1d, 23, T43),
Ty = V(X1, 222, T42, T11, T21, T32, L33, T23 — T12, L43, T14, L23)-

Por el Lema se tiene 2.6 T} = V(X1, x22, To4, T11, T21, T32, T33, T12, T42, T14, T23, T43) Y
Ty = V(X1, wo2, T42, T11, To1, T3, T33, T12, T43, T14, To23). Luego, por la Proposicién 2.18, las
variedades T y T3 son irreducibleas y ademds de forma similar al Ejemplo 2.26 las variedades T}
y Ty tienen dimensién 1 y 2 respectivamente, es decir, Ty es EqD(1) y Ty es EqD(2), luego como
consecuencia de la Proposicién 2.30 las variedades 17 y Ts son EqD(3), por lo tanto Iz es EqD(3).

Ahora, para Iss considere la variedad
Iy = V(X1, hi, ha, T13 — T11, T21 + T33, T21 + T32, T11 — T33, Ta3 — T12, T43 — T42, T14, T11).
Luego, por el Lema 2.6 se tiene:
Ipo = V(X1, @22, Toada2, T13, T21, T3z, 33, T2z — T12, T43 — T42, T14, T11).
Aplicando el Lema 2.6, la variedad Is» se puede escribir como la unién Iys = K; U Ko, donde:
K1 =V(X1, o2, T4, 13, T21, T32, T33, T23 — T12, T43 — T42, T14, T11),

Ky =V(X1, x22, T42, x13, 21, T32, T33, T23 — T12, T42, T14, T11).
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Considere las variedades

K1 =V(X1, z22, T24, T13, T21, T32, T33, 23 — 12, Td3 — T42, T14, T11, L23, T43),

Ky =V(X1, x22, ®42, x13, T21, T32, T33, T23 — T12, T43, T14, T11, L23).

Ahora, por el Lema 2.6, K1 = V(X1, T2, T4, T13, T21, T32, T33, T12, T42, T14, T11, T23, T43) Y
Ky = V(X1, 722, T42, 13, T21, T32, T33, T12, T43, T14, T11, T23). Luego, por la Proposicién 2.18,
las variedades K7 y K> son irreducibleas y ademds de forma similar al Ejemplo 2.26 las variedades
K y K3 tienen dimensién 0 y 1 respectivamente, es decir, K1 es EqD(0) y Ko es EqD(1), luego
como consecuencia de la Proposicién 2.30 las variedades K7 y Ks son EqD(2), por lo tanto Iy es
EqD(2), entonces Iy es EqD(3), esto implica que I es EqD(3) y por la Proposicién 2.30 se tiene
que I es EqD(4), entonces His es EqD(4) y dado que Hy; es EqD(4) se tiene Hy es EqD(4) y por
la Proposicién 2.30 se concluye que H; es EqD(6). Ahora, observe que si se hace los cambios de
variable x17 = X33, 120 = —X23, T14 = T43, T23 = —T12, LT24 = —T42 ¥ T42 — T24 en los polinomios
que determinan la varidad Hi, se obtienen los polinomios que determinan la variedad Hs, por lo
tanto Ho es FqD(6), esto prueba que la variedad Wiy es EqD(6) y dado que la variedad Wi; es
EqD(6) se sigue que Wi es EqD(6). Ahora, para probar que Wy es EqD(6) considere la variedad

Wa =Vv(2, 6(2), s (2), 60 (2), 6"(2), ¢ (2), ¢ (2), p),

donde Z = X U {z12, 713, T43} y p = —X14T21 + T24T33. Se probard que Wy es EqD(3) y como
consecuencia de la Proposicién 2.30 se obtendrd que Wo es EgD(6). Dado que en la variedad Wa
se cumple ¢§0)(Z) =0, ¢§1) =0y p=0, entonces —11 = x22 + X33, T32 = —T21 ¥ T14T21 = T24L33,
luego haciendo estas sustituciones en qﬁéo)(Z )y gbz(lo)(Z ) se tiene:
0
¢;(:, )(Z) = 211 (T23%21 + T22%33 — T24%42) + T24T42733 — T14T41(T22 + T33) — T24T33T42
= 211(T23721 + 22733 — T24T42 + T14T41),
0
¢4(1 )(Z) = —T24T23T33T41 — T14T22T33T41 + T24T33T33T42 — T11T24T33T42

= $33(—$24CB23$41 — X14%22%41 + T24T33%42 — JL”111L‘24$42)-

Ahora, sea Z1 = Z U {x11}, por el Lema 2.6 se tiene Wy = Wa; U Way, donde:

W = V(Z1, ¢\(21), 6(21), o(21), ¢8(21), 6(21), p),
Was = V(Z, $\2(2), ¢(2), wa3w91 + To2233 — wouwan + 214ma1, 6(Z), 6$0(2), 60(2), p).

Dado que en W se cumple (bgo)(Zl) =0, qbgl)(Zl) = 0y p = 0, entonces se tiene x9o = —x33,

T21T33 = XT2o4T41 ¥ T14X21 = T24x33, asi, por lo anterior se sigue que:

(0) 2
5 (Z1) = xo3%21 — T33 — T14Ta1 — T24T 42,

0
4(1 )(Zl) = 234 (— 21723 + 214241 + T24T42).
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Ahora, considere los polinomios f = x93T91 — 14741 —T24T42 Y § = x§3, observe que gzﬁgo)(Zl) = f—g,
por el Lema 2.6 se tiene V(f — g, f) = V(f — g, ) UV(f — g,g) = V(f g), luego se tiene:

War = V(21 6°(20), £, 9. 6" (21), ¢5(20). p).
Observe que V(g) = V(—33) = V(x33). Ahora, sea B = Z; U {xa2, w33}, por el Lema 2.6 se tiene:
Wao1 = V(B, f, w21 + 232, T24%41, T14%21),
luego, por el Lema 2.6 se puede escribir Wa; = C1 U Cy U C3 U Cy, donde:

(B, z23%21, T21 + T32, T4, T14),

Cy (B, 14741, T32 To4, T21),

C3 = V(B, w23721 — To4%42, T21 + T32 T41, T14),
Cy (

B, wogx40, X33 T41, T21).
Aplicando el Lema 2.6 en las variedades C7, Cy y Cy se tiene:

Ci1 =V(B, x3, T21 + 32, Taa, T14) UV(B, 21, 32, Toa, T14),
Cy =V(B, x4, T32 24, T21) UV(B, x41, T32 T24, T21),

Cy =V(B, x4, T32 a1, 21) UV(B, T42, T32 Ta1, T21).

Observe que Cy y Cy se descomponen en variedades que segun la Proposicion 2.18 son irreducibles
y en base al Ejemplo 2.26 tienen dimension 3, por lo tanto Co y C4 son EqD(3). En la expresién
de C1, la variedad V(B, z21, 32, T24, 14) tiene dimensién 3, entonces para mostrar que Cp es
EqD(3) resta probar que la variedad Jy = V(B, w23, 21 + 32, T4, x14) tiene dimensién 3, para
ello considere la variedad J; = V(B, x93, T21 + T32, Toa, T14, T21), luego aplicando el Lema 2.6
se tiene J; = V(B, x93, T32, T24, T14, x21) y por la Proposicién 2.18 Ji es irreducible y en base
al Ejemplo 2.26 tienen dimensién 2, es decir, J; es FqD(3), luego por la la Proposicién 2.30 J; es
EqgD(3), esto prueba que Cy es EqD(3). Ahora, para probar que C3 es EqD(3) considere la variedad

Cy = V(B, x23T91 — T24%42, T21 + T32 T41, T14, T21), entonces por el Lema 2.6 se tiene:
Cs3 =V(B, x4, T32 Ta1, T14, T21) UV (B, Ta2, T32 T41, Ti4, T21).

Asi, la variedad C3 es la unién de dos variedades irreducibles y que ademas en base al Ejemplo
2.26 tienen dimensién 2, entonces C3 es EqD(2) y por la Proposicién 2.30 Cs es EqD(3). Dado
que Cy, Cy, C3 y Cy son EqD(3) entonces Wayy es EqD(3). Para probar que Was es EqD(3),
observe que en los polinomios que determinan la variedad Wy se tiene ¢§10)(Z) = x33¢q, donde

q = —X24%23T41 — L14T22T41 + X24X33T42 — L11T24X42, ademas en la variedad W22 también aparece el
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polinomio 7 = w9391 + X22233 — Lo4T42 + T14241. Aplicando el Lema 2.6, la variedad Was se puede

escribir como la uniéon Wys = D1 U Dy, donde:

D1 =V(Z, ¢2(2), ¢(2), r, 235, 6N (2), ¢{(2), p),
Dy =V(Z, ¢\V(2), $(2), r, ¢, 6V(2), ¢ (2), D).

Considere el conjunto F' = Z U {z33}, aplicando el Lema 2.6 a la variedad D; se tiene:
0 0 1 1
Dy =V(F, ¢{(F), ¢ (F), r(F), ¢ (F), ¢ (F), p(F)).

Observe que p(F') = x14221, entonces considere F} = F U {z14} vy F5» = F U {z21}, luego aplicando
el Lema 2.6, se tiene Dy = E1 U Es, donde:

Ey =V(F1, z11 + x22, T11%22 + 2321, T23T21 — L24%42, T21 + T32, T11L21 + T24T41),

Ey =V(Fy, x11 + 22, T11T22 — T14T41, —T24T42 + T14%41, T32, T24T41).

Sea Ey = V(F1, z11 + T22, T11%22 + T23T21, T23T21 — T24T42, T21 + T32, T11T21 + T24T41, T42),
aplicando el Lema 2.6, se tiene:

Ey =YV(F1, x11 + x22, 11222 + T23%21, T23T21, T21 + 32, T11221 + T24%41, Ta2) = L1 U Lo,
donde:

Ly =V(F1, x11 + 222, T112T22, T23, T21 + T32, T11%21 + T24Ta1, L42),

Ly = V(F1, 211 + T22, T11T22, T21, T32, T24T41, T42).
Por la Proposicién 2.7 y el Lema 2.6 se tiene:

Ly =V(F1, x11, T22, 23, T21 + T32, T24, Ta2) UV(F1, 11, X22, T23, T2l + 32, Ta1, T42),

Ly =V(F1, x11, T22, T21, T32, Toa, Ta2) UV(F1, Z11, T2, T21, T32, T41, T42).

Note que Lo es la unién de dos variedades que segtin la Proposicién 2.18 son irreducibles y en base
al Ejemplo ?? se tiene que son de dimensién 2, por lo tanto la variedad Lo es FqD(2). Ahora,
observe Lj, se va a probar que las variedades Li; = V(F1, w11, T22, T23, T21 + 32, T24, T42) Y

Lo = V(F1, x11, T2, T23, T21 + 32, 41, T42) son EqD(2), para ello considere las variedades

Ly =V(F1, 11, T22, 23, T21 + T32, To4, Ta2, T21),

Lo =V(F1, x11, T22, 23, T21 + T32, Ta1, T2, T21).

Luego, aplicando el Lema 2.6, se sigue que Li; = V(F1, %11, %22, T23, T32, T24, T2, T21) Y
Lis = V(F1, 211, T22, To3, T32, Td1, T4z, T21). Por la Proposicién 2.18, las variedades L1y y L2

son irreducibles y ademds en base al Ejemplo 2.26 las variedades L1; y Lio tienen dimensién 1, es
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decir, L1; y L1z son EqD(1), luego como consecuencia de la Proposicién 2.30 las variedades L1 y
L2 son EqD(2), por lo tanto Ly es EqD(2), entonces Ey es EqD(2) y por la Proposicién 2.30 se
tiene que Fj es EqD(3). Para la variedad Es, por el Lema 2.6 y la Proposicién 2.7 se tiene:

Ey =V(F3, z11 + T2, T11T22 — T14%41, T14T41, 32, T24) UV(F2, 11, T22, T24T42, T32, T41)
Ey =V(Fy, z11, T22, T14, T32, T24) UV(Fo, 711, Tao—, T41, T32, T24)U
V(Fy, 11, T22, o4, T32, T41) UV(Fo, T11, T2, T42, 32, T41).
Luego, la variedad Fy se descompone en una unién de variedades que segin la Proposicién 2.18
son irreducibles y ademas, de forma similar al Ejemplo 2.26 tienen dimensién 3, por lo tanto Es es

EqD(3) y dado que E es EqD(3) se tiene D; es EqD(3). Ahora, para Ds, observe que el polinomio

q = —T24T23T41 — T14T22T41 + T24T33T42 — T11T24T42 €s uno de los polinomios que determinan la

variedad D9, ademés dado que en D se cumple qﬁgo)(Z ) =0, qﬁz())l)(Z ) =0y r =0, entonces se tienen

las igualdades xo2 = —x21 — 233, T24T41 = 3321(3333 - 51511) Y T24%42 — T23%21 = —X23T21 — T14T41-
Asi, haciendo los anteriores cambios en el polinomio ¢ se sigue:
q = — T24T23T41 — T14X22T41 + T24X33T42 — T11X24T42
q = — x23x21(233 — z11) — T14(—211 — T33)Ta1 + T2axa2(233 — T11)
q =(x33 — x11)(T24%a2 — T23%21) + T14T11T41 + T14T33%41
q =(33 — x11) (222233 + T14%41) + T14T11T41 + T14233% 41
2
q =%22T33 + £14T41233 — T11T22L33 — T11T14T41 + L1411241 + T14T33L41
2
q =T22733 + 2T14T41T33 — T11T22T33
2
q =(—x33 — x11)233 + 2014241233 — T11(—T33 — T11)x33
_ 3 2 9 2 2
q=—o33 — T11%33 + T14X41733 + T11%33 + T11733
3 2 2 2
q = — 253 + 2014201733 + 771733 = T33(— 733 + 2214741 + T71).

Entonces la variedad Dy por el Lema 2.6 se puede escribir como la unién Dy = Da U Dog, donde:

D21 = V(27 (bgO)(Z)a (20)<Z)7 r, 33, ¢g1)(2)7 (bi(),l)(Z)a p)7
Dag = V(Z7 ¢§0)(Z)> (20)(2)7 r, —.%'33 + 2x14741 + .1'%1, él)(Z)a ¢§,1)(Z)a p)'
Observe que D2y = D; y dado que D; es EqD(3) se tiene que Da; es EqD(3). Ahora, para la
variedad Dos, en los polinomios que determinan esta variedad se encuentran s = —:v§3—|—2x14:n41 —1—30%1
y ¢(20)(Z) = T11T92 + T23T21 + T11T33 + T22T33 — T14T41 — T24%42, POTr tanto considere el polinomio
r— qbgo)(Z) — s = —x11 (T2 + x33) + 233 — 23, = —x11(—211) + 233 — 23, = 2%5. Por el Lema 2.6, se
tiene V(r — éo)(Z) -8, T, 8) = V(gbgo)(Z), r, s), luego se sigue:
Dy =V(Z, $\(2), v = 6y(2) = 5, 1, 5, 657(2), 6§”(2), p),
D22 = V(Zv ¢g0)(Z)a xiz’,Sa r, s, ¢§1)(Z)? (bi())l)(Z)a p)‘
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Por el Lema 2.6 se tiene V(z3;) = V(x33) N V(w33) = V(x33), entonces se sigue:
D =V(Z, ¢(2), w55, 7. 5. 8(2), 6(2). p).
Recuerde que F' = Z U {x33}, entonces aplicando el Lema 2.6 se tiene:

Doy = V(F, $"/(F), r(F), s(F), 6y (F), 65" (F), p(F))

Dao = V(F, <Z550)(F), T93T91 — To4T42 + T14T41, 2714741 + T, ¢gl)(F)a ¢§,1)(F), T14%21).
Tenga en cuenta que F1 = F U {z14} vy Fo = F U {z21}, luego aplicando el Lema 2.6, se tiene
Doy = N1 U No, donde:

N1 = V(Fy, 11 + ©22, T23T21 — ToaTa2, Ty, T21 + T32, T11T21 + T24T41),
Ny =V(Fy, 11 + T2, —To4®u2 + 214241, 2014741 + T11, T32, T24T41).

Por el Lema 2.6, se tiene V(22,) = V(x11) N V(x11) = V(z11), ademds, aplicando el mismo Lema a

las variedades N1 y Na se tiene:

N1 = V(F1, z22, To3®o1 — T24Ta2, T11, T21 + T32, T24T41),

2
No =V(Fy, T11 + ®22, T14%41, 2014241 + 271, 232, Toa) UV(Fo, X2, Toasa, T11, 32, T41)-
Nuevamente, aplicando el Lema 2.6, se tiene:

Ny =V(F1, w22, T23T21, T11, To1 + 32, Toq) U V(F1, T2, T23T21 — T24Z42, T11, To1 + T32, T41),
Ny =V(F3, w22, 14, 11, 32, T24) U V(F2, T2, Ta1, T11, T32, T24)U

V(Fy, w22, w24, 711, 32, T41) UV(F, T22, T42, 11, T32, T41)-
Observe que la variedad Ny se descompone en la unién de cuatro variedades que segtin la Proposicién

2.18 son irreducibles y ademads de forma similar al Ejemplo 2.26 se tiene que su dimensén es 3,

entonces No es EqD(3). Ahora, por el Lema 2.6 se sigue:

N1 =V(F1, w22, @23, ®11, 21 + T32, T24) UV(F1, T22, T21, T11, T21, T24)U
V(F1, x22, T23%21 — T24T42, T11, T21 + 32, T41).
Por la Proposicién 2.18 y en base al Ejemplo 2.26, la variedad V(Fi, w22, 21, T11, T21, T24) €S
irreducible y de dimensién 3, entonces para probar que Ny es EqD(3) resta probar que las variedades
O1 = V(I, w22, 23, T11, T21 + 232, 24) y O2 = V(F1, @22, T23%21 — T24T42, T11, T21 + T32, T41)
tienen dimensién 3, para ello considere las variedades O; = V(F1, xo2, T23, T11, T21+T32, Tad, T21)

y O2 = V(F1, x22, T23%21 — T24%42, T11, T21 + T32, T41, T21), por el Lema 2.6 se tiene:

O1 = V(F1, x22, %23, T11, T32, T24, T21),

Oy = V(F1, x22, To4, 11, T32, Ta1, T21) UV(F1, T2, a2, T11, T32, T41, T21)-
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Luego, las variedades O; y O3 seguin la Proposicién 2.18 y en base al Ejemplo 2.26 tienen dimensién
2, es decir, O1 y Og son EqD(2), luego como consecuencia de la Proposicién 2.30 las variedades
O1 y Oy son EqD(3), por tanto tienen dimensién 3, esto prueba que Ny es EqD(3) y dado que Na
es EqD(3) se tiene Dag es EqD(3) y esto demuestra que Dy es EqD(3). Ademas, dado que D; es
EqD(3) se tiene Was es EqD(3), entonces Wo es EqD(3) y por la Proposicién 2.30 se tiene que
Wy es EqD(6) y esto prueba que Vi es EqD(6). Finalmente si se hacen los cambios de variable
T11 = 33, T12 = —T23, T24 = T24, T14 = T43, T23 = —T12, T12 = —T23, T24 = —T42, T34 = T41 Y
X492 = —x24, los polinomios de la variedad V) se transforman en los polinomios de la variedad Va,

por tanto V2 es EqD(6), entonces V(H) es EqD(6), lo cual concluye la prueba.

4.3.3. Caso 3

Para el caso en que p consta de dos bloques de Jordan de tamano 2, la subalgebra “‘Tu es generada
por la secuencia G = {qbgo), qzbgo), qbgo), gbflo), qﬁgl), d)gl), qzbgl), (bf)} donde:
0
L. <Z5§ = T11 + T22 + 233 + Ty4.
0
2. é ) = —T12%21 +T11T22 — T13T31 — T23T32 + T11233 + T22L33 — T14T41 — T24T42 — T34T43 + L11T44

+ Z22x44 + X33T44.

0
3. ¢:(), ) = (2330 — T92233) 211 — (W24 Tan— To9Tas) W11 — (34243 — T33244) 11 + (213730 — T12T3) T
+ (T14T42 — 212%44) 21 — (234743 — T33%44)T22 — (X13%22 — T12%23)031 + (T14243 — T13744)T31

+ (2443 — 23T 44) 32 — (T14T22 — T12%24)Ta1 — (T14%33 — T13T34)Ta1 — (L2433 — T23%34)T42.

(0)
4. ¢y = T14T23T32T41 — T13T24T32T41 — T14T22T33T41 TT12T24T33T41 +T13T22T34T41 — T12T23T34T41
— T14T23T31T42 + T13T24T31042 + 14021733042 — T11024T33T42 — T13021T34T42 + T11023T34T42
+ 14722031743 — T12T24T31043 — T14T21T32743 + T11T24T32043 + T12T21T34043 — T11722T34743

— T13722731%44 + £12223731T44 + T13%21232T44 — T11T23T32T44 — T12T21T33T44 + T11222733T44-
(1)
9. 9 = —I21 — T43-
(1)
6. @3’ = w3131 — T21733 + T13T41 + T24T41 + T23T42 — T11743 — T22T43 — T21T44.

1
7. ¢z(1 ) = (o342 —T22x43) T 11— (T13Ta2— T 12043) T21 + (34243 — 33T 44) To1 — (T24%43 — L23%44) T31+
(x13T22 — T1223) a1 + (T24%33 — T23%34) T a1

2
8. <Z5i ) = —293m41 + w1243,

Sea X = {z12, =14, 732, T34} y considere la secuencia H = GU X. La regularidad de la secuencia G
se obtendra como consecuencia de la Proposicion 2.30 mostrando que la variedad determinada por

la secuencia de polinomios homogéneos H es EqD(4). Aplicando el Lema 2.6 se tiene:
V(H) = V(X, 6" (X), 65" (X), 6§ (X), e (X), 65" (X). 6(X), ¢{"(X), ¢ (X).

64



Regularidad de los generadores de las subédlgebras de Mishchenko-Fomenko

Observe que gbio) (X) = (w2744 — w24242)(T11733 — T13731), entonces por el Lema 2.6, la variedad
V(H) se puede escribir como la unién V(H) = W U Z, donde:

>
S
=
>
-
Ll
<
ol
-
=3
P
P
=

W =V(X, ¢50)(X)a cbéo)(X), ¢§0)(X)7 T22T44 — T24T42, él)(
7 =V(X, ¢V(X), oQ(X), ¢(X), zr1mss — wiszar, o8(X), ¢V (X), ¢V (X), ¢P(X)).

Si se hace los cambios de variable 11 = x99, T13 = T42, Ta3 = X41, To4 = T31 Y L33 = T4q4 €n los
polinomios que determinan la variedad W, se obtiene los polinomios que determinan la variedad
Z, por lo tanto es suficiente mostrar que la variedad W es EqD(4). Ahora, considere la siguiente

variedad:
M =V(X, ¢"(X), 6(X), 6§(X), warras — waszan, 65 (X), ¢§7(X), 6{"(X), 67(X), w24).
Sea X1 = X U {xa}, luego por el Lema 2.6 se tiene:
M= V(X1 6 (X0), 65" (X1), 65" (X1), amaan, 657 (X0), 057 (X0), 0 (X0), o (X)),
Asi mismo, por el Lema 2.6, la variedad M se puede escribir como la unién M = P U @, donde:
P =y, o (X0), 647 (X0), 65 (X0), @z, 657 (X0), 087 (X0), 0 (X0), 67 (X)),

Q =V(Xy, ¢§0)(X1), ¢§°)(X1), éo)(Xl), Taa4, <Z5§1)(X1), ¢;(J,1)(X1), <Z5511)(X1), 5‘2)(X1))-

Considere los conjuntos I = X; U {xo} y J = X5 U {z44}, entonces aplicando el Lema 2.6, las

variedades P y Q quedan de la siguiente forma:
P =y, ¢(1), (1), o(1), (1), 6(D), (), ¢ (1)),
Q=v(J, "1, ¢ (1), s (), s (), s, (D), 6P ().

Observe que gbgo) (I) = zga(x33211 — T13T31) ¥ qbgo)(J) = oa(33211 — x13%31), luego por el Lema 2.6,
se sigue P = P;1 U P1osy Q = Q11 U Q12, donde:

Pu =v(1, ¢(1), $(1), waa, 6P(1), $(1), &$0(D), 62(1)),
P =V(1, (1), 6§)(1), wssen — wiszss, 65)(1), 6 (1 >, S (1), ¢&(1)),
Qu =V(J, $(7), ¢, wan, 6(T), #5(1), 00 (D), #7(1)),
Quz =V(J, 0 (), 68 (J), zssans — wrzws, 050 (), 65 (J >, o), 6P ().

Ahora, considere los conjuntos Iy = TU{z44} y J1 = JU{x92}. Aplicando el Lema 2.6, las variedades

P11y Q11 quedan de la siguiente forma:

Py =V(1q, 50)(11)7 éo)(h), ¢§1)(11), ¢;(;1)(11), 511)(1_1), ¢4(12)(11)),
Qu =V(J11, 61, o (), 650 (), 68 (), ¢V (), 6P ().
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Observe que I; = Ji, entonces los polinomios que determinan la variedad P;; son los mismos
polinomios que determinan la variedad @11, asi P11 = Q11. Ahora, en la variedades P12 y Q12 estan
los polinomios d)éo)(l) =z4a(T11 +233) ¥ nggO)(J) = x92(x11 + x33) respectivamente, entonces por el
Lema 2.6 la variedad Pj5 se puede ecribir como la unién Pjo = R; U Ry y la variedad Q12 se puede

escribir como la unién QY12 = S1 U S, donde:

Ry =V(I, ¢ (1), was, wssen —aurs, 6571, 657(D), 0 (1), ¢{(1)).
Ry =V(I, $\(I), w11 + w33, wssan — zizzar, 05 (1), ¢5)(1), o8 (1), & (1)),
S1=V(1, 61 (J), w22, wmen —wira, 657(). 657 (). 47 (). o7 (7)),

S =V(J, 61" (J), wn +ws, wssrn — wiswa, 6y (7). 65 (7). 6 (7). 6 (7).
En los polinomios que determinan la variedad R; aparece x44 y en los polinomios que determinan la
variedad S aparece xa9, luego aplicando el Lema 2.6, las variedades R; y S1 quedan de la siguiente

forma:

Ry =V(I1, ¢)(1), w33z11 — sz, 57 (1), 657 (1), ¢V (1), o2 (1)),
S1 =V(J1, ¢§°)(J1), T33%11 — T137T31, ¢él)(J1), <Z5;(;1)(J1), ¢511)(J1), ¢4(12)(J1))-

Dado que I1 = Ji, entonces los polinomios que determinan la variedad R; son los mismos polinomios
que determinan la variedad Sp, asi Ry = S1. Ahora, en los polinomios que determinan las variedades
Ro y Sy aparece x11 + x33, entonces aplicando el Lema 2.6, las variedades Ry y So quedan de la

siguiente forma:

Ry =V(I, w44, x11 + X33, T33T11 — T13%31, ¢§1)(I)7 él)(f), ¢511)(I)7 @(;2)(1))7
So =V(J, x22, 11 + 33, T33T11 — T13T31, ¢§1)(J)7 él)(J), ¢511)(J), ¢E¢2)(J))-

Observe que en los polinomios que determinan la variedad Ry aparece x44 y en los polinomios que

determinan la variedad So aparece x92, luego aplicando el Lema 2.6 se tiene:

Ry =V(I1, x11 + 233, 33711 — T13231, ¢§1)(11)7 qbé”(h), d)il)(ll)a ¢4(12)(—71)),
Sy =V(J1, 11 + o33, T33%11 — L13%31, ¢5§1)(J1), ¢§,1)(J1), ¢4(11)(J1)7 ¢5;2)(J1))~

Dado que I; = Ji, los polinomios que determinan la variedad Rs son los mismos polinomios que
determinan la variedad So, asi Ry = S9, entonces Pjo = Q12 y dado que Pj; = Q11 se tiene P = Q.
Ahora, recuerde que M = P U (@, entonces M = P = P;; U Pio = P;1 U R1 U Ry. Ademds, observe
que ¢§0)(Il) =211+ 233y d)go)(ll) = 33711 — 13731, entonces los polinomios que determinan
las variedades Py, R1 y Ry son los mismos, asi M = P;;. Ahora, en la variedad Py se tiene

qbfll)(h) = w49(x23211 — T13221), entonces aplicando el Lema 2.6, la variedad M se puede escribir
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como la unién M = B U C, donde:

B=v(1, $V(1), (1)), oV (1), o8 (10), 242, (1)),
C =v(n, ¢V, o (1), ¢ (1), ¢ (1), wasznr — w13mar, 650 (1))

Considere el conjunto Y = I U {z42}, luego por el Lema 2.6, la variedad B tiene la forma:
0 0 1 1 2
B=V(Y, 6" (v), 6§ (V). 6{"(V), ¢§"(v), ¢ (V).

Sea B la variedad formada por el monomio 13 y los polinomios que determinan la variedad B y

tome el conjunto Y7 =Y U {x13}. Por el Lema 2.6 se tiene:
B=v(v1, ¢ (v1), 68 (M), 65 (M), 6§ (1), 6 (11)).

Note que gbéo) (Y1) = w1233 asi, por el Lema 2.6, la variedad B se puede escribir como la unién
B = By U By, donde:

B, =V, (10)(Y1)7 11, ¢§1)(Y1), ¢§1)(Y1)7 4(12)(1/1)),
By, =V (Y1, (10)(Y1), 33, ¢§1)(Y1), ¢:(),1)(Y1)7 4(12)(3/1))-

Asi mismo, por el Lema 2.6 se tiene:

By =V(Y1, 33, T11, —%21 — T43, T23T31, —T23T41 + T21243),

By =V(Y1, 211, ®33, —%21 — T43, T23T31, —L23T41 + T21243).

Luego, se tiene B; = Bs, entonces B = Bj. Sea Y2 = Y] U {x33, z11}, aplicando el Lema 2.6, se

sigue
B =V(Ys, —x91 — 243, T23, T21243) UV (Y2, —T21 — 243, 31, —T23%41 + T21743)
B =V(Ys, w43, w23, w21) UV (Yo, xa1, 23, T43) UV (Y2, —T21 — T43, X31, —T23%41 + T21243).

Por la Proposicién 2.18, las variedades V(Ya, x43, @23, x21)y V(Ya, 21, 23, x43) son irreducibles,
ademds de forma similar al Ejemplo 2.26 se tiene que su dimensén es 2. Para mostrar que B es
EqgD(2) resta probar que la variedad D = V(Ya2, —x21 —x43, 31, —Z23T41 +221243) tiene dimensién
2, para ello considere la variedad D = V(Ya, —x21—243, 31, —T23T41+T21%43, T21), luego aplicando

el Lema 2.6 se tiene:
D =V(Ya, x43, w31, Tozxar, v21) = V(Ya, x43, 31, x23, x21) UV(Ya, 243, 31, Ta1, T21).

Observe que la variedad D se escribe como unién de dos variedades que segtin la Proposicién 2.18
son irreducibles y ademés de forma similar al Ejemplo 2.26 se tiene que su dimensén es 1, entonces

D es EqD(1), luego como consecuencia de la Proposicién 2.30 se tiene que D es EqD(2), asi B es
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EqD(2) y por lo tanto B es EqD(3). Ahora, se va a probar que la variedad C' es EqD(3), para
ello considere la variedad C formada por los polinomios que determinan la variedad C junto con el

monomio x3; y considere el conjunto Y3 = I1 U {31}, luego aplicando el Lema 2.6 se tiene:
C =V(Ys, ¢)(Y3), aniass, ¢y (Va), ¢3) (Ya), wosan1 — w13zan, ¢{?(¥3)) = C1 U Gy,
donde:

Cy =V(Ys, ¢§0)(Y3), Z11, ¢§1)(Y3)7 <Z5;(z,1)(Y3)7 T93T11 — T13T21, ¢512)(3/:)>))7
Cy =V (Y3, ¢§O)(Y3), 33, ¢§)(Y3)7 ¢;(J,1)(Y3)7 T93T11 — T13T21, ¢512)(3/:)>))7

y por el Lema 2.6 se sigue:

C1 =V(Y3, x33, 11, —%21 — T43, T13%41 + T23T42, T13T21, —T23T41 + T21243),

Cy =V (Y3, 211, 33, —%21 — T43, T13T41 + T23T42, T13%21, —L23T41 + LT21243).

Observe que C7 = Cs, entonces C' = Cy. Ahora, considere el conjunto Y; = Yz3U{z11, 33}, entonces
C= V(Y4, —X9] — 43, T13T41 + T23L42, T13T21, —I23T41 + 1'213343) y por el Lema 2.6, la variedad

C se puede escribir como la unién C' = Ty U Tb, donde:

Ty =V(Ya, —21 — %43, T23T42, T13, —T23%41 + T21743),

Ty =V(Yy, x43, T13T41 + T23T42, T21, T23T41)-
Asi mismo, por el Lema 2.6 se tiene:

V(Yy, a3, ®23, 13, ®21) UV(Ya, 221, 23, 13, T43)U

<

Yi, —xo1 — 43, Ta2, T13, —T23T41 + T21%43),

<

T =V(Yy

(

Ty =V(Yy, 43, T13, T21, T23) UV(Ya, 243, 41, To1, To23)U
(Ya,

x43, T23, To1, Ta1) UV(Ya, 243, a2, T21, T41).

Observe que en la descomposicion de 177 y Tb hay variedades que son las mismas y dado que
C =T, UTy, se tiene C = C; UCy U Cy U Cy, donde:

Yi, 243, T23, T13, T21),

(
Cy =V(Yy, x43, 242, o1, T41),
C3 =V(Yy, x43, T41, o1, 223),
(

Yy
Y4, =01 — 743, T42, T13, —T23T41 +3321CE43).

Por la Proposicién 2.18, las variedades Cp, Cy y C3 son irreducibles, ademds de forma similar al
Ejemplo 2.26 se tiene que su dimensén es 2. Para probar que C es EqD(2) resta mostrar que la

variedad Cj tiene dimensién 2, para ello considere la siguiente variedad:
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Cy =V(Yy, —x21 — T43, Ta2, T13, —T23T41 + T21243, T21).

Aplicando el Lema 2.6 se tiene:
Cy =V(Yy, 243, T2, 13, T23, x21) UV (Ya, Ta3, Ta2, T13, a1, T21).

Asi, la variedad a se escribe como unién de dos variedades que segin la Proposicién 2.18 son
irreducibles y ademés de forma similar al Ejemplo 2.26 se tiene que su dimensén es 1, entonces ?4
es EgD(1), luego como consecuencia de la Proposicién 2.30 se tiene que Cy es FqD(2), asi C es
EqD(2) y por lo tanto C' es EqD(3). Dado que M = B U C, se sigue que M es EqD(3) y como
consecuencia de la Proposicién 2.30 se tiene que W es EqD(4), entonces Z también es FqD(4), por
lo tanto V(H) es EqD(4) y esto era lo que se queria probar.
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Conclusiones

Los teoremas presentados en el Capitulo 2 de esta monografia son resultados conocidos dentro de
la Geometria Algebraica, no obstante las pruebas fueron reescritas por los autores para mostrar los
detalles que en general se omiten en los textos especializados de esta teoria, esto con el fin de sentar
las bases para desarrollar los siguientes capitulos.

Utlizando el software algebraico SAGEMATH y en base al articulo de Futorny-Molev [2] y a la
tesis doctoral de Mutis [11], los autores disenaron un algoritmo que permite calcular los polinomios
generadores de la subéalgebra de Mishchenko-Fomenko fTM, donde p es una de las formas canénicas
de Jordan presentadas en el capitulo 4. Este algoritmo ha permitido comprobar los polinomios dados

en [11].

Por lo expuesto en este trabajo, especificamente en el capitulo 3, se puede establecer que los métodos
computacionales son una gran herramienta para futuros avances en esta tematica, ademads, cabe
resaltar que el algoritmo estd disenado para calcular los polinomios generadores para u en gl,, con
n > 2.

El trabajo desarrollado en el capitulo 4 es una explicacion detallada del trabajo hecho por Mutis

en el capitulo 3 de su tesis doctoral [11], esto con el fin de que esté al alcance de un estudiante de
pregrado que tenga claras las bases que exigen los capitulos anteriores.
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Apéndice A: Algoritmo

Este apéndice tiene el propdsito de presentar y explicar el algoritmo disenado por los autores de este
trabajo, que fue utilizado para calcular los polinomios presentados en el capitulo 4. A continuacién

a 1 0
se explican cada una de las funciones del algoritmo para y= |0 a 0
0 0 b

Var(’a”’b!,lc!)

En primer lugar, se definen las constantes a utilizar. En este caso se han definido solo 3 constantes ya
que son las necesarias para este trabajo, sin embargo, se pueden definir cuantas se vayan a utilizar.
En el célculo de los polinomios en el capitulo 4, las constantes usadas en el trabajo en relacién a
las usadas en SAGE son: A=a, =by d =c.

def comb(m,k):
f=factorial(m)//(factorial (k)xfactorial (m—k))
return f

|
La funcién comb calcula CF, = ﬁ, por ejemplo, comb(2,1)=2.
'(m — k)!

def Sublistas(N,m):
P=Subsets (N, m)
f=comb (len(N),m)
Q=P.1list()
R=[]
for j in [0..f-1]:
R.append ([1)
for i in [0..m—1]:
R[j].append(Q[jI[1i1)
return R

Con la funcién Sublistas, dada una lista N se obtiene todas las posibles sublistas de tamano m y
estd diseniada para calcular todos subconjuntos de la coleccién P(N, m) en la primera sumatoria de la
férmula 3.1.1. Por ejemplo, sea N = {1,2,3} y m = 2, luego Sublistas(N,m) = [[1, 2], [1, 3], [2, 3]].
En adelante, esta lista se denominard I.
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def B_C(I):

f=comb (m, k)
ByC=[]
for 1 in [0..len(I)-1]:

BC=Sublistas(I[1],k)

for i in [0..f-1]:

for j in [0..f-1]:
ByC.append ([BC[i],BC[j]1])

return ByC

Fijando k, la funcion B_C recibe una lista de listas I y retorna una lista donde cada componente
representa un par de sublistas de longitud k£ para cada componente de la lista I. Es decir, dada la
lista de todos los casos posibles de P(N, m) se tienen todas las posiblidades de (B, (), esto para
expandir la segunda sumatoria de la férmula 3.1.1. Por ejemplo, sea I y sea k = 1, entonces

B_C(I) =([[1], [}, [0, (200, {121, (], (020, (210 102, (], 10, 311,

Esta lista que ha resultado en adelante sera ByC'.

def I _BC(I,ByC):

f=comb (m, k)
if len(ByC[0][0])==0:
I_bc=[]

for i in [0..len(ByC)-1]:
I_bc.append([I[i],I[i]1])
else:
I b=[]
for i in [0..len(I)-1]:
IO=I[i]l[:]
for j in [O0+i*xfA2..£22-1+ix£fA2]:
for 1 in [0..k-1]:
I0.remove(ByC[j][O][1])
I_b.append(IO)
IO=I[i][:]
I c=[]
for i in [0..len(I)-1]:
IO=I[i]l[:]
for j in [O+ixfA2..£f22-1+ixfA2]:
for 1 in [0..k—-1]:
I0.remove(ByC[jI[1][11)
I_c.append(IO)
IO=I[i]l[:]
I _bc=[[I_.-b[i],I_c[i]] for i in [0..len(ByC)-1]]
return I_bc
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La funcién I_BC retorna todas las posibilidades de (I\B, I\C) dados I y todas las posibilidades de
(B,C) y de forma similar a la anterior funcién, estd disenada para expandir la segunda sumatoria
de la funcién 3.1.1, por ejemplo, sean I y ByC, luego

En adelante, esta lista sera I_bc. Cabe destacar que la i-ésima componente de I_bc corresponde a la
i-ésima componente de ByC'.

def EdeMu(mu):
n=len(muf[0®])
M=[range (10xi+1,10+i+n+1) for i in range((1),(1)+n)]
EO=[]
for j in [0..n-1]:
EO®.append(list(var(’x%d’ % M[jl[i]) for i in [0..n-1]));
E=Matrix (EQ)
return E

Con la funcién EdeMu se encuentra la matriz £ = (x;;) con ¢,j = 1,...,n, donde n es el tamano
de la forma canoénica de Jordan u. Por ejemplo

T T2 13
E =EdeMu(u) = | x21 =z w23

31 I32 I33

def M_B_C(M,By(C):

MA=[]
k=len(ByC[0])
for j in [0..k-1]:

for i in [0..k-1]:

MA.append (M[ByC[0][j]-1]1[ByC[1][i]1-11)

MB=[]
for j in [0..k-1]:

MB.append ([MA[i] for i in [O0+jxk..k—1+jxk]])

M_B_C=Matrix([MB[i] for i in [0..len(MB)-1]11)
return M_B_C

Dada una matriz M y la lista [B, C], la funcién M_B_C retorna la matriz M (B, C), esto con el fin
de calcular p(B,C) y E(I\B,I\C) en la férmula 3.1.1. Por ejemplo, dada la matriz F y las listas
B =[1,2] y C =[2,3], se tiene

M.B_C(E,[B,C)) = ( S )
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def sigma(I,ByC,I_bc,i):
sigma®=ByC[i][0]+I_bc[i][0]
sigmal=ByC[i][1]+I_bc[i][1]
sigma=Matrix([sigma®,sigmal])
return sigma

Dados el conjunto de posibilidades de I € P(N, m), el conjunto de todas las posibilidades de (B, (),
el conjunto correspondiente de todas las posibilidades de (I\ B, I\C) y especificando con que (B, C)
se desea trabajar, la funcién sigma calcula ¢ en la formula 3.1.1. Por ejemplo, sea I, ByC e I bc y
sea i = 2, entonces el ¢ nos indica que se construird o con el conjunto que esta en la posicién 3 de la
lista ByC'y con el conjunto que esta en la posicién 3 de la lista I_bc (en la posicién 3 puesto que en
SAGE las posiciones inician en 0). Entonces, (B,C) = ({2},{1}) y (I\B,I\C) = ({1},{2}) v asf

sigma(l, ByC, I be,i) = ( ? ; ) .

def sgn(A):
AO=1ist(A[®]); Al=1ist(A[1]); a=len(A®); C=[]
while a>0:
B=[]
B.append (AO[0])
B.append(A1[0])
C.append(B)
AO®.remove (AO[O])
Al .remove (A1[0])
a=a-1
D=[]
for i in [0..len(C)-1]:
if C[i][®]!'=C[i][1]:
D.append(C[i])
for j in [0..len(D)-1]:
for 1 in [j+1..len(D)-1]:
if D[j]1[0]==D[1][1] and len(D[j])==2:
D[1].append(0)
E=[]
for i in [0..len(D)-1]:
if len(D[i])==2:
E.append(D[i])
s=(—-1)A(len(E))
return s

La funcién sgn calcula el signo de una permutacién A, en este caso estd disenada para calcular

sgno en la féormula 3.1.1. Por ejemplo, dado o = ( ? ; >, se tiene sgn(o) = —1.
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def blg(mu):
A=T]
P=[mu[0][0],1]
for i in [0..len(mul[0])-2]:
if mul[i][i+1]==1:
P=[P[0],P[1]+1]
else:
A.append(P)
P=[mul[i+1][i+1],1]
A.append(P)
return A

La funcién blq recibe una forma canénica de Jordan y retorna una lista de listas, la cual tiene tantas
listas como bloques de Jordan tenga la forma canoénica, donde cada lista tiene 2 componentes: La
primera indica el valor propio del bloque de Jordan y la segunda el tamano del mismo. Por ejemplo,
sea f, entonces: blq(p) = [[a, 2], [b, 1]]. Esto indica que p es conformada por dos bloques de Jordan,
el primero con valor propio a de tamafio 2 y el segundo con valor propio b de tamano 1.

def GAMMA (mu):
G=[]
n=len(mu[0])
while n>0:
G1=[]
while len(Gl)<n:
Gl.append (1)
G.append (G1)
n=n-—1
for i in [1..len(G)-1]:
while len(G[i])<len(G[0]):
G[i].append(0)
GAMMA=Matrix ([G[i] for i in [0..len(G)-1]1)
return GAMMA

La funcion GAMMA da I' en forma de matriz de acuerdo al tamano de la forma candnica de
Jordan. Por ejemplo, sea pu, entonces se tiene

111
GAMMA(p) =|[ 1 1 0
100

La matriz obtenida se interpreta de la siguiente forma: Donde aparece el valor 1 se tiene una caja
en el diagrama y donde aparece el valor 0 no la hay. Asi mismo, en las dos funciones siguientes, se
obtendra una matriz similar, la cual se interpreta de la misma forma.
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def gamma (mu):
i=1; f=0; F=[]; A=blg(mu)
while i<len(A):
for j in [i..len(A)-1]:
if A[jI1[0]==A[j-1i][0]:
f=f+A[j]1[1]
if £1=0:
F.append([£f])
=0
i=i+1
while len(F)<len(mu[0]):
F.append ([0])
for i in [0..len(F)-1]:
while F[i][0]>1:
F[i].append (1)
F[i][0]=F[i][0]-1
while len(F[i])<len(mul[0]):
F[i].append(0)
gamma=Matrix ([F[i] for i in [0..len(F)-111)
return gamma

La funcién gamma retorna v en forma de matriz de acuerdo al tamano de la forma candnica de

0 00
Jordan. Por ejemplo, sea u, luego gamma(u) = ( 0 00 ) :
0 0O

def G_g(mu):
G_g=GAMMA (mu) —gamma (mu)
return G_g

La funciéon G_g esta disenada para sobreponer el diagrama - sobre el diagrama I' para obtener los
generadores del dlgebra A, y el resultado también se da en forma de matriz. En este caso, dado p
se tiene que G_g(n) =Gamma(u) dado que gamma(u) es la matriz nula.

def myk (mu):
Gg=G_g (mu)
MyK=[]
r=len(muf[0]) -1
while r>-1:
for i in [0..len(mu[®])-1]:
if Gg[i]l[r—-i]l==1:
MyK.append([i+(len(mu[0])-r),len(mul[0®0])-1-r])
r=r-—1
return MyK
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Dada la forma canoénica de Jordan p, la funcién myk retorna una lista, donde cada componente es
una lista de dos elementos, el primero que indica el valor de m y el segundo el valor de k£ para la
formula 3.1.1. La lista tendra todas las posibilidades de m y k segtin cuales sean los generadores de
la subélgebra A,,. Por ejemplo, sea u, luego myk(u) = [[1,0], [2,0], [3,0], [2,1], [3,1], [3,2]], esto
quiere decir que se van a calcular los polinomios d)ﬁ?, donde m=1,2,3y k=0,...m—1.

Ahora, teniendo las funciones anteriores se completan las operaciones necesarias en la férmula 3.1.1
y asi, se integra lo anterior en la siguiente funcién, donde

x=sgn(sigma(I,ByC,I_bc,i))*det(M_B_C(mu,ByC]i]))*det(M_B_C(E,I_bc][i]))

def phi_m_k(MK,mu):
E=zEdeMu(mu); n=len(mu[®]); N=[1..n]
I=Sublistas(N,MK[®]); ByC=B_C(I); I_bc=I_BC(I,ByC)
pol=0
if MK[1]==0:
for i in [0..len(ByC)-1]:
pol=pol+(1x1x(det(M_B_C(E,I_bc[i]))))
else:
for i in [0..len(ByC)-1]:
pol=pol+x
return pol

Luego, en el desarrollo de este trabajo se necesitan calcular los polinomios generadores de la
subalgebra ./47“ asociada a 10 formas canonicas diferentes de Jordan u: 2 de gls, 5 de gls y 3 de
glg, por lo cual se han escrito dichas formas canénicas de Jordan en el algoritmo como se muestra
a continuacién, para que al momento de utilizarlo unicamente se escoja una de ellas, sin embargo,
si se desea una nueva forma candnica de Jordan se la escribe en el algoritmo.

#Posibilidades de mu en gl_2
mu2l=Matrix([[a,1],[0,al])
mu22=Matrix([[a,0],[0,b]])

#Posibilidades de mu en gl_3

mu3l=Matrix([[a,1,0],[0,a,0],[0,0,a]])
mu32=Matrix([[a,1,0],[0,a,1],[0,0,a]])
mu33=Matrix([[b,1,08],[0,b,0],[0,0,a]])
mu34=Matrix([[a,0,0],[0,a,0],[0,0,b]])
mu35=Matrix([[a,0,0],[0,b,0],[0,0,c]])

#Posibilidades de mu en gl_/

mu4l=Matrix([[0,1,0,0],[0,0,0,0],[0,0,0,0],[0,0,0,0]])
mu42=Matrix([[0,1,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,0],[0,0,0,0]1])
mu43=Matrix([[0,1,0,0],[0,0,0,0],[0,0,0,1],[0,0,0,0]])
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Ahora bien Con todo lo anterior se calculan los polinomios generadores de la subélgebra A, asociada
a la forma candnica de Jordan p como sigue:

mu=mu33 #ESPECIFIQUE EL mu.
MyK=myk (mu)
print ’'Los polinomios generadores de’

print mu
print 'de gl_’, len(mu[®]), ’'son:’
print

for k in [0..len(mu[0])—-1]:
for m in [k+1..len(mu[0®])]:
for 1 in [0..len(MyK)-1]:
if m==MyK[1][0] and k==MyK[1][1]:
print ’phi_’, m, '~’, k, =, phi_m_k(MyK[1l],mu)
print

Ademds, si se desea un polinomio generador especifico se procede de la siguiente forma:

mu=mu33; print mu #ESPECIFIQUE EL mu.
n=len(mu[®]); print ’'de gl_’, n.

#Se calcula phi_m "k, por lo cual especifique m y k.

3; print 'm=’,
1

m m
k=1; print 'k=’, k

print 'phi_’, m, ’*’, k, ’'=’, phi_m k([m,k],mu)

En el desarrollo de este trabajo es necesario utilizar el algoritmo para agilizar los calculos de los
polinomios generadores en gla, gls y gls pero cabe resaltar que el algoritmo estéd disenado para gl,,
con n € Zx>a, por lo cual es una herramienta muy importante tanto en este como en futuros trabajos.
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