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Resumen

Un tema de gran importancia dentro de la teoria de las algebras de Lie es el estudio de la clasifica-
cién de las algebras de Lie semisimples de dimensién finita. Un resultado conocido establece que las
C-algebras de Lie semisimples finitas se pueden caracterizar mediante la teoria de los sistemas de
raices y los diagramas de Dynkin. En este documento se presenta la teoria necesaria para compren-

der el teorema de clasificacion de las dlgebras de Lie semisimples finitas sobre los nimeros complejos.

Palabras clave: Algebra de Lie semisimple, subdlgebras de Cartan, sistema de raices, diagramas

de Dynkin, isomorfismo.



Abstract

A topic of great importance within the theory of Lie algebras is the study of the classification of
semisimple Lie algebras of finite dimension. A known result states that the semisimple Lie C-algebra
can be characterized by the theory of root systems and Dynkin diagrams. This paper presents the
theory necessary to understand the theorem of classification of semisimple Lie algebras finite over

complex numbers.

Keywords: Semisimple Lie algebra, Cartan subalgebras, root system, Dynkin diagrams, isomorp-

hism.
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Introduccion

Sophus Lie dio inicio a las ideas que conformaron, la hoy denominada teoria de Lie y aunque en los
primeros trabajos de Lie la idea era construir una teoria de grupos continuos, en la actualidad, la
teoria de las algebras de Lie ha evolucionado y se ha convertido en un objeto central de estudio y con
aplicaciones en distintas areas de investigacion. Entre las dlgebras de Lie, se destacan las dlgebras de
Lie semisimples, las cuales se pueden caracterizar a través de sus componentes simples. El matemati-
co Levi-Civita establecié una descomposiciéon de una dlgebra de Lie general en una parte semisimple
y otra que excluia la semisimplicidad mientras que el matematico Anatoly Ivanovich determiné la
unicidad de dicha descomposicién bajo un automorfismo interior del dlgebra de Lie [10]. A una
algebra de Lie semisimple se le asocia un sistema de raices que es un conjunto de transformaciones
lineales definidas en una determinada subalgebra que satisfacen ciertas propiedades y que permiten
caracterizar, por medio de los diagramas de Dynkin, las dlgebra de Lie semisimples. En este trabajo
de grado se realizé un estudio monogréfico de la teoria de dlgebras de Lie y los sistemas de raices
que permiten justificar el teorema de clasificacion de las algebras de Lie semisimples de dimension
finita sobre el cuerpo de los complejos. En este sentido, el trabajo esta organizado en 4 capitulos. En
el Capitulo 1, se presentan algunas conceptos y teoremas (sin demostracién) conocidos del Algebra
Lineal y de la teoria basica de las Algebras de Lie, con el animo de indicarle al lector lo necesario
para abordar los capitulos posteriores. El Capitulo 2, estd dedicado al Teorema de Lie, al criterio
de Cartan y a la forma de Killing que son importantes para establecer el teorema de clasificacién.
En el Capitulo 3, se estudia los sistemas de raices en abstracto, separado de las dlgebras de Lie.
Se presentan las pruebas detalladas de teoremas, lemas y proposiciones que en varios textos solo se
limitan a mencionarlas o incluso omitirlas. Al final de este capitulo, se presenta la clasificacion de los
sistemas de raices irreducibles haciendo uso de los diagramas de Dynkin. Mediante esta clasificacion
de los sistemas de raices se permite clasificar las algebras de Lie semisimples en el ultimo capitulo.
Finalmente, en el Capitulo 4, se introduce el concepto de raiz de un algebra de Lie semisimple con
respecto a una subdlgebra de Cartan, el conjunto de estas raices termina formando un sistema de
raices en el sentido del Capitulo 3. Se finaliza este capitulo con el Teorema de clasificacién de las

algebras de Lie semisimples de dimensién finita sobre los complejos.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Algebra lineal

Para el desarrollo del presente trabajo se asume que el lector tiene conocimiento de la teoria de
algebra de matrices, conceptos y teoremas bésicos de la teoria de cuerpos y algebra lineal, los cuales
se utilizaran a lo largo de este documento. Sin embargo se presentan algunas definiciones y teoremas
necesarios para una adecuada comprension del texto. Para una mayor informacién de estas teorias
se pueden consultar [6], [8] y [11].

Primero se presentan algunas definiciones y resultados de espacios vectoriales.

Definicién 1.1 (Espacio vectorial). Un espacio vectorial sobre un cuerpo F, en adelante F-espacio
vectorial, consta de un grupo abeliano V' bajo la suma, junto con una funciéon f : F xV — V,
denominada multiplicacién por escalar, que asigna a cada par ordenado (a,v) € F x V un elemento

denotado av € V, tal que para todos los a, 5 € F y u,v € V se satisfacen las siguientes condiciones.
(a) aue V.

(b) a(u+v) = au+ av.

() (a+ p)u = au+ pu.

(d) a(Bu) = (af)u.

(e) lu=u.

Los elementos de V' se denominan vectores y los elementos de I se denominan escalares.

Definicién 1.2 (Subespacio). Sea V un F-espacio vectorial. Un subconjunto W de V se llama
subespacio de V si W es un F-espacio vectorial con respecto a la restricciéon a W de la suma de

vectores y multiplicacion por un escalar.
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Preliminares

Teorema 1.3. Sea V un F-espacio vectorial y sea W un subconjunto no vacio de V. Entonces W

es un subespacio de V' st y solo si
(a) Para todo u,w € W se tiene u+w € W.
(b) SiueW yaecF, entonces au € W.

Definicién 1.4 (Subespacio generado). Sea V un F-espacio vectorial y sean S un subconjunto
de V' 'y W(S) la coleccién de subespacios de V' que contienen a S. EL subespacio generado por S,

denotado gen(S), se define por

gen(S) = ﬂ w.
Wew(s)

Ademas, se dice que S genera a V si gen(S) = V.
Teorema 1.5. Sean V un F-espacio vectorial y S es un subconjunto de V', se tiene
(a) Si S =10, entonces gen(S) = {0}.
(b) Si S #0, entonces
gen(S) = {zn:aivi neZv a; €F, v € S} )

i=1
Definicién 1.6 (Base). Sea V' un F-espacio vectorial. Un subconjunto S de V' es una base de V,

sobre I, si S es linealmente independiente y S genera a V.

Proposicién 1.7. Si V es un F-espacio vectorial de dimension finita y W un subespacio de V.,

entonces dim V/W = dimV — dim W.

Definicién 1.8 (Codimensidén). Sea V un F-espacio vectorial de dimensién finita y sea K un
subespacio de V. La codimensién de K en V, denotado codim K, es la diferencia entre las dimen-
siones de V' y K, es decir, codim K =dimV — dim K.

Ahora, se presentan algunos conceptos y propiedades bésicos del dlgebra de matrices, se asume que
el lector conoce la suma, multiplicacién y producto por escalar usuales. Se denota con M, (FF) al
conjunto de matrices de tamano m x n con componentes en el cuerpo F, si m = n se denota M, (F)

el conjunto de matrices de orden n.

Definicién 1.9 (Traza de una matriz). Sea A € M, (F), se denomina traza de la matriz A, denota

n
por tr(A), a la suma de las componentes de la diagonal principal de A, es decir tr(A4) = Y a;;.
i=1
Proposicién 1.10. Sean A, B € M, (F) y a € F entonces
(a) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B).
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Preliminares

(b) tr(aA) = atr(A).
(c) tr(AB) =tr(BA).

Definicién 1.11 (Matriz nilpotente). A € M, (F). Se dice A es nilpotente si existe n € N tal
que A" = 0.

Definicién 1.12 (Matrices semejantes). Dos matrices A, B € M, (F) son semejantes si existe
una matriz invertible P € M,,(F) tal que A = P"'BP. Si A y B son matrices semejantes se denota
por A ~ B.

Proposicién 1.13. Sean A, B € M, (F). Si A ~ B entonces tr(A) = tr(B).

Proposicién 1.14. Si A € M, (F), entonces existen matrices S diagonal y N nilpotente, S y N de
orden n, tal que A ~ (S + N).

Definicién 1.15 (Matriz diagonalizable). Una matriz A € M, (F) es diagonalizable si existe
una matriz diagonal D € M, (F) tal que A ~ D.

A continuacién se presentan algunos resultados de transformaciones lineales.

Definicién 1.16 (Transformacién lineal). Sean V y W dos F-espacios vectoriales. La funcién

T :V — W se denomina transformacién lineal si
(a) T(v+wu)=T()+ T(u), para todo u,v € V.
(b) T(aw) = oI’ (v) para todo v € V' y todo a € F.

Teorema 1.17. Una transformacion lineal T sobre un espacio vectorial V esta completamente

determinada por su accion sobre una base de V.

Definicién 1.18 (Kernel e imagen de una transformacién lineal). Sean V' y W dos F-espacios

vectoriales y sea T : V' — W una transformacion lineal. Entonces

1. El kernel (o nicleo) de T, denotado ker(T'), es el subconjunto de V' que consta de todos los
vectores v tales que T'(v) = 0, es decir, ker(T) ={v € V : T(v) = 0}.

2. La imagen de T, denotada T'(V'), es el conjunto de vectores en W que son imégenes, bajo T,
de vectores en V, es decir, T(V) = {w € W : w = T(v) para algin v € V'}.

Definicién 1.19 (Matriz de una transformacién lineal). Sea T': V' — W una transforma-

ci6n lineal entre dos F-espacios vectoriales V' y W de dimensién finita. Sea B = {v1,va,...,0n}
una base de V' y S = {wj,ws,...,wy} una base de W. La matriz A,,, cuyas columnas son
[T(v1)]s,---,[T(vn)]s es la unica matriz que satisface [T'(z)]s = A[z]p para todo z en V. La matriz

A se denomina matriz de T' con respecto a las bases By S. SiV =W y B =S5, A se llama matriz

de T con respecto a B.
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Definicién 1.20 (Transformacién lineal nilpotente). Sea V un F-espacio vectorial. Una trans-

formacion lineal T en V se dice nilpotente si existe n € N tal que

T"'=ToTo---0T =0.
—_—

n-veces

Andlogamente, se dice que una matriz A € M, (F) es nilpotente si existe n € N tal que A" =0

Teorema 1.21. Sea V' un F-espacio vectorial de dimension finita. Si T es una transformacion

lineal nilpotente en V', entonces tr(T) = 0.

Definicién 1.22 (Valor propio). Sea V un F-espacio vectorial y sea T una transformacién lineal
sobre V. Un valor propio de T es un escalar a € F tal que existe vector no nulo v € V con T'(v) = aw.

Si « es un valor propio de T, entonces

(a) Todo vector no nulo v € V tal que T(v) = av se denomina vector propio de T asociado con

el valor caracteristico a.
(b) El conjunto de todos los v tal que T'(v) = av se denomina el espacio propio asociado con v.

Teorema 1.23 (Polinomio propio). Si A € M, (F), entonces p(x) = det(A—z1,) es un polinomio

en la variable © con coeficientes en el cuerpo F que satisface las siguientes condiciones
1. gra(p(z)) =n
2. p(0) = det(A)

El coeficiente principal de p(x) es (—1)™.

Teorema 1.24. Si F es un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, b es un valor propio de

A € M, (F) si, y sdlo si, b es una raiz del polinomio p(x).
Ahora, se presenta algunas definiciones y teoremas de formas bilineales.

Definicién 1.25 (Forma bilineal). Sea V' un F-espacio vectorial. Una forma bilineal en V' es una
funcién ¢, que asigna a cada par ordenado de vectores en V un escalaren F, o : V xV — F, y

que satisface

(a) o(u,v+w) = o(u,v) + p(u, w)

(b) @(u+v,w) = p(u,w) + ¢(v,w)
(e) ap(u, w) = p(ou, w) = o(u, aw)

para todo u,v,w € V y a € F.
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Definicién 1.26 (Matriz de una forma bilineal). Sea V' un F-espacio vectorial de dimensién
finita y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Sea ¢ : V. x V — F una forma bilineal, se define la

matriz de ¢ en la base B, [¢]g, por [¢]p = [aijlnxn, donde a;; = ¢(u;, u;).

Definicién 1.27 (Forma bilineal simétrica). Sea V un [F-espacio vectorial. Una forma bilineal
@ : V xV — F se dice simétrica si p(v,w) = ¢(w,v) para todo v,w € V. Si p(v,w) = —p(w,v)

se dice que la forma bilineal es antisimetrica.

Teorema 1.28. Sea V' un F-espacio vectorial de dimension finita y sea ¢ una forma bilineal. Sea

B una base de V', entonces ¢ es simétrica si y solo si [p|p es simétrica.

Definicién 1.29 (Kernel de una forma bilineal simétrica). Sea V' un F-espacio vectorial de
dimensién finita y sea ¢ : V x V. — F una forma bilineal simétrica. El kernel de ¢, denotado
ker(p), se define por ker(p) = {v € V : p(v,w) = 0, para todo w € V'}. Si ker(p) = {0} se dice

que ¢ es no degenerada.

Definicién 1.30 (Descomposicién de Jordan). Sea V' un F-espacio vectorial y sea = una trans-
formacion lineal sobre V. La descomposiciéon de Jordan de x es la expresion unica de x como una
suma x = D 4+ N, donde D es una transformacién lineal diagonalizable, N es una transformacional

lineal nilpotente y [D]p y [N]p conmutan respecto a una base B de V.
Una transformacion lineal diagonalizable de un espacio vectorial es también denominada semisimple.

Teorema 1.31. Sea V un C-espacio vectorial de dimension finita y sea x una transformacion lineal

sobre V' con descomposicion de Jordan x = D + N. Entonces,
(a) Existe un polinomio p(X) € C[X] tal que p(x) = D.

(b) Se fija una base B de V en la que D es diagonal. Sea d la transformacion lineal cuya matriz
con respecto a la base B es el conjugado complejo de la matriz de D. Existe un polinomio
q(X) € C[X] tal que q(z) = d.

Para finalizar esta seccién, se presentan algunas definiciones adicionales las cuales serdan de gran

utilidad en el desarrollo del Capitulo 3.

Definicién 1.32 (Producto interno). Una forma bilineal simétrica ¢ : V' x V' — R definida

positiva, es decir, ¢(u,v) > 0 para todo u,v € V, se denomina producto interno.
En adelante el producto interno se denotard por ( , ).

Definicién 1.33 (Espacio Euclidiano). Un R-espacio vectorial E provisto de un producto interno

se denomina espacio Euclidiano.
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Definicién 1.34 (Vectores ortogonales). Sea E un espacio Euclidiano. los vectores z,y € E se

denominan ortogonales si (z,y) = 0.

Definicién 1.35 (Conjuntos mutuamente ortogonales). Sea E un espacio Euclidiano. Dos

conjuntos A, B € F se dicen mutuamente ortogonales si (x,y) = 0 para todo z € A y todo y € B.

1.2. Algebra de Lie

En esta seccién se presentan definiciones y teoremas de la teoria de las algebra de Lie necesarios
para entender el teorema de clasificacién de dlgebras de Lie semisimples el cual es el tema central
de este trabajo de grado. Todos los espacios vectoriales y las transformaciones lineales se consideran
sobre el mismo cuerpo F. Los teoremas que se muestran a continuacién son resultados conocidos de

la teorfa de élgebras de Lie y sus demostraciones se pueden consultar en [3], [4], [5], [7] y [10].

Definicién 1.36 (F-algebra). Una F-algebra es un espacio vectorial V' junto con una aplicacién
x: V x V — V, llamada multiplicacién, que asigna a cada par ordenado (a,b) € V x V un vector
a*xb €V, tal que para todo a,b,c € V y todo par de escalares «,8 € I, se satisfacen las dos

condiciones siguientes
1. ax (ab+ Be) = alaxb) + Blaxc),
2. (aa+ pb) xc = alaxc)+ B(b*c).

Ademsds, se dice que V es una algebra asociativa si (a*b) *c = a* (b c), una dlgebra con identidad
si existe un elemento 1 € V tal que 1xa = a1 = a para todo a € V, y una algebra conmutativa

sia*xb="bx*a.

Ejemplo 1.37. El espacio vectorial M,,x,(F) de las matrices de tamano m x n con entradas en el

cuerpo F con la multiplicaciéon usual de matrices es una algebra asociativa con identidad.

Definicion 1.38 (Algebra de Lie). Una algebra de Lie es una F-dlgebra L con multiplicacién

[, ]:LxL — L,denominada corchete o conmutador de Lie, que satisface las siguientes condiciones:
(a) Anticonmutatividad: Para todo = € L se tiene [z, z] = 0.
(b) Identidad de Jacobi: Para todo z,y,z € L se tiene [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [2, [z, y]] = 0.

Ejemplo 1.39. El espacio vectorial L de las matrices cuadradas de orden n con entradas en los
complejos es una dlgebra de Lie definiendo el corchete por [A, B] = AB — BA, para todo par de
matrices A, B € L.

Ejemplo 1.40. Todo espacio vectorial V es una algebra de Lie definiendo el corchete en forma
trivial, es decir [z,y] = 0 para todo par de vectores z,y € V. Esta estructura de dlgebra de Lie

sobre V se denomina abeliana.
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Definicién 1.41 (Subdlgebra e Ideal). Sea L una &lgebra de Lie. Un subespacio S de L es una
subdlgebra de L si para todo par de vectores a,b € S se tiene [a,b] € S. Un subespacio I de L es
un ideal de L si para todo vector a € L y todo vector b € T se tiene que [a,b] € 1.

Ejemplo 1.42. Sea L la dlgebra de Lie de las matrices cuadradas de orden n. El subespacio S de las
matrices diagonales es una subélgebra abeliana de L porque [A, B] = 0 para todo A, B € S. Ademés,
el subespacio sl, = {A € L : tr(A) = 0} es un ideal de L porque tr([A, B]) = tr(AB — BA) =0
para todo A € L y toda B € sl,.

Ejemplo 1.43. Sea L una élgebra de Lie. El centro de L, denotado por Z(L), es el subespacio de L
definido por Z(L) = {x € L : [z,y] = 0, para todo y € L}. Observe que, para a,b € Ly c € Z(L) se
tiene [a, [b, c]] = [a,0] = 0, luego [b,c] € Z(L) y por lo tanto Z(L) es ideal de L. Ademés, Z(L) = {0}

si y solo si L es abeliana.

Observacion 1.44. Todo ideal de una &algebra de Lie L es una subdlgebra de L, pero no toda
subdlgebra de L es un ideal. Ademds, toda dlgebra de Lie L contiene por lo menos dos ideales {0}

y L, denominados ideales triviales.

Definicién 1.45 (Algebra de Lie simple). Sea L una dlgebra de Lie no abeliana. Se dice que L

es una algebra de Lie simple si los Unicos ideales de L son los triviales.

0 1 0 0
Ejemplo 1.46. Una base para sls es el conjunto {e, f,h}, donde e = (0 0), f = (1 0> y

1 0
= 0 ) Observe que [e, f] = ef — fe = h, luego sl2 no es abeliana y se puede probar que

los tinicos ideales de sly son los triviales, por lo tanto sle vista como algebra de Lie, es simple.

Teorema 1.47. Sea L una dlgebra de Lie. Si I y J son ideales de L, entonces

(a) INJ es ideal de L.
(b)) I+J={zx+y:xel,ye J} esideal de L.

(c) [I,J] =gen{[z,y] :x €1,y € J} es ideal de L. En particular, el ideal [L,L] = L' se denomina

la subdlgebra derivada de L.

Definicién 1.48 (Homomorfismo de algebras de Lie). Sean L y Lo &lgebras de Lie. Un

homomorfismo de algebras de Lie es una transformacion lineal ¢ : L1 — Lo tal que

ez, yl) = [o(@), e(y)],

para todo x, y en Lj. Se dice que ¢ es un monomorfismo si ker(p) = {0}, un epimorfismo si
im(p) = Lo y un isomorfismo si es monomorfismo y epimorfismo. Ademas, si ¢ es un epimorfismo,
se dice que Lo es una imagen homomorfica de Li. Si ¢ es un isomorfismo, se dice que L1 y Lo son

algebras de Lie isomorfas y esto se denota con L1 = Lo.
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Un homomorfismo de L en L se denomina endomorfismo en L.

Ejemplo 1.49. Si L es una algebra de Lie y x € L, entonces la aplicacién ad, : L — L definida por
ady(y) = [z, y] para todo y € L es una transformacién lineal de L en L. Ademds, el espacio vectorial

gl(L) de las transformaciones lineales de L en L es una &dlgebra de Lie definiendo el corchete como

[f,9] = fog—go f, paratodo f,g € gl(L).

Luego ad : L —» gl(L) definida por ad(x) = ad,, para todo x € L, es un homomorfismo de édlgebras
de Lie denominado representacién adjunta de L y se tiene ker(ad) = {z € L : ad, =0} = Z(L).

Ejemplo 1.50. Toda C-algebra de Lie L de dimensién 3 que cumpla L = L’ es isomorfa a sly. Los
detalles de la prueba estan en Erdmann and Wildon (2006) [4].

Teorema 1.51. Si ¢ : L1 — Lo es un homomorfismo de dlgebras de Lie, entonces

(a) ker(p) es un ideal de L.

(b) ©(L1) es una subdlgebra de Lo. Si ¢ es sobreyectivo, entonces p(L1) es un ideal de Lo.
(c) Si J es un ideal de Lz, entonces o 1(J) = {x € Ly : p(x) € J} es un ideal de L.

(d) Si B es un ideal de L1 y ¢ es sobreyectivo, entonces ¢(B) es un ideal de Ls.

Proposiciéon 1.52. Sea L una dlgebra de Lie y sea J un ideal de L, entonces el espacio vectorial

L/J tiene estructura de dlgebra de Lie definiendo el conmutador como sigue
[+ J,y+ J| = [z,y] + J, para todo x,y € L.

El algebra de Lie de la Proposicién 1.52 se denomina élgebra cociente. En adelante se denotara por

T a los elementos de la élgebra cociente, es decir T = z + J para todo x + J € L/J.

Observacion 1.53. Sea L una algebra de Lie y L’ la subdlgebra derivada de L. La dlgebra cociente
L/L’ es abeliana, de hecho todo subespacio de L/L" es un ideal. En efecto, sea R un subespacio de
L/L', entonces paraT € L/L' y T € R se tiene que [7,7] =0 € R, asi R es ideal de L/L'.

Teorema 1.54. Sean Ly y Lo dos dlgebras de Lie. Se satisfacen los siguientes enunciados.
(a) Si@: Ly — Ly es un homomorfismo de dlgebras de Lie, entonces L/ker(yp) = Im(yp).
(b) Si Iy J son ideales de L tal que I C J, entonces J/I es un ideal de L)1 y (L/I)/(J/I)=L/J.

(¢) Si Iy J son ideales de L, entonces (I +J)/J=1/(INJ).
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Definicién 1.55 (Mdédulo de una dlgebra de Lie). Sean L una &dlgebra de Lie y V' un espacio
vectorial. Se dice que V' es un L-mddulo si existe una aplicacion bilineal @ : L x V' — V' que asigna

a cada pareja ordenada (z,v) € L x V un vector v -z € V y satisface que

[z,y] v=2-(y-v)—y-(z-v).
En este caso se dice que L actua sobre V.

Ejemplo 1.56. Sea V un espacio vectorial, se puede probar que el espacio gl(V') de las transfor-
maciones lineales en V' es una dlgebra de Lie definiendo el corchete por [f,g] = fog— go f, para
todo f,g € gl(V). Si ¢ : L — gl(V') es un homomorfismo de élgebras de Lie, entonces V' es un
L-médulo definiendo z - v = p(z)(v), para todo z € L, y toda v € V.

Como un ejemplo particular de la situacién anterior se tiene que toda algebra de Lie es un L-mddulo
definiendo la accion de L en L por medio de la representacién adjunta, es decir, para =,y € L se

define = - y = ad,(y) = [z, y].

Definicién 1.57 (Submdédulo). Sea V un L-mdédulo. Un subespacio W de V' es un submédulo de

V si W es invariante bajo la accién de L, es decir, para todo z € L y todaw € W se tiene x-w € W.

Ejemplo 1.58. Todo L-mdédulo V tiene por lo menos dos submédulos {0} y V, denominados

submodulos triviales. Los submoddulos de una algebra de Lie L son los ideales de L.

Definicién 1.59 (Mdédulo irreducible). Un L-médulo V' se llama irreducible si los inicos submdédu-

los de V son los triviales.

Ejemplo 1.60. Toda &lgebra de Lie L es un L-médulo, en este caso los ideales de L son los
submodulos, en particular el dlgebra de Lie sls es un slo-moédulo irreducible porque sus unicos

submodulos son los triviales.

Definicién 1.61 (L-mdédulos isomorfos). Sean V' y W dos L-médulos. Se dice que V' 'y W son
L-moédulos isomorfos si existe una transformacion lineal biyectiva ¢ : V. — W tal que para todo

x € Ly todo vector v € V se satisface p(z-v) = x - p(v).

La caracterizacion de los L-modulos irreducibles bajo isomorfismo es una linea de investigacion
importante y dificil dentro de la teoria de las algebras de Lie. En particular, todos los slo-médulos
han sido caracterizados y en el trabajo de grado de Aguanary y Bolanos (2017) [1], se recopilan las
pruebas completas de los teoremas que permiten caracterizar los slo-mddulos de dimensién finita,
algunos de estos resultados seran utilizados en el Capitulo 4 del presente trabajo y se enuncian a

continuacion.

Teorema 1.62. Sea C[X,Y] el espacio vectorial de los polinomios en las variables X,Y con coe-

ficientes complejos y sea d € Z>o. El subespacio Vg = gen{ X4, X4y, ... Y9 es un sly-mddulo
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irreducible definiendo la accion de sly sobre Vy de la siguiente forma

0 0 0 0
para todo polinomio P € V.

Teorema 1.63. Si V' es un sla-modulo irreducible de dimension finita, entonces V' es isomorfo a

Vy para algin entero d > 0.

Observacion 1.64. De la accién de sls sobre el médulo Vy, para todo j =0, ...,d, se tiene que

0

o o .
. X4dIVI — v (xeIviy_vyv_
h- XY XE)X(X Y7) YE)Y

(X4IY7) = (d - 2j)(X*IY).

Por lo tanto, los valores propios de la transformacién lineal ¢ : V' — V, definida por ¢p(v) = h-v

para todo v € V, son los enteros {d — 25 : 0 < j < d}.

El Teorema de Weyl, que se enuncia a continuacion, es un resultado conocido de la teoria de adlgebras

de Lie, su prueba se puede consultar en Erdmann and Wildon (2006) [4].

1.3. Algebras de Lie solubles y nilpotentes

Definicién 1.65 (Serie derivada). Sea L una algebra de Lie. La serie derivada de L es la siguiente

sucesion de ideales de L
LO=pr M = (L, L], L@ — [L(l),L(l)]7 ..., L0 = [L(ifl),L(ifl)]_

Definicién 1.66 (Algebra de Lie soluble). Sea L una dlgebra de Lie. Se dice que L es soluble
si L(®) = {0}, para algiin entero positivo k.

Ejemplo 1.67. El conjunto de todas las matrices triangulares superiores de orden n denotado por
uty (F) = {[aij] € Mp(F) : ajj = 0 cuando i > j}

es una algebra de Lie soluble.

Teorema 1.68. Sea L una dlgebra de Lie.

(a) Si L es soluble, entonces también lo son todas las subdlgebras e imagen homomorficas de L.

(b) Si I es un ideal soluble de L tal que L/I es soluble, entonces L es soluble.

(¢c) Si I, J son ideales solubles de L, entonces I + J es soluble.

Proposiciéon 1.69. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita. Fxiste un unico ideal soluble de

L que contiene cada ideal soluble de L.

22



Preliminares

Los detalles de la demostracién se puede ver en Erdmann and Wildon (2006) [4]. El ideal de la
proposicién anterior se conoce como radical de L y se denota rad(L). El radical se convertird en
una herramienta esencial para ayudar a describir las algebras de Lie de dimension finita. También

sugiere la siguiente definicion.

Definiciéon 1.70 (Algebra de Lie semisimple). Sea L una algebra de Lie no abeliana. Se dice

que L es semisimple si rad(L) = {0}.

Observe que toda dlgebra de Lie simple es semisimple pues sus tnicos ideales son los triviales, {0}
y la misma algebra, luego su radical es {0}, pero existen &lgebras de Lie semisimples que no son

simples.

Definicién 1.71 (Serie central). Sea L una dlgebra de Lie. Se define una nueva sucesién de ideales

de L como sigue
=L, L'=[L L], L?=[LLY,..., L' =[L,L"'].
Esta sucesion se denomina la serie central de L.

Definicién 1.72 (Algebra de Lie nilpotente). Sea L una algebra de Lie. Se dice que L es

nilpotente si L* = {0}, para algiin entero positivo k.

Ejemplo 1.73. Una algebra de Lie nilpotente es el conjunto de matrices estrictamente triangulares

superiores de orden 3 con entradas en los complejos, denotadas por
n(3,C) = {[ai;] € M3(C) : a;; =0 cuando ¢ > j}.
Teorema 1.74. Sea L una dlgebra de Lie.
(a) Si L es nilpotente, entonces también lo son todas las subdlgebras e imagen homomorficas de L.
(b) Si L/Z(L), es nilpotente, entonces L es nilpotente.
(c¢) Si L nilpotente, entonces Z(L) # {0}.

Definicién 1.75 (ad-nilpotente). Sea L una dlgebra de Lie y x € L. Se dice que z es ad-nilpotente

si ad, es un endomorfismo nilpotente.

Teorema 1.76 (Teorema de Engel). Sea L una dlgebra de Lie. Si todo elemento de L es ad-

nilpotente, entonces L es nilpotente.

La prueba de este teorema se puede ver en Humphreys (1972) [7].
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Capitulo 2
Algebras de Lie semisimples

En este capitulo se presentan el Teorema de Lie el cual permite identificar cada elemento de una
algebra de Lie soluble con una matriz triangular superior, el Teorema de Cartan el cual es un criterio
que permite saber cuando una algebra de Lie es soluble y por ultimo se presenta una forma bilineal
simetrica denominada la forma de Killing la cual es de gran importancia en el Capitulo 4 pues
mediante esta forma bilineal se define el producto interno en el espacio dual de una cierta clase de
subalgebras de una algebra de Lie semisimple. En adelante se trabaja con la hipdtesis de que F es

un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteristica cero.

2.1. Teoremas de Lie y Cartan

Teorema 2.1. Sea L una subdlgebra soluble de gl(V'), V' de dimensidn finita. Si V # {0}, entonces

V' contiene un vector propio comun para todos los endomorfismos de L.

Demostracion. Se usa induccién sobre la dimensién de L. Si dim L = 1, entonces L = gen{z}, para
algiin x no cero. Sea y € L, entonces y = ax, para algin « € F. Dado que F es algebraicamente
cerrado, existe 3 valor propio de x, luego existe un vector no nulo w € V tal que z(w) = pw.
Entonces y(w) = az(w) = (af)w donde w es un vector propio de y asociado al valor propio af.
Suponga que el teorema se satisface para toda subédlgebra soluble H de gi(V') con dim H < n, para
algin n € Zs, es decir existe un vector u € V tal que u es un vector propio comuin para todo
x € H. Sea L una subdlgebra soluble de ¢gl(V), con dim L = n + 1. Puesto que L es soluble, L

contiene propiamente a [L, L]. Ademds L/[L, L] es abeliana, pues para z,y € L se tiene
[z +[L, L],y + [L, L] = [z, 4] + [L, L] = [L, L].

Luego, se satisface que cualquier subespacio de L/[L, L] es un ideal. Ahora, existe un subespacio
de L/[L,L] de codimensién 1, entonces su imagen inversa es un ideal en L de codimensién 1.

En efecto, sea T un subespacio de L/[L, L] tal que codT = 1. Por el homomorfismo canénico
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m: L — L/[L, L] definido por 7(u) = u para todo u € L, la imagen inversa de T es un ideal de
L, donde 7~YT) = {zx € L : m(z) =7 € T} = K. Dado que codT = 1 existe z € L/[L, L] tal
que z ¢ T, entonces L/[L, L] = T + gen{z}. Observe que z ¢ K, se probard que L = K + gen{z}.
Sea w € L, entonces m(w) = w € L/[L,L] = T + gen{z}. Luego, existen T € T'y a € F tales que
W=7+ azZ = x+ az, entonces w — (r + az) € [L,L] C K. Asi, w — (x + az) = k para algin
k€ K, esto es w = (x + k) + az donde (z + k) € K y az € gen{z}. De lo anterior se tiene que
codK = 1. Por hipétesis inductiva K satisface el teorema, es decir, existe v € V' tal que v es vector
propio comun para todo elemento en K. Luego, para cada x € K existe un escalar A\(z) tal que
z(v) = A(z)v y se tiene la funcién A : K — T la cual asigna a cada z € K un elemento A(z) € F.

Se puede probar que A es una transformacién lineal. En efecto, sean x,y € K entonces

(z+y)(v) = z(v)+y(v)
= MNx)v+ A(y)v

= (Ax) + M)y

pero, (z +y)(v)

= Mz + y)v, asi que (A(z) + A(y))v = Az + y)v y v # 0. Por lo tanto se satisface
la igualdad A(z +y) = A(z) + A(y). Al fijar A, se tiene es subespacio de L

W={weV:zw=Az)w, Ve e K} # {0}

Ahora, se probara que L deja invariante a W. Se asume por el momento que estd hecho. Luego se
puede ver que L = K + gen(z), por tanto existe un vector propio wy € W distinto de cero que es un
vector propio para z (para algin valor propio de z). Entonces se puede afirmar que wg es un vector
propio comun para todo p € L. Cualquier p € L se puede escribir de la forma p = a+ 5z para algin
a€ KypelFysetiene p(wy) = a(wy) + Bz(wo) = ANa)wy + Spw donde p es el valor propio de
z correspondiente a wy. Resta probar que L deja invariante a W. Sean y € L'y w € W, w # 0. Se
debe probar que y(w) € W. En efecto, para x € K arbitrario, se tiene

[z,y] = ay—yz
xy = yr+[z,y]

w(yw) = ylaw) + [z, yl(w)

w(yw) = Az)yw + [z, y])w.
Note que [z,y] € K, puesto que K es ideal. Por lo tanto, lo que se debe probar es que el valor propio
del conmutador [z, y] es cero. Considere U = gen{w, y(w),y*(w), ..., }, este es un subespacio de V de
dimensién finita. Sea m el menor entero positivo tal que los vectores w, y(w), y?(w), . . ., y™(w) son li-
nealmente dependientes. Asf, dim U = m, ademds U tiene como base {w, y(w), y*(w), ..., y"™ *(w)}.

Sea s € K, se probara que con respecto a la base anterior s tiene una matriz triangular superior

con entradas en la diagonal principal iguales a A(s).
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A(s)  * *
0 A(s) *
00 A

Se procede por induccién en el nimero de la columna. Primero, sw = A(s)w € U da la primera

columna de la matriz. Luego, puesto que [s,y] € K, se tiene

s(yw) = y(sw) + [s, yJw = A(s)y(w) + A([s, y))w

da la segunda columna. Para la columna 7, se tiene s(y"(w)) = sy(y"'w) = ys(y"~tw)+[s, y]y"w.

r—1

Se puede decir que s(y"~'w) = A(s)y""lw + u para algin u € gen{y/w : j < r — 1}. Sustituyendo

se tiene ys(y"~'w) = A(s)y"w + yu, donde yu € gen{y/w : j < r}. Ademds, puesto que [s,y] € K,

"~lw = v, para algin v € gen{y’w : j < r — 1}. Combinando los

se obtiene por induccién que [s, y]y
dos tltimos resultados se muestra que la columna r es como se indica. Ahora, se toma s = [z, y]. Se
mostrd que la traza de la matriz de s actuando sobre U es mA(s). Por otra parte, U es invariante
bajo la accion de x € K, y U es invariante bajo la accién de y por construccién. Asi, la traza de s
sobre U es la traza de zy — yx, visto como transformacion lineal de U, y esta es cero. Por lo tanto

mA([z,y]) = 0. Puesto que F tiene caracteristica cero, se sigue que A([z,y]) = 0. [

Corolario 2.2 (Teorema de Lie). Sea L una subdlgebra soluble de gl(V'), con dimV =n < oo.
FEntonces existe una base de V en la que cada elemento de L estd representado por una matriz

triangular superior.

Demostracion. Se procede por induccién sobre la dimensién de V. Si dim V' = 1 es evidente, pues los
elementos de L seran representados por matrices de orden 1. Suponga que el enunciado del corolario
se satisface para todo espacio vectorial de dimensién menor que n. Ahora, sea V' un espacio vectorial
de dimensioén n, por el Teorema 2.1 existe v; € V' que es un vector propio comun para todo x € L.
Sea W = gen{v:}, entonces dimV/W = n — 1. Para x € L se tiene la funcién = : V/W — V/W

definida por Z(v) = x(v), para todo v € V/W, la cual es una transformacién lineal de V/W. En

efecto, sean v,w € V/W tales que ¥ = u. Luego, v —u € W, entonces v = u+ Avp, para algin A € F.

Ast, TZ(0) = T(u+ Avy) = z(u+ Avy) = z(u) + Azx(v1) = xz(u) + Az(v1) pero vy es un vector propio

de z, luego existe 8 € F tal que z(v1) = Sv1, entonces x(u) + Ax(v1) = x(u) + A\Fr1 = z(u) = Z(w).
Ahora, sean v,w € V/W y «, 3 € F, se debe probar que T(av + fw) = aZ(v) + fZ(w). En efecto

Z(av + fw) = z(aw + Pw) = z(aw) + z(fw) = az(v) + fr(w) = az(V) + LT(W).

Entonces T € gl(V/W). Ahora, sea L = {Z : x € L} C gl(V/W), observe que para todo Z,7 € L se
tiene que aZ + By = ax + Py, entonces ax + By € L. Ademds note que

Z.y=2- Y-y T=2y—yT =2y —yz = [z,y] € L.
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Puesto que L es soluble, entonces L) = {0}, para algin entero positivo k. Luego

I = [L,T) = gen{[7,7] : 7,y € L} = gen{[z,3] : z,y € L},
2% = 2D, 2 = gen{fw. 9] : 2,y € TV},
—(k —(k— k— — k— — —
(k) _ rp(k=1) F(k=1) (k=1y _ enf0) = {0},

L™ =L ] =gen{[z,y] :z,y € L
Asf, L es una subdlgebra soluble. Luego por hipdtesis inductiva existe una base B = {va,...,0,}

T

de V/W tal que para cada T € L, la matriz [Z]5 es triangular superior. Ahora, se probara que
B = {v1,v2,...,v,} es una base para V. En efecto, para los elementos de B se satisface que
a1V +Qovat- - +apv, = 0, luego —ajv) = aove+- -+ auv, € W. Asl, agUa+- -+, v, =0 € V/W,
con lo cual as = --- = a,, = 0, de lo anterior ayv; = 0, entonces a; = 0. Por lo tanto, B es una

base para V. Ahora para = € L se tiene que x(v1) = a11v1, puesto que

azy a3 - aop

B 0 azz -+ a3y
@5 =

0 0 - an

entonces Z(U;) = azjU2 + a3;U3 + - -+ + a;jU; = a;va + - - - + a;v; = x(v;). Con lo cual se tiene que

x(vj) = a1jv1 + ag;v2 + asjvs + - - - aj;v;. Por lo tanto,

aip] a2 aiz - Qip

0 az ax --- ao

[zlp=] 0 0 a3 asn
0 0 0 - apn

Corolario 2.3. Sea L una dlgebra de Lie soluble, entonces existe una cadena de ideales de L,
O=IhchiclacC---Cl,=L, tal que dimI; = j.

Demostracion. Se considera la representaciéon adjunta de L (ady), la cual es una subalgebra soluble
de gl(L). Por el Corolario 2.2, existe una base B = {z1,...,2,} de L tal que para todo y € L, se

tiene que [y|p es triangular superior, esto es

ail1 a2 a3 -+ Qip
0 az ax --- ao

[y]B = 0 0 azz -+ a3p |,
0 0 0 - apn
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donde las a;; dependen de y. Puesto que y € ady,, entonces y = ad,, para algtin w € L, luego

ail a2 a3z -+ Aip

0 ago Q23 -+  Q2p

ladylp=1 0 0 azs - a3y
0 0 0 - anp

de donde la i-ésima columna estd dada por [z;]p, con z; € B. Luego,
Ip=0, I = gen{x1}, ..., I, = gen{x1,..., 2y} = L.

Asi, adyy(21) = annzr € Ih, en general, ady,(xj) = aijz1 + agjra + - - -+ aj;x; € I;. De lo anterior se
tiene que dim /; = j, ademds, 0 =IpoC Iy C b C---C I, = L. |

Corolario 2.4. Sea L una dlgebra de Lie soluble. Entonces x € L' implica que adpx es nilpotente,

es decir, todos los elementos de L' son ad-nilpotentes. En particular L' es una dlgebra nilpotente.

Demostracion. Sean L una algebra de Lie soluble y 0 = Iy C I} C -+ C I, = L una cadena de
ideales de L. Sea B = {z1,x2,...,%,} una base de L, para la cual B; = {z1,22,...,2;} genera I;.
Las matrices de ady, con respecto a la base B estan en el dlgebra de matrices triangulares superiores
t(n,TF). Asi, las matrices de [adr,adr] = adj, ) = adp estan en t(n,F)" = n(n,F). Luego para
x € L', adpx es nilpotente, y por el Teorema 1.76 L’ es nilpotente. |

Ahora se dard a conocer el criterio de Cartan el cual permite determinar la solubilidad de una
algebra de Lie mediante el cilculo de la traza de ciertos operadores, pero antes del criterio de
solubilidad, recuerde que si x, y, z son endomorfismos de un espacio vectorial V' de dimension finita,

entonces
tr ([, y)2) = tr(aly, 2]). (2.1.1)
Para verificar lo anterior, se escribe [x,y]z = zyz — yxz y x|y, 2] = xyz — xzy, y se usa el hecho de

que tr(y(zz)) = tr((zz2)y).

Teorema 2.5 (Criterio de Cartan). Sean V' un C-espacio vectorial y L una subdlgebra de Lie

de gl(V). Sitr(zy) = 0 para todo x,y € L, entonces L es soluble.

Demostracién. Se debe probar que cada x € L’ es una funcién lineal nilpotente. Luego, por el
Teorema 1.76 L' es nilpotente, y por lo tanto, L es soluble. En efecto, sea z € L’ que tiene la
descomposiciéon de Jordan x = d + n, donde d es diagonalizable, n es nilpotente, ademas d y n
conmutan. Se puede fijar una base B de V en la que la matriz [d]p es diagonal, con entradas

diagonales \1,..., Ay ¥ [n]B es estrictamente triangular superior, ademéds sea d la funcién lineal
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cuya matriz [d]p es el conjugado complejo de la matriz [d]p donde [d]g = diag(\1, - .., Am). Asi, el

objetivo es probar que d = 0, para ello es suficiente mostrar que > A\;\; = 0. Observe que
i=1

m

tr(de) = tr(d(d +n)) = tr(dd) + tr(dn) = tr(dd) = > Ak,
=1

AiAi. Por otro lado, puesto que z € L, entonces © = Y 7;[y;, 2;]; donde
1 j=1

s

por lo tanto tr(dx) =

)

p— T p—
v; € Cy yj,2; € L con lo cual basta mostrar que tr(dx) = ) vtr(dly;, zj]) = 0. Por (2.1.1) se
j=1

tiene que

> qitr([d yjlzi)) = 0 (2.1.2)
=1

para que esto se cumpla, se debe mostrar que [d, yj| € L. En otras palabras que L es adz-invariante.
Observe que la descomposicién de Jordan de ad,, es adg+ad,,. Ahora, existe un polinomio p(z) € C[z]
tal que p(ad,) = adyg = ady. Luego L es ad,-invariante, asi que L también es p(ad,)-invariante, es
decir, adz-invariante, por lo tanto [d, y;j] € Ly se satisface (2.1.2), con lo cual L’ es nilpotente y por
lo tanto L es soluble. |

Corolario 2.6. Sea L una C-dlgebra de Lie. Entonces L es soluble si y solo si tr(ady o ady) = 0

para todo v € L,y € L'.

Demostracion. Suponga que L es soluble. Entonces ady, C gl(L) es una subélgebra soluble de gi(L),
por el Corolario 2.2 se tiene que cada elemento de ady y adjs estd representado por una matriz
triangular superior con lo cual tr(ad, o ad,) = 0, para todo z € L y todo y € L'. Por otro lado, si
tr(ads o ady) = 0 para todo « € L y todo y € L, entonces por el Teorema 2.5 se tiene que ady es

soluble. Asi que L’ es soluble y por lo tanto L es soluble. |

2.2. Forma de Killing

En esta seccién se presenta una forma bilineal simétrica, la cual permite saber cuando una algebra
de Lie es semisimple. Ademads, en el capitulo 4 se define el producto interno mediante esta forma

bilineal simétrica.
Definicién 2.7 (Forma de Killing). Sea L una dlgebra de Lie. Si x,y € L, se define
k(z,y) = tr(ady o ady),

donde k es una forma bilineal simétrica sobre L denominada la forma de Killing. La funcién &
es también asociativa, en el sentido de que k([z,y],z) = k(x, [y, z]), esto se sigue del hecho que

tr([x,y], z) = tr(z, [y, z]) para endomorfismos z,y, z en un espacio vectorial V' de dimensién finita.
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Algebras de Lie semisimples

Teorema 2.8. Sean L una dlgebra de Lie e I un ideal de L. Si k es la forma de Killing sobre L y

k1 la forma de Killing sobre I (visto como dlgebra de Lie), entonces ki(z,y) = k(z,y) para xz,y € I.

Demostracion. Sea B = {uj,ua,...,uny} una base de I y sea B’ = B U {upm+1,...,u,} la base B
de I extendida a una base de L. Para x,y € I, se tiene [ad, o ady|p = [ad,]|p[ady|p’ pero observe
que ad,(u;) = [x,u;] € I, para todo i =1,...,m,m+1,...,n, esto es

ad:(:(ul) = a11u] + arpug + -+ + A1 Um + Otg1 + -+ + Ouy,

ady(ug) = agiuy + agoug + -+ - + Q2m Uy + OUpy1 + -+ + Ouy,

adx(um) = Qm1Ul + mau2 + - -+ Ay Uy + Oum-i-l + -+ Ouy

ady(Um+1) = Q41,101 + Qma1,2U2 + -+ + Qb 1 mUm, + OUp1 + -+ - + Ouy,

ady(un) = apiur + apaug + - - + i Um + OUpg1 + - - + Ouy,

con lo cual se tiene que

a1 21 e am1

Q12 22 e am2
[adx}B =

Qlm O2m  ~  Qmm

De lo anterior

. [adx}B VA
[adm]B/ = ( 0 0) .

Andlogamente se procede con y, con lo cual

lad, o ady|p = ([adz]BO[ady]B ZOZ ) |

Solo el bloque [ad;|glad,]p contribuye a la traza de esta matriz, por lo tanto
tr([ady o ady|pr) = tr([ad;|Blady)B) = tr([ad, o ady]B).
Asi, k(z,y) = tr([ad;]glady|B) = K. |

Una forma bilineal simétrica, en este caso la forma de Killing, se dice que es no degenerada si
ker(k) = {0}. Una forma de probar que la funcién x es no degenerada es la siguiente: Se fija una
base B = {x1,...,z,} de L, entonces x es no degenerada si y solo si la matriz cuadrada de orden

n, cuya entrada i, j estd dada por k(x;,x;), tiene determinante distinto de cero.
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Algebras de Lie semisimples

Ejemplo 2.9. Se calcula la forma de Killing de sls usando la base canénica teniendo en cuenta el

S T R A R G 3

No es dificil ver que [h,e] = 2e, [h, f] = —2f, [e, f] = h. Asi, se obtienen las matrices de los

orden

operadores adjuntos

-2 0 2 0 0 0 O
ladlp=10 0 1|, [adp)lz=1]0 0 0 |y [adflp=|-1
0 00 —2 0

Por otra parte, se puede ver que k(e e) = k(e,h) = k(h, f) =k(f, f) =0, k(e, f) =4y k(h,h) = 8.

De donde se tiene la matriz

- O O
S oo O
S O =

cuyo determinante es —128. Con lo cual k es no degenerada.

Recuerde que una édlgebra de Lie L es semisimple si rad(L) = {0}. Esto equivale a decir que L no
posee ideales abelianos distintos de cero. En efecto, cualquier ideal abeliano es soluble por lo que esta
contenido en el radical de L. Reciprocamente, si rad(L) # {0} y rad(L) = 1 ... 1¢+=D 1) =0
es la serie derivada del radical de L, entonces cada ) es un ideal de L ademés I*~1 =£ 0 es un

ideal abeliano.

Teorema 2.10. Sea L una dlgebra de Lie. Entonces L es semisimple si y solo si su forma de Killing

es no degenerada.

Demostracion. Sea L una &lgebra de Lie. Suponga que L es semisimple, entonces rad(L) = {0}.
Sea S = ker(k) = {z € L: k(z,y) = 0, para todo y € L}, luego para u € S y w € L se tiene que
ks(u,w) = 0, en particular para w € S’. Luego, por el Corolario 2.6 S es soluble, pero S es un
ideal de L por tanto S C rad(L) = {0} con lo cual S = {0}, asi x es no degenerada. Por otro lado,
sea L una algebra de Lie tal que su forma de Killing es no degenerada, es decir S = ker(x) = {0}.
Para probar que L es semisimple basta con mostrar que todo ideal abeliano I de L estd contenido
en S. Suponga z € I, y € L, entonces (ad; o ady) envia L en I y (ad, o ady)? envia L en [I,1] = 0.
Esto significa que (ad, o ad,) es nilpotente de traza cero, es decir 0 = tr(ad, o ady) = k(x,y). Asi,

I C S = {0}, luego todo ideal abeliano es cero y por lo tanto L es semisimple. |
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Capitulo 3
Sistemas de raices

A cada C-algebra de Lie semisimple de dimensién finita L se le puede asociar un subconjunto de
transformaciones lineales en el dual de una clase particular de subdlgebra conmutativa de L, este
subconjunto de transformaciones satisface las condiciones de la definicién de sistemas de raices que
es una nocion importante dentro de la demostracion del teorema de clasificacion que se presenta
en el capitulo final de esta monografia. En este capitulo se presenta la teoria béasica de los sistemas
raices en abstracto, separado de la nocién de las algebras de Lie. En el desarrollo de este capitulo
se trabaja con un espacio Euclidiano E de dimensién positiva y se denotard por (,) al producto
Euclidiano de tal espacio. Recuerde que un hiperplano del espacio E es un subespacio H tal que
dimH =dim £ — 1.

3.1. Definicion de sistema de raices

Definicién 3.1 (Reflexién). Una reflexién en un espacio Euclidiano E es una transformacién
lineal invertible R la cual tiene asociado un hiperplano P C F, llamado hiperplano reflectante, que
satisface las siguientes propiedades.

(Rf1) Para cada vector w € P, se tiene R(w) = w.

(Rf2) Si v es un vector ortogonal a P, entonces R(v) = —v.

Sea R : E — FE una reflexién y sea P su hiperplano reflectante. Suponga que {wi,...,wp_1} es
una base de P. Por definicién, el complemento ortogonal de P estd dado por P+ = {v ekE:
(w,v) = 0, para todo w € P} y por la teoria de espacios vectoriales con producto interno se sabe

que E = P® P, luego dim Pt = 1 y se puede escoger un vector no nulo v € E tal que P+ = gen{v}.
n—1
Ahora, para cada w € E existen escalares o, ...,an—1,a € F tal que w = av+ > a;w;, aplicando
1
las condiciones (Rf1) y (Rf2) de la definicién de reflexién se tiene
n—1 n—1
R(w) = aR(v) + Z a;R(w;) = —av + Z aw; = w — 2au.
1 1
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n—1 n—1
Pero, (w,v) = (ow—i— > aiwi,v> = a(v,v) + Y a;(w;,v), y dado que (w;,v) = 0 para todo

1 1
i=1,...,n— 1 se sigue que a = (153)) Por lo tanto,

I~

R(w) =w — 2((1575))1), para todo w € E.

De lo anterior, cada vector no nulo v determina la reflexiéon R, definida por la férmula

(w,v)
(v, 0)

con hiperplano reflectante P, = {w € V : (w,v) = 0}. Observe que dos reflexiones que tienen

Ry(w) =w—2

v, (3.1.1)

asociado el mismo hiperplano reflectante son iguales, pues R, (v) = —v y fija a todo vector w € P,.
Ademds, un vector proporcional a v da origen a la misma reflexién ya que si « es cualquier escalar
diferente de cero, se tiene que

(w, aw) w,v)

(ow):w—2(

(v,0)
(w.)

para todo vector w € E. Puesto que el ntimero 2 0X) aparecera con frecuencia, en adelante se lo
b

Raw(w) =w —2 =Ry (w),

(aw, aw)

denotard por (w,v). Note que para todo wi,ws,v € E se cumple (wy + we,v) = (w1, v) + (we,v),
es decir, (,) es lineal en la primera componente pero no es lineal en la segunda.
Para continuar, recuerde que una transformacién lineal 7 : E — E deja invariante a un subcon-

junto A de E, si T(A) C A. Un hecho 1til que caracteriza a las reflexiones es el siguiente.

Proposiciéon 3.2. Sea @ un conjunto finito que genera al espacio FEuclidiano E y suponga que todas
las reflexiones Ry, con v € @, dejan invariante a ©. Si R es una transformacion lineal invertible

en E que cumple con las siguientes propiedades

(a) R deja invariante a ®.
(b) R fija a todos los puntos de un hiperplano P C E, es decir, R(z) = z, para todo z € P.

(¢) Eziste un vector no nulo w € ® tal que R(w) = —w.
Entonces, R=Ry y P = P,.

Demostracion. Dado que w es no nulo, por las propiedades (b) y (¢) se tiene w ¢ P, luego E = P+S

donde S = gen{w}. Defina la transformacién 7 = RR,,, entonces, para cada z = aw € S, se tiene
7(z) = RRy(aw) = aR(—w) = —aR(w) = —a(—w) = =.

Ahora, sea {z2, ..., z,} una base de P, luego {w, 3, ..., 2, } es una base de E. En el espacio cociente
E/S defina la correspondencia R : E/S — E/S por R(u) = R(u)+S, para todou € E/S. Observe
que R esta bien definida porque tomando Z = 7 en E/S existe u € S tal que z = y + u y se tiene

R@) =R@)+S=Ry+u) +5=Ry) —u+S=R>y)+S=R®H).
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Dado que R es lineal se sigue que R es un endomorfismo en E/S. Para cada x € F existen escalares

Qat,...,0n tal que £ = aqw + aoxs + - - - + axy,, entonces
n n
T = (alw—i-Zaimi) + S5 = Zaixi + 5.
i=2 i=2

Dado que R(z) = z para todo z € P, se tiene
ﬁ(f) = Z 04173(902) + S = Z oax; +85=T.
i=2 i=2

Por lo tanto, R = Idg /s De forma similar se puede probar que 7 : F /S — E/S definida por
n

7(Z) = 7(x) + S, para todo T € E/S, es un endomorfismo, y para T = »_ a;x; + S se tiene
i=2

7(Z) = RRyw <a1w + Z ozixi) +S=R (—alw + Z aizi) + S = (alw + Z ozixi> +S =1
=2 i=2 i=2

Por lo tanto, 7(Z) = T, para todo Z € E/S, asf que 7 = R. Dado que 7(z) = z, para todo = € S, se
tiene que A = 1 es un valor propio de 7. Suponga existe un valor propio A # 1 de 7, entonces existe
p € Py f€R tales que 7(p + fw) = A(p + Pw) con p # 0, entonces

7(p) = Ap+ Bw) + S =Ap) + 5 =Ap+S) = AD).

Luego, A es un valor propio de 7, pero 7 = Idg/g, con lo cual A =1 lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto el tinico valor propio de 7 es 1, asi el polinomio minimal de 7 es P(z) = (z — 1)™,
donde m < dim E. Por otro lado, 7(®) = ® y ¥ es finito. Sea z; € {x2,...,2,} C P, considere
los vectores x;, (), 72(x;), ..., 7"(z;) que estdn en ®, luego deben existir 7,s € Z*, con r > s,
tales que 7" (z;) = 7°(x;) entonces 7" "%(x;) = x;. Sea m; = min{k € Z* : 7F(x;) = x;} y sea
d = mcd(ma, ..., my), luego 7%¢(x;) = x;, con i = 2,...,n. Asi, P(x) = (z — 1)™ divide al polinomio
x? — 1, entonces P(x) = (z — 1)™ divide al med((x —1)!,2% — 1) = 2 — 1, con lo cual el polinomio

minimal de 7 es P(x) = (x — 1) de donde se sigue que 7 — Id = 0, por lo tanto 7 = Idg. [

Definicién 3.3 (Sistema de raices). Un subconjunto ® de un espacio Euclidiano E se denomina

un sistema de raices en E si los siguientes enunciados se satisfacen.
(R1) @ es finito, genera a E y no contiene al vector nulo.

(R2) Si a € ®, los tinicos multiplos de @ en ® son +a.

(R3) Si o € P, la reflexién R, deja invariante a .

(R4) Si «, 8 € D, entonces (8, a) € Z.
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Los elementos de ® se denominan raices. Hay cierta redundancia en los enunciados de la definicion
3.3, en particular, tanto (R2) como (R3) implican que & = —®. Observe que (R1) no es tan estricto,
ya que si ¢ es un conjunto finito que no contiene al vector nulo y satisface (R2), (R3) y (R4), entonces
® es un sistema de raices en el subespacio V = gen{®}. Ahora, si ® satisface (R1), (R3) y (R4); y

suponga que a € ¢ tal que ka € ® con k € R, entonces puesto que los nimeros (o, ka) y (ka, a)

son enteros se tiene que %, g € 7Z lo cual se satisface si y solo si k € {i%, +1,42}. En efecto,

12(q,) 2

(o, ko) = 1<0z,04> =1 (0a) K

k

Por otro lado se tiene L L
<k:a,a>:2( a,a):2(a, a):
(o, @) (o, )

(Oé,k‘Oé) (kOé,k‘Ol) B (Oé,k‘a) kQ(O&,O{) B g )
(o, ) (ka, ka) _Q(koz, ka) (o,a) kk = 2k.

Puesto que (o, ko) = £ € Z, entonces k € {2 :n € Z}. Asi, para k = 2 se tiene

2 2\ 4
<a,a> =2 <> =—€Z,
n n n
con lo cual n € {£1, %2, +4}. Luego, k € {% 2 2 } = {+2,£1,+1}. La informacién suminis-

+27 +4
trada por los multiplos extras es facil de obtener a partir de +«. De lo anterior, el incluir (R2)

permite evitar este estudio. Knapp (1986) [9], aborda los sistemas de raices excluyendo (R2) y
denomina «sistema de raices reducido» al incluir R(2), lo cual en este trabajo se presenta como
sistema de raices. Mediante R(3) se puede ver como actud un subgrupo del conjunto de todos las
transformaciones lineales invertibles, GL(E), el cual se denomina grupo de Weyl y se presenta con
més detalle en la Seccién 3.5. La condicién (R4) limita el valor del dngulo entre dos raices. Se sabe
que el dngulo € entre los vectores no nulos a y 5 en E satisface la igualdad ||a|| ||8]| cosf = («, 5),

luego
(8,0) _lallliBll __, _lIBl

(o, ) [l |2 el

(B,a) =2 cos 6,

ast, (o, B)(B,a) = 4cos? 6. Dado que 0 < cos?f < 1y que (o, ) y (B,a) tiene el mismo signo, se
sigue

si y solo si 0 = 7;

siysolosiee{%,%”,%”,%r ;

: : T 3m 5w Tm\.
, siysolosi®e {5 T

(o, B)(B, @) =

7w bw Tm 1llm\.

6’626 6 I

w N = O

, siysolosife{

k4, siy solo si 0 € {0,7}.

Ahora, tomando o # [ y suponiendo ||8|| > ||a]|, se tienen las siguientes posibilidades para el
|81

cociente 5.
[lex]]
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Tabla 3.1: Longitudes relativas. Modificado de: Humphreys (1972), [7].
2

(@, B) | (B,a) | 6 =,

0 0 5 | indeterminado
1 1 z 1

-1 | -1 | & 1
1 2 z 2

—1 —2 |2 2
1 3 z 3

-1 | -3 | & 3

Lo anterior permite determinar algunas caracteristicas que satisfacen los elementos de un sistema

de raices.

Lema 3.4. Sean o y B dos raices no proporcionales, se cumplen los siguientes enunciados
(a) Si(a, ) >0, entonces o — [ es raiz.

(b) Si(a,B) <0, entonces a+ [ es raiz.

Demostracion. Dado que («, ) > 0, entonces

(o, B)
(8,8)

y utilizando la Tabla 3.1 se tiene (o, 8) =1 o (B, ) = 1. Si («, 8) = 1, por la condicién R(3)

<O‘7ﬁ> =2

>0

Rpla) =a— (o, f)f=a—p €.

De igual forma, si (8,a) = 1, se tiene Ry (f) = 8 — a € ® y por la condicién R(2), a — 5 € ¢. El
segunda enunciado se sigue del primero porque —f € ®, luego (o, —f) > 0 entonces a — (—f) € ®
estoes o+ 5 € D. [ |

Definicién 3.5 (a-cadena). Sean «a, € ® dos raices no proporcionales. La a-cadena por ( es el

conjunto de raices en ® de la forma 8+ jo con j € Z.

Dado que @ es finito, existen enteros positivos maximales r y ¢ tales que 8 —ra y 8+ qa son raices.

Una aplicacion del Lema 3.4 es el siguiente resultado.

Corolario 3.6. Sean «a,8 € ® dos raices no proporcionales. Si r y q son los enteros positivos
mazximales tales que B — ra y B + qa son raices en ®, entonces B+ ja € ® para todo entero

—r < j <gq, es decir la a-cadena por [ es el conjunto {f + jo: —r < j < q}.
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Demostracion. Si alguno de los 8 + ja no es raiz, se puede encontrar p,s € Z, con —r < p < s < ¢,
tales que f+pa e @, B+ (p+1)a¢ P, f+(s—1ag Py S+sacd Si(a,f+sa)>0,porel
Lema 3.4 se tiene que 8+ (s — 1)a € @, lo que es absurdo. De forma andaloga, si (a, 8 + pa) < 0
entonces se tiene la contradiccién S+ (p + 1)a € ®. Por lo tanto (o, 5+ sa) <0y («a, 8+ pa) > 0,
de donde se tiene que (a, 8) +p(a, @) > 0y («, B)+ s(a, @) < 0 que equivale a —(a, ) — s(a, ) > 0

y al sumar las desigualdades del mismo sentido se tiene
pla, o) — s(a, ) > 0, es decir, p > s
pero esto es absurdo pues p < sy a # 0. |

Corolario 3.7. Con la hipdtesis del corolario anterior se tiene Ry (8 + qa) = B — ra.

Demostracion. En efecto, por la condicién R(3) de la definicién 3.3 se sigue Rqo(8 + ka) € @,
con —r < k < g, pero Ro(B + ko) = Ra(B) + kRa(e) = f — (B,a)a — ka =  — (t + k)«
donde t = (8,a) € Z. En particular, Ro(8 + qa) = 5 — (t + q)a, luego t + ¢ < r. Ademds,
Ra(B —ra) =B+ (r —t)a de donde r — t < ¢q. Al combinar estos dos resultados se puede ver que

r <t+ q < r entonces t +q = r. De lo anterior

Ra(B+qa) =0 —(t+q)a=p—ra,
asiquer —qg=1t= (6, q). |
De esta discusién se sigue que las cadenas de raices son de longitud a lo més 4.

Teorema 3.8. Sea ® un conjunto finito que genera el espacio Fuclidiano E que satisface (R2). Una
condicion necesaria y suficiente para que ® sea un sistema de raices en E es que para dos vectores
a,B € @ que sean linealmente independientes, existen dos enteros no megativos r y q, mazximales

tales que B+ ka € ® para todo entero —r < k < q y también satisfacen (B,a) =1 — q.

Demostracion. La necesidad se sigue por el Corolario 3.6 y el Corolario 3.7. Para la suficiencia,
puesto que ® es un conjunto que genera al espacio F, (R1) se satisface. Ademds, se tiene que
—r < —(r—q) < g, luego Ry(B8) = B — (r — q)a € @ por lo que se satisface (R3). Por hipétesis, los
productos (A, d) son r — ¢ o bien +2, que son enteros y se tiene (R4). Por lo tanto, ® es un sistema

de raices. [

Definicién 3.9 (Rango). El rango de un sistema de raices ® es la dimensién del espacio E y se

denota por rank(®) = dim E.

A continuacién, se presentan algunos ejemplos de sistemas de raices. El producto interno para los
ejemplos donde £ = R? esta definido por el producto punto, es decir, para o = (a,b) y 8 = (¢, d)

vectores en R2, el producto interno de o y 3 es el escalar dado por (a, ) = ac + bd.
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Ejemplo 3.10. Sea E =R, para a € E, con « # 0, se tiene que ® = {+a} es un sistema de raices,

el cual se denota por A; y graficamente se presenta en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Sistema de raices A;. Modificado de: Rodriguez (2007), [10].

Ejemplo 3.11. En E = R?, sean a = (0,1) y 8 = (1,0) de donde se tiene el conjunto ® = {+a, £},

que graficamente se tiene la siguiente figura.

Figura 3.2: Sistema de raices A; x A;. Modificado de: Rodriguez (2007), [10].

Note que ® es finito no contiene el vector nulo y no es dificil probar que generan a R?, ademés los
unicos multiplos son sus negativos por lo tanto (R1) y (R2) se satisfacen. Para verificar (R3) se

puede hacer uso de la Figura 3.2 y notar que las reflexiones

o —r —Q o —r «Q
y Rg:
B — =B

s —
dejan invariante a ®. Al calcular los enteros (v, d) € {0,+2}, donde v,0 € @, se asegura que (R4)

se satisface. Asi, ® es un sistema de raices al cual se denota con A1 x Aj.

~4
¢ = {+a,+8,£(a + B)}. No es dificil ver que (R1) y (R2) se satisfacen sin inconveniente alguno.

Se puede comprobar que al aplicar las reflexiones R, R, Ra+s a los elementos de ® este conjunto

Ejemplo 3.12. En £ = R?, sean a = (1,0) y 8 = ( L @) con las cuales se forma el conjunto

es invariante y puesto que R_, = R, y de igual forma con los otros elementos de @, se verifica que
(R3) se cumple. No es dificil ver que (v,0) € {£1, £2}, donde 7,5 € ®. De esta manera ® es un

sistema de raices que se denota por As. Graficamente se representa en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: Sistema de raices Ay. Modificado de: Rodriguez (2007), [10].

Ejemplo 3.13. En £ = R? sean a = (1,0) y 8 = (=1, 1). Se define ® = {£a, 8, £Rs(a), +Ra(B)},
por la férmula (3.1.1), se verifica que Rg(a) = o+ 3 = (0,1) y Ra(f) = f+ 2a = (1,1). En efecto

Rpla) =oa—2a f)B=a—2805 = (1,0) - 2280 (1 1)
= (1,00 =252 (-1,1) = (1,0) + (-1, 1) = a+ f = (0,1).

Ra(B) =5—%@amzﬂ—2ﬁ%a=vmw—zj%m%u0)
= (-1,1) —252(1,0) = (—1,1) + 2(1,0) = 8 + 2a = (1,1).

Graficamente este conjunto se presenta en la Figura 3.4.

B ,8—‘|—a B+ 2

Figura 3.4: Sistema de raices By. Modificado de: Rodriguez (2007), [10].

Es claro que  satisface (R1) pues es finito, no contiene al vector nulo y no es dificil ver que genera
a R?, ademés los tinicos muiltiplos de cada elemento son sus negativos satisfaciendo asi (R2). Al
verificar que ® es invariante al aplicar las reflexiones Rq, Rg, Ra+s ¥ Raa+p a cada uno de sus
elementos, se tiene que R(3) se cumple. Mediante los cdlculos pertinentes se puede verificar que

(7,9) € {0,£1,£2}, donde 7,6 € ®. Asi, ¢ es un sistema de raices que se denota con Bj.

Ejemplo 3.14. En E = R? sean a = (1,0) y 3 = ( 5 ‘é?;) ahora se tienen los siguientes vectores
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Ra(8) = B+ 30 = (3,4), Ra(a) = a+ 8 = (-1, %), RaRa(a) = B+20 = (5,%) v
RsRa(B) =28 + 3a = (0,/3). Estos vectores y sus negativos forman el conjunto

O ={+a,+8, £(a+ 8),£(2a + B),£(B3a + 8), £(3a + 20)}.

De forma similar a los ejemplos anteriores se puede verificar que este conjunto es un sistema de

raices que se denota por G y graficamente se presenta en la Figura 3.5.

208 4+ 3a

B B+oa| B+2a B+ 3«

Figura 3.5: Sistema de raices G2. Modificado de: Rodriguez (2007), [10].

3.2. Isomorfismos de sistemas de raices

En esta seccién se presenta la definicién de isomorfismo de sistemas de raices, que es una relacién de
equivalencia conocida en toda estructura algebraica. Los isomorfismos permiten distinguir cuando
dos sistemas de raices son esencialmente el mismo, y es claro que el interés estd en estudiar los

sistemas de raices salvo sus isomorfos.

Proposicién 3.15. Sea ® un sistema de raices en E. Si R € GL(E) deja invariante a ®, entonces
RRR = RR(a) Para todo a € @ y ademds (B, ) = (R(B), R(c)) para todo o, 3 € .

Demostracion. Paracada 8 € ® y toda o € ® se tiene que R (3) € ®. Sea T = RR,R ™!, se probard
que 7(®) = ®. En efecto, sea 6 € &, dado que R es biyectiva y deja invariante a ® se tiene la funcién
R :® — ®. Luego, existe 8 € ® tal que R(B) = 9, asi 7(§) = RRoR H(R(B)) = RRa(B) € @,
con lo cual 7 deja invariante a ®, mientras fija a todo punto del hiperplano R(P,) puesto que
RRoR Y R(P,)) = RRa(P,) = R(P,) y envia a R(a) en —R(«a). Por la Proposicién 3.2 se tiene
que RR,R ! = RR(a)- Ahora, por linealidad

(RRaR™H(R(B)) = RRa(B) = R(B — (B, )a) = R(B) — (B, ) R().
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Por otro lado, Ry (R(B)) = R(B) — (R(B), R(a))R(«a). Estos dos resultados permiten verificar
que (8, @) = (R(B), R(a)). u

Proposicién 3.16. Sean E un espacio Euclidiano de dimension finita y (, )1, (,)2 dos productos
euclidianos en E. Suponga que ® es un sistema de raices en (E,(,)1) y ¢ : (E,(,)1) — (E,(,)2)
es una transformacion lineal invertible. Una condicion necesaria y suficiente para que o(®) sea un

sistema de raices en (F,(,)2) es que (o, 8)1 = (p(a), p(B))2 para todo par de raices o y B en P.

Demostracion. Para la necesidad, suponga que ¢(®) es un sistema de raices en (E, (,)2), entonces

cada R (q) deja invariante a ¢(®), es decir, Ry ) (¢(8)) = ¢(8) — (0(B), p(a))2p0() € p(P), para
todo o y B en ®. Ahora, cada raiz en ® se puede escribir como R (), para algunos a 'y  en @,
luego ©(Ra(B)) = ©(B) — (B, @)10(a) € p(P). Como ¢ es biyectiva, se sigue que ™ "Ry (8) € ©
para todo par de raices a y 8. Ademas, <p*1R¢(a)<p deja invariante a ®, envia a a en su negativo
y deja fijos a todos los puntos en el hiperplano cp_l(P@(a)). Por la Proposicién 3.2, se tiene que
¢ 'Ry = Ra para todo a € @ y se tiene la igualdad (8, a)1 = (p(B), ¢(a))2. Para la suficiencia,
si ¢ satisface la igualdad anterior, entonces ¢(®) satisface (R4); por ser ¢ lineal y biyectiva, ¢(®)
satisface (R1) y (R2). Por ultimo, sean ¢(a), p(5) € p(P), entonces

R (9(B) = ¢(B) — (p(B), p(a))2p(a)
= ¢(B) — (B,a)1p(a)
= @B~ (B,a)1a)
= ¢(Ra(B)) € p(®),

con lo cual p(®) satisface (R3). Asi, ¢(®P) es un sistema de raices en (E, (,)2). [

Teorema 3.17. Sean (E1, (,)1) y (E2, (,)2) dos espacios Euclidianos de dimension finita sobre un
cuerpo F. Si dim Fy = dim F», entonces existe una correspondencia uno a uno entre los sistemas

de raices de E1 y los sistemas de raices de Es.

Demostracion. Si {ei,...,e,} es una base ortonormal de Ey y {f1,..., fn} es una base ortonormal
de Ej», se tiene la funcién 7 : Ey — E3 definida por 7(e;) = f; para todo e¢; € E1, coni=1,...,n,
y (fi, fj) = (7(es), 7(ej)). Es facil ver que 7 es un isomorfismo que preserva los productos interiores.

Por la Proposicién 3.16, a cada sistema de raices ® en Ej, le corresponde 7(®) en Es. |

Lo anterior permite introducir la definiciéon de isomorfismo de sistemas de raices.

Definicién 3.18 (Isomorfismo). Sean @ y @ dos sistemas de raices en los espacios euclidianos F'y
E’ respectivamente. Se dice que (®, E) y (¥, E’) son isomorfos, y se denota por ® = @'  si existe un
isomorfismo de espacios vectoriales ¢ : E — E’ que envie a ® en @’ tal que (8, a) = (p(B8), p(a))

para cada par de raices a, 8 € ®.

Ejemplo 3.19. Cualquier sistema de raices ® en R es isomorfo al sistema de raices A;, puesto que

por (R2) & tiene dos raices 5y —f. El isomorfismo esta dado por f — «.
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3.3. Base de un sistema de raices

Es claro que trabajar en un sistema de raices ® de dimensién finita es muy extenso y complicado, por
ello es necesario centrar el estudio en un subconjunto A de ® que represente de manera adecuada el
comportamiento de las demas raices y que permita extraer sin inconvenientes todas sus propiedades.
A este subconjunto se lo conoce como base. En esta secciéon ® denota un sistema de raices de rango

[ en un espacio Euclidiano F.

Definicién 3.20 (Base). Un subconjunto A de ® se denomina una base de ® si satisface las

siguientes condiciones.
(B1) A es una base de E.

(B2) Cadaraiz § puede ser escrita como 5 = > kqa, con coeficientes enteros k, todos no negativos
aEA
o todos no positivos.

Los elementos de A se denominan raices simples. De (B1) se tiene que |A| = [ y la representacién

para (3 en (B2) es tnica, salvo el orden en que aparecen los sumandos.

Ejemplo 3.21. Las raices a y 8 en cada ejemplo presentado en la Seccién 3.1 forman una base
para el respectivo sistema de raices de cada ejemplo. En particular en el Ejemplo 3.14, el conjunto
A= {a =(1,0),8 = (—%, g)} es una base para ® = (G5 y se puede observar que las raices de Go
estdn escritas como combinacion lineal de los elementos de A y los escalares estan en Z, satisfaciendo
la condicién (B2).

Mediante el uso de los coeficientes k, de la condicién (B2) se puede dar la siguiente definicién.

Definicién 3.22 (Altura). Sea A una base de ®. Se define la altura de una raiz § = ) ko« con
acA
respecto a A como

alt(B) = Y ka.

a€A

Por (B2), la altura de cualquier raiz es un niimero entero, ademés alt(8) = 1 si y solo si 8 es una

raiz simple.

Definicién 3.23 (Raiz positiva). Sea A una base de ®. Si 5 es una raiz para la cual todos los
coeficientes k,, de (B2) son no negativos, (respectivamente para no positivos), se dird que 3 es una

raiz positiva (raiz negativa) con respecto a A y se denotard por 5 = 0 (8 < 0).

El conjunto de raices positivas (raices negativas) con respecto a A se denota con ®* (®7). Es claro
que &~ = —®T, asf solo bastara con estudiar las raices positivas de un sistema de raices. Otro hecho

es que la suma de dos raices positivas, si es una raiz, esta necesariamente es positiva. En realidad
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A induce un orden parcial sobre E compatible con la notacién a = 0. Se define 5 < « si y solo si
o — (3 es una suma de raices positivas o 5 = «.

En los ejemplos de sistemas de raices dados en la Seccién 3.3, dado que las raices o y 8 forman
una base en cada caso, el dngulo entre estas raices es obtuso es decir (a, ) < 0. Esto se asegura

mediante el siguiente lema.

Lema 3.24. Si A es una base de @, entonces (c, ) < 0 para todo o, € A, conw # 3, y a —

no es una raiz.

Demostracion. Suponga que (a, ) > 0. Puesto que o # f3, es evidente que a # —[3, por el Lema

3.4, a — 3 es raiz, lo que es absurdo por la condicién (B2). |

El tdnico inconveniente con la definicién de base es que no se garantiza la existencia. Para ello se

presenta el siguiente teorema.
Teorema 3.25. ¢ tiene una base.

Para la demostracién de este teorema son necesarias las definiciones de conjunto positivo de un
vector, vector regular y raiz descomponible, las cuales se presentan a continuacién. Ademds, la

demostracién proporciona un método para construir todas las posibles bases de ®.

Definicién 3.26 (Conjunto positivo de 7). Para cada vector v € E, con v # 0, se define el
conjunto positivo de v por ®*(y) = {a € @ : (v,a) > 0}.

Proposicién 3.27. Sea vy € E. Siy # 0, entonces ®* () es un conjunto no vacio.

Demostracion. En efecto, dado que gen® = FE, entonces el complemento ortogonal de ¢ tendra
como tnico elemento al vector nulo, es decir, ®+ = {0}. Ahora, si v # 0 entonces v ¢ &+, luego
existe a € @ tal que (v, ) # 0, con lo cual se tiene o bien (v,a) > 0 de donde a € ®T () o bien
(7,a) < 0 entonces —a € T (v), por lo tanto ®*(v) # 0 cuando v # 0. [ |

Definicién 3.28 (Vector regular). Se dice que v € E es regular si no estd en ningun hiperplano

ortogonal a alguna raiz en ®, es decir

veE- | P
acd
Se dird que es singular en otro caso.
Definicién 3.29 (Raiz descomponible). Sea 7 un vector regular. Se denomina a a € ®* ()

una rafz descomponible si se puede escribir como suma de dos raices en ®* (), es decir, si existen

B1, P2 € ®F(7) tales que o = 31 + Bo2. Se dice que a es una rafz indescomponible en otro caso.
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Proposicién 3.30. Sea v un vector reqular. Puesto que ®* () es un conjunto finito, no todas sus
raices pueden ser descomponibles, es decir, siempre existen raices indescomponibles en un sistema

de raices.

Demostracién. En efecto, sea v regular y suponga que toda raiz en ®* () es descomponible. Sea
Bo € ®T(v), entonces

Bo = B1 + B} para algunas B, 3] € F(v)

B1 = P + B, para algunas [, 35 € T (v)
Bhes = B + B para algunas G, B € B (1)

Observe que )., # 0 porque 0 ¢ ® con lo cual 3; # fj41, luego {B1,B2,...,} C dt(y) C @.
Ahora, suponga 3, = /3,1, entonces

Br - /3T+1 - 57/~+1

Bre1 = Briz = Bris

Br—i—j—l - BT-i-j = /Bq/urj'

De lo anterior se tiene que 8, — B,4; = Z Bl 4+, = 0. Luego,

<’77 Zﬁr—i-k) s ) 0

J

Z r+k

k=1
lo cual es una contradiccién. Al conjunto de todas las raices indescomponibles en @7 (v) se denota
por A(7). [

Teorema 3.31. Siy € E es regular, entonces el conjunto A() es una base para ® y toda base se

obtiene de este modo.

Demostracion. Se procede por pasos.
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1. Cada rafz en ®* () es una combinacién Z-lineal no negativa de elementos en A(v). En efecto,
suponga lo contrario, algiin o € ®*(y) no puede ser escrita de tal forma, se toma « tal que
(77, @) sea lo mds pequeiio posible. Obviamente, o ¢ A(7), asi a = 31+ B2, con Sy, 2 € ®T (),

por tanto, (v, a) = (v,61) + (v, 52). Pero (v, 51) v (7, B2) son positivos y menores que (7, @)
lo que contradice la suposicion inicial.

2. Si o, B € A(7y), entonces («, ) < 0, a menos que o = 3. En efecto, se asume que a # Sy
suponga que («,3) > 0, por lo tanto a — 8 € ®. Puesto que a # —f3, se tiene que o — 3
o bien 8 — a estd en T (). Si a — 8 € 1 (), entonces @ = B + (o — ) lo que hace a «
descomponible. Por otro lado, si 8—a € ®T(v), se tiene que f = a+(8—a) es descomponible.

Esto contradice la eleccion de a y .

3. A(y) es un conjunto L.I. En efecto, suponga que > roax = 0, con @ € A(y) y 7o € R.

Separando los indices para los que 7, > 0, denotados por s, de los que r, < 0, denotados por
—tg, se tiene ) sqa — » tgf =0, es decir, > sqa = > tgf, con a, f € A(y). Sea € =) sqa,

entonces
0 < (e€) = (Z saa,Ztgﬂ) = Zsatg(a,ﬁ) <0,

donde la ultima desigualdad se tiene por el paso 2 y so,tg > 0. Esto fuerza a que € = 0,
entonces 0 = (v,€) = > sa(7y, @) lo que implica que cada s, = 0. De igual forma, se tiene que
cada tg = 0 y por lo tanto todos los r, son cero. Este argumento actualmente muestra que
cualquier conjunto finito de vectores {v, ve,..., v} de un espacio Euclidiano E que satisface

(vi,vj) < 0 para todo ¢ # j es un conjunto linealmente independiente.

4. A(7y) es una base de ®. Observe para y regular y o € ® entonces v ¢ P,, luego (v,0) # 0 para
todo o € ®. Asi, (y,0) > 0 entonces 0 € ®* () o (7,0) < 0 de donde (v, —0c) > 0 entonces
—o € T (y), es decir, 0 € =P (). Por lo tanto ® = &+ (y) U—P* (). De lo anterior se tiene
que (B2) se satisface por el paso 1. Ahora, A(y) genera a E y combinado con el paso 3 se
satisface (B1).

5. Cada base A de ® es de la forma A(y) para algin v € F regular. En efecto, dada una base
A, se escoge v € E tal que (v, a) > 0 para todo a € A, esto es posible, porque la interseccién
de medio espacio abierto «positivo» asociado a cualquier base de F es no vacio, pues para
cada a € A se define Pf = {y € E : (v,a) > 0}, sea v € (P} con o € A entonces
(v,a) > 0. Ahora, si 8 € ® entonces § = > by, con lo cual (v,8) = > ba(7v,a) # 0, de

acA
donde se concluye que 7 es regular. Si 8 € ®*, entonces 8 = . baa con b, > 0, luego
ac€A
se tiene que (7,8) = > ba(y,) > 0, con lo cual ®* C ®T(v), de igual forma se tiene que
P~ = —dt C —PT(v). Por otra parte, sea 3 € Dt (), es decir (v, 3) > 0, luego = > by«

acA
entonces (y,a) = > ba(7, @), pero by > 0 6 b, < 0, para todo o € A. Si se satisface la
aEA
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segunda opcién se tiene b, (v,a) < 0 para todo @ € A entonces »_ by(7v,a) < 0 de donde
acA
0 < (v,8) < 0 lo cual no es posible. Asi ®T(y) C &, por lo tanto &+ = ®T(v), luego

A debe de consistir inicamente de elementos indescomponibles, en otras palabras, se tiene
que A C A(7y). Pero ambos conjuntos son bases de E con lo cual |A| = |A(y)|, de donde se
concluye que A = A(y).

Definicién 3.32 (Camara de Weyl). Una camara de Weyl (abierta) de ® es un subconjunto

abierto y conexo maximal del espacio E — |J P,.
acd

Si un vector v € F pertenece a una cdmara de Weyl de @, se denota a tal cdmara de Weyl por €(7),

mds aun, cada vector regular estd en alguna camara de Weyl. Humphreys (1972) [7].

Teorema 3.33. Eriste una correspondencia uno-a-uno entre las camaras de Weyl de un sistema

de raices ® y sus bases.

Demostracidn. Si €(y) = €(v'), entonces v y 7 estdn del mismo lado de cada hiperplano P, para
cada o« € ®. Esto implica que (y,a) y (7, @) tienen el mismo signo para toda raiz o € @, es decir,
Ot (y) = T (7). Luego, es claro que A(y) = A(Y). |

Definicién 3.34 (Camara fundamental). Sean - un vector regular y A(y) una base de ®. La

camara fundamental de Weyl para ® con respecto a A(7) es la cAmara €(7y) y se denota por €(A).

La cdmara fundamental de Weyl se describe como el conjunto convexo abierto que consiste de todos

los vectores 0 € E que satisfacen (0, a) > 0 para todo o € A.

3.4. Lemas sobre raices simples

En esta seccién se presentan varios lemas y corolarios sobre el comportamiento de las raices simples.

Para ello, se fija una base A de .

Lema 3.35. Si a es una raiz positiva pero no es simple, entonces a— 3 es una raiz, necesariamente

positiva, para alguna raiz simple (.

Demostracion. Si («, ) < 0 para todo 8 € A, por el comentario final del paso 3 en la demostracién
del Teorema 3.31 se tiene que el conjunto A U {a} es L.I, lo que no es posible puesto que A es una
base de E. Asi, (a, ) > 0 para algiun 8 € A, puesto que a ¢ A, es claro que 8 # +a, entonces

a— (3 € ®. Ahora, se escribe a = ) k7, donde k, > 0 y necesariamente algtin k, > 0, con y # (3.
YEA
Restando 8 a « se tiene una combinacién Z-lineal de raices simples en la cual al menos un coeficiente

es positivo. Esto fuerza a que todos los coeficientes de o — 3 sean no negativos por (B2). |
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Corolario 3.36. Cada € ®' puede ser escrita en la forma oy + -+ + ag, con a; € A no

necesariamente distintos, de tal manera que cada suma parcial es una raiz.

Demostracion. Se procede por induccién sobre alt(3). Para el caso alt(8) = 1, se tiene que (3 es
simple y se satisface el corolario. Suponga que el corolario se satisface para toda raiz positiva de
altura menor que k. Sea 3 € ®T tal que alt(B) = k > 1, es claro que 8 ¢ A. Por el Lema 3.35, existe
v € A tal que B—~ € ®" yalt(8 —~) =k — 1. Por hipétesis, se tiene que 3 —~vy = a1+ + ap_1

donde cada raiz «; es simple y cada suma parcial es una raiz. Si a = 7, se tiene el resultado. W

Lema 3.37. Si a una raiz simple, entonces R, permuta las raices positivas distintas de .

Demostracion. Sea 8 € @t —{a}, 8= > kyy. Es claro que /3 no es proporcional a «, por lo tanto
YEA
hay algin k, # 0 con v # «. Pero el coeficiente de v en Ro(8) = B — (B, a)a sigue siendo k.,

en otras palabras R,(3) tiene al menos un coeficiente positivo, relativo a A, luego R4(8) € ®T.

Ademads, R, (8) # a pues la imagen de « bajo R, es —av. |
Corolario 3.38. Si § = % > B, entonces Rq(0) = 6 — « para todo o € A.
50
Demostracion. Por linealidad de las reflexiones, R, (0) = % > Ra(B). Suponga que hay s raices
50
positivas, esto es, @ = {f1,...,Bs_1,a}. Por el Lema 3.37, se sabe que Rq(53;) = 8;, para todo
par de indices i,j € {1,2,...,s — 1}, es claro que R, () = —a. Asi, se tiene

i - (55
Cz_:llﬂi—a—i—a—a)

N[ =

= 2 (Z 8- 2a>
50
= J)—a.
Observe que esto implica que (J, a) = 1 para todo a € A. |
Lema 3.39. Sean ai,...,a; € A, no necesariamente distintas. Si Ri o Rg o --- 0 Ry_1(ay) es

negativa, donde R; = R,;, entonces para algin indice 1 < s < t,
RioRgo---oRt=Ryo--0oRs_10Rsp10---0Ry_1.

Demostracion. Sean f5; = Rijt10---0Ry—1(ay) para 0 < i <t —2y Bi_1 = ay. Puesto que Sy < 0
y Bi—1 = 0, existe el indice s més pequeno para el cual 35 = 0, entonces Rs(5s) = fs—1 < 0 y por
el Lema 3.37 se fuerza a que f; = a,. Luego, Rp, = R, 0..0Rs_1(ay) ¥ PO la Proposicion 3.15,
Rs=(Rst10--0Ri—1)oRt0(R¢—10-+-0Rst1). Ahora

RlO"'ORS—]_ORSORS—‘,-]_O"'ORt—lORt:
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Rio-+0Rs-10[(Rst10--0Ri—1)oRto(Ri—10--0Rs41)] 0o Rsp10- - 0R—10 Ry,

el resultado se tiene del hecho que RZQ = id. |

Corolario 3.40. Si R =Rio0Rqo0---0R; es una expresion en términos de reflexiones correspon-

dientes a raices simples, con t tan pequenio como sea posible, entonces R(ay) < 0.
Demostracion. Suponga que R(ay) = 0, es decir,
R(at) =RioRgo0---0Ri_q10 Rt(at) =0

R(O{t) = _(Rl o RQ O---0 Rt_l)(at) - 0,

luego R1 o Rgao---0Ry—1(ay) < 0. Por el Lema 3.39, existe s € {1,...t — 1} el cual permite que

R=Rio---0Rs_10Rst10---0Rs_1 lo cual contradice la minimalidad de t. |

3.5. El grupo de Weyl

En esta seccién se presenta un grupo generado por las reflexiones R, con o € @, y las caracteristicas
sobre el sistema de raices, en particular sobre una base A que se presenta en el Teorema 3.45, el

cual se usa para la demostracién del Teorema 4.20 en el Capitulo 4.

Definicién 3.41 (El grupo de Weyl). Sea ® un sistema de raices en E. El grupo de Weyl de
® es el subgrupo de GL(E) generado por las reflexiones R, llamadas reflexiones de Weyl, donde
a € @, y es denotado por W.

Por el axioma (R1), se sabe que ® es un conjunto finito y genera a E, por lo que W es un grupo

finito. Por el axioma (R3) se tiene que W permuta al conjunto ®.

Proposicién 3.42. Sean w € E reqular y R € W tales que R(w) € |J P,, entonces se satisface
acd

que (R(w), ag) = (w, R (aw)), para algin ag € .

Demostracién. Se procede por induccién sobre R = Rio---0Ry, donde R™! = R,0---0Ry v
Ri=Rg,. Sit =1 se tiene

(R(w), ag) = (w — (w, 1)1, ) = (w, ) — (w, B1)(B1, ) = (w, ag) — (o, f1)(w, 1)

(w7a0 - <a07/61>/81) = (va(QO)) = (va_l(ao))‘

Suponga que la proposicién se satisface para R = Rqo- - -0R;_1, es decir, (R(w), ap) = (w, R~ (ap)).
Ahora, sea T =R 0---0R_1 0 Ry, entonces T+ = R, 0o R™L. Luego,

(T (w),a0) = (R(Re(w)), a0) = (Re(w), R~ (a0)) = (w, Ry (R™ () = (w, T~ (a0))-
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Proposicién 3.43. Si R € W, entonces R(€(7y)) = €(R(7)), es decir, el grupo de Weyl envia a

una cdmara de Weyl sobre otra.

Demostracion. Supongamos que R(€(y)) no esta contenido en E— J P,, entonces existe w € €(7)
acd
con R(w) € |J P,y asi, existe ag € ® tal que 0 = (R(w), ) = (w, R (ap)). Por lo tanto, w es
acd
ortogonal a la raiz R~!(ayp), lo cual no es imposible. Luego, se concluye que R(€(7)) estd contenido

en E — |J P,. No es dificil ver que €(R(7)) es una cdmara de Weyl y cualquier w € €(R(7v))
acd
satisface que (w,a)(R(7),a) > 0 para todo a € ®. Asi, se debe probar que R(€(7)) es abierto,

conexo y contiene a €(R(7y)). R(€(y)) es un conjunto abierto, en efecto, sea R una reflexién y sea
B(x;d) CEestoes{yce E:|lx—y||<d}={ye E:(x —y,x—y)% < d}. Ahora, sea y € B(z;d),
entonces R(y) =y — (y — o), luego,

(R(z) — R(y), R(x) = R(y))? = (R(z — y), Rz —y))? = (x —y, 2 — y)? = |[z —y|| < 4,

por lo tanto R(y) € B(R(x);d), asi, R(B(z;d)) C B(R(x);d). Ahora, sea z € B(R(z);d), entonces

existe y € E tal que R(y) = z luego,

IR(z) — 2]| =[R(z) - R(y)|| = HRI(:U sl
=Rz —y),R(x—y))2 = (r —y,r —y)
= [|lz —yl| < d.

=

Asi, y € B(R(z);d) y z = R(y) € R(B(x;d)), por lo tanto B(R(z);d) C R(B(x;d)) con lo cual
B(R(z);d) = R(B(x;d)). De lo anterior, es facil ver que si A es un conjunto abierto en E, entonces
R(A) es un conjunto abierto en F, esto es claro pues si R(a) € R(A), puesto que A es abierto existe
B(a;d) C A, entonces R(B(a;d)) C R(A). Asi, B(R(a);d) C R(A) con lo cual R(A) es abierto.
Tome A = €(v) y se tiene que R(&(7y)) es abierto. R(€(y)) es conexo, en efecto, sean Uy y Us
subconjuntos abiertos de E tales que R(€(y)) = Uy U U,. Dado que R es biyectiva se tiene que

€(y) =R R(E(W)) =R (U1 UTz) = R (U1) UR™H(U).

Puesto que R es continua se tiene que R~(U;), i € {1,2}, es un subconjunto abierto de E. Pero
¢(7) es conexo, luego R~ (U1) N R (Us) # 0, asi Uy N Uy # 0. Por lo tanto R(€(y)) es conexo.
Para probar que €(R(7)) C R(€(7)), sea w € €(R(7y)) y a € ®, entonces (R™H(w), a) = (w, R(a)).
Asi,

(R™H(w), a)(7,0) = (w, R(a))(R(7), R()) > 0,

por lo que R1(w) € €(7), lo cual sucede si y solo si w € R(€(7)), que es lo que se buscaba. [
Definicién 3.44 (Raices conjugadas). Sean «, 3 € ®. Se dice que o y § son conjugadas si existe

R €W tal que R(a) = 5.
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Teorema 3.45. Sea A una base de P.

(a) Sivy € E es regular, existe R € W tal que (R(7),a) > 0 para todo oo € A. (W actia transiti-

vamente en las caimaras de Weyl).

(b) Si A’ es otra base de ®, entonces R(A") = A para algin R € W. (W actia transitivamente en

las bases).
(c) Siae€ ®, eriste R € W tal que R(a) € A.
(d) W es generado por las reflexiones Ry, con o € A, las cuales se denominan reflexiones simples.

(e) Si R(A) = A, con R € W, entonces R = id. (W actia simplemente transitivamente en las

bases).

Demostracion. Sea W' el subgrupo de W generado por las reflexiones simples. Se probara (a), (b)

y (¢) para W' para luego probar que W = W'.

(a) Sea § =% > ay se elige R € W' para el cual (R(7),4) sea tan grande como sea posible. Si a
a=0

es simple, entonces R, R estd en W' asi que la eleccién de R implica que
(R(7),9) > (RaR(7),0)
= (R(7);Ra(9))
= (R(7),0—aq)
= (R(7),0) = (R(7), ).

Esto fuerza a que (R(7),«) > 0 para todo o € A. Puesto que ~ es regular, no se puede tener
que (R(vy),a) = 0 para toda raiz simple a, porque entonces v podria ser ortogonal a R'(«).
Asi, las inecuaciones son estrictas, es decir (R(7y), ) > 0. Con lo cual, R(7) estd en la cAmara
fundamental de Weyl €(A) y R envia a €(y) en €(A).

(b) Puesto que W' permuta las cdmaras de Weyl, por (a) también permuta las bases de ® (transi-

tivamente).

(¢) Por (b), es suficiente probar que cada raiz pertenece a alguna base. Puesto que las tinicas raices
proporcionales a o son +a, los hiperplanos Ps son distintos a P,, cuando 8 # «. Se escoge
v tal que (v/,a) = € > 0 mientras que |(7/,3)| > € para todo § # +a, es decir, 7/ es un
vector regular tal que (7', a) > 0y (v/,8) # 0, para todo 8 € @, asi |(7/,3)| > 0. Luego, sea

¢ = min{|(7/,B)|: B € ®}, ahora, sea N € ZT tal que WTO‘) < €. Tomando v = % se tiene que

1
0<(v,0) = (7,a) <€ < (7,B8), para todo § # +a.

Evidentemente, o € A(v/), de no ser asi, sean 31,32 € ®1 tales que a = 1 + B2, luego,
(v, o) = (v, 1) + (v, B2) > € lo cual no es posible.
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(d) Para mostrar que W = W', basta con mostrar que cada reflexiéon R, con a € @, estd en W'.
Usando (c), para a € ® existe R € W’ tal que 8 = R(a) € A, entonces Rg = RR,R ™!, con lo
cual Ry, = R™I'RgR € W'

(e) Suponga que R(A) = Ay R # id. Si R se escribe minimalmente como un producto de una o

mas reflexiones simples, entonces se contradice el Corolario 3.40.
|

Definicién 3.46 (Expresién reducida y longitud). Si R € W se escribe como Ry, 0 -+ 0 Ry,
con a; € A y t minimal, se dice que R esta en su expresion reducida y se define la longitud de R,
relativa a A, como [(R) = t. Por definicidn, [(id) = 0.

Una forma de caracterizar la longitud de un elemento en el grupo de Weyl es mediante el niimero

de raices positivas « para las cuales R(«) < 0 y se denota por n(R).
Lema 3.47. Si R € W, entonces [(R) = n(R)

Demostracion. Procederemos por induccién sobre I(R). El caso [(R) = 0 es claro, puesto que si
I(R) = 0 implica que R = id asi n(R) = 0. Suponga que el lema se satisface para todo 7 € W con
I(T) < I(R). Se escribe a R en su expresién reducida como Ry, 0 -0 Ry, ¥ sea a = 4. Por el

Corolario 3.40 R(«) < 0 y el Lema 3.37 implica que n(RR4) = n(R) — 1 puesto que R, permuta

todas las raices positivas excepto a ya que Rq(a) = —a. Por otro lado, RRy = Ra, 0+ 0 Ra, 0 Ra
pero a = ay por lo tanto RRy = Ray © -+ 0 Ray—1- Asl, (RRs) = I(R) — 1 < I(R), luego por
hipétesis inductiva se tiene que [(RRq) = n(RR4). Por lo tanto [(R) = n(R). [

Observacién 3.48. Para todo ¢ € €(A) se tiene (J, 5) > 0, para todo 8 € A. En efecto, para e = 1
sea r1 € B(4,1) tal que (1, 8) > 0, par toda 3 € A. Para ¢ = % sea g € B(0, %) tal que (z2,5) > 0,
para todo # € A. Continuando de igual forma se tiene que para € = % sea T, € B(0, %) tal que
(xn,B) > 0, para todo 8 € A, y se puede seguir asi indefinidamente. Se puede ver que x,, — 0
y puesto que el producto interno es bilineal, la funcién f, : E — R definida por f(w) = (z,w),
para todo w € F, es continua para x € E. Luego, para § € A se tiene fg(x,) — f3(d), es decir,
(Tn, B) — (4, ), y puesto que (x,, ) > 0 entonces (4, 3) > 0, para todo 5 € A.

El siguiente lema prueba que cada vector en E es W-conjugado a un punto de la clausura €(A) de

la cAmara fundamental de Weyl relativa a A.

Lema 3.49. Sea A\, € €(A). Si R(A\) = p para algin R € W, entonces R es un producto de

reflexiones simples que fijan a X\, en particular A = p.

Demostracion. Procederemos por induccién en [(R). El caso I[(R) = 0 es claro, sea [(R) > 0, por

el Lema 3.47, existe una raiz que mediante la accion de R la envia a una raiz negativa. Asi, R no
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puede enviar todas las raices simples a raices positivas. Suponga que R(«) < 0 para algin «a € A,
entonces

02> (1, R(a)) = (R (n), @) = (A,a) 20

porque A, € €(A). Esto implica que (A, «) = 0, de sonde se tiene que Ro(A) = Ay RRa(A) = .
Por el Lema 3.37, [(RRa,) = I(R) — 1 y por hipétesis inductiva, RRo = R, 0--- 0 Rg, ,, donde
R, son reflexiones simples que fijan a A. Ahora, al multiplicar por R, a ambos lados finaliza la

prueba. |

3.6. Sistemas de raices irreducibles

Definicién 3.50 (Irreducible). Se dice que un sistema de raices ® es irreducible si no puede ser

expresado como la unién de dos subconjuntos propios ®; y ®2 mutuamente ortogonales.

En adelante (A, B) = 0 denotara que dos subconjuntos A y B de un espacio Euclidiano son mutua-

mente ortogonales.

Teorema 3.51. Sea ® sistema de raices con base A. ® es irreducible si y solo si A no puede ser

expresada como la union de dos subconjuntos Ay y Ay tal que (A1, Ay) = 0.

Demostracion. Sea A una base de ® tal que A no puede expresarse como la unién de dos sub-
conjuntos A1 y Ay tal que (A1, Ay) = 0. Suponga que & = &1 U &y, con (1, P2) = 0. A menos
que A este totalmente contenido en ®; o ®o, esto induce una particién similar de A, pero A C &,
implica que (A, ®2) = 0 y por tanto, (E,®2) = 0, puesto que A genera a E. Esto implica que @9
es vacio. Andlogamente, si A € ®5, entonces 1 es vacio. En el otro sentido, sea ® irreducible y
suponga A = Aj U Ay con (A1, Ag) = 0. Por item (c) del Teorema 3.45 cada raiz es conjugada
a una raiz simple, asi ® = ®; U &5, donde ®; es el conjunto de raices que tiene un conjugado en
A, es decir, ®; = {a € @ : R(a) € A;, para algin R € W}. Recuerde que (o, 3) = 0 implica que
RaRs = RsRa. Sea a € Oq, luego existe R € W tal que R(a) = A € Ay de donde o = R™1()), pero
R =Ry o0 ‘0Rq, 0Rp, 0 --0Rg,, de tal maneraque o; € A1,i =1,...,ty B € Ag,j=1,...,5,
esto por que (a, ) = 0. Asi,

a — Ralo...oRatoRﬁlo...oRBS()\)
= Roél O"'ORatoRﬁl O-~-O'R53_1<)\—<)\,/Bs>ﬂs)

pero (A, Bs) = 0, entonces
a = Ra O"'ORat()‘)
= Ral ©---0 Ratfl ()‘ - atat)
Ray © 0 Ray_o(A— aray — az—1ci4—1)

= a— @y — - —ajoq € genly.
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Por lo tanto, ®; se encuentra en el subespacio E; de E generado por A; y facilmente se puede ver
que (1, P3) = 0 lo que fuerza a ser 1 =0 o Do = () de donde Ay =0 0 Ay = 0. [ |

Lema 3.52. Sea ® irreducible. Relativo al orden parcial <, existe una tnica raiz mazimal 5 (en
particular a # [ implica alt(a) < alt(B) y (B,a) > 0 para todo o € A). Si f = ) koo entonces

a€A
ko > 0.

Demostracion. Sea B = > koo maximal en el orden parcial <, es claro que [ es positiva. Si
aEA
A ={a €A :ky >0}y Ay ={aeA:k, =0} entonces A = Ay UAy. Suponga que Ay # 0,

entonces («, 8) < 0 para todo a € Ay y puesto que @ es irreducible, al menos un a € Ay no es
ortogonal a Aj forzando a que (a,aq) < 0 para algin ay € Aj, luego, («,3) < 0. Esto implica
que B + « es una raiz contradiciendo la maximalidad de 5. Asi, As debe ser vacio y toda ko > 0.
Este argumento muestra también que (o, ) > 0 para todo a € A. Ahora la existencia de una raiz
maximal en el orden < se sigue del hecho de que ® es finito. Para la unicidad, si 8’ es otra raiz
maximal. El argumento anterior se aplica a 3, asi 3’ involucra, con coeficientes positivos, al menos
un « € A para el cual (o, 3) > 0, de donde (3',3) > 0 con lo cual se tiene que 8 — 3 es raiz, a
menos que 3 = . Si 8 — 3 fuese positiva, entonces 5’ < 3, lo que es absurdo, de igual forma, si

B — (' fuese negativa. Asi, 3 — 3’ noes unaraizy 8= 3. [ |

Proposicién 3.53. Si E' es un subespacio de E invariante bajo R., entonces @ € E' o bien
E' CcP,.

Demostracion. Suponga que « ¢ E’. Por hipédtesis, R, (y) € E’ para todo v € E'. Si (y,«a) # 0,
entonces existe w € E’ tal que w = v — (v, @)a, luego o = ﬁ € FE’ lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto « es ortogonal a a. |

Lema 3.54. Sea ® un sistema de raices irreducible y W su grupo de Weyl. Si F' # 0 es un subespacio
de E W-invariante, entonces F = E. En particular, genW(a) = E para cualquier o € ®, donde
W(a) = {R(a) : R € W}. En este caso se dice que W actud de forma irreducible sobre E.

Demostracion. Sea F' un subespacio no nulo de E invariante bajo WW. El complemento ortogonal
F1 de F es también invariante bajo Wy E = F @ FX. Por la Proposicién 3.53, para a € ®, se
tiene que o € F o F C P,. Si, a ¢ F implica que a € F*, asf cada raiz estd en un subespacio o
en el otro. Esto parte a ® en subconjuntos mutuamente ortogonales, lo que fuerza a uno de los dos
ser nulo. Se infiere que todas las raices estdn en uno de los dos subespacios F o F, sin embargo
si ® C F* entonces F+ = E y (F,E) = 0 implica que F' = 0 lo cual es una contradiccién, por lo
tanto ® C F'y F = E. Ahora, se tiene que genW(«), para cualquier o € ®, es un subespacio no

nulo y W-invariante de F, asi la segunda afirmacién se sigue de la primera. |

Lema 3.55. Si @ es irreducible, entonces como mdaximo existen 2 longitudes distintas de raices.

Ademas todas las raices de una longitud dada se conjugan bajo V.
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Demostracion. Sean a, B € ®. Dado que ® es irreducible se tiene que genW(«a) = E, luego 8 no
puede ser ortogonal a todo vector de W(«), es decir, existe o € W(«) tal que (8,a’) # 0. Ademés,
para R € W se tiene que

IR(@)]] = V(R(a), R(a) = V/(a, R7IR(a)) = v/ (e, @) = [|ar]|.

Suponga que existen «, 3,7 € ® tales que ||a|| < [|B]| < ||7|| ¥y sean a1, a2 € W(«a) tales que
(B,01) # 0y (v, 02) # 0, entonces

<|B> <||||51||||>2 €{2,3}
(1) = () = e
() = (et

entonces ||3|| = [|7]| lo cual es una contradiccién, necesariamente
2 2
<||5||) (||7||>
y

[lol| [l

(H ||>2 )
o] (H’YH) _3

(|” H) 18]l

5
Pero existe 5/ € W(pB) tal que (v,8") # 0y [|8]| = ||8']], luego

(:\AD - (|||gf||‘|)2 €23}

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, |{||a|| : & € ®}| < 2. Ahora suponga que « y [ tienen la

pero

con lo cual

misma longitud, se puede sustituir una de las raices por otra conjugada suya que no sea ortogonal
a la primera, como antes, suponga pues que «, € ® con ||a|| = ||5]], (e, B) # 0, 5 # £ Se tiene
en este caso que (o, 8) = (B,a) = £1. Si (8, a) = —1 se puede sustituir S por —3 de modo que se
tenga (o, ) = (B, a) = 1. Entonces RaRgRa(S) = RaRs(f — ) = Ro(—F —a+ B) = a. |

Definicién 3.56 (Raices largas y cortas). En un sistema de raices irreducible con dos longitudes
distintas de raices, las raices de longitud mayor se denominan raices largas, y a las otras raices cortas.

Si solo hay una longitud de raices, se les llamara raices largas a todas.

Lema 3.57. Sea ® irreducible, con 2 longitudes distintas de raices. Entonces la raiz maximal del

Lema 3.52 es larga.
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Demostracion. Sea € ® raiz maximal y sea o € ® arbitraria, basta con probar que (3, 8) > (a, a).
Puesto que W actud transitivamente sobre €(A), se reemplaza a por una W-conjugada que este en
la clausura de la cdmara fundamental de Weyl, suponga o = R(«). Por maximalidad de /3 se tiene
que 3 —a’ > 0 (Lema 3.52), esto implica que para todo v € €(A) se tiene (v, 3 — a’) > 0, entonces
(v, 8)—(v,a) >0, (v,8) > (v,a). Ahora, se puede sustituir v por 8y v por o puesto que 5 = 0y

o/ € €(A). Aplicando al caso v = f8 se tiene (3, 8) > (8, ), luego v = ' se tiene (/, 3) > (¢, &),
de donde (8,8) > (o, a/). Por lo tanto (8, 8) > («, «). [ |

3.7. Matriz de Cartan de &

En esta seccion se presenta la matriz de Cartan la cual es una herramienta que caracterizan a los
sistemas de raices y permite presentar las relaciones que satisfacen las raices simples. En adelante

® denota un sistema de raices de rango I, W su grupo de Weyl y A una base de ®.

Definicién 3.58 (Matriz de Cartan). Sea A = {aj,a2,...,o} una base ordenada de ®. La
matriz de Cartan de ®, denotada por C'®, es la matriz cuadrada de orden [ cuya ij-ésima componente

es el entero (a;, oj). Los componentes de la matriz de Cartan se denominan enteros de Cartan.

Ejemplo 3.59. Las matrices de Cartan de los sistemas de raices presentados en los ejemplos de la

Seccién 3.1 son:

CAMl:QO-cfb: 2 —1.032: 2 —Z.CGQZ 2 —1.
0 2/’ -1 2/ -1 2/ -3 2

La matriz de Cartan depende del orden elegido en la base A, aunque esto no presenta mayor

inconveniente. Por otra parte la matriz no depende de la base elegida esto se debe al Teorema 3.45.

Proposicién 3.60. Sea ® C E' otro sistema de raices, con base A" = {o/,--- , &) }. Si para todo par
/
J
(unicamente) a un isomorfismo ¢ : E — E’ enviando ® en ®' y satisfaciendo (p(a), d(8)) = («, B)

de enteros 1,5 € {1,...,1} se cumple (a;, ;) = (0}, &), entonces la biyeccion a; — o se extiende

para todo a, B8 € ®. Por lo tanto, la matriz de Cartan de ® determina a ® hasta isomorfismo.

Demostracién. Puesto que A y A’ son bases de E'y E’ respectivamente, existe un tinico isomorfismo
de espacios vectoriales ¢ : E — E’' que envia o; a o con1 < i <1[.Sia, € A, la hipStesis asegura
que

R (@(B)) = ¢(B) — (6(B), ¢(a))d() = (8 — (B, v)a) = $(Ra(B))-

Los grupos de Weyl W, W' son generados por reflexiones simples respectivamente, asi se sigue que
la funcién R — ¢R¢ ! es un isomorfismo de W en W' que envia R, a Re(a), con a € A, pero
cada B € ® es conjugado bajo W a una raiz simple, suponga § = R(«), con a € A. Esto a su vez
fuerza a que ¢(B8) = (¢Rod 1) (p(a)) € @'. Se sigue que ¢ envia ® en &', ademds la formula para

una reflexién (3.1.1) prueba que ¢ preserva todo entero de Cartan. |
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La proposicién muestra que es posible recuperar ® conociendo los enteros de Cartan. Para ilustrar

. . A 2 -1 . .
con un ejempo se toma la matriz de Cartan C*2 = L o la cual permite saber que el sistema
de raices tiene rango dos con una base A = {ay, as} de tal manera que (a1, ag) = (a9, a1) = —1. Al
conocer las raices a; y ag se procede a localizar el resto de ellas, enfociandose solo en las positivas.
Se comienza por las de altura dos, para lo cual se considera la «q-cadena por as. Si tal cadena es
ag —raq,. ..,y + qa, recuerde que r — ¢ = (a2, 1), ademds ae — a1 no es una raiz por lo tanto
r =0y q =1 con lo cual la aj-cadena por as es simplemente {3, s + a1 }. Puesto que en este caso
se trata de una matriz simétrica, la as-cadena por ay se reduce a {aq, a1 + s}, asi las tinicas raices
de altura dos son +(a; + ag). Ahora, se procede con las raices de altura 3, pero las tinicas posibles
raices positivas de altura tres son a; + 29 0 ao + 21 donde si alguna de ellas fuera una una raiz, la
aj-cadena por ay (0 la ag-cadena por 1) seria més larga de lo que se encontré en el paso anterior.
Por lo tanto el sistema de raices es el conjunto {+ai, tag, £(a1 + a2)}. De lo anterior no es dificil
elaborar un algoritmo practico para escribir todas las raices, o simplemente las raices positivas. El
mejor enfoque es considerar cadenas de raices. Se comienza con las raices de altura uno, es decir,
las raices simples. Para las raices de altura 2 se usara las raices de altura 1 y las aj-cadenas. Las
entradas de la matriz de Cartan da los nimeros (o, cij) y por el Lema 3.24, se tiene que o — o no
es una raiz y asi, 7 = 0 con lo que ¢ = —(a;, oj). Continuando con las raices de altura 3, teniendo
ya todas las rices de altura 2, se puede obtener los nimeros (o —«;). Si a es cualquier raiz de altura
2, el entero r es facil de encontrar pues a; se puede restar como maximo una vez (Lema 3.35), para
algin j, y asi ¢ = r — (@, oj). Continuando de esta manera y Conociendo las raices de altura k —1y
por el Corolario 3.36, se sabe que las raices de altura k se pueden escribir como una suma de raices
simples de tal manera que cada suma parcial es una raiz. Asi, es posible conocer a todas las raices
de altura k.

3.8. Grafos de Coxeter y diagramas de Dynkin

La matriz de Cartan es una forma 1til de comprimir la informacién dada por un sistema de raices.
Otra forma de comprimir atin mas esta informacién es mediante el grafos de Coxeter, y a partir
de este grafo se obtiene el diagrama de Dynkin. Esta seccién se dedica a los grafos de Coxeter y la
clasificacién de los diagramas de Dynkin. Recuerde que, de la Tabla 3.1, si a y 3 son raices positivas
distintas entonces («, 5) (5, ) =0,1,2 o 3.

Definicién 3.61 (Grafo de Coxeter). Dado un sistema de raices ¢ con base A de cardinal [, se
define el grafo de Coxeter como aquel grafo que tiene [ vértices y cada dos vértices i,j (i # j) se

unen con tantas aristas como el nimero («;, o) (o, o;) indique.

Ejemplo 3.62. Los grafos de Coxeter de los sistemas de raices presentados en los ejemplos de la

Seccién 3.1 son
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A xA, O O
A, O O
B, Q O
G, O O

Para una mejor interpretacién del grafo de Coxeter se etiquetan los vértices con los nombres de
las raices simples. La matriz de Cartan de un sistema de raices claramente determina el grafo de
Coxeter. Ahora, el proceso inverso, es decir, dado un grafo de Coxeter se permita recuperar la matriz
de Cartan no presenta inconvenientes cuando se trata de un grafo simple, por ejemplo dado el grafo

de Coxeter

A O O O
%] Qg a3
se tiene que (ag,az)(az, 1) = 1 lo que implica que (a1,a2) = (ag,a1) = —1, se descarta que

(o, a5) = 1 puesto que no cumple la definicién de rafz ni satisface la condicién (B2) de la definicién
de base. De forma anéloga (ag, as) = (a3, a2) = —1y (a1, a3) = (ag,a;) = 0. Por lo tanto la matriz

de Cartan de este sistema de raices es

Sin embargo, cuando en el grafo de Coxeter hay més de una arista uniendo dos vértices, construir

su respectiva matriz de Cartan no resulta tan directo, por ejemplo suponga el grafo

Q O

en el cudl la matriz de Cartan tiene dos posibilidades

)

dependiendo cudl sea la raiz larga, la de la derecha o la de la izquierda. Para superar este pequeno
inconveniente, se definen los diagramas de Dynkin, los cuales se basan en el grafo de Coxeter,
donde simplemente se anade una flecha que apunte a la raiz mas corta. Esta informacién permite

recuperar los enteros de Cartan.

Ejemplo 3.63. Los diagramas de Dynkin de los sistemas de raices By y G2 son
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B, O > O

G, QO O

Definicién 3.64 (Diagrama de Dynkin conexo). Un diagrama de Dynkin es conexo si para
cualesquiera dos vértices ¢ y j, existe una sucesién de vértices i1, 42,...,%; talesque iy =14, i =5y

el vértice ¢4 estd conectado por al menos una arista con el vértice is11 para todo entero 1 < s < k.

Proposicion 3.65. Un sistema de raices ® es irreducible si y solo si su diagrama de Dynkin es

conexo.

Demostracion. Sea ® un sistema de raices irreducible tal que su diagrama de Dynkin no es conexo,
se define el conjunto A que consiste de todos los vértices para los cuales existe un camino que los
une entre si, y el conjunto B que consiste de los vértices para los cuales no todos estan conectados
entre si ni con ningin elemento de A. Es decir, se puede escribir a ® como la unién disjunta de
Ay B. Ahora, para todo v € A y todo w € B se tiene que (v, w){w,v) = 0 con lo cual Ay B
son mutuamente ortogonales y por tanto ® no es irreducible. Andlogamente Si ® no es irreducible
entonces existen A, B C ® mutuamente ortogonales tales que ® = A U B luego en el diagrama de
Dynkin de ® se tiene que para todo v € Ay todo w € B, (v, w){w,v) = 0 de donde se tiene que no

€s conexo. [ |

Proposicién 3.66. Un sistema de raices ® se descompone (unicamente) como la union de sistemas

de raices irreducibles ®; (en subespacios E; de E) tal que E = E1®---® E; (suma directa ortogonal).

Demostracion. Si ® es irreducible no hay nada que probar. Ahora, si ® no es irreducible, en su
diagrama de Dynkin existirdn un nimero de componentes conexas. Sean A = AjUAsU---U Ay la
particién de A en subconjuntos mutuamente ortogonales, ®; la combinacién Z-lineal de elementos
en A; que son raices y E; = gen/\;, entonces £ = F1 @ --- ® F; y cada ®; es un sistema de raices
irreducible en E; cuyo grupo de Weyl es la restricciéon a E; del subgrupo de W generado por las
raices simples en A;. Puesto que cada FE; es invariante bajo W, la Proposicién 3.53 muestra que

cada raiz de ® estd en algtin E;. |

3.9. Teorema de Clasificacion

La discusién previa muestra que es suficiente con clasificar los sistemas de raices irreducibles, o

equivalentemente, los diagramas de Dynkin conexos.

Teorema 3.67. Si ® es un sistema de raices irreducible de rango l, entonces su diagrama de Dynkin

es uno de los siguientes (en los primeros 4 casos hay | vértices)
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2.

3.

8.

9.

(o, O Oo—0
1. Al(lZI):l 3 -1 ]
B (1>2):1 % —7
Cr (1>3):1 122 l-DiC] 7
-1
1
Dy (1>4)
i
By @ 9 9 9 9
T
Er: 9 ? 9 Q ? ?
T
Es: 7 Y 9 S ¢ 9
O—Qg S 0O—0
Fy: 1 7 3 7
Gy : == "
y sus respectivas matrices de Cartan son
2 -1 0 0 0 0 2 -1 0
-1 2 -1 0 0 0 -1 2 -1
0o -1 2 0 0o -1 2
cA = | : : : : : cBi=| : :
0 0 0 2 -1 0 0 0 0
0 0 0 -1 2 -1 0 0 0
0 0 0o -1 2 0
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2 =1 0
-1 2 -1
0o -1 2
cY=|: :
0 0 0
0 0
0
2
0
oo = | !
0o -1
0
0
2 0
0 2
-1 0
S U
0 0
0 0
0 0
0 0

de los diagramas antes listados muestra que en todos los casos excepto B, C; los diagramas de

Dynkin pueden ser deducidos de los grafos de Coxeter. Sin embargo B; y C} provienen del mismo

0
0
0 O
2 -1
-1 2
0 -2
0 0
0 0
-1 0
-1 0
-1 2 -1
-1 2
0 0
-1 0
-1
2 -1
-1 2
0 -1
0 0
0

con_ (2 -1
-3 2

La restriccién en [ para los tipos A; - D; se imponen en orden para evitar duplicados. Una inspeccion

o O O O

cPr =

chr =

o O O O o O

o O O O

0
0
2 -1 0 0
-1 2 -1 -1
0 -1 2 0
0O -1 0 2
0 0 0 0
-1 0 0 O
-1 0 0 0
2 -1 0 O
-1 2 -1 0
0o -1 2 -1
0O 0 -1 2
-1 0 O
2 -2 0
-1 2 -1
0o -1 2

grafo de Coxeter y difieren en el nimero de raices simples cortas y largas.

Demostracion. En la demostracién lo que se pretende es clasificar los grafos de Coxeter, ignorando
las longitudes relativas de las raices, para luego ver los diagramas de Dynkin resultantes. Puesto que

se ignoran las longitudes es més facil, por el momento, trabajar con conjuntos de vectores unitarios.

Para la demostracién, se tendréd en cuenta las siguientes suposiciones:

= I es un espacio Euclidiano de cualquier dimension.
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» A={ey,...,e,} es un conjunto de n vectores unitarios linealmente independientes que satis-
facen (e;,e;) <0y 4(ei,ej)*> =0,1,2 03 con i # j. A tal conjunto de vectores se lo denomina

admisible.

A cada conjunto admisible se le asociara un grafo I' con n vértices donde los vértices ¢ y j estan
unidos por 4(ei,ej)2 aristas, con ¢ # j. Ahora, la tarea es determinar todos los grafos conexos
asociados a los conjuntos admisibles, esto incluye los grafos de Coxeter conexos. Esto se hara en

pasos, el primero de los cuales es obvio.

1. Si alguno de los e; es eliminado del conjunto A, el conjunto resultante A — {e;} sigue siendo
un conjunto admisible, cuyo grafo se obtiene del anterior quitando el vértice correspondiente

al e; y las aristas que parten de él.

2. El nimero de pares de vértices en I' unidos por al menos una arista es estrictamente menor
n
que n. En efecto, sea e = > ¢;, puesto que los e; son L.I se tiene que e # 0. Asi,
i=1

0< (e e) :n+22(ei,ej).
1<J
Sean 4,7 un par de indices distintos para los cuales (e;,e;) # 0, es decir que los vértices i, j
estdn conectados. Entonces 4(e;, e;)> = 1,2 o 3, en particular se tiene que 2(e;, e;) < —1. Sea

m el nimero de pares de vértices conectados por al menos una arista, luego se tiene que

0 < (e,e) :n+2Z(ei,ej) :n+z2(ei,ej) <n+m(-1)=n—m.
i<j i<j

Por lo tanto m < n.

3. T’ no contiene ciclos. En efecto, Suponga que I' contiene ciclos, el subconjunto A’ de los
vectores asociados a los vértices del ciclo seria un conjunto admisible por item 1. Ahora, en
ese subconjunto el niimero de pares conectados, por al menos una arista, seria igual al cardinal
de dicho conjunto, es decir por cada vector hay un tnico par conectado, él con el siguiente en

el ciclo, por ejemplo. Pero esto contradice lo que dice el item 2, luego no puede haber ciclos.

4. No puede haber un vértice en I' del que partan méas de tres aristas. En efecto, sea e un
elemento de A y ey,...,e; los vectores en A conectados con e, es decir, (e,e;) < 0 con
e, e1,...,ex distintos. Puesto que I' no contiene ciclos, por item 3, no pueden haber dos ¢;“s
conectados, asi (e;,e;) = 0 para i # j. Ahora, como A es L.I, debe haber algin vector unitario
ep en el subespacio generado por e, ey, ..., e, ortogonal a todos los e;, claramente (e, eg) # 0.

Luego (por el método de Gram-Schmidt), eg,eq, ..., e, es un sistema ortonormal que genera

k
el mismo subespacio que los e, eq,...,e;, ademas (e,ej) = o; Y (e;,e;) = o y por tanto,
i=0
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k k k
e= Y (e,e;)e; con lo cual se tiene 1 = (e, e) = > (e, e;). Esto fuerza a que > (e,e;)? <10
=0 i=0 i=1
k
3" 4(e,e;)? < 4. Pero 4(e, e;)? es el niimero de aristas que conecta los vértices e y e; en I.
i=1

5. El tnico grafo conexo I" posible, para un conjunto admisible A, que contiene una arista triple,
es decir un par de vértices unidos por tres aristas, es el grafo de Coxeter Go: ——=2. Esto
se deduce trivialmente del item anterior. Ademads, si G tuviera otro vértice, este no estaria

conectado con ningin otro, con lo cual G2 no seria conexo.

6. Sea {e1,...,ex} C A tal que el subgrafo asociado sea O———0 -+ O0——0, una

k

cadena simple en I'. Si A" = (A — {e1,...,ex}) U {e}, donde e = > e;, entonces A" es
i=1

admisible y el grafo se obtiene al reducir T' a un solo vértice. En efecto, claramente A’ es

L.I, por tanto solo se debe probar las condiciones sobre los productos escalares. Por hipdtesis

4(ej,ei41)> =1 con1 < i < k— 1y debido a que son elementos de un conjunto admisible

entonces 2(e;, e;41) = —1. Asi,
k—1
(676) = k+2Z(€ive’i+1) =k- (k_ ]') =1,
i=1
luego e es unitario. Claramente si eg € A—{eq,..., e} solo se puede conectar con un e; como

mucho, puesto que si se conecta con dos de ellos, e;, e;, entonces {eg, e;, e;} formarfan un ciclo
lo que contradice el item 3. Se tiene que (e,ep) = 0 si no estd conectado con ningin e; o
(e,e0) = (e;,€0) si estd conectado con e;, en cualquier caso se tiene que 4(e, eg)? = 0,1,2 0 3

y (e,e0) < 0 por lo tanto A’ es admisible. Esto también determina el grafo asociado de A’.
7. T' no contiene subgrafos de la forma

En efecto, Suponga que estos subgrafos ocurren en I'. Por item 1, deben de ser las graficas de
subconjuntos admisibles, pero por el item 6, se puede eliminar la cadena simple en cada caso

y obtener las graficas
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Q O O

las cuales, evidentemente, contradicen el item 4.

8. Cualquier grafo conexo I' de un conjunto admisible tiene una de las siguientes formas

En efecto, solamente &=—= contiene una arista triple, por item 5. Ahora, si tiene aristas
dobles, observe que por item 7 no puede tener mas de una, puesto que si tuviera dos, o mas,
contendria un subgrafo de la foormacC————o0——0O =+ O— (O _———"DOlo
cual contradice el item 7. Igualmente, si tiene una arista doble no puede tener una bifurcacién
porque en tal caso por el item 7 se llega a una contradiccién, luego seria un grafo del segundo
tipo. Si tiene alguna bifurcacién con el mismo razonamiento se deduce que solo puede tener
una y que ademads no puede tener aristas dobles por lo que tendriamos un grafo del cuarto
tipo. Por ultimo, si no tiene ni aristas triples, ni dobles, ni bifurcaciones, debe ser una cadena

simple, es decir, un grafo del primer tipo.

9. Los tnicos grafos del segundo tipo en el {item 8 son los grafos de Coxeter
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10.

P q
En efecto, sean e = ) ie; y n = > jn;. Por hipdtesis 2(e;,e;41) = —1 = 2(n;,nj41) y los
i=1 j=1
demas pares son ortogonales. Asi,

GNP plp+1)
=3 Sy =22
i=1 i=
- (¢+1)
() =2 => 56 +1) = L=
j=1 j=1
Ahora, puesto que 4(e,, ny)% = 2 se tiene que
P q 2 P22
(e.n) = | X i€y inj | = (pep.anq)® = p*a*(epong)* = =
=1 j=1

La desigualdad de Cauchy-Schwartz implica que (e, n)? < (e, e)(n,n), y dado que {e,n} es L.I

se tiene la desigualdad estricta (e,n)? < (e, e)(n, n), sustituyendo

p’¢*  plp+1)g(g+1)
5 < 1

(p+1)(g+1)
2

2pq <pg+p+q+1

pq <

pg—p—q+1<?2
(p-1(g—-1) <2

Luego, las tnicas posibilidades son p = ¢ = 2 de donde se obtiene Fy 6 p = 1 (¢ arbitrario),

¢ =1 (p arbitrario) donde se obtiene la otra posibilidad.

Los tinicos grafos conexos del cuarto tipo en el item 8 son los grafos de Coxeter
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Eg O o O o o o —0
p—1 q—1 r—1

En efecto, sean e = ) ie;, n =Y jn;y s = »_ ks,. Claramente {e,n, s} es un conjunto de
i=1 j=1 k=1

vectores L.I y mutuamente ortogonales, ademéas ¢ no pertenece al espacio generado por estos
tres vectores, es decir, {e,n, s, ¢} es L.I. Sean uj,ug, us los vectores unitarios que tienen la
misma direccion de los vectores e, n, s, respectivamente. Utilizando un argumento similar al

utilizado al de la prueba del item 4, sea wug el vector unitario en el subespacio generado por

3
{,u1,ug,u3} ortogonal a los vectores u;, entonces Y. (u;, ¢)? = 1. Dado que (ug,¢) # 0 se
i=0
3
tiene > (us,¢)? < 1. Ademads,
i=1

Luego,

o (P=1D%(ep-1,9)* 1 (2(p—1)*\ _p-1_1/ 1
(w, 0)" = (e,e) _4<p(p—1)>_ 2p _2<1 p>'

De igual forma (ug,p)? = % (1 - é) y (usz, p)? = % ( - %) Sumando estas expresiones se

obtiene . . ) )
<1—+1—+1—> <1,
2 p q T
entonces
1 1 1
-+ -+->1 (3.9.1)
p q T
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que p > g > r > 2, ya que en el caso de p, q, o
r sea igual a 1 se tendria un grafo del tipo A,. Asi que % < % < % < %, y por la desigualdad

3.9.1, se obtiene % > % > 1, luego r = 2. Entonces, %—l—% > % y se tiene % > % luego 2 < g < 4.
Sig=2,setiene r =2y p > 1, en este caso el grafo resultante es el de D,,. Ahora si ¢ = 3,
entonces % > é y necesariamente p < 6, en este caso se tienen las posibilidades de los grafos

EG, E7 (6] Eg.
|

En los diez pasos presentados anteriormente se prueba que todos los grafos de un conjunto admisible
se encuentran entre los grafo de Coxeter listados al inicio del teorema, en particular, el grafo de
Coxeter de un sistema de raices debe ser uno de los mencionados en el teorema. Es claro que, a

excepcién de los tipos B; y C, el diagrama de Dynkin queda determinado por el grafo de Coxeter.
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Capitulo 4

Clasificacion de las algebras de Lie

semisimples complejas

El propésito de este capitulo es la clasificacion de las algebras de Lie semisimples complejas de
dimensién finita mediante diagramas de Dynkin. La clasificacién consiste en mostrar que hay una
relacion biunivoca que asocia a cada clase de equivalencia de algebras semisimples un solo diagrama

y viceversa. En lo que sigue L denotard una algebra de Lie semisimple compleja de dimensién finita.

4.1. Descomposicion en espacios de raices

En esta seccién se presentan las Subdlgebras de Cartan y un conjunto asociado al Dual de una
subalgebra de Cartan el cual se probara que es un sistema de raices bajo la definicién 3.3 presentada

en el Capitulo 3.

Definicién 4.1 (Subdlgebra de Cartan). Se dice que una subdlgebra de Lie H de L es de
Cartan, o CSA, si es abeliana, cada uno de sus elementos es semisimple y ademads es maximal con

estas propiedades.

Para cada x € L, la descomposicién de Jordan garantiza que existen x5 y x, en L tales que
r = xs + T, con xg semisimple, x, nilpotente y [rs,z,] = 0, Erdmann and Wildon (2006) [4].
Si xs = 0 para todo x € L, entonces todo elemento en L es nilpotente y por el Teorema 1.76
L es nilpotente, por lo tanto soluble, lo que contradice que L es semisimple. Luego existe s € L
semisimple no nulo, asi la coleccién de subédlgebras abelianas no nulas de L que consta inicamente
de elementos semisimples es no vacio puesto que H = gen{s} es una de estas subélgebras y por el
Lema de Zorn existe una subdlgebra maximal con estas condiciones que por definicién es una CSA
de L.

Sea H una CSA de L, luego ady = {ady, : h € H} es un conjunto de transformaciones lineales

diagonalizables sobre L que conmutan mutuamente. Existe una base de L formada por vectores
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propios comunes a los elementos de ady, ver Apéndice B. Ahora, sea x un vector propio comin
para los elementos de ady y defina la funcién o : H — C de la siguiente forma: para h € H, sea
a(h) el escalar que satisface ady(x) = a(h)z. Se puede probar que « es un elemento del espacio dual
H*. Para cada o € H*, sea Lo, = {x € L : [h,z] = a(h)z para todo h € H}. Dado que el corchete es
bilineal y « es una transformacion lineal se sigue que L, es un subespacio de L, en particular, para
a = 0 se tiene el subespacio Ly = {z € L : [h,z] = 0, para todo h € H} = C(H) y puesto que H
es abeliana, H C Lg. Ahora, denote por ® el conjunto de las transformaciones no nulas o € H* tales
que L, # {0}, puesto que L es de dimensién finita, implica que ® es finito. Cada elemento a € ® se
denomina raiz de H* y el subespacio L, se llama espacio de raiz asociado a «. Entonces, Erdmann

and Wildon (2006) [4] presentan una descomponer en espacios de raiz para Lde la siguiente forma

L="Lo® P La
Teorema 4.2. Si H es una CSA de L y C es el centralizador de H en L, se satisfacen los siguientes
enunciados:
(a) C contiene la parte semisimple y nilpotente de todos sus elementos.
(b) Todos los elementos semisimples de C' estdn en H.
(c) La restriccion de la forma de Killing a H es no degenerada.
(d) C es nilpotente.
(e) HN[C,C] =0.
(f) C es abeliano.
(9) C=H.
Demostracion.

(a) Sea z € C, por la descomposicién de Jordan z = x5 + x,, y dado que x conmuta con H se tiene
que [z, H|] = [zy, H] = {0}, entonces zs,x, € C.

(b) Siz € C es semisimple, entonces H+gen{z} es una subalgebra abeliana que consta de elementos

semisimples, y por la maximalidad de H se tiene H + gen{xz} = H, es decir z € H.

(¢) Primero se probard que la restriccion de la forma de Killing a C' es no degenerada. Sean 3, € ®
tales que B 4+ a # 0 se tiene que entonces existe h € H tal que (8 + a)(h) # 0, ahora para

x € Lo y y € Lg, se tiene, usando la asociatividad de la forma Killing,

a(h)r(z,y) = r(lh, 2], y) = =[x, hl,y) = —k(z, [h,y]) = =B(h)K(2,y),
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por lo tanto (o + 3)(h)k(z,y) = 0 lo que fuerza a que s(z,y) = 0, es decir xk(Lq, Lg) = {0}.
Ahora, sea h € C tal que [h,z] = 0, para todo z € C, y sea z € L, por la descomposicién en

espacios de raices z = zo+ Y zq, donde zg € C'y 24 € L. Luego,
aed

k(h,z) = Kk(h, z0) + Z k(h,zq) =0,
acd
entonces h = 0. Ahora, sea h € H tal que k(h,z) = 0 para todo z € H y sea z € C con
descomposicién de Jordan z = z5 + z,, entonces zs, 2z, € C'y z5 € H. Luego, k(h, z) = k(h, zp).
Dado que z,, € C, [h, z,] = 0 entonces adjoad;, = ad., oady,. Asi, (adpoad., )" = adfoad? =0,
porque z, es nilpotente, por lo tanto tr(ady o ad,,) = k(h, z,) = 0, con lo cual k(h, z) = 0 para
todo z € C, asi h = 0.

(d) C es nilpotente. Si @ € C es semisimple, entonces z € H por item (b), y ad,(C) = 0 es
nilpotente. Por otra parte, si z € C es arbitrario, * = x5 + x,. Puesto que zy, z,, estdan en C,
item (a), ad,(C) es la suma de conmutadores nilpotentes y, por lo tanto, es nilpotente. Por el

Teorema 1.76, C' es nilpotente.

(e) HNI[C,C] = 0. Puesto que & es asociativay [H,C] =0, x(H, [C,C]) = 0. Usando el item (c) se

tiene el resultado.

(f) C es abeliano. Observe que Z(C') # {0} porque C es nilpotente, ahora sea z € Z(C'), donde
z = zs+ zn cOn 25,2, € C'y 2z, € Z(C), ademés z, # 0. Luego, k(z,,C) = 0 lo cual es una

contradiccién.

(g) C = H. De no ser asi C' contiene un elemento nilpotente no nulo x. Luego, para todo y € C' se
tiene que k(z,y) = tr(ad, o ady,) = 0, lo cual es una contradiccion.
|

El Teorema 4.2 permite que la descomposicién de suma directa de L en espacios de raices se pueda

escribir como L = H & € L,, la cual se denomina descomposicién del espacio raiz. Cabe senalar
aced
que las raices y los espacios de raices dependen de la eleccién de la CSA H.

Proposicion 4.3. La funcion 60 : H — H* que asigna a cada elemento h € H la aplicacion 0y,

definida por O (x) = k(h,x) para todo x € H es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Para cada h € H, la aplicacién 0, € H* porque la forma de Killing es bilineal. Para

mostrar que € es una transformacién lineal, sean h1,he € H, a € Cy x € H, se tiene
Ohy+ahy () = K(h1 + ahg, z) = K(h1,x) + ak(ha, x) = Op, (z) + abp, (T).

Luego, Ohy +-ahy = On, +abh,. Por otro lado ker(0) = {0} porque la forma de Killing es no degenerada

en H. Finalmente, la sobreyectividad de 6 es consecuencia de que dim H = dim H*. |
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Observacién 4.4. Por la proposicion anterior, para cada o € H* existe un tnico elemento t, en

H tal que 0;, = «, y se tiene la siguiente definicion.

Definicién 4.5 (Forma de Killing en H*). Sea H una CSA de L. La forma de Killing en el
espacio dual H* se define como: k(«, B) = k(ta,ts), para todo o, f € H*.

Lema 4.6. Suponga que o € ® y que x € L, con x© # 0. Entonces —a es una raiz y exviste y € L_,

tal que gen{z,y, [z,y]} es una subdlgebra de L isomorfa a sla(C).

Demostracion. Primero se afirma que existe y € L_, tal que k(z,y) # 0y [x,y] # 0. En efecto,
sea ¢ € Lo, © # 0. Dado que k es no degenerada en L, existe w € L tal que k(x,w) # 0. Por la

descomposicién en espacios de rafz, w = yo + > yg, se tiene
Bed

k(z,w) =k | z,y0 + Z yg | = k(z, %) + k2, y—a) + K | z, Z Yg

pe@ BED

B#—a
Por otro lado, para 5,a € ® con S+« # 0 se tiene que k(Lq, Lg) = 0. Asi, k(z,w) = k(z,y—a) # 0,
con lo cual se tiene que y_, # 0, es decir, L_, # {0} entonces —a € @, asi se toma y = y_,. Puesto
que «a # 0, existe t € H tal que a(t) # 0y k(t, [z,y]) = k([t,z],y) = a(t)x(z,y) # 0, asi [z,y] es
un vector no nulo de H. Sea S = gen{x,y, [z,y]}, puesto que = y y son vectores propios para todo
elemento de ady, en particular para adj, ), y se tiene que [z, [z, y]] = —ad|; ) (z) = —a([z,y])x € S
de igual forma [y, [z, y]] = —a([z,y])y € S, esto muestra que S es una subdalgebra de L. Resta probar
que S es isomorfa a slo(C). Para probar que dim S = 3, observe que «o([z,y]) # 0 porque en caso
contrario [[x,y],z] = [[x,y],y] = 0, luego [z,y] es nilpotente pero [z,y] € H y H es una CSA, asi
[, y] es semisimple, por lo tanto [z,y] = 0, lo cual contradice que [z,y] # 0. Ahora, sean a,b,c € C

tales que ax + by + c[z,y] = 0 se tiene
[z, y], az + by + c[z,y]] =0

allz, y], z] + b[[x,y],y] + 0 =0
aa([z, y))z — ba([z,y])y = 0

o[z, y])(az = by) =0

entonces ax —by =0, perox € L, yy € L_q asia=b=0y ¢ = 0. Por otro lado S' = [5,5] = S.
Con lo cual S es una algebra de Lie compleja 3-dimensional con S’ = S. Por lo tanto S es isomorfa
a sla(C). [

Lema 4.7. Sea a € . Six € L, yy € L_,, entonces [x,y] = k(z,y)tq.
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Demostracion. Para h € H, se tiene k(h,[z,y]) = k([h,z],y) = a(h)k(z,y) = Kk(ta, h)k(z,y).

Ahora, observe a k(x,y) como un escalar y se reescribe el lado derecho para obtener

’%(h7 [‘7’3 y]) = H(h7 H(IL’, y)ta)'

Esto muestra que H es ortogonal a [z, y] — k(z, y)ta, con lo cual [z, y] = k(x,y)tq, pues k restringido

a H no es degenerado. n

Observacion 4.8. Sea « € @, por el Lema 4.6 existen x € Lo, y € L_o y h = [z,y] € H tales que
S = gen{x,y, h} es una subdlgebra de Lie isomorfa a sla(C). Ademads, por el Lema 4.7 h = k(z,y)t,.
Sea A = m y considere e, = € Ly, fa = Ay € L_o ¥ ha = [ea, fo] = Az,y] € H, entonces
S = gen{eq, fa,ha}. Ahora, defina « : slo(C) — S, por v(e) = eq, Y(f) = fa, 7(h) = hq y se tiene

que

= y([e, 1) = v(h) = ha = [ea, fo] = [7(€),7(f)]-
» Y([h,€e]) = v(2e) = 2v(e) = 2e,, por otro lado

(1), 7(€)] = e €] = [y 2] = Aa(R)z = a(fjf(jy) - 2*;22)2?5;;% — 90 = 2,

por lo tanto y([h, ¢]) = [y(h), ¥(e)].

» Andlogamente se tiene que y([h, f]) = [y(h),v(f)].

De lo anterior se puede ver que a(hy) = a(Ah) = A6&(x, y)a(ty) = % =2.
Proposicién 4.9. Si o € ®, entonces los inicos mailtiplos de o que se encuentran en ® son +a.

Ademdas, los espacios de raices Ly, son 1-dimensionales.

Demostracion. Suponga que ca es una raiz para algin escalar ¢ # +1. Considere el subespacio

K = ker(a) @ gen{ho} C H,sea M = K& @ Lyo y la accién ¢ : sly, x M — M definida
racd
mediante ¢((x,m)) = ad,(m) = [x,m], luego M es un sl,-médulo, y observe que Ker(a) ® sl, es

un sly-submédulo de M contenido en K & L, @ L_,. Dado que sl, es una algebra de Lie simple,
por el Teorema de Weyl 77, existe un sl,-submédulo W C M tal que M = Ker(a) @ sl, & W,
ademds W # {0} porque ¢ # £1. Dado que ca es una raiz, existe un vector no nulo x € L, tal que
[h,x] = ca(h)x = 2cx, para todo h € H. Sea V un sl,-submédulo irreducible de W tal que x € V,
por el Teorema 1.63, V = Vj para algin d € Z>( y por la Observacién 1.64 los valores propios de
la transformacion ady, : V — V son {d —2j : 0 < j < d}, en particular

adp,, (v) = ca(hy)r = 2cz,

es decir, 2¢ € {d —2j : 0 < j < d}, por lo tanto, d es par y 0 es un valor propio de ady,,, es

decir, existe un vector no nulo v € V tal que [hy,v] = 0 = Ov. Pero v € L,, para algin escalar r
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diferente de cero, entonces 0 = [hq,v] = ra(hqs)v = 2rv. Lo que es una contradiccién pues v # 0.
Por lo tanto los tnicos multiplos de a que se encuentran en ® son +«. Para completar la prueba
suponga que dim L, > 2 para algin « € & y considere el sl,-médulo M = K & L, & L_,. Con un
argumento similar al anterior existe un sl,-submédulo W tal que M = Ker(a) & slo, & W, ademés
W N L, # {0}. Sea x un vector no nulo en W N L, y sea V un sl, un submédulo irreducible de
W tal que x € V, entonces adj,, () = [hq,x] = 22. Luego 0 es un valor propio de adj,, y existe un
vector no nulo v € V tal que [hq,v] = 0. Pero v € L, @ L_, entonces v = v; + vy para v; € Ly y
vg € L_4 y se tiene 0 = [hq, v] = [ha, v1 +v2] = a(ha)vi —a(he)v2 = 2(v1 —v2), entonces v —vy =0
y dado que la suma es directa se sigue v; = v9 = 0, asi v = 0 lo cual es una contradicciéon. Por lo
tanto dim L, = 1 para todo a € ®. |

Proposiciéon 4.10. Suponga que o, f € ® y B # +a.

(a) B(ha) € Z.

(b) Existen enteros r,q > 0 tales que B+ ka € ® si y solo si k € Z y —r < k < q. Ademds,
r—q=fB(ha).

(¢) Sia+ P e ®, entonces [xq,xs] es un miltiplo escalar no nulo de xq4p.

(d) B —B(ha)o € O.

Demostracion. Para probar el primer enunciado, considere el slo-médulo M = @ Lg4kq, denomi-
keZ
nado la cadena de raiz de « a través de 8. Por el Teorema de Weyl 77 todo sl,-moédulo es completa-

mente reducible, luego, existen submddulos irreducibles M7, ..., M; tales que M = M & --- & My,
y por la Observacién 1.64 los valores propios de ady,, en cada submoédulo M; son enteros, entonces,
los valores propios de adp, en M son enteros. Ahora, tomando un vector no nulo z € Lg se tiene
adp,, (x) = [ha, x] = B(ha)x, es decir, B(hy) es un valor propio de adp, en M, y por lo tanto debe
ser un elemento de Z.

Para el segundo enunciado, se probara que M es irreducible. Como antes, sea M = M1 @®--- @ M; la
descomposicién de M en submédulos irreducibles y observe que (8 + ka)h, = 5(ha) + 2k, entonces
los valores propios de adp, en M son todos pares o impares. Sin perdida de generalidad, suponga
que todos los valores propios de adp, en M son pares. Luego, existen vectores propios z1 € M;
y 2 € My asociados al valor propio 0, entonces [hq, 1] = 0 = [hqo, x2]. Ademds, £1 € Lgipa ¥

%2 € Lgiiya, Para algiin par de enteros ki y ko, en consecuencia
(6(ho¢) + 2]{1)331 =0= (B(ha) + 2]{2)332.

Luego, —2k1 = (ha) = —2k2 entonces k1 = kg, por tanto 1,22 € Lg4kya, dado que dim Lo =1
siempre que S+ ka sea una raiz, se tiene z1 € gen{x2} C M. Con lo cual M;NM; # {0} y dado que

la suma es directa se debe tener M7 = Ms. Por lo tanto M es un sl,-mdodulo irreducible de dimension
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finita. Por el Teorema 1.63 M = V; para algin d € Z>¢. En Vj, los valores propios de adj, son
{d—2j: 0 < j <d}, mientras que en M, los valores propios de adp,, son {B(ha)+2k : 5+ ka € ®}.
Estos conjuntos son iguales porque M = Vj, luego existe un tnico entero ¢ tal que d — 2q = S(hq)
y 0 <q <d,asi que, —d = 3(ha) +2(q —d). Tomando r = d — g > 0 se tiene que los valores propios
de ady,, son {B(hqa) + 2k : —r < k < ¢}, es decir, f + ka € ® si y solamente si —r < k < q.

Para probar el tercer enunciado, sean ¢ y r los enteros dados en el segundo enunciado, entonces

q
M = & Lgika. Dado que 8+ a € @, se tiene ¢ > 1. Observe que si [rq, 23] = 0, entonces
k=—r

0
[, w] = 0, para todo w € Lg. En consecuencia V = @ Lgira C M, es un sl,-submédulo no
k=—r
trivial de M, con lo cual M es reducible, lo que contradice el hecho que M es irreducible. Ahora,

puesto que [Lq, Lg] C Loy, entonces [tq, 5] = txq1g, con t € Z.

Finalmente, el cuarto enunciado se sigue del segundo, puesto que, del parrafo anterior se tiene
B(ha) =d—2qy B(ha) =2r —d, con lo cual al sumas estas dos igualdades resulta G(hy) = r — q.
Asl, B=B(ha)a=B—(r—qay -r<-r+q¢<gq. u

Lema 4.11. FEl conjunto de raices satisface los siguientes enunciados.
(a) Para cada h € H, con h # 0, existe « € ® tal que a(h) # 0.
(b) gen® = H*

Demostracion. Para probar el primer enunciado, sea h un vector de H y suponga que «(h) = 0 para
todo a € ® y sea x un elemento arbitrario de L. Si x € H entonces [h, z] = 0, en caso contrario, por
la descomposicién de L en espacios de raices, x € L, para algin a € ®, entonces [h, x] = a(h)x = 0,
por lo tanto h € Z(L) y dado que L es semisimple se sigue que Z(L) = {0}, es decir, h = 0. Ahora,
para probar el segundo enunciado, sea W = gen® y sea W9 el espacio anulador de W, definido por
W% = {h € H : a(h) = 0 para todo o € W}. Un resultado conocido del dlgebra Lineal establece
que dim H* = dim W + dim W9, y por el enunciado anterior W° = {0}, entonces

dmH* =dimW + 0 = dim W.
Por lo tanto W = H*. [ |

Proposicion 4.12. Para cada o € © se tiene:

— hcx — Qta
(a) ta - ’f(emfa) Yy ha - ”(tavta)

(b) K(ta,ta)k(ha,ha) =4

Demostracion. Del Lema 4.7 se tiene que [x,y] = k(x,y)tn. Aplicado con x = eq, ¥y = fo ¥

ha = lea, fa] en esta igualdad se tiene la expresién para t,. Puesto que a(h,) = 2, se tiene que
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2 = K(ta, ha) = K(ta, K(€qs fa)ta), lo que implica que k(eq, fo)k(ta,ta) = 2. Ahora, se sustituye
K(€ew, fo) para obtener la segunda expresién. Finalmente, el item (b) se obtiene de

2t 21, )_ 4
(tasta)” K(tasta)

k(ha, he) :H<H =

Un resultado inmediato es el siguiente.
Corolario 4.13. Si « y 8 son raices, entonces k(ha,hg) € Z y K(ta, tg) € Q.

Por el Lema 4.11 se tiene que el conjunto de raices ® generan al espacio dual H*, luego existe una

base de H* contenida en ®, con esto se tiene el siguiente lema:

Lema 4.14. Sea {a1,a9,...,0q} C ® una base de H*. Si 5 es una raiz, entonces 8 es una combi-
nacion lineal de los a; con coeficientes en Q.

l
Demostracion. Ciertamente se puede escribir 8 = > ¢4, con ¢; € C. Utilizando la forma de Killing
i=1
!
en el espacio dual H*, ver definicién 4.5, para cada j con 1 < j <[, se tiene (5, oj) = Y cik(au, o).
i=1

Se pueden escribir estas ecuaciones utilizando matrices como

(B, a1) Ko, 1) - kKla,ar)\ fa
%(Bval) /i(Oél,Oél) ’{(alaal) Cl
Donde (k(a, j))ix1, es la matriz de la forma de Killing en H* con respecto a la base {an, aa, ..., a4},

por lo que es invertible. Ademas, por el Corolario 4.13 sus entradas son nimeros racionales, asi que
las entradas de su matriz inversa también son racionales. Dado que (5, a;) € Q, los coeficientes ¢;

son racionales. [}

Proposiciéon 4.15. Sean H una CSA de L y ® el conjunto de raices de H*. Si E = geng®,

entonces la forma de Killing en H* es un producto interno real sobre E.

Demostracion. Sea {hy,...,h,} una base de H, y para cada v € ®, sea L, = gen{z,}. Por la
descomposicién en espacios de raices B = {h1,...,h,} U {x, : v € ®} es una base de L. Para
a, B € E se tiene ady, o ady, (h;) =0, para todo ¢ = 1,...,r. Ademds, para todo v € ®

ady, o ady, (z4) = V(ta)V(tg) Ty

Luego, k(a, 8) = tr(ady, o ads;) = 3 v(ta)y(tg). En particular, para a = 3 se tiene
yeD

R, ) =Y y(ta)V(ta)-

yed
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Pero, a« = ) a,0, donde a, € R para todo o € ®. Asi,
ocd

Y(ta) =7 (Z agt0> = Z asy(ty) = Z agk(ty, to).

occd ced oed
Por Corolario 4.13 k(ty,t5) € Q, luego que y(to) € R y se tiene x(a, ) > 0. Ademds, x(o, ) =0
si y solo si y(to) = 0 para todo v € ®, pero ¥(to) = k(ty,ta) = (ty). Luego, a(t,) = 0 para todo
v € @, por el isomorfismo 4.3 gen{t, : v € ®} = H, por lo tanto a = 0. La bilinealidad y la simetria

son propiedades de la forma de Killing, esto finaliza la prueba. |

Como consecuencia de todos los resultados estudiados en esta seccidn, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.16. Si H una CSA de L y ® es el conjunto de raices de H*, entonces ® es un sistema

de raices (ver definicion 3.3) para el espacio Euclidiano E = geng®.

Demostracion. Por la la Proposicién 4.15, el espacio E es Euclidiano con producto interno definido
por la forma de Killing en H* y dado que 0 ¢ ® se satisface la primera condicién de la definicién de
sistema de raices. La segunda condicién es consecuencia de la Proposicién 4.9. Las dos condiciones

restantes son consecuencia de la Proposicién 4.10 y del hecho que

4.2. Algebras semisimples isomorfas

En esta seccion se presentan los resultados que justifican el teorema de clasificacion de las C-algebras

de Lie semisimples de dimension finita.

Proposicién 4.17. Sea ¢ : L — L' un epimorfismo de dlgebras de Lie. Si H es una CSA de L,
entonces o(H) es una CSA de L'. Ademds, para todo x,y € L se tiene que k(x,y) = k(p(x), p(y)).

Demostracion. Por el Teorema 1.74, p(H) es nilpotente y dado que H es abeliana también lo es
©(H). Para la segunda parte, sea H' una subalgebra abeliana y nilpotente de L’ tal que o(H) C H’,
entonces ! (H') es una subalgebra abeliana y nilpotente de L tal que H C o~ '(H)’, luego, se tiene
H = ¢~ Y(H'), o equivalentemente p(H) = H'. Por lo tanto ¢(H) es una CSA de L'. Para la segunda
parte, sean z,y € L, luego x(x,y) = tr(ad; oady). Por otro lado, r(¢(z), p(y)) = tr(ady(z) o ady)),
para (), p(y) € L'. Ahora, sea z € L’ entonces (ady(y) © ady,)(2) = [p(z), [0(y), 2], pero, existe

un tnico w € L tal que ¢(w) = z. Luego,

[o(2), [py), p(w)]] = ¢z, [y, w]]) = @(ady o ady)(w) = p(ady o ady)p™ " (2),

con lo cual ad, o ady(,) = ¢ o ady o ady o ¢~ 1,y por la la propiedad tr(AB) = tr(BA), se tiene

o(x)
K(p(x),¢(y)) = tr(p oady 0 ady o p~') = w(z,y). u

74



Clasificacion de las algebras de Lie semisimples complejas

Teorema 4.18. Sea ¢ : L — L' un isomorfismo de dlgebras de Lie y sean Hy y Hy CSA de L y
L’ respectivamente tal que ¢(H1) = Hy. Si ®; es el conjunto de raices de H; y o, 8 € ®1, entonces

se satisfacen las siguientes condiciones:
(a) aop™t e ®y, ademds 1o ' ={aop t:aec ®} = .

(b) r(a, B) = k(o™ o).

Demostracion. Para probar el primer enunciado, se sabe que para cada o € &y existe x # 0 tal
que [h, z] = a(h)x para todo h € Hy. Observe que [p(h), p(z)] = ¢([h,z]) = p(a(h)z) = a(h)p(z).
Ahora, sea hy € Hs, dado que ¢(H;) = Ha, existe un tnico h; € Hy tal que ¢(h1) = he, entonces

[h2, o(2)] = [p(h1), ¢(2)] = @([h1,2]) = a(h)p(z) = a0 ™ (ha)p (),

1

ademds o(r) # 0, entonces Lgo,-1 # {0}, esto muestra que avo ¢~ es una rafz para Ha, luego,

P11 C ®y. Andlogamente, Pop C P; y se tiene &1 = (P19 1)p C Pap C P1 por lo tanto

I = ®,. Para el segundo enunciado, se sabe que para cada a € ®;

®; = Py y andlogamente 1o~
existe un tnico t, € Hy tal que k(tq,h) = a(h) para todo h € Hy. Dado que a0 p~! € ®y existe
un Unico lye,-1 € Ha tal que k(lyop-1,h2) = o o~ Y(h2), para todo hy € Hs. Escoja hy € Hy y sea

hi el dnico elemento en H; tal que ¢(hy) = heo, se tiene

K(p(ta), ha) = K(p(ta), p(h1)) = K(ta, h1) = a(h1) = a o p(ha).

Luego, lyop-1 = ¢(ta), asi que

K(a, B) = H(tmtﬁ) = r(p(ta)s So(tﬁ)) = "i(laocpflﬂlﬁosofl) = r(ao 90717/8 o 9071)‘
|

Teorema 4.19. Si L una dlgebra de Lie semisimple compleja, entonces cualquier dos subdlgebras

de Cartan Hy, Hs son conjugadas bajo algin automorfismo ¢ € Inn L.

La prueba de este teorema se puede ver a detalle en Rodriguez (2007), [10].

Sea L una C-algebra de Lie semisimple de dimensién finita y sean H una CSA de L, por el Teorema
4.16 el conjunto de raices ® de H* es un sistema de raices para el espacio Euclidiano F = geng®.
Esto permitird asociar un diagrama de Dynkin a la dlgebra de Lie L y con los teoremas que se
presentan a continuacién se probara que el diagrama asociado a L es independiente de la eleccion
de la subalgebra de Cartan H, ademés que dos algebras de Lie semisimples de dimension finita son

isomorfas, si y solo si, tienen asociado el mismo diagrama de Dynkin.

Teorema 4.20. Sea L una C-dlgebra de Lie semisimple de dimension finita y sea H una CSA de

L. Se satisfacen los siguientes enunciados
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(a) Si A1 y Ay son bases del sistema de raices ® asociado a H, entonces sus diagramas asociados

coinciden. De esa forma, H determina, sin ambigiedad, un diagrama de Dynkin.
(b) Los diagramas asociados a dos CSA de L coinciden.

Demostracion. En efecto, sea W el grupo de Weyl de &, por el Teorema 3.45 existe R € W tal
que R(A;) = As. Por lo tanto las bases A; y Ag determinan el mismo diagrama de Dynkin. Para
el segundo enunciado, sean Hy y Hy dos CSA de L, por el Teorema 4.19 existe un automorfismo
¢ € InnL tal que p(H1) = Ha. Igualmente, si ®; es el sistema de raices asociado a Hj, entonces
®1p ! es el sistema de raices asociado a Hy y por el Teorema 4.18, para todo a, 3 € ® se tiene
que k(a,B) = k(o =t B o !). Para terminar, si A; una base para ®;, entonces Ajp~! es
una base para ®;o 1. Por lo tanto los diagramas de Dynkin asociados a las subélgebras H; y Ho

coinciden. ]

Por lo anterior, a cada C-algebras de Lie semisimples de dimensién finita se le asocia un tnico
diagrama de Dynkin. En el siguiente teorema se muestra que este diagrama es invariante bajo

isomorfismos de algebras de Lie.

Teorema 4.21. Sean Ly y Ly dos C-dlgebras de Lie semisimples de dimension finita. St L1 = Lo,

entonces los diagramas de Dynkin asociados a Ly y Lo coinciden.

Demostracion. Sea ¢ : L1 — Lo un isomorfismo de algebras de Lie y sea H; una CSA de L1, por
la Proposicién 4.17, Hy = ¢(H1) es una CSA de Ly. Usando los argumentos que justifican el {tem
(b) del Teorema 4.20, se sigue el resultado. [

Proposicion 4.22. Sean L una dlgebra de Lie semisimple y H una CSA de L, ® el sistema de
raices de L relativo a H. Se fija una base A de ®. Entonces L es generada (como dlgebra de Lie)
por los espacios de raices Lo, y L_q, con a € A; o equivalentemente, L es generada por xo € Ly Y

Yo € L_q arbitrarios y no nulos.

Demostracion. Sea B una raiz positiva y arbitraria. Por el Corolario 3.36, 8 = a1 + - - - + a5, donde
a; € Ay cada suma parcial a; + --- + «; es una raiz. Ademds, para v,6,7 + 3§ € P se tiene
[Ly,Ls] = Ly4s. Usando induccién sobre s, es facil ver que Lg se encuentra en la subédlgebra de
L generada por todos los L,. De forma similar, si 3 es negativa, entonces Lg se encuentra en la

subdlgebra de L generada por todos los L_,. Pero, L=H ® @ Lu,y H = > [La, L_4]. Asi, se
acd acd
sigue el resultado. u

Teorema 4.23. Sean L y L' dos C-dlgebras de Lie simples y sean H y H' CSA de L y L' respectiva-
mente. Si ®, &’ son sistemas de raices asociados a H y H' respectivamente y existe un isomorfismo

de ® en @, entonces L y L' son dlgebras de Lie isomorfas.

Demostracion. Para la demostracion se utilizard el siguiente lema
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Lema 4.24. Sea L una dlgebra de Lie simple. Si H es una CSA de L y ® un sistema de raices

para H*, entonces ® es irreducible. (Ver definicion 3.50).

Para probar el lema, suponga lo contrario, entonces existen subconjuntos propios ®;,®y C P tales
que & = &;UDy, y k(Py, P2) = {0}. Sean a € ®;1 y B € Py, entonces k(a+f, @) = k(a, a) > 0, luego
a+f ¢ O, de forma similar a+3 ¢ ®1, asi o+ ¢ O y se tiene [Lq, Lg] C Loyg = {0}. Ahora, para
cada a € ¢ se sabe que L, = gen{z,}, considere el subespacio no trivial K = gen{z, :a € &1}y
sean To, Ty € K, luego [q, 2] € Layry. Si Loty = {0}, claramente [z4,2,] € K, en caso contrario,
a+vy € ®, ademds k(o + v, ) # 0 entonces a + v ¢ P9, por lo tanto a + v € ®q, asi [z4, 2] € K.
Asi, K es una subdlgebra de L. Sean x € L 'y k € K, por la descomposicién en espacios de raices,
se tiene las siguientes posibilidades: si © € H, en cuyo caso [z, k| = a(z)k, para algin a € @1, luego
[z,k] € K. Si 2z € K, dado que K es una subdlgebra se tiene [z,k| € K, finalmente si x € Lg,
para algin [ € ®gse tiene que [z,k] € Lgyq, para algin a € @4, pero Lgy, = {0}, por lo tanto
[z,k] =0 € K. Asi, K es un ideal propio de L y dado que L es simple se debe tener K = {0} y esto
contradice la eleccién de K.

Retomando la demostracién del teorema, ® y &' sos irreducibles e isomorfos. Sean E = geng(®) y
E' = geng(®’), por la definicién 3.18, existe un isomorfismo de espacios vectoriales ¢ : E — E’
que asigna a cada a € E el elemento ¢(a) = o/ € E' y que cumple (5, a) = (', ') para cada par
de raices a, 3 € ®. Sea A una base de ® y A’ una base de ® y para cada o € A y cada o/ € A/,
sean t, € H y t/, € H’', los tnicos elementos que satisfacen (tq,h) = a(h) para todo h € H y
k(t,,h') = o/ (I') para todo h' € H'. Considere el isomorfismo de espacios vectoriales 7 : H — H’
definido por 7 (t,) = t/, para cada o € A. Dado que H y H’ son abelianas, m es un isomorfismo
de C-algebras de Lie. Por otro lado, debido a la descomposicién en espacios de raices, para cada
a € A existe x4 € L, tal que Ly = gen{z,} y de forma similar, para cada o/ € A" existe 2/, € L!,
tal que L, = gen{z!,}. De esta forma se puede construir una base B = {z, : @ € A} del espacio

@ L. y de igual forma una base B’ = {2/, : o/ € A’} del espacio @ L.,. Ademds, siguiendo el
aced a’'ed’
procedimiento del Teorema 8.8 expuesto en [3, pag. 199], la eleccién de estas bases se puede hacer de

tal manera que satisfagan [zq, 3] = [2],, :EZB,] para todo «, 8 € ® y se puede definir el isomorfismo
de algebras de Lie Q : L — L’ dado por Q(z,) = 2/, para todo a € ® y Q(h) = w(h) para todo
h € H. Por lo tanto L y L' son isomorfas. [

De los teoremas anteriores, si L y L' son dos dlgebras de Lie simples que tienen el mismo diagrama
de Dynkin entonces sus sistemas de raices son isomorfos y las dlgebras de Lie son isomorfas, es decir,

L y L’ son isomorfas si y solo si tienen el mismo diagrama de Dynkin.
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Conclusiones

Los teoremas presentados utilizan resultados de algebra lineal avanzada que en general no se estu-
dian en el programa de Licenciatura en Matematicas, en las pruebas desarrolladas en este trabajo
se presentan los detalles en los cuales se usan tales resultados.

El estudio abstracto de los Sistemas de Raices y su aplicacién al Teorema de clasificacion de las alge-
bras de Lie semisimples no aparecen simultdneamente en la bibliografia estudiada, En este trabajo
se presentan los sistemas de raices en abstracto a detalle y se presenta la relaciéon con las algebras
de Lie mediante las subéalgebras de Cartan.

Algunos textos especializados usan una «subdlgebra toral maximas» en lugar de lo que hemos llama-
do un subdlgebra de Cartan. Sin embargo es independiente el uso de estas subalgebras y por tanto
establecemos que los dos tipos de &lgebras son iguales. En [4] se presenta la conexién que existe
entre estas dos clases de subdlgebras.
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Apéndices

Apéndice A: Analisis Real

Este apéndice tiene el propodsito de presentar algunos conceptos y teoremas basicos del Anélisis
Real, los cuales se utilizan en el Capitulo 3. Se recomiendan para lectura adicional el libro de Tom
Apostol [2].

Definicién. B.1 (Espacio métrico). Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto
nonuloyd: X x X — R>g tal que

(a) d(x,y) =0siy solosiz=uy.
(b) d(z,y) = d(y, ), para todo x,y € X.
(¢) d(z,y) + d(y,z) > d(z, z), para todo z,y, z € X.

Definicién. B.2 (Bola abierta). Sea (X, d) un espacio métrico. Para z € X y € > 0 la bola abierta
con centro x y radio ¢, denotada por By(x,¢€), se define por By(z,€) = {y € X : d(x,y) < €}.

Definicién. B.3 (Punto interior). Sea (X,d) un espacio métrico y sea A C X, con A no nulo.
Un punto a € A se llama interior si By(a,€) C A.

Definicién. B.4 (Conjunto abierto). Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A C X es
abierto si todo punto a € A es interior.

Definicién. B.5 (Conjunto conexo). Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A C X es
conexo si no existen subconjuntos abiertos B y C tales que A= BUC y BNC = 0.

Proposicién. B.6. Si E es un espacio real con producto interno (, ), entonces se define una métrica
en F mediante d(v,w) = /(v — w,v — w), es decir, (E,d) es un espacio métrico.

Teorema. B.7. Sean Fy y Es espacios métricos. f : £ — Fs es una funcién continua si y solo si
para todo conjunto abierto U C FEs se tiene que f‘l(El) es un conjunto abierto en Fj.
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Apéndices

Apéndice B: Algebra Lineal

Este apéndice tiene el propdsito de presentar un teorema que no es usual verlo en un curso bésico
de algebra lineal, el cual se utiliza en el Capitulo 4, Seccion 4.1.

Teorema. A.1l. Si F es un conjunto de endomorfismos en un espacio vectorial de dimensién finita
V tal que

(a) Toda transformacién en F es diagonalizable.
(b) Para todo Th,T € F se tiene T3 0Ty = To 0 T.
Entonces, existe una base B de V' tal que la matriz [T]p es diagonal para todo T' € F.

Demostracion. Si dimV = 1 entonces todo elemento en End(V') es multiplo escalar de idy, luego
para todo T' € F se tiene T' = Aidy para algin A € F. Seav € V —{0}, B = {v} es una base de V' y
T (v) = Aidy (v) = Av entonces [T']p = [A]. Suponga que el enunciado se satisface para todo espacio
vectorial de dimensiéon menor o igual an — 1 y sea dimV = n. Se fija T' € F con T # \idy, para
todo A € F, sean Aq,..., A, los valores propios de 1" distintos dos a dos y sea

W; = {veV: :Tw)=\v}
= {veV: (T - Nidy)(v) =0}
= Ker(T — \idy).

Entonces V = W1 & --- @ W, porque T es diagonalizable, ademas, para H € F y w € W; se tiene

T(H(w)) = H(T(w))H(MNw) = \j(H(w)) entonces H(w) € W;, es decir, W; es H-invariante. Dado

que H es diagonalizable, entonces H),, es diagonalizable. Sea F; = {H|,, : H € F} el conjunto de

endomorfismos de W; mutuamente conmutativos. Pero dim W; < dim V', con lo cual por hipotesis
T

inductiva existe una base B; de W; tal que H|,, es diagonalizable para todo H € F. Sea B = U Bi
! i=1

una base de V y para todo H € F se tiene H = H|W1 4+ o4 lew asi para w € B; se tiene

H(w) = M\w. [
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