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Prélogo

Una manera alternativa de generar masa a los campos gauge consiste en romper simetria
a través de mecanismo de Higgs. En QED es posible atribuir una masa al fotén y atn
mantener una teoria renormalizable y unitaria. Tal posibilidad no ocurre en teorias de
gauge no abelianas, sin embargo, existe un mecanismo de rompimiento dindmico de simetria
donde los campos de la teoria se reorganizan generando el equivalente del bosén de Higgs
y campos de gauge masivos. Un ejemplo cldsico de este tipo de teorias es el modelo de
Nambu-Jona-Lasinio y el mecanismo es denominado rompimiento dindmico de simetria.
En este libro se estudiara la estructura candnica de la densidad Lagrangiana propuesta por
Cornwall que le da masa al campo electromagnético y atin garantiza la invariancia de gauge
de la teoria. Para cumplir este propésito, se utilizara la formulacién de Dirac y de Faddeev-
Jackiw que permite deducir en forma natural la estructura simplifica del espacio de fase y
los paréntesis generalizados de la teoria.

Bruto Max Pimentel agradece a CNPg-Brazil por el apoyo financiero parcial, mientras
que German Ramos expresa su agradecimiento tanto a la Vicerrectoria de Investigacién e
Interaccién Social como al Departamento de Fisica de la Universidad de Narifio, Colombia.
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Capitulo 1

Introduccion

El desarrollo reciente de la fisica de particulas elementales se ha caracterizado por el notable
avance de la teoria de campos de gauge y por la confirmacién experimental de numerosas
predicciones fundamentales derivadas de los modelos construidos sobre este marco tedrico.
En este contexto, se espera que todas las interacciones fundamentales, incluida la gravi-
tatoria, puedan describirse de manera unificada mediante teorias mas generales, como las
teorias de cuerdas.

Las teorias de gauge pertenecen a la clase de las denominadas teorias lagrangianas singu-
lares, las cuales se caracterizan por la presencia de ligaduras o restricciones. Debido a esta
propiedad, los métodos estdndar de cuantizacién no pueden aplicarse de forma directa. Si
bien la electrodindmica admite una cuantizacién relativamente sencilla, la extension direc-
ta de esquemas andlogos a teorias mds complejas puede dar lugar a resultados fisicamente
inconsistentes, como fue sefialado por Feynman [1].

Esta situacién motivé el estudio sistemdtico de los problemas generales asociados a la
cuantizacién de teorias singulares. El enfoque mds desarrollado y consistente hasta la fecha
es el basado en la formulacién hamiltoniana, es decir, en la cuantizacién candnica. En este
marco, la caracteristica fundamental de las teorias lagrangianas singulares es la existencia
de ligaduras, por lo que el problema de su cuantizacién puede formularse, en términos
generales, como la cuantizacién de sistemas hamiltonianos con restricciones.

Los fundamentos clasicos y las ideas esenciales para la cuantizacién de dichos sistemas fue-
ron establecidos en el trabajo pionero de Dirac [2]. Posteriormente, Faddeev [3] desarrolld
un método de cuantizacién y la correspondiente construccién de la integral funcional pa-
ra teorfas con ligaduras de primera clase en calibres candénicos. Fradkin [4] extendié este
andlisis al considerar teorias con ligaduras de primera y segunda clase, asi como su generali-
zacién al caso de variables de Grassmann. Gitman y Tyutin [5, 6, 7, 8, 9], analizaron diversos
aspectos de la formulacidén hamiltoniana de teorias lagrangianas singulares, incluyendo la
caracterizacién del sector fisico de una teoria de gauge arbitraria y la cuantizacién canénica



de teorias con derivadas de orden superior y con ligaduras dependientes del tiempo. En con-
junto, estos resultados establecen, en principio, la posibilidad de cuantizar canénicamente
cualquier teoria lagrangiana singular.

Aunque el método de cuantizacién canédnica presenta ventajas fundamentales, como el con-
trol explicito de propiedades esenciales de la teoria cudntica, entre ellas la unitariedad y la
positividad de la métrica, no es manifiestamente covariante bajo transformaciones de Lo-
rentz. En la préctica, resultan mdas convenientes las formulaciones relativisticamente cova-
riantes de la teoria cudntica, las cuales también pueden obtenerse a partir del enfoque hamil-
toniano. En este contexto, Fradkin, Fradkina, Vilkovisky, Batalin y Vasiliev [10, 11, 12, 13]
estudiaron la cuantizacién de sistemas hamiltonianos con ligaduras en calibres relativistas.
Durante la construccién de la formulacién operatorial mediante este método surgen dificul-
tades relacionadas con el ordenamiento de operadores, cuya resolucién fue propuesta por
Batalin y Fradkin [14].

Como alternativa, la cuantizacién lagrangiana ofrece una formulacién manifiestamente co-
variante de Lorentz. Para teorias con simetrias de gauge, las reglas correspondientes fueron
establecidas por De Witt [15], Faddeev y Popov [16], Mandelstam [17], asi como por Tyutin
y Fradkin [18], y son conocidas como las reglas de Faddeev—Popov [19]. Estudios posteriores
demostraron que, para teorias de cardcter mds general, dichas reglas requieren modifica-
ciones [20, 21]. La formulacién mds general del problema fue desarrollada por De Witt y
Van Holten [22], y de manera sistemdtica por Batalin y Vilkovisky [23, 24] en el denomi-
nado formalismo BV. Algunos aspectos particulares de este enfoque fueron analizados por
Voronov y Tyutin [25, 26].

A pesar de estos avances, en el marco general de la cuantizacién lagrangiana permanecen
abiertas cuestiones fundamentales, en particular la demostracién rigurosa de la unitariedad
de la teoria cudntica resultante y su equivalencia con la teoria obtenida mediante cuantiza-
cién candnica. Se espera que estas cuestiones puedan resolverse mediante extensiones del
método propuesto, para teorias especificas, por Kugo y Ojima.on simetrias de gauge [27].

Una manera alternativa de generar masa a los campos gauge consiste en romper simetria a
través de mecanismo de Higgs. En electrodindmica cuédntica (QED) es posible atribuir una
masa al fotén y ain mantener una teoria renormalizable y unitaria [28]. Tal posibilidad no
ocurre en teorias de gauge no abelianas, sin embargo, existe un mecanismo de rompimiento
dindmico de simetria donde los campos de la teoria se reorganizan generando el equivalente
del bosén de Higgs y campos de gauge masivos. Un ejemplo cldsico de este tipo de teorias
es el modelo de Nambu-Jona-Lasinio [29].

Analicemos cémo es posible construir una Lagrangiana masiva invariante de gauge en el
caso abeliano. Consideremos la densidad Lagrangiana para un modelo dindmico, el cual
incluye un término de masa para un campo vectorial A", propuesto por Cornwall, que es
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descrito por [30, 31]:
1 1

L=— P+ EMZAHA”, (1.1)
donde M # 0. Esta Lagrangiana, denominada electrodindmica masiva o Lagrangiana de
Stueckelberg, corresponderd a una teoria con un bosén vectorial masivo. Aunque no es
invariante de gauge, para garantizar esta simetria, se reescribird de la siguiente forma

1 1 2

L= PR+ 5 M At S QU (1.2)

donde e es una constante de acoplamiento y
U (x) =exp [—i0 (x)]. (1.3)

Esta Lagrangiana es invariante por las transformaciones
U—-VU ,  Ag— VAV + %vauv—‘, . (1.4)

donde V es una matriz de transformacién del grupo de simetria U(1). Bésicamente, este
modelo pertenece al mismo grupo de simetria de la electrodindmica de Maxwell, con la
diferencia de poseer un término de masa.

A mediados del siglo XX, Dirac impuso dos requerimientos sobre sistemas dindmicos relati-
vistas: que cumplan con la relatividad espacial y que sus ecuaciones de movimiento puedan
ser expresadas en forma Hamiltoniana. Estas condiciones no definen por completo el siste-
ma dindmico, pero limitan sus posibles formas. Una descripciéon completa de la dindmica
implica que se especifiquen todas las posibles interacciones del sistema. En la mecédnica
no relativista, la evolucién de un sistema estd determinada por el Hamiltoniano: el estado
del sistema en un instante t = cte permite calcular su comportamiento en un instante
posterior. Dirac propuso tres diferentes formas de dindmica relativista dependiendo del ti-
po de superficies donde las condiciones iniciales fueran consideradas [32]. La primera de
ellas, identificada como frente forma , corresponde a la seleccién de una superficie de tipo
espacial, siendo frecuentemente la méas utilizada. La segunda, punto forma, considera una
rama de la superficie hiperbdlica x*x, = k?, xo > 0. Finalmente, el frente forma es una
superficie de una simple onda de luz, cominmente identificada como formalismo de plano
nulo.

En el frente forma, dos puntos en tiempos iguales poseen una separacién tipo espacio, por
lo que los campos definidos en esos puntos son cantidades independientes. Sin embargo,
en el plano nulo la situacién difiere, ya que el principio de microcausalidad conduce a
un requerimiento de localidad en las componentes transversales y de no localidad en la
coordenada longitudinal [33]. Las coordenadas de plano nulo no estdn relacionadas por una
trasformacién de Lorentz a las coordenadas tradicionales utilizadas en el frente forma, y
como tal la descripcién del mismo contenido fisico en una teoria dindmica sobre el plano
nulo podria diferir de aquella descrita en el tratamiento convencional [34, 35].



Una ventaja importante sefialada por Dirac sobre la formulacién de plano nulo es que siete
de los generadores del grupo de Poincaré son cinemdticos, mientras que en el tratamiento
convencional solo seis tiene esta propiedad. Otra caracteristica interesante de una teoria
relativista descrita en el plano nulo es que da origen a Lagrangianos singulares, es decir, a
sistemas dindmicos con ligaduras [2]. Esto en general conduce a una reduccién en el nimero
de operadores de campo independientes en el espacio fase correspondiente.

Neville and Rohrlich [36, 37] observaron que la cuantizacién sobre el plano nulo implica
cuantizar sobre las superficies caracteristicas de las ecuaciones de campo cldsicas; es decir,
deben especificarse condiciones sobre ambas caracteristicas, x* = cte, x~ = cte, y no solo
sobre un plano nulo. Sin embargo, Steinhardt [38] destacé un problema importante aso-
ciado al procedimiento de cuantizacidén sobre el plano nulo. Después de que se introduce
la condicién de gauge en la teorfa y se eliminan los vinculos de manera que ya no existen
transformaciones de gauge propias, todavia persisten transformaciones de gauge impropias,
las cuales son consecuencia de una definicién inadecuada de las condiciones de frontera. Es-
tas transformaciones no pueden eliminarse introduciendo condiciones de gauge adicionales,
ya que pueden eliminar posibles estados fisicos [39]. Ademads, la presencia de las transfor-
maciones de gauge impropias no permite definir coherentemente los conmutadores de la
teoria.

Una caracteristica fundamental de una teoria relativista sobre el plano nulo es que el La-
grangiano que describe un sistema fisico se vuelve singular; es decir, que este se torna en un
sistema dindmico con vinculos y, por ende, el procedimiento apropiado debera ser utilizado
con el fin de cuantizar la teoria correspondiente.

Dirac [2] desarrolld un formalismo canénico generalizado que establece un procedimiento
sistematico para estudiar cualquier Lagrangiano singular e incorporar de manera consistente
los vinculos. Este enfoque permite expresar las ecuaciones de movimiento en forma canénica
en términos de un Hamiltoniano generalizado, conocido como Hamiltoniano total [40]. El
formalismos de Dirac constituye el punto de partida para cuantizar candénicamente teorias
gauge, ya que el método permite deducir de manera natural los grados de libertad de
la teoria y deducir un conjunto de corchetes generalizados, conocidos como corchetes de
Dirac, los cuales se cuantizan por principio de correspondencia [41].

El formalismo de Dirac clasifica los vinculos en primera y segunda clase, bajo la siguiente
interpretacién: los vinculos de segunda clase permiten reducir el espacio fase de manera
Unica, mientras que los de primera clase poseen la propiedad fundamental de estar relacio-
nados con la simetrias de gauge de la teoria [41]. Uno de los aspectos mas discutidos del
formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares ha sido la conjetura de Dirac [42, 43],
seglin la cual todos los vinculos de primera clase, primarios y secundarios, actiian como
generadores independientes de transformaciones candnicas infinitesimales que no alteran el
estado fisico del sistema. Si la hipétesis es correcta, la dindmica del sistema se describe en
forma alternativa en términos del denominado Hamiltoniano extendido, el cual se obtiene
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adicionando al Hamiltoniano total todos los vinculos secundarios de primera clase, acom-
paflados por multiplicadores de Lagrange. La importancia de la conjetura de Dirac radica
en que solo el Hamiltoniano extendido conduce a procedimientos consistentes para cuanti-
zar teorias gauge e incorpora la maxima libertad de gauge que la teoria posee. Sin embargo,
una dindmica basada en el Hamiltoniano extendido ha sido cuestionada por muchos autores
[44, 45, 46, 46, 48, 49|, debido a que las ecuaciones de movimiento en este formalismo no
son estrictamente equivalentes a su contraparte Lagrangiana.

Al final de la década de 1980, Faddeev y Jackiw [50] desarrollaron una nueva formulacién
para cuantizar sistemas dindmicos con vinculos siguiendo un tratamiento geométrico bdsico
centrado en la estructura simpléctica del espacio fase [51], que surgié como una alternativa
al tradicional y exitoso método propuesto por Dirac. Esta propuesta consideraba Lagran-
gianos de primer orden en las derivadas temporales, sin embargo, aun cuando inicialmente
pareceria que restringe el tipo de sistemas fisicos a los cuales puede ser aplicado, se debe
recordar que una teoria descrita por lagrangianos de segundo orden se puede transformar en
una de primer orden expandiendo el espacio de configuracién. Esta nueva formulacién para
analizar sistemas singulares es conocido como el método de Faddeev-Jackiw y consiste en
diagonalizar, por medio de una transformacién de Darboux, la matriz 2-forma simpléctica
asociada al Lagrangiano reducido. Si la matriz es singular, se obtienen nuevos vinculos,
los cuales se incorporan al Lagrangiano reducido. El procedimiento continda a través de
una nueva diagonalizacién y finaliza cuando se obtiene una matriz simpléctica no singular,
que representa los corchetes generalizados en el espacio fase reducido. El método pone en
evidencia las variables ciclicas, lo que permite identificar facilmente las ecuaciones de los
vinculos que serdn usadas para eliminar las variables superfluas, reduciendo asi el espacio
fase.

La importancia del método de Faddeev-Jackiw radica en que no surge la necesidad de
clasificar los vinculos en primera y segunda clase, y permite obtener los corchetes generali-
zados apropiados para cuantizar el sistema fisico sin seguir paso a paso el método de Dirac.
Ademas, evita procedimientos engorrosos y complicados que surgen en este iltimo método.

La equivalencia entre ambos métodos no esta bien establecida, pues cada uno de ellos tiene
sus propias caracteristicas que se mantienen durante su aplicacién. Sin embargo, la principal
diferencia entre estos métodos radica en que, en Faddeev-Jackiw, la reduccién del espacio
fase conduce directamente a los grados de libertad del sistema. En contraste, en el enfoque
de Dirac, aunque se pueden eliminar variables redundantes mediante la implementacién de
los corchetes de Dirac calculados con los vinculos de segunda clase, los grados de libertad
superfluos asociados a los vinculos de primera clase permanecen hasta que se fijan las condi-
ciones de gauge apropiadas. En el método de Faddeev-Jackiw, la reduccidn del espacio fase
cuando estdn presentes vinculos de primera clase se puede realizar sin afectar el contenido
fisico de la teoria. Esto significa que el método de Faddeev-Jackiw fija la condicién de gauge
implicitamente durante la ejecucién del propio método, lo que dard origen a los grados de
libertad fisicos.



La idea del presente texto es cuantizar candénicamente la teoria descrita por la densidad
Lagrangiana (1.2) que describe fotones masivos en las coordenadas de plano nulo. Para
ello, se utilizard el método de Dirac y el de Faddeev-Jackiw. Se pretende deducir el espacio
fase reducido y los corchetes generalizados, los cuales se cuantizardn aplicando el princi-
pio de correspondencia. Finalmente, se pretende encontrar la equivalencia entre estas dos
formulaciones. El presente texto esta organizado de la siguiente manera: El Capitulo 2, se
introduce una formulacién alternativa de la dindmica relativista basada en la propuesta de
Dirac de 1949, centrando el andlisis en el frente de onda o plano nulo como superficie de
evolucién temporal. En el Capitulo 3 se expone una metodologia alternativa y méas directa
al formalismo de Dirac para el estudio de sistemas con ligaduras. A diferencia del método
tradicional, el enfoque de Faddeev-Jackiw (FJ) se centra en la geometria del espacio de
fase y la estructura simpléctica derivada de un Lagrangiano de primer orden, permitiendo
obtener los corchetes de la teoria de forma mds directa. El Capitulo 4 esta destinado a
aplicar el método de Faddeev-Jackiw en el frente de onda para tres sistemas: el campo
electromagnético, donde resuelve la redundancia de gauge y la no-localidad; el campo de
Dirac, donde simplifica la dindmica proyectando los campos espinores; y la QED;, donde
analiza la interaccién materia-radiacién en dos dimensiones. En el Capitulo 5 se analiza la
propuesta de Cornwall para dotar de masa al fotén manteniendo la invarianza de gauge.
Se realiza el andlisis canénico comparativo entre los métodos de Dirac y Faddeev-Jackiw,
demostrando su equivalencia técnica al deducir los corchetes generalizados y la estructura
del Hamiltoniano final para fotones masivos. Finalmente, en el Capitulo 6 presentaremos
nuestras conclusiones.
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Capitulo 2

El1 Plano Nulo

Dirac establecié que un sistema relativista deberia cumplir con dos requisitos [1], a saber:

= Que la relatividad exige que las leyes de la fisica se expresen en términos de un
sistema de coordenadas curvilinea en el espacio-tiempo, y que ademads ellas deben ser
invariantes por transformaciones de un sistema de coordenadas a otro.

» Que segln la mecédnica cudntica, las ecuaciones de movimiento tienen que ser expre-
sadas en forma Hamiltoniana.

Aunque estos requerimientos no definen un sistema dindmico, si limitan las posibles formas
que este puede tener. Para describir completamente la dindmica del sistema, es necesario
especificar todas las interacciones posibles. Por lo tanto, resulta fundamental considerar
nuevos sistemas dindmicos y verificar si ellos describen el mundo atémico de manera mas
adecuada [1]. Después de todo, estos nuevos sistemas dindmicos deberdn cumplir con los
principios de la relatividad general y las ecuaciones de Hamilton de movimiento.

Por otra parte, la dindmica no relativista tiene una dnica forma posible, ya que las inter-
acciones deben estar contenidas en el Hamiltoniano, mientras que los demds generadores
del grupo de Galileo son independientes de dichas interacciones. De acuerdo con Dirac, el
problema central en una formulacién Hamiltoniana consiste en proporcionar una represen-
tacién particular de los diez generadores del grupo de Poincaré, los cuales estdn definidos
por las siguientes relaciones de corchetes de Poisson:

{pep} =0
{Mu\/)pp} = g'PPH — ghepY
[M, ML = ghoM™ — ghPMYe — gUOMMP 4 gV ME (2.)

en términos de un conjunto de variables dindmicas independientes, tales como las coorde-
nadas, los momentos, el espin, etc. Por lo tanto, cualquier teoria dindmica invariante de



Poincaré que describa, por ejemplo, la interaccién de particulas deberd proporcionar una
realizacién particular del dlgebra de Poincaré (2.1).

Una realizacién elemental de (2.1) consiste en escoger un punto del espacio-tiempo x* y
su respectivo momento conjugado p¥ como variables candnicas, de modo que satisfagan la
siguiente dlgebra:

{x“,pv} =—g" {x“,xv} =0 , {p“,pv} =0, (2.2)

de tal manera que los correspondientes generadores de Poincaré tienen la siguiente estruc-
tura:
P =p* MHPY = xFp¥ —x¥pt | (2.3)

con lo cual se puede mostrar que (2.1) es satisfecha. No obstante, a pesar de que (2.3)
es una representaciéon covariante, sufre de varias deficiencias, entre ellas, que no describe
ninguna interaccién. Para un sistema de particulas, los generadores son simplemente la
suma de los generadores de una simple particula. Ademds, la representacién (2.3) no lleva
en consideracién la condicién on-shell p2 = m? que garantiza la causalidad relativista.

Con el fin de solucionar esta situacién, se procede a elegir una variable de tiempo, es decir,
una foliacién del espacio-tiempo en el espacio tiempo X con normal tipo luz o tipo tiempo.
La superficie £ debera ser seleccionada de tal forma que cruce todas las posibles lineas
de mundo una y solo una vez. Aparte de esta consistencia necesaria con la causalidad,
la eleccién de la foliacién parece arbitraria. Sin embargo, dada una particular foliacién, es
posible preguntar por los generadores de Poincaré que dejan la hiper-superficie ¥ invariante.
El conjunto de tales generadores definen un subgrupo de grupo de Poincaré llamado grupo
de estabilidad Gy de X. Los generadores asociados a este subgrupo son llamados cinematicos,
mientras que los restantes son denominados dindmicos. Estos dltimos mapean X en otra
hiper-superficie £’ y por tanto involucran la evolucién temporal. Por ello, se espera que
este tipo de generadores dependan del Hamiltoniano y, en consecuencia, de la interaccién,
ya que se trata de una cantidad dindmica.

Se espera que el grupo de estabilidad que corresponde a una hiper-superficie irregular y
que no tenga un alto grado de simetria sea vacio. Por ende, se exigird que el grupo Gs
actué transitivamente sobre X, es decir, que dos puntos sobre X se puedan conectar por una
trasformacién que pertenece a Gy.

En lo que respecta a la construccién de una teoria dindmica, esta se realiza en dos pasos:

» Primero se especifican los generadores del grupo de estabilidad, o en otras palabras, se
determina la cinematica dentro de la superficie X. La caracteristica principal de estos
generadores es su independencia de la interaccién, con lo cual las variables dindmicas
y los estados fisicos se transforman, bajo el grupo de estabilidad, de una manera
simple.
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= Luego se tienen en cuenta los generadores de Poincaré que no pertenecen al grupo
de estabilidad y que transforman la superficie ~ en alguna otra superficie Y. En
particular, estos generadores describirdn la evolucién del sistema como una funcién del
tiempo. Estos generadores contienen toda la informacién de la dindmica del sistema,
y por ende se conocen como formas Hamziltonianas, segin Dirac.

El mismo procedimiento puede aplicarse a la dindmica no relativista, donde el grupo rele-
vante es el de Galileo. Para este caso, existe una tinica superficie inicial con la propiedad de
interceptar cada linea de mundo una sola vez: la superficie x° = cte. Por lo tanto, hay una
manera posible de dividir el grupo de Galileo en una parte cinematica y otra dindmica. El
subgrupo de Galileo que mantiene invariante el instante x° = cte posee nueve generadores,
y ademads presenta un simple Hamiltoniano que genera desplazamientos en el tiempo. Dirac
establecié que la unicidad del Hamiltoniano no relativista es perdida en el caso no relati-
vista. Esto se debe a que la causalidad restringe la familia de lineas de mundo y permite
un gran numero de superficies X [1, 3]. En principio, alguna superficie que no presenta
direcciones tipo tiempo podria ser considerada.

Si la hiper-superficie X no posee simetrias, el grupo de estabilidad es nulo. En este caso, la
descripcién no contiene la parte cineméatica y cada uno de los diez generadores del grupo de
Poincaré es un Hamiltoniano. Por tanto, se consideran superficies & para las cuales el grupo
de estabilidad Gy puede por lo menos ser transitivo, con lo cual todos los puntos sobre X
son equivalentes. Con este requerimiento adicional existen cinco clases inequivalentes de
superficies [3]

Tres de ellas fueron identificadas por Dirac [1]:

» El instante de tiempo T = x° = 0 conocido como instante forma (i).

2

= Una superficie del hiperboloide T = x*> = a? > 0,x° > 0, al que se denomina punto

forma (ii).

» La superficie definida por T = x® + x> = 0, conocida como plano nulo (iii).

Una reciente clasificacién de todos los subgrupos del grupo de Poincaré tiene en cuenta dos
clases posibles y adicionales de superficies iniciales con sus respectivos grupos de estabilidad

[4]. Una de ellas consiste en considerar una de las superficies del hiperboloide T = x3 — x4 —

X% =a? >0, x° > 0 (iv), en tanto que la otra es definida por: T = x(z) —x% =a?>0, x>0

(v).

Asi, la unicidad de la descripcién Hamiltoniana no relativista resulta ser cinco veces ambigua
en el caso relativista. Es importante tener en cuenta que en todas las formas se toma
lim. ,,, T = t, esto implica que en el caso no relativista existe solo una posible foliacién
conduciendo al tiempo absoluto Galileano. Esto es consistente con el hecho de que no existe



una velocidad limite en el caso no relativista, y por tanto la hiper-superficie X, : t = cte
es la 1inica que corta todas las posibles lineas de mundo.

Con el fin de determinar cudles de los generadores del grupo de Poincaré son cinemaéticos,
se parte de que la accién del grupo de Poincaré sobre alguna funcién F (x) es dada por:

5F (x) = { F(x),8G | = da,d"F —% Wy (XM —x M) F (2.4)

donde 6G = 6a,P* — % dwyMH" es el generador de las trasformaciones infinitesimales de
Poincaré.

Considerando que X es de la forma ¥ : T = F(x) y que P* y M"Y como generadores
cineméticos para algin valor de 1 o v, entonces, para estos indices particulares se deberd
cumplir que:

oMF=0 , (x*0Y —xYo")F=0, (2.5)

es decir, el gradiente y la “derivada angular” de F(x) deben ser nulos.

Segun Dirac [1], las diez cantidades fundamentales para un sistema dindmico son tales que
algunas de ellas son simples y otras tienen una estructura mas compleja. Las cantidades
complejas son identificadas con los Hamiltonianos y tienen el mismo papel de un Hamilto-
niano en la dindmica no relativista, mientras que las cantidades simples serdn identificadas
como los generadores cinemadticos. La eleccién del tiempo Galileano T =t es generalmente
la mds comtn, aun en el caso relativista, por tanto, se construira la representacién asocia-
da de los generadores del grupo de Poincaré sobre la hiper-superficie £ : t = 0. La idea
es usar el vinculo p2 = m? para eliminar la variable conjugada a t, que en este caso es
PP =N-p = (p*+ mz)%, siendo N un vector normal al hiper-plano, y posteriormente
elegir xX° = 0 en (2.3). Utilizando la idea de Dirac [1], se adiciona el vinculo on-shell a los
generadores de Poincaré (2.3) mediante multiplicadores de Lagrange:

P = pr4Ad <p2_m2) (2.6)

MM = xtpY —xVpH + A (p2 — mz) . (2.7)

Ahora, se impone la condicién de que el lado derecho sea independiente de p°. Derivando la
parte derecha de (2.6) y (2.7) con relacién a p° y resolviendo, se determinan los siguientes
valores para los multiplicadores de Lagrange:

1 ) .
N=——o | AN=0, AN=-—
Zpo ) )

A =0, (2.8)

De esta manera, por su estructura simple, los generadores de Poincaré de caracter cinemati-
co son:

Pl=p' , MY =x'p—xp, (2.9)
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en tanto que los de caracter dindmico tienen la siguiente forma:

PP=w, , MP=x'w,, (2.10)

con wy, = (pipt +m?)2.

Comparando con (2.3), p° fue substituido por Wp, ¥ x° se torna nulo. Como regla, se puede
observar que los generadores que contienen p° en la representacién (2.6), y (2.7) tienen en
cuenta los multiplicadores de Lagrange que no desaparecen. Ellos se identifican como los
generadores dindmicos, que en el caso del instante forma son dados por el Hamiltoniano P°
y los generadores boosts M°. De acuerdo con la relacién (2.5), para £ : T = F(x) =t = cte,
se deduce que:

IF(x) =0 |, (xiai —xiai) F(x) =0, (2.11)

de tal manera que X : t = cte es invariante por rotaciones y traslaciones, con lo cual se
establece que el grupo de estabilidad tiene dimensién seis. De otra manera,

PF(x) =140 , (xoai - xiao) Flx)=—% £0. (2.12)

Aparte del Hamiltoniano, los boost son generadores dindmicos por tanto X : t = cte no es
invariante por transformaciones generadas por este tipo de elementos, ya que estos gene-
radores mezclan las coordenadas de espacio y tiempo. Las representaciones (2.9) y (2.10)
garantizan que el algebra de Poincaré sea compatible con el vinculo x° = 0. Utilizando la
relacién {x!,p'} = &Y, es posible mostrar que los generadores (2.9) y (2.10) obedecen a los
corchetes de Poisson (2.1).

Tal como ocurre en el instante forma, se puede construir la representacién asociada a los
generadores de Poincaré sobre el plano nulo £: T=x" =x° + x> =0, el cual se identifica
como un plano tangente al cono de luz. Esta hiper-superficie puede ser vista equivalen-
temente como el frente de onda de una onda de luz plana viajando hacia la direccién z
positiva. Por ello, la hiper-superficie X := x* = 0 es también denominada frente de luz.

Ahora, con el fin de eliminar la variable canénica conjugada a x*, es decir, p—, y poste-
riormente seleccionar x* = 0 en (2.3), se considera que el lado derecho de las ecuaciones
(2.6) y (2.7) sean independientes de p~. De esta manera, se pueden mostrar los siguientes
valores para los multiplicadores de Lagrange:

, 1
AT=A'=0 AN =——
) 2p+

R SN P S A =0 (2.13)
27 , o7 . .

Por tanto, se obtiene la siguiente representacién (3 + 1) de los generadores de Poincaré de
cardcter cinemadtico:

Pr=p' , Pr=p" , M"=—xp,
Mt =—xpt , MZ=x"p?—x¥p'. (2.14)



De igual manera, los generadores de cardcter dindmico pueden expresarse de la siguiente
manera:

B pipt+m?

pt

Dado que siete de los generadores de Poincaré son cinemdticos, el plano nulo conduce al
grupo de estabilidad de mayor dimensién. Las dimensiones de los grupos de estabilidad para
hiper-superficies (i), (ii), (iv) y (v) son 6, 6, 4 y 4, respectivamente. Ademads, los grupos de
estabilidad de las superficies (i) a (v) no son isomdrficos, por lo que no pueden deformarse
entre si mediante difeomorfismos [2]. De esta manera, las teorias Hamiltonianas invariantes
de Poincaré, basadas sobre superficies in-equivalentes iniciales en un instante de referencia,
difieren en la forma en que los diez generadores de Poincaré se dividen entre cinemdticos y
dindmicos [3]. El cuestionamiento que surge es si esta diferencia es solo formal o si existen
consecuencias fisicas inherentes. Hasta el momento, el trabajo de Dirac no ofrece respuestas

[1].

P~ , Mt=x7p'—x'p, i=1,2. (2.15)

Es importante destacar que el Hamiltoniano P~ no contiene una raiz cuadrada, como ya lo
habia sefialado Dirac. Sin embargo, existe una singularidad en p* = 0 que resulta peculiar y
que en el lenguaje de teorias gauge corresponde a que la matriz de Faddeev-Popov desperez-
ca. También, se puede destacar que para un valor positivo de p™ el signo del Hamiltoniano
P~ es también positivo, con lo cual no existe ambigiiedad en el signo de la energia en la
formulacién del plano nulo. No obstante, para una particula de masa cero y p' = 0, el valor
de p™ = 0 conduce a un valor indeterminado de P~. Aun para particulas masivas, se debe
dar una prescripcién para desplazarse alrededor de la singularidad p*™ = 0.

2.1. Algebra de Poincaré

Se considera un boost en la direccién z con rapidez w que, expresado en el sistema de
coordenadas del instante forma, se escribe de la siguiente forma:

t' =tcoshw +zsinhw , 2z =zcoshw +tsinhw . (2.16)

Se sabe que las transformaciones de boost mezclan coordenadas espaciales y temporales. A
partir de la relacion (2.16), se puede determinar que la accién del boost en el plano nulo
tienen la forma:

XT=e"x" |, X" =e“x . (2.17)

Por tanto, las trasformaciones de Lorentz tienen una forma muy simple en este sistema de
coordenadas, donde la caracteristica mdas notable es que las variables x™ y x~ no llegan a
mezclarse bajo esta trasformacién [4]. Estas simplemente sufren una trasformacién de escala,
manteniendo €l producto x*x~ invariante. Las coordenadas de plano nulo diagonalizan el
boost en la direccién z. Se debe anotar que los puntos sobre la hiper-superficie £ : x* = 0 son
mapeados sobre ella misma, por lo que el generador M+~ = 2M3® = —2K3 es cinematico. No
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obstante, los otros generadores cinematicos M** actiian sobre las coordenadas transversales
manteniéndolas inalterables [2, 3].

Ahora bien, las relaciones de corchetes de Poisson no nulos de los siete generadores de
Poincaré son:

{M”,M*f} IV (2.18)
{M12’Pi} — (lip]

{mrip) = —opt

{M+1)Pj} — _§ipt

coni=1,2, en tanto que el restante conjunto de corchetes de Poisson es nulo. Es interesante
considerar el grupo de Galileo bidimensional donde los generadores, para una particula libre
de masa m, son: dos momentos k', un momento angular L = ¢%x'p, dos trasformaciones
de boost de Galileo G' = mx!, un Hamiltoniano H = Lnkll y la masa m que es el operador
de Casimir. Utilizando {x',kKI} = &Y e identificando P* « ki, M'? & L, M™ « —2G',
PT < 2my P~ & H, de puede mostrar que (2.18) es una subélgebra del dlgebra de Poincaré,
isomorfa al dlgebra de Lie del grupo de Galileo bidimensional [5]. Las dos primeras relaciones
en (2.18) establecen que M** y P! se trasforman en vectores bidimensionales. Por tanto,
se espera que la cinemadtica del plano nulo muestre un comportamiento no relativista que
es asociado a la dimensién transversa y gobernada por el grupo de Galileo bidimensional
[6, 7].

Con ello en mente, es importante destacar algunas caracteristicas fundamentales de las
coordenadas de plano nulo:

» Las coordenadas de plano nulo x* : (x*, x*, x7), donde x* = % yxt = (x, x%),
no estdn relacionadas por una trasformacién de Lorentz con las coordenadas tradi-
cionales x* : (xo =1t, x!, x? x3) [8]. Por lo tanto, la descripcién del mismo contenido
fisico de una teoria dindmica sobre el plano nulo, que estudia la evolucién temporal
del sistema en x* en lugar de x°, podria ser diferente de aquella determinada por
el tratamiento convencional. Este es el caso de la descripcién del rompimiento de si-
metria y del estudio de los modelos de teorias gauge en dos dimensiones, en donde fue
demostrado que la cuantizacién sobre el plano nulo es apropiada para la exhibicién
de los grados de libertad relevantes, lo cual conduce a un espacio de Hilbert fisico
[9, 10].

» En general, se conoce que dos puntos que pertenecen al hiperplano x° = cte son

separados por distancias tipo espacio (x —y)? = (x°— yo)z —(x—y)P=—(x—y)P <
0, vy que la separacién se torna tipo luz cuando los dos puntos coinciden. Sin embargo,
los puntos en el hiper-plano x™ = cte también tienen una separacién tipo espacio
cuando x' # yt, (x—y)? = (xT —yT) (x —y~) — (x! —yi)z =—(x' —yi)z <0, 7 se



torna tipo luz en el caso x! = y'; no obstante, con la diferencia de que los puntos no
necesitan coincidir, ya que (x~ —y~) no requiere ser nulo. Cuando se combina con el
principio de micro-causalidad, esta observacién establece que la dindmica en el plano
nulo puede llagar a ser no local con respecto a las coordenadas longitudinales x[11].

» Una teoria dindmica en las coordenadas de plano nulo posee una caracteristica gene-
ral: siempre es una teoria dindmica por Lagrangianos singulares [12], por lo que la
construcciéon de una formulacién Hamiltoniana consistente no es simple. Es necesa-
rio implementar el procedimiento de Dirac [13, 14, 15] o métodos andlogos para el
estudio de sistemas dindmicos con vinculos. Una formulacién Hamiltoniana cldsica
autoconsistente es la mas conveniente para cuantizar las teorias siguiendo el principio
de correspondencia de los corchetes de Dirac con los conmutadores/anticonmutadores
de los correspondientes operadores.

2.2. Problema de Valores Iniciales Sobre el Plano Nulo

Con el fin de iniciar la discusidn, se considerard el campo escalar libre masivo clasico ¢ (x)
que satisface la siguiente ecuacién de campo:

(auaumz) b (x) = 0. (2.19)

Es bien sabido que, sobre una superficie tipo espacio X, un conjunto completo de condiciones
iniciales se obtiene al especificar tanto el campo como sus derivadas sobre dicha superficie.
La cuestién es, entonces, determinar cudl seria el valor del campo en un punto arbitrario y
fuera de la superficie. Este problema se resuelve utilizando la solucién covariante de campo
libre, para lo cual se debe considerar siguiente teorema [16]:

Teorema 1 En un puntoy fuera de la superficie tipo espacio X el campo es dado por:
by = | XA =050 ()~ 6 (X1 }A Yy — ]

= J d*xA (y—x) a%q) (x), (2.20)
z

donde A (y —x) es la funcidn de Schwinger, la cual tiene las propiedades: es solucion
de la ecuacidn homogénea de Klein-Gordon-Fock (KGF), es real, nula fuera del cono
de luz y es antistmétrica. Por tanto, el campo asi determinado corresponde a la
propagacién causal, es decir, ¢ (y) es solo influenciada por puntos x € L que estdn
detrds o delante del cono de luz asociado a y, dependiendo de st y estd después o
antes de L (ver Figura 2.1)

Si se selecciona a & como una superficie plana con tiempo constante x° = cte, la solucién
apropiada del problema de valores iniciales se escribe como:

oY) = L ExA [y —x) 05 (x) (2.21)
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Figura 2.1: En la primera figura el punto y es influenciado causalmente por puntos que estan
en X. En la segunda figura, y influencia causalmente aquellos puntos que estdn dentro de
su cono de luz en L.

La solucién tradicional de teoria de campos se basa en la bien entendida teoria de Cauchy-
Kowalewski de las ecuaciones hiperbélicas [17, 18], que proporciona teoremas para la exis-
tencia y unicidad de las soluciones cuando el campo y sus derivadas temporales son cono-
cidas sobre una hiper-superficie tipo espacio. Ahora, surge la controversia sobre las condi-
ciones para la existencia y unicidad de las soluciones para datos impuestos sobre el plano
nulo. Con el fin de responder a ello, la ecuaciéon diferencial (2.19) se expresard en términos
de las coordenadas de plano nulo !

<a+a— + m2> b =0. (2.22)

En términos de las coordenadas de plano nulo, la ecuaciéon de KGF se expresa en la forma
canénica de la ecuacién diferencial hiperbélica [17, 18], donde x* son denominadas como
superficies caracteristicas de la ecuacién diferencial. En la teoria de ecuaciones diferenciales
parciales se demuestra que la especificacién del campo y un nimero finito de derivadas so-
bre una caracteristica no determina una solucién tinica de la ecuacién diferencial [19]. Por
lo tanto, al tratar con este tipo de ecuacién, se enfrenta un problema de valores iniciales ca-
racteristicos, lo que implica que se deben especificar condiciones sobre ambas caracteristicas

x+ = cte.

El problema de valores iniciales caracteristicos se formula de la siguiente manera: se busca
determinar una solucién ¢ (x™,x ) que satisfaga las siguientes condiciones iniciales:

d(xNxg)=f(x") , d(xg,x)=9((x7), (2.23)
y la condicién de continuidad:

¢ (xg,%) =f(x) =9(x0)- (2.24)

!Se consideraré el caso en dos dimensiones por simplicidad.




Figura 2.2: Contorno de integracién usado en la derivacién de (2.27).

Las funciones f y g, que especifican ¢ sobre ambas caracteristicas, se conocen como datos
caracteristicos. De acuerdo con Neville e Rohrlich [20], la solucién del problema de valores
iniciales caracteristicos se obtiene de la relacién (2.21) del problema de Cauchy y utilizando
el teorema de Gauss. Entonces, es posible mostrar que:

—

o Ay —x)3Ld (x)| =0, (2.25)

recordando que ¢ como A satisfacen la ecuacién de KGF. Integrando la relacién (2.25) por
el volumen limitado por ABC (ver Figura 2.2), donde el plano x° = 0 intercepta la parte
de atras del cono de luz del punto P, AB: x® =0, BC: x™ = X(J{ y AC: x~ =x,. Por el
teorema de Gauss se obtiene que:

J d'x ov [A (y—x) 0k (x)] 0, (2.26)

o explicitamente:

(J +J +J )az (x) n* {A (y—x) 0 (X)} 0, (2.27)
AB BC CA

donde dX es el elemento de superficie apropiado y n* es un vector normal a la superficie.
De (2.21) se deriva que,

oly) = Jd%cA (y—x) 0 (x)

— —

| wrap-xtem+| aAy-xTen.  (22)
CB CA

Debido a que la normal a un plano nulo se encuentra en el mismo plano, el conocimiento
de ¢ sobre el plano nulo implica su derivada normal. Se establece el siguiente teorema [20]:
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Teorema 2 La solucion de la ecuacion de KGF (2.22) para m > 0 es dnicamente
determinada por (2.27) en la regién conera limitada por la cuna formada por los

planos x* = cte, si ¢ se especifica sobre esos planos.

Utilizando el hecho de que A desaparece sobre argumentos de tipo espacio, (x — y)z <0, las
integrales en (2.27) se extienden desde la cuifia (punto C Fig. (2.2)) hasta +oco. Por lo tanto,
aquellas partes que estan fuera del cono caracteristico de P no contribuyen a la integral. Al
comparar (2.27) con (2.21), se determina que el lado derecho de la solucién del problema
de Cauchy, en términos de las condiciones iniciales (2.23), se expresa como:

o (xH,x7) = Lg dy* [A (x"—yT,x" —xg) a?; —f(y™) ayaJrA (x"—yT,x" — xg)]
(2.29)
+Joo dy~ {A (x"—xg,x" —y7) 99 _ (y7) iA (xT—x3),x~ —y‘] .
X oy~ oy~

Esta es la solucién del problema de valores caracteristicos para la ecuaciéon de KGF en
el plano nulo en términos de las condiciones iniciales f y g y la funcién de Schwinger A.
Entonces, con el fin de obtener una solucién tnica, es necesario especificar condiciones
iniciales sobre las dos caracteristicas y no solamente sobre una.

Para una teoria cudntica de campos en d = 141 dimensiones, la relacién (2.29) implica que
se debe cuantizar sobre el plano nulo [21]. Para entender mejor esta afirmacién, se sabe que
el conmutador de dos campos escalares libre se puede expresar en términos de la funcién
de Schwinger de la siguiente forma [22]:

b (x),p Yl =iA(x—y), (2.30)

del cual se pueden determinar los siguientes conmutadores a tiempos iguales entre los
campos en las coordenadas tradicionales:

D), b Wheye =0 [0, 0 )] =—islx—y). (2.31)

x0=y0
De la relacién (2.21) se puede determinar que:

0
020

00,0 1 = @z { 6,0 (9)] Ax -2~ 02, 0 ] b x -2 . (232)

x0—70
Insertando en esta relacién la expresién (2.31), se obtiene la identidad (2.30). Asi, la ecua-
cién (2.32) es una condicién de consistencia que expresa el conmutador para tiempos arbi-
trarios diferentes x° > y° a través de las condiciones de Cauchy a tiempo x° = y° [23].

Con el fin de derivar una condicién de consistencia andloga a (2.32), se escogerd xg[ =0
por lo tanto, usando (2.29), se obtiene que el conmutador de campos a tiempos diferentes



es dado por:

00 d d
00 )= [ az Atk -2 2 0@ -0 @0 () gak-2)|
" (2.33)
o d d
oz Az 0@ e He a0 )] a1k
lo que implica que para todo x* deben especificarse dos conmutadores independientes:
[ (x), & (Wlye = —7€ (F —y7), (2:34)

es decir, el problema de valores iniciales caracteristicos corresponde a cuantizar en el plano
nulo.

En la literatura los conmutadores son especificados sobre una sola caracteristica, usualmente
xT = 0, lo cual es indispensable si se desea una formulacién Hamiltoniana con un solo
parametro de evolucién temporal x*, lo que estaria en contradiccién con los resultados
obtenidos. Por tanto, la cuantizacién sobre una sola caracteristica es posible si se imponen
condiciones sobre la segunda [20, 23]. Un caso interesante se obtiene si se mueve el plano
nulo x~ = cte hacia el pasado distante y sobre este imponer ¢ = 0; explicitamente,

lim ¢=0 , Vvx , x'>x{, (2.35)

X ——00

obteniéndose de (2.29) la solucién:
X
b= Ay 3 o), (236)
X :XO

Consecuentemente, se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 3 Especificado ¢ sobre el plano x™ = xar y la condicion asintdtica (2.35), la
ecuacion de KGF, para m > 0, tendrd una iunica solucién dada por (2.36) en el plano
xt >x§ [20].

Corolario: Cualquier solucidn de la ecuacién de KGF que satisfaga (2.35) y que se
anule sobre el plano nulo definido por x™ = x{, también se anula para x+ > xg.

En (2.36), la integracién sobre y~— se extiende de —oco hasta +oo, aunque el conjunto abierto
Yy~ € (x7,00) no contribuya, ya que A desaparece para argumentos de tipo espacio. Los
puntos del cono caracteristico deben estar todos dentro del dominio de integracién, y ¢
sera correctamente dada por esta ecuacién para algin x* > x:{. Sin embargo, en el limite
cuando x' se aproxima de xsr, €s necesario imponer una condicién de convergencia para
X~ — +oo sobre la integral (2.36). Asi, se impone la siguiente restriccién adicional:

lim $ =0 , sobre x' =x, (2.37)

X —00
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y, con esto, se verifica la consistencia de (2.36) tomando P sobre el plano nulo x [20].

En este capitulo se desarrollé de manera detallada la formulacién de la dindmica relativis-
ta sobre el plano nulo, siguiendo la clasificacién de las formas de la dindmica introducida
por Dirac. Se mostré que la eleccién de la hipersuperficie x* = 0 conduce a una estruc-
tura hamiltoniana sustancialmente distinta de la formulacién instantdnea, modificando la
identificacién entre variables dindmicas y generadores de la evolucidn temporal.

El andlisis de los generadores del grupo de Poincaré permitié establecer con claridad la
separacién entre generadores cineméticos y dindmicos, evidenciando que en el plano nulo
un mayor nimero de generadores resulta independiente de la interacciéon. Esta propiedad
tiene consecuencias importantes, ya que simplifica la implementacién de ciertas simetrias
relativistas y afecta directamente la estructura de los vinculos del sistema.

Se discutié ademads el papel del grupo de estabilidad asociado a la hipersuperficie inicial
y se destacé que el plano nulo posee un subgrupo de estabilidad de mayor dimensién que
otras formulaciones. Esto refuerza la idea de que la elecciéon de la superficie inicial no es
arbitraria, sino que determina propiedades fisicas y estructurales relevantes del sistema
dindmico.

En conclusioén, el capitulo establece que la formulacién en el plano nulo constituye un marco
consistente, rico y conceptualmente distinto para la descripcidén de sistemas relativistas,
justificando su adopcién como el escenario natural para el andlisis de teorias de campos con
vinculos desarrollado en los capitulos siguientes.
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Capitulo 3

Método de Faddeev-Jackiw

En este capitulo estudiaremos un formalismo alternativo al método de Dirac para sistemas
con vinculos, el cual fue desarrollado por Faddeev-Jackiw [1]. Este método es aplicado
a Lagrangianos de primer orden en las derivadas temporales, y se basa en la estructura
simpléctica geométrica haciendo uso del teorema de Darboux [2], que a su vez permitird
obtener los resultados de los paréntesis generalizados y los Hamiltonianos, sin necesidad de
seguir a rigor la formulacién de Dirac [3, 4, 5].

Existen varias caracteristicas que resaltan en el formalismo de Faddeev-Jackiw en relacién
con el método de Dirac. La primera se refiere al cardcter lineal en las velocidades &' del
lagrangiano. En este caso, el Lagrangiano debera ser de la forma

L(&V8) =@ E+c, (3.1)

donde C es una funcién de las coordenadas. A partir de la definicién del momento candnico
m; asociado a la variable &, se determina que

oL

- 5 =R, (3.2)

us

de donde se resalta que no es posible expresar las velocidades &' en funcién de los momentos
7;. De igual manera, cuando el sistema es descrito por Lagrangianos de la forma

L(&,&) =gle), (33)
el momento candnico asociado es
oL
0&!

En el método de Dirac, las relaciones (3.2) y (3.4) se interpretan como vinculos; sin embargo,
en el formalismo de Faddeev-Jackiw esta interpretacién ya no es introducida.

La principal diferencia entre ambas formulaciones radica en que en la formulacién de
Faddeev-Jackiw, donde todos los vinculos tendrdn el mismo peso, no se considera la cla-
sificacién de los vinculos en primarios y secundarios, ni en vinculos de primera y segunda
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clase. En la nueva formulacién, los vinculos estardn asociados a la inversa de una matriz
simpléctica. Ademads, la dependencia temporal de las variables dindmicas no serd expre-
sada explicitamente, ya que todas las cantidades serdn evaluadas en el mismo instante de
tiempo.

El formalismo de Faddeev-Jackiw es un método Lagrangiano. Para avanzar en el desarrollo
de este capitulo, introduzcamos algunos elementos esenciales. Consideremos un sistema
fisico descrito por un nimero finito N de grados de libertad, donde la dindmica se deriva
de una accién A [qi] que, escrita en términos del Lagrangiano L (qj, §i), se expresa como:

t2

A [qil :J dt L(qi, gi) i=1,2,...N. (3.5)
t

El principio de Hamilton establece que el movimiento real descrito por el sistema sera aquel

que minimiza la accidn, es decir, dA [g;] = 0. De esta manera, las trayectorias que tornan

un extremo (3.5) deberdn ser solucién del siguiente sistema de ecuaciones, conocido como

ecuaciones de Euler-Lagrange:

oL d oL
E)qi dt E)ql N

i=1,2,..N, (3.6)

las cuales determinardn la dindmica del sistema, mientras que el Lagrangiano L(qs, qi)
describe el movimiento del sistema en el espacio de configuracién (qi, gi). De igual manera,
es posible establecer una formulacién equivalente segiin la cual la dindmica serd gobernada
por una nueva funcién H (qj, pi), conocida como Hamiltoniano, y que dependera tanto de
las coordenadas generalizadas q; como de los momentos canénicos conjugados p; asociados
a dichas coordenadas, los cuales son definidos de la siguiente manera:

oL
0G;°

Pi (3.7)

Asumiendo, inicialmente, que el Lagrangiano que describe el sistema no es singular, a partir
de (3.7) es posible expresar las velocidades generalizadas ; en términos de (qi, pi), de tal
manera que se deduce el siguiente sistema de relaciones:

9i = gi (q,p) . (3.8)

Cuando este ocurre, es posible conectar el Lagrangiano L(qi,q;) con el Hamiltoniano
H (qi, pi) mediante la siguiente transformacién de Legendre:

H (g1, pi) = Pidi — L(q, 4i)lg,—g,(q,p) » (3.9)

donde se puede mostrar que el lado derecho es independiente de las velocidades generali-
zadas. A partir de la relacién entre (3.8) y (3.9), se deduce que el Lagrangiano se puede
expresar como

Le (g3, p0) = L4qs, Gi)lg, =g, (qp) = Pidi — H(d1, i), (3.10)



donde L¢ (qi, pi) es denominado Lagrangiano canénico y, a diferencia de L (qi, i), Lc (qi, Pi),
estd definido en el espacio fase (qi, pi) . La principal diferencia que existe entre ambas can-
tidades radica en que L (qi, G;) determina las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange,
mientras que de L¢ (g, pi) se derivan las ecuaciones de Hamilton [6].

La ventaja de expresar el Lagrangiano en su forma candnica es que puede expresarse un
Lagrangiano de cualquier orden en las velocidades en un Lagrangiano lineal respecto a estas.
Lo anterior permitird desarrollar el método de Faddeev-Jackiw, ya que esta formulacién,
como hemos destacado, se aplica a Lagrangianos de primer orden.

3.1. Formalismo de Faddeev-Jackiw sin Vinculos

Se identificard con &' a cualquiera de las 2n variables dindmicas (qi,p;) que definen el
espacio fase, tal que se realizara la siguiente asociacién:

o= qr , E=q e , &V =qn (3.11)
gntl P, EP=py , EM =,
de tal manera que
EV = (q1y G2y ooy G} P15 P2y weveene ,Pn) , i=1,2,3,...N =2n. (3.12)

No existird necesariamente una correspondencia entre &' = q; con cada & = q;; es decir,
no siempre estard presente a una dada variable g; su correspondiente momento candnico
conjugado p;. De esta manera, N no siempre es un niimero par, a menos que exista dicha
correspondencia. Por lo tanto, de ahora en adelante la formulacién y descripcién del sistema
serd realizada en términos de la variable &' que se conocen como variable simpléctica.

Ahora consideremos un Lagrangiano de primer orden, es decir, lineal en &', que en forma
general se expresard de forma

L9 (&8) = a (&) &= V(&) (3.13)

donde a; (&) se conoce como las componentes de la uno forma canénica a (&) = a; (&) d&},
y V(&) se define como el potencial simpléctico. En la literatura, esta representacién de la
teoria se denomina no estandar, ya que, como observaremos posteriormente, las ecuaciones
de movimiento no involucraran aceleraciones.

Una caracteristica de las componentes de la uno forma candnica es que si q; (§) se modifica
por la derivada de una funcién arbitraria g (&), que depende tinicamente de las variables
simplécticas &, es decir,

ai (&) — ap (&) = a; (&) + (3.14)
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esto modificara las ecuaciones de movimiento. Con el fin de probar la anterior afirmacién,

escribamos
L (a é) = d(E)E-V(E) = [a- (&)+ag(a)]éwa)
) - 1 - 1 aE,l
= [a@&-vie) + 22 (3.15)

o0&l

= 10 (5,8) + 22 10 (g,8) + 491

Debido a que los Lagrangianos L0y (E, E) y L) (E, F,) se diferencian en la derivada total
de la funcién g (&), se sabe que son equivalentes, por lo que generardn las mismas ecua-
ciones de movimiento. Es posible observar que el Hamiltoniano definido a partir de una
transformacién de Legendre del Lagrangiano L) (E,, E) de la siguiente forma

oL ..
HO = — ¢t 3.16
it (3.16)
dependerd unicamente de las variables simplécticas & y no de é, ya que
oL .. .. 0 .. ..
0 _ MYE#i7 i Y . o o . i
HO = o=t [a @8 V)] - a @ - vie)]
.. Q& .. .. . .
= Eay (1) 35— a () E V() = oy ()8 e () E  V(E)
— V(&) =HO (g) (3.17)

De esta manera, se deduce que el Hamiltoniano es exactamente el potencial simpléctico, de
tal manera que (3.13) puede expresarse de la siguiente forma:

L0 (&&) =ai(8) & —HO (&), (3.18)
De (3.18) se pueden derivar las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange:
oLO  3qj(&);; OH(E) oL
— = _ — . — =q; (&), 3.19
&l 0! £ I ’ i ¢ (&) (3.19)
de tal manera que
oL@ 4 oL®  2qj(§);; OH(E) d
_ 0q; (&) g oH (E,) . (oJeli (E) éj
o0&t o0&} 08
_ (9qj (&)  0ai(&) B dHO (g) 0
B o0&} &) et
Definiendo o (£)  dai(£)
fi (&) = G5 A —f5i (§), (3.20)

o0&} 0&)



las ecuaciones de movimiento se expresan como
fi5 (£) 8 = — . (3.21)

Calculando la derivada exterior de la uno forma canénica a (&) = a; (§) d&}, se determina

que

daj (&) 0a; (&)
T TS

donde f (&) se denomina la dos forma canénica, con fj; representando sus componentes, el

cual identificaremos de ahora en adelante como la matriz simpléctica. Ahora, un andlisis de

la ecuacién (3.21) permitird determinar dos casos:

f(&) =da(&) = ( ) dEt N dE) = fydEt A dE), (3.22)

= det fy; # 0. Este caso identificard a los sistemas regulares.

» det fy = 0. Identificara sistemas singulares, es decir, con vinculos.

Consideremos en primer lugar los sistemas regulares. Si multiplicamos la ecuacién (3.21)
por fU, que representa la inversa fij, se obtendra que:

oH @ (¢)
98l -
Ahora, teniendo en cuenta que la variable simpléctica &' estd asociada a las coordenadas del

espacio fase (qi,pi), la evolucién temporal de la misma es dada a partir de las ecuaciones
de Hamilton, que en términos de los paréntesis de Poisson se expresa como:

gl =Y (3.23)

s . .y OHO) (§)
i_ i (0) _ i ¢j
&={en (a)}_{a,a}iw . (3.24)
Comparando las relaciones (3.23) y (3.24) se puede establecer que
{Ff, &j} = (3.25)

Para el caso de un sistema regular, las relaciones (3.25) representardn los paréntesis funda-
mentales de Poisson entre las variables (q;, pi) del espacio fase. De esta manera, fY tendra
la siguiente representacién matricial

(fﬁ) - ( _OI (I) ), (3.26)

donde I es la matriz identidad n x n. Es posible mostrar que para dos variables dindmicas
A (&) y B(&), los paréntesis de Poisson se expresan de la siguiente manera:

(A(E),B () = a’géf’) 9 (£) agéf).

Mostremos que (3.25) satisface las propiedades de los paréntesis de Poisson:

(3.27)
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» Antisimetria: de (3.25) se obtiene que
{ehe} == =—{&,e'}. (3.28)
» Linealidad: utilizando (3.24), se deduce que ; y «, son constantes:

gLl b= oy &L ek a—ali:oq ghekts) = el gt (3.29)
{had} =o {e 2} 5

De igual forma:

{ehnd + e} = oc1{ai,ak}§i+ocz{ai,a‘<}§§i
= a]{ﬁi,ik} 6{;%—062{5,1,&“} 5}
- oq{ai,ai}ﬂcz{ai,ai}. (3.30)

» Identidad de Jacobi: Esta relacién implica que se deberd cumplir:

o Y ) R CR X | R EN NS S

En el caso mas general, la inversa da la matriz simpléctica podrd ser funcién de las
variables del espacio fase, y en esta caso la expresion (3.25) se reescribir en la forma:

{ehd} =) (3.32)
De esta manera, utilizando (3.24) y (3.32) se obtendréd que

o= {em@b+{e @)+ {g, fki(a)}

ofl : dfk (&
= {e5e aa(f) +{g e 5 {a] a‘} aal (3.33)
ij jk ki

o&l Q&L O&l

Sin embargo, teniendo en cuenta que fU (&) y fi; (£) deben satisfacer la siguiente
identidad matricial

£ (&) 5 (£) = 5], (3.34)

al derivar la relacién anterior se determina que

ofY (&) G o Ofjk (&)
o Tk ()7 (&) Jakal =0, (3.35)
de tal manera que
ofY (&) m OfY (&) . OFf™ () i gy ik (&) em
S (E) P () = S = S = 19 (1) SR (), (3.36)



es decir:

P () M B o g (337)
Con lo que se deduce
o= - fk‘(a)fi“(a)af’g“ﬁfmj (a)+f“(a)fi“(a)af*ggf‘i)fmk(a)
) 1 () 2T ) (3.38)
= e (e o (g | 2Ty SO (B O

Ahora, de (3.20) se deduce que

0fnm (&) azam (&) azan (&)

Q&L QELQEM  QELdEM’
0fmy (&) _ azal (&) azam (&)

&N QEMIEM  QEMQEL’ (3.39)
afln (5) _ azan (E») o azal (E)

QEM T QEMQEL  QEMIEM”

De esta manera, finalmente se muestra que si las componentes de la uno forma a,, (£&)
son continuas, se cumple que

Ram (8) d%an (&)  d*ai(&E) d%am (&)

_ kl in jm _
J = f (E)f (E) f) (E) [ aalaan aalaam + aana&m a&naal
o%ay (£) azal(ri)]

QEMOEL  QEMOEN

oEMOEL  dEMOE!

. . 3’am (8)  am (&) o%an (§) 9%an (&)
_ kl in m _
= f (E»)f (E) f] (E») |:( ailaan aataan ) + < >

L (PalE) P
0EnoEM  Q&nogEM
= 0. (3.40)

3.2. Formalismo de Faddeev-Jackiw con Vinculos

Consideremos el caso cuando la matriz simpléctica, que denotaremos por fj; (§) = fg)) (&),
es singular [7, 8, 9]. Esto implica que de (3.23) no es posible determinar todas las deriva-

das temporales de las coordenadas simplécticas. Como consecuencia de la singularidad de
fg)) (&), existirdn m (m < n) modos ceros v&?)(con a=12,..,m). Cada v&?) corresponde a
una matriz columna de n elementos que satisfacen la siguiente relacidn:

Vi O () = o. (3.41)
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Si se multiplica la ecuacién de movimiento (3.23) por la izquierda con los vectores vg,?) i, es

posible mostrar que estas cantidades satisfacen una serie de identidades, es decir:
a=1,2,...,m, (3.42)

lo que constituye un conjunto de m relaciones entre las coordenadas que definen las variables
simplécticas y que reducen el niimero de grados de libertad independientes del sistema.
Por tanto, la relacién (3.42) indica que H(© (&) impondra restricciones especificas sobre
las variables de campo, de tal manera que se definird un conjunto de m vinculos que de
ahora en adelante se denotaran por Qg?) (&). De este modo, (3.42) se expresa de la siguiente
forma:

ol () =vy " ——===0 , a=12,.,m (3.43)

Al igual que su contraparte Hamiltoniana, es necesario que estas condiciones proporcionen
una descripcién consistente del sistema. Para tal fin, se deberd exigir que la subvariedad
de vinculos definida por QE,?) sea estable bajo la evolucién temporal del sistema, lo cual se
garantiza si o

% 2 (E) = aQé"ai(a)El =0, (3.44)
donde se observa que esta relacién depende linealmente de la derivada temporal de la
variable simpléctica. Ahora, la condicién anterior deberd ser incorporada a la parte canénica
de la accién original por medio de multiplicadores de Lagrange, A® % los cuales deberan
ser adicionados al conjunto de variables dindmicas originales, lo que a su vez implicard que
se amplié el espacio de configuracién. Este requisito es introducido con el fin de deformar
la dos forma simpléctica fg)) (&) y tornarla regular. De esta manera, €l primer Lagrangiano

en el proceso iterativo, que denotaremos por LV (E,, S,?\(O) “), se expresard de la siguiente
forma:

L (8620 ) = 10 (g,€) =A@ =0 (&) (3.45)
= ()& -2 0 (£) ~HO (g).
Sin embargo, la iltima relacién podra ser modificada como se muestra a continuacién:

4
dt

Ahora, sabemos que el Gltimo término no modifica las ecuaciones de movimiento, por lo
que puede ser descartado. Teniendo en cuenta que se ha extendido el espacio de configu-
racién, podemos definir una nueva variable simpléctica que incluya a los multiplicadores
de Lagrange A(®) ® Esta nueva variable serd definida de la forma &V i = (5, £,A0) "‘). En

L (&6 %) = ai(8) &+ OF @A = —HO () - = AV =0l ()] . (3.46)

términos de esta nueva variable, el primer Lagrangiano del proceso de iteracién L"), el cual
deberd incorporar los vinculos, se define asi:

L (& &A@ ) = a! (M) M T —HD (g), (3.47)



donde
(3.48)

Respecto a la correspondiente dos forma simpléctica, expresada en términos del nuevo
conjunto de variables se define como:

= T ey (3.49)

(1) (
f(U(ém) da (E,m) aai)(am)

La matriz fg) (E,“)) se caracteriza por contener fg)) (&) como una submatriz. Por tanto, en

cada paso, después de incluirlos vinculos, el nimero de variables simpléctica y, en conse-
cuencia, la dimensién de la matriz simpléctica deberan cambiar. Ahora, si det fg ), entonces
se han eliminados los vinculos exitosamente y se ha obtenido la estructura geométrica
bésica, la cual es dada por la inversa de la dos forma simpléctica. Sin embargo, en caso
contrario, se deberd repetir el procedimiento anteriormente mencionado tantas veces como
sea necesario hasta tornar la matriz simpléctica inversible. En este algoritmo se pueden

presentar dos posibles resultados:

. . P . . N . .
= Que después de un cierto niimero de pasos, es decir N, la matriz fgj ) es inversible.
En este caso, la bésica estructura geométrica se deduce directamente de los elementos

(fﬁ“) 1. Es posible demostrar que estos elementos coincidirdn con los corchetes de
Dirac. Si no hay problemas en el ordenamiento de los operadores, los conmutadores
cudnticos pueden obtenerse directamente de la inversa de fg\]). Es importante destacar
que muchos de los pasos que se desarrollan en el formalismo de Dirac desaparecen
en el proceso de cuantizacién geométrica, y para algunos problemas, los paréntesis

generalizados se derivan de una manera mds rdpida y simple.

= En algunos casos es posible que se llegue a un punto donde la matriz simpléctica
es singular y ningin nuevo vinculo se obtiene de los correspondientes modos cero; es
decir, cuando el lado izquierdo de (3.42) desaparece idénticamente. Esto generalmente
ocurre cuando se trabaja con teorias que son invariantes por reparametrizacién o
teorias gauge. En este punto, un término de gauge fixing deberd ser introducido en
el potencial simpléctico

H (&) = H (&) = H(&) +Hgr (&), (3.50)

y se procederd de la misma forma de acuerdo con el algoritmo. La matriz simpléctica
llegara a ser inversible con la introduccién de Hgs (&).

En este formalismo debe destacarse que los vinculos siempre pueden considerarse como re-
laciones fuertes en la parte del potencial simpléctico de Lagrangiano. De (3.42) se observa
que los vinculos ya estdn incorporados en el potencial. Aqui esto difiere significativamente
de la formulacién de Dirac, donde es necesario introducir la nocién de igualdades fuertes y
débiles, ya que que los vinculos son inconsistentes con los paréntesis de Poisson originales.
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No existen andlogos a los paréntesis de Poisson en este contexto. Los paréntesis generaliza-
dos se definen solo al final del algoritmo y son equivalentes a los paréntesis de Dirac. Estos
paréntesis serdn compatibles con los vinculos y, como consecuencia, deben considerarse
como igualdades fuertes.

3.3. Formalismo de Faddeev-Jackiw en Teoria de Campos

Ahora se introducird la formulacién de Faddeev-Jackiw en teoria de campos [10]. La ac-
cién mds general que contiene derivadas de primer orden en los campos se define por una
densidad Lagrangiana expresada en términos de dos funciones arbitrarias de los campos

[Ka (97),V (¢?)], tal que
L ((pA, ¢)A) = *Ka ((pA) -V ((pA> (3.51)

Las funcionales Ka (¢”) son componentes de la una forma canénica K (¢?) = Ka (¢?) de?,
en cuanto que la funcional V ((pA) se denomina el potencial simpléctico. El indice A correrd
sobre los diferentes rangos del conjunto completo de variables de campo, que incluird tan-
to el conjunto original de campos como un conjunto de campos auxiliares necesarios para
transformar el Lagrangiano que describe el sistema en una cantidad de primer orden en las
derivadas temporales; es decir, en la forma dada por (3.51). Por su parte, el conjunto de
variables @” definird el espacio de configuracién extendido asociado al sistema.

Las ecuaciones de FEuler-Lagrange pueden expresarse en términos de derivadas funcionales
de la siguiente manera:

oL 0 OL
— — ——— =0. 3.52
SQA  dtopA (3.52)
Para el caso del Lagrangiano descrito por (3.51), se determina que
5L 5Kg (@) .5 OV (@)
= — 3.3
5L S¢pP
oA B (®) R A (@),
de tal manera que
SL 9 oL 5K (@) .5 V(@)
- = — — 3.54
SeA  dtogh soh P T Toor ot AP (3.54)
K (@) .p OV(ep) 8Kal(e).p
= A P~ A g ¢
Y0 S 0]
8Kp (@)  SKale)) .p_ dVI(e)
5(pA 5(013 5(pA )
gue finalmente se expresa en la forma:
. oV
Mg (@) §F = 2V 19) (3.55)



donde Mg (@) indica los elementos de la matriz simpléctica que son componentes de la
dos forma simpléctica M (@) = dK(¢), que a su vez es la derivada exterior de la una
forma candnica K (¢) planteada como un rotor generalizado construido con las derivadas
funcionales y de componentes:

5K (y)  5Ka (%)
S (x)  S¢B(y)’

Mas (@) = Mag (x,y) = (3.56)

Cuando la matriz simpléctica Map no es singular, definird la dos forma simpléctica que
caracterizard la dindmica del sistema descrita por (3.51). De la ecuacién de movimiento

(3.55) se deduce que
-1 8V (o)

- A 3 AB
" (x) :de [M (x y)} —
’ 5B (y)
Ahora, es importante destacar que el potencial simpléctico coincidira con el Hamiltoniano,
el cual se puede expresar en términos de una densidad Hamiltoniana H (¢), de la siguiente
forma:

(3.57)

vmnzjﬁxﬂum. (3.58)

La ecuacién (3.57), escrita en términos de corchetes de Poisson asociado al sistema, se
expresa Como:

. oV (o)
P60 = {06, Vie)} = {0 0" )} 5 rs (3.59)
-1
= [MAB (Xa y)} a(pan(y) )
de lo cual se deduce que
[o* )0 )} = M xy)] (3.60)

que son los corchetes generalizados del formalismo de Faddeev-Jackiw para la teoria de
campos. Ademads, los elementos de (MAB)_1 corresponderdn a los corchetes de Dirac de
la teoria. La transicién a una teoria cudntica se obtiene de la manera usual, en la cual se
reemplazan los campos clasicos por operadores de campo cudntico que actian sobre un
espacio de Hilbert. Por lo tanto, en esta caso, los métodos de Faddeev-Jackiw y de Dirac
serdn equivalentes. Sin embargo, si la teoria es invariante de gauge, ademds de los verdaderos
grados de libertad, también habrd grados gauge de libertad y, como consecuencia, surgirdn
vinculos de primera clase, lo que implicard que la matriz Map sea singular.

En el formalismo de Faddeev-Jackiw, los vinculos aparecen como relaciones algebraicas que
son necesarias para garantizar la consistencia de las ecuaciones de campo. En el caso de
que existan m (m < n) (siendo n el nimero de variables de campo) modos ceros izquierdos
o derechos véx) (x), con . = 1,2,...,m, de la matriz Mg, se satisface la siguiente ecuacién

)

Jd3x vf\ (x) Mag (x,5) = 0. (3.61)
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Como consecuencia de las ecuaciones de movimiento (3.55) y de (3.61), se obtiene el si-
guiente conjunto de m vinculos en el formalismo de Faddeev-Jackiw:

8V (o) 5
Q= Jd3x véx) (x) Sor (%) :Jd3x véx) (x) Sor () JdSyH (). a=12,......m
(3.62)

Las cantidades Q) son introducidas en el Lagrangiano usando multiplicadores de Lagrange
Al®) de manera conveniente

LY (@, 9) = ¢'Ki (@) = A¥Q) =V (9), (3.63)

lo que definird el primer Lagrangiano en el proceso de iteracién. En la ecuacién (3.63) se
ha asumido que @' (x) representa algiin campo que pertenece al conjunto simpléctico, de
tal manera que la submatriz Z\_/lij (x,y) de la matriz (3.56) no es singular.

Si se redefine la variable A(*) de la siguiente manera
AR ¢,
podemos expresar LV como se muestra a continuacién:
LW = ¢'Ki (@) + Q) — V (9). (3.64)

En este punto, se aplica nuevamente el algoritmo simpléctico, aprovechando el hecho de
que se ha expandido el espacio de configuracién al conjunto de variables &) = <(p", C),
con lo cual expresamos el primer Lagrangiano iterado en la forma

LY (9,6,6,¢) = 6'Ki(0) + Q) — VI (0), (3.65)

donde

VI (@) = V() (3.66)

Q((X]:O

En términos de este nuevo conjunto de variables, la matriz simpléctica se expresa

(1) ~ 0Kg(y) OKa(x)
MAB (x,y) = SEA () - 5EB (Y) y (3-67)

con los siguientes componentes:

1 K (y)  oKi(x) o L

(1) O Kely)  SKi(x)  8Qn (y)  8Qy
Mic &9 = Fi) 58y Seim | et

m _OKily)  SKg(x)  8Q(x) <5Q(a)>T
Ma o3 = St o8y~ serly)  \ der

1
MEC) (x,y) = 0,



de tal manera que

(1 _ Y St
MAB (X)y) = 5.0(“) T y (369)
(&) o
[0)
con l\_/lij siendo la matriz cuadrada no singular construida del conjunto simpléctico original
. i .« ., 6Q(,_X] 4 .
de variables de campo ¢'(x). La notacién ol representard una matriz rectangular.

En el procedimiento simpléctico se deberd modificar la matriz simpléctica hasta que se
eliminen todos los modos cero. Esto implica que el algoritmo deberad ser repetido hasta
que ningtlin nuevo vinculo sea generado. En el caso de que el Lagrangiano describa una
teoria gauge, este algoritmo no serd capaz de generar una matriz simpléctica inversible.
Debido a ello, se deberan introducir condiciones de gauge con el fin de obtener los corchetes
generalizados.

. -1 . o . . .
La inversa (MAB) de la matriz simpléctica Mg deberd satisfacer la condicién de ser
Unica. Asi, para garantizar este criterio, se deben cumplir las siguientes propiedades:

J Pz Mac (x2) (M) (a,y) = 858%(x—y) (3.70)
[z (M) maManay) = 58 x-y).

Definiendo la inversa de la matriz simpléctica de la siguiente forma general

AB) ! _ [ A*(xy) BP(x,y)
(M > (X»Y) - ( C[Sk (X,y) Gﬁp (X,y) )) (371)

del sistema de ecuaciones (3.70) se deduce que

—1
&'z Mac (x,2) (M) (2,7) = (3.72)
— SQ(“)(Z]

Mij (x,2) A% (z,y)  B® (z,y) 10
— | d3z 5¢t(x) < ) ) ) =& (x— < >
J o O C*ay) 6@y ) T o1

Donde I es la submatriz identidad asociada al espacio definida por Mj;. De la anterior
expresion se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones matriciales:

[@ My oAk @y + S Bt @] - 80—y @)
st — . 5Q(oc) (Z) x B
z |My (x,2) B (z,y) + WG °(z,y)| = O (3.74)
50y (x)
—J 32 6(:)].)(:)/\* (3,y) = 0 (3.75)
—Jd3z mij (z,y) = 61563 (x—y) (3.76)
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Usando el hecho que la inversa de una matriz antisimétrica también debe ser antisimétrica,

se deberd cumplir que
B (x,y) = —C” (y,%).

Ademads, de la ecuacién (3.74) se determina que

80 (o (2)

Jd3z M;; (x,2) B (z,y) = —Jd3z 5ot )

G* (z,y).

(3.77)

(3.78)

Recordando que la matriz I\_/lij (x,y) no es singular, si multiplicamos la anterior relacién

por su inversa (I\_/l”‘j)f1 (x,7), se obtendra que
RN 3 - .
Jd3x (M‘“) (V,X)Jd z My (x,2) B (z,y) =
_ o\ ] _ .
= Jd3z U d3x (Mk‘) (v,x) My (x,2)| B (z,¥)
= Jd3z 6}‘63 (v—2)B®(z,y) = B* (v,y)

— —stx a3z (l\_/lki>_] (v,x) m

de tal manera que se determina la siguiente componente:

Go‘p (Z) y) )

6.()(0() (Z)

B® (x,y) = —C" (y,x) = —Jd3v d3z (T\_/ljk> - (%,v) Sk ()

Ahora, de la relacién (3.76) se determina que

—Jd3z 2 (x) (X)ij (z,y) = JdSZ 80 (x) Jd3v du (Mjk>_] (z,v)

G* (z,y).

(3.79)

(3.80)

5@l (z) Sl (z)
6Q(B) (11) Bp
WG (u,y)
00 o (X) /o N1 5Q ) (1)
_ 3 3, 13 () jk (B)
_ Jd u Ud 2 dy LT (W) (a,v) G
GP? (u,y)
= 8 (x—y). (3.81)
Definiendo 50 (x) 500 (3)
3. 13 (@ () o) ™! B Y _
—_— — =0 .82
determinamos que se debe cumplir la siguiente identidad:
Jd3u Dyp (x,u) GPP (u,y) = 61‘63 (x—vy). (3.83)

Finalmente, de la ecuacidn (3.73) se obtiene que



_ . 0Q) (o (2)
[ ez My tx, ) AT 3, 3) = 858° (x—y) - [ @82 S Be ),
S¢t (x)
y multiplicando nuevamente por (I\_Aij)*] (x,7), se determina que
T _ .
Jd3x (M“ (v,x) J >z My; (x,2) A* (z,y) =
r T _ .
= |dz U d3x <Mh) (v,x) My (x,z)} AJ* (z,7)
= | &2 88 (v—1z) A*(z,y) = A% (v,y)

= |a*x <I\_/l“)_1 (v,x) 6}1‘63 (x—y)— J d3x <l\_/l“) (v,x)

a3z Mcka( v)
J St (x)
= () e [ s () o 0
- ( lk) o Jd3xd3 (M“) T vx) éQ(oc)((?)
TSt (x
[atw a Mkm) o) 420 O )
= (v ) Jd3z du U &x <z\7l“)4 (v,%) m]

de tal manera que la dltima componentes es dada por:

_ o\ 8Q ¢
U d*w (M]m) (y,w) M] G°* (u,z). (3.84)

Lo anterior permite concluir que los corchetes generalizados entre las variables de campo
simplécticas originales ¢! (x) es dada por

{o'@ e | = ATy = (M) )~ | @z du

U & (1\71“‘) - (x,v) M} (3.85)

o \] 3Q () (u)
|:J d3W <M]m> (Y)W) 6([)5':)(“7)] GO-(X (u, Z) .
Las relaciones anteriores garantizan que los corchetes generalizados de Faddeev-Jackiw pue-
den ser calculados solo si @up (x,5) ¥ Mjj (x,¥) son invertibles. De esta manera, toda la

—1

manipulacién algebraica se reduce a calcular las matrices (7\7[13')_1 (x,7) vy G*B (x,3).
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3.4. Modelo de Schwinger Quiral Anémalo

Ahora se considerard el bosonizado modelo de Schwinger Quiral Andémalo, el cual es descrito
por la siguiente densidad Lagrangiana [11]:

1 1 1
£ = — P+ S0ubd b + e (" — ) ubAy + EaezAuA“, (3.86)

donde

Fuv = OuAy—yA,
1 0

W

n = (O _1> (3.87)

En la relacién (3.86), ¢ denota un campo escalar y e la constante de acoplamiento, mientras
que a es un pardmetro cuya determinacién no es inica, al depender del esquema empleado
para evaluar el determinante fermiénico. Aunque la invariancia de gauge deberia fijar su
valor, la presencia de anomalias en el modelo impide hacerlo de manera univoca. En con-
secuencia, a puede considerarse libre, sujeto tinicamente a restricciones que delimitan un
dominio especifico de valores admisibles.

Con el fin de linealizar el Lagrangiano, definiremos los momentos candnicos conjugados
a los campos utilizando las siguientes relaciones:

oL
= F™* 3.88
3 (0,AY) ’ (3.88)
oL 3 (3uh)
= |9% ofp _ caB) A x¥J _ g BB _ cHB) A
3 (3,0) [ ¢+e<” € ) B}a(auqn d’“(” € ) B
de tal manera que
o.,0)
m = s =P, 3.89
3 (307, (3:89)
0L©)
M. = — 0 0B _ c0BY) A
o = ap 0ol o)A

= aod) + CT]OOAO — e€01A1 = aod) +e (Ao — A]) .



Con este término podemos expandir la densidad Lagrangiana asi:

1 1 1 1
ﬁ(o) = _ZFNFO] — ZF]OF]O + Zaod)aod) + 261(1)8](1) +e <T]O0 — 600) aod)Ao

1
e (1% =) BopAs +e (00— ') drpAs +e (' — ') 91 pAT + SaetAA

1 1 1 1
= PR+ JFOFY 4+ 000 [za‘)d’ +e(Ag— Aﬂ} — 5019014

1
+e(Ag—A7)01p + EaezA“A"‘

1 1
= ST+ 2 My — e (Ao — A1)l Ty — e (Ag — A1) + 2¢ (Ag — Ay)]

1 1
—50101b +e (Ag— A1) 010 + EaezAaA“

1 1 1
= Eﬂ]ﬂ] +5 My —e(Ag—A1)] Ty + e (Ao — A1)l — 5019010

1
+e(Ag—A7)01 + EaezA(XA"‘

1 1 1 1
= ST+ 5T — 5 (Ao — A1)’ = 501001 + e (Ag — A1) 1

—|—%aezA(xA°‘. (3.90)

Si sumamos el siguiente cero en la relacién anterior

AT +TTpd —TT AT —TTpdod =TT A + T — TT'TT —TT'91 A0 — T3, + € (Ao — A1) T,

(3.91)
se obtendra que
£ = l'ﬂ/‘q+ﬂ¢ci)—ﬂ1ﬂl+%ﬂ1ﬂ1—ﬂ1a1Ao—ﬂé+%ﬂé+e(Ao—A1)ﬂ¢
—%ez(Ao—A1)2—%a1d>a1d>+e(Ao—A1)a1d>+%anAOAO—F%anMA]
= Ay + Ty — %ﬂ]ﬂ‘ - %ﬂﬁ) T'91A0 — %ez (Aé ~2A0A; + A%)
—%61(1)81(]) +e (Mg +01d) (Ag — Ag) + %aez/\é — %aez/\%
- HV\]+ﬂ¢d>—%ﬂ]ﬂ]—%ﬂﬁ)—ﬂ‘aﬂ\o—%a1d>61d>+e(ﬂ¢+a1c|>)(AO—A1)
+%(a—1)ezA(2)—%(a+1)ezA12+eonA1
= A +TTyd — %ﬂ]ﬂl+%ﬂé—%ﬂ]a]Ao—i-%61(1)61([)—6(1'[4,—#61(1)) (Ao — A1)
—%(a—1)e2A5+%(a+1)e2A%—e2AoA1 , (3.92)

de tal manera que
L£O=T"Ay + b — 1O, (3.93)
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donde se ha definido el potencial simpléctico en la forma

1 1 1
HO = Eﬂ’n‘ + iﬂﬁ, +T11'97A0 + 5019014 — e (TTy + 31$) (Ao — A1)
1 1
—5 (a— 1) e?A% + +5 (a+1) AT — e?ApA;. (3.94)

Se deberd analizar los casos a > 1 y a = 1 por separado, ya que cada uno conlleva una
estructura simpléctica diferente.

Caso a > 1

Con el fin de calcular la matriz simpléctica, definiremos las variables simplécticas de la
siguiente forma: Eﬂio) = (A1,ﬂ1,¢,ﬂ¢,A0). De la (3.93) se puede determinar que

Ky =, K=o, K o Kﬁ’; -0 , Ky —o. (3.95)
Con lo cual podremos calcular la matriz simpléctica
(0)
0 (y) 8K, (x)
M (x,5) = A (3.96)
5<EA (x) o8& (y)
con los siguientes elementos de matriz diferentes de cero:
0
o) COKplly) K (®) e (%)
MA] m (X7y) - (0) (0) 6“1 6 (X YJ)
| Sep, (x) B (¥) )
(0) (0)
M© 5KA] (v) B 5Kn1 (x) _ STT! () 3 (x— 3.97
T .A ( ).V) - (0) (O) - 6]—[] - (X y) ( . )
! SEt (x)  8&, () (x)
(0) (0)
M(O] . 5K]‘[¢ (.V) _ 6K¢ (X) o _6“43 (X) . —63 .
d)’]'[d) (X>Y) - (O) (0] - 6]_[ - (X Y)
sty (x)  8Ep) (¥) ¢ (y)
(0) (0)
M[o) _ 5K¢ (y) B 5Kﬂ¢ (x) B 5ﬂ¢ (y) S (x—
]‘[d)’(b (X>Y) - (0) (0) - 6]—[ - (X y) )
sty (x) 08y (y) Mg (x)
de tal manera que M% (x,y) tendrd la siguiente estructura matricial:
0O 1 0 00
-1 0 0 00
MY (xy)=| 0 0 0 1 0 |&x—y). (3.98)
0 0 -1 0 O
0 0 0 00

Se observa que esta matriz es singular con un autovalor cero. El autovalor correspondiente
a esta matriz es dada por

MO =(0 0 0 0 V(x)), (3.99)



donde v (x) es una funcién arbitraria. El vinculo asociado a este autovalor es

0 _ 3.-A(0) O 3,02700) (O _ [ 1320 b Ja ©0) (£(0)
Q deva XdeH (ak) dev Wl (ak)

= Jd3va°( )Mf(x) JdSy [ﬂ‘ (y) 07 Ao (y) — e (T (y) + 37 (¥)) Ao ()
e @AYy~ A (3) Ay (y)]
- jd%w’*o (X)JdSy (11 () 0¥ ¢ (ITy (3) + 03 (v) — (a — 1) Ao (y)
e )]

= Jdg'xv“ (x)sty [ T (y) 3} —e (Mg (y) + 3 (¥)) — (a — 1) e*Aq (y)
— A (y)] 8 (x )
- —Jd3va° (x) [a’frr‘ (x) + e (Mg (x) + 3 (%)) + (a—1) ?Ap (x) + e?Aq (X)]

- - J d>xve (x) [ T (x) + e (TTy (x) + 0¥ (x)) + (a— 1) e2Ag (x) + *A; (x)]
= 0.

Sin embargo, debido a que la funcién v*° (x) es completamente arbitraria, se puede escoger
como vinculo Lagrangiano la siguiente relacién:

QO =0T +e(ITy +319) + (a— 1) e2Ap + 2A; = 0. (3.100)

El primer Lagrangiano del proceso de iteracién se obtiene adicionando el vinculo anterior
a la parte canénica de £, con lo que se obtendra

£ =TT Ay + Ty + QA — 1), (3.101)

donde

(3.102)
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Debido a que %) se puede expresar en la siguiente forma

1 1 1
HO) — inW + Eng) — AT + 5016916 — e (TTy + 21¢) (Ao — Ay)

1 1
—3 (a—1) ezAé—i— 7 (a+1) ezA% — e?A0A,
1

1 1

i rﬂ+2rr2 [aﬂ'l]+e(ﬂ¢+a1cb)—|—2(a—1)e2Ao+ezA1 Ao
1

+§61¢61¢+e(ﬂ¢+61¢)/\1+§(a+1)ezA1z

1 1 1

_ En‘nwirﬁ, [aln‘+em¢+a1¢) —(a—1e*Ao+ (a—1)e*Ag

1
+€2A1 —2((1—1)62A0:| A0+Ea1¢a1¢+e(ﬂ¢+a1¢)/\

1
3 (a+1)eA?

B L L [am‘+em¢+a1¢)+(a—])e2A0+e2A1 Ao

1 1
2A0A0+Ea1d>a1d>+e(ﬂ¢+61¢)A1 + = (a4 1)eA3

2

zla-
1 1
'’ +Eﬂé,—Q(OJAo—i—z(a—I)eZA(Z)—i—261d>a1d)+e(ﬂ¢+a1d))/\1

+5 1)

1 1

2 2
1

+ e

1 1

2

+

(a+1)e?As, (3.103)

N —

se tendrd que

1 1 1 1
2n1n‘+2n 2(a—1)ezAé+§a1¢a1¢+e(ﬂ¢+61¢)A1
+= (a4 1) AL (3.104)

n

N —

El primer primer conjunto de variables simpléctica del proceso de iteracién es:
1
& = (ALTT 6,1, Ao, A) (3.105)
De la (3.101) se puede determinar que

1 1) 1 1 1
K = T, K=o, Ky 9Ty, Kyl oo, K o0,

K = T +e(My+01d) + (a—1) 2Ag + Ay, (3.106)
Con lo cual podremos calcular la primera iterada matriz simpléctica dos forma:

(M (M
dK dK
Mgé (x,5) = B (y) - A (X)) (3107)

5l (x)  8EY (y)




con los siguientes elementos de matriz diferentes de cero:

Maim (03] = i = = — =g 3=t
» S&q, (x)  S& (v) v
sk iy KU () LsAr(y)
MU) (X’y) _ A B Aq 2 1y _ 6263 (X—Y),
A Sep, () 5 () M)
5K (v) ok (x) s
Mm (x,y) = Aq _Ohm . y) _ 83 (x—7),
o s (1) oey) (y) O ()
sk (y) oK (x) 81T (y)
M(]) ) _ A _ m BPNY y) 6963 _
AT = sy e Y
= -8 (x—y),
" Ky 0) 8Ky (1) ety (0
Md%”cb (x,y) = m M ST =¥ x—y),
88y (x) &, (¥) o (y)
K () 8Ky (®) 54 (y)
MY (xy) = A ) v2P W) vsd (x — )
o s (x) sE(y) k)
= _ea)]( 3 (X - Y) )
N 5Ky (1) Kiy (®) sty (y)
M”d)y‘b (X,Y) = M 1) = STT =? (X_y))
seq) (x) ogy (y) Mo (x)
sk (y)  OKR (%) 811, (v)
M (x,y) = i = ¢y =e8’ (x—y),
et sen, (1) 88 (y) Mo (%)
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e = S B

= (a—1)e*’ (x—7y),
) = i o e
b = S - - -
Ml (oY) = Z:;‘?])]Z))—Zzgj ((;?z—e P = et (x—y),
) = L e e
e =GR e

= —(a—1e2’(x—7y).

Por lo tanto, la primera iterada dos forma simpléctica tendrd la siguiente representacién

matricial:
0 -1 0 0 0 e?
1 0 0 0 0 —oF
0 0 0 —1 0 —ed
MY (x,3) = 0o 0 ] ) 0 . ! & (x—y). (3.108)
o 0 0 0 0 (a—1)¢e
—e? -0} —ed} —e —(a—1)¢? 0

Se determina entonces que esta matriz es no singular. Por ende, es necesario el calculo de
su inversa, la cual se obtiene utilizando la siguiente ecuacién funcional:

—1
Jd3ZME\1()7 (x,2) {MCB“)} (z,y) = 6363 (x—y). (3.109)

Donde se considerara que [MCB“)]_] tiene las siguientes componentes:

X1 (X)Y) OCZ(X)Y) OC3(X,Y) 0‘4(X)YJ (XS(X)YJ OCS(X)YJ
B1(x,y) Ba2(xy) Bs(xy) Balxy) Bs(xy) Bslx,y)
[Mcsm]*‘ xy)=| YY) v2E®Y) vy valny) vsxy) velny)
’ e] (X).V) 62 (Xa y) 63 (X)Y) e4 (X’ Y) e5 (X)Y) e6 (X’ y)
mxy) m&y) BEy) uExy) nsxy) ne(xy)
K1 (X)Y) K2 (X) Y) K3 (X)Y) K4 (X) Y) Ks (X)Y) Ke (X) Y)
(3.110)



De esta manera se tendra que

(3.111)

(Z) Y) =

1

J d3zM£\](): (x,2) [MCBU)]

o~

)

—

—

o O 0 o o |
o]

_
001_00%
X«OT
o O — O o
_
— Re=
_OOOOA_U
~

T

0 00
0
1

1

0

1

0
0 00

De la ultima relacién se puede determinar que

(3.112)

~— o~

—_— — — ~— ~—— ~—

~—~ o~

—_— — — ~— ~— ~—

Igualmente,

(3.113)

—_— o~ o~ —~ —~

— — Y~ ~—— —

—

—_— — — ~— ~— ~—

De la misma manera se obtiene que

(3.114)

—

—_— — — ~— ~— —

— o~ o~ —~ —~

—_— — — — ~— —
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y también que

(3.115)

— o~ o~ o~ o~ —

—_— — — ~— ~— ~—

—_— — — ~— ~—— ~—

Ahora,

(3.116)

—_— — — ~— ~—— ~—

—_— —

—~ o~ —~ —~ —~

—_— — — ~— ~— ~—

ezm
e’y
62113
ezm
€2T15
62116

— —~ —~ —~ —~

— — ~— ' ~—— ~—

— —~ —~ —~ —~

— — Y~~~ ~—

— o~ o~ o~ —~

—_— — — ~— ~— —

— o~ —~ —~ —~

—_— — — ~—— ~— ~—

—~ o~ —~ —~

—_— — — ~— ~— —

g8 I8
NN NN NN
T T

Del conjunto de ecuaciones diferenciales anteriores, se puede determinar que:

(3.118)

i=1,2,3,4,6.

0

Ki (X) Y)

En forma similar,

263 (X_Y))

(a—T1)e

Bs (X) Y) =

)

Br(x,y) = —8(x—y)

(3.119)

i=234,6.

)

0

Bi (X) y)

Ahora, para « se tiene que

078% (x — ),

(a—1)e?

X5 (X) Y) =

)

i=1,3,4,6.

o (%y) = &x—y)

(3.120)

)

x4 (X) y)
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Para 0:
e

8(xy) = —8x=y) , Oy =720 x-y),
0;(x,y) = 0 , i=1,2,46. (3.121)
Para v:
va(xy) = 8 (x—y) Y5 (%,y) = — 8 (x— )
) y 54y (a_”ez )
vilx,y) = 0 , 1=1,2,3,6. (3.122)
Y finalmente para n:
My = — - NF -y, mEy) =5 (k)
T (a—1)e"! ’ ’ (a—1) '
_ 1 3 o _ 1 x<3 .
n3(x,y) = 7“[_”66 (x—y) , mxy) = 7(a_”e615 (x—y).
1
ns(x,y) = 0 na(x,y)z—( & (x—y). (3.123)

a—1)e2

Con lo que se puede determinar que la inversa de la matriz simpléctica es

0 1 0 0 ez 0t 0
—1 0 0 0 ﬁ 0
)]~ B 0 0 0 1 —(G_‘i])e 0 s
[M } (%,7)= 10 0] _1] ]0 S 0] 8 x—y).
ma)}c " (a=1) {a=T)e _(a71)ea¥ 0 T (a—1)e?
0 0 0 0 e 0
(3.124)

Con esta matriz se determinan los corchetes generalizados entre las componentes de la
variable simpléctica Eg) = (A1,ﬂ1,d),ﬂ¢,Ao,?\), obteniendo los siguientes resultados:

(g0 @, el 3} = {A,m e} =8 Ex-y)

{0, el 0} = A A ) = 01 (k- )
(@l m} = (1@ Am} = 8 &)

{80 ), e0 0} = {660, (3} =8 (x—y) (3.125)
{0l ) = 0mAE) =P )

{el 0,801} = e 0, A =~ 7,08 (k- 7)

{0, en @) = {A8E,AS W] = 28 x—y) 2D (x) T} ()

(g @, e @) = {A8E, M)} =58 (x—y)

57



58

Caso a =1

En este caso, el Lagrangiano inicial es dado por
LO=TTAy + Ty —HO, (3.126)

con el Hamiltoniano iterado

1 1 1
HIO = ST+ STIG +T1101 A0 + 5010010 — e (Tl + 19) (Ao — A1) + €*Af — e AoAs.

2 2
(3.127)
De igual manera, el primer conjunto de variables es dado por E,IEO) = (A1, 1, ¢, g, Ao).

Se puede determinar que

00 , KO My Kl(TOq)) -0 , ng — 0 (3.128)

(0) 1
KA]%H , Km A

Dado que estas componentes no cambian, se puede determinar que MES% (x,y) tendrd la
siguiente estructura matricial:

0O 1 0 00
-1 0 0 00
MY (xy)=| 0 0 0 1 0 |8x—y) (3.129)
0O 0 -1 0 0
0 0 0 0O
Se observa, nuevamente, que esta matriz es singular y le corresponde el siguiente autovalor:
MO =(0 0 0 0 vi(x)), (3.130)
donde vA° (x) es una funcién arbitraria. El vinculo asociado a este autovalor es:
r 5 0
QO — | @O Jd3 HO (&) 3.131
JEE Se )T (3:131)
o
_ 31,70 3.,94(0) (£(0)
d d’xv™ (x) SEn. ) Jd yH (&k )
_ P3 Ao 3 1 Y _ Y
— ot ) o [y [T 50 () — e (T () + 00 ) Ao (9

8A0 (y)
dA (x)

r

= | & (x) J dy | —T' ()3 — e (M (v) + 0} (v) — €A (7))

J

5 (x—y)
B (x) [am1 (%) + e (TTy (x) + ¥ (x)) + e2A; (x)}

_ J v (x) [ O (x) + € (T (x) + 0 (x)) + €27 (x)]
_ . (3.132)



Sin embargo, debido a que la funcién v*° (x) es completamente arbitraria, se puede escoger
como vinculo Lagrangiano la relacién

QO =TT 4 e (Mg + 01d) + e?A; = 0. (3.133)

El primer Lagrangiano del proceso de iteracién se obtiene adicionando el vinculo anterior
a la parte canénica de £(©), con lo que se obtendra que

£ :ﬂ]A] +ﬂ¢d)+Q(o)}\—H(”> (3.134)
donde
24 — Hggo)zo' (3.135)

Y debido a que #(?) puede expresarse en la siguiente forma

HY = %Wn‘ + %ﬂﬁ, — AgdTT + %31(1)81(1) —e(TTy +01) (Ag— Ay)
+e?AT — e2ApA
_ %n’n‘ + %ﬂﬁ, — |11 4 e (M + 01d) + e*Ar| Ag + %aﬂba]d)
+e(My +014) Ay + e2A% (3.136)
_ %Wrﬂ + %nﬁ) —QOAy+ %aﬂpa@ +e(MMy +01) Ay + e?A%,

se tendrd que

1 1 1
A = ST 4TI + 5019016 + e (TTy + 019) Ay + e?AT (3.137)

El primer conjunto de variables simplécticas del proceso de iteracién es
1
& = (AT, ,TTg, ) (3.138)
debido a que la variable A, a desaparecido de H!). Por tanto, se determina que

1 1 1 1
Kh = T, Kyl =0, Ky =T, Kl =0,

K o 0T e (Mg 4 014) + €2A,, (3.139)
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con los siguientes elementos de matriz simpléctica diferentes de cero:

sk (y) kYW x) s (x)
MU (xy) = o AL =8 (x—y),
Ault sey) (x) selfl(y)  OMT()
M (1)
M B 6K?\ (Y) 6KA (X) 26A1 (y) _.2:3
YA T e oA YD
oK (y) skW(x) s
(1) _ Aq . ! _ ) g3,
MW,A] (x,y) = 55,(” (x) 6a(])( ) ik (x) 5 (x—y),
]‘[1 A] y
KU () SK () ST () s
MI‘[‘ A (X)y) = 55(” (x 5&;” (Y) = a? 5TT (x) = 6?5 (X—Y)
]'[]
= - (x—7y),
5Ky 5Ky,
ML (5y) = —qt v o 0 _ 8Ty (x =5 (x—y),
oo sty (x) sep () O (y)
sk (y) oKy (x) 56 (y)
M(U (x,7) = A _ ¢ ed? y ed¥s’ (x—y)
o sy () se)(y) oe(x)
m M
MO ) - 5Ky (y) Ky (x) 811, (v) S (xy)
Mot sl () 5Ey) (y) O ) ’
(1) sk (x)
) 8K (y) M 8y (y) .3
Mnd")\ (x,y) = 6&1(7” = 65;\” = 51Ty (%) =ed’ (x—y),
[
5K (y) sk (x) 5A; (x)
ML (xy) = —A AT = 2 = 283 (x ),
MAq 55,;” (X) 5&5\]3 (Y) OA (Y)
oK\ () sk (x) ST (%)
M (xy) = —I AT oY = -8 (x—y),
AT (X y) 66;\” (X) 6&1(_:1) (Y) ]6]_[] ( ) ] (X Y)
sk (v skl (x) 5
Mo 53] = Sy~ ey sety) ==y
5K (y) sk
) My A (X) _ 6”‘13 (X) 3
MA,I‘I¢ (x,y) = 555\]) = 6&1(1” ) 5Ty () —ed” (x —y)
o}



Por lo tanto, la primera iterada dos forma simpléctica tendrd la siguiente representacién
matricial:

0o -1 0 0 e
1 0 0 0 —oF
My = o 0o 0 -1 —ed |x—y). (3.140)
o 0 1 0 e
—e? —0f —ed} —e O

Se sabe que esta matriz es singular, lo cual puede inferirse a partir de la estructura de vincu-
los derivada de la formulacién de Dirac. Por lo tanto, deberd corresponderle un autovector
nulo que cumpla la condicién

Jd3xﬁA(O) (x) Mgé (x,y) =0. (3.141)
Asumiendo que
P = (W 8w e @ 8 @), (3.142)
tendremos que
Jd%")“”(x)MElé xy) = & (V@ W@ e e W )
0 -1 0 0 e?
1 0 0 0 -
0o 0 0 -1 —edtf |&(x—y)
0 0 1 0 e

(1 (1 (1 ~(1 x w1 ~(1 X
= Jd3x<vé)(x)—ezvg)(x) —vg)(x)—vé)(x)m vg)(x)—evé)(x)m

M (x) =5l (x) 07 — bl (%) % + 0" (x) ) 8% (x —y)
o ~(1 o ~

= (- @) S m ol @ o ) +eatst 7)
(
1

1 ~(1 ~(1 ~(1
'3+ 085 () + 3ol (3) + e5 (v) )

Lo anterior implica que se debe cumplir el siguiente sistema de ecuaciones:
o) — el =

o (1 (1
—vs L awg ) =

o)) +edpy) =

) el =

29, + 079y + €19y + ety =

o O O O©O O

>

(3.143)
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tal que se debe cumplir

—_
—

«(1)

o= 0y
o = el
9 = el
o) = —edrol, (3.144)

~ (1 o )
con vé ) arbitrario. Asi, el vector nulo se puede expresar como

~(1 . . ., .
donde vé ) (x) es una funcién completamente arbitraria. Con esta relacién, podemos derivar
un segundo vinculo a partir de la expresién que se muestra a continuacién:

ol — Jdgx"”” )55 (X)J 3y’Hm<£S))
- [ ey [ﬁm) e W s W g
) g 0 fgf&]
_ Jd3xd3y [{)1(1)62{1“(;+\~}z(1)6§:(2;)+\~}3(1)62’:((1;)+04(1)6§;-:(1(;)
+e5“)g((z)]



_ stxdsy {\31(1) (%) [e (Mg (v) + ¥ (3)) + 262A, (y)} 5 (x —y)
020 ()T (3) 8° (x— y) + 90 (=) [ 9 (y) + eAs (3)] 9Y8° (x —7)
50 () [Ty (7) + eAs (9)] 8 (x— 7))

r

— | a3 {o‘(” (%) [ e (M (%) + 07 (x)) + 2e2A, (x)] +520 () (x)

(x) | e (Mg (x) + 3% (x)) + 262A, (x)} + el ()T (x)
+ebl!) (x) o [am (x) + eA; (x)} — et (x) [nq, (%) + eA; (x)} }

Integrando por partes para aislar \")é” (x), se tendra que:

oIl JdS {07 ) 0% [ e (Mg (x) + 35 (x)) + 26%A1 (x)] + 290! () T ()
etg!) () 9 [ 970 (x) + s (x)] + evt!) (x) 97 [ Ty () + €A ()] |
- Jd3xv5 (x ){—ea’fﬂd, (x) — edVOT (x) — 262%A; (x) + 2T (x)
+ed}0} (x) + e20A; (x) + €diTT (x) + e?0FA, (x) |

= Jd3xv5 (x)TT" (%)
— 0. (3.146)

. ~(1 . o .
Teniendo en cuenta que vé ) (x) es una funcidén completamente arbitraria, se determina

que existe otro vinculo que denotaremos por
oW =, (3.147)

Este resultado contrasta con el caso a > 1, en el cual existia solo un vinculo. Ahora, se
escribe el segundo Lagrangiano iterado de la siguiente forma:

L =TA; + T + QOA+ QWE — #?), (3.148)
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donde

1
H@ =4 U) =5+ 501001 +e (Mg + 219) Ay + e?Al. (3.149)
Ahora, teniendo en cuenta que
QO =T +e (Mg, +019) + (a — 1) e*Ag + *Ay = e (TTy, + 01) + €A = 0,

se determina que

1 1
HY = Aoy = 5T + 5010019 (3.150)

Dado que el segundo conjunto de variables simplécticas del proceso de iteracidn es

2
‘(—.](<) = (Ahn]aq))ﬂd)))\) B) ) (3151)
por tanto, se deduce que
2 2 2 2
Ki = T, Kil=0 , K =T, K =0,
K = ol ey +o1d) + A, K — 11 (3.152)

con lo cual,

8Ky (y) KR (x)
sEn (x) 85 (7)

2
M) (x, ) (3.153)



Los elementos de matriz diferentes de cero son:

5K (y) K (x) s (x)
MY xy) = e PR =8 (x—7y),
A (507) e (x) selly)  AM(y) ey
(2) (2)

@ _OSKY(y)  OKa () S8AY(Y) oo
B R T R TR
K'Y (y) ok (x) s ¢

M@ (x,y) = At — 1 = y =8 (x—y),
A S (x) 83 (y) AT
2) 2) :
2) K (y) K (x) ST (y) L3
M, (%) = i 50 ) W = 01 (x—)
T
= - (x—y),
5K (y) oK (x) &1 (
Ming 63) = o sef) (y) oM (x) T
K () sk (x) 81T, (x)
M2 ) _ My ) _ ¢ X — B (x—7),
g 53) sty (x) 8t (y) e ly) Y
sk (y) oK (x) 5 (y)
M2 (xy) = G % 0y 0T = els? (x —y)
. seg) (x) oEl(y) odlx)
sk (y)  SKIP (%) s
2 B o My o¥) 3.
M”q),d) (x,y) = 551(_%) - 55(2) ) 51Ty (%) =8 (x—y),
o}
" kP (y)  SKiy () ST, ()
Mi,a (55) = 20 ) el () el =yl
¢
oK (y) sk (x) S5A (x)
M2 _ A A =2 o253 (x
MAq (X)y) 6((.,;2) (X) 6&%]) (y) 0A; (Y) ¢ (X Y)’
6K(2J( ) SK(Z) 1
2) _ m \¥ A (x) o <O (%) _ _3xs3
M TS s e T
sk (y) sk (x) 8¢ (x)
M(Z) ) _ 0} . A _ X - ax63 o ,
e T T B TR
5K (y) sk
2) . il _ A (X) o 5”(1) (X) 53 .
M)\’% (x,y7) = 6&;\2) = 6&1(123) = Mo ) ed’ (x—vy),
sk (y) 8K (m) s (x)
2 0K p X &3
B e T R L
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Lo anterior permite determinar la segunda matriz simpléctica iterada

Ademds, se determina que esta matriz es no singular. Por ende, es necesario el célculo de

su inversa, la cual se obtiene a través de la siguiente ecuacién funcional:

(3.155)

-1
| @zMR o 2) (M) (2, ) = 588 (e 9),

. -1 . .
donde se considerara que [MCB“)] tiene las siguientes componentes

/™ /S~

De esta manera se tendrd que

/™

—

— e o

— /™

—

—_ o — = = -

O O O O O
O O O O — O
O O O — O O
O O — O O O
O — O O O O
—_— O O O O O
SN—

>

_

Na)

o

5]

I
.

— /™

—

— /™ /S~

—

— /™

— o
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Igualmente, determinamos que la igualdad se cu

(3.158)

— o~ o~ —~ —~

— — — ~— ~— ~—

De la misma manera, también se tiene que

(3.159)

—

— o~ o~ —~ —~

—_— o~ —~ —~ —~

Ahora

(3.160)

—~

— o~ o~ o~ —~

—_— — — — ~— ~—

e igualmente

—

—

©

i

o

N
—
>
_
o
Na)
o

©c o o w o o
I

— o~ o~ —~

—_— — — ~— ~— ~—

— o~ —~

— — — ~— ~— ~—

De la misma forma, se tiene que

(3.162)

—

—_— — — ~— ~— ~—

— o~ —~ —

— — Y ~— ~— ~—

—_—

— — — ~— ~— ~—

—_— o~ —~ —~ —~

—_— — — — ~— ~—

g 8 & 3 8 &
NN N N N
T
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y finalmente

—B1(xy) = 0
—B2(x,y) 0
—B3(%,3) 0
—B4 (%,5) 0
—Bs (x,y) = 0
—Bs (x,y) = & (x—y).

De las relaciones anteriores, determinamos que para f3
B6(X>Y):_63(X_y) ) Bi(X>Y):O ) i:1>2)3)4)5-

Ahora, para n se tiene que

1 1
m(x,y) = gés(x—y) , ne(X,y)z—;63(X—y),
0 , i=23,4,5.

ni(X>Y)
A su vez para y
vi(xy) = —&8x—y) , valxy)=8(x—y)
1 .
Yo (x,5) = g63(x—y) , Yilx,y)=0 , i=23,5.

De igual forma para 0

1
05 (XaY) = _Ea%(és (X - Y) ) 63 (X)Y) = _63 (X - Y) )

1
GG(X)y) Ea?ég(X_Y) ) ei(X)Y):O ) 122,4)5
Para o
2 x<3
(XZ(X).V) = 0 y X1 (X)Y):?a16 (X_.V))
1 3 1 xg3
g (x,y) = 28 (x-y) , m(x,y)z—;a& (x—y),
1
o5 (6y) = —58(x—y) , aglny) =—08 (x—y),

y por ultimo, para k se tiene que

1
K1 (X)Y) = _?a)fég’ (X_Y) y K2 (X)Y) :63 (X_Y)»
1 1
3ny) = — 8 x—y) , Klxy) =018 (x—y),
1
K5 (x,y) = ;63 (x—y) , xe(xy)=0.

(3.163)

(3.164)

(3.165)

(3.166)

(3.167)

(3.168)

(3.169)



Con lo que se determina la inversa de la matriz simpléctica:

201 0 1 -lo L ko
o 0 0 0 0 -
- -1 0 0o 1 0 1
B = ¢ ¢ 3x—y).  (3.170
[M } xy) 10 1 o0 o gy |V (3.170)
L 0 0 0 ? —1
SRR

Finalmente, de esta matriz conseguimos los corchetes generalizados para el caso a = 1 del
conjunto de variables El(g) = (A1,T1', ¢, Ty, Ao, A), obteniendo los siguientes resultados:

[0 0,60 )} = (A1), A (5) = 5018 ()
{ b= e )= 8 ) (3.171)
[ 60,8 ) = (A1 ), Ty ) = —078% (x )

= {0(x),Ty (7))} =8 (x—7).

3.5. Campo Electromagnético en las Coordenadas de Instan-
te Forma

Consideremos ahora el formalismo aplicado a una teoria gauge abeliana, aun cuando el
método también puede extenderse a una teoria no abeliana. Para este propédsito, tomaremos
el problema de la teoria electromagnética, la cual es descrita por la siguiente densidad

lagrangiana:

1
£ _ _ZFaBF“B (3.172)

que, con la ayuda del momento candénico

oL

it oy M = F* — For = 0pAr — OLA 3.173
3 (00AY) = 0k 0k kA0 ( )

]—I'V

se puede expresar en la forma

1 1 1 1
9 = EFkOFkO — ;FaFu = Enknk — zFafua. (3.174)

Si introducimos el siguiente cero en la relacién anterior

ARTTE — ALTTE = AGTTR — pARTTE = ATk — (ﬂk + akA()) T (3.175)
= AT —TI*IT* — TT%9 A, (3.176)
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se obtendra que

L0 = AT - TTT* — %9 Ay + %ﬂkﬂk - %Fleu
= AT —TT*0 A — %ﬂkﬂk — %Flekl
= A% — %ﬂkﬂk + Ay Tk — %Fkat
= A IT*— %ﬂkﬂk — Aoy JT¢ + %FHFH . (3.177)

De esta manera, el primer Lagrangiano en el proceso de iteracién es:
L£O =T1*A, — HO) (3.178)

donde se ha definido el potencial simpléctico en la forma

1 1
HO) = zﬂkﬂk — A0y ITF + 7 FaF. (3.179)
El conjunto inicial de variables simpléctica es 61(:)] = (A4, TT',Ag), con lo que podremos

identificar las siguientes cantidades

(0 (0

Ky —=mt K=o, kY=o, (3.180)

0

a partir del cual podemos definir, a su vez, la siguiente matriz:

oKy (y) oKY ()

(0)
M, (x,y) = LIy (3.181)
sy (x)  sgy) (y)
la cual posee las componentes
(0) (0) ;
oKy (y) 8Ky (x) &I (x) :
0 Ay
ME\B,TU (X»Y) = }-([)]) - (0) = _5]—[] ( ) - _T]}63 (X - Y) )
) 5Ky, (y) 8Kl (x)
MA-“AO (X)y) = (0) - (0) =V
sel) (x)  5Ey (3)
(0) (0)
0Ka, (7)) 3Ky (%)
0 A i
M(m),AO (%y) = —5 o =0 (3.182)
06t (x)  8&, ()
De esta manera, la matriz simpléctica Mg\o}; (x,y) adquiere la siguiente forma:
0 —n]? 0 0 -1 0
Mg xy)=|n 0 0 |Sfx-—y=[1 0 0 |nis’x-y), (3.183)
0O 0 0 0O 0 0
la cual es singular con un autovalor cero al que le corresponde el autovector
PO =(0 0 vh(x)), (3.184)



donde v*° (x) es una funcién completamente arbitraria. En cuanto al vinculo asociado a
este autovector, se tiene que

Q% = J d>xvAO) J Pyn® = J Froo () J dPyH

dEA d&a, (x)

Ahora, debido a que la funcién v*o (x) es completamente arbitraria, se puede escoger como
vinculo Lagrangiano la relacién

QO = x11* (x) = 0. (3.185)

Nuevamente, el primer Lagrangiano en el proceso de iteracién se obtiene adicionando este
vinculo a la parte canénica de £9, con lo que se obtendra

£ = AgTe + QOA — 5, (3.186)
donde
1 1
H) = ’Hg?o)zo = Eﬂkﬂk + ZFlekl- (3.187)

Si introducimos la nueva variable simpléctica 5,(3) = (A, T, Ao, A), podemos identificar las
correspondientes componentes de la uno forma canénica. Sin embargo, dado que en #!")
la variable Ay ha desaparecido de tal manera que £!") ya no dependeré de ella, la variable
simpléctica tendrd dnicamente las componentes Eg) = (Ai,ﬂi,k). Asi, obtenemos:

Ky =t K=o kY =l =y (), (3.188)

con lo cual podremos calcular la matriz

(3.189)
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con las siguientes componentes:

1 .
0 ok K ) )
MAi’]‘[j (X7YJ - 1) - 1) 6]—[]( ) _T]J6 (X_Y)’
sell) (x) 8Ell) (v) y
(M
M oKy (y) 0Ky (®)
A B = My
8&p, (%) 8&" ()
(M (M
(M Ky (y) OK i (x) 0 K
Mily 67) = = = = = S (agn (y))
8&ni (x)  8&y (y)
81T (y) kAY«3 3
= Eéﬂi (x) :ma% (x—y) =-078" (x—y),
1
M 6K]('[j) (v) ok (x) TR (x)
aw (B0Y) = T T %y
88y " (x)  8&y (v)
= MR’ (x—y) =08 (x—y). (3.190)

Y con ello podemos determinar las siguientes componentes para los dos forma

0 —mj 0
My =] ni 0 -3 |[&x-y). (3.191)
0 —a; 0

En analogia con lo que ocurre en la formulacién de Dirac, esta matriz es singular, y su
vector nulo se calcula asumiendo que este tiene la forma

P (x) = («(x) B(x) v(x)) (3.192)
y que satisface la relacién
0 —n} 0
[t MG ey =[x (@t g vi) [ w0 -0 | Sy
0 —or O
j
0 —n} 0

Ex(ax) B vy )| n 0 ¥ |[&E—y

J 06?0
|

= (0 0 0). (3.193)



Lo anterior se garantiza si

nip(y) =
—njec(y) + 'y (v)
WB(y) = 0 (3.194)
implicando que
Blx)=0 ,  oi(x)=07y(x), (3.195)

donde <y es arbitrario e indeterminado. Asi, el auto-vector con autovalor nulo debera ser de
la forma

A (x) =(dy(x 0 v ). (3.196)

De esta manera, si existe un vinculo adicional, este deberd satisfacer la siguiente identidad:

[y
L0, (x)

Jd3y’H“)+Jd3 g__° Jd3y”H“)
— hd3 o
x07y (x)

5 )
A ) Jd3y H 4 J d3xy (x) Jdg’y?-lm
J st

oV = | @M
J 66A(X)

= | a0

= hd3x6ﬁ/ (x) 2 sty [1Fk1 (v) Fa (X)}

J 0A; (x) 4
T 5 3 SAL(Y) Ly dAK(y)
= g @i [kt ot - or |

1 . .

= 5 | x| @yFa ) [nidg —niat] & (x—)
17T . .

=~ | @y ) | @R ) [mlox it & (x—y)
1 3.Ax iax iAax

= ) dxaiy(x) [ﬂlak—ﬂkaL}FkI(X)
-

= 5 | @x[0fy (%) OfFu (x) — 3y (x) OfFia ()]

Ahora, integrando por partes en la ultima relacién, se obtendrd que:

QY = 3 [ ey () RF05Fw (x) — 3407 i ()] = . (3197)
Este resultado indica que el modo cero no dard un nuevo vinculo Lagrangiano, lo que
implica que la matriz simpléctica continua siendo singular. Esto es caracteristica de la
teoria de Maxwell, que se comporta como una teoria gauge. Con el fin de obtener una
matriz simpléctica no singular, se deberd adicionar un término de gauge fixing al potencial
simpléctico, y para ello se escogerd el gauge de Coulomb © = 0, Ay (x) = 0. Al aplicar la
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condicién de consistencia por medio del multiplicador de Lagrange 1 (x), lo cual aumentara
la dimensién del espacio de configuracién, obtendremos el segundo Lagrangiano iterativo:

L% =1*A, + QO + on — ’H(z)) (3.198)
con
1 1
HZ) = Eﬂkﬂk + ZFlekl. (3.199)

Considerando que la nueva variable simpléctica es 51(3) = (Ai, I, ?\,n), se puede identificar

Koo, k@ —o0 , kP 5a0@=—imx) , KP 50=03A(x), (3.200
Ai T dl

y con ello podremos calcular la matriz

ML (x,y) = = (3.201)

con las siguientes componentes:

K (y) oKW (x)  arT(x)
M? xy) — A x) | s x—y).
e T R L1 R
5K 5K (x)
ME\ZBQ\ (x,y) = ?2) y) - 85 =
sen) (x)  sg (y)
D) K ® L sAy)
M2 (xy) = 8Kn (y) _ OFa B Sy 8AK(Y) | iguss g
ron YT T s ) oA Y
= 8 (x—y)
sk (y) oK (k) 8T (y)
M“) , — A Y . ay y kay63 -
YT T s () o) o
= a?<z53 x—7v),
1 (y) 5KI2) (x)
M](‘[i)n (X)Y) = nl] =
’ 5£ﬂ1 (x) zsan (y)
(y) 5K\ (x) STT* (x)
M(” , — — i kax63 .
53] = T ) ) S
= 8 (x—y),
SKY () sk@ (x) 5AL (x)
M(Z) , — j | _ X k _ ]a 63 .
nA; (X5 7) 56l (x) 55’5\21) ) KSA; (y) (x—y)
= -9/ (x—y)



Luego de esto, se obtendrd la estructura matricial de

M

que en forma extensa se debe expresar como:

2
M,(L\l)g (X) Y) =

0 0
0 0
0o 0
10
0 1
0o 0
0 0

—or -}

2)
AB

(X) Y) =

0

m

0
—0¥

—1

0
—y
0

oS O © O

0

—0¥

0

—r

0
_a?
0
0
0 0
-1 0
0o -1
0 0
0 0
0 0
5 -}
0 0

0
0
0
—0¥
—%
—0%
0
0

0¥

—0%

—0%
0

S O O O

63(X_Y)>

(3.202)

8 (x—y). (3.203)

Dado que esta matriz no es singular, pasamos a calcular su inversa, la cual deberé satisfacer

que

con las siguientes componentes:

[MCB(Z)} -

(x,57) =

Ai
B,
&
Dy
|
F
Gy
Hy

Az
B2
G
D
)
|
G,
H;

Aq
By
Cs
Dy
E4
F4
Gy
Hy

Az
B
C7
D7
E7
|
Gy
Hz

-
[ 2M 21 M) 1a,) = 828 - ),

(3.204)

, (3.205)

siendo cada uno de estos elementos funciones de las variables (x,y). De esta manera, se

tendrd que:

—1
Jd%MEfé (x,2) [MEO] " (2,y) =



o 0 0 -1 0 0 0 -d
o 0 0 0 -1 0 0 -—d
o 0 o0 0 0 -1 0 -8

1 0 0o o 0o o - o

o 1 0o o 0 0 - o0
o 0 1 0 0 0 -3 o0
0 0 0 -3 - - 0 0

oy -9y —% 0 0 0 0 0
1000000 0
01000000
00100000
00010000/,

= looo0oo01000 Y&
000007100
000000T10
0000000 1

A A
By B
G G
Dy D;
B B
R
G G
Hi Ha

a partir de la cual derivamos las siguientes expresiones:

—D; — oYH;
—D; — 0YH,
—D3— 9YH;
—Dy — H,
—Ds — 0YH;
—Dg — 0} Hg
—D; — 0YH;

—Dg—dfHg =

asi como

—E,—H; =
—F, — d%H,
—E;—}H;
—F4 — O%Hy
—Fs5 — d%Hs
—E¢ — O}Hs
—E; — 3%H;
—Eg—03Hg =

76

(3.206)

(3.207)



De igual manera, encontramos:

—F, — d%H,
—F, — 0%H,
—F3 — d¥H;
—F4 — 0fHy
—F5 — 0%Hs
—Fe — 0¥Hq
—F, — d%Hy
—Fs — d%Hg

Ademas, las ecuaciones para A son:

A; — OXGy
A; —0}G;
As — 0}Gs
Ay — 0}Gy
As — 0}Gs
Ag — 0%Ge
A; — 3Gy
Ag — 0}Gs

Asimismo, para las componentes B:

B; — 3Gy
B, — 9}G;
B; — 33G3
B4 — 3Gy
Bs — 0}Gs
Bs — 303G
B; — 9}G;
Bs — 33Gs

-

o o o o

(3.208)

(3.209)

-

0. (3.210)
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Al igual que para C:

Ci — 093Gy 0,

C2 —03G; 0,

C3 —03G3 0,

Ci— Gy = O,

Cs— %G5 = 0,

Co—Gs = & (x—y),

C;—03G; = 0,

Cs—03Gg = 0. (3.211)

Finalmente tenemos:

—0yDy — 03E; — 33F 0,

—07D; — 03E; — 03F, 0,

—0¥D;3 — 03E; — 0%F; 0,

—0¥Dy — 0%E4 — 0%F4 0,

—07Ds — 03E5 — 03Fs5 0,

—07D¢ — 03E¢ — 03F6 0,

—3¥D7 — 03E; — 03F7 5 (x—y),

—0)Dg — 03Es — 03Fs = 0, (3.212)

Y, de la misma manera:

—0JA; —03B1 —95C; = 0,

—0tA, — 03B, — 03C; 0,

—OYA; — 03B3 — 03C;3 0,

—0fA4 — 03B — 95Cy 0,

—0YA5 — 05Bs — 05Cs 0, (3.213)
—0YAg — 05Bg — 0%5Cs 0,

—dtA7 — 0¥B; — 0}C; 0

W ~

—YAg— By —iCs = & (x—7y).

Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones, se determina finalmente que la inversa de la



matriz tiene la forma:

Aq Az A3 !
%Y
Al 0 0 0 1 St ]
1.1
%0
Ay 0 0 v
okoX
A3 0 0 239
XX
11
(2)-1 LI b IO s 0703 0703
Mup (xy) = | T 1= 55 aray a0 0
aXaX aXaX aXaX
T2 29] 1% 2} 293 0
o ol
3 39 392 _ [] _ 9% 3} 0
X0y X0y 0xay "
A 0 0 0 _ 91
a¥0%
a)]c a)Z( a_):; 11
o T e G 0
I 3 A n
0703 0703 0
el o 0 —amr
-t —# ©0  —ar
Xixi ixi X ixi
B T PO N
X0y CREH H
oY 3
0 0 R 0 87 (x—vy),
0%
2
0 0 aga? 0
X
0 0 3 0
o¥o%
ax ax 11
- axéx - ax%x O - ax]ax
i-i ivi 1 i1
0 0 o O
que en forma compacta se escribe
Aj TP A n
XX 2
.. 1)
At 0 (Bs—5t) 0 ik
(2)—1 XX 2 3
MAB (X) Y) = I 61) a?lca%c 0 _a?‘&l)?‘ 0 ) (ZX'. — y) .
11 11
0;
A 0 axor 0 "aga?
0; 0 1 0
n axor axar

(3.214)
Por iltimo, con esta matriz se pueden determinar los corchetes generalizados entre las

componentes de la variable simpléctica 51(3) = (Ai,ﬂi,)\,n), obteniendo los siguientes re-
sultados:

. oror
{ed e o} ={Aai@, My} = (61]- - a;a;) 5 (x—y). (3.215)

En este capitulo se presenté de manera sistematica el formalismo simpléctico de Faddeev-
Jackiw como una alternativa geométrica al método de Dirac para el tratamiento de sistemas
con vinculos. Se mostré que este enfoque se basa en la reescritura del Lagrangiano en
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forma de primer orden, lo que permite identificar directamente la estructura simpléctica
del sistema.

Uno de los resultados mas relevantes es que los vinculos surgen de forma natural a partir
de la degeneracién de la matriz simpléctica, sin necesidad de introducir una clasificacién
jerarquica entre vinculos primarios, secundarios, de primera o de segunda clase. Esta carac-
teristica simplifica considerablemente el andlisis, especialmente en teorias de campos donde
el niimero de vinculos puede ser elevado.

El capitulo también evidencié que el formalismo de Faddeev-Jackiw proporciona una inter-
pretacién clara de los multiplicadores de Lagrange como variables simplécticas adicionales,
lo que permite una descripcién unificada de la dindmica sobre la variedad de vinculos.
Ademas, se destacé la relacién directa entre la inversa de la matriz simpléctica y los cor-
chetes generalizados del sistema.

En conjunto, se concluye que el método de Faddeev-Jackiw constituye una herramienta
poderosa, eficiente y conceptualmente transparente para el estudio de sistemas con vinculos,
siendo particularmente adecuado para su aplicacién en teorias de gauge formuladas en
coordenadas no convencionales
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Capitulo 4

Campos Clasicos en las
Coordenadas de Plano Nulo

4.1. Campo Electromagnético

Iniciemos nuestro estudio con el campo electromagnético libre. La densidad Lagrangiana

asociada a esta teoria, expresada en coordenadas

1 1

de plano nulo, se presenta como:

1 1

0 _
Lo = —ZlFo(ﬁF"‘B = —ZFJFBFHS — 4 FF b ZlFkBFkB
1 1 1 1 _
= —FFT - ZF+kF+‘< — PP = g FF k
1 1 1
—ZFHFH — ZlFk_Fk — ZlFlekl
1 1 1 1
== ZF+7F+7 + ZF+kF_k + ZFJrfFJrf + ZF_kF+k
1 1 1
JFZFk-&—Fk— + ZFk—Fk+ — ZFlekl
1 1
= §F+—F+— + FcFx — ZFlekl-
A partir de la siguiente relacién
3 (3,A,) 40 (0,A,) L *P 20 0(0,Ay)
1 0 (04A3) 0(0gA4) 1
__'rap oA pro) | Trap _sH
= 5 [a BuAy)  d(0AY] ~ 2T CURRLY

1
-3 [FYY — FYH] = FY™

es posible deducir el momento candnico conjugado al campo electromagnético como:

(0)
v oL

82

0 (0+Ay)

=P



A partir de esta expresién, se deducen las siguientes componentes:

m = o,
r[_ = F_+ = F+7 == a+A7 — a,A+,
M = F"=F , =0_A, — 0 A_.

Por su lado, el Hamiltoniano en las coordenadas de plano nulo se expresa como:

HO = A, — L0

1
= TTTOL AL +TT 0, A_ +TT0 Ay — ST - %0, Ay

1
+TT*O AL + —FiuFia

4
1 1
= T (T +0_Ay) — ST+ oA L + 4 FaFu
1 1
= Eﬂ_ﬂ_ +TT70_ AL + (0_Ax —0kA_) 0kAL + ZFlekl. (4.1)

Por lo tanto, el Lagrangiano puede expresarse como:
LO =T, A_ 4+ (0_Ar — O A_) 0 A —H, (4.2)

donde se ha identificado el potencial ético #(®) mediante la relacién (4.1). Tanto de la
relacién anterior como del Hamiltoniano candnico se establece que el conjunto inicial de
variables simplécticas es: E,]EO) = (AL,A_,A;,TT7). Asi, es posible identificar, inicialmente,
las siguientes cantidades:

Ky =0, Ky =1, KY ST =0 Ac—0A- , Ky —0.  (43)

Con las cuales podemos definir la matriz

Ky (y) 8K (x)
sey (x) 8gy ()

0
Mf\é (x,¥)

De la relacién anterior es posible establecer los siguientes elementos diferentes de cero

0) B 5K1(30) (y) 5K£€i (x)
MAJHB (X,Y) - 0) - 0) - 0)
seld (x) 0l (y)

K (y) K (x) s (x)
M) _(x,y) = i} _ThA _ s (x—y),
o el () sey(y) M0
(0)
My o (7)) = Ma ) oKy (x) _ A A (y)
o 58y (x) 6&5{? (v) SA_ (x) I 8A_ (x)

— Y8 (y —x) = 98 (x —),
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0
0 Ka (v) oK (x)  50YA[(y)  80*A; (x)

AT T el el A A
0A; (v) 0A; (x) ' '
— a2y _ax — 5V (v —x) —859%83 (x —
= oA Teay )y TR e y)
= —25/0"8 (y —x),
MO ey KL (y) K 1) S(0TA- (%)) BA(x)
AjA D (Sag)l) (x) 5&531 (y) dA_ (y) FOA (y)
= A (x—7y),
sk (v) 5k© (x) s (y)
MO (xy) = A0 TR V) 53y
A S sl ) o Y
= 63 (X_Y))

donde se ha definido

8 (x—y) Eé(x*—y*) 82 (xT—yT),

d3x = dxd*x".

. e 0) ., .
De esta manera, la matriz simpléctica M3 (x,y) posee la representacién matrical que se
expresa a continuacién:

Acly) A-(y) Aly) T (y)
A+ (X) 0
MU (xy)=| A-x) 0 0 Cly —1 8 (x —y)
Ai(x) 0 oy —28* 0
M (x) O 1 0 0

Facilmente es posible verificar que es singular y que a su autovalor cero le corresponde el
siguiente autovector:

YO ()= (vA(x) 0 0 0 0),

donde v (x) es una funcién completamente arbitraria. El vinculo asociado a este autovec-
tor se deduce se como:

Q% = J G0 = J Py = J &xv (x)

Py
d&EA J )

d&a, (x)



= [@or w0 g [ [T o e AL

1
T (y) YA (¥) + ~Fia (v) Fua (Y)]

4
_ 3o AL 3 - 0A ()
= Jd XV (X)de [ﬂ (v) aﬁm )

5A 4 (y)
TT* (y) 0¥ ——
) k5/:\+ (X)]
— Jd3va+ (x) J ddy [T (y) Y & (y—x) +TT°(y) 9} & (y —x)
~— ~~
—x 0%
= — J A (x) J a3y [ﬂ_ (y) 0% +TT% (y) 6§} 8 (y —x)
_ J et (x) [ 01T () + 31T ()] = 0.
Dada la arbitrariedad de la funcién v+ (x), se puede escoger la siguiente expresién como
vinculo Lagrangiano:
Q=TT (x) + OFTT* (x) = T (x) + 9% (3* Ay (x) — RA_ (x)) =0, (4.4)

el cual debera adicionarse al sector canénico del Lagrangiano. Ademds, el primer Lagran-
giano en el proceso de iteracién se obtiene adicionando este vinculo a la parte candénica de
£, resultando en

LY =170, A + (8% Ak (x) — OFA_ (%)) 3+ Ak + QOA —HI), (4.5)
donde se ha definido que
1 (0)
HY =M o)y (4.6)

El potencial simpléctico (%), a menos de un término de frontera, se puede expresar de la

siguiente forma:

1 1
HO = ST — A [ai M+ 01T + S FuFi,

de manera que

0 |
H = 7—[520)20 = E” m + ZFlekl- (4.7)

Ahora, vamos a introducir el nuevo conjunto de variables simplécticas E,]({”. Teniendo en
cuenta que en 7V la variable A ha desaparecido, de tal manera que £V ya no dependera
de ella, la variable simpléctica tendra tinicamente las componentes E,](J) = (A_, A, TT,A),
con lo que a su vez identificamos las componentes de la uno forma candnica:

Ky = o, KoM= A -aAl K =0,
K" = 00 =1 (x) + 0f (08 Ak (%) — A (x)).
Asi, se puede introducir la siguiente matriz:
5Ky (y) 8Ky (x)

sell (x)  sel (y)

1
M(Aé (x,y) =
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con las componentes diferentes de cero dadas por:

" ok K m e
Masn- o) = 560 (x) 89 (y) ST (¥) — ==y
MYy - K/ () oKy () SYA- () sA(y)
A=Ay D se) (x) el (y BA—(x) T oA (x)
= =078 (y —x) = 358’ (x —y),
m ok ) 8K ) s(¥aYA-(y) 5A_(y)
Mu A (xy) = 5 (x) - se(” (y) T A (x) 00 SA_ (x)
= o8’ (y —x) = —0%0x8’ (x — ),
(y) KA (x)  50YA;(y) 50A (x)
MU) _ Al _ i) i
AiA; (%,5) 65/\ (x) 5E 1 ( ) 5A; (x) S5A; (y)
_ SA; (y) 6/\(}()_i 300y siAx <3 (e
= aESA © a,éA o) =5;096% (y —x) — 8]0%8° (x —y)
= —25}0°8 (y —x),
KU (v) kY (x)  s(0¥A_(x)) . 5A_(x)
M(]) _ A_ o Ai _ it = X —
AiA— (%,y) 55,5\13 (x) 5521 (v) SA_ (y) "OA_(y)
= 8 (x—y),
1) k) K@) 8(0¥0YAK(Y)) gy SAK(Y)
Mantor) = ST Tl ) A R A
= 5L0Y0Y8} (y —x) =0r0%8° (y —x),
KU () ok (x) s (y)
(1) _ A_ . m— Y) <3 _ 83 (v
Mpsa (xy) = 52 (x) 5 (y) ST ¥ (y—x)=8(x—y),
1 ok () K ®) s(YIT (y) Ly 81T (y)
My, (xy) = 651(111 (x) - 65,;” () ST (x) & SIT— (x)
= Y8 (y—x)=—-0"8%(x—y),
KU (v) ok (x) 5 (3X0A_ (%)) A (x)
(1) _ A _ O™ _ k9N — _ axax
Min_(03) = sell (x) 85l (v) A RSA )
= o8’ (x—vy),
Kx) ) sk ) 8 (3p0r A (x)) 5A (x)
M(” _ Aj ?\ X _ kY—"k — _ x k (X
M, B3) sey (x)  sEl) (y) 8A; (y) S SA )
= 5’ aXaX53 (X—y) —070x 8% (x—y),
() B Ty oKV x) s () 8T (x)
M- bo3) = saA x) s (y) M- (y) ol (y)

= 8 (x—y).




Entonces, se determina que Mg% (x,y) se representa por la matriz:

A (y) Aily) TTm(y) Aly)

A (x) 0 o e

My (5y) = | Ai(x) 0 —280* 0 o{* |8 (x—y). (4.9)
m(x) 1 0 "
Ax) Ry oK -0 0

Ahora mostraremos que, al igual con lo que ocurre en la formulacién de Dirac, esta matriz
es singular. Para ello, se propone que (4.9) posee un autovalor nulo y que el autovector
correspondiente se calcula asumiendo que tiene la siguiente forma:

A0 () = ( A_(x) Ajx) T (x) Ax) )

o (x) o (%) oz (x) og(x) (4.10)

donde «; (x) corresponde a las funciones arbitrarias y desconocidas. Dado que la expresién
(4.10) debe satisfacer que

J'dsxi')Am (x) Mgé (x,y) =0, (4.11)
entonces,
J 3 (1) MY (x,7)
0 a1 -
o —28% 0 o
e (i @ ww wm)| TR 0 T [SEey

opy —orx —r 0

@x oz, (1) 0 + oy (%) OO} vt (x) 9 — 28ty (%) 0% — e (3) DX

—o (%) — o (%) 0% —our (%) OFD + oz, (%) 9F0* — o3 (%) 3% ) &% (x —y)
= Jd3x < —oy, (%) 0 + o4 (%) 000) —aq (x) 6? + 200, (x) 0Y — oy (x) a}ﬂ 07
—ou (%) + 0w (x) 04— (%) YO} + 0, (%) DYDY + o3 (%) Y ) &% (x — )
= ((—Vou, (y) +oYous (y) —dou (y) +20% oz, (¥) — 3}V ou ()
—o1 (y) + %o (y) —070 o (y) + 00 oz, (y) + 0% o3 (¥) )
= (0000 0).
Lo anterior se garantiza si se cumplen las siguientes identidades:
—07a, (y) + 070 o (y
—0Joq (y) +20% g (y) — 9/0% o (y
( (
( (

—o (y) + 0%y (v
—0y07 o (y) + 00 oz, (y) + 0% x5 (y

|
o o o o

)
)
)
)
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Resolviendo este sistema de ecuaciones, se tiene que

o (x) = 0toy(x) , o (x)=0ru(x) , oz(x)=0,

o4 (x) = indetermindo,

de manera que el autovector 9! (x) se debe expresar como:

A (X):< Ax) A T (x) A )

0* oy (%) 8;0(4 (x) 0 o (%) (4.12)

Entonces, si existe un vinculo adicional, este deberd derivarse de la forma

. S
_ 3_-A() b 3. 4,01 J 3_A(1) d J 3. 4,01
Jd va (%) ) Jd yH'" (y)+ | d XV, (%) S, @) dyH'" (y)
. )
+Jd~’>xv;“ (%) TN Jdngm (v)
1) 1)
[ a3.ax 3, /(1) 3. A% 3,.2,(1)
dea s ( A_(X)deH (y)~|—dea]oc5(X)6Aj( )de?—[ (y)
3 3.,
+ [ @xas (0 s [ @y )
10 )
= | e () g | PuFa ) Fu )
J j
_ 1 3.,7% 3 b
= 2 d*x0j a5 (x) | d’yFu () A ) (X)Fkl (y)
— 1h 3,8% [ 3 yéAl(Y)_ yéAk(Y)
= 5 d xajocg,(x) d’yF (y) [akéA ) 0 5A; (x)
1 [ ;
= 3| X0 | ByFa (y) [5{ag —5@%} 8 (x—7)
] r
= =3 d*x0F s (x) J d*y [Fy () f — Fju (y) 3}1 8% (x — )
‘l r
= — d*x0F a5 (x) [0} Fi (x) — 01 Fyu ()]

‘I r
= —5 | & [0 s (x) OfFuj (x) — df axs (x) OfFye (x)] -

Al integrar por partes en la ultima relacién, se obtendrd que

1
Qlll = 3 J dPxas (x) [07 0% Fy (x) — 0791 Fyy (x)] = 0. (4.13)
Este resultado indica que el modo cero no dard origen a un nuevo vinculo Lagrangiano. Por
lo tanto, la matriz simpléctica contintia siendo singular, lo que caracteriza a la teoria de
Maxwell como una teoria gauge. Con el fin de obtener una matriz simpléctica no singular se
deberd adicionar un término de gauge fixing al potencial simpléctico. Para ello, se escogerd



el gauge de Plano Nulo ® = A_ (x) = 0. Al introducir el multiplicador de Lagrange 1 (x),
lo cual incrementard la dimensién del espacio de configuracién, obtendremos un segundo
Lagrangiano iterativo representado por:

L2 =TT, A_ 4+ (0_Ax — HA_) 3, A, + QA+ 01— HP, (4.14)
donde el nuevo potencial simpléctico se expresa como se muestra a continuacién:

1 1
H(z) = Hg):o = iﬂ_ﬂ_ + ZFkIFkl- (4.15)

Considerando que la nueva variable simpléctica es definida por las componentes &1(3) =
(A_,A;{,TT7,A,n), es posible identificar

K -, kP am=aA-aA , KP 0,

KP = 0O =1 (x) + 0 (AL (x) —RA_(x)) , K -©=A_. (4.16)
Asi, se calcula la matriz

Ky (y) KR (x)
sEn (x) 85 (7)

2)

Mg (%,7) (4.17)

donde las componentes diferentes de cero son:

K () KR @) s (x)

(
M2 (xy) = B _ — Sy,
A 57) el (x) sg (y) ST (¥) =)
M2 (xy) = 0Kn (y) OKa (x) _BA_(y) _ 5. )
A_m (X Y) 55,%1 (X) 55,1(12) (Y) SA_ (X) (X Y)
MO gy = KR D@ A ) 5A ()
A_A; BT 6&5\2) (x) 55’533 (y) dA_ (%) I SA_ (x)
= Y8 (y—x) =0}8* (x—y),
MO (g — oK () SK () BQYOYA- (1) |y A7)

= —YoYsd (y —x) = —oxdy8 (x—y),
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(y) 5Kt (x)  50YA;j(y) 50X Aq (x)
(2) (4 _ Ay ) i3 t
Ml (09) = S i A oA
_ 8A; (y) 5A(X)_i 3 (v w) 81X 83 (v
- a_éA 5 a_éA ) =8;096% (y —x) — 81078 (x —y)
= —25{0%8° (y —x),
) K () KT ®) srA (1) | SA ()
MAiAf (x,y) = 5&%3 (x) o 65,;\21 (y) T SA_ (v) =0 dA_ (y)
= N’ (x—y),

M2 (g — KO KA BEYMAY)) _ gya SAK(Y)
ra seX () 08 (v) 87+ (x) KT8

= 5L0Y0Y8d (y—x) =0X0%8% (y —x),
k¥k i

2 ) KPSy
Mp- A (xy) = 52D (x) - 55;1 5 T =0 (y—x)=06(x—y)
2 oy 5K;2> (v) _ 8Kl (x) _ 82U () _ ,y 31~ (y)
MY T ST w el ST m s

= & (y—x)=-028 (x—vy),

M2 (xy) = A _
AT ST i ) A )
_ X xéA* (X) _ axaxk3 _
= %%%5A_(y) 03 0y8” (x —y)
MO gy~ K U)K Pm S AX) L SA(®)
T ST e (v) 8A; (y) KTTEA; (y)
= —8050* 8 (x—y) =—030" 8 (x—y),
MO (xy) — SKi (y) K (m) s (x) ST (%)
R N R I ) ST (y)
= 08 (x—y)
K (y) kP ) sA (x)
M(z) , — A_ _ n — _ — _ —63 _
n,A_ (X Y) 6&%2) (X) 65,531 (y) 5A, (y) (X y)
Por tanto, la representacién matricial de M%% (x,y) es
A-(y) Ajly) T () Aly) nly)
A (x) O o5 —1 - 1
2) A (x) o —Zé}a’i 0 0rox 0 3
= 1) —v).
Ax)  opog  —oyor  —oX 0 0
1 (x) —1 0 0 0 0

(4.18)



. . . _1 <
Ahora, esta matriz no es singular y por lo tanto su inversa [MCB(Z)] (x,y) se deberd
calcular a partir de la siguiente relacidn:

Jd%Mﬁfé (x,2) [MEP@)] (o) = 858 (x—). (4.19)

. . - —1
Ademas, se asumird que la matriz simpléctica [MCB(Z)] (x,y) se puede expresar como:

A_(y) Ax (v) M~ (y) Al(y) n(y)
A_(z) oql(zy) o (zy) o«3(z,y) oulzy) os(sy)
[MCB(ZJ}_1 (z,y) — Aj(z) By, (2,5) By (z,5) B3 (2,5) Ba(z,5) Bs (z,)
’ M (z) vi(zy) v (%y) vi(zy) valzy) vs(zy) |’
A (Z) }\1 (Z) Y) )\Zk (Z>Y) }\3 (Z) Y) )\4 (Z)Y) }\5 (Z) Y)
n (Z) C] (Z) Y) CZk (Za Y) CS (Z)Y) C4 (Z) Y) CS (Z>y)

(4.20)
siendo que sus componentes, al ser funciones desconocidas, deberdn ser determinadas. Asi,
se debe cumplir que:

—1
[[e2MEL i (M2 D) (ay) =

A_(z) Axl(z) T (z) Alz) mnilz)

A_ (x) 0 GIS . L A
B 3 Ai (x) oY —26L0¢ 0 G 0 3.
- sz M (x) 1 0 0 oo |V
A(x)  d%0%  —ordr - 0 0
1 (%) —1 0 0 0 0
A_(y) A; (y) T~ (y) A(y) n(y)

(z2) ol(zy) o(zy) o3(z,y) oalzy)  as(z7)
(z) Bi.(zy) B2y (zy) B3 (zy) Ba (z,5) Bs, (275)

(z y¥) vz (3y)  valzy)  valzy)  vs(zy)
Alz)  M(zy) Ay (zy) As(zy) M(zy)  As(zy)
n (z) y¥) G (3y)  Glzy)  Calzy)  Gs5(zY)
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A_(x) Ax(x) TI™ (x)
A_(x) O X ~1
| A o —2ster o
T T (%) 1 0 0
Alx) XY, —dXd*  —@%
1 (x) —1 0 0
A)( ) = (y) Aly)
2, (%,7)  az(xy)  as(xy)
Bij (X)Y) B3k (X)Y) B4k (X>Y)
Y2, (%,7)  v3(x,y) (%,5)
Az (x,5) As(xy)  Aa(xy)
G (xy)  Gxy) 4 (%,7)
A_ A]' m A
A_ 1 0 0 0
o Ai 0 8 0 0
L IR T T R T
A 0 0 0 1
n 0 0 0 0

A(x)

—0m0n

oxax

n(y)
X5 (X)Y)
Bs, (%,5)
Ys (%,5)
)\5 (X)Y)
C5 (X)Y)

— O o o o 3

n

OOOO—‘E

A_(y)
A_(x) o (x,y)
Ay (x) Br, (x,5)
M (x) vi(xy)
A AM(xy)
nx Gxy)

Con el fin de garantizar la identidad anterior, se deberd satisfacer el siguiente conjunto de

ecuaciones:

0By (%,5) —v1 (%,5) — 0,05 A1 (x,7) + G (x,7)
0k B2y (%,¥) —v2; (%,5) — 05,052, (%,¥) + G2, (%,7)
kB3, (%,7) — V3 (%,y) — 05, 00A3 (%,5) + G5 (x,)
0kBa, (%,¥) —va (%,y) — 03,05 A4 (x,7) + Ca (x,7)
0k Bs, (X,57) —vs (%,57) — 05,05, As (%,¥) + G5 (%,¥)

Yo (x,y) —251.0% B, (x,5) +010* A1 (x,y)
Oz, (%,y) — 2610 B2y, (%,7) + 010 vz, (x,y) =
Oz (x,y) — 2010% B3, (x,¥) +310* A3 (x,y) =
o (%,y) — 201.0% Ba, (%,5) + 310 M4 (x,y) =
O as (x,y) — 261.0% Bs, (x,¥) +0}0* A5 (x,y) =

o (x,y) — 0% A1 (x, ;
o2, (%,y) — 0% A2 (x,y) =

5 (x—y)

og (%,5) — 0% A4
o5 (x,5) — 0% As

(x,y)
(%,¥)

o3 (x,y) —0XA3 (x,y) =
(xy) =
(%,¥)

)

b

= & (x-y),
0
0 (4.21)
0
=0
0
5:8° (x —y)
0 (4.22)
0
0
(4.23)



00 (x,5) — 0x0X 1, (x,5) —0Xv1 (x,5) =
050502, (x,¥) — 0k0XBay; (x,¥) — X2, (%,7)
00 as (x,y) — 050X B3, (x,y) — 03 (x,5)
004 (%,7) — 050* Ba, (%,5) = va(x,y) = & (x—y)
05,055 (x,¥) — 0k0X Bs, (%,y) —0Xys (x,y) = O

-1 (x,5) = 0,
—02; (%,5) 0,
-3 (x,y) = 0,
—og (%,5) 0,
—as5 (x,y) = & (x—y).

Al resolver las ecuaciones planteadas anteriormente, se determina (4.25) que

X5 (X)Y) = _63 (X - Y) y (X7Y) = 07 (X)Y) =
= a3 (X)Y) = 4 (X)Y) =0.

Utilizando (4.26) y (4.23), se deduce lo siguiente:

1 1
A3 (X,Y) = _563 (X_.V) y As (X)Y) :_iés (X—Y),
A (X>Y) = }\Zj (X)Y) =M\ (X)y) =0.
A su vez, empleando (4.26) y (4.27) en (4.22) se obtiene que
8 1 10%
Bzij (X)Y) = _5]563 (X_Y) ) [331 (X>Y) :_2563 (X_Y)$
X
Bs (5,y) = —8x—y) , B (xy)=ps(xy)=0.
Ademds, si se emplea (4.26) y (4.27) en (4.24), se tiene que
10§ 10305
YZj (X)Y) = 56%63 (X—Y) y Y3 (X)Y) = 2%53 (X_Y),
1
valxy) = —58x-y) , vy =vsxy) =0

Finalmente, de (4.27), (4.28) y (4.29) en (4.21), obtenemos:

X

0’
G (X,Y) = 63 (X _Y) ) CZj (X)YJ = 6%63 (X _Y)a

C4(X>Y) = _763 (X_Y) ) G (X)Y) = (5 (X)y) =0

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)
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De manera que la inversa de la matriz simpléctica tiene los siguientes elementos de matriz
diferentes de cero

A_(y)  Axly) T (y) A(y) n(y)

A_(z) 0 0 0 0 o5 (2,)
cB2)] ™! _ | A=) 0 B2 (z,y) B3, (2,¥) 0 Bs; (z,¥)
ME @ = 0 0 i en) ey vy o
A (z) 0 0 A3 (z,y) 0 As (z,¥)
n(z) Glzy) G (zYy) 0 G4 (2,¥) 0

(4.31)
Con esta matriz se pueden determinar los corchetes generalizados entre las componentes
de la variable simpléctica &1((2) = (A_,A{,TT7,A\,n), obteniendo el siguiente resultado:

i

{80 (0,60 )} = (A (), A5 ()} = By (x,7) = —Je (x —y7) 82 (x" —yT), (432)

el cual es reportado en la literatura cuando su andlisis se realiza utilizando el método de
Dirac [1, 2].

4.2. Campo de Dirac

La densidad Lagrangiana que describe el campo de Dirac en 2 dimensiones, utilizando las
coordenadas de plano nulo, es dada por

i_ i, _ i_ i, _ _ _
L= Ecpv+a+<p—§6+<pv*cp+§<pv a—w—ia—mf ®—moe. (4.33)
Los momentos canénicos conjugados a los campos se definen como:
_ oL i_ n oL i,
M= = —= Mg = ———— = —= . 4.34
= 5o 200 e o TS5 g T 2 0 e (439

Dado que los campos fermidnicos son descritos por variables de Grassmann, se han utilizado
derivadas izquierdas para definir los momentos canénicos conjugados [3].

En el formalismo de Dirac (FD) para variables fermidnicas, la forma mds general de expresar
la accién de primer orden en las variables £ es [4, 5]:

L (a, a) = EAKM (E) —H(E), (4.35)

donde KA (&) es una funcién arbitraria de paridad de Grassmann na, en tanto que # (&)
se interpreta como el potencial simpléctico de paridad par. Por lo tanto, vamos a expresar
la ecuacién (4.33) en la forma (4.35), es decir:

i

i_ _ i_ i, - _ _
£ = 36V @c = 50+ PyY P + 5PV 00 — 50y @ — Mo
i ) i i i )
= —E(6+<pc)<pw€c—§(6+<pb)v{fc<pc— —50Y -0+ 5097 ¢+ mpe
_ 1 L R (0)
= _E(aJr(Pc)(Pbec_i(aJr(Pb)VbC(Pc_H , (4.36)



donde se define el potencial simpléctico como:

i i, _
HO ==y 0 0+ 5097 @+ mo. (4.37)

Con el fin de calcular la matriz simpléctica, definiremos las variables simplécticas de la
siguiente forma: &go) = aESj = Qq ¥ Eéo) = Eg)l = (@q. De la expresién (4.36), es posible
identificar:

©0) _ 1,(0) i_ (0) _ 1(0) i
K1 = K(Pb = —E(pc'yz_b y KZ = K@b = —zyg_c(pc. (438)

Por su parte, las componentes de la matriz simpléctica son definidas por:

(0) (0)
M) (x,7) = oK (y) (—1)"Ams M. (4.39)
AB 5el% (x) 5ey (y)

Para el problema en consideracién, las variables son estrictamente fermidnicas, de manera
que na =ng = 1, por lo tanto

kY (y) KW (w)

(0)
Mug (%,5) = — +—5 . (4.40)
sey) (x)  8Ey (y)
A su vez, los elementos de matriz correspondientes son:
(0) (0) (0) .
0Kg"' (¥) | 0Ky, (x) 8Ky (v) N i_
0 a
Mg (%,7) = —5; (it o N e el I CI RO B CREY
86pq (%) 8&57 (v) Pa 5&5 " (¥)
De manera que el tinico elemento diferente de cero asociado a esta fila es:
(0)
8Kg, (¥) 8 i
(0) Pv — +
MO, () = ¥ 3P v
Qa® ) 0 ca
’ ¢a(x) 50 (y) L 2
_ 5 i+ i +
_ _ier d@c (Y) . i}/+ 3P (x)
27%8¢, (x) 2780y (y)
i i
= _E'YJ};C‘SQC63 (y —x) — z’Y:aébcés (x—y)
= —iygs (x—y)
. T
= —i(y"), 5 x—y). (4.42)
En forma similar, se tiene que
(0) (0) (0) .
oK 0Ky (x oK 5
MLy xy) = S 0y e S W B[ Sy, (a9
560 (x) ey (y)  9®a(®) T 5el (y)
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con lo cual el término diferentes de cero resulta ser:

(0) .
0 _ Ky, (¥) 0 4
M‘f’a‘Pb (X)Y) - 6@(1 (X) + 5({533) (y) ZYQC(pC (X)
d i

i
5@q (%) 5@y (¥) [_Zyzccpc (X)]
_i + dPc (Y) _i + dpc (x)
T2V sp. () 2 5oy (y)

L [+

i i
= _E'Y:béacés (.V - X) - zyzlrcébcés (X - Y)
] (a.40)

De esta manera, la matriz simpléctica Mg\o% (x,y) tendra la siguiente forma:

Mg (£y)=—1| ea(x) 0 (v, |8 Ex-y). (4.45)
Pa (%) 'Y:b

Dada la naturaleza singular de la matriz v, se concluye que M(© (x,y) es también singular.
Para determinar el modo cero asociado, utilizamos la siguiente representacién matricial de
las matrices y* en las coordenadas de plano nulo en dos dimensiones [6]:

y+:<\% 8) ) VZ(g \f>, (4.46)

con lo cual, la matriz M%) (x,y) se expresa en forma extensa como:

e1(y) o20y) @1 (y) @2(y)
pi1(x) O 0 0 V2
MO (x,y)=—i| @20x) 0 0 0 0 8 (x—7y). (4.47)
o1 (x) 0 0 0 0
Pr(x) V2 0 0 0

Es posible verificar facilmente que los autovalores cero de la matriz corresponden a los
siguientes autovectores:

~1(0) _ e1(x) e2(x) @1(x) 92(x)
§10 (x) — ( o e ) ) (4.48)
~2(0) _ e1(x) @2(x) @1(x) 92(x)
vV (x) = < 0 0 w0 ), (4.49)

donde v; (x) y V1 (x) son funciones completamente arbitrarias. El vinculo asociado al auto-



donde v; (x) y v (x) son funciones completamente arbitrarias. El vinculo asociado al auto-

vector $'(%) (x) se deriva a partir de:

© _ 3.010) O J' 3. 4,(0) _J 3 d J 3. 4,(0)
Q = d°xv d°yH"™ = | d”xvy (x d°yH
1 J 6((_,] (X) y 2( ) 65,(‘;2 (X) y (U)
[ 3 6 3 1 — — Ay l y ~ _
= d”xv; (x )5(p & d’y —5 P (¥) Ypc 02 @c () + Eafcpb (¥) Yo @c (¥)

)
+my (v) o (7))

_ y 80 (y) i - _ dpc (y) i _ _
= | @l J { 502 (x) 2 [olly ]c_zs(pz(x)i o)y ]C
Cdpuly)
57 (x) maoy (Y)}

r

— [ [y {5000 -0 3 [0 )7 ] Sy x5 [0y ]
— 8028 (y —x) my (7) }

= | d*xvi(x) {—;aXJ(ﬁng (y —x) [@ (Y)V’L — ;Jd3953 (y —x) [a‘i@ (y)v’]

— mJ a3ys (y —x) ¢ (Y)}
- Jd3XVz () {zai ey | -5 | ey | —me (x)}

= Jd3xv2 (x) [ —10*p (x)y” —m® (X)]2 .

Ahora, debido a que la funcién v, (x) es completamente arbitraria, se puede escoger como
vinculo Lagrangiano primario la siguiente relacién:

QY = [@ (x) (iaiy* + m)L —0. (4.50)
Asimismo, el vinculo asociado al autovector %) (x) es determinado a partir de:

© _ 3.2(0) J 3. 1/(0) _J 3. b J 3. 1,(0)
Q = d>xv d’>yH"™ = | d’xv — | d°’yH
1 J X y 1 (%) 550 ) yH" (y)

i B i, B
sty [_Z(Pb (¥) Vpe 0L ¢ () + Ea‘itpb (¥) Yo @c ()

0_8
0&; (x)
= J d3>xv; (x)

561 (x)
@v (v)]

+ My (¥)
_ 109y (y) 1. - iy 00y(y) [
= Jd3xv1 (X)Jd3y {— o [v a‘icp(y)}bJrza‘i % x [v ‘P(Y)L
y
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2 2
+mdp18° (y — %) @p (y)}

— [ @i [y {-Sous - x [y oo )], + Jowas 5 -n) [y o],

50-

= :dSX\‘n (x) {—; Jd3y<53 (y —x) [V’Efi(p (Y)L iy Jd3y63 (y —x) [v’cp (y)}1

= [em {3 [yerom] — 3o [yew] +mei 0}

= Jdgxﬁ (x) { —1y 0 @ (x) + meo (X)L .
Como V7 (x) también es arbitraria, se puede seleccionar como el otro vinculo Lagrangiano
primario la siguiente expresion:

ot = [( iy or — m) 0 (X)L ~0. (4.51)
Si se utilizan los proyectores [6, 7]
1 10 1 0 0
AT =y Tyt = A”= vy = 4.52
es posible expresar en forma compacta los vinculos (4.50) y (4.51) de la siguiente manera:
0% = ¢ (ia’iy_ + m) A =0,
ot = At (w—ai - m) o (x) = 0. (4.53)

De nuevo, el primer Lagrangiano en el proceso de iteracién se obtiene adicionando estos
vinculos a la parte parte canénica de £©). El resultado es la expresién:
“L _ ‘L _ O . = 0
L0 = =3 (0:0c) Povie — 5 (0400) Voepe + A+ A0 —H!D

i _ i _ . 0 = (0
= —5 (0+0c) PoYpe — 5 (0+@v) Ve Pe — }\b-O-%b) + ?\bﬂéb) — 1Y,  (4.54)
donde A v A son variables de Grassmann de paridad impar que han sido introducidas para
garantizar la paridad par de £"). Ademaés, se define que

H(U — H(O)

000" (4.55)

A continuacidn, se introducen las nuevas variables simplécticas Fﬂg), las cuales se definen

1 1 1 1 - 1 1 1 N5 , .
como: &% ) EE,EP()l = @Qq, Eé) ;agbi = @q, aé)z(i;\) =Ay 54(;) EE;) = A. Asi, a partir de
la expresién (4.54) es posible identificar:

M _ i_ (
K; = chb:_iq’cyjb ) K3

(0]
1 1 0 - X _
K = Ky =0 = o) | (0% +m)a]
1 1 0 o
Kfl b= K%b) = ng) = |AT <w X — m)} o P (x). (4.56)



Asi, las componentes de la matriz simpléctica son especificadas por:

5Ky (y) | 8K}y ()

m
Mg (x,¥) = + . (4.57)
Tose sy (y)
Los elementos correspondientes a la primera fila se calculan a partir de:
(M m (M .
0Ky (y) 8Ky, (x 0Ky (y) d i_
MgiB (X)Y) = (B]) EF])) ) — 6 B (X) + (1) _EQC (X) ‘Yja * (458)
0o (x)  0&5 (¥) Pa 08 (¥)
resultando en los siguientes elementos diferentes de cero:
(1) .
8Kg, () o i
(M Pb — +
Mg (1) = N o]
PaPy 5@q (x) 5(25;3 (y) L 2 ca
B 1) i, 5 i_ "
_ _iy+ Socly) iy+ 5P (x)
27%8¢q (x) 2780y (y)
i i
= —3Viedacd’ (¥ = %) = 5¥Eadued’ (x —y)
. . T
= B x—y)=—1(v"), 5 x—y). (4.59)
(1)
8K5 " (¥) 5 i
(M Ay Lo +
M ) = ¥ 3007
o YT Bpa () gl (g [ 2T
_ o + ( i,—nY
B 6(pa(x){[A (W 0_—m LC(I)C(Y)}
o 5¢c (y)
= |AT oY — < 4.60
[ <1Y - ﬂbc d@q (%) ( )
= [N (W‘a"i — m)} 8acd (y — x)
bec
= |At iy oY — 8% (x —
[ (w z m)}ba (x—v)
T
— AT (iy 0¥ B (x—y). 4.61
(o m)] e aon
De manera similar,
(M (M Q) .
0Ky (y) 0Ky (x) 8Ky (y) 5 1
Mgig (X)y) — (B]) + Eﬁ? == 6 _B ( ) + (]) _EV:{C(PC (X) * (462)
08, (x)  0&g (¥) PalX) 857 (y)

Ahora, los elementos de la matriz correspondientes a la segunda fila de M) (x, y) se deducen
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de
5Ky (¥) L9
80a(x) * 5eg) (y)
5 i ) 5 i,
= 5. (%) |:_2(PC (Y)ch] + Son (¥) [_zVac(Pc (X)]
i, 80 (y)

1
T 28 2)

1
MET’(]x(Pb (X) y) =

i
-~ yvico. (x)

4 b0 (x)
“f‘Scpb (y)

i i
= _iyzrb‘sacés (y —x) — §Y§c5bc53 (x—y)

= —iyh & (x—y). (4.63)

i
MEf)aAb (X) Y) = — L + [—ZY:C@C (X):|

0Pa (x)
: 5fc (y)
- [( cb 5ga (z)
= [(10%y +m)a] Bacd (y —x)
= [(ia‘iy +m) A*} N 5 (x—y)
= —[(oy —m)a] & -y (4.64)
De igual manera:
(1)
MUy (x,7) = Z:g )) Z)) Z:](:U ((3 (4.65)
(M
LS o (e m) ] ),
de donde
]
MU (xy) = 5;\513(;3;) + 55(_’? . {oc|(102y +m)a] |
Pb

Jea 8Py (v)

Wy +m)A| S (x—y). (4.66)
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Finalmente:

(1)
(1) Kg' (¥) 5 + x
M. = A 0* — 4.67
hao (57) = 5y gy LA (97 m)] e}, (4.67)
siendo
(1)
(1) 6K, () & b omax
Aa @ (5y) = dAq (%) 5583 (y) {{A (1v o m)]ac Pe (X)}
)
— A+ . ax o
dpy () {[ (VY B m>}ac Pe (X)}
_ dpc (x)
= |AT X —
[ <W N m)]ac 5y (¥)
= AT (iy o — Sped (x —
[ <w * m)] - Bre (x—y)
= At iy o* — 8 x—y). 4.68
[ (w x m)] N (x—y) (4.68)
De esta manera, la matriz M% (x,y) tiene la siguiente forma:
@y (y) Pv (y)
0 Pa (x) 0 —i(v") g
My (%,5) = | @alx) —ivdy 0 ) (4.69)
Aa (%) 0 (0™ +m) A7),
Ao (%) [AT (iy70r —m)], 0
Av (¥) Av (¥)
0 —[AT (y o +m)],
X — 3
—[(1Xy"—m)AT], 0 8 (x—7y),
0 0
0 0
que en forma extensa se expresa:
e1(y) o20y) &1 (y) @203) M(y) A(y) My A (y)
@1 (%) 0 0 0 —iv2 0 0 —m 0
@2 (x) 0 0 0 0 0 0 —iy/20% 0
1 (x) 0 0 0 0 0 —iv20x 0 0
My =| ¢2x) —-iv2 0 0 0 0 m 0 0o |&x—y.
A (x) 0 0 0 0 0 0 0 0
A2 (x) 0 0 W20 m 0 0 0 0
AM(x)  —m V2 0 0 0 0 0 0
s (%) 0 0 0 0 0 0 0 0
(4.70)

Sin embargo, hay que tener en cuenta que los proyectores AT y A~ fueron introducidos,
de modo que:

QY = [@ (x) (0%y + m)} — § (x) (ia’iy_ n m) A~ =0, (4.71)
ng) = K iy 0% — m) @ (X)} =A" <iy_6’i — m) @) =0 (4.72)
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En consecuencia, la forma exacta de la matriz Mg% (x,7) es:

m
0
0

P2 (y)
—iv2
0
0

—~ o~~~ —

— — — —

Ahora, esta matriz no es singular y por lo tanto posee la inversa [M(”]*] (x,7), que debera

ser calculada de:

(4.74)

-
[ 2M 21 M) ) = 8257 e ),

Se asumira que la inversa de la matriz simpléctica se puede expresar como:

— o~ — — — —

—_— D

—_— e~~~

_—_—— e =

—_ o~~~ — —

—_— —

con elementos desconocidos y por determinar. Entonces se debe cumplir que

(4.76)

(Z, y} =

Jd%mgg (x,2) [MCB“)]

—~ S~~~

—_ DD

—_— S~~~

—_ D

—_~ e~~~ —

—_——

—_— o~ o~ o~ — —

—_— =~~~ —

—_ D

—_— e~~~

—_ D
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—_~ S~~~

—~ e~ —~

—~ o~ —

—_— e~~~ —

—_ = 2O

—~ e~ —~

— e~~~

- = = = -

La igualdad implica que resulte el siguiente conjunto de ecuaciones:

(4.77)

— o~ —~ —~ —~

—_— — — — ~— —

~— o~

—_— — — — ~—— ~—

(4.78)

— — — ~— ~— ~—

(4.79)

— o~ o~ —~ —~

—_— — — — ~— —
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-2 (%,y) + mG (%,¥
—V20; (x,y) + M2 (%, 7
—1V203 (%,¥) + M3 (x,¥
V204 (%,5) + M4 (%, 5
—1V205 (%,5) + mGs (x,¥
—iV2a6 (%,y) + MG (%,

ivV20* vy,
iV20%y,
V20X ;3

V20 s

—muxq (X,

—m«; (X,

—maoy (X,

—mas (X,

(
(
—maog (
(
(
(

oI o T o T B B

y
y
Y
y
y
y

—MXg (X,

(%,5) (x,y
(x,) (x,y
(%,5) (x,y
V20 v (x,7) + MM (%,
(%,y) (x,y
(%,5) (x,y

) +1v20* B (x,
) +iV20% B, (x,
) +1v20* B3 (x,
) 4 V20X By (

) +iV20* Bs (x,
) +1v20 B¢ (x,

X,

o

0, (4.80)

0, (4.81)

o © © O O

8 x—7y). (4.82)

La solucién de estas ecuaciones establece los siguientes valores para las funciones descono-

cidas de los elementos de matriz de [M(])r] (x,y) diferentes de cero:

_ b Ve
X2 (7) = e e -y), (4:83)
My = =8 m—y) s Mlmy) =28 ), (2.8)
G y) = o8 x-y), (4:85)
] .
o3 (x,5) = %6763 (x—y) , aulxy)= \%63 (x—y), (4.86)
1 im? 1
Ny = —TEEEoy), nly) =T xy),
i1
Y5 (x,y) = —%67 Px—y), (4.87)



. 2 .] ]
Bs (,y) = = e ® o), Balny) =558 k),

i1
Bex,y) = ——55 8 (x—), (4.88)

e1(y)  e20y) @ y)  @20y)  A(y) M ()
@1 (x) 0 0 o3 (2,y) o4 (z,y) 0 0
1 P2 (X) 0 0 63 (Z)Y) [54 (Z)Y) 0 [36 [Z,Y)
MU @y = | e viEY) vy 0 0 ys(my) O (4.89)
®2(x) A (z,y) A2(zy) 0 0 0 0
Az (x) 0 0 (3 (z,y) 0 0 0
A (x) 0 X2 (z,5) 0 0 0 0
Completando las filas y columnas faltantes con cero, se obtiene que
e1(y)  e2(y) P1(y)  @20y) M(y)
1 i
p2(x) 0 0 —aer S O
_ im2
CB(1 1 1 (X) _%% _% az]ax 0 O O
MEV] Tay) = | g & Sk 0 o 0
A1 (%) 0 0 0 0 0
2‘2 (x) 0 .0] ﬁ% 0 0
2\1 (%) 0 ﬁ@ 0 0 0
2 (%) 0 0 0 0 0
M) M) A(y)
0 0 0
i1
0 0
1
— 50 0 0 ;
0 0 0 o (x—y). (4.90)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

A partir de esta matriz pueden determinarse los corchetes generalizados entre las compo-
nentes de la variable simpléctica Eg) = (@a, PayAay Aa), de donde se obtienen los siguientes
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resultados:

nlsc—y) 8 —y)
[0 ), e0 ()} = {@a(x),@bh(_iﬁz"]x e Y )
2

B Te(x—y7) %5(76 -y7)
2~y Fele —y7)
_7ﬁ—_—} P R ]
= 3 X y \/z 0 4€ X Y 0 1
i, (0 V2
-y )(0 ; > (4.91)
im? M —u— s (x— —y )y
= g oy et ey ) e+ 38 (0 ) va

lo cual es consistente con lo reportado en la literatura. [6].

4.3. QED en 2 Dimensiones

Procedamos ahora a estudiar la electrodindmica cudntica en dos dimensiones, la cual es
descrita por la siguiente densidad Lagrangiana:

1

i i _ _
£ = = FapF® + S0y 0,0 — 50.0Y 0 —mPe — gALPY e
1 i i i i
= ;TP P+ 507 00— 53,07 0+ 361 00— 5067 0
—moe — gALPY . (4.92)

Clasicamente, esta teoria es descrita por variables fermidénicas (@, @) y bosénicas A, de
manera que los momentos canénicos conjugados asociados a estos campos son dados por:

(0)
m = oL =P,
0 (0+Ay)
_ oL i n
T = Sren 2% 0 e
oL i,

= — - - __ 4.93

TS g 2 e (499
de donde es posible observar que

m = 0,
ni — F7+ — F+_ — 6+A_ - a_A+. (494)
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Utilizando la siguiente identidad

1 1
——FopF® = TT0,A_—TT 0, A — ZF(XBF"‘E‘ =TT 0,A_—TT"d,A_

4
1 _ 1 _
—ZF+,F+ — ZF,JFF +
1
= A —TT (T +0 Ay ) +5F7F
1
= TT"0,A_— Eﬂ*ﬂ* —TT0_A,, (4.95)
se puede determinar que
_ i_ i, _
LO=T0 A + 507700 — 50,57 0 —H), (4.96)

con el potencial simpléctico expresado como:

1 1 i
H zﬂ M +TI7o_AL >

50-0Y @ + Mmoo + gALPY .  (4.97)

Py 0—@+

Continuando, se define el primer conjunto de las variables simplécticas de la siguiente forma:

0 0 0 0 — 0 0 0 0 0 0 _
8 =Egu = 0w & = Ep, = Pa £ S 6 = AL & S8 S Ay £ =g =TT
De (4.96) se puede identificar:

(0) (0) i (0) _ 1l i
K= K= dead L K=K = e

(R (©) - 0) _ 1(0) (0) _ 1(0)
K4 = KA, — ﬂ y K3 = KAJr — 0 y K5 = KTT* — O (498)

Dadas las caracteristicas fermiénicas y bosdnicas de las variables consideradas, las compo-
nentes de la matriz simpléctica se deben calcular a partir de

5K (x)
56 (y)

(0)
MO () = B Y
" 52y (x)

)nAnB

(4.99)

A su vez, los elementos de matriz asociados a la fila fermidnica ¢, se determinan por

0 )
MO (xy) = KB 00 qyne SKea () 4.100
A =y (10
_ wé‘”m__ngé[_i- }
T 39a(x) ) 5ty (v) 20 Y]
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siendo que los elementos diferentes de cero son

5K (y) 5 ;
(0) S B T I N
M‘P @ (X’y) - 5(Pa (X) ( ]) 6&&?37 (y)|: z(pC (X)‘Yca:|
o o] g L)
B 2 ¢ T T2 ca
o¢a (¥ [ 2 Sy 27
i dec(y) 1L 39 (x)
T2 e (x) 27y (7)
= _%'Y{,rcéacés (y —x) — zycaébcés (x—7v)
= —iyp,d (x—y)
= _i(‘YJr)-arbéS(X_Y)- (4.101)

De igual manera, cuando se analiza la fila fermiénica @, se establece que

0)
5K
y)_ e (4.102)

5Ky (y) %
5L (x) 5E
5Ky

5@ (x) — =0 & a

resultando el siguiente término no nulo:

(0 _ Ko gy [
Mo, (1) = B =0 o (y)[ zvzccpc(x)]

_ L L +
T 0 (x )[ 2‘p°(y”°b]+é<pb ()
i 00c(y) 14 0¢c(x)

zycbé— (X) Zyacé@ ( )

i
|:_2‘YXC(pC (X):|

= 21/(;}36(1C63 ( - X) 2Yac6b(:63 (X - Y)
= —wab63 (x—y). (4.103)

De la relacién (4.99) se deduce que para la variable bosdnica A, las componentes son:

5K o K @) sk 5Ky (x)
Miy g (x,7) = —B— ) (qynane = T o =0 (4104)
sE) (x) ey () s&n (x) 88y (y)

Igualmente, en el caso de A_ se determina que

o Ky (x)  skO(y) s
MO (xy) = 2B B pnang S0A ) 8K () T (x)], (4.105
Ar ) = T ) T A s ()



de manera que

K () ST (1) ST (x) _
SA-(x) 50 (y) ST () =8 (x—y). (4.106)

0
M(Ai]—[, (XaY) =

Finalmente, cuando se considera la variable 17, se puede inferir:

(0) (0) (0)
Mg (x,7) = SR8 O qyuany K- (8)_ OKg [v), (2.107)
0& - (%) 0p () O&y- (%)
con lo cual
(0) 5Kf) (y) o1 (y) 3 3
MO, (xyy) = —aT = — P (y—x) =8 (x—y). (4.108)

56 (x) sl (%)
De este modo, la matriz simpléctica M% (x,y) tiene la siguiente forma:

ov(y) @uly) Ar(y) A(y) T (y)

ea(x) 0 (Y, O 0 0
(0) Pa(x) Y 0 0 0 0 3
M — a ) _
AB (%,5) A, (x) 0 0 0 0 0 (x—y)
A_(x) 0 0 0 0 —1
m(x) 0 0 0 1 0
(4.109)

Dada la naturaleza singular de y*, la matriz M(® (x,y) es también singular. Con el fin de
determinar el modo cero, utilicemos ahora la representacién matricial de y*, resultando en:

e1(y) e20y) o1 (y) 020y) Ar(y) A-(y) T (y)
@1 (x) 0 0 0 V2 0 0 0
@2 (x) 0 0 0 0 0 0 0
(0) - ?1 (x) 0 0 0 0 0 0 0 3
M3 (x,y)=— ?2 (%) V2 0 0 0 0 0 0 o (x—y).
Ay (x) 0 0 0 0 0 0 0
A_ (x) 0 0 0 0 0 0 —1
T (x) 0 0 0 0 0 1 0
(4.110)
Los modos cero asociados a esta matriz son:
~1(0) _ e1(x) @2(x) @1(x) P2(x) Ap(x) A_(x) TT™ (%)
v = < 0 wx o0 0 0 0 o ) 111)
~2(0) _ e1(x) @2(x) @1(x) P2(x) Ap(x) A_(x) TT™ (%)
R = < 0 0 w(x) 0 0 0 0 (4.112)
~3(0) _ e1(x) @2(x) @1(x) ¢2(x) AL(x) A_(x) T (x)
v = < 0 0 0 0 VAx 0 o )11
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donde v, (x), ¥1 (x) y v+ (x) son funciones completamente arbitrarias. El vinculo asociado
al auto-vector ¥ (x) es:

© 3.-10) 0 3,0 [ 43 o
&= Jd"v 6&(x)de” _Jd""Z(X)sa@z(x)J

; . |
= [ @t gt [ @[50 (1% 0 5+ 50200 15) Yoo )
)

ByH (y)

+m®y (¥) @b (¥) + AL () Po (7) Vi Pc (y)}

= [@tm [ey{o e [omy] -2 [@emy ],

)
6 6 C _
— ézz g))m@b (¥) — 9AL (¥) 622 83 ol (y)v{.fc}

= [anne [@yfsa0s v 0] [0y ]

10¢2

8 (v —
. Z(YX)

(940 1)y | 8028 (5 —x) My (y) — 9Aw (¥) 8e28® (¥ — %) o (¥) Vi }
i

_ ud3xvz(x){—;axjd3g63(y—x)[@(Y)VL zjcﬁyz’ﬁ(y—x)

(20| —m [ Sy 506200 - 9 [ SYAL 3828y )

En cuanto al vinculo Lagrangiano, se escoge para este la siguiente relacién:

0¥ = [@ () (ia’iv_ +m+ gA, (x) y”)] —0. (4.114)
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De manera similar, el vinculo asociado al autovector ¥2(0) (x) es:

© _ [ 43,0200 3,000 _ [ 4345 o 3,,14(0)
Q)7 = | dxb 652(X)de% —dew (x)&@( )de’H (y)

N [ 3,1 —

= [ @ g [ @50 5172 05+ 50200 5) Vo 0
+m®p () @ (¥) + 9AL (¥) P (¥) Vi 0c (¥ ]

_ 43 3. J 10¢p(y) iy 5<Pb( -

~ [@wim ey Zé(b]()[v 2 ()] 502 [y )],

5fu (v) (y

gl By ) + 94, () gor vt )}

= | @ | @y {—;zmz? (y—x)[v-ay_cp(y)}b + D (5 —x)
Y @) +mEns(y—x) @ (3) + 9Au (3) 8o

8 (y — %) vheoe (v) }
— @m0 {-5 |28 -0 [y o] - 3o [@us iy )
o] [ @y -0 e 5+ g [ a8 -
[v”@ (y)}]}
= [@n {3 [y oo ] - 507 [y o], +mei o)
+ A1) [ Yo (x)] }

= [ @ 0 [~ 0%0 0+ me (0 + 9A () vre )]

De este modo surge otro vinculo Lagrangiano primario:

Qéo) = K iy 90X —m —gA, (x) y“) [} (X):|] =0. (4.115)
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Finalmente, el vinculo que le corresponde al autovector ¥2(%) (x) es:

© _ [ 3.080_ 0 3,200 _ [ 430 A 5 J 3,,74(0)
Q7 = udxv 6£A(X)de% —dev (X)6£A+(X) dyH
5
= [ @t w0 g [T @A 5+ 0AL 9 @ )Y e )]

— [ dSXVA+ (X) J d3y -n— (Y) ay 6A+ (Y) + 6A+ (Y)

= +
A, () 96A+(X)<p(y)v cp(y)}

— [ @ (x)Jd%; M (y) ¥ 8 (7 —x) + 95 (7 — %) & (5) v @ (¥)
ey

= @t | Sy [T 58 - 90 )7 0 1)] 8 (5 )
= et @ [0 @ - 90 v e @] =0,
Dada la arbitrariedad de v+ (x), permite identificar un nuevo vinculo Lagrangiano:
Qf =T (x) — g (x) v o (x) = 0. (4.116)

Utilizando los proyectores (4.52), se puede expresar en forma compacta los vinculos (4.114)
y (4.115) de la siguiente manera:

o = ¢ [y* (ia’i +gA_ (x)) n m] A= =0
oY = Af [y* (iai ~gA_ (X)) - m} © (x) =0. (4.117)
Ahora, el primer Lagrangiano en el proceso de iteracién tendra la forma:

1 i

_ _ _ A 0
£V = T A~ 5 (3:9c) Puvie — 5 (04Pb) Yic@e — A0}
—- 0 O .
A QY + 0 —H Y, (4.118)
con
0
HY =H, - (4.119)

El potencial simpléctico #(°), a menos de un término de frontera, se puede expresar como
se indica a continuacién:

1 o i_ i
HO = ST — AL (0.1 — g9y @) — 597 09 + 50y @

+moe + gAY @, (4.120)

de manera que

1 : :
HOY = T — Loy 0+ =

3 3 50-Y @ +MPe + gAY ¢. (4.121)
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El nuevo conjunto de variables simpléctica &S) se interpreta como: Eg” = E(pi = @q,
1 1 - 1 1 1 1 - 1 1 1 3
£ =tg) =0a, & =8y =a g =g =1, g =gV =, g =g =%y

&;]) = .ig) = f3. De la expresién (4.54) se reconoce:

M _ M i_ (1) _ (1) i
K1 = K(pb = _E(L)C’Y;D y Kz = K(f)b = _EY;;C(PC,

n (1 - M _ (M
k(" = k) =m , K =ky! =0,
K = k=0l =¢.(x){|v (10" +9A_(x)) +m A’}

5 = Ao 1, — Pc Y gA— b’

1 .
k' = K=o = {ar [y (0t —gA-(x) —m]| }bc e (%),

1 1 0 _ _
KW o= k) =0l = (1) — 9p () v e (x). (4.122)

De este modo, el calculo de las componentes de la matriz simpléctica M% (x,7) se obtiene
a partir de la relacién:

(1) (1)
0Ky (v) 0K (%)
MUt ) = B8 cqyrane ZEALE), (4.12)
55/\ (x) 65113 (y)
Comenzando por la fila fermidnica @, resultan los siguientes elementos:
(1) (1)
6Ky (v) 0Kg, (%)
MU g (ry) = BT gy e (4.120)
6&pq (%) 685 (v)
(1) .
6Kg " (v) b i
- 637() - —1 )nB T |:_2(pc (X) Yc+a:| )
Pa X 68" (¥)
con los dnicos términos diferentes
(1 .
0K () ) i
(1) Pb n — +
MU (xy) = e gy O [cpc )y }
PaPo a (M 2 ca
5¢@a (x) 5, (¥)
B ) i, ) i_ "
_ _iy+ S¢pc (y) iy+ 5 (x)
2750 (x) 270y (v)
i i
= _EYg_C‘Sac63 (y —x) — iyz_aébc63 (x—7y)
. . T
= B x—y)=—1(v"), 5 x—y), (4.125)
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sk (y) i
O Gy = &Qﬁ(:’) 1y 55;1?@) [—;@C(x)via}
- 6(pf(x) {{A+ [y (139 —9A- (Y)> —m} }bc Pe (Y)}
= {N {v’ (iali —gA_ (y)) —m} }bc Zgz ((23
= JAT |y (1Y —gA (y)) —m|{ 8acd’(y—x)
{arp( )=m},
— {A* Y- (1611 —gA_ (y)) —m”ba 5 (x—y)
- — {A* [y’ (181 +gA_ (x)) +m] }Zb & (x—y), (4.126)
MY (k) = 6K(ﬁ”(y)(ﬂ“ﬂé[—i‘ (x) *}
A TN e st (y) L 27
— ot [T 0~ 98 () Ve 5)]
= oo D [ae i o8 -y o] . (ea20)

De manera similar, al considerar la fila @4, se obtiene:

(1) M
8Ky (y) SKY (x)
MgiB (xy) = ﬁf — (=" —fs (4.128)
5, (¥) sey (y)
(1) .
5K (¥) 5 i
N 3 - = (M |:_Y:1rc(pc (X)] .
5Pq (x) sell) (y) L 2
Siendo los términos diferentes de cero los que se muestran a continuacién:
() 5Kao (v) ny O i,
M@G(Pb (X’ Y) = o o (_1) TN ~53YacPc (X)
5(0(1 (X) 6‘i(Pb (Y) 2
_ 5 i_ N § i,
EENEY { 2% “’”ﬂb] T 5eu(y) [ 2Veee (X)]
_ _i,er 5@ (v) _ iy+ S (%)
275q(x) 27 8gy (y)
i i
= 57588 (7 = X) = 3Vicboed (x—)
= ¥ x-7), (4.129)
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M(_]()J\ (x,y) = —(=1)

8Ky () 5

ng

0Pq (x)
)

80 (y

| [—;vjccpc (X)]

= So. i 1@ (0L roA (p)+mla) )

a (x)

De igual modo, si A = Aq, se obtiene:

1
Mg (xy) =

) (51 K
66](3” (y)

d

np

il

A}

(1Y 4+ gA_(y) —I—m} A‘}

y =) e (1] = —98° (=) [ v" o ()]

{@C (x) { [y* (ia’: +gA_ (x)) + m} A*} }

3. (y)
cb 8Pq (x)

m} A’}cb 54c8 (3 — %)

(4.130)

(4.131)

™ (y) — 9®v (¥) Y @c (y)}

. (4.132)

a

e b (weon ) n]) )

ca
5P (x)
ca 8Py (¥)

Sped® (x — )
a

& (x—y)

(4.134)
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5KEQ (v)

Mior (59) = 5 _(_”ng&ﬁf(y){‘bc @ {[ (10 reA- ) +mja} |
= —sr e {[ (@ ror ) emla) )
SA_ (x)

= 95A (3) [P @) (VA7) o] = —9% (x—y) [Py aT] . (4135)

a

Ahora, para el caso en el que la fila a analizar es Ag:

(1)
M%]Q)B (x,7) = Z];E(B:))((z)) —(=1)"s Z:}(Z\]a) ((;{)) (4.136)
Aa
(1)
_ m_ —1) 55,(;? = oy (0= 9A- () -m|} e,
con
M%\L)(Pb (X’ Y) B 65];(% ((z)) _(_] )nB 6&5\;6)(37) [{A+ [‘Yi <ia§_gA_ (X)) _m} }ac Pe (X)}
Aa b
- 5@:(37) HN [V (1ax —9A- (X)) _m]}ac Pe (X)}
= s (- on ) -} G
= {A* [y* (ia’i —gA_ (X)) — m] }ac Sped® (x — )
_ {N [y_ (iaf —gA_ (x)) — m] }ab 8 (x —) (4.137)
1)
Migx (7) ?ZG) ((3 N zsaﬁi? = [{a [ (10 -A- ) -m]} oc)
Aa
- _5/\5) (v) HN [Y_ (ia)i —9A- (X)> - m} }ac b (X)}
= 922: E;; [AW‘@ (X)} = 95 (x—y) [AW‘@ (X)] E (4.138)

De manera similar, se analizaran las filas asociadas a variables bosénicas. Se considerard la
primera A = A_, resultando:

5Ky (v) s KR () 5K () 5 )
) B - - m , (4139
el ) sl A éag)(y)[ (x)], (4.139)

con los siguientes elementos diferentes de cero:

1
ME\EB (%,7)

oKy (y) 8 e
A () 5el () ™6l =5

My (3, y) = =8 (x—y), (4.140)



5Ky (v) 5

M (53) = Ry~ gy T )
Ab
- 5Af ) [‘f’C ) { [V_ (ia‘i oA~ (y)) +m] A_}cb}
= 9 EQ [omya| =g x-y) o)y a
= g8 (x-y) [e )y A |
Mgsz ey _ 6K;]b) (y) 5 (0]

= s A (@ -0 ) —m]} ecl)

[A*v’(@ (y)}b =—g5 (x—y) [AW’@ (Y)L

_ S8A_(y)
I5A_ (%)

= g8 (x—y) Ay e n)] .

Para el caso en que A =TI, se obtiene que

oy B 5 1)
se (x) sty (y) (%)
con lo cual
oK (y) 81T (
(1 ERCLY N ) 3.
8Ky () 5
(M _ B _ _ _
Misg (87) = S = 5 ) U (y) — 9@ (¥) v @ (v)
dIT™ (y) 3 x <3
y PNY ) — _
6_6”_ o 0°8° (x—y)=—-0"8 (x—y).

5K\
558

(1) sk
Mgé (X)Y) = 6K(B]) (y) - (_])nAnB (ﬁ]) (X)
885" (%) o0& (v)
Py s
' (%)

5el) (y)

OXTT™ (x) — 9Py (x) Vi, @c (X)} ;

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)

(4.146)
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donde los elementos diferentes de cero son:

Ml (,y) = Z'jjj ((i’)) - 555 [0 = 020 (v )
— i [T 60— gy ) Vi ()]
_ 22: E};; — 8 (x—7), (4.147)
) 5Ky, (¥) 5 S _ N
Myl (xy) = el ol (y)[aﬂ (x) — 9@b (%) V5. 0c (x)]
— o7 [T (0 = 9 (0 Vi (3] (4.148)
= —gpre M oy = o8 x-y) [e@y] .
m 5Kg, (v) 5 S _ .
My, () = (0~ el (y)[aﬂ (x) = 9%u () vicoe (%)
_ _5-:(3;) |5 (%) — 9@y (%) vicoe ()] (4.149)
— geer B [yiem] =0 x5 [ve ] .



Entonces, se concluye que la matriz simpléctica Mg% (x,y) tendrd la siguiente representa-
cién:

9o () P (Y)T
Pa (x) 0 ()
Pa (x) _h/:b 0
A_ 0 0
MA]I; (X,Y) = m Ezi 0 0
Aa (x) 0 {[v" (id* + gA_(x)) +m]A~}|
Aa(x) {AT [y (10X —gA_ (%)) —m]} . 0
B (x) —g[dE)Y'], g[vre )],
A (y) I (y) Av (y)
0 0 0
0 0 —{[y (10X —gA-(x)) —m] A~} |
0 —1 g[ex)y AT],
1 0 0
gy A], O 0
gAYy e (x)], 0 0
0 —0x 0
Ao (v) B (y)
—{a" [y (10 + A @) +ml}y,  g[@v],
0 —g[ve )],
—9[AY e @], 0 8 (x—7y). (4.150)
0 —0x
0 0
0 0
0 0
Sin embargo, del dlgebra de las matrices y se determina que:
e T . 1 4 _
YA = Sy Y'Y =57y C=vy) =7,
1 1
AT = v Y'Y =57 =y ) =Y, (4.151)
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de manera que la matriz M% (x,y) se puede expresar en la forma:

v (¥) v (y)
P (x) 0 (),
Pa (%) -yl 0
VINYESY o : :
Aa (x) 0 {[ty~ (9% —igA_ (x)) +m] A~}
Aa(x)  {A" [iy” (9% +1igA_ (x)) —m] }ab 0
B (x) -9 o)y, g[v e )],
A_(y) ™ (y) Av (¥)
0 0 0
0 0 —{[iv (o —EigA, (x)}) —m]AT} L
0 -1 gl oy
1 o o (4.152)
—glex)v], O 0
gy e®)], 0 0
0 —* 0
Ab (7) . B (y)
—{a" [iy” (92 —igA-(x)) +m]},, 9[P V'],
0 —g[vTe®)],
-9 [V O(P (X)]b _gi 53 (x—y).
0 0
0 0
0 0

Con el fin de mostrar que la matriz anterior es singular, es necesario utilizar la representa-
cién matricial de las matrices v en dos dimensiones en las coordenadas de plano nulo. Asi,



es posible expresar en forma extensa la relacién anterior de la siguiente forma:

o1 (y) @2 (y) o1 (y) 2 (y)
@1 (x) 0 0 0 —iv2
®2 (%) 0 0 0 0
P71 (x) 0 0 0 0
P2 (x) —iv2 0 0 0
My = | : ° : °
A (x) 0 0 0 0
Az (%) 0 0 V2 (9 —igA_ (x)) m
A (x) —m ivV2(9* +igA_ (x)) 0 0
Az (%) 0 0 0 0
B(x) —gv2p:(x) 0 0 gv2¢1 (x)
A_(y) T (y) A (y) Az (y) A (y) Az ()
0 0 0 0 —m 0
0 0 0 0 V2 (0¥ —igA_ (x)) 0
0 0 0 —iv2(d* +igA_(x)) 0 0
0 0 0 m 0 0
0 —1 0 9v2%1 () —gV2¢2 (x) 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
—gV2p1 (x) 0 0 0 0 0
9v2¢2 (x) 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 —ox 0 0 0 0
B (y)
9v252 (x)
0
0
—9v2¢1 (%)
_gx 8 (x—y). (4.153)
0
0
0
0
0

Eliminando los ceros triviales de la matriz Mgé (x,y), se obtiene que:

MY} (x,y)
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o1 (y) @2 (y) 1 (y) o2 (y) A_(y)

@1 (x) 0 0 0 —iv2 0

92 (x) 0 0 0 0 0

é1 () 0 0 0 0 0

_ 2 (x) —iv2 0 0 0 0
o A_ (%) 0 0 0 0 0

™ (x) 0 0 0 0 1

A2 (x) 0 0 ivV2(9* —igA_ (x)) m —gV2¢1 (x)
A1 (x) —m ivV2 (9 +igA_ (x)) 0 0 gv2¢2 (x)
B(x) —9v2p2(x) 0 0 9v2¢1 (x) 0

™ (y) Az (y) A1 (y) B (y)

0 0 -m g\ﬁq)z (x)
0 0 —iv2(9* —igA_ (x)) 0
0 —iv2 ( 0* +1igA_ (x)) 0 0
0 m 0 —gV2@1 (x) |3

1 gﬁ(fn ) —g\/itpz ) 0 8 (x—y). (4.154)
0 0 0 —0*
0 0 0 0
0 0 0 0

-0 0 0 0

Ahora, se procede a demostrar que la matriz anterior es ain singular, lo que refleja la

simetria gauge de la teoria que se estd estudiando. Entonces, se procede a mostrar que esta
matriz posee un vector nulo en la forma que se expresard de la siguiente forma:

A0 () = < e1(x) @2(x) ¢1(x) P2(x) A_(x) T (x) A(x) A(x) B(x) )
o (x) ox) a(x) oul(x) o5(x) oe(x) o7 (x) as(x) ao(x) )’
(4.155)
la cual posee elementos desconocidos que se desean determinar. Este vector debera satisfacer
la siguiente relacién:



= JdSX(m (x) w(x) os(x) a(x) as(x) as(x) o7 (x) as(x) «o(x))

0 0 0 —iv2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
—iv2 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 iv2(9* —igA_ (x)) m —gV2¢1 (x)
—-m ivV2 (9 +igA_ (x)) 0 0 gv2¢; (x)
—gV2p2 (x) 0 0 9v2¢1 () 0
0 0 —-m 9v292 (x)
0 0 —iv2 (9* —igA_ (x)) 0
0 —iv2(d* +igA_(x)) 0 0
0 m 0 —9v2¢1 (%)
—1 9v2%1 (x) —gv2¢1 (x) 0 8 (x—y)
0 0 0 —x
0 0 0 0
0 0 0 0
- 0 0 0
= (00 000O0O0O0O0). (4.156)

El producto matricial y la evaluacién de la integral da como resultado el siguiente sistema
de ecuaciones:

—iv204 (y) — mog (v) — 9vV209 (y) §2(y) = O
iﬁ(—al‘i—i—lgA ))ocgy =

iﬁ(—a‘i—ig/\ )oc7 ~ 0

V2 (y) + may (y) + 9vV2a0 (¥) @1 (¥) = 0

y) — 9vV2a7 () @1 (y) + 9vV2s (v) 92 (v) 0

—a5(y)+ 0% (y) = 0

~iv2((~ 0¥ +igA_(y)) a5 (y) + mou (y) + 0v205 (y) §1 (y) = O

—mo (y)—iﬁ( — oY —igA_(y )) o —g\ﬁcxs y)e2(y) = 0

gV20 () @2 (y) — gvV20u (y) @1 () + %o (y) = 0, (4.157)

siendo que su solucién establece las siguientes relaciones para las componentes del vector
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nulo:

o (y) = —igoo(y) e1(y),

_ ] . _ Yy
w(y) = V23 oA ) <1gmoc9(y)¢>1 (y) gx/ia_ocg(y)@z(Y))»

1 . _ _

6l) = T A ) (igma () 92 (v) + 9v20 ey (v) &1 ()
o (y) = igoo(y) @2(y),
o5 (y) Y o (v),
o (y) = 0,
0‘7(Y) = O>
a3 (y) = 0, (4.158)

donde o esta indeterminado. Por tanto, ¥*(") (x) se expresa como:

Ahora, si existe un vinculo adicional, este deberd resultar de

0f) = [ @A ) 0 [atyu )

o
dEA (x)

3 <Al 3 5 3, 4/(1)
Jd"”*" ”6%()% MO 5+ Jd (X)éam(xJdeH ¥

. N 5
#Ja 21 65@1 o) e J G Jan
JdS J 3 3 (1) b 3 (@D
va N d y?—l d va (x) 58, (%) &Py (v)
_ 3.~A(1 3 b 3 [@D]
B Jd xv(m 5<P1 Jd ") 82 (x) Jd v
5
Jdg 3 ) 5o deyH(” ) + J @il ) 5o [y (v
[ @t () Mj’(x) d3y7—L“](y)+Jd3X\")ém(x) 666(X)Jd3y7-{,m(y)
_ 3 o 3. 0,(1) 3 A(1) 5 3. 9/(1)
= Jd XV (%) 0. ) Jd yH'" (y) +Jd XV, (x) 55, 1) Jd yH" (y)
@t ) g @y




+

+m

[ iy 30 (y) - _, 18 _ _
! (x) [ @y [ =30 £0S Ty (5) i+ 3 Fs 0 00 (5) Vi
5¢u (y) _ 5¢c (y)
0. (1) 7" (y) +9A— (v) 50, (X)(Pb }
[ 433520 () [ a2 [ 13pp (V)Y, 2% . () + Lou 2P0 (y)y )
Pa y I 25@a (X) bce 7(pC y 2 6 (X) (pC y

5ou(y) 5 (y)
55, (x )cpb (y) +9A_(y) 50, (X)vbccpc (Y)}

J iy (x) J d3y [ g ZQ: g; Pv (V) Y Pe (y)}

[y

i _ - i _ _
A () J Py |—L 0¥ 8 (x— ) Po (1) veg + 25 (x—3) 0% @o (1) Ve

+m&* (x—¥) @a (y) +9A_ ()8 (x—¥) $ (y)vga}

+ J Bxv)!
+m8* (x—3) @a (3) + 9A- (1) (x—3) Ve e (v)]

+Jd3xﬁAm

i _ i _
3 0 [ €%y | =55 (x =¥ Ve 0c (5] + 5 2% 5 (x =) Yaewe )

—0x

H(x) J d*y [ 95% (x =) @b (¥) Ve Pc (y)}

= — J x5 (x) [iai Pv (%) Ypo + MPa (%) + gA_ (x) P (x) vga}

Jd%m V) [~ a0 0 (x) + moa (x)

+ A () Vewe (0] + [ €3 () 9o () Voo ()]

= | a0 () {

i) (x) [@o (1)1 (0% —igA- (%) Viq + mBa ()]

0! (3) [ivge (9% +10A- (0)) e (x) — Mo (x)]

d3va M (x) [g(ﬁb (X) YpcPe (X)}

? (x ){i(a’ifigA,(xOy*er}}a
_;d3x{;g£])(x){{ (6"+19A ())—m}@(X)}a

+ [t ) [ 96 )y 0 )]
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— &' (%)

+ | @R ) [ 9 1)y 0 (x)].

De los vinculos (Q%O),Qéo)) se puede determinar que:
m

¢ (x) = 7\51(61—19/%_(}{))@2(}{)’ (4.159)
m
Q2(x) = V2 (0% + igA_ (X))cm (x).

Ahora, al utilizar los resultados anteriores, es posible mostrar en forma matricial,

6 [i (0 —igA- (x) vy +m| = (mer(0) V2(I —igA (%)) §1 (x) + M2 (x) )
= (w2 ® 0 ),

[i(ox+igA )y —m|o() = ( —me (x) +V2i (9% +igA- (x)) 2 (x) >

—me; (x)
- ( ° > (4.160)
O\ azTigA,(x)) er(x) ) .
Siendo
« (y) = —igoo (y) @1(y),
o (y) = igoo (y) @2(y),
a5 (y) = Yoo (y), (4.161)
el vinculo QY se reduce a
ol — _stxm (x) {@ () [i ( X —igA_ (x)) v+ m} }1 _ J Bxoy (x)

{fr (o +ton- @) ~m] o (0} + | dxos x) [ 90 (x) v (2]

mZ

CV2i (0 —igA_
g

- _ Jdg‘x [—igow (y) @1 (¥)]

- A3 -
5 (x)] Jd x [igas (7) @2 (¥)]

mZ

[_ﬁi(ax T igA_(x) | =)

— imgjcﬁxo@ ) o1 (7)1 () +imgjd3xcx9 (v) 92(3) 02 ()

+ | @xvas () [ 9v201 (x) 2 )]

+gV2 J Bx0Y s (7) 1 (x) 02 (x)-



Sin embargo, dado que las relaciones (4.159) se pueden reescribir como
V2 (0 —igA (%) §1 (1) = M2 (x)
V2 (9 +igA () @2 (x) = me (), (4.162)
se determina

o = g J d*xa (y) [ﬁi<ai+igAf(X)) cpz(x)] 1 (x)+igjd3xoc9(y)

(21 (0 —igA_ (1)) @1 (x)] @2 (x) + gv2 J d3x0Y s (v) 1 (x) @2 (%)

Vig |@xas y) | = (2% 92 (x) @1 (x) ~ 19A— (x) 2 (x) &1 (x) + (2% 1 (x)) 02 x)
—igA- (x) &1 (x) 02 (x)] +9V2 | d*x0Y o (3) @1 (x) o2 (x)

— V2g | dxas (v) [ 1 () (22 02 (x)) +igA— (x) §1 (x) 02 (x) + (3% @1 (x)) 02 (x)

~ 107 x) @1 (x) 2 (x)] + 9vZ | &*x0 s (¥) 1 (x) 02 (x)

~

— Vg [ @xas (9)0% [ @1 (x) 92 (0] + V2 | ¢x0 a0 3) 1 () 02 ()

@1
= Vg |0 [ () 1 (x) 02 ()] — 9V2 [ @x0% s ) [ @1 () 02 (]

+qV2 j Bx0Y s (3) o1 (x) @2 (x)

= V2g | a¥xa* [ s (v) §1 (%) @2 (x)]
= 0,

debido a las condiciones de frontera.

Este resultado indica que el modo cero no dard origen a un nuevo vinculo Lagrangiano,
lo que implica que la matriz simpléctica continda siendo singular. Esto confirma que la
electrodindmica cuéntica en las coordenadas de plano nulo sigue siendo una teoria gauge.
Para obtener una matriz simpléctica regular, se deberd adicionar un término de gauge
fixing, para lo cual se escogerd como tal el gauge de Plano Nulo ® = A_ (x) = 0. Al utilizar
el multiplicador de Lagrange n (x), se aumentard la dimensién del espacio de configuracién
y se podrd incorporar la condicién de gauge al Lagrangiano, de manera que:

B 1 _ i _ 0)3 . 30
£ = T A =5 (049c) PoYie — 5 (04 o) Vicwe + 0"A+20)
+o8 + e — 12, (4.163)
donde
(2) _ 44(1)
Y =400 e (4.164)
es el potencial simpléctico H!"), el cual se puede expresar en la forma:
1 i i
HY =TT~y 0_@+ 509y @ + mpeo. (4.165)

2 2 2
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Ahora, se introduce las nuevas variables simplécticas Ef), las cuales se definen como: E,gz) =
2 2 2 _ 2 2 2 2 _ L2 2
oo = @a, £y = E5) = $a, £y = &y = AL &) = 5] =1, 7 = 7 = A,

gl =gl =7 =g

2 2 2
=gl =pyg =& =n

COR

De la expresién (4.163) se puede determinar:

R (A

K2 = kP =, kP=xk2 =y

Kéz] — Kg\zb) Qgi) — de () { [y <16’i +gA_ (X)> + m} A_}Cb>

Kéz) _ Kg\zb) _ Qéi) _ {A* {y* (1a’< — gA_ (x) —m} }bc @c (x),

KP = k=0 =01 () — 9¢ () v o (%)

KD = e ). (4.166)

A su vez, las componentes de la nueva matriz simpléctica son determinadas por:

) @
M (x,y) = 258 1) (qyane 2K B (4.167)
55/\ (x) 65]3 (v)

de donde se determina que la matriz simpléctica Mff% (x,y) tiene la forma:

ov (y) Pv (v) A_(y) T (y)
Pa (x) 0 (v ) g 0 0
B (x) —ivl, 0 0 0
A_(x) 0 0 0 —1
MUy = | T 0 0 1 0 (4.168)
Aa (%) 0 [(yox+m)a]l, 0 0
Aa (@) [AT (v ox —m)], 0 0 0
B (x) —g[o)Y'], g[vTe®)], 0 —
n(x) 0 0 —1 0
Av (7) Av (7) B (y) n(y)
0 —[ar(vraram)], gle@yT], 0
—[(tyox —m)A~] . 0 —g[vte®)], ©
0 0 0 1
0 0 —* 0 |8 E—y).
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



En forma extensa, la relacién anterior se expresa como:
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Eliminando las componentes triviales, la matriz M%)g (x,y) se reduce a:

X

(v
m
20
0
0
0
0
0
0

A
—1

20~

—i

0
0
0
0

®2(y)
-2
0
0
0
0
0
m
0

)
iv20x

@2 (
0
0
0
0
0
0
0
iv20

— o — — — —

—
— — — — —

—ox
0

0

9v2¢1 (x)

0
0

—_—

(ENA

(4.170)

(x—y).
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— O O O O O OO OO
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(4.171)

—1
[ eM 2 M) ) = 835 e ),

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
(4.172)

Esta matriz no es singular y por ello se deberd calcular su inversa [MCB(Z)]_1 (x,5), la

cual debe satisfacer la ecuacién:
Se propondré que la matriz [MCB(Z)]_] (x,y) se expresa como:
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(4.174)
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(4.180)
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(4.182)

—

R N

La solucién del sistema de ecuaciones anteriores permite establecer que las componentes

no nulas de [MCB(Z)]J (x,y) son:

(4.183)

63(X_y))

1
20

HZ (X) Y)
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G (6y) = 5 5c8 (=), (4.184)
Eio (X)Y) = _63 (X - Y) ) Ei (X) Y) - O) (4'185)
Jo(3) = 5B y),  Jiolny) =58 k-, (4.186)
i 1
D (x,y) = %63&—3’), Dz(x,y):—%aﬁfﬁ(x—y), (4.187)
1 1
Do (x,y) = 1992 (x) 58° (x—y), Diolxy) =192 (x) 58 (x—y),
: .
Asboy) = T -y), Adlny) =58 k-y), (4.188)
1 1
As(xy) = —igei(x) 58 (x—y), Ao (x,y) =—iger (x) 58 (x ),
m1 ; im? 1
Ci(xy) = —?675 (x—y), CZ(XJ):—ﬁWé (x—y),
_ M9 e ) s L NP Y
Celry) = T2 mn g8 xoy)|, Gyl =B )
1 1
Colxy) = ~T2 5 (o2 58 (x-)] (4.189)
.m? 1 m1 ;
BS(X)Y) = _1maxaxé (X_Y)) B4(X»Y):?aTé (X_Y))
1 1 i1
Botxy) = ~"2 0 [or ) g8 e m)| Balny) == k),
1 1
Bty = ~T2 o o) 58 7)) (4.190)

Filns) = gy (008 -], Rabrl =20 o 08 o)

Floy) = 250 @l o8-y s Falny) = —igge [ 02018 (x-)]
Folny) = —s08 (x-y), (2191)
Kyl = dgge (0108 x-y)], kel =-T2 5 o0 8 )

Ks(x,y) = —“Jgal{cbz(}c)aléﬂx—y)}, Kilxy) = —ig5e [ @208 (x )]
Ksboy) = 8 —y), Koloy)=—a80x—y). (4192)
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Por lo cual, la matriz tendrd la forma:
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Con esta matriz se pueden determinar los corchetes generalizados entre las componentes
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de la variable simpléctica 51(3), obteniendo los siguientes resultados:

(e 0,60 1} = (0a®), 30 () :< Qj (;c;r)))

o]
w
0

o

B Dbl —y7) 5O —y)

B < %ax1a§63(x__y_) ?&63(}(_37))

[ Bl —y) 58 —y)

- (—;“jsz—w Trelx —y ))

_ < el —y) i?a(x——y—))
—m 2 e —yT| Re(x —yT)

- vl (g ) e (o))
8 V2 0 4 0 1

-l-fé(x —g)(((; ?),

es decir,

. 2 .
(0a 2), @0 (7)) = =5 [x =y vl + Te (¢ =y ) Tap+ 38 (X —y7) Yy (4195)

donde I es la matriz identidad. De forma similar:

42
con lo cual
Lo 5} = Lorex —y)
{ @2 (x),TT" (y)} = —:1792 J dve (x  —v7 ) @1 (v)e(vi —y7). (4.196)

Ahora, con el fin de garantizar la validez de nuestros resultados, se van a comparar con
aquellos derivados por el método de Dirac. De la definicién del momento T1~, se dedujo el
siguiente vinculo:

]_[7 — a+A_ - a_A+ - —a_A+. (4197)



De la referencia [6] se deduce que:

N«

{(pa (x) y AL (y)}DZ =

de manera que

{(pa (x), T (y)}DZ =

|:i(Pa () I x—yl— ;Jdv A" ()] e(x—v)e( v—y)} , (4.198)

=02 {9a (%), Ay (Y)Ipy

_%a‘i [i(pa (x)|x—y|—”dv [A(p(v)]ae(x—v)e(v—y)}

g [i(pa(x) alilx—yl—;Jdv Ao (V)] e(x—v)dYe( v—y)]

— % i(pa(x)e(x_y_)iJ'dv[A_(p(v)}ae(xv)é(vy)]
= J|ieaxe(x—y) —i[aTe )] e (x—y)]
_9[.( o1 (x) -y 0 B
- zf(m(x))e(" V) 1(@2(}:))“" ”)L
= 13( <p10(x)> e(x —y7),
con lo cual
{o1 (), 1" (Y}, = i%(m x)e(x —y7). (4.199)

En el gauge de plano nulo, la expresién (4.159) se deja como:

resultando en

de manera que

{(PZ (X) )ﬂ_ (y

o1 0) = Y20 gy ), (4.200)
m
im 1 (x) = ide_ _ (v) (4.201)
__7\&—62@1 X =73/ ve(xT—v7) e (v), .

oe = 55 | @€ (=) {01 (0,7 W)k
= % J dve(x —v )@ (v)e(v —y7). (4.202)
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Finalmente, se calculan los corchetes generalizados asociados a @,
{el e 19} = {outxlm 1} = (
- T (4.203)
igP2 (x) 5= (x™ —y7)
<—%IdV‘§(X‘—V )$2(v) Je (v —y7)
)

e(x v )@ (v )ze(v —y7)
Fo2(x)e(x” —y7) '
Igualmente, al utilizar la referencia [6], de la expresién

(@ (2, A (lpp == [0 () x =yl = 5 [ave lx—v)e (v=w) [o a7 |,

2 a
(4.204)
se deduce que

{@Q(X),n*(y)} = —0Y{pa (x),As (Yp;

-3 [icpa(x) o [yl favelx—vate vyl | (V)Nu

S e

[
= -2 [i(pa (x)e(x™—y7) —iJ dve (x —v) 5 (v —y7) [6(\)) AJ’} J

= ig[@(x)<p(y)A+]a<-:(x‘y‘)

N

= 2 (@ w0~ (@) 0)] el —y)
= (0 @) ) el —y ), (4.205)
de donde se obtiene
{0200, (5} =T tx)e (v ). (4.206)
Ahora, a partir de las expresién (4.159)
—V2i0X §1 (x) = mP; (%), (4.207)
con lo cual .
1 (x) = 1\’;1,;,(@2 =57 J dve (x —v7) @2 (v), (4.208)
se determina que
{ommm) = faret—v){amm o)
E ::/%Jdv_e (x —v) @M e(v —y7).  (4209)
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Asi, los resultados derivados con la formulacién de Faddeev-Jackiw son consistentes con
aquellos obtenidos por el método de Dirac para la electrodindmica cudntica en dos dimen-
siones en las coordenadas de plano nulo.

En este capitulo se aplicaron los formalismos desarrollados previamente al estudio explicito
de diversos campos clasicos en coordenadas de plano nulo. Se analizaron en detalle el campo
electromagnético, el campo de Dirac y la electrodindmica cudntica en dos dimensiones,
poniendo especial énfasis en la identificacién de los vinculos y de los grados de libertad
fisicos.

Para cada uno de los modelos considerados, se mostré como la formulacién en el plano nulo
modifica la estructura candnica usual, dando lugar a vinculos caracteristicos asociados a las
componentes no dindmicas de los campos. A pesar de estas diferencias formales, se demostré
gue las ecuaciones de movimiento y los resultados fisicos obtenidos son consistentes con los
derivados en formulaciones convencionales.

Un aspecto destacable es que el uso del formalismo de Faddeev-Jackiw permitié una identi-
ficacién mas directa de las variables independientes, evitando procedimientos de reduccién
excesivamente complejos. En el caso de la QED en dos dimensiones, el andalisis confirmé la
equivalencia entre los resultados obtenidos mediante los métodos de Dirac y de Faddeev-
Jackiw, reforzando la consistencia del enfoque.

Este capitulo concluye que la formulacién en el plano nulo, combinada con el formalismo
simpléctico, constituye un marco eficaz y coherente para el estudio de campos clasicos,
proporcionando una descripcién clara de la dindmica y de la estructura de los vinculos.
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Capitulo 5

Teoria de Fotones Masivos en las
Coordenadas de Plano Nulo

En este capitulo se procederd a realizar un estudio de la teoria de fotones masivos en
las coordenadas de plano nulo. Inicialmente se realizard un andlisis candnico de la teoria
utilizando la formulacién de Dirac, con el fin de deducir la estructura de vinculos de la
teoria y compararla con los resultados, derivados en un trabajo anterior, con aquellos que
resultan del andlisis de la teoria en las coordenadas de instante forma. Dada la libertad de
gauge de la teoria, se pretende deducir los corchetes de Dirac para los grados de libertad,
utilizando la condicién de gauge de plano nulo.

Posteriormente se procederd a realizar un estudio de la teoria utilizando la formulacién de
Faddeev-Jackiw. El objetivo serd deducir todos los vinculos de Lagrangianos y demostrar
que la libertad de gauge también se manifiesta en este formalismo. Para obtener los corchetes
generalizados, nuevamente se impondrd la condicién de gauge de plano nulo. De este modo,
se pretende demostrar la equivalencia de los dos resultados.

5.1. Formulacion de Dirac

La teoria electromagnética masiva es descrita por la siguiente densidad Lagrangiana [1]:

] 1 1)

a partir de la cual es posible deducir las siguientes relaciones:

oL oL M., 1.,
7@(6#\“)_4 , 30,0 e [A +ea 6}. (5.2)
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De la dltima expresién se determina que los momentos canénicos (7™, pg) conjugados a los
campos (A, 0) son:

oL
- 7 _FtH — prf
T 3 (0:A,) ’
oL M? 1 M2 1
= =— |AT+-0"0| = — |A_+-0_0 5.3
P 0(0.0) e [ T ] e { T }’ (5:3)

con lo cual es posible deducir el siguiente conjunto de vinculos primarios [2]:

QO = 7w =0,
Q) = M -0 Aq+dA ~0, a=1.2 (5.4)

M2 1

Con el fin de establecer la consistencia de los vinculos primarios, es necesario introducir,
inicialmente, la densidad Hamiltoniana candnica, la cual es definida en la forma:

He = 7TH6+Au + po0+0 — L. (5.5)
Ahora, expresando la densidad Hamiltoniana £ en las coordenadas de plano nulo,

1 1 1. 17
L o= — FW+EM2 [Aﬁeape}

1 1
= zﬂfﬂ* + 01 Aq — M0 A L — ZFabFab + eApo + P00 (5.6)
1 1 1
—EMZ [Aa + eaae} [Aa + eaae} ,

se deduce que

1 1
He = 271’7'(* +70 0_AL + 7 0AL + ZFabFab —eA.pe
1 1 1
+-M? <Aa - aae> <Aa + aae> : (5.7)
2 e e

Asi, el Hamiltoniano canénico tendrd la forma:

1 1
HC = JdSX |:27T7T + ﬂia_A.F + ﬂaaaA._A,_ + ZFabFab — €A+pe

1 1 1
+ 2M2 (Aa + eaae> (Aa + eaae>] . (5.8)

Sin embargo, para una teoria que posee vinculos, la dindmica de la misma es gobernada
por el Hamiltoniano primario, que para nuestro caso serd definido como:

Hp = Hc¢ —|—Jd3y {u1 () Q1 (y) +ue (y) Qz, (y) +ud (y) Q3 (y)], (5.9)



donde u', u?¢ y u® son multiplicadores de Lagrange a ser determinados. De este mo-
do, la evolucién temporal de cualquier variable dindmica F(x) definida en el espacio fase
(A, 0,7, pg) es dada por:

0, F= { F(x) ,Hp} . (5.10)

En este espacio fase, los corchetes fundamentales de Poisson no nulos entre las coordenadas
fundamentales (A, 0,7, pg) se definen como:

(A, )} =828 -y, {0, pely)} =8 (x—v). (5.11)
Utilizando las relaciones obtenidas, tenemos:

{ A0 Hef = 8,7 (0 48,0 Ay (x) + 8, 005A, (x), (5.12)

{ ™ (x) ,HC} = 5 [ 7t (x) + OXm® (x) + epo (x)} (5.13)
5. {a’gFab (x) +M? (Aa (x) + %a;;e (x))] ,
{800, He} =—eA. (x), (5.14)

2
{pa e} =0t (Aa + {010 00, (5.15)

las cuales se deducen a partir de (5.9) y (5.11). Igualmente, es posible demostrar que los
unicos corchetes de Poisson no nulos entre los vinculos primarios son:

{ Q00,00 W)} = —280%8 (x—y), (5.16)
2M2
{500,050} = 25088 ().

Asi, la consistencia de los vinculos primarios determina que:
501 (x) = {Qi(x),Hpf = {n" (x),Hc}
= O (x) + 3% (x) + epa (x) 2 0,
lo que resulta en la existencia de un vinculo secundario que se denotara por:
Qq (x) = 0% (x) + 95 (x) + epo (x) = 0. (5.17)
De forma similar, al estudiar la consistencia de los vinculos Q)  y Q3 se obtiene que:

0y, (x) = — [agFab (x) + M? <Aa (x) + %age (x)ﬂ + ¥ (x)

—20%u?e (x) &~ 0, (5.18)
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—S % (x) = 0, (5.19)

lo que establece relaciones sobre los multiplicadores de Lagrange u?c y u? implicando que
no mas vinculos son generados a partir de (), y Q3. Ahora, dada la presencia del vinculo
secundario ()4, es necesario analizar su consistencia, para lo cual se utilizardn las siguientes
expresiones:

{um,0m} = o
{oi,0,w)} = 0, (5.20)
{050} = o

de manera que resulta:
0% Q4 (x) = { Q4 (%), Hp} —0. (5.21)

Por lo tanto, no se generan mas vinculos en la teoria, con lo cual se identifica a (Q4,Q;_, Q3,Q4)
como el conjunto maximo de vinculos del campo de Maxwell masivo en las coordenadas de
plano nulo. De las relaciones (5.16) y (5.20), es posible concluir que (Q;,Q4) constituye un
conjunto de vinculos de primera clase, en tanto que (Q;_, ()3) se identifican como vinculos
de segunda clase.

Dada la libertad de gauge como consecuencia de la presencia de los vinculos de primeras

clase, se debe considerar la correcta evolucién temporal de los campos, la cual serd mediada
por el Hamiltoniano extendido que se define por:

He = Heor | @y [l (1) Q1)+ (1) Qs )
+u’ (y) Qs (y) +ut (y) Qs (y) | (5.22)
a partir del cual es posible determinar que:
0:AL(x) = 8! () +8,7 [m (x) +0MAL (x) — 3%u’ (x)] (5.23)

+5,8 [ AL (x) +ude (x) — oXut (x)} ,

o m’ (x) = &) [a’:n* (x) + 05m® (x) + epo (x)} (5.24)
MZ
+6Y {a’guzb (x) + 7u3 (x)}

—5, [agFab (x) + M? <Aa (x) + %a’;e (x)> + 0% ule (x)} ,
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0.0 (x) = —eAy (x) + 18 (x) + e’ (x), (5.25)

2 2
3., pe (x) = N%ag (Aa (x) + ]Eaze (x)> - %ai w (x). (5.26)

De las expresiones (5.23) y (5.24) se determina que:

1
wo= e <A+ + eme) —eu?, (5.27)
u?e = FY 4 d.ut (5.28)
de manera que
o’ = O P = 6+V [ 0_70 + 07" + epe}

MZ
+6_V |:abu2b + eu3]
1
5, [abFab + M? <Aa + eaae> + auZ“} ) (5.29)
Esta relacién permite deducir que:
MZ
0 F" + MIAK = —=—240 + 5. (—aaaau“ + M2u4) o0 (a,aau“) . (5.30)
En forma similar, combinando las ecuaciones (5.25) y (5.26), se puede determinar que:
1
G (A“ + ea“e> = ut(x). (5.31)
Entonces, con el fin se garantizar la consistencia de las ecuaciones compatibles con la
libertad de gauge de la teoria y aquellas derivadas en la formulacién Lagrangiana, se debera

considerar u* = 0.

Ahora, con el fin de eliminar la libertad de gauge que tiene la teoria a consecuencia de los
vinculos de primera clase,

0 0_7 + 04m* + epg ~ 0, (5.32)

serd necesario introducir dos condiciones de gauge. Inicialmente, se consideraran las condi-
ciones de gauge de plano nulo, las cuales son definidas por:

A_=0 , m +0°AL ~0. (5.33)

Asi, se introducird la siguiente notacién con el objetivo de incluir todos los vinculos junto
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con las condiciones de gauge que caracterizan la teoria:

O (x) = 7 (x)=0,
@, (x) = 7 (x) — 9 Ay (x) + A (x) =0,
M? 1
O3(x) = polx)—— |[A_(x)+ Ea’i@ (x)| =0,
Os(x) = 05w (x)+ 0y (x)+epp(x) =0
Os(x) = A_(x)=0
BO(x) = m (x)+0*A, (x) =0.

A partir de los siguientes corchetes de Poisson no nulos,

{ €2, (%),0;, (W)}

{©:00,65(v)

{@1 (x),

L

(y)

@
W
—
x
—
@
(o)
—
«
B e L S S e e S

{8 0,05(y)

—260%8% (x —y),

a=1,2

(5.34)

(5.35)

es posible construir la matriz de vinculos de segunda clase C (x,y) donde sus elementos son

definidos en la forma:

Cy (xy) = {6 (x),6 (v} .

En forma explicita, la matriz C (x,y) se expresa como:

0 0 0

0 —254,0% 0

0 0 _2MZ5x
C (X) U) = 0 0 e(z)

0 0 0

GARG m2

146

o 0 o

o0 ¥

0 0o M

o o0 o [TV
—* 0 1

o -1 0

(5.36)



El método de Dirac requiere calcular la inversa de la matriz (5.37), para lo cual se propondra

que ésta sea de la forma:

Al (xy) Ay (xy) As(xy) As(xy)

B1, (x,y) Bz, (x,y) Bz, (x,y) Ba,
Ci] (X) y) -

Ei(xy) B (xy) Es(xy) Ealx
F1 (X»y) FZb (X)y) F3 (X)y) F4 (X
GI (X>g) GZb (X)y) G3 (X)y) G4 (X)

Las matrices (5.37) y (5.38) deberdn satisfacer la siguiente identidad:

stzC (x,z) C! (z,y) = 183 (x—vy).

Di(x,y) Dz, (x,y) Di(x,y) Dalx,

(5.39)

Al solucionar la ecuacién (5.39) con el fin de determina las componentes de la matriz

C~'(x,y) admite que esta tenga la siguiente forma:

A] (XHJ) AZb (Xay) A3(X>y) A4(X,U)
B1C(X»y) Bzcb (X>U) 0
- D (x,y) 0 Ds (x,y)
C 1 — ) )
BU=1 E gy o 0
0 0 0
G] (X>U) 0 0
donde
1
Aly) = =5 (o8ey —M?)
1 0f
Azb (XJJ) = 26&?& 3(X y)3
e 1
AS(X>y) = iaxax 3(X_y))
1 3
A4(X>9) = 76167(6 (X*H)»
1 3
AB(X)U) = 676 (X—U)>
10% 1
B1a (X)y) :Eaisaix 3(X—U)) BZQb (X)U) =
e 1
D (Xay) Eaxaxé (X_y)) DS(X7H)
1
E; (XJJ) = % o* 5 (X_U)) Es (X)U) =
1
F4(X)y):_6763(x_y))

>
(o2
®

oS O O O O

63 (X—U))

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)
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G (%, y) = 81,163 (x—y). (5.46)

A partir de (5.40) es posible construir los corchetes de Dirac (DB) entre dos variables
dindmicas A (x) y B (y) en la siguiente forma:

{4003} = {a0,Bw}-|dutv{am,enmw}

D
Cy (w,v) { ©(u),B (y)} : (5.47)

Bajo la definicién (5.47), se cumplen las siguientes identidades:

nt(x) = 0,
™ (x) —0*Ap (x) = 0, a=1,2
MZ
Po (x) — ?a’:e (x) = 0, (5.48)
X (x)+ 0k (x) +epg(x) = 0O,
A (x) 0,
T (x)+0*A,(x) = 0.

De esta manera, se pueden considerar como variables independientes los campos (A, Aq, 0),
con lo cual se procede a calcular los DB entre ellos, utilizando las siguientes relaciones:

(Ao} = P x-w,

{Aa(x),ch (u)} = a8 (x— 1),

{Ac¥), @0} = —058° (x—w),

{e(x),®3(u)} — P lx—u), (5.49)
{e(x),@4(u)} — edd(x—u).

De las expresiones (5.47) y (5.49), se determina que los DB no nulos entre los campos
(AL, Aq,0) son:

{A+(X))Ab(y)}D = _;aigxéa(x_y)’
e 1 3
{A+(x),9(y)}D g (XY,
(A0, )} = 22 L5 ), (5.50)
2
lo,00) = —pog®x-y)



5.2. Formulacion de Faddeev-Jackiw

Con el objetivo de realizar un estudio de la teoria de fotones masivos en las coordenadas
de plano nulo utilizando la formulacién de Faddeev-Jackiw, se expresara la ecuacién (5.4)
en la forma:
nt = 0,
¢ —0_Aq+0,A- = 0, a=1,2 (5.51)
M? 1
—— |A_+-0_0| = 0
Po P |: + P :| )
de manera que la relacién (5.6) puede expresarse como:

1 1
L = En_ﬂ_ + 10, Ay — M0 AL — ZFabFab + eA po + ped.0

1 1 1
+-M? {Aa + aae} [A“ + aae}
2 e e
1
= ﬂia_A,_A_ + Ttaa+Aa -+ Pea+9 + 27'[77'[7 — T[ia_;_A_ — T[aaaA+

1 1 1 1
_ZFabFab + eA+pe + EMZ |:Aa -+ eaa9:| |:Aa + eaae:| . (552)

Dado que
0A_=m +0_A., (5.53)

la densidad Lagrangiana puede expresarse de la siguiente forma:
1
£ = 7T_a+A7 + 7Taa+Aa + pea+9 — { 57'[_7'[_ + TE_O,AJF + T[GaaA+

] ] ] R
+ZFabFab — eA+‘p9 — EMZ |:Aa + eaae:| |:A + Ea e:| } . (554)

De este modo, es posible identificar el primer Lagrangiano iterativo de la teoria como:
L0 =m0, A_ + 10 A+ peds0 —HO, (5.55)

donde se define el potencial simpléctico en la forma:

1 1
HO = ST AL+ T aAs + FanFan — €Ay po
1 1

:
—EM2 (Aa + eaae> (Aa + eaae) . (5.56)

Asi, el primer conjunto de variable simplécticas es identificado como 51(<0) = (A, ,Aq, ™ 0,p0,At).

De manera que de la relacién es posible reconocer:

KESE — T Kglena , K(eo)—>p9 (5.57)

K9 = o0, kK@ —o0, Kn—o , Ky —o.
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Los elementos de matriz simpléctica se calculan a partir de la siguiente expresién:

0
M(Aé (%,¥)

Ky (y) 8K (%)
sty () 8&y (v)

(5.58)

En este contexto, utilizando las expresiones (5.57), se puede deducir que los tinicos elemen-
tos de matriz simpléctica diferentes de cero son:

0
M(Aif (x,¥)

0
MY (x,y)

0
Mép]e (%)

Asi, la matriz M9 (x,y) tendra la siguiente representacién:

o O O = O O O

(0) _
0K “(y)  om (x) 3
— =8 (x—y),
©
SA_(x)  5elY (y)
0
KL (y)  om@ () s (x—y)
A« (x) 5l (y)
5Kéoe) (y) Opelx) 3
69 - (0) *_6 (X_Y))
(x) e (y)
5Ky (y) ok )
(0) (0) 76 (X_Y)»
0~ (x)  8&, (¥)
0)
8Ky, (v)  okQ (%) a5 (x
(0) (0 — %% X Y),
0 (x)  3E4 (¥)
K (v) ok (x) 53
(0) - [O) - (X_Y))
65vpe (x) 559 (v)
0) 0)
5K 6K X
L v _ ;‘O;( ) —0, forall B.
06, (x)  8&g" (v)
00 -1 0 0 0
00 0 —8& 0 0
00 0 0 —10
00 0 0 0 0 |&x—y (5.59)
580 0 0 0 0
01 0 0 0 0
00 0 0 0 0

Es evidente que la ecuacién (5.59) es singular, con el siguiente autovector con autovalor

nulo:

PO =(0 000 0 0 v(x)),

(5.60)



donde v (x) es una funcién arbitraria. El vinculo asociado al autovector ¥ (x) es:

af = J d*xv (x) Jd3y7-l(°) (y)

5
d&a, (x)
[y [ wrovas )+t o )

= Jd3xv (x) AL )

—eA; (Y)pe (y)]
- —Jd3xv (x) J Y [ﬂ‘ (y) 0 +7* (y) 3% + epe (y)} 5 (y —x)
=[x [ (9 + 3 () + ep ().

Dada la arbitrariedad de la funcién v (x), podemos seleccionar el primer vinculo Lagrangiano
en la siguiente relacién:

Q) = 0¥ (x) + 3Xm (x) + epo (x) = 0. (5.61)

Ahora, el primer Lagrangiano en el proceso de iteracién se obtiene adicionando este vinculo
a la parte canénica de £(%), de la siguiente forma:

LY = A+ 1%, Aq +ped. 0+ 0B — 1D, (5.62)
donde se ha identificado Ay — 3 y:

1 (0)
HD = Hng)ZO. (5.63)

El potencial simpléctico H(?), a menos de un término de frontera, se puede expresar como
se indica a continuacién:

1 1
HO = 27'[_7'{_ — AL [a,n_ 4+ 07 + epe} + ZFabFab
1 1 1
—EM2 (Aa + eaae> (Aa + eaae> . (5.64)
De manera que la relacién (5.63) toma la forma:
m_ 1 1 1.5 1 1
e e

En este momento es necesario introducir un segundo conjunto de variables simplécticas

Eg), las cuales se identifican como: E,%” = &gj =A_, E,é” = &gi = Ag, E,g” = Eg) =0,
1 1 _ L 1 1 1 1 1 .

&i) = 57(1,) =7, Eg) = E( ) =, 5(6) = &1([,9) =DPey 5(7) = Eé) = . De la expresién (5.62),

7-(61
podemos establecer que:

1 1 — 1 1 1
K" = kU =n,  kV=x{ =m0, k=K =p,,
1 1 1 1 1 1
K = k=0, x"=xll=0, k"=« =0,
K'Y = k) =0 =0 (x) + 95m® (x) + epo (x) - (5.66)
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Asi, las componentes de la segunda Mgé (x,y) matriz simpléctica son determinadas por:

5Ky (y)  8Kn (x)
sen) (x) 88y (y)

MU (x,3) = (5.67)

De modo que se puede deducir que las 1inicas componentes no nulas son:

MY (xy) = T =8 (x—y),

1 (1
MO ey - K (y) oKL () snt () 58 (x—y)
b ) - - b )
Aam sen (x)  SEN () SEN (3)
(1) (1)
1 OKpe (¥) 0Ky~ (x)
Map, (113) = 1 Ty T S EY),
08y (x) &, (¥)
(1) 1)
0K, ' (y) 8K (x)
MU, y) = = T 8 (xy),
0~ (%) 8&, (¥
(1) )
0Ky ' (y) 8K (x)
MU (ryy) = - = 0k (x—y),
sell (x)  5Ey (y)
(1) 1
M (xy) = 0K, (Y)_ZSKETQ) (X)—6a63(x— )
meA, V)= ) oy b y
seld (x)  8ER) (y)
: oKy (v) kW@
Mﬂﬂﬁ(X)Y) = i - m = aa6 (X_.V)»
0&ra (x)  8&5" (¥)
(1) (1)
K\ (y) sk (%)
Mo (53) = 5= = 5 = =& (x—y),
0&pe () 8&g (¥)
(1) 1)
0Ks ' (¥) 8Ky, (x)
1
My (53) = —fr— = = = e’ (x ),
0&p, (x)  0&g (¥)
m (M
1 8K (y)  OKy ' (x)
Mgp- (7)) = = — —fr— =08 (x—y),
sey) (x) 8E) (y)
m 1
8K o, (y)  8Kp (%)
Mg (5,) = —F—— — —f—— = —3}8* (x —),
sey) (x) 82N (3)
(1) (1)
M() (X ) _ 5er (-V)_éKﬁ (X) ——653 (X— )
ppo BV = ) U= y
sel) (x)  8Epy (3)
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Con lo cual la matriz MV (x,y) se expresa como:
0 0 0 -1 0 0 0
0 00 0 =5 0 0
0O 0 0 0 o -1 0
MUxy=[1 00 0o 0o 0o —or |&x—y). (5.68)
0 & 0 O 0 0 -0}
o 0 1 0 0 0 e

0 0 0 - -3 —e 0

Mostremos ahora que la matriz (5.68) atin se mantiene singular. Para ello vamos a proponer
que la naturaleza singular de la matriz se debe a la existencia de un vector nulo, el cual se
considerard de la siguiente forma:

P @ = (o o, wEx ax o, (x) «x) o)), (569

donde las cantidades «; (x) son funciones desconocidas que deben determinarse. Si (5.69)
es un autovector de (5.68), se debe satisfacer la siguiente relacién:

J'dg’xf)Am (x) Mgé (x,y) =0. (5.70)

Al substituir (5.68) y (5.69) en (5.70), puede deducirse que el conjunto de funciones «; (x)
satisface el siguiente sistema de ecuaciones:

o (y) = 0
s, () 0,
o6 (¥) 0,
—1 (y) + 0% o7 (y) 0,
—ag, (y) + 0por () 0,
—o3 (y) —eas (y) 0,
0% oy (y) + 05, (y) +eas(y) = O. (5.71)
Al resolverlo, permite establecer que:
x(y) = 0, a5, (y)=0, a(y)=0, (5.72)
x (y) = 0Yor(y), x2, (y) = 0par (v), a3 (y) = —ears (y).
De manera que el auto-vector ¥V (x) tendrs la forma:
YA (x) = (%ay (x) oy (x) —eaz(x) 0 0 0 ay(x)), (5.73)

donde o7 (x) es una funcién indeterminada. Entonces, si existe un vinculo adicional, este
deberd ser consecuencia de la siguiente ecuacidn:

a 3.0A(1) 5 3,1y (1)
Q = Jd xV W (x) SEn ) Jd yH'" (y)
_ 3. 0A(1) 3. (M 3. ~A(1) 3,1
— Jd XV (%) A () Jd yH" (y) +Jd XUy, (%) A (1) Jd yH'" (y)
3 0A() b 3. /(1) 3 0A() 5 3. 4,(1)
+dev9 (X)ée(X)JdQH (yH—dev[5 (X)éﬁ(x)de% (v)
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= [ @l |y | tu) (5207~ 5502) — M? (Aa(w) + gote ) )
=3+ [t b [ @y [ (A )+ ote ) ) ot ()|

= stxa’c‘loq (x) [—l ( 0 Foa (x) — 0%Fqc (x)) — M? (Aa (x) + 28’56 (x))]

—M? J d3xo7 (x) 0% [Aa (x) + %az;e (x)} .

Integrando por partes, se deduce que:

ol = —Jd&w (x) % {a’gFab (x) —M? (Aa (x)+1562§9 (XJ)]

—M? J d3xot7 (x) % [Aa (x) + ]Eaze (x)}
= — J d3xor (x) [6’&6§Fab (x) — Mza’é {Aa (x) + %6’59 (x)]

+M23X [Aa (x) + %a;;e (x)”
= 0. (5.74)

Este resultado indica que el modo cero no dard un nuevo vinculo Lagrangiano, y como
consecuencia la matriz simpléctica continia siendo singular, lo que caracteriza a la teorfa
de Maxwell como una teoria gauge [3]. Con el fin de obtener una matriz simpléctica no
singular, se deberd adicionar un término de gauge fixing al potencial simpléctico, y para
ello se escogerd el gauge de plano nulo ® = A_(x) = 0. Si utilizamos la condicién de
consistencia por medio del multiplicador de Lagrange n (x), lo cual aumentard la dimensién
del espacio de configuracién, obtendremos el segundo Lagrangiano iterativo:

LY =7 A 4+ 10LAq +ped 0+ QY + 01— 2, (5.75)

donde

2 M.
HY =H 6 (5.76)

il
El potencial simpléctico ") se puede expresar de la siguiente forma:

1 1 1 1 1
HE = 57+ g FaoFap — EM2 (Aa + eaae) (Aa + eaa9> : (5.77)

Ahora, vamos a introducir las nuevas variables simplécticas &1(3), las cuales se definen como:
2 2 2 2 2 2 2 2 _ L2 2

8 =El AL g =al = A =8 =0 g =gl = g = g0 =

5(62) = Eéze) = Pos, E;z) = Eg) =By Eé” = ET(]]) = 1. De la expresién (5.75), es posible



identificar que

2 — 2 2 2 2
= kY =n, KP=xP=n kP =k{ =p,,
_ @ @ _ 2 _
= KT[7 - O, KS = Kﬂa - O, K6 = er - 0,
= K = 0 = 0t () + 0 (x) + epo (%)

= kP =0 =A_(x).

(5.78)

Continuando con las componentes de la matriz simpléctica M2 (x,y), estas se calculan a

partir de:

Ahora, de la relacién (5.79) se deduce que los elementos de matriz no nulos son:

Ky (y) 8K (%)
e () 8&5 (v)

2
MY (x,7)

(2)
2) o 5K7r (Y) . om (X) _ _s3 .
Min &) = 53 i (y) 5 (x—y),
(2)
2) Ky () A (y) 3
MA,T] (X,Y) - 6&/&2) (X) = SA_ (X) = (X—Y)>
5k (y) sk (x)
MY | (xy) = —= Ao 70— _535° (x — ),
Aar s x) sy
(2) (2)
@ 5Ky (y) 8Ky (x)
Mo B9) = Ll Tl
0 Po
5KY (y)  sk?
M2, (xy) = A s gy,
0~ (x)  8&, (¥)
6K(2) 2)
M y) = B T oy,
56l (x) 885 (v)
5K 2 2)
M, oyl = e e [0 ey gy
b sel (x) &R (¥)

(5.79)
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De manera que la matriz M%) (x,y) tendrd la siguiente estructura:

2
MY (x,y) =

O O O —= O O O

"

>4
S oo oo

o O O

o () 6K(a(x) N
(Bz) - (7;) aa63 (X - Y) )
2 (x) e ()
5Ky (v) _ 8Ky () _ s
(2) - (2) (X_Y))
&po (X)) 8&5 7 (¥)
oK' (1) KR ()
T 5@ ey Y
65]39 (x) d B (Y)
K (y)  SKg ()
T w0y -y,
&g (%) 8& - (y)
K% (y) oKy (x) yes?
O o o (x—y),
8657 (%) 8E L ()
K (y) K ) s
0 0 ey,
2 (x) sER ()
oK (®) BA-(x _ fa_y)
5t (y)  SA-(¥) =
A ¥
o -1 0 0 0 1
0 0 -8 0 0 0
o 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 =3 0 |
0 0 0 0 —or 0 8 (x—y) (5.80)
1. 0 0 0 e 0
0 - -3 —e 0 O
o 0 0 0 0 0

Esta matriz no es singular y, por ende, su inversa deberd calcularse con el fin de determinar
los corchetes generalizados. Ademds, la inversa de la matriz M(?) (x,y) es consecuencia de

la siguiente identidad:

—1
| @zML e 2) (M) (2, ) = 588 (e 9),
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donde se propondra que [MAB(Z)]_1 (x,y) se puede expresar en la forma:

N 288 E &8N
Rl el
T T NI T ST
< mOOAQA WO
e e e B e e
B P B B ey B
B R S
2N A xRN

~

—_ o —

(5.82)

— 7 —_

—

— —

—

—

— O — —

— 7 —_

> B B
CRCRCRG)
O o W L
O
m O QT

Al substituir (5.80) y (5.82) en (5.81), se deduce el siguiente sistema de ecuaciones:

—_— o~ —~ —~ —~ —~ —~

—_— — — —— —— ~— ~— —

—
o
Q
0
N
o S o
I
B B B
MooM M
O N o0
T T T
+ 4+ +
PSS
Ko/ Ne)
O N 0
F 58

(5.84)

— o~ —~ —~ o~ —~ —~

[T S T < T o1 o]
— o D D D
R R ST~ S Nt
[ e I - " Sy Ve
Suo K gu oo H co oo o
=] =] [Ve)
_
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—F (x,y) = 0,

—F2, (x,7) = 0,
—F(xy) = &x-y),
—F4 (x,y) 0,

—Fs, (%,5) 0,
—Fe (%,¥) 0,
—F7 (%,y) 0,
—Fs (x,y) = O.

A1 (x,y) —0XG (x,y) 0,

Az, (%,5) — 026Gy, (%,7) 0,
Az (%,y) —0XG3 (x,y) 0,
Ag (%,y) — 02 Ga (%,7)

As, (%,5) — 0XGs, (%,7) 0,
Ag (%,5) — 02 Ge (%,7) 0,
A7 (%,y) —0XG7 (%,y) 0,
Ag (x,y) — 0" Gg (%,¥) 0.

5¢Bi. (x,7) — 056G (%,) 0,

¢ Bag, (%,¥) — 095G, (%,7) 0,
8¢ B3, (%,57) —05Gs3 (%,y) 0,
8¢Ba, (%,y) — 05Ga (x,¥) 0,

0¢ Bs,, (%,y) — 05Gs, (%,¥) b

8¢ Be, (%,7) — 05G6 (x,) 0,

d¢By. (x,y) — 05G7 (%,¥) 0,

d¢Bs. (x,y) — 0;Gs (x,¥) 0.

Ci(x,y) +eGi (x,5) 0,
Cy, (%,5) + €62, (%,¥) 0,

Cs (%,y) + €G3 (x,y) 0,

Cs4(x,¥) + eG4 (%) 0,
C;, (x,7) +eGs, (x,y) 0,

Ce (x,y) + eGg (x,¥)

C7 (x,y) + eG7 (x,y) 0,

Cs (x,y) +eGs (x,7) 0.

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)



-0 Dy (x,y) — OcEy, (x,7) —eFi (x,7) = 0,
—0% Dy, (x,y) — 0¢Ez, (x,57) —eFp, (x,57) = 0,
—0XD3 (%,y) — 0¢E3, (%,y) —eF3 (x,y) = 0,
—0%Dy (x,y) — OcEy, (x,57) — eFs (x,) 0,
—0XDs, (x,y) — 0¢Es,, (x,¥) — €Fs5, (x,7) 0,
—0XDg (%,y) — 0z Ee, (%,y) — eFg (%,¥) 0,
—0D7 (x,y) — 0cE7, (x,57) — eF7 (x,¥) 5 (x—y),
—0XDs (x,y) — O¢Es, (x,¥) —eFs (x,y) = 0. (5.89)
—A1(x,y) = 0,
—Az, (%,5) 0,
—A3 (%,¥) 0,
—A4(x,y) = 0,
—As, (x,7) = 0,
—As (%,¥) 0,
-A7(x,y) = 0,
—Asg(x,y) = & (x—7y). (5.90)

La solucién de este sistema determina que las tinicas componentes diferentes de cero son:

As () = 8 (x—7), (5.91)
Gilry) = 58 x-y),  Galoy) =58 (x—7), (592)
Cilxy) = 3-8 (x—y), Colxy)=8(x—y),
Cs(xy) = 3-8 (x—y), (5.93)
Bio(5y) = —388'(x—y), Bs,, (5,y) =588 (x—y)
B (5y) = —508 (x—y), (5.94)
F3(x,y) =—8° (x—y), (5.95)
Ezab (X)Y) = _5363 (X - .V) ) (5'96)
D, (xy) = £8%(x—y), Dilxy) =8 (x-y),
D7 (xy) = —508 (x—), (597)
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0
Hy (X,Y) = 63 (X_Y)) Hla (X)y):ais&g (X_y))
HiGoy) = o8 G-y),  Hrloy) =8 xy). (5.98)

Asi, la matriz [M(z)r1 (x,y) se puede expresar como:

0 0 0 0 0
0 0 0 B4, (z,5) Bs,, (2,7)
0 0 0 Cs4(2,y) 0
-1 0 D, (z,y) Ds(zy) 0 0
[MCB(Z)] (zy) = 0 Ez:b (z,y) 0 0 0
0 0 F3 (z,¥) 0 0
0 0 0 G4 (2, y) 0
H] (Z)Y) HZb (Z)Y) H3 (Z,Y) 0 0
0 0 AS (Z)Y)
0 0 Bs, (z,¥)
CG (Z)Y) 0 CS (Z)Y)
0 D7 (Z7Y) 0
) o ) (5.99)
0 0 0
0 0 Gs (z,)
0 H7 (Z)Y) 0

Finalmente, de la expresién (5.99) se deduce el siguiente conjunto de corchetes generaliza-
dos:

0% <3
= B4a (Z>Y):_676 (X_Y))

Bs,, (2,7) = 888% (x—y),

{Acx), 7 ()

{ Aax),7® ()

M~ Y~ = =
|

{000, m )} = Glay) =8 x-y),
{800,p0(W)} = Cslzy) =8 (x—y). (5.100)

La cuantizacién candnica de la teoria se logra abstrayendo los conmutadores a tiempo igual a
partir de los paréntesis de Dirac correspondientes. La teoria cudntica se obtiene asumiendo
que las relaciones de conmutacién corresponden a estas nuevas relaciones de paréntesis.
Por lo tanto, los paréntesis de Dirac se sustituyen por conmutadores y se afiade un factor
multiplicativo de i al resultado obtenido en el lado derecho.

En este capitulo se llevé a cabo un estudio exhaustivo de la teoria de fotones masivos en

coordenadas de plano nulo, abordando el problema tanto desde la formulacién de Dirac
como desde el formalismo de Faddeev-Jackiw. Se analizé en detalle la teoria de Proca en
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su versién invariante de gauge, destacando la importancia de los campos auxiliares para
restaurar dicha invariancia.

En este capitulo se estudié la invariancia de gauge de la electrodindmica de Proca desde
la formulacién simpléctica de la teoria, la cual es un método alternativo al método orto-
doxo de Dirac para describir sistemas dindmicos con vinculos. Al mismo tiempo, se pudo
demostrar que la aproximacion simpléctica resulta mas natural e intuitiva en el sentido de
que los vinculos son relacionados con momentos canénicos generalizados. No obstante, los
multiplicadores de Lagrange estardn conectados a variables simplécticas en la estructura
simpléctica ampliada de la variedad de vinculos.

En el caso de la electrodindmica de Proca invariante de gauge, pudo demostrarse que el
ntimero de vinculos es menor que aquel obtenido a partir de la formulacién de Dirac.
Igualmente, se observd que el andlisis de la estructura de estos vinculos resultd ser mas
simple, ya que no fue necesario realizar una clasificacién en vinculos primarios o secundarios,
ni en vinculos de primera y de segunda clase.

La naturaleza gauge de la teoria se vio reflejada en la singularidad de la dos forma ME\% (x,7),
lo que dio lugar a un nuevo modo cero QY| que resulté ser idénticamente nulo. Con el
fin de tornar esta matriz simpléctica en una regular, se introdujo la condicién de gauge de
plano nulo A_ (x) = 0 al potencial simpléctico. Esta condicién de gauge se dedujo natural-
mente a partir de las ecuaciones de campos. Al utilizar la condicién de consistencia para el
multiplicador de Lagrange n (x), que incrementa la dimensién del espacio de configuracion,
se obtuvo el segundo Lagrangiano iterativo £%), a partir del cual se puede derivar la co-
rrespondiente dos-forma simpléctica en el segundo orden del proceso de iteracién [MAB(2)].
Por su parte, los corchetes de Dirac deducidos en la seccidén anterior se pueden obtener
directamente al analizar las componentes de la matriz [MAB2)]

Finalmente, se pudo observar que el potencial simpléctico obtenido al final del proceso de
iteracién es exactamente el mismo Hamiltoniano que se resulta a través de varios pasos en
el método ortodoxo de Dirac.

La cuantizacién candnica de la teoria se logra abstrayendo los conmutadores a tiempo igual
a partir de los paréntesis de Dirac o los paréntesis generalizados correspondientes. La teoria
cudntica se obtiene sustituyendo los paréntesis por conmutadores y se ailade un factor
multiplicativo de i al resultado obtenido en el lado derecho.
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Capitulo 6

Conclusiones Generales

En el presente trabajo se realizé un estudio sistematico de teorias de campos con vinculos,
con énfasis particular en teorias de gauge y en la teoria de fotones masivos, formuladas en
coordenadas de plano nulo. A lo largo de los distintos capitulos se combinaron consideracio-
nes conceptuales, desarrollos formales y aplicaciones explicitas, con el objetivo de analizar
de manera coherente la estructura dindmica y de vinculos de estos sistemas desde un punto
de vista hamiltoniano y simpléctico.

Uno de los ejes centrales del trabajo fue el reconocimiento de que las teorias de gauge
constituyen sistemas lagrangianos singulares, para los cuales los procedimientos candnicos
estdndar resultan insuficientes si no se incorporan métodos adecuados para el tratamiento
de los vinculos. En este contexto, se puso de manifiesto que la correcta identificacién de los
grados de libertad fisicos y la preservacién de la invariancia de gauge dependen de manera
crucial del formalismo empleado.

La adopcién de la formulacién en el plano nulo se mostré particularmente relevante. A
partir del anélisis de las distintas formas de la dindmica relativista introducidas por Dirac,
se evidencio6 que la eleccién de la hipersuperficie inicial no es un aspecto meramente formal,
sino que determina la estructura de los generadores del grupo de Poincaré, la separacién
entre variables cinematicas y dindmicas, y la naturaleza de los vinculos del sistema. En este
sentido, el plano nulo emerge como un marco privilegiado, caracterizado por un subgrupo
de estabilidad de mayor dimensién y por propiedades estructurales que simplifican ciertos
aspectos de la dindmica relativista.

Desde el punto de vista metodolégico, el trabajo permitié contrastar de manera detalla-
da el método hamiltoniano de Dirac con el formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw. Si
bien ambos enfoques conducen a descripciones fisicamente equivalentes, se demostré que el
método de Faddeev-Jackiw ofrece una alternativa mas directa y conceptualmente transpa-
rente para el andlisis de sistemas con vinculos. En particular, la ausencia de una clasificacién
jerarquica de los vinculos y la identificacién de estos a través de la degeneracién de la matriz
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simpléctica simplifican notablemente el tratamiento de teorias de campos con simetrias de
gauge.

La aplicacién explicita de estos formalismos al estudio de campos cldsicos en coordenadas
de plano nulo permitié confirmar la consistencia interna del enfoque adoptado. En los
casos del campo electromagnético, el campo de Dirac y la electrodindmica cuédntica en dos
dimensiones, se mostré que, pese a las diferencias formales introducidas por la eleccién
del plano nulo, los resultados fisicos son equivalentes a los obtenidos en formulaciones
convencionales. Al mismo tiempo, se evidencié que el formalismo simpléctico facilita la
identificacién de las variables independientes y de los grados de libertad fisicos.

El anédlisis de la teoria de fotones masivos constituyé uno de los resultados mas relevantes
del trabajo. Se demostré que la formulacién invariante de gauge de la teoria de Proca,
estudiada en coordenadas de plano nulo, presenta una estructura de vinculos que refleja de
manera clara su naturaleza gauge. En este contexto, la singularidad de la matriz simplécti-
ca y la aparicién de modos cero se interpretaron como manifestaciones directas de dicha
simetria, haciendo explicita la necesidad de imponer condiciones de gauge para obtener una
descripcién dindmica completa.

El estudio comparativo entre los métodos de Dirac y de Faddeev-Jackiw revel6 que el
formalismo simpléctico conduce a un nimero menor de vinculos y a un andlisis més sencillo
de los mismos, sin pérdida de informacién fisica. Ambos métodos, no obstante, conducen a
los mismos corchetes generalizados y, por ende, a una descripcién equivalente de los grados
de libertad del sistema, lo que confirma la robustez de los resultados obtenidos.

En conjunto, este trabajo pone de manifiesto que la combinacién de la formulacién en el
plano nulo con el formalismo de Faddeev-Jackiw constituye una herramienta poderosa y
eficaz para el estudio de teorias de campos con vinculos, en particular teorias de gauge y
teorias gauge masivas. Los resultados obtenidos no solo confirman la consistencia de este
enfoque, sino que también resaltan sus ventajas conceptuales y técnicas frente a métodos
mds tradicionales.

Finalmente, el andlisis desarrollado abre diversas perspectivas para trabajos futuros, entre
las que se incluyen la extensién del formalismo a teorias gauge no abelianas, el estudio de
modelos interactuantes en el plano nulo y la aplicacién de estos métodos en el contexto de
la cuantizacién. En este sentido, los resultados presentados contribuyen a una comprensién
mads profunda de la estructura dindmica de las teorias de campos relativistas y de los
métodos formales necesarios para su tratamiento consistente
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Una manera alternativa de generar masa a los campos gauge
consiste en romper simetria a través de mecanismo de Higgs. En
Electrodinamica cuantica es posible atribuir una masa al fotén y
aun mantener una teoria renormalizable y unitaria. Tal posibilidad
no ocurre en teorias de gauge no abelianas, sin embargo, existe un
mecanismo de rompimiento dindmico de simetria donde los
campos de la teoria se reorganizan generando el equivalente del
boson de Higgs y campos de gauge masivos. Un ejemplo clasico de
este tipo de teorias es el modelo de Nambu-Jona-Lasinio y el
mecanismo es denominado rompimiento dindmico de simetria. En
este proyecto se estudiara la estructura canonica de la densidad
Lagrangiana propuesta por Cornwall que le da masa al campo
electromagnético y aun garantiza la invariante de gauge de la teoria.
Para cumplir este propoésito, se utilizara la formulacion de Dirac y
de Faddeev-Jackiw que permite deducir en forma natural la
estructura simpléctica del espacio de fase y los paréntesis
generalizados de la teoria.
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