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Resumen

En este trabajo se investiga el modelo escotogénico original propuesto por Ernest Ma, el cual
ofrece un mecanismo radiativo para la generacion de las masas de los neutrinos mediante
correcciones cudnticas a un loop. Este modelo extien de el Modelo Estandar introduciendo
nuevas particulas y una simetria discreta que impide la aparicion de masas de neutrinos a
nivel arbol, permitiendo que estas masas se generen de forma natural a través de efectos ra-
diativos.

En particular, se calcula explicitamente la matriz de masa de los neutrinos a un lazo, emplean-
do el método de regularizacion por corte, y se expresan las masas resultantes en términos de
los acoplamientos de Yukawa y de los pardmetros del potencial escalar del modelo. Median-
te el uso de valores representativos cominmente adoptados en la literatura, se muestra que
el modelo reproduce exitosamente la pequefiez observada de las masas de los neutrinos, al
tiempo que proporciona candidatos viables para la materia oscura.






Abstract

In this work, we investigate the original scotogenic model proposed by Ernest Ma, which pro-
vides a radiative mechanism for the generation of neutrino masses through one-loop quantum
corrections. This model extends the Standard Model by introducing new particles and a dis-
crete symmetry that forbids the appearance of neutrino masses at tree level, allowing them to
be generated naturally via radiative effects.

In particular, the neutrino mass matrix is explicitly computed at the one-loop level using the
cutoff regularization method, and the resulting masses are expressed in terms of the Yukawa
couplings and the parameters of the scalar potential of the model. By adopting representative
values commonly used in the literature, we show that the model successfully accounts for the
observed smallness of neutrino masses while simultaneously providing viable candidates for
dark matter.
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Capitulo 1

Introduccion

El origen de las masas de los neutrinos y su extremadamente pequefio valor constituye uno
de los problemas abiertos més relevantes de la fisica de particulas contemporanea. Aunque
los experimentos de oscilaciones de neutrinos han establecido de manera concluyente que los
neutrinos poseen masa, el Modelo Estandar de la fisica de particulas no ofrece un mecanismo
natural para explicarlas. Esto ha motivado la exploracion de marcos tedricos que extienden
el Modelo Estandar y permiten la generacion de masas de neutrinos mediante nueva dinamica.

Entre estas propuestas, el modelo escotogénico introducido por Ernest Ma se destaca como
una extension elegante y minima, en la cual las masas de los neutrinos se generan radiativa-
mente a un loop. El modelo introduce nuevos campos fermionicos y escalares, junto con una
simetria discreta que prohibe los términos de masa de los neutrinos a nivel arbol, garantizando
que la pequeiiez de sus masas surja de manera natural a partir de correcciones cudnticas. Un
aspecto adicional atractivo de este marco es la conexidn intrinseca que establece entre la ge-
neracioén de masa de los neutrinos y la existencia de candidatos viables para la materia oscura.

En este trabajo se estudia el modelo escotogénico original y se calcula explicitamente la
matriz de masa de los neutrinos a un lazo, empleando un esquema de regularizacién por
corte. Las masas de los neutrinos resultantes se expresan en términos de los acoplamientos de
Yukawa y de los pardmetros del potencial escalar. Mediante el uso de valores representativos
comunmente adoptados en la literatura, se demuestra que el modelo reproduce exitosamente
la pequefiez observada de las masas de los neutrinos, al tiempo que proporciona candidatos
viables para la materia oscura.
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Capitulo 2

Planteamiento del Problema

Los modelos escotogénicos han ganado un interés significativo en el campo de la fisica de
altas energias, debido a su capacidad para abordar de manera innovadora algunos de los
desafios fundamentales de la fisica. Uno de los aspectos mds notables de estos modelos es
su habilidad para explicar la pequeiiez de las masas de los neutrinos, un problema que ha
desconcertado a la comunidad cientifica durante décadas. En particular, los modelos esco-
togénicos logran suprimir los términos a nivel arbol en la lagrangiana, lo que permite una
generacion natural de las masas de los neutrinos a través de correcciones a un loop. Ademas,
estos modelos ofrecen una intrigante conexidn entre la fisica de neutrinos y la materia oscura,
sugiriendo que ambas podrian estar relacionadas a través de un marco teérico unificado. Esta
posibilidad ha impulsado el estudio de los modelos escotogénicos durante muchos afios, y
sigue siendo un tema de intensa investigacion en la literatura cientifica contempordnea. El
proposito de nuestro trabajo de grado es derivar la expresion analitica para la matriz de masa
de los neutrinos dentro del contexto del modelo original propuesto por Ernest Ma en 2006
[11]. Este modelo introduce un mecanismo que no solo explica la pequefiez de las masas
de los neutrinos como una consecuencia de que la matriz de masa es generada por correc-
ciones a un lopp, sino que también propone un candidato viable para la materia oscura. En
el presente trabajo de grado nos proponemos calcular de forma analitica la matriz de masa
en este modelo. Este trabajo contribuird al entendimiento mas profundo de las interacciones
subyacentes. La importancia de este tema de investigacion se debe a que esta clase de mode-
los proporcionan pistas valiosas para la busqueda experimental de nueva fisica mas alla del
Modelo Estandar.
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Capitulo 3

Objetivos

3.1. Objetivos generales

= Calcular la matriz de masa de los neutrinos en el marco del modelo escotogénico pro-
puesto por Ernest Ma [11].

3.2. Objetivos especificos

= Aplicar los métodos de regularizacién, como el corte en los momentos y la regulariza-
cién dimensional, en cdlculos a un loop.

= Usar los conceptos basicos de renormalizacion en el cdlculo de las masas de los neutri-
nos.

= Comprender la motivacion fisica de los modelos escotogénicos y su relevancia en la
explicacion de la pequenez de la masa de los neutrinos.

19
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Capitulo 4

Electrodinamica Cuantica (QED)

La Electrodindmica Cudntica estudia la interaccion entre la luz y la materia. Su origen se
remonta al articulo [5] de P.A.M. Dirac publicado en 1928 y titulado The Quantum Theory of
the Electrén, donde se preguntaba, en principio, porque el electrén en lugar de ser nada mas
que una carga puntual, debia de tener propiedades como, por ejemplo, el momento magnético
de un magneton de Bohr y el momento angular de espin igual a medio cuanto de energia. La
falta de argumentos tedricos llevé a Dirac a pensar que se debia a su desacuerdo con la teoria
de la relatividad y las transformaciones de Lorentz, y este fue el punto clave para desarrollar
una ecuacion de onda relativista y lineal. En el mismo articulo, Dirac estudié un caso clasico
de lo que llegaria a hacer parte fundamental de la electrodindmica cudntica, el valor del factor
g del momento magnético como igual a 2.

Haciendo uso de la Ecuacién de Dirac, se continud con la cuantizacion de la teoria elec-
tromagnética, que también se denomind: Teoria Cudntica de Campos, en esta teoria la rela-
tividad y la mecdnica cudntica parecian armonizarse, pero cuando se profundiz6 aparecieron
divergencias en los célculos. Un ejemplo de ello se da cuando se calcula la autoenergia del
electron, que es el fendmeno donde el electron puede emitir y absorber el mismo fotén. El
calculo del diagrama para esta interaccion con términos perturbativos resulta en una integral
divergente. Este problema se solucion6 con el método de renormalizacién propuesto de for-
ma paralela e independiente por Richard Feynman [6], Julian Schwinger [14] y Shin’ichiro
Tomonaga [15].

Figura 4.1: Diagrama de autoenergia del electron

21
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4.1. Antecedentes de la electrodinamica cuantica

En la mecénica cudntica no relativista, las particulas se describen mediante la ecuacién de
Schrodinger; en la mecanica cudntica relativista, las particulas de espin 0 se describen me-
diante la ecuacion de Klein-Gordon, las particulas de espin % mediante la ecuacion de Dirac y
las particulas de espin 1 mediante la ecuacion de Proca. Sin embargo, una vez que se han es-
tablecido las reglas de Feynman, la ecuacion de cimpo subyacente pasa a un segundo plano.
Pero para el espin %, la propia notacién de las reglas de Feynman presupone cierta familiari-
dad con la ecuacién de Dirac .

Una forma de ’derivar’ la ecuacidon de Schrodinger es comenzar con la relacién cldsica
energia-momento: ,

@ + V(%) =E, 4.1)
2m

donde sus operadores diferenciales son de la forma:

)= —ih ;. B =ih— 4.2
p=—ihV thor (4.2)
de manera que:
i V24 V(%) = n2 (4.3)
2m BT )
y dejando actuar sobre una funcién de onda v, queda:
R _, . .0

que es la ecuacion de Schrodinger no relativista. Historicamente, Schrodinger fue el primero
en buscar una ecuacion de onda relativista, pero debido a las dificultades que presentaba
prefirié dejar ese camino y concentrarse en la ecuacion de onda (4.4), que ademds cuenta
con la ventaja de que es una ecuacion diferencial con derivada temporal de primer orden.
Poco después en 1926, Klein, Fock y Gordon presentaron sus articulos por separado con una
misma conclusion: la ecuacion de onda relativista para particulas de espin cero. Yendo por la
misma direccion y usando la relacion de dispersion o relacion relativista de energia-momento:

E? = m*c* + &|p)?, (4.5)

la cual usando el vector de cuadrimomento:

p# - (E7ﬁ) ; p,u - (EJ __»> ) (46)
C C

E \N/(E \ E* _ _
pupt = <?p> (;—p) =2 PP 4.7)

y su producto:

asi, de la ecuacion (4.5)y (4.7) se puede obtener la relacion:

pupt = m2c?. (4.8)



4.1. ANTECEDENTES DE LA ELECTRODINAMICA CUANTICA 23

Ahora bien, proponemos la regla de cuantizacion:

p = —thV — p'= —ihd,, (4.9)
donde: 5
On =
10 0 0 0
Oy =—— 0 = — Oy = — O3 = — 4.10
0 c 3t ) 1 ~ ) 2 ay ) 3 827 ( )
de modo que también:
0
pt = <ih—, —z'h(?i) , 4.11)
or
L0
Dy = ZFLE, 1ho; | , 4.12)
ahora usamos la ecuacion (4.8) para derivar la ecuacion de Klein-Gordon:
pupt = m?c® (4.13)
pupt — m2c? =0, (4.14)
i —1 —m“c” = .
(ihd),) (—ihO") — m*c* = 0, (4.15)
simplificando tenemos:
R?0,0" — m*c® =0, (4.16)
se define el D’ Alembertiano 0,0" = [I:
R0 —m? =0, 4.17)

dejando que la relacion actie sobre una funcién de onda 1) obtenemos:

2.2
(D - mh; > b =0, (4.18)

la anterior relacion se conoce como la ecuacion de Klein Gordon. Es posible encontrarla de
la forma: | ot ,
9 mc

S5+ Vi = (55) 0, (4.19)
Schrédinger descubri6 esta ecuacion incluso antes que la no relativista que lleva su nombre;
la abandon6 cuando no logré reproducir los niveles de energia de Bohr para el hidrégeno. El
problema es que el electron tiene espin % y la ecuacion de Klein-Gordon se aplica a particulas
con espin 0. La ecuacion de Klein-Gordon se aplica a particulas con espin 0, ademas, esta es
incompatible con la interpretacion estadistica de Bohr, que dice que |1/J|2 da la probabilidad
de encontrar la particula en el punto r. La fuente de esta dificultad se remonta al hecho de
que la ecuacion de Klein-Gordon es de segundo orden en ¢. Asi que Dirac se propuso encon-
trar una ecuacion consistente con la férmula relativista de energia-momento, y sin embargo
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de primer orden en el tiempo. Irénicamente, en 1934, Pauli y Weisskopf demostraron que la
interpretacion estadistica en si misma debe ser reformulada en la teoria cudntica relativista,
y restauraron la ecuacion de Klein-Gordon a su lugar correcto, mientras que conservaron la
ecuacion de Dirac para particulas de espin %

4.2. Ecuacion de Dirac

El primero de febrero de 1928 se publico el articulo de Paul Dirac en el cual proponia la
ecuacion de onda que més tarde seria conocida como la Ecuacién de Dirac. Hasta la actuali-
dad, esta ecuacion puede ser aplicada a particulas con espin % tal como el electron, que fue
la particula en la que se centro el estudio. Y, no siendo suficiente con ser una ecuacion de
onda relativista lineal, tiene dos caracteristicas fundamentales: es invariante bajo las transfor-
maciones de Lorentz y predice la antimateria.

La estrategia de Dirac fue “factorizar” la relacién energia-momento (4.13), esto se facili-
ta si consideramos una particula con velocidad cero (p'= 0) de modo que:

pup’“‘ —m2c? = 0, (4.20)
P — |p)? —m*c* =0, 4.21)
—~—
0
pt — m*c* = (po + me) (po — me) = 0, (4.22)

obtenemos dos ecuaciones de primer orden
(pg —mc) =0, (4.23)
(po + mc) =0, (4.24)

pero es un asunto diferente cuando se incluyen los componentes espaciales (p' # 0); en este
. k )\ . . .
caso buscamos que p,p" sean iguales a unos factores B"p, y 7"p, de la siguiente forma:

pup’ — m2c® = (kak + mc) (pr/\ — mc) =0, (4.25)
distribuimos:
pup — m2c? = kakVApA + mcy)‘p)\ — chkpk —m?e, (4.26)
simplificamos:
pup" = B*\ppa + mey py — meBrpy, (4.27)

analizando términos lineales y no lineales:

pup" = Bmpy + mey'py — meBfpg (4.28)
~— —— —— ——

Términos No lineales Términos NO lineales = Términos lineales  Términos lineales
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un término no lineal debe ser igual a otro no lineal:
# = By 4.29
Pup Y PrPx (4.29)
de manera que necesariamente los términos lineales deben ser iguales a cero, por lo tanto:
mc*y)‘p,\ — chkpk =0, (4.30)

me (v'px — Bpy) = 0, 431

no queremos ningun término lineal en py, para esto es necesario elegir:
~k = B, (4.32)

consideramos (4.32) para los términos no lineales (4.29):

pup" = B*y prpy = v pipa, (4.33)
reescribimos: 1 4
pupt = 57’“7Apkpx +5 Y pape (4.34)
———

A=k oy k—A

puesto que son indices mudos, se puede renombrar los indices asi: A - ky k& — A, por lo

tanto:
1 1

pup" = 57 PepA + 57 DAk, (4.35)
1
pup" = 5 [V 7 o, (4.36)

usamos la métrica para reescribir los momentos del lado izquierdo de la ecuacion:

pup" = pap” = paprg™, (4.37)
por lo tanto:
1
papkg™ = 5 [V 7 pa, (4.38)
1
PAPK (g““ -5+ W’“}) =0, (4.39)

dado que los momentos (p)px) se han escogido de tal manera que sean diferentes de cero, la
Unica posibilidad es que:

20 = 7"y + M, (4.40)
aplicando dlgebra de anticonmutadores queda:
{+".7") = 24", (4.41)

si las v son matrices, entonces hay soluciones no triviales a esta ecuacién. Aqui es importan-
te dar a conocer que los célculos posteriores se van a hacer en la base de masas y no en la base
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quiral, entonces se tiene un conjunto de matrices que satisfacen esta relacién de conmutacion,

estas son: )
1 0 i O O'Z
0 2X2 . 7 )
7= ( 0 12><2> , N (_0Z 0) ’ (442)

o’ 7= | 1, :
donde o* con 1, 2, 3 son las matrices de Pauli, que se representan como:

IR () R Y R

Volvamos a la ecuacién (4.25) pero ahora consideramos B* =
pup" — m2c? = (vkpk + mc) (7’\p,\ — mc) =0, (4.44)
y para que se satisfaga la ecuacion es costumbre escoger:
(v*pr —mc) =0, (4.45)
Al hacer la sustitucion py — 1hoy
(vk(ihc‘%\) —mc) =0,
(ihv’\@\ — mc) =0, (4.46)
dejando que la relacion actie sobre una funcién de onda 1) obtenemos:
(ihy*0x — mc) 1 = 0 — Ecuacién de Dirac. (4.47)
Ahora, 1) es una matriz de columnas de cuatro elementos:

P
_ | ¥
v=1u | (4.48)

Uy

lo llamamos ”Bi-spinor”’6 ”Spinor de Dirac”. (Aunque tiene cuatro componentes, este objeto
no es un cuatrivector)
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4.3. Solucion a la ecuacion de Dirac

4.3.1. Solucion primer caso (p = 0)

Inicialmente resolvamos el caso mds simple, este seria para cuando el momento lineal es
igual a cero:

(ih'y’\éb\ — mc) =0,

Ypo—7" B —me | =0,
0

(ihw%o — mc) 1 =0, (4.49)
ih 0 B
(?7 a—mc)w—O,
ih ,OY B
¢ ot meyp =0,

En lo que sigue consideramos un campo de Dirac de masa definida m. Para las matrices v* se
adopta la representacion estandar de Dirac, también llamada representacion de Dirac-Pauli.
Con la convencién métrica g"* = diag(1, —1, —1, —1), dichas matrices satisfacen el dlgebra
de Clifford

{77} =2¢".
En esta representacion, las matrices de Dirac estdn dadas por:

40 = (I2><2 O2x2 ) 7 = (02><? g > : 1=1,2,3, (4.50)

O2x2  —Iax2 —0" Oax2

donde ¢* son las matrices de Pauli. De modo que:

ih_o0u _
-5 —mey =0, (4.51)
10 0 O (0 (00
th 10 1 0 0 0 | Vs o |
~loo 21 ola " —mc s =0, (4.52)
00 0 -1 Uy Py
reducimos de la forma:
U 3
= : = 4.53
¢A (1/]2) ) ’l/}B (¢4>7 ( )

asi reescribimos:
Zh 12><2 02><2 a ¢A 77Z)A
o el _ =0,
c (02><2 —laxa ) Ot \UB "\

0 (4.54)
@ 12><2 O2><2 .
C O2><2 _12><2
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esto nos arroja dos ecuaciones diferenciales:

P4

z’hW —mc*pa =0, (4.55)
—ih% — mcp =0, (4.56)

para encontrar la solucién a esta ecuacion diferencial es necesario proponer la siguiente so-
lucién:
— Lﬂ)t
Va = wA(O)e ( CIVAS 4.57)
N TILCQ
b = () ), (4.58)

probemos que es una solucién, para esto reemplacemos las soluciones en la ecuacién dife-
rencial, asi:

ih (—imTcz@bA(o)ei(mﬁz)t) e (0)e () 2 g
me () CF) e (0)e ()t — o, (4.59)
(me —me) a(0)e (5 — o,
de la misma manera:
—ih (imTCQwB(O)ei<"f2>t) () ) o,
(e (4.60)

mczl/JB(O)ei(mT?)t - mc%bB(O)el( o) 0,
(mc® — mc?) wB(O)ei(mTc'Q)t =0,

se comprueba que efectivamente son soluciones de la ecuacion diferencial. Por lo tanto, la
ecuacion de Dirac con p' = 0 admite cuatro soluciones independientes, donde las soluciones

i mc t ” .
e ( g ) representan estados de energia negativa £ — —mc?.

El valor de la normalizacién N se encuentra en el apéndice B (10):

1 0
P — N (50 8 0@ = N ()1 (1] : (4.61)
0 0
h Spin‘;p(r) ) Spin:p(T) ’
0 0
48 — Nl () 8 @ = e () é , 4.62)
1 0

-

Spin down (/)

-

Spin down(/)
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a las soluciones 1 y )3, con energfa negativa, se las interpreta como antiparticulas con
energia positiva y las otras, ©/(!) y 1)), son para las particulas, pero ambas, particulas y
antiparticulas, con espin % Es de resaltar que la ecuacion de Dirac no describe nada mas una
sola particula sino que describe a dos. De acuerdo con [13] la interpretacion fenomenoldgica
que mejor se adectia es la de entender al espinor como un campo y al cuadrado de su norma
como la medida del nimero de particulas a encontrar en un determinado punto.

4.3.2. Solucion segundo caso (7 # 0)

Necesitamos obtener soluciones de onda planas que son el caso mas simple. Consideramos
la solucidn:

W(x) = Ne *n" y ) (k0 k), (4.63)
esperamos encontrar un cuatro vectores k y un spinor asociado u(k) tal que ¢, (x) satisfaga la
ecuacion de Dirac (/V es un factor de normalizacidn, irrelevante para nuestro propdsito actual
pero necesario mds adelante para mantener las unidades consistentes). (k - x es un producto
Minkouskiano)

Derivando la ecuacion (4.63) tenemos:
8,b(x) = —iNk,e ®" ) (K0 k), (4.64)
retomando la ecuacion de Dirac

ihy" 0, — mey = 0, (4.65)

sustituyendo (4.63)y (4.64) en (4.65) tenemos:

iy (~ikuNe ™" u(k)) = me (N e_ik”xu“(s)(ko’ H) =0
(ihy" (—ik,) — me) Ne~*e="y&) (k0 k) = 0, (.60
(hy" 'k, — me) Ne~Hne"y(5) (KO k) =0,

si se observa la funcién de Euler se descompone en senos y cosenos, de manera de que
esta dificilmente serd cero, al igual que el valor de IV, este producto es diferente de cero
Ne~%x 2£ () de manera que:

(hyk,, — me) u® (K0, k) = 0, (4.67)

observemos que:
Yk, = ko — 'k,

Yk ="ko — k-7, (4.68)
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matricialmente esto se ve de la forma:
1 0 - 0 g
,u,k — kO 2%X2 2X2 k
7 (OM ~1gss 0)
k0.1 0 k-&
Yk, = ( 0 —ko ( Ps ) ; (4.69)

L k-
k-& )

de esta manera la ecuacion de Dirac se puede representar matricialmente:

(hyk,, — me) u® (K, k) = 0,
(hk? -1 —mc) —hk - @ ual _ g (4.70)
hk - & — (hk° -1 +me)| |us|
del resultado anterior se obtienen las ecuaciones:
(hko — mc) Ug — hk - oug = 0, 4.71)
hE&uA — (hk‘o + mc) ug =0, (4.72)
despejando u 4 y up tenemos:
hk - &
Ug = mﬂB, (473)
hk - G
up = mUA, (474)

sustituyendo u4 en up tenemos:

Ik hk .
ATk = me) \ (RO +me) )

(n:- 5)2
B2 (ko)2 — m2’

12 (E 5)2
R (k)7 — )

(F-5)

= oy =

(4.75)
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analizando el numerador:

Y (| 0 —i 1 0
k~a—k$<1 O>+k;y<i 0>+k2(0 _1>,
(4.76)

(E 5>2_ k. ky — ik,
- N\ky +ik, k. ’
(Eﬁ)Z B ( k2+ k2 + k2 ky (ky —ik,) — k. (kx—z’kz))
(ky —iky) k, — ks, (ky — iky) K2+ K2+ k2 ’ @77)
<E-6>2— k24 k4 k2 0
- 0 kP4 ky+k2)
- 2 1 0 L2 NP
(F-7) = (k2 + K2+ 2) (o 1) — &l 1=k,
por lo tanto:
412
k
1= (kO)Q _ mh2202 )
-2 2 m2c? (4.78)
ko= () = =5

me 2 2 |2

) = (9 _ o
() = " = [i] = h
entonces, hk" debe ser un cuatrivector asociado con la particula cuyo ’cuadrado’ es m?c?.
Por supuesto, conocemos esa cantidad: el cuatrivector de energia-momento. Evidentemente
es:

p“
W=t (4.79)

. .. . . iE . , .
el signo positivo (dependencia del tiempo e~ & ) se asocia con estados de particulas, y el signo
. . . iE . ,
negativo (dependencia del tiempo e » ) con estados de antiparticulas.

Retomando la ecuacién (4.74),

hk - &
= — 4.80
U8 RO e (4.80)
y usando p* = hk*, se obtiene
P
= : 4.81
UB = e A (4.81)

En este punto, u4 no queda determinado de manera tnica por la ecuacién de Dirac. La ecua-
cion anterior solo establece una relacion entre las componentes u4 y up, de modo que, una
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vez elegido u 4, la componente up queda fijada. Por esta razén, para construir las soluciones
de energia positiva se escoge una base conveniente en el espacio de espin. En particular, se
toma la base de autoestados de o:

1
w={0). =) (4.82)

Asi, al tomar uy = x4, se obtiene

- =

pb-o
0 —me

ug = 1 Y2 Pz — Z‘py 1
po +mc \Pz + ipy —Pz 0

up = p:
PO + me \ Pz + 1py
Mientras que, al tomar u4 = X, se obtiene

- =

pb-o
0 —me

ug = 1 D= Pz — Z‘py 0
po +mc \Pz + ipy —Pz 1
up = 1 Pz — l.py
P +me\ —p. /)’

De forma andloga, para construir las soluciones restantes se toma como libre la componente
upg. De la relacion

up = ua,

up = ua,

- =

p-o
UAa = 5 —UB;
P’ —mc
se obtiene, si up = X+,
P
Up = —5———Up
p’ —me

Up = 1 Pz Pz — ipy 1
p® —me \Pz +1ipy  —D. 0

1 p-
u = . .
A p¥ — me \Pz + 1py

Mientras que, si ugp = x|,

- =

p-o
UA:—O
pY —mc

Up = 1 Pz Pz — ipy 0
p® —me \pz t+1ipy  —D. 1

Uq = 1 Pz — Z'py
p° — me —D2 '

Uup
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En resumen:
m Siuyes:
1 1 p
Uy = — N , 4.83
=) > e (tn) e
m Siuyes:
w={(Y) = ! Pa = Py (4.84)
RN P+ me) \ =P ) '
= Siuges:
1 1 p
= — = — ‘. , 4.85
w=(0) = = (o L) =
» Siuges:
(0 _ 1 Pz — 1Dy
up = (1> — Uy = —(po = o) ( P, , (4.86)
se ha de tener en cuenta que cuando se defini6 u 4, se tomo la solucién para particulas k* = p*
con p° > 0y cuando se definié up se tomé la solucién para antiparticulas k& = —p* con

—p° < 0 obligando a tomar el sigho menos. Para que esto sea consistente es necesario nor-
malizar los espinores. La ecuacion de Dirac determina la forma relativa de las componentes
del espinor, pero no fija su escala global. Por esta razén se introduce la constante /V, la cual
actia como un factor de normalizacion. En este trabajo se adopta la convencion

2F
whu = ==, (4.87)
c
donde
a
u = - y u—(a 5 5), (4.88)
)
por lo tanto:
ulu = [af? + B + 1y + 6. (4.89)

Para fijar N, consideremos por ejemplo la solucién u(!:

()
up

(1) (4.90)

U(l) = N cpz
E+mc?
c(pz+ipy)
E+mc?




34 CAPITULO 4. ELECTRODINAMICA CUANTICA (QED)

Entonces,
c?p? ¢ (p2 + 1)
(E+me2)?®  (E+me?)’

(M) u® = N2 |1+

Usando la relacién relativista
E2 — 62|ﬁ]2 4 m2c4,

se tiene
Apl? = E* = m*c* = (E —mc®) (E 4+ mdc?).

Por tanto,

(D) = N? [1 n E__mﬂ

E +mc?
2F
= N? | ==
[E + mcg}
Al imponer la condicién de normalizacién
2F
(uu))T u® =22
c
se obtiene
., 2 2F
E+me ¢
De donde resulta
N2 E 4+ mc?
c Y

y, tomando /N real y positivo,

N JEEme
C

Obteniendo como consecuencia las cuatro soluciones:

0 1
1 0
2) _ . 1)
W =N iy | w =N ae
E+mc? +mc
—cp. c(pe+ipy)
E+mc? E+mc?
Pz _ c(pa—ipy)
FE—mc? E—mc?
c(pa+tipy) —cp:
u(3) =N E—mc? : ’U,(4) =N E—mc2 :
1 0
0 1

(4.91)

(4.92)
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es importante ver que las soluciones u(! y u(?) son consistentes y que las otras u® y u(¥ no,
porque tienen energias negativas, lo cual requiere una nueva interpretacion, lo que llevaré a
redefinirlas como v" y v haciendo las consideraciones fisicas que viene ahora. Anterior-
mente se habia dicho que las cantidades % y p corresponden fisicamente a la energia y el
momento de una particula, particularmente los estados del electrén, lo cual es cierto para u(!)
y u®, pero en el caso de u® y u® no se puede interpretar de la misma forma, pues no hay
energias negativas, por lo que la manera adecuada de tratar este resultado es interpretando el
signo menos como una antiparticula, en particular como estados de los positrones. La cues-
tion de expresar la solucion de los positrones se resuelve haciendo un cambio de signos, tal
que la funcién de onda puede escribirse asi:

Y (7 t) = N PPy (—E, —p), (4.93)

de acuerdo con la interpretacion de Feynman-Stiickelberg, la cual sugiere que una solucion
de energia negativa se puede entender como una particula de energia negativa que se propaga
hacia atrds en el tiempo o, de igual manera, como una antiparticula con energia positiva que
se propaga hacia adelante en el tiempo. Se definen los espinores:

v = Nuu(—E, —p), (4.94)
v? — —Nu(?’)u(—E, —p), (4.95)
por lo tanto:
c(pz—ipy)
Ej—crIrJch
v = NuYu(—E, —p) =N E+6ncz , (4.96)
1
y también:
E—T—I;ZCQ
(pz+ipy)
v? = —Nu®u(—E,—p) = —N E+f102 , (4.97)
0

es decir, los espinores u(!) y u(?), representan los dos estados de espin de los electrones con
energia £y momento 7'y los espinores v") y v(?) representan los dos estados de espin de los
positrones con energia £ y momento p.

En resumen tenemos:

= Soluciones para particulas:

0 1
1 0
u® = N | o iny) - uM =N e (4.98)
_m02 mc
Eijz C(Pi‘*‘@y)
. E+mc? B R E+4+mc?

-

Spin E&vnu) Spin up(?)
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= Soluciones para antiparticulas:

Cp= c(pz—ipy)
E+mc? Et+mc?
c(pztipy) —cp-
0(2) - —_N E+in62 : U(l) =N E-"—(?)RCQ , (499)
0 1
Spin up(1) Spin down(|)

En consecuencia, las funciones de onda plana para los estados de particula y antiparticula se
escriben, respectivamente, como

Y (2) = ae”# Py (p)  (particulas) ; ¥ (z) = aei”**"v(*)(p) (antiparticulas),
(4.100)

donde p,z* = Et — p - Z. La diferencia entre ambas soluciones estd en el signo de la fa-

se: la solucién de particula tiene dependencia temporal e ~*#*/" mientras que la solucién de

antiparticula tiene dependencia temporal e*Z4/",

Retomamos ahora la ecuacién (4.67),

(hy"k,, — me) u'® (K°, k) =0.

Para las soluciones de energia positiva se toma

P
k, = %“
Por tanto,
(hy"ky — me)u® (K, ) = 0,
(v*pu — me) u (p) = 0.
Definiendo
p = 'YMp/u
se obtiene
(p — me) ul?(p) = 0. (4.101)

Por otro lado, la solucién de antiparticula puede escribirse como

i

6%])”1‘”’ — e_ﬁ(_pﬂ)mu .

Esto muestra que, para esta rama, el cuadrivector de onda asociado es

_Pu
-

Al sustituir esta relacion en la ecuacion (4.67), se obtiene

k=

(Ay*ky — me) ul (K0, k) = 0,
0 —
(—=y"py — me) u'® <—%, —% = 0.
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Multiplicando por —1, resulta

0 —
(Y"py + me) u'® (—%, —%) = 0.

Para interpretar esta soluciéon como una antiparticula de energia positiva y momento p, se

redefine el espinor
O —
O () = (2 _P
W) = (5 -F).

(Y"p. + me) v (p) = 0,

De esta manera,

0, equivalentemente,
(p + me) v (p) = 0. 4.102)

En resumen, los espinores asociados a particulas y antiparticulas satisfacen, respectivamente,
(¥ — me)ul¥(p) =0 (particulas), (4.103)

(#+mc)v®(p) =0 (antiparticulas). (4.104)
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4.4. Covarianza bilineal

A pesar de que los espinores de Dirac tienen la forma de un cuadrivector, sus componentes
no transforman como tal cuando se va de un sistema inercial a otro. Sea un sistema que se
mueve con velocidad v en la direccion x la regla de transformacion es:

P = s, (4.105)
donde S es una matriz de transformacién con tamafio 4 x 4, cuyas componentes son:

a4 0 0 a_

_ o1 fa4lexe a_oy Y | 0 ay a- O
S=a,+a vy —(a01 a+12X2)— 0 a a, 0| (4.106)

a_ 0 0 ay

1 1
ai:i,/é(yﬂ), - = (4.107)
— =

esta matriz no es ortogonal ni unitaria, es decir:

con:

SST =~ (12“ g ) £1, (4.108)
01 —;12x2
lo que implica que el producto de los siguientes espinores no es invariante:
U
o= (s i 0) [UF [ =Pl P @109)
V4

a partir de la la regla de transformacién (4.105) se puede hacer el producto de un espinor
de Dirac en un marco de referencia de coordenadas x’ por otro en el mismo marco pero
traspuesto conjugado, asi:

(W) o' = (59)" Sy,
() ¢’ = ¢TS'sy,
por lo tanto el producto de un espinor de Dirac en un marco de referencia de coordenadas z’

con otro espinor de Dirac en el mismo marco de referencia, pero traspuesto conjugado, no es
invariante debido a (4.108). Una de las propiedades que satisface .S es

(4.110)

51908 =4, @.111)
para poder continuar es necesario definir el espinor de Dirac adjunto como:
10 0 0
7, T~0 * * * * O 1 O 0 * * * *
v=9 =0 W w5 vl g g Ly o | = W8 w8~ =), @a12)
00 0 -1
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cuyas consecuencias son inmediatas, como se ve a continuacién, cuando se hace el produc-
to de un espinor de Dirac y otro espinor, pero adjunto y usando el resultado de la misma
definicén.

o
Po= (Wi 05 =05 —0D) [ [ =P P = P - P @)

V4

siendo el resultado invariante, a esta expresion, donde se suman dos cantidades y se resta la
suma de otras dos se le conoce como escalar de Lorentz. Otra de las consecuencias es que si
se toma un marco referencia de coordenadas x’ y si a esto le sigue la regla de transformacion
(4.105) en conjunto con la definiciéon (4.111) resulta:

(v) = (&),

() = (v'°) ',

(V)" = vy,

(Pv)" = ()" "5, (4.114)
(V)" = v'St Sy,

(V)" = vl y,

(V)" = o,

la cual es una cantidad escalar y ademas invariante relativista.

Por otro lado es importante definir lo que son las cantidades escalares y las cantidades
pseudoescalares. Siendo clasificadas de acuerdo a como transforman bajo paridad. Si ocurre
que:

P:(x,y,2) = (—x,—y,—2), (4.115)

entonces se dice que son cantidades pseudoescalares y si no cambian de signo bajo la trans-
formacion de paridad, entonces son escalares.

Es necesario estudiar si los espinores de Dirac o cantidades que los involucran transforman
0 no bajo paridad y como lo hacen, tal sea el caso de ¢1). Aparte de eso se hace necesario
exigir la covarianza de Lorentz de la ecuacion de Dirac, es decir:

(im0, —me) =0  —  (ihy"'d, —mc) ' =0,

i —mep =0 — i 9 —mey =0, (4.116)

aqui se va a aplicar la regla de transformacion (4.105) y ademas, se debe tener en cuenta que
la derivada parcial covariante que implicitamente involucra una transformacion de coordena-
das:

5 0 _ o 0

B oxr Qxk Ox

=A™ ,0, = A0, (4.117)
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entonces:
. Ox'
dzt =
oxH
de manera que estas transformaciones nos permitird transformar la ecuacién de Dirac; com-
probemos esto:

dz’  —  da* = AMdz?, (4.118)

i 04" — me = 0, (4.119)
iy (A,00y) (s) — me (sy) = 0, (4.120)
puesto que SS~! = 1 entonces:
WSS~ (A,00y) (Sp) — me (S) =0, (4.121)
S ik (STIALYS) By — mep | =0, (4.122)
M
thy"0y1p — mey = 0, (4.123)

para que la ecuacion de Dirac sea invariante, se ha de exigir que:
V= STIALMS, (4.124)
haciendo el renombramiento de indices p/ = p y teniendo en cuenta la siguiente definicion:
A= A", (4.125)

resulta la ecuacion cuyas cuatro soluciones, debido a que ¢ = v = 0,1, 2, 3. garantizan la
covarianza de Lorentz de la ecuacién de Dirac:

STIAMAYS =4, (4.126)

una vez garantizada la covarianza de la Ecuacién de Dirac ya se puede estudiar como transfor-
man bajo paridad los espinores de Dirac. Para ello se parte de las transformaciones impropias
de Lorentz, en particular la reflexién espacial:

P=-7 ; t=—t (4.127)

esta transformacién, por covarianza, requiere una solucion de la ecuacion (4.126), donde
es posible llevar a cabo la transformacion de paridad si solo se toman los elementos de la
diagonal, por tanto la matriz sera:

AV = : (4.128)

=
o O O =
=}
|
—_
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reescribiendo la ecuacién (4.126):

SvY = 7‘”/\”“5, (4.129)
analicemos cada valor de v, para el caso en que v = 0 tenemos:
SA0 =~ A0S + YA s , (4.130)
——
1 (Elementos fuera de la diagonal)
S+% = ~°S — Conmutan, (4.131)

podemos hacer el mismo anélisis y determinar que para los demas elementos de la diagonal
principal se cumple:
Sy* = —4*S — Anticonmutan, (4.132)

se evidencia que de las anteriores dos ecuaciones la primera conmuta y la segunda anticon-
muta. Esto no es una eleccion arbitraria, puesto que en la ecuacion de Dirac, cuando se lleva a
cabo la reflexion espacial o aplicacion del operador de paridad la coordenada temporal man-
tiene su signo mientras que la espacial, al tener que conmutar 7° con 7/ lo cambia, de modo
que el espinor de Dirac para ser invariante, necesariamente debe cumplir la transformacion:

W — ' =0, (4.133)
de manera que:
0 = (¥9°) 1070 = 91y (10)2 4 = Py, (4.134)
g

mostrando lo que se habia afirmado antes, que este producto de espinores es invariante bajo
transformacion de paridad y por tanto es una cantidad escalar. Pero no solo hay de este tipo
de cantidades, también las hay cantidades pseudoescalares, axiales, vectoriales y tensoriales,
resultado del sdndwich de matrices gamma entre el producto de espinores bilineales que son
formas bilineales linealmente independientes, tal como:

DY, (4.136)
donde:
o.1.2.3_ (01
es necesario comprobar que es invariante de Lorentz.
En cuanto a su comportamiento bajo paridad:

(07°0) = ' = ()% = 910540 = iy 4, (4.138)
note que +° se encuentra en en lado izquierdo de la expresion, por lo tanto es necesario tener

en cuenta las relaciones de conmutacion, observemos

Yo = (" = (1) (%) = =%, (4.139)
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la potencia del factor (—1) depende del ndimero de pasos que le toma a 7° llegar hasta su
correspondiente +°, de manera que:

7 =" (4.140)
y por lo tanto:
(7°9) =1 (=" = =), (4.141)
(7°0) = —("0), (4.142)
de la misma manera, v° conmuta con las demas matrices
{7’} =0 (4.143)

de manera que si es un pseudoecalar.

Otra forma bilineal es 1)7*1) la cual se divide en dos casos, uno para ;. = 0y la otra pa-
ra ;1 # 0, como se ve a continuacién cuando transforma:

(Pyy) = &' “w’,
(y) = (),
(") = (1°8) 7 1%, (4.144)
(") = @ZJWOVOW“V%,
()" = iy,
dado el caso en que ;1 = 0
(7"9)" = $1"%% = 7%, (4.145)
por otro lado, si se tiene el caso en que 1 =i # 0
(") = bTy"% = =y, (4.146)
de manera que:
S VO s p=0
tah) —
(V") { v st ut 0 (4.147)

que es como transforma un vector, llamandose por tanto cantidad vectorial y tiene cuatro
componentes. También estd la forma bilineal v»o#*1) , la cual hace uso de la definicion:

o= % (9" =~"4*), donde (o")' =0, (4.148)

y para demostrar como transforma procedemos asi:

(Do) = () A0ty

(o) = (7°0) 10040,

(Yot ) = ¢Ty0y a4y, (4.149)
(o) =& [(—=1) (") 1] ¢

(Vo) = po™ap,
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de esta manera se puede ver que la cantidad transformé como un tensor, por tanto se la
conoce como cantidad tensorial. La dltima de las formas bilineales que se pueden construir
es 1y"y°1), esta cantidad bajo las transformaciones de Lorentz transforma como vector, y
bajo paridad transforma como:

!/

(v 7%) (@) A0y,
(07 °9) = (7°) 7091750, @.150)
YT A 0.0 0 ’
(Vy*7°9)" = 1707 "y,
(P y°) = iy,
usamos la resultado antes visto 7°7° = —7°~® y analizamos los casos

. —"5Y st =0

Py PY) = —piyrylyip e T ) , (4.151)

( ) = by st p# 0

a esta cantidad se le conoce como un vector axial.

En total, hay 16 productos de la forma v;1); (que toma un componente de ¥* y uno de ),
yaqueiy jvande 1 a4. Estos 16 productos se pueden ensamblar en varias combinaciones
lineales para construir cantidades con un comportamiento de transformacién distinto, como
sigue:

1y = Escalar (4.152)
. 1;751# = Pseudoescalar (4.153)
. "4 = Vector (4.154)
. Yy"~v°1) = Pseudovector (4.155)

o+¥1) = Tensor antisimétrico (4.156)



44 CAPITULO 4. ELECTRODINAMICA CUANTICA (QED)

4.5. El foton

Las ecuaciones de Maxwell determinan los campos eléctricos y magnéticos que son conse-
cuencia directa de la densidad de la densidad de carga p y la densidad de corriente .J. En 1873
J.C. Maxwell propuso las cuatro ecuaciones que condensaron la teoria electromagnética, es-
tas son:

V. E = 4rp, (4.157)
VB =0, (4.158)
OB
E+ 2 = 4.1
VxE+— =0, (4.159)
V x B— %—f = 47 ], (4.160)

las componentes de los campos eléctricos y magnéticos, en notacion relativista, pueden for-
mar un tensor de segundo rango llamado tensor electromagnético que es antisimétrico y esta
definido como:

0 —-E, -E, —FE,
E, 0 -B, B,

uv
F E, B. o B, | (4.161)
E. -B, B, 0
y cumple como se habia dicho antes con:
FH = —F"k (4.162)

ademds la densidad de corriente y de carga forman parte de un unico cuadrivector que se
escribe asi:

Jh = (p,J). (4.163)

Las ecuaciones de Maxwell que son ecuaciones diferenciales pueden formar dos grupos,
((4.158)y (4.159)) y ((4.157)y (4.160)), para clasificarse en homogéneas e in homogéneas
respectivamente. Estos dos grupos, cada uno con dos ecuaciones, se reducen a una ecuacioén
por cada grupo en la formulacion covariante, tal como se presenta a continuacion:

0, F" =4mJ”, (4.164)

1
D <§EO‘WFW> =0, (4.165)
ahora, si a la ecuacion (4.164) se le aplica el operador de divergencia se tiene que:
0,0, F" = 470, J",

1 w1 » ) (4.166)
58,,@]7 + idﬁuF = 47T81,J >
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y en el segundo término de lado izquierdo de la ecuacion se hace el cambio en los indices
i — v, por lo tanto lo anterior queda como:

1 1
SO0, + 20,0, = 470,.J",

1
000 (F* + ') = 0,0", (4.167)
1
o000 (F* = F™) = 0,0",
T

de manera que:
0,J" =0, (4.168)

este resultado dice que la divergencia del cuadrivector de corriente es cero, y también lleva
directamente a la ecuacion de continuidad la cual implica la conservacion local de la carga.
De modo que explicitamente:

0J° 9 9p

0l =55t 5w ~ o

+V.-J=0, (4.169)

de otro lado, para las ecuaciones homogéneas de Maxwell se puede definir un potencial es-
calar o vectorial cuyo rotor sea igual al campo magnético, asi:

B =V x A, (4.170)

lo cual es vélido pues se sigue cumpliendo la ecuacién (4.158) porque la divergencia del
rotor de un potencial vectorial es cero, o mejor:

V- (VxA) =0, (4.171)

de este modo la ecuacion de Faraday-Maxwell o (4.159) puede reescribirse en términos del
potencial A.

VXE+8(V><A):V><E+VX%:VX(EJF%):O, (4.172)

ot ot ot

y como consecuencia se tiene que el argumento al cual se aplica el rotacional debe ser el
gradiente de algun potencial escalar que se define como V, de forma que:

0A
— =F 4+ 4.1
vV + ETR (4.173)
0A
=-F - — 4.174
vV BT (4.174)

la formulacion covariante de las ecuaciones (4.170) y (4.174) deviene en una re escritura de
F*_ por lo tanto:
F.,=0,A, —0,A,, (4.175)
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donde el A, es un cuadripotencial que contiene tanto un potencial escalar como uno vectorial,
asf:

-,

Ar = (V, A), (4.176)

y esta formulacién permite una modificacion de la ecuacion (4.164), la cual queda en térmi-
nos del cuadripotencial A, de modo que:

0, ("AY — " AM) = drJ",

4.177
DAY — 8,0° A" = dn ", @170

organizando:
0,0"AY — 0%(0,A") = 4mJ”. (4.178)

En la teoria electromagnética todo lo que hay son campos eléctricos y magnéticos, es decir,
estos hacen parte de la realidad fisica, pero los potenciales no hacen parte de ella, por lo tanto
son herramientas matematicas. Es posible abstraer a los potenciales escalares y vectoriales en
un tnico cuadrivector A, como anteriormente se lo hizo. A estos potenciales puede sumarse
el gradiente de una funcién cualquiera A = \(zx,t) sin que esta transformacion afecte la
invarianza de F},, que a continuacion se va a demostrar. El problema de los potenciales es su
valor indeterminado, y un primer paso para intentar darles un valor es hacer lo siguiente:

A; = A, + 0, (4.179)
de manera que:

F;/M) = auA; - avA;“

Fly= 0, (A + 0,A) — 8, (A + 9,))

Fy, = 0uAu + 0,0,) — 0,4, — 0,00, (4.180)
F, = 0uAu — 0uA, + 0,0\ — 0,0,

F, = 0,4, — 0,A,,

por lo tanto:
F, = Fu, (4.181)

lo que indica, tal como se habia argumentado, que el tensor electromagnético es invariante
bajo esta definicion de potencial. A esto se le denomina Invarianza Gauge

Al = A, + 9, (4.182)

un cambio de potenciales de este tipo, que no tiene efecto sobre los campos, se denomi-
na transformacion de norma. Como se mostré anteriormente, el tensor electromagnético es
invariante bajo la transformacion de gauge

Al = A, + 9, (4.183)
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Elevando el indice, la transformacién anterior puede escribirse como

Al = AP + 9P,
Tomando la divergencia del nuevo potencial, se obtiene

0, A" = 0, (A" + "))
= 0, A" + 9,0" .

Por tanto, si se escoge una funcioén A tal que
0, 0"\ = =0, A",

entonces

A" = §,AF — 9, A"
9. A" = 0.

47

(4.184)

(4.185)

(4.186)

(4.187)

De esta manera, usando la libertad de gauge, siempre podemos elegir una funcién A tal que

el potencial transformado A’* satisfaga
9, A" = 0.

Esta condicion se conoce como condicion de Lorenz.

(4.188)

Una vez escogido este gauge, podemos renombrar el potencial transformado A’ simplemente

como A*. Por tanto, en lo que sigue impondremos

0, A" = 0.

(4.189)

Con esta condicion, las ecuaciones de Maxwell se simplifican. En efecto, partiendo de

0, F" = 4—7TJ”,
c
y usando
Fr = ogrAY — 9" A+,
se obtiene
4
Q" = 0,(0"AY — 9" AP = %TJ“,
4
0, F" = 9,0 A" — 0,0 A" = %J“,

4
D F* = 9,0 A" — O° (9,A") = — J»,
N—— Cc

0

Por lo tanto: 4
M A = -t
c

(4.190)

(4.191)

(4.192)

(4.193)
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siendo mejor expresar esta ecuacion con el operador de D’ Alembert de la siguiente forma:

HAY = %J”, (4.194)
donde: L
0= o \Vas (4.195)
ahora, en el espacio vacio done se cumple J* = 0 elegimos:
A =, (4.196)
la condicién de Lorentz entonces se lee:
V-A=0, (4.197)

esta eleccion (el gauge de Coulomb) es atractivamente simple, pero al seleccionar un compo-
nente (A°) para un tratamiento especial, nos ata a un sistema inercial particular (o mas bien,
nos obliga a realizar una transformacién de gauge junto con cada transformacién de Lorentz,
para restaurar la condicion de gauge de Coulomb). En la préctica esto rara vez supone un
problema, pero resulta estéticamente desagradable.

En la electrodinamica cudntica, A* se convierte en la funcién de onda del fotén. El fotén
libre satisface la ecuacion LJAY = %”J P con J* =0

A" =0, (4.198)

que en este contexto reconocemos como la ecuacion de Klein-Gordon para una particula sin

masa. Como en el caso de la ecuacion de Dirac, buscamos soluciones de ondas planas con
_(E 3

cuatro momentos p = (£, p)

AtaP) = ae "0 €l (), (4.199)
donde z* = (ct, ), p* = (E/¢, ), p,x¥ = Et —p- ¥, a es un factor de normalizacién y e es
el vector de polarizacion que lleva la informacion de la estructura del espacio de momentos
y de los ejes en que va a oscilar el campo del fotén con los estados de polarizacién s = 1, 2.;
estos estados son ortogonales entre si, es decir, efbl) . e’é) = (, y ademads estan normalizados
€, €' =—1.

Dado que [0 = 9,,0" verifiquemos que (4.199) es solucion:

6"(29)] =0,
i _—
0A* = ad, [(—%) et e“(p)] =0,

o =a (=) (<) e o) —o

peoow
DA“:—ap—“i? e

prx
h

OA* = 9,0" [ae_i

(4.200)
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de donde se tiene que para los fotones reales su masa en reposo es cero, y como consecuencia
de este hecho:

pup =0 — m2=0, (4.201)
de manera que su energia esta en funcién de su momentum:
E2
pup'u‘ g ? _ ’]512 g O7 (4‘.202)
lo que implica:
E = £|plc, (4.203)

mientras tanto, e tiene cuatro componentes, pero no todos son independientes. L.a condicién
de Lorentz (4.189):

9,A" =0,
O (ae™ e (p)) =0,

; — (4.204)
(_%) ae™" e (p) =0,
(pue”(p)) ac™"5~ =0,
lo que se cumple si y solo si:
pue”(p) = pl'e =0, (4.205)
por ultimo, al aplicar la condicién Gauge de Coulomb:
=0 ; €ép=€p=0, (4.206)

es decir que el vector de polarizacion trifasico (e€) es perpendicular a la direccién de pro-
pagacion; decimos que un fotén libre esta transversalmente polarizado. Estos vectores de
polarizacion satisfacen la relacion de completitud:

S e =, (4.207)
s=1,2

por ejemplo, si se toma la componente : = 5 = 1 y también la componente : = j = 2,
entonces:

> e =6 =1, (4.208)
s=1,2
> e =0p =1, (4.209)
s=1,2
y si por ejemplo el momento es:
p=1(0,0,1), (4.210)

lo que nos dice que apunta en la direccidn z, entonces el espacio de posibles € es:

e =(1,0,0) ; €=1(0,1,0), (4.211)
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de manera que:
e-p=0 ; E€.p=0, (4.212)

en este ejercicio se ve como de cuatro soluciones independientes quedan nada mas dos. Una
particula sin masa admite solo dos soluciones independientes.
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4.6. Resumen rapido
Hagamos una comparativa entre el electrén, positrén y foton.

Electron Positron

A (2?) = ae U (p),  (4213)

AMzP) = ae’ 0 (p), (4.214)

donde s = 1,2 para los dos estados de espin. Los espinores v(*) y u(*) satisfacen las ecuacio-
nes de Dirac del espacio de momento

(7P + me)v =0, (4.216)
(Y*pp — me)u = 0, (4.215)
sus adjuntos @ = u'7° y v = v+ satisfacen:
o(y"p, + mc) =0, (4.218)
w(y"'p, —me) =0, (4.217)
son ortogonales:
oM@ =0, (4.220)
aMu® =0, (4.219)
Normalizado:
V0 = —2m, (4.222)
uu = 2m, (4.221)

Relacién de completez:

085 = (V“pu — mc), (4.224)

@
Il
—
o

Z u®g® = (fy”pu + mc), (4.223)

s=1,2
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Foton

Au(2?) = ae™ ™€l (4.225)
donde s = 1,2 para los dos estados de espin (polarizaciones). Los vectores de polarizacion

e,(f) satisfacen la condicion de Lorentz del espacio de momento:

P'pu =0, (4.226)
son ortogonales, en el sentido de que:
e =0, (4.227)
normalizado:
e;e“ =—1, (4.228)
de la condicion de Gauge:
=0 ; e-p=0, (4.229)

y los tres vectores de polarizacion obedecen a la ecuacion de completez:

Z EES)*EES) _ 5ij — pipj- (4.230)

s=1,2
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4.7. Reglas de Feynman para la electrodinamica cuantica.

Las reglas de Feynman para la electrodinamica cudntica se toman siguiendo al libro Intro-
duction to Elementary Particles (Second, Revised Edition ).

Para calcular la amplitud M asociada a algtin diagrama de Feynman en particular se procede
de acuerdo con las siguientes reglas:

1 Notacion: para cada linea externa se asocia un momento pi, ps, ..., P, y se dibuja una
flecha en la direccidn positiva del tiempo. A cada linea interna se asocia un momento
q1,9q2, ---,qn y se dibuja una flecha al lado de la linea que indique la direccién positiva
asignada arbitrariamente.

2 Lineas externas: las lineas externas aportan factores de la siguiente manera:

Entrantes : —)———@: u

Electrones: .
Salientes : @—————ou: U

Figura 4.2:

Entrantes : ——t—: v

Positrones: .
Salientes : @———f—:

Figura 4.3:

Entrantes : AANANNV® : €, (k)
Fotones:
Salientes : @GN : €, (k)

Figura 4.4:

3 Factores de vértice: cada vértice contribuye con un factor:
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Figura 4.5: Factores de vértice

donde la constante de acoplamiento adimensional g. esta relacionada con la carga del
electrén asi

4
ge =€ h_ﬂ = Vina. (4.226)
C
4 Propagadores: cada linea interna contribuye con un factor de la forma:

* Electrones y positrones:

i(vHqu+me)
Z—m2e

Figura 4.6: Propagador para el electrén y positron.

¢ Fotones:

— v
q2

Figura 4.7: Propagador para el foton.
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5 Conservacién de energia y momento: para cada vértice se escribe una funcion delta de
la forma:
(27)*8 (ky + ko + k3) (4.227)

donde las k son tres cuadrimomentos que llegan al vértice (si una flecha apunta hacia
afuera, entonces el cuadrimomento £ lleva un signo menos).

6 Integrar sobre los momentos internos: por cada momento interno se escribe el factor:

(3234 ) (4.228)
y se integra
7 Cancelar la funcion delta: el resultado incluird el factor  global:
(2m)*8 (p1+pa+ .+ pa) (4.229)

correspondiente a la conservacion total de energia-momento. Al cancelar este factor y
multiplicar por 7 lo que queda es M

8 Antisimetrizacion: incluir un signo menos en los diagramas que difieren solo por un
intercambio de dos electrones o positrones entrando o saliendo o de un electrén entrante
con un positrén saliente o al contrario, un positrén entrante y un electrén saliente.
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Capitulo 5

Sistemas de Renormalizacion

5.1. Antecedentes sistemas de renormalizacion

Podemos encontrar tres diagramas de la QED con divergencias ultravioletas:

. O~

Figura 5.1: Diagramas de la QED con divergencias ultravioletas.

Estas divergencias pueden ser reguladas y canceladas, produciendo expresiones finitas pa-
ra cantidades medibles, ademds ocurren cominmente y, de hecho, de manera natural en los
calculos de teoria cudntica de campos. Esbozamos una interpretacion fisica de estas diver-
gencias. Comenzamos desarrollando una clasificacién de las divergencias ultravioletas que
pueden aparecer en una teoria cudntica de campos. En lugar de tropezar con estas divergen-
cias una por una y repararlas caso por caso, ahora nos proponemos determinar de una vez
por todas qué diagramas son divergentes y en qué teorias estas divergencias pueden ser eli-
minadas sistematicamente. Como ejemplos, consideraremos tanto la QED como las teorias
de campos escalares.

5.2. Conteo de Divergencias Ultravioletas.

En esta seccion utilizaremos argumentos elementales para determinar, tentativamente, cudndo
un diagrama de Feynman contiene una divergencia ultravioleta. Comenzamos analizando la
electrodindmica cudntica. Primero introducimos la siguiente notacion, para caracterizar un

57
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diagrama tipico en QED:

N, = Numero de lineas externas del electrén.
N., = Numero de lineas externas del foton.
P, = Numero de propagadores del electron. 5.1)
P, = Numero de propagadores del foton.

V' = Numero de vértices.

L = Numero de loops.

(Este andlisis se aplica a funciones de correlacion asi como a amplitudes de dispersion. En el
primer caso, los propagadores que estan conectados a puntos externos deben contarse como
lineas externas, no como propagadores.)

La expresion correspondiente a un diagrama tipico se ve asi:

—_— ey dhey - - - d
/(dkldk:g i s

Ko —m) - k2 k2

Figura 5.2: Multiples diagramas.

el diagrama diverge a menos que haya mds potencias de momento en el denominador que
en el numerador. Definamos por lo tanto el grado superficial de divergencia [, como la
diferencia:

D = (Potencia de k en el numerador) — (Potencia de & en el denominador),

(5.3)
D =4L - P, - 2P,,

donde se espera que un diagrama tenga una divergencia proporcional a A”, donde A es un
corte de momento, cuando D > 0. Esperamos una divergencia de la forma log(A) cuando
D = 0, y ninguna divergencia cuando D < 0.

Esta expectativa a menudo es incorrecta, por una de tres razones. Cuando un diagrama con-
tiene un subdiagrama divergente, su divergencia real puede ser peor que la indicada por D.
Cuando las simetrias (como la identidad de Ward) hacen que ciertos términos se cancelen, la
divergencia de un diagrama puede ser reducida o incluso eliminada. Finalmente, un diagrama
trivial sin propagadores y sin lazos tiene D = 0 pero sin divergencia. A pesar de todas estas



5.2. CONTEO DE DIVERGENCIAS ULTRAVIOLETAS. 59

complicaciones, D sigue siendo una cantidad util.
Para ver por qué, reescribamos D en términos del nimero de lineas externas (N, N,) y
vértices (V7). Note que el nimero de integraciones de loop (L) en un diagrama es:

L=PFP +P,—-V+1, (5.4)

ya que en las reglas originales de Feynman cada propagador tiene una integral de momento,
cada vértice tiene una funcién delta, y una funcién delta simplemente impone la conservacion
del momento total. Ademas, el nimero de vértices (1) es:

1
V=2P +N, = (2P.+N.), (5.5)

ya que cada vértice involucra exactamente una linea de fotén y dos lineas de electrones.
Reemplazando la ecuacién (5.4) en la ecuacion (5.3) tenemos:
D =4L —p. — 2P,

D=4P,+P,—V +1)— P, — 2P,

(5.6)
D = 4P, +4P, -4V +4— P, - 2P,
D =3P +2P, —4V +4
reemplazamos el valor de V', de manera que:
D =3P, + 2P, — 4V +/4,
1
D =3P. +2P, -4 [5 (2P, + Ne)] + 4, (5.7)
D =3P, +2P, — 4P, — 2N, + 4,
D =2P,— P, — 2N, + 4, (5.8)
de la ecuacion (5.5) se puede extraer la siguiente relacion:
N,
P, =2P,+ N, — 5 (5.9)
reemplazando (5.9) en (5.8) tenemos:
D =2P,— P. - 2N, + 4,
Ne
D =2P, — 2P7+N7—7 — 2N, + 4, (5.10)
Ne
D:2P7—2PV—N7+7—2N6—|—4,
3
D:4—N7—§Ne. (5.11)

Veamos algunos diagramas simples de QED que ilustran el grado superficial de divergencia:
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-

Figura 5.3: Ej.1. Grado superficial de
divergencia

T

Figura 5.4: Ej.2. Grado superficial de
divergencia

:

Figura 5.5: Ej.3. Grado superficial de
divergencia

[)

Figura 5.6: Ej.4. Grado superficial de
divergencia

i

Figura 5.7: E}.5. Grado superficial de
divergencia

D=0
D=0
D=2
D=-2
D=-2

— finito

— log A

— log A

— log A

— finito
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El primer diagrama es finito, a pesar de que D = 0. El tercer diagrama tiene D = 2 pero solo
una divergencia logaritmica, debido a la identidad de Ward. El cuarto diagrama diverge, a
pesar de que D < 0, ya que contiene un subdiagrama divergente. Solo en el segundo y quin-
to diagramas el grado superficial de divergencia coincide con el grado real de divergencia,
independiente del nimero de vértices. El grado superficial de divergencia de un diagrama de
QED depende solo del niimero de patas externas de cada tipo. Segtn el resultado (5.11), solo
los diagramas con un pequefio niimero de patas externas tienen D > 0; esos siete tipos de
diagramas se muestran en la siguiente figura:

£
T
Il
N

Figura 5.8:

b
| QM

Figura 5.9:

Figura 5.10:

d)

Figura 5.11:
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©) \ D=0

Figura 5.12:

)
) AN

Figura 5.13:

g

// D=0

Figura 5.14:

Dado que las patas externas no entran en la integral potencialmente divergente, podemos
restringir nuestra atencion a diagramas amputados. También podemos restringir nuestra aten-
cioén a diagramas irreducibles de una particula, ya que los diagramas reducibles son productos
simples de las integrales correspondientes a sus partes irreducibles. Asi, la tarea de enumerar
todos los diagramas divergentes de QED se reduce a la de analizar los siete tipos de ampli-
tudes amputadas e irreducibles de una particula que se muestran en la figura anterior. Otros
diagramas pueden divergir, pero solo cuando contienen uno de estos siete como subdiagrama.

Para el resto de esta seccion, intentemos entender el grado superficial de divergencia desde
un punto de vista mds general. La teoria de QED en cuatro dimensiones del espacio-tiempo
es bastante especial, asi que primero generalicemos a QED en d-dimensiones. En este caso,
D esta dado por:

D=dL— P.-2P,, (5.12)

ya que cada loop contribuye con una integral de momento en d-dimensiones. Las relaciones
(5.4) y (5.5) atn se mantienen, por lo que podemos nuevamente reescribir D en términos de
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V, N.y N,, de manera que, si sustituimos (5.4) en (5.12):

D=d—P,—2P,
D=d(P.+P,—V +1)— P, —2P,,

5.13
D=dP,+dP,—dV +d— P. — 2P, (>.13)
D=(d—-1)P.+ (d—2)P, —dV +d,
Abhora sustituimos (5.9):
D=(d—-1)P.+ (d—2)P, —dV +d,
N,
D= (d-1) (QP + N. ——e> +(d—2)P, —dV +d,
T2 ! (5.14)
(d—1)
D=2(d-1)P,+(d—1)N, — 5 Ne+(d—2)P, —dV +d,
(d—1)
D=3d—-4)P,+ (d—-1)N, — 5 N, —dV +d,
de (5.5) despejamos P, y reemplazamos
(d—1)
D=(3d—4)P,+(d—1)N, — 5 N, —dV +d,
- N d—1
D-(3d—4)<v 7)+(d—1)]\fy—%Ne—dv—l—d,
(5.15)
N. d—1
D_(3d—4)%—(3d—4)77+(d—1)]\77—( IN, —av +d,
d—4 d—4 d—1
D—<M—d)‘/—<u—(d—l))]\fw—( )Ne+d,
2 2 2
de manera que:
d—4 d—2 d—1
D=d+ (T) V — <T> N, — %Ne, (5.16)

La cancelaciéon de V' en esta expresion es especial para el caso d = 4. Para d < 4, los
diagramas con mas vértices tienen un menor grado de divergencia, por lo que el nimero total
de diagramas divergentes es finito. Para d > 4, los diagramas con mds vértices tienen un
mayor grado de divergencia, por lo que cada amplitud se vuelve superficialmente divergente
en un orden suficientemente alto en la teoria de perturbaciones.

Estos tres tipos posibles de comportamiento ultravioleta también ocurrirdn en otras teorias
cuanticas de campos. Nos referiremos a ellos de la siguiente manera:

= Teoria Super-Renormalizable:
Solo un numero finito de diagramas de Feynman diverge superficialmente.
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= Teoria Renormalizable:
Solo un nimero finito de amplitudes diverge superficialmente; sin embargo, en la teoria
de perturbaciones se producen divergencias ocurren en todos los érdenes.

= Teoria No Renormalizable:
Todas las amplitudes son divergentes en un orden suficientemente alto en la teoria de
perturbaciones.

Usando esta nomenclatura, dirfamos que la QED es renormalizable en cuatro dimensiones,
super-renormalizable en menos de cuatro dimensiones y no renormalizable en mds de cuatro
dimensiones. Estos criterios superficiales dan una imagen correcta de la verdadera estructura
de divergencia de la teoria para la mayoria de los casos que se han estudiado en detalle. Se
conocen ejemplos en los que el verdadero comportamiento es mejor de lo que sugiere esta
imagen, cuando simetrias poderosas anulan algunas o todas las amplitudes superficialmente
divergentes.

Por otro lado, es cierto que las divergencias de las teorias superficialmente renormalizables
pueden ser absorbidas en un nimero finito de pardmetros lagrangianos. Para teorias que con-
tienen campos de espin 1 y superiores, los diagramas de loop pueden producir problemas
adicionales, incluida la violacién de la unitariedad.

Como otro ejemplo del conteo de divergencias ultravioletas, consideremos una teoria de cam-
po escalar pura, en d-dimensiones, con un término de interaccién ¢”

1 1 A
L= 5 (8,0) — §m2¢2 + agzs , (5.17)

sea N el numero de lineas externas en un diagrama, P el nimero de propagadores y V' el
nimero de vértices. El nimero de loops en un diagrama es . = P — V + 1. Hay n lineas
que se encuentran en cada vértice, por lo que nV = N + 2P. Combinando estas relaciones,
encontramos que el grado superficial de divergencia de un diagrama es:

D =dL — 2P,

D:d+{n(—d;2)—d}V—(—d;Q)N, (5.18)

En cuatro dimensiones un acoplamiento ¢* es renormalizable, mientras que potencias su-
periores de 0 son no-renormalizables. En tres dimensiones un acoplamiento ¢° se vuelve
renormalizable, mientras que ¢* es super-renormalizable. En dos dimensiones del espacio-
tiempo, cualquier acoplamiento de la forma ¢™ es super-renormalizable.

La expresion (18) también se puede derivar de una manera algo diferente, a partir del analisis
dimensional. En cualquier teoria cudntica de campos, la accion:

/ vl (5.19)

debe ser adimensional, ya que trabajamos en unidades donde 42 = 1. En este sistema de uni-
dades, la integral d’x tiene unidades (masa)'?, y por lo tanto el Lagrangiano tiene unidades
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(masa)?. Dado que todas las unidades se pueden expresar como potencias de masa, no es
ambiguo decir simplemente que el Lagrangiano tiene “dimension d”. Usando este resultado,
podemos inferir de la forma explicita de (5.17) las dimensiones del campo ¢ y la constante
de acoplamiento A. A partir del término cinético en £ vemos que ¢ tiene dimensién @.
Note que el pardmetro m consistentemente tiene dimensiones de masa. A partir del término
de interaccion y la dimension de ¢, inferimos que la A tiene dimensién d — n@.

Ahora consideremos un diagrama arbitrario con /N lineas externas. Una forma en que podria
surgir tal diagrama es a partir de un término de interaccién n¢” en el Lagrangiano. La di-

.z - d—2 . . .
mension de 7 seria entonces d — N (@d-2) y por lo tanto concluimos que cualquier diagrama

2
(amputado) con N lineas externas tiene dimensién d — N @. En nuestra teoria con solo
el vértice \¢", si el diagrama tiene V' vértices, su parte divergente es proporcional a AV AP,
donde A es un corte de alta energia y D es el grado superficial de divergencia. (Este es el
caso ’genérico”’; todas las excepciones mencionadas anteriormente también se aplican aqui.)

Aplicando el andlisis dimensional, encontramos:
d—2 d—2
D= —_— | - —|— | N
o+ (F) - v - ()~
d—2 d—2
V(452) - [ (452) v s
d— (—d;Q) N=V {d—n(—d;QH +D,

en acuerdo con (5.19). Note que la cantidad que multiplica V' en esta expresion es solo la
dimensién de la constante de acoplamiento A. Este andlisis se puede llevar a cabo para QED
y otras teorias de campos, con el mismo resultado. Asi, podemos caracterizar los tres grados
de renormalizabilidad de una segunda manera:

= Teoria Super-Renormalizable:
La constante de acoplamiento tiene dimension de masa positiva.

= Teoria Renormalizable:
La constante de acoplamiento es adimensional.

= Teoria No Renormalizable:
La constante de acoplamiento tiene dimensién de masa negativa.

En QED, la constante de acoplamiento e es adimensional; por lo tanto, QED es (al menos
superficialmente) renormalizable.

5.3. Teoria de Perturbaciones Renormalizada

En la teoria cudntica de campos renormalizable existe un pequefio nimero de amplitudes
superficialmente divergentes. En QED, por ejemplo, hay tres tales amplitudes, que contie-
nen cuatro constantes infinitas. De hecho, es generalmente cierto que las divergencias en una
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teoria cudntica de campos renormalizable nunca aparecen en cantidades observables.

Para obtener un resultado finito para una amplitud que involucra diagramas divergentes, usa-
remos el siguiente procedimiento: Calcular los diagramas usando un regulador, para obtener
una expresion que dependa de la masa desnuda (1), la constante de acoplamiento desnuda
(ep) y algin corte ultravioleta (A). Luego calcular la masa fisica (m) y la constante de acopla-
miento fisica (e), hasta el orden que sea consistente con el resto del calculo; estas cantidades
también dependeran de mg, ey y A. Para calcular un elemento de matriz S (en lugar de una
funcién de correlacién), también se deben calcular las renormalizaciones de la intensidad del
campo Z. Combinando todas estas expresiones, eliminar mg y €y a favor de m y e; este paso
es la renormalizacion”. La expresion resultante para la amplitud deberia ser finita en el limite
A — oo. El procedimiento anterior siempre funciona en una teoria cudntica de campos renor-
malizable. Sin embargo, a menudo puede ser engorroso, especialmente en érdenes mas altos
en la teoria de perturbaciones. En esta seccion desarrollaremos un procedimiento alternativo
que funciona de manera mas automdtica. Haremos esto primero para la teoria ¢?.

La Lagrangiana de la teorfa ¢ es:
1 1 Ao
L= (0,0)% — Smod” — o, (5.21)
Ahora escribimos mg y Ao, para enfatizar que estos son los valores desnudos de la masa y la

constante de acoplamiento, no los valores medidos en experimentos. El grado superficial de
divergencia de un diagrama con NV patas externas es, de acuerdo con (5.18)

D=4—N, (5.22)

dado que la teorfa es invariante bajo ¢ — —o:

1 1 A
=3 (Ou(—9))* = 5Mo(=0)° — 4—(,)(—@4,
1 s 1o Mo ' (5.23)

todas las amplitudes con un nimero impar de patas externas se anulan. Por lo tanto, las inicas
amplitudes divergentes son:
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O —  Cambio de energia del vacio
no observable.

Figura 5.15:

' IR
—/

A% + p?log A + (términos finitos)

Figura 5.16:

— log A + (términos finitos)

Figura 5.17:

Ignorando el diagrama de vacio, estas amplitudes contienen tres constantes infinitas. Nuestro
objetivo es absorber estas constantes en los tres pardmetros no observables de la teoria: la
masa desnuda, la constante de acoplamiento desnuda y la intensidad del campo. Para lograr
este objetivo, es conveniente reformular la expansion de perturbacién de modo que estas
cantidades no observables no aparezcan explicitamente en las reglas de Feynman.

Primero eliminaremos el cambio en la intensidad del campo. La funcion exacta de dos puntos
tiene la forma:

17

5 5 + (términos regulares en p=m?), (524
P2 —m

/ da (9 To(x)$(0) |) ¢ =

donde m es la masa fisica. Podemos eliminar el incomodo residuo Z de esta ecuacion rees-
calando el campo:
1
O =220y, (5.25)

Esta transformacion cambia los valores de las funciones de correlacion por un factor de Z 2
para cada campo. Asi, al calcular los elementos de la matriz .S, ya no necesitamos los factores
de Z; una amplitud de dispersion es simplemente la suma de todos los diagramas conectados
y amputados.

Aplicando (5.25) a (5.23) obtenemos la Lagrangiana reescalado:

[ —

1 1 A

B) (au(b)Q - §mg¢2 - 4_(,)¢47
1 : (5.26)
2

oy o (#0))' - (0] 2 (240
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L= 1Z( 8,6,)° — lmong? AO 722, (5.27)

la masa desnuda y la constante de acoplamiento aun aparecen en £, pero pueden ser elimina-
das de la siguiente manera. Definimos:

dy; =2 —1, O = maZ —m?, O = N Z% — ) (5.28)

donde m y A son la masa y la constante de acoplamiento medidas fisicamente. Entonces la
Lagrangiana se convierte en:

1 Ao

1
L= 57(0u0,) = 5m3Ze? = P72,
1 1 Om +m or+ A
L= 567+ 1) (0,60 = 5m (_)¢__ )
2 mg Ao (5.29)
1 2 1 2 1 oy 2 1 4
L= §5Z (au¢r) +5 (au¢r) - 5 (5m +m ) r E (5>\ + >‘) ¢ra
_ 1 2 1 m2d2 1 2 Oy Ay
L= §5Z (8#¢T) ( u¢r) - 5 ¢r - 5 m¢r - qur - E
organizando un poco mejor:
1 A
2 (0u00)° = 52— 0!
: (5.30)

0
2 A4
+ §5Z (au¢r) - §5m¢r - Z¢r

Veamos las reglas de Feynman para la teorfa ¢* en la teorfa de perturbaciones renormalizada.

i
p2—m?24ie

Figura 5.18:

Figura 5.19:



5.3. TEORIA DE PERTURBACIONES RENORMALIZADA 69

® S (P~ by)
Figura 5.20:
— Z(S)\
Figura 5.21:

La primera linea ahora parece la teorfa de la familia ¢* Lagrangiana, pero est escrita en
términos de la masa fisica y el acoplamiento. Los términos en la segunda linea, conocidos
como contraterminos, han absorbido los desplazamientos infinitos pero no observables entre
los parametros simples y los pardmetros fisicos. Es tentador decir que hemos .?gregado.“tos
contraterminos a la Lagrangiana, pero de hecho solo hemos dividido cada término en (5.27)
en dos partes.

Las definiciones en (5.28) no son ttiles a menos que demos definiciones precisas de la masa
fisica y la constante de acoplamiento. La ecuacién (5.24) define m? como la ubicacién del
polo en el propagador. No hay una definicidn claramente mejor de A, pero una definicidn per-
fectamente buena se obtendria al establecer A igual a la magnitud de la amplitud de dispersion
en momento cero. Asi tenemos las dos relaciones definitorias,

(Términos regulares en :p* = m?),

Figura 5.22:

Figura 5.23:

amputated

Estas ecuaciones se llaman condiciones de renormalizacién. (La primera ecuacion en realidad
contiene dos condiciones, especificando tanto la ubicacién del polo como su residuo.)
Nuestra nueva Lagrangiana, Eq.(30), da un nuevo conjunto de reglas de Feynman Eq. (31),
(32), (33) y (34), El propagador y el primer vértice provienen de la primera linea de (30), y son
idénticos a las reglas antiguas excepto por la aparicion de la masa fisica y el acoplamiento en
lugar de los valores simples. Los contratérminos en la segunda linea de (30) dan dos nuevos
vértices (también llamados contratérminos).



70 CAPITULO 5. SISTEMAS DE RENORMALIZACION

5.4. Estructura de la teoria ¢* de un solo Loop

Para que el procedimiento de renormalizacion tenga mas sentido, lo llevaremos a cabo explici-
tamente en el nivel de un bucle.
Primero, consideremos la amplitud bésica de dispersion de dos particulas,

P4 P2
iM (plpz — p3p4) =
p3 P1
Figura 5.24:
iM (pip2 = p3ps) = + + + +-

Figura 5.25:

Si definimos p = p; + p», entonces el segundo diagrama es:

I k+p _ (—M)?/ Bk i i

2 (2m)* k2 —m?2 (k+p)?2 — m?’
(—iN)? -V (p?).
Tp (5.31)

Figura 5.26:

Note que p? es igual a la variable de Mandelstam s. Los siguientes dos diagramas son idénti-
cos, excepto que s serd reemplazado por ¢ y u. La amplitud total es, por lo tanto:

iM = —i\+ (—i))2 [iV(s) +iV(t) + iV (u)] — idy. (5.32)
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De acuerdo con la condicién de renormalizacion, esta amplitud debe ser igual —i\ en s =
4m?y t = u = 0 por lo tanto, debemos establecer:

iM = —iX = —iX — i) [V (2m®) + V(0) + V(0)] — idy,
i6y = —iN* [V(2m*) + V(0) + V(0)] , (5.33)
oy = =N [V(4m?) +2V(0)] .
(En ordenes superiores, A recibird contribuciones adicionales.)

Podemos calcular V' (p2) explicitamente usando regularizacion dimensional.
El procedimiento ahora es reescribir la ecuaciéon (5.31):

1 d*k 1 )
1 2y _ =
1 (p) 2/(271’)4/{:2—7712(/{74-}7)2—7712’

1 d*k 1 1
V(p®) = —= 5.34
V) 2/(27r)4k‘2—m2(k—l—p)Q—mQ7 (5-34)

nos sera util combinar denominadores, esto se logra mediante la férmula de Feynmann, de la

siguiente manera. Supongamos que nos gustaria escribir = como un solo factor, entonces

AB
observamos que:

/1 dx _/1 dx
o (zA+(1—-2)B)? Jo (z(A-B)+ B)?*

1

/1 dx 1 1
o (xA+(1—2)B)? A—-Bz(A-B)+B

)
0

/o1 (A + (?I_ DBY BiA [BAZBA} ,

! dx 1
=, 5.35
/0 (zA+ (1 —z)B)*> AB 6-3)

La generalizacion de esto para incluir mas denominadores es sencilla y tiene la forma:

- 01l —x1 — .o — ) 1
d 7 n n — ) 5.36
/0 =535 HAZ- (5.36)

i=1 Lidq

identificando:
A = E-m?

B = (k+p)?—m?

aplicando la relacion (5.35):

1 1 :/1 dx
R —m? (ke p)? —m?" Jo (a(k? = m2) + (1= 2) ((k+p)? = m2))”

(5.37)
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Reescribamos el denominador:

= (2(k* = m?) + (1 = 2) ((k+p)* = m?))’,
:(xk:z xm? + (1 — )(k2—|—2k: p+p— 2))2,

) (5.38)
= (zk* —am® + K + 2k - p+p* —m? — ak® — 2zk - p — xp® + am?)”,
= (K*+ 2k - p(1 — ) + p*(1 — 2) —mz)g,
Asi, la ecuacién (5.37) toma la forma:
1 1 ! d
S S / - . (539)
k2 —m?(k+p)?2—m o (kK242k-p(1—2)+p*(1 —1z)—m?)
Realizamos el cambio de variable 1 — =z = ¥ — dxr = —ux; los limites de integracion se
reescriben también, siendo el limite inferior 1 y el superior 0 de manera que:
1 1 B /0 —dz
k2 —m?2(k+p)2—m2 L2 4+ %%k - 07 + 027 — m2)2
(k+p) 11( + PpT + p*T — m?) (5.40)
1 1 B / dx
k2—m?(k+p)2?—m?> )y (k2+2k-pT+ p?T —m?2)*
llamamos x a = por simple comodidad (z — 7)
1 ! d
S - / ’ - (5.41)
k2 —m? (k+p)>—m o (k2+2k-px+ p?x —m?)
reescribimos:
1 1 / dx
k2—m?(k+p)?—m?> Jo (k2+2k-px+ (zp)? — (zp)? + p?x — m?2)*’
1 1 dx
, 5.42
k2 — m2 (k + p)2 m2 /0\ — ajp (l’p)Q + :L‘p2 _ m2)2 ( )
1 1 B / dx
R2—m? (k+p)? —m?  Jo ((k—ap)® — ((zp)? — ap? +m?))*
Hagamos las siguientes definiciones:
A = (zp)? — zp* +m? (5.43)
de manera que:
1 1 ! dx
= ) 5.44
k? —m? (k + p)? —m? /0 ((k —ap)2 — A)? G4

Retomamos la ecuacién (5.34) y consideramos el cambio [ = & — zp — dk = dl. Reempla-
zamos ademas el resultado de la ecuacién (5.44):

v == [ | 7557
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iV(p*) = —%/01 dw [/ (5234 E EA)Q} . (5.45)

A partir de ahora nos centraremos en la integral entre corchetes:

d*l 1
/ (2m) (12 — A)2 (5.46)

5.4.1. Rotacion de Wick y eliminacion de divergencias

La Rotacion de Wick Es una técnica matematica utilizada en muchos campos, especialmente
en teoria cudntica de campos, esta permite transformar un problema definido en el espacio-
tiempo de Minkowski (con una métrica Lorentziana) a un problema en el espacio euclidiano
(con una métrica definida positiva). Esta transformacion simplifica muchos célculos, ya que
las integrales en el espacio euclidiano suelen ser mds manejables que en el espacio de Min-
kowski.

Retomamos la ecuacién (5.46) e introducimos la prescripcion de Feynman ie en el deno-
minador de la segunda integral, este término se introduce para evitar singularidades al inte-
grar en el plano complejo. e desplaza ligeramente los polos fuera del eje real, permitiendo
una interpretacion fisica consistente de los propagadores y asegurando la convergencia de las
integrales en el plano complejo. Veamos:

d4 da
/ (2m)4 (12 — A +ie)”’ 47

donde [ es un cuadrivector cuyo cuadrado se puede expresar como el cuadrado de la compo-
nente temporal menos el cuadrado de la componente espacial, asi que:

12 = (1°?% —|i]?, (5.48)

es aqui donde se estudian los polos; especialmente los que serdn utiles para definir la rotacion
de Wick. Entonces, son de importancia los [ donde:

(192 = |I? + A +ie = 0, (5.49)

de manera que: .
(I°? = I+ A +ie =0,

(1) = |i* = A —de,

10 = £/ ]1]2 = A — e,

factorizamos el término |I|* — A:

P =+/|2-A 1—<ﬁ"6 ) (5.50)
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usando la expansion en serie de Taylor:

2 3
T i i
Vi—-r~1l—=-————+ ...
2 8 16 ’
aproximando hasta el segundo término tenemos:

lozi,/mz_A 1_<£ﬁ€ )4_...],

22— A
Prty/iP-Aa|1— (L : (5.51)
i 20— A
LESIERYITIERYNY [ [ —
2|if - A
definimos:
, €
€ =——= ,
212 = 4)
por lo tanto:
2~ £0/|I2 = A(1—id), (5.52)
y redefiniendo € = ¢, la cual tiene como soluciones:
0 =+/|l]2 = A1 —ie), (5.53)
0= —\/ll2= A1 —ie), (5.54)
Im[lY]
VP =A(—ie)
N . Re[l°]
[ ]
—V/II2=A(1—ie€)

Figura 5.27: Rotacion de Wick
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definiremos las integrales sobre los contornos C'; y Cs, y de acuerdo al teorema de Cauchy:

e’} 0
di°f(1° di’f(1° di’f(1°) = 5.55
ey« [aere s [Catrer) <o (555)
/0 dlof(l°)+/ dlof(z°)+/_mdz0f(zo):o, (5.56)
—00 Co 0

teniendo en cuenta que no hay ningtn polo dentro del contorno y que los polos se encuentran
en los cuadrantes inferior derecho y superior izquierdo del plano complejo %, la integral
sobre el contorno de la figura (5.4.1) da cero, de ahi que las integrales sobre los ejes reales e
imaginario son iguales y opuestas. Asi al sumar (5.55)y (5.56), obtenemos:

/ a0 () + / TRy —o, (5.57)

como [° = 1% + il? donde el eje horizontal (%, = 0, resultando [° = i, siendo este el cambo
de variable que haremos, de manera que:

di® = d(1) = d(il%) = idlY, (5.58)
y también:
Si 19 =00 — 1° =il?,
ico = ilY,
0 (5.59)
k; = —i“o0
19 = oo,
Si "= —ioco — 1° = —ilY,
—ioco = ilY, (5.60)
19 = i*oo, '
19 = —o0,
asi la integral se transforma:
/ di’f(1°) = / idIg f(il), (5.61)

por lo tanto:

/Oo di® (1) + /OO_OO idlY f(il%) = 0
/_ di’ f( /OO idlY £ (il%),
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/ T a0 (o) = / L), (5.62)

a esto se le conoce como Rotacion de Wick, la cual permite transformar cantidades del
espacio de Minkowski al Espacio Euclideo, debido a esto renombramos I° — 1% y queda
bien definido:

1° =419, (5.63)

=g (5.64)

Introduciendo estos resultados y coordenadas polares de cuatro dimensiones a la ecuacién

(5.46), obtenemos:
/ d*lp 1 /d3ldl0 1 (5.65)
(271')4 (l%] _ A)z - (277')4 (lg . A)?’ .

aqui la prescripcién de Feynman i€ ya no es necesaria, ademas, como se defini6 [° = il% —
dl® = idl%, y también (1)* = (il%)* — (1)> = —(1%)? — (Ig)* = —I% por lo tanto:

/d4lE 1 / d*l idl

@mtz—ay S o (=g - a)”

/d4lE I / d*l ddly,
Crt @ -ay ) OG- A)

g 1 dU 1
/(27}')4 (EE _ A)Q = 2/ (2m)* (l%—i—A)Q, (5.66)

donde d*lp = l%del B, siendo df) el angulo sélido. Reescribiendo la expresion anterior

tenemos:
/ d47ll —1 71 / / +
(2m)* (12, )? 2 l2 A

una forma de calcular la integral en df2 es generalizando esta a d-dimensiones, de manera que
la integral en cuestion seria:

dip 1 o dls
/( 2m)d (12 + A2 (2m)e /de/ i (12 + A (:68)

la integral del angulo solido se resuelve partiendo de la siguiente expresion:

(5.67)

VT = / dre™™, (5.69)
0

haciendo esto d veces tenemos:

d & 2 d
T2 = (/ dxe ™ ) ,
0
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d o 2 & 2 & 2 > 2
T2 —/ dwlexlf dmge%/ drse ™ ... / dxge "a,
0 0 0 0
d & d 2
T2 = / digpe™ XZi=1 T (5.70)
0

esta es una integral gaussiana en d-dimensiones. Para resolverla en coordenadas esféricas
procedemos de la siguiente manera:

d

y el volumen diferencial en d-dimensiones es:
dz = rtdrdQy, (5.73)

donde df2, es el diferencial del dangulo sdlido en d-dimensiones. Sustituyendo las coordenadas
esféricas, la integral se convierte en:

/ dipe~ Tim = :/ drrd_le_rg/de, (5.74)
0 0

s :/ drrd_le_TZ/de, (5.75)
0

es facil resolver la integral en dr, para esto hacemos el cambio v = 72 — dr = & = 2L de

2r 2y/u’
manera que:
> d—1 _—r2 >~ oy 41,2
drr®= e = dr(r®) z e ",
0 0

e.) [o¢] d 1
/ drrite " = / (ﬁ) uz"ze Y (5.76)
0 0

o 2 1 & d
/ drr®te " = 5/ duu2"te ™,
0 0

observe que esta es integral es la funcién Gamma de ¢, de manera que:

o0 1_/d
/0 drri=te™ = §I‘ <§> ,

de manera que:

[SI[oH

por lo tanto:

2w
A= (5.77)
/ T
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asi la ecuacion (5.68) se reduce a lo siguiente:

@m)daz+A?  @mdle Sy P2+ A

Al 1 1 27t /°° dig
_ T e (5.78)
/ @)tz + o) @OIT(5) o 7 (3 +A)

Ahora resolvamos la integral en dlz para d-dimensiones:

00 ldEfl

si bien la integral estd generalizada a d-dimensiones, una vez resulta, debemos recordar que
nuestra dimension de interés es d = 4

Ahora bien, realizamos el siguiente cambio de variable u = l?E — dlp = 2‘11—1; = 2d7“a, (los
limites de integracion siguen siendo los mismos) entonces:

& l?lE_l [ du u'T
dlE—2 - 29
0 (IZ + A) 0 2v/u (u+ ARg)

00 ldfl 1 oo u%—l
/ dlEE—2 = —/ du——-. (5.80)
0 (z+4) 2Jo  (ut4)

Es necesario realizar un nuevo cambio de variable, este sera:

por lo tanto su diferencial:

A
dz = — sdu,
(u+ A)
A
dz = 5du,
(%)
2
dz = —szu,
du = —%dz,
z

ademas:

1—=z
u=A ,
z
mientras que los limites de integracion pasan a ser

Si, —- u=00 — 2z2=0,
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Si —- u=0 — z=1,

entonces la ecuacion (5.80) se reescribe de la siguiente forma:

o) 14-1 1 [0 41
/ dlEE—2 — _/ duL2,
0 (Z+A)7 21 (u+A4)

~ d—1 0 B
/ dlp—E 1/ (—%dz) L {A (1 :
0 (Z+A)7 2/ Z (2)

/OodlE—ldE_l =—1/0dzA§—2 (1_2
0 (Z+A)° 2/ z

o0 jd-1 Ag_2 0
/ dlp—E—— = — / P (1—2)1
0 (12 + A) 2 N

[S]ISW

9] d—1 g72 1
/ il I . A / e
0 (IZ + A) 2 Jo

La integral se convierte en la funcion Beta, esta se define como:

B(a, p) = D()T(5) = /01 2271 = 2)P sz,

I'(a+5)

de la ecuacion (5.81) y (5.82) se puede identificar: « — 1 = 1 —

(1-— z)%_l dz.

maneraque:
J S LR R
o (R+AP 2 | T(2-{+9)
[ Atrre-9re
o

2+ A)? 2 1!

00 — a_
/ ap e A 2F(2—C—i
0 (12 + A)° 2 2

[ =25 (599
0 (12 + A)? 2 2 2)°

sustituimos este resultado en la ecuaciéon (5.78):

/ dp 11 2mh (AT (4 —d
@2m)e 2+ AP (@2mdr(4) | 2 2
d] 1 S as (4—d
ey e (5
(2m)? (12, + A)*  (27) 2

79

(5.81)

(5.83)
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diy 1 (1\? aa_ (4-d
/ (2w)d(zg+a>2(ﬂ> . F( 2 ) >80

observe que para el caso en que d = 4 se presenta una divergencia, puesto que I'(0) es infinito
complejo, para evitar este problema definimos € = 4 — d, de manera que:

4—e¢

/(C;ifd (Z%E+1A)2 - (i) Cair(g),
/ (C;ifd (2 +1 A (%)2; AT (3).

[ ear = e (i) TG 539

Para valores pequeiios de € se puede considerar la relacion:

r (g) — % —y+6(e), (5.86)

donde y es la constante de Euler-Mascheroni. O(¢) indica que hay términos proporcionales a

e. Por lo tanto:
d 1 1 /AN 22
t/@ﬂ%@+Af_(MP(E) [Z_7+®@y

/(C;ifd (zgiA)Q N (471r)2 (%> _
A

observe que la divergencia adn persiste, puesto que para d = 4 — ¢ = 0, por lo tanto es
necesario reescribir el término A

(S

E — v+ @(e)] , (5.87)

/

2 (5.88)
€ € 4m
2
A==~ +n(4r) — In(A) + .. + O(e),
reemplazando este resultado en la ecuacién (5.87) tenemos:
dlp, 1 1 2
/ @mi(Z+ A2 (4n)? (Z =7+ () —In(A) + ..+ @(6)) L (5.89)
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Asi, la ecuacién (5.45) toma la forma:

z‘V(pz):—%/oldx /<2dj)4 (12—1A)2}’ (1% =),

,2_1/1 ,/d“l 1
iV(p") = 2/, dx |1 L (l?E—I—A)Q

Y

L (5.90)
V) = /1dx L (2 m(m) —n(A) + ...+ 00
N - ) — €
b 2 Jo | (4m)% \ e 7 ’
. 1 9
iV (p?) = —ﬁ/{) dx <E —v+In(4r) —In(A) + ... + @(e)) :
Este resultado es valido para el casoenque d =4 — ¢ = 0.
Recordamos como se definié A = (zp)? — zp® + m?, entonces:
U /1dx 2 ¢ Inn) — In((2p)? — o + m?)
V)= 5502 ), it/ ™ p p ;
iV (p?) = — ! /1 dx 2 v+ In(4m) — In (m* — z(1 — z)p°) (5.91)
3272 J, € ' ’
De acuerdo con la ecuacion (5.32), la amplitud total termina siendo:
iM = —iX+ (—i))2 [iV(s) +iV(t) + iV (u)] — idy, (5.92)
el desplazamiento de la constante de acoplamiento (6, ) es:
Oy = =A* [V (4m?) + 2V (0)] , (5.93)
por lo tanto:
iM = —iX = N [iV(s) + iV (t) + iV (w)] + N [V(4m*) + 2V (0)], (5.94)

Mediante la ecuacion (5.91) podemos encontrar lo términos que requiere (5.94), estos son:
V(s), V(t), V(u), V(4m?)y V(0), de manera que:

1
V(s) = _3217r2 /0 dx (% — v+ In(4m) —In (m* — z(1 — x)s)) ; (5.95)

1

V(t) = — 353 /01 dx (% — v+ In(47) —In (m* — z(1 — x)t)) : (5.96)

1
V(u) = ‘3217@ /0 du (2 =7 +In(dm) —In (m* — x(1 - x)u)) : (5.97)
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1
V(4m?) = —3217T2 /0 dx (% — v+ In(4m) — In (m* — 4z(1 — x)m2)> : (5.98)
I 2 )
V(0) = ~35.2 / dx (E — 7+ In(4m) —In (m )) : (5.99)
0

Usando estos resultados encontremos la constante de acoplamiento (6, ):

6y = =\ [V(4m?) +2V(0)]

I 2
5y = A2 /0 dx (_ — v+ In(4r) —In (m2 —4x(l — :U)m2)) (5.100)

€

I 4 )
327?2/0 dx (E—2’y—|—21n(47r)—21n(m )),

por lo tanto:

1
5y = A2 ! / dx (9 — 3y +3In(4n) — In (m® — da(1 — x)m?) — 21n(m2)>
3272 J, €
(5.101)
La ecuacion (5.101) es solo un término de la amplitud, ahora la calcularemos por completo,
esta se veria de la forma:

iM = —iX+ (—i))2 [iV(s) +iV(t) + iV (u)] — idy,

, 1
iM = —i)+ A2 / dx (% — 7+ In(4m) —In (m* — z(1 — :c)s))
0

3272
+ A2 i /1da: (2—’y+ln(47r)—ln (mQ—x(l—x)t))
3272 J, €
+ A2 i /1da: (2—’y+ln(47r)—ln (mQ—x(l—x)u)>
3272 J, €

i [t (6
— )2 2373 /O dx (E — 3y +3In(4n) — In (m? — 4z(1 — 2)m?) — 2ln(m2)> ,

iM = —i\+ \? 32;2 /0 dz (—1In (m* — z(1 — 2)s))
/0 dr (—In (m* — z(1 — 2)t))
/0 dz (—In (m* — z(1 — 2)u))

/0 dz (—1In (m? — 4z(1 — 2)m?) — 2In(m?)) ,

+ 22

3272

+ 22

3272

— )2

3272
(5.102)



5.5. RENORMALIZACION Y EL LOOP ESCOTOGENICO 83

observe que los términos con denominador € se cancelaron, al igual que v y In(47), esto nos
permite simplificar ain més la expresion para la amplitud:

gy i v m?—x(l—1x)s m? —x(l — )t m? —z(l —z)u
iM = —i) )\2327r2 /0 dx [ln (—m2 - q:)m2) +1In ( = ) +1In ( = ﬂ ,
(5.103)

y por lo tanto:

2 1 2 2 2 L
e [ () () (L))
(5.104)
Las expresiones (5.95), (5.96), (5.97), (5.98) y (5.99) son divergentes cuando d — 4
(¢ — 0). En el momento en el que se las combiné (5.102), los términos divergentes se
cancelan, esto nos permite obtener un resultado finito (5.104), aunque bastante complicado.

5.5. Renormalizacion y el loop escotogénico

En el modelo escotogénico de Ma, la generacion de la masa de los neutrinos ocurre a nivel
de un diagrama de autoenergia a un loop en el que participan los fermiones de Majorana N
y las componentes escalares neutras ng y 1;. La estructura de la integral que aparece en este
calculo es andloga a las integrales de autoenergia discutidas anteriormente en el contexto de
teorias cuanticas de campos.

Cada una de las contribuciones asociadas a 7z y 7; presenta individualmente un comporta-
miento que podria conducir a divergencias ultravioletas. Sin embargo, en el modelo esco-
togénico la masa del neutrino surge de la diferencia entre ambas contribuciones, lo que con-
duce a una cancelacion de las partes divergentes. En consecuencia, la combinacién I(mg) —
I(my) que aparece en la expresion final para la autoenergia resulta finita.

Este mecanismo de cancelacion refleja la estructura del modelo y asegura que la prediccion
fisica para la masa radiativa del neutrino sea independiente del procedimiento de regulariza-
ciéon empleado, en concordancia con los principios generales de renormalizacion en teorias
cuanticas de campos.
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Capitulo 6

Masas de Neutrinos y Mecanismo de
See-Saw

6.1. Naturaleza del Neutrino

6.1.1. Masa de Dirac

En el caso de que los neutrinos sean particulas Dirac, su masa se generaria mediante el meca-
nismo Higgs, el mismo que da masa a los quarks y leptones cargados en el modelo estandar.
Sin embargo, la ausencia de evidencia experimental de la existencia de neutrinos derechos
hace que a simple vista esto no sea posible. En otras palabras, la unica extension del Modelo
Estandar que se necesita para generar masa a los neutrinos mediante el mecanismo de Higgs
es la introduccion de neutrinos derechos vp.

Los campos de los neutrinos derechos se expresan mediante singletes esto los hace inva-
riantes ante las simetrias del modelo estandar, debido a que no participan en las interacciones
débiles, fuertes y electromagnéticas, los neutrinos derechos son llamados también neutrinos
estériles. Andlogamente, los neutrinos izquierdos habituales que participan en las interaccio-
nes débiles son llamados neutrinos activos.[9]

En el Modelo estindar minimamente extendido con tres campos de neutrinos derechos, el
Lagrangiano Yukawa Higgs-lepton es:

Lyp=— Y YL 00— > YYL .+ He (6.1)

a)B:ehLl‘?T Q,B:e”l.l/,T

Donde los indices «, 8 = e, u, 7 son indices de sabor leptonico y recorren las tres familias
de leptones. El campo L, ; representa el doblete leptonico izquierdo de SU(2), asociado al
sabor «, (s  representa el singlete derecho del leptén cargado de sabor 3, y vj 5 representa
el neutrino derecho de sabor /3. El primado indica que los campos se encuentran escritos en la
base de interaccion; después de la diagonalizacion de las matrices de Yukawa se introducirdn
los campos sin primar en la base de masa. Ademas, Yo/fﬂ y Y75 son matrices de acoplamientos
de Yukawa para los leptones cargados y para los neutrinos, respectivamente [9].

85
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Ademads, se trabaja en el gauge unitario, que corresponde a una eleccion de calibre en la
cual los grados de libertad no fisicos asociados a los bosones de Goldstone son eliminados
mediante una transformacién de gauge. De esta manera, después de la ruptura espontdnea de
la simetria electrodébil, el doblete de Higgs queda escrito unicamente en términos del valor
esperado en el vacio v y del campo fisico de Higgs H. En este gauge, el doblete de Higgs

toma la forma:
0 . v+H
o = (+H> - D =iy = ( V2 ) , (6.2)
2 0
el doblete de leptones izquierdos se escribe de la forma:

v — -
Lo = <€/ai> - L/a,L = <5;,L 5;7/;) ) (6.3)

Con las expresiones (6.2) y (6.3), puedo reescribir la ecuacion (6.1), de manera que:

H _
Ly =— (U:;ﬁ ) [é’LY"é’R + ﬁ’LY'”V}%} + He. 6.4)

donde a su vez se tiene que:

Op= ||, (6.5)

U= Hr ] (6.6)

/ (6.7)

N
h\
Il
=X
h

Vi vir | (6.8)

siendo (', y ¢ leptones cargados, mientras que v, y v/; son los neutrinos, ambos en la base
de interaccion.
La matriz de acoplamiento de Yukawa Y’ puede ser diagonalizada de la siguiente manera:

Vi =YY, 6.9)
donde la matriz diagonalizada se expresa como:
YOf,,B = yiéaﬁ (Oé, 6 =& M, 7—)' (610)

Aqui y!, representa el acoplamiento de Yukawa diagonal asociado al leptén cargado de sabor
a. En esta ecuacion no se estd aplicando una suma sobre «; la expresion define las compo-
nentes de la matriz diagonal Y, es decir,

Y = diag (e, Y, v7) - 6.11)
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De la misma manera se diagonaliza la matriz de acoplamiento Yukawa Y'":
ViYTVE =Y, (6.12)
donde
Yi: = Uok; (k,j=1,2,3). (6.13)
Aqui y; representa el acoplamiento de Yukawa diagonal asociado al neutrino de masa k.
Tampoco se estd aplicando una suma sobre & en la definicion anterior; se tiene

Y = diag (v, y5,¥3) » (6.14)

con y¥ y y’, positivos y reales.
Las matrices de transformacién V%, V£, V5 y V¥ son unitarias y de orden 3 x 3. Por lo tanto:

-1 -1
Vi =(Vh) o, vi=WhH T, (6.15)
Vil=vi T, vt= (6.16)
Se definen los leptones cargados quirales masivos
€r
0, =V = | (6.17)
TL
€Rr
lr =Vl = | pr (6.18)
TR
Se definen los neutrinos quirales masivos
mr
ny = V;TV/L = | vy (6.19)
V3L
"R
ng = Vi = | v (6.20)
V3R

En consecuencia, el lagrangiano de Yukawa (6.4) se escribe como:

EH,L = - (U%H> [ZLYggR +ﬁLYVTLR] —+ H.c. (621)

Para obtener la forma explicita en componentes, usamos que Yy Y son matrices diagona-
les. Entonces:

Y= )" TarYislsr

o,f=e,u,T

= D laryidaslon (6.22)

a?ﬁ:e7/]‘77—

= Z yﬁzaLEaRa

a=e,1,T
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3
ﬁLY”nR = Z ﬁkLYkl;TLjR
k,j=1

3
=) Tryiounr (6.23)

k,j=1

3

_ Vs

= E YpNELNER-
k=1

Por lo tanto:

v+ H
Ly = —< NG ) [ Z ya aLfaR—i-ZyknkLnkR + H.c. (6.24)

expresando los campos Dirac de leptones cargados y neutrinos en sus componentes quirales:

a=e,,T

by = Vot + Vo (v =e,pu,T), (6.25)

Vi = Nk, + NkR (k = 1,2,3), (626)

el término proporcional al valor esperado en el vacio v genera los términos de masa, mientras
que el término proporcional al campo H describe la interaccion de Yukawa con el boson de
Higgs. Separando explicitamente la parte proporcional a v, se obtiene

masa = Z ya EongaR Z nkLnkR + H.c (627)

a=e,u,T

Si nos concentramos Unicamente en el término de masa de los neutrinos, finalmente obtene-

mos:
u

Mw

’n,kLleR + H.C., (628)

masa -

por lo tanto, la masa de los neutrinos estara dada por la expresion:

my, = 267 (k=1,2,3). (6.29)

k
V2

Las masas de los neutrinos que hemos obtenido con este mecanismo son proporcionales al

valor esperado en el vacio del Higgs (VEV) v. Sin embargo, es conocido que las masas de

los neutrinos son mucho mas pequeiias que las masas de los quarks y leptones cargados.

6.1.2. Neutrino de Majorana

En el modelo estandar de la fisica de particulas, los quarks y leptones cargados son particulas
de Dirac. Es decir, estas particulas se rigen bajo la ecuacién de Dirac y se describen me-
diante espinores con cuatro componentes complejos. Si los neutrinos no tuvieran masa serian
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descritos por espinores con dos componentes complejos llamados espinores de Weyl. Como
bien se conoce ahora, los neutrinos son masivos, por lo que es tentador pesar que estos son
como los otros fermiones (quarks y leptones cargados) y deberia por lo tanto ser espinores de
Dirac.

Sin embargo, existe una importante diferencia entre los neutrinos y el resto de fermiones
fundamentales, y esta es que estos no poseen carga eléctrica. Esto nos lleva a considerar la
posibilidad de que los neutrinos sean también espinores de Majorana.

Partiendo de la Ecuacién de Dirac

(iv"0, —m) ¢ =0, (6.30)
donde ) se puede expresar en sus componentes quirales

VY =Yr+ YL (6.31)

de manera que:
(17"0u —m) (Yr + ¥r) = 0,

<i7M0u - m) ¢R + (Z"V'uau - m) wL =0, (6.32)

ahora aplicamos el operador paridad Py y Pr

(iv"0, — m) Ppypr + (iv"0, — m) Pripy, = 0, (6.33)

(19"0, — m) Pripg + (190, — m) Pripr, = 0, (6.34)
de donde se sabe que PrvY;, = Py = 0, por lo tanto:

(iv"0, —m) Ppypp =0,y  (iv"0, —m) Pryyr = 0,
sumando estas expresiones tenemos:
("0, — m) Pripr, + (i"0, — m) Prpr = 0, (6.35)

el operador paridad puede ser expresado de la siguiente manera:

1 5
PL7 R = % (6.36)
donde se sabe
{2 =0 (6.37)
usando la relacién (6.36) y (6.37) es posible obtener:
b = myr (6.38)

iV Oubr = mar, (6.39)
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Notamos que los campos quirales v;, y )i se relacionan entre si mediante la masa m. Esto
nos dice que un fermion sin masa puede ser descrito por un solo campo quiral. Cuando m = 0,
las ecuaciones (6.38) y (6.39) se conocen como ecuaciones de Weyl.

Para m # 0, las ecuaciones (6.38) y (6.39) representan dos formas distintas de escribir la
misma ecuacion. Para escribir (6.38) a partir de (6.39), tomamos el hermitico conjugado de
(6.39) y lo multiplicamos por ~° por la derecha.

(i 0utbr)" = ()’
—i0 " = mi],
_iaul/’;ﬂ#wo — m¢2707 (6.40)
—i0, 0} 2" = my
1

se sabe que 7'y*T70 = 4# y se define ¢ = 1)1, por lo tanto
—i0u " = my, (6.41)

ahora tomamos la transpuesta de (6.41) y multiplicamos por la izquierda por la matriz de
conjugacion de carga C'

(_iauERVH)T = (mEL)T )

. —T —T
—Z’YuTauwR =miy,

. _ (6.42)
~iCY T, = mCYy,
—iCAPT O, = mCY
donde se sabe que Cy*TC~! = 4, por lo tanto
4 —T —T
-y COpp = mCYy, (6.43)
Comparando la ecuacion (6.41) con la ecuacion (6.43), podemos establecer que:
—T
Y = pCYy, (6.44)
—T
YL = pCp. (6.45)

Esta es la relacion de Majorana entre ¢z y 1. Donde ¢ es un factor de fase arbitrario.
Las ecuaciones (6.44)y (6.45) nos permiten expresar (6.31) como:

p=Cy. (6.46)
Esta expresion es igual a la transformacién de un espinor bajo una conjugacion de carga

b=y = (6.47)
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por lo tanto, comparando (6.46)y (6.47), tenemos:

Y =¢°. (6.48)

Podemos expresar la ecuacion de Majorana para el campo ) como:

iV 0, = myC©. (6.49)

Esto implica que la particula es igual a su antiparticula. Por lo tanto, solo fermiones neutros
pueden ser descritos por campos de Majorana.

La teoria de Majorana es més simple que la teoria de Dirac, Por lo que los neutrinos ma-
sivos de Majorana son mds asequibles que los neutrinos masivos de Dirac. En el caso de
neutrinos sin masa, ambas teorias, Dirac y Majorana, son equivalentes. Por lo que podemos
diferenciar la naturaleza del neutrino, Dirac o0 Majorana, mediante la deteccién de efectos
debido a la masa de los neutrinos. Debemos tener en cuenta que los efectos cinematicos de
la masa del neutrino, tanto Dirac como Majorana, son iguales. El mejor modo para detectar
si la naturaleza de un neutrino es de Majorana, es mediante el el doble decaimiento beta sin
neutrinos.

6.1.3. Masas de Majorana

Considerando la representacion quiral del campo (6.31) y el término de masa Dirac para los
neutrinos (6.28), tenemos:

‘Cgasa = —mrv = —m (vLVL +VpvRr + VRV + ﬁR”R) ) (650)

usando las propiedades del operador paridad Pr P, = P, Pr =0

vy = vPRPLV =0 (651)
ERVR = EPLPRI/ =0 (652)

por lo tanto:
Lh o =—mbv=—m (Upvg + Vgvy) = —mgyvy + H.c. (6.53)

Ademas del término de masa de Dirac v podemos construir otros términos de masa que sean
invariantes de Lorentz. Entre estos términos tenemos:

7“u° 7 7“v (6.54)

ademds, como los campos ¢ y 7 transforman como v;, y 7;, respectivamente (ver Apéndice
C), podemos introducir ¢ en lugar de v en el Lagrangiano (6.53), llevdndonos al término
de masa de Majorana.

LJ\/I

1 1
masa —§TTL (ngL + PLVLC) = _§mg€VL + H-C~, (655)
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expresamos 7§ en funcién de 7y,

v = (cp]) ",
= (71)' ¢y,
T
_ { yhoﬂ o0, (6.56)
= (7"w;)" 1",
= v (7")" 0,

usando la propiedad (7°)TCTy" = —C' tenemos
¢ = ICT, (6.57)

Considerando esta igualdad (6.57), el Lagrangiano de Majorana se puede expresar como:

L —% (—vICluy, +7,C77) . (6.58)
De la adimensionalidad de la accién
S = /d4x£(x) (6.59)
entonces
L — [E], (6.60)

en el Lagrangiano de Dirac podemos observar que los campos fermidnicos y bosonicos tienen
dimension

o

v — [E] (6.61)
o - [E]' (6.62)

El término con menor dimensién que podria generar una masa de Majorana respetando las
simetrias del modelo estandar (se viola el nimero lepténico) es:

Ls = gK (L} 02®) Ct (®"02L1) + H.c. (6.63)

Donde K es una constante cuya dimensionalidad se discutird mas adelante, g es una constante
de acoplamiento adimensional y o, representa a las matrices de Pauli.

L= <”€L> = (”L) (6.64)
ey, lL
cb*(x))
o = 6.65
(6 (©03)
A simple vista, el Lagrangiano L5 no es aceptado en el modelo estandar debido a que el
producto de los campos posee dimensién [E] ° lo que lo hace no renormalizable. Sin embargo,
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esto nos lleva a interpretar el modelo estindar como una teoria efectiva a bajas energias
producto de la ruptura de simetria de una teoria unificada a altas energias. También podemos
identificar £5 como un término efectivo a bajas energias que cumple con las simetrias del
modelo estdndar.[9] Como producto de la ruptura de la simetria, tenemos:

o~ (5) (. 20)

por lo que (6.63) genera el término de masa de Majorana para el campo

Moo _ 1 r o (0 —i 0 ; 0 —i\ (v
Emasa_2gIC(VL lL) i 0 v+ H C (0 U+H) i 0 lL +H.C.,

Elha =gk 07 ) (7O oy 0) () + e

= Lok S o+ H)) O (o + H)vg) + Hee.,

masa 2

1
LM = —g*KvlClyy + Hee.,

masa 2

(6.67)
comparando (6.58)y (6.67), tenemos
m = gv’K. (6.68)

En (6.60) senalamos que el Lagrangiano debe tener dimension de energia a la cuarta potencia,
es decir, [£] = [F]" en unidades naturales. Si se introduce un operador O, con dimensién d >
4, su coeficiente debe tener dimension [E]47d para que el término completo del Lagrangiano
conserve dimension cuatro [9]. Por lo tanto, dicho coeficiente debe tener la forma:

M4, (6.69)
para el caso de un operador con dimensioén d = 5, tenemos
M (6.70)

por lo tanto, la constante introducida en (6.63) adquiere dimensionalidad [E]_1

1
K=M"1= 7 (6.71)
M se puede interpretar como una masa caracteristica de una ruptura de simetria a altas
energias en escala GUT.

Redefiniendo (6.67)y (6.68), tenemos:

EM o 1gU2

masa 2M VECTVL + H.C., (672)
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gv°
I
El operador efectivo a bajas energias con la menor dimensionalidad que guarda compatibili-
dad con las simetrias del modelo estandar es L5 y es proporcional a M1 (6.63).
Observamos que la masa de Majorana en (6.67) es proporcional a % Debido a que v estd en
la escala de la ruptura de simetria electrodébil (escala de la masa de los fermiones de Dirac
generados por el mecanismo de Higgs), podemos escribir:

(6.73)

m =

m2

D
m 573 (6.74)
La ecuacion (6.74) nos adelanta un tema que se analizard mds adelante, este es el mecanismo
seesaw o balancin. Se le denomina asi debido a que la masa de Dirac mp estd en el orden de
la masa de los leptones cargados o quarks y se encuentra dividida por una masa mucho méas
grande M proporcionando asi a un neutrino con una masa muy pequefa m.
Lo analizado hasta el momento solo es para una generacién de neutrinos, podemos generali-
zar para el caso de tres neutrinos [9]:

L= 57 3 os (L020) O (V1) + He 679
af

Donde g es una matriz simétrica de constantes de acoplamiento de orden 3 x 3. Como con-
secuencia de la ruptura de simetria electrodébil, obtenemos:

1 v? T
L=z Zﬁ: oV, CTV, + Heoe., (6.76)

donde la matriz de masa de Majorana es:

1}2

ML, = 17008 (6.77)

6.2. Mecanismo Seesaw

Los mecanismos Seesaw proporcionan una explicacion natural e interesante a la pequefiez
de las masas de los neutrinos en comparacion con las masas de los fermiones cargados. El
mecanismo desarrollado consiste en la expansion del sector fermiénico, es decir, se impone la
existencia de singletes de neutrinos pesados (estériles), cuya masa es mucho mayor a la escala
de energia electrodébil, a este mecanismo se le conoce como seesaw tipo I. A continuacidén
se detallara el mecanismo.

6.2.1. Mecanismo Seesaw I

En la naturaleza existe el neutrino izquierdo, representado por el campo quiral v, este se
encuentra presente en el modelo estdndar y se manifiesta mediante la interaccion débil. Hasta
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el momento, se desconoce la existencia de un neutrino derecho v a pesar de que este no esta
prohibido por las simetrias del modelo estdndar. Debido a que no existe manifestacion alguna
de los neutrinos derechos en las interacciones débiles, se asume que de existir estos serian
estériles. Considerando la naturaleza de Majorana, el Lagrangiano de masa para los campos
izquierdos vy, segun la ecuaciones (6.55)y (6.58) es:

masa

1 1
Y- _EvagyL + He = §mLny’TVL + H.c., (6.78)

de la misma manera, se asume la existencia del neutrino derecho v, por lo tanto, el Lagran-
giano de masa es:

masa

1 1
Ll s = —gmadun+ Hee. = smpvhClog + He, 6.79)

esto nos permite construir un término de masa Dirac (6.53)

D
Cmasa

= _mDvRVL + H.C., (6'80)

finalmente, basandonos en (6.78), (6.79)y (6.80) construimos un término de masa Dirac-
Majorana.

‘C’I?’L;;S]CLM - E’I?LGS(I + ‘Cfnasa + E’IIEMISCL7 (6'81)
de manera que:
1 1
ﬁﬁjsj\f = —mDﬁRuL + §mLVgCTVL -+ §mRV£CTVR -+ H.C., (682)
1 1
Lo —  mpUgyn — §mLﬁ€yL — §mRﬁguR + H.c., (6.83)

el término mpURYy, es equivalente a m Dﬁgug. Reescribimos la ecuacion (6.83) en forma

matricial
1
Lot = -5 (7¢ 7g) (ZZ Zg) (Zé) + He, (6.84)
definimos:
MP+M (;LL; Zig) : (6.85)
N, = (5%) , (6.86)

por lo tanto:

1
LD+M —§NLMD+MNL + Hec.,

masa
1

— §N{CTMD+MNL + H.c.,

(6.87)
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Debido a que la matriz de masa M P+ no es diagonal, los campos v, y vz no tienen masa
definida. Para diagonalizar la matriz de masa (6.85) empleamos la siguiente transformacion

unitaria de los campos quirales:
NL = UnL7

VL
n; = )
Vor,

empleando (6.88) en (6.87), obtenemos.

donde

masa

1
Lo — EnfCTUTMDJrMUnL + He.,

La forma de la matriz unitaria U debe ser tal que:

M:Jﬂwﬂ”MU:<m1 0),

0 mo

usando (6.89)y (6.91) en (6.90) tenemos

1 my 0 v
D+M _ = (,T ot T ot 1 1L
Emasa 2 (UlLC V2LC ) ( 0 m2> (V2L> + H‘C'7
simplificando:
1 1
Eﬁﬁf = §m1V1TLCTV1L + §m2VgLCTV2L + H.c.,

1
LM Z émku,?LCTvkL + H.c.,

masa
k=1,2
ahora definimos:
c
Vi = Vg + Ve,
—T
Vi = VgJ, + CI/kL

considerando (6.95) en (6.93) tenemos

1
£D+M = — E —MrlVilVi.

masa 2
k=1,2

Diagonalizando la matriz de masa (6.85). De (6.91) tenemos

U=

donde % es una matriz ortogonal, esta se elige de manera que diagonalice (6.85)

—sinf cosf

 — ( cos 6 sinG)

(6.88)

(6.89)

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)

(6.94)
(6.95)

(6.96)

(6.97)

(6.98)
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de manera que

wTMP My — <m1 0 ) . (6.99)
0 mo
También se introduce una matriz diagonal de fase ( cuya utilidad se explicard més adelante.
G 0
= 6.100
(g ¢ 61

Obteniendo los autovalores de (6.85)

det {(mL — A mp ):| _ 0’ (6101)
mp mR—/\
P

por lo tanto

1
A=3 |:(mL +mpg) £ \/m% +my — 2mpmpg + 47”%} > (6.102)
finalmente, los valores propios son:
1 5 2 2
1 2 2 2
A2 = 9 (mz +mg) + \/mL +mp —2mpmp +4mp | . (6.104)
Ademas 9
tan(20) = ——2 (6.105)
mp—mr

En este punto debemos resaltar que si mympz es menor que m%, el valor de \; es negativo.
Es aqui donde se resalta la necesidad de que la matriz ¢ (6.100), debido a que se introduce
con la finalidad de cambiar el signo del autovalor \; cuando este sea menor a cero.
De las ecuaciones (6.91)y (6.97), tenemos:
M = UTMD+MU
M= (%¢)" MPH™M (7 ¢), (6.106)
M = CT%TMDJrM%C,
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reemplazando (6.99)y (6.100) en (6.106)

M= U MR ().
(G0 (M 0 (G0
M=(Ga) )6

(2N 0
M — ( X @2) ’ 6.107)

entonces de (6.91)y (6.107) tenemos
mp = CF Ak, k=1,2. (6.108)

En (6.104) observamos que \, siempre serd positivo, en consecuencia (3 = 1, por lo tanto
de (6.108) tenemos:

1
ms =3 {(mL +mg) + \/m% +m2 — 2mymp + 4m3 | . (6.109)

Para (6.103) se debe analizar los siguientes casos:

Autovalor positivo \; > 0
Si consideramos mgmy > m2 en (6.103), obtenemos \; > 0, por lo tanto (? = 1. En la
ecuacién (6.108) tenemos:

1
mi = g [(mL—i-mR)— \/m%—i-m%—ZmLmR—i-llm%} , (6.110)
segin las ecuaciones (6.97), (6.98) y (6.100), en este caso ((} = ¢ = 1), la matriz de
mezcla obtiene la siguiente forma:

U (cos@ sm@). ©.111)

—sinf@ cosf

Autovalor negativo \; < 0
Si consideramos mprmy; < m% en (6.103), obtenemos \; < 0, por lo tanto se debe tomar
(? = —1. En la ecuacién (6.108) tenemos:

1
= 3 [\ = 2o+ iy~ )] 611

Construimos la matriz de fase (6.100) con los valores (; =71y (5 = 1.
Mediante las ecuaciones (6.97)y (6.98) obtenemos la siguiente matriz de mezcla:

U:(Z(3089 sm&)’ 6.113)

—isinf cos®
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el caso mds importante y de nuestro interés es cuando:
my, ~ 0, (6.114)
de manera que
mp < Mg. (6.115)

Asumir que my, =~ 0 es muy conveniente ya que el término de masa de Majorana (6.78) para
el campo quiral izquierdo v, no estd permitido por las simetrias del modelo estandar.
De (6.103), obtenemos:

4 2
Mg — Mg <1+ mD)], (6.116)

expandiendo la raiz

(6.117)

1 [ 4m? 1 /4m%\°
/\1:@ _Z mZD 4 - WZD +-],
2 2\ mp 8\ mp

es posible truncar la serie en el término de primer orden puesto que mp << mpg (6.115),

/\1 ~ @ |:—2m2D:| ,

2
2 mp

AP (6.118)

donde
Cf = —1. (6.119)

Por otro lado, de la ecuacién (6.104) tenemos:

1 /
A2:§[mR+ m%—i—llsz},

i (6.120)
Ay = TR 41+ m2D]
2 mp
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expandiendo la raiz
[ 1 [ 4m? 1/ 4m2\>
No= By (1o (BR) o (ZE2) 4 )
2 2\ mp 8 \ mp
1 fam? 1/ 4m2 )\ >
2 2\ mp 8 \ mp

es posible truncar la serie en el término de segundo orden puesto que mp <K mp (6.115),

m 2m?
)\2 ~ _R [2 -+ 2D:| y
2 myg

(6.121)

(6.122)

2
m

D

Ao R mp+ —.

mpg

en vista de que mp < mp (6.115), podemos decir que el término que contribuye en mayor
medida es el primero, de manera que podemos despreciar el segundo término, por lo tanto:

A2 A Mg, (6.123)

lo que implica que
(=1 (6.124)

Mediante estos resultados y la ecuacién (6.108) obtenemos:

2
my = 2D (6.125)
mpg
meo = Mg. (6.126)
reemplazando (6.114)y (6.115) en (6.105) tenemos:
2
tan(20) = &,
mpr — My,
2
tan(20) = —2. (6.127)
mp
g~ 12
mpg
lo que implica que
0 < 1. (6.128)

Considerando (6.128) podemos aproximar cos(f) ~ 1y sin(f) ~ 6. Segiin la matriz de

mezcla (6.113)y (6.88)
vy, - 1 0 1407
()= 1) () o1
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Como § ~ mp/mp < 1, al orden dominante se tiene:
v = iVlLa (6130)

VS~ vy (6.131)

Los resultados en (6.125) y (6.126) nos muestran una masa muy pequeiia para v, debido a
que el valor de la misma es suprimido por la masa mp para v5. En las ecuaciones (6.130) y
(6.131) observamos que los estados de masa 1, y 15 son principalmente neutrinos activos vy,
y estériles /% respectivamente. Este es el denominado mecanismo seesaw, donde la pequefiez
de la masa m; es consecuencia de la supresion producida por la escala pesada m..
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Capitulo 7

Modelo Escotogénico de Ma

El modelo estdndar minimo (SM) de interacciones de particulas es muy exitoso, pero no logra
abordar tres de las preguntas mds importantes que enfrentan la fisica de particulas y la cos-
mologia hoy en dia: (1) ;Cémo se genera la masa de un neutrino? (2) ;Cuadl es la naturaleza
de la materia oscura fria? (3) ;Por qué hay mas materia que antimateria en el universo actual?
Cada pregunta tiene varias respuestas validas, pero generalmente no estin relacionadas. En
esta nota, combinando una idea establecida y dos recientes, abordaremos por primera vez la
posibilidad de que dos de estas pueden tener un origen comun simple, derivado de las inter-
acciones de un solo término, con consecuencias verificables experimentalmente.

Se sabe desde hace mucho tiempo que la masa de los neutrinos y la bariogénesis pueden estar
relacionadas a través del mecanismo de Seesaw [17, 8, 12] y la leptogénesis [7]. La idea es
muy simple. El SM se complementa con tres fermiones singlete neutros pesados /V; (a me-
nudo denominados neutrinos derechos) con grandes masas de Majorana M;. En el modelo
escotogénico, ademds, se introduce un doblete escalar adicional n = (n*,7°), el cual juega
un papel fundamental en la generacion radiativa de las masas de los neutrinos y en la feno-
menologia de materia oscura que se estudiard en este trabajo. Mediante los acoplamientos de
Yukawa

Ey = hi]’ (l/i¢0 — l1¢+) Nj + h.C., (71)

donde (v;, I;), i = e, u, T son los tres dobletes leptonicos zurdos, y (¢, ¢°) es el doblete
escalar de Higgs del SM, el tdnico operador de dimensién cinco para la masa del neutrino de
Majorana [16]

s

Ly = ﬁ (vin® = L") (vin® — n™®) + hec.,
Se realiza con ;—[{ =5 y % A medida que ¢° adquiere un valor esperado de vacio distinto
de cero (¢°) = v, se genera una matriz de masa de neutrinos (Ml,)ij = f]—AUZ [17, 8, 12].

Al mismo tiempo, los fermiones pesados de Majorana, N, pueden decaer en v¢® y [~¢*
o en sus antiparticulas en el Universo temprano, y establecer una asimetria lepténica [7],
que se convierte en la asimetria baridnica observada actualmente en el Universo a través de
esfalerones en la transicion de fase electrodébil [10]. Por lo tanto, las interacciones de la
ecuacion (7.1), junto con My, son responsables tanto de la masa de neutrinos como de la

103
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bariogénesis. Lo que falta es simplemente materia oscura.
Para incluir la materia oscura, se ha reconocido recientemente [11] que un cambio muy simple
de la ecuacion (7.1) es todo lo que se necesita, es decir,

,Cy = hij (1/7;770 — l7,77+) Nj + h.C.,

donde (n°, n™) es un segundo doblete escalar, y se ha asumido una simetria Z, exactamente
conservada, bajo la cual (n°,n") y N; son impares, y todas las demds particulas son pares.
Esto significa que (n°) = 0y N; no son las parejas de masa de Dirac de v;, como en el
modelo de seesaw candnico.
Podemos reescribir el anterior lagrangiano en notacién de Dirac (4-componentes), para esto
usamos:

Vi_>PLVi, Nj—>PRNj,

donde P, = 1;75 y Pp = # son los proyectores de quiralidad. el producto de espinores

se reescribe usando el adjunto de Dirac (Nj =N ;70):
VZ'NJ’ — NjPLVZ', lzN] — NjPLli,
el orden se invierte debido a la estructura de los espinores de Dirac y por lo tanto:
ﬁy = hz’j (NjPLVﬂ]O — NjPLliT]+) + h.C., (72)
donde se supone que los acoplamientos de Yukawa son reales. Ademds, existe un término de
Majorana para la masa de los neutrinos anadidos
1 \/ ¢

el potencial de Higgs renormalizable més general de este modelo se puede escribir como:

1 1

V =m2d'd + minin + §A1(q>*q>)2 + §>\2(nTn)2 + As(®T®) (')
(7.3)

1

+ A (@) (n' @) + 5)\5 [(@'n)* + h.c],

la masa del neutrino proviene de una correccion cuantica de primer orden al propagador de
neutrinos. En la base de masas después de EWSB, el mecanismo que se muestra en la figura
7.1 se representa de manera més fiel en la figura 7.2. La masa resultante se calcula exacta-
mente considerando el mecanismo después de EWSM vy dividiéndolo en dos diagramas. Esta
division es una consecuencia de representar el nuevo doblete escalar como:
0 1 ;
n = E(UR + 1), (7.4)

donde separamos la parte real e imaginaria de los componentes neutros del escalar.
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El lagrangiano de Yukawa que consideraremos entonces se verd de la siguiente forma:

_ 1 _

_ )
Ly = _hikaPLVin% + —=

V2 V2

donde se cambi6 j — k por comodidad.

1 _ _

El diagrama de Feynman asociado a estas interacciones es el siguiente:

Vi Ni Vj

Figura 7.1: Mecanismo que genera masas de neutrinos segtn lo considerado por Ernest Ma.

> > <
v; Nk Vj

Figura 7.2: Representacion del mecanismo de generacion de masas con la inclusion de la
parte real e imaginaria del campo escalar n°

7.1. Reglas de Feynman para el modelo de Ma

Del Lagrangiano de Yukawa (7.5), identificamos las interacciones relevantes:

= Interaccién con 1%

1 _
—=hix Ny PLving,

V2

= Interaccién con 7!
7

V2

hikaPLth
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a partir de las interacciones anteriores de Ly, podemos extraer las reglas de Feynman para
cada vértice y propagador.

1 Para vértices:

* Paranp

1 7
i —=hi, ) P, = —hiP
<\/§ k) t V2 e

donde h;; es el factor de acoplamiento de Yukawa y P, es el proyector de chira-
bilidad izquierda

* Para n;

7 1
i —=ha | PL = ——=haPr,
Z(\@ k) t \/§kL

donde aparece un factor ¢ adicional debido a la naturaleza imaginaria de 7;

2 Para propagadores:
* Para los neutrinos derechos de Majorana V.

i (K4 M)
K—M,  k2— M2’

donde £ es el momento interno del neutrino en el bucle y M, es la masa de Ma-
jorana del neutrino derecho Nj.

* Para los escalares 77 y r: Ambos tienen propagadores escalares estandar:

?

(p— k)2 —mp’

0
(p—k)* —mj’

donde p Es el momento externo, k£ Es el momento interno en el bucle, mp es la
masa del escalar 77 y m; es la masa del escalar 7;

7.2. Calculo de la matriz de masas

Recopilando la informacién anterior podemos escribir la auto energia (—i%},), esta describe
la correccidn al propagador del neutrino debido a las interacciones en el Lagrangiano. Debido
a la parte real e imaginara del campo escalar se tiene:

N 5 n

17
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asi, la parte real nos queda:

d*k [ i QK+ My) (i i
st = | —— | —=haPp | 5——= | —=hjP, :
i /<2w>4(¢§ : ) k2 — M} (ﬂ 7 ) (p— k)2 —m%

1 d*k Pp(K+ M) Py 1
hihj (

SR _ - ,
v2 2t k2 - M} (p—k)2—mk

mientras que la parte imaginaria

d*k 1 i(K + M) 1 i
Y /(%)4( vz L) k* — My < v2 " L) (p—k)* —mj’

1 d4/€ PL(%+ Mk)PL 1
hikhji (

s -
* 2 2m)t k2 — M (p—k)2—m¥

de manera que:

—is = Thyh, / d'k P+ MoP, 1 / d'k P+ M)P, 1
TR @mr T R M2 (p—k)? —m @2m)* k2= Mg (p—k)*—m}

Consideremos dos observaciones:

= El resultado debe ser valido para cualquiera que sea el momento de los neutrinos, por
lo tanto podemos establecer el momento en cero (p — 0) sin perdida de generalidad.

= La parte del numerador proporcional a ¥ no contribuye debido a la estructura quiral de
los vértices. En efecto, cada vértice contiene el proyector quiral P;, por lo que en la
integral aparece la combinacion

Pr(K+ M) Pr.

Utilizando las propiedades de los proyectores quirales

P[%:P[n PL’YMPL:Oa

se obtiene

Pp(¥+ M) P, = P KP;, + M, P} = M, Py.

Por lo tanto, el término proporcional a ¥ se anula idénticamente y tinicamente la parte
proporcional a la masa de Majorana M, contribuye a la autoenergia.

Ademads, el proyector quiral P;, puede factorizarse fuera de la integral, ya que no depende del
momento del bucle. En consecuencia, la autoenergia posee una estructura quiral izquierda,
de modo que la parte restante de la expresion corresponde Unicamente a una funcion escalar
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proveniente de la integral del bucle. Por simplicidad, en lo que sigue omitiremos escribir
explicitamente el factor P;, entendiendo que la autoenergia conserva esta estructura quiral.
Por lo tanto:

1 d*k 1 1 d*k 1 1
—i¥V = —hihaM, — . (7.6
i o ViRTIkTk \/(27?)4/2:2—]\4,3]{:2—mfl2 /(27r)4k2—M,?k2—mi (7.6)
I I
definimos:
I, =1 — I, (7.7)
y por tanto:
1

asi, el paso siguiente es resolver las integrales, observe que son idénticas salvo que tienen
masas distintas (mg, my), de manera que bastard con resolver una sola de estas, la otra serd
equivalente.

Asi, la integral del escalar real es:

, _/ k1 1
B ) @m) k2 — M2 K2 —m3

nos serd util combinar denominadores, esto se logra mediante la férmula de Feynman, de la
siguiente manera. Supongamos que nos gustaria escribir - como un solo factor, entonces
observamos que:

/1 dz B /1 dx
o (xA+(1—-2)B)? Jo (z(A-B)+ B)?*

/1 dx 1 1
o (tA+(1—x)B)?  A-Bz(A-DB)+B|’

! dx 1
/0 (zA+ (1 —2)B)? AB’ (7.9)

la generalizacion de esto para incluir mds denominadores es sencilla y tiene la forma:

01 —x1— .. — ) 1
[ e = I

i=1" i=1

identificando:
A = kK —mk,

B — k- M}
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de manera que:

1 I /1 dz (7.10)
B = 2= ME S @k =) + (1= ) (k2 = M) |
reescribamos el denominador:

2
= (2(k* = mp) + (1= 2)(k* = M),
= (ek? — xm + k* — M — ak? + aM?), (7.11)
2
= (K + (M = mi) = M)",

de manera que:

1 1 ! d
2 2 1.2 2:/ 2 :1:'2 L (7.12)
k* —my k* — My o (k*+ (Mg —mg) — M)
entonces, si definimos:
Agr = —x(M} —m¥%) + MZ, (7.13)
tenemos: )
1 1 dx
= _— 7.14
k2 —m3 k% — M2 /0 (k2 — Ag)? 719

en resumen tenemos:

;o / k1 1
B @m)tk? — M2 K2 —m3
I / d*k /1 dzx
B (o)t (kQ—AR)Q’

/ d:c/ AR)2’ (7.15)

donde k es un cuadrivector cuyo cuadrado se puede expresar como el cuadrado de la compo-
nente temporal menos el cuadrado de la componente espacial, asi que:

k2 = (K°)% — |k]>. (7.16)

El siguiente paso es aplicar una transformacion que nos permita transformar el espacio-
tiempo Minkowskiano en el espacio euclidiano, la técnica que nos permite hacer esta trans-
formacion se le conoce como Rotacion de Wick, el procedimiento requiere considerar el
factor de Feynman 7€ en el denominador de la integral del momento y hacer un andlisis en
los polos, sin embargo, esto ya se hizo en la seccién (5.4.1), de manera que nos limitaremos
a tomar los siguientes resultados:

K0 = ikY, (7.17)

k= kg, (7.18)
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(la nueva notacioén hace referencia a que se pasé y por ende se trabaja en el espacio eucli-
diano).

Ahora introducimos los resultados (7.17)y (7.18) enla ecuacion (7.15), ademds es necesario
considerar coordenadas polares de cuatro dimensiones, de manera que:

! d*k d3k:dk0 1
/U du / G / / i (7.19)

como se habfa definido: k° = ik}, — dk° = idkY, y también:

K = (ik%)* — kel = —(kp)® — kel = — (k2)* + [kul®),

-
2
kE

K= k2, (720)

por lo tanto la expresion (7.19) se reescribe de la forma:

/d:c/ d4k 1 / /d3l<;E idkY,
AR)

donde se tuvo en cuenta el cambio al espacio Euclideo en el diferencial d*k = idk%d*kp =
id*kp, de manera que

4 4
/dm/ k1 —@/ /C”fE ! (7.21)
— Ag)? (k% + Ag)*

En este punto es crucial que Ap sea estrictamente positivo, pues después de la rotacion de
Wick el denominador queda en la forma (k% + Ag)?. Si Ag fuese negativo, el término k7, +
AR podria anularse para algun valor de k% > 0, lo cual introduciria singularidades en el
integrando euclidiano.

En efecto, usando la definicién

Agr = —x2(M} —m?%) + MZ,
podemos reescribirla como
Ap = ME — 2(ME —m%) = (1 — 2) M} + 2 m%,

que es una combinacién convexa de M7? y m% para z € [0, 1]. Dado que M? > 0y m% > 0,
se concluye que
Ar >0 V$€[0,1]

Por tanto, el denominador (k% + Ag)? no se anula en el dominio euclidiano de integracion y
la integral estd bien definida.
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Se sabe que d*kp = k3,dQdkg, siendo dS el dngulo sélido. Reescribimos la expresion (7.21)
en términos del dngulo sélido:

4 1 (e’
/dx/dk 1 2:@/@; —14/d§2/ k;}—dk"’f .
— Ag) 0 (2m)* Jo 0 (k% + AR)

una forma de calcular la integral en df2 es generalizando esta a d-dimensiones, de manera que
la integral en cuestion seria:

dkg 1 d 1 kg
/(2#) (k% 4+ AR)®  (2m) / / k2 AR)W (7.2

la integral del dngulo solido se realiz6 en la seccion (5.4.1), especificamente la ecuacién
(5.77), esta ecuacion nos dice que el dngulo sélido en d-dimensiones es:

2T
dQ = v,
/ r(s)

tomando este resultado reescribimos la ecuacion (7.23), esta se reduce a lo siguiente:

/ (d dk)E (k2 +1AR (2) / de/ k2 +AR)

dd/{?E 1 1 27T2 / d—1 dkE
—= k 9 (7'24)
/ Cr) (i, +An)  @DIT() o (8 +An)

La generalizacién de la ecuacién (7.22) a d-dimensiones se hizo con el fin de calcular el
angulo solido, debido a esto ya no es necesario esta reescripcion, por lo tanto, regresamos a

la dimensidn inicial (d = 4). Entonces:
o dk
j / W (7.25)

/ d4k?E 1 1 2T
@O (k2 + Ap)’ @i (A (k2 + Ag)*

simplificamos y tenemos en cuenta que ['(2) = 1! = 1, por lo tanto:

/d4kE 1 1 /°° po dkp
@m) (k3 + Ap)® 87 |Jo T (k2 + Ap)®

Ahora bien, para realizar la integral en dkg es necesario aplicar el método de regularizacion
por corte, este consiste en introducir el pardmetro A, el cudl se le denomina Cutoff; este
cutoff se introduce para evitar singularidades (como divergencias en el infinito o en puntos
criticos) al truncar el dominio de integracion. De esta manera, el limite superior de la integral
pasard a ser el nuevo cutoff:

/d‘%E 1 1 /A o ks
@) (k% + Ag)® 87 |Jo U (k% + Ag)®

. (122

[NJIsH

ML IS
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para que el método sea consistente se deberd estudiar el comportamiento donde A — oo, por
esta razon es necesario introducir este limite:

. (7.26)

d*kp 1 1|, [, dkg
1773 5= o3 lim kE—2 5
(2m) (k2 + Ag) 82 | Ao J (k% 4+ Ag)

Abhora si resolvemos la integral, para esto realizamos un cambio de variable, este sera:

z =k + Ap,
por lo tanto su diferencial:
dz = 2kpdkg,
iy — dz

mientras que los limites de integracion pasan a ser
Si — kp=A — z2=A+Ap,
Si — kg=0 — z=Apg,

entonces la integral entre corchetes de la ecuacion (7.26) se reescribe y resuelve de la si-
guiente forma:

A 3 1 A2+ AR —A
[ g i),
0 (k% + Ag) 2 Jap, P
A 3 A2+A
K 1 1A 7.27
/ dkE—E2:—/ (———f)dz, ( )
0 (k% + Ag) 2 Jag z z
A 3 1 A A2+AR
/ dkEk—Ez =5 (hl(Z) + —R) ,
0 (k% + AR) 2 z ),
regresamos a las variables iniciales:
A 3 N
k 1 Ag
dk—E:_{—-i—lﬂkz—i—A } ; 7.28
/o T2+ Ap)? 2 KL+ Ag (kg R>0 (7.28)
de esta manera la ecuacién (7.26) toma la siguiente forma:
d'kp 1 11 Ag A
= —5 | lm [ s——+ (k5 + A
/ (2m)4 (k% + Ag)® 8722 [AEEO (k%E A, ks R))O
d*kp 1 1 Ap A
= In(k% + A 7.2
/(%)4 (kg +Ap? Ao 167 [k%AR (ki + R)L’ (7.29)
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y por lo tanto la ecuaciéon (7.22) nos queda:

, i ! Ag ) A
/ d”“"/ R) 7 = A Ton2 /0 - {mﬂn% MR)}O’ (7.30)

por comodidad no evaluaremos los limites de integracidn ain. Asi concluimos con la primera
solucioén para la integral /g

i 1 Ag A
Iz = lim —/ de | 52— +1In(k% + Ag)| (7.31)
K2+ Ap

A—o0 ]_67'('2 0

la integral /; en (7.6) es equivalente puesto que se trata de la misma integral /r con la
diferencia de que la masa en cuestién ahora es m; y por lo tanto A; = —x(M7? — m?) + M7,
de manera que:

i ! A, ) A

0

Ahora bien, una vez calculado el valor de I; e I; retomamos la ecuacion (7.7):

I, = Ip — I,

. / &k 1 1 / k1 1
e R MR -}, ) Q)R — MER —md

.

v~

]R Iy
sustituimos el resultado de las integrales (7.31) y (7.32), y por lo tanto:

. A A
7

1 . 1
L= lim g5 / de [kQ = Ar + In(k +AR)L ~ A 16;2 / dz {ﬁ + (kg + A1)
(1.33)
se observa que la integral /; tiene un signo relativo a I, esto implica que la divergencia se
cancelard debido a la contribucién del componente imaginario de 7°. Observemos detenida-
mente esto.
Agrupando términos

A

1
Ag Ar 2 2 ]
dx — + In(ks + Ag) — In(kz, + A ,
/o [kj{;+AR o, et A il = A0 734

: 1 2 _ 2 A
G / dx[ 2kE(AR QAI) T n <k§+AR)}
A—o00 ]_67T2 (/{JE+AR>(]{3E+A[) kE—f—A[ 0

I = /\h—I>rc>lo 1672

I, = lim

evaluamos en los limites de integracién

i ! A2(Ag — A)) A2+ Ap Ag
Iy = lim, 167r2/0 dr [(A2+AR)(A2+AI) +ln(A2+AI) —In (A_I)]
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el pardmetro A me permite estudiar el comportamiento de esta ecuacién en la medida que
esta tiende al infinito, por lo tanto, aplicamos este limite, pero antes reecribimos la ecuacién

i [t 1 (Agp—Ap) 1+ 28 Ag
I = li = 1 vl R e
g A1—I>20167T2/0dx A2(1+A—f;)(1+A—§)Jrn 1+ 24 H(AI)

y por tanto:

. 1 [ A
_ ¢t .1 (Ar—A4y) , 1+ 3% Ag
[k—16ﬂ_2/0d.’13 Alggopa_i_%)(l_i_%)—l—/\lg&ln e —In _AI

A
' ! 1 Ar — A 1 A
I — i / ge | 2 (AR I)A Tl (LO)_ln (_R) :
1672 J, 00 (1+22) (1 + 2L) 1+0 I
-\ \0’ v \—\0/—/
i Lo Agr
]k; = ]_671‘2/(; dl’ _—111 (A—I):| s
(7.35)
y entonces:
i L Ag
I, = — In{—. .
& 167r2/0 dx In (AI) (7.36)

El método de regularizacién por corte introducido en el calculo permite controlar de manera
explicita las divergencias ultravioletas al restringir el dominio de integracién mediante un
parametro A, conocido como cutoff. Esta técnica facilita la evaluacion de integrales y permite
identificar cancelaciones fisicas significativas, como en el caso anterior, donde la divergencia
individual de las integrales I e I; se elimina al combinarlas.

Es importante sefialar que, en teorias con simetrias gauge, suele preferirse la regularizacién
dimensional debido a que preserva dichas simetrias de manera més directa. No obstante, en
el presente célculo la cantidad fisicamente relevante resulta finita: la combinacién I — I;
es independiente de A en el limite A — oco. Por lo tanto, el resultado final no depende del
regulador empleado y confirma la consistencia del procedimiento, evidenciando que la pre-
diccién fisica relevante proviene de un término finito que depende de una razén logaritmica
entre parametros fisicos.

Recordamos el valor de Delta:
Ap = —x(M} —m%) + M}, (7.37)

y también:
Ap = —x(M} —m?) + M2, (7.38)
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sustituyendo (7.37)y (7.38) en (7.36) tenemos:

. 1 — (M2 — m2 M2
L= —— /dxln UMy —mp) £ My
1672 J, —x(Mg —m7) + M

1 :L'(M2—m2)—M2
dx 1 k R k 7.39
/o“{xmz—m%)—w}’ (7:39)

ahora solucionamos la integral

. 1 1
Iy = — ! [/ drln (z(M; — m3) — M) —/ daIn (x(M; —m7) — Ml?)} , (7.40)
O 0

1672

solucionemos la primera integral, la segunda es equivalente.
Necesitamos realizar el siguiente cambio de variable:

du
2 2 2
= x(M;; —my) — M; — dx:m,
k R
y los limites de integracion:
=0 — u=—M;
r=1 = u=(M;-my) - Mg =-mg,

asi tenemos:

/O Cdotn (o(M2 — m) — M2) — / mM In () ((Mfl—“mR)) ,

1 1 7m%
/0 dzln (z(M; —m3) — M}) = m/ In(u)du, (7.41)

2
_Mk

la integral en du se resuelve usando integracion por partes, para simplificar cadlculos tomamos
el resultado:

/ln(u)du =uln(u) — u, (7.42)
aplicando (7.42) a (7.41) tenemos:
' 2 2 2 1 *m2
1 1 mQ

2

/ldxln(x(Mz—m2)—M2):L%%ln TR) fin(—M2) — 1,  (7.43)
0 g r g (M2 R) Ml? g 7 .
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por lo tanto la segunda integral de la ecuacién (7.40) tomaré la forma:

1 2 2
deln (z(M2 —m2) — M?) = — ", (ﬁ> T In(=M?) —1, 7.44

reemplazamos los resultados (7.43) y (7.44) en la ecuacion (7.40):

I, =

. - 1 1
T LJo 0

r 2 2 2 9
I = i mR2)1n<%)_#1n<&)+l ; _Mj;lﬂf—/f}?

1672 | (M2 —m2, M2 M2 —m?2)

Lo [ omk m(m_%)_—_”ﬁln(m_?)]
1672 | (Mg —m%)  \Mg) (Mi—m7)  \M;)|

por lo tanto:

i m? m? m? m?
I, = — { L___In <—1) -k __In (-R)l . (7.45)
167> [ (Mg —mi) — \Mg) (Mg —mg)  \M;
La ecuacion (7.45) es el resultado de resolver las integrales en el momento de loop de las

interacciones con el escalar real 1) e imaginario 77, que juntos forman el escalar 7,°. Una vez
hecho esto retomamos la ecuacién (7.8) y sustituimos (7.45):

w1
—’LEZ»J»: h,kh]kMka,

2
1 i m?2 m>2 m>2 m>2
— YV = —hyhie Mg | — ! n(—2L) - ——"2 _1n(-E
B ( 1672 LM%—m%) (M) (MF —m%) (M |
hiphi M, m2 m? m> m2
sw o J I (L) - R gy R 7.46
5= T {<M,3—m%> (M A —mp) "\ M2 (740

Las correcciones cudnticas que describen la interaccion del neutrino nos llevé a hacer el
cdlculo de la auto-energia (3};), sin embargo, por simplicidad del cdlculo se consideré |p] =
0, Esto significa que, en el limite cuando |p] — 0, los efectos dindmicos relacionados con
el movimiento (como el momento p) desaparecen, y la energia de la particula se relaciona
tinicamente con su masa en reposo. Por tanto, la matriz de masa (M),; describe la masa
efectiva de los neutrinos, que es independiente del momento.

hiphi M, m% m% m% m%
Yip—0) = Z..ZE J In{—=)—-—=-—In(-2)],
(P = 0) = (M — 32n2 {(M;f —m?) " M} (MZ —m%) ! My
(7.47)

y para estar en concordancia con el articulo de Ma, factorizamos un menos en los denomina-
dores (M? —m%) y (M? —m?), lo que nos lleva a concluir con la expresién:

hihji My m% m% m3 m?
=Y (k) - g (220 74
M)y — 3202 {m%—M,f \az) T mE o\ 2 (7.48)
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7.3. Analisis de la matriz de masa

En la seccion anterior se determind la matriz de masas producto de un célculo de la auto-
energia, ahora analizaremos esta matriz de masas con el fin de obtener resultados relevantes
para la fisica de neutrinos.

Dada la matriz de masas:
Dl My, m% m% m% m%
i = n{—=2) - ——"—n|-—2%]||. 7.49
M) =2 =5 [m%—M,f ) "o\ (7.49)

Mediante el potencial escalar de Higgs renormalizable (7.3) es posible determinar los valores
de las masas mp, y my:

1
m? (77(})%) = m% =mj + B (A3 + As + As) 02, (7.50)

1
m? (77?) = m? = m% + 5 A3+ A — As) V2. (7.51)

donde los términos m3 representan la masa intrinseca del doblete inerte 7; mientras que

las constantes de acoplamiento A3, A\; y A5, son producto del rompimiento espontineo de
la simetria electrodébil (cuando ® adquiere un valor esperado en el vacio (¢ = \/%) (Este
calculo se hace con mds detalle en el apéndice A (10).

Algo a tener muy en cuenta es que el acoplamiento A5 rompe la degeneracion entre 1% y 7?.
Esa pequeia diferencia de masas es esencial, puesto que, suponiendo que no haya diferencia,
como por ejemplo cuando A5 = 0 — m% = m?, se termina obteniendo:

hixhiji My mi mi mj mj
= (L) - Mg ()|,
M =2 e [z \azg) ~ ™ g

Mostrando que sin esta pequena diferencia de masas, el mecanismo de generacion de masas
seria imposible.

Ahora bien, usando estos valores de m% y m?, es posible reemplazarlos en la matriz de masas
(7.49), sin embargo, por simplicidad en los célculos, se simplifica un poco esta expresion:

highi My [ m?2 m2 m? m?
M)i; = g 2 En(—L)-—Ln{-—-2L)],
M)y 3202 {—M,f \az) T Tzt \ g

hzkhk m2 m2
(M);; = Z 32725\@ {m% In (ﬁ) —m%In (ME .

h

(7.52)

donde se consider6 a M, mucho mas grande que mp y m;.
La expresion anterior es mucho més sencilla de manejar, lo que nos permite reemplazar los
valores de m% y m?, pero antes, redefinamos algunos términos:

_mp+mi

p=Tg T Y e=mp = A (7.53)
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donde z vendria siendo el promedio del cuadrado de las masas y € es la diferencia. Usando
estas relciones reescribimos el cuadrado de las masas de los escalares:

€

mi =z + 3 (7.54)
m% =z — g (7.55)

Reemplazamos estos resultados en la matriz de masas:

hinh: £ _ €
(M =2 327’:2;\2 {<Z * %) i (Zz\;,;) N (z B g) = (ZM,;)] 099

k

Para poder realzar una serie de Taylor es necesario reescribir la matriz de masas y tener en
cuenta algunos aspectos. Reescribiendo:

h’i h M z € 4 € Y4 € 4 €
(Myy = X, s | (55 + 5z I (7 + ) — (32 — 30k In (5 — 82|
5

definiendo € = 55,y 2 =
k

(M) = % [(z + %e) In (z + %e> - (z - %e> In <z - %e)} . (758)

k

z

17z, de manera que:
k

Se aprecia que tanto € como Z son cantidades adimensionales y ademas, muy pequefias, esto
dado que las masas de Majorana M), son muy grandes a comparacion con las masas de mp
y my, quienes definen a € y z. En este orden de ideas, haremos una expansion en serie de
Taylor, resaltando la idea de que € es muy pequeio, lo que me permitird truncar la serie, de
esta manera tenemos que:

(M) = S0 P [ @)

(7.59)

donde:

IGE Kz + %e> In (2 + %e) - (2 - %e) In <2 - %eﬂ (7.60)

de manera que:
f(0)=(2) ( £> () (M,f) (7.61)

por otro lado:

f(0)=In(2) +1, (7.62)
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en general:

hlkhjk,‘Mk ~ - e é
= —— (1 +1)e— — 4+ 7.
(M) Ek 39,2 {( n(z)+1)e 512 3205 (7.63)

truncando la serie en el segundo término tenemos:

hixhiji My - y
(M) =D ~55 5 [ (2) + 1) (7.64)
k
reescribiendo a las variables anteriores € = L,g yzZ= Migz
hlkh kMk z €
s =2 | (v () ) v
k
7.65
(./\/l) . Z hikhjk € hl z n 1 ( )
Yoa= 321 My M} '
y reescribiendo en las variables originales: z = M, e = —\502, se tiene:
hirhji (—As507) my, +mj
= 1 1
(M) ; 32n2 M, |\ 2az )7
(7.66)
hikhjk)\5v2 m% + m%
;= ——— |—-In| —/——— ] -1
M)y Zk: 32m20M, |\ 2M? ’
por propiedades de logaritmos:
hikhjk)\5v2 QM]?
i = ——— |In|{ ——= | — 1], 7.67
(Mg Zk: 3212 M, " m#% + m? (7.67)

introduciendo la delta de Kronecker ¢y, la expresion anterior puede reescribirse como

)\52]2 2M12
IS hit | ——— |In| ——= | — 1| 011 | hi. 7.68
(M) ; k <327r2]\/[l [n (m% g k| P (7.68)
Usando la relacién de transposicion

(RT)y; = hj, (7.69)

definimos la matriz diagonal Dj; como
Dy = In — 1] o, 7.70
kl 32720, m%%ij% ki ( )

de esta manera, la matriz de masa de neutrinos puede escribirse como
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(M) ~ > hiDu(h");, (7.71)
k.l
equivalentemente, en notacion matricial,

M ~ hDhT, (7.72)

observemos que para despejar la matriz diagonal D no es suficiente multiplicar tinicamente
por la matriz transpuesta, ya que en general

hTh # 1, (7.73)

por esta razon, es necesario asumir que la matriz de Yukawas h es invertible, es decir,

det(h) # 0, (7.74)

de modo que exista una matriz inversa h ! tal que

h=*h=hh"t=1. (7.75)

Multiplicando la ecuacién matricial anterior por 4~ desde la izquierda y por (h7)~! desde
la derecha, obtenemos

M)t ~ hthDRT (BT) 7 (7.76)

Utilizando las propiedades de la matriz inversa,

hth=1, RT (KT =1, (7.77)

se obtiene finalmente

A M(AT) ! = D, (7.78)

en notacion de indices, la expresion anterior puede escribirse como

D gt (M) (hT);' = Dy (7.79)
4.J

Asi es posible expresar la matriz Dy; de forma matricial en términos de M, M, y M3, donde
se evidencia una matriz 3 X 3 diagonal:

1 2M?
- ;
5V 1 2M.
T 302 0 My [ln (m%+2 %) - 1} 0 ’
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y por la relacién (7.79):

" [ln (m—mfm> N 1} 0 0
502 ' )
-1 T\—1 _ 5 1 2M.
2 it (M (W3 = 550 0 i [ () — 1] 0
N 2M?2
’ ’ 7 [“1 (—mg;;) - 1]

de manera que los autovalores de esta matriz terminaran siendo los valores de las masas de
los neutrinos. Por lo tanto:

)\5'1]2 I 2M12 1
= In({———|—-1 7.80
my 327‘(2M1 i n <m% T m% | 3 ( )
)\57}2 [ 2M22 1
=——|In| =] -1 7.81
"2 o, | <m§z Tm2) (7.8
)\51)2 i QM?? ]
=——|In|—5"—5) -1 7.82
ms 327T2M3 i n (m% + m§ ) ( )

donde my = m,, my = m, y m; = m, son los autovalores y las masas de los neutrinos.

Ahora corresponde hacer un andlisis de las ecuaciones anteriores. Si se observa, cada una
de las masas dependen parametros libres, estos serian A5, mpg, m; y M;. Podemos analizar
detalladamente cuan relevante e influyente pueden llegar a ser cada uno de estos pardmetros
y sacar una debida conclusion.

Para simplificar cdlculos reescribiremos las tres ecuaciones anteriores ( (7.80), (7.81), (7.82))

en una sola: oy 12
5V k
= In{ —=2—= 1] -1 7.83

M= 302 M, {n (m2R+m§) ] ’ (7.83)

donde £ =1, 2, 3.
Es asi como se hace un andlisis detallado de esta expresion (7.83), destacando las siguientes
caracteristicas:

Dependencia con ),

La expresion para my, es:

A5U2 2M13
S L N G R 7.84
T 392, [n (m%+m% (7.84)

Comportamiento para )/, grande:

. 2M32 o .
= El argumento del logaritmo =%~ crece cuadraticamente con My, pero el logaritmo
R I
suaviza esta dependencia.

L. . In(M? 21In(M,
= El término dominante es E\Jkk) = I}\(Jk i) que decrece cuando ) aumenta, porque el

denominador M, crece mas rapido que el numerador In(My,).
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Comportamiento para ), pequeio (pero M; > mpg, mj):

» El argumento del logaritmo es grande, pero Mik domina, haciendo que m; aumente
cuando M}, disminuye.

= Si My se acerca a \/m% + m?, el logaritmo tiende a In(2), pero el término ﬁk sigue
siendo significativo.
Dependencia con myzy m;
El término relevante es el argumento del logaritmo:
2M?
In{——"%—). (7.85)
2 2
mp +m7
Comportamiento para mpz o m; grandes:

= Si mp 0 m; aumentan, el denominador m#% + m? crece, y el argumento del logaritmo
M dismin
mT 7 disminuye.

= E] logaritmo se vuelve mds negativo, pero su contribucion estd atenuada por la natura-
leza logaritmica.

Comportamiento para mp 0 m; pequenos:

= Simpgy m; son pequeios comparados con My, el argumento del logaritmo es grande,

2M?2 .- .o .
yln|— es positivo y significativo.

2
myptmy

= Sin embargo, como el logaritmo crece muy lentamente, m; no es extremadamente
sensible a cambios en mpr 0 M.

Conclusion:
De los analisis anteriores podemos concluir los siguientes aspectos

= m,;, disminuye cuando mpz 0 m; aumentan, pero la dependencia es débil (logaritmica).
= [a masa m; es mucho més sensible a cambios en M}, que a cambios en mp 0 m;.
= My disminuye cuando M, aumenta (debido a la dominancia de ML’Q).

= La dependencia no es lineal ni inversamente proporcional pura, porque el logaritmo
modula suavemente la relacion.
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Resultados

8.1.

A manera de ejemplo, se busca obtener una estimacion numérica de las masas de los neutrinos
en el marco del modelo escotogénico; para esto, se consideran los siguientes valores tipicos

para los parametros del modelo:

Estimacion numérica de las masas de los neutrinos

Variable | Valor tipico Unidades | Origen
dm3; | 7.39 x 107° eV? Resultado del experimento KamLAND
[1].
om3; | 2.528 x 1073 eV? Datos combinados de los experimentos
Daya Bay, RENO y Double Chooz [2].
v 246 GeV Valor esperado del Higgs en el vacio
(VEV).
As 1 x107% | Adimensional | Acoplamiento del término \s(®7)? en el
potencial escalar.
mp ~ 400 GeV Valor hipotético utilizado para la estima-
cién numérica.
my ~ 400 GeV Valor hipotético utilizado para la estima-
cion numérica.

Las masas mpg y m; no estan fijadas directamente por observaciones experimentales. Sin em-
bargo, limites indirectos provenientes de busquedas en colisionadores sugieren que, si estos
estados escalares existen en la escala electrodébil, sus masas deberian ser mayores que apro-
ximadamente 200 GeV.

Aunque para la estimacién numérica se toma mgr ~ m; ~ 400 GeV, estrictamente ambas
masas no son exactamente degeneradas. Su diferencia estd gobernada por
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m?{ —m? = A\, (8.1)
de modo que, dado que )5 es pequefio, la separacién entre ambas masas es muy débil.
En el modelo escotogénico, la masa de los neutrinos ligeros se genera a nivel de un loop y
puede escribirse aproximadamente como

A5UQ i 2M12 1
S L 1 8.2
=g | <3.2 x 10°GeV? ’ (82
)\51)2 i 2M22 ]
"= g, | (3.2 x 105GeV? K (83
)\51}2 I 2M§ ]
S —1. 8.4
" 3 | (3.2 % 10°GeV?) | 84)

Bajo las simplificaciones adoptadas en este trabajo, estas expresiones dependen inicamente
de las masas de Majorana M.

En el modelo escotogénico completo, la matriz de masas de los neutrinos también depende de
los acoplamientos de Yukawa h;, los cuales conectan los leptones del Modelo Estandar con
los fermiones de Majorana pesados. De manera general, esta matriz puede escribirse como

highjie M,
(mu)z] - Z W}TKMKJ me, m[)7

donde F'(My, mg, m;) es la funcién de loop que depende de las masas de los escalares neu-
tros del doblete inerte.

No obstante, con el fin de obtener una estimacion de orden de magnitud para las masas in-
volucradas, en este trabajo se utiliza una aproximacion efectiva en la que los factores h;,h i
se consideran absorbidos en un coeficiente global. De esta manera, la dependencia principal
de las masas de los neutrinos queda determinada por las masas de Majorana M, y por los
parametros del potencial escalar, lo que conduce a las expresiones aproximadas utilizadas en
las ecuaciones (8.2), (8.3) y (8.4).

Para reproducir las diferencias de masa observadas experimentalmente se fija primero el valor
del neutrino mas ligero:

my=1x 1073V =1 x 107 2GeV (8.5)

tomado como referencia de [4]. Este establece una jerarquia normal

mip < mo < Mgs.

A partir de las diferencias de masa medidas experimentalmente se obtienen
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dm3y, = m5 —mi = 7.39 x 10 °eV?,
my = \/7.39 x 10=5 + (10-3)2 eV, (8.6)
me == 8.65 x 10 %eV = 8.65 x 107 2GeV |.

dm3, = m3 —mi = 2.528 x 107 %eV?,
ms = /2.528 x 103 + (10-3)2 eV, (8.7)
ms ~ 5.03 x 107%eV = 5.03 x 107"'GeV |

Se verifica entonces la jerarquia

1 x 107"2GeV < 8.65 x 1072GeV < 5.03 x 10~ GeV.

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (8.2), (8.3) y (8.4) se obtiene el sistema

)\51)2 2M2

1 x 107 2GeV = ] ! -1, 8.8
D REY VA [n (3.2 X 105GeV2) ] (8.5

)\5?}2 2M2
8.65 x 107 12GeV = 1 2 -1 8.9
% Y T 32220, {n <3.2 X 105GeV2) } ’ 39

A0 2 M2
5.03 x 107"'GeV = —> 1 3 —1]. 8.10
8 AT REY VA {n (3.2 x 10°GeV? (810

Estas ecuaciones no admiten una solucién analitica simple, por lo que se resolvieron numéri-
camente utilizando el software Wolfram Mathematica. Los valores obtenidos para las masas
de Majorana son

M, =~ 6.15 x 10° GeV (8.11)
M, ~ 6.08 x 10°® GeV (8.12)
M; =~ 9.01 x 107 GeV (8.13)

Estos valores corresponden aproximadamente a

M; ~ 10° GeV, M,y ~ 10 GeV, M; ~ 107 GeV.

Equivalentemente,

M, ~ 10°TeV, M, ~ 10° TeV, Ms ~ 10 TeV.

Las masas de los neutrinos ligeros (my, ms, m3) estan fuertemente determinadas por las ma-
sas de los fermiones pesados de Majorana (M, M5, M3), como se evidencia en las ecuaciones
(8.11), (8.12) y (8.13). Los resultados numéricos obtenidos muestran que:
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1. Dependencia inversa y logaritmica: Las masas de los neutrinos my presentan una
dependencia inversa respecto a las masas de Majorana M}, modulada por un término
logaritmico que suaviza esta relacion. En la prictica, esto implica que neutrinos mas
ligeros se asocian con escalas de Majorana mads elevadas, mientras que al disminuir My,
las masas efectivas my crecen de manera no lineal. Para ilustrar este comportamiento,
en la Figura 8.1 se representa la variacion de las masas de los neutrinos ligeros en
funcién de las masas de Majorana, junto con los valores de referencia utilizados en
este trabajo.

Dependencia Entre M, y m; En El Modelo Escotogénico

0.1

5 —_—  (1x107°) (246 x 10°)® 2M?
9-10 mk = I @00 x 1097 + @0 x 1097 ) !

3272 My

@ Valores utilizados en este trabajo

7-1072

mi (eV)

0 T i T T T T T Y T T T T T
10'7 10" 10" 10%° 10* 107

Figura 8.1: Relacion entre las masas de los neutrinos ligeros m;, y las masas de Majorana M,
en el marco del mecanismo escotogénico.

La curva muestra el cardcter decreciente de la funcién, con una dependencia modulada
por un término logaritmico que desvia el comportamiento puramente hiperbdlico. Los
puntos marcados en rojo corresponden a los valores de ejemplo discutidos en el texto,
evidenciando cémo masas de neutrinos del orden de 10~3 a 1072 eV se asocian con
escalas de Majorana comprendidas aproximadamente entre 107 y 10? GeV.

2. Jerarquia de masas: La jerarquia M; > My > M; (con M; siendo la mas pesada)
estd directamente relacionada con la jerarquia observada en los neutrinos ligeros (m; <
mo < mg). Esto sugiere que la estructura de masas de los neutrinos en el sector ligero
refleja la jerarquia presente en el sector pesado de Majorana.
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3. Escala de M y el mecanismo de seesaw: Los valores obtenidos para M), se encuen-
tran aproximadamente en el rango

M; ~10"GeV, M, ~ 10°GeV, M; ~ 10°GeV,

lo que equivale aproximadamente a escalas entre 10 y 10° TeV. Estas masas extre-
madamente grandes son necesarias para explicar la pequeiiez de las masas de los neu-
trinos ligeros a través del mecanismo de seesaw radiativo. En este modelo, la escala
electrodébil (v = 246 GeV) y el acoplamiento A5 (supuesto aqui como 1 x 107%) no
son suficientes para generar masas de neutrinos en el rango observado sin la presencia
de fermiones pesados. Las masas de Majorana actian como un divisor en las ecuacio-
nes (8.8), (8.9) y (8.10), suprimiendo las masas de los neutrinos ligeros.

4. Implicaciones fisicas:

= Origen de la masa de los neutrinos: La necesidad de valores grandes de M}
respalda la idea de que los neutrinos ligeros adquieren su masa a través de un
mecanismo de seesaw radiativo, donde su pequeiiez se explica por la presencia de
una escala alta de nueva fisica asociada a fermiones de Majorana.

» Escala de nueva fisica: Los valores de M}, obtenidos estin muy por encima de
la escala accesible en colisionadores actuales como el LHC (que alcanza aproxi-
madamente 10* GeV), lo que implica que estos fermiones de Majorana no serian
detectables directamente en experimentos actuales. Sin embargo, su existencia
podria inferirse indirectamente a través de observables relacionados con la feno-
menologia de neutrinos o procesos de violacion de nimero leptonico.

= Jerarquia y parametros del modelo: La diferencia entre My, My y M; sugiere
que el sector de Majorana podria estar gobernado por mecanismos adicionales
(por ejemplo, simetrias o estructuras especificas en los acoplamientos) que expli-
quen dicha jerarquia de masas.

5. Limitaciones y consideraciones:

= Los valores numéricos aqui calculados dependen criticamente de supuestos como
As = 1 x107% y mp = m; ~ 400 GeV. Cambios en estos pardmetros podrian
modificar significativamente los valores obtenidos para M.

» La ausencia de una solucion analitica simple para M, resalta la complejidad del
modelo y la necesidad de métodos numéricos para explorar su espacio de parame-
tros.

En resumen, los resultados obtenidos refuerzan la conexion entre las masas de los neutrinos
ligeros y las masas de Majorana, destacando el papel crucial de la alta escala de M, para
generar masas de neutrinos compatibles con los datos experimentales. Esto respalda el meca-
nismo de seesaw radiativo como una explicacion natural para la pequefiez de las masas de los
neutrinos y orienta futuras investigaciones hacia la busqueda de sefales indirectas de nueva
fisica mas alla del Modelo Estindar.
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Capitulo 9

Conclusiones

El desarrollo de este trabajo de grado permitié adquirir un conocimiento profundo sobre
diversas areas de la fisica de particulas, abarcando desde conceptos fundamentales de la elec-
trodindmica cudntica hasta la teoria de generacion de masas de neutrinos en modelos mas alla
del Modelo Estdndar. Inicialmente, fue necesario familiarizarse con el formalismo de diagra-
mas de Feynman para el cédlculo de correcciones radiativas a un loop, asi como con técnicas
de regularizacion, entre las que se destacé la regularizacién por corte, utilizada para manejar
posibles divergencias en integrales de momento. Esta base metodoldgica fue esencial para
abordar los calculos que condujeron a la obtencion de la matriz de masas de neutrinos en el
contexto del modelo escotogénico propuesto por Ernest Ma [11].

La investigacién permitié comprender la naturaleza especial de los neutrinos y la necesidad
de mecanismos que justifiquen la pequefiez extrema de sus masas en comparacion con otras
particulas fermionicas. Se revisé el mecanismo seesaw tradicional, el cual explica dicha pe-
quenez mediante la introduccion de fermiones de Majorana extremadamente pesados que
suprimen las masas de los neutrinos ligeros. En el modelo escotogénico, esta idea se com-
plementa con un cardcter radiativo: la masa de los neutrinos no se genera a nivel arbol, sino
unicamente mediante correcciones a un loop, como se expresa en la ecuacion general (7.48),
la cual describe como las interacciones con el nuevo doblete escalar inerte 1 producen la
matriz de masas (M);;.

Mediante un andlisis detallado, se logré reescribir esta matriz en la forma aproximada de
la ecuacion (?7?), que resalta la dependencia explicita de parametros fundamentales como el
acoplamiento escalar A5, el valor esperado en el vacio del Higgs v, y las masas pesadas de
Majorana Mj,. Esta expresion también incluye un término logaritmico que regula la relacion
entre las escalas de masa involucradas:

)\51)2 2M2
——_|In[ —*— ) —1]{. 9.1
e 2 {n(m%m% ©.1)
La presencia de este término logaritmico constituye un rasgo esencial del modelo, ya que

introduce una dependencia no lineal que suaviza la relacion inversa directa entre las masas de
neutrinos ligeros my, y las masas pesadas M. De esta manera, la pequefiez de my, se entiende
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como resultado de un balance entre una gran escala de supresion (las M) y un efecto de
correccion radiativa, sin necesidad de ajustes extremos de los pardmetros de acoplamiento.

Los célculos realizados permitieron establecer valores explicitos para las masas de los neu-
trinos ligeros, consistentes con observaciones experimentales:

my = 1.0 x 1073 eV, my ~ 8.65 x 1073 eV, ms ~ 5.03 x 1072 eV.

Para reproducir estas magnitudes fue necesario asumir masas de Majorana significativamente
grandes:

M; =~ 6.15 x 10° GeV, M, ~ 6.08 x 10® GeV, M; =~ 9.01 x 10" GeV.

Estos valores establecen una jerarquia M; > M, > Ms, la cual se refleja de manera inversa
en la jerarquia observada en los neutrinos ligeros (m; < msy < mg). Esta relaciéon confirma
la coherencia interna del mecanismo seesaw radiativo y demuestra que la estructura de masas
en el sector pesado determina directamente las propiedades del sector ligero.

El acoplamiento A5 resultd ser un parametro crucial, ya que controla la interaccién entre el
doblete escalar inerte y el Higgs del Modelo Estdndar. En este trabajo, se adopto un valor de
A5 = 1 x 1079, coherente con el rango 1072 a 10~1° mencionado en la literatura. Dicho valor
permiti6 obtener masas de neutrinos en el orden correcto (1073 a 1072 eV) al combinarse con
la escala electrodébil v = 246 GeV y con las masas pesadas de Majorana. Se observa que la
pequeiez de las masas de los neutrinos no se debe inicamente a M}, sino también al valor
de A5 y al efecto logaritmico que modula la supresion.

Un resultado adicional de gran relevancia es que la matriz de masas obtenida concuerda con
la estructura propuesta originalmente en la ecuacion (4) de [11], demostrando que el modelo
escotogénico ofrece una descripcion autocoherente de las masas de neutrinos y su jerarquia.
Ademds, la formulacion analitica derivada constituye un punto de partida para explorar impli-
caciones mas amplias, como la conexién del modelo con la materia oscura, ya que el doblete
escalar inerte y los fermiones pesados introducidos en el modelo pueden ofrecer candidatos
viables para particulas de materia oscura estable.

En conclusion, este trabajo ha mostrado que la pequefiez de las masas de los neutrinos puede
entenderse como consecuencia natural de un mecanismo seesaw radiativo dentro del modelo
escotogénico de Ernest Ma. La introduccién de un nuevo doblete escalar, la existencia de
fermiones de Majorana con masas en el rango aproximado 10"—10° GeV, y la presencia de
correcciones logaritmicas son elementos esenciales que, en conjunto, permiten reproducir los
valores observados de las masas de neutrinos ligeros. Este estudio no solo valida la robustez
tedrica del modelo, sino que también abre la posibilidad de relacionarlo con fenémenos de
frontera en fisica de particulas y cosmologia, incluyendo la busqueda experimental de seiales
asociadas a la materia oscura y la leptogénesis.
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Apéndice A

Masas de los escalares np y n;

La siguiente cuestion a considerar son las consecuencias experimentales de este modelo. En
la escala electro-débil, su contenido de particulas es idéntico al de la Ref.[3], excepto que
los neutrinos tienen masa aqui segun la ecuacion (7.49). El sector escalar consta de dos
dobletes: (¢T, ¢") como en el SM, y el nuevo importantisimo (™, 7°). Sus interacciones
escalares estan dadas por.

1 1
V =m2®'®d + minin + §A1(q>fq>)2 + §>\2(nTn)2 + As(®T®) (')

! (10.1)
+ (@) (@) + 5)\5 [(@')® + h.c],
donde:

ot

=1 ia (10.2)
V2
nt
V2

Analizaremos solo 7, esto nos permite analizar su estabilidad y su espectro de masas sin
interferencia de los modos del Higgs, de manera que es posible evaluar V en ¢7 = n* =
h = 0, para simplificar términos del potencial.
Asi, reemplazando (10.2) y (10.3) bajo las consideraciones dichas anteriormente, se tiene:
V] g —t—ho :m%E —|—m§ (R . ) 4 )‘1§ T (Mg ngm )

(10.4)
2 2 2 2 2 2
(nk +ni) A0 (n + 1) A0 )

(773 — N

/\2
AV 1 S

Agrupando términos tenemos:

2 S| 1 1 1
V= m%% + )\1% + 5 {m% + 5)\31)2 + 5)\402 + 5)\51)2} n
1 1 1 1 (0% + 2nEnt + ) (10
+3 {m% + 5)\31)2 + 5)\41)2 — 5)\5@21 n? + A2 ff L=
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Matriz Hessiana de 7z y n;.

La matriz hessiana es una matriz cuadrada de segundas derivadas parciales de una funcién
escalar de varias variables. Para nuestro caso, la funcién escalar seria el potencial (ecuacién
(10.5), y las variables vendrian siendo los campos escalares (ng, 7). Asi, nuestra matriz
hessiana se define de la forma:

2V 2V
H(V) = 2;75 agf , (10.6)

onInr on?

si el objetivo es encontrar las masas de los escalares (g, 777), solo es necesario considerar la
parte cuadratica del potencial, ya que la matriz Hessiana se construye derivando el potencial
dos veces con respecto a los campos.

Los términos de orden 4 en el potencial no contribuyen a la matriz Hessiana, ya que sus
segundas derivadas con respecto a los campos dan términos proporcionales a los propios
campos, los cuales se anulan en el vacio (ng = 7y = 0). Ademas, es factible despreciar los
dos primeros términos puesto que a la hora de derivar seran solo dos constantes.

Por lo tanto, la ecuacion (10.5) se reduce a lo siguiente:

1 1 1 1
V|¢+:q7+:h:0 = 5 [m% + 5/\3U2 + 5)\41)2 + §>\5UQ:| 7’]12%
) ] ] ] (10.7)
+ 5 [mg + 5/\3'112 + 5)\4’02 — 5)\5U2:| 7’]?
Usando la ecuaciéon (10.6) y (10.7) formamos la matriz hessiana:
m3 + Ixgv? + 107 + 1502 0
H((V)=| 27277 T 2747 1 ar . (10.8)
0 mg + %)\31)2 + %)\4?}2 - %)\5’02
Ahora obtenemos los autovalores de esta matriz, para esto resolvemos la ecuacion:
det (H (V) —\I) =0, (10.9)

el determinante de una matriz diagonal es simplemente el producto de sus elementos diago-
nales, por lo que la ecuacion caracteristica es:

1 1 1 1 1 1
(m% + 5)\31)2 + 5)\4@2 + §>\5v2 — )\) (m% + 5)\31}2 + 5)\4112 - 5)\5@2 - A) =0,
(10.10)

esto nos da los autovalores:

1
A :m§+§()\3—|—)\4+>\5) UZ, (10.11)
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dado que los autovalores de la matriz Hessiana representan las masas al cuadrado de los
campos escalares, identificamos:

1
m? () = m3 + 5 s+ A+ As) 07, (10.12)

1
m?® () =m3 + 5 (s + M = As) 0%, (10.13)
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Masas de nr y h.

h es la componente real del campo escalar @, para calcular su masa se debe tener en cuenta
las siguientes consideraciones:

= Solo las partes reales de los campos ® y 7 contribuyen al VEV (Valor esperado en el
vacio).

= 7) no adquiere un valor esperado en el vacio VEV ((n) = 0).

= Se ignoran las componentes cargadas de ambos campos por simplicidad (¢ = nt =

h = 0).
0
P = <U+h> : (10.14)
V2

0
n= (n_R) , (10.15)
V2

sustituimos esto en el potencial (10.1) y simplificamos.

Por lo tanto:

A A
gl né(v+h)2+fn§(v+h)2.

(10.16)

Ao 4 A A
(v+h) +Z2ng+ =20k (v+h) 2+

1 1
V = —mi(v+h)*+=minp+ < 1 1

2 2

Mecanismo de Higgs.

Para encontrar el valor esperado en el vacio (VEV) de @, derivamos el potencial respecto a
or y lo igualamos a cero:

A A A A
w0+ h) + T+ )+ D+ h) + Do+ k) + Tnj(v+h) =0, (10.17)
Ahora evaluamosenng =0y h =0
A
mfv + ?lv?’ =0,
m3 = —%v?’. (10.18)

Se aprecia que m? < 0, esto significa que el campo de Higgs adquiere un VEV v, lo que rom-
pe espontdneamente la simetria. Si hubiésemos obtenido m? > 0, la simetria no se rompe y
por lo tanto no se tendria un valor esperado del Higgs en el vacio.

Si 1 adquiriera un valor esperado, tendriamos que resolver la ecuacién de minimizacion para
vy, lo que llevaria a un sistema de ecuaciones acopladas para v y v,, cambiando la estructura
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de la ruptura de simetria.

Consideramos entonces el resultado (10.18) en la ecuacidén (10.16):

A 1 A A A
V= =S’ (w4 )+ smang + (v + )+ D+ 2

A A
2 2 M 2 2 | % 2 2
1 5 3 (v h)" + TR (0 + )+ Eng(v + R

8 4 4
(10.19)

Matriz Hessiana de 0z y h.

Para encontrar la matriz hessiana del potencial escalar (10.19) se debe tener en cuenta las
variables que vendrian siendo los campos escalares (h, ng). Asi, nuestra matriz hessiana se
define de la forma:

8212/ 2V
_ | on dho
H\V)=1| 2\ ﬁR] : (10.20)
anRah (977% nR:hZO

de manera que:

A\ v? 0

qgwvy=|" N (10.21)
0 mj+ 2v* + 30° + 207

Ahora obtenemos los autovalores de esta matriz, para esto resolvemos la ecuacion:

det (H (V) —XI)=0. (10.22)

El determinante de una matriz diagonal es simplemente el producto de sus elementos diago-
nales, por lo tanto:

)\1’02 - A 0
det (H (V)) = det VT VPV,
0 my + G+ ST+ Fut = A

2
= ()\11)2 —)\) (mg—l— EUQ—k&quLﬁvQ —/\) =0

2 2 2

(10.23)

dado que los autovalores de la matriz Hessiana representan las masas al cuadrado de los
campos escalares, identificamos:

m? (gb%) = M\

| (10.24)
m? (1) = m3 + 5 Qs+ A+ As) v?
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Recopilacion

De las secciones anteriores es posible recopilar la siguiente informacion:

m? (¢%) = v’ (10.25)

1
m? (i) = m3 + 5 (s + A+ As) %, (10.26)

1
m? (np) =m5 + 5 (s + A = As) v* (10.27)




Apéndice B

Apéndice B: Calculo de la constante de normalizacion para

p=0

Para determinar el valor de la constante de normalizacién N, consideremos primero las solu-
ciones de la ecuacién de Dirac en reposo, es decir, para p = 0. En este caso, la energia de la

particula estd dada por

E = md.

(10.28)

De acuerdo con la convencion de normalizacion empleada para los espinores de Dirac,

ulu = —_—,
c

se tiene, para una particula en reposo,

2
i 2me

uu = = 2mec.

C

Tomemos, por ejemplo, la primera solucién de energia positiva:

. mc2>t

w(l) — Ne_z( D

o O O

Su conjugado hermitico es

(6®) = N () (1000,

Entonces,
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(10.29)

(10.30)

(10.31)

(10.32)
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1
; 77L(,'2 N 771/()2
(¢(1)>T@/J(1) = N*Nez< h )te_( 2 >t (1 00 O) 8
0
1 (10.33)
0
=INE(1 0 0 0)
0
0
= [N
Imponiendo la condicién de normalizacion,
2F
(@) 0 = =2, (10.34)
c
se obtiene
2F
IN|? = —. (10.35)
c
Como en reposo F = mc?, entonces
2 2
N2 = 25— o, (10.36)
Tomando N real y positivo,
N = +v2mec. (10.37)

El mismo resultado se obtiene para las demds soluciones, pues los factores de fase satisfacen

()i ) 1, (10.38)

y los vectores columna que acompafian a cada solucién tienen norma igual a uno. Por tanto,
para las cuatro soluciones independientes de la ecuacién de Dirac en reposo se puede tomar

N = v2mec. (10.39)
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