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Resumen

En este trabajo, se estudia la formulacién simpléctica de Faddeev-Jackiw para teorias gauge. Ini-
cialmente, se analiza el modelo de Christ-Lee, un sistema con niimero finito de grados de libertad,
permitiendo identificar su estructura de ligaduras, reducir grados de libertad y obtener corchetes gene-
ralizados. Posteriormente, la metodologia se extiende a la teoria electromagnética de Maxwell, donde
la simetria gauge genera una matriz simpléctica singular; su inversién se logra tras introducir la con-
dicién de gauge de Coulomb. Asimismo, se examinan las teorfas de Chern-Simons abeliana pura y
de Maxwell-Chern-Simons, evidenciando cémo los términos topoldgicos condicionan las ligaduras y
los grados de libertad fisicos. Los resultados confirman la consistencia y eficacia del formalismo de
Faddeev-Jackiw como una alternativa sélida al tratamiento estindar de Dirac para el andlisis de siste-
mas singulares.

Palabras clave: Formalismo de Faddeev-Jackiw, teorias gauge, matriz simpléctica, corchetes generalizados,
sistemas singulares.
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Abstract

In this paper, the Faddeev-Jackiw symplectic formulation for gauge theories is studied. Initially, the
Christ-Lee model is analyzed, a system with a finite number of degrees of freedom, allowing the iden-
tification of its constraint structure, the reduction of degrees of freedom, and the derivation of generali-
zed brackets. Subsequently, the methodology is extended to Maxwell’s electromagnetic theory, where
gauge symmetry generates a singular symplectic matrix; its inversion is achieved after introducing
the Coulomb gauge condition. Likewise, the pure abelian Chern-Simons and Maxwell-Chern-Simons
theories are examined, evidencing how topological terms condition the constraints and the physical
degrees of freedom. The results confirm the consistency and effectiveness of the Faddeev—Jackiw for-
malism as a solid alternative to Dirac’s standard approach for the analysis of singular systems.

Keywords: Faddeev-Jackiw formalism, gauge theories, symplectic matrix, generalized brackets, singular sys-
tems.
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Glosario

Campo:

Ligaduras:

Sistema singular:

Densidad Lagrangiana:

Transformaciones gauge locales:

Condicion de gauge:
Grados de libertad:

Formalismo de Faddeev-Jackiw:

Matriz simpléctica:

Funcién definida sobre el espacio-tiempo que asigna a cada pun-
to un valor, el cual puede ser escalar, vectorial o espinorial y que
se utiliza para describir magnitudes fisicas distribuidas de mane-
ra continua.

Relaciones entre las variables dindmicas que reducen los grados
de libertad del sistema.

Sistema dindmico en el cual no es posible expresar todas las ve-
locidades en términos de los momentos conjugados, es decir el
determinante de la matriz Hessiana del Lagrangiano es cero, lo
que conduce a la aparicién de ligaduras.

Funcién que describe la dindmica de un campo en cada punto
del espacio-tiempo, su integral espacial es el Lagrangiano del
sistema.

Son transformaciones de simetria que actian sobre los grados de
libertad internos de un sistema cuyos pardmetros dependen del
espacio-tiempo, estas transformaciones cambian la representa-
cion de los campos, pero dejan invariantes las leyes fisicas y las
cantidades observables.

Restriccion adicional impuesta para eliminar la redundancia aso-
ciada a la invariancia gauge.

Numero minimo de coordenadas generalizadas necesarias para
describir completamente el estado de un sistema fisico.

Método para el tratamiento de sistemas singulares que aprove-
cha la estructura geométrica del espacio de fase formulado en
términos de un Lagrangiano de primer orden.

Matriz antisimétrica construida a partir de las derivadas de los
elementos de la uno forma candénica presentes en el Lagrangiano
de primer orden, su inversa se utiliza para definir los corchetes
generalizados del sistema.
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XII

Método de Dirac:

Corchetes de Poisson:

Corchetes de Dirac:

Corchetes generalizados:

CONTENIDO

Procedimiento estdndar para el tratamiento de sistemas singula-
res que consiste en la identificacion y clasificacion de ligaduras
primarias y secundarias, de primera y segunda clase, y permite
garantizar la consistencia temporal de la evolucién del sistema.

Estructura algebraica de la mecénica clasica que describe la evo-
lucién temporal de un sistema dindmico en el espacio de fase.

Generalizacion de los corchetes de Poisson que permiten des-
cribir la evolucién temporal de variables dindmicas en sistemas
singulares

Extension de los corchetes de Poisson utilizada en el andlisis de
sistemas singulares obtenidos a partir de la inversa de la matriz
simpléctica en el formalismo de Faddeev-Jackiw. Su estructura
es equivalente a la de los corchetes de Dirac.



Capitulo 1

Introduccion

Histéricamente, el tratamiento canénico de los sistemas singulares ha sido abordado mediante el méto-
do de Dirac [1]]. En estos sistemas, la transicién de la formulacién Lagrangiana a la Hamiltoniana se
caracteriza por una matriz hessiana singular, lo que impide despejar todas las velocidades en térmi-
nos de los momentos. Esto revela redundancias en la descripcién de las variables dindmicas, mani-
festdndose formalmente a través de ligaduras. El algoritmo propuesto por Dirac se fundamenta en
la identificacion de ligaduras primarias y secundarias, su clasificacién en primera y segunda clase,
y la posterior construccién de los corchetes de Dirac; un procedimiento que exige una distincion ri-
gurosa entre igualdades débiles y fuertes. Finalmente, este formalismo permite identificar de manera
sistemaética los grados de libertad fisicos de la teoria.

En el marco del método de Dirac, el estudio algoritmico de las teorias gauge ha abarcado tanto sis-
temas con un nimero finito de grados de libertad como teorias de campos. En la primera categoria
destaca el tratamiento candnico del modelo de Christ-Lee [2,[3]]. Por otro lado, en el ambito de la
teoria de campos, son fundamentales los andlisis de la teoria electromagnética de Maxwell [4,|5], la
teoria de Chern-Simons abeliana pura [6] y la teoria de Maxwell-Chern-Simons [6}|7]. La aplicacién
sistemadtica del algoritmo de Dirac en estos trabajos ha permitido establecer una descripcién dindmica
consistente para dichos sistemas singulares.

Como alternativa geométrica, Faddeev y Jackiw [8]] propusieron un formalismo que aprovecha la es-
tructura simpléctica del espacio de fase para establecer una correspondencia directa con los corchetes
de Poisson. Este enfoque opera a nivel Lagrangiano y requiere una dependencia lineal en las derivadas
temporales de las variables fisicas; no obstante, mediante la introduccién de momentos conjugados, un
Lagrangiano singular de orden superior puede ser llevado a una forma equivalente de primer orden [9]].
En general, la aplicacioén iterativa del método garantiza la construccién de una matriz simpléctica re-
gular a partir de la cual se deducen los corchetes generalizados. Sin embargo, dada la degeneracién
intrinseca de las teorias gauge, el procedimiento iterativo resulta insuficiente por si mismo, requirien-
do la introduccién de condiciones de gauge [[10] para eliminar la redundancia y aislar los verdaderos
grados de libertad de la teoria.

Los referentes principales para el desarrollo de este trabajo de grado son aquellos que abordan la for-
mulacién simpléctica de las teorfas de interés. Para el modelo de Christ-Lee, se toma como guia el
procedimiento de [11], pero, introduciendo un cambio fundamental, se utiliza una condicion de gauge
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diferente con el propdsito de obtener resultados que puedan ser contrastados de forma directa con los
provenientes del método de Dirac. En lo que respecta a las teorias de campos, se impondra el gauge de
Coulomb en todos los casos. Los estudios previos sobre la teorfa electromagnética de Maxwell [10] y
las teorias topoldgicas de Chern-Simons abeliana pura y Maxwell-Chern-Simons [[12] servirdn como
base para la aplicacion apropiada del método. Ademds, para las teorias gauge topoldgicas, el trata-
miento alternativo mediante la formulacion de Hamilton-Jacobi [[13]] sera fundamental al momento de
realizar una verificacién adicional para la consistencia de los resultados derivados del formalismo de
Faddeev-Jackiw.

Este trabajo de grado se estructura de la siguiente manera: inicialmente, en el capitulo d]se presenta el
desarrollo del método de Faddeev-Jackiw para teorias gauge, describiendo el procedimiento iterativo
que permite identificar las ligaduras del sistema derivadas de la singularidad de la matriz simpléctica.
Se analiza como, tanto en sistemas con un nimero finito de grados de libertad como en teorias de
campos, la persistencia de dicha singularidad estd asociada a simetrias gauge, lo que requiere la im-
posicién de condiciones de gauge para romper dicha simetria, obtener una matriz regular y, con ello,
los corchetes generalizados que describen la dindmica de los sistemas.

En el capitulo [5] se analiza el modelo de Christ-Lee mediante la formulacién de Faddeev-Jackiw, un
sistema con un nimero finito de grados de libertad y simetria gauge, caracterizando la estructura de
ligaduras, identificando las variables fisicas y obteniendo sus corchetes generalizados.

A continuacion, en el capitulo[6]se extiende la metodologia a sistemas con infinitos grados de libertad,
abordando la teoria electromagnética de Maxwell. En esta seccion se identifican las simetrias gauge
inherentes a la teoria y se elige el gauge de Coulomb para lograr la inversién de la matriz simpléctica,
permitiendo asi la obtencién de los corchetes generalizados entre los campos fisicos.

Seguidamente, se estudian teorias gauge de naturaleza topolégica. En particular, en el capitulo [/| se
analiza la teoria de Chern-Simons (CS) abeliana pura, empleando el formalismo simpléctico para ca-
racterizar su estructura dindmica, lo cual incluye la identificacién de los campos fisicos de la teoria y
la obtencién de los correspondientes corchetes generalizados.

Posteriormente, en el capitulo (8| se examina la teoria de Maxwell-Chern-Simons (MCS), donde el en-
foque se centra en evidenciar el efecto de los términos topoldgicos en la descripcion de la teoria. Para
ello, se aplica nuevamente el formalismo simpléctico, analizando cémo la incorporacién del término
de Chern-Simons modifica la estructura de ligaduras y los corchetes generalizados.

Finalmente, en el capitulo [9] se exponen las conclusiones generales derivadas del desarrollo de este
trabajo.



Capitulo 2

Planteamiento del Problema

Las teorias gauge son fundamentales en la fisica moderna, ya que es posible describir interacciones
mediante simetrias locales, su formulacién Hamiltoniana conlleva a sistemas con ligaduras de primera
clase, por lo que resulta necesario utilizar métodos especificos para establecer una estructura canénica
adecuada. La forma tradicional de abordar este tratamiento se realiza mediante el método de Dirac;
como alternativa, se plantea un enfoque mas compacto a través de una formulacién simpléctica. Con
el propdsito de profundizar en esta drea de la fisica y sistematizar de manera detallada la aplicacién
del método de Faddeev-Jackiw, este trabajo se centra en su aplicacién a la teoria electromagnética
de Maxwell, la teoria de Chern-Simons (CS) abeliana pura y la teoria de Maxwell-Chern-Simons
(MCS), a fin de comprobar la validez y consistencia de dicho método. En este contexto, el trabajo
incorpora apéndices extensos en los que se desarrollan explicitamente los calculos intermedios del
método, facilitando el seguimiento paso a paso del procedimiento y contribuyendo a una presentacién
clara y ordenada del formalismo. De esta manera, surge la siguiente pregunta de investigacién: ;,cémo
se describen las teorias gauge bajo la formulacién simpléctica de Faddeev-Jackiw?



Capitulo 3

Objetivos

Objetivo General

Aplicar la formulacién de Faddeev-Jackiw al estudio de teorias gauge, con el propdsito de comprender
su estructura dindmica.

Objetivos Especificos

= Analizar el modelo de Christ-Lee mediante la formulacién de Faddeev-Jackiw, con el propdsito
de caracterizar su estructura de ligaduras y la dindmica del sistema.

= Caracterizar la teoria electromagnética de Maxwell a través de la formulacion de Faddeev-
Jackiw, identificando sus simetrias gauge y la reduccién de grados de libertad.

= Describir la teoria de Chern-Simons abeliana pura a través de la formulacién de Faddeev-Jackiw,
determinando su estructura simpléctica y sus propiedades topolégicas.

= Examinar la teoria de Maxwell-Chern-Simons aplicando la formulacién de Faddeev-Jackiw, con
el fin de evidenciar el efecto de los términos topoldgicos en su descripcion.



Capitulo 4

Método de Faddeev-Jackiw para teorias
gauge

El método desarrollado por Ludvig Faddeev y Roman W. Jackiw en 1988 [8|] constituye una alterna-
tiva al método de Dirac para el tratamiento de sistemas singulares basado en la estructura simpléctica
del espacio de fase. A diferencia del enfoque de Dirac, en el cual las ligaduras se clasifican en distin-
tas categorias, el método de F-J permite obtener la estructura de ligaduras directamente a partir de la
degeneracion de la forma simpléctica. No obstante, es importante sefialar que no siempre es posible
obtener todas las ligaduras del sistema, aquellas que surgen de la definicién de los momentos canéni-
cos no necesariamente quedan completamente determinadas dentro de este formalismo. El punto de
partida del formalismo es un Lagrangiano de primer orden en las derivadas temporales [14]], el cual
puede escribirse de manera general como

L(£€) =ai(©)& —H(©), (4.1)

donde ¢ (i = 1,2,...,2n) denota el conjunto de variables simplécticas que parametrizan el espacio
de fase, £ son sus respectivas derivadas temporales, el término a;(§) son las componentes de lo que se
denomina uno forma candnica y H () es el denominado potencial simpléctico o Hamiltoniano.

El Lagrangiano que describe el movimiento en el espacio de configuracion (g;, g;) posee la siguiente
dependencia

es posible describir la dindmica del sistema mediante una formulacién equivalente, la cual se funda-
menta en el Hamiltoniano denotado por H (g;, p;), el cual depende de las coordenadas generalizadas
¢; y de los momentos canénicos conjugados p; [3]. Estos ultimos se obtienen a partir de la siguiente
definicién

Pi = 5a (4.3)
En el caso en el que el Lagrangiano que describe el sistema es regular, la relacién anterior permite
expresar todas las velocidades generalizadas ¢; en términos de las coordenadas generalizadas ¢; y los

momentos canénicos conjugados p;, lo cual se puede expresar de la siguiente manera
4 = 9i (¢, p) - (4.4)

5
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Esta relacién permite establecer una conexién entre el Lagrangiano y el Hamiltoniano mediante una
transformacién de Legendre, la cual se expresa de la siguiente manera

a partir de la expresion anterior, se identifica que el lado derecho no posee dependencia de las veloci-
dades generalizadas ¢;. En consecuencia, una forma alternativa de expresar el Lagrangiano serd

Le (i:pi) = L35 Gi)l =g, (g.p) = Pidhi — H (a3, i) - (4.6)

Donde L¢ (g;, p;) se denomina Lagrangiano candnico y tiene como caracteristica fundamental estar
definido en el espacio de fase (g;, p;), para el desarrollo de este método tiene un papel fundamental
debido a que permite expresar un Lagrangiano de cualquier orden en las velocidades generalizadas en
una version con dependencia lineal en las mismas, lo cual es estrictamente requerido en el método de
Faddeev-Jackiw.

Para poder desarrollar el método de F-J, el primer paso es establecer una variable simpléctica denotada
por &, en la cual se agrupan las 2n variables candnicas (g;, p;) del espacio de fase. En términos de la
mencionada variable simpléctica, el Lagrangiano de primer orden puede reescribirse como se muestra
a continuacién

LO) (¢,€) = ol (&) €0 VO (g). (47

Debido a la naturaleza iterativa que tiene el método F-J, se ha afadido la notacion del superindice (0)
con el propdsito de ser un indicador del proceso iterativo. En la ecuacién anterior, al(.o) (£) se conocen
como las componentes de lo que se denomina uno forma canénica y V(¥ (€) se define como poten-
cial simpléctico. Es posible mostrar que el Hamiltoniano corresponde exactamente con el potencial

simpléctico [9]], con lo cual la ecuacién (4.7) adopta la siguiente forma

LO) (¢,€) = ol (&) €0 — HO (¢). (48)

En este formalismo, las ecuaciones de movimiento se derivan a partir de lo que se conoce como matriz
I 0 .
simpléctica fi(j ) , definida como [|10]]

(0)
o 224 &) 90, ), (4.9)
K 0£(0)i 0£0);

de modo que la dindmica del sistema queda determinada por

oH© (¢)

(0)£0)5 —
fi €7 = FRG (4.10)
La estructura del sistema est4 completamente codificada en la matriz simpléctica y el potencial H (©) &).

. . . . . . . 0 . .
En particular, si la matriz simpléctica es regular, es decir, si det fi(j ) # 0, entonces existe su inversa

-1
0 . i .. . .
( fi(- )) , lo que permite escribir explicitamente las ecuaciones de movimiento en la forma

2(0)i 0)) 3H(0)(5)
¢ :(fi(j)> e 4.11)



estableciendo de manera clara la dindmica del sistema. Dado que la variable simpléctica estd cons-
truida a partir de las variables del espacio de fase (g;, p;), su evolucién temporal viene dada por las
ecuaciones de Hamilton, las cuales pueden expresarse en términos de los corchetes de Poisson como
se muestra a continuacion

s . . N OH© (6)
0)i _ J¢0)i g(0) S PO OV Gt Vs
€01 = {e mO ()] = {e e} o (“.12)
Al realizar una comparativa entre las ecuaciones {.11)) y (4.12)), se consigue identificar que
-1 . .
( fi@) _ { 200 5(0)3} , (4.13)

es decir, la inversa de la matriz simpléctica define la estructura de corchetes fundamentales de la teoria,
dado que sus elementos pueden identificarse con los corchetes de Poisson entre las componentes de la
variable simpléctica y en consecuencia, entre las variables del espacio de fase.

El punto clave del método se fundamenta en el andlisis de la singularidad de la matriz simpléctica. En
lo que respecta al desarrollo de este trabajo, se presta especial interés al caso en el que det fi(jp) =0;
es decir, se trabaja con sistemas singulares o con ligaduras. Este hecho tiene como implicacién di-
recta que no es posible determinar todas las derivadas temporales de las componentes de la variable
simpléctica, como si se logré hacer en la ecuacion (@.11)) correspondiente al caso regular.

En consecuencia, existirdn modos cero denotados por uc(yo) (e =1,2,...,m) conm < 2n, definidos
por [15]]

pOi 0 _ (4.14)

o 2,
Estos vectores permiten construir directamente las ligaduras del sistema denotadas por o) (&) como

indica la siguiente expresién

OH ) (€)
(0) — 07 \S)
Qa (5) = Va 66(0)1

Para garantizar la consistencia dindmica, estas ligaduras deben ser invariantes en el tiempo, es decir,

=0. (4.15)

d 9 (€) -0
-0 (&) = af(of)fw =0. (4.16)

Esta condicion se incorpora al Lagrangiano mediante multiplicadores de Lagrange A0 o5 cuales se
deben adicionar al conjunto de variables dindmicas iniciales. De este modo, el Lagrangiano del primer
proceso iterativo puede escribirse como

LD (£, 00) = 1OV (&,€) — A0 (¢). .17
Al reemplazar en la expresion anterior el Lagrangiano de la ecuacién se obtiene
LD (&€ X02) = oY () €07 - AO=0W () - HO) (¢), (4.18)

Esta expresion se puede reescribir de manera que no se modifiquen las ecuaciones de movimiento, tal
como se muestra a continuacion

L0 (££20) = o (€07 -0 (6 A0 — HO ()~ £ (X000 (). @19)
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En este punto, debido a la incorporacién de los multiplicadores de Lagrange al conjunto de variables
dindmicas, se define una nueva variable simpléctica que considere dicha modificacién, la cual viene
dada por £V = (E , )\(0)0‘). La definicién de esta nueva variable permite expresar el Lagrangiano del
primer proceso de iteracién conservando la estructura de primer orden as{

L0 (£,,00) = Y () €M - HO (¢), (4.20)

donde se ha omitido el dltimo término del lado derecho de la ecuacién (@.19) debido a que corresponde
a una derivada total respecto al tiempo. La omision de este término no modifica la dindmica del
sistema, ya que las ecuaciones de Euler-Lagrange son invariantes bajo la adicién de derivadas totales
al Lagrangiano. El Hamiltoniano del primer proceso de iteracion se obtiene de la siguiente manera [|10]]

HY (&) = HO . 421
© =) 0, @21
Para este proceso iterativo, la matriz simpléctica correspondiente se expresa como
da'V 9aV

oci 9

Un aspecto relevante es que la matriz fi(jl) contiene a fi(]Q) como una submatriz, lo cual evidencia
que, en cada paso iterativo, no solo se modifica el nimero de variables dindmicas, sino también la
dimensién de la matriz simpléctica. En este punto, es necesario analizar nuevamente la singularidad
de fi(;); en el caso de teorfas gauge, dicha matriz continda siendo singular, lo que obliga a reiterar
el procedimiento iterativo previamente descrito. En general, tras un nimero arbitrario de iteraciones
N, la matriz fi(]N) permanece singular [[10]. Adicionalmente, en esta etapa las ligaduras se obtienen a
partir de la expresion

N Ny OHM ()

QM () = ) e 0. (4.23)
Dado que los modos cero de este proceso iterativo no generan nuevas ligaduras en el sistema, esto
indica la presencia de una simetria gauge fundamental. En consecuencia, no es posible efectuar un
paso iterativo adicional que conduzca a una matriz simpléctica regular basdndose tnicamente en la
dindmica del sistema. Se hace necesario entonces romper esta simetria incorporando una condicién de
gauge, la cual se introduce en el Lagrangiano mediante un multiplicador de Lagrange. Esto da lugar a
un nuevo proceso iterativo /N + 1, en el que el Hamiltoniano correspondiente se obtiene como

HND (&) = HM (¢) (4.24)

Condicién de gauge .

: . C L . . a(N+1
La incorporacion de la condicién de gauge implica de manera directa que la matriz fi(j D ge vuel-

(N+1)

va regular, es decir, det fij # 0. Esto garantiza la existencia de su inversa y, en consecuencia,

sus elementos corresponden a los corchetes generalizados de la teoria, los cuales coinciden con los

corchetes de Dirac
(fi(N+1)> -1 {g(N-i-l)i, g(N—&-l)j} ' (4.25)
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4.1. Método Faddeev-Jackiw para teoria de campos gauge

En teoria de campos, el Lagrangiano no es solo una funcién de las coordenadas generalizadas y sus ve-
locidades, sino una funcional del campo ¢ y sus derivadas espacio-temporales [[16]]. Esta dependencia
se expresa de la siguiente manera:

L =1L[p,0,0]. (4.26)

Un hecho destacable en este marco es que la descripcion de los campos se realiza considerando con-
figuraciones en el espacio-tiempo, es decir ¢ = ¢ () [17]EI Esto coloca en igualdad de condiciones
al tiempo y al espacio, dado que las coordenadas espaciales pierden su papel de indices discretos para
convertirse en variables continuas. Asi, el Lagrangiano puede escribirse en términos de la densidad
Lagrangiana £, tal como se muestra a continuacién

L= / dBrL (¢,0,0) . 4.27)

La densidad Lagrangiana va a tomar un papel fundamental en el formalismo de Faddeev-Jackiw de
teoria de campos, dado que la formulacién de la teoria se realiza a este nivel; como se puede ob-
servar en la ecuacién (4.27)), dicha densidad posee dependencia del campo y sus derivadas espacio-
temporales, pudiendo ser de segundo orden o superior en las derivadas temporales. Debido a que el
método F-J, en este caso, exige una densidad Lagrangiana de primer orden en la derivada temporal del
campo, se introducen los momentos candénicos conjugados

oL
II= 9 000)" (4.28)
Mediante este paso, es posible reescribir la dindmica en una forma equivalente de primer orden. La
densidad Lagrangiana resultante posee ahora la dependencia £ = L (¢, I1); identificar esta estructu-
ra es el primer paso para la formulacidon simpléctica. Se procede a agrupar las variables dindmicas
en un tnico conjunto de campos £ = (¢, II), en términos de esta variable simpléctica, la densidad
Lagrangiana se puede reescribir asi

r0 _ Kgo) (&) €OA _ 210 (g) (4.29)

donde Kg)) (&) representa las componentes de lo que se denomina uno forma canénica, £40) corres-
ponde a la derivada temporal de las componentes de la variable simpléctica y (%) () es el potencial
simpléctico inicial de la teorfa. La descripcién geométrica de la teoria queda dictada por la matriz
simpléctica M,El(g’ definida a través de las derivadas funcionales de las componentes de la uno forma
tal como se muestra a continuacié (101

SK ) SK'(x

M{p(x,y) = =8 ) _ 0K, 1) (4.30)

060A(x) a0 (y)
Si esta matriz es singular, no posee inversa, lo que indica a su vez la presencia de ligaduras en la teoria.
Esto implica la existencia de modos cero, vectores propios con autovalor nulo, dados por la expresién

/ B (x) MY, (x,y) = 0. 4.31)

'Se utiliza la siguiente notacién z = (xo, x) = (¢, x) para las coordenadas espacio-temporales en unidades relativistas,

c=1y0,= a% para la derivada respecto a sus componentes.
%En esta formulacién, la dindmica se evalda a tiempos iguales (IEO = yo). Por esta razon, las variables y las derivadas

funcionales se expresan en funcién de coordenadas espaciales (x,y).
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Tras conocer la forma de los modos cero es posible realizar el calculo de las ligaduras de la teoria de
la siguiente forma

00 = [ #00 (x) 2 [ty () =0 (432)

Estas ligaduras deben incorporarse a la dindmica del sistema. En el formalismo de Faddeev-Jackiw,
esto se realiza directamente a nivel de la densidad Lagrangiana introduciendo multiplicadores de La-
grange \. Con el fin de preservar la estructura de primer orden, resulta conveniente afiadir las ligaduras
mediante la derivada temporal de dichos multiplicadores, obteniéndose asi la densidad Lagrangiana
del primer proceso iterativo

£0 = KO0 + 2O©A - HO). (433)

La incorporacion de estas nuevas variables dindmicas conduce a la ampliacion de la variable simplécti-
ca, {14 = (@4 X)) mediante la cual se puede compactar nuevamente la densidad Lagrangiana
tal como se muestra en la siguiente expresion

£0 = K01 - 1), (4.34)
donde el nuevo potencial simpléctico se obtiene de la siguiente manera
71 — 74(0) . (4.35)
Q=0

En consecuencia, se procede con la construccién de una nueva matriz simpléctica MS;. Este proce-
dimiento iterativo se repite de manera sistemadtica, en cada paso se analiza la regularidad de la matriz
simpléctica y en caso de persistir la singularidad y existir nuevos modos cero, se generan nuevas liga-
duras.

En teorias de campos gauge, tras un niimero finito de iteraciones N, la matriz simpléctica MX]\Q
continta siendo singular pero ya no se generan nuevas ligaduras en la teorfa. Esto es un indicativo
directo de que la naturaleza gauge de la teoria atn estd presente. Como consecuencia, se deriva la
imposibilidad de realizar la inversiéon de la matriz simpléctica, por lo cual es necesario incorporar
condiciones de gauge mediante multiplicadores de Lagrange adicionales en la densidad Lagrangiana,
dando lugar a un nuevo proceso iterativo N + 1, en el que la variable simpléctica se amplia una vez
mas. Para este paso, el potencial simpléctico se obtiene a partir de la siguiente expresién

HN+L) — 24(N)

(4.36)

Condicion de gauge '
. . o N+1

Una vez implementada la condicién de gauge, la matriz simpléctica resultante, Mg B+ ) se vuelve

regular, es decir, admite una inversa bien definida, la cual se calcula considerando la siguiente ecuacién

funcional

-1
/ B (x,2) [MCB(N +1>} (z,y) = 055% (x — ). (4.37)
Finalmente, los elementos de la matriz simpléctica inversa permiten definir los corchetes generalizados

de la teoria .
B (s, y) = {0, 6V ) } (4.38)

los cuales contienen toda la informacién dindmica la teoria y coinciden con los corchetes de Dirac en
el tratamiento candnico de sistemas con ligaduras.



Capitulo 5

Modelo de Christ-Lee

En 1980, Norman H. Christ y Tsung-Dao Lee propusieron un modelo mecénico no relativista, el cual
ilustra en un contexto simple la aparicion de simetrias gauge en sistemas con un nimero finito de
grados de libertad [18]]. El modelo describe el movimiento de una particula puntual sometida a un
potencial central acoplada a una variable auxiliar que mediante un término que completa el cuadrado
en el Lagrangiano, garantiza la invariancia gauge y su estructura es formalmente similar a la de una
particula cargada bajo la influencia de un campo magnético externo.

Este capitulo se dedica a la aplicacion del formalismo de Faddeev-Jackiw en el andlisis de este sistema
singular, con el objetivo de caracterizar su estructura de ligaduras y su dindmica. Para ello se toma
como punto de partida el Lagrangiano que describe la dindmica del modelo de Christ-Lee en el sistema
de coordenadas cartesianas [11]], el cual se expresa de la siguiente manera
1,9 5 . . L oio 2 2 2

in( —|—y)—z(:cy—ya:)+§z (22 4+y*) =V (=" +y7), (5.1)
donde x e y representan las variables dindmicas del sistema &y y corresponden a sus respectivas
velocidades, mientras que z es una variable auxiliar sin dindmica propia.

El punto de partida del formalismo de Faddeev-Jackiw consiste en expresar el Lagrangiano de la
ecuacion (5.1)) de manera que dependa linealmente de las velocidades, lo que se consigue mediante el
Lagrangiano canénico el cual esﬂ

. ! 1
Lo = pai + pyiy — 5193; — 51)3 — z(pyx —poy) — V (2® + %) . (5.2)

A partir de este Lagrangiano candnico, con el propdsito de definir el Lagrangiano de primer orden, se
define el potencial simpléctico del sistema como

1 1
HO = ipi + 5193 + 2 (pyr = poy) +V (2" +97), (5-3)

dicho lo anterior, el Lagrangiano de primer orden adopta la siguiente forma

LO =p,i+py— HO. (5.4)

"Las variables dindmicas dependen explicitamente del tiempo, es decir, z = x (t), y = y (¢).
?Los célculos de la linealizacién del Lagrangiano se encuentran en el apéndice

11
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En este punto, se introduce la variable simpléctica, la cual permite definir el espacio de fase asociado
al sistema, dicha variable estd compuesta por las siguientes componentes

€0 = (2,92, y, 1y, 2) - (5.5)

Una vez definida la variable simpléctica, se procede a construir la matriz simpléctica mediante la
expresion

o) _ 8‘1;'0) aago)
L (5.6)
oc® e

? J

Con el objetivo de conseguir identificar a(.o), el Lagrangiano de primer orden de la ecuacion (5.4)) se

J
expresa en la forma general
O — %(0) (€) 51(0) — HO (g). (5.7)

Mediante la definicién dada en la ecuacién (5.5)) se consigue identificar lo siguiente
€0 sz, 0 spe, 0oy gD op, €92 (5.8)
ahora, al realizar la comparativa entre las ecuaciones (5.7) y (5.4) se deduce

W® > pyy

Pz z

=0, a’ —p, a >0, a9 —o0. (5.9)

Tras haber realizado las correspondientes identificaciones tanto de las componentes de la variable
simpléctica como de los elementos de la uno forma candnica, utilizando las ecuaciones (5.8) y (5.9)
en la definicion dada en (5.6), se calculan los elementos de la matriz simpléctica considerando que
es una cantidad antisimétrica, la anterior particularidad permite concluir que los elementos sobre la

diagonal principal son cero, mientras que los que se encuentran por fuera de ésta, deberdn satisfacer
(0) _  £(0) e 3
que f; ;= f i » de manera que la matriz simpléctica resulta ser
T Pz Y Py Z
z |0 -1 0 0
1 0 O 0
o= (5.10)
y|0 0 0 -1 0
py |0 0 1 0
z|10 0 0 0 O

. . N (0) . .
De manera inmediata se observa que la matriz simpléctica f;; de la ecuaci6n (5.10) es singular, en
consecuencia, existe al menos un modo cero, el cual en su forma més general se puede escribir como

Vi(o>£<y£o) A0 000 ) (5.11)

para el caso particular de la matriz simpléctica de la ecuacién (5.10), el modo cero correspondiente es

vi(o):<0 000 9 ) (5.12)

3El cilculo de los elementos de la matriz simpléctica fi(;)) se encuentra en el apéndice
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0 oo . . .
donde el elemento ug ) es una constante arbitraria; la existencia del modo cero de la ecuacién (5.12))

en el sistema, dentro del formalismo simpléctico conduce directamente a la aparicidon de una ligadura
en el sistema, la cual esta dadal'
QO = pyz — poy = 0. (5.13)

Al surgir esta ligadura, resulta necesario incorporarla en el sector canénico del Lagrangiano. Para
ello, existen dos posibilidades formales, afiadir un término del tipo AQO©) 6 bien XQ(O), donde )\ actda
como multiplicador de Lagrange, cabe destacar que, dentro del formalismo de Faddeev-Jackiw, es mas
conveniente introducir la ligadura mediante la segunda opcidn, ya que permite preservar la estructura
simpléctica del sistema. De este modo, se obtiene el Lagrangiano correspondiente al primer proceso
de iteracidn, el cual se expresa como

LY = pui + py§ + (pyz — pay) A — HY, (5.14)

donde el potencial simpléctico asociado al primer proceso de iteracién de la ecuacion (5.14)) esE]

1 1
1 2 2 2 2
H<>:§pm+§py+v(x +47). (5.15)
La inclusién explicita de la ligadura en el Lagrangiano modifica la estructura del espacio de fase del
sistema y en consecuencia se hace necesaria la definicién de una nueva variable simpléctica cuyas
componentes reflejen esta modificacién, en este sentido, la variable simpléctica del primer proceso de
iteracion queda definida como

¢ = (2,02, 9, Py, A) - (5.16)

Teniendo las nuevas componentes definidas en la variable simpléctica de la ecuacién (5.16), ahora, la
matriz simpléctica del primer proceso de iteracidn del formalismo se construye a partir de la siguiente
expresion
1
0 _ 0" el

[ = OREPWER (5.17)
ocl) el
una vez mas, con el objetivo de conseguir identificar a§1), el nuevo Lagrangiano de la ecuacion (5.14)
se debe expresar de la siguiente forma

LW =a (€& = HO (¢). (5.18)
A partir de la definicién dada en la ecuacién (5.16) se logra identificar las siguientes equivalencias
1
6D sz, €D wpy, €Dy, €D ap, €V (5.19)
seguidamente, mediante la comparacion entre las ecuaciones (5.18) y (5.14), se obtienen de manera
directa las componentes de la uno forma candnica asociada al primer proceso de iteracion, las cuales

estan dadas por

aél) — Pz, az(i) -0, agl) — Dy, a}%) — 0, af\l) - (pyx B pxy) : (5.20)

*El cdlculo de la ligadura Q%) se encuentra en el apéndice
5La obtenci6n del potencial simpléctico H (M se muestra en el apéndice
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Una vez realizadas las identificaciones tanto de las componentes de la variable simpléctica como de los
elementos de la uno forma del primer proceso de iteracién del método, utilizando las ecuaciones (3.19)
y en la definicién dada para el célculo de la matriz simpléctica, ecuacién (5.17), se calculan sus
correspondientes elementos sin omitir que esta es una cantidad antisimétrica, de esta manera, resultzﬁ

T px Y Py A
T 0O -1 0 O Dy
fo = | e 10 0 0 -y (5.21)
y| 0 0 0 -1 —p,
p,| 0O 0 1 0 =z
A Py Y Dz —X 0

Una vez calculada la matriz simpléctica, se debe verificar si existe un modo cero no trivial asociado a
esta matriz, para lo cual se propone el siguiente vector de componentes arbitrarias

V= () A ) D). 52

el cual para el caso de la matriz simpléctica de la ecuacién (5.21)) toma la siguiente formd{’|

1/1-(1) = Ug\l) ( Yy py —x —pr 1 ), (5.23)

donde V)(\l) es una constante arbitraria. La existencia de este vector no nulo indica que la matriz
simpléctica es singular; en consecuencia, resulta necesario analizar si dicho modo cero da lugar a
ligaduras adicionales en la teorfa. Sin embargo, es posible mostrar que no resultan nuevas ligadurasEI
este hecho constituye un indicio directo, proporcionado por el método de Faddeev-Jackiw, de que el
modelo de Christ-Lee presenta invariancia gauge.

Una vez identificada la invariancia gauge del modelo objeto de estudio, la ausencia de nuevas liga-
duras impide la regularizacién de la matriz simpléctica al mismo tiempo que no permite la obtencién
de los corchetes entre las variables dindmicas. Para resolver este inconveniente, resulta necesaria la
incorporacién de una condicion de gauge, la cual rompe la simetria gauge de la teoria y elimina las
variables no fisicas del sistema, la condicién a utilizar es la siguiente [2]]

b — carctan <g> =0, (5.24)

x
donde by c son constantes diferentes de cero. La condicién de gauge introducida en (5.24)) en el marco
del formalismo de Faddeev-Jackiw debe incorporarse mediante un multiplicador de Lagrange p al

Lagrangiano del primer proceso de iteracion, ecuacion (5.14), con lo cual se consigue el Lagrangiano
del segundo proceso iterativo del método, dicho esto la expresion resultante es

L® = Do + Pyy + (py:B — PzY) A+ [b — carctan (%)} p— H(2)> (5.25)

®El cilculo de los elementos de la matriz simpléctica fi(jl) se encuentra en el apéndice
"La obtencién de las componentes del vector I/i(l) se encuentra en el apéndice

8La demostracion de la no obtencién de una nueva ligadura en la teorfa se encuentra en el apéndice
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donde el nuevo potencial simpléctico correspondiente al segundo proceso de iteracion se obtiene a par-
tir de evaluar la condicién de gauge en el potencial simpléctico del proceso iterativo inmediatamente
anterior, es decir en la ecuacién (5.15) Elresultando

1 1
H® = §p§ + §p§ +V (22 + 7). (5.26)
Al haber considerado la condicién de gauge dentro del Lagrangiano del sistema, la variable simpléctica
debe incluir la modificacién hecha sobre el espacio de fase, de ahi que se proceda a definir una nueva
variable la cual posee las siguientes componentes

£3 = (2,02, 9,0y, M\, p) (5.27)

seguidamente, la matriz simpléctica teniendo en cuenta la definicién de nueva variable simpléctica,
ahora se construye de la siguiente manera

o _ 007 0a?
i (5.28)
9e? e

? J

ahora, con el objetivo de conseguir identificar a§2) el Lagrangiano del segundo proceso de iteracion de

la ecuacién (5.25) se debe expresar de la forma
L® =a® (€& - H® (¢). (5.29)

De la definicién hecha en la ecuacién (5.27) de manera sencilla se identifica las siguientes equivalen-
cias
2
eD s, €D wp,, Py, P ap, €0 oN P up (530)
ademas, mediante la comparativa entre las ecuaciones (5.29) y (5.25) se consigue reconocer

— 0, al(f) — Dy, ag) — 0, ag\2) — (pyr — p2y) ,

af) — [b — carctan (%)] .

af(b2) — px 9 a1(72)

T

(5.31)

Tras haber identificado las componentes de la variable simpléctica asi como también de los elemen-
tos de la uno forma canénica del segundo proceso de iteracién del formalismo, haciendo uso de las
ecuaciones (5.30) y (5.31)) en la definicién dada en la ecuacién (5.28) se calcula las componentes de
la matriz simpléctica, de forma qu

x P Y Dy A p

z 0o -1 0 0 p @

pe| 1 o 0 0 -y 0
=Ly 0 0 0 -1 —p -2, | (5.32)

Dy 0 0 1 0 T 0

A —py Y P -z 0 0

ks 0 S 00 0

%La obtenci6n del potencial simpléctico H () se muestra en el apéndice
19E] calculo de los elementos de la matriz simpléctica fi(j2> se encuentra en el apéndice
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Finalmente, una vez construida la matriz simpléctica, el formalismo de Faddeev-Jackiw aplicado a
teorias gauge establece que, al resultar dicha matriz regular, los corchetes generalizados entre las
variables dindmicas se obtienen directamente a partir de los elementos de su matriz inversa. Al llevar
a cabo este procedimiento, se obtiene que la matriz inversa correspondiente es

{}| = Pa y Py A p

? zy _y
z | 0 A 0 = 0 c
_a? 0 __my TPy —YPx y Py

) Pz 22 e e S 221 y? c

2\ " _ T 2
) = vl 0w 0 s 0 = | 63

_xy _TPy—Yps 42 0 __=z Pz

Py ey T2 y2 Ry 224 y? c

Y _ _z _1

)\ 0 $2+y2 0 $2+y2 0 c

Y by _z _ bz 1
p & C (& C (& 0

directamente a partir de la matriz presentada en la ecuacion (5.33)) se logra identificar los corchetes
generalizados de interés los cuales son

2) ¢(2) x’
= {&,ps , 534
{62} =trm)= 57 (5.34)
y
{5&2),51()3)} = {Jf’py} $2 + y2) (535)
y
{6269} =y} =~ il (5.36)
TPy — YDu
{57(;3)’51()3)} = {pxapy} = #f =0, (5.37)
2
2 21 . Y
{55 ),ﬁéy)} ={vnt= (5.38)

Estos resultados se encuentran en concordancia con los provenientes del tratamiento estdndar de Dirac
[2L3].



Capitulo 6

Teoria electromagnética de Maxwell

La teoria electromagnética desarrollada por James Clerk Maxwell en el siglo XIX unifica los fendme-
nos eléctricos y magnéticos en un conjunto de ecuaciones diferenciales, las cuales describen tanto la
dindmica como la propagacién de estas interacciones. En la formulacién original, la teoria se expresa
en términos de los campos eléctrico y magnético, ademds de sus relaciones con las fuentes de carga
y corriente. En el marco relativista, esta se interpreta como una teoria gauge abeliana en la cual la
formulacién Lagrangiana introduce el vector potencial A,,, a partir del cual se define el tensor de in-
tensidad del campo electromagnético F},,,. Una caracteristica importante de la teoria es su invariancia
gauge, la cual restringe los grados de libertad fisicos del sistema y permite interpretar, en el contexto
cudntico, al campo electromagnético como la descripcién de particulas sin masa y de espin uno, los
fotones, que actian como mediadores de la interaccion electromagnética [19].

Este capitulo se centra en el estudio de la teoria electromagnética de Maxwell mediante la formulacion
simpléctica de Faddeev-Jackiw, con el propdsito de caracterizar su estructura dindmica, identificar las
simetrias gauge presentes en la teorfa y los campos fisicos. En el contexto de la teorfa de campos, la
presencia de un nimero infinito de grados de libertad conduce de manera natural a la introduccién de
una densidad Lagrangiana, que en el caso del electromagnetismo clasico, la dindmica del campo estd
descrita por una densidad Lagrangiana singular que depende del potencial electromagnético y de sus
derivadas espacio-temporales, y cuya estructura refleja el caricter gauge de la teoria.

Por lo anterior, el andlisis se inicia a partir de la densidad Lagrangiana que describe la teoria de
Maxwell en el VaCfOEI la cual, trabajando en unidades naturales, se expresa como
1

L= —ZFWF‘”’, (6.1
esta densidad puede reescribirse de manera equivalente en una forma de primer orden, lineal en las
derivadas temporales del campoE] condicién fundamental para la formulacién simpléctica, resultando

L1 A 1

L=AI" - 51—[11—[1 + Ap (8ZHZ) — ZFZJE] (6.2)

Esta forma permite identificar de manera inmediata la estructura caracteristica del formalismo de
Faddeev-Jackiw, en la cual la densidad Lagrangiana se escribe como una combinacién de un término

'A lo largo de este capitulo se emplea la métrica de Minkowski 7, = diag (1, —1, —1, —1).
2El cilculo explicito de la linealizacién de la densidad Lagrangiana de Maxwell se encuentra en el apéndice
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18 CAPITULO 6. TEORIA ELECTROMAGNETICA DE MAXWELL

cinético de primer orden y un potencial simpléctico, es decir que de manera compacta puede expre-
sarse como

£O = 4,11t — 7O, (6.3)
en esta expresion, de manera inmediata se logra identificar al comparar las ecuaciones (6.2) y (6.3)

que el potencial simpléctico inicial corresponde a

1 . . ) 1
”H(O) = 51_[@1_[1 — Ag (@'Hl) + ZFZJFZJ (6.4)

Con el prop6sito de construir la estructura simpléctica del sistema, se introduce la variable simpléctica
correspondiente al proceso inicial, la cual posee las siguientes componentes

€0 = (4,11, Ag) . (6.5)
De esta ultima expresion se identifican de forma inmediata las siguientes equivalencias
&0 A, € -1, ) - A, (6.6)
A partir de la expresion de la densidad Lagrangiana de primer orden, ecuacion (6.3)), es posible iden-
tificar directamente los elementos de la uno forma de manera que se obtiene
Y -1, K o0, kY o (6.7)
Estos coeficientes permiten determinar de manera sistemdtica los elementos de la matriz simpléctica
inicial, la cual se define de la siguiente manera
0 0
KR (y)  OKY (%)
0 0 :
6y () ogy) ()

Teniendo en cuenta que la matriz simpléctica satisface, por definicion, la propiedad de antisimetria
se puede extraer de manera directa informacién de sus entradas sin necesidad de un célculo explicito.
Una vez determinadas dichas componentes mediante esta propiedad y calculados de forma explicita
los elementos restantes, la matriz simpléctica resultante adopta la siguiente formeﬂ

M () (©8)

A, T A
A 0 =5 0
| 0 0
Ag| O 0 0

MO (x,y) = P (x—y). (6.9)

De manera inmediata se observa que la matriz simpléctica obtenida es singular, en particular esta
presenta un modo cero asociado a un autovalor nulo el cual se escribe asi

A0 = (0 0 40 (x)), (6.10)

donde 7(©) es una funcién arbitraria. La existencia de este modo cero en la teorfa, dentro del marco de
analisis del formalismo simpléctico, sefiala la presencia de una ligadura, la cual viene dada porﬂ

0O = 9,11 = 0. 6.11)

*El célculo explicito de los elementos de la matriz simpléctica M 01)3 (x,y) se presenta en el apéndice
“La obtencién de la ligadura Q2 se encuentra en el apéndice



19

Esta ligadura Lagrangiana debe incorporarse a la formulacién dindmica con el fin de restringir el
espacio de fase a las configuraciones fisicas. En el formalismo de Faddeev-Jackiw, la inclusién de
las ligaduras se realiza directamente a nivel de la densidad Lagrangiana al adicionarlas en el sector
candénico mediante un multiplicador de Lagrange A, en esta formulacion resulta conveniente introducir
la ligadura a través de la derivada temporal del multiplicador, es decir M) dado que de esta manera
se puede preservar la estructura de primer orden de la densidad Lagrangiana. De este modo, la densidad
Lagrangiana del primer proceso de iteracién del método resulta ser

£ — AiHi + )@Hi _ 7—[(1), (6.12)

donde el potencial simpléctico asociado al primer proceso de iteracion presente en la densidad La-
grangiana de la ecuacion (6.12)) esﬂ

HD) — 11‘[%'1‘[%' + 1

-2 Py (6.13)

El hecho de haber incorporado la ligadura en la densidad Lagrangiana tiene como consecuencia directa
la modificacién del espacio de fase de la teoria, es debido a esto que resulta necesario definir una nueva
variable simpléctica en la cual se evidencie este cambio, esta nueva variable es propia del primer
proceso de iteracién del método, dicho esto se tiene

¢ = (A;, T, )) . (6.14)
Seguidamente, al considerar la expresion anterior, es posible identificar las siguientes equivalencias
e = A, ) -, ) = (6.15)

A partir de la densidad Lagrangiana del primer proceso de iteracion presentado en la ecuacion (6.12)),
se logra identificar de forma inmediata los elementos de la uno forma de este proceso iterativo, con lo
cual

K'Y s, k) o, K- aIr, (6.16)

7
Las anteriores equivalencias permiten determinar cada uno de los elementos de la matriz simpléctica
del primer proceso de iteracién mediante el uso de la siguiente expresion

SK sK (U (x
MY (x,y) = L8 (v) oK, () 6.17)

oV x) oW (y)

Una vez mads, al considerar las implicaciones que tiene la propiedad de antisimetria de esta matriz y
tras realizar el cdlculo de los elementos restantes, la matriz simpléctica resultante toma la siguiente
formaE]

A, WA
A 0 =5 0
I 17§ 0 —0f
Ao —or 0

Mj(éllg (x,y) = 53 (x—y). (6.18)

3La obtencién del potencial simpléctico H® se muestra en el apéndice
®El cilculo explicito de los elementos de la matriz simpléctica Mglg (x,y) se presenta en el apéndice
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En este punto, con el propdsito de analizar la existencia de un modo cero no trivial, se propone el
siguiente vector de componentes arbitrarias, cuya forma general esta dada por

JAW) — ( oV (x) Y (x) A (x) ) , (6.19)

El cual, para el caso especifico de la matriz presentada en la ecuacién (6.18), adopta la siguiente
formd’]
A — (07 (x) 0 4D (x)), (6.20)

donde (M) (x) es una funcién arbitraria. La presencia de un modo cero no trivial implica que la ma-
triz simpléctica Mé%(x, y) sea singular, por lo que resulta necesario analizar la posible aparicion de
nuevas ligaduras en la teorfa. Sin embargo, es posible mostrar que no se obtiene una ligadura adicio-
nalﬂ este resultado constituye una sefial caracteristica del método de Faddeev-Jackiw que indica que
la teoria electromagnética de Maxwell es una teoria invariante de gauge.

En consecuencia, la matriz simpléctica asociada al primer proceso de iteracién permanece singular.
La persistencia de la singularidad refleja que la naturaleza gauge de la teoria ain estd presente. Para
resolver esta dificultad, se hace necesaria la incorporacién de una condicién de gauge. En este trabajo
se adopta el gauge de Coulomb, el cual esta dado por [10]

9;A; = 0. 6.21)

La condicién de gauge en el formalismo simpléctico debe incorporarse mediante un multiplicador de
Lagrange ¢ a la densidad Lagrangiana del primer proceso de iteracién del método, mostrada en la
ecuacion (6.12)), lo cual genera la expresion correspondiente al segundo proceso iterativo, la cual es

L = AT+ AT + 0, A; — H®P), (6.22)

donde el potencial simpléctico que corresponde al segundo proceso iterativo que se presenta en la
ecuacion (6.22)) tiene la siguiente formeﬁ

1
4
La inclusién del gauge de Coulomb en la densidad Lagrangiana de la teoria implica una modifica-
cibén en el espacio de fase, es debido a esto que resulta necesaria la definicién de una nueva variable

simpléctica para el segundo proceso de iteracion, en esta variable se evidencia el cambio mencionado
anteriormente, por ende

1 LT

€@ = (4,11, ), ). (6.24)

A continuacion, teniendo en cuenta la definicién previa, se pueden identificar las siguientes equiva-
lencias ‘
ST TN S | RS G W) (6.25)

Ahora, a partir de la densidad Lagrangiana de la ecuacién (6.22)) se consigue identificar de forma
sencilla los elementos de la uno forma, los cuales son

S T ©26)

%

7La obtencién de las componentes del vector v} se encuentra en el apéndice

8La demostracién de la no obtencién de una nueva ligadura en la teorfa se presenta en el apéndice
°La obtencién del potencial simpléctico H® se muestra en el apéndice
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Estas equivalencias permiten determinar cada uno de los elementos que pertenecen a la matriz simplécti-
ca del segundo proceso iterativo, haciendo uso de la siguiente ecuacion

SKP y SKP (x
M) (xy) = 5 &) _ 5 &) (6.27)
66,4 (%) 65 (y)
En consecuencia, la matriz simpléctica correspondiente a este proceso iterativo estd dada po
Aj Hj A (2
Al 0 - 0 =OF
Mﬁ xy)=| | 7} 0 -0 0 B x—-y). (6.28)
A 0 =97y 0 0
e | =07 0 0 0

Finalmente, una vez que se ha obtenido la matriz simpléctica regular, el formalismo de Faddeev-
Jackiw, aplicado a teorias invariantes de gauge, indica que los corchetes generalizados que involucran
las variables dindmicas de la teoria se obtienen a partir de los elementos que conforman la inversa de
dicha matriz. Tras haber realizado este procedimientom se obtiene el siguiente resultado

{,} Aj v A o
(MOED] T y) = | —(@—%) 0 e 0

A 0 _d% (.

@ —a?—faf 0 ﬁ 0

B (x—y).

(6.29)

De la anterior matriz, se logra identificar los corchetes generalizados de interés [[10]], los cuales son

consistentes con los resultandos que se derivan del método de Dirac [4}5]]
{600,600} = {4 0. 4,3} =0,
{66060 0} = {40017 () = (o afaf“) - y),
{e 0.8 )} = {1 o). TV ()} = 0.

0] célculo explicito de los elementos de la matriz simpléctica Mfg (x,y) se presenta en el apéndice
La obtencidn explicita de la matriz simpléctica inversa se presenta en el apéndice

(6.30)
(6.31)

(6.32)



Capitulo 7

Teoria de Chern-Simons abeliana pura

La teoria de Chern-Simons abeliana pura constituye una teoria gauge definida en (2 + 1) dimensiones
espacio-temporales, que presenta propiedades distintas a las convencionales en (3 + 1) dimensiones.
Su formulacién se basa en la construccién de una accidn a partir de un término topolégico que depen-
de tnicamente del vector potencial A, y de sus derivadas, sin recurrir al término cinético cuadrético
tipico de la teorfa de Maxwell. Cuando este término constituye la totalidad de la accién del campo, se
habla propiamente de teoria de Chern-Simons pura [20]. Una propiedad de gran relevancia que posee
esta teoria es que su densidad Lagrangiana depende linealmente de las derivadas espacio-temporales
del campo, es decir, posee una estructura de primer orden, a su vez esto implica que la formulacién
del modelo ya se encuentra, de manera natural, en una forma cercana a la estructura simpléctica.

En este capitulo se aborda la teoria de Chern-Simons abeliana pura mediante la formulacién simplécti-
ca de Faddeev-Jackiw, con el propdsito de describir el modelo a partir de su estructura simpléctica e
identificar las propiedades topoldgicas que lo caracterizan. Dado que la densidad Lagrangiana es sin-
gular y de primer orden en las derivadas temporales, el formalismo simpléctico se presenta como un
medio natural para su tratamiento, dado que permite construir la matriz simpléctica del sistema y ana-
lizar de manera sistematica las ligaduras y simetrias gauge involucradas.

La formulacion simpléctica de esta teorfa, inicia a partir de la densidad Lagrangiana de Chern-Simons
pura, la cual se expresa de la siguiente manereﬂ

L= ieﬂ”ﬂ (0,4,) A,, (7.1)

donde « se conoce como constante de acoplamiento adimensional y e#*? es el simbolo de Levi-Civita.
Esta densidad Lagrangiana, inicialmente con dependencia lineal en las derivadas espacio-temporales,
se puede reescribir de manera equivalente en una forma de primer orden en derivadas temporalesE] es
decir P .
L= 762]141,14]. + —e¥ (alAj) Ap. (7.2)
A7 2

La expresion anterior permite identificar de forma inmediata la estructura particular que posee el
formalismo simpléctico, en la cual la densidad Lagrangiana se escribe como una combinacién de

"En todo este capitulo se utilizar4 la métrica de Minkowski 7,,, = diag (1, —1, —1).
’La descomposicién espacio-temporal y estructura simpléctica de la densidad Lagrangiana de Chern-Simons se presenta

en el apéndice
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un termino cinético de primer orden, ademds de un potencial simpléctico, al tener en cuenta esta
consideracion, la densidad Lagrangiana de la teoria de Chern-Simons en la forma compacta se expresa
asi

£0) — fgijAin _ 34(0) (7.3)
s

Al realizar la comparativa entre las ecuaciones (7.2)) y (7.3) es posible identificar de manera inmediata
que el potencial simpléctico corresponde a la siguiente expresion

K .

HO = — e (9:47) Ao, (7.4)

Seguidamente, y con el propdsito de consolidar la estructura simpléctica de la teoria, se introduce la
variable simpléctica del proceso inicial, la cual se expresa de la siguiente manera

€0 = (4, Ap). (7.5)

Directamente de la dltima expresion, es posible obtener las siguientes equivalencias, las cuales identi-
fican de forma explicita las componentes de esta variable simpléctica, es decir

e = 4, € — 4. (7.6)

Ahora, a partir de la densidad Lagrangiana de la ecuacién ([7.3)), se consigue identificar los elementos
de la uno forma, los cuales son

K - %aimj, Ky —o. (1.7)

A continuacion, al hacer uso de las equivalencias previas, se procede con el cdlculo de cada uno de los
elementos que componen la matriz simpléctica inicial, haciendo uso de la siguiente expresion

KR (v) OKY (x)
6 (%) 6ey) (y)

Para ello, se realiza el célculo de los respectivos elementos mediante los cuales se determina que la
matriz simpléctica resultante tiene la siguiente forma

M (x,y) = 78

A A
M xy)=| A |—£ei 0 |[P2(x-y). (7.9)
A 0 0

De forma inmediata es posible identificar que la matriz simpléctica resultante es singular ademas, en
particular, esta presenta un modo cero asociado a un autovalor nulo dado por

VA0 = (0 O (x) ), (7.10)

donde 5 (x) es una funcién arbitraria. La existencia de este modo cero en la teorfa es un indicativo
de la aparicién de una ligadura, la cual tiene la siguiente formeﬂ

K i
0O = 2759 (9;A;) = 0. (7.11)

™

*El célculo explicito de los elementos de la matriz simpléctica M 01)3 (x,y) se presenta en el apéndice
“La obtencién de la ligadura Q2 se encuentra en el apéndice
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Esta ligadura debe incorporarse a la formulacién dindmica con el fin de restringir el espacio de fase
a las configuraciones fisicas. En la formulacién simpléctica, la inclusién de las ligaduras se realiza
directamente a nivel de la densidad Lagrangiana de la teoria al adicionarlas en el sector canénico
mediante un multiplicador de Lagrange A, con el propdsito de mantener la estructura de primer orden
en las derivadas temporales, resulta conveniente introducir la ligadura de la siguiente manera A,
De este modo, la densidad Lagrangiana del primer proceso de iteraciéon del método resulta ser

£ — ﬁgia‘Ain + %gij (0:45) X, (7.12)

de forma inmediata, es evidente que en la densidad Lagrangiana anterior, no estd presente el potencial
simpléctico asociado al primer proceso de iteracién del método, esto se debe a la naturaleza propia de
la teoria de Chern-Simons abeliana pura, es posible mostrar que el potencial simpléctico se anula por
completoE] por lo tanto

HD = 0. (7.13)

Como consecuencia directa de la incorporacion de la ligadura en la densidad Lagrangiana, la modifi-
cacion del espacio de fase de la teoria requiere definir una nueva variable simpléctica en la cual se vea
plasmada de forma clara dicha variacién. Entonces, la variable simpléctica asociada al primer proceso
de iteracién del método es

€W = (4;,N). (7.14)

En esta instancia, directamente de la definicidn previa, es posible identificar las siguientes equivalen-
cias

e A, €V o (7.15)

A partir de la densidad Lagrangiana del primer proceso de iteraciéon mostrada en la ecuacién (7.12)),
de forma sencilla se puede reconocer las siguientes equivalencias sobre los elementos de la uno forma
de esta iteracion, es decir

KAi — EswAj’ K/\ — g&‘” (&AJ) . (7.16)
Posteriormente, utilizando las definiciones anteriores, se procede a calcular los elementos que confor-
man la matriz simpléctica del primer proceso iterativo, esto se consigue mediante la siguiente defini-
cién
1 1
0K (v) 0K (%)
- 1 1 ’
5y (%) 0gh) (v)

Tras calcular los elementos de la matriz simpléctica del primer proceso de iteraciénﬁ resulta la si-
guiente expresion

M (xy) 717

4 A
MU bey) = g | A | —ed Fop | 0% (x—y). @.18)
x| ekar o

3La demostracién respecto a la anulacién del potencial simpléctico H se muestra en el apéndice
®El cilculo explicito de los elementos de la matriz simpléctica Mglg (x,y) se presenta en el apéndice
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Seguidamente, con el objetivo de determinar la existencia del modo cero no trivial, se propone el
siguiente vector en su forma mas general posible

LA — ( o (x) BD (x) ) (7.19)

Es posible mostrar que para el caso particular de la matriz presente en la ecuacién (7.18)), el autovector
adopta la siguiente estructureﬂ

AL — ( 8;”5(1) (x) s (x) ) 7 (7.20)

donde S() (x) es una funcién arbitraria. La existencia del modo cero no trivial permite afirmar que
la matriz simpléctica Mi% (x,y) es singular. De acuerdo con la formulacién simpléctica, esta singu-
laridad sugiere la posible aparicién de una ligadura adicional en la teoria, no obstante, se verifica de
manera inmediata que dicha ligadura no surge. Esto se debe a que el potencial simpléctico correspon-
diente al primer proceso de iteracion se anula completamente, como se mostré en la ecuacién (7.13),
en consecuencia, se obtiene directamente que QM) = 0. Este resultado, a su vez, indica también que

la teoria de Chern-Simons abeliana pura es una teoria invariante de gauge.

En consecuencia, la matriz simpléctica del primer proceso de iteraciéon mantiene su singularidad,
lo cual indica que la naturaleza gauge de la teoria sigue estando presente. Ante este hecho, resulta
necesaria la incorporacién de una condicién de gauge. En este trabajo se elige el gauge de Coulomb,
el cual esta dado por [[12]]

0;A; = 0. (7.21)

La condicién de gauge en el formalismo simpléctico se debe incorporar mediante un multiplicador
de Lagrange ¢ a la densidad Lagrangiana del primer proceso de iteracién del método, mostrada en la
ecuacion (7.12). Esto permite obtener la densidad Lagrangiana del segundo proceso de iteracion, la
cual se muestra en la siguiente expresion

,C(Q) = %EijAin + %Eij (8“4]) /\ + % (81A2) o. (7.22)

Un hecho a destacar es que la condicion de gauge de Coulomb se incorpora con el mismo coeficien-
te (%) que posee la ligadura Q) a fin de mantener la homogeneidad en la estructura simpléctica.
En este punto se evidencia nuevamente la ausencia del potencial simpléctico en la densidad Lagran-
giana. Esto se debe a que, al haberse anulado el potencial simpléctico en el paso iterativo anterior,
dicha anulacién se transmite directamente al presente proceso, dando como resultado que el potencial
simpléctico continde siendo idénticamente nulo.

La inclusién del gauge de Coulomb en la densidad Lagrangiana de la teoria implica una modificacién
en el espacio de fase, por ende, resulta necesaria la definicién de una nueva variable simpléctica para
este proceso iterativo que evidencie el cambio mencionado anteriormente, con lo cual

£ = (4, 9). (7.23)

Seguidamente, teniendo en cuenta la definicidn previa, se pueden identificar las siguientes equivalen-
cias
2 2
ST TS S W C ) (7.24)

"La obtencién de las componentes del vector vAM ge encuentra en el apéndice
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Ahora, a partir de la densidad Lagrangiana de la ecuacion (7.22) se consigue identificar de forma
sencilla los elementos de la uno forma, los cuales estan dados por

K® o 2dig, KP - 5o @4y), KD = o (0i4).

7.25
Ai 4 (7.25)

Estas equivalencias permiten determinar cada uno de los elementos que pertenecen a la matriz simplécti-

ca del segundo proceso iterativo, haciendo uso de la siguiente ecuacién
(2) (2)

0Ky (y) 0K’ (x)

M (xy) = _ .
An V) = S T D ()

(7.26)

De manera que tras haber determinado los elementos que componen la respectiva matriz simpléctica,ﬂ
esta adopta la siguiente forma

‘ Aj A @
Ay | —cii gikge  _pr
M (x,y):2i ;x & % ol (x—y). (7.27)
T A |etor o 0

o | =0 0 0

Finalmente, una vez que se ha obtenido la matriz simpléctica regular, la formulacién simpléctica
para teorias invariantes de gauge, indica que los corchetes generalizados que involucran las variables
dindmicas de la teoria se obtienen a partir de los elementos que conforman la inversa de dicha matriz.
Tras haber realizado este procedimientoﬂ se obtiene el siguiente resultado

{,} Aj )\ %)
z T 8,:585.’3 ik Pors 57
CB(2 J OO OF O oro or0 2
[M ( )] (ij):iﬁ zk laz % 7O zlz 5 (x—y).
J k _
A = ooy 0 o
o7 .
_ J
7 o of o 0
(7.28)

De la matriz previa, se logra identificar que el corchete generalizado de interés corresponde a

(el 00.€8)

_27T

OR9F

O

G

)} = 1400 4y (90} = 2 (o = ek + e

) S (x—y). (129

Este resultado es consistente con lo reportado mediante otros enfoques, como el método de Dirac y la
formulacion de Hamilton-Jacobi [6}/13]].

8El cilculo explicito de los elementos de la matriz simpléctica Mfg (x,y) se presenta en el apéndice
%La obtencién explicita de la matriz simpléctica inversa se presenta en el apéndice



Capitulo 8

Teoria de Maxwell-Chern-Simons

La teoria de Maxwell-Chern-Simons corresponde a una teoria gauge definida en (2 + 1) dimensiones
espacio-temporales, la construcciéon de su densidad Lagrangiana se realiza a partir del acoplamiento
de las densidades Lagrangianas de Maxwell y Chern-Simons, es esta dltima la que provee una masa
topoldgica para el campo gauge [12,[20]]. Algunas de las propiedades que posee la densidad Lagran-
giana de esta teoria son su singularidad y su invariancia gauge. Este capitulo se dedica al anlisis de
la teoria de Maxwell-Chern-Simons bajo la formulacién simpléctica de Faddeev-Jackiw con el fin de
evidenciar el efecto de los términos topolégicos en su descripcion.

Como punto de partida de la formulacion simpléctica, se toma la densidad Lagrangiana de la teoria de
Maxwell-Chern-Simons, la cual se muestra a continuaciélﬂ

1
L= —Fu P+ = (9,A,) Ay, 8.1)

es posible reescribir esta densidad Lagrangiana en una expresion equivalente, la cual posea depen-
dencia lineal respecto a las derivadas temporales del campoE] la cual es una condicién necesaria para
llevar a cabo la formulacién simpléctica. Dicho esto, la expresion correspondiente es

2

L= A1l — —II'IT* + (8,‘1_12 + ié‘”&‘Aj) Ag + S r
2 4 47

— % (aijaiAj) <5kl6kAl> )

€ijAjHi — AjAj

3271'2 (82)

A partir de la densidad Lagrangiana obtenida, se consigue identificar que esta satisface la estructura
propia del la formulacién simpléctica, la cual es una combinacién de un termino cinético de primer
orden y un potencial simpléctico, debido a eso, la densidad Lagrangiana expresada en una forma
compacta sera

£O — A1t — HO, (8.3)

Mediante la comparacién de las ecuaciones (8.2) y (8.3) se concluye que el potencial simpléctico

"Para este capitulo, se emplea la métrica de Minkowski 7, = diag (1, —1, —1).
?El cdlculo explicito de la linealizacién de la densidad Lagrangiana de Maxwell-Chern-Simons se encuentra en el apéndi-

cefP]
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correspondiente al proceso inicial del formalismo esta dado por

1 K2

O — 2171 — (0T + i, A, _ iy A
HO = JIrT (om + < BiA; ) Ao AT + T A

327‘1’2 (8.4)
+ ! (£Y0;A) (5“8 A)
2 141j k<L) -

Con la finalidad de construir la matriz simpléctica inicial, se procede con la introduccién de su corres-
pondiente variable simpléctica, la cual posee las componentes que se muestran a continuacion

€9 = (4,11, Ag) (8.5)
De manera directa, a partir de la ultima expresidn, se consiguen las siguientes equivalencias
0 0 ; 0
eV -4, o, ) - A, (8.6)

Ahora, a partir de la densidad Lagrangiana de la ecuacidn (8.3) se identifican los elementos de la uno
forma, los cuales se expresan de la siguiente manera

Y -1, k0 o0, K{ —o. (8.7)

A continuacién, haciendo uso de las equivalencias anteriores, se procede a realizar el cdlculo de los
elementos que conforman la matriz simpléctica inicial mediante la siguiente definicién

KR (y) 0Ky (%)
06V x) 6V (y)

Una vez determinados dichos elementosE]la matriz simpléctica del proceso inicial adopta la siguiente
forma

M (x,y) ®8)

A, T A
A 0 =5 0
m|n 0 0
Ay 0 0 0

Mf(&); (x,y) = P(x—y). (8.9)

En este punto, se identifica que la matriz simpléctica resultante es singular, ademds de presentar un
modo cero asociado al autovalor nulo el cual corresponde a la siguiente expresion

A0 = (00 79x)), (8.10)

donde 7(0) es una funcién arbitraria. La existencia del modo cero no trivial en la teoria, en el marco
de la formulacién simpléctica, indica la presencia de una ligadura, la cual estd dada po
K

©) — H.17¢
Q o;11 +47r

£99;A; = 0. (8.11)

La ligadura previa se debe incorporar a la formulacién dindmica con el objetivo de restringir el es-
pacio de fase a las configuraciones netamente fisicas. En la formulacién simpléctica, las ligaduras se

*El célculo explicito de los elementos de la matriz simpléctica M 01)3 (x,y) se presenta en el apéndice
“La obtencién de la ligadura Q2 se encuentra en el apéndice
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introducen en el sector canénico de la densidad Lagrangiana mediante un multiplicador de Lagran-
ge )\, en esta formulacidn resulta conveniente introducir la ligadura a través de la derivada temporal
del multiplicador, es decir A esto se justifica dado que preserva la estructura de primer orden en
las derivadas temporales. De este modo, la densidad Lagrangiana resultante del primer proceso de
iteracién corresponde a

K

LW = AT + A (&Hi + -

104 ) = HY, (8.12)
donde el potencial simpléctico del primer proceso de iteracién presente en la ecuacion anterior esta

dado pO]E]

HQ

| K .. .
(1) — ZIIMTE — =% ATT
=3 Jr AT

1, ..
AjA;+ 5 (€70:4;) (M) (8.13)
Como consecuencia de la incorporacién de la ligadura en la densidad Lagrangiana se tiene la modifi-
cacion del espacio de fase de la teoria, por ende, se requiere definir una nueva variable simpléctica en
la cual se evidencie este cambio. Dicho esto, la variable se expresa as{
¢ = (A;, T, )) . (8.14)
A partir de la definicién previa, es posible identificar las siguientes equivalencias

e A, € -, ) (8.15)

Mientras que a partir de la densidad Lagrangiana de la ecuacion (8.12) se consiguen reconocer los
elementos de la uno forma, los cuales se presentan bajo las siguientes equivalencias

Ky -1, kP o0, KW o (a4 %siﬂ'aiAj) . (8.16)

Haciendo uso de las equivalencias previas es posible determinar cada uno de los elementos de la matriz
simpléctica del primer proceso de iteraciéon mediante la siguiente expresion

(1) (1)
MO (. y) = BB ) 0K, (x)
R e

8.17)

Una vez determinados en su totalidad los elementos que conforman la respectiva matriz simplécticaE]
se tiene como resultado lo que se muestra a continuacién

A ng A
A; 0 —nt Letkgr
MY (x,y) = . . I TR 52 (x ). (8.18)
I n; 0 —0F
A | fettop -0t 0

3La obtencién del potencial simpléctico H® se muestra en el apéndice
®El célculo explicito de los elementos de la matriz simpléctica Mglg (x,y) se presenta en el apéndice
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El siguiente paso en la formulacién simpléctica es determinar la existencia de un modo cero no trivial
asociado a la matriz anterior. Para ello, se propone el siguiente vector de componentes arbitrarias, el
cual estd dado por

LA — < o (x) BN (x) 4V (x) ) (8.19)

7

Para el caso particular de la matriz simpléctica de la ecuacién (8.18)), es posible mostrar que el modo
cero adopta la siguiente formeﬂ

LA — ( 8;.”7(1) (x) ﬁgika]ﬁ(l) (x) A1 (x) ), (8.20)

donde (! (x) es una funcién arbitraria. La existencia de un modo cero no trivial implica que la matriz
simpléctica Mf(llé (x,y) sea singular, por lo que resulta necesario analizar la posible aparicién de una
nueva ligadura en la teorfa. No obstante, puede demostrarse que no emerge ninguna ligadura adicio-
nalﬁ Este resultado constituye un indicio claro, dentro de la formulacién simpléctica, de que la teoria
de Maxwell-Chern-Simons es invariante de gauge.

El hecho de que la matriz simpléctica en el primer proceso iterativo permanezca singular indica que
la naturaleza de gauge de la teoria auin estd presente. Por esta razdén, es necesario incorporar una
condicion de gauge. En este caso, se ha elegido el gauge de Coulomb, el cual se expresa de la siguiente
manera [[12]]

0;A; = 0. (8.21)

La condicién de gauge anterior se incorpora a la densidad Lagrangiana del primer proceso iterativo de
la formulacién mediante un multiplicador de Lagrange ¢. Este procedimiento da lugar a la densidad
Lagrangiana correspondiente al segundo proceso iterativo, la cual se presenta a continuacion

£ = A+ 3 (o1 + %s“aiAj) + @Al —H®, (8.22)

donde el potencial simpléctico presente en la ecuacion anterior correspondiente al segundo proceso
iterativo tiene la siguiente form;ﬂ

HQ

| K .. .
(2) — ZIIITY — 269 ALTT
=3 PP A

1, ..
AjA;+ 5 (704;) (MDA (8.23)
La incorporacién del gauge de Coulomb en la densidad Lagrangiana genera modificaciones en el
espacio de fase de la teoria, por lo tanto se requiere una nueva variable simpléctica para el segundo
proceso de iteracion, en la cual se vean reflejados dichos cambios, es decir

£3) = (A, T\, @) . (8.24)

A continuacién, teniendo en cuenta la definicién anterior, es posible identificar las siguientes equiva-
lencias
2 2 ; 2
T T e S | (RS D W (8.25)

"La obtenci6n de las componentes del vector () se encuentra en el apéndice

8La demostracién de la no obtencién de una nueva ligadura en la teorfa se presenta en el apéndice
°La obtencién del potencial simpléctico H® se muestra en el apéndice
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Mientras que de la densidad Lagrangiana de la ecuacién (8.22) se consigue identificar los elementos

de la uno forma, los cuales vienen dados por
KQ o1, K =0, kP (o1 + %s@'faiAj) . K@ S 94, (8.26)

Son las equivalencias previas las que permiten determinar cada uno de los elementos que componen
la matriz simpléctica del segundo proceso iterativo haciendo uso de la siguiente ecuacion

(2) (2)
O SKD (y)  sKP (x)
(x,y) = - . (8.27)
Maz 6P %) 6D (y)

Tras haber determinado cada una de las entradasEG] la matriz simpléctica resultante se expresa de la

siguiente manera

A; 117 A ®
R R
M) (x,y) = | i 0 - 0 |Px-y). (8.28)
X | feltop —or 0 0
p | —oF 0 0 0

Finalmente, una vez obtenida la matriz simpléctica regular, los corchetes generalizados entre las va-
riables dindmicas de la teoria se obtienen directamente a partir de los elementos de su inversa. Una
vez realizado el proceso de inversién de dicha matrizE] resulta

[MCB(Z)} “1(x,y) =

{} A; I/ A @
(55 Bl ) ol ey | P
A 0 ot 0 — e

@ —3?7];1: 4ﬂ63k3fgl i 0

(8.29)

De esta matriz se extraen los corchetes generalizados fundamentales para esta teoria [|12f], los cuales
son consistentes con lo obtenido a partir de enfoques como el método de Dirac y la formulacién de

Hamilton-Jacobi [|6,(7,/13]]

(90,60 )} = 14 (0.4 )} = 0. (8.30)
. 9%
{fﬁi( ) i (v } {Ai(x), T (y)} = (77;—8;8@)62 (x—y), (8.31)

{ ! ()6 (7 } {I' (%), T (y)} = (mazax kaaxaz)ﬁ( ~y). (832

19E] cdlculo explicito de los elementos de la matriz simpléctica Mfg (x,y) se presenta en el apéndice
La obtencién explicita de la matriz simpléctica inversa se presenta en el apéndice D




Capitulo 9

Conclusiones

Este trabajo ha desarrollado, de manera sistematica, la formulacién simpléctica para teorias gauge.
Para ello, se realizé el andlisis detallado de un sistema con un niimero finito de grados de libertad y
de tres teorias de campos. En cada una de las teorias mencionadas, se obtuvieron sus respectivos cor-
chetes generalizados, los cuales permiten describir la evolucién temporal de las variables dindmicas
en este tipo de sistemas singulares.

La aplicacién del método de Faddeev-Jackiw se realizé inicialmente en el modelo de Christ-Lee, ya
que, al tratarse de un sistema con un ndmero finito de grados de libertad y con simetria gauge, cons-
tituy6 un punto de partida idéneo para caracterizar la estructura de ligaduras, identificar las variables
fisicas y obtener sus corchetes generalizados. En el estudio de las teorias de campos, destaca la ob-
tencién de la ligadura correspondiente a la teoria electromagnética de Maxwell, la cual corresponde
a la ley de Gauss en ausencia de fuentes. Asimismo, fue posible reconocer la simetria gauge presente
en cada una de estas teorias; en consecuencia, se impuso la condicién de gauge de Coulomb con el
fin de eliminar dicha arbitrariedad y garantizar la regularidad de la matriz simpléctica. También se
determinaron los campos fisicos de cada teoria; no obstante, cabe sefialar que, si se desea establecer
cudles componentes de dichos campos son realmente independientes, es necesario recurrir al método
de Dirac.

Seguidamente, la consistencia de los resultados obtenidos en este trabajo se verifico mediante la com-
paracion de la estructura de los corchetes generalizados derivados en la formulacién simpléctica con
aquellos provenientes del tratamiento estindar de Dirac para las cuatro teorias analizadas, lo cual
constituye una confirmacién de la viabilidad del método de Faddeev-Jackiw como un procedimiento
alternativo, confiable y consistente para la descripcion de estas teorias gauge. En el caso particular de
las teorias de Chern-Simons pura y Maxwell-Chern-Simons, se realizé ademas una comprobacién adi-
cional al contrastar dichos resultados con los obtenidos a partir de la formulacién de Hamilton-Jacobi,
encontrandose nuevamente una concordancia completa. Para estas dos dltimas teorias, también fue
posible evidenciar sus rasgos caracteristicos; en la teoria de Chern-Simons pura se manifesté su na-
turaleza estrictamente topoldgica mediante la anulacion del potencial simpléctico, mientras que en la
teorfa de Maxwell-Chern-Simons se observé el efecto introducido por el acoplamiento con términos
de esta naturaleza.

A partir del desarrollo de este trabajo, fue posible identificar las ventajas y limitaciones del método de
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Faddeev-Jackiw frente al tratamiento estdndar de Dirac en la descripcién dindmica de sistemas singu-
lares. Entre las principales ventajas destaca la eliminacion conceptual de la igualdad débil ya que en el
formalismo simpléctico las ligaduras se imponen directamente como igualdades fuertes. Asimismo, el
método optimiza el cdlculo algebraico al permitir la obtencién directa de los corchetes generalizados a
partir de la inversa de la matriz simpléctica, sin necesidad de calcularlos uno a uno mediante corchetes
de Poisson elementales.

Por el contrario, se identificaron ciertas limitaciones. En primer lugar, no fue posible obtener todas
las ligaduras del sistema; especificamente, aquellas que provienen de los momentos canénicos no se
lograron determinar. Ademads, dado que la formulacién requiere expresar el sistema mediante un La-
grangiano de primer orden con un espacio de variables ampliado, aparecieron variables que carecen
de significado fisico. Lo cual, si bien no impide la identificacién de las verdaderas variables fisicas, si
imposibilita, junto con la limitacién anterior, determinar de manera inmediata qué variables o compo-
nentes de los campos fisicos son verdaderamente independientes.

Como trabajo para investigaciones posteriores, se recomienda realizar el andlisis de las teorias de
Maxwell, CS pura y MCS bajo distintas condiciones de gauge. Asimismo, resulta de interés extender
la formulacién simpléctica a otras teorias gauge, con el propdsito de explorar el alcance y las posibles
limitaciones del método de Faddeev-Jackiw en contextos mas generales.



Apéndice A

Modelo de Christ-Lee

A.1. Linealizacion del Lagrangiano

Considerando que, como condicién primordial para la aplicacién del formalismo de Faddeev-Jackiw
se requiere un Lagrangiano de primer orden en las velocidades, lo cual se consigue expresando el
Lagrangiano en su forma candnica, para ello, primero se determinan los momentos candnicos de la
siguiente manera

oL .
Pz =77 =T+ 2y, (A.1)
ox
oL
Py = = =y — 2, (A2)
Yy 6y Y
oL

Posteriormente, haciendo uso de la transformada de Legendre, se obtiene el Hamiltoniano del sistema,
el cual se expresa de forma general en términos de coordenadas generalizadas y momentos canénicos
conjugados asi

H (¢i,pi) = pidi — L (@i, 4i)l 4, f,(g.p) -
al hacer uso de la anterior definicidn, resulta
. ) L0l 5 . . L o, 2 2 2
H = poit +py§ +p2— 5 (&7 +97) + 2 (2 —yd) = 527 (2" + 7)) + V(" +¢7) |,
z,y

donde se ha considerado la ecuacién (A.3)) para identificar que el tercer término del Hamiltoniano es
cero. Ahora, al evaluar la expresion resultante haciendo uso de las ecuaciones (A.1) y (A.2), reempla-
zando & y , se obtiene

1 1
H = py (px — 2y) + py (py + 22) — 5 (pzr — zy)2 ~3 (py +zx)2 + zz (py + 2x)

1
— 2y (px — 2y) — 522 (x2 +y2) +V (372 +y2),

34
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expandiendo los productos y desarrollando los términos cuadriticos, el Hamiltoniano puede reescri-
birse como

1 1 1 1
H = p; = po2y + Py + 20 — 50+ pezy — 5 (2)° — 5y — py2w — 5 (20)°
1 1
+ pyzx + (z)? — pazy + (2y)? — 5 (za)? — 5 (zy)>+V (a:2 + y2) )

Al operar los términos semejantes, el Hamiltoniano toma la siguiente forma

1 1
*pi + pf, — 2 (poy — pyx) +V (2° + %), (A4)

asi, haciendo uso de la ecuacién (A.4)), se encuentra el Lagrangiano candnico presente en la ecuacion

(5.2)
1, 1

—pr — =py — 2 (pyr — pay) — V (° + ¢7) .

LC:pz~i'+pyy_2 9

A.2. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica fi(JQ)

Tomando en cuenta las propiedades de la matriz simpléctica que permite reducir la cantidad de ele-
mentos por calcular, las componentes independientes mediante la definicién de la ecuacién (3.6) son

0
o _ 8a(0 Oa:(po) Opz

z — —
Z,Px - T, _1’

€0 9l O

f(o) - aaéo) _ 8@33 ap —0
Ty (O) )
0&, /5 Y
0
(0)
19, - % i, "
agpy Dy
0 0
(0) (9(1 8a(x) _ _ap —0
z,z Py e(0) 5 )
0
o, -2 %p 0
8§px
8a
Fyop, =
e épz spy
8ag/0?
gpx

Pz,
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0
0
fg%), _ Ba(g B 8@2(,0) ~Opy S
0
0
0 0
f(o _ da 8@5) _ Op 0
v,z (0) (0) z ’

8@,,4/?
pu épy

Estos elementos se organizan dentro de la estructura matricial de la ecuacién (5.10).

A.3. Cilculo de la ligadura Q)

Para llevar a cabo el célculo de las ligaduras generadas por la singularidad de la matriz simpléctica, la
cual implica la existencia de modos cero, se recurre a la siguiente definicién

0O _ 09 v )<5 ) _ g (A.5)
e ’
colocando de forma explicita los términos de la sumatoria sobre el indice 7 e identificando a partir de
la ecuacion (5.12) los valores de las componentes del autovector, resulta

0
00 _ aH/ff )aﬂ/ff aH% . 6H/esf' L0 0HO©)
ol s ol e “h e 3€z

Z‘
Ahora, reemplazando el valor del potencial simpléctico a partir de la ecuacién (5.3) ademas de identi-
ficar la componente de la variable simpléctica usando la ecuacion (5.8)), se obtiene

o1, 1
Q) =9 [2px+2py+2(pyx—pxy)+‘/(w +y )}

al realizar la derivada parcial, la expresion de la ligadura toma la siguiente forma

0O — Vgo) (pyr — pa2y) -

En este punto considerando la definicion dada en la ecuacién (A.3)), se evidencia la igualdad a cero,

por lo tanto, considerando que el elemento v ( ) es una constante arbitraria y que ademads la igualdad
se debe satisfacer en cualquier caso, se concluye la expresion para la ligadura de la ecuacién (5.13))

Q0 = Dy — pry = 0.

A.4. Obtencién del potencial simpléctico H (V)

La obtencién del potencial simpléctico del primer proceso de iteracion del formalismo de Faddeev-
Jackiw resulta a partir de la siguiente definicion
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es decir, es necesario evaluar la ligadura de ecuacién (5.13) en el Hamiltoniano de la ecuacién (5.3)),
esto es

1 1
HO = opl + 50y + 2 (pyx = pey) +V (2 + %) ,
(pyz—pay)=0
con lo cual, finalmente se obtiene el resultado presentado en la ecuacién (5.13))

1 1
HWY = ipi—i—ipz—i—V(:vz—kyQ).

A.5. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica fz-(jl)

Considerando las propiedades de la matriz simpléctica que permite reducir la cantidad de elementos
que son necesario calcular, las componentes independientes mediante la definicién de la ecuacién
(5.17) son
0
1
1 _ 6a( 8(19(6) Opy

ORI T

0 0
f(1>_3a7§/1)_3“751)_‘9p _ % _
AP ) R (R -
0’ 08y Y
0

B 8a(, 8ag(c1) ap

oo = 5 gy = e, "
f(l) B dalV 8a3(c1) 0 ( %é(o
PAT el T el ~ oy P TP =g =py
0 0
fzgi)y 8a%1; - (%ES :%%: 0,
0& . v Dz
0 0
1
1, = % -
Epe
8a\"  da B
= 85?}) "0 " % (pyz — pay) = —V,
0
fzglzzy - 80% - aa%i - _gpy = -1
Sy 9&p, Py
w _ 9ay) 9y ap |
13 9eD e oy Pt TP T gy = P
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0
00 oal

o) gD o

féi?)\ (pyx - pxy) =Z.

Los elementos calculados se organizan dentro de la estructura matricial de la ecuacién (3.21).

A.6. Obtencion de componentes del vector Vi(l)

Para conocer las componentes del vector arbitrario planteado en la ecuacién (5.22) y que efectivamente
sea autovector de la matriz simpléctica presentada en la ecuacién (3.21)) con autovalor cero, se debe
satisfacer la siguiente definicién

@ =o,

reemplazando la expresion en su forma matricial resulta

0 -1 0 0 p,
1 0 0 0 -y

(v D ) WD) 0 0 0 <1 —p [ =(0 000 0).
0 0 1 0 «z

-py Y pz —x O

Al realizar el producto del vector fila con la matriz presentes en el lado izquierdo de la anterior ecua-
cidn se obtiene

(Cy Cy C3 Cy C5)=(00 0 0 0), (A.6)
donde las componentes del vector resultante denotadas por C'y, Cs, C3, Cy y C5 son

Cr = Vz(:gla) _pyV/(\l)7

G = o0 1 ),
C3 = VZ(’? +p:v’/§\1)v
Cy = —1/?51) — xu&l),
1)
.

Cs = pyvtH) — yiH) — povft) + avf

Mediante la comparacién componente a componente para que se cumpla la igualdad de la ecuacion
implica las siguientes relaciones

R e e e S

con las cuales, se obtiene el autovector mostrado en la ecuacién (5.23))

v = (y p e e 1)
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A.7. Demostracion de la no aparicion de ligaduras adicionales

En el primer proceso de iteracion del método de Faddeev-Jackiw, el calculo de las ligaduras generadas
por la singularidad de la matriz simpléctica de la ecuacién (5.21) se consigue haciendo uso de la
siguiente definicion
ol — 1)M —0. (A7)
oeV

Expandiendo los términos de la sumatoria sobre el indice ¢, resulta

mOHD () ) oHV(©E) 4 oHWD(€) L) OHW(E)  yoHWD(E)

1% 1%
o) Y g

Qb =y +
aeh " oM el

@ 1) Ypa

ot

y al reemplazar a partir de la ecuacion (5.23)) los valores de las componentes del autovector y factorizar
(1)

de cada término la constante arbitraria vy’ se obtiene

o — 1) yaH(l)(f) 4p OHW (¢) B xaH(l)(g) , OHM () N 16H(1)(§)
A 8§§C1> Y 851()1.) 85(1) z 36(1) 85&1) .
Abhora, al reemplazar el valor del potencial simpléctico del primer proceso de iteracién a partir de la

ecuacion (5.15)), ademads de identificar las componentes de la variable simpléctica usando la ecuacion
(5.19), conduce a

1
2py+V(m +y)}

a [1
{pgﬁ —pp+V (2? er)]erya [szr

A
8
0 0 |1 1
0[ P2+ py+V(:c +y)}pxapy [2p§+2p§+v(x2+y2)]
0 |1
8)\[ P2+ py+V(:c +y)}}

Para evaluar las derivadas parciales de la expresion anterior, es importante sefialar que las derivadas
con respecto a los momentos candnicos se calculan de manera directa. Sin embargo, en el caso de las
derivadas que involucran a las coordenadas, resulta necesario aplicar la regla de la cadena, dado que la
dependencia funcional se presenta a través de combinaciones cuadraticas de dichas coordenadas, con

lo cual

(1) av av

Q) — vV 1y )(233) + PyPe — wm

m (29) — PzPy | »

al simplificar los términos semejantes de la expresion anterior, se observa que todas las contribuciones
se cancelan entre si, lo que da lugar a

QM = .

Es importante destacar que el cero obtenido no corresponde al cero impuesto por la definicion (A.7).
En este caso, la anulacién de Q1) es consecuencia directa de la cancelacién exacta de los términos
que componen la expresion, lo que indica que el modo cero no genera una nueva ligadura en la teoria.
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A.8. Obtencién del potencial simpléctico H (>

Para obtener el potencial simpléctico del segundo proceso de iteracion en el formalismo de Faddeev-
Jackiw dentro del estudio de teorias gauge, se hace uso de la siguiente definicion

H? = g

gauge ’
para este caso, se ha elegido como condicién de gauge la expresion presentada en la ecuacion (5.24),
entonces serd esta la que debe ser evaluada en la ecuacién (5.13)), esto es

1
H® = p$+

5 2py+V(x +97)

b—c arctan(%)zo
Debido a que el potencial simpléctico del primer proceso de iteracién no depende ni de ¢, ni de b, ni
de arctan ( ) el potencial resultante no se ve modificado funcionalmente, de ahi que se obtenga lo
presentado en la ecuacién (5.26)
1 1
H (2) — 22 + —
olr T3
Cabe destacar que este resultado es especifico del caso considerado, en general, la imposicién de una
condicién de fijacién de gauge puede causar modificaciones funcionales en el potencial simpléctico,
lo cual ocurre cuando se tiene una dependencia explicita de la condicién de gauge elegida para la
aplicacién del método.

o+ V (2*+47).

A.9. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica fi(f)

Al tener en cuenta la propiedad de antisimetria que presenta la matriz simpléctica, se reduce el numero
de componentes independientes que es necesario calcular; haciendo uso de la definicién dada en la
ecuacion (5.28) se tiene

0

2) 8a( aa:(f) Opz

= 1—7:—7:—1’

e og)  Ops

0 0
f(2) N 8(1;2) _ 8@532) . 6]7 _ 8]9 .
T,y 853(52) 851(12) 533 5?]
0

0
0 _ daf)  0a? _ opd .
,Dy 53(62) 66;)3) Dy )
0
& = 90, _ b = 2(p T — Pay) % =p
oD o) o A
0
@ 5 ()
R 1. _cmn(y)} %
7ol 85 r P

" o
:71 [ } x2+y2’
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2 8%
prvy
o¢s)

;?%

12,
P 5@)1 %ﬁ

2) a/\ a’ = _ _
foin = 2 (2) 8p (pyr — pay) = —v,
f,gf?p = % M

agpz gz
2
o _ 6a(y aay _ Oy,
’p )
. 5252) 8510?1 apy
(2) (2) 0
da da dp
Y agé ) 8f§\ ) 83/ A
0
2) (2)
= - 2 e (9] -
oel?  oel y T p
- [1] o
e L) T
0
da'? 8a'? 0
f(2))\ — A y (py$ pxy) -
o) Y o
da’?
- 2 ;Z 2 oo (] -0,

y agpy £2
f(z) B aa,, 8a/\2)

Ap

85)\ 8§p

0
=0

Estos elementos que han sido calculados son organizados dentro de la estructura matricial de la ecua-

ci6n (532).



Apéndice B

Teoria electromagnética de Maxwell

B.1. Linealizacion de la densidad Lagrangiana de Maxwell

De manera andloga al modelo de particulas analizado en la seccién anterior, la aplicacién del método
de Faddeev-Jackiw a teorias de campos exige reescribir la densidad Lagrangiana de la ecuacion (6.1))
de modo que dependa Unicamente de derivadas temporales de primer orden del campo. Inicialmente,
se define el tensor de campo electromagnético de la siguiente forma

F.=0,A, —0,A,.
Para conseguir la linealizacion de la densidad Lagrangiana, es necesario realizar el siguiente calculo

oL 1 0

9(0,4,) 40(9,A,

5 . 0 o
=~ gy ol P [P

Se observa que en el segundo término del lado derecho el tensor electromagnético con indices contra-
variantes puede expresarse en términos de sus componentes covariantes mediante el uso explicito de
la métrica de Minkowski, de modo que la expresion anterior puede reescribirse como

) [F apt’ aﬁ]

or 1 9 9
Y= = af Y v aX, Bp
9 (0, 4,) 4{F (0, 4y) Fadl T Fas gz 75 e E *P]}‘

Dado que las componentes de la métrica son constantes, estas pueden extraerse de la derivada, lo que
conduce a
oL 1 0 0
= =P __—~ __[F, ApPE g ——— [F .
Sy = I S A s B

Subiendo ahora los indices del tensor electromagnético externo a la derivada en el segundo término
mediante la métrica, se obtiene

_oc 1 {Faﬂa(a [Fuag] + F?

9
9(0,4,) 4 9. A,) 0(0,A,) [FA”}} '

42
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En este punto, se reconoce que, tras renombrar los indices mudos en el segundo término, especifi-
camente A — «a'y p — [, ambos términos resultan idénticos; en consecuencia, la expresion puede

simplificarse a
oL 1 B 0F,p

(9, A,) 20 0(9,A,)

Ahora, se escribe el tensor electromagnético en términos de las derivadas del potencial, con lo cual

oc 1F0‘f3 [8(8QA5) 8(85Aa)]

9(0,A) 2 9(0,A,)  0(0,4,)
1
= F [?75775 - ngmﬂ
_ 1 [FH o]
2
— R,

Seguidamente, se procede con la definicién del momento canénico, el cual se obtiene directamente a
partir de la derivada de la densidad Lagrangiana con respecto a la derivada temporal del campo asi
1" = _oL =
0 (0pA,)
Con el fin de reescribir la densidad Lagrangiana en una forma adecuada para el andlisis simplécti-
co, se procede ahora a separar explicitamente las contribuciones temporales y espaciales del tensor
electromagnético para lo cual se expande la densidad Lagrangiana como

1 1

L= —ZFOI,FO” — ZFZ»VFZ'V,
lo que, al desarrollar la contraccién de indices conduce a
1 1 1 o 1 iy
L=—"FypF% - —Fy,F% - ZFgF° — —F;; F.
4 00 4 07 4 0 4 iJ

Dado que el tensor electromagnético es antisimétrico, el término Fyg se anula de inmediato mientras
que los términos mixtos pueden reagruparse de manera que
1

TFaF?.

1 .
L=—-FyuF” -
2
Al elevar los indices espaciales y teniendo en cuenta la convencién métrica adoptada, esta expresion
puede reescribirse como
1
4
Identificando ahora el momento candnico previamente definido, se obtiene finalmente

1 o
£:§F0’FOZ— F;;Fij.
1,1

Con el objetivo de llevar la densidad Lagrangiana a una forma de primer orden en derivadas temporales
se introduce la siguiente identidad nula

AT — AT = AT — (9o Ay) TT,
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cuya suma no altera la dindmica del sistema, de este modo, la densidad Lagrangiana puede escribirse
como

. A P |
L=AIT" — (80141) I + §HZHZ — ZF”F‘U
Ahora bien, a partir de la definicién del momento candnico espacial
H’L — FiO
= Fo;
= 0o A; — 0; Ao,

se sigue inmediatamente que ‘
OoA; = II' + 9; Ag.

Sustituyendo esta relacion en la expresion anterior de la densidad Lagrangiana, se obtiene

. ) 1.1
L= Al — (II' + 9;40) 11" + ST — S FiF
. o 1.1
= AiHZ — IT'IT* — (a,A()) T + iﬂlﬂl - ZFijFij

R . 1

= A" — 51’[’1’[’ —II' (0; Ao) — ZFijFij.
Finalmente, al integrar por partes el tercer término y despreciar la contribucién del término de super-
ficie en la frontera, la densidad Lagrangiana adopta la forma presentada en la ecuacién (6.2))

A T 1
L=AIT" — §HZHZ + Ap (8,1'[’) — ZFZJF‘Z]

B.2. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica Mﬁ&; (x,y)

Para realizar el cdlculo de los elementos de la matriz simpléctica correspondiente al proceso inicial se
hace uso de la definicién dada en la ecuacién teniendo en cuenta los elementos presentados en
las ecuaciones (6.6) y (6.7). Ahora bien, aunque la matriz simpléctica es antisimétrica por construc-
cidén, una consecuencia inmediata de esta propiedad es la anulacién de las componentes situadas sobre
la diagonal principal, sin embargo, al trabajar con una notacidén indicial compacta algunas de estas
componentes corresponden en realidad a bloques matriciales asociados a indices espaciales internos.
Con esto en mente, la antisimetria inicamente garantiza que dichos bloques sean matrices antisimétri-
cas, mas no que se anulen idénticamente. Por esta razdn, resulta necesario calcular explicitamente los
bloques correspondientes a A; y I, como se muestra a continuacién

0
5K,(4(? (¥) B 5K1(401_) (x) _ 51‘{3‘%_ SIT .
o x) a0 (y) I S

0
sKY) SK)
MO, ) = AT 08

— =0.
069 x) 589 (y)

En el caso de la componente situada sobre la diagonal principal que involucra a Ag no es necesario
realizar su cédlculo de forma explicita puesto que no corresponde a un bloque matricial sino a una

0
MY, (xy) =




B.3. CALCULO DE LA LIGADURA Q) 45

Unica componente y sobre ella actia de manera inmediata la propiedad de antisimetria de la matriz
simpléctica, lo que garantiza su anulacién. Dicho lo anterior, se procede a calcular los elementos por
fuera de la diagonal de la siguiente manera

( o Z»

o 5Kf/b6’ 0Ky, (%) ol (x) ;5.
M X y - - i - 77]5 (X y)a
59 (%) 5O (y) O (y)

0 0 0
O 5K 5] 5KA, (x) oI

““’y_y& 6Q(y) M)
(0) (0) 0 }
OK4 () 0Ky () o (y)
660 () 50 (y) ()

= n§53 (x — y)

0%
0

0
My, () = 6K§8 v 6K§?X{)(: o fyf =0,
o S () S (v) S &)
0 0

x.y) = 6K§)]% - 5KS)M: .
Dx) 569 (y)

0)

Estos resultados se organizan en la matriz simpléctica Mﬁ‘ 5 (x,y) presentada en la ecuacién (6.9).

M) 4 (5y) = =103 (y — x)

(0)
MA(J’H]- X

B.3. Cilculo de la ligadura Q)

Con el fin de calcular la ligadura que emerge como consecuencia de la existencia de un modo cero no
trivial, se toma como punto de partida la siguiente expresion

QO — / B0 (x) 5&‘5(}() / Py (y) = 0. (B.1)

De acuerdo con la forma explicita del modo cero presentada en la ecuacién (6.10), se evidencia que
a la anterior definicién tnicamente contribuye la componente asociada a Ag, con lo cual la expresion

toma la siguiente forma
0
O = / dPrvo (x / PyHO (y).
™ e | PO W)

Sustituyendo de forma explicita tanto la componente del modo cero como la de la variable simpléctica
y, al mismo tiempo, reemplazando a partir de la ecuacién el potencial simpléctico, se obtiene

QO = / @y (x) Aj(x) / d*y BH’ () I (y) — Ao (y) OVTT (y) + %Fm (y) Fij (y)] -
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En este punto, la derivada funcional con respecto a la componente A, del campo, puede intercambiarse

con la integral espacial en y, dado que ambas operaciones actian sobre variables independientes

1
4

00 = [[#r® (o) [y [T 0T )~ o () O () 4 4y () P )

2

Se observa que tnicamente el segundo término del integrando depende explicitamente de Ag. Por lo
tanto, la derivada funcional actda de la forma

o e

. / 17 () / dy [OVTT ()] 8 (x — y)

Ahora, en la expresion resultante, la delta de Dirac selecciona el valor del integrando en el punto
y = X, permitiendo la integracién directa sobre la variable y, dando lugar a la siguiente expresion

Q0 = — / Py (x) [07TT (x)] -

Recordando que, de acuerdo con la definicién establecida en la ecuacién (B.I)), se impone la condicién
0O = 0, se observa que dicha igualdad debe cumplirse independientemente de la forma especifica
que adopte la funcién ~(9) Ia cual es completamente arbitraria. Por lo tanto, la dnica manera de satisfa-
cer esta condicién de manera general es exigir que el integrando se anule, lo que conduce directamente
a la ligadura presentada en la ecuacion (6.11)

Q0 = 71T (x) = 0.

B.4. Obtencion del potencial simpléctico ")

Para conseguir obtener el potencial simpléctico correspondiente al primer proceso de iteracién del
formalismo de Faddeev-Jackiw se hace uso de la siguiente definicion

HOD — H(O)’Q(U)—O7

lo que indica que resulta necesario evaluar el potencial simpléctico inicial presentado en la ecuacién
(6.4) en 1a ligadura obtenida en la seccién inmediatamente anterior, es decir

L iy i 1
1) — 5H 1" — Ag (@H ) + 4FijFij:|

8;II'=0

Se observa que al imponer la anterior condicion el término proporcional a Ag se anula de manera
inmediata y en consecuencia, el potencial simpléctico de primer orden toma la forma

1. 1
HL) = ST + 2 FyFy,

obteniendo la expresion presentada en la ecuacién (6.13).
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B.5. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica Mf(llg (x,¥)

El cédlculo de los elementos de la matriz simpléctica del primer proceso iterativo del formalismo
simpléctico se realiza en base a la definicién dada en la ecuacién y las equivalencias dadas
en las ecuaciones y (6.16). Considerando las explicaciones dadas en el apéndice [B.2]respecto a
la necesidad del célculo explicito de las componentes diagonales de la matriz se tiene

0 0
SKG) (v) 0KY (%) o (yf oty

pr— = O’
V) s (y) G SA()
0 0
W 0
MY (xy) = 5KH1J/W{ SKLLS 0

080 sV (y)

En lo que respecta a los elementos fuera de la diagonal principal de la matriz simpléctica, estos se
calculan de la siguiente manera

M, (xy) =

0
o (1) <
A 0Ky ) 0Ky () _ O (x) _
M V) = Sl ) sl ) om0 )
W) 0KL () 5 , oTT o0 (3
M(l) y) = 0Ky (v) _ A _ VI _ _
DT ) el ) AR ]S~
=0,

0
KR B) KR st (y)
el ) 080 (v) ()

0Kk (y) 0Ky v 4011
MY (xy) = %(f)/@{{_ ST (x) [63' I¥ (Y)] =0j5mi g))
- aynJ53 ( x) =0/ (x—y)= -0 (x—y),
0 AV

= 6% (y —x) = ni6® (x —y),

ok (y)  sxO ) . I
MW _ 00 ) 0K T () _ OFTT (x)] = O
s ¥ = S e y) X)) 045 (y) =05 )
w A
(1) 5K K, (x) _ 0 1y _ o STI (%)
Mo 0 = el ) e =)

= —0f j53 (x—y)= —83’»053 (x—y).

Estos resultados se organizan en la matriz simpléctica MIE‘% (x,y) presentada en la ecuacion (6.18).
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B.6. Obtencion de componentes del vector ()

Con el fin de determinar la estructura del autovector asociado al autovalor nulo de la matriz simplécti-
ca correspondiente al primer proceso de iteracién, se propone el vector con componentes arbitrarias
mostrado en la ecuacién (6.19)), el cual debe satisfacer la siguiente condicién de modo cero

/d?’:r:VA(l) (x) Mﬁllf); (x,y) =0.

Al sustituir explicitamente el vector general y la matriz simpléctica en la condicién de modo cero, se
obtiene

0 —n5 0
[#s(aP e 8060 106 )| 5 0 <o |#x-y=(0 0 0).
0 0% 0
J

realizando el producto matricial resulta

/d3 D eon o -0 e -0 o )it x—y)=(0 0 0)
/d%(@(“ () —ol! () -1 8" x)ar )& x-y)=(0 0 0),

Evaluando las integrales término a término y considerando que en los términos que involucran opera-
dores diferenciales se emplea la propiedad de simetria de las funciones que dependen exclusivamente
de la diferencia entre dos vectores

O f(x—y)=-0/f(x—y), (B.2)
con lo anterior, el lado izquierdo de la ecuacién toma la siguiente forma
1 1
(8 () ~alV )+ [Py (x)06% (x —y) [ dPaB) (x) 06 (x —y) ).
En este punto, se identifica que en los términos con operadores diferenciales, se puede intercambiar el

orden entre los operadores diferenciales y la integracidn, puesto que dichos operadores actdan sobre
variables independientes del dominio de integracién

(87 ) (r)+00(y) 380 (v) ) =(0 0 0),
de esta igualdad se obtienen las siguientes relaciones
Y3 =0, o’ ) =0V, A8 ) =0.

Por lo tanto, el autovector asociado al autovalor nulo adopta finalmente la forma presentada en la

ecuacién (6.20)
A = (9270 (x) 0 vV (x) ).
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B.7. Demostracion de la no aparicion de ligaduras adicionales

El célculo de la ligadura correspondiente al primer proceso de iteracidn del formalismo simpléctico se
fundamenta en la siguiente definicién

oW = / a0 (x) 55A5(X) / d*yHY (y) = 0. (B.3)

Considerando la forma explicita del modo cero presentado en la ecuacion (6.20), se identifica que a
la anterior definicion contribuyen tnicamente las componentes asociadas a A; y el multiplicador de
Lagrange ), con lo que la expresion toma la siguiente forma

oW = /dS:vVAi (x) /dgy’}-[(l) (y) + /d?’xu)‘ (x)

g 3. 2,(1)
51, (%) 56 (%) / Py ().

Al reemplazar de forma explicita las componentes del modo cero, las de la variable simpléctica y a
partir de la ecuacién (6.13)) el potencial simpléctico del primer proceso de iteracion, se obtiene
5

o

b [ @60 5t @[3 mmt o+ ) A

/d3y [;Hk (y) II* (y) + iFkl (¥) Fr (Y)]

En este punto, se puede intercambiar el orden de aplicacién entre las derivadas funcionales y las inte-
grales, dado que dichas derivadas actian sobre variables independientes del dominio de integracidn,
con esto resulta

ol = /d%aﬁ(” (X)/d?’yM,é(X) BH’“ () I* (y) J&Fkl (¥) P (Y)]

b [ @ e [ @t G eT 0+ ) ).

Dado que el Hamiltoniano (1) no depende del multiplicador de Lagrange ), el segundo término se
anula de manera inmediata, quedando

. . 0 1 1
o) = /d3 or /d5 “1k (y) i “Fu(y)F .
207y (x) [ dyso = |2 ()T (y) + 3 Fia (y) Fua (y)
Se observa que tnicamente el segundo término del integrando depende del potencial vectorial, con lo

cual
) 1
1) — 3..9% (1) 3 Lokl
Q /dxam (X)/dy5Ai(X) [4F (y)sz(.Y)]

Al expresar el tensor electromagnético en funcién del potencial vectorial y teniendo en cuenta que la
derivada funcional distribuida sobre el producto F* F},; produce contribuciones iguales, la ecuacién
puede reescribirse en la forma

1
0= ] [t ) [ty

4]

[0 A (y) — 8] Ak (y)] -
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Seguidamente, se intercambia el orden de aplicacion entre las derivadas parciales espaciales y la deri-
vada funcional, dado que actian sobre variables independientes, de este modo, la expresion resultante
es

= o [l -

1 . .
=5 [ @20 ) [ @yr () [0i6° (x — v) — fni® (x )]

1 ) .
=5 [ @0 ) [y [P (3 08° (x—y) - B () 018° (- )]
Reescribiendo los indices y utilizando la antisimetria del tensor F'*!

1 | |
o) =2 / d*x0fy (x) / dy [F¥ () 016° (x — y) + F* (y) 948° (x — y)|

= [t o) [ dy [ ) 045 (x5

Haciendo uso de la identidad presentada en la ecuacién (B.2)) y una vez trasladada la derivada par-
cial para que actde sobre la variable x y conmutando posteriormente el operador diferencial con la
integracién en y resulta

0t =~ [ datr 095 [y [P ()8 (x—3)]
Evaluando la integral en y, la expresién adopta la siguiente forma
ol = — / BroryW (x) OFFF (x).

Realizando una integracién por partes y despreciando la contribucién del término de superficie en la
frontera, la expresion se torna en

Q) = / ey (x) FOFFY (x) .

Finalmente, se observa que debido a la simetria de las derivadas parciales y a la antisimetria del tensor
electromagnético

ITOTFM (x) =0,

por lo tanto
oW =o.

Es importante resaltar que el resultado nulo obtenido no se debe al cero impuesto por la definicién
(B3). Es decir, la anulacién de Q1) surge directamente de la cancelacién del integrando, lo cual
implica que el modo cero considerado no da lugar a la aparicion de una nueva ligadura en la teoria.



B.8. OBTENCION DEL POTENCIAL SIMPLECTICO H(? 51

B.8. Obtencion del potencial simpléctico (2

Con el objetivo de obtener el potencial simpléctico perteneciente al segundo proceso de iteracion de
la formulacién simpléctica dentro del estudio especifico de esta teoria invariante de gauge, se toma
como punto de partida la siguiente definicion

H@) — @) )
gauge
Como se ha mencionado en el capitulo, la condicidn de gauge elegida para la teoria electromagnética
de Maxwell es el gauge de Coulomb, mostrado en la ecuacion (6.21)), de manera que debera ser esta
condicién la que debe ser evaluada en el potencial simpléctico de la ecuacion (6.13)), es decir

1

1 . .
(2) — | ZTI°IT?
He = [ g

FijFij]

0;A;=0

Debido a que el potencial simpléctico del primer proceso de iteraciéon no tiene una dependencia
explicita de la restriccién que impone el gauge de Coulomb, entonces, no se modifica la estructura
funcional del potencial simpléctico, obteniéndose finalmente la expresién presentada en (6.23)

1

1 . .
(2) — ZITUIT
7 2 + 4

Cabe resaltar que este resultado es particular, el hecho de que el potencial simpléctico no se vea
modificado funcionalmente por el gauge de Coulomb es propio de esta teoria, en general el potencial
simpléctico puede sufrir cambios en su estructura debido a la restriccién impuesta por la condicién de

gauge.

B.9. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica M/% (x,y)

Para los elementos de la matriz simpléctica del segundo proceso iterativo del formalismo simpléctico
se parte de la definicién dada en la ecuacion junto a las equivalencias dadas en las ecuaciones
y (6.26). Considerando las explicaciones dadas en el apéndice [B.2]respecto a la necesidad del
célculo explicito de las componentes diagonales de la matriz se tiene

0 0
KL (y) 6K (x) o1 (yf oIr

6D (x) s (y) () () =0

0 0
(2) (2
@ B (5KHJ-/M LS I
I1¢ 119 (XJ y) - ) ) - Y
S0 %) €D ()

Continuando con los elementos por fuera de la diagonal principal de la matriz

2
MY, (xy) =

0
sK? SKY (x) 610 (x) .
MY (xy) = — B0 A T o S =B (x - y)
Ai7 ’ ?
. V) aly) W
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0

KD (v) KD (x) [aynﬂ' v } qu)’ 0T ()

2
M,(Al),)\ (Xv y) =

06l ) ael () 0 ) Y
=0,
0
(2) (2) .
ML, (x,y) = e () OFa () P ;)] I (], 044 (y)

o¢%) (x) 5@ (y) A (%) [@'A
:81/1'3( )_81153( ):_af63(x_y)’

5K 0K . 5HJ y
My (x.y) = (2) }f& )/(){{ STl (x [8?11] ®)] =95 &
_ 3 3 T <3
*8?15( )*8?5( y) =070 (x—-y),
0
SKP (y > KD s

(2) . _ _
Mty o) = Sy e ) st (4] = 5

5Kff.) (y) 6K (x) oI 5 STT!
M) (xy) = g S0 ST 5 e ) - gp

iy TR TR HOL §za0
=0,
) A
K 0K\” (x) 5 i STI (x)
M 0 :%g) (x) 5532)( ) = oty =~
= s (x—y) = 5 (x—y).
K@ (y)  oKP (x) 5 Ty 5 o
M09 = S~ ey ~ e 4 0]~ TP )
=Y 5AJME oF oL 2 0
S X(x) T sely)
KL (v) 5K (x) mﬂ‘MO 5 54; (x)
(2) x e \X) _ T A _AaT X
Mcp,Aj ( 7y) 55(2)( ) 551(42]) (y) %(X) (5./4] (y) [81 AZ( )] 81 5A (y)

= -9l (x—y) = -0 (x — y),
0 0

e SK) 5K()()_ 5 AT
Xy_%é) (2) - 51—1]()[8"4()] _825]() 07
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5K<2>() K (x) 5
5P (x) 6P (y) e (x)

ax%

Los resultados mostrados anteriormente, se organizan dentro de la estructura matricial generando lo
que se presenta en la ecuacion (6.28)).

M (x,y) = [0YIT (y)] —

_89

B.10. Obtencion explicita de la matriz simpléctica inversa

Como tltimo paso, buscando la obtencién de los corchetes generalizados entre las variables dindmicas
de la teoria electromagnética de Maxwell, resulta necesario encontrar la inversa de la matriz simplécti-
ca presentada en la ecuacion (6.28), como punto de partida para realizarlo, se toma la siguiente ecua-
cion funcional

[ @ ) [MOPO] " ) = 586 - ). B.4)

Dado que la estructura explicita de la matriz inversa no es conocida hasta este punto, se propone el
siguiente ansatz general para sus componentes

L Aj | Tk (2y) T2k (2y) 73 (2,y) T4 (2,Y)
[MCB(Q)} (z,y)=| W | xuyk(2y) xour(zy) X3 (2y) x4 (2Y)
A Vi (z,y) Yo (zy) Ys(zy) va(zy)

¢ | wik(z,y) wu(zy) ws(zy) wi(zy)

Una vez definida la forma mdas general posible de la matriz inversa, y considerando la estructura
matricial de la ecuacion (6.28)), el lado derecho de la definicion (B.4) se expresa como

B x—-y), (B.5)

o
=
o~ oo
==

donde se manifiesta de forma explicita la identidad tanto en el espacio de indices discretos como en
el espacio continuo de coordenadas. Ahora, al escribir de forma explicita el producto matricial que se
presenta en el integrando del lado izquierdo de la definicién (B.4), resulta

0 —m; 0 -0f Tk (2,y) Tk (2,Y) T35 (2,y) T4 (2Y)
oo 0 =0 0] (x—z) | X (z,y) X2k (2,¥) X35 (zY) x4j(2,Y)
0 _8]$ 0 0 1/)1k (Zv Y) ka (Z, Y) ¢3 (Zv y) 1/}4 (Z, Y)
_83B 0 0 0 Wik (Zv Y) Wk (Za y) w3 (Z7 Y) Wy (Zv y)

Tras realizar el producto matricial, y posteriormente hacer uso de la delta de Dirac para evaluar las
integrales término a término, la matriz resultante se compara componente a componente con la matriz
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presentada en la ecuacién (B.3)), de ahi surgen las siguientes equivalencias

—x1ik (X, y) = Ofwik (x,y) = np.6° (x — y),
—X2ik (X,y) — Ofwag, (x,y) =0,

—X3i (X,¥) — Ofws (x,y) =
—x4i (X,y) — Ofwy (X,y) = 0
Tk (X,¥) — 07 Y1k (x,y) = 0,
Toik (X,¥) — O thar (x,y) = 18° (x —y),
731 (%, y) — 0 ¢3 (x,y) =0,
71 (X,¥) = 07 s (x,y) = 0,
=07 x1k (x,y) =0,
=07 x2j1 (x,y) =0,
—0Txaj (x,y) =6 (x—y),
—07x45 (x,5) =0,
—3x71]k (x,y) =0,
—3x72]k (x,y) =0,
—07m35 (x,y) =0,
=074 (x,y) = & (x—y).

Para resolver el sistema de ecuaciones obtenido, se procede a agrupar aquellas relaciones que involu-
cran las mismas funciones desconocidas. En este sentido, el primer subconjunto a analizar estd dado
por

—x1ik (%, y) — Ofwig (x,y) = m,6° (x — ),
—8;'3X1jk (x,y) =0.

Con el fin de desacoplar este sistema, se aplica el operador diferencial 9 a la primera ecuacién del
conjunto anterior, lo que conduce a

— X1k (X,y) — OFFwiy (x,y) = nhF6% (x —y).

En este punto se observa que el primer término del lado izquierdo coincide exactamente con la segunda
ecuacién del sistema, la cual se anula completamente y en consecuencia, la expresion anterior se
reduce a

—OF 0wy, (x,y) = 0p6% (x —y) .

De esta ecuacion se deduce que la funcién wyy (x,y) satisface una ecuacién de Poisson en el espacio
tridimensional. En consecuencia, su solucion puede expresarse formalmente en términos del operador
inverso del Laplaciano, entendido como la funcién de Green asociada al operador 907, de manera
que se obtiene

__ % s

Reemplazando esta expresion en la primera ecuacién del subconjunto se obtiene

r )T

0r0 ~
—X1ik (X,y) + 31338]; S (x—y)=n’(x—y),
1 9%
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relacion de la cual se concluye directamente que

. OFOF
[

Seguidamente, se identifica un subconjunto adicional que posee la misma estructura funcional del
inmediatamente anterior, lo que indica que siguiendo el mismo procedimiento presentado, se puede
obtener las funciones desconocidas, el subconjunto en cuestion es

Toik (X,¥) — OFthoys (x,5) = j6° (x —y),
y) =0.

Este subconjunto conlleva de manera directa a los siguientes resultados

—afTij (X,

8$
¢2k (X7y) = - kaég (X - y)7
al 8l
Y
i (xy) = (1= 5ok ) 80 (=),
()

Continuando con el andlisis del siguiente subconjunto de ecuaciones relacionadas, se tiene

—X2ik (X,y) — Ofwa, (x,y) =0,
—a;-:)(zjk (X, y) =0.

Al aplicar el operador diferencial 0 a la primera ecuacién del conjunto anterior se obtiene
=0 x2ik (X,y) — 07 Ofwa, (x,y) = 0.

Se observa que el primer término del lado izquierdo, corresponde de manera exacta con la segunda
ecuacion de este subconjunto, la cual se anula de forma inmediata lo que conlleva a que la expresién
adopte la siguiente forma

—0F0F wo, (x,y) =0,

dado que las funciones que aparecen como elementos de la matriz simpléctica inversa deben satisfacer
condiciones fisicas de frontera, se concluye que la solucién compatible con la ecuacion anterior es
trivial, lo que se expresa como

W2k (X7 y) =0.
Finalmente, al reemplazar este resultado en la primera ecuacién de este subconjunto, se concluye que
x2ik (X,y) = 0.

En este punto, se identifican los siguientes subconjuntos, los cuales tienen la misma estructura fun-
cional que el inmediatamente anterior y por lo tanto, la obtencién de las funciones desconocidas se
consigue siguiendo el mismo procedimiento, es decir

—X4i (X,y) — Ofws (x,y) =
=07 x45 (x%,y) =
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T1ik (Xa Y) - 8’?¢1k (X7 y) = Oa
—afﬁjk (x,y)=0

T3 (Xv Y) - 8f¢3 (X’ Y) = Oa
—8;-“"7'3]- (x,y) =0.

Conllevan a los siguientes resultados

< <Y <K Y < %<

<
w
A~~~ /N /N /N A/~

— — — — — —

o o0 o o o

X oMo X XX

&

Abhora, continuando con el siguiente subconjunto de ecuaciones relacionadas, se tiene
—Xx3i (%,y) = 9wz (x,y) =0,
—07x3; (x,y) =0% (x—y).

La primera ecuacién de este subconjunto se puede reescribir de manera sencilla asi

X3 (X, y) = 76’?‘*}3 (Xa y) )

la cual ajustando el correspondiente indice para ser reemplazada en la segunda ecuacion del subcon-
junto, lleva a la siguiente expresion

3
07 0fws (x,y) =6 (x—y).
De esta ecuacion, se deduce que la funcién ws (x,y), puede expresarse en términos del operador
inverso del Laplaciano, de manera que resulta

1

_ 3 _

Este resultado es reemplazado en la primera ecuacion del subconjunto, a partir de la cual se concluye

que
T

o
1~

Se identifica otro subconjunto de ecuaciones relacionadas, el cual posee la misma estructura funcio-
nal del inmediatamente anterior, es decir que la obtencién de las funciones desconocidas se realiza
siguiendo el mismo procedimiento presentado, el cual es

T4 <X7 y) - 3f¢4 (X7 y) - 07
—07745 (x,y) =6 (x —y).
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Este subconjunto conlleva a los siguientes resultados

1

8l 8l
74 (%,Y) = — 06 (x — )
44 bl - — T T - .
8l 8l

Los resultados obtenidos para las dieciséis funciones desconocidas, son organizados en la estructura
de la matriz simpléctica inversa presentada en la ecuacién (6.29), ajustando los respectivos indices.



Apéndice C

Teoria de Chern-Simons abeliana pura

C.1. Descomposicion espacio-temporal y estructura simpléctica de la
densidad Lagrangiana de Chern-Simons

Con el propésito de reescribir la densidad Lagrangiana de Chern-Simons en una forma de primer
orden en derivadas temporales, para ello inicialmente se debe considerar la siguiente definicién para
el simbolo de Levi-Civita en (2 + 1) dimensiones espacio-temporales

+1 si (u,v,p) esuna permutacién par de (0, 1,2)
etP = ¢ —1 si (u,v,p) esuna permutacion impar de (0,1, 2) (C.1)
0 si hay indices repetidos

Ademais, se define la proyeccion de €*” en el subespacio de los indices espaciales de la siguiente
manera

gl = g0, (C.2)
Al desarrollar explicitamente la contraccién de indices de la densidad Lagrangiana de la ecuacién

(7.1)), se obtiene
K
K

L= - (€97 (00 Ay) Ap + €™P (8;A)) Ap]
7
0 , . )
= (D Ag) Ay + €% (30 Ai) A, + £ (9 A0) A, + €97 (9,A5) A,

0 - 0 N
= % [MaOAz) Ag + 50” (aOAz) Aj +5}96’(81A0) Ay + 5ZOJ (azAO) Aj

3 .0
+e"0 (0, A;) Ag + E7(0;A;) A | -

En donde se ha hecho uso de la definicién del simbolo de Levi-Civita dada en la ecuacion (C.1)) para
anular algunos términos del desarrollo, en la mayoria de ellos se observa de forma inmediata la pre-
sencia de indices repetidos. La tnica excepcién aparente corresponde al dltimo término de la linea
final, donde no se observa explicitamente la repeticién de indices, sin embargo, al recordar que se
estd trabajando en (2 4 1) dimensiones espacio-temporales, los indices espaciales 4, 7, k solo pueden
tomar valores en el conjunto {1,2}, es decir, cualquier combinacion de tres indices espaciales nece-
sariamente implica la repeticion de al menos uno de ellos, lo que conduce nuevamente a la anulacién

58
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del simbolo de Levi-Civita.

Hasta este punto, la densidad Lagrangiana ha adoptado la siguiente forma
L= 4£ [EOij (aoAz) Aj + Eioj (aon) Aj + €ij0 (6114)) Ao] ,
s
en donde, al hacer uso de la definicién dada en la ecuacién (C.2) para la proyeccién del simbolo de
Levi-Civita en el subespacio de indices espaciales, resulta

L= % {EijAZ‘Aj — Eij (81140) Aj + Eij (8114]) A0:| .
Seguidamente, se procede a realizar una integracion por partes sobre el segundo termino de la ulti-
ma expresion y tras despreciar la contribucién del término de superficie en la frontera, la densidad
Lagrangiana se torna en
K .. .
L= 475” [AZAJ + (&AJ) Ay + (alAJ) A0:|

7r
K .. .
= —¥ [AZA] + 2 (&A]) A0:| .
47
La expresion resultante, de forma sencilla, es posible reescribirla de tal manera que coincide con la
presentada en la ecuacion ((7.2)), es decir
K

47

K

£ p—
271'E

EiinAj + & (G'ZA]) Ao.

C.2. Cailculo de los elementos de la matriz simpléctica Mﬁ% (x,¥)

Con el propésito de obtener los elementos de la matriz simpléctica correspondiente al proceso inicial,
se hace uso de la definicion dada en la ecuacién (7.8)), ademds se consideran los elementos presenta-
dos en las ecuaciones y (7.7). Sin embargo, pese a que la matriz simpléctica es antisimétrica por
construccion, lo cual implica la anulacién de las componentes situadas sobre la diagonal principal, en
este caso, al trabajar en notacion indicial compacta algunas de estas componentes corresponden en
realidad a bloques matriciales asociados a indices espaciales internos. Con esto en mente, la antisi-
metria Unicamente garantiza que dichos bloques sean matrices antisimétricas, mas no que se anulen
idénticamente. Debido a lo anterior, resulta necesario calcular explicitamente el bloque asociado a A;,
como se muestra a continuacion

SEQ () 5K (x) ) J
(0) _ Aj _ Ay _ Kk o K ik
M, 0) = 0 5 S0y~ 5A ) L ) 5y a4 09

K .0A k . 0AL (x K o o
— Ik k(y) ik k( ) _ ( jko i _€1k77i) 52 (x—y)

T ars 0Ai(x)  dne A (y) Am \© Tk
= B LY 82 (x — v = (i i) 52 (x —
47r(€ £9) 6% (x—y) 47r( g9 — )5 (x—y)
— P g2

2ﬂ_85(x y).

El elemento situado sobre la diagonal principal de la matriz que involucra a Ay no es necesario realizar
el calculo de manera explicita, dado que al no corresponder a un bloque matricial sino a una tnica
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componente, la propiedad de antisimetria garantiza su anulacién. Debido a lo anterior, se procede con
el calculo de los elementos fuera de la diagonal principal de la matriz de la siguiente manera

0
(0) 5K(OM 5K,(403 (x) 5 K
M () - RO 6 [m ) -
iAo }%@ 5{ ) (y) dA (y) Lar 5 o

0
0
OKY () 5K(°)Ve[ L
Mz&?])A (x,y) = (13; S ) = 0 [7631A (y )} isﬂé i
: € (x) %?(y) 04 (x) L4 in" 5AG (%)

=0.

Los resultados de este célculo se organizan en la matriz simpléctica MS% (x,y) presentada en la
ecuacion ([7.9)).

C.3. Cilculo de la ligadura Q)

Con el propésito de obtener la ligadura que surge como consecuencia de la existencia de un modo cero
no trivial en la teoria, se toma como punto de partida la siguiente expresion

00 = [ 0 () 2 [y () = (€3)

Teniendo en cuenta la forma explicita del modo cero mostrado en la ecuacién (7.10), se puede concluir
que a la anterior definicion, tnicamente contribuye la componente asociada a Ag, de manera que la

expresion se torna en
0
0 :/dZ.%'VAO X /d2 HO) y).
™ e g | LA )

Al sustituir tanto la componente del modo cero como la de la variable simpléctica y al mismo tiempo
se reemplaza a partir de la ecuacion (7.4), el potencial simpléctico, generando la siguiente expresion

V= [ g [ AN )

En este punto, al considerar que la derivada funcional respecto a la componente Ay y la integral
espacial en y actian sobre variables independientes, esto permite intercambiar el orden de aplicacién
de dichas operaciones, con lo cual resulta

00 = [ o (x) [ st { =5t 004, ) A )}

Se procede con la aplicacién de la derivada funcional, la cual actda de la siguiente forma
i 040 (y)
Q(O):_/d2 (0) ’Mj/dz v 4. 0
1'6 (X) 271'8 Yy [az J (y)] (SAO (X)
K .
= [ s ) g [ yiora; (98 (x - y).
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En la expresion resultante, la delta de Dirac permite realizar la integral en y de forma inmediata,
seleccionando el valor del integrando en el punto y = x, con lo cual

O —/deﬁ(O) (x) %Eij (07 A; (x)].

Recordando la definicién dada en la ecuacién (C.3), se impuso la condicion Q0 = 0, se observa

que dicha igualdad debe satisfacerse independientemente del valor que pueda tomar la funcién 5(),

dado que es completamente arbitraria. Para ello, la inica forma de satisfacer la condicién impuesta es

estableciendo que el integrando se anule, lo cual lleva a la ecuacién (7.11)
Qw%:%ﬁﬂwA“@L:Q

C.4. Anulacién del potencial simpléctico # V)

Para mostrar que el potencial simpléctico correspondiente al primer proceso de iteracién del formalis-
mo de Faddeev-Jackiw se anula, se hace uso de la siguiente definicion

1) — 3(0)

QO=0’
es decir, resulta necesario evaluar el potencial simpléctico inicial presente en la ecuacién en la
ligadura obtenida en la seccién previa, de manera explicita la expresion se torna en

H) — [—%gij (0:4;) Ao}

£ i3 (9;A7)=0
Se observa que al imponer dicha condicién, el potencial simpléctico del primer proceso de iteracién
se anula en su totalidad, es decir

HD = 0.

De esta manera, se ha obtenido la expresion presentada en la ecuacién (7.13)). Es por esta razén que
en la densidad Lagrangiana del primer proceso de iteracién el respectivo potencial simpléctico no se
muestra de forma explicita.

C.5. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica MI% (x,y)

El célculo de los elementos de la matriz simpléctica del primer proceso de iteracién de la formulacién
simpléctica se realiza al considerar la definicién dada en la ecuacién al igual que las equivalen-
cias dadas en las ecuaciones y (7.16). Ademas, se tiene en cuenta las explicaciones dadas en el
apéndice referente a la necesidad de realizar de forma explicita el calculo de los elementos de la
diagonal principal, dicho esto se tiene

K'Y (y)  ox (x) 5 5
(1) _ Aj " _ Kk _ Rk
Ml ) = Sl )~ 0 L ) g L)

_hk0Ak (y) K _a04k(x) _ &

K _ B (ki ik G 52 (
ar" 5A;(x)  Ar 0A;(y)  4n (6 e~ "k)5 (x =)
K .. .. K .. ..

_ E (e’:‘ﬂ _ 8”) 52 (X _ y) — g (_Elj _ 62]) 52 (X o y)

= —%5“52 (x—y).
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Los elementos fuera de la diagonal principal de la matriz se calculan como se muestra a continuacién

(1) 5K(1)
(1) 0K, (y) a; (%) 4 K kjoy g K _ij
M_ X,y) = — = -78A y - 75']A‘X
Aox (%Y) 5§(Al¢) (x) 559) (¥) JA; (x) [271' ( )} A (y) [47r i ( )]
0
_ Kk yO0A; (y) Kk i 0A; _ N kjayis2 (.
~ont % dA; (x) T4 (y) o ;0" (x =y)
K kiqys2 _ K ikays2
=5-c 00" (x—y)= 5 € 0,0° (x—y)
_ K ikqr2
=5-¢ 06 (x—y),
KL (v) sk (x) s 5
v _ A _ K iy, _ R ki z 4.
A4, (%0 ¥) oeV ) ol (y) NG [47r5 Z(yﬂ 3A; (y) [271' O (x )]
0
:i ]7,5AZ K ki 5Al(x) :_i ki J 52 N
A (x) "o % F5A; (y) o O 0" (x =)

_ B kigrs2y oy B gkgrs2
=5 € 0r6° (x—y) 5 € 0pd" (x—y).

. . 1
Los elementos resultantes son organizados en la estructura matricial de M,Ex ]; (x,y) generando la
expresion mostrada en la ecuacién ((7.18)).

C.6. Obtencion de componentes del vector 4

Con el propésito de determinar la estructura del autovector asociado al autovalor nulo de la matriz

simpléctica del primer proceso de iteracion, se propone el vector con componentes arbitrarias mostra-
do en la ecuacion ( , el cual debe satisfacer la siguiente condicion de modo cero

/dQ:mJA(l) (x) MIS‘% (x,y) =0.

Al reemplazar tanto el vector general como la matriz simpléctica en la condicién del modo cero,
resulta

K _Eij zka:v
/CF oM (x 5<1>(X))27T<6jkag 0 >52(x y)=(0 0),

tras realizar el producto matricial, la expresion adopta la siguiente forma

™

/ o=~V () + 0 (0 oy af) () oy )62 (x—y)= (0 0).

Evaluando las integrales término a término y al considerar en los elementos que involucran operadores
diferenciales, se utiliza la siguiente propiedad referente a la simetria de funciones que dependen de la
diferencia de dos vectores dada por

Hfx—y)=-0/f(x-y),
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el lado izquierdo de expresion se torna en

K

- ( —aEl) (y)e¥ — [ d?zpM (x) koSt (x —y) — fdeagl) (x)e*0¥6% (x —y) ) .

En este punto, al considerar que los operadores diferenciales y las integrales espaciales en x actian so-
bre variables independientes, esto permite intercambiar el orden de aplicaciéon de dichas operaciones,
con lo cual resulta la siguiente expresién

5 ( —al) )7 = ops ()t —ofal (y)e ) = (0 0),
con el fin de garantizar que la igualdad se satisfaga, deben cumplirse las siguientes relaciones
1 . 4
ot (y)e = -3y (y) 7",
8};’&2(1) (y)e®* =o.

Resulta necesario, en este apartado, considerar la siguiente identidad referente al simbolo de Levi-

Civita, la cual estd dada por

Ea‘u,yfaﬁ’y = 775773 - 77;17757

una version equivalente de esta identidad, la cual se expresa bajo la definicién de la proyeccién del
simbolo de Levi-Civita en el subespacio de los indices espaciales dada en la ecuacién (C.2), tiene la
siguiente forma

eije = ninl —nink. (C.4)

Sobre la primera ecuacién del conjunto de relaciones obtenidas al imponer la condicién del modo cero
se realiza el producto de la cantidad € j;, resultando

oV (y)eje = 078D (y) ;67"

usando la identidad de la ecuacién (C.4), esta expresion adopta la siguiente estructura

—aM (y)nj = —0P8Y (y) nf
o) (y) = a¥80 (y).

La relacién obtenida debe satisfacer la segunda relacién del conjunto encontrado. Para verificar esto,
se procede a realizar el siguiente reemplazo

otV (y)e* =0
870! 8Y (y) ™ = 0.

Se consigue identificar que la expresion resultante se anula de inmediato, dado que corresponde a la
contraccién de una cantidad simétrica con una antisimétrica, las cuales son las derivadas parciales y el
simbolo de Levi-Civita respectivamente. Por ende, si bien la relacion se satisface, la segunda ecuacién
no brinda una condicién adicional para las componentes del vector, con lo cual finalmente se obtiene
el autovector presentado en la ecuacion ((7.20)

vAD = (o780 (x) 8O (x) ).



64 APENDICE C. TEORIA DE CHERN-SIMONS ABELIANA PURA

C.7. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica Mfz)a (x,¥)

Para el célculo de los elementos de la matriz simpléctica del segundo proceso de iteracién, se hace
uso de la definicion dada en la ecuacién (7.26)), al igual que las equivalencias dadas en las ecuaciones
y (7.23). Al igual que el proceso iterativo anterior, se vuelve a considerar las explicaciones
dadas en el apéndice [C.2] respecto a la necesidad de célculo explicito de las componentes diagonales
de la matriz, de forma que

KD (y)  sK? (x) 5 5
(2) _ Aj oA, _ Kk _ K ik
Moo, Cov) = S ™ e g = 52,00 i ) = 51, L 4 )
_ k5Ak( ) wOAR (X) _ K (g ik 2
_47r5 ey 47r 5Aj(y)_47r<£] M — € Tli)é(x—y)
= % (e —e") P (x—y) = i (- —£7) 6% (x —y)
= —%62752 (x—y).

Los elementos fuera de la diagonal principal de la matriz son calculados tal como se muestra a conti-
nuacion

(2) SK@
(2) 0K, (y) A; (%) 1) K kioy K} K
M, () = - - 2 KigA; (1))~ sy e, ()
AiA 551(421_) (x) 555\2) (y) 04 (x) {271' k= } A (y) {47r J ]
0
_ Bk yA; (y) Kk ij 04, B o kjgy is2 .,
ot S (x)  dr pA(y) = g ol (x - y)
_ R kigus2, oy _ B ikgys2 o
=5-c o (x—y) = 5 € 0,0° (x—y)
:%sika,%? (x—y),
(2) (5K(2)
(2) 0Ky (y) 4, (%) 0 [K 5ok
My (x,y) = — = — A (y)| — —— |—€eYA; (x
Aup (X0Y) 5§(AQ¢) (x) 5&(02) (¥) JA; (x) [271' ;43 ( )] 0o (y) [471’ i ( )}

_ﬁyéAj(Y)_ﬁz‘j‘SAj _ﬁy 2 K oqus2,
B 27raj JA; (x) e (y) 27r8 0 x—y) = 7r8i5 (=)

__Foawsa
= 27T315(X y),

KD (v) sk
(2) Aj r (%) 0 K _ji 0 K _kige
M = - = —el'A; - = A;
x4, (%Y) 5@ (x)  0e? (y) A [47r€ ) 3A; (v) [27#': 01 Ai (x)|
J
_ Kk ]16‘4 K ki 6‘41() _i ki J 52
=1 R0 ant %gA(y) T 2ns OkmOT(x=y)
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@) 5K®W)5K®@L_6 y 6 i o
M) (x,y) = e 545: = [QW(‘?JA )] - o [cviora; (x)
5ma@ 5
(2) _ 4 _ i Koarg.
M‘P?Aj (ny) 65&2) (x) 5§Aj (y) = 5@ (X) |:4 €J A ( )i| m [%@ AZ (X)i|
0
K i 0A; K (5A (x) v g .
=77 5500 " sy ()~ an i ) = g B8 (xmy),
@ _5K(2)(Y) 5K()( )_ 5 [k § [ .,
Mo bo¥) = 5 o) 5200 ? B4 )] = 5y (327545 09)

zg y _ AT
0; 27787%

Los resultados obtenidos previamente se organizan en una estructura matricial, dando lugar a la ecua-
cion ([7.27).
C.8. Obtencion explicita de la matriz simpléctica inversa

Finalmente, para obtener los corchetes generalizados de la teoria de Chern-Simons abeliana pura,
resulta necesario encontrar la inversa de la matriz simpléctica presentada en la ecuacion , COMoO
punto de partida para realizarlo, se toma la siguiente ecuacién funcional

/ P2M, (x,2) (MO0 (2,y) = 055 (x —y). (C3)

Dado que la estructura explicita de la matriz inversa no es conocida hasta este punto, se propone el
siguiente ansatz para dicha matriz

| A A %
CB(2) -1 _ Aj | Tijm (z,y) T2 (z,y) T35 (z,y)
[M } (2,y) A xim(2,y) x2(zy) x3(zy)
2 wlm (Z,Y) 2(Z7y) 3(Z7y)

Una vez definida la forma més general posible de la matriz inversa, y considerando la estructura
matricial de la ecuacién ( , el lado derecho de la definicién (C.5)) se expresa como

My 00
0 10 |8x-y), (C.6)
0 01

donde expresa explicitamente la identidad tanto en el espacio de indices discretos como en el espacio
continuo de coordenadas. Se escribe de forma explicita el producto matricial que se presenta en el
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integrando del lado izquierdo de la definicion (C.5), es decir

- —.ksij ekor  —o2 , Tiym (2,y) 725 (2,y) T35 (2,y)
o v oy 0 0 (x—2z)| xm(z,y) x2(z,y) x3(zy)
—8;” 0 0 wlm (Z7 Y) 1/}2 (Z’ Y) 7/15 (Z’ Y)

Tras realizar el producto matricial para posteriormente evaluar las integrales resultantes término a
término mediante la delta de Dirac, se compara cada componente de la matriz resultante con la estruc-
tura matricial presentada en la ecuacién (C.6)), de ello surgen las siguientes ecuaciones

o |~ T (5, 3) + T (5 3) = O oum (6,3)| = md? (x = ¥).

oo |2 () + £ O (xy) = O ()] = 0.
oo | =T () + R0 (x,y) = 9s (x, )| =0,
%63 Ferim (x,y) =0,

%‘SJ iy (x,y) = 8% (x —y),
%sjk&fﬁsg‘ (x,y) =0,
_= I rijm (x,y) =0,
_%a;mj (x,y) =0,

_"s 735 (X, y) = & (x—y)

En este punto, con el propdsito de conocer la forma de las funciones desconocidas, se procede a

agrupar aquellas ecuaciones que contengan dichas funciones, es decir, un primer subconjunto esta
dado por

[T (%,3) + O (5, ¥) = 01 (%, )| = id® (x = ).

K

prs

K

or

Con el propésito de desacoplar este sistema, se aplica el operador diferencial 0 sobre la primera
ecuacion

ejkali'rljm (Xv y) = Oa

3lejm (x,y) =0.

K

27
se logra identificar que el segundo termino del lado izquierdo es cero dado que corresponde a la
contraccion de una cantidad simétrica por una antisimétrica, con lo cual

[_Eijangljm (X, y) + €Zkalx6]g§>(1m (X7 y) - azxazxdjlm (Xa y)} - nfnazxéz (X B Y) )

K ..
5o [0 (x,3) = OO i (x.¥)] = 03,6 (x — ).

El primer término corresponde a la segunda ecuacion del subconjunto, con lo cual se anula completa-
mente, lo que conlleva a

0RO (x,Y) = 050 (x — y).
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De esta ecuacion se deduce que la funcién vy, (x,y) satisface una ecuacién de Poisson. En conse-
cuencia, su solucién puede expresarse formalmente en términos del operador inverso del Laplaciano,
entendido como la funcién de Green asociada al operador 970, de forma que

27'(' aﬁl 2
& OFOF (x=y).

77D1'm, (X7 y) = -

Al reemplazar este resultado en la primera ecuacién del subconjunto, esta toma la siguiente forma

KT g ik g K200 o N i

3 [ () + P 0am (ey) | + 5 R R (- y) = (- )
g i o7 oz, »
o[£ (%, 3) + €% 0xam (x, )] + G = Y) = -y

La expresion resultante se multiplica por la cantidad €;, es decir

K g . 9T .
o [_5z‘f52]7'1jm (x,¥) + i 0 xam (x, y)} i Gaaa 0. (X —Y) = Meigd” (X - y),
[

haciendo uso de la identidad presentada en la ecuacién (C.4), la expresion se torna en

r )T
K m

. o0F 0!
k axr 7 2 _ 2
o {_U;lem (X, y) nfak X1m (X, Y)} Eif alwalx o (X - y) - €mf5 (X - y)

T AT
7.-m

—T1gm (%, ¥) + 0Fx1m (%, ¥)] + €ip 207 (x = y) = mpd® (x —y).
[

K
o L

Se aplica el operador diferencial 8}95 sobre la expresion resultante

o [—0FT1pm (X,¥) + 0F0FX1m (X,¥)] + €if0F rnd” (x —y) = emp0fs” (x —y).
i 0 0;

Identificando que el primer termino del lado izquierdo corresponde a la tercer ecuacion del subcon-
junto, el término se anula por completo, ademds el tercer termino del lado izquierdo también se anula
debido a la simetria de las derivadas parciales y la antisimetria del simbolo de Levi-Civita, de manera
que

K
2.0 xam (x,y) = e (x —y).

Expresando la funcién y1,, (x,y) en términos del operador inverso del Laplaciano resulta

2T 0f
_ 2 omf [ 52
X1m (X,¥) s @zalgﬁ (x—y)

Los resultados obtenidos para 1, (X,¥) ¥ X1m (X,¥) son reemplazados en la primera ecuacién del
subconjunto, lo cual genera la siguiente expresion

T AT T Oz
L B2 g 0K o R2MOTOR s
271'8 7—1]77’L (X7y) + I K € € 8lmalx5 (X y) + I K alxalx (X y) - nm5 (X Y)
g L OFO% T HT .
_iz] . mfzk‘k’f52 _ zm52 _ :252 _
27_‘_8 Tljm (X)y) +e€ € alg;alg; (X y) + alg;alx (X y) N (X Y) .
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Multiplicando la expresion resultante por la cantidad <4, se obtiene

K ij kam ]% 2 07 0% <2 i 2
iﬂé\ingw’lem (x,y) + eine™ & 8$8w5 (x—y)+cmn a’xégé (x—y)=n,cmd" (x—Yy),

haciendo uso de la identidad presente en la ecuacién (C.4), la expresion adopta la siguiente forma

N komf 20, Y Ym0 _ 2 (o
o nnlem (x,y) + e alxalwé (x—y) +cin 8;5311 0 (x—y) =cmnd” (x—y)
5 OF oFo*
_~ mf Ty 52 52 (x — y) = ?(x —
o Tinm (Xv Y) +e axaxé (X Y) + €in 8[356136 d (X Y) Emn0 (X y) .

Expresion a partir de la cual se encuentra que la funcion 7, (x,y) corresponde a

27 0705 oror,
Tinm (X, Y) = ? <5nm €fm 8j;6x + €in axax ) 62 (X - y) :

Se procede con el andlisis del siguiente subconjunto de ecuaciones, el cual es

K
oo [ (e ¥) + 0 () - 0 (x,3)] =0,

H .
%EjkalfTZj (X7 y) = 62 (X - Y) 3

K
—5- 05T (x,¥) = 0.

Al aplicar el operador diferencial 7 sobre la primera ecuacién, resulta

o =70 (x,3) + 070 xe (x,y) — OO n (x, )| = 0
K

oo |70 (x,y) + EROF O X2 (k) — 070 va (%, )] = 0.
En el lado izquierdo de la expresion resultante, se identifica que el segundo término se anula dado que
corresponde a la contraccién de una cantidad simétrica con una antisimétrica, ademas se reescribe el

primer término mediante la segunda ecuacion, es decir

K

oo |8 xy) - 00 (x)] =0,

De esta expresion se puede deducir que la funcién v, (x,y) expresada en términos del operador

inverso del Laplaciano es
2r 1

K OFOF

Reemplazando la funcién v (x,y) en la primera ecuacién de este subconjunto

Yo (x,y) = 52 (x—y).

K 27r oF
207 K oror

by [ gt 7'2] (x,y) + e““axxg (x, y)} 52 (x—y)=0,

por lo tanto
X

o
Sy () + 400 xe ()] = 50 (x—y).
1~

2l
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Seguidamente, se procede a multiplicar la ecuacion resultante por la cantidad €;,,,, con lo cual
A
i

oror

K . .
o |:_€im€”7-2j (%,¥) + eime O x2 (x, Y)} = Eim 2 (x—y),

utilizando la propiedad mostrada en la ecuacién (C.4), 1a expresion adopta la siguiente forma

T

K , 0!
o [T (%) + 0Oz (6, Y)| = simtnd? (x — )

2 8;”815”
L (%,3) + 0 xa (%, 7)] = Sim o8 (x — y)
o 2m Y mX2 YY) = Zmalxalm y)-

Al aplicar el operador diferencial 95, sobre la tltima ecuacion, se obtiene

K T T T . azwaﬁl 2
% [_8m7—2m (X7 y) + amamXQ (X? Y)] = &im aixazq; 4 (X y) )

69

donde se logra identificar que el primer término del lado izquierdo corresponde a la tercera ecuacién
del subconjunto, con lo cual se anula; ademads, el lado derecho también resulta ser nulo al tratarse de

una contraccidn de una cantidad simétrica con una antisimétrica, en consecuencia

OmOmxa (x,y) = 0.

Dado que las funciones que aparecen como elementos de la matriz simpléctica inversa deben satisfacer
condiciones fisicas de frontera, se concluye que la solucién compatible con la ecuacién anterior es

trivial, lo que se expresa como
Xz (x,y) = 0.

Con los resultados obtenidos para las funciones 2 (x,y) y x2 (X,y), la primera ecuacién de este

subconjunto adopta la siguiente forma

K 9
—56”7'23‘(393’): 0T (x—y),

la cual al multiplicarse por la cantidad €, resulta en

. 21 or
—eimel i (X,y) = —&; 52 (x—y).
im 27 ( y) K m 8[938;6 ( Y)

Una vez mas, haciendo uso de la identidad (C.4)), la ecuacidn se expresa de la siguiente manera

, 27 . OF
—nd . _ 27 am [ 52 o )
oy (5,y) = e G (x =)

Con lo cual, finalmente se obtiene que la funcién 79, (x,y) es

27 ma af
1~
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Por dltimo, el subconjunto restante de ecuaciones pendiente por analizar es el siguiente
% |:_€Z]7-3j (X7 Y) + fzkale:i (X7 y) - 8f¢3 (X7 Y)] = 07
K .
%5]k8;§7_3j (Xa y) = 07
K

2

Al aplicar el operador diferencial 9] sobre la primera ecuacion de este subconjunto se obtiene

Irsj(x,y) =6 (x—y).

K .. .

5= [0 (x,3) + 070 xs (x,y) = 07O vs (x, )| = 0
K .. .
5o |0 () + €M7 0N (x,y) — 707U (x,y)| = 0.

El primer termino del lado izquierdo en la expresién resultante se anula debido a que corresponde a
la segunda ecuacién del subconjunto, ademads, el segundo término también resulta ser nulo dado que
corresponde a la contraccion de una cantidad simétrica por una antisimétrica, con lo anterior

0707 s (x,y) = 0.
Mediante el mismo argumento utilizado para la funcién x2 (x,y), se concluye que

Y3 (x,y) =0.
Teniendo en cuenta este resultado, la primera ecuacién del subconjunto ahora se expresa asi
—em3 (x,y) + £ xs (x,¥) = 0.
Al multiplicar la expresion previa por la cantidad €;,,, resulta
—cime T35 (X,y) + cime O xz (%, ¥) = 0,
la cual al hacer uso de la identidad (C.4)) se reescribe de la siguiente manera

_772n7'3j (Xa Y) + nfna/fXS (X’ y) =0
—T3m (X, Y) + aanfﬂ (X7 Y) =0.

Por lo tanto
Tam (X,¥) = O X3 (X,y) -

Aplicando el operador diferencial 9, sobre la expresién inmediatamente anterior, esta adopta la si-
guiente forma

O T3m (X,y) = 05,00, x3 (X,Y),

a continuacion, se identifica que el lado izquierdo se puede reescribir mediante la tercera ecuacién del
subconjunto, es decir

2T o

——0" (x—y) = 003 (x,y) -

De la expresion resultante, se deduce que en términos del operador inverso del Laplaciano, la funcién

X3 (x,y) es o 1
i
=T P2(x—y).
X3 (X,y) P (x—y)
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Finalmente, a partir de este resultado, de forma sencilla se concluye que

2r oOF,
T3m (X7Y) = _?8$8x62 (X_Y) °
1~

Los resultados obtenidos para las nueve funciones desconocidas en un inicio, se organizan, ajustando
los respectivos indices, en la matriz simpléctica inversa, generando la ecuacién (7.28)).



Apéndice D

Teoria de Maxwell-Chern-Simons

D.1. Linealizacion de la densidad Lagrangiana de MCS

Al considerar que, para aplicar el método de Faddeev-Jackiw en teorias de campos, resulta necesario
expresar la densidad Lagrangiana de manera que su dependencia sea lineal respecto a las derivadas
temporales del campo, el proceso de linealizacion de la densidad Lagrangiana de MCS presentada en
la ecuacién inicia al identificar los términos provenientes de las teorias de Maxwell y CS

1
L=—ZFuF"+ %5“” (0,4,) A,.

L Lcs

A continuacion, se realiza el siguiente calculo, a partir del cual resulta directa la obtencién del mo-
mento canénico

oL oL oL
M cs

2(0uAy)  0(0,A))  0(0,AL)

donde se identifica que el primer término de este cdlculo fue realizado en el proceso de linealizacién
de la densidad Lagrangiana de la teoria de Maxwell, el cual se expresa como

0L

M= o,
9 (9, As)

En consecuencia, el termino que involucra la densidad Lagrangiana de la teoria de CS se calcula de la
siguiente manera

OLes K apy {a(aaAﬂ)}
P

9(0,A,)  an- 9 (9,A,)

K

— B

= 47T€0‘ P Apmhng
K

= —eMPA,
47 r
Uniendo los resultados, la expresion adopta la siguiente forma

oL

KR
— frr g Do wp g
3 (9, A,) TmE e

72
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es en este punto donde se procede a realizar la definicién del momento candnico, el cual resulta de
tomar la derivada de la densidad Lagrangiana respecto a la derivada temporal del campo, es decir,
oL

m=_——_—p04 "

A,
8 (30 A,) ans O

Seguidamente, se debe realizar el desarrollo explicito de la contraccion de indices de cada término de
la densidad Lagrangiana de MCS, sin embargo, estos procedimientos ya fueron realizados en secciones
previas, a partir de las cuales resultaron las siguientes expresiones

1 im0 1
Ly = oF ET — 1 Fiit

— B AN A — E i 9 A A+ s (9, A) A
Lcs 47r€ (80 Z) j 47‘(8 (8, 0) ]+47r€ (8Z ]) 0-

En este punto, se retoma la densidad Lagrangiana de MCS, al unir los resultados obtenidos, lo que se
expresa asi

1 ; : K s K .- K .-
L= §FOZFOZ — 4FZ’J’FZ‘j + ESU (aoA,) Aj — ES” (82140) Aj + E&J] ((%Aj) Ap.
En la densidad Lagrangiana anterior, se introduce la siguiente identidad nula, la cual no altera la

dinamica del sistema

1

ATT — AT = AGTT — (99 A) T,

de este modo, la densidad Lagrangiana se escribe como se muestra a continuacién
L= ATl — (AT + PO p% _ 1p o f 5 i gua) 4, — 2 (9,40) A
= A" — (9o Ai) +§ R ij+ﬂé (D0Ai) A (0;40) A;

K i
+ Eé‘] (GzA]) Ag.

A partir de la expresion correspondiente al momento candnico espacial, resulta
K

Hi — FiO
+ 47

0ip
e"PA,

4 0 iy
= _p Ly 0 iaoszj.
47 dr
Expresando el simbolo de Levi-Civita en términos de su proyeccion sobre el subespacio de los indices

espaciales, se obtiene

B oijg,

47T6 J

= — ((9 A'—0'A ) + ES”AJ‘

HZ:—FOZ—'—

= 0pA; — 0;Ap + Eé‘ ]Aj.

Sustituyendo la equivalencia obtenida de la expresién inmediatamente anterior en la densidad Lagran-
giana

. . ) ] 3 . . N1
L= AZHZ — (Hl + 0;Ag — %EUAJ‘) IT* + 5 <£EUAJ' — Hl> (ﬁé‘lkAk — HZ> — ZFUF‘U

KoL a. ik AR .
el (T 4 9,4 o Ay) 4 e (DiAo) Aj + 1=

e Eij (&‘Aj) Ao,
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al realizar de forma explicita los respectivos productos presentes en la expresion previa

L= Alﬂz — IT1T* — (aon) T + E&”AJ'HZ + 3072 EUAJGZ Ak — 8*62]14]'1_[1
S (S L VO 0 S ' L 9 Ag) A,
STk Ty 4 ”+4 4 £ (8 o)
k—j
2

€ A;et* Ay — %e” (0:40) A; + -7 (9;4;) Ao.

1672 A

Operando términos semejantes la expresion resultante es

1 . K2 ” 1
E:Aiﬂl—gﬂlﬂz—(aiAg)H’—327T ZJA e AL — FUFU+4 ZJA I

K‘/ Z"
+ EE J (&‘Aj) Ap

1 . . K2

. . H .. .
= A;IT" — §HZHZ — (8ZA0) 32 26,”5 A Ak EjFij + ESZ]A]'HZ

K
+ Efj (0:4;5) Ao,

haciendo uso de la identidad correspondiente al producto de dos simbolos de Levi-Civita, la expresion
resulta en

. . 1 .. . . K .. . 2 1
L= AIT" — §HZHZ — (81140) T + E{;‘”Ajﬂl 307 27’]]14 A — z Ej
K ..
+ EE” (&AJ) AO
— AT — i - (0 Ag) T + =gl AT — - AA - 1F,
T T o F D A

K i
+ E& J (&A]) Ao‘

Finalmente, se realizan los siguientes calculos con el propdsito de reescribir en una forma equivalente
el término iFijFij, para lo cual se parte de

1

L FiFi = (aA — 0;A) (9;A; — D;Ay)

>~ =

(0:45) (0:45) — (0:45) (0;4;) — (9;A4:) (0iAj) + (9;A:) (05 As)
%,‘_/

[(0:4;) (0:4;5) — (0iA;) (0;Aq)]

(0iA;) (8;A; — 0 A;)

NN =N

5 (0i4;) Fij,
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por otra parte, se analiza la equivalencia de la siguiente expresion
1, . 1 ..
5 (E70:4;) (sklﬁkAl) = e (9,4;) (D AY)
1
= 5eie" (0:4;) (O Al)

= % (nfné - 775?7}“) (0:4;) (OrA1)
_ % (8:4;) (8:47) — (BiA;) (9;47)]
= % (0i4;) (0:A; — 0, Aq)

1

T2

Al comparar los resultados provenientes de cada desarrollo se puede concluir que
1

4

con lo cual, tras sustituir la equivalencia previa en la densidad Lagrangiana, se obtiene lo siguiente

(0iA;) Fij.

1 ..
FyFy = 5 (€90:4;) <5kl8kAl> 7

iy i i, K i i K L i k
£ = ATl = JIPIF — (9, A) I 4 VAT — 2 A4 — - (€90,4) (M)

’i i'
+ EE J (8114]) Ap.

Se procede a realizar una integracion por partes sobre el tercer termino de la expresion anterior y tras
despreciar la contribucién del termino de superficie en la frontera, la densidad Lagrangiana adopta la
forma presentada en la ecuacién (8.2))

KZ2

3272 A4

L= 1411_[Z — —IT*1IT* + (@HZ + ié”&[Aj) AQ + iwalj'l_[z —
2 41 4

— % (SijaiAj) <ekl8kAl> .

D.2. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica Mﬁ&é (x,y)

El calculo de los elementos de la matriz simpléctica correspondiente al proceso inicial se realiza a
partir de la definicién dada en la ecuacién teniendo en cuenta los elementos presentados en las
ecuaciones (8.6) y (8.7). Si bien la matriz simpléctica es antisimétrica, una consecuencia inmediata de
esta propiedad es la anulacién de las componentes situadas sobre la diagonal principal, sin embargo,
al trabajar con en notacion indicial algunas de estas componentes corresponden en realidad a bloques
matriciales asociados a indices espaciales internos. Por lo tanto, la antisimetria Ginicamente garantiza
que dichos bloques sean matrices antisimétricas, mas no que se anulen por completo, es por esta razon,
que resulta necesario calcular explicitamente los bloques correspondientes a A; y IT?, como se muestra
a continuacién

0 0
MO, oy = EL W) oK) o atrpd”
o 60 (x) 0D (y) () SA©)
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0 0
sKW s
MO (xy) = H]/Qf{ i .

e D) sy

En lo que respecta a la componente sobre la diagonal principal que involucra a Ag, no es necesario
realizar su célculo de forma explicita puesto que no corresponde a un bloque matricial sino a una tinica
componente por ende su anulacién proviene directamente de la antisimetria de la matriz simpléctica.
Por lo tanto, se procede a calcular los elementos por fuera de la diagonal de la siguiente manera

0
) = 5K(0% 5KS)Z_) (9 om(x) _ P x—y)
0 ey W) ’

0
M0, o) = T o
A A X, }f«f 5§A /(5446

(0) (0) 0 ,
0Ky, 2 0Ky, o117 (y)

MO,

MY (x,y) = - = == = /6> (y — x)
i A ) % g
4, 660 (x) e (y) O ()
(0) ’ (0) !
2© _ 6KAM 5Kni/@{{_
%, A <X7y) - ) - ) - 07
11¢ (X) Ao (y>
0
OK) (v) 5K<°% STV (3"
0 .
‘]\4’,(40)7 ( 7Y) ) = =

_ — =0,
565 (x) %My) 540 (x)

0 0 o)
1/© (x,y) = 5KH]’/M 5KA9/@6'_

Ap, i (X - =0
’ D) 569 (y)

Estos resultados generan la matriz simpléctica Mgg (x,y) presentada en la ecuacion (8.9).

D.3. Cilculo de la ligadura Q)

Con el objetivo de obtener la ligadura que surge como consecuencia de la existencia de un modo cero
no trivial, se parte de la siguiente definicién

QO — / PO (x) 5&‘5(}() / dyH©O (y) = 0. (D.1)

De acuerdo con las componentes del modo cero presentado en la ecuacién (8.10), se consigue iden-
tificar que a la definicién solo contribuye la componente asociada a Ay, con lo cual la expresion se

escribe asi 5
QO = / P (x) ——— / PyHO (y).
™ 550 | P )
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Al expresar de forma explicita tanto la componente de modo cero como la de la variable simpléctica a
la vez que se realiza el reemplazo del potencial simpléctico de la ecuacién (8.4), se obtiene

00 = [ #r 0 1 [ {Gm o ) - [ o) + 04, )] o)

~
47

H2

eV A (y) I (y) + 3922

A5 545 )+ 5 [9004; )] [ogar )] |

A continuacién, teniendo en cuenta que la integracion espacial en y y la derivada funcional respecto a
la componente Ag del campo actian sobre variables independientes es posible intercambiar su orden
de aplicacion, es decir

QO — / Py ® (x) / Py Aj(x) {;n ()T (y) = [V (y) + 7=€904; (3)] Ao (v)

/432

_ g, i

Aj () A (v) + % (907 A5 (v)] M0 A (v)] } :

En este punto, se observa que tnicamente el segundo término del integrando posee dependencia
explicita en Ag, dicho esto, la derivada funcional actda de la siguiente manera

0 _ _ 2...(0) 2 YT N oy g 5 Ao (y)
Q /d Ty (x)/d y {811'[ (y)+4ﬂe 07 A; (y)} 540 (x)

— / a2y (x) / d?y [85’1? (y) + %s”@f’flj (y)} & (x—y).

Ahora, se procede con la integracion en la variable y mediante la delta de Dirac, la cual elige el valor
del integrando en el punto y = x, lo cual se expresa asi

Q(O) = _/dzaj’y(o) (X) [8?1—[1 (X) + igijﬁf/lj (X)] :

Recordando que, de acuerdo con la definicién establecida en la ecuacién (D.T)), se impone la condicién
Q) = 0, dicha igualdad debe satisfacerse independientemente de la forma especifica que adopte la
funcién () la cual es completamente arbitraria. Por lo tanto, la tinica manera de cumplir con esta
condicién de manera general es exigir que el integrando se anule, lo que conduce directamente a la
ligadura presentada en la ecuacién (8.11))

TTTe K ijox
QO = o717 (x) + Esjai Aj(x)=0.

D.4. Obtencion del potencial simpléctico (V)

Para obtener el potencial simpléctico correspondiente al primer proceso de iteracién del formalismo
de Faddeev-Jackiw, el punto de partida es la siguiente definicion

1) — 74(0)
QO0=’
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la cual indica que se debe evaluar el potencial simpléctico del proceso inicial de la ecuacion (8.4) en
la ligadura obtenida en el apéndice previo, de forma explicita esto se expresa asi

RQ

3272 44,

1O = [QH’Hl - (ainl + ﬁgwaiAj) Ag — ig%mjnl +

% (c90,4;) <5kl8kAl)]

il =819, A 0
Tras hacer efectiva la condicién que impone la ligadura, el término que involucra a Ag se anula por
completo, en consecuencia el potencial simpléctico adopta la siguiente forma
WO Ly - g A A+ L (e0,4;) (Mopa
=3 — Eé‘ j 3072 + = ( i j) € OgAl |,

la cual corresponde a lo que se muestra en la ecuacién (8.13)).

D.5. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica Mﬁlll)g (x,y)

El célculo de los elementos de la matriz simpléctica del primer proceso de iteracion, se realiza utili-
zando la definicion dada en la ecuacion junto a las equivalencias dadas en las ecuaciones
y (8:16). Considerando ademds las explicaciones dadas en el apéndice sobre la necesidad del
célculo explicito de las componentes diagonales de la matriz resulta

oK) (v) 6K ( x) _ 5l M 5H’jg()/ 0
66V (x) 0l (y) A A ©)

M (x,y) = j;;f%{ ;[;0%{

Los elementos fuera de la diagonal principal de la matriz simpléctica se calculan de la siguiente forma

M), (xy) =

( 0 i
o _5KM KN ) ) e
Ve gy we )
1
MY (x,y) oKV (y)  0KY) () 5 [aynj( Vb kigra )} ST o™
) X,y) = — = ! y —c i(y —
A o) (x) eV (y)  OAiGx) LY 4w E (v)
0
g 0A; (YY) K piow s
=Y P ckigyoLi — kiU (v —
U5A 0 T an GA () an OO Y X
K . . K -
= 0 (x—y) = = eMpet (x —y) = Mot (x —y),

0
oKy (v) sk 5TI
M(l) X, Aj _ 11 — 4 (Y) — 52 _ 52
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0
(1) (1)
(1) 0K, (y) 0Ky, 5 - .
My, (x,y) = - = |9/ (y) + €79, A; (y)
e sel) ) 50 (y) () L im |
0
OV (y) | K gjoy04; i
— oY P ckiguOLliid) _ gunis? (v — x) = Y82 (x —
) T () + € oy ) ojn; 6" (y —x) =9/ (x —y)
=078 (x—y),
0
oKV (y)  srW j | |
]M/&l[)4 (X,y) _ (?i ( ) B ()i) (X) _ oI M_ o [aixnz (X) + iz—:’“@,fAl (X)
A e () 6 (y) AR A () dm
0
STI K 04; (x) K kioa i
__a;v _75167, T v :_7€kzax j62 x —
v a Feay) e ey
B kiges2iy oy [P kars2
A Opo” (x—y) 7T€ Io” (x—y),
0
sK\) sk
Myl (x,y) = “5%{ SO 0 o ) 4 Mg, ()
| 56000 ogl) (v) )
0
e SI (x) K ki ne 0Ai _ am,is2
O S (y) At akﬁ%— —0in;0” (x —y)
= —078° (x —y)

. . . . . 1 .
Los resultados anteriores se organizan en la matriz simpléctica M,(4 L% (x,y) dando origen a lo presen-
tado en la ecuacién (8.18).

D.6. Obtencién de componentes del vector (1)

Para encontrar las componentes del autovector asociado al autovalor nulo de la matriz simpléctica del
primer proceso de iteracion, se propone el vector arbitrario mostrado en la ecuacion (8.19), el cual
debe satisfacer la siguiente condicién de modo cero

/d2$I/A(1) (x) ME‘% (x,y) =0.

Al expresar el lado izquierdo de la definicidn previa en su representacion matricial, se obtiene la
siguiente ecuacién

0 —77; L£ethoy
[ (60 5060 A0 )| om0 o -y,
£ehop 07 0

Desarrollando el producto matricial anterior y trabajando de forma independiente sobre cada una de
las componentes del vector resultante, se obtienen las siguientes expresiones

, K
[ s s = y)+ [ @ (0 Lo (x - y),
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= [ ol 0 (x—y) - [ () 0362 (- 5).

/ d2zolV (x) %5““8,?52 (x—y)— / 2z (x) 9762 (x — y).

Considerando que en los términos que involucran operadores diferenciales se emplea la propiedad de
simetria de las funciones que dependen exclusivamente de la diferencia entre dos vectores

Hfx—y)=-0/f(x-y), (D.2)

las componentes mostradas con anterioridad se reescriben de la siguiente manera

K .
[ a8 08 x = y) ~ [y ) 0 (x - y).
- /deag-l) (x) 6% (x—y) + /dQ:m(l) (x) 8;’(52 (x—y),

- / zalV (x) %eikagaz (x—y)+ / xBY (x) 0Y6% (x — ).

En este punto, se identifica que en los términos que involucran operadores diferenciales, se intercam-
bia el orden de aplicacion de dichos operadores con la integracidn, puesto que actian sobre variables
independientes. Ademads, se evalian las integrales en los términos que no poseen operadores diferen-
ciales, es decir

5 () = o0 [ o (08 (x - y).
~al )+ 0 [y (2 (x-y),

K

1 5%8;:,’ / d2:pa§1) (x)6% (x —y) + 0/ / dzxﬁi(l) (x) 6% (x—y).
T

Las integrales restantes son evaluadas directamente mediante las deltas de Dirac, de esta manera, el
lado izquierdo de la definicién inicial resulta ser

( B (y) — ekl () —al! (v) + 0D (y) —fe*otal) (v) + V8" (v) > :

Comparando cada uno de los términos del vector anterior con el lado derecho de la definicién inicial
expresado en representacion matricial, se obtienen las siguientes relaciones

K

47

K

ot (v) = a1 ().

1 - 1
B ) = = v). o () =90 (),
Por lo tanto, el autovector asociado al autovalor nulo adopta finalmente la forma presentada en la
ecuacion (8.20)

JAQ) ( 81?:7(1) (x) ﬁgikaﬁ’y(l) (x) ~ (x) ) :
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D.7. Demostracion de la no aparicion de ligaduras adicionales

Esta demostracion parte de la definicién para el calculo de la ligadura correspondiente al primer pro-
ceso de iteracion, la cual se expresa asi

o = [ et ) 2t [ ) ) o D3)

Al considerar el modo cero de la ecuacion (8.20), se identifica que para esta caso, contribuyen al
calculo inicialmente las tres componentes de mismo, es decir

QW — /dez/Ai/d2 H® —i—/d%’ryni
a0 yH" (y)
)
+ dQJ}I/)\/d2 H® .
/ 0y (x) )

Expresando de forma explicita tanto las componentes del modo cero como también las de la variable
simpléctica, se obtiene

. ) K ik o 0
o) = [ adry ) 2 [ )+ [ o (0 e [ @y (3)

+ [ () &‘zx) [0 ).

Se intercambia el orden de aplicacion de las integraciones en y con las respectivas derivadas funcio-
nales debido a que actdan sobre variables independientes, con lo cual resulta

) Kk 1)
) _ 2 oz (1) 2 (1) 2. K ikaz (1) 2
Q /dwam (X)/dy5Ai(X)H (y)Jr/dﬂ:M8 iy (X)/dy(mi

+ [ ) [y sn ().

Directamente de la ecuacién (8.13), se recuerda la forma que tiene el potencial simpléctico de este
proceso iterativo

2. 2,(1)
o G | £ )

(1)
=) HY (y)

2

555 () A ()

1 . . K .- .

HY = SIF () I (y) — =¥ 4; (v) I (y) +
s
1. .

+ 5 [0 45 ()] [Hop A ()] -
En este punto, se identifica que el tercer termino de (1) se anula de manera inmediata debido a que el
potencial simpléctico no posee dependencia en el multiplicador de Lagrange A, ademas manteniendo
unicamente en los términos restantes aquellos que poseen dependencia directa la expresion adopta la

siguiente forma

1) K K2
1) _ 2, Az (1) 2 B kl k
Q /d z0; (X)/d Y5 A ) { 1f AT () + 55— Ak (v) Ak (v)
s

Y3Ir (x)

1 .
+3 [ ] o, ol + [ et eton o [

U ome - L, ' m}.
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Llevando a cabo las derivadas funcionales sobre cada uno de los términos, la expresion se torna en

/4?2
o1~ oo [ on{ - S0 o S8

+ [ekla};’Al (y)} [ nma%i;;ll (( ))]} /d2 ik g 1 )(x)/de

' (y) & oIl (y)
{Hl ) 51 (x)*ﬂel An (¥) 5 (x)}

— [ atr ) [y {—;s’“n’f W) (k) + g A (1) 78 (x— )
+[Hopa )] o -y} + [ e fetop® o [y
{1 () mlo? (=) = =™ A () ml0? (x - .V)}
- /dzwaﬁ(” (x) /de {—:akiﬂ’“ (v)0* (x—y) + 1222& (¥)0® (x —)
+ [0y A (v)] [ 0u8* (x - )] / e Sl / d%y
{1 () 6% (x = y) = =™ A () 07 (x = y)} .

47

En los términos que no poseen operadores diferenciales, se evaldan directamente las integrales en y
mediante las deltas de Dirac; en aquellos que poseen operadores diferenciales, se hace uso de la iden-
tidad presentada en la ecuacién (D.2)) para cambiar la variable de dichos operadores, lo que permite
intercambiar el orden de aplicacion con las integrales, es decir,

. 2 .
o) = /d%@f’y(l) (x) {—;gklﬂk (x) + H—Ai (x) — O / d*yekem oy A (y) 62 (x — y)}

1672
b [ o 0 {10 () - e ()
= / d*z07y W (x) {—;skiﬂk (x) + £;Ai (x) — MM OrOF A (x)}
+ [ a0 60 {1t () - e (0}

Uniendo los integrandos de cada término en uno solo, se obtiene la siguiente expresion

0 — /dzx{_;é_m [557(1) (X)] * (x) + 16 5 [65” M (x )} A; (x)

. K - .
—epe™ [8;7"’7(1) (X)} OrOE A (x) + Ea’k [8,?7(1) (x)} IT" (x)

i<k

52

g™ [0 (0] 4, 00 |

Con el cambio de indices en el cuarto término del integrando, se pueden operar términos iguales
de signo opuesto. Por otra parte, haciendo uso de la identidad correspondiente al producto de dos
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simbolos de Levi-Civita, la expresion se reescribe asi

ot - | d2x{162 97 (00)] A () = (nfrf — ni?) |05 (%) G50 A (x)

2

— 2t [0 (0] Ac ()

k—1

Una vez mas con el cambio de indices en el dltimo término del integrando, resultan términos iguales
de igual signo los cuales se anulan, tras esta simplificacion, la expresion resultante es

b = / a2 {[0py ) ()] aroga (x) = [0V (0] B07 A (%) }

Como tltimo paso, se realiza una integracién por partes y, tras despreciar la contribucion de los térmi-
nos de superficie en la frontera, resulta lo que se muestra a continuacién

Q) = [t {4 (o) 05070 A1 () + 5 () L0 AL ()}
= [ ar® () (-0 0308 ATR + 0205 BATR))
por lo tanto

QW = .

Es importante resaltar que el resultado nulo obtenido no se debe al cero impuesto por la definicién
(D3). Es decir, el resultado Q(!) = 0 proviene directamente de la anulacién total de su integrando y
en consecuencia el modo cero considerado para este cdlculo no genera una nueva ligadura en la teoria.

D.8. Obtencién del potencial simpléctico 7{?

Con el propdsito de obtener el potencial simpléctico del segundo proceso iterativo de la formulacién
de esta teoria invariante de gauge, como punto de partida se toma la siguiente definicién

12 — 1) ]
gauge
Para el desarrollo de esta formulacién se ha optado por el gauge de Coulomb, el cual se muestra en la
ecuacion (8.21)), con ello, se debe evaluar dicha condicién en el potencial simpléctico de la ecuacion
(8.13), esto se expresa de la siguiente manera

L 0y AN i K L
HP) = S —EngjH o ——AjA;+ < ( 10;A5) (gklakAl)]

9;A,=0
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Dado que el potencial simpléctico del primer proceso de iteracién no posee dependencia de la restric-
cién que impone la condicidn del gauge, no se ve modificada su estructura funcional, lo que conlleva
que el potencial simpléctico resultante sea

1 . . K .. . 2 ..
(2 = = - . AL (SR
HE = JIFIT — SV AN 4+ A A+ 5 ( 119, A,) (5 akAl),
la cual corresponde a la expresion presentada en la ecuacion (8.23). Es importante destacar que la no
modificacién funcional del potencial simpléctico es un resultado particular para la teoria de MCS tra-
bajada en el gauge de Coulomb, en general pueden presentarse modificaciones funcionales al imponer
la condicién de gauge.

D.9. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica Mf]; (x,y)

Para realizar el calculo de los elementos de la matriz simpléctica del segundo proceso iterativo de la
formulacién simpléctica de la teoria de MCS se hace uso de la definicién dada en la ecuacién (8.27))
junto a las equivalencias dadas en las ecuaciones (8.23) y (8.26). Considerando las explicaciones dadas
en el apéndice respecto a la necesidad del cdlculo explicito de las componentes diagonales de la
matriz se tiene

YL L B ol 9 _ow iyl i 0
D 0 s (v A )

0 0
(2) (2)
MI(IZ)HJ (X, Y> = 5KHM_ 6Kni =0
5D x) 50 (y)

Seguidamente, los elementos situados fuera de la diagonal principal de la matriz se calculan de la
siguiente manera

(2) .
e K57 6KA g

- R i o R

0
(2) 5K(2) 3
2) 0K, (y) A, (%) 5 Yoo K iy Rl
M7 (x,y) = — = T (y) + —eM0lA; (y)| —
e =y S S g (BT ) A ] - g
0
ST 0A; (Y) K iy i
— oY ckigy — kigynis? (v —
8] i (%) +47T %% 0A; (x) 47r8 e (y —x)
K 7 i )T K ik oz
= Esk By0% (x —y) = —Efk Ops* (x —y) = e "ot (x—y),
0
(2) 5K(2) ] .
@) IKy (y) 4, (%) 8 Ty oIl y 645 (v)
M X,y) = — = A (y)| — = Y
e =S S s )~ a9 ) gt

= Onio® (y —x) = 0Y6° (x —y) = =07 0% (x —y),
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0
SK? (y) o6K® 0TV (y) A
M, (xy) = —g— - —L Y= (y - %) =)ot (x —y)
7,7A, i 1 7 b
s S 00 60 () T j

0
SE (y) KR

(2) ) .
M b6) = O [or () + kg, (y)
A 5¢2) (x) @ (y) O (%) [
0
5Hj (y) R ks 0A; .
=Y  kipy J — AY,J 52 _ _ qus2 _
O o)) Tt K () = OO —x) = (x —y)
=076 (x—y),

0
M(Q) (X y) (5K(2) 0K M_ [ (y)] _ 81-'514]: —0,
o 551?() D () 5HZ<> j
) W) a0 awr
A4; Y (%A ) 55&2]_) (v) T X(x) 644 (y)

0
SII K i ng 0A4i (X) K ki 2
_—812 _78]61 T = "¢ 18$ ]5 X —
i(y)  Ar b 0A; (y) A" 70" ( y)
_ B kigrs2, oy B gkars2
= T unc Oo” (x—y) Ans o (x—y),
0
SK? 5K? (x) 5 - :
(2) Iy A TTT? K kige
My, (xy) = - = |OFIT" (x) + —MOT A; (x)
AL }{ﬁf) (x) 55%2]) (¥) o1 (y) [ An K }
0
_ 2 01T (x) K kine 0Ad 9T is2 (o
= —0; 5T (y) 4775 8k5 7 y) oin;é” (x —y)
- _8]5052 (X - Y) ’
(2) RS
M (x,y) = el W) OR6 M‘S YA, (y)
| 667 (x) 06 (y > (x)
5 1‘ ) k:z
0A 0 ) A
. H'l
_ AT %ﬁ
P X (x) SE(y)
(2)
UMD ey = KA ) K (x) _ 5HJM_ 05 A, ()] = —e A0
I 662 ) €Y (y) T G (x) My (y) oA (y)

= -9nlo® (x—y) = -0 (x — y),




86 APENDICE D. TEORIA DE MAXWELL-CHERN-SIMONS

K (y) K () 6

(2) i K ki A
M) =S ) e Tl )T i A )
0 vy
- S\ (y) [az A’L (X)]
} 0
= ayéIP ﬁ klay(SA M ax‘SA JX)/_
SE00 Cant K5g(0 aK(y)

Estos elementos, se organizan en la estructura matricial del segundo proceso de iteracion, dando origen
a lo que se muestra en la ecuacion (8.28).

D.10. Obtencion explicita de la matriz simpléctica inversa

El paso final para obtener los corchetes generalizados entre las variables dindmicas de la teoria de
Maxwell-Chern-Simons, es necesario encontrar la inversa de la matriz simpléctica presentada en la
ecuacion (8.28)), como punto de partida para realizar este célculo, se toma la siguiente ecuacién fun-
cional

[ @M (MO (o) = 55 (x - ). D4

Debido a que la estructura explicita de la matriz inversa no es conocida hasta este punto, se propone
la siguiente matriz cuyas entradas son funciones arbitrarias

‘ Anm ™ A ®
-1 AJ T1jm (Z7 Y> T2jm (Z7 Y) T35 (Zv y) T4 (Z7 Y)
(MED] T (a,y) = | T xijm () Xajm () w (oY) X ()
A Y1im (Z) Y) Yom (Za y) (Zv Y) (o (Za y)
¥ | Wim (Z>y) Wam (Z7y) (Z7Y) Wq (z,y)

Tras haber definido la forma mas general posible de la matriz inversa, y considerando la estructura
matricial de la ecuacién (8.28)), el lado derecho de la definicién (D.4)) en representacién matricial se
expresa como

n, 0 00
0 n 00 |2,
0 0 01

donde se expresa de forma explicita las identidades en indices discretos y el espacio continuo de
coordenadas. A continuacion, se procede a escribir en su forma matricial el producto presente en el
integrando del lado izquierdo de la definicién (D.4), es decir

0‘ —77; ﬁelka]f _alw T1jm (Z,Y) T2jm (Z7Y) T35 (Z7Y) T4j (Z,Y)
77; 0 —8f 0 2 _ X1jm (ZaY) X2jm (Z7Y) X3j (ZaY) X4j (ZaY)
o D . 0% (x — z)
Letkop 0 00 bim (2,5) Yom (2,5) ¥3(2y) va(z,y)
-7 0 0 0 wim (2,y) wam (2,y) w3(z,y) wi(z,y)

Tras llevar a cabo el producto matricial anterior para posteriormente hacer uso de la delta de Dirac
para evaluar las integrales en cada término, la matriz resultante se compara componente a componente
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con la matriz presentada en la ecuacién (D.3), de ahi se obtienen las siguientes equivalencias

K .
—Xtim (%,¥) + Ee““aii%m (x,y) — Ofwim (x,y) = n},0% (x — y),
H .
—X2im (X, Y) + Eezka]f¢2m (X7 Y) - algrwzm X, y) =0,
H .
—X3i (X7 Y) + 75%8]?1#3 (X> Y) - 8imw3 X, y) = 07

47
K

{0 (x,y) = Of

—X4i (Xv Y) —+
Tlim (X, Y) - af%m

T2im (X, }’) - azxq;Z)Qm

731 (X,y) — 0; 3

T4 (X, y) — O0f 4

MO (%,Y) = O Xagm
K
ir
K
ir

(
(
(
(
(
(
(
(
%Ejka;lejm (x,¥) — 97 x1jm (%,
(
e O sy (x,y) — OF xs; (
(
(
(
(
(

Con el propésito de conocer la forma de las funciones desconocidas que componen la matriz simplécti-
ca inversa, se procede a agrupar aquellas ecuaciones que involucren las mismas funciones. En este
sentido, el primer subconjunto por analizar es

i (6,¥) + e O tim (2,¥) = OFwonm (x,¥) = 10” (x = y).
Tiim (X, y) — 0] him (%, y) = 0,
%sj OrTijm (X,Y) Gfxljm (x,y) =0,
—8fﬁjm (x,y) =0.

Se procede a aplicar el operador diferencial 07 sobre la primera ecuacion de este subconjunto, lo cual
conduce a
K

47T5ikagca]f'¢lm (X, Y) - 8fazxwlm (X, Y) = 7771718;352 (X - y) .

—0F X1im (%, y) +

Identificando que el segundo termino de la expresion previa se anula debido a que corresponde a una
contraccion de una cantidad simétrica con una antisimétrica, resulta

—0 X1im (%,¥) = OO wim (x,y) = 95,0% (x —y).
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Mediante las ecuaciones dos y tres del subconjunto, se encuentra la siguiente relacioén para el primer
término de la ecuacion sobre la cual se esta trabajando

~
4
l‘ﬂ: .
75%6]?03;7#)11% (Xa Y) = 8@‘J:X1im (X7 Y)

47
0 = 0 x1im (X,¥),

€ik31f7'1im (X7 Y) = 3§3X11;m (X7 Y)

con lo cual la expresién se torna en
— 07 O wim (%,y) = 05,0° (x —y) -

De esta ecuacion se puede expresar la funcion wy,, (X,y) en términos del operador inverso del Lapla-
ciano, con lo cual

ax
Wim (X,y) = _8”:3””52 (x—-y).
1Y

Seguidamente, se procede a aplicar el operador diferencial 97 sobre la segunda ecuacién del subcon-
junto, lo que se expresa asi

a?Tlim (X, Y) - afazxwlm (Xa Y) = 0.

Al identificar que el primer término del lado izquierdo de la ecuacién previa corresponde a la cuarta
ecuacién del subconjunto, este se anula por completo; en consecuencia

070 1m (x,y) =0,

considerando que las funciones que aparecen en las entradas de la matriz simpléctica inversa deben
satisfacer condiciones fisicas de frontera, se concluye que la solucién compatible es la trivial, es decir

Yim (x,y) = 0.

En consecuencia, al reemplazar este resultado en la segunda ecuacidn de este subconjunto, se deter-
mina de forma inmediata que
Tlim (X, y) =0.
Con los resultados obtenidos hasta el momento, se determina la forma de la funcion x4, (x,y) al
reemplazarlos en la primera ecuacién del subconjunto
Xr )T
o (.3) + T (- ) = o e ).

por lo tanto
; oroy
im ’ - _ i Ji¥m 52 . .
X1 (X Y) (nm alxalx ) (X Y)

A continuacidn, el siguiente subconjunto de ecuaciones por analizar corresponde a

—Xoim (X,y) + %5ik8;fw2m (x,y) — Ofwam (x,y) =0,
Toim (X,¥) — O Yo (X, ) = 13,6 (x — ),

%5’ O Togm (X,¥) — 07 x2jm (X,¥) = 0,

=07 Tajm (x,y) =0
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Aplicando el operador diferencial 97 sobre la primera ecuacién de este subconjunto, se obtiene la
siguiente expresion
K

47r€ik3ixalﬁ¢2m (Xa Y) - a;vazwam (X’ Y) - O’

—0F X2im (X,¥) +

se consigue identificar que el segundo término del lado izquierdo de la ecuacién previa se anula debido
a que corresponde a la contraccién de una cantidad simétrica con una antisimétrica, resultando

=07 X2im (X, y) — 070 wam (%, y) = 0.

Mediante las ecuaciones dos y tres se puede reescribir el primer término del lado izquierdo de la
ecuacion anterior de la siguiente manera

K
0F x2im (X,y) = Egka;fmm (x,y)

I{/ . .
= Ea”“a,f (10,67 (x — y) + OFtham (x,¥)]
0
= RS (x—y) 1O T y)
yp L dn 2m )
K m X
=€ POt (x —y).

Sustituyendo este resultado la expresion adopta la siguiente forma

K

emk8,f52 (x —y) — 070 wam (x,y) =0,
4

a partir de la cual, la funcién wsy,, (X,y) expresada en términos del operador inverso del Laplaciano
es

K oF
wom (X,y) = _Egmkaxigwy (x-y).
1Y

A continuacion se aplica el operador diferencial 07 sobre la segunda ecuacién del subconjunto, lo cual
se expresa de la siguiente manera

aé'rTQim (X7 y) - afazxw%n (X7 y) = 7771718;652 (X - y)
O Toim, (X, y) — OF O o, (X,y) = 05,6% (x —y) .

Identificando que el primer término del lado izquierdo de la ecuacién anterior se anula debido a que
corresponde a la cuarta ecuacion del subconjunto, la expresion se simplifica a

OF O thom (x,y) = —058° (x —y),

y al expresar la funcion g, (x,y) en términos del operador inverso del Laplaciano, se obtiene como

resultado .

_ am 2

Con este resultado, retomando la ecuacion dos de este subconjunto se reescribe de la siguiente manera

r )T

oror, i
T2im (X7 Y) + = 62 (X - Y) = nm52 (X - y) .
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Por lo tanto, la funcién 79;,, (x,y) adopta la siguiente forma

: 8“78’6
T2im (X,Y) = (77;1 61’8$> §° (X Y)

Para determinar la funcidén X2, (X,y), se reemplazan los resultados obtenidos para las funciones
Yom (X,y) ¥ wam (X,y) en la primera ecuacion del subconjunto, es decir

K gzkﬁ or,
4~ OFOf

52( _y)+i mkafalf

52 (x—y) =
" oop (x=y) =0,

—X2im (X,¥) —

expresion a partir de la cual se concluye que

K oy oy, oL of
X2im (Xuy) < €ki Az Az axax — €km axam) 52 (X y)

El siguiente subconjunto de ecuaciones por analizar viene dado por

—x3i (X,y) + 4*5”{3%)3 (x,y) — Ofws (x,y) =0
73 (X, y) — Of Y3 (x,y) =0,

MOy (x,3) = 9 Xy (x,¥) = 8 (x — ),
—0j35 (x,y) =0

Al aplicar el operador diferencial 9 sobre la primera ecuacion del subconjunto, se obtiene la siguiente
expresion
/<l'/ .
=07 x3i (%, y) + EezkaimalwaS (x,y) — 0707 ws (x,y) = 0.

Se identifica que el segundo término del lado izquierdo se anula por completo debido a que corres-
ponde a la contraccién de una cantidad simétrica con una antisimétrica, por ende

=07 x3i (x,y) — 07 0j w3 (x,y) = 0.

Con el prop6sito de reescribir el primer término del lado izquierdo de la expresion anterior, a partir de
las ecuaciones dos y tres se obtiene la siguiente equivalencia

H .
O x3i (x,y) = —e*0iTs (x,y) — 6% (x —y)

47
H .
= Zsl’“@;f@?w:a (x,y) —0* (x—y)
78
= -5 (x—y).

Sustituyendo esta relacion en la ecuacion que se viene trabajando se obtiene
0% (x —y) = 97 0fws (x,5) = 0.

Por lo tanto, la funcién w3 (x,y) escrita en términos del operador inverso del Laplaciano es

ws (X,y) = azax52(x y)-
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A continuacion, se aplica el operador diferencial 9} sobre la segunda ecuacion del subconjunto, lo que
se expresa de la siguiente manera

07 13: (x,y) — 07073 (x,y) = 0.

Se identifica que el primer término del lado izquierdo de la expresion anterior corresponde a la cuarta
ecuacién del subconjunto, lo cual termina anuldndolo, de forma que

azxagxqzb?) (X> Y) = Oa

al considerar que las funciones que aparecen como elementos de la matriz simpléctica inversa deben
satisfacer condiciones fisicas de frontera, se concluye que la solucién compatible es la trivial, lo que
se expresa como

Y3 (x,y) =0.

Este resultado, al ser reemplazado en la segunda ecuacién del subconjunto conlleva de manera directa
al siguiente resultado

73; (x,y) = 0.

Por tltimo, para determinar el valor de la funcién xs; (x,y) se reemplazan en la primera ecuacién de
este subconjunto los resultados obtenidos para las funciones ¥3 (x,y) y w3 (x,y), es decir

—X3i (X, y) — 76" (x — y) = 0.

Expresion a partir de la cual, expresando en términos del operador inverso del Laplaciano, la funcién
X3i (X, y) toma la siguiente forma
T

Kkl

Finalmente, el dltimo subconjunto que queda por analizar estd dado por

—xai (%) + e O (x,y) = Ofwa (x,y) = 0

74i (X, y) — 3%4 (x,y) =0,

isjkc‘),fmj (%,¥) — 97 x45 (x,5) =0
~mj(x,y) = 0% (x —y).

Se procede a aplicar el operador diferencial 97 a la segunda ecuacion del subconjunto, lo cual se
expresa de la siguiente manera

0imai (X,y) — 07074 (x,y) = 0.

El primer término del lado izquierdo de la expresion resultante se sustituye la equivalencia mostrada
en la ecuacién cuatro del subconjunto, es decir

~6% (x —y) = 97 0fYa (x,y) = 0,
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lo que permite obtener el valor de la funcién ¢4 (x,y) en términos del operador inverso del Laplaciano

Yy (X,y) = —

De forma inmediata, al sustituir este resultado en la segunda ecuacién del subconjunto, se obtiene el
valor de la funcién 74; (x,y), el cual es

T

— 8Z 2

Para determinar el valor de las funciones restantes, se aplica el operador diferencial 9;° sobre la primer
ecuacion del subconjunto, lo cual se expresa asi
K

1o 00Ok (x.y) — 070 wa (x,y) = 0.

X
=07 Xx4i (x,y) +
Se identifica que el segundo término del lado izquierdo se anula por completo debido a que correspon-
de a la contraccion de una cantidad simétrica con una antisimétrica. Ademads, se reescribe el primer
término del lado izquierdo haciendo uso de la tercera ecuacién del subconjunto, es decir

K

e (x,y) — 07 0w (x,y) =0,
reemplazando el resultado obtenido para la funcién 74; (x,y), la expresion adopta la siguiente forma

1
orof

K
47

‘ 2
eROF O r 0% (x = y) — OF O wa (x,y) = 0.
El primer término del lado izquierdo termina anuldndose debido a que corresponde a la contraccién
de una cantidad simétrica con una antisimétrica, lo que conlleva a

0f Ofwa (x,y) = 0.

Una vez mas, al considerar que las funciones que aparecen como elementos de la matriz simpléctica
inversa satisfacen condiciones fisicas de frontera, se concluye que la solucién compatible es la trivial
y por lo tanto

Wy (X7 Y) =0.

Por tltimo, en la primera ecuacién de este subconjunto se reemplazan los resultados obtenidos hasta
el momento, lo que lleva de forma directa al valor que tiene la funcién x4; (x,y), el cual es

K .. OF
Xai (X,¥) = —Eé’k o0 (X =)
)

Ajustando los respectivos indices, los resultados obtenidos para las dieciséis funciones desconocidas
dan origen a la matriz simpléctica inversa presentada en la ecuacién (8.29).
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