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1 Introduccién

Las teorias gauge constituyen un caso
particular de sistemas singulares.

Su tratamiento canénico estandar se
realiza mediante el método de Dirac.

El método de Faddeev-Jackiw utiliza la
estructura simpléctica del espacio de fase.

Requiere una formulacion de primer orden
en derivadas temporales.

Teorias gauge y sistemas singulares

Trabajo de grado



Planteamiento del problema y objetivo general

1 Introduccién

Pregunta de investigacion
¢Como se describen las teorias gauge bajo la formulacién simpléctica de Faddeev-Jackiw?
Objetivo General

Aplicar la formulacion de Faddeev-Jackiw al estudio de teorias gauge, con el propdsito de
comprender su estructura dindmica.
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Objetivos especificos

1 Introduccién

e Analizar el modelo de Christ-Lee mediante la formulacién de Faddeev-Jackiw, con el propésito
de caracterizar su estructura de ligaduras y la dindmica del sistema.
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Objetivos especificos

1 Introduccién

Analizar el modelo de Christ-Lee mediante la formulacién de Faddeev-Jackiw, con el propésito
de caracterizar su estructura de ligaduras y la dindmica del sistema.

Caracterizar la teoria electromagnética de Maxwell a través de la formulaciéon de
Faddeev-Jackiw, identificando sus simetrias gauge y la reduccién de grados de libertad.
Describir la teoria de Chern-Simons abeliana pura a través de la formulacion de
Faddeev-Jackiw, determinando su estructura simpléctica y sus propiedades topoldgicas.

Examinar la teoria de Maxwell-Chern-Simons aplicando la formulacion de Faddeev-Jackiw,
con el fin de evidenciar el efecto de los términos topoldgicos en su descripcion.
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Método de Faddeev-Jackiw para teorias gauge

2 Marco referencial

Lagrangiano del sistema

L=1L (qi7 ql> . (2.1)
Momentos candnicos conjugados
oL
pi= - (2.2)
0q;
Lagrangiano canénico
Le (qi,pi1) = L(ai,41)lg—g,(q.p) = Pidi — H (a1, pi) - (2.3)
Lagrangiano de primer orden
" (&,€) =a” (© O - HO (&). (2.4
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Método de Faddeev-Jackiw para teorias gauge

2 Marco referencial

Matriz simpléctica

(0)
o _ %5 &) 04" )
L o¢(0)i o) ’
Ecuaciones de movimiento en el formalismo de Faddeev-Jackiw
(0)
0) £(0)j _ OH (5)
Ecuacién de evolucion temporal
o -1 9HO) (¢)
(0)i _ (A0)
€= (1)") RO (27)
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Método de Faddeev-Jackiw para teorias gauge

2 Marco referencial

Equivalencia de la matriz simpléctica inversa con los corchetes de Poisson

(67) = feoreor

Modos cero asociados a la matriz simpléctica

yOED — o

o Jij

Ligaduras del sistema en Faddeev-Jackiw

JOHO) (¢)
(0) — (0)i
Qa (5) =V 85(())1
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Método de Faddeev-Jackiw para teorias gauge

2 Marco referencial

Tras incorporar la ligadura, se genera un nuevo proceso iterativo, para el cual
L0 (&62@) = af? () éV —HY (¢)

El potencial simpléctico del primer proceso de iteracion es

HD (¢) = HO ‘ .
() () 2 (610

Para un numero finito N de iteraciones
oY (&) =o.

Incorporar condiciones de gauge genera un proceso iterativo N + 1

(UN+1))_1 _ {g(N-ﬁ-l)i?g(N-i-l)j}.
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Método Faddeev-Jackiw para teoria de campos gauge

2 Marco referencial

Lagrangiano de la teoria

L= / d*xL (¢,0,9) . (2.15)
Los momentos candnicos conjugados
oL
m=_—-_. (2.16)
0 (0od*)

Se trabaja a nivel de la densidad Lagrangiana

£ — Kgo) (©) é(O)A ) ©), (2.17)
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Método Faddeev-Jackiw para teoria de campos gauge

2 Marco referencial

La matriz simpléctica estd dada por

OKp(y

~—

5KA(X

~—

M, = — . 2.18
oY) = 5ei ~ aebl) e
Los modos cero vienen dados por la expresién

/d3xyA (X) My (x,y) = 0. (2.19)

Mientras que las ligaduras de la teoria se obtienen a partir de la siguiente expresién

§
Q= /d3qu X /d3 H (y) = 0. (2.20)
% 5650 | L)

12/50



Tabla de contenido
3 Modelo de Christ-Lee

» Modelo de Christ-Lee

13/50



Modelo de Christ-Lee

3 Modelo de Christ-Lee

Particularidades:
e Propuesto por Norman H. Christ y Tsung-Dao Lee en 1980.
e Modelo mecanico no relativista.
e llustra la aparicion de simetrias gauge en sistemas con un numero finito de grados de libertad.

Lagrangiano del sistema

1 1
L=5 (+7") =20y —yi) + 32 (X +7") =V +7"). (31)

14/50



Linealizacion del Lagrangiano
3 Modelo de Christ-Lee

Momentos candnicos
px=x+zy, py=yv—2x, p,=0.

Lagrangiano equivalente de primer orden

1, 1
L = pek +py¥ — | 5pF + 5P] +2 (pyx — pey) + V (& +77) |

H(O)
Componentes de la variable simpléctica
&0 sx &) s &0 =y &) —py, &Yz
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Matriz simpléctica inicial
3 Modelo de Christ-Lee

Elementos de la uno forma canoénica

a,EO) — DPx, a,(,g) — 0, aéo) — Dy, al(,?) — 0,
Matriz simpléctica del proceso inicial

X Px V Py Z

x|0 -1 0 0 O

f<0) - px|1 0 0 0 O

v ylo 0o 0o -1 0

py|O 0 1 0 0

z|0 O 0 O O
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Ligadura del sistema
3 Modelo de Christ-Lee

Modo cero del proceso inicial

v =(0 00 0 4 ). (37)
Ligadura del sistema
QO = p,x —py =0. (3.8)
Lagrangiano del primer proceso de iteracion
1D — i . A Lo, 1, V(x2 2
= DX+ Pyl + (P = py) A — | 5Py + 5Py F (x> +y)|. (3.9)

HO=HO ‘sz(O)fo
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Primer proceso de iteracion
3 Modelo de Christ-Lee

X px ¥V P A
X 0O -1 0 0 py
1 o o0 0 -
ffjl) = P $ (3.10)
y 0 0 0 —1 —py
py| O 0 1 0 X
A =py v px —x O
Modo cero correspondiente
ui(l) = y/(\l) (v oy —x —pe 1). (3.11)
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Invariancia gauge del sistema
3 Modelo de Christ-Lee

Aun cuando existe un modo cero, no surgen nuevas ligaduras

QW =o. (3.12)
Condicién de gauge
b — carctan (%) =0. (3.13)

Lagrangiano del segundo proceso de iteracion

1, 1
~pi+opy V(X +y?)|. (314)

L® = pe& + pyy + (pyX — py) A + [b — carctan (%)} p— {2 5

}1(2):H<1>|gauge
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Matriz simpléctica regular

3 Modelo de Christ-Lee

X P« ¥V Py A P
X 0 -1 0 i
Dy 1 0 0 0 -y 0
=1y o 0 0 ~1 - —u%
Py 0 0 1 0 X 0
Ay ¥V b —x 0 0
ez 0 2% 00 0

(3.15)



Matriz simpléctica inversa

Universidad de Narifio

3 Modelo de Christ-Lee

Inversa de la matriz simpléctica final

L} X Dx y Dy A p
2
X Xy _Y
X 0 FoRw 0 PERE 0 .
%2 0 Xy XPy —VPx Y Py
1 Px x24y2? X2 +y? X2 +y2 X2+y2 ¢
2) - o Xy y2 X
@) =] v | o =iy 0 w0 F [ B
o R - 0 __x Px
py X2 +Y2 x2 +Y2 x2 +y2 X2 +Y2 c
__y _x _1
A O X2+Y2 0 x2+y2 0 c
Y Py _X _ Px 1
p c c c c c O
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Corchetes generalizados
3 Modelo de Christ-Lee

Corchetes generalizados de interés

2

(€)= -
{€x2) 5(2)} = {x,p} = m’
{6267} = tort =~ grs
{px’ }:{anpy}_%:
{fy@),&f)} ={r.py} = ngjyz

Son consistentes con los corchetes de Dirac.
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Teoria electromagnética de Maxwell

4 Teoria electromagnética de Maxwell

Particularidades:
e Formulacién relativista, teoria gauge abeliana.
e Potencial vector A,,.
e Tensor de intensidad del campo electromagnético F,,,,.

Describe particulas sin masa y de espin uno.

Densidad Lagrangiana de Maxwell
1

£:4

F, P
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Linealizacion de la densidad Lagrangiana

4 Teoria electromagnética de Maxwell

Momentos candnicos conjugados
1" = F°. (4.2)

La densidad Lagrangiana de Maxwell se reescribe de la siguiente forma

. 1 . . . 1
£O = ATl — ST — 4o (ain')+ZFijFij . (4.3)

(0)

Componentes de la variable simpléctica inicial

fl(;?) — A, 1(1(3) — 1T, ﬁﬂ) — Ap. (4.4)
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Matriz simpléctica inicial

4 Teoria electromagnética de Maxwell

Elementos de la uno forma canénica
kY -1, k9 -0, K —o.
Matriz simpléctica del proceso inicial

4 W 4
A | O 77]} 0
| 0 o0
A0 0 0

M) (x,y) =

26/50
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Ligadura de la teoria

4 Teoria electromagnética de Maxwell

Su correspondiente modo cero es
A =(0 0 4yO(x) ).

Ligadura de la teoria _
QO = g11' = 0.

Densidad Lagrangiana del primer proceso de iteracién

T 4 |
LY = AT 4+ A9 IT — <2H'H’ +7 ,,FU>
H(1>:H(O)|sz(0):0
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Primer proceso de iteracion

4 Teoria electromagnética de Maxwell

Matriz simpléctica del primero proceso de iteracion

4 W )
A0 —-nt 0
MY (x,y) = T J B (x—y). 4.10
45 (X,Y) oy 0 - (x-vy) (4.10)
A O —81?‘ 0
Modo cero asociado a esta matriz
AD = (D (x) 0 4D (x) ). (4.11)
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Invariancia gauge de la teoria

4 Teoria electromagnética de Maxwell

A pesar de la existencia del modo cero, no surgen ligaduras adicionales
oW =,

Para esta teoria se utiliza el gauge de Coulomb
0iA; = 0.

Densidad Lagrangiana del segundo proceso de iteracion

S 1,1
L2 = ATT + AGIT + oA — <2nlnl + FJFJ>

4

7-[(2):7-[(1)|

gauge
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Matriz simpléctica regular

4 Teoria electromagnética de Maxwell

Mediante la incorporacion del gauge de Coulomb, se consigue la regularizacion de la matriz

simpléctica

A; ¥ A %
A | O —77} 0 -0

My (xy) = | 1@ o0 = 0 [P(x-y). (4.15)
A 0 —8}‘ 0 0

=0F 0 0 0
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Matriz simpléctica inversa

4 Teoria electromagnética de Maxwell

La inversa de la matriz simpléctica anterior se expresa de la siguiente manera

{,} A IV A ©
R U R A L
A 0 *a% 0~
" — o 0 aor O

(4.16)
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Corchetes generalizados

4 Teoria electromagnética de Maxwell

Corchetes generalizados de interés para esta teoria
{620,600} = 14X, 4 )} =0,
) NG Ao
(2) (2) _ (g i
{60060 )} = (a0 W) = (1 57
{6 @60 o)} = {r'e. W)} =0

Son consistentes con los resultados provenientes del método de Dirac.
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Teoria de Chern-Simons abeliana pura

5 Teoria de Chern-Simons abeliana pura

Particularidades:
e Teoria definida en (2 + 1) dimensiones espacio-temporales.
e Su construccion depende solo del potencial vector A, y sus derivadas espacio-temporales.
e Ladensidad Lagrangiana es lineal en las derivadas espacio-temporales del potencial vector.

Densidad Lagrangiana de Chern-Simons pura

L= ﬁsw (9,A4,)A,. (5.1)
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Aspectos destacables

5 Teoria de Chern-Simons abeliana pura

Ligadura de la teoria
K
00 = 5. (Oify)

Anulacién del potencial simpléctico

H1) = 74(0) _
Q=0

Para esta teoria se utiliza el gauge de Coulomb

&Ai =0.

35/50
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Matriz simpléctica regular

5 Teoria de Chern-Simons abeliana pura

Tras incorporar el gauge de Coulomb, se consigue una matriz simpléctica regular dada por

Aj A (2

Ay | =l gRoy —oF
T T 2 x—y). (5.5)

(2) _ K
Mis V) =or | X a0 o

¢ | —0f 0 0
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Matriz simpléctica inversa y corchete generalizado

5 Teoria de Chern-Simons abeliana pura

La inversa de la matriz previa posee la siguiente estructura

{a} Aj A ¥

. 907 %9 ik o _ O

|:MCB(2):| (X y) B 21 Al (51] Ekj Frax (9"8" + Eki dxdx) 9 dxax ooF 52 (x B y) .

A D e 2 0 L

e i

o} 1
v o gor 0
(5.6)

El corchete generalizado de interés viene dado por

2m ORoF OFor
{670,600} = a4} == ( i opgr + o 8§5x)62 x-y). (57)
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Teoria de Maxwell-Chern-Simons

6 Teoria de Maxwell-Chern-Simons

Particularidades:
e Teoria definida en (2 + 1) dimensiones espacio-temporales.
e Acoplamiento entre la teoria de Maxwell y el término topolédgico de Chern-Simons.

Densidad Lagrangiana de Maxwell-Chern-Simons

1 K
L= _ZFWFW + EEWP (0,A)) A, (6.1)

Ly Les
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Puntos clave

Ligadura de la teoria

Para esta teoria se utiliza el gauge de Coulomb

6 Teoria de Maxwell-Chern-Simons

Q(O) = &Hi + %Eij&‘Aj =0.

04 = 0.
Tras la incorporacién del gauge de Coulomb, se logra regularizar la matriz simpléctica
A; v A %)
Al 0 o O
M (xy) = | 10 o 0 —F 0 P2 (x—y).
ﬁeﬂ‘(’){(‘ —0F 0 0
¢ | —0f 0 0 0
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Mol Matriz simpléctica inversa

B R 6 Teoria de Maxwell-Chern-Simons

La inversa de la matriz simpléctica anterior viene dada por

{a} Af ¥ A ¥
. ¥ or 33(
) A; 0 (77; - a}ajf> 0 ~ oy
B(2)] B , O 9%F ooy aror ar ik O 2
M) oy = | | - (- %) £ (cuddh —eud) —otr et | (x—Y).
o
A 0 oo 0
o a]x _ Kk _jk 8,’(‘ 0
i o 1S Ty T

(6.5)
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Corchetes generalizados

6 Teoria de Maxwell-Chern-Simons

Corchetes generalizados de interés para esta teoria

{6 .65 W} = {00, (y)} =
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0ROF
8" 8"

0 OF

ng 8){ ax

aixajx 52
- axax) x-y).

) x-y).
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Conclusiones

Universidad de Narifio
TROR

7 Conclusiones

Se desarroll6 de manera sistematica la formulacién simpléctica de un sistema con un nimero
finito de grados de libertad y tres teorias de campos gauge.

Ademas, se obtuvieron las ligaduras de cada una de las teorias estudiadas, asi como se identifico
su simetria gauge y sus variables o campos fisicos.

Posteriormente, se verificé la consistencia de los corchetes generalizados con los corchetes de
Dirac para las cuatro teorias estudiadas; se realiz6 una comprobacion adicional para las teorias de
Chern-Simons pura y Maxwell-Chern-Simons con los resultados de la formulacién de
Hamilton-Jacobi.

Dentro de este formalismo, no es necesario el concepto de igualdad débil de Dirac, porque las
ligaduras se incorporan directamente en la estructura simpléctica del sistema.
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Conclusiones
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7 Conclusiones

Mediante la matriz simpléctica inversa, se obtienen de manera directa e inmediata todos los
corchetes generalizados para las variables fisicas.

Sin embargo, no fue posible obtener de manera explicita todas las ligaduras de las teorias; de
manera particular, aquellas que surgen de los momentos canénicos no se lograron determinar.

Finalmente, se recomienda extender la formulacion simpléctica a otras teorias gauge y analizar

distintas condiciones de gauge en las teorias de Maxwell, CS pura y MCS para estudiar el alcance y
las limitaciones del método de Faddeev-Jackiw.
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