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Teorías gauge y sistemas singulares
Ŵ Introducción

• Las teorías gauge constituyen un caso
particular de sistemas singulares.

• Su tratamiento canónico estándar se
realiza mediante el método de Dirac.

• El método de Faddeev-Jackiw utiliza la
estructura simpléctica del espacio de fase.

• Requiere una formulación de primer orden
en derivadas temporales.
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Planteamiento del problema y objetivo general
Ŵ Introducción

Pregunta de investigación

¿Cómo se describen las teorías gauge bajo la formulación simpléctica de Faddeev-Jackiw?

Objetivo General

Aplicar la formulación de Faddeev-Jackiw al estudio de teorías gauge, con el propósito de
comprender su estructura dinámica.
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Objetivos específicos
Ŵ Introducción

• Analizar el modelo de Christ-Lee mediante la formulación de Faddeev-Jackiw, con el propósito
de caracterizar su estructura de ligaduras y la dinámica del sistema.

• Caracterizar la teoría electromagnética de Maxwell a través de la formulación de
Faddeev-Jackiw, identificando sus simetrías gauge y la reducción de grados de libertad.

• Describir la teoría de Chern-Simons abeliana pura a través de la formulación de
Faddeev-Jackiw, determinando su estructura simpléctica y sus propiedades topológicas.

• Examinar la teoría de Maxwell-Chern-Simons aplicando la formulación de Faddeev-Jackiw,
con el fin de evidenciar el efecto de los términos topológicos en su descripción.
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Método de Faddeev-Jackiw para teorías gauge
ŵ Marco referencial

Lagrangiano del sistema
L = L (qi, q̇i) . (ŵ.Ŵ)

Momentos canónicos conjugados

pi ≡
∂L
∂q̇i

. (ŵ.ŵ)

Lagrangiano canónico

LC (qi, pi) ≡ L (qi, q̇i)|q̇i=gi(q,p) = piq̇i − H (qi, pi) . (ŵ.Ŷ)

Lagrangiano de primer orden

L(0)
(
ξ, ξ̇

)
= a(0)i (ξ) ξ̇(0)i − H(0) (ξ) . (ŵ.ŷ)
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Método de Faddeev-Jackiw para teorías gauge
ŵ Marco referencial

Matriz simpléctica

f(0)ij =
∂a(0)j (ξ)

∂ξ(0)i
− ∂a(0)i (ξ)

∂ξ(0)j
. (ŵ.Ÿ)

Ecuaciones de movimiento en el formalismo de Faddeev-Jackiw

f(0)ij ξ̇(0)j =
∂H(0) (ξ)

∂ξ(0)i
. (ŵ.Ź)

Ecuación de evolución temporal

ξ̇(0)i =
(
f(0)ij

)−1 ∂H(0) (ξ)

∂ξ(0)j
. (ŵ.ź)
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Método de Faddeev-Jackiw para teorías gauge
ŵ Marco referencial

Equivalencia de la matriz simpléctica inversa con los corchetes de Poisson(
f(0)ij

)−1

=
{
ξ(0)i, ξ(0)j

}
. (ŵ.Ż)

Modos cero asociados a la matriz simpléctica

ν(0)iα f(0)ij = 0. (ŵ.ż)

Ligaduras del sistema en Faddeev-Jackiw

Ω(0)
α (ξ) = ν(0)iα

∂H(0) (ξ)

∂ξ(0)i
= 0. (ŵ.Ŵų)
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Método de Faddeev-Jackiw para teorías gauge
ŵ Marco referencial

Tras incorporar la ligadura, se genera un nuevo proceso iterativo, para el cual

L(1)
(
ξ, ξ̇, λ(0)α

)
= a(1)i (ξ) ξ̇(1)i − H(1) (ξ) (ŵ.ŴŴ)

El potencial simpléctico del primer proceso de iteración es

H(1) (ξ) = H(0) (ξ)
∣∣∣
Ω

(0)
α (ξ)=0

. (ŵ.Ŵŵ)

Para un numero finito N de iteraciones

Ω(N)
α (ξ) = 0. (ŵ.ŴŶ)

Incorporar condiciones de gauge genera un proceso iterativo N+ 1(
f(N+1)
ij

)−1

=
{
ξ(N+1)i, ξ(N+1)j

}
. (ŵ.Ŵŷ)
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Método Faddeev-Jackiw para teoría de campos gauge
ŵ Marco referencial

Lagrangiano de la teoría

L =

∫
d3xL (ϕ, ∂µϕ) . (ŵ.ŴŸ)

Los momentos canónicos conjugados

ΠA ≡ ∂L
∂ (∂0ϕA)

. (ŵ.ŴŹ)

Se trabaja a nivel de la densidad Lagrangiana

L(0) = K(0)
A (ξ) ξ̇(0)A −H(0) (ξ) , (ŵ.Ŵź)
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Método Faddeev-Jackiw para teoría de campos gauge
ŵ Marco referencial

La matriz simpléctica está dada por

MAB(x, y) =
δKB(y)
δξA(x)

− δKA(x)
δξB(y)

. (ŵ.ŴŻ)

Los modos cero vienen dados por la expresión∫
d3xνA (x)MAB (x, y) = 0. (ŵ.Ŵż)

Mientras que las ligaduras de la teoría se obtienen a partir de la siguiente expresión

Ω =

∫
d3xνA (x)

δ

δξA (x)

∫
d3yH (y) = 0. (ŵ.ŵų)
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Modelo de Christ-Lee
Ŷ Modelo de Christ-Lee

Particularidades:
• Propuesto por Norman H. Christ y Tsung-Dao Lee en ŴżŻų.
• Modelo mecánico no relativista.
• Ilustra la aparición de simetrías gauge en sistemas con un numero finito de grados de libertad.

Lagrangiano del sistema

L =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
− z (xẏ− yẋ) +

1

2
z2

(
x2 + y2

)
− V

(
x2 + y2

)
. (Ŷ.Ŵ)
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Linealización del Lagrangiano
Ŷ Modelo de Christ-Lee

Momentos canónicos
px = ẋ+ zy, py = ẏ− zx, pz = 0. (Ŷ.ŵ)

Lagrangiano equivalente de primer orden

L(0) = pxẋ+ pyẏ−
[
1

2
p2x +

1

2
p2y + z (pyx− pxy) + V

(
x2 + y2

)]
︸ ︷︷ ︸

H(0)

. (Ŷ.Ŷ)

Componentes de la variable simpléctica

ξ
(0)
x → x, ξ

(0)
px → px, ξ

(0)
y → y, ξ

(0)
py → py, ξ

(0)
z → z. (Ŷ.ŷ)
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Matriz simpléctica inicial
Ŷ Modelo de Christ-Lee

Elementos de la uno forma canónica

a(0)x → px, a(0)px → 0, a(0)y → py, a(0)py → 0, a(0)z → 0. (Ŷ.Ÿ)

Matriz simpléctica del proceso inicial

f(0)ij =



x px y py z

x 0 −1 0 0 0

px 1 0 0 0 0

y 0 0 0 −1 0

py 0 0 1 0 0

z 0 0 0 0 0


. (Ŷ.Ź)
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Ligadura del sistema
Ŷ Modelo de Christ-Lee

Modo cero del proceso inicial

ν
(0)
i =

(
0 0 0 0 ν

(0)
z

)
. (Ŷ.ź)

Ligadura del sistema
Ω(0) = pyx− pxy = 0. (Ŷ.Ż)

Lagrangiano del primer proceso de iteración

L(1) = pxẋ+ pyẏ+ (pyx− pxy) λ̇−
[
1

2
p2x +

1

2
p2y + V

(
x2 + y2

)]
︸ ︷︷ ︸

H(1)=H(0)|
Ω(0)=0

. (Ŷ.ż)
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Primer proceso de iteración
Ŷ Modelo de Christ-Lee

Matriz simpléctica del primer proceso de iteración

f(1)ij =



x px y py λ

x 0 −1 0 0 py
px 1 0 0 0 −y
y 0 0 0 −1 −px
py 0 0 1 0 x
λ −py y px −x 0


. (Ŷ.Ŵų)

Modo cero correspondiente

ν
(1)
i = ν

(1)
λ

(
y py −x −px 1

)
. (Ŷ.ŴŴ)
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Invariancia gauge del sistema
Ŷ Modelo de Christ-Lee

Aún cuando existe un modo cero, no surgen nuevas ligaduras

Ω(1) = 0. (Ŷ.Ŵŵ)

Condición de gauge
b− c arctan

(y
x

)
= 0. (Ŷ.ŴŶ)

Lagrangiano del segundo proceso de iteración

L(2) = pxẋ+ pyẏ+ (pyx− pxy) λ̇+
[
b− c arctan

(y
x

)]
ρ̇−

[
1

2
p2x +

1

2
p2y + V

(
x2 + y2

)]
︸ ︷︷ ︸

H(2)=H(1)|gauge

. (Ŷ.Ŵŷ)
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Matriz simpléctica regular
Ŷ Modelo de Christ-Lee

Tras la incorporación de la condición de gauge, la matriz simpléctica se vuelve regular

f(2)ij =



x px y py λ ρ

x 0 −1 0 0 py
cy

x2+y2

px 1 0 0 0 −y 0

y 0 0 0 −1 −px − cx
x2+y2

py 0 0 1 0 x 0

λ −py y px −x 0 0

ρ − cy
x2+y2 0 cx

x2+y2 0 0 0


. (Ŷ.ŴŸ)
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Matriz simpléctica inversa
Ŷ Modelo de Christ-Lee

Inversa de la matriz simpléctica final

(
f(2)ij

)−1

=



{, } x px y py λ ρ

x 0 x2

x2+y2 0 xy
x2+y2 0 − y

c

px − x2

x2+y2 0 − xy
x2+y2

xpy−ypx
x2+y2

y
x2+y2 − py

c

y 0 xy
x2+y2 0 y2

x2+y2 0 x
c

py − xy
x2+y2 − xpy−ypx

x2+y2 − y2

x2+y2 0 − x
x2+y2

px
c

λ 0 − y
x2+y2 0 x

x2+y2 0 − 1
c

ρ y
c

py
c − x

c − px
c

1
c 0


. (Ŷ.ŴŹ)
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Corchetes generalizados
Ŷ Modelo de Christ-Lee

Corchetes generalizados de interés{
ξ
(2)
x , ξ

(2)
px

}
= {x, px} =

x2

x2 + y2
,{

ξ
(2)
x , ξ

(2)
py

}
= {x, py} =

xy
x2 + y2

,{
ξ
(2)
px , ξ

(2)
y

}
= {px, y} = − xy

x2 + y2
,{

ξ
(2)
px , ξ

(2)
py

}
= {px, py} =

xpy − ypx
x2 + y2

= 0,{
ξ
(2)
y , ξ

(2)
py

}
= {y, py} =

y2

x2 + y2
.

Son consistentes con los corchetes de Dirac.
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Teoría electromagnética de Maxwell
ŷ Teoría electromagnética de Maxwell

Particularidades:
• Formulación relativista, teoría gauge abeliana.
• Potencial vector Aµ.
• Tensor de intensidad del campo electromagnético Fµν .
• Describe partículas sin masa y de espín uno.

Densidad Lagrangiana de Maxwell

L = −1

4
FµνFµν . (ŷ.Ŵ)
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Linealización de la densidad Lagrangiana
ŷ Teoría electromagnética de Maxwell

Momentos canónicos conjugados
Πν = Fν0. (ŷ.ŵ)

La densidad Lagrangiana de Maxwell se reescribe de la siguiente forma

L(0) = ȦiΠ
i −

[
1

2
ΠiΠi − A0

(
∂iΠ

i)+ 1

4
FijFij

]
︸ ︷︷ ︸

H(0)

. (ŷ.Ŷ)

Componentes de la variable simpléctica inicial

ξ
(0)
Ai

→ Ai, ξ
(0)
Πi → Πi, ξ

(0)
A0

→ A0. (ŷ.ŷ)
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Matriz simpléctica inicial
ŷ Teoría electromagnética de Maxwell

Elementos de la uno forma canónica

K(0)
Ai

→ Πi, K(0)
Πi → 0, K(0)

A0
→ 0. (ŷ.Ÿ)

Matriz simpléctica del proceso inicial

M(0)
AB (x, y) =


Aj Πj A0

Ai 0 −ηij 0

Πi ηij 0 0

A0 0 0 0

 δ3 (x− y) . (ŷ.Ź)
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Ligadura de la teoría
ŷ Teoría electromagnética de Maxwell

Su correspondiente modo cero es

νA(0) =
(
0 0 γ(0) (x)

)
. (ŷ.ź)

Ligadura de la teoría
Ω(0) = ∂iΠ

i = 0. (ŷ.Ż)

Densidad Lagrangiana del primer proceso de iteración

L(1) = ȦiΠ
i + λ̇∂iΠ

i −
(
1

2
ΠiΠi +

1

4
FijFij

)
︸ ︷︷ ︸

H(1)=H(0)|
Ω(0)=0

. (ŷ.ż)
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Primer proceso de iteración
ŷ Teoría electromagnética de Maxwell

Matriz simpléctica del primero proceso de iteración

M(1)
AB (x, y) =


Aj Πj λ

Ai 0 −ηij 0

Πi ηij 0 −∂x
i

λ 0 −∂x
j 0

 δ3 (x− y) . (ŷ.Ŵų)

Modo cero asociado a esta matriz

νA(1) =
(
∂x
i γ

(1) (x) 0 γ(1) (x)
)
. (ŷ.ŴŴ)
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Invariancia gauge de la teoría
ŷ Teoría electromagnética de Maxwell

A pesar de la existencia del modo cero, no surgen ligaduras adicionales

Ω(1) = 0. (ŷ.Ŵŵ)

Para esta teoría se utiliza el gauge de Coulomb

∂iAi = 0. (ŷ.ŴŶ)

Densidad Lagrangiana del segundo proceso de iteración

L(2) = ȦiΠ
i + λ̇∂iΠ

i + φ̇∂iAi −
(
1

2
ΠiΠi +

1

4
FijFij

)
︸ ︷︷ ︸

H(2)=H(1)|gauge

. (ŷ.Ŵŷ)
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Matriz simpléctica regular
ŷ Teoría electromagnética de Maxwell

Mediante la incorporación del gauge de Coulomb, se consigue la regularización de la matriz
simpléctica

M(2)
AB (x, y) =


Aj Πj λ φ

Ai 0 −ηij 0 −∂x
i

Πi ηij 0 −∂x
i 0

λ 0 −∂x
j 0 0

φ −∂x
j 0 0 0

 δ3 (x− y) . (ŷ.ŴŸ)
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Matriz simpléctica inversa
ŷ Teoría electromagnética de Maxwell

La inversa de la matriz simpléctica anterior se expresa de la siguiente manera

[
MCB(2)

]−1

(x, y) =



{, } Aj Πj λ φ

Ai 0
(
ηij −

∂x
i ∂

x
j

∂x
l ∂

x
l

)
0 − ∂x

i
∂x
l ∂

x
l

Πi −
(
ηij −

∂x
i ∂

x
j

∂x
l ∂

x
l

)
0 − ∂x

i
∂x
l ∂

x
l

0

λ 0 − ∂x
j

∂x
l ∂

x
l

0 − 1
∂x
l ∂

x
l

φ − ∂x
j

∂x
l ∂

x
l

0 1
∂x
l ∂

x
l

0


δ3 (x− y) .

(ŷ.ŴŹ)
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Corchetes generalizados
ŷ Teoría electromagnética de Maxwell

Corchetes generalizados de interés para esta teoría{
ξ
(2)
Ai

(x) , ξ(2)Aj
(y)

}
= {Ai (x) ,Aj (y)} = 0,{

ξ
(2)
Ai

(x) , ξ(2)Πj (y)
}
=

{
Ai (x) ,Πj (y)

}
=

(
ηij −

∂x
i ∂

x
j

∂x
l ∂

x
l

)
δ3 (x− y) ,{

ξ
(2)
Πi (x) , ξ(2)Πj (y)

}
=

{
Πi (x) ,Πj (y)

}
= 0.

Son consistentes con los resultados provenientes del método de Dirac.
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Teoría de Chern-Simons abeliana pura
Ÿ Teoría de Chern-Simons abeliana pura

Particularidades:
• Teoría definida en (2 + 1) dimensiones espacio-temporales.
• Su construcción depende solo del potencial vector Aµ y sus derivadas espacio-temporales.
• La densidad Lagrangiana es lineal en las derivadas espacio-temporales del potencial vector.

Densidad Lagrangiana de Chern-Simons pura

L =
κ

4π
εµνρ (∂µAν)Aρ. (Ÿ.Ŵ)
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Aspectos destacables
Ÿ Teoría de Chern-Simons abeliana pura

Ligadura de la teoría
Ω(0) =

κ

2π
εij (∂iAj) = 0. (Ÿ.ŵ)

Anulación del potencial simpléctico

H(1) = H(0)
∣∣∣
Ω(0)=0

= 0. (Ÿ.Ŷ)

Para esta teoría se utiliza el gauge de Coulomb

∂iAi = 0. (Ÿ.ŷ)
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Matriz simpléctica regular
Ÿ Teoría de Chern-Simons abeliana pura

Tras incorporar el gauge de Coulomb, se consigue una matriz simpléctica regular dada por

M(2)
AB (x, y) =

κ

2π


Aj λ φ

Ai −εij εik∂x
k −∂x

i

λ εjk∂x
k 0 0

φ −∂x
j 0 0

 δ2 (x− y) . (Ÿ.Ÿ)
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Matriz simpléctica inversa y corchete generalizado
Ÿ Teoría de Chern-Simons abeliana pura

La inversa de la matriz previa posee la siguiente estructura

[
MCB(2)

]−1

(x, y) =
2π

κ



{, } Aj λ φ

Ai

(
εij − εkj

∂x
k∂

x
i

∂x
l ∂

x
l
+ εki

∂x
k∂

x
j

∂x
l ∂

x
l

)
εik

∂x
k

∂x
l ∂

x
l

− ∂x
i

∂x
l ∂

x
l

λ εjk
∂x
k

∂x
l ∂

x
l

0 − 1
∂x
l ∂

x
l

φ − ∂x
j

∂x
l ∂

x
l

1
∂x
l ∂

x
l

0


δ2 (x− y) .

(Ÿ.Ź)
El corchete generalizado de interés viene dado por{

ξ
(2)
Ai

(x) , ξ(2)Aj
(y)

}
= {Ai (x) ,Aj (y)} =

2π

κ

(
εij − εkj

∂x
k∂

x
i

∂x
l ∂

x
l
+ εki

∂x
k∂

x
j

∂x
l ∂

x
l

)
δ2 (x− y) . (Ÿ.ź)
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Teoría de Maxwell-Chern-Simons
Ź Teoría de Maxwell-Chern-Simons

Particularidades:
• Teoría definida en (2 + 1) dimensiones espacio-temporales.
• Acoplamiento entre la teoría de Maxwell y el término topológico de Chern-Simons.

Densidad Lagrangiana de Maxwell-Chern-Simons

L = −1

4
FµνFµν︸ ︷︷ ︸
LM

+
κ

4π
εµνρ (∂µAν)Aρ︸ ︷︷ ︸

LCS

. (Ź.Ŵ)
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Puntos clave
Ź Teoría de Maxwell-Chern-Simons

Ligadura de la teoría
Ω(0) = ∂iΠ

i +
κ

4π
εij∂iAj = 0. (Ź.ŵ)

Para esta teoría se utiliza el gauge de Coulomb

∂iAi = 0. (Ź.Ŷ)

Tras la incorporación del gauge de Coulomb, se logra regularizar la matriz simpléctica

M(2)
AB (x, y) =



Aj Πj λ φ

Ai 0 −ηij
κ
4π ε

ik∂x
k −∂x

i

Πi ηij 0 −∂x
i 0

λ κ
4π ε

jk∂x
k −∂x

j 0 0

φ −∂x
j 0 0 0


δ2 (x− y) . (Ź.ŷ)
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Matriz simpléctica inversa
Ź Teoría de Maxwell-Chern-Simons

La inversa de la matriz simpléctica anterior viene dada por

[
MCB(2)

]−1

(x, y) =



{, } Aj Πj λ φ

Ai 0
(
ηi
j −

∂x
i ∂

x
j

∂x
l ∂

x
l

)
0 − ∂x

i
∂x
l ∂

x
l

Πi −
(
ηi
j −

∂x
i ∂

x
j

∂x
l ∂

x
l

)
κ
4π

(
εki

∂x
k∂

x
j

∂x
l ∂

x
l
− εkj

∂x
k∂

x
i

∂x
l ∂

x
l

)
− ∂x

i
∂x
l ∂

x
l

− κ
4π

εik
∂x
k

∂x
l ∂

x
l

λ 0 − ∂x
j

∂x
l ∂

x
l

0 − 1
∂x
l ∂

x
l

φ − ∂x
j

∂x
l ∂

x
l

− κ
4π

εjk
∂x
k

∂x
l ∂

x
l

1
∂x
l ∂

x
l

0


δ2 (x− y) .

(Ź.Ÿ)

ŷŴ/Ÿų



Corchetes generalizados
Ź Teoría de Maxwell-Chern-Simons

Corchetes generalizados de interés para esta teoría{
ξ
(2)
Ai

(x) , ξ(2)Aj
(y)

}
= {Ai (x) ,Aj (y)} = 0,{

ξ
(2)
Ai

(x) , ξ(2)Πj (y)
}
=

{
Ai (x) ,Πj (y)

}
=

(
ηij −

∂x
i ∂

x
j

∂x
l ∂

x
l

)
δ2 (x− y) ,{

ξ
(2)
Πi (x) , ξ(2)Πj (y)

}
=

{
Πi (x) ,Πj (y)

}
=

κ

4π

(
εki

∂x
k∂

x
j

∂x
l ∂

x
l
− εkj

∂x
k∂

x
i

∂x
l ∂

x
l

)
δ2 (x− y) .
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Conclusiones
ź Conclusiones

Se desarrolló de manera sistemática la formulación simpléctica de un sistema con un número
finito de grados de libertad y tres teorías de campos gauge.

Además, se obtuvieron las ligaduras de cada una de las teorías estudiadas, así como se identificó
su simetría gauge y sus variables o campos físicos.

Posteriormente, se verificó la consistencia de los corchetes generalizados con los corchetes de
Dirac para las cuatro teorías estudiadas; se realizó una comprobación adicional para las teorías de
Chern-Simons pura y Maxwell-Chern-Simons con los resultados de la formulación de
Hamilton-Jacobi.

Dentro de este formalismo, no es necesario el concepto de igualdad débil de Dirac, porque las
ligaduras se incorporan directamente en la estructura simpléctica del sistema.
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Conclusiones
ź Conclusiones

Mediante la matriz simpléctica inversa, se obtienen de manera directa e inmediata todos los
corchetes generalizados para las variables físicas.

Sin embargo, no fue posible obtener de manera explícita todas las ligaduras de las teorías; de
manera particular, aquellas que surgen de los momentos canónicos no se lograron determinar.

Finalmente, se recomienda extender la formulación simpléctica a otras teorías gauge y analizar
distintas condiciones de gauge en las teorías de Maxwell, CS pura y MCS para estudiar el alcance y
las limitaciones del método de Faddeev-Jackiw.
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