UNIVERSID AD DE NARINO

FACULTAD DE EDUCACION

rEO0RIA pg_ LOS CAMPOS

(gg;;}iélliill!ilii)

v

1'g§§;§flﬂ

Rodass Bethlemita

a Sofia
e 18 de 1-968

Masdal®”
aicie®P”



7

&350,

Tegs

Teoria de. ...
Rodag s--
II1
1
y
i se .
. galan La Hher

Bsta monografia que es la culminacién
He Una etaps de' mi vida 1a dedico a -

. e 1955 q'i,"ériafaiaa'ﬂa‘rinann Provineial Ma-

k _. : sk " pfa Soledad Chacdn y a mi Profesor Dr.
| " s ialasen 98 ﬂog&i’io Fiori. - v

'z gl i e '? - Elll, oultivﬁ mi‘Juventud en los

‘ r it ‘ Jgrdinn _del Seﬁor; ella comprendié -
: n,i ;f&n de saber y abrid las pu.rta.s

bl és T y 4’ @i Pglda a los Claustros Universi

z

1508 g t;riolo
4 3 L . El prgtogzté mi inoxpurianczayaﬂ
al 9oe plié gon La ciencia los caminos e

ilom 8 D,ins- R i

Para todos mis Profesores y demss
oolaboradores, mi eterna gratitud y
. por ellos una Plegaria ants el Sagma.

J WA LAY ¥ %

rdos




P
“od.aS.c- - v -—
Teoria decses

jal de Haxwell fue, en efecto, unifi
> 9 ificar el conJ
njunto de

La idea esenc
los féndémencs Bleotrém&gﬂétiOOB conocidos dentro de una vast
b ata & i
sn Jarque~les’ 0ampos y su propagacién gradual desempefiaron el Lo
§ . papel

Princip'al. Después de-rﬁaxwell, 1
vertido en’la nés perfects de la

Adn médse que 12 hidrodinﬁnica»o que’
habituado & 108 jur el C4loulo Vectorial y a famili
milia-

a taoria‘aleotromagnétioa se ha co
n

s teorfas de la Fisica del Campa~‘"

1a teoriarde la elasticidad, bha

f{sicos & @mane
rigarse con operaciones patemdticas como jas de gradiente, dive
9 rgen

que 80 paturslmente en é1.

cia © rotor,

ctromasn"ﬁic.'ha cﬂnducido, aB'.'I’., a Qonsiderar
pro

“La teoria ele
a intervencién de ramas avanzadas del A

j6n exige 1
3 1a teoria
urbaciones eléctricas a lo largo de 1

os -

plemas Cuya goluc
is Matemd tiCO
e lad pert

jgtran eJe®
n una forma compatible con la continui

i de los potenoiales retardados y la d
: e

plos de elle. La introduccidén del con
cep

o cambié para nada el aspecto general
pitié interpretar con &éxito un gran nu
nime

tales como el efecte Zeeman normal
y.—

ro d

que qeepuéds de 1a realizacidén ds la famo-
gon ¥ de otras experiencias andlogas, la te
1a forms je Maxwell-Lorentz encontrd difij
asuperables ¥ fue necesaria la aparicién de
vided con 8us concepciones tan sorprendente -
ol gisico galiera del estancamiento. HNo vam

¢ este periodo tan curioso de la Bia::

ricias di

L ni 188 goluciones propuestas por la t
a teo -
que pos interesa €8 ineigtir sobre 1 !
os: -

b de 1la He ;

i A . o008 casi desconocidos hast

instrumentos patendt ;i a entonces por los
gontinusdores se Viercn conducidos &

: gu
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_ s4d0, A8 teoria de la Relatividad se presenta como L
En clarto gen bl |

1 onamiento de 12 Fisica Cldsica del Campo, pues trata de repre-
el cor

41 tadeamente todo @
sentro del marco de un continuo de cuatro dimen=

_ 1 conjunto de hechos fisicos pasados, -
sentar sim
presentes y fulures

1 espacio tiempo, que rezliza una especie de fusidbn del es-
e

gionesy
pacio ¥ del tiempo. ' . . ; sensevanven id ‘
|

;eente égtﬁdio ge refiere exclusivemente a la Teoria de -
El pr 25 "

1os Campos ¥
ellos amantes

pretende 86T una exposicién cue sirva de iniciacidn .a_

de la Fisica Moderna.
todos B4u j

paate) dlogenvre 17 44 1 588" 0d)
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CONCEPTO INTUITIVO' DE CAMPO

La palabra noampo! €8 una palabra muy At s e o
i el campesi

no, cuando nabla. de 'campo, de trigo", de "campo de frijoles", et
j , etc. Tam-

bién la emplea el profeso
ncampo del arte", "campo de la medicina"

r universitario cuand
‘ 3 Q. ido habla del "
1as letras™, . e

omatdenins A8 sxprosionss hay algo de perticular que justifi
Jus ca -

1a palabra ngampo' en la bogca del gaWBine v dals pRASRAET
as lo siguiantp: el ~ ; jorj ese algo —
4 ess tene

campo, de frijoles, de trigo, indica una parcel
: cela; cu

ya particulurid& r frijoles, trigo, etc.

Auel Uosmrocde des letras", de "las artes” indica la zona de 1
a

cul tura, ouya partioularidqd son lag obras pofticas, las novela ’
: B!aCQ

74 “abr' " " vy ! i
_Podemoe decir que la pal‘ a _cagpo encierra este concepto: zZona

més o menos oxtensa ocupada sélo po
r algo bien d
eterming

real © ideal,

de ¥ defiﬂido @

1abra asl antendida'lg emplea también el Fisico. En 1
ar - 4n la 2
bra ngampo" expreca una zona del espacio o todo el e "
. 0.5
o del cual astﬁ definida una magnitud ffeica, Una fu pacio,
erza ,

ad, una aceleracidn.

Esta p@
pica la pale
en cada puht

por ejemplos una veloeid

os a 4aTr unos ejemplos comunes:
alquiere 3¢ 1a tierra una bola estd suspendida di
a de

1a bola se cae. Por qué? Por efecto de 1
que actia en aquel punto de la tierra o en v
1a Ley de Newton: A

.

-2

unto cui

En un |
g el hilos

un hilos cortam@

atraccidn terreat
exprﬂ sa

res
da por

cualquiera,
F=KkK

to del espacio actia una fuerza com la propiedad

todo pun

Entonces en



RodaB-.-. - 2 L £
Teorfa de ..

de ser una fuerza atractiva. fodo el espacio constituye un't
ampo de =

fuerzas’.

gi sobre una corriente de agua col : e 2
ccamos un corch HAR
o, el agua

Asi,
a velocidad de Seta. Entonces encontramo
Ea

se lo lleva poT efloto de 1
concreto un campo de Velocidades.

i

gui también un campe 'y en
i tenemos una agujs hagnétiéa'yia‘aéjamoa - 48 TR OS84Tt
4 nte alre—

un eje yertical 1a agu
Decimos entonces que existe en eunta regién $as
erzas 'que.

Llamamos & este espacio
en que se o]
erce la amié
n

dedor de’ Ja ﬂé'aiineafé‘aprbximadhﬁnete‘én'l .
reccién Norte. a di
1inearla.

tienden a @
#Campc Hagnétioo"

de la agujs

4

o nuestro oide percibe un sonido, nos consta
que el manantial

del mismo nO actia direct

auestro timpands gino que
§ 8610 influye

Cuand
amente 'y en el momento, desde lejos, sob
L] e -

148 ‘oseilacignes del ‘sonide son fransmitida
o sy on e s idas

por el aire 4 sobré muestro timpand las oscilaciones d
tuadas directamente en contacto con aquél (-

uel, og

1as pgrtlcul
que son transp
avan
ade el manantial sonoro hasta
nuestro oido. Se
< Bedi

as de aire 8i
jtidas a través del aire
a una velocidad
fini

cilacione®
gan la energia cinética y el iupulse d
e las

ondﬂ sonor&
1 orea €n sus alrededores un "campo sonoro"
ro' cam
ecerse cuando en los alrededorass, existe un mpo
medio
anterinl capas de uxporimontar modificaciones bajo el influjo del ma
aantial del gonidoe
an asi el concepte de"campo"

Esto
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REPEESENTAéIoﬁ |l iTEcA DEL ORMFO T

demos OXPreSE este concepto vor medic de
: ¢ i una

Vamos a Ver cémo PO

férmula'analitios.
que iﬁ%ﬁiti%améntésel concepto 4
e campo tiene e
sta ca

Hemos visto

racterisitcas En cada pun
estd jefinida und pegnitud fisica bien i
A : -5 L WAL eterminada,
‘ por con

46 del espacio © dominio, al cual se refi
are

1a palabrad,
ja misma magnitud © La;expresién analitica de la misma
J p y f L

siguiente gersd
camente el campo ¥ |sus caracteristicas sneld

1a que repreaentaré analiti
ticas.
hsi sabemoss por ejemplor S 4h 41" banp gravititoric actds la’
j 03 a —
fuersad
F-x—.—-———'
8
r (1)
tatorio analiticamente eptard representad
@ por

ampo gravi

entonces el ©
tomando la fuerza conl la unidad de
ma-—

1a misad o en

gag POT
F o F CF
(2)

del pite Claro estd que la (2) relacionada
co
tesianc®s siendo x, y, 2 las coordenadas del 1
run

onentes de F se tranaforman ent

= X( x¥:2 )
¥ = 1( %993 )
5 = z( 1.!,9 ) (3)

1a (3) entonce® es 18 sopresentacién amalitica del caupo gravitat
as rectansulﬂf°'- A la F de la (3) se la llama i
con un

rio en coorde
o osicicnal.

nombre pde &7 ay AU io dondgll Ee decir fuerza cuyo valer de-
pende de 18 joién del P“”or i ‘: cree astar aplicada. Pero pode
() o e .
_x st 1 fuers LR flPﬂrticulares condiciones fisi
donde os?® , sufra variacién com respecto al &
al -



Rodage oo - -4 - Teorla de ...

especto & 1a velocidad instantdnea con el cual el cuer-

tiempo, ¥ con B
po de mase 1 pasa €8 aguel instante por aquel punte.

Ponemos entonces gn.cgqpppto mes ggneral de fuerza posicional, Te

presentado por la siguiente férmula:
v -.- P..P't
e AR LA | %

-

Eso es? x = k(%02 x,5:2 /t)
I

- o Qxx,y,sghi,i,é /%) (5)
2z ( =y,88 i’.‘hés/t)

&3
i

nal del campo gravitatorio ¢s un caso particular de

1,a fuerszd posicio

1o anterioTe

—



Rodas. .« - % :
Teoria de ...

DB

V.REPRESEETACION GEAE;QAvDEL,CAMPO

ent a i cad o
dobtle ©

Adends. ds una rapresentacién analitica, el OOnceﬁto 9 _
campo tie-

ne una repreaentaozon grifica que es muy expresiva
Ll

Vemos &.VeEs POT eiempl°’ “émq Jarotads t;presenfar‘ar;fi air sl ey
it Mo Wy réficame =

el campe 5gavitatorio gque Como - sabenos, analfiicamente se Tepr nte -
it i i 2 resenta por

i ¢ CoND oy
5 . L&A ( re "

la aquaciép Ebd
| E i K —EEP..ﬁ i rsai
ey wbd 5]

ra, nos-dice gue ol planete esté atrafdoipor una fuerza inve
] e *ap ersa #
proporoionnl.al cuadrado de 8 gu distancias oo mente
Ahora biensy gupongamos que'onjlg'qk
gura (1)vel pequeiio circulo

el . Solj entonces el cireculo

de una enferus,el dibujo B

en el espacios

representa: —-
es la.trazac:
debe pensar

parte cercans alrededor —

an cuerpo eualquie—

£ una ntracciﬁn de acuerdo
encuentrd €% A serd a- Tig: )

) B el o8 By Sﬁtﬁn ‘la P 8 y asi las lineas de la fi
la direcclon aegun la cual en el espacic vaci : f
o e ma-

e ge encuantra en un punto cerc
ano del Sol, &
A , se des—

T,
con la (6)y ®
traideo gegin 12

1ndicaﬂ

i 8¢

gura (1)

teria, el

jgura (1) podemos notar lo siguiente:

pien 12
gl EPATSE gon perpendiculares a la esfera p d
orque di

1. Las 1in€
de la misma.

vergen d
o fusrss 5% mis densas en las partes cercanasal
ala

en 1aB partes lejanas.
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3. Por un teorcma de Geometria elemeéntal, se pueds demostrar, que
gi 1a distancia desde la esfera aumenta del doble o del triple, la den

sidad de las lineas es cuatre ¥ respectivamente nueve veces menor.

Por consiguiente, podemos decir que la fig (1) representa bien grd
B datoa de la ecuacidn (6), eso ss, 105 elemantos del campo
s O como dice BINSTEIN: "La ley de la Oravitacién puede ver

ficamente lo

gravitatorio

gse tan clara en eata dibuJo, como podria hacerse madiunte las palabras

io del 1enguaae praciﬂo y econémico de una formula matemathau

© _por med
61

L)

Para que se pueda entendar blen todo esto veamoé el siguiente ren

gamiento de BINSTEIN: "Podo esto es liclto, pero induce a pensar quela

accién a lo 1.rgo de las 11
finita. En fin, segun 1a Ley de Hbuton la fuerza de atracoién entredoa
Ouerpoa, depende unicane

fuerza tendria entonces 4
ento cualguiera con veleccidad infinita no es ra

neas de fuerza se trasmiten con VBlOCld&din

nte de la distancia; el tzempo no cuenta. La —
ué pasar de un cuerpo a otro, en el tiempo ce
TO. Per6 comc un moviai
cionalmente conceblble, 31 tentativo de interpretar nuestro dibujo, cgo

no algo nés de un mod‘lo, no, conduce a nada”.

esentacidn parecida tiene el campo electrostdtico defini-

Una repr
de por 1la relacién=dc Coulombs
+ Q93
QR K - o
pl

Pero aqui debenos conpiderar varios casost
po r.prg"ﬁt&dﬁ por una sola carga (+) o ( )

1. El cam

Fig. 3
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2. El. b P
_,;Npampp‘qraqdo por. cargas +). (- ) seglia se repr
representa en la

£ig.40aGauPe gerrado NPT I
& 5 S "--'a,“

5n e -
4n parecida se tieme pura los campos megnéti
cus

Otra represantaci
1an$apqunﬁinuaa y eni &
¥ en general para.el’

engendrados per;carr
tic0s sea @l,0as0nPOF ejemplo, de un.solencide y de un imd
MEan.

e hay siempre una fuerza gue actia encima d ‘
: e un pole -

nético aituado D 1a proxim
currireﬁoawai‘ﬂibujo %31 canpp gadel Feprsnentan i
ar la ac -

*agnéticé de

Como B€ gub

nag s idad del hile recorrido 50 unha o ]

te. Eﬁtdncéi'fe orrien—

cién de 1a fuerze na cerriente en un
i 4 Y P'l-lnto cual

L quiera del

EBpacib.

La figuréd 7 repre
po de un imgna " ‘

Prescipdieﬁd de 188 suented s
es deciT tant® 1 aelonﬂidznsquo -

en N
del imén_ohserte olam - A
canpes extariert - | +tanoe t. -
te que zst@ tan carat eris
mente q
bes caso®
gicas idantic& - ’x‘r.-i
1ineas de fu
1en@
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Lineas de fuerza ‘4o Campo.- ' Hemos vist
0 que un & .
y en gensral un campo vectorial aati representado gr'f:mpo de fuerzas’'
s Py ” a8,
condunuo,de‘lineas abiertas ¢ cerradasj 2 <neabhgus camente por un
it _ re
pridodel cuerpo de"masa lique gufre la accién de 1 §Z°°°ntan ol recs
a fuerza def
inida -

an el campo-
Estas lineas'ée pueden observar:bian en el espect
( ¢ To magnético
Yy en

sl espectro electrostétioo.

"

Como se e cue h 3 t' .
er

Vamos & V@
A del cam—

za} considérese uné porclén
po de fuersza
F ~0 giempTé -

—

donde

del punto genérico Po,

Partiendo
sobre 12 1{nea de accién de 18 fuersza,
aylicada en Lo olegimos Ur punto Py
ntido de

gegun el B°€

roano & Po,
ora que la

muy ce
1a mism

Pensemos ah

g fuerzds
En general,
Fig. 8

fuerzé estd aplicads e? Py
p1icada €7 F tendrd direccién diferente
que cuando se apli

ja fuerszd al
cbre la T
o cer
P2 uy

cta de 8 ién

. en Po. e ccién de la fuerza aplicada

cano a Pl asi sucesivament i Pl’
an ¥y e. Fig.8

g otro punte

esc0ogeno
o1ig0nsd PoPyP2 +++» Si ha
Tendren®® al limite cemos acercar los
jnfi n;tamant ’ , obtendremos puntos
PoPle.... b B sadi una 1inea que por
eneral €8 ourva? w punto P(x,y,2) s
. tos © como tangent
,quel puntoes la~ gente, la

en
suerza E %, ¥ i
maner& gomo 88 B% o

B asti que 1 det rmind
e
, linﬂﬂ!
gruido estd %1 aotis 12 guerss ¥ PR
" a unte del -

una linea

el senti-

a Que
gblo

camp® debé
Fig. 9

de fuerzé: rig-
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ente las lineas de fuerza  son-caracterizadas por 1
; a con

Analiticam
ptgl dP a lo large de ellas debe te-

dicidn que el desplazaniente elene
ner la misma direcoién y el miamo afntido, estdn xeo
presentadas por las

curvas integrales del sigtemns.

que expresa l1& condicidn angl Sfdos &6 pazalelions.
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IV

ON DE LAS HAGNITUDES VECTORIALES Y CPERACIONES

REPHESENTACI
ELE”FNTALTS

De lo expuesto anteriorﬂlente se saca de inmediato que lpara poder
desarzoller pien una teoria de Campo B€ necesita tcner un conocimient
ento

claro Eobre lo8 vectoreﬂg de gqul, gue & Gontin%clon vamcg a dar ¢
_ on-
ceptos basicos gobre los vectoras y operaciones mds comunes.
opentar 1as _sgnitudes veotoriales se han ideado los
veg

" Para TePr
erivan BU nombre.

tores de donde aguellas ds
Una fecta:aa un conjunte de puntos. Podemcs #g/
orientar 198 puntos de ung recta gegin una direg //' '
5 4 hacia B Y tenemos un segmen-— &
cidn. partimos de Mgy 0 .
to orientado' AB. Si contamos %° acia A tene- ///
wop Blls, Fib 10 i
A este ngmento or;entado lo denominamos vector. Los eleﬁentés de
un segmento orientadb son? dirocclon del segmento que es lu direccidn
de 1a rectal sentidor 3% ~o oxpresa por la flecha y la longitud
e la 4
del aegmento ‘ |
yore® lo8 ¥ raaantamoa ast J(1etra pequelia subrayada).Bl
Mo 10n81tud con la siguisnte aotacién I V 1. Tal
® m -

T
Y o p or rib bir IIOd-....
podes a de reprt
gra
Tenenc? ¥ guiored S12
A el punto ln . =] - (
ol ¥ icial. Segin esto el ved -

esentar los vectores que se debe a

Grassmanl g
tefmi

: g el
donde B © 5 # =
(9)

4or CETO 9°r§’

" H
Bﬁ'oa qd’ A = B + I
(10)
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Esto esy un
S - I'a ;‘.._.' 3 ’ } s T3
eﬁan ﬂn&nblb dapos xepresapxar los vectoras de la siguient

i g iente maner

& e
ano carteaxano x,y,z. Ponemos en el

plano cart
A esianc la g

nu*hor alredslorj
TS A

Sea el Pl
rientacidin 2

del eje 2. :
Vs

io caﬂtesiano-" _
etes 0Py

sus compone?

OPZu‘ vy : . ’:

op3*= vy L 0% T bi! ¥ Fig. 11

rames 168 anY“°°i°“°° ge1 vector L gabre los ejes coordenadoss
. x L L 2 4

)

Encont

8 vig) s -~ :
(11)

=
Ty = |v] Go® vy
vz ~ fo go

dirsctores mediant: la
Expreeando en (11) kA ' s letras griegas,

L v
i

» /31 2y
= ‘ o ? (1,3.)

o L

7 14 '
o peBitnes (12) y susando:

(13)
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Considerandn el tridngulo IfOR de.lu sigura 11 se tienes

op? = FREYF oR® ) )
Pero: PR2 = ‘)Pg
y : 2
¥ OR® = oyg + OP
Reemplazand® ostos valores on 1a (14)s
' 2 2
op? = OF; * oF2 + OF)
2 2
Bato €8 UP2 = vgz ol Yy Vs
Pero Oszes el ﬁ&dulo del vacthors emtonces:
17|2-ﬁ Vex + szf 2+ ksaplio Lo S8 S s
(15) en (13) : ‘

Sustituyend® i . -
2
w2 = w1 2ot P 24T o

2'4 ;91" 1 (16)

los cosencs directoree es igual a

Esto esy 18 guma 4
une (1)
aonr 1967
De aqui pode®® oy * va
|V|2 L sz' A ]
- 2 v
) - z
Pt e VT , b a7)
0 sea Queéys 5iend? 188 ocmponentos del vagtor segin low eje; sa-
3 one :
Es deoir, 4%
do % ,
I valorf 66108 o8 podenos gacar tambidn lems cosenos direoto
prod
Conociend? e Vx
r88, egto ee? /,"_?—-4
s 3 . V'?y % 7og
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Vz . , ' (13)

Jrgéx + sz ¥ sz

Sk-’ ‘

Fn general se pueds escribir gue

' E_" f(x,J’ﬂ)

. De mqui ‘queé seé pueda aplioar & 168 vectoree todas las propiedades

de las funciones.

. PRODUCTO escalBr ¥ producto "j'm::1;::»1:‘31::?1t de vectores.

s vectores 11 ¥y Y 2 . Nuitiplicar escalarmente dos fqé

- encontrar el productc de los médulos de los vecto

Tenemos lo

tores Y1 x Yo

res por el cosend g1 dngulo ‘que formdn estos vectores.

o~

EHoiEr ¥ BITY N | Vi [Wz)Cos T1 Y o AP

|

V, Ces V3Vo es & prquqc_ién dﬂivactor _1{2 sobre V¥ 1 Y / :

' . |

QA * = Cos !1,2Q : ) A |

CB _ [

C s |
oA nCBCos!f!z W 6 g

V; = Ygfosly 2
El producto escalar se puede interpretar oomo el producto de umo

de 168 veotores dados, po¥ la proyeccién del segundo vector sobre el mmi

nero. ! :
Si el &ngul® formado por los vectores s igual a cero, esto nos di

ce itue los veotores gonp paralelos. Entonces:

!1 k Lg™ \v]_\ \72\
nhx b iy T \vll \vﬂ 7" \vlla 8i son igualea.
Si les véctores son perpendiculares !f:!z ‘:ZZT
2

y el producie escalmr es igual & cero.
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Cuando se anula el producto escalar sin que uno de los vectores

s vectores =01 perpendiculares. Entonces la con -
sea cero es cuando lo

dicién de ;perpen‘ﬂ‘-"ula':':'idad OB Vi 9='0
Yo &0

Tod 1cto eascalar de lcs versores fundamentales i
H ahora el p ! £ % .
Hagamos

entre 81 ¥ de médule la unidad; tenemos:

o 2 perpendiculare-s )
: ¢S R = 1 son paralelos.
%xi‘n;xgﬂ;x;,oporquesonper-
Z " s Egptias- 7 pendiculares
Al L I’Odémos representar por medio de sus coordenz
De hecho ei Vezt; 1o mismo podemcs hacez con el vector ¥ 5 .Tenemos:
dag cartesiand 2 .

vi1 = %k + Yok o2k

xz = I‘E}- +y2_|1 +22‘§-

gerds . .
5 4 Frti W ;a,_lg)x(xz_; +*Fad ¥ sd)

(xpi + 9247 gpk ) + ¥od ( xpi + ypj + vk ) +

4.5,15(103‘: i 3’2;_ 2 5215)

7 Zy b
P 'xz + 1 y2 2 (19)
1 mismo pesul tado aplicando 1a definicidn misma:
- T (- N
Podemos 1087 o
= ‘vll lvz\ o (20)

_V,]_ as e8 iguals

A A A I
vy, Cos X 1!_2 + ccay¥;Cos I_V'2 + cos z 11 Cos @ !2 (20)

Vas b Gca x =1
Cos F—]_EZ .
a (20 A PA A P s
Llevando (21) ” KOOB :ﬁ Cos XV2 + Cosvt_lcusr‘g + Cos zV_l Cos sVp ) (22
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i A
Entoncesg IVIHVZ’ Cos 1112 = sza + Y1Y2 + lee

X1¥, 4 T1Y2 + zlz2-
2 2 2
+ X = e e
Ji 1*21(3‘2*‘{2*32

Tenemos dos vectores no nulos, ni paralel
08.

Y de aquis
Coe !i!e

progucto Vectorialze
Por definicién,Ei/\Eg es igual al producto de los médulos de los vecto
o del dngulo que ellos forman. ol
Leto e8¢ Il/\ !2 = (31""21““ I?Y'Z

Rete vector tiene longitud iguel al drea del paralelogramo formado por

s veoto perpendicular al plano gue ellos forman y ti
ene

res, es

log misme
obeervador colocade al lado de &
e él1 ve gira '
r el vec

do tal que un

un senti
o contrario & lae agujas del relej para superpon
erse

tor Vl en el gentid
sobre.ed ¥p@ pe aqui se
gi los do® yectores sOP para

dedace que el. producto vectorial no es conmut
uta—

lelos el ;

pordie producto vectorial es igual

@ CEeTrOe

o1 producto vectorial a los versores fundamentales obt
obte-

aplicand®
nemos? i/\.i.”i/\j.‘l‘—/\ﬁgo

L A G 4
i AT T R
A BEEE S =
sctorial de dos veclores YjA Y
1 -2 con Elﬂ:(xl’rl,zl) ¥

~erd el gi uieﬂﬁe' ikt ) Ak B B
T.AL T Sl = AV, i
l/\( 12}.4'!2"-}'4’ Za_l_t.) + Il.j_/\( Ki o+ Ted + ZE}-C) 7
zlE/‘( e Yzi;xzf "
o~ gl T gt * TR T Titd = 8,78
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WAy, = (1,25 '-?’fe’ L (Z X L0+ ( KT, - T, X,)E (23)

te el producto voctorial es un vecior cuyag componentes
fo-(rlzz—z )

= ( Zix - xluz)

Por conaiguien

S0

ya = ( x1Y2 - Yla’uz)

rdenadas oartesiands. Recordands la regla para desarrollar deter

en coo
minantes de tercer orden se observa que la relacién (23) se puede es-
eribirs gneg <k (Y . 4 ) (
. ypoegpe & i “ + (2% ~K2) 4 -
vy Avggiae (E] LA R E 1"27) ¥ E(X T -Y.X)

g menorads de esta matriz reyrasantan loa fectores coordenados -
0

Jucto vyectorial
veotorials

1

-t

mo determinante representa las c
del prot % cordenadas del

vegtor producte
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Rodasess :
v
OPERANCRES DE CAMPO
Do la matemdtica alenental sabemos que' el desarrolls’de la teorfa

de los nimercs implica un sonjunto’de operacicnes como suma, restas,etc
? °

Pars indioce se deben realizar entre loes nimerpss -

r las operaciones que
tenemos uncese gignost el ( f‘)_Para 1a suzaj (=) para la resta; ( X ) -
parala sl biplioacidni (:) para la divisidn; ¥V para la radicacién,
etce. . _, :

4 estos signos los 1lamamos *Cperadores"
s concepte de
to de operacionesj operaciones relacionadas con

ity camnpe definide por una funcién o por un -
vector implica uB congun .
ia variseion de 18 funcién @ 4ot veotor definido en el campe, operacio
nes de productes de vectoréss etc.

ag operaciones de derivacién tenemos un signo parti

nngbla" u operador de campo, u operador dife

;6n que simboliza es una diferenciacién, y es
?

Pars jpdicaTl 1

7 que qe llama

v
porquﬂ' 1a operac

cular

rencial
la sig“liente: a > 2 -a_‘ <
7 - (5245

¢

gon 108 cosence directores de vector unitaric. Entonces

et A
donde s b qoctoro

@l T &F
¢ se P8P aplicar & un escalar, se puede también a-
Este oper® vgctorialmsnt. a un veotor. De aqui sslen los cone
y gencia ¥ rﬁtor como vames a ver en seguida. ep-

plicar 960513r aiver
Loy

adien®®’
P g ‘de grdaiente ‘se ‘sdon aplicando el © @
A. QZ&Qiggjga(;'y,g)- g1 reswltudo o8 1? siguientes
una funoié? 5 5,,__—3____3,\3 g 4
g’ Ve of 2 =7
30 4 22
%;’; 4+ 5';') t or (24)

=
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a4 = grad @
tado (24).

Ex=minemos este rasul
cidn esculal. (1%, y9Z) definida
; )& a en todosg lo

8 puntos

@ os una ‘un

de un espacio determinado o en todo el espacic.
Bl segundc miembro de la (24) es un vector, 4 :

. e . . » de cosencs directores;

Jabr compoﬂentes Jes derivadas parcieles de la funcid

. cich

Qué indica la gireccién de este vector? Qué es esta funcién @(x )
2792 ‘

ional gabemos Que

Por Mecénica rac
P x aP - 34 L
(25)

dL = k
i p oo w( BE/E)
v P = P(t) esto 88t X = x(t)
y = y(t)
z = z(t)
Entoncess diferenciandos
. QP = vdt e
H
Suetituyendo (p6) e® (25)
aki = p x vat
ce que’
Be, #1060 ento” an' = (K& + Yy + 28) dt
te
‘a
De donde L.= ( X3 + Y5 + B2) dt
£y
s ant®® s ok funizﬁn del punto. dhora ei la Pcsiciéﬁ
— :
Como dijim funciéﬂ de la linea.que Teoorre, entonces la TR
del punto e s 18 8- ggto es: - = m
- n o3
bién una fu”°16 po=P (&) por-iante x = x (s)
v =y (s)

2

2 (s)



= 39 =
’ Teoria de ...
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Entonces- gp = 4P .ds = t ds V. ' . .
o 1y + D48 == | Pl 9x ¢ _RR.R pE.. ¢ (e1)
donde -:Ei_‘ ea'la tangente a‘la curva.
ds , . .
Sustituyendo 27) en (25)s

a W= 7 x % de = F, ds
s Y

2 .
0 gea que e Ff~df
8y oY

&6 ‘congervatives é8to s, Si hay un campo definide por F
trabajo’ e 'F'a 1o Tirgo de una linea cerrada P;_
T

s nulo, €80 e8%

Pare si la F
aners que ‘el

de tal m
+é al campP® e

A,

tenecien
& =% aL, = O
aBA, el B,
b - o dl,
ABA, Mot
L
De donde T Pl |
E1 trabad? epemente dL = = du.lo que quiere decir que L= U,-U
zé expresado por la diferencia de los valores :
en

eptd

El trabaje o10mePt" . an
os und ok
osmumdﬁwmuﬂPMMaMMMsweu a
ende

ial exucla.

jos extremo® e

bad
Parys Que s a6 12 fﬁersa gse debe t
uponente® 2 Pasisnd
XY, & 1las e TR '
b 4 _a‘;___o _"?..1.- aaf{_.o%;___‘ax_o
% _..5,'; 'af " ; x '33 i (28)
verifi“"! existe una f
ndicipn‘ g0 uncién U(x'y'l) del campo

5i estas 0©

por la cual
(29)

u
gs TIEME potencial del campo y ee un escalar.

s)

La funcién u(x¥?
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forme explicita la ecuacidn (29)

- (%}’i dx + 35;. cay + %-: dz )

Ahora si escribimos en
Xdx + Ydy + Zdz =

De la cual se obtiene ques

X = -
D
Y =-_0U
oY
74 = - B'!L
ek 4

Resultade import:nte: las componentes de la fuerza del campo se obtie=m

nen por derivacidén de la funcifén potencial.

Ahofu bien:

8i du =0 dL a 0
Bntonces FxdP = P 4P Cosx =0 juegoe F perpendicular a dP
Si du = O eignifica que U(x,y) e8 constante.

S¢ tienen pues puperficies equipotonciales.

Consideremos dos superficies equipotenciales con

Sea OF la direccidn de F positiva se—
gin OF y 7 normal a 8,. Los domy | —

coinciden por 43 » Fig. 15
A A
Zntonces Cos Fd = I o
Por consiguiente:
dL = F x d Cos = Fap ==dlU

18]
De donde F e - da #1415

La express la variacidn de U(x,ys8) & lo large de 7. y es maxi

dau
mas :? e k son los cose
du  _ 3“1* au |+ U L<:J’m!u
R

nog directores de 7 entoncess

demos decir: la O es

(24). Entonces PO
x indican la direccidp

n es idéntica a la
los cosenos is ds X

Esta expresid
la funcién potenciel del campot

de la normal a la superficie equipotencial.
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El gradients de @ expresa la variacién de la funcién o la veloci-

dad de la variacidén de 1a funcidén segin una direceién de valores rdxi-

MO8,

OBBﬁrﬁése: P = 0 =gradl

2

2) define el vector fuerza que actia en ‘el

El gradiente de B(x,¥s

campo. bntonces podemot deecir:

nocemos la puncién potencial del campo, poT derivacién sa

Te 51 co

camos la fuerza que actia en el campo.

2.-La fuersa que actia en un campo indica con su direccidn,la di-

reccién bagin la cual la funcidn potencial varia mds rdpidamente.

P. Divergencis.— Aplicamcs abora el operador nabla < escalarmente al
como compenentes Wefet Fyy + Vzk. Obtonemos el ei -

vector V gque tisne

guibnte resultacos
2 J*__E.._.-EE]I ( Vxi + Vyi + Vak)

9 i+
VxY¥= L79%X R, FY
_dVx v dVe (30
e T Co )
A este resultado 1e damos el pnombre de divergencia que £e exprosa
asis g xV - divd & /w
Qué eignificado tiene oste escalar? :f”ié}‘“*_ﬁ—
Debeumos partir del concepto de flujo. ‘/, ds r
Figura (16). AR TN
do° s*dex ¥ = ds ¥Cos Pig. 16

Ahora gonsideremos una porcién del espacio, 1imitado por un parale

i1ipipedo, donde estd definide el

vector. -

¥ on ok 4 Wk o
Sean X,Y,% las componentes del -~ ¢//
la n porpandicularngg ¥

veotor ¥ ¥
as caras del parnlelipipedo

mal a %
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positiva hacia el exterior. S5i consideramos las caras ABOE y CFOK el

flujo a través de eliag serdt

~Xdydz + X d¥ 4 dz =
lz + ( + 2 x )dydz %: dyds dx (31)

Hacemos el misme cdloulo para encontrar el flujo a través ds las otras

caras.
Entonces el flujo totel saliente por las seis caras del paralelipipedo
es: Yy dxdydz+ _QY dxdydz + Y% dxdyd
a = xdydz 32
¥ Y OT il (32)

on donde dxdydz es el volumen dv del paralelipipedo. Entonces la (32)

se transforma en:
ae =(_%.j__—+_,-g-‘§— % ._.'g.%—-—-) dv (33)
Dividiendo la (33) por dv se cbtiene:
80 Dp.. v oEE Shont L (34)
ST 27 Y

Igualando la (30) v 1a (34) resulta:

40 = div¥
av

(35)

riacién del flujo del vector ¥ por unidad

La divergencia expresa la va

de volumen.
Observemos queéi

a0 = O entonces 0=k
asto e, div'y = 0.

(constante). En este caso decimos que

1. Bi
o ee golenoidal.

el canp
Si se consideran dos secciones Sl ¥y 82 *EJPI 5.0R
y ;
de un tube de fuerza siendo n, ¥y ny las nor (—fﬁ——+
males a las gecciones dirigidas en gentido
concordante, r1g.18, ¥ By ¥ s, valores Fig. 18
del vector R R 51 y 52-
s3¥8. ¥ 18 Buperficia lateral del tube determinan una superficle ce-
riada 2P;r0 fla guperficie lateral de un tubo de fuerza no estd atrave-

r ser cosll = 0.

sada por el #luje PO

.
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RO&&S..- . 23 =
B ! 7 :
ntonces el flpJo total sera isl + SZRE' Si el campo es solenoidal
divkR =0
Eso es: =
s SlRl + 52R2 = 0 de donde SlRl = _SERE

Esto quiere decir aue o1 flujo depende de la superficle.

o, Aplicamos < escalarmente al gradiente. Esto se llama vdiver

gencia del grad.iente". Intonces

Tx Y { "'— *"—"HJ [: 2;5
210 Bl J iy (36)

i Ty

142K G

at

te son golencidaless

Logs campos de gradien
Laplaciano © de Laplace

se denomina Uperador

E1 operador J%
- O se tiene la Ecuacidn de Laplace.

En el caso que ALl El campo es 89

lencidal
gi V29 =£0 se 4iene la Bouacidn de Poisson
3, Una golucién de la Ecuacidn de Laplace €8 o= _1
- T
1 22 + 2 + -t
DehechmV"*(;)-(—:ﬁr 37 33; ) (=° e
. 2 2 2
Derivando parcialmente (=% ¥ vl )  con respecto 2 X, ¥, 2.
- -3/2
SO At 2°) B (a8
2%
"‘"1' "3/2};
& (12+y2+22)d*~=_______a —1(12+y2+z2
3t % 5/2 2
oy -3/2
-3:2(12+Y2+5) —(12+y2+z =
= 212 = . =z 52 ;
(12 . YZ o 82)5/2
) Al B
a ( 2 -+ y + 2 ) __...—-—"-—'_____,_‘2—-—-7—
3]‘ (x2 + yz %8 )5 2
2 2
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2
Sumandos ( 22+ 22 4 22 )PyPa®) .
Py a[* az*

% -x*- 3% =0
| A 5 -
Entonces: ¢ 3 ) =

4. Y xV =4A Hayun manantial "
J xV =~k Hayun pumidero.

C. Rotacién o Curl.— Bl epersdor ¢ . siendo un vector lo podemos apli-

car vectorialmente & dn vector. Obtenemos lo siguientas

v’_‘l=(~%;r-i-+aa} 1*%_2—-4:5)/‘(}_V§+§_Vy+gvz).

52‘ . i* E

< , . =i Ve~ V% vy~ Dz o

i@ AV 73%) 248 2% 32z v 3(“‘“‘“;31 Syl 5(-%9%- =V )
3y oy of 3
Vx Vy Vs . . (37)

Ai segundo miembre d4e (am) e dlenindd Bot ¥ entonces Rob J = R

KEste vector R que ©° PG?Pendioular a nablg ¥ al vector ¥ lo podemos
expremar por mesic de SHS componentes, asi: ‘
Bx = EVE . '._2!1___
3'& =)

Ry = 3\] _.....a._li?:——

9% ax
X o

Observamom que’
Lo Sie Vo
vector ¥ en el cam

v = 0 el campo 68 izrotacional. El trabajo que hace el
po & 1o largo de una linea cerrada es nulo.

2. Apliquemos o1 rotor al gradiente. Tenemcs:

; Qg s d0 . ,
Tavpe (3 St det) 2 (3 3 ey



Rodagi«- it HEY
. v Mooria @8 we-

Bio: L3 'R
X a 2t 1 4 252 N2 ; f
! rnd i gat _'aaa' L g o TP YR
29 _2¢ oo 533 4 43°24 3y qR3  2xe?
e X i radt .

P s "

en un campo definide per un gradiente es nula. Los

Este e85, 18 rotucién
*rotaozonalas.

campos de grddzenue gon ir
> " s 2 ‘- ‘*-__ 3 .'-. J

3. Apl:nuemoa “ascalacmente Ve aL rotor,) s decir, hallamos la di

cia del robor y comprobamos que también es igual a cero. =

Vf?rg‘,eh
£ + Benek) X132 - g
v;(<n~__)==( “"a"’1 o ('a"a”' %3“)*'1(%75“”%)
k(3 _ 2
ax ~ 2y ¢

a - + 0o s & _3ix =
2y Hastgd 211 2% = 0

2
- 272 — 2% 1] a;ax 55 al

312}
jacién de flujo en 91 campo definido por Rot ¥

tor ef golencidal.
all (o] 'iel ro
calP 3

amente qué significa el Rotor.

Es decir queé

Entonces el

io
—— ab ra.fIBI
Hemos visto Ll Rz = ©
- s i : : daleadnd
si Rx canservagivo ¥y tis_ne po— " e “_"H--}I
ol campo de e '
ds,
tencial. yrabado 2 ljo large de u-— G "y
Rot ¥ ress o lente de
ot ¥V exp : , & B
na linea cerT? ‘
& ¥
5i Rot = ! yamos a ver otro el 3 :
iiine’ gnificade. Pig.19
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Sea el vector ¥ definido en el espacio, 438, un elemento d
i ¥ Y, RpRH STk PO 2 e super—

ficie, fig. 19-

El t:abqgo_hecho a lo largo de OA es Vxdx

a lo largo de AB es (Vy +'3\,r:i dx)dy

sa lo 18rge de BC es —(Vx + Mdy)dx
o
¥ de CO es ~Vydy

joras lor1aTé> de OABCD es:

)dxdy (15\1.1_-31&) as,

Entonoes“el.traha

E;da- ‘~1(:ﬂ¥}
: 'B%

o4
QABCD
es 1a componente del rotor segin la Z

Pero :%9._. .a\s slond Ste

A aB :
MR ¥ x/ds = RzdSy = 40R
s o5 M
Ll dfp
; ; o Z = ;
De donde e
Es decir aue 1a °ircu1t8636n del veotor R a 10 largo de una linea s -
o8 igual 8l fl“JD A ;gtor X Preh ‘Wuperricie encerrada por la 1fnea
mismna. it .
Para beneTr preﬂen‘° todo 1b.que‘hempg Vfﬁto vamos a sacar algunas
Cunclu-ionegi -
de Gradienta son solen°idaleg )
o2 ppOS; ¥ admiten pot
Lo 0P or T otaciowﬂl es solencidal POV aﬂclgl.l

cte
do yec
2. TO l rotor es nu

4 Gua’tldo v
3 onsarV3t1 o el trabajo es independiente 4
¢ la tra

jo el campe es irrotacicnal

4.58n un 4 inicanent
porit gepende ¢ de los extremos
eotd funcidén defi i
o de uné efine el w
5.51 grsﬂi’“ ector fuerza que actia en

ol 088%%°
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LEMA DE

Al

——

Para po

cién del Lem

sea U(x,¥»
sus derivadas primeras; en todos los pun iz
tos p(x,y,2) de unaregién S encerrada poT
una o Was superficies cerradas O o
dr /‘J‘ﬂ
: ; 7 : £
cnLegpmaE P W e
jjjyhdm giendo POT hipéte /_/ e A, Lo / ""'——}{f
2f T limita- o4
) R 5y
da ¥ oxtendids 2 toda 1la
regién g continud en S. Pig, &
cer asi: antes i i
Para calculari® podemo® hal es integramoe con respecto de Y
5 uego con res
entre limites opor tune® J i pecto de x,z, y eumar. %
vista geométrico ento stgnifi
Desde el to &% Y evided significa, dividir la re-
gién por praf o1emontales! 4 e plancs paralelos coordenad
o8
= 0-
a loe plano® e _ : :
Realiza® para © prisms 18 integracién entre los limites de S
eall ] 1 B8 de
1 stene®® 1ues? sumasos 108 resultados. Claro estd que un
que le pe ental 2 o
A i estc rigmas elem es encontrard el planc xz segi
cualquier?@ o B gegin ére gua=
ootk Lo# y o) =Y f as d¢ , en mimeroc par: una d
ectdngul? e
Sﬁlid&.
: 2
entrada, otT kL vos 4 oot
o
LLamem09 so8 P toe d€ palida
o
 pro8ret
La parte de 12 % 5;5.2&‘-ddedz
t
s gord el producto
.sma,
respecto sl P2 axds X B o4 dy
P
G- (42)

gteriores aplice

fPeoria de .

VI

GREEN, TEORFMA DE GAUSS Y DE STOKES

Lema de Green.

cione ) : :
nesg es necesarlio introducir la de »
mostra

a de Green.

z) una funcidn uniforme, finita continua en conj
onjunto con




Rodas..s Lo fifl =
20 = Teoria de....

extondido desde los puntos Fe & 168 Pz conse : '
ecutives. Entonc ]
. es tendre -

i j_@,u._ds = jg dxdsj’%y_._dy

2
s 0} L js a,xdzZ(U ‘UPs)

Py ¥ Pg-son puntes de do

nemos d& ¢ 12 proyeceién de d¢ aeBdvel IPEnT"F 0 70%s) 3
k) or -

construccidn: dxdz; ¥y sion
ge puede conaideral plana,

cto de d¢ por el ccseno
por el cosene formado por las norm
a8

Ahora te
do que d6 & menos dé infinitésimos de ord
en

claro estd que dxdz se puede con

superiols
que forman el planc d¢ con

giderar ocomo produ

el plane dxdz,
lo8 rlan@

giendo 10 mismoy
g 46 ¥ dxdz, cogeno que se debe tomar en valer absol
801U

les &
to.
Por cvnelgﬂiﬂnte’ i 1Iamamoslé-{/9, ', los cosenos de los &n,

108 que forman 1a normal & & éirigida hacia el interior del caﬂpo,cfi
18 direccién Pogiﬁxva de los €J°8 goordenados, tendremoss

PEOTAN 7| o

azdz = «d4€ en el punte Pe

axdmie= £ 7 580 o1 jownte, By

Entonces? dxd U - dx
2 (s~ ) iy =t axta 2 p,

dxdz = E
_ L acu = = 5-'41 cU
BT 2 Vps i s
Por co 191’
Gl - J axds §( Oggr= Up) - -J;gtrdf
au. g
5 -

c?
. - |fua¢ (Pérmulas de Green)

j:”’ds J
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Observamos que €n cada una de estas. ffé:g‘mulas, el eje se puede conm

eneratris omentada_y OU como la derivada de

s:.dr,rdr como una recta &

lz funcidn segin esta dlreccién- ! e Y
e ¥ son los cosencs que hacen las normales a

T.os coeenos d, /3

5 direcciones de los ejes} eniemces tiene cardcter independien

o con la

te del triedro de referencia
en se puede aplicar también a los vectores. V tiene -

y las formuls.s son intrinsecas.

‘B lema de Gre
s Vx, vy, Ve.

Entonces: S’B\fa: as | = vaq(do“
. { \g—Toaeadmes T (G tas

como componente

ga\f; a8 = —gVyddﬂ'
. (pd

Bie a5 - 24 YR4eT
T

o

Hultipl:.canda por i » dy B s

j( alfﬁ d o a\q;-*.%%-!‘-')ds--("x_i.‘fvr.i*-"zlc_)o&.da-
= a

dY 48 - -'-S Vddo
0% g

2%

de le diverge ncia.

B. Teorema de == gauss £ |
camp® ¥ ctoria], 4 (®) considérese una superficie cerrada
g mbre oon
o1 indigquem©® emo 4@ costu |
‘ 1a8 oempononteu del ver— e
ja @) inte |
o ’ﬂ y - " ientado hacla eld e n/\
—— cerrad® —
rior on B8l gepaci® en { “ )
ye© \
- ol través de -
o enas, LiGatpdad © .
ujo
serd: i * Vyﬂ + Va§ )ao
f (v g

-[vmr =
o
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4 s1 20 iembro de (51) es ¢

Por el lema de COree
s ( 3 D\fx v _+ 'a\fr +\ ?ifi."ﬁ tan an @) Lod
) T 34 S5 AR
Pero sabemos Que. ,_3_".‘3_..* ___B_U_']___-!- __l‘{f___, = div ¥V
b fie 32wt TS W et (52)
LLevando (52) a(B1)s
| ot 5 war" = Sdiv ¥ as .
g v g (53)
Una aplioabisn inmedia?a del teorema de la divergencia es la "B
ontinuidad” X

c

cuacién de la

oualqﬁiel‘a que lo llamamos medio continue
; por -

puy préximas

que Bus partiqdlps astén
1as unas de lag otras, fige 2?. v
s1 f esl8 gensidad de este medio - -
continuo ¥ 45 od un volumen slemental
o) e
multiplicande fas obtenemos la masa " S
gundndolas obtenamos la masa de
guménde - del euerpoy es decir f pas

de un olement®’

g_ﬂlsa por unidfd de tiempo, por dS es la masa q
. ue es

1
El increment? i jumen S
44 contenid® bl
g 3 vdB
s____at (54)
‘ tienen lap partfcull
cidad que t culhs, n estd
S ia vel® 3 . : i
i V es s sienen las particulas« 8i multiplicamos f? ’ § f
8 s despla

es la den’idadJ
gamiento de
presa el

samos el 4€ sp+¥

-
T

desplaﬂ
za®

rtfculs’ v tiene una, direcciﬁn, entonees fvndﬂ-
jento de la particula que estd en ese volume E:: "
1. pre.

{onto de todas las particuas agf:

ifﬂd"' esto es el flujo que sale ( )
(55
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Podemos establecer una relaolén ‘entre

df a8 ‘variacion de 1
e o mAsa en 51 in*er —
gv b R 0(-,1i i al #iuje & i 13 B ) o . . ' T b
e "
Entonces igualsndé"(f’d}qy (57) ate (flufde ine saible)
S 2 (A gf'Vndcr v ¥ »
s 9t hiv ) ) drenos ocampo de vel (58)
P - {p Vndc = Sdiv (P V)as U ke
erc Jf s f (59)
Sueti tuyendo (59) en (55) s Oredn en el planc, modificed:
s = 5 giv(p ¥) as
S“af $ ! (60)
F & - S -
Beto @8 SL,EL"‘ + PO (g )4 0 (61)
Esta ipntegral yale PATE L entonces podemos escribirla
asis 2 e agv (40 =sf? O
at ” (62)
dw-(fzb-Vﬂ”)-v:f Vooul Gix
{53 v
Siendo P [ - graxd i A fv (63)
FPero porh y - i ¥ s d ol dn
3‘ 4
. (63) went? » de Oreenm en
Reemylazand® ™ * gyv(fD) - ged P x ¥ + P aivy ;
= 6
. “ Ieﬂa. de sus coordenadas. antonces 4)
omo no der
r gtadf -
que
sa) 2% s
Entonces ia ( dif (! !)_ Ydl\' l
62) ponomos? (65)
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of +_fdiv1 = 0 (66)
Esto es que, cuando tenemos un medio centinue encerrado dentro de una
superficie oo 4 1@ variacién de la maga entre el volumen encerrade por

1a misma superficie ¢ depende del flujo a toavés de la superficie del

84 f es constante (flufdo incompresible)
aiv (PX) = 0 ‘61 'Gampo o8 golencidal”

pigmo medio.
Observamos queé:

y siendo aive(pW) wrf v ¥

div¥ = 0 tendremos campo de velocidades.
D. Teorema de STOKES .~

e férmulas de Gredn en el plano, modificadas asis

Partiendo de la 4

1a T con el

51 O es el dngulo que forme
eje T dx
Cos @ = __..d_y.- Sen @ = s
as
Parz la normal n? i
B dx _f Y
cos(m*i)"“nm' rry x//‘
2 (67)
Entonces OX " [‘ e = ] iy Pig. 23
= Yo o de donde dy = o ds
seligs By w08 u s g
2
108 cOBENO® de las férmulas de Ureen en el plano
Pero o wes ’
4 [’ ectoreﬂt

lag @ lo8 ¥

aplicéndo
K vy daxdy - ;AP e R LVyd.v (69)
A
Sa;_‘f.’f. Pt R 5;* Yg ds = — Lde.x (70)
& 33 (69) ia (70)

Restando de 12

(2 -3 el

ax 2

Vydy + Vxdx (71)
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(a0 e e

La ('?2) gignifica que la oirculacién de un vector R a lo largo T a0

contorno 8 €8 jgual al

perricie owyo contorne

fiujo del vector Rot R a iravés de cualquier su

s08 B+

iormor viote vamos & hacer Hnas aplicaciones a

De todo 1@ anter
rar la jmportancia de esta teoria.

1os campos pard demost



Rodas... - '
Teoria dé .«

ViI

APLICACIouES |

2 Gravitaoiﬂn TUniversal blen 1

4, Campo & avitatorlo.

yperlmantos de Cave
ou
§ cuerpos A ¥ Ay praéticamenta puntifor -

Los © ndlsh cons*ituyen la comprobaclon ale
ec—

ta de la hi

mes s€ atrae
ugdrado de su di

potesia de waton

n en ragén direc ota de sus maaae inertes M,m y en razé
n in-

versa del ¢ gtancia T
fuerza que M a;erce sobre & dicha fuerzg oatirds 00008l
i

de union A1A2
cioh m aplica a K la fuerza B % omando " co
mo

en ol sentido AZ“* Al; aa R Tes oth o

segin la recta
acoiOn y reac

principio de
1 elje Al——*‘g

referencia e

la ‘magnitud F de F es en valor y signeo

2 WN.om
Y okt (Ley de Newt
P f = y" a8 Fewton) (73)

f& o es 12 constante de gravitacién universal. Su valer se

on donde /= 7
determina preoci

gamente pediante el experimento de Cavendish.

anza de 4orsién, que utilizd Cavendish es toda
]
tos se han imaginade y realigade para compro
por io tapto pars la med;da de, /G S At ey
0, § -

5 18 peién T ;
aién, Fig-24 L4 .
) ~20 b el G'Luipo B132

es de hilec
o raotﬂ-ﬂ

es el mismwo o8 16 00

nite emplear @ e £y
De lase extremi‘adae s e

polita® b L0uTH
p ads unés

gnente aistin

en niveles ®° v o¥h * gne vitrina )
efectuar el TmQ\)

el equipe °1°z 12, puet® \
dorada, en 15 as P° rt“rbaclones N
Pig. 24

vacio paré evi

den las cclocadas

oro, de unes to8.Tode
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producidas por las corrientes o fmi.ers
nl y n2 son. dos oafaraa de plome de unos 7 kgm..

Las masas actuantes
ndioa en la flgurs 24. Bracias al fuerte =

coda una colccadas como se i
desnivel entre m] ¥ E2 puaden auponerae despreciables las acciones de
My sobre m, ¥ de Mo sobre m;; quedanrlas atracciones de M; sobre “1 y

de My sobre mp congtituyendo un par que se mide mediante la balanza de

torsidn.

lae cafaGtarié%:Oaé ef&st;oaa de torsidn del hileo £, co
?

del par (unoa 23 m en el aparato de Boys) COHOCi

y iy, mo ¥ lz ¥y conccidas las masas m)}, mp

Conocidas

nocido el brago H132
diatancias‘entre my

das las
My M, se deduce el valer de /0 . E“rel ffﬁtega cm. gm. seg. ( Pon as-
nasy T en Cmj my ®2 en gm) es:
" - A gk &
p- (6672 6.005) 1678 Ginasea®
En el sistems Kg, Wy SeE: e :
4 . r + - -1 i - 1 2
/5 _ ( 6.67 = 0.005) 10 _newton-m®
. segz
uacidn (73) t"hi" la podemos esoribir asf:
Pero la ¢ r
P
e (74)
z i + ¥t zK oy
Le* ; = R vector unitario enm
- A N 12 + 82 “o}a "ddreccién de r.
sén (14_) nos queda:
ac
Bntonces 1@ e AW g ) .
r ==l Vs (15)
r
dv
e " —at

Pero
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Reemplazando en (75)

av - A M m B g ’ : &
nar AW *"‘2"’3‘ 55 =)= + 7+ 2°) “(76)
dt o " )
.z MR _Fp 2 e . g ,
De donde: 4% 3 S —E- =" "S- (x°+ 3%+ 25)(77)
at ol T

rialmente por T

( N -
== IN F‘:E o 2

Multiplicando vecto

zAdl
dt

GQue podemoes eseribirs

_5%_ (zAY) = - [31'(2'./\--5?%7 ) =0

giendo (};A,E_) = (x Ai) =0
LY Tr

AV )=C (esun &rea)

o el movimionto es‘rectiljneo

v son p'erpondiculares a C el movimiento es

P Tt

rxf = Q es pi;no

£ % ;
z = ( donde /A8 = 0 -es central
Lverio tiene una représentacién radial. Este Campo

Luego el camp? © S4a0d onale Vamos & comprobarle.

es solencidal @

Siende m e
r
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N
N

@ ."‘= l/r porgue
' Di+o _j+2 k -+
— ——— _)(12 2 2)

(_‘a-)(,"' az‘ ,'a:'

Demostracidns v ("—"'r )

+ D02 %
. (2+y2+z) + J 2= (I+y+z)+ka (x+y+22)
i 932 - s J-3/2
e e G ) a4
—xi—yi-—zlﬁ, '__;3 =~i.‘}‘__..
| (xz+y2+52)32 T v T
ik : : :
-‘a-——-33+;a-—-1+2——§ 2 2 2"2‘
canoutsmes VA LGES - (= oY = = AT R+ 7)) e
i 3 —
- .a_ _am__ =
ot :
= 2. 2 L% .
( 2+y2+z )—ﬁ (12+y +3°) (x“+y“+2°)
2)—'& y ?___( 2+y2+z )_%] %
91

-—"'i'-' . -
2 ( 2+12+52)-# 2 33‘ (124"2""2)-&J
E 2.
[a% 2.-3/2,2y _[—i(x-r-y-r 22, a‘]}

it SRR
- i x; y; 2y Y208 - C [ (2B P BV )
af-#( =~ y 2).3/2.23,; [ ( <P+ 5 2, 22, 2y]] -

2 + 2
.L.S.{"-& (I » y P x J - X E % YE =
e L T i |
= -yi & & _J.' - .'3 » >
= — 3 L 4
# ghort oy =zl - I ¢ I T
o)l 3 : 3 - Sl e
& g AT y y y 2
3 4 Que es la ley de Newton
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Para el campo gravitateriode la tierra
arisg Gonmiyulngs un ‘gedg 26 ,.
én de F hacia abajo aeg&n la %, tiene un potencial,

an

Siendo 1la dire;qi

pPorque ¥ nole P
e de dxee & 8 SRS _; 22 =0 Wiy S0
#5e0, T e 07 g"="a;

con:z“constanxe;tgnepog;quygf;}ﬂ;ﬁ! qquipotencialas.
ou -'--'-._3_“_’. - &

(= e

E--"gz*c

-

prm —

B Gani8 Brae T gtético de cargas Puntiformes.-

drado por cargas udnicas o
tatice puede ser engen
El campo electros

bre una superficie, siempre fijas. El segundo
pPor cargas dlstrlbUidas L

on
caso 1o podemoﬂ rgla.cional‘ c
Asi, f (densidad eléctrioa espﬂclal)

1 primero, pensando en la densidad.

- é erficial
-f i dq ( densidad eléctrica sup a1)
o —
do
De d e
donde 5 ¢
Coulomb que se expresa asit

En todo caso vale 12 1" de AL
2 -5k —¢ (78)
R = FEoZ ( 79)
8i q3 = 1 entonce® E= -:2 N
rie.

donde X g;

r
. ¥ = F(r) oomo la encontrada en el campo gravita
De 1la (79) ge sacd que

sate, ol campo electroetdtico admite potencial -
como

torie, entoncess

ién
que tendsd la si"‘ exprad § = .2

r
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Iraginemos una garga q en un punte dade 0 recdeada por una superficie ce

Congtruimos un ¢oeno in-
@ en O que corta

rrada arbitraria.

finitesimal con su vértic

la superf;cie gue enwuelve a la oarga en

e drea a' # una distancla r
fig.25. Sea W el angulo -

un elemento d

a partir de O,
formado per el oonOe.

E1 flujo que emerge & través de ¢ donde n

es normal a la superficie fig- (25) es: Fig. 25
cosfdo
aid = En dg = § : i "
s 47 P8 ey -\ ~+(80)
r
Pereo Coas @ dos = 4w
r2

Eritonces raomplassndo en (80)

a@ = a a¥ (81)
Integr#néo g = 41 a ( q oarga total contenida en el cono) (82)
8i q es espacial® {
F-{ .P dV: ‘ (83)
Diferenciando (32)
Integrando (84) ;
.tf?df = 477q pars cargas interiores (85)
Por el teoremé de 12 d1verganaia
_cgivBAY (86)
Igualando (84) ¥ (86)
oy SN 4Ty (87)
npav (es)
foiv3i= [
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Inaginemos una CArga g en un pun
rrada arbitraria. Construimos un cono in-
finitesimal con su vértice en O que corta
la superficie gue envuelve a la carga en
un elemento de drea g a una distancia T
a partir de O, fig.25. Sea W el éngulec -
formado por el ocono.

El flujo que emerge & tpavés de o donde n

es normal a la superficie fig. (25) ess Fig. 25
Al i Ao\ e o
r2

Cos © do_ = 4W

Pero Llos » 40
7

Entonces reemplazando en (80)
am = q d¥

Integrando @ = 41a ( q oarga total contenida en el cono)

Si q es espacial:
aqg = P av
Diferenciande (82)

Integrando (84)
T = 4.‘."ffdv = 477 q para cargas interiores

Por el teorema de la divergencia

ag = div E av
Igualando (84) ¥ (86)

div E aV = 4Tfav

Entonces:

Jdiv Bdv = f”f av
v v

to dade O rodeada por una superficie ce

(80)

(81)
(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)

(e8)
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O:sea que de {88) tenemes:

div B = Aff (89)
Pero habiames viste que E = - gmadl -
Reemplazando en (89) nos quedas

div gradU = - 4Tf (g0)

Que podemos escribir aeis

gxVU = - 41f (91)

0 sea ques

32w o+ *w o+ NUL = - 4mf Eco de Poisson gue vale para todos
2
ax a%& G los puntos P donde existen cargas.

El campo no 88 solenoidal es irrotacional.

C. Campo electrostidtico de Conductores.
8i en un conductor eléctrico homogéneos igétropo .« @ temperatura
constante vale 1a ecuacidén de la continuidad

div 4+ f =0 siendo d densidad de corriente (92)
ot

0 sea aue P _;i- de donde J =-x|El
(.3
X = conductividad electrica

1 campo eléctrico en el conductor. Si asunimos el conductor

dondo E es ©
n forma dife-

jadtropo J serd paralelo 2 B y entonces peodemos escribir @

rencial la ley de Obm
g = X H

En condiciones de equilibrio,si 188 corrientes son estacionarias

J =6 (oonstante)

divg =0
E = Constante

Pero ¢Gomo vimes anteriormente
E = =~ vu

=

Entonces gu = 0 U = Constante
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Lu . .
ego las. superficiles del conductor son equipotenciales.

Teniamos:
Jiv i a0 = div (KE) = X div grad U = XV =0 " (93)
Agi, si 113'6qrriant=s no son estacionarias
divd = - of (V -
oA SOl 4
= 94)

Los manantiales de J son lasg derivadas temporales cambiadas de signb,

de la densidad de carga.

s ok g (95)
de donde f = divD (96
AT 96)

Entonces derivando parcialmente con respecto al tiempo 1a (96)

op b v Eaiv 0D

ot T ot (97)

Esto es, aiv( &+ _E__'Q_Q__ = 0 8
i 7 at) (98)

Obasérvese Qque la J es8 densidad de corriente de conducc.ién.
.i__ oD densidel de corriente de desplazamiento
4T ot

r o aislador hay corriente de conduccién ¥

de despla zamientO«

gélo en los dieidetr
es perfecto®

icos hay corrientes de despiazamiento.

hay corrientes de conduccidn.

En loeg conductor

Siendo D = E + ATTP
PR i 3E. + OF
4T o 41 ot 2t
—:_.Eii_ densidad de corriente en el vacio
41 2t
; : densidad de corriente de polarizacién

ot
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D. Campo maggeti og- de 1as Corrientea.

La experiencia de Oersted indica que una corriente eléotrica érea’

a envuelve un canpo magnético B E. Ege campo tiene las
studiado de la nisma

en el espacioc que e
mismas propiedades qus el de un jmén y puede ser e
manera.

El trabago realizado por este campo segiin Ampere €8 4T i, donde i

as la corriente que pasad. Esto eaa

§Eda = 41T 1 (99)
Perc 8i consideramos un conductcr de seccidn 4O entonces:
J = _di donde J es dans1dad de corrlente
do ‘
_di = J do

Inta -randop | 1 =« J J do
o |
Reemplazando el valoT de { en (99)

él_lds = 4T f Jdo (100)
5 ¢ a )

Por el teorema @&e Stokes sabemos.que la 1nﬁ03T61 de. 1159“ on 13“51 s la

integral de guperficie.

Api:
His = J Rot H do
s 3 )
Reemplddando esté valoT en (100) _
SRotgdo'- 'Wfa as ' (101)
o ¢ Jo
Bi J= O pignifica di = 0o i=k
ds
Pl P p SR
dt

Entonces hay poﬁLﬂGiﬂl si las corrientes son constantes en ol tiempe ¥

también asolenoidal.

La ecuacién 101 se convierte ens
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/i( Rot B - 47J) do~ =0 (102)
c

Esto vale siempre para cuzlguier valo® de do. Entonces podemos gscribir:

Si J = O entonces Rot E = O
Todo esto lo justificameos asfs Aplicando la divergencia a \103)
div Rot H 4 divd
Est 3
B VAl = 4T T xd
(o]
El primer miembro seras 5 3 K
P ol s Claal Q. k
Uy a1+ B kel
% J £ ¥ '5? 37
Hxz Hy Hz
=[_1_‘r) + 49 + k 9 1{ 2 Hz T-J )1+(3H-,¢__aHz
o EH o2 x
(aH§ auy,) J
o OSHz. . DRMMEEEE Saly. vl ol + _9%Hy Mol -
3y 2yt 9y 92 Afax QO¥ 919}
Entonces div Rot H =0 J
De wguf qis 43V £ = o0 porque div Rot -l 5%1 aiv J

Esto significa que la J debe ser constante respecto al tiempe ¥ solenoi

dal-.

2 £ g
Podemos sacar uné én explicita de 2

expresi

Aplicande Rot a 18 ecuacidn (103)
Rot Rot E = grad div E - Gig = - GAH por sz 4V R (104)
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Yntonces Rot Rot B = 4T Rot J

O sea que por (103}
G2 = =~ 4T Rot J (Ecuscién de Poisson en coordena
C

das cartesianas).

Cuya solucién'es: g . 1 j_R_cﬁ:r_i av (105)
2 ) =

Siendo Rot ( @4 ) = @ Ro® A + grad ON4 (identidad)

Asi, Rot (1, ¥) = 1/r Rot J + grad (1/zAd)

Reemplazando en (105)
g -1 Rot(1/r Nav - 1 g grad(1/zad) &V (106)
c

o’ {a) v

da por Gauss en una de guperficie, gerd cero,

& igual a Gero.

La integral (a) sranaformns
siendo J sobre la superficie

Bntonces la ecuacién (106) nos gueda

H =‘;_$ grad (1/r A 4)aV (107)
c

—

Y

1-"%

o AN
3 r

T
1 S rAJ av giendo grad 1/x == _:3
r

Una aplicacién inmediata es?

& consideramos?
(o = seccidn
elemento de Jongi tud

8i hay una espir

dl =
dav = odl
7 ay.' aNg s

E = .,.I...Smdl
¢ 3
,E r
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De donde: T4l Sen ©

&
§

2
T

Para gue siempre div d = 0 aunque ne haya Cargas vordaddras gino cargas

de pula.rizacién debemos pensar en el vector D (induorién eleotrostética)
Para este vector tenemoss
div D = 47f

De donde f,___ L div D
4T

(esto es el flujo del Sarbe)  (108)
(109)

Tenemos f’ en funcién del campo. Ahora, en la ecuacién de la continui -

dad
div J + 2
at
Reemplazamos e) valor de f y obtenemes
aiv g+ 2 (1 mn) -0 (110)
ot ‘4T
Factorizando Divs div{jJ ATLTNDD 4L (111)
AT 2t
Por consiguiente el verdadero vector J que siempre es golenoidal es?
g4 ¢+ Ren (112)
4m 9t
Reemplazando en 12 scuacién (103)
AN (113)

Rot H = 4T +
N (o} g c ot

que constituye 1a& primera ecuacibn de Maxwell. Esta ecuacidén también -

la podemos eseribir asit

PN, LG £3D
74 @2

(&) (v)

uando no hay cargas verdaderas (a) es cero ¥ cuande no

Observamos que ©

hay cargas de polarizacién (v) es cero.
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de campos magméticos variables.

B, Campos eléctricos

Para analizar estos campes tomamos la experiencia de Faraday que

sn-de £1ujo mag-

dice que cuando hay variacié ‘
nético conectado con un circuite, er el cir /zfzﬁ =
cuito se engendra una fuerza electromotriz

que se reduce & 1a férmula

9*-_1,d6§ =-_IL_ S Bnde  por serﬂlagﬁnda’ (114)
C at’ C .
siendo e = IR escribimos la (114) asi
(115)

Il =-_1 D S Bndo

)
Pero si en el interior del circuito hay una fuersa electromotriz @

ontouces expresamos 12 (115) asis
i e e SBnda' (116)
gt

1ectromotriz declara la presencia de un -

o de una fuerza © 9
E+E
g dos campoB =

La existenci
i1 s TILG)\ tensme

campo; entonces en el caso

Calculamos la <3

J=Jc(,E..+Ei)

-

Multiplicando POT dss
@ (117)
Jxds=EX is + B x ds
x
Pero J xvds = dI 4 giende J = 23_
x do X

Entonces reemplazando® en (117)

i
aI .ds =5 % as + E x de

e

ao X

De otra manera? (118)

i
dIl. ds =  Tha j(EIE)dS
' £

do. x
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Sustituyendo (118) en (115)

IE e -__3;___2__5 Bndo (119)
A (% It Jo

Bl trabajc a lo largo de 1a linea es un rotor aplicado 2 1la superficie.

Esto est
1 2 andO' (220)

gRotEda' ' -jExds 2L Oinly
g b b Giee o
(121)

Entoncess S(Rot E + 1 3B do= ©

o ¢ ot
Come esta integral-esté extendida & todn 1a superficie. Entoncess
Rot B + 1 258 20
R 7
De donde:
Rot E =~ 1 3B, =~ M. 9H, Jporgue B -/"K (122)
c ot ¢ ot

cuando varia el campo eléctrico se -

o (1137 viceversa,
mo en (122)-

De todc esto podemos deducir que
g4 varfa el cam=

obtiene un campo magnético cowo

po magnético se obtiene un Calpo eléctrioco ©¢

Esto vale en prasenoia de las cargas.
givE =4
div E =
gue 8e engendra en ol cirouito
8 irrctaoional.

vactorials

que el campo eléctrico

variacién del flujo ma
ar la divergeno

Ademds afirmamoB
gnético no e

por efecte de 1&
ja del produoto

Para concluir vamos & caloul

EAR

it

- E x Rot B

Entoncess div(g-‘_/\u) ;Exﬂotg 51
-1E = %%_-g_gj_g 17 -1EX G

Siend.oRotgs_A__fé}_'Ag.g_ +%.?51%-

8i maltiplicamwo® todo por ijﬂ

¢  aiv ( BAE) = - 3—-12 22 —Exi-ﬁf_y_ x 22
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Rodas.... AT =

o
o
ue se puede escribir asis

2 2
5 [EE +/“H] e aiv ( EAE)

J, L
47

2t LBT™ BT
- BIPRNEAC, SED T aiv (EAE

T M(AERREeR)
=

Siendo J
D

It
I
~
{f<s

En un volumen AV

= 2 do-
e S £ E° b ﬁﬁz] av = 2 dv#gﬁ'x,«ld‘f+§__{@-’\m

v x e

ot 8T gm
la.
8 la dismi—

Vamos a interpretar bien

nucidn de 1a energia conteﬂidﬂd en un

magnético 4rmi
cgie térmica

Lla primera parte del seguit

la segunda eg enereis potencial ¥ laik
ynting

( EA B) que ge denomina Vector FO
ante del oam
con €

Indi BT e -
c 3 r3 1 P € ~gian ©
a la energia radi 4iempo de 1@ enerE
e . : i
sta férmuls come 12 dism-‘-”uclén

fagnetieca.
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