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Formulacion simpléctica de campos vectoriales

Resumen

El estudio de sistemas fisicos con ligaduras es fundamental en la formulacion hamiltoniana de teorias
cldsicas y de campos. Estos sistemas, descritos por Lagrangianos singulares, requieren métodos es-
pecializados para identificar sus grados de libertad y describir su dindmica. En este trabajo de grado
se aplica de manera sistemdtica el formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw al andlisis de sistemas
con grados de libertad finitos e infinitos, con el objetivo de caracterizar su estructura dindmica y
explicitar los pasos intermedios del procedimiento.

La metodologia empleada es tedrica—analitica y se basa en la reformulacion de los sistemas mediante
Lagrangianos de primer orden, la construccion de las matrices simplécticas y la identificacion de las
ligaduras asociadas. El formalismo se aplica al modelo de Landau, a la particula libre sobre una
superficie y a los campos de Proca real y complejo. Los resultados muestran que el método de Fad-
deev—Jackiw reproduce la dindmica obtenida mediante el formalismo de Dirac de forma mds directa,
sin clasificar las ligaduras, constituyéndose en una herramienta clara y eficiente para el estudio de
sistemas con restricciones.

Palabras clave: Formalismo simpléctico; sistemas con ligaduras; dindmica hamiltoniana; campo de
Proca; modelo de Landau.
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Simplectic formulation of vector fields

Abstract

The study of physical systems with constraints is fundamental in the Hamiltonian formulation of clas-
sical mechanics and field theories. Such systems, described by singular Lagrangians, require speciali-
zed methods to identify their degrees of freedom and to describe their dynamics. In this undergraduate
thesis, the symplectic formalism of Faddeev—Jackiw is systematically applied to the analysis of systems
with finite and infinite degrees of freedom, with the aim of characterizing their dynamical structure
and making explicit the intermediate steps of the procedure.

The methodology is theoretical and analytical in nature and is based on the reformulation of the sys-
tems through first—order Lagrangians, the construction of the corresponding symplectic matrices, and
the identification of the associated constraints. The formalism is applied to the Landau model, to a
free particle on a surface, and to the real and complex Proca fields. The results show that the Fad-
deev—-Jackiw method reproduces the dynamics obtained through the Dirac formalism in a more direct
way, without classifying constraints, thus constituting a clear and efficient tool for the study of cons-
trained systems.

Keywords: Symplectic formalism; constrained systems, Hamiltonian dynamics; Proca field; Landau
model.
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Glosario

Variable simpléctica:
Espacio simpléctico:

Espacio de fase extendido:

1-forma simpléctica:

Matriz simpléctica:

Matriz simpléctica singular:
Matriz simpléctica no singular:
Modo cero:

Lagrangiano singular:
Ligaduras:

Multiplicador de Lagrange dinamico:

Conjunto de variables que parametrizan el sistema en el
formalismo de Faddeev—Jackiw, sobre las cuales se define
la estructura dindmica a través de la matriz simpléctica.

Espacio de variables dindmicas coordinatizado por las va-
riables simplécticas, en el cual la estructura del sistema
queda determinada por una forma simpléctica.

Espacio de variables ampliado que incluye, ademds de las
variables originales, los multiplicadores introducidos du-
rante el procedimiento iterativo para incorporar las ligadu-
ras.

Objeto definido por los coeficientes que acompanan a las
derivadas temporales en el lagrangiano de primer orden, a
partir del cual se construye la matriz simpléctica.

Matriz antisimétrica obtenida a partir de la 1-forma simplécti-

ca, que codifica la estructura geométrica del sistema y cuya
inversa define los corchetes generalizados.

Matriz simpléctica cuyo determinante se anula, lo que im-
plica la existencia de modos cero y la presencia de ligadu-
ras.

Matriz simpléctica invertible que define completamente la
dindmica del sistema en términos de las variables simplécti-
cas.

Vector no trivial que anula la matriz simpléctica. Su exis-
tencia indica la presencia de degeneracion en la estructura
simpléctica y conduce a la aparicién de ligaduras.

Lagrangiano cuya estructura impide definir una matriz simplécti-

ca invertible en una etapa dada, lo que se manifiesta en la
apariciéon de modos cero.

Condiciones que restringen el espacio de variables del sis-
tema, definidas a partir de los modos cero de la matriz
simpléctica y que delimitan la dindmica a una subvariedad.

Variable auxiliar cuya derivada temporal aparece en el la-

grangiano, permitiendo incorporar las ligaduras dentro de
la estructura simpléctica.
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Glosario

Potencial simpléctico: Funcién H (&) que aparece en el lagrangiano de primer or-
den y determina la evolucion del sistema. En los casos con-
siderados, coincide con el Hamiltoniano obtenido mediante
el procedimiento candnico estandar.

Corchetes generalizados: Estructura bilineal definida como la inversa de la matriz
simpléctica final, que determina la dindmica del sistema en
términos de las variables independientes.

Sistema con ligaduras: Sistema cuya estructura simpléctica presenta degeneracion,
lo que requiere la imposicién de condiciones adicionales
para definir de manera consistente su dindmica.

Teoria no gauge: Teoria en la cual la degeneracion de la estructura simplécti-
ca no estd asociada a simetrias gauge, sino a la presencia
de ligaduras de segunda clase que restringen directamente
el espacio de variables.

Corchetes de Dirac: Estructura de corchetes obtenida en el formalismo hamilto-
niano para sistemas con ligaduras de segunda clase, equiva-
lente a los corchetes generalizados en el enfoque de Faddeev—
Jackiw.
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Capitulo 1

Introduccion

En la fisica tedrica, los sistemas singulares aparecen de manera natural tanto en la mecanica clasica
como en la teoria de campos. Estos sistemas se caracterizan porque la transiciéon de la formulacién
lagrangiana a la hamiltoniana no puede realizarse de forma directa, debido a que la matriz hessiana
asociada al lagrangiano es singular. Esta degeneracién impide despejar de manera Unica todas las
velocidades en términos de los momentos candnicos, lo que revela la existencia de ligaduras que
restringen la dindmica del sistema [1, 2].

El tratamiento sistemadtico de estos sistemas fue desarrollado por Dirac [1], mediante un procedimiento
basado en la identificacion de ligaduras primarias y secundarias, su clasificacién en ligaduras de pri-
mera y segunda clase, y la construccion de los corchetes de Dirac. Dentro de este formalismo resulta
fundamental la distincién entre igualdades débiles y fuertes. Las primeras corresponden a relaciones
que sdélo se satisfacen sobre la superficie de ligadura en el espacio de fase, mientras que las segundas
son validas de manera idéntica en toda la dindmica del sistema. Esta diferenciacién permite imponer
las restricciones de manera consistente sin alterar la estructura hamiltoniana. En particular, cuando
aparecen ligaduras de segunda clase, los corchetes de Dirac garantizan una descripcién dindmica con-
sistente al eliminar las variables no independientes del espacio de fase. Sin embargo, la aplicacién
explicita de este algoritmo puede volverse algebraicamente compleja en sistemas con miltiples liga-
duras o con un gran nimero de variables dindmicas, especialmente en teorias de campos [2].
Diversos sistemas con ligaduras de segunda clase han sido estudiados dentro de este marco, tanto en
mecdnica cldsica como en teoria de campos. En sistemas con un ndmero finito de grados de libertad, el
modelo de Landau en el limite de masa nula constituye un ejemplo representativo, donde la presencia
del campo magnético induce una estructura no canénica en el espacio de fase y conduce a corchetes
de Dirac no triviales. En este trabajo, su tratamiento mediante el método de Dirac se desarrolla en el
Apéndice A.1, con el propésito de compararlo con los resultados obtenidos posteriormente a través del
formalismo de Faddeev—Jackiw. De manera similar, la particula libre sobre una superficie proporciona
un ejemplo geométrico en el que una ligadura holénoma reduce el espacio de configuracién y modifica
la dindmica del sistema como se muestra en [3]. En teoria de campos, el campo de Proca real representa
un caso prototipico de teoria no gauge con ligaduras de segunda clase, cuya estructura canénica ha
sido desarrollada en [4, 5]. Por su parte, el campo de Proca complejo extiende esta formulacion al
considerar el campo y su conjugado como variables independientes, dando lugar a una duplicacién de
la estructura dindmica y de ligaduras [4].

Como alternativa al enfoque hamiltoniano de Dirac, Faddeev y Jackiw propusieron un formalismo
simpléctico basado en la estructura del espacio de fase [6]. Este enfoque opera a nivel lagrangiano y
requiere una dependencia lineal en las derivadas temporales de las variables dinamicas; sin embargo,
mediante la introduccién de momentos conjugados, un lagrangiano singular de segundo orden puede
reescribirse en una formulacién equivalente de primer orden [7, 8]. En esta descripcidn, la dindmica del
sistema queda codificada en la matriz simpléctica, cuya degeneracion permite identificar ligaduras a
través de sus modos cero. Estas condiciones se incorporan iterativamente al lagrangiano hasta obtener
una matriz no singular, cuya inversa define los corchetes generalizados [9, 8].

En sistemas con ligaduras de segunda clase y sin simetrias gauge, el procedimiento de Faddeev—Jackiw
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Capitulo 1: Introduccion

permite obtener directamente una matriz simpléctica regular sin imponer condiciones adicionales. Los
trabajos de Barcelos-Neto y Wotzasek [9, 8] establecen de manera general la equivalencia entre los
corchetes generalizados y los corchetes de Dirac en este tipo de sistemas. A partir de esta formulacion,
distintos trabajos han desarrollado aplicaciones concretas que sirven como referencia para el presente
estudio, entre ellos el andlisis de la particula libre sobre una superficie [9, 8], la electrodindmica de
Proca real [10] y el tratamiento canénico del campo de Proca complejo [4]. En el caso del modelo de
Landau, aunque su formulacion no se desarrolla usualmente dentro del esquema simpléctico iterativo,
su estructura puede compararse con los resultados obtenidos mediante el formalismo de Hamilton—
Jacobi y el tratamiento de sistemas con ligaduras de segunda clase discutido en [11, 5], los cuales se
utilizan como criterio adicional de consistencia.

No obstante, en varios de estos trabajos la exposicion se concentra principalmente en los resultados
finales, como la identificacién de las ligaduras, la forma de 1a matriz simpléctica regular y los corchetes
generalizados, sin presentar de manera detallada los pasos intermedios del procedimiento iterativo. En
particular, la construccién explicita de cada matriz simpléctica, la determinacién de los modos cero y
la incorporacidn sucesiva de las ligaduras no siempre se desarrollan completamente. Por esta razon,
en este trabajo se retoman estos sistemas con el propdsito de realizar una aplicacién sistemética y
explicita del formalismo de Faddeev—Jackiw, mostrando cada etapa del proceso desde la formulacion
lagrangiana inicial hasta la obtencidn de los corchetes generalizados, y permitiendo una comparacién
directa con otros enfoques candnicos.

Este trabajo de grado se estructura de la siguiente manera. En el Capitulo 4 se presenta el desarrollo
del método de Faddeev—Jackiw para sistemas singulares sin simetrias gauge, describiendo el procedi-
miento iterativo que permite identificar ligaduras a partir de la singularidad de la matriz simpléctica y
mostrando cémo su regularizacién conduce a los corchetes generalizados.

En el Capitulo 5 se analiza el modelo de Landau en el limite de masa nula, un sistema mecanico
con un nimero finito de grados de libertad cuya dindmica queda descrita desde una formulacién de
primer orden. Este caso permite estudiar una estructura simpléctica no degenerada desde el inicio y
determinar las variables fisicas junto con sus corchetes generalizados.

En el Capitulo 6 se estudia la particula libre sobre una superficie, donde una ligadura geométrica im-
pone restricciones sobre el espacio de configuracién. Este ejemplo permite desarrollar explicitamente
el procedimiento iterativo del formalismo de Faddeev—Jackiw y obtener los corchetes generalizados.
En el Capitulo 7 se examina el campo de Proca real, extendiendo la metodologia al caso de teorias de
campos con infinitos grados de libertad. En este sistema se analiza la componente temporal del campo
y la forma en que las variables no dindmicas se incorporan en el formalismo simpléctico, permitiendo
identificar los campos fisicos y sus corchetes generalizados.

En el Capitulo 8 se analiza el campo de Proca complejo, donde el tratamiento del campo y su con-
jugado como variables independientes conduce a una duplicacién de la estructura dindmica respecto
al caso real. Este ejemplo permite extender el andlisis a una teoria con mayor contenido estructural,
manteniendo el cardcter no gauge y la presencia de ligaduras de segunda clase.

Finalmente, en el Capitulo 9 se presentan las conclusiones generales derivadas de este trabajo.
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Capitulo 2

Planteamiento del problema

En la fisica tedrica, los sistemas con ligaduras aparecen de manera natural tanto en la mecénica clésica
como en las teorias de campos. Su tratamiento requiere métodos que permitan incorporar de forma
consistente las restricciones presentes y establecer una dindmica bien definida. El formalismo de Dirac
ha sido tradicionalmente la herramienta estandar para este propdsito.

Como alternativa, el formalismo de Faddeev—Jackiw ofrece un enfoque basado en la estructura simplécti-
ca, en el cual las ligaduras se incorporan directamente sin necesidad de una clasificacion jerarquica. Sin
embargo, en gran parte de la literatura especializada este formalismo se presenta de manera condensa-
da, enfatizando los resultados finales y omitiendo el desarrollo detallado del procedimiento iterativo.
En particular, la ausencia de los pasos intermedios dificulta comprender cdmo se identifican las liga-
duras, cémo evoluciona la matriz simpléctica en cada etapa y de qué manera se obtienen los corchetes
generalizados a partir de su inversa. Esto limita la aplicacidn sistematica del método y su interpretacion
en modelos de distinta complejidad.

En este contexto, surge la necesidad de desarrollar una aplicacién explicita del formalismo de Faddeev—
Jackiw en sistemas representativos, tanto con un niimero finito como infinito de grados de libertad, que
permita reconstruir de manera clara cada una de las etapas del procedimiento.

En consecuencia, la pregunta que guia este trabajo es:

¢ Como se implementa de manera sistemdtica el formalismo de Faddeev—Jackiw en sistemas
representativos de distinta complejidad y como se manifiesta, a nivel de los corchetes generalizados,
su equivalencia con el formalismo de Dirac?
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Capitulo 3

Objetivos

3.1. Objetivo General

Aplicar de manera sistemaética el formalismo de Faddeev—Jackiw al estudio de sistemas con grados de
libertad finitos e infinitos, descritos por Lagrangianos singulares, con el propdsito de comprender y
caracterizar su estructura dindmica.

3.2. Objetivos especificos

= Analizar el modelo de Landau en el limite de masa nula bajo el formalismo de Faddeev—Jackiw,
determinando su estructura simpléctica y las variables dindmicas independientes que describen
el sistema.

= Abordar el problema de la particula libre sobre a una superficie mediante el formalismo de
Faddeev-Jackiw, con el fin de comprender la evolucién del sistema.

= Implementar el formalismo de Faddeev-Jackiw al campo de Proca real y complejo, con el
proposito de caracterizar la estructura de ligaduras y la dindmica asociada.

= Contrastar la estructura de ligaduras y los corchetes generalizados obtenidos mediante el for-
malismo de Faddeev—Jackiw con los resultados reportados en el formalismo de Dirac.
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Capitulo 4

Formalismo de Faddeev—Jackiw para sis-
temas singulares sin simetrias gauge

El método propuesto por Ludvig Faddeev y Roman W. Jackiw en 1988 [6, 7] constituye una alterna-
tiva al enfoque de Dirac para el andlisis de sistemas singulares, basdndose en la estructura simpléctica
del espacio de fase. A diferencia del método de Dirac [1, 2], en el que las ligaduras se clasifican en
distintas clases, el formalismo de Faddeev—Jackiw permite identificar de manera sistemadtica las liga-
duras asociadas a la degeneracion de la estructura simpléctica, sin recurrir a una clasificacién explicita.
No obstante, dado que el método se formula a partir de un lagrangiano de primer orden, la obtencién
completa de las ligaduras depende de la eleccion de variables simplécticas, por lo que, en general, no
todas las ligaduras presentes en la formulacidn lagrangiana original, en particular aquellas que surgen
en la definicién de los momentos candnicos, aparecen de manera explicita en este procedimiento.

El punto de partida de este formalismo es un lagrangiano de primer orden en las derivadas temporales,
que puede escribirse de forma general como

L(&,€) = ai(&)& — H(E), (4.1)

donde &; (i = 1,2,...,2n) representa el conjunto de variables simplécticas que parametrizan el es-
pacio de fase, &; denota sus derivadas temporales, a;(£) son las componentes de una 1-forma definida
en dicho espacio, cuya estructura determina la matriz simpléctica del sistema, y H () es el potencial,
también conocido como el hamiltoniano.

El lagrangiano que describe la dindmica en el espacio de configuracién (g;, ¢;) depende funcional-
mente de estas variables, es decir,

Es posible reformular la dindmica del sistema mediante una descripciéon equivalente basada en el
hamiltoniano, denotado como H(g;, p;), el cual es funcién de las coordenadas generalizadas ¢; y de
sus momentos canénicos conjugados p; [12, 13]. Estos dltimos se definen a partir de la relacion

p 94 (4.3)

En el caso en que el lagrangiano asociado al sistema sea regular, la relacién anterior permite escri-
bir todas las velocidades generalizadas ¢; en funcidn de las coordenadas generalizadas g; y de los
momentos canénicos conjugados p;. Esto puede representarse como

¢ = 9i(q, p)- (4.4)
Esta expresion hace posible establecer una relacion entre el lagrangiano y el hamiltoniano mediante

una transformacion de Legendre, la cual se define como

H(qi,pi) = pidi — L(q;, q'i)‘qi:gi(q,p)- 4.5)
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Capitulo 4: Formalismo de Faddeev—Jackiw para sistemas singulares sin simetrias gauge

A partir de esta definicidn, se observa que el miembro derecho deja de depender explicitamente de las
velocidades generalizadas ¢;. En consecuencia, el lagrangiano puede reescribirse de manera equiva-
lente como

= piGi — H (g, pi)- (4.6)

Donde Lc(g;, pi) es conocido como el lagrangiano candnico, cuya caracteristica principal es que estd
definido en el espacio de fase (g;, p;). Este objeto desempeiia un papel esencial en el desarrollo del
método, ya que permite reescribir un lagrangiano de orden arbitrario en las velocidades generalizadas
en una forma equivalente que depende linealmente de ellas, condicién necesaria dentro del formalismo
de Faddeev—Jackiw.

Para implementar el método de Faddeev—Jackiw, el primer paso consiste en introducir una variable
simpléctica &, la cual agrupa las 2n variables candnicas (g;, p;) del espacio de fase. En términos de
esta variable, el lagrangiano de primer orden puede expresarse como

Le(aipi) = L(Qi’(ji)‘q'¢=gi(q,p)

LO¢,é) = o (£)éF — VO g), @7

Debido al caricter iterativo del método Faddeev—Jackiw, se introduce el superindice (0) con el fin de
indicar la etapa inicial del procedimiento. En la expresion anterior, az(o) (&) representan las componen-
tes de la 1-forma canénica, mientras que V() (&) corresponde al denominado potencial simpléctico.
Puede demostrarse que este tltimo coincide con el hamiltoniano [6, 3], por lo que la ecuacion anterior

puede reescribirse como

LO&,€) = a” (©&" - HO(©). (4.8)
En este formalismo, las ecuaciones de movimiento se obtienen a partir de la llamada matriz simpléctica
fi(;)), la cual se define como [6]

)

£ = - : (4.9)
o o

De esta manera, la evolucién dindmica del sistema queda determinada por la relacién

©) 3a§0) &) 04" (&)

e (4.10)

= 7852.(0)
Toda la informacién estructural del sistema se encuentra codificada en la matriz simpléctica y en
el potencial H(® (¢ ). Una vez definida la matriz simpléctica (4.9), el andlisis del sistema se reduce al
estudio de su cardcter degenerado o no degenerado. En este sentido, el elemento central del formalismo
de Faddeev—Jackiw consiste en determinar si dicha matriz es regular o singular.

Esta distincion resulta fundamental, ya que de ella depende la posibilidad de establecer de manera
univoca la dindmica del sistema. En efecto, si la matriz simpléctica es no degenerada,

det f©) £ 0, 4.11)
entonces admite inversa, lo que permite escribir explicitamente las ecuaciones de movimiento como
‘(0 on\—1 OH©
{0 _ ( (])) (OEQ (4.12)
0¢;
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Capitulo 4: Formalismo de Faddeev—Jackiw para sistemas singulares sin simetrias gauge

En este caso, la evolucién temporal de todas las variables simplécticas queda completamente determi-
nada. Ademas, la existencia de la inversa permite definir de manera natural la estructura de corchetes

del sistema mediante
0) 0O _

lo cual establece la conexién directa con los corchetes de Dirac y proporciona la base para la cuanti-
zacion del sistema.
Por el contrario, cuando la matriz simpléctica es degenerada,

ffo)) - (4.13)

det £ =0, 4.14)

no es posible invertirla, lo que implica que las ecuaciones de movimiento no determinan de manera
Unica todas las derivadas temporales. Esta indeterminacién refleja la existencia de relaciones entre las
variables dindmicas, es decir, la presencia de ligaduras en el sistema. De forma equivalente, existen m

modos cero vg(o), cona=1,...,mym < 2n, definidos por [8, 7]

i O — g, (4.15)

[ ?

Estos modos cero identifican las direcciones degeneradas de la matriz simpléctica, es decir, aquellas
en las cuales no es posible definir la dindmica de forma independiente, reflejando la presencia de
redundancias en la descripcion del sistema.

Para determinar si estas direcciones dan lugar a ligaduras, se consideran las proyecciones sobre el
gradiente del hamiltoniano,

L OH0)
Q) = O (4.16)
, 0
0"
Cuando se satisface Q&O) = 0, se obtienen las ligaduras independientes del sistema, las cuales emergen

de manera directa a partir de la estructura simpléctica.
Para asegurar la consistencia dindmica del sistema, las ligaduras obtenidas deben ser invariantes bajo
la evolucién temporal [1, 8], lo que implica que su derivada total debe anularse, es decir,

29 (€) -0

L0 gy = Pl (8) c0) _
Q4,7 (§) = 20 & =0. (4.17)

Esta condicién se incorpora al formalismo mediante multiplicadores de Lagrange )\&0), los cuales

se introducen como nuevas variables dindmicas del sistema. En consecuencia, el lagrangiano de la
primera iteracion puede escribirse como [6]

LI E,00) = LO(g,€) - 2\ ¢). (4.18)

Sustituyendo la expresion del lagrangiano inicial dada en (4.8), se obtiene

LI €200 = ol ()0 — 20O (&) — HO)(¢). (4.19)

1 (6%
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. - P . 2 (0 _ . . .
A continuacion, el término que contiene Q& )(5 ) puede reescribirse sin modificar las ecuaciones de
movimiento del sistema, lo que permite expresar el lagrangiano como

L0 E0) = (OO + 00N — HO©) ~ S (\Wa0©). @20

En esta etapa, la incorporacién de los multiplicadores de Lagrange implica la extensién del conjunto de
variables dindmicas, introduciéndose una nueva variable simpléctica definida como £ i(l) = (¢ Z.(O) ) )\&0) ).
Esta ampliacién permite preservar la estructura de primer orden del formalismo, de modo que el

lagrangiano puede expresarse como

LIV, E,00) = alV (€)W — HD(¢), 4.21)

donde se ha omitido el dltimo término del lado derecho de la ecuacién (4.21) ya que no afecta las
ecuaciones de movimiento.

La razén de introducir los multiplicadores de Lagrange en su forma }\(0(0) en lugar de )\go)’ radica en
que Unicamente las variables que aparecen con derivadas temporales contribuyen a la construccién
de la estructura simpléctica. En caso contrario, su inclusién no afectaria la matriz simpléctica y la
degeneracion del sistema permaneceria sin cambios. En contraste, al incorporarlos como nuevas velo-
cidades generalizadas, estos aportan términos adicionales a la matriz, incrementando su dimensién y
permitiendo eliminar progresivamente la degeneracidn del sistema a lo largo del procedimiento itera-
tivo. Aunque estos multiplicadores no representan grados de libertad fisicos independientes, tampoco
pueden considerarse constantes triviales, ya que su variacion impone dinamicamente las ligaduras del
sistema.

El hamiltoniano asociado a la primera iteracién del procedimiento se determina imponiendo las liga-
duras previamente obtenidas, lo que conduce a la expresién [6]

HO(€) = HO(€)] 50 ¢ (4.22)

En esta etapa, la matriz simpléctica correspondiente al sistema se obtiene a partir de las nuevas varia-
bles dindmicas y se define como

2ai (&) aaM(¢)
o %% ) da; (8 (4.23)
i D )
o 3

Un aspecto importante de esta construccién es que la matriz fi(jl) contiene a fi(]Q) como subestructura,
lo que pone de manifiesto que en cada iteracidn no solo se amplia el conjunto de variables dindmicas,
sino también la dimension de la matriz simpléctica asociada. En este punto, es necesario reevaluar la
singularidad de fi(jl).

En general, el procedimiento iterativo del formalismo de Faddeev—Jackiw consiste en incorporar su-
cesivamente las ligaduras que emergen de la degeneracion de la matriz simpléctica. En cada etapa, se
construye una nueva matriz f; f cuya regularidad debe ser analizada. Si dicha matriz continda siendo
singular, el procedimiento debe repetirse incorporando las nuevas ligaduras obtenidas en esa iteracion

[8].
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4.1. Formalismo de Faddeev—Jackiw en teoria de campos

En cada iteracion k, las nuevas ligaduras se determinan mediante la proyeccién sobre los modos cero
asociados a la matriz simpléctica, de acuerdo con

ite) OH™ ()

AP () = v ==
95"

=0. (4.24)
En este contexto, el formalismo se interpreta como una sucesion de lagrangianos de la forma

L® =€) & - HP (), (4.25)

. . T k
donde en cada etapa se construye la correspondiente matriz simpléctica fi(j ),
En el caso particular de sistemas con ligaduras de segunda clase, este procedimiento concluye tras un
nimero finito de iteraciones K, en el cual la matriz simpléctica resulta no degenerada,

det f5) £ 0, (4.26)

lo que garantiza su invertibilidad y permite determinar de manera univoca la dindmica del sistema, asi
como definir los corchetes generalizados. En particular, estos vienen dados por

[6,6) = (549) (427)

En este contexto, cuando la degeneracion ha sido completamente eliminada, los corchetes generali-
zados asi definidos coinciden con los corchetes de Dirac obtenidos en el formalismo candnico para
sistemas con ligaduras de segunda clase'.

4.1. Formalismo de Faddeev-Jackiw en teoria de campos

En teoria de campos, el lagrangiano no se interpreta Unicamente como una funcién de coordenadas
generalizadas y sus velocidades, sino como una funcional que depende de un conjunto de campos
dindmicos ¢ y de sus derivadas espacio-temporales 8M¢A, donde A es un indice interno que puede
corresponder a componentes escalares, vectoriales o espinoriales segin la teoria bajo consideracion
[14, 12].

Esta dependencia se expresa de manera general como

L= L(¢*,0,07). (4.28)

Un aspecto fundamental en este contexto es que la dindmica de los campos se describe mediante con-
figuraciones definidas en el espacio-tiempo, es decir, $ = ¢“(z). Esto implica que las coordenadas
espaciales dejan de actuar como indices discretos y pasan a considerarse variables continuas, al mismo
nivel que la coordenada temporal. En consecuencia, el lagrangiano puede expresarse en términos de
la densidad lagrangiana como

L= / Bx L(¢A,0,.01). (4.29)

'En el sentido de Dirac, las ligaduras de segunda clase son aquellas cuya matriz de corchetes de Poisson es invertible, es
decir, no degenerada, lo que implica que no todas las ligaduras conmutan entre si.
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4.1. Formalismo de Faddeev—Jackiw en teoria de campos

La densidad lagrangiana juega un papel central en el formalismo de Faddeev—Jackiw aplicado a teorfa
de campos, ya que la construccion del sistema dindmico se realiza directamente a este nivel. En ge-
neral, dicha densidad puede contener derivadas temporales de orden superior, por lo que el método
requiere su reformulacion en una estructura de primer orden en derivadas temporales.

Para ello, se introducen los momentos canénicos conjugados asociados a cada componente de los
campos dindmicos, definidos como

oL
m=__-=_. (4.30)
(Do)
Se adopta la notacion relativista 2 = (¢,x),conc = 1,y 9, = Waﬂ. A partir de esta construccion,
la dindmica puede reescribirse de manera equivalente en una forma de primer orden, de modo que la
densidad lagrangiana pasa a depender del conjunto de variables simplécticas

&alz) = (d)A(;U),HA(;U)) . 4.31)

En términos de estas variables, la densidad lagrangiana en la etapa inicial del procedimiento se escribe
como

£ = KP(© & - H©), (4.32)

donde K(go) (&) representa la 1-forma candnica, S(SO) denota las derivadas temporales de las variables
simplécticas y H () (¢ ) corresponde a la densidad hamiltoniana inicial de la teorfa.
El hamiltoniano funcional asociado a la teoria se define como

HO — / d*x HO. (4.33)

Es importante destacar que los términos puramente dindmicos del sistema, tales como términos de
masa o potenciales de interaccién incluidos en la densidad hamiltoniana 7(9), no afectan directamente
la estructura simpléctica del sistema. En el formalismo de Faddeev—Jackiw, dicha estructura queda
determinada exclusivamente por los términos lineales en las derivadas temporales presentes en la
densidad lagrangiana.

En consecuencia, la informacion geométrica del sistema se codifica inicamente en la parte cinética de
primer orden, mientras que los términos contenidos en (%) contribuyen tinicamente a la evolucién
dindmica a través de las ecuaciones de movimiento.

La estructura geométrica del sistema queda completamente determinada por la matriz simpléctica

funcional fég), la cual se define mediante derivadas funcionales de la 1-forma canénica como [§]

0K (y) K (%)
e (x) 6 (y)

Si la matriz simpléctica resulta ser singular, entonces no admite inversa, lo cual es un indicio directo
de la existencia de ligaduras en la teorfa. Esta situacion se manifiesta a través de la aparicion de modos
cero, es decir, vectores propios asociados a autovalor nulo, los cuales satisfacen la relacién

9 x,y) (4.34)

/dng“(o)(x) (gg)(x,y) = 0. (4.35)
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4.1. Formalismo de Faddeev—Jackiw en teoria de campos

Una vez determinados estos modos cero, es posible construir condiciones sobre el sistema mediante
su proyeccién sobre el gradiente funcional del Hamiltoniano, lo que conduce a las expresiones

) — / PxfO(x) - 55( |
a(X

donde el indice « etiqueta el conjunto de condiciones independientes asociadas a los distintos modos
cero del sistema en esta etapa del procedimiento.

Las ligaduras obtenidas deben incorporarse de manera consistente en la dindmica del sistema. En el
formalismo de Faddeev—Jackiw, esto se realiza directamente a nivel de la densidad lagrangiana me-
diante la introduccién de multiplicadores de Lagrange /\((10). Con el objetivo de preservar la estructura
de primer orden caracteristica del método, estas ligaduras se incluyen en forma de derivada temporal

del multiplicador, lo que conduce a la densidad lagrangiana correspondiente a la primera iteracion

/ Py HO(y). (4.36)

£ = K€D + A0 0 (g) — 1O (¢). (4.37)

La incorporacién de estas nuevas variables dindmicas implica la extension del conjunto simpléctico,
el cual pasa a definirse como 5((11) = ( 30), /\510)). En términos de este nuevo conjunto, la densidad

lagrangiana puede reescribirse nuevamente en una forma compacta de primer orden como
£V = kP (©g) - 1D (@), (4.38)

donde la nueva densidad hamiltoniana se obtiene imponiendo las ligaduras del nivel anterior, es decir,

HO = HO| (4.39)

En consecuencia, se construye la matriz simpléctica correspondiente a la primera iteracion, denotada

como f é;). Este procedimiento iterativo se repite de manera sistematica, de forma que en cada etapa se
analiza la regularidad de la matriz simpléctica. Si la matriz continda siendo singular y aparecen nuevos
modos cero, entonces se generan nuevas ligaduras que deben incorporarse al sistema dinamico.

En el caso de sistemas con ligaduras de segunda clase, tras un ndimero finito de iteraciones K, la matriz

simpléctica £\ I ingul han i do las ligad limi
pléctica f,,*’ se vuelve no singular, una vez que se han incorporado las ligaduras que eliminan su
degeneracion. En consecuencia, es posible definir su inversa funcional a partir de la relacién

[ 2 00a) (£19) " (ay) = 825 6x - ). (4.40)

La inversa de la matriz simpléctica define directamente la estructura de corchetes generalizados del
sistema,

(fizf{))fl (x.y) = {ﬁéK) (x), 6" (y)} : (4.41)

los cuales determinan completamente la dindmica de la teoria y coinciden con los corchetes de Dirac
en sistemas con ligaduras de segunda clase.
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Capitulo 5

Modelo de Landau

El modelo de Landau fue introducido originalmente por Lev Landau con el propédsito de describir el
espectro cudntico de electrones sometidos a campos magnéticos uniformes, dando lugar a la cuanti-
zacion de los niveles de energia conocidos como niveles de Landau [13]. En el marco de la mecénica
clésica, este sistema modela la dindmica de una particula cargada confinada a un plano y sometida a
un campo magnético constante perpendicular al mismo, asi como a un potencial arménico.

Ademds de su relevancia fisica, el estudio de este modelo permite aplicar de manera sistemaética el
formalismo de Faddeev—Jackiw en sistemas con un niimero finito de grados de libertad. Dado que el
sistema presenta una estructura de lagrangiano singular! en el régimen de masa nula (m — 0), consti-
tuye un escenario adecuado para comprender su estructura dindmica mediante el andlisis simpléctico.
En este capitulo, se analizard el modelo bajo el formalismo de Faddeev—Jackiw, lo cual permite es-
tudiar la estructura de ligaduras del sistema y su correspondiente reduccién a una descripcién en
términos de variables dindmicas independientes. Para iniciar este procedimiento, se considera el la-
grangiano del sistema en coordenadas cartesianas [5].

1

El primer término corresponde a la energia cinética, el segundo describe el acoplamiento con el campo
magnético transversal B, mientras que el tercero introduce un potencial arménico isotrépico. Las
ecuaciones de movimiento se obtienen aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange al lagrangiano
(5.1,

d (0L oL
=) - 2= — . 5.2
dt <a$ k > Oxy, 5-2)
Procedemos calculando primero la derivada del lagrangiano respecto a la velocidad generalizada .
El término cinético contribuye directamente

0 T . .
a—ik (2 mxzxz> = mT. (5.3)

Mientras que el término lineal en las velocidades proporcional a B aporta

0 1 . 1
873'/}]{; <2B€ij l‘il’j) = §Beik T (54)
Por lo tanto,
oL 1
— =maxr + — Bejp ;. (5.5)
Oy, 2

"Un sistema es singular cuando el determinante de la matriz Hessiana asociada al lagrangiano se anula, lo que imposibi-
lita expresar de manera unica las velocidades en funcién de los momentos candnicos.
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Derivando respecto al tiempo se obtiene

d (0L 1
— | =) =mi — Bey 4. .
7 <8xk> mIy + 5 €ik T (5.6)

Abhora calculamos la derivada respecto a xj. Para el término magnético,

0 1 . 1 .
8—% <2B€ij xixj> = §B€kj Zj. (5'7)
y para el término potencial,
0 1
En consecuencia,
oL 1 .

Sustituyendo en la ecuacién (5.2) se obtiene

1 1
mxy + §B€z‘ki‘z’ — <QBekj:tj — k:ack> =0. (5.10)

Finalmente, utilizando la propiedad antisimétrica del simbolo de Levi-Civita, €;; = —¢;; y renom-
brando indices, los términos proporcionales a B se combinan y la ecuacién de movimiento adopta la
forma compacta

mI + Bepd; + ko =0. (5.11)

la cual describe la dindmica de una particula cargada en dos dimensiones sometida simultdneamente
a un campo magnético uniforme perpendicular al plano y a un potencial arménico isotrépico.

Param # 0 el lagrangiano contiene un término cuadratico en las velocidades, por lo que la matriz Hes-
siana asociada al sistema resulta ser W;; = md;;. Dado que det W # 0 cuando m # 0, el sistema es
regular y su formulacién hamiltoniana puede construirse mediante el procedimiento candnico estdndar.
En esta situacién no aparecen ligaduras y, por lo tanto, la aplicacién del formalismo simpléctico de
Faddeev—Jackiw no aporta informacion adicional al andlisis dindmico.

Sin embargo, el interés principal radica en el limite singular m — 0. En este régimen el término
cinético desaparece y el lagrangiano completo (5.1) se reduce a una expresion lineal en las derivadas
temporales. Sustituyendo este limite en (5.1) se obtiene el lagrangiano canénico

1 .
LC = 5 (B €ij Tilj — kl’zl’z) . (5.12)
Debido a esta estructura lineal en las derivadas temporales, el lagrangiano (5.12) ya se encuentra en
forma de primer orden. En consecuencia, los momentos candnicos no constituyen variables dindmicas

independientes, ya que quedan completamente determinados por las coordenadas. En efecto,

L 1
0 :fBeﬁacj. (5.13)

pz‘zaiw.i 5
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Capitulo 5: Modelo de Landau

lo que muestra que satisfacen relaciones algebraicas con las posiciones. Por lo tanto, los momentos no
representan grados de libertad independientes y el espacio de fase fisico se reduce efectivamente a las
coordenadas x;.

A partir del lagrangiano (5.12), se define el potencial simpléctico del sistema como

HO — % kx;x;. (5.14)

De este modo, el lagrangiano de primer orden toma la forma

LO — %qu Tk — HO) (5.15)

Ahora, un lagrangiano de primer orden puede escribirse en la forma general [6]

7,0 — al(o)(g)gf(o) — HO). (5.16)

2

donde fi(o) son las variables simplécticas y H(¥) (€) es el potencial simpléctico asociado al sistema.
Comparando esta expresion con el lagrangiano (5.15) se identifica directamente

0 = g, (5.17)

1
a0 = 5 Beiiaj. (5.18)

(2

Una vez definida la variable simpléctica 51-(0) e identificados los coeficientes de la 1-forma simpléctica
(0)

a; (€), se procede a construir la matriz simpléctica mediante la expresion

aa'? 9a'?
(0) J a;
D= T 1
fl 6931 8.1‘j (5 9)

., . 0 e . .
Por construccién, la matriz fi(j) es antisimétrica. En consecuencia, todos los elementos sobre la dia-

gonal principal se anulan, mientras que los elementos de fuera satisfacen la relacion fi(jp) = — f]@).
Dado que el coeficiente simpléctico (5.18) depende linealmente de las coordenadas, las inicas contri-
buciones no triviales a fi(;)) provienen de las derivadas cruzadas entre z; y ;.

Para determinar explicitamente sus componentes, sustituimos el coeficiente simpléctico (5.18) en la
definicién general (5.19). De esta manera evaluamos las derivadas parciales correspondientes.

El primer término resulta

8@5-0) o Oz,

1 1
= — By = - Bepi —.
ox; ox; (2 ki xk) 2 ki ox;

Dado que % = 0, resulta

8@5-0) 1 3
(%ci 2 €



Capitulo 5: Modelo de Landau

De manera anéloga,

3@50) 1 B
= — Bejy.
8.1‘j 2 I
Usando la propiedad de antisimetria del simbolo de Levi—Civita, €j; = —¢;;, se obtiene
aa§.°) 1 B
= —— Be¢jj.
ox 7 2 "
Sustituyendo en (5.19) se concluye finalmente que
1Y = Beg, (5.20)

En dos dimensiones, los componentes del simbolo de Levi—Civita pueden escribirse en forma matricial

como
0 1
eij = 10 .

Por lo tanto, la matriz simpléctica toma la forma explicita

o_(0 B
Fij _(B o)'

El caricter no singular de esta matriz se verifica calculando su determinante. Utilizando la férmula
estandar para una matriz 2 X 2, se obtiene

det £ = B (5.21)

Como se observa en (5.21), siempre que B ## 0 la matriz es invertible, lo cual garantiza la existencia
de la estructura simpléctica inversa. Aplicando la expresidn general para la inversa de una matriz 2 x 2,
se encuentra

Observando que

0o -1y
1 0)"

por lo tanto, la inversa de la matriz simpléctica adopta la forma compacta

(fi@)*l = _é ij. (5.22)

En el formalismo de Faddeev—Jackiw, los corchetes generalizados se identifican con la inversa de la
matriz simpléctica final, es decir,

{zi,2;} = (ffp))fl , (5.23)
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por lo que, usando (5.22), se obtiene

1
{a:i,xj} = —E Eij- (524)

Este resultado muestra que, en el limite de masa nula definido por (5.12), las coordenadas del plano de-
jan de conmutar a nivel cldsico. La presencia del campo magnético induce asi una estructura simplécti-
ca no trivial directamente sobre el espacio de configuracidn, caracteristica tipica de sistemas con liga-
duras de segunda clase [15].

Ademds, dado que los momentos candnicos estdn completamente determinados por las coordenadas
mediante (5.13), es posible reconstruir el resto de la estructura algebraica a partir del corchete (5.24).
Para los corchetes mixtos se tiene

{zi,pj} = %B exj{zi, o}, (5.25)
y sustituyendo (5.24),
{zi,pj} = —% €kjcik- (5.26)
Usando la identidad
€kj€ik = —0ij, (5.27)
se obtiene finalmente
{wip;} = %6@-. (5.28)

De manera andloga, para los corchetes entre momentos,

1
{pi,pj} = 1 B? eierj{mg, 1}, (5.29)

y sustituyendo nuevamente (5.24), resulta

B
{pispjt = =7 € (5.30)

Por tanto, la estructura simpléctica completa del sistema queda determinada por los corchetes (5.24),
(5.28) y (5.30), mostrando que tanto las coordenadas como los momentos adquieren una geometria no
candnica inducida por el campo magnético.

El anélisis detallado mediante el método hamiltoniano de Dirac, incluyendo la identificacion de las
ligaduras de segunda clase y la construccién explicita de los corchetes de Dirac asociados al lagran-
giano (5.12), se presenta en A.1. Asimismo, los resultados pueden contrastarse con la formulacién
de Hamilton—Jacobi desarrollada para este tipo de sistemas [11, 5]. En ambos enfoques se recupera
la misma estructura algebraica, lo que confirma la consistencia del resultado obtenido mediante el
formalismo simpléctico de Faddeev—Jackiw y la equivalencia dindmica entre los distintos métodos.

28



Capitulo 6

Particula libre sobre una superficie

El estudio del movimiento de una particula libre sobre una superficie constituye un ejemplo funda-
mental en el andlisis de sistemas con restricciones. Aunque la particula no esta sometida a fuerzas
externas, la imposicién de una condicién holénoma reduce el espacio de configuracién efectivo y mo-
difica la estructura dindmica del sistema. Desde el punto de vista hamiltoniano, esta situacion conduce
naturalmente a la aparicién de ligaduras en el espacio de fase [1].

Ademds de su interés geométrico, este modelo ofrece un marco adecuado para aplicar de manera
sistemdtica el formalismo simpléctico de Faddeev—Jackiw, permitiendo estudiar directamente la es-
tructura de ligaduras del sistema y la correspondiente reduccién del espacio de fase a una descripcién
en términos de variables dindmicas independientes.

En este capitulo se analizard este sistema mediante dicho formalismo. Consideramos una particula
de masa unidad (m = 1) no relativista que se mueve en el espacio euclidiano R”, sometida a una
restriccion holénoma que limita su movimiento a una superficie. En ausencia de potencial, la dindmica
estd determinada exclusivamente por la energia cinética, por lo que el lagrangiano adopta la forma

1. 1,
L=T=24"= did (6.1)
donde q = (q1, g2, - - - , qn) representa el conjunto de coordenadas generalizadas de la particula, y NV

corresponde a la dimensién del espacio en el cual se mueve.
Supongamos ahora que la particula estd restringida a permanecer sobre una superficie S C RY defi-
nida por una dnica restricciéon holénoma

fla)=0. (6.2)

Desde el punto de vista geométrico, esta condicién reduce el espacio de configuracion efectivo desde
RY al subconjunto

S ={al f(q) =0}, (6.3)

de modo que las velocidades del sistema s6lo pueden adoptar direcciones tangentes a dicha superficie!
[2].

En el caso particular en que la particula se encuentra confinada a la esfera unitaria, la condicion
geométrica viene dada por

fla)=a*-1=0. (6.4)

En consecuencia, el espacio de configuracion se reduce a la esfera unitaria, definida como

SN ={q|q* =1}, (6.5)

'En particular, esta condicién implica que las velocidades satisfacen

lo cual expresa que g es perpendicular al vector normal de la superficie definida por la restriccion.
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Capitulo 6: Particula libre sobre una superficie

la cual es una superficie de dimensién N — 1, ya que la condicién q? = 1 impone una tinica restriccién
entre las IV coordenadas, reduciendo en una unidad la dimension del espacio de configuracion [2, 16].
Para incorporar esta ligadura en la formulacién lagrangiana, introducimos un multiplicador de Lagran-
ge A, de modo que el lagrangiano (6.1) se escribe como [9]

L= dii+ 2 (g — ). (©6)
2 2

La variable A impone la ligadura geométrica y no posee término cinético propio. Esta caracteristica
anticipa el cardcter singular del sistema, puesto que la matriz hessiana asociada al lagrangiano es
degenerada’.
Con el fin de aplicar el método de Faddeev—Jackiw [6], el primer paso consiste en reescribir el la-
grangiano en forma de primer orden en las derivadas temporales. Para ello, se introduce el momento
candénico

p¢:%:di,

lo que permite expresar el lagrangiano original (6.6) en su forma canénica de primer orden’

. 1 A
Lc = pigi — SPipi + 5(%’%’ —1). (6.7)

A partir de esta expresion, se define el potencial simpléctico del sistema como

1 A
HO = §pz‘pz‘ - 5(%‘%’ - 1), (6.8)

de modo que el lagrangiano de primer orden se puede reescribir de manera compacta como

LO = p,g; — HO), (6.9)

en esta representacion, el sistema se formula en términos del conjunto ampliado de variables (g;, p;, ).
Esta reescritura no introduce grados de libertad fisicos adicionales, sino que permite exhibir explici-
tamente la estructura simpléctica del sistema en un espacio de variables ampliado. Asi, se introduce la
variable simpléctica que define el espacio de fase extendido, cuyas componentes estdn dadas por

52(0) = (i, pis A). (6.10)

Para determinar la evolucion del sistema, el formalismo requiere la construccién de la matriz simplécti-
(0)

ca fi(jo). Esta matriz se obtiene a partir de los coeficientes a, * que acompafian a las velocidades en el

(0)¢(0)

término de la forma a; "§;

en la forma general

del lagrangiano (6.9). Con este proposito, el lagrangiano debe escribirse

0 — az(o) (€) éi(o) _go (€). 6.11)

2Un sistema lagrangiano es singular cuando la matriz hessiana W;; = 0*L/9q;0¢; no es invertible. En este caso, la
ausencia de derivadas temporales de A implica que el determinante de dicha matriz se anula.
3La linealizacién del lagrangiano se muestra en el Apéndice B.1.
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Al comparar explicitamente (6.9) con la expresion general (6.11), se identifican los coeficientes co-
rrespondientes como

ay) = pi, ap) =0, ago) — 0. (6.12)

Una vez identificadas tanto las componentes de la variable 550) como los coeficientes de la 1-forma

ago), se procede a calcular los elementos de la matriz simpléctica utilizando la definicién

0 _ 04"  0af
5= —o — —wo (6.13)
e e

? J

Por construccién, esta matriz es antisimétrica. En consecuencia, todos los elementos sobre la diagonal

principal se anulan, mientras que los elementos fuera de la diagonal satisfacen la relacién fi(;)) =

0 P : 0 oo . .
—f j(l ). Dado que el tnico coeficiente no nulo es agi), las contribuciones no triviales provienen de las

derivadas cruzadas entre g; y p;. Como resultado, la matriz simpléctica adopta la forma*

K'Y
0) q; 0 —51'3‘ 0
1y = oo 0 0 (6.14)

Ai| O 0 0

La matriz obtenida es claramente singular, debido a la presencia de una fila y una columna nulas aso-
(0)

ciadas a la variable \. Como consecuencia, la matriz posee al menos un modo cero v; * que satisface

w00 — 0. (6.15)

En su forma més general, dicho modo cero puede escribirse como

o9 = ( MONORIMQ ) (6.16)

Sin embargo, al imponer explicitamente la condicién (6.15) y utilizar la forma concreta de la matriz
simpléctica dada en (6.14), se encuentra que las componentes asociadas a ¢; y p; deben anularse. En
consecuencia, el modo cero adopta la forma particular

0
o =(0 0 o) (6.17)
donde v/(\o) es una constante arbitraria. La existencia de este modo cero refleja la singularidad de la
matriz simpléctica y conduce directamente a la aparicion de una ligadura en el sistema, que se expresa
5
como

1
00 = 5 (@i —1) = 0. (6.18)

Para incorporar la ligadura en la formulacidon canodnica, se afiade al lagrangiano un término del tipo
@ Q) donde « es un nuevo multiplicador de Lagrange. La eleccién de esta forma no es arbitraria;
en el formalismo de Faddeev—Jackiw, las nuevas variables deben aparecer a través de sus derivadas

“El célculo de los elementos de la matriz simpléctica fi(f) se encuentra en el Apéndice B.2.
SEl célculo de la ligadura 0© ge encuentra en el Apéndice B.3.
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temporales para contribuir a la 1-forma. De este modo, la ligadura se introduce como coeficiente de
&, quedando incorporada en la matriz simpléctica del sistema.

Esto permite analizar la consistencia de la condicién Q) = 0 dentro del proceso iterativo del for-
malismo. En particular, la introduccién de la variable o no anade grados de libertad fisicos, sino que
actiia como un multiplicador que asegura la implementacién dindmica de la ligadura.

Cabe destacar que la ligadura (6.18) coincide con la restriccion holénoma original que impone que la
particula permanezca sobre la esfera unitaria. Por tanto, la condicion inicial y la ligadura en el analisis
simpléctico son equivalentes.

De esta manera, el lagrangiano resultante del primer proceso de iteraciéon puede escribirse como

L0 = pigi + 5 (qia = 1) = HO, (6.19)
donde el potencial simpléctico asociado a esta primera iteracion es®
m_ 1
HY = SPiDi- (6.20)

La inclusién explicita de la ligadura en el lagrangiano modifica la estructura del espacio de fase del
sistema. En consecuencia, se introduce una nueva variable simpléctica cuyos componentes reflejan la
extension de dicho espacio. En el primer proceso de iteracién, esta se define como

A partir de esta definicidn, se construye la matriz simpléctica fi(jl). Esta se obtiene de los coeficientes

%(1) que acompafian a las velocidades en el término de la forma agl)fi(l) del lagrangiano (6.19). Para
ello, el lagrangiano debe escribirse en la forma general de primer orden

L0 = oM (e) M _ g(e), (6.22)

Al comparar explicitamente (6.19) con la expresion general (6.22), se identifican los coeficientes como

0 5L g —1). (6.23)

a(g}) — Di, alt) — 0, a,, 5

Pi

) . 1
Una vez conocidos los coeficientes de la 1-forma ag )

{i(l), se procede a construir la matriz fl-(jl) mediante la definicién

y las componentes de la variable simpléctica

ol POl (6.24)
7 J

:85

. 1 1 o .
En este caso, los coeficientes no nulos a((l ) y a((l) generan contribuciones provenientes tanto de las

derivadas cruzadas entre ¢; y p; como de las derivadas respecto de ¢; y o. Como resultado, la matriz

SLa forma de obtener el potencial simpléctico se muestra en el Apéndice B.4.
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simpléctica adopta la forma’

W_| | 0 —b g
1y = ol 0 0 | (6.25)
5 —q; 0 0

Una vez obtenida la matriz fi(jl), el siguiente paso consiste en analizar si esta matriz es invertible. En
(1

caso de que sea singular, debe existir al menos un modo cero no trivial v, tal que

vﬁﬁ”:a (6.26)

Para determinar la existencia de dicho modo cero, consideramos un vector con componentes arbitrarias
en el espacio simpléctico extendido

ﬁ”:(vﬁ ﬁnv9>, (6.27)

Al imponer la condicién (6.26) y utilizar la forma explicita de la matriz simpléctica dada en (6.25), se
encuentra que el modo cero adopta la forma

oW =uv®(0 ¢ 1), (6.28)
(1)

donde v, ’ es una constante arbitraria. Ademads, el determinante de la matriz simpléctica se anula,
det ) = 0, lo cual confirma su carécter singular®. En consecuencia, la existencia de este modo cero
conduce a la generacién de una nueva ligadura en el sistema, que se expresa como’

QW = gpi = 0. (6.29)

Nuevamente, esta ligadura debe incorporarse en la formulacion original mediante la introduccién de
un nuevo multiplicador de Lagrange de caracter dindmico, al que denominaremos 7. De este modo, el
lagrangiano resultante del segundo proceso de iteracion puede escribirse como

.« .
L® = pig; + 3 (@i — 1) + pgips — H, (6.30)
donde el potencial simpléctico asociado a esta segunda iteracién es'”
1
H® = pipi. (6.31)

La inclusién explicita de la ligadura en el lagrangiano modifica la estructura del espacio de fase del
sistema. En consecuencia, es necesario redefinir las variables de modo que sus componentes reflejen
esta ampliacion. Asi, la variable simpléctica correspondiente al segundo proceso de iteracion se define
como

£§2) = (g, pi, a, ). (6.32)

"El célculo de los elementos de la matriz simpléctica fi(jl) se encuentran en el Apéndice B.5.

8Los detalles del cdlculo del modo cero y la verificacién de la singularidad de fi(jl) se presentan en el Apéndice B.6.
9El célculo detallado de la ligadura QW se presenta en el Apéndice B.7.
10La obtencién del potencial simpléctico H @ ge presenta en el Apéndice B.S.
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La ampliacion del conjunto de variables implica la construccién de una nueva matriz simpléctica fi(j ),

. . . 2 ~ .
cuyos elementos se obtienen a partir de los coeficientes ag ) que acompaiian a las velocidades en la

expresion (6.30). Para identificarlos, esta debe escribirse en la forma general de primer orden

L® = a?(©) &P — HO(9). (6.33)

Al comparar explicitamente (6.30) con la expresion general (6.33), se identifican las componentes de
la 1-forma como

1
— 0, a? = (qig — 1), a1(72) — QiDi- (6.34)

CL((]?) — Dis (1(2) fe 2

pi

2)

A partir de las componentes a,”’, se construye la matriz simpléctica correspondiente mediante la

definicién

9a'? (2)
o ML (6.35)
e e

? J

. 2) (2 2 S .
en este caso, los coeficientes no nulos ag ), a((x) y a7(7 ) generan contribuciones provenientes tanto de

las derivadas cruzadas entre g; y p;j, como de aquellas que involucran derivadas respecto de ¢; y p;, 'y
. P . 2 2) . oo .

7. En particular, los términos asociados a a((x) y a% ) introducen nuevas contribuciones que modifican

la estructura obtenida en la iteracion anterior. Como resultado, la matriz simpléctica correspondiente

al segundo proceso de iteracién adopta la forma'!

4 pi o

- | 0 =45 q; pj
fij = Pi (Sij 0 0 Qj (6.36)

Q; | —(q; 0 0 0

ni|—pi —¢ 0 0

Una vez construida la matriz simpléctica fi(j ), el siguiente paso consiste en verificar si esta matriz es
invertible. Para ello, se considera un vector arbitrario en el espacio simpléctico extendido

v§2)=<v§2) o? @ w(g)) (6.37)

y se analiza si existe algin vector no nulo que satisfaga la condicién

v P~ (6.38)

7

lo cual define un posible modo cero de la matriz.

Al evaluar la condicién (6.38) y utilizar la forma explicita de la matriz simpléctica dada en (6.36), se
(2)

obtiene un sistema de ecuaciones lineales para las componentes del vector v;~". El andlisis detallado

muestra que la inica solucidén compatible es la solucion trivial,

v =(0 00 0),

H1E] cilculo de cada elemento de la matriz simpléctica fi(f) se muestra en el Apéndice B.9.
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lo que implica que no existen modos cero no triviales. En consecuencia, la matriz simpléctica (6.36)
es no singular. En particular, su determinante resulta ser

det f@ = (gq:)?,

el cual es distinto de cero siempre que ¢; # 0'2.

En este caso no surgen ligaduras adicionales, y el espacio simpléctico definido por (6.32) describe
completamente la dindmica de la particula libre sobre la esfera, incorporando todas las ligaduras del
sistema.

Una vez verificado que la matriz fi(f) es no singular, el siguiente paso consiste en determinar su inversa
para obtener los corchetes generalizados del sistema, ya que en el formalismo de Faddeev—Jackiw, la
inversa de la matriz simpléctica define directamente los corchetes entre las variables dindmicas,

-1
2) (2 2
{262} = (58 (6.39)
Al llevar a cabo este procedimiento, se obtiene que la matriz inversa correspondiente es'?
{.} qj pj aj
qi 0 0ij — qj]‘%j —% 0
@\ ! _ iqj iq;—P;jdi ; i
(5 =] » |—oy+up mupe n o g (6:40)
wl oo w

A partir de la matriz simpléctica inversa dada en (6.40), se obtienen directamente los corchetes gene-
ralizados que determinan la estructura dindmica del sistema reducido.

{ﬁql 835 }={ 0,45} = (6.41)
{qu (2)} = {4, pj} = 01 — Q;Zj, (6.42)
(62,62} = {pips} = W. (6.43)

Estos corchetes coinciden con los corchetes de Dirac, lo cual confirma la equivalencia entre el procedi-
miento simpléctico de Faddeev—Jackiw y el método hamiltoniano estdndar para sistemas con ligaduras
de segunda clase [3, 9].

12E] c4lculo explicito del determinante y la verificacién de la ausencia de modos cero se presentan en el Apéndice B.10.
13E] cdlculo de la inversa de fi(jz) se muestra en el Apéndice B.11.
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Campo de Proca Real

El estudio de campos vectoriales masivos desempefia un papel importante en la teoria cudntica de
campos, ya que describe la dindmica de particulas de espin 1 con masa distinta de cero. Un mode-
lo relativista con estas caracteristicas fue introducido por Alexandru Proca [17], quien formuld una
extension de la teoria electromagnética en la cual el campo vectorial adquiere un término de masa.
Esta modificacion altera de manera significativa la estructura de la teoria, ya que el término de masa
rompe la invariancia gauge presente en el electromagnetismo. En ausencia de esta simetria, el campo
vectorial deja de describir tinicamente dos modos transversales, como ocurre en la teoria de Maxwell,
y pasa a propagar tres grados de libertad fisicos, correspondientes a los modos de polarizaciéon de
una particula vectorial masiva. El anélisis de estos grados de libertad puede realizarse de manera sis-
temdtica mediante la formulacion hamiltoniana del sistema, donde la estructura de ligaduras permite
identificar las variables dindmicas independientes.

Desde este punto de vista, el modelo de Proca constituye un ejemplo interesante para el estudio de
sistemas singulares en teorias de campo [1, 2]. Aunque la teoria no posee invariancia gauge, su la-
grangiano resulta singular, ya que la componente temporal del campo vectorial no posee un momento
canonico independiente. Esta caracteristica indica la presencia de ligaduras en el sistema y hace nece-
sario emplear un procedimiento sistematico para determinar la estructura del espacio de fase.

En este contexto, el formalismo simpléctico de Faddeev—Jackiw proporciona un método directo para
analizar sistemas con lagrangianos singulares. Este enfoque permite identificar las ligaduras del sis-
tema a partir de la estructura de la matriz simpléctica y determinar de forma natural los corchetes
generalizados entre las variables dindmicas.

Consideramos entonces el campo de Proca real, descrito por el campo vectorial A,(x) definido en el
espacio-tiempo de Minkowski!. La dindmica del sistema estd dada por la densidad lagrangiana

1 1
L= —ZFWFW + §m2AuA“, (7.1)

donde m representa la masa del campo vectorial. En la expresion anterior aparece el tensor de campo
F,,,, definido como

Fuy = 0,4, — 0,A,, (7.2)

el cual es antisimétrico por construccion, es decir F,, = —F,,,.

La estructura del lagrangiano (7.1) muestra que la teorfa depende de las derivadas del campo A,,. Para
reformular el sistema dentro del formalismo simpléctico es necesario identificar primero las variables
dindmicas del sistema. Esto se logra introduciendo el momento canénico conjugado asociado al campo
A,,, definido en teorfa de campos por [14, 12]

oL
"= ———. (7.3)
D90 A,)
'En este trabajo se adopta la convencién de la métrica 7, = diag(+, —, —, —).
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La derivada parcial en (7.3) se evalda utilizando la densidad lagrangiana (7.1), obteniéndose el resul-
tado?

v = F*0. (7.4)

La relacién (7.4) permite identificar el cardcter dindmico de las distintas componentes del momento
candnico. En particular, al considerar la componente temporal se obtiene

I = F9° = o, (7.5)

lo cual implica la existencia de una ligadura primaria del sistema, en el sentido de Dirac [1]. En
consecuencia, la variable Ay no posee un momento canénico conjugado independiente, lo que indica
que no constituye un grado de libertad dindmico. De hecho, al considerar la ecuaciéon de movimiento
correspondiente a Ay, se obtiene la relacion

Ay = —%@-Hi, (7.6)
m

lo que pone de manifiesto que Ay no constituye una variable independiente, sino que estd comple-
tamente determinada por las variables dinamicas del sistema. En este sentido, su papel es el de un
multiplicador de Lagrange asociado a una ligadura del sistema?.

Por otro lado, para las componentes espaciales del momento canénico se obtiene

II' = FO = Fy; = 8pA4; — 9; Ay, (1.7)

esta expresién muestra que las variables (4;, II*) constituyen los pares canénicos del sistema y para-
metrizan el espacio de fase dindmico.

Con el objetivo de aplicar el formalismo simpléctico de Faddeev—Jackiw, el siguiente paso consiste
en reformular la teoria en una forma de primer orden en las derivadas temporales [6, 7, 8]. Para ello
se sustituyen las relaciones (7.4) y (7.7) en la densidad lagrangiana original (7.1). Después de una
reorganizacién algebraica se obtiene

2

1 . . 1 . 4 2
SIT — S FGFY — 10 Ay + - Ao Ay — - AiA;. (7.8)

2
En la expresion (7.8) aparece un término que contiene derivadas espaciales de Ag. Este término puede
reorganizarse mediante una integracion por partes, despreciando contribuciones de frontera. De esta
manera se obtiene

L =T0'0pA; —

M'o; Ay = — Ag O;11°. (7.9)

Sustituyendo la relacién (7.9) en (7.8) se obtiene la forma candnica de primer orden de la densidad
lagrangiana*

1 ) 2 2
FiiFij + Ao oIr + %AOAO A (7.10)

o 1 . .
=1IT'A; — =IT'IT* —
EC 7 9 2
donde se ha introducido la notacién AZ- = OpA;.

2El célculo explicito del momento canénico conjugado se presenta en el Apéndice C.1.
3La ecuaci6én de movimiento para Ao y su resolucién explicita se presentan en el Apéndice C.2.
“El célculo detallado que conduce a esta forma linealizada de la densidad lagrangiana se presenta en el Apéndice C.3.
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La expresiéon (7.10) presenta explicitamente la estructura requerida para aplicar el formalismo de
Faddeev-Jackiw. En particular, permite identificar el potencial simpléctico del sistema, definido como

1 2

2
HO = L 4 E;jFij — Ag o;I1" — %AOAO + %AiAi. (7.11)

2 4
Utilizando (7.11), la densidad lagrangiana puede escribirse en la forma compacta
£O = 4,11 — HO), (7.12)

La forma (7.12) permite identificar de manera natural el conjunto de variables simplécticas que para-
metrizan el espacio de fase del sistema. Estas variables estdn dadas por

€0 = (A, 11, Ap). (7.13)

Una vez definidas las variables &(10), el formalismo requiere identificar los coeficientes de la llamada
1-forma simpléctica. Para ello la densidad lagrangiana (7.12) se compara con la forma general [6]

£0) — KC(IO) (5)5510) — 30 (£). (7.14)

La equivalencia entre (7.12) y (7.14) permite identificar los coeficientes

Y -1, K0 o0 K o (7.15)

Finalmente, utilizando el conjunto de variables (7.13) y los coeficientes (7.15), se procede a construir
la matriz simpléctica del sistema. De acuerdo con la definicidn general del formalismo, los elementos
de esta matriz estan dados por [8]

0K (y) 0K (%)
s (x) 6V (y)

Por construccidn, la matriz simpléctica definida en (7.16) es antisimétrica. En consecuencia, sus ele-
mentos satisfacen la relacion

1) 716

9 xy) = —£2 (v, %), (7.17)

lo cual implica que todos los elementos sobre la diagonal principal se anulan, mientras que los ele-
mentos fuera de la diagonal aparecen con signo opuesto al intercambiar los indices correspondientes.
De los coeficientes de la 1-forma simpléctica (7.15), el dnico coeficiente no nulo es K (OZ_), mientras
que los coeficientes asociados a I’ y Ay se anulan. Como consecuencia, las tinicas contribuciones no
triviales en (7.16) provienen de las derivadas funcionales cruzadas entre las variables. A; y IT*. De esta

manera, la matriz simpléctica del sistema adopta la forma®

A TP A
(0) | 40 =6 O 3.
far x¥) = | i 50 0 B(x—y). (7.18)

Ay 0O 0 O

SEl calculo explicito de cada uno de los elementos de la matriz simpléctica fé(b)) (x,y) se presenta en el Apéndice C.4.
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Se observa que la matriz simpléctica (7.18) es claramente singular, ya que la fila y la columna aso-
ciadas a la variable Ag se anulan. Esta singularidad indica que la matriz posee al menos un modo
cero.

En el formalismo de Faddeev-Jackiw, un modo cero vA0)
condicién

se define como un vector que satisface la

/ &Py v (y) fD(x,y) =0, (7.19)

donde a, b recorren el conjunto de variables simplécticas £ 0) = (4, I, Ayp).
En su forma més general, el modo cero puede escribirse como

O) = (o) T x) vh(x) ). (7.20)

Al imponer la condicion (7.19) y utilizar la forma explicita de la matriz simpléctica (7.18), se obtiene
que las componentes asociadas a A; y II* deben anularse. En consecuencia, el modo cero adopta la
forma particular

vO(x) = (0 0 vi(x) ). (7.21)

donde v (x) es una constante arbitraria. La existencia de este modo cero refleja la singularidad de
la matriz simpléctica (7.18) y conduce a la aparicién de una ligadura en el sistema, la cual se obtiene
al contraer dicho modo cero con el gradiente del potencial simpléctico. Como resultado, se obtiene la
ligadura del sistema®

0O (x) = &PIT (x) + m?Ap(x) = 0. (7.22)

Es importante notar que la ligadura (7.22) coincide con la relacién obtenida a partir de la ecuacién de
movimiento para Ag, (7.6). Esto muestra que dicha ecuacién no describe una dindmica independiente,
sino que constituye una restriccion sobre las variables del sistema, en concordancia con el andlisis
simpléctico.

La presencia de la ligadura (7.22) refleja que el sistema atin no estd completamente descrito en térmi-
nos de variables independientes, lo cual se manifiesta en la singularidad de la matriz simpléctica. En
este contexto, el procedimiento sistematico consiste en extender el lagrangiano mediante la introduc-
cién de un multiplicador de Lagrange, incorporando un término del tipo AQO) Esta construccién
permite que la ligadura aparezca como coeficiente de una velocidad dentro de la 1-forma, contribu-
yendo directamente a la estructura simpléctica del sistema en el proceso iterativo.

De este modo, la condicidn (7.22) se integra en la estructura del sistema, permitiendo que su consisten-
cia sea analizada a través de la matriz simpléctica. La variable A se incorpora asi al conjunto ampliado
de variables, sin introducir nuevos grados de libertad fisicos, sino actuando como un multiplicador
que garantiza la implementacion de la ligadura dentro del esquema del formalismo.

Con esta modificacidn, el primer lagrangiano iterado queda dado por

£O = A1+ QO — @), (7.23)

SEl calculo explicito de la ligadura Q) (x), se presenta en el Apéndice C.5.
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donde el nuevo potencial simpléctico estd dado por’

1 .. 1 m? m?
HO = 51_121_[Z + ZFijEij + 7140140 + 7141141‘- (7.24)
Con el propésito de simplificar la estructura de las variables y obtener una formulacién mds simétrica,
resulta conveniente reparametrizar el multiplicador de Lagrange introducido en el paso anterior. En
lugar de trabajar directamente con ), se introduce una nueva variable I1° mediante la relacién

1

A — mHO. (7.25)

Esta sustitucion no modifica el contenido fisico del sistema, sino que corresponde a una eleccién de
variables en el espacio extendido que permite expresar el lagrangiano en términos de cantidades con
interpretacion canénica. En particular, I1° puede identificarse como el momento conjugado asociado
a la componente temporal del campo Ag.

Al sustituir esta relacién en la expresion del lagrangiano anterior se obtiene

£0) = AT + 110 (A1 + m2Ag) — HO. (7.26)
m

A partir del lagrangiano iterado £(1) obtenido en la ecuacién (7.26), se procede a identificar el nuevo
conjunto de variables del sistema. En esta etapa del procedimiento, se amplia el conjunto original para
incluir la variable II°, introducida mediante la redefinicién del multiplicador de Lagrange. De este
modo, las variables siplécticas quedan definidas como

¢ = (A3, T, A, %) (7.27)
A partir de la expresion del lagrangiano (7.26), es posible identificar los coeficientes de la 1-forma
simpléctica escribiendo £(!) en la forma general

£® = kW(g)e, M -y, (7.28)

Comparando (7.28) con el lagrangiano iterado (7.26), se identifican los coeficientes K él)

(1) i (1) (1) o 1 i 2
K, —1r, Kyl —0, K, —0, Ko — — (11" + m*Ap) . (7.29)

Una vez determinados los coeficientes de la 1-forma, se procede a construir la matriz simpléctica
correspondiente a la primera iteracién. De acuerdo con la definicién general del formalismo, sus ele-
mentos estdn dados por

KV y) oK (%)

= - 1 .
66 (x) o5 (y)

Para determinar explicitamente sus componentes se utilizan los coeficientes simplécticos (7.29). De

1) 30

L : R 1
acuerdo con estos resultados, los Unicos coeficientes no nulos de la 1-forma simpléctica son K1(4 _) y
1

K 1(10). Como consecuencia, las contribuciones no triviales en (7.30) provienen de dos tipos de derivadas
funcionales, por un lado, las derivadas cruzadas entre las variables A; y II*, que generan el bloque
canénico del sistema, y por otro lado las derivadas que involucran el coeficiente I1°.

"Los detalles del célculo de del potencial simpléctico HWD se presentan en el Apéndice C.6.
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Evaluando explicitamente estas derivadas funcionales se obtiene la matriz simpléctica correspondiente
a la primera iteracién®

A W Ay T
Al 0O —5; 0 0
) ) 1
félly)(xa y) = II* 5j 0 0 _Wai 53()( -y). (7.31)
Ag| O 0 0 1
1
0 T
|0 ——507 -1 0

Una vez obtenida la matriz f ng)’ es necesario verificar si es singular o no. Esto se determina propo-
niendo que existe un modo cero asociado a ella. Para ello se introduce un vector arbitrario

v (x) = ( vAi(x) o (x) vA(x) o™ (x) )v (7.32)

y se impone la condicidn caracteristica de un modo cero,

/ Py "D (x) B (x,y) = 0. (7.33)

Sustituyendo la forma explicita de la matriz simpléctica dada en (7.31) dentro de (7.33), se obtiene un
sistema de ecuaciones para las componentes del vector (7.32). Al resolver este sistema se encuentra
que

vix)=0, WT(x) =0, vP*x) =0 " (x)=0. (7.34)

Por lo tanto, la dnica solucién compatible con (7.33) es el vector nulo,

vD(x)=(0 0 0 0), (1.35)

lo que implica que no existen modos cero no triviales.
Para corroborar este resultado de manera independiente, analizamos el determinante de la matriz
simpléctica. Se obtiene que

det fM 1, (7.36)

lo cual confirma su caracter no singular®.

En consecuencia, el procedimiento iterativo del formalismo se cierra en esta etapa y la matriz admite
inversa, lo que permite determinar los corchetes generalizados del sistema. La matriz inversa se define
a través de la ecuacion funcional

[ @2 i) (£0) " (y) = 86 0x - ). (7.37)

8El célculo explicito de cada uno de los elementos de la matriz simpléctica f éz) (x,y) se presenta en el Apéndice C.7.
9El desarrollo del an4lisis de modos cero y del célculo del determinante de la matriz f (51? se presenta en el Apéndice C.8.
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Resolviendo la ecuacién (7.37) se obtiene la siguiente expresién para la matriz inversa'”
{ ’ } Aj I AO HO
. 1
A0 6 o 0
-1 m
(féi)) (xy)=| | -6 0 0 0 |Px-y). (7.38)
1
AO W 8;0 0 0 -1
I1° 0 0 1 0

Una vez determinada la matriz inversa (7.38), es posible calcular los corchetes generalizados entre las
componentes de la variable simpléctica (7.27). En el formalismo de Faddeev—Jackiw estos corchetes
estdn definidos por la relacién fundamental

[0, )} = (19) 7 x9). (7.39)

Sustituyendo los elementos de la matriz inversa (7.38) en la definicién (7.39), se obtienen los corchetes
fundamentales. Sin embargo, al imponer las ligaduras del sistema, y reducir el espacio de fase a las
variables fisicas independientes, los inicos corchetes no nulos que sobreviven son

{Ai(x), W (y)} = 0;6°(x — y), (7.40)

los cuales coinciden con los corchetes de Dirac obtenidos en el tratamiento hamiltoniano estindar en
el espacio de fase reducido [4]. Esto confirma la equivalencia entre ambos enfoques.

10F] célculo explicito de la matriz inversa que satisface la ecuacién funcional (7.37) se presenta en el Apéndice C.9.
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Capitulo 8

Campo de Proca Complejo

El modelo de Proca admite una extension natural al caso complejo al considerar el campo vectorial
A,y su conjugado complejo A, como variables independientes dentro del formalismo variacional.
A diferencia del caso real, esta generalizacién introduce una estructura interna adicional asociada a
transformaciones globales de fase.

En efecto, el lagrangiano es invariante bajo transformaciones globales del tipo

A, — €A, A% e AT (8.1)

lo que da lugar, mediante el teorema de Noether, a una corriente conservada. Sin embargo, al igual
que en el caso real, la presencia del término de masa rompe la invariancia gauge local, por lo que el
modelo describe un campo vectorial masivo sin redundancias gauge.
Desde el punto de vista dindmico, la teoria conserva su caracter singular. En particular, las componen-
tes temporales Ay y A no poseen momentos canénicos independientes, lo que conduce a la aparicién
de ligaduras en el sistema. Esta estructura puede analizarse de manera sistematica mediante el forma-
lismo simpléctico de Faddeev—Jackiw.
En este contexto, el objetivo del presente capitulo es extender el anélisis desarrollado para el campo
de Proca real al caso complejo, implementando el formalismo simpléctico de Faddeev—Jackiw para
caracterizar la estructura de ligaduras del sistema. En particular, se busca determinar la forma de la
matriz simpléctica, analizar sus modos cero y establecer los corchetes generalizados entre las variables
dindmicas, con el fin de identificar los campos fisicos independientes que parametrizan el espacio de
fase reducido del sistema.
Consideramos entonces el campo de Proca complejo en el espacio-tiempo de Minkowski!, cuya
dindmica estd gobernada por la densidad lagrangiana

1

L= F F" +m* A A, (8.2)

donde los tensores de campo se definen como

Fu = 8,A, — 0,Au  Fi = 8,A;

v

— 9 A, (8.3)

los cuales satisfacen F,, = —F,,y F, = —F},.

La estructura de la densidad lagrangiana (8.2) muestra que la teoria depende de las derivadas tempora-
les tanto del campo A, como de su conjugado Aj,. En consecuencia, la identificacion de las variables
dindmicas requiere introducir momentos canénicos conjugados asociados a cada uno de estos campos,
tratdindolos como variables independientes dentro del formalismo variacional. En teoria de campos,
estos momentos se definen como [14, 12]

, 0L wv _ oL
1= @A,y = 900 Ar) (84

!Se adopta la convencién 7, = diag(+, —, —, —).
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Las derivadas parciales definidas en (8.4) se evaldan a partir de la densidad lagrangiana (8.2), obte-
niéndose los momentos candnicos conjugados asociados a los campos A, y AZZ

v = F*I/O’ v = FVO. (85)

Estas relaciones permiten caracterizar la estructura dindmica del sistema. En particular, al analizar las
componentes temporales se obtiene

Y = p*% — o, 0 = p% = o, (8.6)

lo cual evidencia la presencia de ligaduras primarias asociadas a ambas variables, en el sentido de
Dirac [1]. Como consecuencia, las componentes temporales Ay y Afj no poseen momentos canénicos
conjugados definidos, por lo que no corresponden a grados de libertad dindmicos del sistema.

Por otro lado, las ecuaciones de movimiento asociadas a estas variables conducen a relaciones que las
expresan en términos de las variables dindmicas. En particular, se obtiene

lo que muestra que ambas componentes temporales quedan completamente determinadas por los cam-
pos dindmicos. En este sentido, su papel es el de multiplicadores de Lagrange asociados a las ligaduras
del sistema’.

Por otro lado, para las componentes espaciales se tiene

' = F*0 = 9y Af — 9,45, T = FO = 9y A; — 9; Ap. (8.8)
Estas relaciones muestran que los pares (A;, I1°) y (Af, IT*%) constituyen las variables dindmicas del
sistema y parametrizan el espacio de fase correspondiente al campo de Proca complejo.
Para implementar el formalismo simpléctico de Faddeev—Jackiw, es necesario reformular la teoria
en una forma lineal en las derivadas temporales [6, 7, 8]. En el caso complejo, este procedimiento
debe realizarse teniendo en cuenta que los momentos candnicos de cada campo dependen del campo
conjugado, lo que introduce un acoplamiento entre las variables dindmicas.
Sustituyendo las expresiones de los momentos candnicos en la densidad lagrangiana (8.2) y reorgani-
zando los términos, se obtiene

£ =T0A; + 0 A] — TN — S FFY — 10, Ag — T, Af + m?A5Ag — m> A A;. (8.9)

En esta expresion aparecen términos que contienen derivadas espaciales de Ag y Af. Estos pueden
reorganizarse mediante integracion por partes, despreciando términos de frontera, obteniéndose

M0, Ag = —Ag O;IT°,  TI"0; A} = — Af 9;1T*. (8.10)
Sustituyendo estas relaciones en (8.9), se obtiene la forma canonica de primer orden de la densidad
lagrangiana*

Lo=TTA; +TIMAT — T — DFSFY + Ag 911 + Aj 011" + m?A5Ag — m*ArA;, (8.11)

2El calculo explicito de los momentos canénicos conjugados se presenta en el Apéndice D.1.
3La obtencién explicita de estas relaciones se presenta en el Apéndice D.2.
“El desarrollo detallado de esta linealizacién se presenta en el Apéndice D.3.
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donde se ha introducido la notacién Ai = 04y A;.k = 0 A}

La forma de primer orden (8.11) permite identificar directamente la estructura requerida para la im-
plementacién del formalismo de Faddeev—Jackiw. En particular, a partir de esta expresion se reconoce
el potencial simpléctico del sistema, dado por

1 iy . .
HO) = TI'IT* + S FGFY = Ag Ol — AG O,IT*" — m2 A5 Ag + m2ALA;. (8.12)
En términos de este potencial, la densidad lagrangiana puede escribirse en la forma compacta

£O =T 4; + I A — H©O. (8.13)

Esta representacién permite identificar de manera natural el conjunto de variables simplécticas que
parametrizan el espacio de fase extendido del sistema. En el caso complejo, estas variables estdn
dadas por

¢ = (A4, A7, U, T1%, Ao, A) . (8.14)

Una vez definidas, se procede a identificar los coeficientes de la 1-forma simpléctica comparando
(8.13) con la forma general [6]

£0) — K((IO) (5)5&0) — 3400 (€). (8.15)

De esta comparacién se obtiene

0)

kY -1, kO -nd k0 o kD -0, KD -0, K|

II%é — 0.

(8.16)

Con el conjunto de variables (8.14) y los coeficientes (8.16), se construye la matriz simpléctica del
sistema mediante la definicién

*
0

E(y) sKO (x)

D (x,y) = : (8.17)
e’ (%) 0g" (v)
Por construccion, esta matriz es antisimétrica, es decir
9 xy) = £y, ), (8.18)

lo que implica que los elementos diagonales se anulan, mientras que los elementos fuera de la diagonal
aparecen con signo opuesto al intercambiar los indices.

A partir de los coeficientes de la 1-forma simpléctica (8.16), se observa que los Unicos coeficientes
no nulos son aquellos asociados a las variables A; y A7, mientras que los correspondientes a I, 1%,
Ao y Aj se anulan. En consecuencia, las contribuciones no triviales en la definicién (8.17) provienen
Gnicamente de las derivadas funcionales cruzadas entre los pares (A;, IT*) y (AF, I1*).
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De esta manera, la matriz simpléctica del sistema adopta la forma’

A AT I Ay A
A0 0 =& 0 0 o0
Arl0 0 0 =8 0 0
ReEy)=| m|s 0o 0o 0 0 0 |Sx-y) (8.19)
msjo & 0 0 0 0
A l0 0 0o 0o 0 0
As10 0 0 0 0 0

La matriz simpléctica (8.19) es claramente singular, ya que las filas y columnas asociadas a las varia-
bles Ag y A se anulan. Esto indica la existencia de al menos dos modos cero independientes.
En el formalismo de Faddeev—Jackiw, los modos cero v%(9) satisfacen la condicién

/ &Py v (y) fD(x,y) =0, (8.20)

donde ahora los indices a y b recorren el conjunto de variables simplécticas £(©) .
En su forma mas general, un modo cero puede escribirse como

,Ua(O)(X) — ( vAi(X) vA; (X) UHi(X) Un*i(x) ’UAO(X) UAS(x) ) (8.21)

Al imponer la condicién de modo cero utilizando la forma explicita de la matriz (8.19), se obtiene
que todas las componentes asociadas a A;, A¥, IT' y IT** deben anularse. Esto muestra que los tnicos
componentes no triviales del modo cero corresponden a Ay y Af, por lo que el niicleo de la matriz
simpléctica estd generado exclusivamente por estas variables.

En consecuencia, la matriz simpléctica posee un subespacio nulo de dimension dos. Una base para
este subespacio estd dada por los modos cero

i) =(0 000 v 0), 7)) =(00 00 0 vl ), 622

donde v49(x) y v (x) son funciones arbitrarias.

La existencia de estos modos cero refleja la singularidad de la matriz simpléctica y conduce a la
aparicién de dos ligaduras independientes en el sistema. Estas se obtienen al contraer cada modo cero
con el gradiente del potencial simpléctico, dando lugar a®

QO (x) = §;IT* (x) + m2A}(x) = 0, (8.23)

QO (x) = giII*(x) + m2 Ap(x) = 0. (8.24)

Es importante notar que las ligaduras Q) y Q*(9) coinciden con las relaciones obtenidas a partir de
las ecuaciones de movimiento para Ag y Af, dadas en (8.7). Esto muestra que dichas ecuaciones no
describen una dindmica independiente, sino que imponen restricciones sobre las variables del sistema,
en concordancia con el andlisis simpléctico.

SEl calculo explicito de los elementos de la matriz simpléctica se presenta en el Apéndice D.4.
SEl calculo de las ligaduras Q% (x) y 2*(9) (x) se presenta en el Apéndice D.5.
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La presencia de estas ligaduras indica que el sistema atin no estd completamente descrito en térmi-
nos de variables independientes, lo cual se refleja en la singularidad de la matriz simpléctica. En este
contexto, el procedimiento consiste en extender el lagrangiano mediante la introduccién de multipli-
cadores de Lagrange asociados a cada ligadura, incorporando términos del tipo AQO y A 00 De
esta manera, las ligaduras pasan a formar parte de la estructura del sistema como coeficientes de las
nuevas variables introducidas.

Con esta extensién, las condiciones Q(©) y Q*(®) quedan integradas en el andlisis, permitiendo estu-
diar su consistencia a través de la matriz simpléctica en el proceso iterativo. Las variables A y A* se
incorporan asi al conjunto ampliado de variables sin introducir grados de libertad fisicos adiciona-
les, sino actuando como multiplicadores que garantizan la implementacién de las ligaduras dentro del
formalismo.

Con esta modificacidn, el primer lagrangiano iterado toma la forma

LY =TA; +T7AF + AQ© 4 3O — (), (8.25)

El nuevo potencial simpléctico estd dado por’

| y
HW = TN + S FFY + mP AjAg + m® A7 As. (8.26)

Con el fin de obtener una formulacion mas simétrica y facilitar la interpretacion candnica de las varia-
bles, resulta conveniente reparametrizar los multiplicadores de Lagrange introducidos anteriormente.
Para ello, se definen nuevas variables I1° y IT** mediante las relaciones

1 1
A — — I p—— L (8.27)
m m
Esta redefinicién no altera el contenido fisico del sistema, sino que corresponde a un cambio de va-
riables en el espacio simpléctico extendido, permitiendo interpretar I1° y II*° como los momentos
conjugados asociados a Ay y Ag, respectivamente.

Al sustituir estas relaciones en el lagrangiano (8.25), se obtiene

. . 1 . , 1 . .
LY =T A; + A + — 110 (911 + m? Af) + — 110 (911" + m?A49) — HY.  (8.28)
m m

A partir del lagrangiano iterado (8.28), se procede a identificar el conjunto ampliado de variables
simplécticas. A diferencia del caso real, la incorporacién de las dos ligaduras requiere introducir las
variables I1° y IT*0 al espacio de fase extendido. En consecuencia, las variables simplécticas en esta
etapa quedan definidas como

5((11) = (Alv A:a Hia H*i’ AO’ AS’ HO’ H*O) : (829)

A partir del lagrangiano (8.28), se identifican los coeficientes de la 1-forma simpléctica escribiendo
£ como

r — K((zl)(f) éél) — D, (8.30)

"Los detalles del cdlculo del potencial simpléctico HW se presentan en el Apéndice D.6.
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Al establecer la equivalencia entre (8.30) y (8.28), se determinan los coeficientes no nulos

K -1, KS’ -1, K - % @01 +m245), KU, — % (BT + m24y)
" " (8.31)

mientras que los demads coeficientes se anulan.

Una vez determinados estos coeficientes, se construye la matriz simpléctica de la primera iteracion

utilizando la definicion general

ik y) K (%)
e’ (x) o (y)

El célculo explicito de las derivadas funcionales muestra términos canénicos para los pares (A;, IT%) y
(A, T1*%), junto con contribuciones que acoplan las componentes espaciales con las variables tempo-
rales mediante I1° y I1*. La evaluacién explicita de estas derivadas funcionales conduce a la matriz
simpléctica correspondiente a la primera iteracién®

13 (%) (8.32)

A A T 9 Ay Ay 1I° 11+

Ai |0 0 =6 0 0 0 0 0
J
A 10 0 0 & 0 0 0 0
I | 60 0 0 0 0 —Lar 0
fYey)y=|milo s o 0 0 0 0 Lo |Px-y)

Ay | 0 0 0 0 0 0 1 0
Ay 10 0 0 0 0 0 0 1
mwio 0 —507 0 -1 0 0 0
mo o o0 0 —507 0 -1 0 0

(8.33)
Una vez construida la matriz (8.33), se analiza su regularidad proponiendo la existencia de modos cero
asociadas a ella. Para ello, se considera un vector general

v (x) = ( vli(x) oA (x) oT(x) WT(x) vAo(x) v(x) oT(x) T (x) ),
(8.34)
y se impone la condicién

/ Py 'O (y) £ D (x,y) = 0. (8.35)

Al sustituir la matriz (8.33) en (8.35) y resolver el sistema resultante, se encuentra que todas las
componentes del vector deben anularse. Por tanto, la Gnica solucidn es

v*D(x)=(0 000000 0), (8.36)

8El calculo detallado de los elementos de la matriz simpléctica se presenta en el Apéndice D.7.
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lo que indica que no existen modos cero no triviales.

En consecuencia, la matriz simpléctica es regular en esta etapa. Este resultado puede verificarse de
manera independiente mediante el cdlculo de su determinante, el cual resulta no nulo’. Por lo tanto, el
procedimiento iterativo del formalismo se cierra en esta etapa, y la matriz simpléctica admite inversa,
lo que permite determinar los corchetes generalizados del sistema.

La matriz inversa se define a través de la ecuacién funcional

[ 20 (10) () = 008%0c-y), (837)

—1
la cual garantiza que ( fé?) actiia como el inverso de la matriz simpléctica en el sentido funcional
[8, 6].

Al resolver la ecuacién (8.37), se obtiene la matriz inversa correspondiente a la primera iteracién'”

()4 A4 Y A Ay 0 I
Ai | 0 0 & 0 597 0 0 0
Ar |0 o 0 & 0 Lo 0 0
m -5 0 0 0 0 0 0 0
(féi))_l(xm): o) o =6 0 0 0 0 0 0 [&Fx-y).
Ay [+07 0 0 0 0 0 -1 0
51 0 07 0 0 0 0o 0 -1
m | o o 0 0 1 0 0 0
o 0 0o 0 0 0 10 0
(8.38)

Una vez determinada la matriz (8.38), se pueden definir los corchetes generalizados entre las varia-
bles simplécticas del sistema. En el formalismo de Faddeev—Jackiw, estos corchetes se identifican
directamente con los elementos de la matriz inversa mediante la relacién [6, 7]

(e, )} = (

Sustituyendo los elementos de la matriz inversa (8.38) en la definicion de los corchetes generalizados
(8.39), y una vez impuestas las ligaduras del sistema, se obtiene que el espacio de fase se reduce a las
variables fisicas independientes. En este contexto, los corchetes fundamentales no nulos se organizan
en dos sectores desacoplados.

Para el campo A, se tiene

-1
1) ). (8.39)

{Ai(x), W (y)} = 0;6°(x —y), (8.40)

YEl andlisis detallado de la regularidad de la matriz se presenta en el Apéndice D.8.
10E] célculo explicito de la matriz inversa que satisface la ecuacién funcional (8.37) se presenta en el Apéndice D.9.
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mientras que para el campo conjugado Aj, se obtiene

{A;(x), I¥(y)} =65 6°(x — y). (8.41)

Los corchetes mixtos entre variables no conjugadas se anulan, lo que refleja la independencia entre
ambos sectores. Estos resultados coinciden con los corchetes de Dirac obtenidos en el tratamiento
hamiltoniano estandar para sistemas con ligaduras de segunda clase, confirmando la equivalencia entre
el formalismo simpléctico y el enfoque hamiltoniano en el caso del campo de Proca complejo [4].
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Conclusiones

En este trabajo se desarrollé de manera sistemdtica la aplicacién del formalismo simpléctico de
Faddeev-Jackiw al estudio de sistemas singulares con ligaduras de segunda clase y sin simetrias gau-
ge, considerando tanto sistemas mecanicos con un nimero finito de grados de libertad como teorias
de campos. Para ello, se analiz6 el modelo de Landau en el limite de masa nula, la particula libre
restringida a la esfera y los campos de Proca real y complejo. En cada caso, el procedimiento consistio
en reformular el sistema mediante un lagrangiano de primer orden, construir la matriz simpléctica
correspondiente e identificar su posible degeneracion como criterio para determinar la presencia de
ligaduras.

En los sistemas mecdnicos estudiados fue posible observar dos comportamientos complementarios
dentro del formalismo. En el modelo de Landau, la matriz simpléctica resulta no singular desde la for-
mulacién inicial, por lo que la estructura dindmica queda completamente determinada sin necesidad
de iteraciones adicionales. En contraste, en la particula libre sobre una superficie, la presencia de res-
tricciones geométricas genera una matriz simpléctica singular cuya regularizacién requiere la incorpo-
racion sucesiva de ligaduras mediante multiplicadores dindmicos. Este contraste permitié mostrar de
manera explicita cémo la degeneracién simpléctica refleja la existencia de variables no independien-
tes y cémo el procedimiento iterativo conduce a una descripcion consistente en términos de variables
fisicas.

En el caso de las teorias de campos, el andlisis del campo de Proca real permitié identificar la ligadura
asociada a la componente temporal del campo, evidenciando que dicha variable no representa un
grado de libertad dindmico independiente sino una condicién determinada por la propia dindmica del
sistema. Para el campo de Proca complejo, el tratamiento simultdneo del campo y su conjugado mostrd
una duplicacién de la estructura simpléctica respecto al caso real, manteniendo el cardcter no gauge
de la teoria y la presencia de ligaduras de segunda clase. En ambos casos, la extension funcional del
formalismo conservd la misma estructura conceptual observada en los sistemas mecdnicos, aunque
requirio el tratamiento de operadores diferenciales y distribuciones tipo delta de Dirac.

Una vez obtenida una matriz simpléctica no degenerada, la inversion de dicha estructura permitié
construir los corchetes generalizados que describen la dindmica del sistema en términos de variables
independientes. En todos los sistemas analizados, estos corchetes coincidieron con los corchetes de Di-
rac obtenidos mediante el tratamiento hamiltoniano estdndar, lo que confirma la equivalencia dindmica
entre ambos enfoques para sistemas con ligaduras de segunda clase. Esta concordancia constituye una
verificacién de la consistencia del formalismo de Faddeev—Jackiw como una alternativa valida para la
descripcion de sistemas singulares.

Asimismo, el desarrollo realizado permiti6 identificar ventajas y limitaciones del método simpléctico
frente al formalismo de Dirac. Entre sus principales ventajas se encuentra la eliminacion de la clasifi-
cacion explicita de ligaduras en primera y segunda clase, asi como la ausencia de la distincién entre
igualdades débiles y fuertes, ya que las restricciones se incorporan directamente dentro de la estructu-
ra lagrangiana. Ademads, la obtencién de los corchetes generalizados a partir de la inversa de la matriz
simpléctica simplifica de manera considerable el tratamiento algebraico del sistema.

Sin embargo, también se evidencian ciertas limitaciones. En particular, algunas relaciones asociadas
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a la definicién de los momentos candnicos no aparecen como ligaduras independientes dentro del
formalismo de Faddeev—Jackiw, sino que quedan absorbidas en la formulacion de primer orden. Esto
implica que, aunque la dindmica final coincide con la obtenida mediante Dirac, la organizacién interna
de la informacion del sistema difiere entre ambos enfoques. Como consecuencia, la identificacién
inmediata de todas las variables verdaderamente independientes no siempre resulta tan directa como
en el tratamiento hamiltoniano estandar.

En conjunto, los resultados obtenidos muestran que el formalismo de Faddeev—Jackiw constituye un
procedimiento geométrico, consistente y algebraicamente eficiente para el estudio de sistemas con
ligaduras de segunda clase. Su formulacion permite describir la dindmica directamente a partir de la
estructura simpléctica del sistema, conservando equivalencia con el método de Dirac y ofreciendo una
alternativa particularmente util en teorias donde la manipulacion algebraica de las ligaduras puede
volverse mds compleja.

Como continuacién de este trabajo, resulta relevante estudiar sistemas en los cuales la matriz simplécti-
ca no se regulariza en un nimero finito de iteraciones, con el fin de analizar el comportamiento de la
estructura de ligaduras en estos casos y establecer criterios mas precisos para la terminacién del pro-
cedimiento simpléctico.

Asimismo, seria de interés profundizar en la relacién entre las condiciones implicitas que surgen en la
formulacién de primer orden y las ligaduras obtenidas mediante el método de Dirac, con el propdsito
de precisar con mayor claridad el alcance de la equivalencia entre ambos formalismos y las diferencias
en la identificacion de las variables dindmicas independientes.

Finalmente, resulta pertinente extender este andlisis a sistemas con ligaduras funcionalmente depen-
dientes o con estructuras simplécticas mds complejas, donde la regularizacion de la matriz simpléctica
puede no ser Unica. Esto permitiria delimitar con mayor precisién el dominio de validez del formalis-
mo de Faddeev—Jackiw y estudiar sus alcances en situaciones mas generales.
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Apéndice A
Modelo de Landau

A.1. Analisis mediante el formalismo de Dirac

En esta seccion desarrollamos el andlisis hamiltoniano completo del modelo de Landau en el limite
m — 0, siguiendo el procedimiento sistematico de Dirac[1, 2].
Consideremos el lagrangiano definido en (5.1)

1
L=3 (mid; + Bejxit; — kwz;) (A.1)

cuyas ecuaciones dindmicas se obtienen a partir de (5.2).
Un célculo directo, andlogo al realizado en el capitulo 5, conduce a

OL . 1 OL 1 .
Tm:mxk—i—ngkxi, TsckziBeijj_kxk'
Sustituyendo en (5.2) y utilizando la antisimetria €;; = —¢;;, se obtiene
mIp + Bepa; + kaxp =0. (A.2)

Esta es la ecuacidon dindmica asociada a la coordenada xy,.
El régimen de interés corresponde al limite m — 0, en cuyo caso el lagrangiano (A.1) se reduce a

1
L= 5 (B €ij xia':j — kl’le) . (A.3)

Las ecuaciones de movimiento asociadas se obtienen nuevamente a partir de (5.2). Pero, para este caso
basta con aplicar el limite de masa nula en la ecuacion (A.2) resultando

Bepti+kxp,=0 (A4)

Obsérvese que esta expresion no contiene aceleraciones; por consiguiente, no determina de manera
independiente la evolucién dindmica sino que impone una ligadura entre coordenadas y velocidades.
El sistema se convierte asi en un sistema singular!. Con el fin de realizar un analisis de la estructura
candnica de la teorfa, es necesario introducir los momentos canénicos conjugados a las coordenadas
x;, los cuales se definen de la siguiente manera

= a—L = L Bey, x;. (A.5)

8x k 2

Dado que que (A.5) no puede invertirse para expresar las velocidades en términos de los momentos,
se identifica inmediatamente la presencia de ligaduras primarias

Pk

1
Ok = pr — 3 Beip x; = 0. (A.6)

'La matriz hessiana asociada al lagrangiano es W;; = m d;;, la cual se anula en el lfmite m — 0, indicando que el
sistema se vuelve singular.
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El hamiltoniano canodnico resulta

Heo = ppay — L,

. 1 .
= prdy — E(kak — kxyaxy),
k

= — TkTk.
2kzk

En presencia de (A.6), la dindmica esta gobernada por el hamiltoniano primario

Hp = Hc + A, 9, (A7)

donde )\; son multiplicadores de Lagrange arbitrarios. Con el fin de garantizar que la ligadura se
mantenga durante la evolucion del sistema, se debe calcular su consistencia de la siguiente manera

dx = {dr, Hp} = 0. (A.8)

Para resolver esta expresion se introducen los corchetes de Poisson (CP) entre dos variables dindmicas
A{X, P}, B{X, P} definidos como

0408 0B oA
OX 0P~ 9X OP’

A partir de esta definicién, los CP fundamentales son

{A>B} =

{zi,m} = 0w,  {xw, v} ={pr,m} =0.

El calculo explicito conduce a

d1 = {on, Hp} = {¢%, He + M 0} = {0%, Ho} + A {0y O}

1 k 1 1
= {Pk - §B €ik Ti» 5 xm} + A {Pk - §B €ik Tiy Pm — 53 €im 337,} )

k 1 1
= {pk7 5 901961} — Am {pk, 53 €im 901} — Am {23 €ik Hfz‘,pm} ,

1 1
=k{pr, 1}t — A 53 €im {Pk, Ti} — A\m 53 €k {Ti,pm},
1
= —kx0p — A\m 53 (—€im Oki + €ik Oim) 5

1
=—kxp— A\p 53 (—€km + €mk) 5

=—kxir — A Bemp.
El resultado obtenido determina una condicién sobre el multiplicador de Lagrange correspondiente a

la ligadura primaria ¢;. En consecuencia, la teoria no admite ligaduras adicionales, de modo que la
Unica presente en el sistema es (A.6).
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A.l. Andlisis mediante el formalismo de Dirac

Siguiendo el procedimiento del método de Dirac, el siguiente paso consiste en clasificar las ligaduras
en primera y segunda clase. Para ello, se construye la matriz de ligaduras, cuyos elementos estan dados
por

Cij = {9, ¢5}- (A.9)

La forma matricial implicara que se calcule el siguiente elemento

1 1
{bk, dm} = {pk - 53 €ik Tiy Pm — 53 €im xz}
1 1 1
=3B {Pr, €im xi} — 5B {eirzispm} = —5B (—€im Oki + €ik Oim)

1
= 7§B (*ekm + Emk)

=B €km -
Con lo cual se determina que

Cij =B fij-

Dado que su determinante es diferente de cero, la matriz es regular y, por tanto, se puede invertir.
Definiendo la inversa como C*, y siguiendo el desarrollo hecho en el capitulo 5 se obtiene

i = G Al
C 2. (A.10)

A continuacién, se define un nuevo conjunto de corchetes compatibles con las ligaduras de segunda
clase presentes en la teoria. Estos se conocen como corchetes de Dirac (CD) y se definen, para dos
variables dindmicas A y B, de la siguiente forma

{AvB}D = {AvB} - {Av¢z} cY {(;SZ)B}

A partir de esta definicion, se calculan los CD entre las variables del espacio de fase {xy, py}. Para
ello, se consideraran los siguientes

{zr, 21} p = {zk 21} — {n, ¢i} C7 {¢j, 21},
=~ {0} G {op.m},
1

1 € s
= — {azk,pi — QBemxn} % {pj — 536@ xa,xl},

€:
= _{xkapl} % {pj7xl}7

€59
= —0i Ej (=d1),
€kl

B
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{onmibp = {oem} — (o6} 2 {65m)

1 €iq 1
= 0 — {9%1% — 2B€m$n} % {pj — §B€aj $a,pz} ;

€iq 1
=0 — {zk, pi} % {—23 €aj xa,pl} ,

€57 1
= Okl — Oki Ej <—23 €aj 5az> ;
1
= O + 3 Oki €ij €15,
1
= Op1 + 3 (Ok1 055 — Onj O15)
1
= 0 + 3 (2681 — O1) 5

3
= 2 5.
le

s
{pk7pl}D = {pkvpl} - {pkv¢l} % {¢japl}’
1 €iq 1
= - {Pk,pz‘ - QBGm‘:L“n} % {Pj - 536@' xa,Pz} ,

1 €7 1
= - {pk7 _§B €ni xn} % {_QB €aj xaapl}a

1
= ——Beni {pk,Tn} €j€aj {2asmi},

4
1 1
= _ZB €ni (—Okn) €ij €aj Oal = ZB €ki €ij €15
1 1
= ZB €ki (01 655 — 045 615) = ZB €ri (205 — 0ir)
1
= ZB €kl -

Finalmente, se establece que los corchetes generalizados asociados al modelo de Landau corresponden
a

{ziszjtp = —§7 {zipi}p = 57 {pi,pitp = —zsz‘j- (A.TID)
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Apéndice B

Particula libre sobre una superficie

B.1. Linealizacion del lagrangiano

En el formalismo de Faddeev-Jackiw, una condicién fundamental para su correcta aplicacién es que
el lagrangiano debe expresarse en primer orden respecto a las velocidades. Esto implica que debemos
escribir el lagrangiano de manera que la relacion entre las variables generalizadas y sus derivadas
temporales se exprese de forma lineal.

Para lograr esto, procedemos a linealizar el lagrangiano de la siguiente manera. Consideremos el
lagrangiano original del sistema, mostrado en (6.6)

1o, A .. A
L:§q2+§(q2—1) E§QiQi+§(QiQi—1)a
donde q = (g1, ¢2, - - ., qn) son las coordenadas generalizadas de la particula, y \ es el multiplicador

de Lagrange introducido para imponer la ligadura.

Para poder expresar el lagrangiano de manera canénica y facilitar la aplicacién de la formulacién
hamiltoniana, introducimos los momentos candnicos asociados a cada coordenada ¢;. Estos momentos
se definen como

oL .
pz—aqi—%-

De esta forma, el término cinético %q‘iqi puede reescribirse como

1. . 1

5 4idi = 5 Pibi-
A continuacién, reorganizamos el término cuadrético en p;. Para ello, sumamos y restamos un término
que contiene p;q;, con el fin de aislar el término lineal en las velocidades ¢;. Esto es crucial en el
formalismo simpléctico, ya que los coeficientes de los términos lineales en ¢; definen la 1-forma
simpléctica del sistema. La reorganizacion se realiza de la siguiente manera

1 1 1 1
5PiPi = Digi — Pidi + SPiPi = Pidi — (pi%' - 22%]%) = DPidi — PiPi- (B.)

Después de reorganizar el término cuadratico (B.1), el lagrangiano toma la forma de primer orden en

las velocidades

. 1 A
L¢ = pig; — SPibi+ 5 (gigi —1).

Este es el lagrangiano candnico que se utiliza en la formulacién hamiltoniana, tal como se muestra en
(6.7).
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B.2. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica fi(jo)

Partimos del conjunto de variables simplécticas definido en la ecuacién (6.10), junto con los coefi-
cientes del lagrangiano de primer orden dados por (6.12).
La matriz simpléctica se construye a partir de la definicion general (6.13), esto es,

0 _ 9" _ 9a
fij” = 0 B PYON

J

A partir de esta expresion, procedemos a calcular sus componentes. Para el bloque asociado a las
variables ¢; y p;, se obtiene

0
£ _ &Léj) B daly) oo Opi _ Y
WP g Op; Op; v

Por otro lado, las componentes que involucran la variable A se anulan. En efecto, dado que los coefi-
(0)

cientes a; ~ no dependen de A, se tiene

0 _ 0 _
fQM =0, pr = 0.

Reuniendo todos los resultados anteriores, la matriz simpléctica fi(]Q) adopta la forma matricial mos-
trada en la ecuacion (6.14). Esta estructura evidencia que el sector (g;, p;) es no degenerado, mientras
que las componentes asociadas a A se anulan, lo cual implica que la matriz es singular.

B.3. Cilculo de la ligadura Q)

Para llevar a cabo el cédlculo de las ligaduras generadas por la singularidad de la matriz simpléctica,
la cual implica la existencia de modos cero, recurrimos a una condicién fundamental en el analisis
hamiltoniano. Esta condicién se expresa de la siguiente manera

0
QO = ,@OHE) _ o (B.2)

1 aé_z(o)

Al expandir los términos de la sumatoria sobre el indice 7, se obtiene una expresion detallada para el
célculo de la ligadura en funcién del modo cero de la ecuacién (6.16). La condiciéon completa es

Q(O):Uéo)aH(Oz)(ﬁ) n Zgo)aH(Oz)(f) +U§0)3H(OZ(§)_
o;” o5, o

Siendo que el modo cero de la matriz simpléctica es exactamente el de la ecuacién (6.17) y de identifi-
car las variables simplécticas descritas en la ecuacién (6.10), podemos escribir la ecuacién de manera
mas sencilla

0 OH " (¢)
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B.4. Obtencion del potencial simpléctico H @

Dado que el hamiltoniano en su forma simpléctica esta dado por la ecuacién (6.8), su derivada parcial
con respecto a la variable simpléctica A es

oHO (&) 8 (1 A 1
N UT)\ <2Pipi ) (qiqi — 1)) -3 (¢igi — 1),

sustituyendo esta expresion en la ecuacion (B.3), obtenemos

Para que la condicién de ligadura mencionada en la ecuacién (B.2) se cumpla, se iguala a cero. Dado

0 o . . .
que vg\ ) es una constante arbitraria y la igualdad se satisface para cualquier caso, se concluye que

1
00 = 5 (a4 —1) =0,

es la expresion para la ligadura de la ecuacion (6.18).

B.4. Obtencion del potencial simpléctico /("

El potencial simpléctico del primer proceso de iteracién en el formalismo de Faddeev-Jackiw se ob-
tiene a partir de la siguiente definicién

H(l)(g) — H(O)(g)‘mm:o’

es decir, para obtener H1), debemos evaluar la ligadura, que se expresa en la ecuacién (6.18), en el
hamiltoniano de la forma simpléctica (6.8). Esto da como resultado

1 A
HY = “pipi — = (qigi — 1
SPibi = 5 (ai4i = 1)

L(qiqi—1)=0

Al imponer la condicion de ligadura %(QiQi — 1) = 0, obtenemos el potencial simpléctico del primer
proceso de iteracién presentado en la ecuacion (6.20)

1
HY = SPiPi-

B.5. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica fi(jl)

En esta etapa se determinan los elementos de la matriz simpléctica fi(jl) correspondientes a la primera
iteracion del procedimiento. El conjunto de variables simplécticas estd dado por (6.21), mientras que
los coeficientes del lagrangiano de primer orden se especifican en (6.23). La matriz simpléctica se
define, de manera andloga al caso anterior, como
(1) 1)
w_%5 Oa

f ==
e oel)

(
(
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Dado que fl-(jl) es antisimétrica, basta calcular sus componentes independientes. Para las variables ¢; y

pj, utilizando que ag) =piy a,g) = 0, se obtiene

1
) _Oay) dag) op
Wi 0g;  Opj 9p; v

Para las componentes que involucran la variable «;, se tiene

8a&1) B 6a$)
0q; Oa

fad =

Dado que a&l) = %(qqu — 1), el primer término se evalda como

0 1 1 6qk
94 [2 (arar )] 5 g, QOki = q

mientras que el segundo término se anula, ya que p; no depende de a. En consecuencia,
D _ g
i q(lgc = qi-

Finalmente, considerando que ag) =0yque a((ll) no depende de p;, se obtiene

f(l) _ 6@&1) _ Oag) —0
P Op; da

Reuniendo los resultados anteriores, la matriz simpléctica fz-(jl) adopta la forma matricial indicada en
la ecuacion (6.25).

(1)

B.6. Determinacion del modo cero v, ' y caracter singular de la matriz

f(l)

e

Para determinar el modo cero asociado a la matriz simpléctica dada en la ecuacion (6.25), conside-
ramos el vector general introducido en la ecuacién (6.27). La condicién de modo cero establece que
dicho vector debe anular la matriz simpléctica al contraerse con ella, es decir,

o0 g

1 1,

lo que equivale a exigir que el producto matricial sea el vector nulo. En forma explicita,

0 —dj @
(vgﬂ ! US>> 5 0 0 ]=(000).
- 0 0

Al efectuar el producto fila—columna y considerar la suma sobre indices repetidos, se obtiene
1 1 1 1
(vé)éij—v&)qi _UL(])(Sij vé)qi):(O 0 0)
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Para que esta igualdad se satisfaga, cada componente debe anularse por separado. De la segunda y
tercera componente se deduce inmediatamente que
(1 —
vy’ =0.

Ahora de la primera componente, se obtiene la relacién

de donde se tiene que

’UZ(JI)(SU = v&l)qi.

Por consiguiente, todas las componentes del vector quedan determinadas en términos del pardmetro

arbitrario v((xl), el cual refleja la degeneracién de la matriz simpléctica. El modo cero resultante puede

escribirse como

U,O):U&l)(o ¢ 1),

que coincide con el presentado en la ecuacion (6.28).

Determinante de la matriz simpléctica. La singularidad de la matriz simpléctica también puede
establecerse a partir de su estructura. En efecto, fi(;) es una matriz antisimétrica definida en un espacio
de dimension impar (2N + 1), por lo que su determinante se anula. Para una matriz antisimétrica A
se cumple que det A = det(—AT) = (—1)"det A, y si n es impar, se sigue que det A = — det A, de
donde resulta

det f(l) =0.

Este resultado es consistente con la existencia del modo cero no trivial obtenido previamente.

B.7. Cilculo de la ligadura Q)

. G . . .
Una vez determinado el modo cero de la matriz fi(j ), la nueva ligadura se obtiene contrayendo dicho
vector con el gradiente del hamiltoniano simpléctico. Esta condicion se expresa de manera general
como

(1)
QW — WK _ (B.4)

1 agz(l)

Al expandir explicitamente la suma sobre el indice ¢, la expresion anterior toma la forma

1) 1) 1)
o) :U((;)aH (lgf) +UZ(;1)8H (155) +U((X1)5H (lgf)
3] 9p o

I
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Sustituyendo la forma explicita del modo cero dada en la ecuacién (6.28), y utilizando las variables
simplécticas definidas en la ecuacion (6.21), se obtiene

(1) (1)
Q1) — (1) (Qiaﬂ (€) , oH (5)) . (B.5)
3pi Jda

Para evaluar esta expresion utilizamos el hamiltoniano simpléctico dado en la ecuacion (6.20), en
donde se observa que H'!) depende tnicamente de las variables p;, por lo que

oHW 0 oHM 9 (1
oo sz = 3701 <2P]P]) = Di.
Sustituyendo estos resultados en la expresion (B.5), obtenemos

ol = o gipi.
Dado que U((ll) es un parametro arbitrario y no trivial, al aplicar la condicién (B.4) implica necesaria-

mente

QW = gip; =0, (B.6)

que corresponde a la nueva ligadura generada por la degeneracién de la matriz simpléctica que se
muestra en la ecuacién (6.29).

B.8. Obtencion del potencial simpléctico H (%

El potencial simpléctico correspondiente al segundo proceso de iteracion en el formalismo de Fad-
deev—Jackiw se define de manera andloga al caso anterior como

HO© =1

es decir, para obtener H (2) , debemos evaluar la nueva ligadura Q(l), dada en la ecuacién (6.29), dentro
del potencial simpléctico del primer proceso de iteracion (6.20).

Dado que
1
7Y = SPiPis
y que la segunda ligadura estd dada por
0 = gip; =0,

observamos que H @) depende Unicamente de las variables p; a través del término cuadritico p;p;.
La condicién ¢;p; = 0 no modifica explicitamente esta dependencia funcional, ya que no introduce
ningin término adicional en el hamiltoniano ni elimina los términos cuadréticos en los momentos.
Por lo tanto, al imponer la condicién Q1) = 0, el potencial simpléctico permanece invariante, obte-
niéndose

1
H® = SPiPis

que coincide formalmente con el potencial del primer proceso de iteracion.
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B.9. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica fi(jz)

En esta etapa se determinan los elementos de la matriz simpléctica fi(f) correspondientes a la segunda
iteracion del procedimiento. El conjunto de variables simplécticas esta dado por (6.32), mientras que
los coeficientes del lagrangiano de primer orden se especifican en (6.34). La matriz simpléctica se
define, de manera andloga a los casos anteriores, como
(2) (2)
@ _ 9% g

fz" = - .
J 2e®@ 9l

? J

2 e . . . . .
Dado que fi(j ) es antisimétrica, es suficiente calcular sus componentes independientes. Para las varia-

bles ¢; y pj, utilizando que ag?) =Dy ag) = 0, se obtiene

B 8&1(,3) B (’*)aéf) _o— Op;

(2) — — — 5.
Yavs = 34 ~ o, O Y
Para las componentes que involucran la variable a, se tiene
@ _ dad _ dag)
G g, da
Dado que al? = 5 (qrqr — 1), el primer término se evalda como
0 |1 1 Oqx,
i el —NDl==.92 = 00 = 0
o4, [2 (Qkar )] 5 20k, — G0k = i

mientras que el segundo término se anula, ya que p; no depende de . En consecuencia,
2) — g,
Para las componentes asociadas a la variable 7, se obtiene
(2)

f(2) _ 8@77 . 8@1(1?)
W= 9g oy

Dado que a7(72) = qi.Pk, €l primer término resulta

(qrpr) dqi,

Dk
0q; 0q;

= PrOki = Di,

mientras que el segundo término se anula. Por tanto,
2
f éﬂ; = pi-

Por otro lado, considerando que ag) no depende de p; y que ag) = 0, se obtiene

f(2) . 8@&2) _ 8@1(,%)
pice T

Op; o 0-
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Apéndice B. Particula libre sobre una superficie

De manera similar, para la componente (p;, ) se tiene

£@) dayy’ B day;, _ Olarpr) _ A
P Op; on Opi L

Finalmente, dado que a((f) y aff) no dependen entre si, se obtiene

2 2
f(2) _ 8&7(7) _ 0(1&)
an da on

=0.

Reuniendo los resultados anteriores, la matriz simpléctica fi(f) queda completamente determinada y
adopta la forma matricial indicada en la ecuacién (6.36).

B.10. Caracter no singular de la matriz fi(f)

Para determinar si la matriz simpléctica del segundo proceso de iteracion, dada en la ecuacién (6.36),
posee un modo cero, consideremos el vector general de la ecuacién (6.37), la condicién de modo cero
exige que este vector anule la matriz simpléctica al contraerse con ella, es decir,

Uz(z)fz(f) — 0’

lo que equivale a exigir que el producto matricial sea el vector nulo. En forma explicita,

0 —d; 4 pj
2 2 2 2 ij 0 0 g
(vp vt o) vg>) Do o ¢ |=(0000)

-pi —qi 0 O

De este producto se obtiene el siguiente sistema

v§?6i; —vP g — v{Ppi =0,
—0\P6;; —v{Pgi =0,

Uég)qj =0,

v((f)pj + UI()Q)(]J' =0.

Procedamos a analizar estas relaciones de manera sistematica.
De la tercera ecuacion se tiene

ng)qj =0.

Dado que el vector g; es no trivial, se concluye necesariamente que

v(gQ) =0.

Sustituyendo este resultado en la segunda ecuacién se obtiene

_/U7(72) qi = 07
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B.10. Cardcter no singular de la matriz fi(jz)

lo cual implica, nuevamente por la no trivialidad de ¢;, que

v,(72) =0.
Con u§2> = 0, la cuarta ecuacion se reduce a

UI()Q)(]J' =0,
y, dado que ¢; # 0, se deduce

vz(,z) =0.

Finalmente, sustituyendo estos resultados en la primera ecuacion, obtenemos
de donde se sigue

En consecuencia,

v@=0, wP=0 vP=0  WP=0

Por lo tanto, la dnica solucién del sistema homogéneo es el vector nulo. Esto demuestra que la matriz

simpléctica (6.36) es no degenerada y, en consecuencia, no posee modo cero.

Adicionalmente, para corroborar este resultado, procedemos a calcular el determinante de la matriz
(2)

fi; lacual es

0 =0y a5 p
@_| 9% 0 0 g
Ti=| ¢ o 0 0 D

-pi —¢i 0 O

En primer lugar, intercambiamos filas y columnas de manera adecuada para reagrupar la matriz en

bloques de la forma
(2) - A B
f <—BT O> )

_ (0 —d _ (4 pj
A_(5z“ 0)’ B_<0 4)

La matriz A es invertible, con inversa dada por

donde

y satisface det A = 1.
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Utilizando la férmula del determinante para matrices por bloques,
det [ 2. B = det(4) det(BTA'B),
-B* 0
obtenemos

det £ = det(BTA!B).

A continuacién, calculamos el producto A~!B:

- 0 05\ (a4 Py 0 0ij4; 0 @
= (5 W)@ )= o ) - |
—0i; 0/ \0 g —0ijqj  —0ijp; —Gi  —Ppi

bi 4 —qi —Pi

Al efectuar el producto matricial, se obtiene

BTA—lB: < 0 qi4; )
—qiq; Piq; — q;iPg

Por tanto,

El elemento inferior derecho se anula, por lo que resulta

BTA B = ( 0 QiQi) .
—qigi 0

Finalmente, el determinante de esta matriz 2 X 2 es
det(BTA™'B) = (q;q:)2.
Por consiguiente,

det f(Q) = (qiqi)Q.

Este resultado es distinto de cero siempre que ¢; # 0. En particular, para el caso de la esfera unitaria
donde g;q; = 1, se tiene

det f 2 =1,
lo que confirma que la matriz simpléctica fi(jZ) es no singular.
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B.11. Inversion de la matriz fz(jz)

B.11. Inversion de la matriz fi(;)

Una vez establecida la regularidad de la matriz fl-(jQ), el siguiente paso consiste en determinar su inversa

-1
( fi@)) . Dado que la matriz presenta una estructura por bloques, resulta conveniente aplicar el

método estandar de inversion de matrices por bloques!. Para ello, se divide fi(jQ) en submatrices de
manera que
f(2) (A B
v \C D)’
donde los bloques estan dados por

. 0 —(51‘]‘ (4 Dy [ 4 0 . 0 0
A_<5ij 0)’ B_<0 q)’ v= -pi —q)’ b= 0 0/

Observamos que el bloque A es invertible, con inversa

-1 _ 0 5ij
. _<—6¢j 0)"

Dado que D = 0, la férmula de inversion por bloques adopta la forma

1,

(f(2)>—1 _ (A1 ATIB(CAT'B)TICA™! AT'B(CATIB)7!
J B (CA™'B)"1CA™! —(CA™'B)~t )’

siempre que el complemento de Schur CA~! B sea invertible.
Procedemos entonces a calcular los términos intermedios.

Primero,
e (4965 %)
=05 0)\0 g5 —¢ —pi)’

crm-(3 9)(% 8- 1)
—Pi —q) \—¢ —Di Qi 0

de donde la inversa es
0 1
(CA_IB)_1 =1 %6” .

qiq;

luego,

Como

%% =G + ¢+ =4

!Se utiliza la férmula estdndar de inversién por bloques basada en el complemento de Schur, vilida cuando el bloque A
es invertible.
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entonces

0

(CA™'B)™! = (

1
P

-1 _ [ —4 0 0 (51']'
oA _<—pz’ _Qi> <_5ij 0

Ahora,

o]y
~_

_ (0
g

o)

Con estos resultados, podemos determinar cada bloque de la matriz inversa.

= Bloque superior derecho:

AB(CA'B) = ( 0 a > ( °

—q P
= Bloque inferior izquierdo:
0

1
P

(CA™'B)"lcA™! = (

= Bloque superior izquierdo:

AN —AT'B(CATIB)TICAT = ( (; 5”‘) - <
4

0

—q; —Pi

qi

5ij _ Qigj

= Bloque inferior derecho:

Por tanto, la inversa completa es

0 bij — L%

q
1 5 4 WY Pigi—Pi4i
VT | T @
i 4 _Pj
2 qq2
0 47
q2

q

lo que coincide con la expresion presentada en la ecuacién (6.40).
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Apéndice C

Campo de Proca Real

C.1. Calculo del momento candénico conjugado

En teoria de campos, el momento canénico conjugado asociado a un campo A, se define como la
derivada del lagrangiano con respecto a la derivada temporal del campo como en (7.3). En términos
generales se introduce primero la derivada

oL

(0, A)
Para el campo de Proca, el lagrangiano estd dado por (7.1). Al derivar con respecto a 9, A,, inicamente
contribuye el término que depende del tensor de campo F,,3, de modo que

OL 1,05 OFap
00,A4,) 2 0(0,A,)

Utilizando la definicién del tensor de campo
Fopg = 0,A — 0gAq,

se obtiene

OF,5  0(0aAz)  0(03As)

AAy)  0(0uAy)  0(0,AL)
= 5 8% — 813 8%

Sustituyendo este resultado en la expresion anterior se tiene

oL 1
= —_FOP(§LSY — Uh).
8(8#/1,,) 92 ( a¥p a 5)

Al contraer los indices se obtiene

oL 1
= (MW — PV,
0(0,4,) 2 ( )

Dado que el tensor de campo es antisimétrico, F'*¥ = — F"# resulta finalmente

or
9L pm, 1
20, Ay) €D

Por lo tanto, el momento canénico conjugado asociado al campo A, queda definido como

oL
I = =P
d(BA,)

lo cual coincide con la expresién presentada en la ecuacion (7.4).
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C.2. Ecuacion de movimiento para A,
Partiendo de la densidad lagrangiana del campo de Proca real,

1 m?
L= _ZFWFW + TAMA“,

donde

F/uz = au,Au - &/A/u

las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo A, estdn dadas por

oL oL
— =0. 2
(o)~ =
Calculamos cada término. En primer lugar,
oL 9
= AV . .
oA m (C.3)

Por otro lado, la dependencia de la lagrangiana en las derivadas del campo estd contenida en F},,,.
Usando la definicion de este tensor como en (C.1), se obtiene

oL
_ 9% _pwne
0, A) FVH, (C.4)

Sustituyendo en (C.2), resulta la ecuacién de movimiento
OuF"" +m2AY = 0. (C.5)
Para estudiar la dindmica de la componente temporal, tomamos v = 0:
O F™ +m?A" = 0.
Separando explicitamente las componentes temporal y espaciales,
80F00 + 8Z'Fi0 + m2A0 =0.

En este punto es importante notar que, por la antisimetria del tensor F*¥, se tiene F°° = 0, por lo que
la ecuacién se reduce a

O F° +m?Ay = 0. (C.6)

Recordando que el momento canénico conjugado a A; esta dado por

I — F

la ecuacidn anterior puede reescribirse como
oI + m2Ay = 0. (C.7)
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C.3. Linealizacion de la densidad lagrangiana

Obsérvese que esta ecuacién no contiene derivadas temporales de Ag. Esto implica que no describe
una ecuacién de evolucion, sino una relacién de tipo algebraico entre las variables del sistema. En
consecuencia, puede resolverse directamente para Ag:

1 .
Ap = ——oII". (C8)
m

Por tanto, la variable A no constituye un grado de libertad dindmico independiente, sino que queda
completamente determinada por las variables dindmicas del sistema.

C.3. Linealizacion de la densidad lagrangiana

A partir de la definicién del momento canénico conjugado obtenida en la ecuacion (7.4),

" = FVO’

se observa que la componente temporal del momento candénico se anula, ya que

1’ = F% =,

mientras que para las componentes espaciales se obtiene

' = FO = 9y A; — 9; Ag. (C.9)

Utilizando estas relaciones, la densidad lagrangiana del campo de Proca puede reescribirse separando
las componentes temporales y espaciales del tensor de campo,

2

1 ) 1 . 2
*FiQFZO — ZFijFZ] + m?AoAO — %AlAl

4
Subiendo indices y teniendo en cuenta la antisimetria del tensor F},,,, esta expresion se simplifica como

1 )
L= —ZFOiFOZ —

1 | o m? m?
L= —iFOZ-FW — 1 FaFY + 5 Aodo — - Ay,
1 . 1 3 2 2
= §FZOFZO — ZFUF” + L;L AoAO — Lz AzAZ

Usando la relacién F© = II%, se obtiene entonces

2

1 g 2
7FijFZj + %AQAO — %AlAz (C.10)

4

Con el fin de obtener una forma lineal en las derivadas temporales del campo, se aiade y sustrae el
término A;I1*, es decir,

1 . .
£ =TI —
2

AT — AT = AT — 9y A 1T
Sustituyendo esta identidad en la densidad lagrangiana (C.10) se obtiene

. 1.1 . 2 2
L= A" — 9o A 1T + §H7'HZ — ZFMF” + %A()AO — %AlAl (C.11)
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Utilizando la relacién (C.9) se tiene

80AZ- = Hi + 8Z~A0,
que al sustituir en la densidad lagrangiana (C.11) da

m2

.. m2
Fl']'FZ‘j + 714014[] - 7141141

. : A |
Li:AZ-H’—(H’L+8z«A0)H’+§HlH2—Z

Agrupando términos resulta
i T7e iTTi i i 1 ij m? m?
L= AZH — IT*II* — (81140) II" + 51_[ II" — ZFZ]F + 7140140 — TAZA“

1

. y 4 1
= A" - ST — 100 Ag — ¢

2 2
TFaF + T A Ao — T AiA (C.12)

El tercer término puede transformarse mediante una integracion por partes,
— / d®x H’B,-Ao = — / d3x 0; (HZA()) + / d®x 140611_1Z
El primer término del lado derecho corresponde a una integral de superficie que se anula bajo condicio-

nes de frontera apropiadas, en las que los campos decrecen suficientemente rapido cuando |x| — oo,
es decir,

Ap(x — 00) — 0, IT'(x — o0) — 0.
En consecuencia,
—/d3XHi8iAO = /dSXAOaZHZ

Sustituyendo este resultado en la densidad lagrangiana (C.12) se obtiene la forma de primer orden en
las derivadas temporales del campo A;

A B 1 2 2
Lo = Al = SV 4 ApdiIl' — S FyFy + %AOAO - %AiAi.

Este es la densidad lagrangiana candnica que se utiliza en la formulacién hamiltoniana, tal como se
muestra en (7.10).

C.4. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica f 52) (x,y)

En esta seccion se determinan los elementos de la matriz simpléctica fc(bg) (x,y), definida por

o o 9K ) KL (x)
f 6oV =50 9ey)

A partir de esta expresidn, se calculan explicitamente sus componentes no nulas.
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C.5. Obtencién de la ligadura Q%) (x)

(0) (0) .
(0) _ 0K (y) 0K (%) A(x)
fAiHJ' (x,y) = 51‘2(}() - STO(y) _5Hj(y) = —0;6"(x —y),

donde se ha utilizado la identidad funcional

OTIH (x)
oIl (y)

i £3
=0;6"(x —y).
Para los elementos que involucran la variable Ag se obtiene

(0) _OI(x) ) _
fA»;Ao (X7 y) - (SA()(y) - 07 HiAo (X7 y) - 07

ya que las variables II' y Ay son independientes.

Los resultados anteriores permiten construir la forma matricial de f 52), presentada en la ecuacién
(7.18).

C.5. Obtencién de la ligadura Q(*)(x)

Dado que la matriz simpléctica obtenida en (7.18) es singular, existe un modo cero v*9) (x) tal que

/ By 19 (x,y) ") (y) = 0.

La presencia de un modo cero implica la existencia de una ligadura del sistema. Esta se obtiene
contrayendo el modo cero con el gradiente funcional del potencial simpléctico del sistema, es decir

0= / By va<°>(y)+ / BzHO (z) = 0. (C.13)
56 (y)

Expandiendo el indice a en términos de las variables simplécticas 5((10) dadas en (7.13) y el modo cero
de la ecuacién (7.20) se obtiene

5 ; 5 5 ‘
Q= [ dy (vA" (y) + ™ (y) + v (y) ) BzHO(z). (C.14)
/ 5ey) (v) 5¢) (v) SEN () /

Para el sistema considerado, el tinico componente no nulo del modo cero (7.21) estd asociado a la
variable Ag. En consecuencia, la expresion anterior se reduce a

0= /d3yvA0(y)(M%(j(y)/d3zH(o)(z).

La densidad hamiltoniana obtenida en (7.11) contiene los términos dependientes de Ag
HO 5 Ay oI — 5 4oAo.
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Por lo tanto,

2= [yt g

Al calcular la derivada funcional se obtiene

/ P (Ao(z) OFTTi (z) + T;LZAO(z)Ag(z)> .

6Ao(z)
6Ao(y)

0= —/d3y v (y) /d3z (afﬂi(z) + mQAo(z))
Utilizando la identidad funcional

(5A0(Z)
6 Ao(y)

=6z —y),

resulta

Q=-— /d3y v (y) /d3z (0:10'(z) + m* Ao (2)) 6°(z — y).

que al integrar sobre z se obtiene

0= [dyvh(y) Q) + mPAo(y)
Para que se satisfaga la condicién de ligadura establecida en la ecuacién (C.13), la expresion anterior

debe ser nula. Dado que la funcién v4°(y) es completamente arbitraria, esta condicién implica que el
término entre corchetes debe anularse. De este modo se obtiene la ligadura

QO (x) = OPIT (x) + m?Ap(x) = 0, (C.15)

la cual coincide con la ligadura presentada en la ecuacién (7.22).

C.6. Calculo del potencial simpléctico 7!

El potencial simpléctico de la primera iteracién se obtiene imponiendo la ligadura primaria Q(©) dada
en (C.15) sobre el potencial simpléctico inicial () definido en (7.11). Esto se expresa como

HD) = 1O . (C.16)

Recordando la forma explicita de ()

1 . . 1 ) 2 2
H(O) = 51_111_1z + ZFZJFZJ — Ag o;IT" — m?AoAO + %A,LA“ (C.17)

y utilizando la ligadura obtenida en (C.15) se tiene
;I = —m?2A,.
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C.7. Cdlculo de los elementos de la matriz simpléctica fé;)

Sustituyendo esta relacién en () se obtiene

1 . . 1 2 2

H(l) = — II'IT* + = FijFij — AO —m2A0 + miAo + miAlAZ
2 4 2 2
1 o 1 2 2

resultado que coincide con la potencial simpléctico presentado en la ecuacidn (7.24).

C.7. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica f CE;)

Los elementos de la matriz simpléctica de la primera iteracidn se obtienen a partir de la definicién
general mencionada en (C.19)

W oKy KV (x)
T 03) = e~ aely)

donde &(Ll) denota el conjunto de variables simplécticas de la primera iteracién mensionadas en (7.27)

(C.19)

y K(gl) son los coeficientes que acompaiian a las derivadas temporales en el lagrangiano simpléctico
correspondiente definidas en (7.29).
A partir de esta definicidn se calculan explicitamente los distintos elementos de la matriz simpléctica.

skWDy) KYx)  smix)
— _ i =—— 2 = _§i§Px—y),
0 sely) | omGy) XY

donde se ha utilizado la identidad funcional

fﬁllz)nj (X7 Y)

ST (x)
o (y)

i £3
=0;6"(x —y)
De manera similar,

COED(y) 0KV (%) smmix)

eV sy )

£ (xy)

ya que las variables IT y A, son independientes.
Para el elemento asociado a IT° se obtiene

(1) (1) ,
) CO0Kpe(y) 0K, (x) 6 1 : ) S (x)
Taietes) = S8~ iy~ 7 (e () £ 40))) G =0

debido a que ninguna de las cantidades depende funcionalmente de A; ni de II°.
De forma andloga,

K (y) K (x)
del(x) o) (y)

fr(fi)AO (x,y)
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Para el bloque (IT%, I1%) se obtiene

COKRy) KR ()

el sl

Ly ST (y)

m?2 7 51T (x)
1 -
=— o7 ((53 &3 (x — y))

1
= @8?53@(—}’)

flglli)no (x,y)

1
==3 IFB3(x —y).

donde en el dltimo paso se utiliz6 la propiedad

0% (x —y) = =076 (x —y).

De manera similar,

SK(y) 0K (%)
ded (%) dg(y)

=— 0 L TV (x) 4+ m2 Ag(x
=ity (et IR+ ()

Fiomi (%) =

m2
1)
— om? STl (y)

1 x i ¢3
= 20 (786 -)
1

Los elementos obtenidos se reorganizan en la estructura matricial de la matriz simpléctica f éé) pre-
sentada en la ecuacién (7.31).

C.8. Analisis de la regularidad de la matriz f CE;)

Con el fin de determinar si existen modos cero asociados a la matriz simpléctica (7.31), se introduce
un vector arbitrario de la forma

000 = (w0 o) ) o) ) (C20)

y se impone la condicidn caracteristica de un modo cero,
[ty )5 ) =0 an
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C.8. Andlisis de la regularidad de la matriz f é;)

Sustituyendo la expresion explicita de la matriz simpléctica (7.31) y el vector arbitrario (C.20) en
(C.21) se tiene

1
; " 0 0 ——=0f
[&y (v o) e e )|, | Sfxew=o,
1 X
0 ——50 —1 0

Al efectuar el producto fila—columna y considerar la suma sobre indices repetidos, se obtiene

Sy (s ot - Lt ) e ) Sx-y) =0

m2

Realizando la integracién sobre y, se obtiene

7 i i i 1 0 0] 1 i o _
( V()8 —vt(y)8; — 5070 (y) —vT(y) —— 0/ (y) + ot (y) ) = ( 0000 )

resultando en el siguiente sistema de ecuaciones para las componentes del vector (7.32):

o (y)8t =0, (C.22)

o ()3} — —5 %™ () = 0, ©23)
o™ (y) =0, (C.24)

%™ (y) + v (y) = 0. (C.25)

De la ecuacion (C.22) se obtiene inmediatamente oy (y) = 0. Sustituyendo este resultado en (C.25) se sigue
que

v (y) = 0. (C.26)

Por otra parte, la ecuacion (C.24) implica o1’ (y) = 0, 1o cual, al sustituirse en (C.23), conduce a

vAi(y) = 0. (C.27)

En consecuencia, todas las componentes del vector (7.32) deben anularse, por lo que la inica solucién de (7.33)
es el vector nulo,

oM (x) = ( 0000 ) (C.28)

La ausencia de modos cero no triviales sugiere que la matriz simpléctica (7.31) es no singular. Para corroborar
este resultado de manera independiente, procedemos a calcular su determinante, lo cual permite establecer de
forma directa su regularidad.

Este andlisis es fundamental, ya que el cardcter singular o no singular de la matriz determina la existencia de
nuevas ligaduras en el sistema.
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La matriz simpléctica (7.31) presenta un factor proporcional a la distribucién de Dirac §3(x — y), el cual no
afecta la invertibilidad del operador. Por lo tanto, el estudio de la regularidad se reduce al bloque matricial
interno, dado por1

0 3 0 0
g0 0 ——0r
0 0 0 1

1 x

Para evaluar su determinante, escribimos la matriz en forma de bloques 2 x 2:
A B
Mab = P
C D
_gt 0 0
A 0. 1) i B . ’
6} 0 0 ——0F
m

0 0 0 1
C = 1 , D= .
0 ———0°% -1 0
m

Dado que el bloque A corresponde a la forma simpléctica canénica, puede identificarse 5} con la matriz identi-

dad. En consecuencia,
A (0 ; e . det(4) =1,
I 0 -1 0

lo que garantiza que A es invertible.
Por tanto, podemos aplicar la identidad de Schur para matrices por bloques:

donde

det(M) = det(A) det(D — CA™'B).

Procedemos a calcular los términos involucrados. Primero,

. 1 1
(] 0 O K T T
AlB:<0i 5j> I I R e I e
-5 0)\0 ——o 0 0 0 0
Luego,
1
0 0 z

De este modo, se obtiene

D-CA'B=D.

'En efecto, la matriz simpléctica puede escribirse en la forma fié) (x,¥) = My 6%(x — y), donde My, es una matriz
diferencial que contiene derivadas espaciales actuando sobre la distribucidn. En este sentido, la invertibilidad del operador
queda determinada por la estructura del bloque M.
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Finalmente, el determinante del bloque D es
det(D) = 1.
Por consiguiente,
det(M) = det(A) det(D) = 1.

Dado que este determinante es distinto de cero, se concluye que la matriz simpléctica (7.31) es no singular. En
consecuencia, no existen modos cero no triviales y, por lo tanto, no surgen nuevas ligaduras en el sistema en
esta etapa del procedimiento.

C.9. Inversion de la matriz simpléctica f é;) (x,y)

Una vez obtenidos los elementos de la matriz simpléctica de la primera iteracion, es necesario calcular su inversa
funcional. Esta se define a través de la relacién

/d3z U (x,2) (f(l)cb)’l (z,y) =623 (x —y), (C.29)

donde 6 es el delta de Kronecker asociado a los indices de las variables simplécticas y 6%(x — y) es la delta de
Dirac tridimensional. .
La matriz inversa (f(")*) " puede escribirse en forma matricial general como

(1)ij(x,y) (a2)ij(x,y) (a3)i(x,y) (aa)i(x,y)
Web) ™ (5 v = (B1)ij(x,¥) (B2)ij(x,y) (Bs)i(x,y) (Ba)i(x,y) (€.30)
(f ) by (m)ixy) (2)ixy) wxy)  nuxy)

(91)j (Xv y) (62)j (X7 Y) 93 (X7 Y) 64 (Xv }’)

Sustituyendo esta expresion en la condicién de inversion (C.29) y utilizando la forma explicita de la matriz
simpléctica obtenida en (7.31), se tiene

0 —6; 0 0 5; 0 0O
5t 0 0 —po* -1 0 6 00
d3 J % 63 _ (1)eb ; :53 _ J ,
[ea| 00 L T P (1) ey =m0
0 —goc’)f -1 0 0 0 01
donde se ha definido
1
v=a

Debido a la presencia de la delta de Dirac §%(x — z), la integral sobre z se evalda directamente, lo cual conduce
a la relacion algebraica

0 —63- 0 0 6; 0 0O
5t 0 0 —pof -1 0 6 00
J % (1)ed :53 _ J

0 0 0 . (f ) (x,y) (x—-y) 00 10
0 —pof -1 0 0 0 01
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Por lo tanto, el problema se reduce a resolver el producto matricial

0 _5;'{ 0 0 (1)kj (a2)k; (az)e (Qa)k 5;’_ 0 00
&0 0 —po? Br)rj B2)kyg (B3)k (Ba)k 3 0 6 00
=0 (x~y) !
0 0 0 1 ()i ()i m 0 0 10
Al realizar explicitamente el producto de matrices en el miembro izquierdo se obtiene

—61.(B1)kj —06;.(Ba2)kj —61.(B3)k =05 (Ba)k & 0 00
S (ar)nj — @07 (01); Oj(02)ij — 9OF (B2); Op(as)k — 9OF03 O (ou)r — 90Fbs | _ 5 (x —y) 0 6 00
(61); (62); 03 04 0010
=0 (Bu)ks — (M) —90% (B2)kj — (v2); —wOr(Ba)k — 73— (Ba)k — V4 0 0 01

Comparando elemento a elemento con el miembro derecho se obtienen las relaciones que determinan las fun-
ciones desconocidas.
De la tercera fila se deduce inmediatamente

(61); =0,  (02); =0, O35=06*(x—y), 6,=0. (C.31)
De la primera fila se obtiene

=0, Bk = 050%(x—y), =0, (Ba)k; =0,  —6i(Ba)k =0,  —0;(Ba)x =0,

lo cual implica

(B1)ij = —0: 6% (x — y), (B2)ij = (B2)i = (B2): = 0. (C.32)

Sustituyendo estos resultados en la cuarta fila se determinan las componentes . Para kK = 1 se obtiene

(11)5 = =0 07 (B1)xj
=0y (68 6*(x —y))
= 07°(x —y)

:;%gﬁ@_w. (C33)
Para k = 2, 3 se tiene
(v2); =713 =0,
mientras que para k = 4
m=—0%(x—y). (€34

Finalmente, sustituyendo los valores de 0}, en la segunda fila se determinan las componentes ay,. De esta forma
se obtiene

(a1)ij = (ou); =0,
(a)ij = 00 8°(x — y), (C.35)
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C.9. Inversion de la matriz simpléctica f(g) (x,¥)

1 XL
(a3)i = — 078 (x —y). (C.36)

Sustituyendo todas las componentes obtenidas en la expresion general (C.30) se obtiene finalmente la inversa
de la matriz simpléctica

0 & =07 0

7

1 50 0 0
o x,y) = I SBx—y), (C.37)
(1) oy T L
o 0 1 0

resultado que coincide con la expresion presentada en la ecuacién (7.38).
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Apéndice D

Campo de Proca Complejo

D.1. Calculo de los momentos canonicos conjugados

En el caso del campo de Proca complejo, el campo vectorial A, y su conjugado complejo A7, se tratan como va-
riables independientes dentro del formalismo variacional. En consecuencia, es necesario introducir un momento
canodnico conjugado para cada uno de estos campos.

De manera general, estos momentos se definen como

o 0L v 0L

(DA, = 9(0Ar)”

Para evaluar estas expresiones, se considera primero la derivada funcional general

oL oL
(0, Ay)"  0(9uAy)
El lagrangiano del campo de Proca complejo esta dado por la ecuacién (8.2), y depende de las derivadas de

los campos tnicamente a través de los tensores F),, y F};,. Por lo tanto, al derivar con respecto a 9, A,, solo

contribuye el término que contiene F),,,, obteniéndose

oL L was_OFas

00,4,) 20 90.4,)

De manera andloga, al derivar con respecto a 9, A}, se tiene

oL 1. .s 9Fs

00,4;) 20 0(0.4)

Utilizando las definiciones

Fap = 0aAp — 03Aa,  Fig=0,A% — 05A:

a?

se obtiene en ambos casos

S = Ok — 8.
s = 04— oL
Sustituyendo estos resultados, se obtiene
a(fiiu) _ —%F* o (§1a — 6%5%),
STy~ g = ),

Al contraer indices y utilizar la antisimetria de los tensores de campo, se obtiene finalmente

oL oL
_ ™ _ prvp Ehdadi 77
9(0uAy) ’ 9(0,43)
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D.2. Ecuacion de movimiento para Ay 'y Aj

Por lo tanto, los momentos candnicos conjugados quedan dados por

v = chuO7 I = FuO’ (D])

en concordancia con las expresiones presentadas en (8.5).

D.2. Ecuacion de movimiento para A,y A;

Partiendo de la densidad lagrangiana del campo de Proca complejo,

1 * v 2 A*
= S FR M 4 mP A A,

L
donde
F,, =0,A, - 0,A,, Flju =0,A; — 8,,AZ,

las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen variando de manera independiente respecto a A, y A7,. Para el
campo A,, se tiene

oL oL
0 — =0. D.2
Z (a(aﬂAu)) o4, (B2)
Calculamos cada término. En primer lugar,
oL 9
— m2A*V. D.3
oa, ™ (D.3)
Por otro lado, la dependencia de la lagrangiana en las derivadas del campo estd contenida en F),,,. Se obtiene
oL
— = F*"¥, D.4
00, A,) .
Sustituyendo en (D.2), resulta la ecuacién de movimiento
OuF*"H + m?A*Y = 0. (D.3)

Para estudiar la componente temporal, tomamos v = 0:

0, F* 1 - m2 A5 = 0.

Separando explicitamente las componentes,

DF* % 4+ 0, F*" + m2 A} = 0.
Por la antisimetria del tensor F* *¥ se tiene F* %0 = 0, por lo que la ecuacién se reduce a
F* 0 £ m?As = 0. (D.6)
Recordando que el momento canénico conjugado estd dado por
. 0
H'L — F* K3 ,
la ecuacidn anterior puede escribirse como

oI +m? A} = 0. (D.7)
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Obsérvese que esta ecuacién no contiene derivadas temporales de Af, por lo que no describe una ecuacién de
evolucidn, sino una relacidn algebraica entre las variables del sistema. En consecuencia, puede resolverse como

1 .
Ay = — ol (D.8)

De manera completamente andloga, al variar respecto a Ay, se obtiene

1 )
Ag = ——5 011" (D.9)
m

Por tanto, las variables Ay y Af, no constituyen grados de libertad dindmicos independientes, sino que quedan
completamente determinadas por las variables dindmicas del sistema.

D.3. Linealizacion de la densidad lagrangiana
A partir de las expresiones obtenidas para los momentos candnicos conjugados en el caso complejo,

v = kauO7 I = FVO’

se observa nuevamente que las componentes temporales se anulan,

HOZF*OOZO H*O:FOOZO,

)

lo cual indica que Ay y A no poseen momentos candnicos independientes.
Para las componentes espaciales se obtiene

' = F*0 = 9y A — 0; A}, I = F0 = 94, — 9, Ap. (D.10)

Con estas relaciones, la densidad lagrangiana (8.2) puede reescribirse separando las componentes temporales y
espaciales del tensor de campo,

1 R DR R
L= —SFgF" = SFRF™ = SFSFY 4 mPAfAg — m* A7 A,

Utilizando la antisimetria de los tensores de campo, esta expresion se simplifica a

L 1 -
L=F"0F0° SFEY + m? A5 Ay — m2ALA;.

Sustituyendo las definiciones (D.10), se obtiene

o1 .
£ =TT — 5F;;.F” +m2AFAg — m2AFA;. (D.11)

Con el objetivo de llevar la densidad lagrangiana a una forma lineal en derivadas temporales, se afiaden y
sustraen los términos A;II" y A7II**, de modo que

AT — ASTT 4 AT — AT = ASTT 4 AT — Qg ALTT* — 9y AT,
Al usar esta identidad en (D.11), se obtiene

L= AT + AZTT — 9 A ITY — 9y A TT*

. . 1 -
+ I — 5 VFY +mPAS Ay — mP AL A (D.12)
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D.4. Cdlculo de los elementos de la matriz simpléctica fég)

A partir de (D.10), se pueden despejar las derivadas temporales,

DoA; =TI+ 0;Ag,  OoA; =TI' + 9, A,

Sustituyendo estas expresiones en (D.12)

L= Al + AT — (17 4 0, Ag) I — (II' + 0, A5) TI™! + II'TT™" — S F5 Fy + m?A5 Ay — m* AT A;,

y reorganizando términos, se obtiene
L= AT 4+ AT — T + °0; Ag + TT*0; Al — 5F;.;.Fij +m? Ay Ag — m2 AL A;. (D.13)

Los términos que contienen derivadas espaciales de Ay y Af pueden transformarse mediante integracién por
partes,

- / dPxIT9; Ay = — / d*x 0; (IT* Af) + / d*x Af 0,11,

—/d3X HI&AO = —/d3X 8,- (Hle) + /d3X AO (911_[1
Los primeros términos del lado derecho corresponden a integrales de superficie, las cuales se anulan bajo con-

diciones de frontera apropiadas, en las que los campos decrecen suficientemente rdpido cuando |x| — oo, es
decir,

Ap(x — 00) = 0, Aj(x — 00) — 0, T (x — 00) — 0, IT*(x — o0) — 0.

En consecuencia, se obtiene

—/dBXH*iﬁiAS = /d3xA8 oI,

- / dSX HiaiAo = / d3X AO 6lH$
Reemplazando estos resultados, la densidad lagrangiana adopta la forma de primer orden

Lo= AT + AT TV 4 A OT1 + A 0TI — S F,

la cual corresponde a la forma canénica empleada en la formulacién hamiltoniana, tal como se muestra en
(8.11).

CFY 4+ mPAG Ay — mPATA;, (D.14)

D.4. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica f ég)

En esta seccion se determinan los elementos de la matriz simpléctica f ég) (x,y), definida por

KO (y) 0K (%)
V%) 6y

A partir de esta definicion, se procede a calcular explicitamente los distintos elementos de la matriz. Dado que
el sistema involucra ahora los campos A;, A} y sus respectivos momentos conjugados II*, IT**, es necesario
considerar también las posibles contribuciones cruzadas entre estas variables.

1D x,y)
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Apéndice D. Campo de Proca Complejo

Se comienza con los elementos que involucran los campos A; y A;f,

(0) , ,
(0) (X y) _ (SKA; (y) - 5K1(4Oi) (X) _ oI (Y) . 6H1(X) -0
AAG 5 A;(x) SA%(y) 6Ai(x)  dA5(y) ’
donde se ha utilizado que A; y A7 son variables independientes.
Para los elementos que involucran la componente temporal Ag se obtiene
©) _OKQy) KR allix)
fA.A (X7y)_ - - _07
o 6A;(x) 6 Ao(y) 6Ao(y)
(0) 0 ;
) (x,y) = 6KA3 (y) B 5K1(4i)(x) _ _(5HZ(X) —0
Adg 1 0Ai(x)  0AG(y) A (y)
ya que IT%, Ag y A} son independientes.
El bloque canénico asociado a A; y II7 est4 dado por
0 .
O (x,y) = oK1y (y) - 5K‘(41‘) () _ o) _ —850°%(x —y)
Al A 5A;(x) Ol (y) ST (y) J ’

mientras que los elementos cruzados con IT*/ se anulan,

KD () 0K (%) otri(x)

(0) - __ -
s 6¥) = TSy T ST ly) B )

De manera andloga, para los términos asociados al campo conjugado A} se obtiene

0 )
O (xy) = S () _ SR () _ )
ATV T TS Ar (%) T dAly)  oAoly)
0 4 (x,y) = SKRO) KRG i
AT POV = T ) 0 Ax(y) dAs(y)
(0) :
O oy < Ew®) G e
A COY) = T ) T Sl (y) Mi(y)

SKO (y) 0K (x) SIT¥ (x o
' 5A7(x)  ol*(y) ST+ (y)

Finalmente, los elementos que involucran inicamente los momentos conjugados se anulan,

KD (y)  SKS ()

(0)
o (xy) = : - =0,
TI:11*3 (X y) 51—[7 (X) 6H*'7 (y)
asi como aquellos que contienen las componentes temporales,
0 0
o, (6¥) =0, fi (xy) =0,
0 0
flgl*)iAO (Xv y) =0, IEI*)iAS (Xv y) =0.

Los resultados anteriores permiten construir la forma matricial de f ég) (x,¥), presentada en (8.19).
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D.5. Obtencion de las ligaduras Q(©) y Q*(©)

D.5. Obtencion de las ligaduras Q) y Q)

Dado que la matriz simpléctica correspondiente al caso complejo es singular, existen modos cero v*(?) (x) que
satisfacen

/ By 9 (x,7) O (y) = 0.

En este caso, la estructura del sistema conduce a dos modos cero independientes, asociados a las variables Ag
y Aj. En consecuencia, se generan dos ligaduras, las cuales se obtienen contrayendo cada modo cero con el
gradiente funcional del potencial simpléctico,

0

Q= /dgy v (y) 6&(10)(}’)

Para el primer modo cero, cuya tinica componente no nula corresponde a Ay, se tiene

Q0 = /dSyUAO(y) A0 (y) /dgz HO)(z).

De la densidad hamiltoniana se identifican los términos dependientes de A,

/d3z7-l(0)(z) =0. (D.15)

HO 5 — Ay 9T — m2 Aj Ay.

Por lo tanto,

00 = — / d3yvAo(y)L / 4z (Ao (z) 0711 (z) + m® A (z) Ag(z)) .
dAo(y)
Al calcular la derivada funcional,
; 0Ao(z)
0O = —/d3 pAo /d3z 1T (z) + m2 Al (z LAl
y (y) ( i ( ) O( )) 5140(}’)
Usando
dAo(z) 3
=40"(z—Yy),
dAo(y) (= =y)
se obtiene

00 =~ [y (y) (OUI(y) + 45 (3)
Dado que v (y) es arbitraria, se obtiene la primera ligadura

QO (x) = §;IT* (x) + m2A%(x) = 0. (D.16)

Resultado que queda expresado en la ecuacion (8.23).
Al analizar el segundo modo cero, cuya tnica componente no nula corresponde a Ag, se procede de manera
analoga,

« )
00 — /d?’yvA0 y /dBZ’H(O)(z).
ST
Los términos relevantes del potencial simpléctico son ahora

HO 5 —AF 91T — m2 A5 A,.
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Siguiendo los mismos pasos,

(0 _/dSyvAé (y)/d3z (0711%(2) +m*Ao(2)) 6°(z — y),

lo que conduce a

@0 = [ @y utiy) M17(y) + m*o(y)
Por lo tanto, la segunda ligadura est4 dada por

Q*O(x) = ;11 (x) + m2Ag(x) = 0, (D.17)

como se muestra en la ecuacion (8.24).
En consecuencia, el sistema presenta dos ligaduras independientes,

20x) =0, @O(x) =0,

reflejando asf la estructura compleja del campo y la duplicacién de variables dindmicas en el espacio de fase.

D.6. Calculo del potencial simpléctico 7 (V)

El potencial simpléctico en la primera iteracién se obtiene imponiendo las ligaduras primarias Q) y Q*(0)
sobre el potencial inicial HO), es decir,

HOD = H(O)‘ . (D.18)
Q0)=0, Q*(® =0
Recordando la forma explicita del potencial inicial para el campo de Proca complejo,
o1 , ,
HO =TI + 5 FiFi = Ao 011" — Ag oI — m2 AL Ay + m2A; A, (D.19)
y utilizando las ligaduras obtenidas en (D.16) y (D.17), se obtiene
(911_[*Z = —mQAo, &Hl = —WZAS.
Sustituyendo estas relaciones en (%), resulta
1
HOY =1+ + 3 FiFis = Ag(—m2Ag) — Aj(—m2Ag) —m2 A Ag + m> AL A;
R |
= IT*IT** + §F;;F” + mQAOAS =+ m2A8AO — mQASAO + mQA;kAl
R |
=T + S FF + m?AgAf +mP A} A;. (D.20)

Finalmente, reorganizando los términos escalares en funcién de combinaciones reales del campo, se obtiene la
forma compacta

. . 1
7—[(1) = ITI'IT* + iF;;FU + TI’LQASAO + m2A;kAi, D.21)
en concordancia con la expresion esperada del potencial simpléctico, dada en (8.26).

89



D.7. Cdlculo de los elementos de la matriz simpléctica fé;)

Ve . 3 yd . 1
D.7. Calculo de los elementos de la matriz simpléctica f éb)
Los elementos de la matriz simpléctica en la primera iteracion se obtienen a partir de la definicién general

KV (y) 0K (%)
seV(x)  oeM(y)

1P xy) : (D.22)

donde C(Ll) denota el conjunto de variables del sistema definidas en (8.29), mientras que K ((11) son los coeficientes

que acompaian a las derivadas temporales, tal como se establece en (8.31).
Los elementos de la matriz simpléctica se obtienen evaluando explicitamente las derivadas funcionales corres-
pondientes. En particular, para el bloque (A;, A;‘) se tiene

(1)
O ey = 0K - (y) - 6K£11i) (x)
A dA;(x) dA:(y)

Dado que los coeficientes simplécticos Kl(qli) y Kgl*‘) no dependen funcionalmente de A7 ni de A;, respectiva-

mente, ambas derivadas funcionales se anulan, por lo que
1
1(41)14}; (x, Y) =0.
De manera andloga, para los bloques (A;, Ag) y (A;, Aj) se obtiene

1 1
fx(‘\l)Ao (X7 y) =0, 1(41)143 (X7 y) =0,

ya que no existe dependencia funcional entre estas variables.
Para el bloque (4;,117),
1
O ey = SEWE) 9K

Como Kg, =0y K Si) = IT%, se obtiene
T (6 y) = =0} 8°(x —y).
Por otra parte, la independencia funcional entre A; y II*/ implica
s (,3) = 0.
En el caso del bloque (4;,11°), se tiene

£ (x,y) = 5K1(-Ilo)(}’) _ 5K£113(X)
A POV T %) I (y)

Usando

1 *
Klgllo) = W ((%H k + m2A0) y

se observa que no depende de A;, y ademds II’ no depende de IT°. Por tanto,
1 1
fﬁ{q’)r[o (X7 Y) = Oa f1(4i)1'[*0 (X7 Y) = O
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Para el bloque (Ag, 1Y),

. 5K IK Y (x)
o (:) = 5Ao<>(<y>) ~ )
_ dAo(y)
6A0(x)
=0 (x—y).

Mientras que

Fimo(xy) =0, fio(xy) =63 (x—y).

Finalmente, para el bloque (IT?, IT*?), se obtiene

1 1 .
1(1311*0 (x,y) = —Wai 8 (x—y),

donde se utilizé la identidad
9% (x —y) = —076°(x —y).

De forma similar,
1 1 3
o (6. y) = =076 (x - y).
Los demas elementos se anulan debido a la independencia funcional entre variables no conjugadas, es decir,

(1) _ ) (SO JRIC D R
fH'LHO - H*IH*O HIAU - H*iAO - O'

Todos estos resultados se organizan en la matriz simpléctica f éll)), presentada en la ecuacién (8.33).

D.8. Analisis de la regularidad de la matriz f é;)

Con el fin de determinar la existencia de modos cero asociados a la matriz simpléctica del sistema, se introduce
un vector arbitrario

0

va(l)(x)=<v‘4i(x) VA (x) 0T (x) 0T (x) vAo(x) v (x) o (x) UH*°(X)). (D.23)

y se impone la condicién caracteristica
/ &y vV (y) £ (x,y) = 0. (D.24)
Utilizando la forma explicita de la matriz simpléctica, la cual puede escribirse como

D xy) =M 8 (x —y),

a

la condicién (D.24) se reduce a resolver
a ©) _
v*M(x) M) = 0.
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D.8. Andlisis de la regularidad de la matriz f é;)

Reemplazando el vector arbitrario v*(*) (x) y el bloque M c(LbC) de la matriz (8.33) se tiene

0 0 -6 0 0 0 0 0
00 0 & 0 0 0 0
& 0 0 0 0 0 —zz07 0
(vAi JAT I T g A UH*U) 046 0 0 0 0 0 —Lor —o
00 0 0 0 0 1 0
00 0 0 0 0 0 1
0 0 =507 0 -1 0 0 0
00 0 %00 0 -1 0 0

J

Al efectuar el producto fila—columna se obtiene un sistema de ecuaciones para las componentes del vector
(8.34).

ot S,
oM (08— —or™ (x) =0, (D.28)
o1 (x) =0, (D.29)

1 (x) =0, (D.30)

—%(%UHM(X) + 040 (x) =0. (D.32)

De las ecuaciones (D.25) y (D.26) se obtiene de inmediato que v™" (x)=0y o (x) = 0. Reemplazando este
resultado en las ecuaciones (D.31) y (D.32) respectivamente se tiene que

v (x) =0, v(x)=0. (D.33)

Por otra parte de las ecuaciones (D.29) y (D.30) implican que o (x) =0y UH*O(X) = 0, lo cual al sustituir
estos resultados respectivamente en (D.27) y (D.28) conducen a

vAi(x) =0, vl (x)=0. (D.34)

En consecuencia, todas las componentes del vector (8.34) deben anularse, por lo que la Gnica solucién es

va(l)(x):<0 000000 0). (D.35)

La ausencia de modos cero no triviales indica que la matriz simpléctica (8.33) es no singular. Para verificar esta
conclusién de manera independiente, calculamos su determinante, lo que permite confirmar de forma directa su
regularidad.

Este andlisis resulta esencial, ya que la naturaleza singular o no singular de la matriz condiciona la posible
aparicion de nuevas ligaduras en el sistema.

Como se indicé anteriormente, la matriz simpléctica puede escribirse como

£ xy) = M) 8P x—y),

a
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por lo que el factor 63(x — y) no afecta la invertibilidad del operador. En consecuencia, basta estudiar el

determinante del bloque matricial M C(Lbc).
Para efectos del andlisis del determinante, resulta conveniente reordenar las variables simplécticas como

€ = (AT A, 0 | 47T, 43, 10) (D.36)

)

la matriz M éf adopta una estructura en bloques diagonales de la forma

My o

M = ( ab . (D.37)

a (R)
0o M

donde cada bloque M C(LbR) coincide exactamente con la matriz obtenida en el caso del campo de Proca real,

0 —0 0 0
, 1
g0 0 ——0;
M® | m? (D.38)
o 0 0 1
1
0 ——50; =1 0

Esta estructura en bloques diagonales es consecuencia de que los sectores A, y Aj, se tratan como variables
independientes en el formalismo, lo que impide la aparicién de términos cruzados en la matriz simpléctica.
Dado que el determinante de una matriz en bloques diagonales es el producto de los determinantes de sus
bloques, se tiene

det(M©)) = det(MP))2,

El determinante del bloque M é?) fue calculado explicitamente en el caso del campo de Proca real en el Apéndice
C.8, obteniéndose

det(M®) =1,

resultado que es directamente aplicable en este contexto, ya que la estructura algebraica del bloque es idéntica.
Por consiguiente,

det(M(©) =1. (D.39)

Por tanto, la matriz simpléctica (8.33) es no singular. Este resultado confirma la ausencia de modos cero no
triviales y, en consecuencia, la inexistencia de nuevas ligaduras en esta etapa del procedimiento.

D.9. Inversion de la matriz simpléctica f CE;) (x,¥)

Una vez establecida la regularidad de la matriz simpléctica de la primera iteracién en la seccién anterior, proce-
demos a determinar su inversa funcional. Esta se define como el operador que satisface la relacién

[ 20 (10%) (y) = 826~ ), (D40)

donde 8?7 es el delta de Kronecker en el espacio de indices simplécticos y 6%(x — y) es la distribucién de Dirac
tridimensional.
Como se mostrd previamente, la matriz simpléctica puede escribirse en la forma

15 xy) = MG (x) 63 (x — y), (D.41)

donde M (ES) (x) es un operador diferencial local, cuyas derivadas espaciales actdan sobre la variable x.

93



D.9. Inversion de la matriz simpléctica f(g) (x,¥)

Sustituyendo (D.41) en la definicion de inversa funcional (D.40), se obtiene

[ #2008 —2) (19) " (y) = a6 y),

Dado que el operador Még) (x) actda tnicamente sobre la variable x y no sobre la variable de integracién z,
puede factorizarse fuera de la integral. Utilizando la propiedad de la delta de Dirac la integral se reduce a

MO0 (FO?) " (ey) = 808 (x— y). (D42)

En este punto, nétese que el miembro derecho es proporcional a la distribucién §2(x — y). Esto sugiere buscar
la inversa funcional en la clase de operadores locales, es decir, de la forma

(94) " o3 = N 8-, 043

donde N (x) es un operador diferencial atin por determinar.
Sustituyendo (D.43) en (D.42) se obtiene

ML (x) N(x) 6 (x — y) = 6, 6% (x —y).

Dado que la igualdad anterior es valida en el sentido de distribuciones y la distribucién §%(x — y) es no dege-
nerada, se concluye que los operadores deben satisfacer la relacién

MO (x) N?(x) =62, (D.44)

a

Esta ecuacién muestra que N (x) corresponde a la inversa del operador MO (x). En consecuencia, la exis-

tencia y unicidad de la inversa funcional de fé;) queda determinada por la invertibilidad del operador local
(©)

M, .

Para explotar dicha estructura, resulta conveniente reordenar las variables simplécticas como en (D.36), es decir,

&1 = (A;, T, Ag, TI° | A7, TT7, AG, T1°°) . (D.45)

En esta base, el operador M, éf) adquiere una estructura diagonal por bloques,
My 0
My = ( ab : (D.46)

donde cada subbloque M, g”) reproduce el resultado obtenido para el campo de Proca real (véase el Apéndi-
ce C.9). Esta propiedad indica que, en esta representacion, los sectores correspondientes a A, y Aj; se encuen-
tran desacoplados, conservando la estructura simpléctica del caso real.

Dado que la matriz es diagonal por bloques, su inversa se obtiene invirtiendo cada bloque de manera indepen-
diente. Asi,

. (MébR)) 10, (D.47)

es decir, la matriz inversa sigue siendo un operador integral con niicleo proporcional a §3(x — y).
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-1
La forma explicita de (M S;)) es

o
0 & —ar 0
1 50 0 0
(Mg‘)) =" . (D.48)
—or 0 0 -l
o 0 1 0

A partir de (D.41) y (D.47), la inversa funcional en la base reordenada estd dada por

®)\ !
) (M) Gyfen o

Sustituyendo (D.48), se obtiene la forma explicita

o1
0 0 —oF 0 0 0

i 30 0o 0

~% 0 0 0 0 0 0 0
1 Ea

—d7 0 0 -1 0 0 0 0

1) 2 o o 1 0 o0 0 0 o],
(fab) (x,y) = 1 P (x—y). (D.50)
0o 0 0 0 0 & =0 0
. m
o 0 0 0 =5 0 0 0
1 A
0 0 0 0 — 0 0 -1

0 0 0 0 0 0 1 0

Finalmente, para expresar el resultado en términos del orden original de variables simplécticas introducido en
(8.29),

€V = (A, A7, I, TI7, Ay, Aj, IO, T170) (D.51)

se realiza una permutacién de filas y columnas asociada a un cambio de base, sin alterar la estructura algebraica
del operador. Como resultado, se obtiene la expresion final

0 0 & 0 —0 0 0 0
m
, 1
0 0 0 d& 0 —0° 0 0
— 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 =6 0 0 0 0 0 0
(S,)) xy)=1 4 ! 5 (x —y). (D.52)

—d% 0 0 0 0 0 -1 0

m

1 £

0 —507 0.0 0 0 0 -1
0 0 00 1 0 0 0
0 0 00 0 10 0

Esta expresion coincide con (8.38) y serd utilizada en la construccién de los corchetes de Faddeev—Jackiw.
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