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Planteamiento del problema
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Planteamiento del problema

« Los sistemas con ligaduras aparecen de forma natural en diversas areas de la fisica.
+ El formalismo de Dirac ha sido el método tradicional para su tratamiento.

» El método de Faddeev—Jackiw ofrece una alternativa simpléctica mas directa, evitando la
clasificacion jerarquica de ligaduras.

» Sin embargo, en la literatura suele presentarse de forma condensada, omitiendo el desarrollo
iterativo del procedimiento.

Pregunta de investigacion:

¢ Como implementar sistemdticamente el formalismo de Faddeev—Jackiw y verificar su equivalencia
con el método de Dirac?
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Objetivos

Objetivo general

Aplicar de manera sistematica el formalismo de Faddeev—Jackiw al estudio de sistemas con grados
de libertad infinitos, descritos por Lagrangianos singulares, con el propdsito de comprender y
caracterizar su estructura dinamica.
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Objetivos

Objetivo general

Aplicar de manera sistematica el formalismo de Faddeev—Jackiw al estudio de sistemas con grados
de libertad infinitos, descritos por Lagrangianos singulares, con el propdsito de comprender y
caracterizar su estructura dinamica.

Objetivos especificos

» Presentar los elementos fundamentales del formalismo de Faddeev—Jackiw para el tratamiento
de sistemas singulares.
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Objetivos

Objetivo general

Aplicar de manera sistematica el formalismo de Faddeev—Jackiw al estudio de sistemas con grados
de libertad infinitos, descritos por Lagrangianos singulares, con el propdsito de comprender y
caracterizar su estructura dinamica.

Objetivos especificos
» Presentar los elementos fundamentales del formalismo de Faddeev—Jackiw para el tratamiento
de sistemas singulares.
* Implementar el formalismo en el campo de Proca real y complejo, identificando sus ligaduras y
estructura simpléctica.
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Objetivos

Objetivo general

Aplicar de manera sistematica el formalismo de Faddeev—Jackiw al estudio de sistemas con grados
de libertad infinitos, descritos por Lagrangianos singulares, con el propdsito de comprender y
caracterizar su estructura dinamica.

Objetivos especificos
» Presentar los elementos fundamentales del formalismo de Faddeev—Jackiw para el tratamiento
de sistemas singulares.
* Implementar el formalismo en el campo de Proca real y complejo, identificando sus ligaduras y
estructura simpléctica.

» Contrastar la estructura de ligaduras y los corchetes generalizados obtenidos mediante el
formalismo de Faddeev—Jackiw con los resultados reportados en el formalismo de Dirac.
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Formalismo de Faddeev-Jackiw
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Espacio de fase

Lagrangiano en el espacio de configuracion,

L= L(¢"0,6") “= L:/d3x£. (1)
Momentos candnicos conjugados,
oL
n* = 2
9(0od™) @)
Densidad lagrangiana canonica,
A Ay A A _mAA A A
Lo M) = (68N, o, =T = (et ). (3)
Densidad lagrangiana de primer orden,
L0 =KPOL -1 i &) = (¢ (%), M (x). )
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Forma simpléctica

Matriz simpléctica funcional,

0) )
Dxy) = 0 KWy ®

sex)  6e(y)

Las ecuaciones de movimiento se expresan como,

SH©)
Py (% Y& () = (6)
/ 5ef (x)
Ecuaciones de evolucion temporal,
_ (0)
O = [y (1) ooy )
) () oe(y)
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Caso regular

Condicién de regularidad,
det (O £ 0. (8)

La inversa de la matriz simpléctica define los corchetes de Poisson,

1

{f0.5w}= (1) ). ©)

Siempre que los pares canonicos (¢, M) esten contenidos en &, como variables
independientes.
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Caso singular

Condicién de singularidad,

det (O = 0. (10)
Modos cero funcionales,
/ Px O x)fD(x,y) = 0. (11)
Ligaduras funcionales,
(0
QO —/dsxvgw)(x) 5(’04) =0 (12)
0&a (X)
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Forma simpléctica

Matriz simpléctica funcional,

0) )
(Oxy) = KW KD e (13)

sex)  6e(y)

Las ecuaciones de movimiento se expresan como,

SH©O)
Py 1l (%, V)E () = (14)
/ 568 (%)
Ecuaciones de evolucion temporal,
. - §H©)
P00 = [y (1) o) S (15)
) () oe(y)
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Caso singular

Condicién de singularidad,

det (O = 0. (16)
Modos cero funcionales,
/ Px O x)fD(x,y) = 0. (17)
Ligaduras funcionales,
(0
QO — / FxVEO(x) T 0 (18)
0z (X)
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Primera iteracion

Densidad lagrangian iterada,

£0) = £+ 300 = KD + QA — 1O, (19)
Variables extendidas,

e (x) = (€7 (x), A9 (x)). (20)

Desnidad hamiltoniana restringida,

HD =4O : (21)
o9=o0
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Procedimiento iterativo

Ligaduras en la iteracion k,

*)
Qb = vk (x) OH_ 22
=[x 0 (22)

Densidad lagrangiana de orden de iteracion superior

L(k+1) _ K;kﬂ)é;kﬂ) o H(k+1). (23)
Condicidn final,
detf® £ 0. (24)
Corchetes finales,
—1
{€900.6°m} = (£5°)  xw). (25)
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Aplicacion 1: Campo de Proca real
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Campo de Proca real

El modelo fue introducido por Alexandru Proca para describir particulas vectoriales
masivas de espin 1.

Caracteristicas:

« Campo vectorial masivo
» El término de masa rompe la invariancia gauge
« El sistema presenta ligaduras

Densidad lagrangiana:
1 v 1 2 Iz
L= _ZF‘“’F +5m ALAN. (26)

Tensor de campo:

Fu =0,A, —0,A,. (27)
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Momentos candnicos y singularidad

Momento candnico conjugado:

oL
N = _———~=F7° 28
0(00A,) (28)
Para la componente temporal:
n°=o = el sistema es singular. (29)
La ecuacién de movimiento para Ao produce
A LIPY
0= —ﬁa,-n . (30)
Para las componentes espaciales:
N’ = 9pA; — HiAo. (31)
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Forma canodnica de primer orden

Tras sustituir los momentos candnicos y realizar una integracidn por partes:

(0) i 1imi 1 i 2 m? ., m o,
L =|_|A,'— EI‘II‘I +ZI:,71:,7—A0(8/[—| +m AO)+?A0+7A, . (32)
HO)
Variables simplécticas:
P = (A1, Ag). (33)
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Matriz simpléctica inicial

Coeficientes de la 1—forma:
KO-, K=o Ky o (34)

La matriz simpléctica resulta

A T A
Ao =5 o0
eN=| 4ls o o |Fx-W (35)
J

Ao | 0 O 0

Modo cero asociado:
(36)

VOX)=(0 0 vA(x) ).
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Ligadura de Proca y lagrangiano de la primera iteracion

El modo cero genera la ligadura
QO = 9n' + m?Ay = 0. (37)
Coincide con la ecuaciéon de movimiento de Ag.

La ligadura se incorpora mediante un multiplicador de Lagrange para eliminar la

singularidad.
o 1 .. 1 m? m?
£0 — AN+ 1QO — <2|‘|’|‘|’ + gFiFi + A3+ 2Ai2> : (38)
H()=2£(0)
0 =0
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Lagrangiano de la primera iteracion

Reparametrizando
1 0
A= ﬁl'l , (39)
se obtiene
L0 =AM + #I;IOQ(O) —H. (40)

La redefinicion permite expresar el sistema en términos de variables con interpretacion
candnica.

Variables simplécticas:

eV = (A, TV, Ag, M0). (41)
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Matriz simpléctica final

Coeficientes de la 1—forma:

1 ' L
KY - k) =0, Koo K)o (an'+mPA). (42)

La matriz simpléctica queda

| A v Ao n°

A0 5 0 0
: : 1

Ay = mlg 0 0~ |fx-y). (43)
Alo o 0 1
| o f#a; 4 0

Resultado: det A o 1.
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Inversa de la matriz simpléctica y corchetes generalizados

La inversa esta dada por

() A A N
T
» Ai 0 o — X
(ffal)) xy)=| W | -¢ 0 0 0 |Fx-y). (44)
1
AO ﬁ 0])( 0 0 -1
e 0 0 1 0

A partir de la matriz inversa se obtiene

{Ai(x),V(y)} = 5/6°(x - y). (45)

Director: PhD. German Ramos + Bayron Andres Campafia Narvdez | Formalismo de Faddeev—Jackiw +« 19/37




Aplicaciéon 2: Campo de Proca
complejo
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Campo de Proca complejo

Caracteristicas del campo

« Campo vectorial masivo complejo o cargado de espin 1.
* Los campos A, y Ay, se tratan como variables independientes.

* Invariante bajo transformaciones globales de fase
i —i
A, —€e%A,, A, — e AL

» El término de masa rompe la invariancia gauge local.

1

L= —5FF" + m*ALA" (46)
con
Fuv = 0,A, — A, Fi, = 0,A% —9,A%. (47)
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Momentos canodnicos

Los momentos conjugados se definen como

nuza(gfqy):Pwo, n*":a(;ﬁ\;):?". (48)
Para las componentes temporales:
nP=rF%=0, MN°=F%=o. (49)
Las ecuaciones de movimiento asociadas a Ag y A§ conducen a
Ao = —iza,rl*", Ay = —lza,-rl’. (50)
m m
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Variables dinamicas

Para las componentes espaciales se obtiene

M= F0 = 9Ar — A5, N = F° = 80A; — 9. (51)

Por tanto, los pares dinamicos son
(Ai7 ni)’ (AI*’ n*i)'

La densidad lagrangiana queda
£O) = n'A; + nHA*

- (n'n*’ —n'n* + EF;?F” — Ag (B + mPA) — As (BN + mPAg) + m?AgA; + m2A,*A,~> :

2(0)
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Variables simplécticas iniciales

Las variables simplécticas son
€D = (A, Ar, TV, % Ag, AY). (52)

Los coeficientes de la 1—forma:
Ki\?) — I, K/(ﬁ) — . (53)

Los demas coeficientes se anulan.
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Matriz simpléctica inicial

ACA TN Ay A
Ao 0 4 0 0 o
Arlo 0 0 —§ 0 o
Pxy)=| mlg o 0o o o o |SPx-y). (54)
o & o 0 0 o
A O 0 0 0 0 0
A0 0 0 0 0 0

La matriz es singular y posee dos modos cero independientes.
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Modos cero y ligauras

Los modos cero son

VOX)=(0 0 0 0 vox) 0), VOx)=(0 0 0 0 0 VA(x)). (55

La singularidad proviene exclusivamente de Ag y Aj.
Al contraer los modos cero con el gradiente del potencial simpléctico:

QO(x) = aiM'(x) + mPAs(x) =0, Q" O(x) = oN*(x) + m?Ap(x) =0.  (56)

Estas ligaduras coinciden con las ecuaciones de movimiento para Ag y Aj.
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Primera iteracion simpléctica

Incorporando las ligaduras:

LD = A + M¥As + 2@ 4+ 3 @ — (M), (57)
El nuevo potencial simpléctico es

A B
HOD =HO 0 quozg = M7 + SFF + mPAgAg + mPALA; (58)
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Reparametrizacion

Definimos
1 0 * 1 *0
A= — I, A= —T1 (59)
Entonces la lagrangiana queda
iy iy 1 . . 1 . .
L0 = A + NYA; + ﬁno (oM’ + m?A) + ﬁn*o (OM* + m2Ag) — 1, (60)
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Variables simplécticas iteradas

El conjunto simpléctico ampliado es

O — (A, Ar, TV 7 Ag, Ag, MO, 11%0). (61)

Los coeficientes no nulos de la 1—forma son

KS,-) — I, KW — 0, (62)
1 )

K = — (0 + mPAg) (63)
1 .

Kl = —5 (0N + m*Ao) (64)
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Matriz simpléctica final

A AT n’ A Ay I° n-°
A |0 0 —g 0 0 0 0 0
Af |0 0 0 -5 0 0 0 0
n|s o 0 0 0 0 -5 0

Axy)=| nilo 5 o o 0o o 0o Lo [fx-y. ()

A |0 0 0 0 0 0 1 0
A |0 0 0 0 0 0 0 1
n”lo o -%y 0 -1 0 0 0
n°lo o 0 -5 0 -1 0 0

Resulta: det A1) o 1.
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Matriz inversa

{,} A Aj* N A Al n° n°

A | 0 o ¢ 0 Lo 0o 0 0

Ar |0 0 0 & 0 Lo 0 0

ni{-s o0 0 0 0 0 0

(fé?)_1 xy)=| n“| o g 0 0 o0 0 0 |6(x—y). (66)

A | L9 0 0 0 0 0 -1 0

Aj 0 Lo 0 0 0 0 —1

n| o 0 0 O 1 0 0

n°,| o 0 0 o0 0 1
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Corchetes generalizados

Los corchetes fundamentales no nulos son
Para el campo A,

{Ai(x), TV(y)} = §6°(x —y), (67)

Para el campo A},
{AF (%), (y)} = 5j0°(x ). (68)

Los corchetes mixtos se anulan y los resultados coinciden con los corchetes de Dirac.
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Conclusiones
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Conclusiones generales

+ Se desarroll6 de manera sistematica el formalismo simpléctico de Faddeev—Jackiw
para sistemas singulares con ligaduras de segunda clase y sin simetrias gauge.

« En cada caso se realizo:

formulacion lagrangiana de primer orden,
construccién de la matriz simpléctica,
anadlisis de modos cero y ligaduras,
regularizacion iterativa de la matriz,
obtencidn de corchetes generalizados.

oo~

+ La degeneracion de la matriz simpléctica permitié identificar la presencia de variables
no independientes y caracterizar las ligaduras dinamicas del sistema.
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Resultados fisicos y estructura simpléctica

 En los campos de Proca, las componentes temporales Aq y A no constituyen grados
de libertad dindmicos independientes.

* El campo de Proca complejo presenta una duplicacion de la estructura simpléctica
respecto al caso real, manteniendo el caracter no gauge de la teoria.

» En teorias de campos, el formalismo requiere el tratamiento funcional de operadores
diferenciales y distribuciones tipo delta de Dirac.

* Enlos casos estudiados, los corchetes obtenidos coincidieron con los corchetes de
Dirac del tratamiento hamiltoniano estandar.
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Ventajas y limitaciones del formalismo

» Ventajas principales:

no requiere clasificar ligaduras en primera y segunda clase,

evita la distincién entre igualdades débiles y fuertes,

incorpora las ligaduras directamente en la estructura lagrangiana,

simplifica el tratamiento algebraico mediante la inversidn de la matriz simpléctica,
proporciona una descripcion geométrica de la dinamica de sistemas singulares.
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Ventajas y limitaciones del formalismo

» Ventajas principales:
* no requiere clasificar ligaduras en primera y segunda clase,
« evita la distincidn entre igualdades débiles y fuertes,
* incorpora las ligaduras directamente en la estructura lagrangiana,
« simplifica el tratamiento algebraico mediante la inversion de la matriz simpléctica,
+ proporciona una descripcion geomeétrica de la dinamica de sistemas singulares.

+ Limitaciones:
+ algunas relaciones asociadas a los momentos candnicos quedan absorbidas en la
formulacién de primer orden,
* ciertas restricciones no aparecen explicitamente como ligaduras independientes,
 en sistemas con muchas variables simplécticas o que requieren multiples iteraciones de
regularizacion, la construccién e inversién de la matriz simpléctica puede volverse
algebraicamente tediosa.
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Ventajas y limitaciones del formalismo

» Ventajas principales:

no requiere clasificar ligaduras en primera y segunda clase,

evita la distincién entre igualdades débiles y fuertes,

incorpora las ligaduras directamente en la estructura lagrangiana,

simplifica el tratamiento algebraico mediante la inversidn de la matriz simpléctica,
proporciona una descripcion geométrica de la dinamica de sistemas singulares.

» Limitaciones:

algunas relaciones asociadas a los momentos canénicos quedan absorbidas en la
formulacién de primer orden,

ciertas restricciones no aparecen explicitamente como ligaduras independientes,

en sistemas con muchas variables simplécticas o que requieren multiples iteraciones de
regularizacion, la construccién e inversién de la matriz simpléctica puede volverse
algebraicamente tediosa.

* A pesar de estas diferencias estructurales, ambos formalismos conducen a la misma
dindmica fisica.
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Identificacion del potencial simpléctico con el Hamiltoniano

Partimos del lagrangiano en forma simpléctica de primer orden

LO(g,€) = a(e)é' — V(©), (69)
El Hamiltoniano se define mediante la transformada de Legendre
HO = LL(.(,)) g—-LO, (70)
ol
Del lagrangiano se obtiene directamente
oLO®
— = a; . 71
pa = O (71)
Sustituyendo en la transformada de Legendre:
HO = ai(&)¢' - |ail)d' — V()| - (72)

Por tanto,
H® = v(¢). (73)



Demostracion de los corchetes de Poisson

Cuando en & contiene a las cordenadas con su momento canonico,

& = (91, pi).- (74)
Por consiguiente, su evolucion temporal también debe satisfacer las ecuaciones de
Hamilton,
& =1{& HO}. (75)
podemos desarrollar el corchete utilizando la regla de la cadena:
OHO
{fl'; } {517 gj} 5 (76)
Por tanto,
OHO
={6. &} —— (77)
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Demostracion de los corchetes de Poisson

Comparemos las ecuaciones de movimiento

PN OH©)

§=0)" e (78)
con

. OH©)

§=1{&§} o5 (79)

Como esta igualdad debe cumplirse para cualquier Hamiltoniano H(®), en consecuencia,

{4y = (). (80)



Demostracion de los corchetes generalizados

De la aplicacion de las ecuaciones de E-L al lagrangiano general se tiene

da; aa, 8H

Aplicamos la regla de la cadena
da; 0Oaj
@ - o (82)

Reemplazando esta expresion en la ecuacion anterior resulta

(aa, 8a,>§-j oH 3)

o g 9
—_———



Demostracion de los corchetes generalizados

Ahora consideremos una funcién arbitraria de las variables simplécticas,
F = F(¢). (84)
Su derivada temporal viene dada por la regla de la cadena:

. OF.
F= a—gif,-. (85)

Sustituyendo las ecuaciones de movimiento recién obtenidas,

OF .. OH

F= a—fi(f,-,-) %"



Demostracion de los corchetes generalizados

En mecanica hamiltoniana, la evolucién temporal de una funcién F(q,p) esta dada por
F = {F,H}, (87)
donde el corchete de Poisson se define como

OF oy 198

{F.G} = @(JAB) 925’

we) = (% ¢) (89)

siendo z4 = (qi, pi)-

Comparando,
(f) " = (Jp)—1 (89)



Demostracion de los corchetes generalizados

Esto sugiere introducir una estructura de corchete generalizada definida por

OF (\ 10G _ 1

F, G = —(f: 90
(F.Gley = 5e )" ¢ (90)
Para identificar los corchetes fundamentales, elegimos,

F=&  G=§&. (91)

Resultando en:

&6}, = (F) (92)
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