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RESUMEN

El proyecto de "Matematicas Generales” dirigido y liderado por el Departamento de
Matemaéticas y desarrollado por el programa de Licenciatura en Informética de La
Universidad de Narifio, gira alrededor de la introduccion de la tecnologia del
hipertexto que permita la educacién a distancia interactiva para la comunidad en

general.

Para la realizacion de este proyecto se tuvo en cuenta las siguientes etapas:

¢ Revisidon de los planes de estudio: Aqui se buscé crear un contenido general
que abarque la totalidad de la tematica del area de matematicas generales
para todos los programas de pre-grado de la universidad.

e Recoleccion de la informacién: Para esta se asignaron temas a cada
integrante del grupo; para que investigue todo lo relacionado con la materia de
matematicas generales.

e Construccion del texto inédito: Se realizo con base en la informacion
recolectada por cada integrante.

e Revision del texto: Una vez creado el texto inédito se entregd al respectivo

asesor para su revision.



Disefio del proyecto: Se hizo un disefio del documento para su conversion en
formato PDF, luego se creo la pagina principal que permite la vinculacion con
el documento PDF. Ademas se incluye la elaboracion de un graficador de
funciones, una base de datos para el manejo de estudiantes, profesores,
banco de preguntas, cuestionarios y evaluaciones del contenido del

documento, el cual esta vinculado al documento PDF.

Montaje de la pagina en el servidor de la Universidad



ABSTRACT

The project “General Mathematics” directed by Mathematics and Statistic
departament of the University of Narifio, and developed by the program
“Licenciatura en Informética” of the University of Narifio, rotates around the
hipertext introduction like a way of education in an interactive distance which is

open to the communit in general.

The most important stages in the development of this project are the following

ones:

A Review of the study plans. Creation of a general content of the general
mathematics are for all the programs of pre-degree of the university.

A Recollection of the information. Research on the thematic content.

A Construccion of the unpublished text. Creation of the consultation material.

A Design of the project. It includes the creation of the design of the document in
a text editor for its conversion to a PDF format, as well as the elaboration of the
pages that allows the interaction with the document among the system
administrators, educational, and educational community. The system allows the
handing of administrators, university programs, educational, students, tests,

and qualifications. It is also included a chat area, a graficador and a calculator.

A Assembly of this page in the internet server of the University.



INTRODUCCION

Este proyecto, disefiado y liderado en el Departamento de Matematicas y
Estadistica de la Universidad de Narifio y elaborado por los estudiantes del
programa de Licenciatura en Informatica, gira alrededor de la introduccion de la
tecnologia del hipertexto. Muestra la dinamica del mismo en su dimension

institucional, tedrica, metodoldgica, técnica y pedagogica.

El proyecto prevé un desarrollo informético a largo plazo e incluye los siguientes
aspectos: Investigacion y desarrollo de software, telemética y redes, formacion y
capacitacion a nivel de pregrado y postgrado, informatica de gestion educativa y

divulgacion.

Se inicié con la creacion de un médulo de mateméaticas generales a través del
hipertexto que puede ser utilizado como curso basico para el primer semestre de
carreras que tengan como base las matematicas o para nivelacién de estudiantes

preuniversitarios.

Pretende ser el pionero en el desarrollo de una forma de educacién a distancia
interactiva, que sera importante en el futuro académico de la Universidad de

Narifio.



1. PROBLEMA

Debido al gran avance tecnoldgico dentro de las comunicaciones, el manejo de la
informacién y su repercusion dentro de la educacion: ¢ Es posible proporcionar, a
toda la comunidad educativa una herramienta de apoyo para el estudio de la

materia de Matematicas Generales?



2. OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GENERAL

Proporcionar a la Universidad de Narifio una herramienta que permita la educacion

a distancia a través de Internet.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

» Servir de apoyo a los métodos tradicionales de aprendizaje en la materia de
matematicas generales, a través de la creacion de una herramienta de
instruccion asistida por computador.

» Aportar a la comunidad en general un material de consulta y de apoyo al

conocimiento.



3. JUSTIFICACION

Internet es quizas el fenomeno mas importante de finales del siglo XX, esto se
puede afirmar asi debido al impacto tan grande que esta produciendo en la

sociedad en cuanto al intercambio de informacion.

Los licenciados en informatica estan capacitados para organizar cualquier tipo de
informacién dando un tratamiento objetivo y claro, en busca de lo educativo e
informativo para ser proyectado a la necesidad de informar y educar a los demas

mediante alternativas novedosas y tecnologicas, que permitan cumplir ese fin.

Una de estas alternativa es el desarrollo y la implementacion de los hipertextos
con los cuales se pretende a largo plazo consolidar una nueva forma de educacion

a distancia interactiva disponible para la comunidad.

Las nuevas tecnologias comprometen a la Universidad de Narifio a consolidar
estrategias que busquen introducir las nuevas herramientas de apoyo para el

aprendizaje y asi obtener un beneficio en la adquisicion de conocimientos.



4. MARCO TEORICO

4.1 FUNDAMENTOS

4.1.1 Fundamentacion conceptual del proyecto

Como etapa previa a la formulacién de este proyecto se hizo un estudio de las
ciencias de la informacién y la comunicacion. De ese estudio resaltamos dos ideas
fundamentales:

Primera idea: La importancia de la informacion para el éxito de las diferentes
formas de empresa y accion humana no es un fendbmeno nuevo, se ha debido
sobre todo al desarrollo de los medios para recibir, comunicar y conservar el

conocimiento.

Segunda idea: En la actualidad la informacion se refiere no sélo a los datos, sino

también al conocimiento, a nuevos modos de pensar.

4.1.2 Fundamentacién sociopolitica

Cuando disefiamos el proyecto habia una corriente social y politica de la cual se

resaltan los siguientes aspectos:



Conciencia de la importancia de la informatica en el mundo. UNESCO (1986)
mostraba cdmo el desarrollo en esta area del saber era preocupacién mundial. De
una muestra de 43 paises, el 90% estaba implementando politicas educativas
para la introduccion de la informética. En el caso colombiano, las politicas
nacionales consideraban la informatica como un factor fundamental para el

desarrollo tecnoldgico del pais.

Relacion entre procesos de modernizacion y desarrollo. La modernizacion crea un
ambiente para superar la condicion de dependencia de los paises del tercer
mundo. Las politicas para el desarrollo cientifico y tecnoldgico en Colombia
consideraban la conformacion de una fuerte infraestructura para el procesamiento
y acceso a la informacion como un soporte fundamental para el logro de sus

objetivos (COLCIENCIAS, 1987).

4.1.3 Concepcidn pedagodgica

La revision del desarrollo del software en educacién nos permitié puntualizar los

siguientes aspectos:

A. Los resultados de la evaluacion de software en educacion presentan efectos
positivos superiores a los métodos tradicionales de ensefianza.

B. El uso de lenguajes declarativos estimula el desarrollo cognoscitivo.

C. La educacién se beneficia de la simulacion del conocimiento experto a traves
de tutores inteligentes.

D. El hipertexto abre posibilidades a los sistemas de estudio autodirigido.



E. La Interactividad y la ruptura de las barreras de la distancia en la

comunicacion, abre nuevas posibilidades de ensefianza y aprendizaje.

4.2 EXPERIENCIAS Y CONCEPTOS

4.2.1 El hipertexto en la literatura

El hipertexto, en el campo de la literatura, es una estrategia o una metodologia de
escritura y de lectura. Su definicion basica se refiere a «un texto concebido en
fragmentos y vinculos que le permiten al lector una navegaciéon no lineal y, por lo
tanto, interactiva. El pie de pagina es una forma elemental de hipertexto» (Francis

Pisani, 1994).

Hay quienes afirman que la experiencia del hipertexto ya se habia conceptualizado
antes de que éste apareciera como tal; ejemplo de ello son los planteamientos de
Derrida con su idea acerca de la de construccion del texto y los de Barthes, que
expresan su suefio de un texto infinito de redes relacionadas no jerarquicas

(Landow, G. 1993).

Hoy en dia han tomado fuerza, los libros del tipo: «construye tu propia historia».
En estos hipertextos los lectores crean sus personajes y deciden el destino de
éstos y de la historia misma. De otro lado, se encuentran los desarrollos actuales

que integran la tecnologia con la literatura en la 'hiperfiction' o 'interactive fiction'.



Esta es una nueva forma narrativa, posible anicamente a través de los desarrollos

tecnoldgicos del hipertexto y la hipermedia.

4.2.2 El hipertexto en el campo de la informatica

El origen primero del hipertexto, en el contexto de la informatica, se le concede a
la propuesta de Vannevar Bus, quien propone, hacia 1945, un dispositivo
imaginario que denomind Memorex, fundamentado en un principio explicativo
acerca de cémo piensa el ser humano. Sin embargo, «el hipertexto, como
dispositivo tecnologico en el computador, tiene su origen en los desarrollos de
Douglas Englebart, quien desde comienzos de los afios sesenta dedicO sus
esfuerzos al desarrollo de un sistema basado en computador que pudiera mejorar

la capacidad intelectual del ser humano» (Fidero, Janet. 1988).

Quien acufd la palabra hipertexto fue Theodor H. Nelson para significar con ella la
escritura no lineal. Nelson dirigid un proyecto que comenzo6 en 1960, Xanadu, con
el fin de desarrollar un «Sistema Universal de Edicion». (Nelson, H.T. 1988), a
traveés del cual se pueda tener acceso a diversas formas de informacibn como
peliculas, videos, grabaciones de sonido o graficas.

A continuacioén se enuncian algunas de las propiedades del hipertexto:

e El sistema esta compuesto por nodos de informacion y conexiones entre ellos.
e El sistema se puede expandir de tal manera que los usuarios puedan incluir

sus propias ideas.



e Presenta una estrategia de inclusion de documentos dentro de nuevos
documentos en una construccién progresiva.

¢ Introduce estrategias de organizacion de archivos, que permiten el manejo
masivo de informacion.

e El hipertexto crea multiples vias para que los lectores con diferentes intereses
puedan decidir su propia secuencia de presentacion.

e Con el hipertexto, los lectores no estan restringidos a seguir la estructura de la
materia en cuestion o la logica de la secuencia con que el autor concibi6 el
tema. En consecuencia, es el texto el que debe acomodarse al lector y no el
lector al texto.

e Weyer (1982) ha aportado otra vision acerca del hipertexto como un libro
dinamico (dynamic book) que trasciende el orden lineal del texto tradicional
para que cualquier parte de éste sea accesible a 'través de patrones de

bdsqueda individuales.

4.2.3 Desarrollo de hipertextos en la UPN

En los ultimos afios se vienen adelantando en el CIDUP cuatro proyectos
centrados en el desarrollo de hipertextos y su incidencia en diferentes instancias
del &mbito educativo. Ellos son: ACA2, SISTEMA ANALITICO DE TEXTO, GUIA
DE CAMPO MUL TIMEDIAL SOBRE EL PARQUE NACIONAL NATURAL AMACA

YACU e HIPERTEXTOS EN CIENCIAS SOCIALES.



4.3 ACA 2 (Aprendizaje Computarizado Autodirigido para la ensefianza del

disefio)

a. Concepcién General: El software disefiado pretende ayudar a 31 estudiante en
la comprensién del primer capitulo de la obra de Arheim: ' Arte y Percepcion

Visual'.

Se parte de que el disefio es un arte. En el caso del disefio, el valor estético esta
asociado el valor pragmatico. Un objeto disefiado, en este contexto, aspira a ser
una solucién bella a un problema. Se juzga la mayor o menor adecuacion de los

disefios o soluciones, pero no su verdad.

En la formacién del disefiador es importante el andlisis de concepciones sobre su
objeto de estudio. Este analisis, antes que pretensiones normativas, persigue

mirar posibilidades alternas de analisis y exploracion.

La seleccion del material que nos sirve de tema base para la elaboracion del

software obedece a los siguientes criterios:

e Consideramos que el tema de la percepcion visual es basico en los procesos
de disefo gréfico e industrial.

¢ No requiere otros temas como prerrequisitos.

e Puede incluir formas de razonamiento visual, espacial y verbal, fundamentales

en la formacion de un disenador.



b. Antecedentes

1. Revision bibliogréfica: El estado del arte de la investigacion en relacion con el

aprendizaje autodirigido muestra resultados controvertidos. A continuacién se

hace un resumen muy somero de los resultados obtenidos:

El control del estudiante sobre variables como secuencia de instruccién, tiempo
de practica, nivel de dificultad, estrategias de aprendizaje y tiempo usado para
completar objetivos es un tipo de habilidad que se puede perfeccionar
mediante practica e instruccion (Steinberg, 1977; Campbell, Riven & Terry;
Berliner, Bivens & Campbell, 1963; Campbell & Bivens, 1963; Campbell, 1964;
Jonassen & Tennyson, 1983).

Algunas caracteristicas de los estudiantes estan positivamente correlacionadas
con su capacidad de dirigir su propio aprendizaje. El nivel de habilidad, el
conocimiento previo en relacion con la materia de estudio y el nivel de madurez
estan relacionados directamente con el éxito del aprendiz en condiciones de
estudio autodirigido (Mager & Clark, 1963; Mager & Clark, 1963; Wijnen &
Snow, 1975; Snow, 1977; Santagrossi, 1978; Greene, 1976; Fry, 1972; Carrier,
Davidson & Williams, 1985; Gav, 1986; Goetzfired & Hannafin, 1985).

El aprendizaje autodirigido muestra efectos positivos sobre la reduccion del
nivel de ansiedad, actitudes favorables hacia la materia de estudio, dedicacion
al estudio y motivacion (Mager & McCann, 1961; Mager &Clark, 1963;

Campbell, 1964; Fisher, 1975; Montanelli & Steinberg, 1976; Hansen,1974).



2.

Los estudiantes mas jovenes tienen dificultades para valorar la calidad de su
aprendizaje o el nivel de comprension que van adquiriendo a medida que
estudian (Judd, Bunderson & Benssen, 1970). Sin embargo, pueden hacer
juicios apropiados sobre la cantidad de practica que ellos requieren para
completar el aprendizaje que se proponen.

La eficiencia de la auto-instruccion y el tiempo de dedicacion aumentan cuando
el sistema provee expresiones de estimulo, orientaciones o monitorea las
estrategias de estudio seguidas (Carrier, 1986; Tennyson & Buttrey, 1980;
Tennyson, 1980; Tennyson, 1981).

En cuanto a la secuenciacion de los eventos de instruccion se ha encontrado
gue existen diferencias entre las secuencias que son significativas para los
instructores y las que lo son para los estudiantes (Mager, 1961; Mager & Clark,

1963).

Instruccién controlada por el aprendiz: El proposito de muchos modelos

adaptativos de instruccion ha sido acomodarse a diferencias individuales y la

secuencia instruccional esta dirigida a compensar estas diferencias.

Algunos investigadores y disefiadores (Merrill, 1975; Wydra,1980) han

argumentado que es importante involucrar al estudiante en las decisiones de

instruccion para que tenga algun nivel de control sobre su propio aprendizaje.

Ellos consideran que permitiendo algun control, las diferencias individuales, las



habilidades y estilos de aprendizaje se acomodaran naturalmente. La premisa de

los hipertextos es el control de la instruccion por parte del estudiante.

El control del propio aprendizaje requiere autodeterminacion, autonomia y
responsabilidad, y esto no se ha sustentado de manera empirica. Aunque tener el
control, como en el caso del hipertexto, no produzca grandes logros, se tiene el
control del propio aprendizaje. Cada estudiante elabora el significado de los
estimulos usando cualquier estrategia mental que sea productiva para él. De todas
formas, con el control explicito o sin él, los estudiantes ejercen alguno sobre el

proceso de aprendizaje.

c. Etapa de Disefio: El software considera tres unidades que obedecen a una
graduacion de procesos de aprendizaje. En la primera unidad se propicia la
percepciéon sensorial, en la segunda se induce una verbalizacién de la percepcién
dada y en la tercera se trabaja con procesos de analisis de textos relacionados

con los dos pasos anteriores.

Los estudiosos del disefio dan importancia a la educacion perceptual. Sin ésta no
se puede llegar a un uso eficiente de los elementos graficos. La expresion grafica
debe estar en armonia con el desarrollo de habilidades para usar el lenguaje
verbal. Esta dimension es importante en tanto el lenguaje verbal complementa la
expresion grafica formando una totalidad expresiva de gran valor en los procesos
de comunicacion en la actividad del disefio. Finalmente, el disefio da prioridad al

razonamiento espacial.



Por esta razon la estructura del software utiliza tipos de analisis que combinan las

dos formas de razonamiento con el propésito de analizar textos sobre disefio.

d. Moddulo de Evaluacién: EI mddulo de evaluacion es un cuestionario
administrado directamente por el sistema. Su contenido es el mismo que el de las
unidades de entrenamiento. El estudiante recibe las preguntas para ser
respondidas, cuando termina de responder el cuestionario, el programa se cierra

automaticamente.

4.2.4 El hipertexto desde la ciencia cognitiva

Norman (1976) estableci6 que para desarrollar un buen sistema tutorial de
ensefianza se necesita representar el conocimiento y modelar tal estructura,
incluyendo en dicha representacion principios y estrategias de desarrollo de
hipertextos. Tales sistemas, basados en modelos de redes semanticas de
representacion del conocimiento (el hipertexto es uno de ellos), pueden servir
como modelos para sistemas electronicos tutoriales y ademas contribuir a la

construccién del conocimiento en los aprendices.

4.2.5 Representacion del conocimiento

El modelo mas aceptado para representar el conocimiento es el de redes

estructuradas activas (Quillan,1968). Estas redes estan compuestas por nodos

(conceptos) y ordenadas segun relaciones de niveles (conexiones proposicionales



de accion que los conectan) Estas redes estructurales pueden ser empleadas para
representar qué sabe un alumno en el momento presente, proporcionando la
estructura para construir el conocimiento nuevo. El aprendizaje se da cuando se
construyen nodos y se relacionan entre si o con otros nodos ya existentes

(Norman, 1976).

4.2.6 Principios de aprendizaje en red

Los principios de ensefianza en redes se derivan de los principios de aprendizaje
en redes. De acuerdo con ello, el buen profesor presenta el material en forma tal
que dé a los estudiantes la oportunidad de desarrollar algiin marco o contexto para
relacionar los materiales entre si (una red) y luego reelaborar el material

(conocimiento en profundidad) (Norman, 1976).

De acuerdo con principios de ensefianza en red, se deberia comenzar con una red
muy general de informacion sobre tépicos principales de discusion, dar una mirada
general, seguida de miradas mas detalladas y finalmente especificar

subestructuras muy detalladas.

4.2.7 El hipertexto despliega métodos de ensefianza en red

Un buen hipertexto podria empezar por mostrar un mapa de su propio texto. El

mapa representa la red de conceptos relacionados que estan contenidos en el

hipertexto. Una total, aplicacion de los principios del aprendizaje / ensefianza en



redes para planear cursos y textos en un futuro se refiere a la integracion de la
estructura de la materia con la red: semantica del estudiante. Tal instruccion para

grupos grandes de estudiantes necesariamente debe ser computarizada.

Un principio teodrico para el disefio del hipertexto es la hipotesis de aprendizaje
generativo, esto es, que la nueva informacion tiene sentido solamente en la
medida en que los estudiantes pueden encontrar conocimiento previo para
explicarla. De acuerdo con este planteamiento, cada uno de nosotros generara
interpretaciones diferentes de una informacion. El hipertexto permite a los
estudiantes individualizar el proceso de adquisicién del conocimiento asi como

interactuar con nueva informacion de la manera mas significativa para cada quien

4.2.8 Mapas conceptuales

Los mapas conceptuales son un desarrollo de la teoria postpiagetiana en el ambito

de la teoria de asimilacién basado en tres aspectos fundamentales:

1. El aprendizaje significativo lleva a una diferenciacion progresiva la estructura
cognoscitiva.

2. Es posible una reconciliacion integradora entre nuevos y viejos conocimientos
gue corrija preconcepciones.

3. El conocimiento adquirido mecanicamente no se asimila en estructuras

cognoscitivas.



El sentido fundamental de los mapas cognoscitivos es propiciar el aprendizaje
significativo de los estudiantes y llevar a los educadores a un analisis tanto de los
hechos, principios y teoria de una disciplina como a una mirada reflexiva y ética de

su practica pedagogica.

4.2.9 Clases de hipertextos

Los hipertextos pueden ser desarrollados en forma electronica, pues los
computadores facilitan su utilizaciébn. Existen cuatro niveles de posibles

estructuras hipertextuales a desarrollar:

a. NIVEL 1: NODOS ENCADENADOS: Este tipo de hipertexto funciona como un
glosario de acceso aleatorio posibilitando el acceso directo a cualquier nodo en el

hipertexto.




Dos formas opcionales para estructurar y hacer nodos del hipertexto, pueden ser
una tabla de contenidos y un indice tematico. La lista de contenido en un
hipertexto debe ser un mapa que no sugiera secuencialidad y que dé igual
importancia a todos los tépicos. Si esto no es posible o deseable, puede ser
reemplazado por un indice de materias que muestre los topicos en una secuencia

arbitraria (por ejemplo alfabética).

Otra opcion es listar los términos relacionados y las referencias cruzadas en una
ventana en el fondo de la pantalla. Este indice interno puede ser menos confuso
para el aprendiz. El acceso es relativamente ilimitado a cualquier nodo del

hipertexto.

b. NIVEL 2: HIPERTEXTO ESTRUCTURADO: Un hipertexto estructurado puede
consistir en conjuntos de nodos, donde cada conjunto puede ser accesible desde
otro. Cada conjunto tiene una base de datos donde el hipertexto funciona como
una meta-base de datos que controla el acceso. La meta-base puede estar en el

menu o en el indice como en el caso del nivel 1 de hipertexto ya descrito.




Una ventana en el fondo de cada pantalla puede presentar cada opcion de
conjunto de nodos. Esta estructura puede ser la mas apropiada para conjuntos

secuenciales de pantallas o continuacion de bloques de hipertexto.

Otro método para estructurar conjuntos de nodos, es combinar conceptos
relacionados, unirlos en un bloque introductorio y permitir el acceso solamente a
conceptos del conjunto. El bloque introductorio puede incluir un mapa de conjuntos

alternativos con una forma de llevar al usuario entre ellos.

c. NIVEL 3: HIPERTEXTO JERARQUIZADO: Un hipertexto jerarquizado .es un
disefio mas estructurado que el anterior hipertexto. La diferencia esta en los
grados o rangos de la estructura. La disposicion del contenido en el hipertexto
jerarquico tiene conceptos mas detallados (y texto que los describe) e incluidos

bajo conceptos mas generales.

A los usuarios se les permite moverse hacia abajo en la jerarquia para explorar
relaciones ordenadoras y subordinadas. Se pueden mover hacia los lados
solamente para buscar términos relativos o sindnimos. Tal restriccion puede
asegurar que los usuarios recorran completamente las relaciones jerarquicas. Sin
embargo, el hipertexto jerarquico puede no ser muy Uutil para todo tipo de

informacién o cada tipo de aprendiz.



5. METODOLOGIA

El proyecto tuvo inicio con la recoleccion de informacién acerca del plan de
estudios del area de matematicas generales de los programas de pre-grado de la
universidad de Narifio Con el fin de crear un modulo de apoyo para el estudio de
la materia matematicas generales para la Universidad de Narifio y para la
comunidad en general, a través de la Internet. Para lo cual se utilizo fuentes de
informacién tales como Internet, libros y personal docente de la universidad;
herramientas de disefio y presentacion tales como Microsoft Word, Graficador
matematico “Graphmatica”, Adobe Photo- Shop, Adobe Acrobat, Java e Internet
Explorer, AspUpload, Majodio Ftp, Windows NT Server, Oracle 7.0, Asp 3.0 e

Internet Information Server 4.0.

Para la realizacidén de este proyecto se tuvo en cuenta las siguientes etapas:

e Revisidon de los planes de estudio: Aqui se buscé crear un contenido general
que abarque la totalidad de la tematica del area de matematicas generales
para todos los programas de pre-grado de la universidad.

e Recoleccion de la informacién: Para esta se asignaron temas a cada
integrante del grupo; para que investigue todo lo relacionado con la materia de

matematicas generales.



Construccion del texto inédito: Se realizo con base en la informacion
recolectada por cada integrante.

Revision del texto: Una vez creado el texto inédito se entregd al respectivo
asesor para su revision.

Disefio del proyecto: Se hizo un disefio del documento para su conversién en
formato PDF, luego se creo la pagina principal que permite la vinculacion con
el documento PDF. Ademas se incluye la elaboracion de un graficador de
funciones, una base de datos para el manejo de estudiantes, profesores,
banco de preguntas, cuestionarios y evaluaciones del contenido del
documento, el cual esta vinculado al documento PDF.

Montaje de la pagina en el servidor: Consiste en cargar la pagina principal en
la pagina del Departamento de Matematicas y Estadistica de la Universidad de

Narifio.



6. PRESUPUESTO

MATERIALES CANTIDAD VALOR UNITARIO VALOR TOTAL
Resma de papel 4 8.500 34.000
Toner de tinta color 1 60.000 60.000
Toner de tinta negro 1 70.000 70.000
Fotocopias 2000 50 100.000
Caja de Disquetes 2 10.000 20.000
Caja de CDs 1 20.000 20.000
PC equipado 1 2.400.000 2.400.000
Servicio de Internet (mensual) 2 30.000 60.000
Transporte (mensual) 9 180.000 1.620.000
Software AspUpload 1 110.000 110.000

TOTAL COSTO 4.564.000
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CAPITULO |
SISTEMAS NUMERICOS

Este capitulo permite brindar un espacio para el estudio de los sistemas
numericos, temas estructurados en un tratamiento historico y un desarrollo
ascendente desde la teoria béasica, necesaria para el entendimiento de los
siguientes capitulos, pasando por conceptos mas avanzados y su aplicacion en
ejercicios varios. Se desarrolla una introduccion a la teoria de conjuntos, los
sistemas numéricos y se llega a las estructuras algebraicas. Se considera el
origen, la definicion y la operatoria en los diferentes conjuntos numeéricos. Debido
a que algunos de estos conjuntos poseen una estructura mas amplia, se desarrolla
algunos puntos para un mejor entendimiento del principiante y se obvia los temas

gue tienen un contenido mas avanzado.
1.1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE CONJUNTOS

Un conjunto es una coleccion de elementos que cumple una propiedad bien
determinada. Si todos los elementos de un conjunto A pertenecen a un conjunto
B, se escribe A [0 B. Para representar el conjunto de todos los elementos de un

conjunto X que cumplen una propiedad p, se puede escribir A={xu X | p(x)}.

Un conjunto es vacio: B, si carece de elementos, como el conjunto de los

estudiantes universitarios con edad inferior a cinco afios; un conjunto es unitario si
posee un solo elemento y universal si esta formado por todos los elementos del

tema en referencia.

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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1.1.1 Operaciones con conjuntos

Dado un conjunto X, se llama conjunto potencia de X, P(X), al conjunto formado
por todos los subconjuntos de X: P(X) ={A| A O X}.
P(X) contiene a los conjuntos By X. Si A u P(X) y B u P(X), sobre P(X) se

define las siguientes operaciones:

Union: AZB ={XxuX|xuA o xu B}
Interseccion: A[B ={xuX|xuA y xu B}
Diferencia: A\B ={XuX|xuA y xt B}

ALB AnB

A\B

Fig. 1.1 Operaciones con conjuntos

Las propiedades de las operaciones con conjuntos son las siguientes:

Idempotencia: AZA =A ALA=A
Asociatividad: (AZB)ZC=AZ(B Z0O) (A[B)[C=A[B[LO
Conmutatividad: AZB=BZA A[B=B[A

Distributividad: AZ(B[C)=(AZB) [(A ZC)

AL(BZC)=(ALB)Z(ALC)

Identidad: AZD=A AZX = X A[P=D, A[X =A
Leyes de De Morgan: X\(AZB) = (X \A)L( X \B)

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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X\ (A[B) = (X\ A)Z( X \B)

Dos conjuntos Ay B son disjuntos si se cumple que A[B =b.

1.1.2 El plano cartesiano

Dados dos elementos ay b de un conjunto, el par ordenado (a, b) se define por

(a, b) = {{a}, {a, b}}, donde a es el primer elemento. Por lo tanto, (a, b) # (b, a).

Dados dos conjuntos Ay B su producto cartesiano, A P B, se define por:
APB={@ab)|]auA ybuB}

El plano cartesiano es un sistema coordenado rectangular que se forma por el
cruce en su origen de dos rectas orientadas. Fig. 1.2. Uno es el eje horizontal y
otro, el eje vertical. Cualquier punto del plano, queda perfectamente
determinado por sus coordenadas: P(x, Yy); la primera se llama abscisa del punto

y la otra ordenada.

Por tanto, existe una correspondencia uno a uno entre los puntos del plano y los

pares ordenados de namero reales.

y
A
e P(Xy)
Il Cuadrante | Cuadrante
P> x
[l Cuadrante IV Cuadrante

Fig. 1.2 Plano Cartesiano
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1.1.3 Relacién binaria

Las relaciones son subconjuntos del producto cartesiano APB. Si A es un
conjunto no vacio, una relacion binaria en A es un subconjunto de APA. Si R es
unarelacion en A, (X,y) u R equivale a decir que X Ry.

Sea R [J APA. Entonces:

1. Resreflexiva: SiaRa, »auA

2. Ressimétrica: Si aRb[O bRa, donde a, b estanen A

3. Resantisimétrica: Si aRby bRa O a=hb, a,b enA

4 R estransitiva: Si aRby bRc OO aRc, a,b,c en A.

1.1.3.1 Relaciones de orden

Una relacion R [0 APA, se llama un orden parcial en A, siy soOlo si, R es
reflexiva, antisimétrica y transitiva. Asi pues, la relacidon de inclusion en los
conjuntos y la relacion “ser menor 6 igual” en los niumeros, son ejemplos de orden

parcial en los respectivos conjuntos.

Una relacion R 0 APA es un orden total, si R es reflexiva, antisimétrica, transitiva

y >»a,»benA, aRb o bRa.
La palabra “parcial” se emplea porque algunos elementos de A pueden no ser
comparados. Si se define una relacion de orden sobre A se llama a A un conjunto

ordenado, cumpliendo las siguientes propiedades:

- Existe un primer elemento.

- Dado un elemento hay otro bien determinado que es su siguiente.

Estas propiedades constituyen el Principio del buen ordenamiento.
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EJEMPLOS 1.1

1. SeaA={1, 2, 3,4,5, 6} yR larelacion “x es divisor de y”". Entonces R es una
relacion de orden parcial en A. Asi 2 es divisor de 4 y de 6, pero no lo es de
1,de 3 y deb.

2. El orden que se establece sobre el conjunto T de los reales, es un orden total,

puesto que dos numeros cualesquiera pueden ser comparados.

1.1.3.2 Relacion de equivalencia

Una relacibn R m APA se llama de equivalencia si R es reflexiva, simétrica y

transitiva.

Tener la misma edad, el mismo apellido o la misma estatura, son relaciones de
equivalencia en el conjunto de seres humanos. La semejanza, congruencia y

paralelismo son relaciones de equivalencia en geometria.

Si R es una relaciéon de equivalencia en un conjunto A, una clase de equivalencia
asociada al elemento a u A, se define por:

[a={xuA| xR a}.

Las clases de equivalencia forman una particién del conjunto inicial. Es decir:

1. Cadaclase [a]ZD
2. O[@=A, Ua
3. [aln[b]=b, Oa#hb.

El conjunto de las clases de equivalencia se denomina conjunto cociente y se

denota por A/R.
EJEMPLOS 1.2

Sea el conjunto A = {2, 4, 6, 8} y una particion P = {{2, 4, 6}, {8}}. Determinar la

relacion de equivalencia R.

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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Como las clases de equivalencia son los elementos de la particion se tiene:
[2] = {2, 4, 6}
[8] = {8}.

A partir de [2] y R una relacion de equivalencia, se obtiene las parejas:

2, 2),2, 4),2, 6),4, 2),(4, 4),4, 6),(6, 2),06, 4,6, 6) O R, ademas
(8, 8) O R. Luego:

R ={(2, 2),(2, 4),(2, 6),(4, 2),(4, 4),(4, 6),(6, 2),(6, 4),(6, 6), (8, 8)}.

1.1.4 Funciones

La palabra "funcion" fue usada por primera vez por Leibniz en 1694 para
establecer la relacion entre una cantidad y una curva. En 1718, Johann Bernoulli
consider6 a una funcibn como cualquier expresion hecha de constantes y
variables. Mas tarde, Euler extendié el uso de la muy importante notacion f(x),

aungue su origen por lo general se le atribuye a Clairaut (1734).

Hasta el siglo XX fue utilizada la definicion de funcion formulada por Dirichlet
(1805-1859): si dos variables x e y estan relacionadas de manera que a cada
valor de x le corresponde exactamente un valor de y, entonces se dice que y es
una funcion (univaluada) de x. A los valores permitidos de la variable X, se llama

Dominio de la funcion y a los correspondientes valores, Rango de la funcién.

1.1.4.1 Definiciéon de funcidén

Dados dos conjuntos A y B novacios, una funcién f, de A en B, denotada por
f: A - B, es unarelacion, tal que ningun par ordenado de f tiene la misma primera
componente. Es decir, a cada elemento de A, le corresponde uno y solo un
elemento de B. En simbolos:

f : A - Besunafuncion,si fOAXB:
 OxOA OyO B talque (x,y)Of
e Six,y)Ofyx,zO0fOd y=z.

LICENCIATURA EN INFORMATICA



UNIVERSIDAD DE NARINO . 8

Las funciones se denotan por f, g, h, U, Yy, etc; el valor de f(x) 0 B se llama la

imagen de x bajo f.

El conjunto A es el Dominio de f y se denota por Df:
Df ={x OA| OyO B E (x,y)Of}.

El conjunto B es llamado Codominio de f.

El conjunto de todas las imagenes de los elementos de A se llama recorrido o

rango de f y se denota por Rf:
Rf={yOB| OxO A E (x,y)Of}.

Por tanto, Rf m B.

EJEMPLOS 1.3

SeaA={x,y,z}y B ={a, b, c}. Deducir si las siguientes relaciones son funciones:
1. f:A-B Of={(xa),(y,c),(z, b}

2. 9:A-B Og={0),(,0),(z )}

3. h:A-B O h ={(x0c),(y,0),(z a)

4. i :B B 0Oi ={(a, a), (b, b), (c, c)}.

5. j:A-B Oj={(Db),(y a}

6. k :A-B Ok ={(x,0), (% a),(y,b),(z c)}

Las tres primeras (f, g, h ) son funciones de A en B, donde g es llamada funcion
constante.

i es una funcion de B en B (funcidn identidad).

j no es una funcién porque falta z como primera componente.

k no es funcion porque x esta repetida en dos parejas. Fig. 1.3
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1.1.4.2 Clasificacién de las funciones

Para la clasificacién de las funciones, se tiene en cuenta el comportamiento de los
elementos del conjunto B, asi:

1. Unafuncion f: A -~ B es sobreyectiva, si el recorrido de f esigual al
conjunto B. En otras palabras,

Oy OB, Ox O A talque y=f(x).

En los ejemplos 1.3 hay dos funciones sobreyectivas: f, i

Fig. 1.3 Relaciones y Funciones

2. Una funcion f: A - B es inyectiva, o (1, -1) si al tomar dos elementos

diferentes en A y aplicarles f, producen dos imagenes diferentes en B. En
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otros términos, f es inyectiva\si f(x) =f(x2) O X3 =X | En los ejemplos

1.3 hay dos funciones inyectivas: f; i

3. Una funcién f: A - B es biyectiva, cuando es sobreyectiva e inyectiva

simultdneamente. En los ejemplos 1.3 las funciones f, i son biyectivas.
1.1.4.3 Lafuncion inversa
Si f: A - B es funcidn biyectiva, existe la funcién inversa que se define por:
fLB o A Of'={(y,x)|y=f(x),0y O B}.
Portanto: y=f'(x) < x=f(y) OxOA, Oy OB y de aqui,
Df! = Rf; Rf' =Df.

1.1.4.4 Algebra de funciones

Seanf: A - By 0g.A - B y Kku B, se establecen varias operaciones que
permiten obtener nuevas funciones, pero es necesario tomar la variable
independiente en la interseccion de los respectivos dominios:
fSg:A-B O (fSg)x)=Ff(x)S g Ox O Df n Dg
fg)xA-B O (f.g)X) =f(x).g(x) Ox O Df n Dg

f f
E— . % _
gE.AHB 0 gE(x)- %, donde g(x) LO. Ox O Df n Dg

kf):A-B O (kf)x) =k(f(Xx)
1.1.4.5 Composicion de funciones

Sean las funciones f: A - B y g A - C.La funcidon compuesta de fy g, que

se simboliza por gEf, se define asi:

gEf: A - C ygEf={x,y)| xO A, (f(x),y) Og}, esdecir,
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Ox0OA, gEf(x) = g(f(x)).Fig.1.4

Fig.1.4 gEf:A - C

EJEMPLOS 1.4
Seanf:A - B y g@:B - C, definidas por los diagramas:

Fig. 1.5 Funciones A - B y g:B - C

Calculando gEf: A - C se obtiene:
(9EN@) =g (f(a) = a(y) =t
(9EN(D) =g (f(b) =9(z) =T
(9EN() =g (f(c)) =aly) =t

1.1.5 Operacion interna
Dado un conjunto A # D y el producto cartesiano APA, una operacion interna (O)

es una funcion que a cada par ordenado (a, b) le hace corresponder un Unico
elemento de A, representado por aOb. Se denota por:

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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O: APA —- A y (a,b) &-- aOhb.

Propiedades. Sean a, b, ¢ elementos de un conjunto A y O: APA - A una

operacion interna, entonces:
1. O esasociativa B  (aOb) O c = a0 (bOc)

2. O es conmutativa B aOb =bOa

3. O es modulatva B alOe=eOa=a, euA

4. O es invertible B »auA, [ uA talque aOa =e =a'0Oa

5. Dadas dos operaciones internas O: APA -~ Ay ¢:APA - A, sedice que
O distribuye con respectoa ¢ siy solo si:
a0 (b¢c)=(alOb) ¢ (aOc) y
(a@a¢ b)Oc=(a0c) ¢ (bOc) »a, »by>»cen A.

1.1.6 Estructuras algebraicas

1. Grupo: estructura algebraica formada por un conjunto G # B y una operacion
interna 0 G PG -G, que es asociativa, modulativa e invertible. Se denota por
(G, D.

Si ademés, [0 es conmutativa, se tiene un grupo abeliano 6 conmutativo. Asi,

pues, (h, +, D es un grupo abeliano.

2. Anillo: estructura algebraica formada por un conjunto A # B y dos operaciones
internas:
M: A PA - A (Adicion) y <:APA - A (Multiplicacion), tales que:
1. (A, M) es grupo abeliano
2. e« esasociativay
3. « distribuye con respecto a M, por izquierda y por derecha.
Se denota por (A, M, ¢).
Si « es conmutativa, el anillo se llama conmutativo.

Si ¢ es modulativa, el anillo es unitario.
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El ejemplo méas natural esta en (h,M, ¢) que es anillo conmutativo con

unidad.

3. Cuerpo: estructura algebraica formada por un conjunto K # B y dos
operaciones internas, M: KPK . K (Adicién) y «: KPK - K (Multiplicacién), tales
que:

1. (K, M) es grupo abeliano.

2. (K*, ¢) es grupo abeliano.

3. e« distribuye con respecto a M.

K* se refiere a los elementos no nulos de K.

Se denota por (K,M, ¢). El cuerpo numérico de mayor utilidad es (T,M, °).

1.2 SISTEMAS DE NUMERACION

Un sistema es un conjunto de elementos interrelacionados con un mismo
propésito. El hecho de que sea numérico se refiere a que es relativo a los

nameros, sus operaciones y propiedades.

1.2.1 Consideracion histoérica

Las primeras formas de notacion numérica se basaban en lineas. En el afio 3400
A.C. en Egipto y Mesopotamia se utilizaba un simbolo especifico para representar
el numero 10. En la notacion cuneiforme de Babilonia el simbolo utilizado para el
1, era el mismo para el 60 y sus potencias. En la antigua Grecia coexistieron dos
sistemas de numeraciéon paralelos. El primero estaba basado en las iniciales de
los nimeros. En el segundo sistema se usaban todas las letras del alfabeto griego
mas otras tres tomadas del alfabeto fenicio.

i) Numeracion Arédbiga
Este sistema fue desarrollado primero por los hindues y luego por los arabes que
introdujeron la notacién posicional donde los nimeros cambian su valor segun su

posicion. La notacion posicional solo es posible si existe un namero para el cero.
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i) Numeracion Romana

Este sistema expresa los numeros del 1 al 1.000.000 con solo siete simbolos:
I=1,V=5 X=10,L =50, C =100, D =500y M = 1000. Una pequefia linea
sobre el numero multiplica su valor por mil. Los nimeros romanos se usan

actualmente para datos histéricos y con fines decorativos.

1.2.2 Los numeros naturales

La necesidad de contar impuls6 al hombre a crear nameros y construyé el
conjunto de los nimeros naturales: H ={ 1, 2, 3, 4 ...}, con las operaciones de
adicion y multiplicacién, y sus propiedades. Luego, necesitd expresar con cifras el
conjunto vacio, entonces apareci6 el 0, y formé los nimeros cardinales (nimero
de elementos en un conjunto). Cuando necesitd conocer el orden de los elementos

de un conjunto surgieron los nimeros ordinales.

En los papiros egipcios, como el de Rhind, escrito hacia el afio 1650 A.C,
aparecen las potencias y extracciones correctas de las raices cuadradas. En las
tablilas mesopotamicas, procedentes del ultimo periodo sumerio (hacia el afo
2100 A.C) existen tablas de cuadrados, de raices cuadradas, de cubos y de raices

cubicas de nimeros naturales.

Los griegos clasificaron a los niameros segun sus propiedades, como amigables,
triangulares, cuadrados, perfectos, etc.

La necesidad de perpetuar el conocimiento adquirido, obligd a utilizar ciertas

grafias para representar, tanto a los elementos, como a las operaciones

relacionadas, simbolos que fueron evolucionando hasta nuestros dias.
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1.2.2.1 Construccién de los numeros naturales

El estudio moderno de los numeros naturales se hace en base a los Axiomas de
Peano, llamados asi en honor al matematico italiano Giuseppe Peano,
(1858 -1932):

1. Hay un numero natural 0.
2. Si a es un nuimero natural, existe un Unico nimero natural, escrito U (a),
gue es su sucesor; a es llamado el predecesor de U (a).
El nimero 0 no tiene predecesor.
Si U (a) = U (b), entonces a = b.
5. Si A es un conjunto de nimeros naturales entonces:
« Acontienea 0, y

e Si aestaenA, U(a)estaenA, porlotanto A=H.

NOTA: El conjunto de los nUmeros naturales tiene las siguientes propiedades:

* Al conjunto de los nimeros naturales pertenecen el 0 y el 1. Histéricamente el
0 no es natural. Axioméaticamente si lo es porque toma la cardinalidad del
conjunto vacio.

» Sise suma a un natural el numero 1, el resultado es otro nimero natural. Por lo
tanto el conjunto de los naturales es un conjunto infinito.

» La propiedad 5 constituye el Axioma de Induccion Completa.

1.2.2.2 Principio de induccion matemaética

Si un subconjunto A de H verificaque 1 u Ay, si X UA, resultaque x+1UA,
entonces A = H. Esto permite realizar razonamientos por induccién cuando se

quiere probar que una determinada propiedad se cumple para todo natural n.
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EJEMPLOS 1.5

+
Probarque1+2+3+..+n= N *N  Se demuestra por induccién matematica:
+
Paran = 1: 1:u:g:
2 2
. k? +k
Para n = k se asume la verdad del enunciado. 1+2+..+ k = > Se

demuestra para n = k+1:

k?+k

1+2+.. +k+(k+ 1) =(1+2+ ... +Kk) +k+ 1= +k+1

k? +k+2k+2 _ (k* +2k +1) +(k +1)
2 2
(k +1)* +(k +1)

= > . Luego la féormula es valida para todo natural n.

n°+n
1+2+3+..+n= > , U ndIN

1.2.2.3 Operaciones en los numeros naturales

Adicion: +:INxIN - IN 0O(x,y) - x+y, >»X,>»y en IN.
Multiplicacion: « :INx IN - IN O(x,y) &> Xy, >»X,>»y en IN.

Propiedades de las operaciones en IN

>X, »Yy en IN, se cumple:

Propiedades Adicién Multiplicacién

Asociativa X+y)+tz=x+y+2) (x.y).z = x.(y.2)
Modulativa X+0=0+x=x X1=1x=X
Conmutativa X+y = y+X Xy = yY.X

Anulativa X.0=0=0.x

Distributiva X.(ytz) = xy)+ (Xz) y (Xty).z = (x.z2) + (y.2)

La sustraccién, como operacion inversa de la adicion se cumple solo si y < X.
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1.2.2.4 Orden en los nUmeros naturales

Sean ay b numeros naturales, entonces:
a™b Bvd sIN talque b=a+d

La relacion “ser menor 6 igual que”, es una relacién de orden. En efecto:

e a™a yaque VOuIN y a=a+0

e sia”™b y b__a, entonces b=a.

e« Sia™~byb~c entonces a”™c

Como xNy 0O y X, »X, »Yy en IN, podemos concluir que IN es un conjunto

totalmente ordenado.

1.2.2.5 Propiedad Arquimedeana

Dados dos numeros naturales Uy vy, tales que U <y, existe un natural n tal
que n.U> y. Por pequefo que sea U, si se tiene la sucesion de naturales a,2a,
3a, ..., llegard un momento en que se sobrepase a y, por muy grande que este

sea. Esta es una propiedad que también tienen los nUmeros enteros y racionales.

1.2.3 Los numeros enteros

La primera orientacion cientifica al estudio de los nUmeros enteros, se atribuye a
los griegos. En los afios 600 A.C Pitdgoras y sus discipulos realizaron un estudio
sobre estos numeros. Fueron los primeros en clasificar los enteros de diversas

formas: numeros pares, impares, primos, compuestos.

El empleo de los enteros comienza cuando el hombre desea expresar otras
cantidades como temperaturas bajo 0, deudas, diferenciar alturas y profundidades
de la tierra, etc. Para ello cre6 cantidades menores que 0 formando el conjunto de
los numeros enteros h={0, S1, S2, S3, ...}
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1.2.3.1 Construccién de los nimeros enteros

Si en el conjunto H x H, se define la relacién binaria:
(a,b)R(c,d) B a—-b =c-d
B a+d

b + ¢, vemos que:
R es una relacién de equivalencia. Una clase de equivalencia viene dada por:
[(c, d)]={(a, b) OF xH| (a, b) R (c, d)}.

El conjunto cociente estd formado por las clases de equivalencia, el cual se

identifica con el conjunto h de los nimeros enteros. Asi, cuando a < b, el nimero

entero sera negativo. La clase [2,4] define el entero negativo -2 ya que
2 -4 =-2. La clase cero de los nUmeros enteros se forma al considerar las clases

de equivalencia de pares iguales [n, n], >» nOH . En la figura 1.6 se representa las

clases de equivalencia en los enteros.

H# 1 Enteros [0,0]
4 T nhegativos &
[n]<0 /[0
3 v

/ ') / [} [2’0]
/ ' / . / 4’Enteros

14 . . . spOsitivos
/ ) / .[n]>0h

ol 1 2 3 4 #

Fig. 1.6 Clases de equivalenciade h

1.2.3.2 Operaciones en los nimeros enteros

Igualdad: [a, b] =[c,d] = (a, b)R(c,d) < a+d=Db+c
Adicién: [a, b] O[c, d] = [atc, b+d]
Multiplicacion: [a, b] Y [c, d] = [ac + bd, ad + bc].
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Las dos operaciones, cumplen las propiedades asociativa, modulativa,
conmutativa y anulativa. La multiplicacién distribuye con respecto a la adicion.

Ademas, cada clase tiene su inversa aditiva.

Por tanto, (h, O) forma un grupo abeliano; (h, O, Y) forma un anillo conmutativo

con unidad. Ademassi ab=00 a=0 6 b=0

No es grupo con la multiplicacién ya que carece de inversos multiplicativos.

En adelante, tomaremos como nimeros enteros los elementos a, b, ¢ en vez de

las clases de equivalencia y operaremos con ellos.

1.2.3.3 Orden en los numeros enteros

Si[a,b] y [c,d] estanen hh O [a,b] < [c,d] =« a+d<b+c.
Entonces h es un conjunto ordenado.
Al considerar la relacién de 7, vemos que ella es una relaciéon de orden total: se

cumplen las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Los numeros enteros, al igual que los naturales cumplen con la propiedad
arquimedeana, es decir, dados U y Yy enteros, tales que 0 < U <y, siempre

existe un n natural tal que n. 0> .

1.2.3.4 Valor Absoluto

La funcién f: hh—h que permite encontrar la magnitud o valor numérico de una

cantidad se llama valor absoluto. Se define como la uniéon de dos funciones

lineales particulares:

X, six __0. Asi 9] =09.
f(x): Ix] = -X, Six<0. Asi  |-5|=-(-5) =5.
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El recorrido de f es el conjunto 1" O {0}.

A continuacién se presentan las propiedades basicas del valor absoluto.

>» X, »y en h:

Propiedades |

|-x] = |x]

IX.y| =|x] .|yl

[Ix] ¥k B -k~x ™Mk »k>0

I x| >k B x>k 0 x<-k. >»kOh
-Ix] N XN x|

Ix+y[ ™ x| + |yl

x| =1yl B x=ydé x=-y.
IX=y| ™ x| + |yl

IX=y| _ Ix] -1yl

© 0N OB WNPE

1.2.3.5 Divisibilidad en los nimeros enteros

Dados los numeros enteros a, by ¢ tales que a = b.c, se dice que a es multiplo
de b, o que b es un divisor de a. se denota por bla. Hallar los divisores de un
namero, equivale a descomponerlo en sus factores primos. Un numero entero p
es primo si y solo si los Unicos divisores de p son xp y #1. Asi, pues, —7,-3, 2,

5, 11 son nameros primos.

Todo numero entero n >1 se puede expresar como un producto de numeros
primos, tal factorizacién es Unica, salvo el orden en que aparecen los factores, es
decir:

Nn=pP1.p2. ... .Pn, Pi % pj

n= pfl.pgz...pﬁn, ai_1, p; primos

El anterior teorema se conoce como teorema fundamental de la aritmética.
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EJEMPLO 1.6

Descomponer en factores primos el nimero 180.

180
90
45
15

5

g w w N DN

1 180 =2.2.3.3.5=223%5

1.2.3.6 Maximo Comun Divisor y Minimo Comun Multiplo

Un numero entero positivo d es el Maximo Comun Divisor (M.C.D) de dos
enteros ayb si

1. dla yd|b

2. cla yclb O c|d.

Se denota por d=M.C.D (a, b).

Si M.C.D(a, b) = 1 decimos que ay b son coprimos 6 primos relativos.

El MCD posee las siguientes propiedades:
1. MCD (a,b) = MCD (b,a) Ley conmutativa
2. MCD (a,(b,c)) = MCD ((a,b),c) Ley asociativa
3. MCD (a.c, b.c) =|c|. MCD (a, b) Ley distributiva
4. MCD (a,1)=MCD (1,a)=1

Un entero positivo m es el Minimo Comun Mdltiplo (M.C.M) de dos enteros no
nulos ayb si:

1. ajm y bjm

2. sialc yb|c O mj|c.

Se denota por m = M.C.M (a, b).
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NOTA: ElI M.C.D y el M.C.M se relacionan por medio de la siguiente

igualdad: m.d = |a.b|

EJEMPLOS 1.7
1. Calcular MCD(49392, 42336)
49392 =2%.32.7°
42336 = 2°.3% .72, entonces
MCD(a, b) = 2%.3%.72 = 7056

2. Calcular MCM(49392, 42336)
MCM(a, b) = 2°.3%.7% = 296352

3. Verificar que m.d =| a.b |,
Tenemos que MCD (49392, 42336) = 7056 = d.
y MCM (49392, 42336) = 296352 = m. Reemplazando los valores en la
igualdad se tiene:
(296352)(7056) = | 49392 . 42336|
2091059712 = 2091059712

1.2.4 Los numeros racionales

El sistema de los nimeros enteros tiene un defecto notorio:
la ecuacion mx +b =0, m# 0 puede resolverse parcialmente en h, debido a que
% no siempre es entero. Entonces, fue necesario introducir nuevos elementos:
las fracciones & donde ayb sonenteros, y bz0.

b
La forma actual de escribir las fracciones se debe probablemente a los hindues,
aunque ellos no usaron la barra de separacion. Los arabes introdujeron la barra
hacia el afilo 1140. Esta barra la usaron los griegos y los romanos muy
ocasionalmente. La palabra fraccidbn proviene del latin frangere (romper),
designando al fraccionario como numero quebrado. Inicialmente se admitieron

como fracciones solo las que tienen numerador menor que el denominador y
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llamadas propias. Las fracciones impropias las acept6é Tartaglia hacia 1556. La
simplificacion de una fraccion a sus términos mas simples es relativamente
reciente (hacia 1572), ya que antes de la invencion de los decimales era frecuente

3555312

encontrar fracciones como ——.
4329864

Los escritores medievales usaron para propésitos cientificos la escritura de
fracciones con denominadores mdultiplos de 60 (fracciones sexagesimales), las

cuales aun se utilizan para medir el tiempo y los angulos.
1.2.4.1 Construccion de los nameros racionales

Para construir formalmente los nimeros racionales se considera el conjunto de
pares ordenados (a, b) en hh xh*, donde hh* =Tt - {0} . Se define la relaciéon R,
de manera que:
(a,b)R(c,d) = a.d =b.c
y se demuestra que R es una relacion de equivalencia.
Una clase de equivalencia viene dada por:
[(a, b)] ={(x, y) D hxh*| (x,y) R (a, b)}.
Cada clase de equivalencia define un nimero racional. El conjunto de los nimeros

racionales T esta formado por el conjunto cociente:

hxh*/RhT

Actualmente se toma 1 ={—| xy enh, y£0}

. . X z . C
Dos numeros racionales — y — son iguales, siy soélosi, x.w=y.z.
y ©w
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1.2.4.2 Operaciones en los numeros racionales

, . X Z ]
Sean los nidmeros racionales —,—. Entonces, se define
y w
—_—— = X Z XW+vy.z
Adicion +IxI-T 0O 2Z2+%2= y
y w y.W
., —_——_ = X Z Xz
Multiplicacion Ixlo 1 O = =2="2
yw 'y
; Z X W XWw
Ademas: = X—=— z0

(T,+) y (T*,) forman grupos abelianos y la multiplicacién distribuye con respecto

a la adicién. Es decir (T,+, *) tiene estructura de cuerpo.

1.2.4.3 Orden en los nUmeros racionales

En T se puede definir un orden total compatible con las operaciones de adicion y

e X z . :
multiplicacion. Sean — y — dos numeros racionales, donde y, w son enteros
y ©w

positivos:

X _z . A
—<— siysblosi xw Ny.z
y w

Ademas, dados dos numeros racionales distintos, U <y, siempre existe otro
nimero racional p tal que U < p <y . Esta propiedad se conoce como la

Densidad del orden en’T.
: X z .
Para ello, si a=— y fB=— ,con w e Yy positivos, basta tomar
y W

_ X+z
y+W

+
Otra manera de escoger p es: p= u, On>0.
n
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Los nameros racionales también cumplen con la propiedad arquimedeana:

0<*<ZenT 0O Onop* O nX 2
y w y w

1.2.4.4 Representaciéon decimal de nUmeros racionales

Todo numero racional admite una representacién decimal, la cual se obtiene al
dividir numerador entre denominador. Esto da lugar a dos tipos de expresiones
decimales, las exactas y las periédicas.

Expresion decimal exacta, es aquélla que tiene un ndmero finito de términos.
Expresion decimal periédica es aquélla que tiene un numero infinito de cifras
decimales, de modo que un grupo finito de ellas se repite indefinidamente. La
parte que no se repite se denomina anteperiodo y la que se repite, periodo. Estas

expresiones pueden a su vez dividirse en periddicas puras o peridédicas mixtas.

Periddica pura es aquélla que no tiene anteperiodo. Peridédica mixta es aquélla

que si tiene anteperiodo. A continuacion se presenta varios ejemplos:

Periodicas
Exactas Mixtas
1 =0.5 1 =0.333... 2 =0.4189189...
2 3 74
1 =0.25 i =0.2727... E =0.7962962...
4 11 54

1.2.4.5 Conversion de decimal a racional

Dada una expresion decimal, se puede encontrar una expresion racional para la
misma. Si la expresion es exacta se coloca como numerador el nidmero entero que
resulta de suprimir el punto decimal y como denominador la unidad seguida de

tantos ceros como cifras se encuentren a la derecha del punto decimal en la

o ] . . 63
expresion original. Asi, pues, el decimal 0.63, se representa como el racional 100"
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Si el decimal es periddico infinito, se puede proceder como sigue:
Dado x =0.127127127..., expresarlo como cociente de dos enteros. Se multiplica
X por 1000 y se resta:
1000.x = 127.127127127...
x=_0.127127127...

127
X=
999

En conclusién, todo nimero racional tiene una representacién decimal periddica, y

999.x = 127 U

todo decimal periddico representa a un numero racional.
1.2.4.6 Potenciacion en los numeros racionales

La potenciacion es un caso particular de la multiplicacion. »au T, »n uh®,

a"=a.a.a....a, (nfactores). El nimero a" es llamado la potencia n-sima de a.

Es decirsi a=2 y nuA 0O a"= Eia“:x—n
y y y

Como la base puede ser negativa, el signo de la potencia depende del exponente:
a) Sinespary a<0, entonces a" = +a.a.a...a;
b) Si nesimpary a<O0, entonces a" =-a.a.a...a.

Propiedades: >a, »b en T, mynenH, siendo m>n, se cumple:

2. a" = i
an
3 am.an - am+n
4. a’ =a™"
an
(an)m - an.m
6. (ab)"=a"b"
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, m
Si el exponente de a* es de laforma — , donde n >0, entonces:
n

nm , OaOT, sellama raiz n-sima de a™.

y v gym
Las propiedades de las potencias descritas en 1.2.4.6 son perfectamente validas
para la radicacion.

1.2.5 Los nUmeros irracionales

X

y )
x e y en h; y20, como sucede con 2 y T./2 no puede ser incluido en los enteros

A pesar de la densidad, hay nimeros que no se pueden expresar en la forma

ni en los fraccionarios. Este nimero es el resultado al que se llegd al aplicar el
teorema de Pitagoras a un triangulo rectangulo, cuyos catetos tuvieran la misma
longitud. El descubrimiento de la irracionalidad de J2 |, se debe probablemente a

Hipaso de Metaponte.

Los numeros irracionales fueron tratados en la matematica griega como parte
exclusiva de la geometria, lo que establecié una separacion entre estas dos ramas
de la matemética. Arquimedes manejé numeros irracionales como raices y
también hallé6 una buena aproximacion al namero 1t, como la razon entre la
longitud de una circunferencia y su diametro. Hacia fines del siglo XIX se trat6 el
problema de la estructura de los numeros reales. El principal problema fue los
nameros irracionales. En el libro Elementos de Euclides se trata las razones
conmensurables e inconmensurables entre magnitudes. Euclides no tenia una
l6gica suficiente para definir los niameros irracionales, pero sus trabajos sirvieron
de base a Weierstrass para elaborar (1859) una teoria de los numeros

irracionales.
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1.2.5.1 Definicién de nimero irracional

Numeros como 0.12345678910111213... cuya representacion decimal no es
exacta ni periddica, no pueden corresponder a ningun numero racional. Las
expresiones decimales finitas o periddicas, corresponden a numeros racionales; el

resto forma el conjunto de nimeros irracionales.

El conjunto de los irracionales, denotado por I tiene, como T, las propiedades

de orden total, densidad y propiedad arquimedeana; pero I no es numerable.
Para probar que /2 es un ndmero irracional basta construir una serie que

converja hacia ,/2 , mediante una sucesién de nimeros racionales:

donde x, es el mayor nimero entero que verifica x%, < 2(10%").

AB = 1. Por el teorema de Pitagoras AC = +/1°+1*> = /2. Con radio AC se

determina sobre la recta real el punto C'. A este punto corresponde el nimero

irracional ~/2 . Fig. 1.7

Fig 1.7 Punto +2
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Para graficar otros numeros irracionales como V3,4, 5. se procede como
en el caso anterior, se construye el triAngulo rectangulo ABC con catetos N/ y 1,

se traza AD =+/3. Asi sucesivamente. Fig 1.8

Fig 1.8 Obtencién de /n

El nimero Tt representa la relacién entre el perimetro y el didmetro de una

circunferencia, y como ¢ no es un entero, entonces Ttes irracional. Fig. 1.9

Fig. 1.9 Obtencion de &

El numero e, base de los logaritmos naturales es otro numero irracional que surgio

al considerar el interés compuesto. Se define e como el siguiente limite:

e= |um@ g
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1.2.6 Los nUmeros reales

Cuando surgieron los numeros irracionales que no podian expresarse en forma de
fraccion, como T, en su lugar, se escribieron como expresiones decimales infinitas

(3,1416..), pero sin repeticion de periodo. Entonces, se construyd el conjunto de
los nimeros racionales unidos al de los irracionales y se les llamé Numeros

Reales. Se denotan por la letra T. En sintesis, un niumero real es un nimero que

puede expresarse como un decimal infinito.

1.2.6.1 Construccién de los nUmeros reales

Modernamente existen diferentes maneras de construir los nameros reales: por
sucesiones de Cauchy, por cortaduras de Dedekind y por encajes de intervalos

(Cantor). A continuacion se presenta un bosquejo de su construccion:

A. Sucesiones de Cauchy

Una sucesion, en general, es una funcién cuyo dominio es el conjunto de
nameros naturales: SSH--A O

i 0 aj
Si A =TT, se tiene una sucesién de nimeros racionales.

Es usual definir una sucesiéon de numeros racionales mediante el término

general u,, como:

On+lp U= 23456 00,452 0F
[2n-10 Mm'3'5'79° g0 g 5730
Vn = %-*_(_1) H:%_liz 112_E12+112_1’ D: 1§1§12181E""D
0 n oo 1 3 4 5 0023456

A dicho término se le denomina término n-esimo de la sucesion. Cuando en

una sucesion existe un numero al que los términos se van aproximando a
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medida que se avanza en ella, se dice que la sucesion es convergente. Al

ndamero que se aproxima la sucesion se denomina limite de la sucesion.

Se dice que una sucesion u, Uy, ...,U, €S una sucesion convergente regular

o de Cauchy, si dado un nimero racional E, arbitrariamente pequefio, pero fijo,

existe un namero n tal que, Oi, 0j > n, se verifica que |u;i—uj| <E.

En el conjunto de las sucesiones regulares se define la relacién R de manera
que:
(U)R (vn) B (Un) - (vn)= 10

La relacion R asi definida es una relacion de equivalencia. En efecto:

R es Reflexiva: u,Rup, - u,-u,= 0

R es Simétrica: uyRv, @ v, R u,
si uyRvy - u,-vp= 0, dedonde vp-u, =0
@ vyhRu,

R es Transitiva:si unRvh Yy Vi Rwy, @ Un-vh=0 Yy Vh-wa=0
@ (Un-Vn)*+(Vn-wy) =u,-w, =0, loqueindicaque

up, R wy

Cada clase de equivalencia define a un namero real. El conjunto de todas las

clases de equivalencia se identifica con el conjunto de los nUmeros reales: T

Los numeros reales se representan por los puntos de una recta continua. A
una seccién de la recta numérica, se le llama intervalo finito (o segmento de
recta). Recibe el nombre de intervalo cerrado si ambos puntos extremos estan
incluidos, abierto si se excluyen ambos puntos extremos, y semiabierto si solo

uno de los puntos extremos esté incluido.
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Es decir:

si a y b son numeros reales con a < b, entonces:

e [a,b]={xO0T| a”™~x"™hb} <—— T ——>
a b
Intervalo Cerrado

e (@ b)={x0T| a<x<bh} >

Intervalo abierto

s [ab)=x0T| a”™~x<b} < RS>

Intervalo Semiabierto a derecha

e (a,b]={xO0T| a<x”™h} <—AHHHHHHHHHHHHHHHHHH——>

a b
Intervalo Semiabierto a izquierda
o (-, a]l={xO07T|x"™a} <ttt >
b
Semirrecta izquierda
e [a,0)={xO0T|a™x} I
a

Semirrecta derecha

Fig. 1.10 Clases de Intervalos

B. Cortaduras de Dedekind

Como los numeros racionales son densos en la linea recta, a cualquier punto
de ella, se puede aproximar mediante valores racionales. Este proceso lo
desarroll6 Richard Dedekind en 1872, distribuyendo imaginariamente todos los
nameros racionales sobre la linea recta. Para ello considero dos clases: una

izquierda: A y otra derecha: B.
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La clase A es el conjunto de todas las cotas inferiores de los elementos de
B. La clase B es el conjunto de todas las cotas superiores de los elementos
de A.

Cualquier numero racional se encuentra en unay solo una de las dos clases. Si
a ; .
uno de ellos, b esta en el borde, se dice que la recta se ha cortado en el

a . N
punto . Para concretar, se establece la siguiente definicion:

DEFINICION. Dado el cuerpo de los nimeros racionales (T,+,) y aO T, se
dice que a es una cortadura de Dedekind, si:

1. a#b

2. Siaday bOT,dondeb<a, 0 bOa

3. Si ala, OOb Oa,tal que a<b

4, Ob OT,talquea<b, DJaOa

Es decir, un nimero real a, es un subconjunto de ndmeros racionales, tal que
por lo menos un namero racional estd en a y por lo menos un nimero racional
no estad en a. Si X es un numero racional en a, todo racional menor que X,

también estd en a. El conjunto a no contiene al mayor numero racional.

De manera que si las clases A y B contiene un elemento en comun a, se dira
gue la cortadura se ha realizado a través de a. Una cortadura (As, Ba), esta

hecha a través de a cuando A, sea el conjunto de los x ™ a,y B, el conjunto

delos x __ a.

Sean ayb los elementos correspondientes a las cortaduras:
(ASJ Ba) y (Ab1 Bb) de F

En tal caso at+b corresponde a la cortadura (As + Ap, Ba+ Bp) — Designando

por A, + Ay, el conjunto de las sumas x+y, con XUA; € Y UA,,

de forma similar para B,+ By —.
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Para multiplicar elementos positivos, a y b, se forma de modo similar las
respectivas cortaduras en el sistema de los racionales positivos. Entonces a.b
corresponde a la cortadura (Aa.Ap, Ba.By). — Donde A, Ay, es el conjunto de

los productos x .y, con XuA; € YyuAy deforma similar para B+ By —.

Si se define la adicién y la multiplicaciéon de cortaduras en T como antes, sin
dificultad se demuestra que las cortaduras en T constituyen un cuerpo

ordenado y completo.

C. Encajes de intervalos

Si se quiere medir una distancia, se puede hacerlo por aproximaciones
sucesivas, formando valores superiores e inferiores a la medida. Entre mas fina
sea la aproximacion, mas preciso es el valor de la distancia. Como a cada
namero real corresponde uno y solo un punto de la linea recta, podemos
aproximarnos a €l mediante una sucesion de intervalos encajados:

[ai, bi] O [ay, by] O ... O [an, by], de manera que al crecer n, cada longitud

decrece. Fig. 1.11

a; a, as a bs b, b1
X

< i e >
§<—>9
j<—9
8 =

Fig. 1.11 Encaje de intervalos

Asi, pues, ﬁ:2.64575131l..., esta comprendido en el encaje de intervalos
[2, 3]; [2.6, 2.7]; [2.64, 2.65]; [2.645, 2.646]..., donde los puntos de la izquierda

son aproximaciones por defecto y los puntos de la derecha, por exceso. A

medida que se refina cada intervalo, mejor se acerca al valor ﬁ gue como

vemos, se ubica en la intersecciéon de todos los intervalos.
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Los encajes de intervalos o =[ay, bi]; [az, b2]; [as, bs]; ... ; [an, bn] Y
B = [cy, di]; [c2, d2]; [C3, d3]; ... ; [Cn, O]
determinan el mismo numero real, si y solo si, a”~c; y b~d; para cualquier

par de indices 1, |.

Asi que a esta relacionado con f3, siy solo si, a”~c; y bi™d; y tal relacion
es de equivalencia. Cada clase de equivalencia de estos encajes define a
un nuamero real. Es decir, dado un nimero ¢ >0 (tan pequefio como se quiera)

se tiene que b, —an <g, para n suficientemente grande.

La sumay el producto de ay [ vienen dados por los siguientes intervalos:
G+B = [8_1+Cl, b1+d1]; [az+Cz, b2+d2]; e ) [an+cn, bn+dn]

o¢B =[as.C1, b1.di]; [@2.C2, bo.d2]; ... ; [@n-Cny bn.dn]
Bajo estas condiciones, (T,+,*) forma un cuerpo, ordenado, completo.
1.2.6.2 Operaciones en los numeros reales

Una vez analizado la construccion de T, podemos sintetizar las propiedades de las

operaciones, asi:

(T,+9=) es cuerpo

M: TPT=T O, b)é--a+b e : TPTAT O(a,b)d--a.b
Al (a+b)+c=a+(b+c) M1 |(a.b).c =a.(b.c)

A2 la+0=a=0+a M2 lal=a=1la

A3 a+(-a)=0=(-a)*ta M3 a.a’=1=a'a (az0)
Ad a+b=b+a M4 'ab=b.a

D ab+c)=(ab)+(ac) y (a+b).c=(a.c)+ (b.c)
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1.2.6.3 Orden en los nUmeros reales

Sia,ben T@ a™~b B vVEUT w a+E=b
1. a”™a, Oaldr

2. a™~by b~a @ a=b

3.a™~by b~c @ an™c
4

Oa,0Oben T,si azb @ a<b 6 b <a.

Los numeros reales cumplen con la propiedad arquimedeana:

Si O<a<b en T,entonces vnuh* w na_ b

1.2.7 Los numeros complejos

Hieronimo Cardan en su Ars Magna (1545) plantea y resuelve el problema de

dividir el numero 10 en dos partes, cuyo producto sea 40.

La ecuacion es x(10 — x) = 40 y obtiene como raices 5 + =15y 5 - /=15,

dejando planteado el problema de las raices.

Desde entonces los niumeros complejos fueron olvidados, hasta 1700 cuando se
usaron para integrar por el método de fracciones parciales por Euler y otros
matematicos. En 1799 Gauss dio su primera demostracion del teorema
fundamental del algebra, aceptando implicitamente los nimeros complejos. Fue
William R. Hamilton (1805 — 1865), fisico y matematico inglés, quien inventé una

representacion geométrica de los numeros complejos y los clasifico.
Antes que Hamilton, Caspar Wessel y Argand, representaron geométricamente los

nameros complejos, sentando las bases para la teoria de funciones de variable

compleja.
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1.2.7.1 Construccion de los numeros complejos

La unidad imaginaria surge de manera natural cuando se quiere resolver la
ecuacién x?+ 1 = 0. Asi que el binomio a + bi, donde a, b son niimeros reales e

i = -1 se llama nimero complejo: a = parte real; b = parte imaginaria.

Con esta notacién se construye T ={a+bi| a,b enT ;i =-1}. Entonces:
1. athi=c+di = a=cy b=d.
2. (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)
3. (a + bi).(c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i

4. a+bi=a-hi.

Sin dificultad se prueba que (T,+,*) forma un cuerpo
El cuerpo de los complejos no es un cuerpo ordenado:
Sea isT'@ ii=i*=-1

(-1).(i) = -i @-i s T, imposible.
1.2.7.2 Representacion de numeros complejos

Los nimeros complejos se pueden representar de diversas formas, entre ellas

tenemos:

A. Pareja ordenada
Un numero complejo se puede representar mediante una pareja ordenada

(a, b) donde a representa la parte real y b la parte imaginaria. Asi, (3,4)
representaria el nimero complejo 3 + 4i.
Entonces: (a,b) =(c,d) = a=cy b=d.

(a,b) +(c,d)=(atc,b+d).

(a,b).(c,d) = (ac—bd, ad + bc).
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B. Forma binémica
Un nimero complejo en forma bindbmica viene dado por z = a + bi. Se lo
representa mediante un punto en el plano, cuya distancia horizontal (eje x) es
a, Yy la distancia al eje vertical (eje y) es b. Fig. 1.12

Fig. 1.12 Punto z = a+bi

C. Forma polar (trigonométrica)
Un namero complejo z = a + bi, se puede representar en forma trigpnométrica

como z=|z|.(cosa+isena).

Donde |z| :\/a2 +b2 , se llama modulo y a es el angulo formado por el radio

vector y el eje positivo OX. a se llama argumento del nimero complejo z.

. a . b y y
En efecto: cosa= m y sena=— [0 a=|z|.cosa, b=]z|.sena
z

| z|
z=a+bhi=|zl.cosa+ i|z|.sen &

zZ=|z|(cos a +i.sen a).
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%4 «_:rgumento | -
Q(a,0) «x

Fig. 1.13 Forma polar de un complejo

Para el calculo del médulo se considera el © OQP

0 OP = 0Q+ QP O OP =|z|=r=ya2+h?

Como a=a + 2k¢, O kOh, entonces para las demostraciones se toma:

0 ™ a< ¢, que se denomina argumento principal de z.

Las coordenadas polares se indican por P(r, &), que son equivalentes a las

coordenadas rectangulares P(a, b).

A continuacién se puede ver las formulas que permiten el cambio de forma

bindmica a polar y viceversa.

De forma binémica a polar De forma polar a binbmica

Jai+br

a a=|z|. cos a
€06 = ———— o b
JaZ+b O a:arctgg b=|z|]. sen a
b
senf =

Ja? +b?
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D. Forma polar general

Como sen a y cos a son funciones periddicas con periodo 2¢&, entonces:

cos (A + 2k¢) =cos a

sen (a4 + 2k¢) = sen a,donde k Oh .Por tanto,

z=a+bi yr=|z|O z=r.(cos & + i.sen a).= r.(cos (a+2kc) + i.sen (a + 2kc)),
que se abrevia por r.cis (@ + 2k¢), k cualquier entero,

el cuadrante para a esta determinado por a y b.

Dos numeros complejos en forma polar son iguales si y sélo si sus modulos
son iguales r; = rp, y sus argumentos se diferencian en un niumero entero de

vueltas, es decir, &; = a,+2k¢, con k u h.

Para la multiplicacién en forma polar basta con multiplicar los médulos y

sumar los argumentos. Es decir:  ri.ry [(cos (8: +8,) + i.sen (8; +a,)].
En efecto, si z;=ri(cos a; + i.sen a;) = ry.cis ay,
Yy Z2=Tr5(C0OS d, + 1.Sen &,) = r,.Cis d,, entonces:

Z1.2p = ( r1.Cis él)( r>.CiS éz)

ri.r; (cos a; +1.sen a,). (cos a, + i.sen a,)

ri.r (cos a;.cos a, + i.cos a;.sen a, + i.sen a;. cos a, - Sen a;.sen a,)
=r1.I; [(cos @;.cos &, - Sen a,.sen a,)+ i(Cos a,.sen a, + i.sen a; cos a,)]

= 1.1 [(cos (A1+ &)+ i.sen (a1 + &y)]

En consecuencia para dividir z; y z, en forma polar se dividen los médulos y

se restan los argumentos:
Z I < x . < x .
—+=-L (cos(a;-ay + isen(d;-ay)). siempre que z,# 0.
yA r

2 2

Finalmente, en el caso de tener todos los factores iguales se obtiene la formula
de De Moivre: Si z=r(cos a+i.sen Q)

0 z?=r(cos & + i.sen &). r(cos & + i.sen &) = r.r (cos 24 + i.sen 28)

= r’(cos 24 + i.sen 23)
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z3=7%7 = r¥(cos 2& + i.sen 2&).r(cos & + i.sen &) = r’(cos 34 + i.sen 33),

para z"tenemos:

n

z"= r"(cos.n a+isen.n a) Férmula de De Moivre
Esta Férmula es también valida para exponentes enteros negativos, siempre
que z # 0. En particular tenemos otra expresion para el inverso de un

complejo no nulo, z'=r(cos &-isen a).

EJEMPLOS 1.8

1. Escribir en forma médulo-argumental el complejo 1 -1 .

11—l = 1 +(-D)? =42 y tgé:‘% =1

Los angulos que tienen tangente -1 son los dngulos de 135° y 315°. Como el

complejo dado pertenece al cuarto cuadrante, el argumento es 315°.

Asi 1-i = (1/2)315° .

2. Representar en forma binémica el complejo (2)180°
(2)180° = 2(cos 180° +i-sen 180°) =2 (-1 +0i)=-2

3. Aplicar la féormula de De Moivre para expresar sen 4x y cos 4x en funcion

de las razones trigonométricas de x.

Se considera el complejo z. Calculando su cuarta potencia:
z* = cos 4x + i sen 4x

Pero z =cos x +isen x, con lo que z*=(cos x + i sen x)*.

Aplicando el binomio de Newton a esta expresion:

(cos x + i sen x)* = cos*x + 4i cos®x - sen x + 6 cos’x(i sen x)?
+4 cos x - (i sen x)° + (i sen x)*

Pero i’=-1, ¥=-i e i*=1 Asf
(cos x + i sen x)* = cos*x + 4i cos®x - sen X - 6 cos’x - sen’x

-4 cos x - sen’x i + sen’x
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La parte real de este nimero es:  cos 4x = cos’x - 6cos?x - sen’x +sen*x

Y parte imaginaria es: sen 4x = 4cos®x - sen x - 4cos X - sen3x

E. Forma Exponencial
La forma polar puede presentarse de otra manera, utilizando la formula de
Euler: ed=cos&+isend AuT,
es decir, un numero complejo z, toma la forma exponencial, la cual se utiliza
para expresar productos y cocientes en forma simple, sélo hay que tener en
cuenta las propiedades de la funcidon exponencial (para multiplicar se suman
exponentes y para dividir se restan).

6, 6 61 +0

Multiplicacion: e le2=¢ 2
[?) e 6, -6
Division: e 1 e 2 =¢ 2

En particular, para potencias con exponentes enteros se tiene z" = |z|".e™.

Esto permite dar una nueva expresion para el inverso de un complejo no nulo

enlaforma z* =|z[*.(cos a-isen &).
1.2.7.3 Raices n-ésimas de numeros complejos

Ahora se considera las potencias de un niumero complejo con exponente racional:

=

dado z = |z|.e"*, sea w = Rz =z", para un numero natural p # 1.

1
Siw = |w|.e"*, puesto que w = z” O wP = z, es decir, w’ = |w|".e"?? = |z|e"".

Por tanto, |w|P=|z| O |w| :|z|% =12/,

y ademas, p.a = a+2kc, de donde, , parak u h.
o= 0+ 2km

p
De todos estos valores so6lo p consecutivos son distintos, el resto es una repeticion

sucesiva de los valores ya obtenidos.
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EJEMPLOS 1.9

1. Se considera las raices cuartas de 1:
x*=1 @ x*-1=0@ (¥*+1)(x*-1)=0 @
X+D)X=DX+1D)X-1)=0@ x1=1;%x2=-1;X3=1; X4 =-i. Fig. 1.14

Fig. 1.14 Raices cuartas de 1

Puesto que las raices n-simas de la unidad tienen valor absoluto 1, son puntos
gue se ubican en la circunferencia de radio unidad con centro en el origen; dichos
puntos, dividen la circunferencia en n arcos iguales y por tanto, son los vértices de

un n-agono regular.

2. En la siguiente gréafica se observa las raices quintas de

Z = CO0S HEH +i.sen BEH
03 O 03 O

Fig. 1.15 Raices quintas de un complejo
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RESUMEN CAPITULO |

AZB ={xuX|XxuA o xu B}
Operaciones con A[B ={xuX|xuA y xu B}
conjuntos A\B ={XuX|XuA y xt B}

Producto cartesiano | AP B={(ab)|auA ybu B}

R m APA, R es relacion de equivalencia, si y sélo si R es
Relacion de reflexiva, simétrica y transitiva.

equivalencia Clase de equivalencia [a]={buA|(a, b)uR} alA.

f :A - Besunafuncién,si fOAXB y[OxOA, OyB
talque (x,y)Of.Si(xy)Of O (x,z2)Of0 y=z.

Funcion Inversa: f1={(y, ) OBXA |(x,y)Of
Algebra de funciones:

Funciones (fSg:A-BO (FSg)x)=f(x) Sg(x) OxO Dfn Dg
(fg):A-B O (f.g)X) =f(x).gx) Ox O Df n Dg

f0 A f _ f(x)
EEE.A B D %E.(x) 150+ g(9Lo. X0 DDy

Funcion compuesta: gEf: A - C
gEf={x,y)| xO A, (f(x),y) Og}.
Operaciéninterna = 0: APA -~ Aw (ab) 8-> aOb, Azg

(®)
1,+,°) es cuerpo
M: TPT2T J(ab)d-a+b | «:TPT2T [(a,b)d-a.b
Al | (at+b)+ c =a+(b+c) M1 |(a.b).c = a.(b.c)
Estructuras A2 at0=a=0+a M2 lal=a=1la
algebraicas A3 |at(-a)=0=(-a)+a M3 a.a'=1=a'a (az0)
A4 latb=b+a M4 ‘ab=b.a

D. a(b+c)=(ab)+(a.c) y (a+b).c=(a.c)+(b.c)
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Relacion de orden

Sia,ben T @ a~bB VEUT wa+E=b

a™Na, Dadr
a™~by b~a @ a=b

a™~by b”~c @ an™c

A WO N P

Oa,Oben T,si azb @ a<b 6 b <a

Propiedad Si 0<a<b en T,entonces vnuh*w na_ b
Arquimedeana
X, six 0.
Valor Absoluto f(x): Ix] = X, six<O0.
Forma binémica: * z = a+hi.

Forma polar: z=|z|.(cosa+isena),

donde |z|= +a?+b?. a=|z|-cos & b=|z|-sena

Forma polar general:

Numeros . _ 5
) z = r.(Cos (a+ 2km) + i.Sen (a+ 2km))
complejos
Férmula de De Moivre: z"=r"(cos.n a +i.sen.n &)
Forma Exponencial: ef=cosa+isend auT,
Raices n-simasen T:, para0 ™k ™ p-1. N g
fdr, =Tl Z e
Cambio de forma binémica a polar
|z| = /az +h?
Coordenadas a
cosO = ———
polares [72 L 12 .
a’+b U a = arctg E
b a
send =

Ja? +b?

Cambio de forma polar a binémica

a=|z|].cosa

b =|z|. sen a
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TALLER No 1

1. Sean A={3,5, 7,9}y B={x| x es divisor de 14}. Encontrar:
a) AOB b) AnB c) AB d) BxB

2. Sealarelacion R={(1,2),(1,3),(1,4)}. Encontrar el dominio y rango de R™.

3. Sean D={a,b}. :D-T y g:D- T, definidas por
f={(a,1),(b,3)}, 9={(a,2),(b,-1)}. Encontrar:
a) (3f-2g)(a) b) (3f-29)(b).

4. Sean las clases [3,-5] ,[-1,1]. Encontrar:
a) [3,-5] +[-1,1] b) [3,-5].[-1,1].

5. Encontrar el valor absoluto de:
a) |-7] b) |5.(-4)| c) |-9+10|.

6. Encontrar el MCD y MCM de:
a) 34 y 78 b) 455,512 y 612

7. Realizar las siguientes operaciones:
7 4 11 21 31 14

a) —+— b) —.== c) -+
) 375 ) 978 ) 10715
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8.

12.

13.

14.

15.

1.6

17.

Representar en forma de fraccion los nimeros decimales:
a) 0.123123123... b) 12,484848.. c) 0,26542654...

Realizar las siguientes operaciones:

2 BN \/B, -2

0O 9
(5) A
T T

, . L 1
A gue nimero se aproxima la sucesién %+— :
n

Expresar en la forma a + bi:

a) 4-34-1 b) 2-i3i o

Realizar las siguientes operaciones:
a) (3-2i)+(6 - 4i) b) (2-0i)-(2+1i)
7-2i

c) i.(3-2i) d) T+

Cambiar a forma polar los complejos:
a) z=1+i b) z=-4i

Escribir en forma rectangular:

a) z= 3.cis g b) z=5.cis

Multiplicacion y division en forma polar. Resolver:
Si z;=7.cis45° 2z, =2.cis 20° . Encontrar

Z

a) 7.2 by —
ZZ
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CAPITULO II
OPERACIONES ALGEBRAICAS

Esta unidad sienta las bases del estudio de la expresion algebraica. Exige como
prerrequisitos tener bien claro los sistemas numéricos, La expresion algebraica es

de vital importancia si se quiere trabajar con polinomios.

El contenido tematico de esta unidad consiste en la operatoria algebraica:
adicion, sustraccion y multiplicacion de expresiones; para la division se considera
el algoritmo de la divisiobn. Ademas se trata los productos notables, los casos de
factorizacién de polinomios vy las fracciones algebraicas cuyos denominadores y

numeradores son 6 polinomios o cocientes de polinomios.
2.1 EXPRESION ALGEBRAICA

Se llama asi, a toda combinacion de constantes, variables y signos de operacién

como: adicion, sustraccion, multiplicacién, potenciacién y extraccion de raices.

EJEMPLOS: ax, 3y*+1, ax-by, 2x°+x-1, vx+3, (x-2)°%

Por lo general se utiliza las primeras letras del alfabeto a, b, c, d..., para
representar cantidades constantes y las dltimas letras X, y, z para las cantidades
variables. A cada combinacién de constantes y variables se la denomina término.

La expresion algebraica mas importante es el polinomio.

Ademas, una expresion algebraica utiliza las constantes en los numeros reales y
por tanto para la operatoria algebraica es necesario tener en cuenta el orden

definido en T. (Ver capitulo |, seccion. 1.2.6.3).
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2.1.1 Términos semejantes

Son los términos que constan de las mismas letras con iguales exponentes y tan

solo se diferencian en los coeficientes.

EJEMPLOS 2.1

2Xy + 4x3y? - Bxy + 6x°y? + xy

Aqui encontramos 2 clases de términos semejantes los de xy y los de x*y?:
xy(2-5+1) y x*(4+6).

Entonces la expresion se puede reducir a: - 2xy + 10 x%y?

2.1.2 Monomio

Es una expresion algebraica que no posee operacién alguna, que contiene un solo

término: ax, 2y, x4.

Se puede formar monomios en cualquier figura geométrica, por ejemplo:

X X

2x? es el area de un rectangulo y es un monomio. Equivale a (2x)x = 2x?

a) Grado de un monomio: El grado de un monomio se determina sumando todos

los exponentes de sus letras 0 variables.
EJEMPLOS 2.2

1. 2x°y*z esdegrado8: (3+4+1)
2. 4mn® es de grado 3: (1 + 2)

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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2.1.3 Binomio

Es una expresion algebraica de dos términos: 3x® + 5
Se puede formar un binomio encontrando el perimetro del rectangulo, asi:

Se suma todos los lados: x+x+y+y=2x+ 2y

2.1.4 Trinomio

Es una expresion algebraica de tres términos 4x° - 3xy + 3y?

A manera de ejemplo, si tenemos el siguiente triangulo:

c

Donde a=x, b=x* c=4

Si se suma todos los lados se puede formar un trinomio, asi:
a+b+c=x+x+4

Al ordenar la expresion resulta:  x? +x + 4

2.1.5 Polinomio

Es toda suma formal infinita de constantes y variables, se denota por:

p(X) =ao + aix + ax® + azx® +... + ax" +.... Siendo a constantesy

Xj variablesy a, # 0. También se puede definir como la suma de cuatro 6 mas

monomios. Hay polinomios en una 6 mas variables.

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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a)

Grado de un polinomio: El grado de un polinomio es el mayor entero positivo,

cuyo coeficiente sea distinto de cero; en nuestro caso:

gr(p) =n:donden O h*

EJEMPLOS 2.3
1. 6x*+2 Una sola variable y grado 4
2. 3x + 6y Dos variables y grado 1

3. 4x* — 2xy + 3z° Tres variables y grado 2

b) Polinomio homogéneo: Tiene todos sus términos del mismo grado.

EJEMPLOS 2.4
1. 2x3 - 2xy? + 4y* todos tienen grado 3.
2.4m + 3n-n+ 2m todos tienen grado 1.

Igualdad de polinomios: Sean dos polinomios p y q en la variable x, los

polinomios son iguales si y solo si se componen de los mismos términos, es
decir, si los coeficientes correspondientes a términos de igual potencia son
iguales, asi:

p(x) =a, +a,x +a,x* +a x> +...+a x" +...

q(x) =b, +b,x +b,x* +b,x> +...+b x" +...

p y q son iguales siy sélo si:

a, =b,; a, =b,;; a;=by;... a,=b,;...

n n

EJEMPLO 2.5
Sean p(x)=ax?+3x-1 y qm=2x>+bx-1
pP=qg = pX-qx)=00
ax’ +3x-1—(2x* +bx-1)=0
(@a-2)x*+@B-b)x-1+1=0
< a=2yb=3

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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d) Polinomios irreducibles 6 primos: Un polinomio es primo con respecto a un
conjunto dado de nimeros si:
» Tiene coeficientes en el conjunto dado.
» No se puede escribir como producto de dos polinomios con coeficientes en

el conjunto dado.

Por ejemplo, x* -2 es primo en los nimeros enteros, pero no es primo en los
nimeros reales: pues Xx° -2 :(x—ﬁXx+ﬁ). Un polinomio no primo esta
completamente factorizado con respecto a un conjunto dado de nameros, si
esta representado como un producto de polinomios primos respecto a ese

conjunto de nameros.

2.2 OPERACIONES ALGEBRAICAS

Como en la aritmética, podemos sumar, restar, multiplicar, dividir, elevar a
potencia, etc., las expresiones algebraicas. Para sumar y restar expresiones
algebraicas se tiene en cuenta fundamentalmente los términos semejantes, y para
multiplicar y dividir se tiene en cuenta el producto y cociente de potencias de la

misma base.
2.2.1 Sumay resta de expresiones

Para sumar expresiones algebraicas basta reducir los términos semejantes. De lo
contrario, se deja indicado. En la sustraccibn hay que cambiar de signo los

términos del sustraendo y luego se reduce términos semejantes.

EJEMPLOS 2.6
1. (X*+2xy-3) + (4x® - xy + 8)
Solucién:
X2+ 2xy —3 +
4x*- xy+8
5%+ xy +5
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2. (2% + 4x%y? - 3x) - (4% + XPy? - 1)
Primero se cambia los signos del sustraendo:
(4x%y + x3y? — 1)+ (-1) = - 4x% - x%? + 1; luego se realiza la operacion:
2x%y + 4 x%y? - 3x +
-4y - XA +1

- 233y +3x%y?-3x +1
2.2.2 Producto de expresiones

Para multiplicar expresiones algebraicas se aplica la ley distributiva de la
multiplicacion con respecto a la adicién, teniendo en cuenta los signos,

coeficientes y exponentes de cada término.

EJEMPLO 2.7

(3x? — 2xy + 5y?)« (2xy* — 3y + 4y°)

3x? (2xy? — 3y + 4y®) — 2xy (2xy? — 3y + 4y°) + 5y? (2xy? — 3y + 4y°)
6x%y? — 9x%y + 12x%y° — 4x%y® +6xy® — 8xy* + 10xy* —15y° + 20y°

O
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6x%y? — 9x%y + 8x%y° + 6xy? + 2xy* — 15y° + 20y°

2.2.3 Productos notables

1. (x+y)2=x>+2xy +y?
2. (x+y)*=x3+3x%y + 3xy? +y°

3. (x+y)" =x"+nx"y + g (n-1)x"2y? + g @ (N-2)X"3y3 + . +y

(X +y +2)? = X% + y?+ 72 + 2xy + 2xz + 2yz
(X -y)* = X% - 2xy +y?

(x-y)° =x°- 3%y + 3xy” - y°
(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab
(x+a)(x—b)=x*+(a—b)x-ab

(x+a)(x—a) =x*—a?

© © N o o b

OXO-=22030MOC >

10. (x =) +xy+y) =x" —y’
11, (x=y)C + X%y +xy* +y%) =x* —y*
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12. (X _ y)(xn-l +Xn-2y + Xn-3y2 + ..+ Xyn-2 + yn-l) - Xn _ yn

13 (x+y)¢-xy +y?) =x° +y°

14, (x+y) ¢t =Py + 3y - xy® +yh) =xC 4y

15. (x+y)(X" - X"y + XMy o L axy™2+y") =x"+y"donden U h'y n
impar

16. (X +y+2)(6+y*+ 2z —xy—xz—yz) =X+ y* +z° - 3xyz

EJEMPLOS 2.8

Efectuar cada uno de los siguientes productos:

1.(x +y+2)(x+y=2)=[(x+y) +2)] [(x +Yy) - 2)]
=(X+y)P—4=x+2xy+y*—4

2. (a—2b)® (a + 2b)® = [(a — 2b)(a + 2b)]® = [a® — 4b*®
= (a%)° - 3(a%)*(4b?) + 3a%(4b)* - [4(b*)°
= a® — 12a%b? + 48a°b* — 64b°

OMZO0-—0>x>20mTvO

3. (X = 2)(x + 2)(x® + 4)(x* + 16) = (x* — 4)(x* + 4)(x* + 16)
= (x* - 16)(x* + 16) = x> — 256

2.2.4 Cociente de Expresiones

Para dividir expresiones entre un monomio, se divide cada término de la expresion
entre el monomio, sin olvidar las reglas de los signos y la divisién de potencias de
la misma base o términos semejantes. Si se quiere dividir un polinomio entre una

expresion de 2 6 mas términos se utiliza el algoritmo de la division.

EJEMPLOS 2.9

A
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Dividir:
1. 4m? + 8m* — 2m entre 2m
Solucion: 4m”+8m*—-2m _ 2m(@2m + 4m*- 1) _ 4m®+2m-1

2m 2m
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2. 4x2y _ 2%(2xy) - 2xy
2X 2%

2.2.5 Factorizacién de expresiones

Factorizar una expresion algebraica es colocarla como el producto de dos o0 méas
expresiones que al multiplicarlas reproducen la expresion inicial. De modo que,
factorizar un polinomio sobre un campo numérico, es expresarlo como el producto
de dos o mas polinomios de menor grado, dentro del mismo campo, y que al
efectuar la operacion se obtenga el polinomio inicial. Entonces la factorizacion es

el proceso contrario al de encontrar el producto de las expresiones algebraicas.

El proceso de factorizacion, con frecuencia se limita a expresiones con
coeficientes enteros. En nuestro caso, se las tomara en los nimeros reales. Por
ejemplo: 4x? — 8 no es factorizable en los enteros, ni en los racionales, pero si en
los reales: 4x° — 8 = 4(x> —2) = 4(X +~/2 )(x — v/2).

(Ver seccién 2.1.5, polinomios irreducibles).
I. Formas tipo de factorizacion

Los casos mas importantes de factorizacion son:
a) Factor comun: Todos los términos tienen un factor comun:
ax+tay=a((x+y)
A manera de ejemplo factorizar:
3 (x+2y)a®b +5a% (x + 2y) = (x + 2y)(3a’b + 5a?)
= (x + 2y)(3b + 5)a’

b) Trinomio cuadrado perfecto: a® + 2ab +b?=(a + b)?
Un ejemplo aclara este caso:
A% —8xy + 4y* = (2x)* — 2 (2x)(2y) + (2y)®
= (2x — 2y)?

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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c) Diferencia de cuadrados: Se considera la siguiente expresion: a® — b?
Un calculo muy elemental seria: a> — b?> = (a—b) (a + b)
Por ejemplo:
4x% — 9y? = (2x — 3y) (2x + 3y)

d) Eltrinomio: x*> + gx +r = (x +a) (x + b) = x*+ (a+b)x + ab
Para factorizar un trinomio de esta forma los mas indicado es descomponer
“r" en dos factores a y b, tales que a + b = g. Si dichos niumeros no existen,

el trinomio es irreducible.

Por ejemplo factorizar x* + x — 12

Como (-12) =1 (- 12) =2 (-6) = 3¢ (-4) =4+ (-3) =6+ (-2)
ademas: 4 + (-3) = 1, entonces:

X2+ x-12 = (x +4) (x— 3)

O
»
=
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N
=
S

Otro modelo, seria el siguiente:

factorizar x*> —2x — 3
Como (-3) =1 (-3) = 2 (-g) =3¢(-1) y 1+ (-3)=-2, entonces:

x> —2x—=3=(x=3) (x + 1)

e) Eltrinomio : px®+gx +r = (ax + b) (cx + d)

= (ac) x* + (ad + bc) x + bd

El problema radica en encontrar cuatro nimeros a, b, cy d tales que
asc=p;(@d+bc)=q y bed=r; es decir, debemos descomponer "p” en
dos factores: a y c: y 't en dos factores b y d, tales que al sumar los
productos (cruzados) ad y bc, resulte el coeficiente qg.

Un ejemplo viene al caso:

factorizar 6x? + 7x + 2

ac=6=1¢6=2¢3=32=6°1

bd=2=2¢1=12

OXO=2030MEOr >
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Para que: ad + bc =7 entonces de ac se escoge 23y de bd 1«2
2. 3 22=4

1>-<2 3¢1=3

4 + 3 =7, por tanto:

6x2 + 7Tx + 2 = (2x +1) (3x + 2)

El mismo resultado se obtiene si se multiplica y divide el trinomio por el

coeficiente de x°.

6X* + Tx + 2 = (6x)> + 7(6x) + 12
6
= (6x +4) (bx +3)
6
= 2(3x +2) 3(2x +1)
6
= (Bx+2)(2x+1)

Otro ejemplo, seria:

OMZ20-0X20mMmDTO0O

8x% +2x — 15
ac=8=1¢8=2¢4=42=8°1
bd=-15=-15¢1=-3¢5=-5¢63=-1+15

Para que: ad + bc =2 entonces de ac se escoge 2+ 4y debd 12
2 ¢ 4 2+¢-5=-10

37\ .5 4.3=12

-10 + 12 = 2, por tanto:

8x? + 2x —15 = (2x + 3) (4x —5)

El mismo resultado se obtiene si se multiplica y divide el trinomio por el

coeficiente de x°.
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8x%+2x —15 = (8x)*>+ 2(8x) — 15
8
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OMZ20-=-0O0X20mMmTO0O

f)

g)

(8x +3) (8x - 5)
8
4(2x +3)* 2(4x—=5)
8
(2x + 3) (4x = 5)

Expresiones de la forma x" + a" (casos 12 y 15 de los productos
notables).
Como ejemplo, sea:
factorizar 27x° — 8y*:
273 —8y® = (3x)° — (2y)®
= (3x—2y) [(30) + 23%)(2y) + (2y)]
= (3x — 2y) (9x® + 12xy + 4y?)

Otro ejemplo, seria:

X3
factorizar: — +y°
27

YR Y = N IG - 2y +Y

2
X X 2
GG - )

Sumay resta de términos: En general, este proceso se aplica para llevar

una expresion a la forma x" + a".

Un ejemplo ilustra el proceso:

factorizar x* + x* + 1

Para completar el cuadrado hace falta x*: se suma y resta x*:

X+ xt+ 1= (x*+2x% + 1) — x> = (x* + 1)? - x* ahora se factoriza como
diferencia de cuadrados:

= (X =x+1)(X*+x+1).
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h) Factorizacién por evaluacion: En este caso se debe tener presente que el
polinomio tenga coeficientes enteros y se aplica la division sintética y

teorema de Bezout. (Ver capitulo V, seccién 5.1.2.1).

EJEMPLO 2.10

Factorizar:

x* +x3 = 7x% —x +6 = p(X)

Primero se busca los divisores de 6

D(6) = {+1,%2;+3,+6}

Para reconocer los ceros, se calcula p(r) donde r LI D(6):
p(l)=1+1-7-1+6=8-8=0
p(-1)=1-1-7+1+6=8-8=0
p(2)=16+8-28-2+6=30-30=0

OMZ20-=—0>x>20mTVO

1 1 -7 41 6
1 1 2 5 -6

1 2 -5 -6 0. (x—1) (6C+2x*—5x—6)
-1 -1 -1 6

1 1 -6 (0 U (x—1) (x+1) (* +x—6)
2 6

e O x—=1) (x+1) x—=2) (x +3)

Luego x* +x3—7x*—x+6 = (x—1) (x +1) (x — 2) (x + 3)

EJEMPLO 2.11

Factorizar por coeficientes separados, el polinomio:

p(x) = x* — 2x° — 7x? +8x +12

El polinomio tiene coeficientes enteros. Se halla los divisores del término
independiente:

D(12) = {+1,+2;+3;+4;6,+12}
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Para reconocer los ceros, se calcula p(r) donde r [0 D(12):
p(l)=1-2-7+8+12=12 # 0. Luego 1 no es cero de p(x)
p(-1)=1+2-7-8+12=15-15. Luego (-1) si es cero de p(x)

p(2) =16 -16—-28 + 16 + 12 = 28 — 28. Luego 2 si es cero de p(x)
p(-2) =16 +16 - 28 — 16 + 12 = 28 — 28. Luego (-2) si es cero de p(x)
p(3)=81-54-63+24+12=117—-117. Luego 3 si es cero de p(x)

Como se han encontrado cuatro raices, alli se termina el proceso.

Ahora se separa los coeficientes de p(x) en orden:

O
P
=
R
/\
c
I
O
N
=
S

-1 1 2 7 12
1 3 -12
1 3 4 12 O (x +1) (* - 3x* —4x + 12)
2 2 -2 12
1 -1 -6 (O TR (x +1) (x = 2)(x* = x — 6)
-2 -2 6
1 -3 O (X +1) (x = 2)(x + 2)(x + 3)

Luego x* — 2x3 — 7x? +8x +12 = (x +1) (x — 2)(x + 2)(x + 3)
i) Combinacién de métodos

Los casos de factorizacibn considerados pueden aplicarse

simultdneamente.
Por ejemplo factorizar 16 (mn + pq)? — 4 (m? + n? — p? — ¢?)?

Primero se observa un factor comun y luego una diferencia de cuadrados:

2

O>TO-230MOC >

16 (mn + pg)* — 4 (M* + n* — p* — )
= 4[4 (mn + pg)’ - (Mm* +n’ - p® - g°)7]
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=4[2 (mn+pg)— (M*+n?—p?-g’)] [2 (Mn + pg) + (M* + n® - p? — ¢7)]
=4 [(p* + ¢* + 2pg) — (M* + n* — 2mn)] [(M* + n? + 2mn) — (p* + ¢ — 2pq)]
=4 [(p+9)° = (m=-n)’][(m+n)’—(p-q)7]
=4[(p+g-m+n)(p+g+m-n)][(M+n-p+qg)(m+n+p-q))

Otro ejemplo seria:
_b* ab® a’® 1
factorizar: — + - -
4 72 32 9a?

b? ~ab® a’®® 1 _ [b? 1 [ a’h’p® 1
4 72 32 932 4 9a? 8 H4 9a’

B 1 1 ab a’b?
= +—+
3a 3a D]] 2 2 4

2.2.6 Divisores de un polinomio

O
=
=
R
A
c
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N
=
S

El algoritmo de la division (Que se estudia en la seccion 2.3) permite calcular el
residuo de dividir un polinomio p(x) entre q(x), y si el residuo es cero, se dice que
p(x) es divisible por g(x) 6 bien, que q(x) divide a p(x). En simbolos:

a()|p(x)= 5(x) talque p(x)=q(x)*s(x)

Todos los divisores de p(x) pueden ser encontrados mediante la aplicacion de los

métodos de factorizacion. (Estudiados en la seccion 2.2.5).

Propiedades fundamentales:

1. siog(x)p(x) y p(x)r(x) O  q(x)r(x)
La demostracion es muy sencilla. Por definicion tenemos:
a(x)p(x) = Os(x) L p(x)=q(x)*s(x)
aO)r(x) = C(x) L r(x)=p(x)et(x)

OXO=2030MEOr >
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Se sustituye el valor de p(x) en la expresion de r(x):

r(x)=[a(x)e s(x)]=t(x) = q(x)* [s()+t(x)] luego q(x)r(x)

EJEMPLO 2.12
Sean p(x) =x* +3x® -2x* -2x-12, q(x) =x® -2x+4 y
r(x) =2x> +10x* +8x*® —12x* +16x + 48

Se aplica la propiedad:

Si (x® —2x+4)| (x* +3x® -2x* -2x-12) vy

Si (x* +3x* —2x* —=2x-12) | (2x® +10x* +8x® —12x* +16x +48)
Entonces:

(x* =2x+4) | (2x° +10x* +8x® —12x* +16x +48)

O
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La demostracion se hace efectuando las operaciones asi:

4 3 _ 2 _ _
X' +3x° —2x* -2x-12 _ 4 y el residuo es 0

X2 —-2x+4

2x° +10x* +8x°® —12x* +16x + 48 —ox+4 vy elresiduo es 0

x* +3x3 -=2x% —-2x-12

2x° +10x* +8x° —12x? +16x + 48

=2x* +10x +12y el residuo es 0
x® —2x+4

2. Siop(x)s(x) y p(x)(x) O p(x)s(x)+t(x)
p(x)s(x) = CO(x) L s(x)=p(x)*q(x)
POO(x) = Cr(x) L t(x)=p(x)er(x)

Sumando miembro a miembro y factorizando se tiene:

s()+t(x)= p(x)+fa(x)+r(x)]  de donde  p(x)js(x)+t(x)

O>O=2030MEOrr >
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EJEMPLO 2.13
Sean p(x) =2x*-x*+6, s(x) =2x°® —x’ —4x®> +8x* —12x

t(x) =2x> +9x* -5x* +6x +30

Se aplica la propiedad:
St (2x* =x®+6) | (2x* -x' —4x® +8x* -12x) vy

Si (2x* =x*+6) | (2x° +9x* =5x° +6x+30)

Entonces:
(2x* =x*+6) | [(2x® =x" —4x® +8x* —12x)+(2x® +9x* —5x* +6X +30)]

luego, (2x* =x*+6)| (2 -x" -2x® +17x* -5:3 —6x+30)

La demostracion se hace efectuando las operaciones asi:

O
P
=
R
A
c
I
O
N
=
S

2x% —x" —4x° +8x* —12x

=x*-2x vy elresiduo es 0
2x* -x*+6

2x° +9x* —5x® +6x + i
X 9x X 6x +30 =X+5 y elresiduoesO

2x* =x* +6

8 7 5 4 3
2X7 =x' =2x” +17x7 —-5x” —-6x +30 .
=x* -x+5 vy elresiduoes0

2x* =x*+6

3. si p(xa(x) O  p(x)a(xd) t(x), Dt(x)

pOx)a(x) = Tk(x) L qt(x)=p(x)*k(x)

Se multiplica los miembros de la igualdad por t(x):

g+ t(x) = [pOO) kO] t(x) = p(x)* [k(x)+ t(x)]
y de aqui resulta que p(x)|q(x)- t(x) Ot(x)

Las propiedades anteriores pueden generalizarse, asi:

Si p()a(x) Yy p()a(x)  y...y  p(x)a,(x) O

POX)|d(X)* ,(X); POX)a ()t (x); oo (XA, (X)* t,(X)

Or>XTO-230MOC >
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y de aqui: p(x)

iqm t(x),  Ot(x)

EJEMPLO 2.14
Sean p(x) =x® +x+5, q(x) =4x® +2x* +18x-10 vy t(x)=x> +5x-1

Se aplica la propiedad:

Si (x* +x+5) | (4x° +2x* +18x-10)

Entonces:

(x? +x+5) | [(4x® +2x? +18x~10)+ (x* +5x —1)] luego,

(x? +x+5) | 4x® +2x° +38x* —4x® +88x? —68x +10

La demostracion se hace efectuando las operaciones asi:

4x3 +2x2 +18x —-10

=x*-2x vy elresiduo es 0
X +x+5

6 5 4 _ 23 2 _
AXT +2x7 +38X” —4x” +88x” —68x+10 _ 4 5 5 o042 _14x 42

X2 +x+5

y elresiduoesO

4. Todo polinomio p(x) es divisible por q(x) = ¢, Oc constante #0.
Sea p(x) =a, +ax+a,x* +...+ax" y q(x)=cz0

—relpl - [ao ﬁ ﬂ nD
p(x)=c [c p(x)] CEE+CX+...+CX H
5. Si p(x)|q(x)=» [1(x) O qg(x)= p(x)et(x) reemplazo:

a(%) sc p(x) [ ()]0 ¢+ p(x)a(x)
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2.2.7 Minimo comun multiplo de polinomios

El minimo comun multiplo de polinomios se encuentra mediante la factorizacién
completa de cada polinomio y la formaciéon de un producto de los diferentes

factores, tomando cada factor con el exponente mas alto.

EJEMPLO 2.15

Calcular el M.C.M. (x* = x?, x* + 2x + 1]

Solucién:
Seap(X) = x* = x*=x*(x* = 1) = x*(x = 1)(x + 1) y
q(x) = x>+ 2x + 1 = (x + 1)

Los diferentes factores obtenidos son: x%, (x — 1) y (x + 1). Se toma cada factor con
el exponente mas alto; de esta forma:
M.C.M. [p(¥), G(x)] = X*(x — 1)(x + 1)*

EJEMPLO 2.16

Calcular el M.C.M. (X2 Y234y K 2Xy+y2)

Primero se factoriza cada polinomio:

X2 —y? = (x +Y)(x-Y)

XY= (x+y) = xy +Y)

X% —2xy + y* = (X + y)(x + y) y luego se aplica la definicién:

M.C.M. (X2 - y2 3 ay3 xZ - axy + yz): (X — y)(X + y)2(x® = xy + y?)

Al determinar el M.C.M., si se presentan factores que son inversos aditivos entre
si, no utilizamos los dos. Por ejemplo, si— (a—Db) figura en una factorizaciony

(b — a) figura en la otra, no utilizamos ambas pues
(b—a)= —(a—Dh).
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2.2.8 Maximo comun divisor de polinomios

Un polinomio monico, es decir con coeficiente director 1, d(x), es llamado el
maximo comun divisor de dos polinomios no nulos p(x) y q(x), si y solo si:

1. d(x) es divisor comun de p(x) y q(x)

2. Todo divisor de p(x) y q(x) es un divisor de d(x)

Como en los numeros enteros h, el maximo comun divisor de dos polinomios es

anico y si M.C.D. (p(x), q(x)) =1, se dice que los dos polinomios son primos entre

si.

Para encontrar el maximo comun divisor de dos o mas polinomios, se
descompone cada uno en sus factores primos y se construye un producto con los

factores comunes elevados a la menor potencia.

EJEMPLO 2.17
Calcular el M.C.D. (x* — 4x + 4, 2x* —x — 6, 3x* —12)

Solucioén:

Sea p(x)=x?—4x +4 = (x—2)?
q(x)=2x* —x — 6 = (x — 2)(2x + 3)
g(X)=3x* =12 = (x — 2)(x + 2)

El Gnico factor comun a los tres polinomios es (x — 2) y su menor potencia es 1.
Entonces, M.C.D. [p(x), q(x), g(X)] = (x — 2)

Otra forma de calcular el maximo comun divisor de dos polinomios no nulos es a

través de las divisiones sucesivas:

p(x) = q(X).t(x) + r(x) grado de r < grado de q
g(x) = r(x).t2(x) + ra(x) grado de r; < grado de r
r(x) = ry(x).t2(X) + ra(x) grado de r, < grado de r;
2(0) = T2(0)-ta(X) + 1o(X) grado de r, < grado de rn.

Mn-1(X) = (X).th+1(X) + 0
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El dltimo residuo no nulo r,(x) es el M.C.D. (p(x), q(x)).

El desarrollo anterior indica que:
M.C.D.(p,q)=M.C.D.(gq,r) =M.C.D. (r, r1) =.... = M.C.D. (rp-1, I'n) = 1y

EJEMPLO 2.18

Calcular el M.C.D. (x* + 3x® + 5x% + 4x +1, x* + 2x3 + 3x? +2x).

Solucién:

Seap(x)=x*+3x°+5x° +4x+1 y q(x) = x* + 2x° + 3x% +2x

x* +3x3 +5x% +4x+1

-x* =2x3 -3x% - 2x

x* +2x3 +3x2 +2x

x® +2x% +2x+1

x* +2x% +3x2 +2x

-x* =2x3 -2x? —x

1

x® +2x% +2x+1

X% +X

X2 +2x2% +2x+1

-x3-x2

X% +2x+1

-x% =X

X+ 1

-X" =X

X

+ X

X+ 1

X+ 1

El dltimo residuo nonuloes (x + 1) @ M.C.D. [p(x), q(X)] = (x + 1)
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2.3 ALGORITMO DE LA DIVISION

Como en la aritmética, aplicamos el algoritmo de Euclides, a=hbqg +r
donde 0<r<b. En este caso, se tiene en cuenta el grado de los polinomios. Es
decir:
Sean a(x) y b(x) polinomios con b(x) # 0. Entonces existen polinomios q(x) y r(x)
gue cumplen con:

a(x) = b(x)e g(x)+ r(x) donde r(x)= 0(x) O bien gr(r) < gr(b)

Cuando r(x) =0 0 a(x) = b(x)*q(x) y b(x) es un factor de a(x). Se dice que a(x)

es divisible por b(x).
Dividir 8x* —2x® + x— 4 entre 2x + 1

Utilizando el algoritmo de la division se procede como sigue:
» Se ordena dividendo y divisor segun potencias descendentes de una
variable y se divide el primer término del dividendo por el primer

término del divisor. Se obtiene el primer término del cociente 4x°.

8x =23 +x—-4 | 2x+1

43

> Se multiplica el primer término del cociente (4x%), por cada uno de los
términos del divisor y el producto, se coloca debajo de los correspondientes

términos del dividendo, pero con signo contrario.

8x*—2x3+x—-4 | 2x+1

-8x* —ax® 4x3

» Se suma los términos del producto anterior con los correspondientes del

dividendo y baja el término siguiente del dividendo.
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8x'—2x3+x-4 2x + 1

- 8x% — 4x3 4x°3

6x° + X

» El residuo obtenido se divide entre el primer término del divisor y se repite

el proceso. El segundo término del cociente es: —3x°.

8x'—23+x-4 | 2x+1

-8x* — 4x® 4x3 — 3x*
0 -6xX+x
6x>+  3x°
X + 3x%

» Asi sucesivamente se halla cada término del cociente

OMZ0-—0X20mMmTVO

8x*— 23 +x- 4 2x+ 1
- 8x4 — 4x3 43 - 3x% + %x
0 —-6x3+x
6x° + 3x°
X+ 3x° -4
- 2x—3x2
2
—ix -4
2

» Se halla el ultimo término del cociente, al dividir el ultimo residuo por el

divisor.

Se considera terminada la operacion cuando el residuo es 0 6 el grado de

este es menor que el grado del divisor. Luego:

o\
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8x*— 23 +x— 4 2x + 1
- 8x* — 4x° ad—3+ Sx- L
2 4
0 -6x+ X
6x° + 3x°
X+ 3x° -4
- éx—3x2
2
—lx -4
2
1 1
+Ix o+
2 4
_15
4

Para verificar que la division esta bien realizada, basta observar que:
a(x) = b(x) = q(x) + r(x) donde gr(r) < gr(b)

Esdecir: 8x*— 2x®+x— 4= 14x*-3x* + %x— %)'(2x+1)+(—%)

TEOREMA 2.1 Teorema del residuo

Si p(x) es un polinomio de grado n > 1, entonces el residuo de dividir p(x) entre

(x — c), es p(c) donde c es una constante cualquiera.

DEMOSTRACION:
Seap(x) =ap+ aix + axx’+.. +ax" dondea, Z0y x O TO X O T,
p(c) = ap+ aic + axc?+. . .+ a,c"  Asi que:

p(X)—pc) =ar(x—c) +a, (}X*=c?) +...+a, (x"=c".

Ahora x*—c?=(x—c)(x + C)
x> — ¢ = (x = c)(x* + xc + c?)

X"—c"=(x—c)(X"t+ x"2c+ ... c™Y
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se saca factor comun ( x —c) y se tiene:
p(x) — p(c) = (x—rc).q(x), donde gr(g) =n—-1 Por tanto,
p(x) —p(c) =(x—c).q(x) +p(c)

Nota: De aqui se puede concluir que un polinomio p(x) tiene como factor a
(x-c) = p(c)=0

Basta ver que si p(x) = (x—c)*q(x) U p(c) = (c —c)* q(c) y por tanto:
p(c) = 0.

X" +a" =(x +a) o(x"T +x"2(-a) +x"*(-a)® +...+(-a)"")

TEOREMA 2.2 Teorema fundamental del algebra

Todo polinomio p(x) de grado n = 1, p(X) = ap + aix + axx* +. . .+ ax" donde
an # 0; en cualquier campo numerico, tiene por lo menos una raiz (o cero). (real o
compleja). Para encontrar los FACTORES DE UN POLINOMIO, se utiliza este

teorema.

Teorema: Todo polinomio p(x) = ag+aix+axx’+. . .+ ax"z donde a, # O, de
grado n =1, tiene exactamente n ceros (0 raices), y siempre puede expresarse
como el producto de n polinomios de grado uno. Es decir:

sici, i=1, 2, 3... nson los ceros de p(x).

Entonces p(X) =a, (X —C1) (X —C2) ... (X —Cp).

DEMOSTRACION:

p(x) tiene por lo menos un cero c; por el teorema fundamental [
p(x) = (X — c€1). g1(x) donde gr(gy) =n-—1.
gi1(x) tiene por lo menos un cero c,, teorema fundamental [

g1(X) = (X = ¢2). g2(x) donde gr(gz) = n — 2.

Asi sucesivamente hasta encontrar gn(x) tal que gr(g,) =n—-n=0.
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Es decir, g, es una constante. Reemplazando en la expresion p(x) tenemos:

p(X) =a, (X—c1) (X—C2)(X—C3) ...(X—¢Cp), an *# O

Ahora se prueba la unicidad: tomamos un cero arbitrario ¢ y construimos
p(c) = 0.

p(c)=an(c—ci)(c—cy)(c—cC3) ...(c—cp). perop(c) =0y a, #00
¢ debe confundirse con alguno de los ceros ya encontrados. Luego
p(c)=a, (X—c1) (X—c2)(x—cC3z) ...(X—=¢cpn) an % 0.

2.4 FRACCIONES ALGEBRAICAS

Una fraccion algebraica 6 expresion racional es el cociente de dos polinomios, con

tal que el denominador no se anule.

OMZ0-—0>X>»23mmUvO

Las operaciones mas importantes en el manejo de expresiones racionales son:

2.4.1 Simplificacion de fracciones algebraicas

Principio bésico: a - a parac #0:
bc b

Si se divide el numerador y el denominador de una fraccion por la misma cantidad

distinta de cero, el resultado es otra fraccion igual a la dada.

X% =5x +6

A manera de ejemplo tenemos: simplificar —;
X“ —4x+3

x* =5x+6 _ (x=3)(x-2) _x-2

> se descompone en factores el numerador y el
X =4x+3 (x-3)(x-1) x-1

denominador con el fin de encontrar factores comunes. Posteriormente se los

elimina.

A
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2.4.2 Sumay resta de fracciones
Para sumar y restar fracciones algebraicas se tiene en cuenta dos casos:

a. Con igual denominador

. . . a b -
Para cualesquiera expresiones racionales —y— para las que c es distinto de
c'c

cero. +

oo

b a+c a b _a-b
C c cC C

EJEMPLOS 2.19

x* -2x° -15 6x> —x+3 _x* -2x* -15+6x° - x+3

O
P
=
R
A
c
|
o
Nl
=
S

1. =
3x°> —4x+1  3x° —4x+1 3x° —4x +1
4 Av? —y —
=X ?X x~12 Sumando los numeradores
3X” —4x+1
L 5 4x° —=x? +8x+5 x-2 _4x° -x® +8x +5-(x-2)
' X+3 X+3 X+3
G _4x% X% +8x+5-x+2
E X+3
X% +Tx+
B _ A TX A IXHT Restando los numeradores
X+3
a®-3a 8a® +15a
A 3 aiaii3 Taieal
2a®-a*+3 -2a’+a’-3
C Cuando un denominador es el inverso aditivo de otro, primero se multiplica
. -1 . , .
A una de las expresiones por e Esto nos proporcionara un denominador
S comun. Asi:
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a’-3a N g8a’+15a _ a’-3a N 8a’+15a -1
2a®-a’+3 -2a*+a’-3 2a*-a’+3 -2a*+a*-3 -1

Multiplicando por —

a® -3a +—8a3—15a
2a®*-a*+3 2a’-a’*+3

_a’ -3a-8a°-15a
2a° -a*+3

_a°-8a’-18a

233 13 Sumando los numeradores
a’—-a” +

b. Con distinto denominador

Cuando se suma 0 se resta expresiones racionales con denominadores

O
P
=
R
A
c
I
O
N
=
S

distintos que no son inversos aditivos uno del otro, primero se debe encontrar el
Minimo denominador comun 6 M.D.C. El M.D.C es el minimo comun multiplo
(M.C.M.) de los denominadores. (Estudiado en la seccién 2.2.7). Si no es

posible encontrar el M.D.C se suma

., a ¢ ad+bc
normalmente, asi;: — +—= )
b d bd
EJEMPLOS 2.20
_ 2
1. Sumar 2a 1+ a

a+3 12a-1
Como no es posible encontrar el M.D.C, tenemos que:

2a-1 a’ _ (2a-1e(12a-1)+a’«(a+3)
a+3 12a-1 (a+3)(12a-1)

_(24a® —2a -12a +1) +a’® +3a’
12a* —a+36a-3

_ 24a® -14a +1+a’+3a’°
12a® +35a -3

_a*+27a’ -l4a+1
12a* +35a -3

OO O0MOC >
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2y+1 y+3
y? -7y+6 y*-5y-6

2. Reducir

Se descompone en factores los denominadores:

2y+1  y+3 _ 2y +1 3 y+3
y>?-7y+6 y*-5y-6  (y-6)(y-1) (y-6)(y+1)
2y +1 .y+1_ y+3 .y—l

T (y-6)(y-1) y+1 (y-6)(y+1) y-1
_ (2y+1)(y+1)-(y+3)(y-1)
(y=6)(y-1)(y+1)

_ 2y* +3y +1-(y® +2y-3)
(y=6)(y-1)(y+1)

_ 2y* 43y +1-y* -2y +3)
(y=6)(y-1)(y+1)

_ y: +y+4

(y=6)(y-1)(y+1)

Se halla el M.D.C.

2.4.3 Producto y cociente de fracciones algebraicas

Al igual que en la operatoria de numeros racionales se aplica las mismas reglas
para la multiplicacion y la division (Ver capitulo |, seccion 1.2.4.2):
ac a ¢ a

c = C
b d d b d bc

Cuando a, b, c y d son polinomios se aconseja descomponerlos en factores,

cuando sea posible; asi el resultado se puede obtener de manera mas facil.

Algunos ejemplos para ilustrar este caso serian:

a?-b? b
4a a+b

1. Multiplicar

Aplicando la regla se tiene:

a’-b*> 2b _ (a-b) (@a+h) 20 _(a-b)(a+h)(2b) _a-b
4  a+b ab a+b 4b(a +b) 2
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o x2+3x+2;x2—1
2. Dividir W2 _x—2 x-1

Aplicando la regla se tiene:

X2 +3x+2 _ x*+1_ (x+h(x+2)  x-1
2 —x—=2  x-1 (x=2(x+) x2_1

_ (x+D(x+2)(x-1)
T (x-2)(x +)(x% -1)

_ X+2
C(x=2)(x+1)

2.4.4 Fracciones compuestas

Son expresiones que contienen adicidn, sustraccion, multiplicacion, division de tal

manera que pueden combinarse de varios modos. Hay fracciones compuestas que

OmMmZ20-=-0XXr20mMTO0

tienen en sus numeradores y denominadores sumas de fracciones; para este caso
se simplifica el numerador y el denominador de manera independiente y luego se
efectuara la division. Si existen dentro del numerador o denominador varias
fracciones compuestas, se comienza por resolver fracciones simples desde la

parte inferior hasta la parte superior.

EJEMPLOS 2.21

1 1
+

Xx+1 x-2

1. Simplificar - 2

x—-1 x+1
(x=2) +(x+1)
(x+1)«(x-2)
(x +1) +(2x - 2)
(x=1)«(x+1)

Solucién: Se resuelve las sumas tanto en el numerador

como en el denominador

(x=2) +(x +1) 2x -1
x+Ds(x-2) _ (x+D(x-2) _ @x=Dx-D)(x+1)
(x +1) +(2x-2) 3ax-1 (Bx —1)(x +1)(x-2)
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(x=1e(x+1) (x =1(x+1)
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_(2x-D(x-1)
P Bx-1)(x—-2)
E e +1
R 2. Simplificar “x+2
X
X+
A 2
X
C Solucién: x+1 _ X+1 o x+1
] UM ez T x#2 T x#2
X 2X + X 3
X+ hd
(@) 2 2x 2
X
N _ X+1 _ X+1
= (o 2x+2)  3X-2X-Ak+1 _ x+1
5 3 3 3y x+2 Ixs2
S3 3(x+1) 2
~ x-4 3 3
2 2
A 2.5 EXPRESIONES CON EXPONENTES Y RADICALES
G Al igual que en los numeros racionales y reales se puede aplicar las leyes de los
exponentes a las expresiones algebraicas. (Ver capitulo |, seccion 1.2.4.6)
B EJEMPLOS 2.22
R L (PO)Me (PO =(pE)MHN: (2x+1)0 o (2x +1)3 =(2x+1)8
A 2. [pom ] = (o)™ = [ +1)2] = (x2 +1)°
J , ;
3 Epwﬁ’q(x) o= (PO [ Bl [ (@D’
C a(x) @)™ DX -x+40  (x* —x+4)
A 4. [p()+ a0l = (pX)"+ @)™ [x-D2 @y = (x-1* (ax'y?)
1
S 5. (pOO) =3P (x* ~2x +3)° =3x* ~2x+3
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6. (pO))r =y(PON)™:  (2xF +x +1)° =3f(@2x? +x+1)7
7. %p00s a0 = Yp() +Fa0) :  (@x+D e (x-y) =VAx+1e(x-y)

o P(X) q(x);tO—mp(X) x5 Yax+5

8. g 'mq(x)'JxS—zx 435 _ox
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RESUMEN CAPITULO Il

Expresion Combinacién de constantes, variables y signos de operacion.
algebraica

Suma infinita de constantes y variables, se denota asi:
Polinomio P(X) = ag + aixX + ax> + asx® +... +ax"+ .... Siendo

a; constantes y x; variables.

Operaciones

Sumar y restar expresiones algebraicas equivale a reducir
términos semejantes.

Para multiplicar expresiones algebraicas se aplica la ley

o (x-y)"=x"-nx"ty + g (n-1)x™2y? -

algebraicas distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicion, pero
teniendo en cuenta signos y exponentes.
Para dividir expresiones algebraicas se aplica el algoritmo de la
division, pero el divisor debe ser no nulo.
Teorema del | Si p(x) es un polinomio de grado n > 1; el residuo de dividir p(x)
residuo entre (X — c) es p(c) donde c es una constante cualesquiera.
o (x+y)"=x"+nx"y + 2— (n-1)x"%y? + > n ; Y (N-2)X™3y2 +..+ y"
Productos 0 (X=—y)X" X"y + X2+ xy" Ry = X —y"
notables o (X+Y) X" - X"y Xy axy™ Ry = Xy

2 (n 1) (n 2)Xn 3y3 +.. +y

Factorizacion

ax+tay=a(x+y)
a® +2ab+b®* =(a+b)?
a’ -b*> =(a-b)(a+b)

x? 40X +r =(x +a)(x +b) =x* +(a+b)x +ab

a c w0 b PE

px? +gx +r =(ax +b)(cx +d) =(ac)x® +(ad +bc)x +bd
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Fraccion

Algebraica

Expresion racional es el cociente de dos polinomios, con tal que

el denominador no se anule.

Reg]al_ -E = __a:i
b b -
Regla 2. A =2 mezo
bc b
Regla 3. L
b d bd
Regla4.E + E=ﬂ
b d c
Regla5.i+ 9:84‘0 y E_E:a__b
c c c c c

O
P
=
R
A
c
|
o
N
E
S
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TALLER No. 2

1. Dados Los polinomios p(x) = x*> — 5x* + 4 + 8x;

q(x) = 4x* -5
r(x) = 2x* + 5x* — 6, calcular:
a) p(g-r) b) per+ 2q c) (2p — 5r)+q db5p+r

2. Efectuar las siguientes operaciones:
a) (%+ 2% +3x)+ (5x~3)

b) (X3n+2Xn+yn).(X5n _3Xn)

(@)
P
=
R
A
c
|
O
N
E.
S

c) (X" +2x"y"+ y*)e (3x*" +5x7" —gxy”)- (x" +4)

3. Mediante el algoritmo de la division, determinar el cociente y el residuo de
dividir:
a) 2x* —x® -18x* +7 entre (x +3) y (x —3)
b) 7x* -20x*> +8x—3 entre (x+2)
c) 14x° —27yx* +21y>x® —=3y°x? —4y*x entre (2x* —2yx +2y?)

4. Factorizar las siguientes expresiones:

a) 24y*x — 40x? b)a®-2ab +a?-9 c)8a’+40a+5
2 _ _A\2

d) (x + 6)° e) 4x° —25x6y4 ; (x-12) +33/
2X +5xy X+(y-2)

5. Hallar el M.C.M. de los siguientes polinomios:
a) {2x,x? -1, x+1} b) {x* -4,2 - x,x+2}

OXO=2>030MEOI-C >

LICENCIATURA EN INFORMATICA




OXO=2030MEr >

UNIVERSIDAD DE NARINO . 83

O
5
E
R J
L
c
I
5
N
E
S

6. Efectuar las operaciones indicadas y simplificar hasta donde sea posible:
X _ Y

2_ —
2 Ez_ 35+85Ex24i2 i1% R
x-2 x*+80 X ey Y
x? -9 X+5 x—-3 x? +3
O B Do SH g :
—-4x [X°+2x-150 [X“ —-2500 3X—5+4X -8x+1
3x* +5
(a+b)*-36 a*-+ab-6a B>_<—2x+1
e °
) (a-b)+6 (a-6)%+b? " BEx+s B
1
H |ey+5* |
O 4 O
g VY g g
g O y-1 0 h D X*ty+3 D
O +2 0 2 U
dyz +6y)2+Y4 0 %/8Xey3 --“ 5
0 0 O Xy O
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CAPITULO V
FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

Las funciones lineal y cuadrética, antes consideradas, se conocen también como

funciones polinébmicas de primero y segundo grado, respectivamente.

Las raices de una funcion f son las soluciones de la ecuacion f(x)=0, si existe
alguna. Se sabe cOmo encontrar las raices reales é imaginarias de la funcion lineal

y la cuadratica:

FUNCION ECUACION RAICES
LINEAL b
f(x)=ax+b,az0 ax+b=0 X==7
CUADRATICA _ —b+-/b? —4ac
f(x) =ax? +bx+c,a #0 ax* +bx+c =0 X = -

La generalizacion de los dos casos anteriores conduce a la definicion de la
Funcion Polinbmica como una suma formal infinita. Sin embargo, se adopta la

siguiente:

5.1 DEFINICION

La aplicacion p: T O T tal que

P(X) = anX" + an X"t + e + a;X + ao, donde los a; u Ty a, # 0, se llama

Funcion Polinémica de grado n en la variable x.

Los elementos ax' se llaman términos de p(x) y cada a; es el coeficiente del
término respectivo.

Si p(x) = ao, se tiene la funcion polinébmica constante.
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Los coeficientes de la funciéon polindmica pueden estar en cualquiera de los

sistemas numéricos: T, TO T.

5.1.1 Algebra de polinomios

El algebra de funciones polindmicas, sigue las normas de los procesos aritméticos
(algoritmos). (Ver capitulo Il, seccién 2.2).
Para recordar, sea:

Sip(x) = Zaixi;arn £0 yq(x) = Zbix‘;bn £0 0

a) p(x)=q(x) = a=b; 0i0Z" U {0}

m n k
b) p(x) + q(x) = Zaixi + Zbixi = Zcix‘;donde ciz0,ci=a+by

k = max{m, n}

) p(x)-a(x) = iaixi ZbiXi = 2 Zaibjx”j

= aghg + (aobl + albo)X + (aobz + aibs + t':lzbo)X2 +..... + ambnxm+“

Un ejemplo ilustra esta situacion:
a) Sea p(x) =5x° +bx? +3x-2 Yy q(x¥ ax} 7x% 3% cO
p(x)=a(x) = a=5b=7,c=-2
b) Sea P(X) =2x* =5x* +x/+3 q(x¥ 2x* 3% 10
1. p(x) Hq(x) =(2x> -5x* +x +3) +(2x* —3x +1)
=2x° -3x* -2x+4
2. p(x) —q(x) =(2x> —=5x* +x +3) —(2x* —3x +1)
=2x° —Tx® +4x+2
3. p(x) G(x) =(2x® -5x* +x +3) [2x* —=3x +1)

2x° @x* 3x ) 5x* [@x* 3x +) +x [@x* =3x +1) +3[2x* —3x +1)
=4x° -16x* +19x°® —2x*> -8x+3

Cabe anotar que el conjunto de todos los polinomios en una indeterminada X

forma una estructura de anillo, la cual, se denota por (A[x],+,").
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5.1.2 Raices de un polinomio

Se dice que el numero r es una raiz de la funcién p, o un cero del polinomio
p(x), si p(x)=0. Es decir:
p()=0

Una raiz de un polinomio es cualquier nimero que haga que el polinomio sea 0. Si
los coeficientes de un polinomio p(x) son numeros reales, una raiz real, es

simplemente una interseccion de la gréfica de y = p(x) con el eje x.

A manera de ilustracion se determina los ceros del polinomio:
p(x) =x*+x*-13x* —x + 12
=+ x3) - 12(% - 1) = x* = x
=x3(x + 1) —12(x + 1)(x = 1) — x(x + 1)
=(x+1)[x-12(x—1) = X]
= (x + D[x(% = 1) — 12(x — 1)]
=(x+1)(x=1[x(x+1)-12]
= (x+ (X - 1(x + 4)(x - 3)

Luego los ceros de p(x) son 1, -1, 3y —4.
5.1.2.1 Ceros racionales de un polinomio

Teorema de BEZOUT:

Seap(x) = ag + aix + axx> +. . . + a,x" donde a, # 0 y los coeficientes son enteros.
.S = . .
Si T [0 I expresado en forma irreducible, es un cero de p(x) entonces s es un

factor de ag y t es factor de ap.

Demostracion:

S . .
Como T es un cero de polinomio U
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s S s S
p(?):a0+a1(?)+a2(?)2+. . -"‘an(?)nzo O
aot" + ajst™ + @it . +as" =0 0 Ecuacion (1)
aot" + a;st™ + &St + L. +angs"™ = -as” O

t (aot"™ +ast™? + asit"™ + . .+ apas"t) =-a,s"

Como los coeficientes son enteros y s, t son enteros, el valor de t debe dividir al

valor de - a,s".

Pero t no divide a s" porque % es irreducible, entonces t divide a a,. Es decir, t es

un factor de a.

Ahora de la ecuacion (1) despejamos — aot™

s (at"™ +axst™ + .. +as") =-at" [

s divide al término —aot" y por tanto es factor de ao.

EJEMPLO 5.1

. > 1 1
Hallar los ceros racionales de p(x) = 2x° — Ex ~ 2
Solucién:

4p(x) = P(x) = 8x* — 2x — 1 (con coeficientes enteros) O
ya se puede aplicar el teorema de Bezout al polinomio P(x):
a) Los factores de ap son +1y — 1.

b) Los factores de a, son: {+1,+2,#4y+8 }
c) Los ceros racionales de P(x) son de la forma % donde:

s=+1y t ; {#1,£2,+4,#8}  portanto,

Se divide cada factor de a, entre los factores de a,;

s1at ot el

27478
de todas las posibles raices encontradas se reemplaza cada raiz en el polinomio

inicial o de lo contrario se hace la divisidn sintética con cada una de las raices. Si
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el residuo de la division es = 0, entonces se dice que es un cero racional de ese

polinomio.

En nuestro caso las Unicas raices que dan como residuo 0 son:

p(%) =0y p(-%) = 0. Es decir,

4p(x) = P(x) = 8(x -%)(x + %) y de aqui:

1 1
p(x) =2(x -=)(x + —).

2 4
Si un cero c (o raiz) se repite k veces, diremos que c es un cero de multiplicidad k.
5.1.2.2 Ceros reales de un polinomio
Cuando los coeficientes de un polinomio son enteros, se puede encontrar sus
ceros racionales; sin embargo, si p(x) tiene coeficientes reales y no se puede
expresar como el producto de factores lineales o cuadraticos, se utiliza la

continuidad del polinomio para aproximar sus raices.

Si p(x) es negativo en x = a y positivo en x = b, la grafica de y = p(x) corta el eje x
en algun punto entre ay b. Es decir, vc uT, a<c < b tal que p(c) = 0.

Se continda con el proceso:

Se divide el intervalo [a, b] en dos partes iguales %a;b% y gibba

2
Si pﬁwg 0 O E@Hes un cero del polinomio.
02 0O 02 0O

Si pé‘%b% 0 y p(a)<0, se toma la mitad del intervalo Ea,a;béy se repite

el proceso.

LICENCIATURA EN INFORMATICA



=
J.
\
e
I
(0]
\
E
S
B
o
L
I
)\
(0
\VI
I
C
A
S
Y
R
A
C
I
(0]
N
A
L
=
S

UNIVERSIDAD DE NARINO . 202

: +b . . a+b O .
Si ELEI<O b) >0, se toma la mitad del intervalo ,bmy se repite
pD > O y p() ET Hy p

el proceso.
De ahi, se forma una sucesion de intervalos encajados, cuya longitud tiende a

cero. Es decir, la sucesion tiene un limite, c, tal que p(c) = 0.

(Ver Capitulo I, seccion 1.2.6.1)

EJEMPLO 5.2

Determinar los valores de las raices reales del polinomio: p(x) = x> —3x + 1

Solucién:

Primero se realiza una tabla de signos:

X -2 3 -1 1 0 1 1 3 2
2 2 2 2

px) [ 17 3 19 1 3 -1 1 3
8 8 8 8

En la tabla anterior se observa que los valores de p(x) cambian de signo en los

intervalos H—Z,—EH B),EHy B§2H Esto significa que en cada intervalo existe un
O 200 20 @ O

valor c, tal que p(c) = 0.

—2<cl<—§ 0<cz<1 §<c3<2
2 2 2

5.1.3 Division de polinomios

La division de polinomios se realiza mediante un proceso similar al que se aplica

en aritmética. Dicha division puede ser exacta 6 dejar algun residuo.
Cuando se divide un numero entero positivo p entre otro entero s, se obtiene como

resultado un entero q y un residuo r que cumplen con:

p=sg+r;0<r\s
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Un procedimiento similar se utiliza para la division de polinomios, llamado

algoritmo de divisién para polinomios. (Ver capitulo I, seccién 2.3)

La divisidn de polinomios se puede realizar de manera mas eficiente mediante un

método llamado division sintética.

5.1.3.1 Divisioén sintética

Poder dividir un polinomio p(x) entre un polinomio lineal x — r, de manera rapida y
exacta, puede ser de gran ayuda para encontrar los ceros de las funciones
polinbmicas de grado mayor. Este proceso se puede realizar a través de un
método que se conoce como Division Sintética.

EJEMPLO 5.3
Dividir 2x* + 3x® — x =5 entre x + 2.
POR ALGORITMO ~ 2'+3X+0xX’-x=5 | x+2
—2xt -4 2% —1x% + 2x -5
-13+0x°-x-5
13 + 2x°
2> —1x-5
— 2x% — 4x
-5x-5
5x +10
Luego: c
q(x) =23 = x> +2x -5
r(x)=5
. COEFICIENTES DEL
POR DIVISION SINTETICA PIVIDENDO
— —~
2 3 0 -1 -5

‘ -4 2 4 10
42 1l 21 2|l 4 |
i {_2‘ ZV —i/ 2$/—5J//5\L
— AN J
Y Y
COEFICIENTES DEL RESIDUO

COCIENTE
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El segundo y tercer renglén de nimeros se generan asi:

El primer coeficiente, 2, del dividendo se baja y se multiplica por -2 del divisor, y el
producto, -4, se coloca debajo del segundo coeficiente del dividendo, 3, y se
suma. La diferencia, —1, se multiplica de nuevo por el -2 del divisor, y el producto
se coloca debajo del tercer coeficiente del dividendo y se suma. Asi
sucesivamente hasta obtener el residuo.

Sintesis de la divisiéon sintética

Para dividir el polinomio p(x) entre x —r:

1. Se dispone los coeficientes de p(x) en orden descendente de potencias de X.
Se coloca 0 en vez de cada potencia faltante.

2. Una vez escrito el divisor en la forma x —r, se toma r para generar el segundo y
tercer renglones de numeros asi:
Se baja el primer coeficiente del dividendo y se multiplica por r; después se
suma el producto al segundo coeficiente del dividendo. Asi sucesivamente
hasta que un producto se sume al término constante de p(x).

3. El dltimo namero a la derecha en el tercer renglon de niumeros es el Residuo.
Los otros numeros del tercer rengldn son los coeficientes del cociente, que
tiene grado 1 menos que p(Xx).

5.1.4 Factorizacion Unica

Si r es una raiz del polinomio p(x), entonces x — r es un factor de p(x) y

reciprocamente.

La relacion entre raices, factores e intersecciones con el eje x es fundamental para
el estudio de los polinomios. El teorema de factorizacion permite establecer la
equivalencia de los siguientes postulados para cualquier polinomio p(x):

1. resun cero de la ecuacion p(x) = 0.

2. resunaraiz de p(x).

3. X -resun factor de p(x).
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Si los coeficientes de p(x) son nimeros reales y r también, se puede agregar un
cuarto postulado:

4. r es una interseccion de la grafica de p(x) con el eje x.
5.1.5 Graficacién de funciones polindmicas

Es util saber cuando la grafica de una funcién esta arriba o abajo del eje x, y se
puede elaborar, para resumir, una tabla de signos. Para ilustrar sea la funcién
f(x) = x* — 7x + 10. Como (x — 2)(x — 5) = 0 si y solo si x = 2 0 x = 5, se debe
considerar los demas valores posibles de x. Se observa que los nimeros 2 y 5
determinan tres intervalos.

X<2 2<x<5 X>5

A A N

~ " v ™
]
I

Para establecer los signos de f(x) se toma un valor de prueba, dentro de cada
intervalo, asi:

(-, 2): Valorde prueba: x=0  Entoncesx—-2<0,Xx-5<0y(x—-2)(x-5)>0

(2,5): Valorde prueba: x=3 Entoncesx—-2>0,Xx-5<0y(x—-2)(x-5)<0

(5, ©):  Valor de prueba: x =6 Entoncesx—-2>0,x-5>0y (x-2)(x-5)>0

Estos valores se pueden resumir en la siguiente tabla de signos:

Intervalo (— o, 2) ()] (5, )
Signo de x — 2 - + +
Signode x -5 - - +
Signo de (x — 2)( x = 5) + - +
EJEMPLO 5.4

Trazar la gréfica de f(x) = x> + 4x®* — x — 4.

Solucion:

Primero se factoriza f(x):
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fx) =X +4x°—x—4
= (X + 4% = (x + 4)
= (x +4)(x* - 1)
=(x+4)(x+1(x-1)

f(x) = 0 = por lo menos uno de los factores es cero, entonces, las raices son: —4,
-1, 1, que son las abscisas al origen de y = f(x). Como no hay otras abscisas al
origen, la curva debe quedar arriba o abajo del eje x en cada uno de los intervalos

determinados por —4, -1, 1.

X<-4 -4<x<-1 -1<xx<1 x>1
| —t— >
-4 -1 0 1

Cuando f(x) > 0, la curva esta arriba del eje x, y debajo de él cuando f(x) < 0. La
siguiente tabla de signos contiene esta informacién y se usa para hacer un

bosquejo de la grafica:

Intervalo (o0, -4) | (-4,-1) (-1,1) (1, )
Signo de x + 4 - + + +
Signodex +1 - — + +
Signode x -1 - - - +
Signo de f(x) - + - +
Posicion de la curva en
relacion con el eje x abajo arriba abajo arriba
X y K
-4 0
-3 8
) 6 S [ fx)=x*+4x*—x—4
-1 0
0 -4
1 0 0 X
2 18 -15 -10 -5 o 5 10 15"
-5

Fig. 5.1 Funcion polinémica
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La forma de la gréafica de una funcién polindmica depende del grado del polinomio.

Las graficas de polinomios de grado impar comienzan en el eje y negativo y

terminan en el eje y positivo, cruzando el eje x al menos una vez.

Las graficas de polinomios de grado par comienzan en el eje y positivo y terminan
en el eje y positivo, pero no todas cruzan el eje x.

Estos casos suceden cuando el coeficiente del término de grado mas alto es

positivo, si el término es negativo, la grafica es similar, pero reflejada en el eje x.

5.1.5.1 Pasos para graficar funciones polin6micas

1. De ser posible, se factoriza el polinomio, y se halla las abscisas al origen.

2. Se construye una tabla de signos de f(x), y se prueba con algunos valores en
cada intervalo.

3. Con esta informacion se traza la gréfica de f(x) incluyendo la ordenada al

origen.
5.1.5.2 Comportamiento de un Polinomio
Seap(x) = anX" + anaX"t + o, +a;x +ag, anz 0, @
1. a,>0ynes par.

La grafica de p(x) aumenta sin limite a medida

que x disminuye a la izquierda y aumenta a la

derecha. :
p(x) O o cuando x O - oo 2 g >
p(x) O o cuandox O o >

Fig. 5.2 f(x) = x*
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2. a,>0ynesimpar.
La gréfica de p(x) disminuye sin limite a medida
gue x disminuye a la izquierda pero aumenta
sin limite cuando x aumenta a la derecha.
p(x) 0 - o cuando x O - oo

p(x) O oo cuando x [0 oo

IMZ20=0=ZC N

Fig. 5.3 f(x) = x°
3. an<0ynespar.
La gréfica de p(x) disminuye sin limite a medida
gue x disminuye a la izquierda y aumenta a la
derecha.
p(x) 0 - cuandox O - oo

p(x) 0 -occuandox [ oo

Fig. 5.4 f(x) = —x?
4. a, <0y nesimpar.
La gréfica de p(x) aumenta sin limite a medida
que x disminuye a la izquierda y disminuye sin
limite cuando x aumenta a la derecha.
p(x) 0 o cuando x [ - o

p(x) 0 -cocuando x [ o

Fig. 5.5 f(x) = —x°

Un punto de retorno sobre una gréfica continua, es aquel que separa la parte

creciente de la parte decreciente.
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5.1.5.3 Propiedades de graficas de funciones polinémicas

Sea p una funcién polindbmica de grado n con coeficientes reales. Entonces:
1. p es continua en todos los numeros reales.

2. La grafica de p es una curva suave (No tiene puntas).

3. La gréfica de p tiene a lo sumo n intersecciones en el eje x.

4

. ptiene alo sumo n — 1 puntos de retorno.
5.2 FUNCIONES RACIONALES

Asi como los numeros racionales se definen en términos de cocientes de enteros,
las funciones racionales se definen como cocientes de polinomios. Las siguientes

ecuaciones definen las funciones racionales:

x -1 1 x® +3x-1
f(X)=—"—,x#%#3 X)=—:x#0 h(x)=——":x#-1
=" 900 = ; ="

p(x)=2x*-8; q(x)=5; r(x) =0
5.2.1 Definicion

Una funcién f es llamada una funcién racional si:
f(x) :@;d(x)io
d(x)

donde n(x) y d(x) son polinomios. El dominio de f es el conjunto de todos los T

tales que d(x) # 0.
Six =ayd(a) =0, f no estd definida en x = a y puede no haber ningun punto en la
gréafica de f con abscisa x = a. No se permite la division entre 0.

5.2.2 Asintotas vertical y horizontal

Una funcion racional f puede ser discontinua en x = a, entonces es util saber qué

sucede con la gréafica de f cuando x esta cerca de a. Por ejemplo, sea la funcién

racional f definida por: f(x) = 1
X
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Es evidente que la funcion f es discontinua en x = 0. Pero, ¢qué pasa con f(x)
cuando x se aproxima a 0 por la izquierda 6 la derecha?. Un procedimiento

numérico nos dara la idea.

Comportamiento de 1/x cuando x 0 07

0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 =X S€aproximaa 0 porla
derecha (x 0O 0"

10 @ 100 1000 | 10000 A 100000 | ---- 1crece sin limite (1/x O o0)

X

Si x se aproxima a O por la derecha, x y 1/x son positivos y los valores de 1/x

crecen sin limite. Es decir:

1l po cuando x — 0"
X

Comportamiento de 1 cuando x 0 O
X

0.01| -0.001  -0.0001 | -0.00001 |:----X S€ aproxima a0 porla
izquierda (x O 07)

..... 1 crece sin limite (1 O - o)
-100 | -1000 | -10000 | -100000 X X

. . . 1 :
Si x se aproxima a 0 desde la izquierda, entonces x y — son negativos y los
X
valores de 1/x disminuyen sin limite. Esto se denota asi:

1l _p-© cuando X >0
X

. 1
Ahora observemos el comportamiento de f(x) = =~ conforme |x| se hace muy
X

grande; es decir, conforme x [0 o y conforme x [ - o, basta trazar una curva casi

horizontal y agregar flechas en los extremos.
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Comportamiento de1 cuando x [ oo
X

100 @ 1000 | 10000 100000 | ..... x crece sin limite (X [0 o)

..... 1 se aproxima a 0 por la

0.01 | 0.001 |0.0001 | 0.00001 X
derecha (1. 0 0
X

X

-10 | -100 | -1000 | -10000 | -100000 | ....x decrece sin limite (x 0 - )

1 .
..... — se aproxima a 0 desde la
-0.1/-0.01 | -0.001 | -0.0001 | -0.00001 X

izquierda (ED 0)
X

. , . 1 . . .
El eje y es una asintota vertical para ~, mientras que el eje x es una asintota
X

horizontal.
5.2.2.1 Definiciéon de asintota

La recta x = a es una asintota vertical para la grafica de y = f(x), si f(x) aumenta o
disminuye sin limite cuando x se aproxima al valor a por la derecha o por la
izquierda. Simbdlicamente:

f(x) Do 6 f(X)O -0 cuando xOa" 6 xOa

La recta y = b es una asintota horizontal para la grafica de y = f(x), si f(x) se
aproxima a b cuando x aumenta o disminuye sin limite. Simbdlicamente:

fX) Db cuando x0O o 0 Xx0O -0

1
A manera de ejemplo, sea () = ks #0
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En la siguiente grafica, la recta x = 0 (eje X) es una asintota horizontal para f(x), y

la recta'y = 0 (eje y) es una asintota vertical.

Fig. 5.6 Asintotas horizontales y verticales

5.2.2.2 Asintotas verticales y funciones racionales

Sea f una funcién racional definida por:

f(x):gig;d(x)io

donde n(x) y d(x) son polinomios. Si a es un numero real, tal que d(@ =0y

n(a) # 0, entonces la recta x = a es una asintota vertical de la gréafica de y = f(x).

EJEMPLO 5.5
Encontrar las Asintotas Verticales de:

f (X) = i
Solucioén: X+2

X+2=0 < x=-2. Luego,

la recta x = -2 es una Asintota Vertical de f(x).

-
U
\
e
|
(9]
\
E
S
5)
(9]
L
|
\
0]
\/|
|
c
A
S
Y
R
A
c
|
(9]
N
o\
L
E
S

LICENCIATURA EN INFORMATICA




UNIVERSIDAD DE NARINO . 213

Fig. 5.7 Asintotas verticales

5.2.2.3 Asintotas horizontales y funciones racionales

Sea f una funcién racional definida por el cociente de los dos polinomios asi:

m

a,x" +..tax+a,
n

b,x" +...+b,x+Db,

f(x)=

1. Param<n,larectay =0 (el eje x) es una asintota horizontal.

a, ] :
2. Param=n,larecta y= b—es una asintota horizontal.

n
3. Para m > n, la grafica aumentara o disminuira sin limite, dependiendo de m, n,

am Y bn, y no hay asintotas horizontales.

EJEMPLO 5.6
Hallar las asintotas horizontales para:

n(x) _2x*-2x+3

=00~ x -9

Solucién:
Como d(x) = x* — 9 = (x — 3)(x + 3), la gréfica de f(x) tiene asintotas verticales en
x =3y x =-3. Ademas n(x) y d(x) tienen en mismo grado, entonces:

a, _2

= =—=2
Y h, T1
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es una asintota horizontal.
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Fig. 5.8 Asintotas horizontales

5.2.2.4 Asintotas oblicuas y funciones racionales

Si f(x) :283, donde n(x) y d(x) son polinomios y el grado de n(x) es 1 mas que

el grado de d(x), entonces f(x) se puede expresar asi:

_ r(x) .
f(x) —mx+b+d(x) +d(x) # 0(x)

donde el grado de r(x) es menor que el grado de d(x). La recta:
y=mx+b
es una asintota oblicua para la gréfica de f. Esto es:

fX)—(mx+b)]OO0 cuando xO -0 6 x0O o

EJEMPLO 5.7
2 _y_
Encontrar las Asintotas Oblicuas f(x) = XX46 ;Ox#4  de:
X —

Solucién:

Aplicando la divisién de polinomios se obtiene:

6

f(X) =x+3+

donde la recta y = x + 3, es una Asintota Oblicua de f(x).
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200y
f(x) = x*=x—6
X—4

10
0 5

=30 =20 -10 0 10 20 30

y=x+3

-10

Fig. 5.9 Asintotas oblicuas

5.2.3 Graficacion de funciones racionales

n(x)

Las funciones racionales de la forma f(x)= 4(x)
X

, donde d(x) # 0(x), se grafican

segun los siguientes lineamientos:

1. Intersecciones. Se resuelve la ecuacion n(x) = 0 en T. Las soluciones dan las
intersecciones de la grafica de f con el eje x. Si f(0) existe, la interseccién con
el ejey.

2. Asintotas verticales. Las soluciones reales de la ecuacion d(x) = 0, sirven
para determinar el dominio de f, los puntos de discontinuidad y las asintotas
verticales. Se traza cualquier asintota vertical como linea discontinua.

3. Cuadro de signos. Se forma un cuadro de signos para f, con el fin de
determinar el comportamiento de la grafica cerca de cada asintota vertical.

4. Asintotas horizontales. Se determina si existe una asintota horizontal y de
serlo, se traza como linea discontinua.

5. Completar el trazo. Se completa el trazo de la grafica dibujando puntos
adicionales y uniéndolos con una curva continla y suave sobre cada intervalo

en el dominio de f. No se debe utilizar los puntos de discontinuidad.
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EJEMPLO 5.8
Graficar: ¢,y = x* —4x+3
2x—4
» Se factoriza f(x):
2 _ _ _
X" —4x+3 _ (x =3)(x 1),x¢ 5
2x—4 2(x—-2)
» Las intersecciones son:

f(x)=

Conelegjex:x=3;x=1
Coneleey:x=2

Dominio de f(x): (-c0, 2)U(2, )
Puntos de discontinuidad: x = 2
Asintota Vertical: x = 2

YV V VYV V

Cuadro de signos:

Valor prueba 0 46

Signo de n(x) + + |+

Signo de d(x) -+ |+

Signo de f(x) -+ +

» Como el grado de n(x) es mayor que el de d(x), no existen Asintotas
Horizontales.

» Se divide n(x) entre d(x), para obtener la Asintota Oblicua.

x> —4x+3 _ 1 1
f(x)=———=(Zx-1-
() 2x—4 (2 ) 2Xx—4
donde: y =Ex _,ésuna Asintota Oblicua de f(x).
2
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> Graficar:

Fig. 5.10 Funcion racional

5.2.4 Guia para graficar funciones racionales

Se factorizan numerador y denominador, si es posible
Se determina las coordenadas al origen, si las hay.
Se determina las asintotas verticales.

Se determina las asintotas horizontales.

o bk~ 0N E

Se forma una tabla de signos de f en los intervalos donde el numerador o
denominador son iguales a 0. Se usa un valor especifico de prueba en cada
intervalo.

6. Se traza las asintotas y se localiza las coordenadas al origen. Con la tabla de

signos y algunos puntos determinados se completa la gréfica.
5.3 FRACCIONES PARCIALES

. . . p(x)
Con frecuencia se ofrece colocar una expresion racional a0 como suma de dos

0 mas expresiones racionales cuyo denominador tenga grado menor que d(x). Se

llaman fracciones parciales. El proceso exige la factorizacion de polinomios.
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Sea ggg , donde p(x) y d(x) son polinomios con coeficientes reales y grado de

p(x) menor que grado de d(x). Si el grado de p(x) es mayor o igual al de d(x), solo
se tiene que dividir p(x) entre d(x):
X r(x
PO) _ -+ ")

d(x) d(x)
donde el grado de r(x) es menor que el de d(x). Por ejemplo:
4 _ny3 2 _ _py2
X 3x2 +2x° —5x+1 =(x2 —x-1) + 26x +2
X° —2x+1 X< =2x+1

Una fraccion se llama propia cuando el grado del numerador es menor que el

grado del denominador, como en:

3x+5 5 5x? -3
X2 +3x+2 x4 +2x

Si el grado del numerador es mayor 6 igual que el grado del denominador, la
fraccion es impropia, como en:
3x® +2x-1
x> +5

El siguiente teorema indica una forma sistematica para descomponer una fraccion
propia en la suma de dos o0 mas fracciones parciales.

Cabe recordar que todo polinomio con coeficientes reales, admite una
factorizacion completa con solo factores lineales y/o cuadraticos con coeficientes

reales, los cuales son primos relativos en los nimeros reales.

Teorema:

Una fraccion propia puede escribirse como la suma de fracciones parciales, segin
las siguientes normas:

1. FACTORES LINEALES SIN REPETICION

Si el denominador de una fraccidén contiene un factor lineal de la forma ax + b,

la Fracciéon Parcial asociada tiene la forma: “ax +b
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donde A es constante no nula, como sucede con:

X+1 _ A N B
(x=2)(x+3) x-2 x+3

2. FACTORES LINEALES REPETIDOS

Si el denominador de una fraccion contiene un factor lineal ax + b, repetido k

veces, hay k fracciones parciales asociadas, asi:

Aq Ao Ax
ax +b (ax +b)? (ax +b)~

donde las A; son constantes y A # 0, como ocurre con:

2x+3 _ A N A,
(x+D)?  (x+1) (x+1)°

3. FACTORES CUADRATICOS SIN REPETICION

Si el denominador de una funciéon contiene un factor cuadratico de la forma

., . . . +
ax’ + bx + c, la fraccién parcial asociada tiene la # forma:
ax® + bx +c

donde Ay B son constantes no nulas a la vez, como sucede con:

3x° +5 _ A, Bx+C
(x +)(x* +x-1) x+1 x?+x-1

4. FACTORES CUADRATICOS REPETIDOS

Si el denominador de una fraccion contiene un factor cuadratico de la forma

ax’ + bx + c, repetido k veces, hay k fracciones parciales asociadas, asi:

AiX + B1 + AoxX + B» + + AX + By
ax” + bx +c (ax®+bx+c)* 7 (ax® + bx +c)

donde los A y B; son constantes y Ay, Bk no se anulan a la vez. Por ejemplo:

x* +3x+5 _Ax+B_ Cx+D . Ex+F
(x? -1)*(x* +3x+1) x*+1 (x*+1)*> x*+3x+1
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El trabajo con fracciones parciales es muy importante ya que este tema es muy Util

para el Calculo Integral.

EJEMPLO 5.9

-x? +3x+4
(x* +1)(x* +2-1)

Representar en fracciones parciales la fraccion racional:

Solucion:

AX+B+ Cx+D
x2+1 x*-2x-1

La fraccion se puede representar de la forma:

-x> +3x+4 _ (Ax +B)(x* —2x -1) +(Cx + D)(x* +1)
(x2 +D)(x2 +2-1) (X2 +1)(x2 - 2x 1)
Ax® +Bx* —2Ax* -2Bx —Ax =B +Cx* +Dx* +Cx+D
x'=2x3 - x* +x*-2x-1
(A +C)x* H{B —2A +C)x* +(2B -A+C)x +(-B+D)
x'—2x¥-2x-1

Se igualan los términos correspondientes a cada valor de x:

(1)A+C=0
(2)B-2A+D=-1
3)-2B+A+C=3
@4-B+D=4

De (1) se despeja C

B)C=-A
De (1) se despeja A
(6) A=-C

De (4) se despeja D
(D=4+B
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Se reemplaza (7) y (6) en (2)
(8)2B +2C =-5

De (8) se despeja B
-5-2C

(9) B =

Se reemplaza (6) en (3)
(10)-2B +2C =3

Se reemplaza (9) en (10)
1

C=-_
2

Se reemplaza el valor de C en (9)
B=-2

Se reemplaza el valor de C en (6)
1

2

Se reemplaza el valor de B en (7)

D=2
De donde:
-x? +3x+4 _ Ax+B_ Cx+D
(x? +1)(x* +2-1) x*+1 x*-2x-1
1x—2 1x+2
-2

x2+1 x*-2x-1
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Funcién Polindbmica

RESUMEN DEL CAPITULO V |

La aplicacion p: T O T tal que

P(X) = anX" + anaxX"t + o, + aiX + ao,
Donde los ai u Ty a, #0, se llama Funcion Polindbmica

de grado n en la variable x.

Los elementos axx' se llaman términos de p(x) y cada a; es
el coeficiente del término respectivo. Los coeficientes de
la funcion polindmica pueden estar en cualquiera de los

sistemas numéricos: T, TO T.

Raices de un

Polinomio

Un namero r es una raiz de la funcion p, o un cero del

polinomio p(x), si p(x) = 0. Es decir: p(r) =0

Division Sintética

Para dividir el polinomio p(x) entre x —r:

1. Se dispone los coeficientes de p(x) en orden
descendente de potencias de x. Se coloca 0 en vez de
cada potencia faltante.

2. Una vez escrito el divisor en la forma x — r, se toma r
para generar el segundo y tercer renglones de
nameros asi: Se baja el primer coeficiente del
dividendo y se multiplica por r; después se suma el
producto al segundo coeficiente del dividendo. Asi
sucesivamente hasta que un producto se sume al
término constante de p(x).

3. El ultimo numero a la derecha en el tercer renglon de
nameros es el Residuo. Los otros numeros del tercer
renglén son los coeficientes del cociente, que tiene

grado 1 menos que p(X).

Pasos para graficar
una funcion

Polinbmica

1. De ser posible, se factoriza el polinomio, y se halla las
abscisas al origen.

2. Se construye una tabla de signos de f(x), y se prueba
con algunos valores en cada intervalo.

3. Con esta informacion se traza la gréfica de f(x)
incluyendo la ordenada al origen.
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Una funcién f es llamada una funcién racional si:

f(x) =%;d(x) z0

donde n(x) y d(x) son polinomios.

Funcién Racional El dominio de f es el conjunto de todos los T tales

que d(x) # 0.

Six=ayd(a) =0, f no esta definida en x = a'y puede no
haber ningun punto en la gréafica de f con abscisa x = a.

No se permite la division entre 0.

1. Se factorizan numerador y denominador, si es posible.
Se determina las coordenadas al origen, si las hay.
Se determina las asintotas verticales.

. Se determina las asintotas horizontales.
Pasos para graficar

o &~ 0D

) Se forma una tabla de signos de f en los intervalos
Funciones ) )
_ donde numerador o denominador son iguales a 0. Se
Racionales . .
usa un valor especifico de prueba en cada intervalo.

6. Se traza las asintotas y se localiza las coordenadas al
origen. Con la tabla de signos y algunos puntos
determinados se completa la gréfica.

n(x)

Una funcién racional f(x) = m se puede descomponer
X

en la suma de 2 o mas funciones racionales mas simples,
Fracciones conocidas como Fracciones Parciales. Si el grado de n(x)
Parciales es menor que el de d(x), entonces f(x) es una Fraccién

Propia, si el grado de n(x) es mayor 6 igual que el de d(x),

entonces f(x) es una Fraccién Impropia.
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Fracciones Una fraccion propia puede escribirse como la suma de
Parciales fracciones parciales, segun:

Denominador de la Forma de la Fraccion Parcial
fraccion Asociada
A
ax+b
ax+b
ax+b Ay A L A
Repetido k veces ax+b (ax+b)? (ax +b)*
Ax+B
ax? + bx + ¢ —
ax” +bx+c
ax? + bx + ¢ AX+B, . AX+B
Repetido k veces ax? +bx+c (ax? +bx +¢)"
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TALLER N° 5

1. Utilizando la Divisién Sintética, dividir los siguientes polinomios:
a) 4x®—5x+4 entrex + 3

b) 2x* + x*—8 entre x — 4

2. Determinar los ceros racionales de:
a) p(x)=x*+3x* -x*+x-6

b) p(x) = 3x* -8x® —28x* +64x —15

w

. Determinar aproximadamente los ceros reales de:
a) p(x) =x3+2x%—-2x
b) p(x) =3x*+x -3

4. Graficar las siguientes funciones polinémicas:

a) f(x)=x3+5x°—x—1

b) f(x) = 2x* — 4x — 2

5. Determinar las Asintotas Verticales para las siguientes funciones racionales:

a) f(x):xi_3
) 109 =2

6. Determinar las Asintotas Horizontales para las siguientes funciones racionales:
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a) f(x)=——
) T 2x% —x+1
3x? +2x
b) f(x)=
) f(x) e
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7. Determinar las Asintotas Oblicuas para las siguientes funciones racionales:

3x2 —x+1
a) f(x)=—
) T X+2
2
b) f(x)=x +2Xx+3
X—4

8. Graficar las siguientes funciones racionales:

X2 +8x -1
a f(x)=—
) (x) X+2

X2 —=x+5
b) f(x)=—
) f(x) 7% —1

9. Represente en fracciones parciales las siguientes fracciones:

5x2 -2

a) 5
(x =1)(x° +2x +1)

b) A4
(¢ -1)
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CAPITULO 1
ECUACIONES E INECUACIONES

Muchos problemas de la vida cotidiana requieren identificar los valores de
ciertas cantidades cuando se conoce otras. Si se plantea una igualdad, se
tiene una ecuacion. De lo contrario estamos frente a una inecuacion; por
tanto, hay ecuaciones algebraicas, trigopnométricas, exponenciales, etc. En
este capitulo se considera las ecuaciones e inecuaciones algebraicas de

grado uno y superior, todo dentro de los numeros reales T.

LA ECUACION: Una ecuacion plantea que dos expresiones algebraicas
son iguales. Se refiere a las expresiones algebraicas como el lado izquierdo
y el lado derecho de la ecuacién. EIl objetivo es encontrar valores de la
incognita para los que la ecuacion es verdadera. Estos valores se llaman
las soluciones o raices de la ecuacion. Asi, pues, 5 es una solucion de la
ecuacion 2x-1= 9 porque 2(5)-1=9

Entre ecuaciones e inecuaciones se pueden clasificar como Lineales y No
lineales. Las lineales son de la forma ax + b = 0, donde a, b son
constantes y x la incognita, que sera un numero real; las no lineales son de
la forma:

ap+ aX + ax>+axx>+...+ax"=0 ,donde a, son constantes y X" la

incégnita.
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3.1 ECUACIONES LINEALES

Sobre los dominios de las variables:

A menos que se establezca lo contrario, se supone que el dominio de una variable
es el conjunto de aquellos numeros reales para el cual las expresiones algebraicas
que implican la variable son nUmeros reales.

(Ver capitulo Il. Operaciones algebraicas)

Por ejemplo, el dominio de la variable x en la expresion 3x - 2 es el conjunto de

todos los numeros reales T: 3x - 2 representa un numero real para todos los

reemplazos de X por nimeros reales.

El dominio de x en la ecuacion es el conjunto de los numeros reales

x|~
1IN
w

X
excepto 0 y 3. Estos valores se excluyen, ya que el miembro izquierdo no esta
definido para x = 0 y el miembro derecho no estd definido para x = 3. Los
miembros de la izquierda y derecha representan nimeros reales para todos los

otros reemplazos de x por nUmeros reales.

El conjunto solucién de una ecuacién se define como el conjunto de los
elementos en el dominio de las variables que hacen que la ecuacién sea
verdadera. Cada elemento del conjunto solucion se denomina solucién, o raiz de

la ecuacion.

Una ecuacion se llama identidad si la ecuacion es verdadera para todos los
elementos del dominio de la variable. Se llama ecuacion condicional si es
verdadera solo para algunos valores del dominio. Asi,

5 5
x?=3x  x(x-3)

2X-4 =2(x-2) vy xLO, xL3

son identidades, ya que ambas ecuaciones son verdaderas para todos los
elementos de los respectivos dominios de sus variables. Por otro lado, las

ecuaciones:
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3x-2=5 y izi xLO, xL1
x-1 X

son ecuaciones condicionales, vasta ver que ninguna de las ecuaciones es

verdadera para el valor 2.
Ademas, hay ecuaciones Complejas, que tienen expresiones racionales en su
numerador, denominador o en los dos, las cuales, es necesario representar como

una expresion racional simple.

a) Resolver una ecuacion con més de una variable.

OMZ20-=—0>COmMm

Con frecuencia se encuentran ecuaciones que implican mas de una variable.

Por ejemplo, si k y p son la longitud y ancho de un rectangulo, respectivamente,

m

su area se determinara por A =kp .

Fig. 3.1 Arearectangulo

De aqui se puede despejar k 6 p:
Para resolver por p, simplemente se considera que A y k son constantes y p es
la variable.

p="
k

b) Estrategia para resolver problemas con literales.
La mayoria de los problemas practicos pueden ser resueltos por métodos
algebraicos, pero no hay un método que funcione para todos. Aqui le
presentamos una estrategia que le ayudara a enfocar la solucion.
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1. Lea el problema cuidadosamente (varias veces, si es necesario) hasta que
entienda el problema; es decir, hasta saber qué se quiere encontrar y con
gué datos se cuenta.

2. Represente una de las cantidades desconocidas con una variable, por
ejemplo x, e intente representar todas las otras cantidades desconocidas
en funcion de ella. Este es un paso importante y se debe realizar con
cuidado.

Dibuje figuras o diagramas, identificando la incognita y las partes conocidas.
Encuentre las férmulas que relacionan las cantidades conocidas con las
incognitas.

5. Forme una ecuacion que relacione las incégnitas y datos conocidos con el
planteamiento del problema.

6. Resuelva la ecuacion y escriba las respuestas de todas las preguntas
planteadas en problema.

7. Compruebe e interprete todas las soluciones en términos del problema
original (no sélo la ecuacién encontrada en el paso 5), porque se pudo
haber cometido un error al establecer la ecuacion en dicho paso.

3.1.1 Inecuaciones lineales

Una inecuacion lineal equivale a una ecuacion lineal pero cambiando el signo de
igualdad por signo(s) de desigualdad. (< menor que, > mayor que, < menor o igual
gue, = mayor o igual que).

Estas se resuelven de la misma forma que las ecuaciones antes vistas. Como en
las ecuaciones, dos inecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto
solucion.

A. PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

1. Si a<b y b<c,entoncesa<c. Enefecto: a<b@b-a>0y b<c

@c-b>0 @ (b-a)+(c-b)>0 @ c-a>0 @ a<c.
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Si a<b,entoncesa+c<b+c

Si a<b,entoncesa-c<b-c

Si a<b, entoncesa-c<b-c, c>0
Si a<b, entonces a-c >b-c, c<0
Si a<b, entonces a/c <bl/c, c>0

N o ok~ oD

Si a < b, entonces a/c > b/c, c < 0. Veamos:

a<b@b-a>0 y c<0@(c)>0 @ b-a) o523 P,gp 250
—-C cC C C C

8. Si a<b y c<d, entonces a+c<b+d
9. Si ab>0, entonces (@a>0y b>0) o (a<0y b<0)
10.Si a#b, entonces a + b >2ab

Resolver una inecuacion es encontrar su conjunto solucion. Dos inecuaciones son
equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion para un conjunto de reemplazo
dado. Como con las ecuaciones, se realizan las operaciones sobre las
inecuaciones que produzcan otras desigualdades equivalentes mas simples, y se
continta el proceso hasta llegar a una inecuacion cuya solucion sea obvia. Para
producir inecuaciones equivalentes, se utlizan las propiedades de las

inecuaciones.
El conjunto solucién para una inecuacion es el conjunto de todos los valores de la
variable que la hacen verdadera. Cada elemento del conjunto solucion se conoce
como solucién de la inecuacion.
Los siguientes ejemplos ayudan a entender mejor:
EJEMPLOS 3.1
1. Resolvery comprobar el resultado de 3x -9 =7x + 3
Solucion.
Utilizando las propiedades de igualdad tenemos,

3X-9=7x+3 O 3x-7x=3+9
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-4x =12
X=-3

comprobamos: 3(-3)-9=7(-3) + 3

-18 = -18 lo que hace verdadero el enunciado.

2. Resolver y comprobar el resultado de 2(2x + 3) - 10 = (3x + 7)5

Solucién.
22x+3)-10=(3x + 7)5
4x+6-10=15x+35 [0 4x-15x=35+4
-11x =39
)
11

Comprobacion:

OMZ20-=—0X>COmMm

m

2(2(—%) +3)-10= (3(—%) + 7)5, lo cual da como resultado:

200 200 . .,
_F = _H , demostrando asi la solucién correcta.

3. Encuentre 4 enteros pares consecutivos de manera tal que la suma de los 3

primeros exceda al cuarto en 8.

Solucion.
Sea x el primer entero par, entonces
X X+2 X+4 y X+6
representan 4 enteros pares consecutivos, comenzando con el entero par X.
(recuerde que los enteros pares aumentan de 2 en 2). La frase "la suma de
los 3 primeros excede al cuarto en 8" se traduce en una ecuacion:
Suma de los 3 primeros = cuarto + excedente
X+(x+2)+(x+4)=(x+6)+8

3X+6=x+14
2x =8
X=4
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Luego los 4 enteros consecutivos son 4, 6, 8 y 10

Comprobacion: 4 +6+8 = 18 suma de los tres primeros

-8 excedente

10 cuarto

EJEMPLOS 3.2

1. Hallar el conjunto solucién de 3x + 2 <2x + 4 y representar graficamente.

OmMmZ20-0>x»CcoOom

5 T T >
Solucion: 1 0 1 2
3X+2<2x+4 Fig. 3.2 Intervalo solucién

3X <2x+ 2 sumando -2 a ambos miembros

1

X<2 sumando -2x a ambos miembros

Por tanto, el conjunto solucion es S={xuT/x <2} =(-», 2)

Comprobacion:

Tomando un valor menor que 2, para el caso se toma el 1,

31)+2<2(1)+4

5 < 6, verificando asi la respuesta; de otro modo se comprueba tomando un
valor mayor que 2. Tomando el valor 3 se tiene,

33)+2<2(3)+4

11 <10, lo que hace falsa la igualdad y verdadera la solucion.

2. Hallar el conjunto solucion y representarlo graficamente 5x + 12 <8x - 3

Solucién:
L
< S —
15 = 3x Fig. 3.3 Intervalo solucion
X 25
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Comprobacion:

Tomando un valor mayor o igual que 5, para el caso se toma el 5,

5(5) + 12 < 8(5) - 3

37 < 37, se verifica asi la respuesta; de otro modo se comprueba tomando un
valor menor que 5. Tomando el valor 4 se tiene,

5(4)+12<8(4)-3

22 <29, lo que hace falsa la igualdad y verdadera la respuesta.

3. Hallar el conjunto solucion de la inecuacién (2x + 5)(x - 3) >0

Solucién:

OMZ20=0O0X>COm

Segun propiedad (9), sia-b >0, entonces (a>0y b>0) 6
(a<0 y b<0), entonces se tiene que:

m

[2X+5>0 [2X+5<0
(+9k-3>0 °%’—3>o O o %—3<o 1)
Por tanto,
o g
(2x+5X-3)>0 = %>3 @ o %<3 v
s =

Los valores de x que satisfacen simultaneamente las desigualdades (lll) son:
A={xuT|x > 3}=(3, ).

Los valores de x que satisfacen simultaneamente las desigualdades (IV) son:

A={xuT|x < g}:(-w,-g).

Por tanto el conjunto solucion de (2x + 5)(x - 3) > 0 es: la union de los dos
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S={xuT|x< g 6 x> 3}= (-°°,-§)Z(3, %)
Graficamente tenemos:

= i} rd

R
<43 -2 1 0 1 2 3

Fig. 3.4 Intervalos solucion

Comprobacion:

: 5
Tomando un valor dentro del intervalo (-, -E). Para el caso se tomaraa -3,

OmMmZ2O0-—0>xCoOom

(2(-3) +5)((-3) - 3) > 0,

6 > 0, se comprueba que es verdadero; comprobando con un valor entre (3, =),
se tiene. Para x =4.

(2(4)+5)(4-3)>0

13 > 0, haciendo verdadera la respuesta.

m

5 .
Ahora tomando un valor entre [-E , 3], entonces para x = 3, se tiene:

(2(3) +5)(3-3)>0

0 > 0, resulta una incoherencia. Por lo que queda comprobada su respuesta.

Un método alternativo para encontrar la solucion de la inecuacion:
(2x + 5)(x - 3) > 0 es el siguiente:
a) Se representa graficamente cada uno de los factores de la inecuacion.
b) Observamos los valores de x que hacen que el producto sea positivo, 0 bien
porque ambos factores sean positivos 0 ambos negativos.
c) Se representa en una recta numérica el conjunto solucion. Asi,
2x +5 >0 para todo los valores x > -5/2
2x+5<0 paratodos los valores x <-5/2
X -3 >0 paratodos los valores x> 3

X - 3<0 paratodos los valores x <3
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2Xx+5>0

| I
<4 3 2'44 0 1 2 3 4

=52
—————————————————————————— e
| I | | | | | I |
x-3>0 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
i i 2k sk . s s . s i Bl . s i s O
I I [ 4 | | | ] I

4 3 2.1 0 1 2 3 4
|

(2x-5)(x - 3)>0 -5f2
Fig. 3.5 Intervalos solucién

4. Resolvery graficar: -3<4-7x<18
Solucion de una doble desigualdad.
Como antes, excepto que se intenta despejar x en la parte de en medio con un
coeficiente de uno:
-3<4-7x<18 [
-3-4<-7x<18-4
-7 <-7x<14
1=>x>-2 Dividiendo cada miembro entre -7

lo que significa que el conjunto soluciones: S={xuT | -2<x £1}=(-2,1]

Fig. 3.6 Intervalo solucion

Comprobacion:
Tomando un valor del intervalo (-2, 1], para el caso se toma a 0, entonces,
-3<4-7(0)< 18

3 <4< 18, se observa que si cumple con la desigualdad.
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ECUACIONES CON FRACCIONES.

En este caso, las constantes o coeficientes de las variables son numeros

fraccionarios. (Ver capitulo IlI, seccion 2.4)

Ejemplo: 1x +3= ’
2 2

La forma mas usual y rapida de resolverlas es mediante el uso M.C.D., el cual
multiplica a cada lado de la ecuacion para eliminar las fracciones.
(Ver capitulo II, seccion 2.2.7).

Solucién del ejemplo anterior:
Como MCD(2,1) = 2, basta reducir a comun denominador:
X+6=7,entoncesx =1

Comprobacion: %(1) +3 :%, g = g hace verdadera la respuesta.

También se puede encontrar algunas ecuaciones que tienen variables en el
denominador de la fraccion y que se pueden transformar en ecuaciones racionales

simples.

EJEMPLOS 3.3

1. Resolver Zx+g=§x
5 9 7

Solucion:
Como MCD(5,9,7) = 315, entonces:

7 2 6
315(=x +—=) =315(=x
(5 9) (7 )

entonces 441x + 70 = 270x de lo cual

171x =-70
s
171
Comprobacion: Z(—_70)+§:§(—_70)’ obteniendo _20__20
51717 9 7171 57 57
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+
2. Resolver 2X 3=£
5x-1 2
Solucién:

. . - 1
La ecuacion no esta definida para x = =

Como MCD (5x - 1) = 2(5x - 1), entonces
2(2x+3)=5x-1 0 4x+6=5x-1

OmMmZ20=0X>rCcoOm

X=7
., 2(7)+3 _1 . 1_1
comprobacion: == asique ===
57)-1 2 2 2
3. Resolver y comprobar X -3= 1
X+3 X+3

Solucién:

m

Se reduce a comun denominador (x + 3)

(x +3)(% ~3) = (x +3)(%)

5x -3(x+3) =1
5x-3x-9=1
2x =10
X=5
comprobamos: 50) -3= L

(5)+3 = (5)+3

lo que hace verdadero el enunciado.

|~
@ |

3.1.2 Inecuaciones con fracciones

Al igual que en las ecuaciones con fracciones, se debe reducir al minimo
denominador comun (M.D.C.). A manera de ilustracion se resuelve la inecuacion

2)(_3+622+4?X
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Solucién:
Como M.D.C.(4,3) = 12, entonces:
2x -3
4
3(2x-3) + 72 2 24 + 4(4x)
6Xx -9+ 72224+ 16x
-10x =2 -39 de donde Xx<3.9

12(

+6) 212(2 +%X)

Asi que la solucion finales S={xuT | X 3.9} = (-=, 3.9]. Y surespectiva

grafica es:
]
[ I T T
o 1 2 3 4 &5 &6 7 8 8§ 10
39
Fig. 3.7 Intervalo solucion
Comprobacion:

Tomando cualquier valor del intervalo (-~, 3.9] y remplazando se tiene, para x=3,

200738 1522+20)

27
" >6, lo cual hace verdadera la respuesta.

Como en las ecuaciones con fracciones también se puede encontrar algunas
inecuaciones que tienen variables en el denominador de la fraccion y que se

pueden transformar en inecuaciones racionales simples.

EJEMPLOS 3.4

1. Resolver y graficar —5_33)( +1<4—§
Solucioén:
Como MCD (3,2) = 6, :
entonces il i R R PR PR TR S

Fig. 3.8 Intervalo solucion
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6(-

> '33X) +6() <6(4) ~6())

2(-5+3x) + 6 <24 -3x
-10+6x+6<24-3x 0 9x<28
28

X< —

Comprobacion:

. 28
Se toma un valor del intervalo ('OO’E ), para el caso se tomara 1,

—5_3(1) +1<4—9
2

OMZ20-=-0>xCcoOom

5 9 -
_§ < > verificando como verdadera la respuesta.

Im

: - : ., 5 3
2. Hallar el conjunto solucién de la inecuacion — < 2
X

Solucién:

. 3
La expresion vale » x # 0. Como 2 es constante, se traspone

0

;—% <0, de donde 204_)(3)( <
La expresion es menor que cero si y soOlo si los signos del numerador y
denominador son contrarios, asi:
a) Numerador positivo y denominador negativo 6 bien
b) Numerador negativo y denominador positivo.

Paraa) 20-3x>0 y 4x <0 Entonces:
20 > 3x x<0

20
X< —
3

entonces, (-w,z—f) N (-0,0) = (-~,0) @ A={xAT/x<0}

Parab) 20-3x<0 vy 4x >0
20 < 3x x>0

|
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X> —
3

entonces, (2—30,00) N (0, ©) = (?,w) @ B={xAT/x> 2—30}

asique: S=AZB={xuT/x< 0 06 x> 2_30}

i FHttttttttt bt
e

I I I i I I I I
8 2 4 0 8 i7 B8 9 10
66
Fig. 3.9 Intervalos solucion

Comprobacion:
Se toma un valor del intervalo (-~, 0) y se reemplaza, para el caso -1.

5 3 . .
~ < Z se verifica su coherencia.

Se toma otro valor del otro intervalo y se verifica, se tomara a 7

5 3 . e
S < 2 se verifica también la respuesta.

También se tomara un valor de fuera de los dos intervalos, como lo es 1.

5 3 " ]
1 < 7 lo cual no es coherente. Verificando totalmente asi la respuesta

correcta.

3. Hallar el conjunto solucion de la inecuacion

220 0

Solucioén:

Como x no puede tomar el valor -5, se tiene una inecuacién condicional.

X-3 [X—-320 [Xx—-3<0

%+5<0 (“)

De ()resulta; x-320 = x23 y Xx+5>0 = x>-5

Entonces el conjunto soluciénde (1) es: S;={xuT | X 2 3} =3, ©)

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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De (Il ) setiene: x-3<0 = x<3 y x+5<0 < x<-5
Entonces el conjunto solucién de (I1) es: S, = { x u’i’| X < -5} = (-, -5)

320 es:
X+5

S=S:1ZS,={xuT|x<-5 o x 2 3}

Por tanto, el conjunto solucion de

Graficamente, tenemos:

Fig. 3.10 Intervalo solucion

OMZ20=0O0X>COm

Encontrando la solucién de (1) por el método alternativo, usando gréficas,

m

tenemos:

x-320 = I rF -+t & & 1 1~

+5> < >
X50\IIIIIIIIIII/

Fig. 3.11 Intervalos solucién

La gréafica indica los valores de x que hacen al numerador positivo, y los

valores de x que los hacen negativos.

Se debe tener en cuenta que una fraccion es positiva si y s6lo si numerador y
denominador, son positivos, 0 ambos negativos: al final se tiene el conjunto
solucion (-«, -5) U [3, «).

|
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3.2 ECUACIONES CON RADICALES

Son ecuaciones algebraicas que contienen radicales o exponentes racionales. Se

resuelven elevando los dos lados de la igualdad a la misma potencia entera.

EJEMPLOS 3.5

Resolver 2 +3Jx+2 = 2\/5

Solucién:

V2 +3/x+2 =245. Elevando al cuadrado:
(W2+3J/x+2)2=(24/5)2 O  2+3Jx+2 =4(5)

3Wx+2=20-2 0O +/x+2 :% =6 Elevando al cuadrado:

OMZ20-=0X>COm

X+2=36 0 x=34

m

Comprobacién: 2 +334+2 =25
J2+3436 =245
J2+3(6) =245 O
J20 =245

245 =245 Lo que hace verdadera la respuesta.

3.2.1 Inecuaciones con radicales

Se sabe que si x es positivo o cero, entonces \/F =X, pero, SiXx es negativa, se
debe escribir: Vx? =-x.
Por ejemplo  /(-2)* =~«(-2) =2

Por tanto, para cualquier numero real X,

\/X_Z_D( six=0
E—x Si x< 0

|
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Que corresponde a la definicion de el valor absoluto de x.

En sintesis, para cualquier nimero real x, vx* =|x|

3.3 ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO.

_ %)( si x=20
Se sabe que en reales, el valor absoluto se define por: |X| = .
X si x<0

(Ver capitulo I, seccion 1.2.3.4)

Para resolver ecuaciones con valor absoluto se puede utilizar la definicién
algebraica de valor absoluto, antes expuesta, o la definicion geométrica del

mismo; la cual dice asi:

Si a es la coordenada de un punto sobre la recta numérica real, entonces la

distancia desde el origen a a se representa por | a| y se conoce como Valor

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Fig. 3.12 Valor absoluto y distancia

Absoluto de a. Asi que |3| = 3, puesto que el punto con coordenada 3 se
encuentra a 3 unidades del origen. Y | -4| = 4, porque el punto con coordenada -4
esta a 4 unidades del origen.

Ademas, en la solucién de ecuaciones con valor absoluto generalmente se utiliza
las siguientes propiedades.

. _ 0
GEOMETRICAMENTE: < | >

-d d
Paratodod >0 _
Fig. 3.13 Valor absoluto de d

1. |x|=d esequivalentea x=d o x=-d
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2. Paratodoc, d en los reales.

| x - c|=d Significa que la distancia entre xyces d: |c-d, c+d]

Xx-c==xd d d

Xx =+d+ ¢ Luego, (c-d) L (c+d)
X1 =C- d Yy

X, =¢C +d Fig. 3.14 Valor absoluto y distancia

3. |ax+c|=d significa que la distancia entre x y ces d:

ax+c=d o ax+c=-d d d
ax+c==d (d-c)/a c (-d-c)a
ax = +d-c _ _ _
q Fig. 3.15 Valor absoluto y distancia
+d-C
X = entonces,
a
d-c
X1=—— Yy
a
-d-c
Xo =
a

ALGEBRAICAMENTE se puede resumir en dos:
[™=0

ﬁ :d<:>
|X| §=d|]x=—d

% |a= |b|- a=bDOa=-b

|x| 1 si x>0 _
e D= 7 Resultan dos casos. (1) Si x > 0, |x|= x. Luego
X 1 si x<0
M:5:1, 2)Six<0, |-x|=x. Luegoﬂz—fz—l
X X -X X

La relacion entre algebra y geometria es una herramienta importante cuando se
trabaja con ecuaciones que implican valor absoluto. Por ejemplo el enunciado
algebraico |x - 1|: 2 se puede interpretar geométricamente como una

declaracion de que la distancia de x al punto uno es dos unidades.

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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EJEMPLOS 3.6

1. Hallar el conjunto solucion de la ecuacion | x| =5
Solucion:
Segun la propiedad (1), se tiene: |x|=5 => x=5 o0 x=-5
Luego, el conjunto solucién es: S = {5, -5}

2. Hallar el conjunto solucién de la ecuacion |x-3|=5

Solucion

Geométricamente | x - 3| es la distancia entre x y 3. Entonces

OMZ20-=0O0X>COm

| x - 3|=5, x es un namero cuya distancia desde 3 es 5.
Es decir,x=3S5=-2 6 8, luego el conjunto solucion es {-2, 8}

m

Comprobacién: para x = -2: para x = 8:
|-2-3|=|-5|=5 = |8-3|=|5|=5=

3. Hallar el conjunto solucién de la ecuacion |2a+1|=a+3

Solucién

Se tiene:

Siza+120 O aZ—% y 2a+l=a+3 O a=2

. 1 4
Siza+1<0 O a<—§ y -2a+1)=a+3 0 a:—g

Luego el conjunto solucién esta constituido por dos puntos

s={-§,2}

|
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[
4 2
3
Fig. 3.16 Solucion grafica

3.3.1 Inecuaciones con valor absoluto

Propiedades de las desigualdades que implican |x| con p>0.

« |x|<p esequivalentea -p<x<p

OmMmZ20=0X>rCcoOm

* |x|sp esequivalentea -psxs<p
« |x|>p esequivalentea x<-p 6 x>p

« |x|zp esequivalentea x<-p 6 x=p

m

Propiedades de las desigualdades que implican |ax+b| con p>0.
« |ax+b|<p esequivalentea -p<ax+b<p

« |ax+b|<p esequivalentea -p< ax+bs< p

« |ax+b|>p esequivalentea ax+b<-p o ax+b>p

« |ax+b|zp esequivalentea ax+b<-p o ax+b=zp

También se tiene que:

¢ alz=a

-« [¥l=[x]*_o

+ x*<a® : -a<x<a : |x|<a

« x*>a® : x<-a 0o x>a : [x]|>a

Ademas, la relacion entre algebra y geometria persiste. Y se sintetiza en la

siguiente tabla:

|
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Forma (d > 0) Interpretacion Solucion Grafica
Geom.
|x-c|<d La distancia entre x | (c - d, ¢ +d) t i —
cd C |
y € es menor que d
0<|x-c|<d | La distancia entre x (c - d, c)e(c, ¢ + d) t 7 —»
o c ¢+l
y € es menor que d,
pero X # ¢
|x-c|>d La distancia entre X (-«, ¢ - d)e(c + d, ©) | =F ™

y € es mayor que d.

OmMmZ20=0O0X2>COm

También se puede escribir la desigualdad - a < x <b como una desigualdad de
valor absoluto.
El intervalo (-a, b) tiene una longitud o distancia m entre esos dos puntos y su

punto medio k.

Como | x - k| representa la distancia la distancia entre x y k , entonces:

-a<x<b = |x-k|<g

Se ilustra mejor asi:
Escribase la expresion -1 < x <5 como una desigualdad de valor absoluto.
Entonces:

Fig. 3.17 llustracion grafica

Asi que el intervalo (- 1, 5) tiene longitud 6 y su punto medio es 2.
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Esto lo podemos representar como|x - 2|, siendo la distancia entre x y 2,
teniendo asi la representacion:
-1<x<5 « |x-2|<3

a) Desigualdad triangular

Si ay b son nimeros reales, entonces: |a+b|s |a|+]|b|

Demostracion. Se considera 4 casos:

1.a20y b=20:
Enestecasoa+b=20.
Entonces, |[a+b|=a+b; |a]=ay |b|=h.
Luego:
|a+b|=a+b=|a|+|b|. Secumple laigualdad.

|a+b|=]|a]+|b|cumpliéndose asi la propiedad.

2.a2z0y b<O:
En este caso puede sucederquea+b=0 o a+b<0
Sia+b=0
|a+b|=a+b; |a|=ay |b|=b
Como b<-b(puesb<0y-b>0)
a+b<a+t(-b).
Luego: |a+b|=a+b<a+(-b)=|a|+|b]|
Esdecir: |a+b|<|a|+|b|. Cumpliéndose la propiedad.
Sia+b<0
|a+b|=-(a+b)=(-a)+(-b); |a]=ay |b|=b
Como -a<a(pues-a<0ya>0)
(-a) + (-b) <a+ (-b).
Luego: |a+b|=(-a)+ (-b) <a+(-b)=|a|+|b|
Es decir: |a+b|<|a|+|b|. Cumpliéndose la propiedad.

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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3.a<0y b=20:
La demostracion de este caso es similar a la del caso anterior. Basta

intercambiar ay b.

4. a<0y b<O:
Enestecasoa+b<0 (pues-a>0 vy -b>0)
Entonces (-a) + (-b) > 0 y por tandto:
|a+b|=-(@a+b)=(a)+(b); |al]=-ay |b|=-b

Luego: |a + b|=(-a) + (-b) =| a| +| b| cumpliéndose asi la propiedad.

OMZ20-=0O0X>COm

Algunas consecuencias de la desigualdad triangular.
llustraciones:

= Siay b son numeros, entonces |a-b|<|a|+|b|

m

Solucion:
|a-b[=]a+(b)| <|a|+[-b]=|a|+|b]
Luego: |a-b|<|a|+|b]|

= Siay b son nimeros, entonces |a-b| 2|a|-|b|
Solucion:
|a]=|(a-b)+b|<|a-b|+|b| de donde,
|al-|b|<|a-b]

EJEMPLOS 3.7

1. Resolver cada inecuacion dada:

a) |x|<5 0O -5<x<5 0 S={x0OT/-5<x<5}=(-5,5)

J
\
=
c
U
A
c

J
O
N
=
S

by |7-3x|<20 -2<7-3x<2 0 -9<-3x<-5 0 3zngm
S=ixOT/2<x<3)=[2, 3]
3 3
c)]2x-1]23 O
—{2x-1 si 2x-1=0 : .
|2x—]j—{l_2X o 5%x_12p O sesigue:
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1. 2x-123 [0 x=22six21/2 o0
2. 1-2x 23 0 -2x22 O x=<-1six<1/2
Luego S={xOT/x<-1 0 x22}= (-, -1]Z[2,
d) |7x-2|>10 O

%x—Z Si ng
7x-2=0 _ 7 0O sesigue:

EB—?X Si X<-—

7

1. 7x-2>10 0O x>% sing o

2. 2-7x>10 O -7x>8 0O x<—g six<$

OMZ20=0X>COm

— 8 12 8 12
Luego S={xOT/x<-—= 6 x> —}=(-»,- = == o
g { 7 7} ( 7)‘3(7 )

M

2. Hallar el conjunto solucion de |x - 2| <3
Solucion:
La inecuacion |x - 2| < 3, indica que x es un nimero, cuya distancia desde 2
es menor que 3; esdecir: -3<x-2<3 [0 -1<x<5. Portanto el conjunto
solucibnes S={x 07T /-1<x<5}.

e e i e e sty o 1 W

| | | | | | | | | | |
-2 -1 0 I & 4 % > & ¥ B

Fig. 3.18 Intervalo solucion

3. Hallar el conjunto solucién de | 10x - 2| =29

Solucién:
) 1 . 1
a. 10x-2=29 S|x2g b. 10x-2<-9 SIX<§
10x = 11 10x £ -7
szE sile DXS—l six<1
10 5 10 5
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Portanto S={x0T/x< —% <50 x2 E}.

10
e e [++++++++++
o~ I ~

-7/10 =-0.7 11/10=1.1

Fig. 3.19 Intervalo solucion

4. Hallar el conjunto solucién de 0<|x-3|<5
Solucion:
X €S un numero cuya distancia desde 3 es menor que 5, pero x L. 3. Siendo
asi:
Xx-3<5 y 3-x<5 0 -2<x<8 pero x#3. Esdecir, (-2, 3)=(3, 8)

En x = 3, hay un hueco.
HL}ECD

o e s o

| | | | | T | | | | |
-2 -1 I 1 2 3 4 5 A 7 8

Fig. 3.20 Intervalo solucién con hueco

5. Hallar el conjunto solucion de la inecuacion | 2x - 1| <x -2

Solucién:

-220
2x-1sx-2 - % 0
H—x t2<2X-1sx-2 ()

De (1) sesigue que x =22 [ x [0[2, «).
Al resolver (2) resultan dos inecuaciones simultaneas:
X+2<2x-1 y 2x-1<x-2.

Entonces, -x+2<2x-1 <« 3x23 < x21. Luego x U[1, «)
Ahora 2x-1<x-2 < x<-1, yportanto x (-, -1]. Como no existen
valores x que satisfagan a (2), el conjunto solucion de la inecuaciéon dada

es [.
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6. Hallar el conjunto solucién de |2x-3|<x+1
Solucion:
X+120 ()

[2x-3<x+le %ﬁl

a3+

De (1) se sigue que x > -1 6 sea x [ (-1 «).
De (2) resultan dos inecuaciones simultaneas:
X-1<2x-3 y 2x-3<x+1.

Entonces: -x-1<2x-3 « 3x>2 & x>E
3

OmMmZO0—-—0XXrCcoOom

. , ., —_ 2
Asi que su conjunto soluciones A={x 0T /x>-}.
3

Ahora: 2x-3<x+1 = x<4, 0 B={xx0OT/x<4}.

m

Luego la solucion de (2) es:

ALB:ALB={xO0T/2<x<4}=(2, ) [ (- 4)=(2,4)
3 3 3

Por tanto, el conjunto solucién Sde |2x-3|<x+1 sera:

S={xOT/x>-1y §<x<4}= (-1, =) [(2,4)

S={xO0T/2<x<4}=(2, 4)
3 3

7. Hallar el conjunto solucion de la inecuacion Jj <1
X
Solucion:
x 07T, pero x L -1.
. : X+ X+ .
Aplicando propiedades: | 3 <l - -1< 3 <1, de donde se tiene dos
X+ x+1
inecuaciones simultaneas, asi:
+ +
1) -1<X*3 6 @ X8
x+1 x+1

|
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De (1) se tiene:

X+3 2x+4 : . .
—+ 2 0 [ 20 < 2x+4 y x+ 1ltienen el mismo signo:
X+1 X+1
Graficamente
P Ot ++E++++ttt bbbt
2x + 4 o I o Fr 1 1~

-6 S5 -4 -3 2 1 0 1 2 3 4

et e e e e e e e 1 AR
Xx+1 <T T T 1 1T 1 T 1~

-6 5 -4 3 2 1 0 1 2 3 4

OMZ20=0X>COm

o% +4 < L e S
I I I I I I I I I

x+1 -6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4

Fig.3.21 Intervalos solucién

M

De aqui se tiene que:
X+3
X+1
De (2) resulta:

X*3_1 o X310 o 2 <o
X+1 X+1 X+1

A={xOT/

>-1}={x0T/ x<-2 6 x>-1} = (-, -2] & (-1, =)

Como 2 > 0, se sigue que:

X+3

x+1<00 x<-10B={Xx0OT/ +lsl}:{xlj’i‘/x<-1}:(-°o,-1).
X

+
3 <les S=A[B, osea:

Luego, el conjunto solucién de 1
X+

S={x0OT/ (X<-2 0 x>-1)yx<-1}={x0OT/ x<-2}= (-», -2)

8. Resolver:
a) x* N 9 solucion | x|~ 3, luego -3~ x 3, [-3, 3]

b)2x2-6x+3<0@ x2-3x+%<0@ (x2-3x+%)+%-%<o @

factorizando se tiene
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3, 3
X-—=)-—<0
(x-2)-
3, 3
X-—)P<=
(x-2) <7
3 3
entonces  |x- = |< .=
2 4
|X_§|<£
2 2
luego B 2x-8 B8 @ -3<2x-3<43
2 2 2
3—J§<X<J§+3 _ -3 J3+3
2 2 ' 2 2

3.4 ECUACIONES NO LINEALES.

Sea P (x) = axX" + anX"t+ ...+ ax +a un polinomio. El principal problema de
un polinomio es encontrar el conjunto solucion de la ecuacion polinomial P(x)=0 .
Lo que quiere decir es encontrar los valores de x que satisfacen la ecuacién

n-1

anX"+ auX"+ ... +ax+a;=0

Existen métodos para resolver ecuaciones cuadraticas y cubicas, pero es de
mayor complejidad encontrar la solucion para la ecuacion polinomial para
n >4. Para encontrar dichas soluciones se basa en la factorizacion del polinomio.

(Ver capitulo 11, seccion 2.2.5).

Inicialmente consideremos las ecuaciones de segundo grado con una sola

variable.
3.4.1 Ecuacion cuadrética
La ecuacion cuadrética con una sola variable x 0T tiene la forma general

ax’+bx+c=0
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Siendo a, b y cconstanteya #z0

Como el grado del polinomio es dos, segun el teorema fundamental del algebra

existen dos posibles soluciones, las cuales pueden ser reales o complejas.

a) Solucién por Factorizacién
Si ax’*+bx +c se puede escribir como el producto de dos factores de primer
grado, entonces la ecuacion cuadratica se resuelve igualando cada factor a
cero. Esto se debe a que todo cuerpo es dominio de integridad.

(Ver capitulo Il, Teorema 2.2)

b) Solucion por raiz cuadrada
Ahora se enfocara la atencion hacia las ecuaciones cuadréaticas que no tienen
el término de primer grado, es decir, ecuaciones de la forma especial

ax’+c=0 az0

El método de solucion de esta forma especial requiere el uso directo de la
propiedad de raiz cuadrada:

Si A=C, entonces A =+C.
Nota: En la practica es comun representar la solucion de las ecuaciones de
manera informal, dejando indicada dicha solucion con la ultima ecuacion.

X = a, donde a es un nUmero constante.

c) Solucién al completar el cuadrado

La aplicacion de los métodos de raiz cuadrada y factorizacion por lo general
conducen a soluciones rapidas; sin embargo, existen ecuaciones como

x? + 6x - 2 = 0, que no se pude resolver directamente por estos métodos. Es
necesario desarrollar un procedimiento mas general como el método de
completar el cuadrado. Se basa en el proceso de transformar la ecuacion
cuadratica estandar ax’+bx+c=0 enla forma (x+A)>=B donde AyB
son constantes. La Ultima ecuacion se puede resolver con facilidad usando la

propiedad de raiz cuadrada. Pero, ¢cdémo se transforma la primera ecuacion
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d)

en la segunda?. EIl breve analisis siguiente proporciona la clave para el
proceso.

¢ Qué nimero se debe agregar a ax® + bx de manera que el resultado sea el
cuadrado de un polinomio de primer grado?. Hay una regla mecéanica simple
para encontrar este numero, basado en el cuadrado de los binomios
siguientes:

(x + m)® = x* + 2mx + m?

(x - m)? = x* - 2mx + m?

en cualquiera de los casos, se observa que el tercer término de la derecha es
el cuadrado de una mitad del coeficiente de x en el segundo término de la
derecha. Esta observacion nos lleva directamente a la regla para completar el
cuadrado.

Completando el cuadrado:

Para completar el cuadrado de una cuadratica de la forma  ax® + bx, se suma

. - : b ]
el cuadrado de la mitad del coeficiente de x, es decir, sumar (E)Z' asi,

Ejemplo:
x? + bx x*+5
b b 5 5
X2+ bx+ (=)= (x+ =) X+5+ (=) =(x+ =)
(2) ( 2) (2) ( 2)

Es importante notar que la regla para completar el cuadrado aplica solo a
formas cuadraticas, en las cuales el coeficiente del término de segundo grado
es uno. Sin embargo, como se vera, esto causa algunos problemas.

Solucion por la formula cuadrética
Considere ahora la ecuacién cuadratica general con coeficiente no
especificado:

ax’+bx+c=0 az0
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Se puede resolver al completar el cuadrado exactamente como se hizo con el

ejemplo anterior. Para obtener el coeficiente principal 1, se debe multiplicar

. 1
ambos lados de la ecuacion por —. De esta forma,
a
b ¢
x> +—x+—=0
a a

Sumando -c/a ambos lados de la ecuacion y después completando el

cuadrado en el lado izquierdo, se tiene

, b b2 b ¢
X +=Xx+—=— ==
a 4a’> 4a® a

Ahora se factoriza el lado izquierdo y se resuelve usando la propiedad de raiz

OmMmZ20=0X>rCcoOom

cuadrada:

BH_LE _b*-4ac
U

E 2af  4a’

b b? - 4ac
X+— ==

2a 4a*
y _£+\/b2 -4ac

2a  2a
_ —b++b* -4ac

2a

De esta forma, se arrib6 a la muy conocida y ampliamente usado férmula

cuadratica:
‘= —b++b’ -4ac
Si axX*+bx+c=0 a#0,entonces = 2a

La férmula cuadratica se debe memorizar para usarla en la resolucion de
ecuaciones cuadraticas cuando otros métodos fallen o sea mas dificil

aplicarlos.
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Se debe anotar que b? - 4ac en la férmula cuadratica se denomina

discriminante 'y proporciona informacion utili acerca de las raices

correspondientes, como se muestra en la siguiente tabla.

Ecuacién Discriminante
b’ - 4ac >0 Dos raices reales distintas
ax’*+bx+c=0 b%-4ac=0 Dos raices reales pero iguales
az0 b®-4ac<0 Dos raices imaginarias.

EJEMPLOS 3.8
1. Resolver por factorizacién 6x°-19x-2=5
Solucion:
Como el coeficiente de x* es L 1, se multiplica y divide la ecuacién por 6:
6(6x°-19x-7)=0 o sea:

%[(GX)Z - 19(6x) - 42] = 0

Ahora se busca dos numeros que multiplicados den -42 y sumados den -19.

Las posibles soluciones pueden ser:

(-7)6 = -42 7+6=-1
3(-14) = -42 3+ (-14)=-11
2(-21)=-42 m 2+(21)=-19 =

Luego: %[(GX)Z - 19(6%) + 42)] = 0
“[(6x- 21)(6x + 2] =0

%(2x - 7)(2(3x+ 1)) =0

O (2x - 7)(3x + 1) =0 de donde
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xi=1 o  xp=-i

U 1 2 2 3
A Se verifica:
C Para x; = ’ Para x, = 1

2 3
| 7. 7 1, 1

6(=)"-19(=-)-2=5 6(-=)°-19(-=)-2=5
(2 ) (2 ) ( 3) ( 3)
O 5=5 5=5
E 2. Resolver por factorizacién x* - 6x + 5 = -4
Solucién:

S Primero se iguala a cero:

X*-6x+9=0

Como el coeficiente de x* es uno, entonces:
(x-3)(x-3)=0

(x-3)%=0

Se obtiene que laraiz es x = 3. Como la raiz se obtuvo de dos factores, a tres

m

se le llama raiz doble.

Se verifica: ~ (3)°-6(3) + 5 =-4
-4 =-4

3. Resolver por factorizacion 5x° = 3x

Solucion:
5x%-3x=0
X(5x - 3) =0
luego x=0 o0 x= 3
5
. 3
Se verifica: parax =0 para x = s
3 3
5(0) = 3(0) 5(3)2 = 3(5)

0=0

U] ©
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U 4. Resolver usando la propiedad de raiz cuadrada:
A a) 2x*-3=0, m3%+27:o,cxx+%f:g
C Solucion:
a) 2x°-3=0
X2 = Ex = \/g o] iﬁ conjunto solucién {-ﬁ, ﬁ }
O 2 2 2 2
N Se verifica:
- Parax:—ﬁ para X = @
E | 2 2
S : 2(-@)2_3:0 2(ﬁ)2-3:0
2 2
0=0 0=0
b) 3x*+27=0
x?=-9

X=0 =*+-9 6 *3i conjunto solucion {-3i, 3i}

Se verifica:

Para x = -3i para x = 3i
3(-3i)°+27=0 3(3i)?+27=0
0=0 0=0

|

N
=
c
U
A
C
|
O
N
=
S

1 5
X+ ==z |-
2 4
wo 15
2 2
-1+ — -1 -
X = 1£+5 luego x; = 1++5 Xp = 1-+5
2 2 2
Se verifica:
Para x = _1;@ para x = _1;@
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(5, Ly S (A Lpo S
2 2 4 2 2 4
5.3 5.5
4 4 4 4

5. Resolver al completar el cuadrado.
a)x*+6x-2=0 b)2x*-4x+3=0

Solucién:
a) X>+6x-2=0
X2+ 6x =2

x* + 6x + 9 = 2 + 9 se completa el cuadrado del lado izquierdo y se suma el

OmMmZ20-—0X>COm

mismo numero en el lado derecho.
(x+3)%2=11
Xx=-3+11 y x=-3-.11

m

b) 2x*-4x+3=0

X% - 2x = g dividiendo entre dos.

X*-2x+1= g +1 completando el cuadrado.
, 1 .

(x-1) = "5 se factoriza.

x=1J_ri\/I
2

V2

x=1+xi—
2

6. Resolver usando la férmula cuadratica

a) 2x+ 3.
2
Solucion:
o+ S =y
2

J
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4x + 3 = 2x* multiplicando ambos miembros por 2

2x% - 4x - 3=0 forma estandar.

« = —b+yb*-4ac

2a a=2,b=-4, c=-3

L (42 -42(9
B 2.2

X_4i\/%_412\/13_2¢\/fo

4 4 2

b) 2x*-3x -4 =0 tiene dos raices reales y distintas, ya que
b® - 4ac = (-3)° - 4(2)(-4) = 41>0

c) 4x% - 4x + 1 = 0 tiene una raiz (doble), ya que b? - 4ac = (-4)* - 4(4)(1) = 0

d) 2x? - 3x + 4 = 0 tiene dos raices imaginarias, ya que
b? - 4ac = (-3)% - 4(2)(4) =-23<0

3.4.2 Ecuaciones con exponentes racionales

Para resolver la ecuacion x?° - x*®-6 =0 se escribe esta ecuacion en la forma:

(x*3)?-x*_-6=0 (Ver capitulo I, seccién 1.2.4.6)

Ahora se puede reconocer que la ecuacion es cuadratica en x*3.  Asi, se resuelve

¥y después se resuelve para x. Se puede resolver

1/3

primero para X
directamente la ecuacidn o hacer la sustitucion u=x"°, resolver u y después
resolver para x. Ambos métodos de solucion se muestran enseguida.
Método I.  Solucion directa:

(X1/3)2 xB_.g=0

(x?-3)(x*® +2) =0 se factoriza el lado izquierdo
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K3 =3 6 x¥=_o
(x13)3 =33 (x*3)¥=(-2)® eleva al cubo ambos lados
X =27 X =-8

Conjunto solucion: S ={-8, 27}

Método Il.  Usando sustitucion:

Sea u = x*3, se resuelve para u y después resuelve para x.

u> -u-6=0

u-3)u+2)=0

u=3 u=-2

se reemplaza u con x'** | para obtener
K3 =3 6 W3 = o

X =27 X=-8

Conjunto solucién: {-8, 27}

Verificacion:
Parax = -8 para x = 27
(_8)2/3 _ (_8)1/3 -6=0 (27)2/3 _ (27)1/3 -6=0
4-(-2)-6=0 9-3-6=0
0=0 0=0
En general, si una ecuacién que no es cuadratica se puede
0
transformar a la forma au® + bu + ¢ = 0, de donde u es una 0
expresion de alguna otra variable, entonces la ecuacion se llama
forma cuadratica. Una vez que se ha reconocido como una N
forma cuadratica, una ecuacién a menudo se puede resolver
usando los métodos cuadraticos. -go
EJEMPLOS 3.9 -1L5 J
Solucion de ecuaciones de forma cuadratica.
Se resuelve tanto como sea posible usando las técnicas 5
desarrolladas hasta este punto.
-35
LICENCIATURA EN INFORMATICA Fig. 3.22 Grafica de

la ecuacion
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(Algunas ecuaciones pueden tener mas soluciones imaginarias que no se

podrian encontrar sin un estudio mas profundo de la teoria de ecuaciones.)

1. Resolver la ecuacion x** +6x°-16=0
Solucion:
Para x°+6x°-16=0, seau=x’ y se resuelve:
u?+6u-16=0
u+8)(u-2)=0
u=-8, u=2
asi que,

X° = -8 ) X° =2

OMZ20-=0O0X>COmMm

x =3/-8 =-3/8 X =32
Se tiene aqui dos soluciones.

Se comprueba:

m

Para x = -3/8 para X = 32
(-%/8)" + 6(-%/8)° - 16 =| (¥2)""+ 6(%/2)°- 16 =0
0 4+12-16=0
64-48-16=0 0=0

0=0

2. Resolver:3x *+6x2-1=0
Solucion:
La ecuacion es cuadratica en x?, asi se puede resolver primero para x? y
después para x. Sin embargo, es preferible primero convertir la ecuacion en
una que implique exponentes positivos. Para ello se multiplica ambos lados
por x*, x #0:
3x*+6x%-1=0

3+6x%-x*=0 multiplicando ambos lados por x* , x # 0

I
\
E
c
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Cc

I
O
\
E
S

(x?)%-6x>-3=0 cuadratica en x?
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El lado izquierdo no se puede factorizar usando coeficientes enteros, asi que

se debe resolver x? usando la férmula cuadratica:

oo B +./36 — 4(1)(-3) _ 6++/48 _ 6+ 443

2 2

N

X2 =3+ 2V3

X =+ +/3+243

Puesto que 3 - 2V3 es negativo y conduce a raices imaginarias, se debe

descartar (s6lo se buscando raices reales). Es decir, x = £ 3+243 dos

raices reales.

Comprobacion:
Para x = /3+2+/3 parax =-/3+243
3(V3+243) 4+ 6(\3+243) 2-1= 0  3(=3+243) 4 +6(=+3+243) 2-1=0
(7-443) + 4/3-6)-1=0 (7-443) + 4/3-6)-1=0
0=0 0=0

3.4.3 Ecuaciones con radicales.

Al resolver una ecuacion que implica un radical como x = Jx+2  se puede
eliminar el radical elevando al cuadrado cada lado, para después proceder a
resolver la ecuacion cuadratica. En consecuencia,
X2 = (JIx+2)°
X2 =X + 2
X?-x-2=0
x-2)(x+1)=0
Xx=2, x=-1
Ahora comprobemos estos resultados en la ecuacion original.
Para x=2 Para x= -1
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X= AX+2 X= AX+2
2=A2+2 1=-1+2
2 =44 -1=vV1
2=2 121

Asi, 2 es una solucién, pero -1 no lo es. Estos resultados son un caso especial
del siguiente Teorema:

Si ambos lados de una ecuacion estan elevados al cuadrado, entonces el conjunto
solucién de la ecuacion original es un subconjunto del conjunto solucion de la

nueva ecuacion.

Ecuacion Conjunto solucién
X=3 {3}
x>=9 {-3, 3}

Este teorema proporciona un método para resolver algunas ecuaciones que
implican radicales. Es importante recordar que cualquier ecuacion nueva obtenida
al extraer la raiz de ambos miembros de una ecuacion elevados a la misma
potencia puede tener soluciones extrafias; es decir, no son soluciones de la
ecuacion original. Por otra parte cualquier solucién de la ecuacion original debe
estar entre las soluciones de la nueva ecuacion. Cada solucion de la nueva
ecuacion debe ser comprobada en la ecuacion original para eliminar soluciones

extrafnas.

Recuérdese que V9 representa la raiz cuadrada positiva de 9 y -V9, la raiz
cuadrada negativa de 9. Es correcto usar el simbolo + para combinar estas dos
raices cuando se esté resolviendo una ecuacion:
x*=9 implica X=+/9=%3
pero es incorrecto usar + cuando se evalla la raiz cuadrada positiva de un
namero:
VO #+3 V9 =3
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Precauciéon: cuando se eleva al cuadrado una expresion como +/2x-3+2, hay

que asegurarse de aplicar correctamente la formula para elevar al cuadrado la

suma de los términos: (u+v)’=u?+2uv+v? .

EJEMPLOS 3.10

1. Resolver x+ +/x-4 =4

Solucién:
X+ 4JX—-4 =4 se aisla el radical.

JX—-4 =4 -x elevando al cuadrado ambos lados.
X-4=16-8x+x?

X2 -9x+20=0
(x-5)(x-4)=0
Xx=5 x=4

Comprobacion:

Parax =5 Para x =4

X+/x-4 =4 X+ x-4 =4

5++5-4 =4 A4+ J4-4 =4
6#%4 4=4

Esto muestra que 4 es una solucién de la ecuacion original y 5 es una solucion

extrafia. Es decir, que 4 es la Unica solucion.

2. Resolver /2x +3 —/x -2 =2
Solucion:
Para resolver una ecuacioén que contenga mas de un radical, se debe despejar
un radical y elevar al cuadrado ambos lados. Se repite este proceso hasta

eliminar todos los radicales.
V2x+3-x-2=2 0O
V2X +3 =2 +4/X-2

2Xx+3=x-2+4(</x-2)+4 se elevo al cuadrado ambos lados.
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X+1=4(J/x-2) seaisld elradical restante. O
X2+ 2x +1 = 16(x - 2)

x?-14x + 33 =0
(x-3)(x-11)=0
x=3, x=11
Comprobacion:
Para x=3 Para x=11
V2x +3 =y/x -2 =2 V2x +3 =yx-2=2
J23) +3-43-2 =2 J2(1) +3 -411-2 =2
2=2 2=2

Por consiguiente, x =3y x =11 son las dos soluciones.
3.4.4 Ecuaciones exponenciales.

Se llaman ecuaciones exponenciales a las ecuaciones en las que en algun
miembro aparece una expresién exponencial (potencia de base constante

(nimero) y exponente variable (x, y, etc). Por ejemplo:

a) 32_X2 =3
b) 42X+1 — (0’5)3X+5
c) 21+ 22X+ 2" =7

d) e* - 5e™+ 4e™* =0

Como en cualquier ecuacion, se trata de encontrar algin valor de x que cumpla la
igualdad. En casos sencillos, eso se puede lograr por simple observacion. Por
ejemplo, si se plantea la ecuacion:

2" = 4, evidentemente el valor x = 2 es una solucién. Claro que no siempre sera

tan sencillo.
Veamos lo que esto significa graficamente. Si representamos la funcion

exponencial

y=2" ylarecta y=4,
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el valor de "x" del punto de corte de ambas graficas sera la solucion de la

ecuacion.

Obsérvese en la siguiente imagen:

"FH

y=2" g
-5

OmMmZ20=—0>rCcoOm

Fig. 3.23 Solucion grafica

T

Pero las cuatro ecuaciones que se ponen como ejemplo al principio no tienen una

solucion tan evidente.

Gréficamente se pueden resolver de forma similar a como hemos visto para
2* = 4. Basta representar las dos funciones dadas por los dos miembros de la

ecuacion y la "x" del punto de corte sera la solucion.

"También se podrian resolver graficamente consiguiendo que en la ecuacion el
segundo miembro sea 0 y representando la funcién correspondiente al primer
miembro. Los puntos de corte con el eje x serian las soluciones" Para resolverlas
numeéricamente, como veremos enseguida, se pueden clasificar, en general, en
dos tipos:

TIPO 1

Corresponden a este tipo los dos primeros ejemplos:
. 32023
42X+1 - (0 5)3X+5

En ambos casos, a diferencia de los otros dos, se observa que los dos miembros

de la ecuacion contienen un solo término ("no hay sumas").
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Comprobemos gréficamente la solucién.

En la siguiente imagen se observa como la primera ecuacion tiene dos soluciones:

x=1y x=-1y la segunda ecuacion sélo tiene una solucion: x =-1.

OMZ20=0O0X>COm

m

Fig. 3.24 Grafica de las ecuaciones

Solucién numérica: numéricamente, estas ecuaciones se resuelven consiguiendo
gue ambos miembros estén expresados como potencias de la misma base e
igualando posteriormente los exponentes. Para ello hay que tener muy presentes
las propiedades de las potencias.

32‘X2 =3 =3B 2-x*=1 dedondex=16x=-1

1

o aox+l _ 3x+5 2x+1) _ 1 \3x+5.  Hax+2 _ .
SI4X —(0,5)X @ 2 X _(E)X , 2X —23)(—_'_5,

24x+2 — 2-(3x+5); 24x+2 — 2-3x-5’ entonces,

igualando los exponentes se obtiene la ecuacion:
4x+2 = -3x-5, cuya solucion es ya sencilla:

7x =-7; yfinalmente x =-1 como ya se habia comprobado.

J
\
E
C
U
A
C

|
O
\
E
S

LICENCIATURA EN INFORMATICA




OmMmZ20=—0>rCcoOm

T

I
N
E
c
U
A
Cc

I
O
N
=
S

UNIVERSIDAD DE NARINO . 130

TIPO 2
Se trata de ecuaciones exponenciales en las que en algun miembro aparece una
suma de expresiones exponenciales que no se puede realizar. Es el caso de las

ecuaciones c) y d) anteriores.

Gréaficamente se pueden resolver como antes, representando cada miembro de la

ecuacién como se ve en la pantalla con la ecuacion: 2¥* + 2+ 21 = 7, donde

2#(% 1=2) 7 (%)2* n o2t 2°0x=1

o]” /

-1 ] 1

Fig. 3.25 Interseccion de gréfica con ejes

Desde luego, la gréafica que resulta de representar como funcién cada miembro de
la ecuacion no resulta conocida y muchas veces puede que en la ecuacién haya
nameros grandes y la grafica no se vea con claridad. Puede ser el caso de la
ecuacion 2**t +4*1 = 520, que no es dificil de encontrar. En este caso se puede
optar por "pasar todo al primer miembro" como se ha dicho antes.

3.5 INECUACIONES POLINOMIALES.
Se sabe resolver desigualdades lineales como 3x -7 >5(x-2) + 3
¢ Pero como resolver desigualdades cuadraticas (o de polinomios de mayor grado)

como
X¥+2x<8 (1)
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Primero se escribe la inecuacion en forma estandar; es decir, se transfieren todos
los términos diferentes de 0 al lado izquierdo, dejando O en el lado derecho:
X*+2x-8<0 (2

En este ejemplo, se esta buscando valores de x que hagan que el vaalor del lado
izquierdo sea menor que 0, es decir, que sea negativo.

El teorema siguiente proporciona la base para resolver de manera efectiva este
problema. EIl teorema emplea en forma directa raices reales de los polinomios en
el lado izquierdo de la desigualdad (2). Las raices reales de los polinomios son
aquellos numeros reales que hacen que el polinomio sea igual a 0, es decir, las
raices reales de la ecuacion polinomial correspondiente. Si un polinomio tiene una
0 mas raices reales, entonces se dibujan estas raices en una recta numérica real

dividiendo a la recta en dos o0 mas intervalos.

Teorema

Signos de un polinomio en una recta numérica real

Un polinomio diferente de 0, tendra un signo constante (ya sea siempre positivo o
siempre negativo) dentro de cada intervalo determinado por sus raices reales
trazadas en una recta numérica. Si un polinomio no tiene raices reales, entonces
el polinomio puede ser positivo sobre toda la recta numérica real, o negativo sobre

toda la recta numérica real.

Resolvemos x? + 2x < 8 usando el teorema.

Se escribe en la forma estandar x* + 2x - 8 < 0, se resuelve la ecuacion del lado
izquierdo:

x*+2x-8=0  por factorizacion se tiene

x-2)(x+4)=0

entoncesx=-4 y x=2 son las raices reales del polinomio x* + 2x - 8
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Ahora trazamos las raices reales, -4 y 2, sobre una recta numérica y obsérvese
tres intervalos (-6, -4), (-4, 2) y (2, 6).

69 42 |ee
-4 2

Fig. 3.26 Solucién dex*+2x -8<0

>

A partir del teorema se sabe que el polinomio tiene signo constante en cada uno
de los tres intervalos. Si se selecciona un nimero de prueba en cada intervalo y
se evalla al polinomio en ese numero, entonces el signo del polinomio en este
namero de prueba debe ser el signo para todo el intervalo. Puesto que cualquier
namero dentro de un intervalo se puede usar como numero de prueba,
generalmente elegimos numeros de prueba que sean faciles de calcular. En este
ejemplo elegiremos -5,0y 3.

Polinomio x* + 2x - 8 = (x - 2)(x + 4)

Numero de prueba -5 0 3
Valor del polinomio para cada numero de prueba. 7 -8 7
Signo del polinomio en el intervalo que contiene al + - +

namero de prueba.

Intervalo que contiene al nUmero de prueba. (-6,-4) (4,2 (2, 6)

Usando la informacién de la tabla, construimos un cuadro de signos para el
polinomio:

(-6, -4) J (-4, 2) 2, 6)

Fhttttttt fo----- - A+ttt

4 2
Fig. 3.27 Solucién de x*+2x -8<0

>

Es decir, X*> + 2x - 8 es negativo en el intervalo (-4, 2), y se puede resolver la
desigualdad. La solucién de la inecuacién es -4 < x < 2 en notacion de
desigualdad y (-4, 2) en notacion de intervalo.

LICENCIATURA EN INFORMATICA



OmMmZ20-=-—0XXrCcoOom

m

J
N
E
c
U
A
c

|
O
N
E
S

UNIVERSIDAD DE NARINO . 133

Pasos a seguir para la solucién de desigualdades polinomiales:

Paso 1: Escribir la desigualdad polinomial en la forma estandar (es decir, una
forma donde el lado derecho estd comparado con 0).

Paso 2: Encontrar todas las raices reales del polinomio ( lado izquierdo de la
forma estandar).

Paso 3: Graficar las raices reales en una recta numérica, y dividir éstas en
intervalos.

Paso 4: Elegir una prueba numérica ( facil de calcular) en cada intervalo, y
evaluar el polinomio para cada numero (es Util hacer una pequefia tabla).

Paso 5: Usar los resultados del paso 4 para construir un cuadro de signos en

donde se muestre el signo del polinomio en cada intervalo.

Paso 6: A partir del cuadro de signos, escribir abajo la solucion de la desigualdad

polinomial original (trazar la gréfica si se requiere).

Con un poco de experiencia, se puede combinar varios de los pasos mencionados
antes y en el proceso agrupar a dos o tres pasos claves de operacion. La parte
critica del método es el paso 2, encontrar todas las raices reales del polinomio.
Para este punto se puede utilizar los métodos de solucion vistos para las

ecuaciones.

(a) Se puede resolver una inecuacion factorizando el polinomio y comparando con
0 cada factor, como se hizo en el ejemplo 3 de los Ejemplos 3.2 de inecuaciones.
Para un polinomio de grado mayor a uno se puede seguir dicho analisis; so6lo se

debe factorizar.

EJEMPLOS 3.11
1. Hallar el conjunto solucién de la inecuacion x° - 2x*-x+2 70
Solucién:
Sé factoriza X-2x2-x+2”70
xX-Dxx-2)x+1)"™O0
Ahora se debe hallar todos los valores de x tales que el producto de los factores

sea negativo o cero.
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Sabemos que
X -1 0 paratodos los valores x ™1
x-1>0 paratodos los valores x> 1
También
X -2 0 paratodos los valores x ™ 2
X-2>0 paratodos los valores x > 2
y, finalmente
x+ 170 paratodo los valores x ™ -1

x+1>0 paratodos los valores x > -1

El producto de los factores es negativo cuando un numero impar de factores es

OmMmZ0-—0XXrCcoOom

negativo y es cero cuando alguno de los factores es cero.

Graficamos los valores de x que hacen que cada factor sea positivo o negativo

m

------------------------ ++++++++++H+t

x-1>0 I I I I I I I I I I I
4 5 4 3 -2 -1 0 12 3 4
---------------------------- +++++++++

x-2>0 I I I I I I I I I I I
& 5 4 3 2 -1 0 12 3 4

X+17~0 R R e D
I I I I I I I | I I I

4 5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4

X+1>0 = 0 o mm-mee---------- 2 e S e e

I I I I I I I I I I I
£ 45 -4 -3 -2 - a 1T 2 3 4

immmmmm e m e e - - - H++++++H - - It
I [ I [ 1 [ 1 [ [
(x-1)(x-2)(x+ 1) 5 5 4 3 2 41 0 1 2 3 4

Por tanto: S =(-6, -11 Z[1, 2]

Fig. 3.28 Solucion grafica

3.6 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

En general, el estudio de los sistemas de ecuaciones, empieza con el estudio de

los sistemas lineales y sus soluciones; ademas, es necesario considerar las
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matrices mas simples (2X2) y luego entrar en el nacleo del algebra lineal y su
generalizacion.

Un sistema de ecuaciones lineales estd formado por dos o mas ecuaciones

lineales, relacionadas entre si.

Resolver un sistema de ecuaciones consiste en encontrar los valores de las
variables que satisfacen a todas y cada una de las ecuaciones dadas.
Por ejemplo. Resolver el sistema lineal:

x+y=4

5x+2y =7

Se despeja una incognita en una ecuacion, por ejemplo en la primera:

y =4 - 3x. Se sustituye dicho valor en la segunda: 5x +2(4-3x) =7 @x=1

Remplazando este valor en cualquiera de las ecuaciones dadas, se obtiene y =1

+r

Fig. 3.29 Interseccion de las rectas

Para este caso, la solucion del sistema es la Unica que existe. Geomeétricamente,
las ecuaciones se representan por rectas en el plano, las cuales no son paralelas,
por lo cual se entiende que se interceptaran en un solo punto. Y que dicho punto
de interceptacion es la solucion encontrada.
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Enelsistema 3x+y=3

x+1y=1
3

Fig. 3.30 Rectas iguales

Se ve claramente que la segunda ecuacion es idéntica a la primera, por lo tanto
toda solucion de la primera ecuacion también es solucién de la segunda.
Geométricamente, estas ecuaciones representan una sola recta; obteniendo asi

un namero infinito de soluciones.

Cuando se despeja y en funcion de x, se dice que x es una variable independiente

y que y es una variable dependiente. O viceversa.

El sistema x+2y=3
2x+4y =5

no tiene solucién, puesto que ningun valor de x (ni de y) satisface las dos

ecuaciones. Geométricamente se puede comprobar al observar que las dos
rectas que representan las ecuaciones son paralelas, (no se interceptan).
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Fig. 3.31 Rectas paralelas

Los sistemas planteados anteriormente muestran lo que es el siguiente principio:

. T (N . . .
El conjunto solucién B’H u T de un sistema de ecuaciones lineales a dos

variables x,y es un punto, una recta, el conjunto vacio o bien todo el plano T2

Dicho principio se puede generalizar para cualquier nimero de variables.

x0O
: . Yo
El conjunto solucién 55 u

Lls

variables x,y...n es un punto, una recta, el conjunto vacio o bien todo el plano T".

T de un sistema de ecuaciones lineales en n

Eso se ve de manera sencilla asi:

La ecuacién ax + by + cz=d con a, b, c iguales a cero tiene por solucién a T°
d = 0, tiene infinitas soluciones, si d L 0 es vacio. Por otra parte, si la ecuacion
es no nula ( algun coeficiente del primer miembro es diferente de cero), el conjunto
solucion es un plano. Ahora agregando una nueva ecuacioén no nula, se obtiene
un sistema de ecuaciones 2X2. EIl conjunto solucién de la segunda ecuacion
también sera un plano, de suerte que el conjunto solucion del sistema es la
interseccion de los dos planos, el cual sera una recta, un plano o el conjunto vacio.
Es asi, que cada vez que se agregue una ecuacion no nula, el conjunto solucién
sera la interseccién del conjunto de soluciones precedentes con el plano de

soluciones de la nueva ecuacion.
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Desde el punto de vista geométrico, la solucién del sistema
a11Xy + apXz + 13Xz = by
A1X1 + AX2 + A12X3 = b

az1X1 + azaXo + azsXz = bs

puede ser:

1. Un solo punto comun.

2. Una sola recta comun 6 dos

rectas paralelas y

3. El conjunto vacio (planos paralelos)

Un sistema de ecuaciones se puede expresar en forma matricial: AX = B, donde A
es de orden 2X2, 2X3, 3X3, etc.

Por ejemplo,

El sistema de ecuaciones X+y+z=1
2X-y+z2=2
x-3y-z=0

Se convierte en una ecuacioén matricial de orden 3X3.
0 1 10O -

? -1 1o dFen

B -3 -1HEH BH

LICENCIATURA EN INFORMATICA



UNIVERSIDAD DE NARINO . 139

Toda matriz A, aun cuando no sea cuadrada (m x m), se operara sobre vectores

fila y columna, donde m es el numero de filasy n el nimero de columnas.
Columnas

F|Ias ............................ > D_ 1 1 |:| D(D D—D

? -1 1gdFdn

B -3 -1HEH BH

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas se expresa por::

A;Xy + ... FaiXp=0d;

OmMmZO0—-—0XXrCcoOom

Ax X1+ ...+ ayXp=d>

amlxl + PRI + aman = dm

m

El cual, equivale a la ecuacion matricial que se muestra a continuacion:

A, --- a,0 X0 Od, 0
- - 0o0-0_0-0
O - - 00000
%ml ot amna g(na @ma
O mas simplemente:
Ax=D

Para resolver este tipo de sistema se utiliza el METODO DE GAUSS:

Consiste en reducir la matriz de términos independientes a la forma escalonada
por filas, mediante tres operaciones elementales con las filas. Asi:

1. Py: Permutar la fila i con la fila j.

2. M;(€), CLO: Multiplicar la fila i por C (es un escalar).

3. A(i,C), iLj, CLO: Agregar a lafilaj C veces lafilai.

Para iniciar se debe considerar un pivote:

|
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= El elemento a;; es cero 0 no es cero; si es cero permuto la fila con otra que
tenga am1 LO.

= Mediante la aplicacion de las operaciones M;(C) o A(i,C) se produce ceros por
debajo del elemento no nulo (as).

= Se considera ahora la sub-matriz sin el elemento a;; y se repite el proceso

anterior.

Finalmente se obtiene una matriz escalonada:

OMZ20=0X>COm

|]jll ulZ uln |:| D(1|:| DpID
O 2 - Fapg 0700
H o UnH BH BB

Ahora se aplica sustitucion regresiva para determinar los respectivos valores de

las variables que satisfagan el sistema.

M

Resolviendo el sistema antes propuesto se visualiza asi:

Sistema original Primer paso Segundo paso | Tercer paso |Cuarto paso
1 1 1 x/1/1 1 111 1 1 111 1 1 1111
2 -1 1 vy 20 -3 -1 0 0 1 % 0 01 % 0 01 % 0
1 -3 -1z 00 -4 -2-10 -4 -2-100 —% -10 0 1 %
Ay(1,-2), As(1,-1) M,(-1/3) As(2,4) Ms(-3/2)

El altimo cuadro representa el sistema transformado, asi:
XxX+y +z =1
y+1z=0

— 3
=5

De aqui ya se puede resolver aplicando sustitucion regresiva:

Como z = £, sustituimos este valor en la segunda ecuacion y se resuelve
1(3) —
y+3(5)=0

y= -3
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ahora, se sustituye en la primera ecuacion y se encuentra el valor de x
3 =
X+(-3)+ 32 =1
x=0
Asi se ha encontrado los valores de las incognitas que satisfacen el sistema

x=0,y=-21,2z=

N |w

Se comprueba en el sistema original:
@+ (-3 +()=1
200)-(=3)+(3)=2
(0-3(-3)-(3)=0

Luego la solucion encontrada es valida
REGLA DE CRAMER.

Este método se basa en la resolucion de sistemas n x n, mediante el calculo del
determinante de la matriz formada por dicha sistema. Para entrar en la solucién

de sistemas n x n antes se explicara la resolucion un determinante.

Su origen se da en los sistemas 2 x 2 al despejar una de las variables en una de
las ecuaciones para luego ser reemplazada en la ecuacion restante y asi poder
encontrar el valor de una de las variables; una vez encontrada una de ellas es facil

encontrar la otra por sustitucion.

Sea el sistema a;iXg +apxo=b1 (1)
axX1 +axXe =hy  (2)
despejando x; de (1)
Xy = 1 (b1 -axxz), anLO
11
reemplazo en (2)

a
—2L (by - a12X2) + azX2 = by
11
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se despeja x;

— ayb, —ayhy

_ 8,8, ~8,3;, L 0
1485 ~axdp,

Ya se tiene X, ahora se encuentra xj.

Xq = i_ﬁ% aub, —a,b E
dyp Ay [Bp8y —a85a5

simplificando se obtiene

azzb1 - a12b2
a138,, 838y,

X1 =

Asi pues, sé a dado solucion al sistema 2 x 2.

OmMmZO0-—0XXrCcoOom

Determinante: Es el valor numérico correspondiente a una matriz cuadratica.

&, a:lzg
2 9 []

m

SiA= entonces el determinante de A se escribe det(A) y se define por

det(A) = ajiaz - apan:.

En general, sea la matriz A = [aj]nxn, €ntonces el determinante se define como:

n
N (it
det(A)—JZl( 1) aij det(Mij)

M; se obtiene de suprimir la fila i y la columna j.

Se observara mejor encontrando el valor del determinante de la matriz:

02 3 5 70

U _ U
4 12 1 0
03 2 1 -10

32 1 0 4p

Entonces se define por cual fila 0 columna se desea hacer el célculo, para este
caso se tomara la fila 42, entonces:
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det(A) = é(—l)“*ja . det(M, .)
=0 4] 4]
B 5 70 25 70 2 3 50
= (D2 detg1 2 1g+(-D* 2@ detd 2 10+ 0+(-D)* T 4(@4)deth -1 27
2 1 -19 B 1 -19 B 2 17

esto es igual a:
2(-39) + 15 + 4(51) = 141

Luego el determinante de A es: det(A) = 141.

Ya sabiendo calcular el determinante de una matriz, se procede a la definicion o

=
c
U
A
c
|
@
N
E
S

proceso por el cual se da solucién a sistemas de ecuaciones n x n:

Se tiene el sistema de ecuaciones en forma matricial asi:

Siempre que det(A) £ 0.

Para ilustrar, se resuelve el siguiente sistema 4x4:
2x+3y+5z+7u=1

E By & oo 30 DD O
%21 Ap - .- aZnD 5‘2 O= Y20
o - ... 00000
O O o0 0 5) O
I @'nl Q- ann@ g(ng n@
N Luego, los valores para las incognitas se los encuentra asi:
E b, a, a, [ @, b ... alng
%)2 &y & . %21 b, ... a, U
det O det= = ;
0: 0 0- : O
C : : ' ok : ‘O
. = %m a, ... a,f . = R, b, ... ang
U : det(A) ; det(A)
A @, &, blg
det 72 Ay, b, 5
C o: 0
0’ "0
l X = @‘nl an, an
" det(A)

4 -y +2z+ u=2
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U 3Xx + 2y+z-u=0
-2X+ y+4u =1
A 02 3 5 7000
04 -1 2 19320
C De forma matricial se tiene , ahora se encontrara los
03 2 1 -10 [od
O OQgd
| T2 1 0 4 HD
O valores de X, y, z, u:
N 1 3 5 70 02 15 70 02 3 1 70
- 0 0 0 O, _ 0
E det% 12 1§ wht 22 1 wd? 12 1p
O 2 1 -10 03 0 1 -10 03 2 0 -10
o3 10 4f @ 3210 40 -8 32 11 45 -3
S 141 47° 141 47" 141 47
02 3 5 10
0, _ O
E it 712 29
03 2 1 o0
. %2 1 0 1E_g
141 47

Asi pues, se han encontrado los valores de las variables

=32 y-_13 ,__39 ,,=-31
X=a7 Y= 747 2= a7 U= 47

3.6.1 Sistemas de inecuaciones lineales

Teniendo la inecuacion y 2 x y mediante la substitucion directa en la inecuacion
se obtienen los pares ordenados que satisfacen:

1, 2), (0,0), (1, 1), (-1, 1), (-2, -1), (-3, 3), etc.

Ahora de dichos pares determinemos los pares que satisfacen la inecuacién
X+y+220,ytenemos:

(1,2), (-1, 1), (0, 0), (-3, 3).
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Fig.3.32 Interseccion de planos

Representamos graficamente las inecuaciones. Y se dice que la solucion del
sistema de las dos inecuaciones esta dada por la interseccion de los dos planos,
la parte doblemente sombreada.

Para tener mayor claridad obsérvese graficamente la solucion del siguiente

sistema:

X-y-2<0 (1)
x+y>0 (2)
y-3<0 (3)

Fig. 3.33 Interseccion de 3 planos

Evaluacion para (1) Evaluacion para (2) Evaluacién para (3)

X 0 2 X 0 0 Y < 3, todos los
menores o iguales
que 3
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Luego, el conjunto solucion es el area tres veces sombreada. Obsérvese ahora la

solucion grafica del siguiente sistema de ecuaciones de segundo grado.

X2 +y?24
x?-2y<1
Solucion:

Se puede observar que la primera inecuaciéon tendrd como grafica una
circunferencia y su plano exterior, y la segunda nos describe el interior de una
paradbola. Para graficar se realiza una tabla de valores, se da un valor a una

variable y se descubre el valor para la otra, asi:

2 -2 0
0 0 S2
0 3 -3
1 4 4
2

N
N

Fig. 3.34 Interseccion de planos

3.6.2 Sistemas de ecuaciones no lineales
Los sistemas de ecuaciones de grado superior a uno (generalmente no se suelen

tomar de grado mayor que 2), se resuelven por los mismos métodos comentados

para el caso de primer grado.
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A continuacion se resolvera unos ejemplos que ayudaran a la solucion de

sistemas no lineales.

EJEMPLOS 3.12
1. Resolver el siguiente sistema:
3x? + 5y? = 32
X+5=y
Solucion:
En primer lugar se hace un estudio geométrico observando el comportamiento
de sus respectivas graficas.
Para crear estas gréaficas se debe apoyar en un graficador matematico como

las calculadoras o las computadoras.

W

[
]
=

Fig. 3.35 No tienen solucién

Se puede ver que las graficas no se cortan en ningun punto. Por lo tanto se

dice que el sistema no tiene solucion.

Resolviendo algebraicamente se puede reemplazar y de la segunda ecuacion

en la primera, obteniendo como resultado la ecuacién 8x? + 50x + 93 = 0, la

— + /=
cual se resuelve mediante formula cuadratica: X :w, de donde

tenemos que +/—476 no es un namero real, y por lo tanto, como se requiere

de soluciones siempre reales, se concluye que el sistema no tiene solucion.
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2. Resolver el sistema:
3x? + 5y? = 32
xy=3

Solucién:

OMZ20-—0X>COMmM

m

Fig. 3.36 Grafica de interseccion

Se crean las graficas de las ecuaciones y se observa que las dos se cortan en
cuatro puntos, por lo tanto el sistema tendra cuatro soluciones.

Resolviendo algebraicamente, se despeja y de la segunda y se evalGa en la

primera:
y= 3 Ox L O
X

3x% + 5(3)2 =32
X

3x% + 4—? =32 x#0, se multiplica por x> ambos miembros
X

3x* + 45 =32x°

3x* - 32x* + 45 =0 como es cuadratica en x* , y se puede factorizar

(3x? - 5)(x*-9) = 0 cada factor también se puede factorizar

(/3% +4/5)(V3x=/5)(x + 3)(x - 3) = 0 de aqui se puede encontrar los valores

para Xx.
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Xx=3 6 x=-3 6 x 6 XxX=-

3

wﬁ‘
ol

Para encontrar los valores de y se sustituye los valores de x en una de las

ecuaciones del sistema.

Se toma la segunda por comodidad. Se resuelve paray, luego se remplaza.

OMZ20=-0>xCOm

3
y=-

X

3 , 3 , 3 3/15
=—=1 0 =—=-1 6 = =22 9
Y= 3 Y= y=—==%

3

y= 3 :—3\/E

s

3

Luego, los puntos de corte o solucién del sistema son:

B0, (3,-1), (22 205 (5 35,

m

3. Resolver el sistema:
X-y?+2x=7 (1)
X*-y*-2y=-5 (2)
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Fig. 3.37 Solucién grafica
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Solucion:
Generando sus respectivas graficas se tiene las hipérbolas que se cortan en un

solo punto, por lo cual el sistema tendra una sola solucion.

Algebraicamente se resuelve:

Restando la ecuaciéon (2) de la ecuacién (1) se elimina x* y y? dando como
resultado la ecuacion lineal x + y = 6. Como esta ecuacion es una derivada del
sistema, igual se puede resolver el sistema resolviendo el sistema compuesto
por una ecuacion del sistema original y la ecuacion encontrada. Para este caso
se tomara la primera ecuacioén (1) y la derivada x + y = 6. De cuya ecuacién se
despeja y y se remplaza en (1): x> - (6 - x)* + 2x = 7 se resuelve y se obtiene

43
14"

OmMmZO0-—0XXrCcoOom

como resultado x= con este valor se puede encontrar el valor

correspondiente paray.

m

Reemplazando en x+y =6 setiene: y=6- % = %

Se ha encontrado asi el punto de interseccion de las graficas o la solucion del

sistema: (%, %).
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RESUMEN

Ecuacion

Es una expresion lineal que plantea que dos expresiones
algebraicas son iguales. El objetivo es encontrar los
valores de la variable. Por ejemplo x> +5x=5

Para resolver una ecuacion se debe encontrar el conjunto
de los elementos en el dominio de las variables que
hacen que la ecuacion sea verdadera. Cada elemento del
conjunto solucion se denomina solucién, o raiz de la

ecuacion.

Inecuacion

Una inecuacién lineal es una ecuacion lineal pero
cambiando el signo de igualdad por signo(s) de
desigualdad. (< menor que, > mayor que, < menor o igual
que, = mayor o igual que). 2x+y < 3,4x +5<2y.

La inecuacion se resuelve de la misma forma que la
ecuacion. Como en las ecuaciones, dos inecuaciones

son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion.

En el presente capitulo se hace referencia a las ecuaciones e inecuaciones dentro

del conjunto de los numeros reales (T); se hace hincapié en como encontrar el

conjunto solucion de las mismas, todo dentro del subconjunto de los fraccionarios,

radicales y su tratamiento con el valor absoluto, esto tanto en ecuaciones de grado

inferior como de grado superiores. También se encuentra un estudio a la solucién

de sistemas de ecuaciones.
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TALLER No 3

1. Resolver las ecuaciones:
a) 7x-(2x+1)=3x-8

b) x> +3x+2= 2
c) > +3x* =1
X
d) X2/3 + 5X5/6 — g/;
2. Resolver y graficar las inecuaciones:
e) 5x-4>3

f) x2+x(1-x?)<-1
9) (3x-1)(5+x)(-2-7x)=x

h) 9+ 3x <
-2x+1
3. Resolver:
a) [8x+4|=7
b) £+§ :X_g
2 2 5

c) |x-1|=|6x+7|

M:Z

d) |'c

4. Resolver:
a) |3x|<5

1
b) |2x-4|< =
) [2x-4]< |

Xx—3
2x+1

d) [4x+2]|27

C) >0

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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5. Resolver los sistemas:
a) xX+7=y
y-x=0

b) x-2z+ 3y=1
5y -3x+ z=0
X+4y +2z2=3

Cc) by- x+ 3u-2z=4
X-2y+4z-2u=1

OmMZ20=0O0X>COm

X+y-1 =2

d 3y-5x+ u-2z=1
2x- y+5z+ u=3

m

X+3y—u+z=2

5x- 7y+ z-3u=0
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CAPITULO IV
FUNCIONES Y GRAFICAS

El concepto de funcion es una de las ideas mas importantes en matematicas.

El estudio de las matematicas, mas alla del nivel elemental, requiere comprender a
profundidad una lista basica de funciones elementales, sus propiedades y sus
gréficas. Se considera algunos conceptos geométricos basicos, que incluyen las
graficas de circunferencias y de lineas rectas. Posteriormente se introduce el
importante concepto de funcién, se analiza sus propiedades basicas, y se
considera las operaciones permitidas con funciones. A medida que se avance se
encontrara una variedad de tipos de funciones elementales. Un minucioso
entendimiento de las definiciones, propiedades y graficas de las funciones
elementales proporcionara un conjunto de herramientas basicas de uso comun en

actividades relacionadas con las matematicas.

4.1 HERRAMIENTAS BASICAS
4.1.1 Graficaciéon por puntos

Segun la geometria analitica las formas algebraicas pueden representarse
geométricamente y las formas geométricas de manera algebraica. Sea una forma

algebraica, dada por la ecuacion a dos variables:
y=x*-4 (1)

Una solucion de la ecuacion (1) es un par ordenado de numeros reales (a, b) que

la satisfacen:
b=a’-4
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El conjunto de todas sus soluciones sera:
S={(x,y)/ y =x* -4}

Para encontrar una solucién de la ecuacion (1) simplemente se reemplaza una de
las variables con un numero y se resuelve para la otra variable. Por ejemplo, si
X = 2, entonces y = 2° - 4 = 0.y el par ordenado (2 , 0) es una solucién. De
manera similar, si y=5.entonces5=x*—-4, x*=9. x = +3. vy los pares

ordenados. (3, 5)y (-3, 5) son soluciones.

Sin embargo al reemplazar una variable por un namero y resolver para la otra
variable se puede introducir nameros imaginarios. Por ejemplo, si y = -5,

entonces,

5=x*~4 O x* = -1,dedonde x=+i, Unidad Imaginaria.

Asi, (-i , -5) e (i, -5) son soluciones de y = x* - 4. pero , las coordenadas de un
punto en un sistema coordenado rectangular deben ser nimeros reales. Por tanto
cuando se grafica una ecuacion, solo se considera los valores de las variables

gue producen soluciones reales de la ecuacion.

La gréafica de una ecuacion a dos variables es la grafica de su conjunto solucion.
El conjunto solucién de (1) tiene un numero infinito de elementos y su gréafica se

extiende sin frontera.

Para trazar la grafica de una ecuacion, se incluye suficientes puntos de su
conjunto solucion. A este proceso se le llama graficacion punto por punto.

EJEMPLO 4.1
Trazar la grafica de y = x* - 4.

Se construye una tabla de soluciones con los pares ordenados de numeros reales

que satisfacen la ecuacion dada.

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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La figura obtenida se llama parébola. Fig.4.1. Observe que si se dobla una hoja
de papel a lo largo del eje y, el lado derecho se acopla con el lado izquierdo. Se

dice que la grafica es simétrica con respecto al eje y, llamado eje de la parabola.

Fig. 4.1 La Parabola

4.1.2 Simetria

Una curva es simétrica con respecto a:

1. Elejey, si(-a, b)y (a, b) estan en la graficay los dos puntos equidistan del
ejey.

2. El eje x si (a, -b) y (a, b) estéan en la grafica y los dos puntos equidistantes del
eje x.

3. El origen si (-a, -b) y (a, b) estan en la graficay los dos puntos equidistan del

origen en una recta que pasa por él.

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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OMZ0-=-0Z2CT

=

Fig. 4. 2 Simetrias

Si se determina previamente las propiedades de simetria de una curva, se ahorra
tiempo y energia al momento de trazarla. Asi pues, se sabe que la gréfica de

y = x* - 4 es simétrica con respecto al eje y, basta trazar el lado derecho de la
gréfica; y después reflejarla sobre el eje y.

Las pruebas de simetria de una curva, se sintetizan asi:

G
R
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F
|
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S

Simetria son respecto a: Ecuacion equivalente
Ejey X se remplaza por -X
Eje x y se remplaza por -y

Origen X y y sereemplazan por -x y -y
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EJEMPLOS 4.2

Examinar la simetria y trazar la gréfica de:
1. y=x3 2. y=|x|
Solucién

1. Pruebas de simetria paray = x°.

Ecuacién dada Simetria con respecto a, Ecuacion obtenida

y = x° Ejey: y =(x) y =-x3
y =-x° Eiex: -y = X3 y =-x°
y = X Origen: -y = (-x°) y = x°

La Unica ecuacion equivalente resulta al remplazar x por -x y, Yy por -y. Es
decir la graficade y = x® es simétrica con respecto al origen.

Gréafica. Los valores positivos de x producen valores positivos para y, Vy los
valores negativos de x producen valores negativos para y. Por tanto, la grafica
esta en el primer y en el tercer cuadrantes. Ahora se hard un trazo cuidadoso en el
primer cuadrante; y se reflejar4 esos puntos en el origen para obtener la gréfica

completa.

Fig. 43 y=x°

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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2. Pruebas de simetria paray = |x|.

Ecuaciéon dada @ Simetria con respecto a| Ecuacion obtenida

Portanto y =| x| es simétrica con respecto al eje y.

Grafica. Como | x | nunca es negativa, la gréfica estara en el primer y segundo
cuadrantes. Se traza en el primer cuadrante; y después se refleja sobre el eje vy,

OMZ0-—0Z2CT

para obtener la grafica completa. Fig. 4.4

=

Fig. 4.4 Valor absoluto

4.1.3 Distancia entre dos Puntos.
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La geometria analitica estudia dos problemas basicos:

1. Dada una ecuacion, encontrar su grafica.

2. Dada una curva (recta, circunferencia, parabola, elipse, etc.,)en un sistema de

coordenadas determinar su ecuacion.
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Antes de analizar los dos casos, encontramos la distancia entre dos puntos del
plano: sean Pi(X1 , Y1) ¥ Pa2(x2 , y2) dos puntos en el sistema coordenado
rectangular y los proyectamos sobre los ejes: se obtiene el punto  P3(X2 , y1).
Ahora setrazael A P; P3P,. rectangulo en P3: Por el Teorema de Pitagoras:

PiP.° = PiPs” +PsP2”
PP2* = |x2 X1 |° +|y2- yaf?

= (X2 - X1)° + (y2-y)? O

d (P ,P,) = \/(XZ—Xl) +(y2-y1)

OMZ20=0Z2CT

=

Fig. 4.5 Distancia entre 2 puntos

EJEMPLO 4.3

Calcular la distancia entre los puntos (-3, 5)y (-2, -8).
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No importa cual punto se tome como P; o P, debido a los cuadrados en la

formula.

Sea (X1,Y1)=(-3,5)y (X2, ¥2) = (-2, -8). Entonces

2 2
d= \/[(-2) -(-3)] +[(-8)-95]
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2 2
= \/(-2+ 3) +[(-8)- 9]

Y1+ 13)°

~/1+169 = /170

4.1.4 Lacircunferencia

La formula de la distancia entre dos puntos es de gran ayuda si s6lo se usa para
encontrar la distancia real entre los puntos.

OMZ20=—0Z2CT

y
A Una circunferencia es el conjunto de todos los
Y P(X,y) puntos de un plano equidistantes de un punto fijo.
0 : La distancia fija se conoce como radio, y al punto

fijo se le llama centro.

Fig. 4.6
La Circunferencia

Para hallar la ecuacion de una circunferencia de radio r (r > 0) y centro C (h, k)
en un sistema coordenado rectangular, sea P (x , y) en la circunferencia

entonces d(P, C) =r; es decir,

\/(x—h)2+(y—k)2 =r, r>0 de donde:

(x - h)?> + (y - k)? = r*. por tanto:
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C={(xy)éx-hy’+(y-k’=r’}

Si (h,k) coincide con el origen, tenemos la ecuacion canonica de la

circunferencia:
C={(x,y)é x*+y*=r’}
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EJEMPLOS 4.4

1. Determinar la ecuacion de una circunferencia con radio 4 y centro en:

a. (-3,6) b. (0,0 Trazar la grafica correspondiente

Solucién:

a. (hk)=(-3,6) y r=4: b. (h,k=(00)y r=4
(x—h)*+(y-k?=r X2 +y? =12

[x- (-3)F + (y-6)°=4° X2+ y2 = 42
(x+3)*+(y-6)*=16 2 +y? = 16

Para graficar la ecuacién, se Para graficar la ecuacion, se toma el

OMZ20=0Z2CT

ubica el centro C(-3,6) y se trazala  CeNtro en el origen y se traza la

circunferencia de radio 4. circunferencia de radio 4. Fig. 4.7 b.

Fig 4.7 a.

=

Fig. 4.7 Circunferencias con radio y centro
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2. Encontrar el centro y el radio de una circunferencia cuya

ecuacién es X2 +y? + 6x - 4y = 23.
Solucion:

La ecuacion dada, se transforma en una de la forma (x - h)? + (y = k)*> =r? al
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completar cuadrados: luego se determina el centro y el radio:
X*+y*+6x-4y=23 0 (xX*+6x)+ (Y°-4y)=23 O
(X®+6x+9)+ (Y’ -4y+4)=23+9+4 0O
(x+3)%+(y-2°%=36 06sea:
[X - (-3)? + (y - 2)* = 6° de donde:
C(h,k)=C (-3, 2)

r=-/36 =6

4.2 LA LINEA RECTA

OMZ20=0Z2CT

Toda ecuacion de primer grado a dos variables, representa una linea recta en el

plano (Ver capitulo 1ll, seccion 3.1) . Su forma general es:

=

Ax+By +C =0 (1)

donde Ay B NO pueden ser cero a la vez. Al despejar y de esta ecuacion, se

tiene:
A C.,
=(-2)x + (-2) O6sea
y=(2)x + (5)

y=mx+b (2

donde m y b son constantes: m es la pendiente de larectay b el punto de
corte con el eje y. Su gréfica se traza, tomando dos puntos cualesquiera.

La pendiente es la medida de la “elevacién” de la recta. Si se considera dos
puntos del plano P31 (X1, Y1), P2 (X2, y2) la pendiente de la recta PiP2 Se expresa
por:

G
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Y2—Y1_ elevacion
X2 —X1 desplazamiento

m =

siempre que x; # Xo Fig.4.8
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YA Pa(X2,Y2)
| y2 - yl
i 7~ Elevacion.
0 ! >
U X
P1(X1, y1) Y
X2 - X1

desplazamiento

Fig. 4.8 Pendiente de una recta

Es claroque m=0si ysolosi y; =y, 0 sea que larecta PiP2 es horizontal. Para

una recta vertical, la pendiente es indefinida.

OMZO0-—0Z2CT

La interpretacién geométrica de la pendiente de una recta se sintetiza en la

siguiente tabla:

Y

Recta Pendiente Ejemplo

Asciende cuando X se mueve M >0

de izquierda a derecha

Desciende cuando x se mueve M< O

de izquierda a derecha

Horizontal M=0 —T P

Vertical m indefinida — >

Interpretaciéon Geométrica de la Pendiente
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EJEMPLOS 4.5
1. Trazar la gréfica de la ecuacién 3x -4y =12.

Solucién:

Basta identificar dos puntos de la recta, por ejemplo (0,-3) y (4,0).

OMZ20=0Z2CT

Fig. 4.9 Gréaficade 3x -4y = 12.

=

2. Determinar la pendiente de cada recta y trazar la gréfica respectiva:
a. (-3,-4),3,2 b. (-2,3), (1,-3)

Solucion:
Las gréficas correspondientes se ven en la Fig. 4.10
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Fig. 4.10 Calculo de la pendiente
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4.2.1 Ecuacién de punto y pendiente

La ecuacion de una recta que pasa por el punto P; (X1, y1 ) con pendiente m se

expresa por
y-yi=mx-x1) (3)
Basta considerar la pendiente entre P1 (X1,Y1) Y

P(X,y): m = % OX# X, 0 y-yr=m(X-Xy)
— X1

OMZ20=0Z2CT

=

Fig.4.11 Ecuacion de punto y pendiente

EJEMPLOS 4.6

1. Hallar la ecuacion de la recta con pendiente 2 y que pasa por el punto
(-2, 1).

2. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (4 ,-1)y (-8, 5).

Solucién:

1.Como m=2y (X1,Yy1)=(-2, 1) segun la ecuacion (3), se tiene:
y—yi=m(X -X1)
y—-1=2[x-(-2)]
y—1=2( +2)
y—1=2x+4 0 2x-y+5 =0

G
R
A
=
|
C
A
S

LICENCIATURA EN INFORMATICA




UNIVERSIDAD DE NARINO . 168

2. La pendiente de esta recta viene dada por:

m = Yo,7Y, - 5_(_1) — 6

X,—X, -8-4 -12

N |-

ahora, sea (x1,Yy1) =(4, -1) y aplicamos la ecuacioén (3):

y—y1=m(X-Xy)
y-(1)=-3 (x-4) O

y+1 = g + 2, de donde

X

-5+1 6 bien x+2y-2=0

y

OMZO0-—-—0Z2CT

En sintesis, la ecuacion de una recta, puede presentarse como sigue:

=

Forma estandar Ax +By +C=0 AyBnosonO

Forma pendiente-

. - _ Pendiente: m, interseccion
interseccion y=mx+Db

bconelejey

Forma punto - pendiente Y -y =m(x— | Pendiente:m; punto

X1) (X1, Y1)
Recta horizontal y=hb Pendiente 0
. _ Pendiente indefinida
Recta vertical X=a

Diferentes presentaciones de una recta.

4.3 FUNCIONES NUMERICAS

Un tipo especial de funciones son las que transforman unos conjuntos numéricos

G
R
A
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en otros, y en estos casos, las funciones se expresan mediante tablas de valores
o formulas matematicas. En general las funciones reales de variable real
obedecen a las mismas leyes estudiadas en el capitulo I, seccién 1.1.4.1.

Sea f: T - T,

X = f(x)
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4.3.1 Notacion de una funcién

Para nombrar funciones y proporcionar una notacion conveniente, en general se
utiliza letras: f,g,h; F,.G,H 6 4, y, p... asi, pues, sif es el nombre de la funcién

definida por la ecuacion y = 2x + 1, en vez de escribir:

y =2x + 1 (Regla de correspondencia) 6
f={x,y)/ y=2x+ 1} (Conjunto de pares ordenados)

se escribe Gnicamente
f(x) =2x+1 (Notacién de funcidn)

El simbolo f: x — f(x), se lee “ f transforma x en f (x)”, é indica la relacion entre

el valor x del dominio y el valor f (x) del rango (Fig. 4.12).

DOMINIO RANGO
Fig. 4.12 Notacion de una funcién
La funcién f "transforma" los valores x del dominio en valores f (x) del rango.

La expresion: gt)=t* -3t+7

define a g como una funcién de la variable independiente t. Para encontrar
g (-2), se reemplaza t por -2, siempre que -2 esté en el dominio de g:

9(-2)=(-2)?-3(-2)+7 = 4+6+7 = 17
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Por tanto, la funcion g asigna el valor 17 del rango al valor —2 del dominio. Es

decir, el par ordenado (- 2, 17) pertenece a g.

NOTA.

El simbolo f (x) representa al numero real en el rango de la funcion f
correspondiente al valor x de dominio. Simbdlicamente, f: x — f(x), indica que el
par ordenado (x, f (x)) pertenece a la funcién f. Si x no esta en el dominio de f,

entonces f no esta definida en x y por tanto f(x) no existe.

4.3.2 Funciones definidas por ecuaciones

Cuando el dominio y el rango son conjuntos finitos es pertinente definir, una
funcion mediante una tabla 6 lista de pares ordenados, sin embargo la mayoria de
las aplicaciones de funciones tienen dominios y rangos infinitos, por tanto la regla
de correspondencia no se puede mostrar en una tabla, ni es posible enumerar
todos los pares ordenados que a ella pertenecen. Entonces, las funciones se
presentan como una ecuacién con dos 6 mas variables, donde se especifica la

regla de correspondencia y el conjunto de pares ordenados.

Para ilustrar, sea la ecuacién: y=x*+2x 0Ox0 T (4)
A cada valor x del dominio corresponde exactamente un valor y del rango:

Six=4, y=(42?+2(4)=24

i —-1’ :_12 _1' :_§
six=-1, y=(lprach= 8

De esta manera la ecuacion (4) representa una funcién con la ley de
correspondencia

y = X% + 2X
0 sea un conjunto de pares ordenados

f={x,yé y=x*+2x, Ox 0T}
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En general, cualquier variable que se usa como comportamiento para los valores
del dominio, se llama variable independiente; cualquier variable que se usa como

comportamiento para los valores de rango se llama variable dependiente.

Por tanto, si en una ecuacion con dos variables, a cada valor de la variable
independiente le corresponde exactamente un valor de la variable dependiente, la

ecuacion define una funcion.

En otras palabras, si a cualquier valor de la variable independiente corresponde

mas de un valor de la variable dependiente, la ecuacién no define una funcion.

EJEMPLOS 4.7
Determinar si las siguientes ecuaciones definen funciones con variable

independiente x y dominio en todos los numeros reales:
1. y*- x=1 2. y?*-x*=9

Solucion.

1. Aldespejary, se tiene:

yv’- x =1 O y> =1+x, dedonde
y = Y1+x

Como 1l +x UT, 0 xUTy cada niamero real tiene exactamente una raiz
cubica real, la ecuacion 1 asigna exactamente un Unico valor real a la variable

dependiente y = ¥1+x, luego la ecuacién 1 define a una funcion.
2. Al despejary, se tiene:

VP -x*=9 0 y*=9+x? dedonde y=++9+x?
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Como 9 + x* es siempre un ndmero real positivo, y cada nimero real positivo

tiene dos raices cuadradas reales, a cada valor de x
corresponden dos valores de la variable y:y; = - ¥9+x?% y

yo =+ /9 +x 2 luego, la ecuacién 2 no define una funcién.

Observe la frase "una ecuacioén define una funcion" en vez de que "una
ecuacion es una funcién". Esta es una distincion técnica que se emplea en

forma consistente en la literatura matematica.

4.3.3 Pruebade la vertical para una funcion

OMZ20=0Z2CT

De la misma definicion de una funcién real de variable real como f: T - T,
se deduce que:

cada recta vertical en el sistema coordenado rectangular pasa por un solo punto

=

de la grafica de la ecuacién que la representa. Fig. 4.13

Por tanto, si una vertical pasa por dos 0 mas puntos de la grafica de una

ecuacion, ésta, no define una funcion.
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Fig. 4.13 Prueba de la vertical
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4.3.4 Convenciones sobre dominios y rangos

Si una funcion esta definida por una ecuaciéon y no se indica el dominio, se supone
gué esta contenido en el conjunto de todos los numeros reales para producir
valores reales de la variable dependiente. El rango es el conjunto de todos los

valores de la variable dependiente que corresponden a esos valores del dominio.

EJEMPLOS 4.8
1. Calcular el dominio de la funcién definida por la ecuacién y = +/x -3,

asumiendo que x es la variable independiente.

Solucién:
Para que y U T, x—-3 >0 6 sea x > 3luego:
Dominiodey = {x/x>3} 6 [3, U)

En algunos casos se omitirhd la notacién de conjunto y sélo se

escribira 0O x> 3.

2. Dadas las expresiones:

15

f(x)= — g (x) = 16 + 3x — X y h(x):\/25—x2

X—3

Calcular el dominio de cada funcién.

Solucién:

a) Como f(x)= o
X_

0O fx) 0T < x# 3 luego:
Df={x0O7T/ x# 3}

b) Como g (xX) =16 +3x—x* O g(x) OT, O x0T luego:
Dg =T
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2
c) Comoh(x):\/25—x O h(x) UT < 25—-x%* >0 6 sea,

5-x)(B+x)> 0, de donde:
Dh={x UT/-5<x<5}

3. Con las expresiones anteriores calcular:
a) f(6) b)g(-7) c¢)h(10) d) f(0) +g(4) -h(-3)

Solucioén:

15 15
a). f(G)—ﬁ:? =5

b). g(-7) =16 +3(-7) - (-7)> =16-21-49 = -54

¢). h(10) = 25 = J25-100 = J-75

Pero +=75 no es un namero real. Como el dominio de h es Ty debe

producir valoresen T [ h (10) no esta definida.

d). f(0) +g(4) -h(-3) = 1 [16 + 3(4) — 4% ] - /25 —(=3) 2
= i—s +12 - /16
= 5+12-4 =3

Ademas, es importante poder evaluar funciones de expresiones que

impliquen una o més variables. Por ejemplo, la diferencia de cocientes.

f(x+h) -

. f(x)’ donde x y x+ h estan eneldominiodefy h #0
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EJEMPLOS 4.9

Sea f(x) = x? + 4x + 5, calcular y simplificar:

f(x+h) - f(x)

1. f(x+h 2.
( ) -

h#0

Solucion:

1. fx+h)=(x+h?+4(x+h)+5

= x2+2xh+h2 + 4x + 4h + 5

OMZ0-—-—0Z2CT

- 2 2 2
2. —f(“hg o) - % §< +2xh +h +4x +4h +5 —(x +4x+5)E

1 2 2 2 I:l
== §< #2xh #h +ax +4h +5-x -4x -5

=

= h(2X+:+4) = 2x+h+4

ADVERTENCIAS

1. Si f es una funcion, entonces f (x + h) representa al valor de f en el nimero
X + h No se debe confundir esta notacién con la notacién algebraica para la

multiplicacion:

f(x+h) # fx+ fth, pues, f(x+ h) esta en notacién de funcion.

4 (x + h) =4x + 4h, 4(x + h) esta en notacion de multiplicacion algebraica.
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2. Otra interpretacion del simbolo f (x + h) es la siguiente:

f(x+th) # f(x) + f(h)
Hay casos particulares en que f (x + h) = f (x) + f (h) es un enunciado verdadero,

pero en general estas dos expresiones no son iguales.
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4.3.5 Célculo de lafuncién inversa

Como se estudio en el capitulo | seccion 1.4.4, si f es funcion biyectiva, existe

la funcion inversa que se define por:

fLTo T Cfi={(y,x)/y=f(x), 0y O T}
Por tanto: y=fl(x) < x=fy) Ox T, Oy 0T de aqui,
Df' = Rf; Rf' =Df.

Para el calculo de la funcion inversa se debe tener en cuenta cuatro pasos:

1. Se encuentra el Dominio de f y se verifica que sea uno a uno. Si f no es
una funcién uno a uno, no existe f .

2. Se resuelve la ecuacion y = f(x) para x. El resultado es una ecuacion de la
forma x =f 7 (y).

3. Se intercambia x y y en la ecuacion encontrada en el segundo paso. Esto
expresa af ' como una funcién de x.

4. Se encuentra el dominio de f . Teniendo en cuenta que el dominio de f %,

debe ser igual que el rango de f.

EJEMPLO 4. 10

Determinar la funcién inversa, el dominioy la graficadef(x) = vx-1
Solucion:

ElI Df =11, U). La grafica en la Fig. 4.14 muestra que f es uno a uno, por
consiguiente f * existe.
Basta resolver la ecuacion y =f (x) para x.

Si y = 4J/x-10
y2 =x-1
x =y? + 1 por tanto,
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x =f1(y) = y*+1,alintercambiar x y y, se tiene:

y =f1(x) = x*+1

Para encontrar el Dominio de f™, se debetener encuenta que
Df* =Rf,si se observa la grafica de f se puede decirque el
Rf=[0, U).Asi que el Df =10, ), luego:

frx)=x*+1, x>0.

Fig.4.14 Funcion Inversa
f(x)=4Vx-1

frt=x+1, x>0

4.4  GRAFICA DE UNA FUNCION

Cada funcion real de variable real tiene dominio y rango en los nimeros reales y
una grafica en el plano. Al graficar las funciones, los valores del dominio estan en
el eje horizontal y los valores del rango en el eje vertical. De manera que la
grafica de una funcion f equivale a la gréfica de la ecuacion  y =f(x), donde x
es la variable independiente (abscisa del punto) y f(x) la variable dependiente

(ordenada del punto).
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La abscisa de un punto en el que f(x) corta al eje x se denomina interseccion con
el eje x o raiz de la funcion: x es una raiz de la ecuacion f(x) = 0. La ordenada
de un punto donde f (x) cruza el eje y se denomina interseccion de la funcién
con el eje y, siempre que 0 esté en el dominio de f. Una funcién puede tener mas
de una interseccion con el eje x, pero nunca puede tener mas de una interseccion

con el eje .

Observe el uso efectivo dé la notacion de intervalo describiendo el dominio y rango
de las funciones en las siguientes figuras, aqui se usa un punto sélido para indicar
gue el punto esta en la grafica de la funcion, en la Fig. 4.15 se usa un punto
abierto para indicar que el punto no esta en la grafica de la funcion, un punto
abierto o sélido al final de la grafica indica que la gréfica termina ahi, mientras que
una punta de flecha indica que la gréafica continia sin cambios significativos en su
forma.

Fig. 4.15 Gréafica de una funcién
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4.4.1 Funciones crecientes, decrecientes y constantes

Intuitivamente, una funcion es creciente si, x1<x, @ f(x1) < f(x2), cuando aumenta
de valor a medida que aumenta la variable independiente Fig. 4.16 a). La funcion
es decreciente si, x;<x» @ f(x1) > f(x2) cuando diminuye de valor a medida que
aumenta la variable independiente. Fig. 4.16 b). Si la funcién no cambia de valor,

sera constante. Fig.4.16 c).

Fig. 4.16

De manera formal, se tiene: sea | un intervalo en el dominio de una funcién f,

entonces:

1. fescrecienteenl si a<b O f(a) < f(b).
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2. fesdecrecienteenlsi a<b 0O f(a) > f(b).

3. fes constanteenlsi a<b 0O f(a) = f(b).

f: T T esunafuncién par si:

f(x)=f(x) OxOT

f: T T esunafunciéon impar si:

fx)=- f(x) OxO T

EJEMPLOS 4.11
1. Sea f(x)=x*+3 0O
f(-x) = (-x)? +3
=x%+3, luego f (x) es funciéon PAR.
La grafica de una funcion par es simétrica con respecto al eje y.

2. Sea f(x)=x* O

£(- x) = - (-x3) = X3, luego f(x) es funcién impar.

La grafica de una funcion impar es simétrica con respecto al origen.

4.4.2 Lafuncién cuadréatica

Para definir la funcién cuadratica, utilizamos un polinomio de 2° grado:

f:T- T es

una funcién cuadrética si

fx)=ax’?+bx+c az0 (1)

donde a, b y ¢ son nimeros reales.
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Como la expresion ax2 + bx + ¢ representa un numero real para todo elemento el

dominio de x.

El dominio de una funcion cuadréatica es el conjunto de todos los numeros

reales.

El rango de una funcién cuadratica y las caracteristicas mas importantes de esta
grafica se pueden determinar transformando la ecuaciéon (1) completando el

cuadrado a la forma

f(x)=a (x - h)2 + k 2)
Cada parametro: a, h y k, produce un efecto, asi:

a >0, la curva se abre hacia arriba y existe un punto minimo.
a <0, lacurva se abre hacia abajo y existe un punto maximo.
Si 0<ax<1,lasramas se achatan sobre el eje x.

Si a>1, las ramas se acercan al eje de la pardbola.

Si h >0, el desplazamiento horizontal es hacia la derecha.

Si h <0, el desplazamiento horizontal es hacia la izquierda.
Si k > 0, el desplazamiento vertical es hacia arriba.

Si k <0, el desplazamiento vertical es hacia abajo.
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Fig. 4.17 f(x)=a (x - h)2 +k

Como ilustracion sea la funcién cuadratica

=

f(x) = 2x2 - 8x + 4 ®3)

Se transforma la ecuacién (3) en la forma (2) completando el cuadrado
f(x) = 2x2 — 8x + 4
= 2(x2 —4x) + 4
=2(x2 —4x+4)—8+4
=2(x-2)2 -4
luego,

f(x) = 2(x - 2)2 — 4 4

Cuando x = 2, f(x) = -4 que es el valor minimo de f (x) para toda x (jun resultado

G
R
A
=
l
C
A
S

muy importante!). Es mas, si se elige dos valores cualesquiera, equidistantes de la
recta vertical x = 2, se obtendra los mismos valores para la funcién. Por ejemplo

x =1y x =3 estan a una unidad de x = 2, y los valores correspondientes de la
funcion son: f (1) =2(-1)>°-4 = -2

f(3)= 2(1)2-4=-2
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En consecuencia, la vertical x = 2 es un eje de simetria. Es decir, si la grafica se
traza en una hoja de papel y el papel se dobla a lo largo de  la recta x = 2, los
dos lados de la parabola se acoplaran perfectamente. Estos resultados  se
ilustran en la gréfica de las ecuaciones (3) 6 (4) y larecta x =2 en el mismo

sistema coordenado. (Fig. 4.18)

Fig.4.18 f (x)= 2(x-2)° - 4

Del andlisis anterior, se puede observar que si se mueve de izquierda a derecha,
f (x) esta decreciendo en (-0, 2] y creciendo en [2, (). Ademas, f(x) puede tener

valores mayores o iguales a -4, pero no menores de -4. por tanto,

Rf={yOT/y> -4 = [40)

En general, la grafica de una funcion cuadratica es una parabola con eje de
simetria paralelo al eje vertical. El punto mas bajo o mas alto de la parébola,
donde exista, se llama vértice. El valor maximo o minimo de la funcién cuadrética
siempre ocurre en el vértice de la parabola. En el ejemplo dado, x = 2 es el eje

de la pardbolay (2, - 4) es su vértice.

Al transformar la ecuacion (3) en la ecuacion (4) se puede identificar:

El vértice y el eje de la parabola; el valor minimo de f (x) y el rango de la funcion.
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La gréfica de una funcion cuadrética se llama parébola.

OMZ0-=-0Z2CT

Fig. 4.19 Funciones Cuadraticas

Y

4.4.2.1 Propiedades de la funciéon cuadratica.
Dada una funcion cuadratica

f(x)= a(x-h?+k a#0
se tiene las siguientes propiedades:
1. Lagréficade f es una parabola.

2. El vértice es : (h, k). La curva crece por un lado del vértice y disminuye en el
otro.

3. El eje de simetria es: x = h, paralela al eje y.
4. f(h)=k eselminimosia>0 y el maximo si a< 0.
5. Dominio: todos los niUmeros reales.

6. Rango: (-0, k], sia<0 o[k, O) si a>0.
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4.4.3 Funciones definidas por partes.

Las funciones cuyas definiciones implican mas de una formula se llaman
funciones definidas en partes, como ocurre con la funcion real de variable real
llamada valor absoluto. (Ver capitulo I, seccion 1.2.3.4).

[FX Six<0

f()=|x=0
Six>0

EJEMPLOS 4.12
Trazar la grafica de la funcién

OMZ20=—0Z2CT

f(x) = x + =
x

Segun la definicion dada en 4.4.3 separamos f en partes.

=

Para x<0 [ f(x):x+i:x+ X =x-1
- X

X
Para x = 0, f no esta definida, ya que la divisién por 0 no existe.

Parax >0 f(x):x+i:x+ §=x+1
X

X

En consecuencia, la definicion de f por partes, queda:

-1 Six<0

X
f =
) Ely( +1

Six>0
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La gréfica de f. Se exhibe en Fig. 4.20. Noétese que f(x) <-1 6 f(x) > 1, es decir,

Rf ={yO0T/y<-16 y>1}
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Fig.4.20 Funcion definida en partes

OMZ0-0Z2CT

Xx-1 Six<0
f(x)=10
X+l  six>o0

Los puntos (0, -1) y (0 , 1) no pertenecen a la grafica de f. Debido a la

—<

separacion de la grafica en x =0, se dice que f es discontinuaen x=0.

45 ALGEBRA DE FUNCIONES

Asi como en aritmética se realizan las operaciones de adicion y multiplicacion, se
puede hacer lo mismo con las funciones, para obtener nuevas funciones, pero es
necesario tomar la variable independiente en la interseccion de los respectivos

dominios:

(f+ g)(x) =f(x) + g(x) OxODf nDg  Funcidn suma
(f-9)(x)=f(x)- g(x) OxODfnDg Funcion diferencia

G
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(fg)(x) = f(x) g(x) Ox ODf nDg  Funcidn producto

ELEX) i) g(x)#0 Ox0ODf nDg Funcién cociente
9 9(x)
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4.5.1 Composicion de funciones

Seah: T - T una funcion definida por:
h(x) = v/2x +1
se observa que dentro del radical hay una funcién lineal. Por tanto h es una
combinacién de una funcion raiz cuadrada con una funcion lineal. Mas claramente
se tiene: Sea
u=2x+1=g(x) pero
y=+u = fu O
h(x) =f[g(x)] = (Fo9)(x)

Se dice que la funcion h esta compuesta por dos funciones fy g. (se puede pensar
qgue h es una funcién de funcién.) ¢Qué se puede decir acerca del dominio de h
cuando se conocen los dominios de f y g ?. Al formar la funcion compuesta h
(x) =f [g(x)] y g(x) O Df. Como el dominio de f es el conjunto de todos los
nameros reales no negativos, se ve que g(x) debe ser no negativo; es decir,

gxX) > 06 sea

2x+ 1 >0y por tanto
1
X >-=
-2
—_ 1
Luego Dh={x [l I/XE-E}

De las consideraciones anteriores, resulta la siguiente:

DEFINICION

—

Dadas las funciones f: T@7T y g T@T,lafunciongof: T @ T es llamada

compuesta de fy g. Se denota por:

(9 0 H)(x) = g [f(x)]

El dominio de g o f es el conjunto de todos los niumeros reales x [ Dg tales que
g (x) O Df
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En consecuencia el dominio de g o f es subconjunto del dominio de g, mientras

que el rango de g o f es un subconjunto del rango de f.

EJEMPLOS 4.13
Calcular (fo g)(x) y (g o f)(x) y sus dominios si f (x) =x° y g(x) =3x* - 1.

Solucion:

(fog)(x) =g =f(3x*-1) = (3x*-1)10
(9o f(X) =g [f)] =g(x™) =3(x")* -1=3x* -1

Las funciones f y g estan definidas para todos los numeros reales. Si x es
cualquier numero real, entonces x esta en el dominio de g, g(x) esta en el dominio
de f, y, en consecuencia, x esta en el dominio de f o g. Asi, el dominiode fog
es el conjunto de todos los numeros reales. Usando razonamientos similares, el

dominio g o f también es el conjunto de todos los niumeros reales.

Si dos funciones estan definidas para todos los nimeros reales también lo esta su

compuesta.

ADVERTENCIA

El dominio de f o g no siempre se puede determinar examinando solo la forma
final de (f o g )(x). Los numeros que estan excluidos del dominio de g deben ser
excluidos del dominio de fo g.

En calculo, el dominio de las funciones es importante para poder encontrar la

compuesta y para reconocer cuando una funcion dada es la compuesta de dos

funciones mas simples.
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EJEMPLOS 4.14
1. Expresar h como compuesta de dos funciones mas simples:

h(x) = (3x +5)°

Solucién:
Sea f(x)=x" y g(x)=3x + 5, entonces
h(x) = (3x + 5)° = f (3x+5) = f [ g(X)] = (f 0 g )(X)

Luego h esla compuestade fy g.

2. Seanf: T - T CfX)=2x+1y g T - TLgx) =x*+2x-1
gof: ™ - T  viene dada por
gof(x) = g(f(x) = g(@2x+1) = (2x +1)® +2(2x +1) =1 = 4x* +8x +2
fog: T - T viene dada por

fog(x) = f(gX) =f(F+2x—-1) =2 (x* +2x =1) + 1 = 2x* +4x -1
Portanto, fog # gof.

45.2 Funciones elementales

Las funciones g(x) = x*—4 h(x)= (x—4)? K(X) = -4x2

pueden obtenerse de la funcién f(x) = x* realizando operaciones simples con f:
g(x) =f(x)— 4 h(x)= f(x - 4) k(x) = -4 f(x)

Entonces las graficas de las funciones f, g y k estan muy relacionadas con la

grafica de la funcion f.
Esta consideracion hace ver la necesidad de conocer otras funciones elementales

y resumir sus propiedades basicas. Algunas funciones son de uso frecuente, como

se muestra en la Fig. 4.21.
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Fig.4.21 Funciones Elementales
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4.5.3 Desplazamientos verticales y horizontales

Seaf:T - Tunafuncion ya 0T O
« f(x- a)eslagraficade f(x) desplazada a unidades hacia la derecha.

« f(x+a)eslagraficade f(x) desplazada a unidades hacia la izquierda.
Asi pues, sean las funciones:

f(x)= |x/; gx)= |x+3 vy h(x)= [x-2|. Entonces:

La grafica de g(x)= [x+3 es igual a la grafica de f(x)= | desplazada 3 unidades
hacia la izquierda mientras que la grafica de h(x)= |x—2| esiguala la gréfica

de f(x)= |x| pero desplazada 2 unidades hacia la derecha. Fig. 4.22

Ix1 Ix-21

Ix+3/ /

Fig. 4.22 Desplazamientos horizontales

Sea f:T - Tunafuncion y b UT O

« f(X)+b eslagrafica de f(x) desplazada b unidades hacia arriba por el eje y.

» La gréfica de f(x) - b es la grafica de f(x) desplazada b unidades hacia la

abajo por el eje y.
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La grafica de g(x)= [x+3 -2 esigual a la grafica de f(x)= | desplazada 3
unidades hacia la izquierda y 2 unidades hacia abajo. La grafica de
h(x)= |x-2/+5 esigual a la grafica de f(x)= [x| desplazada 2 unidades hacia la

derechay 5 unidades hacia arriba. Fig. 4.23

Fig. 4.23 Desplazamientos Verticales
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RESUMEN DEL CAPITULO V

Distancia entre 2 puntos

d (P, P2)= \/(Xz —X1)2+(y2—y1)2

Ecuaciones estandar de

una circunferencia

(x-h)*+ (y-k)?=r* Radio: r>0, Centro: (h, k)

X2 +y? = r? Radio: r >0, Centro: (0,0)

Ecuacion estandar de una

recta

Ax + By + C =0, donde A, By C son constantes,

Ay B no son cero

La pendiente de una recta pasa por los puntos
(X1, Y1) Y (X2, y2) se calcula con la siguiente formula:

y2—Yy1
X2 — X1

m=

Si X1 # Xo

La pendiente no esta definida para una recta vertical,
donde x; = x,. Dos rectas con pendientes
miy my son paralelas siy sélosi m; = myy

perpendiculares siy sélo sim;.my = -1,

La ecuacion de una recta que pasa por el punto

P1 (X1, Y1) con pendiente m se expresa por:

Y - y1=m(X - Xg).

Funciones crecientes,

decrecientes y constantes

Sea |, un intervalo en el dominio de una funcién f,
Entonces:

fescrecienteenl si a<b O f(a) < f(b),

f es decrecienteenlsi a<b O f(a) > f(b),
fes constanteenlsi a<b O f(a) = f(b).

Es funcion cuadratica si:

f(x)= ax’+bx+c = a(x-h?2+k,a #0.
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Algebra de funciones

La suma, diferencia, producto y cociente de las
Funciones fy g estan definidas por:

(f+ 9)(x) =f(x) + g(x);

(f- 9)(x) =f(x) - 9(x);

fg)(x) = (x) 9(x)

Hf—gx): ] g(x)#0.
9 9(x)

Dadas las funciones f y g, la funcion f o g es
llamada compuesta de gy f, y se expresa por:

(f o g)(x) = F[g(x)], el dominio de f o g es el conjunto
de todos los numeros reales x [1 Dg tales que

g (x) U Df,

En consecuencia el dominio de f o g es subconjunto

del dominio de g, mientras que el rango de fo g es

un subconjunto del rango de f.
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TALLER No 4

1. De las siguientes ecuaciones cuéles definen funciones con variables

independientes x y dominio en todos los nimeros reales:
a) y’-x =2 b) y*—x*=16

2. Encontrar la definicion por partes de f(x) = [x +1 =[x =1, encuentre el dominio

y el rango de f.

OMZO0-—0Z2CT

3. Graficar:

a) y= =¥ b) y=|x+1-2

Y

4. Calcular f 'y su dominio sabiendo que:

1

a) f(x) =x3 b) f(x)= —; c) f(x) = ¥/x
X
2x+3 _ X _ Jx
d) f(x) N e) f(x) "1 f) f(x) = Tx-1

5. Encontrar g o f y su dominio sabiendo que:

a) f ={(-1,3),(0,-1),(1,1),(2,15)} g ={(-1,0),(1,0),(-3,8),(15,224)}
b) f(x)= o) = Vx -1

Xx-1
c) f(x)=|x+] g(x) = v/x +1
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CAPITULO II
OPERACIONES ALGEBRAICAS

Esta unidad sienta las bases del estudio de la expresion algebraica. Exige como
prerrequisitos tener bien claro los sistemas numéricos, La expresion algebraica es

de vital importancia si se quiere trabajar con polinomios.

El contenido tematico de esta unidad consiste en la operatoria algebraica:
adicion, sustraccion y multiplicacion de expresiones; para la division se considera
el algoritmo de la divisiobn. Ademas se trata los productos notables, los casos de
factorizacién de polinomios vy las fracciones algebraicas cuyos denominadores y

numeradores son 6 polinomios o cocientes de polinomios.
2.1 EXPRESION ALGEBRAICA

Se llama asi, a toda combinacion de constantes, variables y signos de operacién

como: adicion, sustraccion, multiplicacién, potenciacién y extraccion de raices.

EJEMPLOS: ax, 3y*+1, ax-by, 2x°+x-1, vx+3, (x-2)°%

Por lo general se utiliza las primeras letras del alfabeto a, b, c, d..., para
representar cantidades constantes y las dltimas letras X, y, z para las cantidades
variables. A cada combinacién de constantes y variables se la denomina término.

La expresion algebraica mas importante es el polinomio.

Ademas, una expresion algebraica utiliza las constantes en los numeros reales y
por tanto para la operatoria algebraica es necesario tener en cuenta el orden

definido en T. (Ver capitulo |, seccion. 1.2.6.3).
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2.1.1 Términos semejantes

Son los términos que constan de las mismas letras con iguales exponentes y tan

solo se diferencian en los coeficientes.

EJEMPLOS 2.1

2Xy + 4x3y? - Bxy + 6x°y? + xy

Aqui encontramos 2 clases de términos semejantes los de xy y los de x*y?:
xy(2-5+1) y x*(4+6).

Entonces la expresion se puede reducir a: - 2xy + 10 x%y?

2.1.2 Monomio

Es una expresion algebraica que no posee operacién alguna, que contiene un solo

término: ax, 2y, x4.

Se puede formar monomios en cualquier figura geométrica, por ejemplo:

X X

2x? es el area de un rectangulo y es un monomio. Equivale a (2x)x = 2x?

a) Grado de un monomio: El grado de un monomio se determina sumando todos

los exponentes de sus letras 0 variables.
EJEMPLOS 2.2

1. 2x°y*z esdegrado8: (3+4+1)
2. 4mn® es de grado 3: (1 + 2)
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2.1.3 Binomio

Es una expresion algebraica de dos términos: 3x® + 5
Se puede formar un binomio encontrando el perimetro del rectangulo, asi:

Se suma todos los lados: x+x+y+y=2x+ 2y

2.1.4 Trinomio

Es una expresion algebraica de tres términos 4x° - 3xy + 3y?

A manera de ejemplo, si tenemos el siguiente triangulo:

c

Donde a=x, b=x* c=4

Si se suma todos los lados se puede formar un trinomio, asi:
a+b+c=x+x+4

Al ordenar la expresion resulta:  x? +x + 4

2.1.5 Polinomio

Es toda suma formal infinita de constantes y variables, se denota por:

p(X) =ao + aix + ax® + azx® +... + ax" +.... Siendo a constantesy

Xj variablesy a, # 0. También se puede definir como la suma de cuatro 6 mas

monomios. Hay polinomios en una 6 mas variables.
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a)

Grado de un polinomio: El grado de un polinomio es el mayor entero positivo,

cuyo coeficiente sea distinto de cero; en nuestro caso:

gr(p) =n:donden O h*

EJEMPLOS 2.3
1. 6x*+2 Una sola variable y grado 4
2. 3x + 6y Dos variables y grado 1

3. 4x* — 2xy + 3z° Tres variables y grado 2

b) Polinomio homogéneo: Tiene todos sus términos del mismo grado.

EJEMPLOS 2.4
1. 2x3 - 2xy? + 4y* todos tienen grado 3.
2.4m + 3n-n+ 2m todos tienen grado 1.

Igualdad de polinomios: Sean dos polinomios p y q en la variable x, los

polinomios son iguales si y solo si se componen de los mismos términos, es
decir, si los coeficientes correspondientes a términos de igual potencia son
iguales, asi:

p(x) =a, +a,x +a,x* +a x> +...+a x" +...

q(x) =b, +b,x +b,x* +b,x> +...+b x" +...

p y q son iguales siy sélo si:

a, =b,; a, =b,;; a;=by;... a,=b,;...

n n

EJEMPLO 2.5
Sean p(x)=ax?+3x-1 y qm=2x>+bx-1
pP=qg = pX-qx)=00
ax’ +3x-1—(2x* +bx-1)=0
(@a-2)x*+@B-b)x-1+1=0
< a=2yb=3
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d) Polinomios irreducibles 6 primos: Un polinomio es primo con respecto a un
conjunto dado de nimeros si:
» Tiene coeficientes en el conjunto dado.
» No se puede escribir como producto de dos polinomios con coeficientes en

el conjunto dado.

Por ejemplo, x* -2 es primo en los nimeros enteros, pero no es primo en los
nimeros reales: pues Xx° -2 :(x—ﬁXx+ﬁ). Un polinomio no primo esta
completamente factorizado con respecto a un conjunto dado de nameros, si
esta representado como un producto de polinomios primos respecto a ese

conjunto de nameros.

2.2 OPERACIONES ALGEBRAICAS

Como en la aritmética, podemos sumar, restar, multiplicar, dividir, elevar a
potencia, etc., las expresiones algebraicas. Para sumar y restar expresiones
algebraicas se tiene en cuenta fundamentalmente los términos semejantes, y para
multiplicar y dividir se tiene en cuenta el producto y cociente de potencias de la

misma base.
2.2.1 Sumay resta de expresiones

Para sumar expresiones algebraicas basta reducir los términos semejantes. De lo
contrario, se deja indicado. En la sustraccibn hay que cambiar de signo los

términos del sustraendo y luego se reduce términos semejantes.

EJEMPLOS 2.6
1. (X*+2xy-3) + (4x® - xy + 8)
Solucién:
X2+ 2xy —3 +
4x*- xy+8
5%+ xy +5
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2. (2% + 4x%y? - 3x) - (4% + XPy? - 1)
Primero se cambia los signos del sustraendo:
(4x%y + x3y? — 1)+ (-1) = - 4x% - x%? + 1; luego se realiza la operacion:
2x%y + 4 x%y? - 3x +
-4y - XA +1

- 233y +3x%y?-3x +1
2.2.2 Producto de expresiones

Para multiplicar expresiones algebraicas se aplica la ley distributiva de la
multiplicacion con respecto a la adicién, teniendo en cuenta los signos,

coeficientes y exponentes de cada término.

EJEMPLO 2.7

(3x? — 2xy + 5y?)« (2xy* — 3y + 4y°)

3x? (2xy? — 3y + 4y®) — 2xy (2xy? — 3y + 4y°) + 5y? (2xy? — 3y + 4y°)
6x%y? — 9x%y + 12x%y° — 4x%y® +6xy® — 8xy* + 10xy* —15y° + 20y°

O
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6x%y? — 9x%y + 8x%y° + 6xy? + 2xy* — 15y° + 20y°

2.2.3 Productos notables

1. (x+y)2=x>+2xy +y?
2. (x+y)*=x3+3x%y + 3xy? +y°

3. (x+y)" =x"+nx"y + g (n-1)x"2y? + g @ (N-2)X"3y3 + . +y

(X +y +2)? = X% + y?+ 72 + 2xy + 2xz + 2yz
(X -y)* = X% - 2xy +y?

(x-y)° =x°- 3%y + 3xy” - y°
(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab
(x+a)(x—b)=x*+(a—b)x-ab

(x+a)(x—a) =x*—a?

© © N o o b

OXO-=22030MOC >

10. (x =) +xy+y) =x" —y’
11, (x=y)C + X%y +xy* +y%) =x* —y*
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12. (X _ y)(xn-l +Xn-2y + Xn-3y2 + ..+ Xyn-2 + yn-l) - Xn _ yn

13 (x+y)¢-xy +y?) =x° +y°

14, (x+y) ¢t =Py + 3y - xy® +yh) =xC 4y

15. (x+y)(X" - X"y + XMy o L axy™2+y") =x"+y"donden U h'y n
impar

16. (X +y+2)(6+y*+ 2z —xy—xz—yz) =X+ y* +z° - 3xyz

EJEMPLOS 2.8

Efectuar cada uno de los siguientes productos:

1.(x +y+2)(x+y=2)=[(x+y) +2)] [(x +Yy) - 2)]
=(X+y)P—4=x+2xy+y*—4

2. (a—2b)® (a + 2b)® = [(a — 2b)(a + 2b)]® = [a® — 4b*®
= (a%)° - 3(a%)*(4b?) + 3a%(4b)* - [4(b*)°
= a® — 12a%b? + 48a°b* — 64b°

OMZO0-—0>x>20mTvO

3. (X = 2)(x + 2)(x® + 4)(x* + 16) = (x* — 4)(x* + 4)(x* + 16)
= (x* - 16)(x* + 16) = x> — 256

2.2.4 Cociente de Expresiones

Para dividir expresiones entre un monomio, se divide cada término de la expresion
entre el monomio, sin olvidar las reglas de los signos y la divisién de potencias de
la misma base o términos semejantes. Si se quiere dividir un polinomio entre una

expresion de 2 6 mas términos se utiliza el algoritmo de la division.

EJEMPLOS 2.9

A
L
G
E
B
R
A
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Dividir:
1. 4m? + 8m* — 2m entre 2m
Solucion: 4m”+8m*—-2m _ 2m(@2m + 4m*- 1) _ 4m®+2m-1

2m 2m
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2. 4x2y _ 2%(2xy) - 2xy
2X 2%

2.2.5 Factorizacién de expresiones

Factorizar una expresion algebraica es colocarla como el producto de dos o0 méas
expresiones que al multiplicarlas reproducen la expresion inicial. De modo que,
factorizar un polinomio sobre un campo numérico, es expresarlo como el producto
de dos o mas polinomios de menor grado, dentro del mismo campo, y que al
efectuar la operacion se obtenga el polinomio inicial. Entonces la factorizacion es

el proceso contrario al de encontrar el producto de las expresiones algebraicas.

El proceso de factorizacion, con frecuencia se limita a expresiones con
coeficientes enteros. En nuestro caso, se las tomara en los nimeros reales. Por
ejemplo: 4x? — 8 no es factorizable en los enteros, ni en los racionales, pero si en
los reales: 4x° — 8 = 4(x> —2) = 4(X +~/2 )(x — v/2).

(Ver seccién 2.1.5, polinomios irreducibles).
I. Formas tipo de factorizacion

Los casos mas importantes de factorizacion son:
a) Factor comun: Todos los términos tienen un factor comun:
ax+tay=a((x+y)
A manera de ejemplo factorizar:
3 (x+2y)a®b +5a% (x + 2y) = (x + 2y)(3a’b + 5a?)
= (x + 2y)(3b + 5)a’

b) Trinomio cuadrado perfecto: a® + 2ab +b?=(a + b)?
Un ejemplo aclara este caso:
A% —8xy + 4y* = (2x)* — 2 (2x)(2y) + (2y)®
= (2x — 2y)?
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c) Diferencia de cuadrados: Se considera la siguiente expresion: a® — b?
Un calculo muy elemental seria: a> — b?> = (a—b) (a + b)
Por ejemplo:
4x% — 9y? = (2x — 3y) (2x + 3y)

d) Eltrinomio: x*> + gx +r = (x +a) (x + b) = x*+ (a+b)x + ab
Para factorizar un trinomio de esta forma los mas indicado es descomponer
“r" en dos factores a y b, tales que a + b = g. Si dichos niumeros no existen,

el trinomio es irreducible.

Por ejemplo factorizar x* + x — 12

Como (-12) =1 (- 12) =2 (-6) = 3¢ (-4) =4+ (-3) =6+ (-2)
ademas: 4 + (-3) = 1, entonces:

X2+ x-12 = (x +4) (x— 3)

O
»
=
R
A
c
I
0
N
=
S

Otro modelo, seria el siguiente:

factorizar x*> —2x — 3
Como (-3) =1 (-3) = 2 (-g) =3¢(-1) y 1+ (-3)=-2, entonces:

x> —2x—=3=(x=3) (x + 1)

e) Eltrinomio : px®+gx +r = (ax + b) (cx + d)

= (ac) x* + (ad + bc) x + bd

El problema radica en encontrar cuatro nimeros a, b, cy d tales que
asc=p;(@d+bc)=q y bed=r; es decir, debemos descomponer "p” en
dos factores: a y c: y 't en dos factores b y d, tales que al sumar los
productos (cruzados) ad y bc, resulte el coeficiente qg.

Un ejemplo viene al caso:

factorizar 6x? + 7x + 2

ac=6=1¢6=2¢3=32=6°1

bd=2=2¢1=12

OXO=2030MEOr >
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Para que: ad + bc =7 entonces de ac se escoge 23y de bd 1«2
2. 3 22=4

1>-<2 3¢1=3

4 + 3 =7, por tanto:

6x2 + 7Tx + 2 = (2x +1) (3x + 2)

El mismo resultado se obtiene si se multiplica y divide el trinomio por el

coeficiente de x°.

6X* + Tx + 2 = (6x)> + 7(6x) + 12
6
= (6x +4) (bx +3)
6
= 2(3x +2) 3(2x +1)
6
= (Bx+2)(2x+1)

Otro ejemplo, seria:

OMZ20-0X20mMmDTO0O

8x% +2x — 15
ac=8=1¢8=2¢4=42=8°1
bd=-15=-15¢1=-3¢5=-5¢63=-1+15

Para que: ad + bc =2 entonces de ac se escoge 2+ 4y debd 12
2 ¢ 4 2+¢-5=-10

37\ .5 4.3=12

-10 + 12 = 2, por tanto:

8x? + 2x —15 = (2x + 3) (4x —5)

El mismo resultado se obtiene si se multiplica y divide el trinomio por el

coeficiente de x°.

A
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8x%+2x —15 = (8x)*>+ 2(8x) — 15
8
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f)

g)

(8x +3) (8x - 5)
8
4(2x +3)* 2(4x—=5)
8
(2x + 3) (4x = 5)

Expresiones de la forma x" + a" (casos 12 y 15 de los productos
notables).
Como ejemplo, sea:
factorizar 27x° — 8y*:
273 —8y® = (3x)° — (2y)®
= (3x—2y) [(30) + 23%)(2y) + (2y)]
= (3x — 2y) (9x® + 12xy + 4y?)

Otro ejemplo, seria:

X3
factorizar: — +y°
27

YR Y = N IG - 2y +Y

2
X X 2
GG - )

Sumay resta de términos: En general, este proceso se aplica para llevar

una expresion a la forma x" + a".

Un ejemplo ilustra el proceso:

factorizar x* + x* + 1

Para completar el cuadrado hace falta x*: se suma y resta x*:

X+ xt+ 1= (x*+2x% + 1) — x> = (x* + 1)? - x* ahora se factoriza como
diferencia de cuadrados:

= (X =x+1)(X*+x+1).
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h) Factorizacién por evaluacion: En este caso se debe tener presente que el
polinomio tenga coeficientes enteros y se aplica la division sintética y

teorema de Bezout. (Ver capitulo V, seccién 5.1.2.1).

EJEMPLO 2.10

Factorizar:

x* +x3 = 7x% —x +6 = p(X)

Primero se busca los divisores de 6

D(6) = {+1,%2;+3,+6}

Para reconocer los ceros, se calcula p(r) donde r LI D(6):
p(l)=1+1-7-1+6=8-8=0
p(-1)=1-1-7+1+6=8-8=0
p(2)=16+8-28-2+6=30-30=0

OMZ20-=—0>x>20mTVO

1 1 -7 41 6
1 1 2 5 -6

1 2 -5 -6 0. (x—1) (6C+2x*—5x—6)
-1 -1 -1 6

1 1 -6 (0 U (x—1) (x+1) (* +x—6)
2 6

e O x—=1) (x+1) x—=2) (x +3)

Luego x* +x3—7x*—x+6 = (x—1) (x +1) (x — 2) (x + 3)

EJEMPLO 2.11

Factorizar por coeficientes separados, el polinomio:

p(x) = x* — 2x° — 7x? +8x +12

El polinomio tiene coeficientes enteros. Se halla los divisores del término
independiente:

D(12) = {+1,+2;+3;+4;6,+12}
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Para reconocer los ceros, se calcula p(r) donde r [0 D(12):
p(l)=1-2-7+8+12=12 # 0. Luego 1 no es cero de p(x)
p(-1)=1+2-7-8+12=15-15. Luego (-1) si es cero de p(x)

p(2) =16 -16—-28 + 16 + 12 = 28 — 28. Luego 2 si es cero de p(x)
p(-2) =16 +16 - 28 — 16 + 12 = 28 — 28. Luego (-2) si es cero de p(x)
p(3)=81-54-63+24+12=117—-117. Luego 3 si es cero de p(x)

Como se han encontrado cuatro raices, alli se termina el proceso.

Ahora se separa los coeficientes de p(x) en orden:

O
P
=
R
/\
c
I
O
N
=
S

-1 1 2 7 12
1 3 -12
1 3 4 12 O (x +1) (* - 3x* —4x + 12)
2 2 -2 12
1 -1 -6 (O TR (x +1) (x = 2)(x* = x — 6)
-2 -2 6
1 -3 O (X +1) (x = 2)(x + 2)(x + 3)

Luego x* — 2x3 — 7x? +8x +12 = (x +1) (x — 2)(x + 2)(x + 3)
i) Combinacién de métodos

Los casos de factorizacibn considerados pueden aplicarse

simultdneamente.
Por ejemplo factorizar 16 (mn + pq)? — 4 (m? + n? — p? — ¢?)?

Primero se observa un factor comun y luego una diferencia de cuadrados:

2

O>TO-230MOC >

16 (mn + pg)* — 4 (M* + n* — p* — )
= 4[4 (mn + pg)’ - (Mm* +n’ - p® - g°)7]
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=4[2 (mn+pg)— (M*+n?—p?-g’)] [2 (Mn + pg) + (M* + n® - p? — ¢7)]
=4 [(p* + ¢* + 2pg) — (M* + n* — 2mn)] [(M* + n? + 2mn) — (p* + ¢ — 2pq)]
=4 [(p+9)° = (m=-n)’][(m+n)’—(p-q)7]
=4[(p+g-m+n)(p+g+m-n)][(M+n-p+qg)(m+n+p-q))

Otro ejemplo seria:
_b* ab® a’® 1
factorizar: — + - -
4 72 32 9a?

b? ~ab® a’®® 1 _ [b? 1 [ a’h’p® 1
4 72 32 932 4 9a? 8 H4 9a’

B 1 1 ab a’b?
= +—+
3a 3a D]] 2 2 4

2.2.6 Divisores de un polinomio

O
=
=
R
A
c
|
O
N
=
S

El algoritmo de la division (Que se estudia en la seccion 2.3) permite calcular el
residuo de dividir un polinomio p(x) entre q(x), y si el residuo es cero, se dice que
p(x) es divisible por g(x) 6 bien, que q(x) divide a p(x). En simbolos:

a()|p(x)= 5(x) talque p(x)=q(x)*s(x)

Todos los divisores de p(x) pueden ser encontrados mediante la aplicacion de los

métodos de factorizacion. (Estudiados en la seccion 2.2.5).

Propiedades fundamentales:

1. siog(x)p(x) y p(x)r(x) O  q(x)r(x)
La demostracion es muy sencilla. Por definicion tenemos:
a(x)p(x) = Os(x) L p(x)=q(x)*s(x)
aO)r(x) = C(x) L r(x)=p(x)et(x)

OXO=2030MEOr >
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Se sustituye el valor de p(x) en la expresion de r(x):

r(x)=[a(x)e s(x)]=t(x) = q(x)* [s()+t(x)] luego q(x)r(x)

EJEMPLO 2.12
Sean p(x) =x* +3x® -2x* -2x-12, q(x) =x® -2x+4 y
r(x) =2x> +10x* +8x*® —12x* +16x + 48

Se aplica la propiedad:

Si (x® —2x+4)| (x* +3x® -2x* -2x-12) vy

Si (x* +3x* —2x* —=2x-12) | (2x® +10x* +8x® —12x* +16x +48)
Entonces:

(x* =2x+4) | (2x° +10x* +8x® —12x* +16x +48)

O
P
=
R
A
c
I
O
N
=
S

La demostracion se hace efectuando las operaciones asi:

4 3 _ 2 _ _
X' +3x° —2x* -2x-12 _ 4 y el residuo es 0

X2 —-2x+4

2x° +10x* +8x°® —12x* +16x + 48 —ox+4 vy elresiduo es 0

x* +3x3 -=2x% —-2x-12

2x° +10x* +8x° —12x? +16x + 48

=2x* +10x +12y el residuo es 0
x® —2x+4

2. Siop(x)s(x) y p(x)(x) O p(x)s(x)+t(x)
p(x)s(x) = CO(x) L s(x)=p(x)*q(x)
POO(x) = Cr(x) L t(x)=p(x)er(x)

Sumando miembro a miembro y factorizando se tiene:

s()+t(x)= p(x)+fa(x)+r(x)]  de donde  p(x)js(x)+t(x)

O>O=2030MEOrr >
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EJEMPLO 2.13
Sean p(x) =2x*-x*+6, s(x) =2x°® —x’ —4x®> +8x* —12x

t(x) =2x> +9x* -5x* +6x +30

Se aplica la propiedad:
St (2x* =x®+6) | (2x* -x' —4x® +8x* -12x) vy

Si (2x* =x*+6) | (2x° +9x* =5x° +6x+30)

Entonces:
(2x* =x*+6) | [(2x® =x" —4x® +8x* —12x)+(2x® +9x* —5x* +6X +30)]

luego, (2x* =x*+6)| (2 -x" -2x® +17x* -5:3 —6x+30)

La demostracion se hace efectuando las operaciones asi:

O
P
=
R
A
c
I
O
N
=
S

2x% —x" —4x° +8x* —12x

=x*-2x vy elresiduo es 0
2x* -x*+6

2x° +9x* —5x® +6x + i
X 9x X 6x +30 =X+5 y elresiduoesO

2x* =x* +6

8 7 5 4 3
2X7 =x' =2x” +17x7 —-5x” —-6x +30 .
=x* -x+5 vy elresiduoes0

2x* =x*+6

3. si p(xa(x) O  p(x)a(xd) t(x), Dt(x)

pOx)a(x) = Tk(x) L qt(x)=p(x)*k(x)

Se multiplica los miembros de la igualdad por t(x):

g+ t(x) = [pOO) kO] t(x) = p(x)* [k(x)+ t(x)]
y de aqui resulta que p(x)|q(x)- t(x) Ot(x)

Las propiedades anteriores pueden generalizarse, asi:

Si p()a(x) Yy p()a(x)  y...y  p(x)a,(x) O

POX)|d(X)* ,(X); POX)a ()t (x); oo (XA, (X)* t,(X)

Or>XTO-230MOC >
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y de aqui: p(x)

iqm t(x),  Ot(x)

EJEMPLO 2.14
Sean p(x) =x® +x+5, q(x) =4x® +2x* +18x-10 vy t(x)=x> +5x-1

Se aplica la propiedad:

Si (x* +x+5) | (4x° +2x* +18x-10)

Entonces:

(x? +x+5) | [(4x® +2x? +18x~10)+ (x* +5x —1)] luego,

(x? +x+5) | 4x® +2x° +38x* —4x® +88x? —68x +10

La demostracion se hace efectuando las operaciones asi:

4x3 +2x2 +18x —-10

=x*-2x vy elresiduo es 0
X +x+5

6 5 4 _ 23 2 _
AXT +2x7 +38X” —4x” +88x” —68x+10 _ 4 5 5 o042 _14x 42

X2 +x+5

y elresiduoesO

4. Todo polinomio p(x) es divisible por q(x) = ¢, Oc constante #0.
Sea p(x) =a, +ax+a,x* +...+ax" y q(x)=cz0

—relpl - [ao ﬁ ﬂ nD
p(x)=c [c p(x)] CEE+CX+...+CX H
5. Si p(x)|q(x)=» [1(x) O qg(x)= p(x)et(x) reemplazo:

a(%) sc p(x) [ ()]0 ¢+ p(x)a(x)
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2.2.7 Minimo comun multiplo de polinomios

El minimo comun multiplo de polinomios se encuentra mediante la factorizacién
completa de cada polinomio y la formaciéon de un producto de los diferentes

factores, tomando cada factor con el exponente mas alto.

EJEMPLO 2.15

Calcular el M.C.M. (x* = x?, x* + 2x + 1]

Solucién:
Seap(X) = x* = x*=x*(x* = 1) = x*(x = 1)(x + 1) y
q(x) = x>+ 2x + 1 = (x + 1)

Los diferentes factores obtenidos son: x%, (x — 1) y (x + 1). Se toma cada factor con
el exponente mas alto; de esta forma:
M.C.M. [p(¥), G(x)] = X*(x — 1)(x + 1)*

EJEMPLO 2.16

Calcular el M.C.M. (X2 Y234y K 2Xy+y2)

Primero se factoriza cada polinomio:

X2 —y? = (x +Y)(x-Y)

XY= (x+y) = xy +Y)

X% —2xy + y* = (X + y)(x + y) y luego se aplica la definicién:

M.C.M. (X2 - y2 3 ay3 xZ - axy + yz): (X — y)(X + y)2(x® = xy + y?)

Al determinar el M.C.M., si se presentan factores que son inversos aditivos entre
si, no utilizamos los dos. Por ejemplo, si— (a—Db) figura en una factorizaciony

(b — a) figura en la otra, no utilizamos ambas pues
(b—a)= —(a—Dh).
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2.2.8 Maximo comun divisor de polinomios

Un polinomio monico, es decir con coeficiente director 1, d(x), es llamado el
maximo comun divisor de dos polinomios no nulos p(x) y q(x), si y solo si:

1. d(x) es divisor comun de p(x) y q(x)

2. Todo divisor de p(x) y q(x) es un divisor de d(x)

Como en los numeros enteros h, el maximo comun divisor de dos polinomios es

anico y si M.C.D. (p(x), q(x)) =1, se dice que los dos polinomios son primos entre

si.

Para encontrar el maximo comun divisor de dos o mas polinomios, se
descompone cada uno en sus factores primos y se construye un producto con los

factores comunes elevados a la menor potencia.

EJEMPLO 2.17
Calcular el M.C.D. (x* — 4x + 4, 2x* —x — 6, 3x* —12)

Solucioén:

Sea p(x)=x?—4x +4 = (x—2)?
q(x)=2x* —x — 6 = (x — 2)(2x + 3)
g(X)=3x* =12 = (x — 2)(x + 2)

El Gnico factor comun a los tres polinomios es (x — 2) y su menor potencia es 1.
Entonces, M.C.D. [p(x), q(x), g(X)] = (x — 2)

Otra forma de calcular el maximo comun divisor de dos polinomios no nulos es a

través de las divisiones sucesivas:

p(x) = q(X).t(x) + r(x) grado de r < grado de q
g(x) = r(x).t2(x) + ra(x) grado de r; < grado de r
r(x) = ry(x).t2(X) + ra(x) grado de r, < grado de r;
2(0) = T2(0)-ta(X) + 1o(X) grado de r, < grado de rn.

Mn-1(X) = (X).th+1(X) + 0
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El dltimo residuo no nulo r,(x) es el M.C.D. (p(x), q(x)).

El desarrollo anterior indica que:
M.C.D.(p,q)=M.C.D.(g,r) =M.C.D. (r, r1) =.... = M.C.D. (rp-1, I'n) =

EJEMPLO 2.18

Calcular el M.C.D. (x* + 3x® + 5x% + 4x +1, x* + 2x3 + 3x? +2x).

Solucién:

Seap(x) = x*+3x°+5x° +4x+1 y q(x) = x* + 2x° + 3x% +2x

x* +3x3 +5x% +4x+1

-x* =2x3 -3x% - 2x

x* +2x3 +3x2 +2x

x® +2x% +2x+1

x* +2x% +3x2 +2x

-x* =2x3 -2x? —x

1

x® +2x% +2x+1

X% +X

X2 +2x2% +2x+1

-x3-x2

X% +2x+1

-x% =X

X+1

-X" =X

X

+ X

X+ 1

X+ 1

El dltimo residuo nonuloes (x + 1) @ M.C.D. [p(x), q(X)] = (x + 1)
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2.3 ALGORITMO DE LA DIVISION

Como en la aritmética, aplicamos el algoritmo de Euclides, a=hbqg +r
donde 0<r<b. En este caso, se tiene en cuenta el grado de los polinomios. Es
decir:
Sean a(x) y b(x) polinomios con b(x) # 0. Entonces existen polinomios q(x) y r(x)
gue cumplen con:

a(x) = b(x)e g(x)+ r(x) donde r(x)= 0(x) O bien gr(r) < gr(b)

Cuando r(x) =0 0 a(x) = b(x)*q(x) y b(x) es un factor de a(x). Se dice que a(x)

es divisible por b(x).
Dividir 8x* —2x® + x— 4 entre 2x + 1

Utilizando el algoritmo de la division se procede como sigue:
» Se ordena dividendo y divisor segun potencias descendentes de una
variable y se divide el primer término del dividendo por el primer

término del divisor. Se obtiene el primer término del cociente 4x°.

8x =23 +x—-4 | 2x+1

43

> Se multiplica el primer término del cociente (4x%), por cada uno de los
términos del divisor y el producto, se coloca debajo de los correspondientes

términos del dividendo, pero con signo contrario.

8x*—2x3+x—-4 | 2x+1

-8x* —ax® 4x3

» Se suma los términos del producto anterior con los correspondientes del

dividendo y baja el término siguiente del dividendo.
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8x'—23+x-4 2x + 1

- 8x% — 4x3 4x°3

6x° + X

» El residuo obtenido se divide entre el primer término del divisor y se repite

el proceso. El segundo término del cociente es: —3x°.

8x'—23+x-4 | 2x+1

-8x* — 4x® 4x3 — 3%?
0 -6xX+x
6x>+  3x°
X + 3x2

» Asi sucesivamente se halla cada término del cociente

OMZ20-—0X>»2O3M™TVO

8x*— 23 +x- 4 2x+ 1
- 8x% — 4x3 4%3 - 3x% + %x
0 —6x3+x
6x° + 3x°
X+ 3x° -4
- 2x—3x2
2
—ix -4
2

» Se halla el ultimo término del cociente, al dividir el ultimo residuo por el

divisor.

Se considera terminada la operacion cuando el residuo es 0 6 el grado de

este es menor que el grado del divisor. Luego:
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8x*— 23 +x— 4 2x + 1
- 8x* — 4x° ad—3+ Sx- L
2 4
0 -6x+ X
6x° + 3x°
X+ 3x° -4
- éx—3x2
2
—lx -4
2
1 1
+Ix o+
2 4
_15
4

Para verificar que la division esta bien realizada, basta observar que:
a(x) = b(x) = q(x) + r(x) donde gr(r) < gr(b)

Esdecir: 8x*— 2x®+x— 4= 14x*-3x* + %x— %)'(2x+1)+(—%)

TEOREMA 2.1 Teorema del residuo

Si p(x) es un polinomio de grado n > 1, entonces el residuo de dividir p(x) entre

(x — c), es p(c) donde c es una constante cualquiera.

DEMOSTRACION:
Seap(x) =ap+ aix + axx’+.. +ax" dondea, Z0y x O TO X O T,
p(c) = ap+ aic + axc?+. . .+ a,c"  Asi que:

p(X)—pc) =ar(x—c) +a, (}X*=c?) +...+a, (x"=c".

Ahora x*—c?=(x—c)(x + C)
x> — ¢ = (x = c)(x* + xc + c?)

X"—c"=(x—c)(X"t+ x"2c+ ... c™Y
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se saca factor comun ( x —c) y se tiene:
p(x) — p(c) = (x—rc).q(x), donde gr(g) =n—-1 Por tanto,
p(x) —p(c) =(x—c).q(x) +p(c)

Nota: De aqui se puede concluir que un polinomio p(x) tiene como factor a
(x-c) = p(c)=0

Basta ver que si p(x) = (x—c)*q(x) U p(c) = (c —c)* q(c) y por tanto:
p(c) = 0.

X" +a" =(x +a) o(x"T +x"2(-a) +x"*(-a)® +...+(-a)"")

TEOREMA 2.2 Teorema fundamental del algebra

Todo polinomio p(x) de grado n = 1, p(X) = ap + aix + axx* +. . .+ ax" donde
an # 0; en cualquier campo numerico, tiene por lo menos una raiz (o cero). (real o
compleja). Para encontrar los FACTORES DE UN POLINOMIO, se utiliza este

teorema.

Teorema: Todo polinomio p(x) = ag+aix+axx’+. . .+ ax"z donde a, # O, de
grado n =1, tiene exactamente n ceros (0 raices), y siempre puede expresarse
como el producto de n polinomios de grado uno. Es decir:

sici, i=1, 2, 3... nson los ceros de p(x).

Entonces p(X) =a, (X —C1) (X —C2) ... (X —Cp).

DEMOSTRACION:

p(x) tiene por lo menos un cero c; por el teorema fundamental [
p(x) = (X — c€1). g1(x) donde gr(gy) =n-—1.
gi1(x) tiene por lo menos un cero c,, teorema fundamental [

g1(X) = (X = ¢2). g2(x) donde gr(gz) = n — 2.

Asi sucesivamente hasta encontrar gn(x) tal que gr(g,) =n—-n=0.
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Es decir, g, es una constante. Reemplazando en la expresion p(x) tenemos:

p(X) =a, (X—c1) (X—C2)(X—C3) ...(X—¢Cp), an *# O

Ahora se prueba la unicidad: tomamos un cero arbitrario ¢ y construimos
p(c) = 0.

p(c)=an(c—ci)(c—cy)(c—cC3) ...(c—cp). perop(c) =0y a, #00
¢ debe confundirse con alguno de los ceros ya encontrados. Luego
p(c)=a, (X—c1) (X—c2)(x—cC3z) ...(X—=¢cpn) an % 0.

2.4 FRACCIONES ALGEBRAICAS

Una fraccion algebraica 6 expresion racional es el cociente de dos polinomios, con

tal que el denominador no se anule.

OMZ0-—0>X>»23mmUvO

Las operaciones mas importantes en el manejo de expresiones racionales son:

2.4.1 Simplificacion de fracciones algebraicas

Principio bésico: a - a parac #0:
bc b

Si se divide el numerador y el denominador de una fraccion por la misma cantidad

distinta de cero, el resultado es otra fraccion igual a la dada.

X% =5x +6

A manera de ejemplo tenemos: simplificar —;
X“ —4x+3

x* =5x+6 _ (x=3)(x-2) _x-2

> se descompone en factores el numerador y el
X =4x+3 (x-3)(x-1) x-1

denominador con el fin de encontrar factores comunes. Posteriormente se los

elimina.
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2.4.2 Sumay resta de fracciones
Para sumar y restar fracciones algebraicas se tiene en cuenta dos casos:

a. Con igual denominador

. . . a b -
Para cualesquiera expresiones racionales —y— para las que c es distinto de
c'c

cero. +

oo

b a+c a b _a-b
C c cC C

EJEMPLOS 2.19

x* -2x° -15 6x> —x+3 _x* -2x* -15+6x° - x+3

O
P
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1. =
3x°> —4x+1  3x° —4x+1 3x° —4x +1
4 Av? —y —
=X ?X x~12 Sumando los numeradores
3X” —4x+1
L 5 4x° —=x? +8x+5 x-2 _4x° -x® +8x +5-(x-2)
' X+3 X+3 X+3
G _4x% X% +8x+5-x+2
E X+3
X% +Tx+
B _ A TX A IXHT Restando los numeradores
X+3
a®-3a 8a® +15a
A 3 aiaii3 Taieal
2a®-a*+3 -2a’+a’-3
C Cuando un denominador es el inverso aditivo de otro, primero se multiplica
. -1 . , .
A una de las expresiones por e Esto nos proporcionara un denominador
S comun. Asi:
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a’-3a N g8a’+15a _ a’-3a N 8a’+15a -1
2a®-a’+3 -2a*+a’-3 2a*-a’+3 -2a*+a*-3 -1

Multiplicando por —

a® -3a +—8a3—15a
2a®*-a*+3 2a’-a’*+3

_a’ -3a-8a°-15a
2a° -a*+3

_a°-8a’-18a

233 13 Sumando los numeradores
a’—-a” +

b. Con distinto denominador

Cuando se suma 0 se resta expresiones racionales con denominadores

O
P
=
R
A
c
I
O
N
=
S

distintos que no son inversos aditivos uno del otro, primero se debe encontrar el
Minimo denominador comun 6 M.D.C. El M.D.C es el minimo comun multiplo
(M.C.M.) de los denominadores. (Estudiado en la seccién 2.2.7). Si no es

posible encontrar el M.D.C se suma

., a ¢ ad+bc
normalmente, asi;: — +—= )
b d bd
EJEMPLOS 2.20
_ 2
1. Sumar 2a 1+ a

a+3 12a-1
Como no es posible encontrar el M.D.C, tenemos que:

2a-1 a’ _ (2a-1e(12a-1)+a’«(a+3)
a+3 12a-1 (a+3)(12a-1)

_(24a® —2a -12a +1) +a’® +3a’
12a* —a+36a-3

_ 24a® -14a +1+a’+3a’°
12a® +35a -3

_a*+27a’ -l4a+1
12a* +35a -3

OO O0MOC >
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2y+1 y+3
y? -7y+6 y*-5y-6

2. Reducir

Se descompone en factores los denominadores:

2y+1  y+3 _ 2y +1 3 y+3
y>?-7y+6 y*-5y-6  (y-6)(y-1) (y-6)(y+1)
2y +1 .y+1_ y+3 .y—l

T (y-6)(y-1) y+1 (y-6)(y+1) y-1
_ (2y+1)(y+1)-(y+3)(y-1)
(y=6)(y-1)(y+1)

_ 2y* +3y +1-(y® +2y-3)
(y=6)(y-1)(y+1)

_ 2y* 43y +1-y* -2y +3)
(y=6)(y-1)(y+1)

_ y: +y+4

(y=6)(y-1)(y+1)

Se halla el M.D.C.

2.4.3 Producto y cociente de fracciones algebraicas

Al igual que en la operatoria de numeros racionales se aplica las mismas reglas
para la multiplicacion y la division (Ver capitulo |, seccion 1.2.4.2):
ac a ¢ a

c = C
b d d b d bc

Cuando a, b, c y d son polinomios se aconseja descomponerlos en factores,

cuando sea posible; asi el resultado se puede obtener de manera mas facil.

Algunos ejemplos para ilustrar este caso serian:

a?-b? b
4a a+b

1. Multiplicar

Aplicando la regla se tiene:

a’-b*> 2b _ (a-b) (@a+h) 20 _(a-b)(a+h)(2b) _a-b
4  a+b ab a+b 4b(a +b) 2
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o x2+3x+2;x2—1
2. Dividir W2 _x—2 x-1

Aplicando la regla se tiene:

X2 +3x+2 _ x*+1_ (x+h(x+2)  x-1
2 —x—=2  x-1 (x=2(x+) x2_1

_ (x+D(x+2)(x-1)
T (x-2)(x +)(x% -1)

_ X+2
C(x=2)(x+1)

2.4.4 Fracciones compuestas

Son expresiones que contienen adicidn, sustraccion, multiplicacion, division de tal

manera que pueden combinarse de varios modos. Hay fracciones compuestas que

OmMmZ20-=-0XXr20mMTO0

tienen en sus numeradores y denominadores sumas de fracciones; para este caso
se simplifica el numerador y el denominador de manera independiente y luego se
efectuara la division. Si existen dentro del numerador o denominador varias
fracciones compuestas, se comienza por resolver fracciones simples desde la

parte inferior hasta la parte superior.

EJEMPLOS 2.21

1 1
+

Xx+1 x-2

1. Simplificar - 2

x—-1 x+1
(x=2) +(x+1)
(x+1)«(x-2)
(x +1) +(2x - 2)
(x=1)«(x+1)

Solucién: Se resuelve las sumas tanto en el numerador

como en el denominador

(x=2) +(x +1) 2x -1
x+Ds(x-2) _ (x+D(x-2) _ @x=Dx-D)(x+1)
(x +1) +(2x-2) 3ax-1 (Bx —1)(x +1)(x-2)

A
L
G
=
B
R
A
I
C
A
S

(x=1e(x+1) (x =1(x+1)
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_ (2x-1(x-1)
T (Bx-D(x-2)

x+1 _ x+1 _  x+1
L X2 _x X+ 2 _X_x+2
2X + X 3
2X 2

Solucion:

_ X+1 _ X+1
X_2(x+2) 3X=2X=4+1  x+1
3 3 §x—x+2 1x+2
_3(x+1) 2

3 3
X—4 = =
2 2

O
=
=
R
A
c
|
O
N
=
S

2.5 EXPRESIONES CON EXPONENTES Y RADICALES

Al igual que en los numeros racionales y reales se puede aplicar las leyes de los
exponentes a las expresiones algebraicas. (Ver capitulo |, seccion 1.2.4.6)

EJEMPLOS 2.22

(P(NMe (PO =(pEY)MHN: (2x+1)° « (2x +1)3 =(2x +1)8
e =oy™ [ +1°f = +2)°

p(x) _(pOO)" . O 3x+l [ @k’
| Eq(x)ﬁ’q(x)io‘(q(x»m' @uZ—ng (X2 —x+4)’
- e gl = (p)" = (@)™ [x-12 @[ = (x-1)* (4x*y?)
(p(x))% =a/p(x):  (x* -2x +3)% =x* -2x+3
(p(0)7 =/(POO)™ (2% +x +1)® =3/(2x? +x +1)?

=

N

w

I

o

OXO=2030MEOr >

o
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7. wp()e a() = Wp() + Ya(x):  J(@x+De(x—y) =Vax+1e(x-y)
o P(X) Ozmp(x):‘\l/ 4x+5 _ Yax+5

8. q(x) a9 # Moo | x5-2x 45 _ oy

9. nfu/p(x) = p(x) 4 /(3x +7)* =8/@x+7)? —@3x+7)s
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RESUMEN CAPITULO Ii

Expresion Combinacién de constantes, variables y signos de operacion.
algebraica

Suma infinita de constantes y variables, se denota asi:
Polinomio P(X) = ag + aixX + ax* + asx® +... +ax"+ .... Siendo

a; constantes y x; variables.

Operaciones

Sumar y restar expresiones algebraicas equivale a reducir
términos semejantes.

Para multiplicar expresiones algebraicas se aplica la ley

algebraicas distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicion, pero
teniendo en cuenta signos y exponentes.
Para dividir expresiones algebraicas se aplica el algoritmo de la
division, pero el divisor debe ser no nulo.
Teorema del | Si p(x) es un polinomio de grado n > 1; el residuo de dividir p(x)
residuo entre (X — c) es p(c) donde c es una constante cualesquiera.
O (x+y)"=x"+nx"y+ 2— (n-1)x"2y? + n -y (N-2)x"3y* +.. .+ y"
Productos 0 (X=y) X" X"y + X2+ xy" Ry = X —y"
notables o (X+Y)X"-x"y Xy axy™ Ry = XNy

2 (n 1) (n 2)Xn 3y3 +.. +y

o (x-y)"=x"-nx"ty + g (n-1)x"2y? -

Factorizacion

axt+ay=a(x+y)
a® +2ab+b®* =(a+b)?
a’ -b*> =(a-b)(a+b)

X2 40X +r =(x +a)(x +b) =x* +(a+b)x +ab

a c w0 b E

px? +gx +r =(ax +b)(cx +d) =(ac)x? +(ad +bc)x +bd

LICENCIATURA EN INFORMATICA



O>O=2030MEr >

UNIVERSIDAD DE NARINO

81

Fraccion

Algebraica

Expresion racional es el cociente de dos polinomios, con tal que

el denominador no se anule.

Reg]al_ -E = __a:i
b b -
Regla 2. A =2 mezo
bc b
Regla 3. L
b d bd
Regla4.E + E=ﬂ
b d c
Regla5.i+ 9:84‘0 y E_E:a__b
c c c c c

O
P
=
R
A
c
|
o
N
E
S
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TALLER No. 2

1. Dados Los polinomios p(x) = x* — 5x* + 4 + 8x;

q(x) = 4x* -5
r(x) = 2x* + 5x* — 6, calcular:
a) p(q-r) b) per+2q c) (2p - 5n)+q d)Sp +r

2. Efectuar las siguientes operaciones:
a) (%+ 2x?+3x)*(5x-3)

b) (X3n+2Xn+yn).(X5n _3Xn)

O
=
=
R
/\
C
I
O
N
=
S

c) (X" +2x"y"+ y*)e (3x*" +5x7" —gxy”)- (x" +4)

3. Mediante el algoritmo de la division, determinar el cociente y el residuo de
dividir:
a) 2x* —x® -18x* +7 entre (x +3) y (x —3)
b) 7x* -20x*> +8x—3 entre (x+2)
c) 14x° —27yx* +21y>x® —=3y°x? —4y*x entre (2x* —2yx +2y?)
d) Determinar m, n, p para que el polinomio:

p(x) = x° =2x* =6x° +mx® +nx+ p

4. Factorizar las siguientes expresiones:

a) 24y*x — 40x? b) a®-2ab +a*-9 c)8a’+40a+5
2 Y

d) (x + 6)° e) 4x° —25x6y4 ; (x—-12) +33/
2X +5xy X+(y-12)

5. Hallar el M.C.M. de los siguientes polinomios:
a) {2x,x2 -1,x +1} b) {x2 -4,2 - X, X +2}

OXO=—2030MOr >
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O
5
E
R J
L
c
I
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N
E
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6. Efectuar las operaciones indicadas y simplificar hasta donde sea posible:
X _ Y

2_ —
2 Ez_ 35+85Ex24i2 i1% R
x-2 x*+80 X ey Y
x? -9 X+5 x—-3 x? +3
O B Do SH g :
—-4x [X°+2x-150 [X“ —-2500 3X—5+4X -8x+1
3x* +5
(a+b)*-36 a*-+ab-6a B>_<—2x+1
e °
) (a-b)+6 (a-6)%+b? " BEx+s B
1
H |ey+5* |
O 4 O
g VY g g
g O y-1 0 h D X*ty+3 D
O +2 0 2 U
dyz +6y)2+Y4 0 %/8Xey3 --“ 5
0 0 O Xy O
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CAPITULO 1
ECUACIONES E INECUACIONES

Muchos problemas de la vida cotidiana requieren identificar los valores de
ciertas cantidades cuando se conoce otras. Si se plantea una igualdad, se
tiene una ecuacion. De lo contrario estamos frente a una inecuacion; por
tanto, hay ecuaciones algebraicas, trigopnométricas, exponenciales, etc. En
este capitulo se considera las ecuaciones e inecuaciones algebraicas de

grado uno y superior, todo dentro de los numeros reales T.

LA ECUACION: Una ecuacion plantea que dos expresiones algebraicas
son iguales. Se refiere a las expresiones algebraicas como el lado izquierdo
y el lado derecho de la ecuacién. EIl objetivo es encontrar valores de la
incognita para los que la ecuacion es verdadera. Estos valores se llaman
las soluciones o raices de la ecuacion. Asi, pues, 5 es una solucion de la
ecuacion 2x-1= 9 porque 2(5)-1=9

Entre ecuaciones e inecuaciones se pueden clasificar como Lineales y No
lineales. Las lineales son de la forma ax + b = 0, donde a, b son
constantes y x la incognita, que sera un numero real; las no lineales son de
la forma:

ap+ aX + ax>+axx>+...+ax"=0 ,donde a, son constantes y X" la

incégnita.
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3.1 ECUACIONES LINEALES

Sobre los dominios de las variables:

A menos que se establezca lo contrario, se supone que el dominio de una variable
es el conjunto de aquellos numeros reales para el cual las expresiones algebraicas
que implican la variable son nUmeros reales.

(Ver capitulo Il. Operaciones algebraicas)

Por ejemplo, el dominio de la variable x en la expresion 3x - 2 es el conjunto de

todos los numeros reales T: 3x - 2 representa un numero real para todos los

reemplazos de X por nimeros reales.

El dominio de x en la ecuacion es el conjunto de los numeros reales

x|~
1IN
w

X
excepto 0 y 3. Estos valores se excluyen, ya que el miembro izquierdo no esta
definido para x = 0 y el miembro derecho no estd definido para x = 3. Los
miembros de la izquierda y derecha representan nimeros reales para todos los

otros reemplazos de x por nUmeros reales.

El conjunto solucién de una ecuacién se define como el conjunto de los
elementos en el dominio de las variables que hacen que la ecuacién sea
verdadera. Cada elemento del conjunto solucion se denomina solucién, o raiz de

la ecuacion.

Una ecuacion se llama identidad si la ecuacion es verdadera para todos los
elementos del dominio de la variable. Se llama ecuacion condicional si es
verdadera solo para algunos valores del dominio. Asi,

5 5
x?=3x  x(x-3)

2X-4 =2(x-2) vy xLO, xL3

son identidades, ya que ambas ecuaciones son verdaderas para todos los
elementos de los respectivos dominios de sus variables. Por otro lado, las

ecuaciones:
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3x-2=5 y izi xLO, xL1
x-1 X

son ecuaciones condicionales, vasta ver que ninguna de las ecuaciones es

verdadera para el valor 2.
Ademas, hay ecuaciones Complejas, que tienen expresiones racionales en su
numerador, denominador o en los dos, las cuales, es necesario representar como

una expresion racional simple.

a) Resolver una ecuacion con més de una variable.

OMZ20-=—0>COmMm

Con frecuencia se encuentran ecuaciones que implican mas de una variable.

Por ejemplo, si k y p son la longitud y ancho de un rectangulo, respectivamente,

m

su area se determinara por A =kp .

Fig. 3.1 Arearectangulo

De aqui se puede despejar k 6 p:
Para resolver por p, simplemente se considera que A y k son constantes y p es
la variable.

p="
k

b) Estrategia para resolver problemas con literales.
La mayoria de los problemas practicos pueden ser resueltos por métodos
algebraicos, pero no hay un método que funcione para todos. Aqui le
presentamos una estrategia que le ayudara a enfocar la solucion.
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1. Lea el problema cuidadosamente (varias veces, si es necesario) hasta que
entienda el problema; es decir, hasta saber qué se quiere encontrar y con
gué datos se cuenta.

2. Represente una de las cantidades desconocidas con una variable, por
ejemplo x, e intente representar todas las otras cantidades desconocidas
en funcion de ella. Este es un paso importante y se debe realizar con
cuidado.

Dibuje figuras o diagramas, identificando la incognita y las partes conocidas.
Encuentre las férmulas que relacionan las cantidades conocidas con las
incognitas.

5. Forme una ecuacion que relacione las incégnitas y datos conocidos con el
planteamiento del problema.

6. Resuelva la ecuacion y escriba las respuestas de todas las preguntas
planteadas en problema.

7. Compruebe e interprete todas las soluciones en términos del problema
original (no sélo la ecuacién encontrada en el paso 5), porque se pudo
haber cometido un error al establecer la ecuacion en dicho paso.

3.1.1 Inecuaciones lineales

Una inecuacion lineal equivale a una ecuacion lineal pero cambiando el signo de
igualdad por signo(s) de desigualdad. (< menor que, > mayor que, < menor o igual
gue, = mayor o igual que).

Estas se resuelven de la misma forma que las ecuaciones antes vistas. Como en
las ecuaciones, dos inecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto
solucion.

A. PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

1. Si a<b y b<c,entoncesa<c. Enefecto: a<b@b-a>0y b<c

@c-b>0 @ (b-a)+(c-b)>0 @ c-a>0 @ a<c.
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Si a<b,entoncesa+c<b+c

Si a<b,entoncesa-c<b-c

Si a<b, entoncesa-c<b-c, c>0
Si a<b, entonces a-c >b-c, c<0
Si a<b, entonces a/c <bl/c, c>0

N o ok~ oD

Si a < b, entonces a/c > b/c, c < 0. Veamos:

a<b@b-a>0 y c<0@(c)>0 @ b-a) o523 P,gp 250
—-C cC C C C

8. Si a<b y c<d, entonces a+c<b+d
9. Si ab>0, entonces (@a>0y b>0) o (a<0y b<0)
10.Si a#b, entonces a + b >2ab

Resolver una inecuacion es encontrar su conjunto solucion. Dos inecuaciones son
equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion para un conjunto de reemplazo
dado. Como con las ecuaciones, se realizan las operaciones sobre las
inecuaciones que produzcan otras desigualdades equivalentes mas simples, y se
continta el proceso hasta llegar a una inecuacion cuya solucion sea obvia. Para
producir inecuaciones equivalentes, se utlizan las propiedades de las

inecuaciones.
El conjunto solucién para una inecuacion es el conjunto de todos los valores de la
variable que la hacen verdadera. Cada elemento del conjunto solucion se conoce
como solucién de la inecuacion.
Los siguientes ejemplos ayudan a entender mejor:
EJEMPLOS 3.1
1. Resolvery comprobar el resultado de 3x -9 =7x + 3
Solucion.
Utilizando las propiedades de igualdad tenemos,

3X-9=7x+3 O 3x-7x=3+9
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-4x =12
X=-3

comprobamos: 3(-3)-9=7(-3) + 3

-18 = -18 lo que hace verdadero el enunciado.

2. Resolver y comprobar el resultado de 2(2x + 3) - 10 = (3x + 7)5

Solucién.
22x+3)-10=(3x + 7)5
4x+6-10=15x+35 [0 4x-15x=35+4
-11x =39
)
11

Comprobacion:

OMZ20-=—0X>COmMm

m

2(2(—%) +3)-10= (3(—%) + 7)5, lo cual da como resultado:

200 200 . .,
_F = _H , demostrando asi la solucién correcta.

3. Encuentre 4 enteros pares consecutivos de manera tal que la suma de los 3

primeros exceda al cuarto en 8.

Solucion.
Sea x el primer entero par, entonces
X X+2 X+4 y X+6
representan 4 enteros pares consecutivos, comenzando con el entero par X.
(recuerde que los enteros pares aumentan de 2 en 2). La frase "la suma de
los 3 primeros excede al cuarto en 8" se traduce en una ecuacion:
Suma de los 3 primeros = cuarto + excedente
X+(x+2)+(x+4)=(x+6)+8

3X+6=x+14
2x =8
X=4
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Luego los 4 enteros consecutivos son 4, 6, 8 y 10

Comprobacion: 4 +6+8 = 18 suma de los tres primeros

-8 excedente

10 cuarto

EJEMPLOS 3.2

1. Hallar el conjunto solucién de 3x + 2 <2x + 4 y representar graficamente.

OmMmZ20-0>x»CcoOom

5 T T >
Solucion: 1 0 1 2
3X+2<2x+4 Fig. 3.2 Intervalo solucién

3X <2x+ 2 sumando -2 a ambos miembros

1

X<2 sumando -2x a ambos miembros

Por tanto, el conjunto solucion es S={xuT/x <2} =(-», 2)

Comprobacion:

Tomando un valor menor que 2, para el caso se toma el 1,

31)+2<2(1)+4

5 < 6, verificando asi la respuesta; de otro modo se comprueba tomando un
valor mayor que 2. Tomando el valor 3 se tiene,

33)+2<2(3)+4

11 <10, lo que hace falsa la igualdad y verdadera la solucion.

2. Hallar el conjunto solucion y representarlo graficamente 5x + 12 <8x - 3

Solucién:
L
< S —
15 = 3x Fig. 3.3 Intervalo solucion
X 25

|
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Comprobacion:

Tomando un valor mayor o igual que 5, para el caso se toma el 5,

5(5) + 12 < 8(5) - 3

37 < 37, se verifica asi la respuesta; de otro modo se comprueba tomando un
valor menor que 5. Tomando el valor 4 se tiene,

5(4)+12<8(4)-3

22 <29, lo que hace falsa la igualdad y verdadera la respuesta.

3. Hallar el conjunto solucion de la inecuacién (2x + 5)(x - 3) >0

Solucién:

OMZ20=0O0X>COm

Segun propiedad (9), sia-b >0, entonces (a>0y b>0) 6
(a<0 y b<0), entonces se tiene que:

m

[2X+5>0 [2X+5<0
(+9k-3>0 °%’—3>o O o %—3<o 1)
Por tanto,
o g
(2x+5X-3)>0 = %>3 @ o %<3 v
s =

Los valores de x que satisfacen simultaneamente las desigualdades (lll) son:
A={xuT|x > 3}=(3, ).

Los valores de x que satisfacen simultaneamente las desigualdades (IV) son:

A={xuT|x < g}:(-w,-g).

Por tanto el conjunto solucion de (2x + 5)(x - 3) > 0 es: la union de los dos

|
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intervalos obtenidos:
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S={xuT|x< g 6 x> 3}= (-°°,-§)Z(3, %)
Graficamente tenemos:

= i} rd

R
<43 -2 1 0 1 2 3

Fig. 3.4 Intervalos solucion

Comprobacion:

: 5
Tomando un valor dentro del intervalo (-, -E). Para el caso se tomaraa -3,

OmMmZ2O0-—0>xCoOom

(2(-3) +5)((-3) - 3) > 0,

6 > 0, se comprueba que es verdadero; comprobando con un valor entre (3, =),
se tiene. Para x =4.

(2(4)+5)(4-3)>0

13 > 0, haciendo verdadera la respuesta.

m

5 .
Ahora tomando un valor entre [-E , 3], entonces para x = 3, se tiene:

(2(3) +5)(3-3)>0

0 > 0, resulta una incoherencia. Por lo que queda comprobada su respuesta.

Un método alternativo para encontrar la solucion de la inecuacion:
(2x + 5)(x - 3) > 0 es el siguiente:
a) Se representa graficamente cada uno de los factores de la inecuacion.
b) Observamos los valores de x que hacen que el producto sea positivo, 0 bien
porque ambos factores sean positivos 0 ambos negativos.
c) Se representa en una recta numérica el conjunto solucion. Asi,
2x +5 >0 para todo los valores x > -5/2
2x+5<0 paratodos los valores x <-5/2
X -3 >0 paratodos los valores x> 3

X - 3<0 paratodos los valores x <3
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2Xx+5>0

| I
<4 3 2'44 0 1 2 3 4

=52
—————————————————————————— e
| I | | | | | I |
x-3>0 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
i i 2k sk . s s . s i Bl . s i s O
I I [ 4 | | | ] I

4 3 2.1 0 1 2 3 4
|

(2x-5)(x - 3)>0 -5f2
Fig. 3.5 Intervalos solucién

4. Resolvery graficar: -3<4-7x<18
Solucion de una doble desigualdad.
Como antes, excepto que se intenta despejar x en la parte de en medio con un
coeficiente de uno:
-3<4-7x<18 [
-3-4<-7x<18-4
-7 <-7x<14
1=>x>-2 Dividiendo cada miembro entre -7

lo que significa que el conjunto soluciones: S={xuT | -2<x £1}=(-2,1]

Fig. 3.6 Intervalo solucion

Comprobacion:
Tomando un valor del intervalo (-2, 1], para el caso se toma a 0, entonces,
-3<4-7(0)< 18

3 <4< 18, se observa que si cumple con la desigualdad.

LICENCIATURA EN INFORMATICA



m

|

N
=
c
U
A
C
|
(@
N
=
S

OMZ2O0-0XxrCcoOm

UNIVERSIDAD DE NARINO . 95

ECUACIONES CON FRACCIONES.

En este caso, las constantes o coeficientes de las variables son numeros

fraccionarios. (Ver capitulo IlI, seccion 2.4)

Ejemplo: 1x +3= ’
2 2

La forma mas usual y rapida de resolverlas es mediante el uso M.C.D., el cual
multiplica a cada lado de la ecuacion para eliminar las fracciones.
(Ver capitulo II, seccion 2.2.7).

Solucién del ejemplo anterior:
Como MCD(2,1) = 2, basta reducir a comun denominador:
X+6=7,entoncesx =1

Comprobacion: %(1) +3 :%, g = g hace verdadera la respuesta.

También se puede encontrar algunas ecuaciones que tienen variables en el
denominador de la fraccion y que se pueden transformar en ecuaciones racionales

simples.

EJEMPLOS 3.3

1. Resolver Zx+g=§x
5 9 7

Solucion:
Como MCD(5,9,7) = 315, entonces:

7 2 6
315(=x +—=) =315(=x
(5 9) (7 )

entonces 441x + 70 = 270x de lo cual

171x =-70
s
171
Comprobacion: Z(—_70)+§:§(—_70)’ obteniendo _20__20
51717 9 7171 57 57
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+
2. Resolver 2X 3=£
5x-1 2
Solucién:

. . - 1
La ecuacion no esta definida para x = =

Como MCD (5x - 1) = 2(5x - 1), entonces
2(2x+3)=5x-1 0 4x+6=5x-1

OmMmZ20=0X>rCcoOm

X=7
., 2(7)+3 _1 . 1_1
comprobacion: == asique ===
57)-1 2 2 2
3. Resolver y comprobar X -3= 1
X+3 X+3

Solucién:

m

Se reduce a comun denominador (x + 3)

(x +3)(% ~3) = (x +3)(%)

5x -3(x+3) =1
5x-3x-9=1
2x =10
X=5
comprobamos: 50) -3= L

(5)+3 = (5)+3

lo que hace verdadero el enunciado.

|~
@ |

3.1.2 Inecuaciones con fracciones

Al igual que en las ecuaciones con fracciones, se debe reducir al minimo
denominador comun (M.D.C.). A manera de ilustracion se resuelve la inecuacion

2)(_3+622+4?X

|
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Solucién:
Como M.D.C.(4,3) = 12, entonces:
2x -3
4
3(2x-3) + 72 2 24 + 4(4x)
6Xx -9+ 72224+ 16x
-10x =2 -39 de donde Xx<3.9

12(

+6) 212(2 +%X)

Asi que la solucion finales S={xuT | X 3.9} = (-=, 3.9]. Y surespectiva

grafica es:
]
[ I T T
o 1 2 3 4 &5 &6 7 8 8§ 10
39
Fig. 3.7 Intervalo solucion
Comprobacion:

Tomando cualquier valor del intervalo (-~, 3.9] y remplazando se tiene, para x=3,

200738 1522+20)

27
" >6, lo cual hace verdadera la respuesta.

Como en las ecuaciones con fracciones también se puede encontrar algunas
inecuaciones que tienen variables en el denominador de la fraccion y que se

pueden transformar en inecuaciones racionales simples.

EJEMPLOS 3.4

1. Resolver y graficar —5_33)( +1<4—§
Solucioén:
Como MCD (3,2) = 6, :
entonces il i R R PR PR TR S

Fig. 3.8 Intervalo solucion
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6(-

> '33X) +6() <6(4) ~6())

2(-5+3x) + 6 <24 -3x
-10+6x+6<24-3x 0 9x<28
28

X< —

Comprobacion:

. 28
Se toma un valor del intervalo ('OO’E ), para el caso se tomara 1,

—5_3(1) +1<4—9
2

OMZ20-=-0>xCcoOom

5 9 -
_§ < > verificando como verdadera la respuesta.

Im

: - : ., 5 3
2. Hallar el conjunto solucién de la inecuacion — < 2
X

Solucién:

. 3
La expresion vale » x # 0. Como 2 es constante, se traspone

0

;—% <0, de donde 204_)(3)( <
La expresion es menor que cero si y soOlo si los signos del numerador y
denominador son contrarios, asi:
a) Numerador positivo y denominador negativo 6 bien
b) Numerador negativo y denominador positivo.

Paraa) 20-3x>0 y 4x <0 Entonces:
20 > 3x x<0

20
X< —
3

entonces, (-w,z—f) N (-0,0) = (-~,0) @ A={xAT/x<0}

Parab) 20-3x<0 vy 4x >0
20 < 3x x>0

|
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X> —
3

entonces, (2—30,00) N (0, ©) = (?,w) @ B={xAT/x> 2—30}

asique: S=AZB={xuT/x< 0 06 x> 2_30}

i FHttttttttt bt
e

I I I i I I I I
8 2 4 0 8 i7 B8 9 10
66
Fig. 3.9 Intervalos solucion

Comprobacion:
Se toma un valor del intervalo (-~, 0) y se reemplaza, para el caso -1.

5 3 . .
~ < Z se verifica su coherencia.

Se toma otro valor del otro intervalo y se verifica, se tomara a 7

5 3 . e
S < 2 se verifica también la respuesta.

También se tomara un valor de fuera de los dos intervalos, como lo es 1.

5 3 " ]
1 < 7 lo cual no es coherente. Verificando totalmente asi la respuesta

correcta.

3. Hallar el conjunto solucion de la inecuacion

220 0

Solucioén:

Como x no puede tomar el valor -5, se tiene una inecuacién condicional.

X-3 [X—-320 [Xx—-3<0

%+5<0 (“)

De ()resulta; x-320 = x23 y Xx+5>0 = x>-5

Entonces el conjunto soluciénde (1) es: S;={xuT | X 2 3} =3, ©)

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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De (Il ) setiene: x-3<0 = x<3 y x+5<0 < x<-5
Entonces el conjunto solucién de (I1) es: S, = { x u’i’| X < -5} = (-, -5)

320 es:
X+5

S=S:1ZS,={xuT|x<-5 o x 2 3}

Por tanto, el conjunto solucion de

Graficamente, tenemos:

Fig. 3.10 Intervalo solucion

OMZ20=0O0X>COm

Encontrando la solucién de (1) por el método alternativo, usando gréficas,

m

tenemos:

x-320 = I rF -+t & & 1 1~

+5> < >
X50\IIIIIIIIIII/

Fig. 3.11 Intervalos solucién

La gréafica indica los valores de x que hacen al numerador positivo, y los

valores de x que los hacen negativos.

Se debe tener en cuenta que una fraccion es positiva si y s6lo si numerador y
denominador, son positivos, 0 ambos negativos: al final se tiene el conjunto
solucion (-«, -5) U [3, «).
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3.2 ECUACIONES CON RADICALES

Son ecuaciones algebraicas que contienen radicales o exponentes racionales. Se

resuelven elevando los dos lados de la igualdad a la misma potencia entera.

EJEMPLOS 3.5

Resolver 2 +3Jx+2 = 2\/5

Solucién:

V2 +3/x+2 =245. Elevando al cuadrado:
(W2+3J/x+2)2=(24/5)2 O  2+3Jx+2 =4(5)

3Wx+2=20-2 0O +/x+2 :% =6 Elevando al cuadrado:

OMZ20-=0X>COm

X+2=36 0 x=34

m

Comprobacién: 2 +334+2 =25
J2+3436 =245
J2+3(6) =245 O
J20 =245

245 =245 Lo que hace verdadera la respuesta.

3.2.1 Inecuaciones con radicales

Se sabe que si x es positivo o cero, entonces \/F =X, pero, SiXx es negativa, se
debe escribir: Vx? =-x.
Por ejemplo  /(-2)* =~«(-2) =2

Por tanto, para cualquier numero real X,

\/X_Z_D( six=0
E—x Si x< 0

|
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Que corresponde a la definicion de el valor absoluto de x.

En sintesis, para cualquier nimero real x, vx* =|x|

3.3 ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO.

_ %)( si x=20
Se sabe que en reales, el valor absoluto se define por: |X| = .
X si x<0

(Ver capitulo I, seccion 1.2.3.4)

Para resolver ecuaciones con valor absoluto se puede utilizar la definicién
algebraica de valor absoluto, antes expuesta, o la definicion geométrica del

mismo; la cual dice asi:

Si a es la coordenada de un punto sobre la recta numérica real, entonces la

distancia desde el origen a a se representa por | a| y se conoce como Valor

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Fig. 3.12 Valor absoluto y distancia

Absoluto de a. Asi que |3| = 3, puesto que el punto con coordenada 3 se
encuentra a 3 unidades del origen. Y | -4| = 4, porque el punto con coordenada -4
esta a 4 unidades del origen.

Ademas, en la solucién de ecuaciones con valor absoluto generalmente se utiliza
las siguientes propiedades.

. _ 0
GEOMETRICAMENTE: < | >

-d d
Paratodod >0 _
Fig. 3.13 Valor absoluto de d

1. |x|=d esequivalentea x=d o x=-d
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2. Paratodoc, d en los reales.

| x - c|=d Significa que la distancia entre xyces d: |c-d, c+d]

Xx-c==xd d d

Xx =+d+ ¢ Luego, (c-d) L (c+d)
X1 =C- d Yy

X, =¢C +d Fig. 3.14 Valor absoluto y distancia

3. |ax+c|=d significa que la distancia entre x y ces d:

ax+c=d o ax+c=-d d d
ax+c==d (d-c)/a c (-d-c)a
ax = +d-c _ _ _
q Fig. 3.15 Valor absoluto y distancia
+d-C
X = entonces,
a
d-c
X1=—— Yy
a
-d-c
Xo =
a

ALGEBRAICAMENTE se puede resumir en dos:
[™=0

ﬁ :d<:>
|X| §=d|]x=—d

% |a= |b|- a=bDOa=-b

|x| 1 si x>0 _
e D= 7 Resultan dos casos. (1) Si x > 0, |x|= x. Luego
X 1 si x<0
M:5:1, 2)Six<0, |-x|=x. Luegoﬂz—fz—l
X X -X X

La relacion entre algebra y geometria es una herramienta importante cuando se
trabaja con ecuaciones que implican valor absoluto. Por ejemplo el enunciado
algebraico |x - 1|: 2 se puede interpretar geométricamente como una

declaracion de que la distancia de x al punto uno es dos unidades.
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EJEMPLOS 3.6

1. Hallar el conjunto solucion de la ecuacion | x| =5
Solucion:
Segun la propiedad (1), se tiene: |x|=5 => x=5 o0 x=-5
Luego, el conjunto solucién es: S = {5, -5}

2. Hallar el conjunto solucién de la ecuacion |x-3|=5

Solucion

Geométricamente | x - 3| es la distancia entre x y 3. Entonces

OMZ20-=0O0X>COm

| x - 3|=5, x es un namero cuya distancia desde 3 es 5.
Es decir,x=3S5=-2 6 8, luego el conjunto solucion es {-2, 8}

m

Comprobacién: para x = -2: para x = 8:
|-2-3|=|-5|=5 = |8-3|=|5|=5=

3. Hallar el conjunto solucién de la ecuacion |2a+1|=a+3

Solucién

Se tiene:

Siza+120 O aZ—% y 2a+l=a+3 O a=2

. 1 4
Siza+1<0 O a<—§ y -2a+1)=a+3 0 a:—g

Luego el conjunto solucién esta constituido por dos puntos

s={-§,2}

|
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[
4 2
3
Fig. 3.16 Solucion grafica

3.3.1 Inecuaciones con valor absoluto

Propiedades de las desigualdades que implican |x| con p>0.

« |x|<p esequivalentea -p<x<p

OmMmZ20=0X>rCcoOm

* |x|sp esequivalentea -psxs<p
« |x|>p esequivalentea x<-p 6 x>p

« |x|zp esequivalentea x<-p 6 x=p

m

Propiedades de las desigualdades que implican |ax+b| con p>0.
« |ax+b|<p esequivalentea -p<ax+b<p

« |ax+b|<p esequivalentea -p< ax+bs< p

« |ax+b|>p esequivalentea ax+b<-p o ax+b>p

« |ax+b|zp esequivalentea ax+b<-p o ax+b=zp

También se tiene que:

¢ alz=a

-« [¥l=[x]*_o

+ x*<a® : -a<x<a : |x|<a

« x*>a® : x<-a 0o x>a : [x]|>a

Ademas, la relacion entre algebra y geometria persiste. Y se sintetiza en la

siguiente tabla:
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Forma (d > 0) Interpretacion Solucion Grafica
Geom.
|x-c|<d La distancia entre x | (c - d, ¢ +d) t i —
cd C |
y € es menor que d
0<|x-c|<d | La distancia entre x (c - d, c)e(c, ¢ + d) t 7 —»
o c ¢+l
y € es menor que d,
pero X # ¢
|x-c|>d La distancia entre X (-«, ¢ - d)e(c + d, ©) | =F ™

y € es mayor que d.

OmMmZ20=0O0X2>COm

También se puede escribir la desigualdad - a < x <b como una desigualdad de
valor absoluto.
El intervalo (-a, b) tiene una longitud o distancia m entre esos dos puntos y su

punto medio k.

Como | x - k| representa la distancia la distancia entre x y k , entonces:

-a<x<b = |x-k|<g

Se ilustra mejor asi:
Escribase la expresion -1 < x <5 como una desigualdad de valor absoluto.
Entonces:

Fig. 3.17 llustracion grafica

Asi que el intervalo (- 1, 5) tiene longitud 6 y su punto medio es 2.
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Esto lo podemos representar como|x - 2|, siendo la distancia entre x y 2,
teniendo asi la representacion:
-1<x<5 « |x-2|<3

a) Desigualdad triangular

Si ay b son nimeros reales, entonces: |a+b|s |a|+]|b|

Demostracion. Se considera 4 casos:

1.a20y b=20:
Enestecasoa+b=20.
Entonces, |[a+b|=a+b; |a]=ay |b|=h.
Luego:
|a+b|=a+b=|a|+|b|. Secumple laigualdad.

|a+b|=]|a]+|b|cumpliéndose asi la propiedad.

2.a2z0y b<O:
En este caso puede sucederquea+b=0 o a+b<0
Sia+b=0
|a+b|=a+b; |a|=ay |b|=b
Como b<-b(puesb<0y-b>0)
a+b<a+t(-b).
Luego: |a+b|=a+b<a+(-b)=|a|+|b]|
Esdecir: |a+b|<|a|+|b|. Cumpliéndose la propiedad.
Sia+b<0
|a+b|=-(a+b)=(-a)+(-b); |a]=ay |b|=b
Como -a<a(pues-a<0ya>0)
(-a) + (-b) <a+ (-b).
Luego: |a+b|=(-a)+ (-b) <a+(-b)=|a|+|b|
Es decir: |a+b|<|a|+|b|. Cumpliéndose la propiedad.
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3.a<0y b=20:
La demostracion de este caso es similar a la del caso anterior. Basta

intercambiar ay b.

4. a<0y b<O:
Enestecasoa+b<0 (pues-a>0 vy -b>0)
Entonces (-a) + (-b) > 0 y por tandto:
|a+b|=-(@a+b)=(a)+(b); |al]=-ay |b|=-b

Luego: |a + b|=(-a) + (-b) =| a| +| b| cumpliéndose asi la propiedad.

OMZ20-=0O0X>COm

Algunas consecuencias de la desigualdad triangular.
llustraciones:

= Siay b son numeros, entonces |a-b|<|a|+|b|

m

Solucion:
|a-b[=]a+(b)| <|a|+[-b]=|a|+|b]
Luego: |a-b|<|a|+|b]|

= Siay b son nimeros, entonces |a-b| 2|a|-|b|
Solucion:
|a]=|(a-b)+b|<|a-b|+|b| de donde,
|al-|b|<|a-b]

EJEMPLOS 3.7

1. Resolver cada inecuacion dada:

a) |x|<5 0O -5<x<5 0 S={x0OT/-5<x<5}=(-5,5)

J
\
=
c
U
A
c

J
O
N
=
S

by |7-3x|<20 -2<7-3x<2 0 -9<-3x<-5 0 3zngm
S=ixOT/2<x<3)=[2, 3]
3 3
c)]2x-1]23 O
—{2x-1 si 2x-1=0 : .
|2x—]j—{l_2X o 5%x_12p O sesigue:
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1. 2x-123 [0 x=22six21/2 o0
2. 1-2x 23 0 -2x22 O x=<-1six<1/2
Luego S={xOT/x<-1 0 x22}= (-, -1]Z[2,
d) |7x-2|>10 O

%x—Z Si ng
7x-2=0 _ 7 0O sesigue:

EB—?X Si X<-—

7

1. 7x-2>10 0O x>% sing o

2. 2-7x>10 O -7x>8 0O x<—g six<$

OMZ20=0X>COm

— 8 12 8 12
Luego S={xOT/x<-—= 6 x> —}=(-»,- = == o
g { 7 7} ( 7)‘3(7 )

M

2. Hallar el conjunto solucion de |x - 2| <3
Solucion:
La inecuacion |x - 2| < 3, indica que x es un nimero, cuya distancia desde 2
es menor que 3; esdecir: -3<x-2<3 [0 -1<x<5. Portanto el conjunto
solucibnes S={x 07T /-1<x<5}.

e e i e e sty o 1 W

| | | | | | | | | | |
-2 -1 0 I & 4 % > & ¥ B

Fig. 3.18 Intervalo solucion

3. Hallar el conjunto solucién de | 10x - 2| =29

Solucién:
) 1 . 1
a. 10x-2=29 S|x2g b. 10x-2<-9 SIX<§
10x = 11 10x £ -7
szE sile DXS—l six<1
10 5 10 5
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Portanto S={x0T/x< —% <50 x2 E}.

10
e e [++++++++++
o~ I ~

-7/10 =-0.7 11/10=1.1

Fig. 3.19 Intervalo solucion

4. Hallar el conjunto solucién de 0<|x-3|<5
Solucion:
X €S un numero cuya distancia desde 3 es menor que 5, pero x L. 3. Siendo
asi:
Xx-3<5 y 3-x<5 0 -2<x<8 pero x#3. Esdecir, (-2, 3)=(3, 8)

En x = 3, hay un hueco.
HL}ECD

o e s o

| | | | | T | | | | |
-2 -1 I 1 2 3 4 5 A 7 8

Fig. 3.20 Intervalo solucién con hueco

5. Hallar el conjunto solucion de la inecuacion | 2x - 1| <x -2

Solucién:

-220
2x-1sx-2 - % 0
H—x t2<2X-1sx-2 ()

De (1) sesigue que x =22 [ x [0[2, «).
Al resolver (2) resultan dos inecuaciones simultaneas:
X+2<2x-1 y 2x-1<x-2.

Entonces, -x+2<2x-1 <« 3x23 < x21. Luego x U[1, «)
Ahora 2x-1<x-2 < x<-1, yportanto x (-, -1]. Como no existen
valores x que satisfagan a (2), el conjunto solucion de la inecuaciéon dada

es [.

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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6. Hallar el conjunto solucién de |2x-3|<x+1
Solucion:
X+120 ()

[2x-3<x+le %ﬁl

a3+

De (1) se sigue que x > -1 6 sea x [ (-1 «).
De (2) resultan dos inecuaciones simultaneas:
X-1<2x-3 y 2x-3<x+1.

Entonces: -x-1<2x-3 « 3x>2 & x>E
3

OmMmZO0—-—0XXrCcoOom

. , ., —_ 2
Asi que su conjunto soluciones A={x 0T /x>-}.
3

Ahora: 2x-3<x+1 = x<4, 0 B={xx0OT/x<4}.

m

Luego la solucion de (2) es:

ALB:ALB={xO0T/2<x<4}=(2, ) [ (- 4)=(2,4)
3 3 3

Por tanto, el conjunto solucién Sde |2x-3|<x+1 sera:

S={xOT/x>-1y §<x<4}= (-1, =) [(2,4)

S={xO0T/2<x<4}=(2, 4)
3 3

7. Hallar el conjunto solucion de la inecuacion Jj <1
X
Solucion:
x 07T, pero x L -1.
. : X+ X+ .
Aplicando propiedades: | 3 <l - -1< 3 <1, de donde se tiene dos
X+ x+1
inecuaciones simultaneas, asi:
+ +
1) -1<X*3 6 @ X8
x+1 x+1

|
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De (1) se tiene:

X+3 2x+4 : . .
—+ 2 0 [ 20 < 2x+4 y x+ 1ltienen el mismo signo:
X+1 X+1
Graficamente
P Ot ++E++++ttt bbbt
2x + 4 o I o Fr 1 1~

-6 S5 -4 -3 2 1 0 1 2 3 4

et e e e e e e e 1 AR
Xx+1 <T T T 1 1T 1 T 1~

-6 5 -4 3 2 1 0 1 2 3 4

OMZ20=0X>COm

o% +4 < L e S
I I I I I I I I I

x+1 -6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4

Fig.3.21 Intervalos solucién

M

De aqui se tiene que:
X+3
X+1
De (2) resulta:

X*3_1 o X310 o 2 <o
X+1 X+1 X+1

A={xOT/

>-1}={x0T/ x<-2 6 x>-1} = (-, -2] & (-1, =)

Como 2 > 0, se sigue que:

X+3

x+1<00 x<-10B={Xx0OT/ +lsl}:{xlj’i‘/x<-1}:(-°o,-1).
X

+
3 <les S=A[B, osea:

Luego, el conjunto solucién de 1
X+

S={x0OT/ (X<-2 0 x>-1)yx<-1}={x0OT/ x<-2}= (-», -2)

8. Resolver:
a) x* N 9 solucion | x|~ 3, luego -3~ x 3, [-3, 3]

b)2x2-6x+3<0@ x2-3x+%<0@ (x2-3x+%)+%-%<o @

factorizando se tiene

I
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3, 3
X-—=)-—<0
(x-2)-
3, 3
X-—)P<=
(x-2) <7
3 3
entonces  |x- = |< .=
2 4
|X_§|<£
2 2
luego B 2x-8 B8 @ -3<2x-3<43
2 2 2
3—J§<X<J§+3 _ -3 J3+3
2 2 ' 2 2

3.4 ECUACIONES NO LINEALES.

Sea P (x) = axX" + anX"t+ ...+ ax +a un polinomio. El principal problema de
un polinomio es encontrar el conjunto solucion de la ecuacion polinomial P(x)=0 .
Lo que quiere decir es encontrar los valores de x que satisfacen la ecuacién

n-1

anX"+ auX"+ ... +ax+a;=0

Existen métodos para resolver ecuaciones cuadraticas y cubicas, pero es de
mayor complejidad encontrar la solucion para la ecuacion polinomial para
n >4. Para encontrar dichas soluciones se basa en la factorizacion del polinomio.

(Ver capitulo 11, seccion 2.2.5).

Inicialmente consideremos las ecuaciones de segundo grado con una sola

variable.
3.4.1 Ecuacion cuadrética
La ecuacion cuadrética con una sola variable x 0T tiene la forma general

ax’+bx+c=0

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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Siendo a, b y cconstanteya #z0

Como el grado del polinomio es dos, segun el teorema fundamental del algebra

existen dos posibles soluciones, las cuales pueden ser reales o complejas.

a) Solucién por Factorizacién
Si ax’*+bx +c se puede escribir como el producto de dos factores de primer
grado, entonces la ecuacion cuadratica se resuelve igualando cada factor a
cero. Esto se debe a que todo cuerpo es dominio de integridad.

(Ver capitulo Il, Teorema 2.2)

b) Solucion por raiz cuadrada
Ahora se enfocara la atencion hacia las ecuaciones cuadréaticas que no tienen
el término de primer grado, es decir, ecuaciones de la forma especial

ax’+c=0 az0

El método de solucion de esta forma especial requiere el uso directo de la
propiedad de raiz cuadrada:

Si A=C, entonces A =+C.
Nota: En la practica es comun representar la solucion de las ecuaciones de
manera informal, dejando indicada dicha solucion con la ultima ecuacion.

X = a, donde a es un nUmero constante.

c) Solucién al completar el cuadrado

La aplicacion de los métodos de raiz cuadrada y factorizacion por lo general
conducen a soluciones rapidas; sin embargo, existen ecuaciones como

x? + 6x - 2 = 0, que no se pude resolver directamente por estos métodos. Es
necesario desarrollar un procedimiento mas general como el método de
completar el cuadrado. Se basa en el proceso de transformar la ecuacion
cuadratica estandar ax’+bx+c=0 enla forma (x+A)>=B donde AyB
son constantes. La Ultima ecuacion se puede resolver con facilidad usando la

propiedad de raiz cuadrada. Pero, ¢cdémo se transforma la primera ecuacion
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d)

en la segunda?. EIl breve analisis siguiente proporciona la clave para el
proceso.

¢ Qué nimero se debe agregar a ax® + bx de manera que el resultado sea el
cuadrado de un polinomio de primer grado?. Hay una regla mecéanica simple
para encontrar este numero, basado en el cuadrado de los binomios
siguientes:

(x + m)® = x* + 2mx + m?

(x - m)? = x* - 2mx + m?

en cualquiera de los casos, se observa que el tercer término de la derecha es
el cuadrado de una mitad del coeficiente de x en el segundo término de la
derecha. Esta observacion nos lleva directamente a la regla para completar el
cuadrado.

Completando el cuadrado:

Para completar el cuadrado de una cuadratica de la forma  ax® + bx, se suma

. - : b ]
el cuadrado de la mitad del coeficiente de x, es decir, sumar (E)Z' asi,

Ejemplo:
x? + bx x*+5
b b 5 5
X2+ bx+ (=)= (x+ =) X+5+ (=) =(x+ =)
(2) ( 2) (2) ( 2)

Es importante notar que la regla para completar el cuadrado aplica solo a
formas cuadraticas, en las cuales el coeficiente del término de segundo grado
es uno. Sin embargo, como se vera, esto causa algunos problemas.

Solucion por la formula cuadrética
Considere ahora la ecuacién cuadratica general con coeficiente no
especificado:

ax’+bx+c=0 az0

LICENCIATURA EN INFORMATICA



UNIVERSIDAD DE NARINO . 116

Se puede resolver al completar el cuadrado exactamente como se hizo con el

ejemplo anterior. Para obtener el coeficiente principal 1, se debe multiplicar

. 1
ambos lados de la ecuacion por —. De esta forma,
a
b ¢
x> +—x+—=0
a a

Sumando -c/a ambos lados de la ecuacion y después completando el

cuadrado en el lado izquierdo, se tiene

, b b2 b ¢
X +=Xx+—=— ==
a 4a’> 4a® a

Ahora se factoriza el lado izquierdo y se resuelve usando la propiedad de raiz

OmMmZ20=0X>rCcoOom

cuadrada:

BH_LE _b*-4ac
U

E 2af  4a’

b b? - 4ac
X+— ==

2a 4a*
y _£+\/b2 -4ac

2a  2a
_ —b++b* -4ac

2a

De esta forma, se arrib6 a la muy conocida y ampliamente usado férmula

cuadratica:
‘= —b++b’ -4ac
Si axX*+bx+c=0 a#0,entonces = 2a

La férmula cuadratica se debe memorizar para usarla en la resolucion de
ecuaciones cuadraticas cuando otros métodos fallen o sea mas dificil

aplicarlos.
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Se debe anotar que b? - 4ac en la férmula cuadratica se denomina

discriminante 'y proporciona informacion utili acerca de las raices

correspondientes, como se muestra en la siguiente tabla.

Ecuacién Discriminante
b’ - 4ac >0 Dos raices reales distintas
ax’*+bx+c=0 b%-4ac=0 Dos raices reales pero iguales
az0 b®-4ac<0 Dos raices imaginarias.

EJEMPLOS 3.8
1. Resolver por factorizacién 6x°-19x-2=5
Solucion:
Como el coeficiente de x* es L 1, se multiplica y divide la ecuacién por 6:
6(6x°-19x-7)=0 o sea:

%[(GX)Z - 19(6x) - 42] = 0

Ahora se busca dos numeros que multiplicados den -42 y sumados den -19.

Las posibles soluciones pueden ser:

(-7)6 = -42 7+6=-1
3(-14) = -42 3+ (-14)=-11
2(-21)=-42 m 2+(21)=-19 =

Luego: %[(GX)Z - 19(6%) + 42)] = 0
“[(6x- 21)(6x + 2] =0

%(2x - 7)(2(3x+ 1)) =0

O (2x - 7)(3x + 1) =0 de donde

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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xi=1 o  xp=-i

U 1 2 2 3
A Se verifica:
C Para x; = ’ Para x, = 1

2 3
| 7. 7 1, 1

6(=)"-19(=-)-2=5 6(-=)°-19(-=)-2=5
(2 ) (2 ) ( 3) ( 3)
O 5=5 5=5
E 2. Resolver por factorizacién x* - 6x + 5 = -4
Solucién:

S Primero se iguala a cero:

X*-6x+9=0

Como el coeficiente de x* es uno, entonces:
(x-3)(x-3)=0

(x-3)%=0

Se obtiene que laraiz es x = 3. Como la raiz se obtuvo de dos factores, a tres

m

se le llama raiz doble.

Se verifica: ~ (3)°-6(3) + 5 =-4
-4 =-4

3. Resolver por factorizacion 5x° = 3x

Solucion:
5x%-3x=0
X(5x - 3) =0
luego x=0 o0 x= 3
5
. 3
Se verifica: parax =0 para x = s
3 3
5(0) = 3(0) 5(3)2 = 3(5)

0=0

U] ©
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U 4. Resolver usando la propiedad de raiz cuadrada:
A a) 2x*-3=0, m3%+27:o,cxx+%f:g
C Solucion:
a) 2x°-3=0
X2 = Ex = \/g o] iﬁ conjunto solucién {-ﬁ, ﬁ }
O 2 2 2 2
N Se verifica:
- Parax:—ﬁ para X = @
E | 2 2
S : 2(-@)2_3:0 2(ﬁ)2-3:0
2 2
0=0 0=0
b) 3x*+27=0
x?=-9

X=0 =*+-9 6 *3i conjunto solucion {-3i, 3i}

Se verifica:

Para x = -3i para x = 3i
3(-3i)°+27=0 3(3i)?+27=0
0=0 0=0

|

N
=
c
U
A
C
|
O
N
=
S

1 5
X+ ==z |-
2 4
wo 15
2 2
-1+ — -1 -
X = 1£+5 luego x; = 1++5 Xp = 1-+5
2 2 2
Se verifica:
Para x = _1;@ para x = _1;@
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(5, Ly S (A Lpo S
2 2 4 2 2 4
5.3 5.5
4 4 4 4

5. Resolver al completar el cuadrado.
a)x*+6x-2=0 b)2x*-4x+3=0

Solucién:
a) X>+6x-2=0
X2+ 6x =2

x* + 6x + 9 = 2 + 9 se completa el cuadrado del lado izquierdo y se suma el

OmMmZ20-—0X>COm

mismo numero en el lado derecho.
(x+3)%2=11
Xx=-3+11 y x=-3-.11

m

b) 2x*-4x+3=0

X% - 2x = g dividiendo entre dos.

X*-2x+1= g +1 completando el cuadrado.
, 1 .

(x-1) = "5 se factoriza.

x=1J_ri\/I
2

V2

x=1+xi—
2

6. Resolver usando la férmula cuadratica

a) 2x+ 3.
2
Solucion:
o+ S =y
2

J
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=
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A
C
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4x + 3 = 2x* multiplicando ambos miembros por 2

2x% - 4x - 3=0 forma estandar.

« = —b+yb*-4ac

2a a=2,b=-4, c=-3

L (42 -42(9
B 2.2

X_4i\/%_412\/13_2¢\/fo

4 4 2

b) 2x*-3x -4 =0 tiene dos raices reales y distintas, ya que
b® - 4ac = (-3)° - 4(2)(-4) = 41>0

c) 4x% - 4x + 1 = 0 tiene una raiz (doble), ya que b? - 4ac = (-4)* - 4(4)(1) = 0

d) 2x? - 3x + 4 = 0 tiene dos raices imaginarias, ya que
b? - 4ac = (-3)% - 4(2)(4) =-23<0

3.4.2 Ecuaciones con exponentes racionales

Para resolver la ecuacion x?° - x*®-6 =0 se escribe esta ecuacion en la forma:

(x*3)?-x*_-6=0 (Ver capitulo I, seccién 1.2.4.6)

Ahora se puede reconocer que la ecuacion es cuadratica en x*3.  Asi, se resuelve

¥y después se resuelve para x. Se puede resolver

1/3

primero para X
directamente la ecuacidn o hacer la sustitucion u=x"°, resolver u y después
resolver para x. Ambos métodos de solucion se muestran enseguida.
Método I.  Solucion directa:

(X1/3)2 xB_.g=0

(x?-3)(x*® +2) =0 se factoriza el lado izquierdo
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K3 =3 6 x¥=_o
(x13)3 =33 (x*3)¥=(-2)® eleva al cubo ambos lados
X =27 X =-8

Conjunto solucion: S ={-8, 27}

Método Il.  Usando sustitucion:

Sea u = x*3, se resuelve para u y después resuelve para x.

u> -u-6=0

u-3)u+2)=0

u=3 u=-2

se reemplaza u con x'** | para obtener
K3 =3 6 W3 = o

X =27 X=-8

Conjunto solucién: {-8, 27}

Verificacion:
Parax = -8 para x = 27
(_8)2/3 _ (_8)1/3 -6=0 (27)2/3 _ (27)1/3 -6=0
4-(-2)-6=0 9-3-6=0
0=0 0=0
En general, si una ecuacién que no es cuadratica se puede
0
transformar a la forma au® + bu + ¢ = 0, de donde u es una 0
expresion de alguna otra variable, entonces la ecuacion se llama
forma cuadratica. Una vez que se ha reconocido como una N
forma cuadratica, una ecuacién a menudo se puede resolver
usando los métodos cuadraticos. -go
EJEMPLOS 3.9 -1L5 J
Solucion de ecuaciones de forma cuadratica.
Se resuelve tanto como sea posible usando las técnicas 5
desarrolladas hasta este punto.
-35
LICENCIATURA EN INFORMATICA Fig. 3.22 Grafica de

la ecuacion
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(Algunas ecuaciones pueden tener mas soluciones imaginarias que no se

podrian encontrar sin un estudio mas profundo de la teoria de ecuaciones.)

1. Resolver la ecuacion x** +6x°-16=0
Solucion:
Para x°+6x°-16=0, seau=x’ y se resuelve:
u?+6u-16=0
u+8)(u-2)=0
u=-8, u=2
asi que,

X° = -8 ) X° =2

OMZ20-=0O0X>COmMm

x =3/-8 =-3/8 X =32
Se tiene aqui dos soluciones.

Se comprueba:

m

Para x = -3/8 para X = 32
(-%/8)" + 6(-%/8)° - 16 =| (¥2)""+ 6(%/2)°- 16 =0
0 4+12-16=0
64-48-16=0 0=0

0=0

2. Resolver:3x *+6x2-1=0
Solucion:
La ecuacion es cuadratica en x?, asi se puede resolver primero para x? y
después para x. Sin embargo, es preferible primero convertir la ecuacion en
una que implique exponentes positivos. Para ello se multiplica ambos lados
por x*, x #0:
3x*+6x%-1=0

3+6x%-x*=0 multiplicando ambos lados por x* , x # 0

I
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E
S

(x?)%-6x>-3=0 cuadratica en x?
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El lado izquierdo no se puede factorizar usando coeficientes enteros, asi que

se debe resolver x? usando la férmula cuadratica:

oo B +./36 — 4(1)(-3) _ 6++/48 _ 6+ 443

2 2

N

X2 =3+ 2V3

X =+ +/3+243

Puesto que 3 - 2V3 es negativo y conduce a raices imaginarias, se debe

descartar (s6lo se buscando raices reales). Es decir, x = £ 3+243 dos

raices reales.

Comprobacion:
Para x = /3+2+/3 parax =-/3+243
3(V3+243) 4+ 6(\3+243) 2-1= 0  3(=3+243) 4 +6(=+3+243) 2-1=0
(7-443) + 4/3-6)-1=0 (7-443) + 4/3-6)-1=0
0=0 0=0

3.4.3 Ecuaciones con radicales.

Al resolver una ecuacion que implica un radical como x = Jx+2  se puede
eliminar el radical elevando al cuadrado cada lado, para después proceder a
resolver la ecuacion cuadratica. En consecuencia,
X2 = (JIx+2)°
X2 =X + 2
X?-x-2=0
x-2)(x+1)=0
Xx=2, x=-1
Ahora comprobemos estos resultados en la ecuacion original.
Para x=2 Para x= -1
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X= AX+2 X= AX+2
2=A2+2 1=-1+2
2 =44 -1=vV1
2=2 121

Asi, 2 es una solucién, pero -1 no lo es. Estos resultados son un caso especial
del siguiente Teorema:

Si ambos lados de una ecuacion estan elevados al cuadrado, entonces el conjunto
solucién de la ecuacion original es un subconjunto del conjunto solucion de la

nueva ecuacion.

Ecuacion Conjunto solucién
X=3 {3}
x>=9 {-3, 3}

Este teorema proporciona un método para resolver algunas ecuaciones que
implican radicales. Es importante recordar que cualquier ecuacion nueva obtenida
al extraer la raiz de ambos miembros de una ecuacion elevados a la misma
potencia puede tener soluciones extrafias; es decir, no son soluciones de la
ecuacion original. Por otra parte cualquier solucién de la ecuacion original debe
estar entre las soluciones de la nueva ecuacion. Cada solucion de la nueva
ecuacion debe ser comprobada en la ecuacion original para eliminar soluciones

extrafnas.

Recuérdese que V9 representa la raiz cuadrada positiva de 9 y -V9, la raiz
cuadrada negativa de 9. Es correcto usar el simbolo + para combinar estas dos
raices cuando se esté resolviendo una ecuacion:
x*=9 implica X=+/9=%3
pero es incorrecto usar + cuando se evalla la raiz cuadrada positiva de un
namero:
VO #+3 V9 =3
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Precauciéon: cuando se eleva al cuadrado una expresion como +/2x-3+2, hay

que asegurarse de aplicar correctamente la formula para elevar al cuadrado la

suma de los términos: (u+v)’=u?+2uv+v? .

EJEMPLOS 3.10

1. Resolver x+ +/x-4 =4

Solucién:
X+ 4JX—-4 =4 se aisla el radical.

JX—-4 =4 -x elevando al cuadrado ambos lados.
X-4=16-8x+x?

X2 -9x+20=0
(x-5)(x-4)=0
Xx=5 x=4

Comprobacion:

Parax =5 Para x =4

X+/x-4 =4 X+ x-4 =4

5++5-4 =4 A4+ J4-4 =4
6#%4 4=4

Esto muestra que 4 es una solucién de la ecuacion original y 5 es una solucion

extrafia. Es decir, que 4 es la Unica solucion.

2. Resolver /2x +3 —/x -2 =2
Solucion:
Para resolver una ecuacioén que contenga mas de un radical, se debe despejar
un radical y elevar al cuadrado ambos lados. Se repite este proceso hasta

eliminar todos los radicales.
V2x+3-x-2=2 0O
V2X +3 =2 +4/X-2

2Xx+3=x-2+4(</x-2)+4 se elevo al cuadrado ambos lados.
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X+1=4(J/x-2) seaisld elradical restante. O
X2+ 2x +1 = 16(x - 2)

x?-14x + 33 =0
(x-3)(x-11)=0
x=3, x=11
Comprobacion:
Para x=3 Para x=11
V2x +3 =y/x -2 =2 V2x +3 =yx-2=2
J23) +3-43-2 =2 J2(1) +3 -411-2 =2
2=2 2=2

Por consiguiente, x =3y x =11 son las dos soluciones.
3.4.4 Ecuaciones exponenciales.

Se llaman ecuaciones exponenciales a las ecuaciones en las que en algun
miembro aparece una expresién exponencial (potencia de base constante

(nimero) y exponente variable (x, y, etc). Por ejemplo:

a) 32_X2 =3
b) 42X+1 — (0’5)3X+5
c) 21+ 22X+ 2" =7

d) e* - 5e™+ 4e™* =0

Como en cualquier ecuacion, se trata de encontrar algin valor de x que cumpla la
igualdad. En casos sencillos, eso se puede lograr por simple observacion. Por
ejemplo, si se plantea la ecuacion:

2" = 4, evidentemente el valor x = 2 es una solucién. Claro que no siempre sera

tan sencillo.
Veamos lo que esto significa graficamente. Si representamos la funcion

exponencial

y=2" ylarecta y=4,
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el valor de "x" del punto de corte de ambas graficas sera la solucion de la

ecuacion.

Obsérvese en la siguiente imagen:

"FH

y=2" g
-5

OmMmZ20=—0>rCcoOm

Fig. 3.23 Solucion grafica

T

Pero las cuatro ecuaciones que se ponen como ejemplo al principio no tienen una

solucion tan evidente.

Gréficamente se pueden resolver de forma similar a como hemos visto para
2* = 4. Basta representar las dos funciones dadas por los dos miembros de la

ecuacion y la "x" del punto de corte sera la solucion.

"También se podrian resolver graficamente consiguiendo que en la ecuacion el
segundo miembro sea 0 y representando la funcién correspondiente al primer
miembro. Los puntos de corte con el eje x serian las soluciones" Para resolverlas
numeéricamente, como veremos enseguida, se pueden clasificar, en general, en
dos tipos:

TIPO 1

Corresponden a este tipo los dos primeros ejemplos:
. 32023
42X+1 - (0 5)3X+5

En ambos casos, a diferencia de los otros dos, se observa que los dos miembros

de la ecuacion contienen un solo término ("no hay sumas").
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Comprobemos gréficamente la solucién.

En la siguiente imagen se observa como la primera ecuacion tiene dos soluciones:

x=1y x=-1y la segunda ecuacion sélo tiene una solucion: x =-1.

OMZ20=0O0X>COm

m

Fig. 3.24 Grafica de las ecuaciones

Solucién numérica: numéricamente, estas ecuaciones se resuelven consiguiendo
gue ambos miembros estén expresados como potencias de la misma base e
igualando posteriormente los exponentes. Para ello hay que tener muy presentes
las propiedades de las potencias.

32‘X2 =3 =3B 2-x*=1 dedondex=16x=-1

1

o aox+l _ 3x+5 2x+1) _ 1 \3x+5.  Hax+2 _ .
SI4X —(0,5)X @ 2 X _(E)X , 2X —23)(—_'_5,

24x+2 — 2-(3x+5); 24x+2 — 2-3x-5’ entonces,

igualando los exponentes se obtiene la ecuacion:
4x+2 = -3x-5, cuya solucion es ya sencilla:

7x =-7; yfinalmente x =-1 como ya se habia comprobado.
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TIPO 2
Se trata de ecuaciones exponenciales en las que en algun miembro aparece una
suma de expresiones exponenciales que no se puede realizar. Es el caso de las

ecuaciones c) y d) anteriores.

Gréaficamente se pueden resolver como antes, representando cada miembro de la

ecuacién como se ve en la pantalla con la ecuacion: 2¥* + 2+ 21 = 7, donde

2#(% 1=2) 7 (%)2* n o2t 2°0x=1

o]” /

-1 ] 1

Fig. 3.25 Interseccion de gréfica con ejes

Desde luego, la gréafica que resulta de representar como funcién cada miembro de
la ecuacion no resulta conocida y muchas veces puede que en la ecuacién haya
nameros grandes y la grafica no se vea con claridad. Puede ser el caso de la
ecuacion 2**t +4*1 = 520, que no es dificil de encontrar. En este caso se puede
optar por "pasar todo al primer miembro" como se ha dicho antes.

3.5 INECUACIONES POLINOMIALES.
Se sabe resolver desigualdades lineales como 3x -7 >5(x-2) + 3
¢ Pero como resolver desigualdades cuadraticas (o de polinomios de mayor grado)

como
X¥+2x<8 (1)
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Primero se escribe la inecuacion en forma estandar; es decir, se transfieren todos
los términos diferentes de 0 al lado izquierdo, dejando O en el lado derecho:
X*+2x-8<0 (2

En este ejemplo, se esta buscando valores de x que hagan que el vaalor del lado
izquierdo sea menor que 0, es decir, que sea negativo.

El teorema siguiente proporciona la base para resolver de manera efectiva este
problema. EIl teorema emplea en forma directa raices reales de los polinomios en
el lado izquierdo de la desigualdad (2). Las raices reales de los polinomios son
aquellos numeros reales que hacen que el polinomio sea igual a 0, es decir, las
raices reales de la ecuacion polinomial correspondiente. Si un polinomio tiene una
0 mas raices reales, entonces se dibujan estas raices en una recta numérica real

dividiendo a la recta en dos o0 mas intervalos.

Teorema

Signos de un polinomio en una recta numérica real

Un polinomio diferente de 0, tendra un signo constante (ya sea siempre positivo o
siempre negativo) dentro de cada intervalo determinado por sus raices reales
trazadas en una recta numérica. Si un polinomio no tiene raices reales, entonces
el polinomio puede ser positivo sobre toda la recta numérica real, o negativo sobre

toda la recta numérica real.

Resolvemos x? + 2x < 8 usando el teorema.

Se escribe en la forma estandar x* + 2x - 8 < 0, se resuelve la ecuacion del lado
izquierdo:

x*+2x-8=0  por factorizacion se tiene

x-2)(x+4)=0

entoncesx=-4 y x=2 son las raices reales del polinomio x* + 2x - 8
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Ahora trazamos las raices reales, -4 y 2, sobre una recta numérica y obsérvese
tres intervalos (-6, -4), (-4, 2) y (2, 6).

69 42 |ee
-4 2

Fig. 3.26 Solucién dex*+2x -8<0

>

A partir del teorema se sabe que el polinomio tiene signo constante en cada uno
de los tres intervalos. Si se selecciona un nimero de prueba en cada intervalo y
se evalla al polinomio en ese numero, entonces el signo del polinomio en este
namero de prueba debe ser el signo para todo el intervalo. Puesto que cualquier
namero dentro de un intervalo se puede usar como numero de prueba,
generalmente elegimos numeros de prueba que sean faciles de calcular. En este
ejemplo elegiremos -5,0y 3.

Polinomio x* + 2x - 8 = (x - 2)(x + 4)

Numero de prueba -5 0 3
Valor del polinomio para cada numero de prueba. 7 -8 7
Signo del polinomio en el intervalo que contiene al + - +

namero de prueba.

Intervalo que contiene al nUmero de prueba. (-6,-4) (4,2 (2, 6)

Usando la informacién de la tabla, construimos un cuadro de signos para el
polinomio:

(-6, -4) J (-4, 2) 2, 6)

Fhttttttt fo----- - A+ttt

4 2
Fig. 3.27 Solucién de x*+2x -8<0

>

Es decir, X*> + 2x - 8 es negativo en el intervalo (-4, 2), y se puede resolver la
desigualdad. La solucién de la inecuacién es -4 < x < 2 en notacion de
desigualdad y (-4, 2) en notacion de intervalo.
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Pasos a seguir para la solucién de desigualdades polinomiales:

Paso 1: Escribir la desigualdad polinomial en la forma estandar (es decir, una
forma donde el lado derecho estd comparado con 0).

Paso 2: Encontrar todas las raices reales del polinomio ( lado izquierdo de la
forma estandar).

Paso 3: Graficar las raices reales en una recta numérica, y dividir éstas en
intervalos.

Paso 4: Elegir una prueba numérica ( facil de calcular) en cada intervalo, y
evaluar el polinomio para cada numero (es Util hacer una pequefia tabla).

Paso 5: Usar los resultados del paso 4 para construir un cuadro de signos en

donde se muestre el signo del polinomio en cada intervalo.

Paso 6: A partir del cuadro de signos, escribir abajo la solucion de la desigualdad

polinomial original (trazar la gréfica si se requiere).

Con un poco de experiencia, se puede combinar varios de los pasos mencionados
antes y en el proceso agrupar a dos o tres pasos claves de operacion. La parte
critica del método es el paso 2, encontrar todas las raices reales del polinomio.
Para este punto se puede utilizar los métodos de solucion vistos para las

ecuaciones.

(a) Se puede resolver una inecuacion factorizando el polinomio y comparando con
0 cada factor, como se hizo en el ejemplo 3 de los Ejemplos 3.2 de inecuaciones.
Para un polinomio de grado mayor a uno se puede seguir dicho analisis; so6lo se

debe factorizar.

EJEMPLOS 3.11
1. Hallar el conjunto solucién de la inecuacion x° - 2x*-x+2 70
Solucién:
Sé factoriza X-2x2-x+2”70
xX-Dxx-2)x+1)"™O0
Ahora se debe hallar todos los valores de x tales que el producto de los factores

sea negativo o cero.
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Sabemos que
X -1 0 paratodos los valores x ™1
x-1>0 paratodos los valores x> 1
También
X -2 0 paratodos los valores x ™ 2
X-2>0 paratodos los valores x > 2
y, finalmente
x+ 170 paratodo los valores x ™ -1

x+1>0 paratodos los valores x > -1

El producto de los factores es negativo cuando un numero impar de factores es

OmMmZ0-—0XXrCcoOom

negativo y es cero cuando alguno de los factores es cero.

Graficamos los valores de x que hacen que cada factor sea positivo o negativo

m

------------------------ ++++++++++H+t

x-1>0 I I I I I I I I I I I
4 5 4 3 -2 -1 0 12 3 4
---------------------------- +++++++++

x-2>0 I I I I I I I I I I I
& 5 4 3 2 -1 0 12 3 4

X+17~0 R R e D
I I I I I I I | I I I

4 5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4

X+1>0 = 0 o mm-mee---------- 2 e S e e

I I I I I I I I I I I
£ 45 -4 -3 -2 - a 1T 2 3 4

immmmmm e m e e - - - H++++++H - - It
I [ I [ 1 [ 1 [ [
(x-1)(x-2)(x+ 1) 5 5 4 3 2 41 0 1 2 3 4

Por tanto: S =(-6, -11 Z[1, 2]

Fig. 3.28 Solucion grafica

3.6 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

En general, el estudio de los sistemas de ecuaciones, empieza con el estudio de

los sistemas lineales y sus soluciones; ademas, es necesario considerar las

J
\
=
c
U
A
c

|
(@
N
=
S

LICENCIATURA EN INFORMATICA




OmMZ20=0O0X>COm

M

I
\
E
c
U
A
Cc

|
O
N
=

S

UNIVERSIDAD DE NARINO . 135

matrices mas simples (2X2) y luego entrar en el nacleo del algebra lineal y su
generalizacion.

Un sistema de ecuaciones lineales estd formado por dos o mas ecuaciones

lineales, relacionadas entre si.

Resolver un sistema de ecuaciones consiste en encontrar los valores de las
variables que satisfacen a todas y cada una de las ecuaciones dadas.
Por ejemplo. Resolver el sistema lineal:

x+y=4

5x+2y =7

Se despeja una incognita en una ecuacion, por ejemplo en la primera:

y =4 - 3x. Se sustituye dicho valor en la segunda: 5x +2(4-3x) =7 @x=1

Remplazando este valor en cualquiera de las ecuaciones dadas, se obtiene y =1

+r

Fig. 3.29 Interseccion de las rectas

Para este caso, la solucion del sistema es la Unica que existe. Geomeétricamente,
las ecuaciones se representan por rectas en el plano, las cuales no son paralelas,
por lo cual se entiende que se interceptaran en un solo punto. Y que dicho punto
de interceptacion es la solucion encontrada.
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Enelsistema 3x+y=3

x+1y=1
3

Fig. 3.30 Rectas iguales

Se ve claramente que la segunda ecuacion es idéntica a la primera, por lo tanto
toda solucion de la primera ecuacion también es solucién de la segunda.
Geométricamente, estas ecuaciones representan una sola recta; obteniendo asi

un namero infinito de soluciones.

Cuando se despeja y en funcion de x, se dice que x es una variable independiente

y que y es una variable dependiente. O viceversa.

El sistema x+2y=3
2x+4y =5

no tiene solucién, puesto que ningun valor de x (ni de y) satisface las dos

ecuaciones. Geométricamente se puede comprobar al observar que las dos
rectas que representan las ecuaciones son paralelas, (no se interceptan).
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Fig. 3.31 Rectas paralelas

Los sistemas planteados anteriormente muestran lo que es el siguiente principio:

. T (N . . .
El conjunto solucién B’H u T de un sistema de ecuaciones lineales a dos

variables x,y es un punto, una recta, el conjunto vacio o bien todo el plano T2

Dicho principio se puede generalizar para cualquier nimero de variables.

x0O
: . Yo
El conjunto solucién 55 u

Lls

variables x,y...n es un punto, una recta, el conjunto vacio o bien todo el plano T".

T de un sistema de ecuaciones lineales en n

Eso se ve de manera sencilla asi:

La ecuacién ax + by + cz=d con a, b, c iguales a cero tiene por solucién a T°
d = 0, tiene infinitas soluciones, si d L 0 es vacio. Por otra parte, si la ecuacion
es no nula ( algun coeficiente del primer miembro es diferente de cero), el conjunto
solucion es un plano. Ahora agregando una nueva ecuacioén no nula, se obtiene
un sistema de ecuaciones 2X2. EIl conjunto solucién de la segunda ecuacion
también sera un plano, de suerte que el conjunto solucion del sistema es la
interseccion de los dos planos, el cual sera una recta, un plano o el conjunto vacio.
Es asi, que cada vez que se agregue una ecuacion no nula, el conjunto solucién
sera la interseccién del conjunto de soluciones precedentes con el plano de

soluciones de la nueva ecuacion.
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Desde el punto de vista geométrico, la solucién del sistema
a11Xy + apXz + 13Xz = by
A1X1 + AX2 + A12X3 = b

az1X1 + azaXo + azsXz = bs

puede ser:

1. Un solo punto comun.

2. Una sola recta comun 6 dos

rectas paralelas y

3. El conjunto vacio (planos paralelos)

Un sistema de ecuaciones se puede expresar en forma matricial: AX = B, donde A
es de orden 2X2, 2X3, 3X3, etc.

Por ejemplo,

El sistema de ecuaciones X+y+z=1
2X-y+z2=2
x-3y-z=0

Se convierte en una ecuacioén matricial de orden 3X3.
0 1 10O -

? -1 1o dFen

B -3 -1HEH BH
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Toda matriz A, aun cuando no sea cuadrada (m x m), se operara sobre vectores

fila y columna, donde m es el numero de filasy n el nimero de columnas.
Columnas

F|Ias ............................ > D_ 1 1 |:| D(D D—D

? -1 1gdFdn

B -3 -1HEH BH

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas se expresa por::

A;Xy + ... FaiXp=0d;

OmMmZO0—-—0XXrCcoOom

Ax X1+ ...+ ayXp=d>

amlxl + PRI + aman = dm

m

El cual, equivale a la ecuacion matricial que se muestra a continuacion:

A, --- a,0 X0 Od, 0
- - 0o0-0_0-0
O - - 00000
%ml ot amna g(na @ma
O mas simplemente:
Ax=D

Para resolver este tipo de sistema se utiliza el METODO DE GAUSS:

Consiste en reducir la matriz de términos independientes a la forma escalonada
por filas, mediante tres operaciones elementales con las filas. Asi:

1. Py: Permutar la fila i con la fila j.

2. M;(€), CLO: Multiplicar la fila i por C (es un escalar).

3. A(i,C), iLj, CLO: Agregar a lafilaj C veces lafilai.

Para iniciar se debe considerar un pivote:
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= El elemento a;; es cero 0 no es cero; si es cero permuto la fila con otra que
tenga am1 LO.

= Mediante la aplicacion de las operaciones M;(C) o A(i,C) se produce ceros por
debajo del elemento no nulo (as).

= Se considera ahora la sub-matriz sin el elemento a;; y se repite el proceso

anterior.

Finalmente se obtiene una matriz escalonada:

OMZ20=0X>COm

|]jll ulZ uln |:| D(1|:| DpID
O 2 - Fapg 0700
H o UnH BH BB

Ahora se aplica sustitucion regresiva para determinar los respectivos valores de

las variables que satisfagan el sistema.

M

Resolviendo el sistema antes propuesto se visualiza asi:

Sistema original Primer paso Segundo paso | Tercer paso |Cuarto paso
1 1 1 x/1/1 1 111 1 1 111 1 1 1111
2 -1 1 vy 20 -3 -1 0 0 1 % 0 01 % 0 01 % 0
1 -3 -1z 00 -4 -2-10 -4 -2-100 —% -10 0 1 %
Ay(1,-2), As(1,-1) M,(-1/3) As(2,4) Ms(-3/2)

El altimo cuadro representa el sistema transformado, asi:
XxX+y +z =1
y+1z=0

— 3
=5

De aqui ya se puede resolver aplicando sustitucion regresiva:

Como z = £, sustituimos este valor en la segunda ecuacion y se resuelve
1(3) —
y+3(5)=0

y= -3
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ahora, se sustituye en la primera ecuacion y se encuentra el valor de x
3 =
X+(-3)+ 32 =1
x=0
Asi se ha encontrado los valores de las incognitas que satisfacen el sistema

x=0,y=-21,2z=

N |w

Se comprueba en el sistema original:
@+ (-3 +()=1
200)-(=3)+(3)=2
(0-3(-3)-(3)=0

Luego la solucion encontrada es valida
REGLA DE CRAMER.

Este método se basa en la resolucion de sistemas n x n, mediante el calculo del
determinante de la matriz formada por dicha sistema. Para entrar en la solucién

de sistemas n x n antes se explicara la resolucion un determinante.

Su origen se da en los sistemas 2 x 2 al despejar una de las variables en una de
las ecuaciones para luego ser reemplazada en la ecuacion restante y asi poder
encontrar el valor de una de las variables; una vez encontrada una de ellas es facil

encontrar la otra por sustitucion.

Sea el sistema a;iXg +apxo=b1 (1)
axX1 +axXe =hy  (2)
despejando x; de (1)
Xy = 1 (b1 -axxz), anLO
11
reemplazo en (2)

a
—2L (by - a12X2) + azX2 = by
11
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se despeja x;

— ayb, —ayhy

_ 8,8, ~8,3;, L 0
1485 ~axdp,

Ya se tiene X, ahora se encuentra xj.

Xq = i_ﬁ% aub, —a,b E
dyp Ay [Bp8y —a85a5

simplificando se obtiene

azzb1 - a12b2
a138,, 838y,

X1 =

Asi pues, sé a dado solucion al sistema 2 x 2.

OmMmZO0-—0XXrCcoOom

Determinante: Es el valor numérico correspondiente a una matriz cuadratica.

&, a:lzg
2 9 []

m

SiA= entonces el determinante de A se escribe det(A) y se define por

det(A) = ajiaz - apan:.

En general, sea la matriz A = [aj]nxn, €ntonces el determinante se define como:

n
N (it
det(A)—JZl( 1) aij det(Mij)

M; se obtiene de suprimir la fila i y la columna j.

Se observara mejor encontrando el valor del determinante de la matriz:

02 3 5 70

U _ U
4 12 1 0
03 2 1 -10

32 1 0 4p

Entonces se define por cual fila 0 columna se desea hacer el célculo, para este
caso se tomara la fila 42, entonces:
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det(A) = é(—l)“*ja . det(M, .)
=0 4] 4]
B 5 70 25 70 2 3 50
= (D2 detg1 2 1g+(-D* 2@ detd 2 10+ 0+(-D)* T 4(@4)deth -1 27
2 1 -19 B 1 -19 B 2 17

esto es igual a:
2(-39) + 15 + 4(51) = 141

Luego el determinante de A es: det(A) = 141.

Ya sabiendo calcular el determinante de una matriz, se procede a la definicion o

=
c
U
A
c
|
@
N
E
S

proceso por el cual se da solucién a sistemas de ecuaciones n x n:

Se tiene el sistema de ecuaciones en forma matricial asi:

Siempre que det(A) £ 0.

Para ilustrar, se resuelve el siguiente sistema 4x4:
2x+3y+5z+7u=1

E By & oo 30 DD O
%21 Ap - .- aZnD 5‘2 O= Y20
o - ... 00000
O O o0 0 5) O
I @'nl Q- ann@ g(ng n@
N Luego, los valores para las incognitas se los encuentra asi:
E b, a, a, [ @, b ... alng
%)2 &y & . %21 b, ... a, U
det O det= = ;
0: 0 0- : O
C : : ' ok : ‘O
. = %m a, ... a,f . = R, b, ... ang
U : det(A) ; det(A)
A @, &, blg
det 72 Ay, b, 5
C o: 0
0’ "0
l X = @‘nl an, an
" det(A)

4 -y +2z+ u=2
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U 3Xx + 2y+z-u=0
-2X+ y+4u =1
A 02 3 5 7000
04 -1 2 19320
C De forma matricial se tiene , ahora se encontrara los
03 2 1 -10 [od
O OQgd
| T2 1 0 4 HD
O valores de X, y, z, u:
N 1 3 5 70 02 15 70 02 3 1 70
- 0 0 0 O, _ 0
E det% 12 1§ wht 22 1 wd? 12 1p
O 2 1 -10 03 0 1 -10 03 2 0 -10
o3 10 4f @ 3210 40 -8 32 11 45 -3
S 141 47° 141 47" 141 47
02 3 5 10
0, _ O
E it 712 29
03 2 1 o0
. %2 1 0 1E_g
141 47

Asi pues, se han encontrado los valores de las variables

=32 y-_13 ,__39 ,,=-31
X=a7 Y= 747 2= a7 U= 47

3.6.1 Sistemas de inecuaciones lineales

Teniendo la inecuacion y 2 x y mediante la substitucion directa en la inecuacion
se obtienen los pares ordenados que satisfacen:

1, 2), (0,0), (1, 1), (-1, 1), (-2, -1), (-3, 3), etc.

Ahora de dichos pares determinemos los pares que satisfacen la inecuacién
X+y+220,ytenemos:

(1,2), (-1, 1), (0, 0), (-3, 3).
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Fig.3.32 Interseccion de planos

Representamos graficamente las inecuaciones. Y se dice que la solucion del
sistema de las dos inecuaciones esta dada por la interseccion de los dos planos,
la parte doblemente sombreada.

Para tener mayor claridad obsérvese graficamente la solucion del siguiente

sistema:

X-y-2<0 (1)
x+y>0 (2)
y-3<0 (3)

Fig. 3.33 Interseccion de 3 planos

Evaluacion para (1) Evaluacion para (2) Evaluacién para (3)

X 0 2 X 0 0 Y < 3, todos los
menores o iguales
que 3
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Luego, el conjunto solucion es el area tres veces sombreada. Obsérvese ahora la

solucion grafica del siguiente sistema de ecuaciones de segundo grado.

X2 +y?24
x?-2y<1
Solucion:

Se puede observar que la primera inecuaciéon tendrd como grafica una
circunferencia y su plano exterior, y la segunda nos describe el interior de una
paradbola. Para graficar se realiza una tabla de valores, se da un valor a una

variable y se descubre el valor para la otra, asi:

2 -2 0
0 0 S2
0 3 -3
1 4 4
2

N
N

Fig. 3.34 Interseccion de planos

3.6.2 Sistemas de ecuaciones no lineales
Los sistemas de ecuaciones de grado superior a uno (generalmente no se suelen

tomar de grado mayor que 2), se resuelven por los mismos métodos comentados

para el caso de primer grado.
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A continuacion se resolvera unos ejemplos que ayudaran a la solucion de

sistemas no lineales.

EJEMPLOS 3.12
1. Resolver el siguiente sistema:
3x? + 5y? = 32
X+5=y
Solucion:
En primer lugar se hace un estudio geométrico observando el comportamiento
de sus respectivas graficas.
Para crear estas gréaficas se debe apoyar en un graficador matematico como

las calculadoras o las computadoras.

W

[
]
=

Fig. 3.35 No tienen solucién

Se puede ver que las graficas no se cortan en ningun punto. Por lo tanto se

dice que el sistema no tiene solucion.

Resolviendo algebraicamente se puede reemplazar y de la segunda ecuacion

en la primera, obteniendo como resultado la ecuacién 8x? + 50x + 93 = 0, la

— + /=
cual se resuelve mediante formula cuadratica: X :w, de donde

tenemos que +/—476 no es un namero real, y por lo tanto, como se requiere

de soluciones siempre reales, se concluye que el sistema no tiene solucion.
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2. Resolver el sistema:
3x? + 5y? = 32
xy=3

Solucién:

OMZ20-—0X>COMmM

m

Fig. 3.36 Grafica de interseccion

Se crean las graficas de las ecuaciones y se observa que las dos se cortan en
cuatro puntos, por lo tanto el sistema tendra cuatro soluciones.

Resolviendo algebraicamente, se despeja y de la segunda y se evalGa en la

primera:
y= 3 Ox L O
X

3x% + 5(3)2 =32
X

3x% + 4—? =32 x#0, se multiplica por x> ambos miembros
X

3x* + 45 =32x°

3x* - 32x* + 45 =0 como es cuadratica en x* , y se puede factorizar

(3x? - 5)(x*-9) = 0 cada factor también se puede factorizar

(/3% +4/5)(V3x=/5)(x + 3)(x - 3) = 0 de aqui se puede encontrar los valores

para Xx.
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Xx=3 6 x=-3 6 x 6 XxX=-

3

wﬁ‘
ol

Para encontrar los valores de y se sustituye los valores de x en una de las

ecuaciones del sistema.

Se toma la segunda por comodidad. Se resuelve paray, luego se remplaza.

OMZ20=-0>xCOm

3
y=-

X

3 , 3 , 3 3/15
=—=1 0 =—=-1 6 = =22 9
Y= 3 Y= y=—==%

3

y= 3 :—3\/E

s

3

Luego, los puntos de corte o solucién del sistema son:

B0, (3,-1), (22 205 (5 35,

m

3. Resolver el sistema:
X-y?+2x=7 (1)
X*-y*-2y=-5 (2)
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Fig. 3.37 Solucién grafica

LICENCIATURA EN INFORMATICA




UNIVERSIDAD DE NARINO . 150

Solucion:
Generando sus respectivas graficas se tiene las hipérbolas que se cortan en un

solo punto, por lo cual el sistema tendra una sola solucion.

Algebraicamente se resuelve:

Restando la ecuaciéon (2) de la ecuacién (1) se elimina x* y y? dando como
resultado la ecuacion lineal x + y = 6. Como esta ecuacion es una derivada del
sistema, igual se puede resolver el sistema resolviendo el sistema compuesto
por una ecuacion del sistema original y la ecuacion encontrada. Para este caso
se tomara la primera ecuacioén (1) y la derivada x + y = 6. De cuya ecuacién se
despeja y y se remplaza en (1): x> - (6 - x)* + 2x = 7 se resuelve y se obtiene

43
14"

OmMmZO0-—0XXrCcoOom

como resultado x= con este valor se puede encontrar el valor

correspondiente paray.

m

Reemplazando en x+y =6 setiene: y=6- % = %

Se ha encontrado asi el punto de interseccion de las graficas o la solucion del

sistema: (%, %).
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RESUMEN

Ecuacion

Es una expresion lineal que plantea que dos expresiones
algebraicas son iguales. El objetivo es encontrar los
valores de la variable. Por ejemplo x> +5x=5

Para resolver una ecuacion se debe encontrar el conjunto
de los elementos en el dominio de las variables que
hacen que la ecuacion sea verdadera. Cada elemento del
conjunto solucion se denomina solucién, o raiz de la

ecuacion.

Inecuacion

Una inecuacién lineal es una ecuacion lineal pero
cambiando el signo de igualdad por signo(s) de
desigualdad. (< menor que, > mayor que, < menor o igual
que, = mayor o igual que). 2x+y < 3,4x +5<2y.

La inecuacion se resuelve de la misma forma que la
ecuacion. Como en las ecuaciones, dos inecuaciones

son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion.

En el presente capitulo se hace referencia a las ecuaciones e inecuaciones dentro

del conjunto de los numeros reales (T); se hace hincapié en como encontrar el

conjunto solucion de las mismas, todo dentro del subconjunto de los fraccionarios,

radicales y su tratamiento con el valor absoluto, esto tanto en ecuaciones de grado

inferior como de grado superiores. También se encuentra un estudio a la solucién

de sistemas de ecuaciones.
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TALLER No 3

1. Resolver las ecuaciones:
a) 7x-(2x+1)=3x-8

b) x> +3x+2= 2
c) > +3x* =1
X
d) X2/3 + 5X5/6 — g/;
2. Resolver y graficar las inecuaciones:
e) 5x-4>3

f) x2+x(1-x?)<-1
9) (3x-1)(5+x)(-2-7x)=x

h) 9+ 3x <
-2x+1
3. Resolver:
a) [8x+4|=7
b) £+§ :X_g
2 2 5

c) |x-1|=|6x+7|

M:Z

d) |'c

4. Resolver:
a) |3x|<5

1
b) |2x-4|< =
) [2x-4]< |

Xx—3
2x+1

d) [4x+2]|27

C) >0

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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5. Resolver los sistemas:
a) xX+7=y
y-x=0

b) x-2z+ 3y=1
5y -3x+ z=0
X+4y +2z2=3

Cc) by- x+ 3u-2z=4
X-2y+4z-2u=1

OmMZ20=0O0X>COm

X+y-1 =2

d 3y-5x+ u-2z=1
2x- y+5z+ u=3

m

X+3y—u+z=2

5x- 7y+ z-3u=0
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CAPITULO IV
FUNCIONES Y GRAFICAS

El concepto de funcion es una de las ideas mas importantes en matematicas.

El estudio de las matematicas, mas alla del nivel elemental, requiere comprender a
profundidad una lista basica de funciones elementales, sus propiedades y sus
gréficas. Se considera algunos conceptos geométricos basicos, que incluyen las
graficas de circunferencias y de lineas rectas. Posteriormente se introduce el
importante concepto de funcién, se analiza sus propiedades basicas, y se
considera las operaciones permitidas con funciones. A medida que se avance se
encontrara una variedad de tipos de funciones elementales. Un minucioso
entendimiento de las definiciones, propiedades y graficas de las funciones
elementales proporcionara un conjunto de herramientas basicas de uso comun en

actividades relacionadas con las matematicas.

4.1 HERRAMIENTAS BASICAS
4.1.1 Graficaciéon por puntos

Segun la geometria analitica las formas algebraicas pueden representarse
geométricamente y las formas geométricas de manera algebraica. Sea una forma

algebraica, dada por la ecuacion a dos variables:
y=x*-4 (1)

Una solucion de la ecuacion (1) es un par ordenado de numeros reales (a, b) que

la satisfacen:
b=a’-4
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El conjunto de todas sus soluciones sera:
S={(x,y)/ y =x* -4}

Para encontrar una solucién de la ecuacion (1) simplemente se reemplaza una de
las variables con un numero y se resuelve para la otra variable. Por ejemplo, si
X = 2, entonces y = 2° - 4 = 0.y el par ordenado (2 , 0) es una solucién. De
manera similar, si y=5.entonces5=x*—-4, x*=9. x = +3. vy los pares

ordenados. (3, 5)y (-3, 5) son soluciones.

Sin embargo al reemplazar una variable por un namero y resolver para la otra
variable se puede introducir nameros imaginarios. Por ejemplo, si y = -5,

entonces,

5=x*~4 O x* = -1,dedonde x=+i, Unidad Imaginaria.

Asi, (-i , -5) e (i, -5) son soluciones de y = x* - 4. pero , las coordenadas de un
punto en un sistema coordenado rectangular deben ser nimeros reales. Por tanto
cuando se grafica una ecuacion, solo se considera los valores de las variables

gue producen soluciones reales de la ecuacion.

La gréafica de una ecuacion a dos variables es la grafica de su conjunto solucion.
El conjunto solucién de (1) tiene un numero infinito de elementos y su gréafica se

extiende sin frontera.

Para trazar la grafica de una ecuacion, se incluye suficientes puntos de su
conjunto solucion. A este proceso se le llama graficacion punto por punto.

EJEMPLO 4.1
Trazar la grafica de y = x* - 4.

Se construye una tabla de soluciones con los pares ordenados de numeros reales

que satisfacen la ecuacion dada.
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La figura obtenida se llama parébola. Fig.4.1. Observe que si se dobla una hoja
de papel a lo largo del eje y, el lado derecho se acopla con el lado izquierdo. Se

dice que la grafica es simétrica con respecto al eje y, llamado eje de la parabola.

Fig. 4.1 La Parabola

4.1.2 Simetria

Una curva es simétrica con respecto a:

1. Elejey, si(-a, b)y (a, b) estan en la graficay los dos puntos equidistan del
ejey.

2. El eje x si (a, -b) y (a, b) estéan en la grafica y los dos puntos equidistantes del
eje x.

3. El origen si (-a, -b) y (a, b) estan en la graficay los dos puntos equidistan del

origen en una recta que pasa por él.
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OMZ0-=-0Z2CT

=

Fig. 4. 2 Simetrias

Si se determina previamente las propiedades de simetria de una curva, se ahorra
tiempo y energia al momento de trazarla. Asi pues, se sabe que la gréfica de

y = x* - 4 es simétrica con respecto al eje y, basta trazar el lado derecho de la
gréfica; y después reflejarla sobre el eje y.

Las pruebas de simetria de una curva, se sintetizan asi:

G
R
A
F
|
C
A
S

Simetria son respecto a: Ecuacion equivalente
Ejey X se remplaza por -X
Eje x y se remplaza por -y

Origen X y y sereemplazan por -x y -y
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EJEMPLOS 4.2

Examinar la simetria y trazar la gréfica de:
1. y=x3 2. y=|x|
Solucién

1. Pruebas de simetria paray = x°.

Ecuacién dada Simetria con respecto a, Ecuacion obtenida

y = x° Ejey: y =(x) y =-x3
y =-x° Eiex: -y = X3 y =-x°
y = X Origen: -y = (-x°) y = x°

La Unica ecuacion equivalente resulta al remplazar x por -x y, Yy por -y. Es
decir la graficade y = x® es simétrica con respecto al origen.

Gréafica. Los valores positivos de x producen valores positivos para y, Vy los
valores negativos de x producen valores negativos para y. Por tanto, la grafica
esta en el primer y en el tercer cuadrantes. Ahora se hard un trazo cuidadoso en el
primer cuadrante; y se reflejar4 esos puntos en el origen para obtener la gréfica

completa.

Fig. 43 y=x°
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2. Pruebas de simetria paray = |x|.

Ecuaciéon dada @ Simetria con respecto a| Ecuacion obtenida

Portanto y =| x| es simétrica con respecto al eje y.

Grafica. Como | x | nunca es negativa, la gréfica estara en el primer y segundo
cuadrantes. Se traza en el primer cuadrante; y después se refleja sobre el eje vy,

OMZ0-—0Z2CT

para obtener la grafica completa. Fig. 4.4

=

Fig. 4.4 Valor absoluto

4.1.3 Distancia entre dos Puntos.
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La geometria analitica estudia dos problemas basicos:

1. Dada una ecuacion, encontrar su grafica.

2. Dada una curva (recta, circunferencia, parabola, elipse, etc.,)en un sistema de

coordenadas determinar su ecuacion.
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Antes de analizar los dos casos, encontramos la distancia entre dos puntos del
plano: sean Pi(X1 , Y1) ¥ Pa2(x2 , y2) dos puntos en el sistema coordenado
rectangular y los proyectamos sobre los ejes: se obtiene el punto  P3(X2 , y1).
Ahora setrazael A P; P3P,. rectangulo en P3: Por el Teorema de Pitagoras:

PiP.° = PiPs” +PsP2”
PP2* = |x2 X1 |° +|y2- yaf?

= (X2 - X1)° + (y2-y)? O

d (P ,P,) = \/(XZ—Xl) +(y2-y1)

OMZ20=0Z2CT

=

Fig. 4.5 Distancia entre 2 puntos

EJEMPLO 4.3

Calcular la distancia entre los puntos (-3, 5)y (-2, -8).
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No importa cual punto se tome como P; o P, debido a los cuadrados en la

formula.

Sea (X1,Y1)=(-3,5)y (X2, ¥2) = (-2, -8). Entonces

2 2
d= \/[(-2) -(-3)] +[(-8)-95]
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2 2
= \/(-2+ 3) +[(-8)- 9]

Y1+ 13)°

~/1+169 = /170

4.1.4 Lacircunferencia

La formula de la distancia entre dos puntos es de gran ayuda si s6lo se usa para
encontrar la distancia real entre los puntos.

OMZ20=—0Z2CT

y
A Una circunferencia es el conjunto de todos los
Y P(X,y) puntos de un plano equidistantes de un punto fijo.
0 : La distancia fija se conoce como radio, y al punto

fijo se le llama centro.

Fig. 4.6
La Circunferencia

Para hallar la ecuacion de una circunferencia de radio r (r > 0) y centro C (h, k)
en un sistema coordenado rectangular, sea P (x , y) en la circunferencia

entonces d(P, C) =r; es decir,

\/(x—h)2+(y—k)2 =r, r>0 de donde:

(x - h)?> + (y - k)? = r*. por tanto:

G
R
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C={(xy)éx-hy’+(y-k’=r’}

Si (h,k) coincide con el origen, tenemos la ecuacion canonica de la

circunferencia:
C={(x,y)é x*+y*=r’}
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EJEMPLOS 4.4

1. Determinar la ecuacion de una circunferencia con radio 4 y centro en:

a. (-3,6) b. (0,0 Trazar la grafica correspondiente

Solucién:

a. (hk)=(-3,6) y r=4: b. (h,k=(00)y r=4
(x—h)*+(y-k?=r X2 +y? =12

[x- (-3)F + (y-6)°=4° X2+ y2 = 42
(x+3)*+(y-6)*=16 2 +y? = 16

Para graficar la ecuacién, se Para graficar la ecuacion, se toma el

OMZ20=0Z2CT

ubica el centro C(-3,6) y se trazala  CeNtro en el origen y se traza la

circunferencia de radio 4. circunferencia de radio 4. Fig. 4.7 b.

Fig 4.7 a.

=

Fig. 4.7 Circunferencias con radio y centro
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2. Encontrar el centro y el radio de una circunferencia cuya

ecuacién es X2 +y? + 6x - 4y = 23.
Solucion:

La ecuacion dada, se transforma en una de la forma (x - h)? + (y = k)*> =r? al
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completar cuadrados: luego se determina el centro y el radio:
X*+y*+6x-4y=23 0 (xX*+6x)+ (Y°-4y)=23 O
(X®+6x+9)+ (Y’ -4y+4)=23+9+4 0O
(x+3)%+(y-2°%=36 06sea:
[X - (-3)? + (y - 2)* = 6° de donde:
C(h,k)=C (-3, 2)

r=-/36 =6

4.2 LA LINEA RECTA

OMZ20=0Z2CT

Toda ecuacion de primer grado a dos variables, representa una linea recta en el

plano (Ver capitulo 1ll, seccion 3.1) . Su forma general es:

=

Ax+By +C =0 (1)

donde Ay B NO pueden ser cero a la vez. Al despejar y de esta ecuacion, se

tiene:
A C.,
=(-2)x + (-2) O6sea
y=(2)x + (5)

y=mx+b (2

donde m y b son constantes: m es la pendiente de larectay b el punto de
corte con el eje y. Su gréfica se traza, tomando dos puntos cualesquiera.

La pendiente es la medida de la “elevacién” de la recta. Si se considera dos
puntos del plano P31 (X1, Y1), P2 (X2, y2) la pendiente de la recta PiP2 Se expresa
por:
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Y2—Y1_ elevacion
X2 —X1 desplazamiento

m =

siempre que x; # Xo Fig.4.8
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YA Pa(X2,Y2)
| y2 - yl
i 7~ Elevacion.
0 ! >
U X
P1(X1, y1) Y
X2 - X1

desplazamiento

Fig. 4.8 Pendiente de una recta

Es claroque m=0si ysolosi y; =y, 0 sea que larecta PiP2 es horizontal. Para

una recta vertical, la pendiente es indefinida.

OMZO0-—0Z2CT

La interpretacién geométrica de la pendiente de una recta se sintetiza en la

siguiente tabla:

Y

Recta Pendiente Ejemplo

Asciende cuando X se mueve M >0

de izquierda a derecha

Desciende cuando x se mueve M< O

de izquierda a derecha

Horizontal M=0 —T P

Vertical m indefinida — >

Interpretaciéon Geométrica de la Pendiente
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EJEMPLOS 4.5
1. Trazar la gréfica de la ecuacién 3x -4y =12.

Solucién:

Basta identificar dos puntos de la recta, por ejemplo (0,-3) y (4,0).

OMZ20=0Z2CT

Fig. 4.9 Gréaficade 3x -4y = 12.

=

2. Determinar la pendiente de cada recta y trazar la gréfica respectiva:
a. (-3,-4),3,2 b. (-2,3), (1,-3)

Solucion:
Las gréficas correspondientes se ven en la Fig. 4.10
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Fig. 4.10 Calculo de la pendiente
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4.2.1 Ecuacién de punto y pendiente

La ecuacion de una recta que pasa por el punto P; (X1, y1 ) con pendiente m se

expresa por
y-yi=mx-x1) (3)
Basta considerar la pendiente entre P1 (X1,Y1) Y

P(X,y): m = % OX# X, 0 y-yr=m(X-Xy)
— X1

OMZ20=0Z2CT

=

Fig.4.11 Ecuacion de punto y pendiente

EJEMPLOS 4.6

1. Hallar la ecuacion de la recta con pendiente 2 y que pasa por el punto
(-2, 1).

2. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (4 ,-1)y (-8, 5).

Solucién:

1.Como m=2y (X1,Yy1)=(-2, 1) segun la ecuacion (3), se tiene:
y—yi=m(X -X1)
y—-1=2[x-(-2)]
y—1=2( +2)
y—1=2x+4 0 2x-y+5 =0
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2. La pendiente de esta recta viene dada por:

m = Yo,7Y, - 5_(_1) — 6

X,—X, -8-4 -12

N |-

ahora, sea (x1,Yy1) =(4, -1) y aplicamos la ecuacioén (3):

y—y1=m(X-Xy)
y-(1)=-3 (x-4) O

y+1 = g + 2, de donde

X

-5+1 6 bien x+2y-2=0

y

OMZO0-—-—0Z2CT

En sintesis, la ecuacion de una recta, puede presentarse como sigue:

=

Forma estandar Ax +By +C=0 AyBnosonO

Forma pendiente-

. - _ Pendiente: m, interseccion
interseccion y=mx+Db

bconelejey

Forma punto - pendiente Y -y =m(x— | Pendiente:m; punto

X1) (X1, Y1)
Recta horizontal y=hb Pendiente 0
. _ Pendiente indefinida
Recta vertical X=a

Diferentes presentaciones de una recta.

4.3 FUNCIONES NUMERICAS

Un tipo especial de funciones son las que transforman unos conjuntos numéricos
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en otros, y en estos casos, las funciones se expresan mediante tablas de valores
o formulas matematicas. En general las funciones reales de variable real
obedecen a las mismas leyes estudiadas en el capitulo I, seccién 1.1.4.1.

Sea f: T - T,

X = f(x)
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4.3.1 Notacion de una funcién

Para nombrar funciones y proporcionar una notacion conveniente, en general se
utiliza letras: f,g,h; F,.G,H 6 4, y, p... asi, pues, sif es el nombre de la funcién

definida por la ecuacion y = 2x + 1, en vez de escribir:

y =2x + 1 (Regla de correspondencia) 6
f={x,y)/ y=2x+ 1} (Conjunto de pares ordenados)

se escribe Gnicamente
f(x) =2x+1 (Notacién de funcidn)

El simbolo f: x — f(x), se lee “ f transforma x en f (x)”, é indica la relacion entre

el valor x del dominio y el valor f (x) del rango (Fig. 4.12).

DOMINIO RANGO
Fig. 4.12 Notacion de una funcién
La funcién f "transforma" los valores x del dominio en valores f (x) del rango.

La expresion: gt)=t* -3t+7

define a g como una funcién de la variable independiente t. Para encontrar
g (-2), se reemplaza t por -2, siempre que -2 esté en el dominio de g:

9(-2)=(-2)?-3(-2)+7 = 4+6+7 = 17
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Por tanto, la funcion g asigna el valor 17 del rango al valor —2 del dominio. Es

decir, el par ordenado (- 2, 17) pertenece a g.

NOTA.

El simbolo f (x) representa al numero real en el rango de la funcion f
correspondiente al valor x de dominio. Simbdlicamente, f: x — f(x), indica que el
par ordenado (x, f (x)) pertenece a la funcién f. Si x no esta en el dominio de f,

entonces f no esta definida en x y por tanto f(x) no existe.

4.3.2 Funciones definidas por ecuaciones

Cuando el dominio y el rango son conjuntos finitos es pertinente definir, una
funcion mediante una tabla 6 lista de pares ordenados, sin embargo la mayoria de
las aplicaciones de funciones tienen dominios y rangos infinitos, por tanto la regla
de correspondencia no se puede mostrar en una tabla, ni es posible enumerar
todos los pares ordenados que a ella pertenecen. Entonces, las funciones se
presentan como una ecuacién con dos 6 mas variables, donde se especifica la

regla de correspondencia y el conjunto de pares ordenados.

Para ilustrar, sea la ecuacién: y=x*+2x 0Ox0 T (4)
A cada valor x del dominio corresponde exactamente un valor y del rango:

Six=4, y=(42?+2(4)=24

i —-1’ :_12 _1' :_§
six=-1, y=(lprach= 8

De esta manera la ecuacion (4) representa una funcién con la ley de
correspondencia

y = X% + 2X
0 sea un conjunto de pares ordenados

f={x,yé y=x*+2x, Ox 0T}
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En general, cualquier variable que se usa como comportamiento para los valores
del dominio, se llama variable independiente; cualquier variable que se usa como

comportamiento para los valores de rango se llama variable dependiente.

Por tanto, si en una ecuacion con dos variables, a cada valor de la variable
independiente le corresponde exactamente un valor de la variable dependiente, la

ecuacion define una funcion.

En otras palabras, si a cualquier valor de la variable independiente corresponde

mas de un valor de la variable dependiente, la ecuacién no define una funcion.

EJEMPLOS 4.7
Determinar si las siguientes ecuaciones definen funciones con variable

independiente x y dominio en todos los numeros reales:
1. y*- x=1 2. y?*-x*=9

Solucion.

1. Aldespejary, se tiene:

yv’- x =1 O y> =1+x, dedonde
y = Y1+x

Como 1l +x UT, 0 xUTy cada niamero real tiene exactamente una raiz
cubica real, la ecuacion 1 asigna exactamente un Unico valor real a la variable

dependiente y = ¥1+x, luego la ecuacién 1 define a una funcion.
2. Al despejary, se tiene:

VP -x*=9 0 y*=9+x? dedonde y=++9+x?
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Como 9 + x* es siempre un ndmero real positivo, y cada nimero real positivo

tiene dos raices cuadradas reales, a cada valor de x
corresponden dos valores de la variable y:y; = - ¥9+x?% y

yo =+ /9 +x 2 luego, la ecuacién 2 no define una funcién.

Observe la frase "una ecuacioén define una funcion" en vez de que "una
ecuacion es una funcién". Esta es una distincion técnica que se emplea en

forma consistente en la literatura matematica.

4.3.3 Pruebade la vertical para una funcion

OMZ20=0Z2CT

De la misma definicion de una funcién real de variable real como f: T - T,
se deduce que:

cada recta vertical en el sistema coordenado rectangular pasa por un solo punto

=

de la grafica de la ecuacién que la representa. Fig. 4.13

Por tanto, si una vertical pasa por dos 0 mas puntos de la grafica de una

ecuacion, ésta, no define una funcion.
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Fig. 4.13 Prueba de la vertical
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4.3.4 Convenciones sobre dominios y rangos

Si una funcion esta definida por una ecuaciéon y no se indica el dominio, se supone
gué esta contenido en el conjunto de todos los numeros reales para producir
valores reales de la variable dependiente. El rango es el conjunto de todos los

valores de la variable dependiente que corresponden a esos valores del dominio.

EJEMPLOS 4.8
1. Calcular el dominio de la funcién definida por la ecuacién y = +/x -3,

asumiendo que x es la variable independiente.

Solucién:
Para que y U T, x—-3 >0 6 sea x > 3luego:
Dominiodey = {x/x>3} 6 [3, U)

En algunos casos se omitirhd la notacién de conjunto y sélo se

escribira 0O x> 3.

2. Dadas las expresiones:

15

f(x)= — g (x) = 16 + 3x — X y h(x):\/25—x2

X—3

Calcular el dominio de cada funcién.

Solucién:

a) Como f(x)= o
X_

0O fx) 0T < x# 3 luego:
Df={x0O7T/ x# 3}

b) Como g (xX) =16 +3x—x* O g(x) OT, O x0T luego:
Dg =T
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2
c) Comoh(x):\/25—x O h(x) UT < 25—-x%* >0 6 sea,

5-x)(B+x)> 0, de donde:
Dh={x UT/-5<x<5}

3. Con las expresiones anteriores calcular:
a) f(6) b)g(-7) c¢)h(10) d) f(0) +g(4) -h(-3)

Solucioén:

15 15
a). f(G)—ﬁ:? =5

b). g(-7) =16 +3(-7) - (-7)> =16-21-49 = -54

¢). h(10) = 25 = J25-100 = J-75

Pero +=75 no es un namero real. Como el dominio de h es Ty debe

producir valoresen T [ h (10) no esta definida.

d). f(0) +g(4) -h(-3) = 1 [16 + 3(4) — 4% ] - /25 —(=3) 2
= i—s +12 - /16
= 5+12-4 =3

Ademas, es importante poder evaluar funciones de expresiones que

impliquen una o més variables. Por ejemplo, la diferencia de cocientes.

f(x+h) -

. f(x)’ donde x y x+ h estan eneldominiodefy h #0
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EJEMPLOS 4.9

Sea f(x) = x? + 4x + 5, calcular y simplificar:

f(x+h) - f(x)

1. f(x+h 2.
( ) -

h#0

Solucion:

1. fx+h)=(x+h?+4(x+h)+5

= x2+2xh+h2 + 4x + 4h + 5

OMZ0-—-—0Z2CT

- 2 2 2
2. —f(“hg o) - % §< +2xh +h +4x +4h +5 —(x +4x+5)E

1 2 2 2 I:l
== §< #2xh #h +ax +4h +5-x -4x -5

=

= h(2X+:+4) = 2x+h+4

ADVERTENCIAS

1. Si f es una funcion, entonces f (x + h) representa al valor de f en el nimero
X + h No se debe confundir esta notacién con la notacién algebraica para la

multiplicacion:

f(x+h) # fx+ fth, pues, f(x+ h) esta en notacién de funcion.

4 (x + h) =4x + 4h, 4(x + h) esta en notacion de multiplicacion algebraica.
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2. Otra interpretacion del simbolo f (x + h) es la siguiente:

f(x+th) # f(x) + f(h)
Hay casos particulares en que f (x + h) = f (x) + f (h) es un enunciado verdadero,

pero en general estas dos expresiones no son iguales.
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4.3.5 Célculo de lafuncién inversa

Como se estudio en el capitulo | seccion 1.4.4, si f es funcion biyectiva, existe

la funcion inversa que se define por:

fLTo T Cfi={(y,x)/y=f(x), 0y O T}
Por tanto: y=fl(x) < x=fy) Ox T, Oy 0T de aqui,
Df' = Rf; Rf' =Df.

Para el calculo de la funcion inversa se debe tener en cuenta cuatro pasos:

1. Se encuentra el Dominio de f y se verifica que sea uno a uno. Si f no es
una funcién uno a uno, no existe f .

2. Se resuelve la ecuacion y = f(x) para x. El resultado es una ecuacion de la
forma x =f 7 (y).

3. Se intercambia x y y en la ecuacion encontrada en el segundo paso. Esto
expresa af ' como una funcién de x.

4. Se encuentra el dominio de f . Teniendo en cuenta que el dominio de f %,

debe ser igual que el rango de f.

EJEMPLO 4. 10

Determinar la funcién inversa, el dominioy la graficadef(x) = vx-1
Solucion:

ElI Df =11, U). La grafica en la Fig. 4.14 muestra que f es uno a uno, por
consiguiente f * existe.
Basta resolver la ecuacion y =f (x) para x.

Si y = 4J/x-10
y2 =x-1
x =y? + 1 por tanto,
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x =f1(y) = y*+1,alintercambiar x y y, se tiene:

y =f1(x) = x*+1

Para encontrar el Dominio de f™, se debetener encuenta que
Df* =Rf,si se observa la grafica de f se puede decirque el
Rf=[0, U).Asi que el Df =10, ), luego:

frx)=x*+1, x>0.

Fig.4.14 Funcion Inversa
f(x)=4Vx-1

frt=x+1, x>0

4.4  GRAFICA DE UNA FUNCION

Cada funcion real de variable real tiene dominio y rango en los nimeros reales y
una grafica en el plano. Al graficar las funciones, los valores del dominio estan en
el eje horizontal y los valores del rango en el eje vertical. De manera que la
grafica de una funcion f equivale a la gréfica de la ecuacion  y =f(x), donde x
es la variable independiente (abscisa del punto) y f(x) la variable dependiente

(ordenada del punto).
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La abscisa de un punto en el que f(x) corta al eje x se denomina interseccion con
el eje x o raiz de la funcion: x es una raiz de la ecuacion f(x) = 0. La ordenada
de un punto donde f (x) cruza el eje y se denomina interseccion de la funcién
con el eje y, siempre que 0 esté en el dominio de f. Una funcién puede tener mas
de una interseccion con el eje x, pero nunca puede tener mas de una interseccion

con el eje .

Observe el uso efectivo dé la notacion de intervalo describiendo el dominio y rango
de las funciones en las siguientes figuras, aqui se usa un punto sélido para indicar
gue el punto esta en la grafica de la funcion, en la Fig. 4.15 se usa un punto
abierto para indicar que el punto no esta en la grafica de la funcion, un punto
abierto o sélido al final de la grafica indica que la gréfica termina ahi, mientras que
una punta de flecha indica que la gréafica continia sin cambios significativos en su
forma.

Fig. 4.15 Gréafica de una funcién
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4.4.1 Funciones crecientes, decrecientes y constantes

Intuitivamente, una funcion es creciente si, x1<x, @ f(x1) < f(x2), cuando aumenta
de valor a medida que aumenta la variable independiente Fig. 4.16 a). La funcion
es decreciente si, x;<x» @ f(x1) > f(x2) cuando diminuye de valor a medida que
aumenta la variable independiente. Fig. 4.16 b). Si la funcién no cambia de valor,

sera constante. Fig.4.16 c).

Fig. 4.16

De manera formal, se tiene: sea | un intervalo en el dominio de una funcién f,

entonces:

1. fescrecienteenl si a<b O f(a) < f(b).

LICENCIATURA EN INFORMATICA



Y

OMZ20=-0Z2CT

UNIVERSIDAD DE NARINO

2. fesdecrecienteenlsi a<b 0O f(a) > f(b).

3. fes constanteenlsi a<b 0O f(a) = f(b).

f: T T esunafuncién par si:

f(x)=f(x) OxOT

f: T T esunafunciéon impar si:

fx)=- f(x) OxO T

EJEMPLOS 4.11
1. Sea f(x)=x*+3 0O
f(-x) = (-x)? +3
=x%+3, luego f (x) es funciéon PAR.
La grafica de una funcion par es simétrica con respecto al eje y.

2. Sea f(x)=x* O

£(- x) = - (-x3) = X3, luego f(x) es funcién impar.

La grafica de una funcion impar es simétrica con respecto al origen.

4.4.2 Lafuncién cuadréatica

Para definir la funcién cuadratica, utilizamos un polinomio de 2° grado:

f:T- T es

una funcién cuadrética si

fx)=ax’?+bx+c az0 (1)

donde a, b y ¢ son nimeros reales.
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Como la expresion ax2 + bx + ¢ representa un numero real para todo elemento el

dominio de x.

El dominio de una funcion cuadréatica es el conjunto de todos los numeros

reales.

El rango de una funcién cuadratica y las caracteristicas mas importantes de esta
grafica se pueden determinar transformando la ecuaciéon (1) completando el

cuadrado a la forma

f(x)=a (x - h)2 + k 2)
Cada parametro: a, h y k, produce un efecto, asi:

a >0, la curva se abre hacia arriba y existe un punto minimo.
a <0, lacurva se abre hacia abajo y existe un punto maximo.
Si 0<ax<1,lasramas se achatan sobre el eje x.

Si a>1, las ramas se acercan al eje de la pardbola.

Si h >0, el desplazamiento horizontal es hacia la derecha.

Si h <0, el desplazamiento horizontal es hacia la izquierda.
Si k > 0, el desplazamiento vertical es hacia arriba.

Si k <0, el desplazamiento vertical es hacia abajo.
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Fig. 4.17 f(x)=a (x - h)2 +k

Como ilustracion sea la funcién cuadratica

=

f(x) = 2x2 - 8x + 4 3

Se transforma la ecuacién (3) en la forma (2) completando el cuadrado
f(x) = 2x2 — 8x + 4
= 2(x2 —4x) + 4
=2(x% —4x+4)—8+4
=2(x-2)2 -4
luego,

f(x) = 2(x - 2)2 — 4 4

Cuando x = 2, f(x) = -4 que es el valor minimo de f (x) para toda x (jun resultado
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muy importante!). Es mas, si se elige dos valores cualesquiera, equidistantes de la
recta vertical x = 2, se obtendra los mismos valores para la funcién. Por ejemplo

x =1y x =3 estan a una unidad de x = 2, y los valores correspondientes de la
funcién son: f (1) =2(-1)>-4 = -2

f(3)= 2(1)2-4=-2
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En consecuencia, la vertical x = 2 es un eje de simetria. Es decir, si la grafica se
traza en una hoja de papel y el papel se dobla a lo largo de  la recta x = 2, los
dos lados de la parabola se acoplaran perfectamente. Estos resultados  se
ilustran en la gréfica de las ecuaciones (3) 6 (4) y larecta x =2 en el mismo

sistema coordenado. (Fig. 4.18)

Fig.4.18 f (x)= 2(x-2)° - 4

Del andlisis anterior, se puede observar que si se mueve de izquierda a derecha,
f (x) esta decreciendo en (-0, 2] y creciendo en [2, (). Ademas, f(x) puede tener

valores mayores o iguales a -4, pero no menores de -4. por tanto,

Rf={yOT/y> -4 = [40)

En general, la grafica de una funcion cuadratica es una parabola con eje de
simetria paralelo al eje vertical. El punto mas bajo o mas alto de la parébola,
donde exista, se llama vértice. El valor maximo o minimo de la funcién cuadrética
siempre ocurre en el vértice de la parabola. En el ejemplo dado, x = 2 es el eje

de la pardbolay (2, - 4) es su vértice.

Al transformar la ecuacion (3) en la ecuacion (4) se puede identificar:

El vértice y el eje de la parabola; el valor minimo de f (x) y el rango de la funcion.

LICENCIATURA EN INFORMATICA



UNIVERSIDAD DE NARINO . 184

La gréfica de una funcion cuadrética se llama parébola.

OMZ0-=-0Z2CT

Fig. 4.19 Funciones Cuadraticas

Y

4.4.2.1 Propiedades de la funciéon cuadratica.
Dada una funcion cuadratica

f(x)= a(x-h?+k a#0
se tiene las siguientes propiedades:
1. Lagréficade f es una parabola.

2. El vértice es : (h, k). La curva crece por un lado del vértice y disminuye en el
otro.

3. El eje de simetria es: x = h, paralela al eje y.
4. f(h)=k eselminimosia>0 y el maximo si a< 0.
5. Dominio: todos los niUmeros reales.

6. Rango: (-0, k], sia<0 o[k, O) si a>0.
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4.4.3 Funciones definidas por partes.

Las funciones cuyas definiciones implican mas de una formula se llaman
funciones definidas en partes, como ocurre con la funcion real de variable real

llamada valor absoluto. (Ver capitulo I, seccion 1.2.3.4).

[FX Six<0
f)=x=0

Six>0
EJEMPLOS 4.12

Trazar la grafica de la funcién

OMZ20=—0Z2CT

f(x) = x + =
x

Segun la definicion dada en 4.4.3 separamos f en partes.

=

Para x<0 [ f(x):x+i:x+ X =x-1
- X

X
Para x = 0, f no esta definida, ya que la divisién por 0 no existe.

Parax >0 f(x)=x+i:x+ §=x+1
X

X

En consecuencia, la definicion de f por partes, queda:

-1 Six<0

f(x) = 1

R

Six>0

G
R
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La gréfica de f. Se exhibe en Fig. 4.20. Notese que f(x) <-1 6 f(x) > 1, es decir,

Rf ={yO0T/y<-16 y>1}
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Fig.4.20 Funcion definida en partes

OMZ0-0Z2CT

Xx-1 Six<0
f(x)=10
X+l  six>o0

Los puntos (0, -1) y (0 , 1) no pertenecen a la grafica de f. Debido a la

—<

separacion de la grafica en x =0, se dice que f es discontinuaen x=0.

45 ALGEBRA DE FUNCIONES

Asi como en aritmética se realizan las operaciones de adicion y multiplicacion, se
puede hacer lo mismo con las funciones, para obtener nuevas funciones, pero es
necesario tomar la variable independiente en la interseccion de los respectivos

dominios:

(f+ g)(x) =f(x) + g(x) OxODf nDg  Funcidn suma
(f-9)(x)=f(x)- g(x) OxODfnDg Funcion diferencia

G
R
A
F
I
C
A
S

(fg)(x) = f(x) g(x) Ox ODf nDg  Funcidn producto

ELEX) i) g(x)#0 Ox0ODf nDg Funcién cociente
9 9(x)
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4.5.1 Composicion de funciones

Seah: T - T una funcion definida por:
h(x) = v/2x +1
se observa que dentro del radical hay una funcién lineal. Por tanto h es una
combinacién de una funcion raiz cuadrada con una funcion lineal. Mas claramente
se tiene: Sea
u=2x+1=g(x) pero
y=+u = fu O
h(x) =f[g(x)] = (Fo9)(x)

Se dice que la funcion h esta compuesta por dos funciones fy g. (se puede pensar
qgue h es una funcién de funcién.) ¢Qué se puede decir acerca del dominio de h
cuando se conocen los dominios de f y g ?. Al formar la funcion compuesta h
(x) =f [g(x)] y g(x) O Df. Como el dominio de f es el conjunto de todos los
nameros reales no negativos, se ve que g(x) debe ser no negativo; es decir,

gxX) > 06 sea

2x+ 1 >0y por tanto
1
X >-=
-2
—_ 1
Luego Dh={x [l I/XE-E}

De las consideraciones anteriores, resulta la siguiente:

DEFINICION

—

Dadas las funciones f: T@7T y g T@T,lafunciongof: T @ T es llamada

compuesta de fy g. Se denota por:

(9 0 H)(x) = g [f(x)]

El dominio de g o f es el conjunto de todos los niumeros reales x [ Dg tales que
g (x) O Df
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En consecuencia el dominio de g o f es subconjunto del dominio de g, mientras

que el rango de g o f es un subconjunto del rango de f.

EJEMPLOS 4.13
Calcular (fo g)(x) y (g o f)(x) y sus dominios si f (x) =x° y g(x) =3x* - 1.

Solucion:

(fog)(x) =g =f(3x*-1) = (3x*-1)10
(9o f(X) =g [f)] =g(x™) =3(x")* -1=3x* -1

Las funciones f y g estan definidas para todos los numeros reales. Si x es
cualquier numero real, entonces x esta en el dominio de g, g(x) esta en el dominio
de f, y, en consecuencia, x esta en el dominio de f o g. Asi, el dominiode fog
es el conjunto de todos los numeros reales. Usando razonamientos similares, el

dominio g o f también es el conjunto de todos los niumeros reales.

Si dos funciones estan definidas para todos los nimeros reales también lo esta su

compuesta.

ADVERTENCIA

El dominio de f o g no siempre se puede determinar examinando solo la forma
final de (f o g )(x). Los numeros que estan excluidos del dominio de g deben ser
excluidos del dominio de fo g.

En calculo, el dominio de las funciones es importante para poder encontrar la

compuesta y para reconocer cuando una funcion dada es la compuesta de dos

funciones mas simples.
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EJEMPLOS 4.14
1. Expresar h como compuesta de dos funciones mas simples:

h(x) = (3x +5)°

Solucién:
Sea f(x)=x" y g(x)=3x + 5, entonces
h(x) = (3x + 5)° = f (3x+5) = f [ g(X)] = (f 0 g )(X)

Luego h esla compuestade fy g.

2. Seanf: T - T CfX)=2x+1y g T - TLgx) =x*+2x-1
gof: ™ - T  viene dada por
gof(x) = g(f(x) = g(@2x+1) = (2x +1)® +2(2x +1) =1 = 4x* +8x +2
fog: T - T viene dada por

fog(x) = f(gX) =f(F+2x—-1) =2 (x* +2x =1) + 1 = 2x* +4x -1
Portanto, fog # gof.

45.2 Funciones elementales

Las funciones g(x) = x*—4 h(x)= (x—4)? K(X) = -4x2

pueden obtenerse de la funcién f(x) = x* realizando operaciones simples con f:
g(x) =f(x)— 4 h(x)= f(x - 4) k(x) = -4 f(x)

Entonces las graficas de las funciones f, g y k estan muy relacionadas con la

grafica de la funcion f.
Esta consideracion hace ver la necesidad de conocer otras funciones elementales

y resumir sus propiedades basicas. Algunas funciones son de uso frecuente, como

se muestra en la Fig. 4.21.

LICENCIATURA EN INFORMATICA



= OMZ0-0Z2CT

OXO=T1>200

UNIVERSIDAD DE NARINO

Fig.4.21 Funciones Elementales
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4.5.3 Desplazamientos verticales y horizontales

Seaf:T - Tunafuncion ya 0T O
« f(x- a)eslagraficade f(x) desplazada a unidades hacia la derecha.

« f(x+a)eslagraficade f(x) desplazada a unidades hacia la izquierda.
Asi pues, sean las funciones:

f(x)= |x/; gx)= |x+3 vy h(x)= [x-2|. Entonces:

La grafica de g(x)= [x+3 es igual a la grafica de f(x)= | desplazada 3 unidades
hacia la izquierda mientras que la grafica de h(x)= |x—2| esiguala la gréfica

de f(x)= |x| pero desplazada 2 unidades hacia la derecha. Fig. 4.22

Ix1 Ix-21

Ix+3/ /

Fig. 4.22 Desplazamientos horizontales

Sea f:T - Tunafuncion y b UT O

« f(X)+b eslagrafica de f(x) desplazada b unidades hacia arriba por el eje y.

» La gréfica de f(x) - b es la grafica de f(x) desplazada b unidades hacia la

abajo por el eje y.
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La grafica de g(x)= [x+3 -2 esigual a la grafica de f(x)= | desplazada 3
unidades hacia la izquierda y 2 unidades hacia abajo. La grafica de
h(x)= |x-2/+5 esigual a la grafica de f(x)= [x| desplazada 2 unidades hacia la

derechay 5 unidades hacia arriba. Fig. 4.23

Fig. 4.23 Desplazamientos Verticales
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RESUMEN DEL CAPITULO V

Distancia entre 2 puntos

d (P, P2)= \/(Xz —X1)2+(y2—y1)2

Ecuaciones estandar de

una circunferencia

(x-h)*+ (y-k)?=r* Radio: r>0, Centro: (h, k)

X2 +y? = r? Radio: r >0, Centro: (0,0)

Ecuacion estandar de una

recta

Ax + By + C =0, donde A, By C son constantes,

Ay B no son cero

La pendiente de una recta pasa por los puntos
(X1, Y1) Y (X2, y2) se calcula con la siguiente formula:

y2—Yy1
X2 — X1

m=

Si X1 # Xo

La pendiente no esta definida para una recta vertical,
donde x; = x,. Dos rectas con pendientes
miy my son paralelas siy sélosi m; = myy

perpendiculares siy sélo sim;.my = -1,

La ecuacion de una recta que pasa por el punto

P1 (X1, Y1) con pendiente m se expresa por:

Y - y1=m(X - Xg).

Funciones crecientes,

decrecientes y constantes

Sea |, un intervalo en el dominio de una funcién f,
Entonces:

fescrecienteenl si a<b O f(a) < f(b),

f es decrecienteenlsi a<b O f(a) > f(b),
fes constanteenlsi a<b O f(a) = f(b).

Es funcion cuadratica si:

f(x)= ax’+bx+c = a(x-h?2+k,a #0.
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Algebra de funciones

La suma, diferencia, producto y cociente de las
Funciones fy g estan definidas por:

(f+ 9)(x) =f(x) + g(x);

(f- 9)(x) =f(x) - 9(x);

fg)(x) = (x) 9(x)

Hf—gx): ] g(x)#0.
9 9(x)

Dadas las funciones f y g, la funcion f o g es
llamada compuesta de gy f, y se expresa por:

(f o g)(x) = F[g(x)], el dominio de f o g es el conjunto
de todos los numeros reales x [1 Dg tales que

g (x) U Df,

En consecuencia el dominio de f o g es subconjunto

del dominio de g, mientras que el rango de fo g es

un subconjunto del rango de f.
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TALLER No 4

1. De las siguientes ecuaciones cuéles definen funciones con variables

independientes x y dominio en todos los nimeros reales:
a) y’-x =2 b) y*—x*=16

2. Encontrar la definicion por partes de f(x) = [x +1 =[x =1, encuentre el dominio

y el rango de f.

OMZO0-—0Z2CT

3. Graficar:

a) y= =¥ b) y=|x+1-2

Y

4. Calcular f 'y su dominio sabiendo que:

1

a) f(x) =x3 b) f(x)= —; c) f(x) = ¥/x
X
2x+3 _ X _ Jx
d) f(x) N e) f(x) "1 f) f(x) = Tx-1

5. Encontrar g o f y su dominio sabiendo que:

a) f ={(-1,3),(0,-1),(1,1),(2,15)} g ={(-1,0),(1,0),(-3,8),(15,224)}
b) f(x)= o) = Vx -1

Xx-1
c) f(x)=|x+] g(x) = v/x +1
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CAPITULO IV
FUNCIONES Y GRAFICAS

El concepto de funcion es una de las ideas mas importantes en matematicas.

El estudio de las matematicas, mas alla del nivel elemental, requiere comprender a
profundidad una lista basica de funciones elementales, sus propiedades y sus
gréficas. Se considera algunos conceptos geométricos basicos, que incluyen las
graficas de circunferencias y de lineas rectas. Posteriormente se introduce el
importante concepto de funcién, se analiza sus propiedades basicas, y se
considera las operaciones permitidas con funciones. A medida que se avance se
encontrara una variedad de tipos de funciones elementales. Un minucioso
entendimiento de las definiciones, propiedades y graficas de las funciones
elementales proporcionara un conjunto de herramientas basicas de uso comun en

actividades relacionadas con las matematicas.

4.1 HERRAMIENTAS BASICAS
4.1.1 Graficaciéon por puntos

Segun la geometria analitica las formas algebraicas pueden representarse
geométricamente y las formas geométricas de manera algebraica. Sea una forma

algebraica, dada por la ecuacion a dos variables:
y=x*-4 (1)

Una solucion de la ecuacion (1) es un par ordenado de numeros reales (a, b) que

la satisfacen:
b=a’-4
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El conjunto de todas sus soluciones sera:
S={(x,y)/ y =x* -4}

Para encontrar una solucién de la ecuacion (1) simplemente se reemplaza una de
las variables con un numero y se resuelve para la otra variable. Por ejemplo, si
X = 2, entonces y = 2° - 4 = 0.y el par ordenado (2 , 0) es una solucién. De
manera similar, si y=5.entonces5=x*—-4, x*=9. x = +3. vy los pares

ordenados. (3, 5)y (-3, 5) son soluciones.

Sin embargo al reemplazar una variable por un namero y resolver para la otra
variable se puede introducir nameros imaginarios. Por ejemplo, si y = -5,

entonces,

5=x*~4 O x* = -1,dedonde x=+i, Unidad Imaginaria.

Asi, (-i , -5) e (i, -5) son soluciones de y = x* - 4. pero , las coordenadas de un
punto en un sistema coordenado rectangular deben ser nimeros reales. Por tanto
cuando se grafica una ecuacion, solo se considera los valores de las variables

gue producen soluciones reales de la ecuacion.

La gréafica de una ecuacion a dos variables es la grafica de su conjunto solucion.
El conjunto solucién de (1) tiene un numero infinito de elementos y su gréafica se

extiende sin frontera.

Para trazar la grafica de una ecuacion, se incluye suficientes puntos de su
conjunto solucion. A este proceso se le llama graficacion punto por punto.

EJEMPLO 4.1
Trazar la grafica de y = x* - 4.

Se construye una tabla de soluciones con los pares ordenados de numeros reales

que satisfacen la ecuacion dada.
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La figura obtenida se llama parébola. Fig.4.1. Observe que si se dobla una hoja
de papel a lo largo del eje y, el lado derecho se acopla con el lado izquierdo. Se

dice que la grafica es simétrica con respecto al eje y, llamado eje de la parabola.

Fig. 4.1 La Parabola

4.1.2 Simetria

Una curva es simétrica con respecto a:

1. Elejey, si(-a, b)y (a, b) estan en la graficay los dos puntos equidistan del
ejey.

2. El eje x si (a, -b) y (a, b) estéan en la grafica y los dos puntos equidistantes del
eje x.

3. El origen si (-a, -b) y (a, b) estan en la graficay los dos puntos equidistan del

origen en una recta que pasa por él.
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=

Fig. 4. 2 Simetrias

Si se determina previamente las propiedades de simetria de una curva, se ahorra
tiempo y energia al momento de trazarla. Asi pues, se sabe que la gréfica de

y = x* - 4 es simétrica con respecto al eje y, basta trazar el lado derecho de la
gréfica; y después reflejarla sobre el eje y.

Las pruebas de simetria de una curva, se sintetizan asi:

G
R
A
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Simetria son respecto a: Ecuacion equivalente
Ejey X se remplaza por -X
Eje x y se remplaza por -y

Origen X y y sereemplazan por -x y -y
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EJEMPLOS 4.2

Examinar la simetria y trazar la gréfica de:
1. y=x3 2. y=|x|
Solucién

1. Pruebas de simetria paray = x°.

Ecuacién dada Simetria con respecto a, Ecuacion obtenida

y = x° Ejey: y =(x) y =-x3
y =-x° Eiex: -y = X3 y =-x°
y = X Origen: -y = (-x°) y = x°

La Unica ecuacion equivalente resulta al remplazar x por -x y, Yy por -y. Es
decir la graficade y = x® es simétrica con respecto al origen.

Gréafica. Los valores positivos de x producen valores positivos para y, Vy los
valores negativos de x producen valores negativos para y. Por tanto, la grafica
esta en el primer y en el tercer cuadrantes. Ahora se hard un trazo cuidadoso en el
primer cuadrante; y se reflejar4 esos puntos en el origen para obtener la gréfica

completa.

Fig. 43 y=x°
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2. Pruebas de simetria paray = |x|.

Ecuaciéon dada @ Simetria con respecto a| Ecuacion obtenida

Portanto y =| x| es simétrica con respecto al eje y.

Grafica. Como | x | nunca es negativa, la gréfica estara en el primer y segundo
cuadrantes. Se traza en el primer cuadrante; y después se refleja sobre el eje vy,

OMZ0-—0Z2CT

para obtener la grafica completa. Fig. 4.4

=

Fig. 4.4 Valor absoluto

4.1.3 Distancia entre dos Puntos.
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La geometria analitica estudia dos problemas basicos:

1. Dada una ecuacion, encontrar su grafica.

2. Dada una curva (recta, circunferencia, parabola, elipse, etc.,)en un sistema de

coordenadas determinar su ecuacion.
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Antes de analizar los dos casos, encontramos la distancia entre dos puntos del
plano: sean Pi(X1 , Y1) ¥ Pa2(x2 , y2) dos puntos en el sistema coordenado
rectangular y los proyectamos sobre los ejes: se obtiene el punto  P3(X2 , y1).
Ahora setrazael A P; P3P,. rectangulo en P3: Por el Teorema de Pitagoras:

PiP.° = PiPs” +PsP2”
PP2* = |x2 X1 |° +|y2- yaf?

= (X2 - X1)° + (y2-y)? O

d (P ,P,) = \/(XZ—Xl) +(y2-y1)

OMZ20=0Z2CT
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Fig. 4.5 Distancia entre 2 puntos

EJEMPLO 4.3

Calcular la distancia entre los puntos (-3, 5)y (-2, -8).
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No importa cual punto se tome como P; o P, debido a los cuadrados en la

formula.

Sea (X1,Y1)=(-3,5)y (X2, ¥2) = (-2, -8). Entonces

2 2
d= \/[(-2) -(-3)] +[(-8)-95]
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2 2
= \/(-2+ 3) +[(-8)- 9]

Y1+ 13)°

~/1+169 = /170

4.1.4 Lacircunferencia

La formula de la distancia entre dos puntos es de gran ayuda si s6lo se usa para
encontrar la distancia real entre los puntos.

OMZ20=—0Z2CT

y
A Una circunferencia es el conjunto de todos los
Y P(X,y) puntos de un plano equidistantes de un punto fijo.
0 : La distancia fija se conoce como radio, y al punto

fijo se le llama centro.

Fig. 4.6
La Circunferencia

Para hallar la ecuacion de una circunferencia de radio r (r > 0) y centro C (h, k)
en un sistema coordenado rectangular, sea P (x , y) en la circunferencia

entonces d(P, C) =r; es decir,

\/(x—h)2+(y—k)2 =r, r>0 de donde:

(x - h)?> + (y - k)? = r*. por tanto:
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C={(xy)éx-hy’+(y-k’=r’}

Si (h,k) coincide con el origen, tenemos la ecuacion canonica de la

circunferencia:
C={(x,y)é x*+y*=r’}
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EJEMPLOS 4.4

1. Determinar la ecuacion de una circunferencia con radio 4 y centro en:

a. (-3,6) b. (0,0 Trazar la grafica correspondiente

Solucién:

a. (hk)=(-3,6) y r=4: b. (h,k=(00)y r=4
(x—h)*+(y-k?=r X2 +y? =12

[x- (-3)F + (y-6)°=4° X2+ y2 = 42
(x+3)*+(y-6)*=16 2 +y? = 16

Para graficar la ecuacién, se Para graficar la ecuacion, se toma el

OMZ20=0Z2CT

ubica el centro C(-3,6) y se trazala  CeNtro en el origen y se traza la

circunferencia de radio 4. circunferencia de radio 4. Fig. 4.7 b.

Fig 4.7 a.

=

Fig. 4.7 Circunferencias con radio y centro
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2. Encontrar el centro y el radio de una circunferencia cuya

ecuacién es X2 +y? + 6x - 4y = 23.
Solucion:

La ecuacion dada, se transforma en una de la forma (x - h)? + (y = k)*> =r? al
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completar cuadrados: luego se determina el centro y el radio:
X*+y*+6x-4y=23 0 (xX*+6x)+ (Y°-4y)=23 O
(X®+6x+9)+ (Y’ -4y+4)=23+9+4 0O
(x+3)%+(y-2°%=36 06sea:
[X - (-3)? + (y - 2)* = 6° de donde:
C(h,k)=C (-3, 2)

r=-/36 =6

4.2 LA LINEA RECTA

OMZ20=0Z2CT

Toda ecuacion de primer grado a dos variables, representa una linea recta en el

plano (Ver capitulo 1ll, seccion 3.1) . Su forma general es:

=

Ax+By +C =0 (1)

donde Ay B NO pueden ser cero a la vez. Al despejar y de esta ecuacion, se

tiene:
A C.,
=(-2)x + (-2) O6sea
y=(2)x + (5)

y=mx+b (2

donde m y b son constantes: m es la pendiente de larectay b el punto de
corte con el eje y. Su gréfica se traza, tomando dos puntos cualesquiera.

La pendiente es la medida de la “elevacién” de la recta. Si se considera dos
puntos del plano P31 (X1, Y1), P2 (X2, y2) la pendiente de la recta PiP2 Se expresa
por:
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Y2—Y1_ elevacion
X2 —X1 desplazamiento

m =

siempre que x; # Xo Fig.4.8
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YA Pa(X2,Y2)
| y2 - yl
i 7~ Elevacion.
0 ! >
U X
P1(X1, y1) Y
X2 - X1

desplazamiento

Fig. 4.8 Pendiente de una recta

Es claroque m=0si ysolosi y; =y, 0 sea que larecta PiP2 es horizontal. Para

una recta vertical, la pendiente es indefinida.

OMZO0-—0Z2CT

La interpretacién geométrica de la pendiente de una recta se sintetiza en la

siguiente tabla:

Y

Recta Pendiente Ejemplo

Asciende cuando X se mueve M >0

de izquierda a derecha

Desciende cuando x se mueve M< O

de izquierda a derecha

Horizontal M=0 —T P

Vertical m indefinida — >

Interpretaciéon Geométrica de la Pendiente
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EJEMPLOS 4.5
1. Trazar la gréfica de la ecuacién 3x -4y =12.

Solucién:

Basta identificar dos puntos de la recta, por ejemplo (0,-3) y (4,0).

OMZ20=0Z2CT

Fig. 4.9 Gréaficade 3x -4y = 12.

=

2. Determinar la pendiente de cada recta y trazar la gréfica respectiva:
a. (-3,-4),3,2 b. (-2,3), (1,-3)

Solucion:
Las gréficas correspondientes se ven en la Fig. 4.10
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Fig. 4.10 Calculo de la pendiente
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4.2.1 Ecuacién de punto y pendiente

La ecuacion de una recta que pasa por el punto P; (X1, y1 ) con pendiente m se

expresa por
y-yi=mx-x1) (3)
Basta considerar la pendiente entre P1 (X1,Y1) Y

P(X,y): m = % OX# X, 0 y-yr=m(X-Xy)
— X1

OMZ20=0Z2CT

=

Fig.4.11 Ecuacion de punto y pendiente

EJEMPLOS 4.6

1. Hallar la ecuacion de la recta con pendiente 2 y que pasa por el punto
(-2, 1).

2. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (4 ,-1)y (-8, 5).

Solucién:

1.Como m=2y (X1,Yy1)=(-2, 1) segun la ecuacion (3), se tiene:
y—yi=m(X -X1)
y—-1=2[x-(-2)]
y—1=2( +2)
y—1=2x+4 0 2x-y+5 =0
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2. La pendiente de esta recta viene dada por:

m = Yo,7Y, - 5_(_1) — 6

X,—X, -8-4 -12

N |-

ahora, sea (x1,Yy1) =(4, -1) y aplicamos la ecuacioén (3):

y—y1=m(X-Xy)
y-(1)=-3 (x-4) O

y+1 = g + 2, de donde

X

-5+1 6 bien x+2y-2=0

y

OMZO0-—-—0Z2CT

En sintesis, la ecuacion de una recta, puede presentarse como sigue:

=

Forma estandar Ax +By +C=0 AyBnosonO

Forma pendiente-

. - _ Pendiente: m, interseccion
interseccion y=mx+Db

bconelejey

Forma punto - pendiente Y -y =m(x— | Pendiente:m; punto

X1) (X1, Y1)
Recta horizontal y=hb Pendiente 0
. _ Pendiente indefinida
Recta vertical X=a

Diferentes presentaciones de una recta.

4.3 FUNCIONES NUMERICAS

Un tipo especial de funciones son las que transforman unos conjuntos numéricos
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en otros, y en estos casos, las funciones se expresan mediante tablas de valores
o formulas matematicas. En general las funciones reales de variable real
obedecen a las mismas leyes estudiadas en el capitulo I, seccién 1.1.4.1.

Sea f: T - T,

X = f(x)
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4.3.1 Notacion de una funcién

Para nombrar funciones y proporcionar una notacion conveniente, en general se
utiliza letras: f,g,h; F,.G,H 6 4, y, p... asi, pues, sif es el nombre de la funcién

definida por la ecuacion y = 2x + 1, en vez de escribir:

y =2x + 1 (Regla de correspondencia) 6
f={x,y)/ y=2x+ 1} (Conjunto de pares ordenados)

se escribe Gnicamente
f(x) =2x+1 (Notacién de funcidn)

El simbolo f: x — f(x), se lee “ f transforma x en f (x)”, é indica la relacion entre

el valor x del dominio y el valor f (x) del rango (Fig. 4.12).

DOMINIO RANGO
Fig. 4.12 Notacion de una funcién
La funcién f "transforma" los valores x del dominio en valores f (x) del rango.

La expresion: gt)=t* -3t+7

define a g como una funcién de la variable independiente t. Para encontrar
g (-2), se reemplaza t por -2, siempre que -2 esté en el dominio de g:

9(-2)=(-2)?-3(-2)+7 = 4+6+7 = 17
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Por tanto, la funcion g asigna el valor 17 del rango al valor —2 del dominio. Es

decir, el par ordenado (- 2, 17) pertenece a g.

NOTA.

El simbolo f (x) representa al numero real en el rango de la funcion f
correspondiente al valor x de dominio. Simbdlicamente, f: x — f(x), indica que el
par ordenado (x, f (x)) pertenece a la funcién f. Si x no esta en el dominio de f,

entonces f no esta definida en x y por tanto f(x) no existe.

4.3.2 Funciones definidas por ecuaciones

Cuando el dominio y el rango son conjuntos finitos es pertinente definir, una
funcion mediante una tabla 6 lista de pares ordenados, sin embargo la mayoria de
las aplicaciones de funciones tienen dominios y rangos infinitos, por tanto la regla
de correspondencia no se puede mostrar en una tabla, ni es posible enumerar
todos los pares ordenados que a ella pertenecen. Entonces, las funciones se
presentan como una ecuacién con dos 6 mas variables, donde se especifica la

regla de correspondencia y el conjunto de pares ordenados.

Para ilustrar, sea la ecuacién: y=x*+2x 0Ox0 T (4)
A cada valor x del dominio corresponde exactamente un valor y del rango:

Six=4, y=(42?+2(4)=24

i —-1’ :_12 _1' :_§
six=-1, y=(lprach= 8

De esta manera la ecuacion (4) representa una funcién con la ley de
correspondencia

y = X% + 2X
0 sea un conjunto de pares ordenados

f={x,yé y=x*+2x, Ox 0T}
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En general, cualquier variable que se usa como comportamiento para los valores
del dominio, se llama variable independiente; cualquier variable que se usa como

comportamiento para los valores de rango se llama variable dependiente.

Por tanto, si en una ecuacion con dos variables, a cada valor de la variable
independiente le corresponde exactamente un valor de la variable dependiente, la

ecuacion define una funcion.

En otras palabras, si a cualquier valor de la variable independiente corresponde

mas de un valor de la variable dependiente, la ecuacién no define una funcion.

EJEMPLOS 4.7
Determinar si las siguientes ecuaciones definen funciones con variable

independiente x y dominio en todos los numeros reales:
1. y*- x=1 2. y?*-x*=9

Solucion.

1. Aldespejary, se tiene:

yv’- x =1 O y> =1+x, dedonde
y = Y1+x

Como 1l +x UT, 0 xUTy cada niamero real tiene exactamente una raiz
cubica real, la ecuacion 1 asigna exactamente un Unico valor real a la variable

dependiente y = ¥1+x, luego la ecuacién 1 define a una funcion.
2. Al despejary, se tiene:

VP -x*=9 0 y*=9+x? dedonde y=++9+x?
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Como 9 + x* es siempre un ndmero real positivo, y cada nimero real positivo

tiene dos raices cuadradas reales, a cada valor de x
corresponden dos valores de la variable y:y; = - ¥9+x?% y

yo =+ /9 +x 2 luego, la ecuacién 2 no define una funcién.

Observe la frase "una ecuacioén define una funcion" en vez de que "una
ecuacion es una funcién". Esta es una distincion técnica que se emplea en

forma consistente en la literatura matematica.

4.3.3 Pruebade la vertical para una funcion

OMZ20=0Z2CT

De la misma definicion de una funcién real de variable real como f: T - T,
se deduce que:

cada recta vertical en el sistema coordenado rectangular pasa por un solo punto

=

de la grafica de la ecuacién que la representa. Fig. 4.13

Por tanto, si una vertical pasa por dos 0 mas puntos de la grafica de una

ecuacion, ésta, no define una funcion.
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Fig. 4.13 Prueba de la vertical
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4.3.4 Convenciones sobre dominios y rangos

Si una funcion esta definida por una ecuaciéon y no se indica el dominio, se supone
gué esta contenido en el conjunto de todos los numeros reales para producir
valores reales de la variable dependiente. El rango es el conjunto de todos los

valores de la variable dependiente que corresponden a esos valores del dominio.

EJEMPLOS 4.8
1. Calcular el dominio de la funcién definida por la ecuacién y = +/x -3,

asumiendo que x es la variable independiente.

Solucién:
Para que y U T, x—-3 >0 6 sea x > 3luego:
Dominiodey = {x/x>3} 6 [3, U)

En algunos casos se omitirhd la notacién de conjunto y sélo se

escribira 0O x> 3.

2. Dadas las expresiones:

15

f(x)= — g (x) = 16 + 3x — X y h(x):\/25—x2

X—3

Calcular el dominio de cada funcién.

Solucién:

a) Como f(x)= o
X_

0O fx) 0T < x# 3 luego:
Df={x0O7T/ x# 3}

b) Como g (xX) =16 +3x—x* O g(x) OT, O x0T luego:
Dg =T
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2
c) Comoh(x):\/25—x O h(x) UT < 25—-x%* >0 6 sea,

5-x)(B+x)> 0, de donde:
Dh={x UT/-5<x<5}

3. Con las expresiones anteriores calcular:
a) f(6) b)g(-7) c¢)h(10) d) f(0) +g(4) -h(-3)

Solucioén:

15 15
a). f(G)—ﬁ:? =5

b). g(-7) =16 +3(-7) - (-7)> =16-21-49 = -54

¢). h(10) = 25 = J25-100 = J-75

Pero +=75 no es un namero real. Como el dominio de h es Ty debe

producir valoresen T [ h (10) no esta definida.

d). f(0) +g(4) -h(-3) = 1 [16 + 3(4) — 4% ] - /25 —(=3) 2
= i—s +12 - /16
= 5+12-4 =3

Ademas, es importante poder evaluar funciones de expresiones que

impliquen una o més variables. Por ejemplo, la diferencia de cocientes.

f(x+h) -

. f(x)’ donde x y x+ h estan eneldominiodefy h #0
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EJEMPLOS 4.9

Sea f(x) = x? + 4x + 5, calcular y simplificar:

f(x+h) - f(x)

1. f(x+h 2.
( ) -

h#0

Solucion:

1. fx+h)=(x+h?+4(x+h)+5

= x2+2xh+h2 + 4x + 4h + 5

OMZ0-—-—0Z2CT

- 2 2 2
2. —f(“hg o) - % §< +2xh +h +4x +4h +5 —(x +4x+5)E

1 2 2 2 I:l
== §< #2xh #h +ax +4h +5-x -4x -5

=

= h(2X+:+4) = 2x+h+4

ADVERTENCIAS

1. Si f es una funcion, entonces f (x + h) representa al valor de f en el nimero
X + h No se debe confundir esta notacién con la notacién algebraica para la

multiplicacion:

f(x+h) # fx+ fth, pues, f(x+ h) esta en notacién de funcion.

4 (x + h) =4x + 4h, 4(x + h) esta en notacion de multiplicacion algebraica.
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2. Otra interpretacion del simbolo f (x + h) es la siguiente:

f(x+th) # f(x) + f(h)
Hay casos particulares en que f (x + h) = f (x) + f (h) es un enunciado verdadero,

pero en general estas dos expresiones no son iguales.
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4.3.5 Célculo de lafuncién inversa

Como se estudio en el capitulo | seccion 1.4.4, si f es funcion biyectiva, existe

la funcion inversa que se define por:

fLTo T Cfi={(y,x)/y=f(x), 0y O T}
Por tanto: y=fl(x) < x=fy) Ox T, Oy 0T de aqui,
Df' = Rf; Rf' =Df.

Para el calculo de la funcion inversa se debe tener en cuenta cuatro pasos:

1. Se encuentra el Dominio de f y se verifica que sea uno a uno. Si f no es
una funcién uno a uno, no existe f .

2. Se resuelve la ecuacion y = f(x) para x. El resultado es una ecuacion de la
forma x =f 7 (y).

3. Se intercambia x y y en la ecuacion encontrada en el segundo paso. Esto
expresa af ' como una funcién de x.

4. Se encuentra el dominio de f . Teniendo en cuenta que el dominio de f %,

debe ser igual que el rango de f.

EJEMPLO 4. 10

Determinar la funcién inversa, el dominioy la graficadef(x) = vx-1
Solucion:

ElI Df =11, U). La grafica en la Fig. 4.14 muestra que f es uno a uno, por
consiguiente f * existe.
Basta resolver la ecuacion y =f (x) para x.

Si y = 4J/x-10
y2 =x-1
x =y? + 1 por tanto,
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x =f1(y) = y*+1,alintercambiar x y y, se tiene:

y =f1(x) = x*+1

Para encontrar el Dominio de f™, se debetener encuenta que
Df* =Rf,si se observa la grafica de f se puede decirque el
Rf=[0, U).Asi que el Df =10, ), luego:

frx)=x*+1, x>0.

Fig.4.14 Funcion Inversa
f(x)=4Vx-1

frt=x+1, x>0

4.4  GRAFICA DE UNA FUNCION

Cada funcion real de variable real tiene dominio y rango en los nimeros reales y
una grafica en el plano. Al graficar las funciones, los valores del dominio estan en
el eje horizontal y los valores del rango en el eje vertical. De manera que la
grafica de una funcion f equivale a la gréfica de la ecuacion  y =f(x), donde x
es la variable independiente (abscisa del punto) y f(x) la variable dependiente

(ordenada del punto).
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La abscisa de un punto en el que f(x) corta al eje x se denomina interseccion con
el eje x o raiz de la funcion: x es una raiz de la ecuacion f(x) = 0. La ordenada
de un punto donde f (x) cruza el eje y se denomina interseccion de la funcién
con el eje y, siempre que 0 esté en el dominio de f. Una funcién puede tener mas
de una interseccion con el eje x, pero nunca puede tener mas de una interseccion

con el eje .

Observe el uso efectivo dé la notacion de intervalo describiendo el dominio y rango
de las funciones en las siguientes figuras, aqui se usa un punto sélido para indicar
gue el punto esta en la grafica de la funcion, en la Fig. 4.15 se usa un punto
abierto para indicar que el punto no esta en la grafica de la funcion, un punto
abierto o sélido al final de la grafica indica que la gréfica termina ahi, mientras que
una punta de flecha indica que la gréafica continia sin cambios significativos en su
forma.

Fig. 4.15 Gréafica de una funcién
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4.4.1 Funciones crecientes, decrecientes y constantes

Intuitivamente, una funcion es creciente si, x1<x, @ f(x1) < f(x2), cuando aumenta
de valor a medida que aumenta la variable independiente Fig. 4.16 a). La funcion
es decreciente si, x;<x» @ f(x1) > f(x2) cuando diminuye de valor a medida que
aumenta la variable independiente. Fig. 4.16 b). Si la funcién no cambia de valor,

sera constante. Fig.4.16 c).

Fig. 4.16

De manera formal, se tiene: sea | un intervalo en el dominio de una funcién f,

entonces:

1. fescrecienteenl si a<b O f(a) < f(b).
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2. fesdecrecienteenlsi a<b 0O f(a) > f(b).

3. fes constanteenlsi a<b 0O f(a) = f(b).

f: T T esunafuncién par si:

f(x)=f(x) OxOT

f: T T esunafunciéon impar si:

fx)=- f(x) OxO T

EJEMPLOS 4.11
1. Sea f(x)=x*+3 0O
f(-x) = (-x)? +3
=x%+3, luego f (x) es funciéon PAR.
La grafica de una funcion par es simétrica con respecto al eje y.

2. Sea f(x)=x* O

£(- x) = - (-x3) = X3, luego f(x) es funcién impar.

La grafica de una funcion impar es simétrica con respecto al origen.

4.4.2 Lafuncién cuadréatica

Para definir la funcién cuadratica, utilizamos un polinomio de 2° grado:

f:T- T es

una funcién cuadrética si

fx)=ax’?+bx+c az0 (1)

donde a, b y ¢ son nimeros reales.
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Como la expresion ax2 + bx + ¢ representa un numero real para todo elemento el

dominio de x.

El dominio de una funcion cuadréatica es el conjunto de todos los numeros

reales.

El rango de una funcién cuadratica y las caracteristicas mas importantes de esta
grafica se pueden determinar transformando la ecuaciéon (1) completando el

cuadrado a la forma

f(x)=a (x - h)2 + k 2)
Cada parametro: a, h y k, produce un efecto, asi:

a >0, la curva se abre hacia arriba y existe un punto minimo.
a <0, lacurva se abre hacia abajo y existe un punto maximo.
Si 0<ax<1,lasramas se achatan sobre el eje x.

Si a>1, las ramas se acercan al eje de la pardbola.

Si h >0, el desplazamiento horizontal es hacia la derecha.

Si h <0, el desplazamiento horizontal es hacia la izquierda.
Si k > 0, el desplazamiento vertical es hacia arriba.

Si k <0, el desplazamiento vertical es hacia abajo.
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Fig. 4.17 f(x)=a (x - h)2 +k

Como ilustracion sea la funcién cuadratica

=

f(x) = 2x2 - 8x + 4 3

Se transforma la ecuacién (3) en la forma (2) completando el cuadrado
f(x) = 2x2 — 8x + 4
= 2(x2 —4x) + 4
=2(x% —4x+4)—8+4
=2(x-2)2 -4
luego,

f(x) = 2(x - 2)2 — 4 4

Cuando x = 2, f(x) = -4 que es el valor minimo de f (x) para toda x (jun resultado
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muy importante!). Es mas, si se elige dos valores cualesquiera, equidistantes de la
recta vertical x = 2, se obtendra los mismos valores para la funcién. Por ejemplo

x =1y x =3 estan a una unidad de x = 2, y los valores correspondientes de la
funcién son: f (1) =2(-1)>-4 = -2

f(3)= 2(1)2-4=-2
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En consecuencia, la vertical x = 2 es un eje de simetria. Es decir, si la grafica se
traza en una hoja de papel y el papel se dobla a lo largo de  la recta x = 2, los
dos lados de la parabola se acoplaran perfectamente. Estos resultados  se
ilustran en la gréfica de las ecuaciones (3) 6 (4) y larecta x =2 en el mismo

sistema coordenado. (Fig. 4.18)

Fig.4.18 f (x)= 2(x-2)° - 4

Del andlisis anterior, se puede observar que si se mueve de izquierda a derecha,
f (x) esta decreciendo en (-0, 2] y creciendo en [2, (). Ademas, f(x) puede tener

valores mayores o iguales a -4, pero no menores de -4. por tanto,

Rf={yOT/y> -4 = [40)

En general, la grafica de una funcion cuadratica es una parabola con eje de
simetria paralelo al eje vertical. El punto mas bajo o mas alto de la parébola,
donde exista, se llama vértice. El valor maximo o minimo de la funcién cuadrética
siempre ocurre en el vértice de la parabola. En el ejemplo dado, x = 2 es el eje

de la pardbolay (2, - 4) es su vértice.

Al transformar la ecuacion (3) en la ecuacion (4) se puede identificar:

El vértice y el eje de la parabola; el valor minimo de f (x) y el rango de la funcion.
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La gréfica de una funcion cuadrética se llama parébola.

OMZ0-=-0Z2CT

Fig. 4.19 Funciones Cuadraticas

Y

4.4.2.1 Propiedades de la funciéon cuadratica.
Dada una funcion cuadratica

f(x)= a(x-h?+k a#0
se tiene las siguientes propiedades:
1. Lagréficade f es una parabola.

2. El vértice es : (h, k). La curva crece por un lado del vértice y disminuye en el
otro.

3. El eje de simetria es: x = h, paralela al eje y.
4. f(h)=k eselminimosia>0 y el maximo si a< 0.
5. Dominio: todos los niUmeros reales.

6. Rango: (-0, k], sia<0 o[k, O) si a>0.
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4.4.3 Funciones definidas por partes.

Las funciones cuyas definiciones implican mas de una formula se llaman
funciones definidas en partes, como ocurre con la funcion real de variable real

llamada valor absoluto. (Ver capitulo I, seccion 1.2.3.4).

[FX Six<0
f)=x=0

Six>0
EJEMPLOS 4.12

Trazar la grafica de la funcién

OMZ20=—0Z2CT

f(x) = x + =
x

Segun la definicion dada en 4.4.3 separamos f en partes.

=

Para x<0 [ f(x):x+i:x+ X =x-1
- X

X
Para x = 0, f no esta definida, ya que la divisién por 0 no existe.

Parax >0 f(x)=x+i:x+ §=x+1
X

X

En consecuencia, la definicion de f por partes, queda:

-1 Six<0

f(x) = 1

R

Six>0

G
R
A
=
l
C
o\
S

La gréfica de f. Se exhibe en Fig. 4.20. Notese que f(x) <-1 6 f(x) > 1, es decir,

Rf ={yO0T/y<-16 y>1}
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Fig.4.20 Funcion definida en partes

OMZ0-0Z2CT

Xx-1 Six<0
f(x)=10
X+l  six>o0

Los puntos (0, -1) y (0 , 1) no pertenecen a la grafica de f. Debido a la

—<

separacion de la grafica en x =0, se dice que f es discontinuaen x=0.

45 ALGEBRA DE FUNCIONES

Asi como en aritmética se realizan las operaciones de adicion y multiplicacion, se
puede hacer lo mismo con las funciones, para obtener nuevas funciones, pero es
necesario tomar la variable independiente en la interseccion de los respectivos

dominios:

(f+ g)(x) =f(x) + g(x) OxODf nDg  Funcidn suma
(f-9)(x)=f(x)- g(x) OxODfnDg Funcion diferencia

G
R
A
F
I
C
A
S

(fg)(x) = f(x) g(x) Ox ODf nDg  Funcidn producto

ELEX) i) g(x)#0 Ox0ODf nDg Funcién cociente
9 9(x)
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4.5.1 Composicion de funciones

Seah: T - T una funcion definida por:
h(x) = v/2x +1
se observa que dentro del radical hay una funcién lineal. Por tanto h es una
combinacién de una funcion raiz cuadrada con una funcion lineal. Mas claramente
se tiene: Sea
u=2x+1=g(x) pero
y=+u = fu O
h(x) =f[g(x)] = (Fo9)(x)

Se dice que la funcion h esta compuesta por dos funciones fy g. (se puede pensar
qgue h es una funcién de funcién.) ¢Qué se puede decir acerca del dominio de h
cuando se conocen los dominios de f y g ?. Al formar la funcion compuesta h
(x) =f [g(x)] y g(x) O Df. Como el dominio de f es el conjunto de todos los
nameros reales no negativos, se ve que g(x) debe ser no negativo; es decir,

gxX) > 06 sea

2x+ 1 >0y por tanto
1
X >-=
-2
—_ 1
Luego Dh={x [l I/XE-E}

De las consideraciones anteriores, resulta la siguiente:

DEFINICION

—

Dadas las funciones f: T@7T y g T@T,lafunciongof: T @ T es llamada

compuesta de fy g. Se denota por:

(9 0 H)(x) = g [f(x)]

El dominio de g o f es el conjunto de todos los niumeros reales x [ Dg tales que
g (x) O Df
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En consecuencia el dominio de g o f es subconjunto del dominio de g, mientras

que el rango de g o f es un subconjunto del rango de f.

EJEMPLOS 4.13
Calcular (fo g)(x) y (g o f)(x) y sus dominios si f (x) =x° y g(x) =3x* - 1.

Solucion:

(fog)(x) =g =f(3x*-1) = (3x*-1)10
(9o f(X) =g [f)] =g(x™) =3(x")* -1=3x* -1

Las funciones f y g estan definidas para todos los numeros reales. Si x es
cualquier numero real, entonces x esta en el dominio de g, g(x) esta en el dominio
de f, y, en consecuencia, x esta en el dominio de f o g. Asi, el dominiode fog
es el conjunto de todos los numeros reales. Usando razonamientos similares, el

dominio g o f también es el conjunto de todos los niumeros reales.

Si dos funciones estan definidas para todos los nimeros reales también lo esta su

compuesta.

ADVERTENCIA

El dominio de f o g no siempre se puede determinar examinando solo la forma
final de (f o g )(x). Los numeros que estan excluidos del dominio de g deben ser
excluidos del dominio de fo g.

En calculo, el dominio de las funciones es importante para poder encontrar la

compuesta y para reconocer cuando una funcion dada es la compuesta de dos

funciones mas simples.
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EJEMPLOS 4.14
1. Expresar h como compuesta de dos funciones mas simples:

h(x) = (3x +5)°

Solucién:
Sea f(x)=x" y g(x)=3x + 5, entonces
h(x) = (3x + 5)° = f (3x+5) = f [ g(X)] = (f 0 g )(X)

Luego h esla compuestade fy g.

2. Seanf: T - T CfX)=2x+1y g T - TLgx) =x*+2x-1
gof: ™ - T  viene dada por
gof(x) = g(f(x) = g(@2x+1) = (2x +1)® +2(2x +1) =1 = 4x* +8x +2
fog: T - T viene dada por

fog(x) = f(gX) =f(F+2x—-1) =2 (x* +2x =1) + 1 = 2x* +4x -1
Portanto, fog # gof.

45.2 Funciones elementales

Las funciones g(x) = x*—4 h(x)= (x—4)? K(X) = -4x2

pueden obtenerse de la funcién f(x) = x* realizando operaciones simples con f:
g(x) =f(x)— 4 h(x)= f(x - 4) k(x) = -4 f(x)

Entonces las graficas de las funciones f, g y k estan muy relacionadas con la

grafica de la funcion f.
Esta consideracion hace ver la necesidad de conocer otras funciones elementales

y resumir sus propiedades basicas. Algunas funciones son de uso frecuente, como

se muestra en la Fig. 4.21.
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Fig.4.21 Funciones Elementales
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4.5.3 Desplazamientos verticales y horizontales

Seaf:T - Tunafuncion ya 0T O
« f(x- a)eslagraficade f(x) desplazada a unidades hacia la derecha.

« f(x+a)eslagraficade f(x) desplazada a unidades hacia la izquierda.
Asi pues, sean las funciones:

f(x)= |x/; gx)= |x+3 vy h(x)= [x-2|. Entonces:

La grafica de g(x)= [x+3 es igual a la grafica de f(x)= | desplazada 3 unidades
hacia la izquierda mientras que la grafica de h(x)= |x—2| esiguala la gréfica

de f(x)= |x| pero desplazada 2 unidades hacia la derecha. Fig. 4.22

Ix1 Ix-21

Ix+3/ /

Fig. 4.22 Desplazamientos horizontales

Sea f:T - Tunafuncion y b UT O

« f(X)+b eslagrafica de f(x) desplazada b unidades hacia arriba por el eje y.

» La gréfica de f(x) - b es la grafica de f(x) desplazada b unidades hacia la

abajo por el eje y.
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La grafica de g(x)= [x+3 -2 esigual a la grafica de f(x)= | desplazada 3
unidades hacia la izquierda y 2 unidades hacia abajo. La grafica de
h(x)= |x-2/+5 esigual a la grafica de f(x)= [x| desplazada 2 unidades hacia la

derechay 5 unidades hacia arriba. Fig. 4.23

Fig. 4.23 Desplazamientos Verticales
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RESUMEN DEL CAPITULO V

Distancia entre 2 puntos

d (P, P2)= \/(Xz —X1)2+(y2—y1)2

Ecuaciones estandar de

una circunferencia

(x-h)*+ (y-k)?=r* Radio: r>0, Centro: (h, k)

X2 +y? = r? Radio: r >0, Centro: (0,0)

Ecuacion estandar de una

recta

Ax + By + C =0, donde A, By C son constantes,

Ay B no son cero

La pendiente de una recta pasa por los puntos
(X1, Y1) Y (X2, y2) se calcula con la siguiente formula:

y2—Yy1
X2 — X1

m=

Si X1 # Xo

La pendiente no esta definida para una recta vertical,
donde x; = x,. Dos rectas con pendientes
miy my son paralelas siy sélosi m; = myy

perpendiculares siy sélo sim;.my = -1,

La ecuacion de una recta que pasa por el punto

P1 (X1, Y1) con pendiente m se expresa por:

Y - y1=m(X - Xg).

Funciones crecientes,

decrecientes y constantes

Sea |, un intervalo en el dominio de una funcién f,
Entonces:

fescrecienteenl si a<b O f(a) < f(b),

f es decrecienteenlsi a<b O f(a) > f(b),
fes constanteenlsi a<b O f(a) = f(b).

Es funcion cuadratica si:

f(x)= ax’+bx+c = a(x-h?2+k,a #0.
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OMZ0=0Z2CT

Algebra de funciones

La suma, diferencia, producto y cociente de las
Funciones fy g estan definidas por:

(f+ 9)(x) =f(x) + g(x);

(f- 9)(x) =f(x) - 9(x);

fg)(x) = (x) 9(x)

Hf—gx): ] g(x)#0.
9 9(x)

Dadas las funciones f y g, la funcion f o g es
llamada compuesta de gy f, y se expresa por:

(f o g)(x) = F[g(x)], el dominio de f o g es el conjunto
de todos los numeros reales x [1 Dg tales que

g (x) U Df,

En consecuencia el dominio de f o g es subconjunto

del dominio de g, mientras que el rango de fo g es

un subconjunto del rango de f.
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TALLER No 4

1. De las siguientes ecuaciones cuéles definen funciones con variables

independientes x y dominio en todos los nimeros reales:
a) y’-x =2 b) y*—x*=16

2. Encontrar la definicion por partes de f(x) = [x +1 =[x =1, encuentre el dominio

y el rango de f.

OMZO0-—0Z2CT

3. Graficar:

a) y= =¥ b) y=|x+1-2

Y

4. Calcular f 'y su dominio sabiendo que:

1

a) f(x) =x3 b) f(x)= —; c) f(x) = ¥/x
X
2x+3 _ X _ Jx
d) f(x) N e) f(x) "1 f) f(x) = Tx-1

5. Encontrar g o f y su dominio sabiendo que:

a) f ={(-1,3),(0,-1),(1,1),(2,15)} g ={(-1,0),(1,0),(-3,8),(15,224)}
b) f(x)= o) = Vx -1

Xx-1
c) f(x)=|x+] g(x) = v/x +1
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CAPITULO V
FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

Las funciones lineal y cuadrética, antes consideradas, se conocen también como

funciones polinébmicas de primero y segundo grado, respectivamente.

Las raices de una funcion f son las soluciones de la ecuacion f(x)=0, si existe
alguna. Se sabe cOmo encontrar las raices reales é imaginarias de la funcion lineal

y la cuadratica:

FUNCION ECUACION RAICES
LINEAL b
f(x)=ax+b,az0 ax+b=0 X==7
CUADRATICA _ —b+-/b? —4ac
f(x) =ax? +bx+c,a #0 ax* +bx+c =0 X = -

La generalizacion de los dos casos anteriores conduce a la definicion de la
Funcion Polinbmica como una suma formal infinita. Sin embargo, se adopta la

siguiente:

5.1 DEFINICION

La aplicacion p: T O T tal que

P(X) = anX" + an X"t + e + a;X + ao, donde los a; u Ty a, # 0, se llama

Funcion Polinémica de grado n en la variable x.

Los elementos ax' se llaman términos de p(x) y cada a; es el coeficiente del
término respectivo.

Si p(x) = ao, se tiene la funcion polinébmica constante.
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Los coeficientes de la funciéon polindmica pueden estar en cualquiera de los

sistemas numéricos: T, TO T.

5.1.1 Algebra de polinomios

El algebra de funciones polindmicas, sigue las normas de los procesos aritméticos
(algoritmos). (Ver capitulo Il, seccién 2.2).
Para recordar, sea:

Sip(x) = Zaixi;arn £0 yq(x) = Zbix‘;bn £0 0

a) p(x)=q(x) = a=b; 0i0Z" U {0}

m n k
b) p(x) + q(x) = Zaixi + Zbixi = Zcix‘;donde ciz0,ci=a+by

k = max{m, n}

) p(x)-a(x) = iaixi ZbiXi = 2 Zaibjx”j

= aghg + (aobl + albo)X + (aobz + aibs + t':lzbo)X2 +..... + ambnxm+“

Un ejemplo ilustra esta situacion:
a) Sea p(x) =5x° +bx? +3x-2 Yy q(x¥ ax} 7x% 3% cO
p(x)=a(x) = a=5b=7,c=-2
b) Sea P(X) =2x* =5x* +x/+3 q(x¥ 2x* 3% 10
1. p(x) Hq(x) =(2x> -5x* +x +3) +(2x* —3x +1)
=2x° -3x* -2x+4
2. p(x) —q(x) =(2x> —=5x* +x +3) —(2x* —3x +1)
=2x° —Tx® +4x+2
3. p(x) G(x) =(2x® -5x* +x +3) [2x* —=3x +1)

2x° @x* 3x ) 5x* [@x* 3x +) +x [@x* =3x +1) +3[2x* —3x +1)
=4x° -16x* +19x°® —2x*> -8x+3

Cabe anotar que el conjunto de todos los polinomios en una indeterminada X

forma una estructura de anillo, la cual, se denota por (A[x],+,").
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5.1.2 Raices de un polinomio

Se dice que el numero r es una raiz de la funcién p, o un cero del polinomio
p(x), si p(x)=0. Es decir:
p()=0

Una raiz de un polinomio es cualquier nimero que haga que el polinomio sea 0. Si
los coeficientes de un polinomio p(x) son numeros reales, una raiz real, es

simplemente una interseccion de la gréfica de y = p(x) con el eje x.

A manera de ilustracion se determina los ceros del polinomio:
p(x) =x*+x*-13x* —x + 12
=+ x3) - 12(% - 1) = x* = x
=x3(x + 1) —12(x + 1)(x = 1) — x(x + 1)
=(x+1)[x-12(x—1) = X]
= (x + D[x(% = 1) — 12(x — 1)]
=(x+1)(x=1[x(x+1)-12]
= (x+ (X - 1(x + 4)(x - 3)

Luego los ceros de p(x) son 1, -1, 3y —4.
5.1.2.1 Ceros racionales de un polinomio

Teorema de BEZOUT:

Seap(x) = ag + aix + axx> +. . . + a,x" donde a, # 0 y los coeficientes son enteros.
.S = . .
Si T [0 I expresado en forma irreducible, es un cero de p(x) entonces s es un

factor de ag y t es factor de ap.

Demostracion:

S . .
Como T es un cero de polinomio U
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s S s S
p(?):a0+a1(?)+a2(?)2+. . -"‘an(?)nzo O
aot" + ajst™ + @it . +as" =0 0 Ecuacion (1)
aot" + a;st™ + &St + L. +angs"™ = -as” O

t (aot"™ +ast™? + asit"™ + . .+ apas"t) =-a,s"

Como los coeficientes son enteros y s, t son enteros, el valor de t debe dividir al

valor de - a,s".

Pero t no divide a s" porque % es irreducible, entonces t divide a a,. Es decir, t es

un factor de a.

Ahora de la ecuacion (1) despejamos — aot™

s (at"™ +axst™ + .. +as") =-at" [

s divide al término —aot" y por tanto es factor de ao.

EJEMPLO 5.1

. > 1 1
Hallar los ceros racionales de p(x) = 2x° — Ex ~ 2
Solucién:

4p(x) = P(x) = 8x* — 2x — 1 (con coeficientes enteros) O
ya se puede aplicar el teorema de Bezout al polinomio P(x):
a) Los factores de ap son +1y — 1.

b) Los factores de a, son: {+1,+2,#4y+8 }
c) Los ceros racionales de P(x) son de la forma % donde:

s=+1y t ; {#1,£2,+4,#8}  portanto,

Se divide cada factor de a, entre los factores de a,;

s1at ot el

27478
de todas las posibles raices encontradas se reemplaza cada raiz en el polinomio

inicial o de lo contrario se hace la divisidn sintética con cada una de las raices. Si
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el residuo de la division es = 0, entonces se dice que es un cero racional de ese

polinomio.

En nuestro caso las Unicas raices que dan como residuo 0 son:

p(%) =0y p(-%) = 0. Es decir,

4p(x) = P(x) = 8(x -%)(x + %) y de aqui:

1 1
p(x) =2(x -=)(x + —).

2 4
Si un cero c (o raiz) se repite k veces, diremos que c es un cero de multiplicidad k.
5.1.2.2 Ceros reales de un polinomio
Cuando los coeficientes de un polinomio son enteros, se puede encontrar sus
ceros racionales; sin embargo, si p(x) tiene coeficientes reales y no se puede
expresar como el producto de factores lineales o cuadraticos, se utiliza la

continuidad del polinomio para aproximar sus raices.

Si p(x) es negativo en x = a y positivo en x = b, la grafica de y = p(x) corta el eje x
en algun punto entre ay b. Es decir, vc uT, a<c < b tal que p(c) = 0.

Se continda con el proceso:

Se divide el intervalo [a, b] en dos partes iguales %a;b% y gibba

2
Si pﬁwg 0 O E@Hes un cero del polinomio.
02 0O 02 0O

Si pé‘%b% 0 y p(a)<0, se toma la mitad del intervalo Ea,a;béy se repite

el proceso.
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: +b . . a+b O .
Si ELEI<O b) >0, se toma la mitad del intervalo ,bmy se repite
pD > O y p() ET Hy p

el proceso.
De ahi, se forma una sucesion de intervalos encajados, cuya longitud tiende a

cero. Es decir, la sucesion tiene un limite, c, tal que p(c) = 0.

(Ver Capitulo I, seccion 1.2.6.1)

EJEMPLO 5.2

Determinar los valores de las raices reales del polinomio: p(x) = x> —3x + 1

Solucién:

Primero se realiza una tabla de signos:

X -2 3 -1 1 0 1 1 3 2
2 2 2 2

px) [ 17 3 19 1 3 -1 1 3
8 8 8 8

En la tabla anterior se observa que los valores de p(x) cambian de signo en los

intervalos H—Z,—EH B),EHy B§2H Esto significa que en cada intervalo existe un
O 200 20 @ O

valor c, tal que p(c) = 0.

—2<cl<—§ 0<cz<1 §<c3<2
2 2 2

5.1.3 Division de polinomios

La division de polinomios se realiza mediante un proceso similar al que se aplica

en aritmética. Dicha division puede ser exacta 6 dejar algun residuo.
Cuando se divide un numero entero positivo p entre otro entero s, se obtiene como

resultado un entero q y un residuo r que cumplen con:

p=sg+r;0<r\s
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Un procedimiento similar se utiliza para la division de polinomios, llamado

algoritmo de divisién para polinomios. (Ver capitulo I, seccién 2.3)

La divisidn de polinomios se puede realizar de manera mas eficiente mediante un

método llamado division sintética.

5.1.3.1 Divisioén sintética

Poder dividir un polinomio p(x) entre un polinomio lineal x — r, de manera rapida y
exacta, puede ser de gran ayuda para encontrar los ceros de las funciones
polinbmicas de grado mayor. Este proceso se puede realizar a través de un
método que se conoce como Division Sintética.

EJEMPLO 5.3
Dividir 2x* + 3x® — x =5 entre x + 2.
POR ALGORITMO ~ 2'+3X+0xX’-x=5 | x+2
—2xt -4 2% —1x% + 2x -5
-13+0x°-x-5
13 + 2x°
2> —1x-5
— 2x% — 4x
-5x-5
5x +10
Luego: c
q(x) =23 = x> +2x -5
r(x)=5
. COEFICIENTES DEL
POR DIVISION SINTETICA PIVIDENDO
— —~
2 3 0 -1 -5

‘ -4 2 4 10
42 1l 21 2|l 4 |
i {_2‘ ZV —i/ 2$/—5J//5\L
— AN J
Y Y
COEFICIENTES DEL RESIDUO

COCIENTE
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El segundo y tercer renglén de nimeros se generan asi:

El primer coeficiente, 2, del dividendo se baja y se multiplica por -2 del divisor, y el
producto, -4, se coloca debajo del segundo coeficiente del dividendo, 3, y se
suma. La diferencia, —1, se multiplica de nuevo por el -2 del divisor, y el producto
se coloca debajo del tercer coeficiente del dividendo y se suma. Asi
sucesivamente hasta obtener el residuo.

Sintesis de la divisiéon sintética

Para dividir el polinomio p(x) entre x —r:

1. Se dispone los coeficientes de p(x) en orden descendente de potencias de X.
Se coloca 0 en vez de cada potencia faltante.

2. Una vez escrito el divisor en la forma x —r, se toma r para generar el segundo y
tercer renglones de numeros asi:
Se baja el primer coeficiente del dividendo y se multiplica por r; después se
suma el producto al segundo coeficiente del dividendo. Asi sucesivamente
hasta que un producto se sume al término constante de p(x).

3. El dltimo namero a la derecha en el tercer renglon de niumeros es el Residuo.
Los otros numeros del tercer rengldn son los coeficientes del cociente, que
tiene grado 1 menos que p(Xx).

5.1.4 Factorizacion Unica

Si r es una raiz del polinomio p(x), entonces x — r es un factor de p(x) y

reciprocamente.

La relacion entre raices, factores e intersecciones con el eje x es fundamental para
el estudio de los polinomios. El teorema de factorizacion permite establecer la
equivalencia de los siguientes postulados para cualquier polinomio p(x):

1. resun cero de la ecuacion p(x) = 0.

2. resunaraiz de p(x).

3. X -resun factor de p(x).
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Si los coeficientes de p(x) son nimeros reales y r también, se puede agregar un
cuarto postulado:

4. r es una interseccion de la grafica de p(x) con el eje x.
5.1.5 Graficacién de funciones polindmicas

Es util saber cuando la grafica de una funcién esta arriba o abajo del eje x, y se
puede elaborar, para resumir, una tabla de signos. Para ilustrar sea la funcién
f(x) = x* — 7x + 10. Como (x — 2)(x — 5) = 0 si y solo si x = 2 0 x = 5, se debe
considerar los demas valores posibles de x. Se observa que los nimeros 2 y 5
determinan tres intervalos.

X<2 2<x<5 X>5

A A N

~ " v ™
]
I

Para establecer los signos de f(x) se toma un valor de prueba, dentro de cada
intervalo, asi:

(-, 2): Valorde prueba: x=0  Entoncesx—-2<0,Xx-5<0y(x—-2)(x-5)>0

(2,5): Valorde prueba: x=3 Entoncesx—-2>0,Xx-5<0y(x—-2)(x-5)<0

(5, ©):  Valor de prueba: x =6 Entoncesx—-2>0,x-5>0y (x-2)(x-5)>0

Estos valores se pueden resumir en la siguiente tabla de signos:

Intervalo (— o, 2) ()] (5, )
Signo de x — 2 - + +
Signode x -5 - - +
Signo de (x — 2)( x = 5) + - +
EJEMPLO 5.4

Trazar la gréfica de f(x) = x> + 4x®* — x — 4.

Solucion:

Primero se factoriza f(x):
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fx) =X +4x°—x—4
= (X + 4% = (x + 4)
= (x +4)(x* - 1)
=(x+4)(x+1(x-1)

f(x) = 0 = por lo menos uno de los factores es cero, entonces, las raices son: —4,
-1, 1, que son las abscisas al origen de y = f(x). Como no hay otras abscisas al
origen, la curva debe quedar arriba o abajo del eje x en cada uno de los intervalos

determinados por —4, -1, 1.

X<-4 -4<x<-1 -1<xx<1 x>1
| —t— >
-4 -1 0 1

Cuando f(x) > 0, la curva esta arriba del eje x, y debajo de él cuando f(x) < 0. La
siguiente tabla de signos contiene esta informacién y se usa para hacer un

bosquejo de la grafica:

Intervalo (o0, -4) | (-4,-1) (-1,1) (1, )
Signo de x + 4 - + + +
Signodex +1 - — + +
Signode x -1 - - - +
Signo de f(x) - + - +
Posicion de la curva en
relacion con el eje x abajo arriba abajo arriba
X y K
-4 0
-3 8
) 6 S [ fx)=x*+4x*—x—4
-1 0
0 -4
1 0 0 X
2 18 -15 -10 -5 o 5 10 15"
-5

Fig. 5.1 Funcion polinémica
LICENCIATURA EN INFORMATICA



-
U
\
e
|
()
\
E
S
5)
O
L
|
\
(9
\Vi
|
c
A
S
Y
R
A
c
I
O
N
A
L
E
>

UNIVERSIDAD DE NARINO . 207

La forma de la gréafica de una funcién polindmica depende del grado del polinomio.

Las graficas de polinomios de grado impar comienzan en el eje y negativo y

terminan en el eje y positivo, cruzando el eje x al menos una vez.

Las graficas de polinomios de grado par comienzan en el eje y positivo y terminan
en el eje y positivo, pero no todas cruzan el eje x.

Estos casos suceden cuando el coeficiente del término de grado mas alto es

positivo, si el término es negativo, la grafica es similar, pero reflejada en el eje x.

5.1.5.1 Pasos para graficar funciones polin6micas

1. De ser posible, se factoriza el polinomio, y se halla las abscisas al origen.

2. Se construye una tabla de signos de f(x), y se prueba con algunos valores en
cada intervalo.

3. Con esta informacion se traza la gréfica de f(x) incluyendo la ordenada al

origen.
5.1.5.2 Comportamiento de un Polinomio
Seap(x) = anX" + anaX"t + o, +a;x +ag, anz 0, @
1. a,>0ynes par.

La grafica de p(x) aumenta sin limite a medida

que x disminuye a la izquierda y aumenta a la

derecha. :
p(x) O o cuando x O - oo 2 g >
p(x) O o cuandox O o >

Fig. 5.2 f(x) = x*
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2. a,>0ynesimpar.
La gréfica de p(x) disminuye sin limite a medida
gue x disminuye a la izquierda pero aumenta
sin limite cuando x aumenta a la derecha.
p(x) 0 - o cuando x O - oo

p(x) O oo cuando x [0 oo

IMZ20=0=ZC N

Fig. 5.3 f(x) = x°
3. an<0ynespar.
La gréfica de p(x) disminuye sin limite a medida
gue x disminuye a la izquierda y aumenta a la
derecha.
p(x) 0 - cuandox O - oo

p(x) 0 -occuandox [ oo

Fig. 5.4 f(x) = —x?
4. a, <0y nesimpar.
La gréfica de p(x) aumenta sin limite a medida
que x disminuye a la izquierda y disminuye sin
limite cuando x aumenta a la derecha.
p(x) 0 o cuando x [ - o

p(x) 0 -cocuando x [ o

Fig. 5.5 f(x) = —x°

Un punto de retorno sobre una gréfica continua, es aquel que separa la parte

creciente de la parte decreciente.

5)
(9]
L
|
\
0]
\/|
|
c
A
S
Y
R
A
c
|
(9]
N
o\
L
E
S

LICENCIATURA EN INFORMATICA




-
U
\
e
|
()
\
E
S
5)
O
L
|
\
(9
\Vi
|
c
A
S
Y
R
A
c
I
O
N
A
L
E
>

UNIVERSIDAD DE NARINO . 209

5.1.5.3 Propiedades de graficas de funciones polinémicas

Sea p una funcién polindbmica de grado n con coeficientes reales. Entonces:
1. p es continua en todos los numeros reales.

2. La grafica de p es una curva suave (No tiene puntas).

3. La gréfica de p tiene a lo sumo n intersecciones en el eje x.

4

. ptiene alo sumo n — 1 puntos de retorno.
5.2 FUNCIONES RACIONALES

Asi como los numeros racionales se definen en términos de cocientes de enteros,
las funciones racionales se definen como cocientes de polinomios. Las siguientes

ecuaciones definen las funciones racionales:

x -1 1 x® +3x-1
f(X)=—"—,x#%#3 X)=—:x#0 h(x)=——":x#-1
=" 900 = ; ="

p(x)=2x*-8; q(x)=5; r(x) =0
5.2.1 Definicion

Una funcién f es llamada una funcién racional si:
f(x) :@;d(x)io
d(x)

donde n(x) y d(x) son polinomios. El dominio de f es el conjunto de todos los T

tales que d(x) # 0.
Six =ayd(a) =0, f no estd definida en x = a y puede no haber ningun punto en la
gréafica de f con abscisa x = a. No se permite la division entre 0.

5.2.2 Asintotas vertical y horizontal

Una funcion racional f puede ser discontinua en x = a, entonces es util saber qué

sucede con la gréafica de f cuando x esta cerca de a. Por ejemplo, sea la funcién

racional f definida por: f(x) = 1
X
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Es evidente que la funcion f es discontinua en x = 0. Pero, ¢qué pasa con f(x)
cuando x se aproxima a 0 por la izquierda 6 la derecha?. Un procedimiento

numérico nos dara la idea.

Comportamiento de 1/x cuando x 0 07

0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 =X S€aproximaa 0 porla
derecha (x 0O 0"

10 @ 100 1000 | 10000 A 100000 | ---- 1crece sin limite (1/x O o0)

X

Si x se aproxima a O por la derecha, x y 1/x son positivos y los valores de 1/x

crecen sin limite. Es decir:

1l po cuando x — 0"
X

Comportamiento de 1 cuando x 0 O
X

0.01| -0.001  -0.0001 | -0.00001 |:----X S€ aproxima a0 porla
izquierda (x O 07)

..... 1 crece sin limite (1 O - o)
-100 | -1000 | -10000 | -100000 X X

. . . 1 :
Si x se aproxima a 0 desde la izquierda, entonces x y — son negativos y los
X
valores de 1/x disminuyen sin limite. Esto se denota asi:

1l _p-© cuando X >0
X

. 1
Ahora observemos el comportamiento de f(x) = =~ conforme |x| se hace muy
X

grande; es decir, conforme x [0 o y conforme x [ - o, basta trazar una curva casi

horizontal y agregar flechas en los extremos.
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Comportamiento de1 cuando x [ oo
X

100 @ 1000 | 10000 100000 | ..... x crece sin limite (X [0 o)

..... 1 se aproxima a 0 por la

0.01 | 0.001 |0.0001 | 0.00001 X
derecha (1. 0 0
X

X

-10 | -100 | -1000 | -10000 | -100000 | ....x decrece sin limite (x 0 - )

1 .
..... — se aproxima a 0 desde la
-0.1/-0.01 | -0.001 | -0.0001 | -0.00001 X

izquierda (ED 0)
X

. , . 1 . . .
El eje y es una asintota vertical para ~, mientras que el eje x es una asintota
X

horizontal.
5.2.2.1 Definiciéon de asintota

La recta x = a es una asintota vertical para la grafica de y = f(x), si f(x) aumenta o
disminuye sin limite cuando x se aproxima al valor a por la derecha o por la
izquierda. Simbdlicamente:

f(x) Do 6 f(X)O -0 cuando xOa" 6 xOa

La recta y = b es una asintota horizontal para la grafica de y = f(x), si f(x) se
aproxima a b cuando x aumenta o disminuye sin limite. Simbdlicamente:

fX) Db cuando x0O o 0 Xx0O -0

1
A manera de ejemplo, sea () = ks #0
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En la siguiente grafica, la recta x = 0 (eje X) es una asintota horizontal para f(x), y

la recta'y = 0 (eje y) es una asintota vertical.

Fig. 5.6 Asintotas horizontales y verticales

5.2.2.2 Asintotas verticales y funciones racionales

Sea f una funcién racional definida por:

f(x):gig;d(x)io

donde n(x) y d(x) son polinomios. Si a es un numero real, tal que d(@ =0y

n(a) # 0, entonces la recta x = a es una asintota vertical de la gréafica de y = f(x).

EJEMPLO 5.5
Encontrar las Asintotas Verticales de:

f (X) = i
Solucioén: X+2

X+2=0 < x=-2. Luego,

la recta x = -2 es una Asintota Vertical de f(x).
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Fig. 5.7 Asintotas verticales

5.2.2.3 Asintotas horizontales y funciones racionales

Sea f una funcién racional definida por el cociente de los dos polinomios asi:

m

a,x" +..tax+a,
n

b,x" +...+b,x+Db,

f(x)=

1. Param<n,larectay =0 (el eje x) es una asintota horizontal.

a, ] :
2. Param=n,larecta y= b—es una asintota horizontal.

n
3. Para m > n, la grafica aumentara o disminuira sin limite, dependiendo de m, n,

am Y bn, y no hay asintotas horizontales.

EJEMPLO 5.6
Hallar las asintotas horizontales para:

n(x) _2x*-2x+3

=00~ x -9

Solucién:
Como d(x) = x* — 9 = (x — 3)(x + 3), la gréfica de f(x) tiene asintotas verticales en
x =3y x =-3. Ademas n(x) y d(x) tienen en mismo grado, entonces:

a, _2

= =—=2
Y h, T1
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es una asintota horizontal.
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Fig. 5.8 Asintotas horizontales

5.2.2.4 Asintotas oblicuas y funciones racionales

Si f(x) :283, donde n(x) y d(x) son polinomios y el grado de n(x) es 1 mas que

el grado de d(x), entonces f(x) se puede expresar asi:

_ r(x) .
f(x) —mx+b+d(x) +d(x) # 0(x)

donde el grado de r(x) es menor que el grado de d(x). La recta:
y=mx+b
es una asintota oblicua para la gréfica de f. Esto es:

fX)—(mx+b)]OO0 cuando xO -0 6 x0O o

EJEMPLO 5.7
2 _y_
Encontrar las Asintotas Oblicuas f(x) = XX46 ;Ox#4  de:
X —

Solucién:

Aplicando la divisién de polinomios se obtiene:

6

f(X) =x+3+

donde la recta y = x + 3, es una Asintota Oblicua de f(x).
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200y
f(x) = x*=x—6
X—4

10
0 5

=30 =20 -10 0 10 20 30

y=x+3

-10

Fig. 5.9 Asintotas oblicuas

5.2.3 Graficacion de funciones racionales

n(x)

Las funciones racionales de la forma f(x)= 4(x)
X

, donde d(x) # 0(x), se grafican

segun los siguientes lineamientos:

1. Intersecciones. Se resuelve la ecuacion n(x) = 0 en T. Las soluciones dan las
intersecciones de la grafica de f con el eje x. Si f(0) existe, la interseccién con
el ejey.

2. Asintotas verticales. Las soluciones reales de la ecuacion d(x) = 0, sirven
para determinar el dominio de f, los puntos de discontinuidad y las asintotas
verticales. Se traza cualquier asintota vertical como linea discontinua.

3. Cuadro de signos. Se forma un cuadro de signos para f, con el fin de
determinar el comportamiento de la grafica cerca de cada asintota vertical.

4. Asintotas horizontales. Se determina si existe una asintota horizontal y de
serlo, se traza como linea discontinua.

5. Completar el trazo. Se completa el trazo de la grafica dibujando puntos
adicionales y uniéndolos con una curva continla y suave sobre cada intervalo

en el dominio de f. No se debe utilizar los puntos de discontinuidad.
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EJEMPLO 5.8
Graficar: ¢,y = x* —4x+3
2x—4
» Se factoriza f(x):
2 _ _ _
X" —4x+3 _ (x =3)(x 1),x¢ 5
2x—4 2(x—-2)
» Las intersecciones son:

f(x)=

Conelegjex:x=3;x=1
Coneleey:x=2

Dominio de f(x): (-c0, 2)U(2, )
Puntos de discontinuidad: x = 2
Asintota Vertical: x = 2

YV V VYV V

Cuadro de signos:

Valor prueba 0 46

Signo de n(x) + + |+

Signo de d(x) -+ |+

Signo de f(x) -+ +

» Como el grado de n(x) es mayor que el de d(x), no existen Asintotas
Horizontales.

» Se divide n(x) entre d(x), para obtener la Asintota Oblicua.

x> —4x+3 _ 1 1
f(x)=———=(Zx-1-
() 2x—4 (2 ) 2Xx—4
donde: y =Ex _,ésuna Asintota Oblicua de f(x).
2
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> Graficar:

Fig. 5.10 Funcion racional

5.2.4 Guia para graficar funciones racionales

Se factorizan numerador y denominador, si es posible
Se determina las coordenadas al origen, si las hay.
Se determina las asintotas verticales.

Se determina las asintotas horizontales.

o bk~ 0N E

Se forma una tabla de signos de f en los intervalos donde el numerador o
denominador son iguales a 0. Se usa un valor especifico de prueba en cada
intervalo.

6. Se traza las asintotas y se localiza las coordenadas al origen. Con la tabla de

signos y algunos puntos determinados se completa la gréfica.
5.3 FRACCIONES PARCIALES

. . . p(x)
Con frecuencia se ofrece colocar una expresion racional a0 como suma de dos

0 mas expresiones racionales cuyo denominador tenga grado menor que d(x). Se

llaman fracciones parciales. El proceso exige la factorizacion de polinomios.
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Sea ggg , donde p(x) y d(x) son polinomios con coeficientes reales y grado de

p(x) menor que grado de d(x). Si el grado de p(x) es mayor o igual al de d(x), solo
se tiene que dividir p(x) entre d(x):
X r(x
PO) _ -+ ")

d(x) d(x)
donde el grado de r(x) es menor que el de d(x). Por ejemplo:
4 _ny3 2 _ _py2
X 3x2 +2x° —5x+1 =(x2 —x-1) + 26x +2
X° —2x+1 X< =2x+1

Una fraccion se llama propia cuando el grado del numerador es menor que el

grado del denominador, como en:

3x+5 5 5x? -3
X2 +3x+2 x4 +2x

Si el grado del numerador es mayor 6 igual que el grado del denominador, la
fraccion es impropia, como en:
3x® +2x-1
x> +5

El siguiente teorema indica una forma sistematica para descomponer una fraccion
propia en la suma de dos o0 mas fracciones parciales.

Cabe recordar que todo polinomio con coeficientes reales, admite una
factorizacion completa con solo factores lineales y/o cuadraticos con coeficientes

reales, los cuales son primos relativos en los nimeros reales.

Teorema:

Una fraccion propia puede escribirse como la suma de fracciones parciales, segin
las siguientes normas:

1. FACTORES LINEALES SIN REPETICION

Si el denominador de una fraccidén contiene un factor lineal de la forma ax + b,

la Fracciéon Parcial asociada tiene la forma: “ax +b
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donde A es constante no nula, como sucede con:

X+1 _ A N B
(x=2)(x+3) x-2 x+3

2. FACTORES LINEALES REPETIDOS

Si el denominador de una fraccion contiene un factor lineal ax + b, repetido k

veces, hay k fracciones parciales asociadas, asi:

Aq Ao Ax
ax +b (ax +b)? (ax +b)~

donde las A; son constantes y A # 0, como ocurre con:

2x+3 _ A N A,
(x+D)?  (x+1) (x+1)°

3. FACTORES CUADRATICOS SIN REPETICION

Si el denominador de una funciéon contiene un factor cuadratico de la forma

., . . . +
ax’ + bx + c, la fraccién parcial asociada tiene la # forma:
ax® + bx +c

donde Ay B son constantes no nulas a la vez, como sucede con:

3x° +5 _ A, Bx+C
(x +)(x* +x-1) x+1 x?+x-1

4. FACTORES CUADRATICOS REPETIDOS

Si el denominador de una fraccion contiene un factor cuadratico de la forma

ax’ + bx + c, repetido k veces, hay k fracciones parciales asociadas, asi:

AiX + B1 + AoxX + B» + + AX + By
ax” + bx +c (ax®+bx+c)* 7 (ax® + bx +c)

donde los A y B; son constantes y Ay, Bk no se anulan a la vez. Por ejemplo:

x* +3x+5 _Ax+B_ Cx+D . Ex+F
(x? -1)*(x* +3x+1) x*+1 (x*+1)*> x*+3x+1
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El trabajo con fracciones parciales es muy importante ya que este tema es muy Util

para el Calculo Integral.

EJEMPLO 5.9

-x? +3x+4
(x* +1)(x* +2-1)

Representar en fracciones parciales la fraccion racional:

Solucion:

AX+B+ Cx+D
x2+1 x*-2x-1

La fraccion se puede representar de la forma:

-x> +3x+4 _ (Ax +B)(x* —2x -1) +(Cx + D)(x* +1)
(x2 +D)(x2 +2-1) (X2 +1)(x2 - 2x 1)
Ax® +Bx* —2Ax* -2Bx —Ax =B +Cx* +Dx* +Cx+D
x'=2x3 - x* +x*-2x-1
(A +C)x* H{B —2A +C)x* +(2B -A+C)x +(-B+D)
x'—2x¥-2x-1

Se igualan los términos correspondientes a cada valor de x:

(1)A+C=0
(2)B-2A+D=-1
3)-2B+A+C=3
@4-B+D=4

De (1) se despeja C

B)C=-A
De (1) se despeja A
(6) A=-C

De (4) se despeja D
(D=4+B
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Se reemplaza (7) y (6) en (2)
(8)2B +2C =-5

De (8) se despeja B
-5-2C

(9) B =

Se reemplaza (6) en (3)
(10)-2B +2C =3

Se reemplaza (9) en (10)
1

C=-_
2

Se reemplaza el valor de C en (9)
B=-2

Se reemplaza el valor de C en (6)
1

2

Se reemplaza el valor de B en (7)

D=2
De donde:
-x? +3x+4 _ Ax+B_ Cx+D
(x? +1)(x* +2-1) x*+1 x*-2x-1
1x—2 1x+2
-2

x2+1 x*-2x-1
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Funcién Polindbmica

RESUMEN DEL CAPITULO V |

La aplicacion p: T O T tal que

P(X) = anX" + anaxX"t + o, + aiX + ao,
Donde los ai u Ty a, #0, se llama Funcion Polindbmica

de grado n en la variable x.

Los elementos axx' se llaman términos de p(x) y cada a; es
el coeficiente del término respectivo. Los coeficientes de
la funcion polindmica pueden estar en cualquiera de los

sistemas numéricos: T, TO T.

Raices de un

Polinomio

Un namero r es una raiz de la funcion p, o un cero del

polinomio p(x), si p(x) = 0. Es decir: p(r) =0

Division Sintética

Para dividir el polinomio p(x) entre x —r:

1. Se dispone los coeficientes de p(x) en orden
descendente de potencias de x. Se coloca 0 en vez de
cada potencia faltante.

2. Una vez escrito el divisor en la forma x — r, se toma r
para generar el segundo y tercer renglones de
nameros asi: Se baja el primer coeficiente del
dividendo y se multiplica por r; después se suma el
producto al segundo coeficiente del dividendo. Asi
sucesivamente hasta que un producto se sume al
término constante de p(x).

3. El ultimo numero a la derecha en el tercer renglon de
nameros es el Residuo. Los otros numeros del tercer
renglén son los coeficientes del cociente, que tiene

grado 1 menos que p(X).

Pasos para graficar
una funcion

Polinbmica

1. De ser posible, se factoriza el polinomio, y se halla las
abscisas al origen.

2. Se construye una tabla de signos de f(x), y se prueba
con algunos valores en cada intervalo.

3. Con esta informacion se traza la gréfica de f(x)
incluyendo la ordenada al origen.
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Una funcién f es llamada una funcién racional si:

f(x) =%;d(x) z0

donde n(x) y d(x) son polinomios.

Funcién Racional El dominio de f es el conjunto de todos los T tales

que d(x) # 0.

Six=ayd(a) =0, f no esta definida en x = a'y puede no
haber ningun punto en la gréafica de f con abscisa x = a.

No se permite la division entre 0.

1. Se factorizan numerador y denominador, si es posible.
Se determina las coordenadas al origen, si las hay.
Se determina las asintotas verticales.

. Se determina las asintotas horizontales.
Pasos para graficar

o &~ 0D

) Se forma una tabla de signos de f en los intervalos
Funciones ) )
_ donde numerador o denominador son iguales a 0. Se
Racionales . .
usa un valor especifico de prueba en cada intervalo.

6. Se traza las asintotas y se localiza las coordenadas al
origen. Con la tabla de signos y algunos puntos
determinados se completa la gréfica.

n(x)

Una funcién racional f(x) = m se puede descomponer
X

en la suma de 2 o mas funciones racionales mas simples,
Fracciones conocidas como Fracciones Parciales. Si el grado de n(x)
Parciales es menor que el de d(x), entonces f(x) es una Fraccién

Propia, si el grado de n(x) es mayor 6 igual que el de d(x),

entonces f(x) es una Fraccién Impropia.
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Fracciones Una fraccion propia puede escribirse como la suma de
Parciales fracciones parciales, segun:

Denominador de la Forma de la Fraccion Parcial
fraccion Asociada
A
ax+b
ax+b
ax+b Ay A L A
Repetido k veces ax+b (ax+b)? (ax +b)*
Ax+B
ax? + bx + ¢ —
ax” +bx+c
ax? + bx + ¢ AX+B, . AX+B
Repetido k veces ax? +bx+c (ax? +bx +¢)"
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TALLER N° 5

1. Utilizando la Divisién Sintética, dividir los siguientes polinomios:
a) 4x®—5x+4 entrex + 3

b) 2x* + x*—8 entre x — 4

2. Determinar los ceros racionales de:
a) p(x)=x*+3x* -x*+x-6

b) p(x) = 3x* -8x® —28x* +64x —15

w

. Determinar aproximadamente los ceros reales de:
a) p(x) =x3+2x%—-2x
b) p(x) =3x*+x -3

4. Graficar las siguientes funciones polinémicas:

a) f(x)=x3+5x°—x—1

b) f(x) = 2x* — 4x — 2

5. Determinar las Asintotas Verticales para las siguientes funciones racionales:

a) f(x):xi_3
) 109 =2

6. Determinar las Asintotas Horizontales para las siguientes funciones racionales:
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x* -3
a) f(x)=——
) T 2x% —x+1
3x? +2x
b) f(x)=
) f(x) e
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7. Determinar las Asintotas Oblicuas para las siguientes funciones racionales:

3x2 —x+1
a) f(x)=—
) T X+2
2
b) f(x)=x +2Xx+3
X—4

8. Graficar las siguientes funciones racionales:

X2 +8x -1
a f(x)=—
) (x) X+2

X2 —=x+5
b) f(x)=—
) f(x) 7% —1

9. Represente en fracciones parciales las siguientes fracciones:

5x2 -2

a) 5
(x =1)(x° +2x +1)

b) A4
(¢ -1)
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CAPITULO VI

FUNCIONES EXPONENCIAL
Y LOGARTIMICA

En este capitulo, se quiere dar un significado preciso a las expresiones de la forma
a*, donde a es un numero real fijo y x, una variable real. Seran analizadas con sus
propiedades basicas y algunas de sus aplicaciones. El estudio de la funcién

inversa de a*, lleva sin dificultad a la funcion logaritmica, sus leyes y aplicaciones.
6.1 POTENCIAS
Recordemos que engeneral, Jald Ty OnOh', a"=a.a.a..a, (nfactores).

El signo de la potencia depende del exponente:
a) Sia<0y nespar, entonces, a"=+a.a.a... a;

n

b) Si a< 0 y n es impar, entonces, a' = - a.a.a... a. Las propiedades de las

potencias se consideran en el capitulo | seccion 1.2.4.6
6.2 NOTACION CIENTIFICA

El uso de exponentes negativos permite el trabajo con nimeros decimales, en

especial sin son muy pequefos.

Para ello, se utiliza la llamada Notacion Cientifica, donde cada numero real toma
la forma kx10", siendo k un nimero decimal tal que 1 < |k| < 9, y n un nimero

entero.
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EJEMPLOS 6.1
1. 249 =2x10%+ 4 x 10* + 9 x 10°, entonces 249 = 2.49 x 10°.

2. 35.86=3x10"+5x10°+8x 10" + 6 x 107, entonces
35.86 = 3.586 x 10'= 3.586 x 10.

3.0.000739=7x10%+3x10°+9x10%=7.39x 10*

La notacion cientifica es de gran utilidad en los céalculos que se hacen con el

computador, pues, permite ahorrar mucha memoria.

2631x0.072

4. Hallar el valorde ——————
0.56x0.0024

Simplificamos la fraccion y la expresamos en notacién cientifica:

2631x0.072 _ 3(877)x8(0.009) _ 877x0.009
0.56x0.0024 8(0.07)x3(0.0008)  0.07x0.0008

_ 8.77x10%x9.0x10° _ 8.77x9 «

= = 10°
7.0x107*x8.0x10~* 56

- 1.409464 x 10° = 140946.4

6.3 POTENCIAS DE UNA SUMA

Al considerar las leyes de los exponentes, sélo se tuvo en cuenta las potencias de
un producto y de un cociente. Sin embargo, las potencias también se pueden
aplicar a una suma algebraica de términos, como se hizo en el capitulo Il de

productos notables. (Ver capitulo Il seccion 2.2.3)

(X+yP=(x+y). (x+y)=x"+2xy +y*
X+ YP=[(x+y).x+Y) (X +y) = (X° + 2xy + y?)(x + y) = x° +3x%y +3xy” +y°
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lo cual se puede generalizar tomando como exponente cualquier entero positivo n

n33

(x+y)"=x"+nx"ly + I > (o -Lx"y? + 00 -1 (n-2) x +nxy™ 4y
2x3

(BINOMIO DE NEWTON) (1)

El resultado se simplifica un poco, en su escritura, al introducir los conceptos de

namero combinatorio y de sumatoria finita:

6.3.1 NUmero combinatorio

Si m y n son nimeros enteros positivos y m = n, el simbolo HI‘H:_W&Y define
nim-n

un nimero combinatorio, donde m! =m (m -1)(m — 2)x .... 3x 2 x 1.
Se asume que 0! = 1. Unos ejemplos aclaran esta definicién:

Sean my n enteros positivos donde m > n, entonces:

L %E o(m - o)! 1>r<nn|1|

m  _mm-D! _
1(m D (m-1!

@%

m! m(m—l)(m—2)!_m(m—1)
21(m-2)! 21(m-2) 2

B
4 E:E m'(m m)! mn!](!)!:%:zl
E?%E: E:n'(m n)' (n-l)'(m n+1)!

m! m!
n(n -D!(m —n)! (n =D!(m -n+21)(m—n)!

9

_ m! N 1
(n=D!(m-n)!n m-n+1Q
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_ mi(m+1) _ (m+1)! =%1+1%

- n(n-1)!(m-n)I{(m-n+1) n(m-n+1)!

+1
Por tanto, g%g—l%g‘ ED m=>nen h"

6.4 SUMATORIAS

En el capitulo V, se tratd las funciones polinébmicas con una sola indeterminada,
como: p(X)= ao+ arx* + axx’® + asx® + ... + anx", lo cual puede abreviarse, usando el

simbolo de sumatoria: . (Ver capitulo V seccion 5.1.1)

noo
P(x)= 3 aix' donde i es el indice de la misma. Asi, pues,

i=0
n.z
12+22+32+ 42+ . +n?= ) I
i=1
n C i+
1+3+6+10+..+— (n+l)= » ——

n
9 +15 + 21 + 27 +..+ 3(2n+1) = » 3(2i+1)
=1

Las sumatorias cumplen las siguientes propiedades:

m kK m
1. Ya=)a+ Ya [Oktalquensks<m
i i=n i=k+1

m m
2. Y kai=k) aj Dkreal
i=n i=n

m m m
3. Y @+b)=5a+> b

m
4. _Zl(ai ~8i-1) =am ~ @ » (Férmula telescépica)
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Retomando ahora, el desarrollo del Binomio de Newton, la expresion (I) toma la
forma:

(x+y)" —%% %‘%‘1 g @E(”Zy% +E:%” 0 mas simplemente:

n .
(x+y)' = > EEJHY' , donde el término que ocupa el lugar (k+1)
i=0

viene dado por @%”‘kyk.

EJEMPLOS 6.2
1. Hallar el desarrollo de (2x-3y)°.

(2x:3y)° = Z %5 {207 (-3y)
:ggaf(—syf ﬁ@w‘( 3y} ﬁ@w(—syf ﬁ@aﬂ 3y ﬁ@zxﬂ 3y +§@zx>°(—3y)5

= (2x)%+ 5(2x)*(-3y)+ 10(2x)3(-3y)?+ 10(2x)*(-3y)*+ 5(2X)(-3y)*+ (-3y)°

= 32x°— 240x% + 720x%y? — 1080x%y°> + 810xy* — 243y°

0
2. Encontrar el término 28 del desarrollo de %+ xg ,X#0.

Término 28 = g %go 27 30 ( ) (x)*

271(30 - 27)! ‘x
|
_ 30x29x28x27! — 4060x 24
31271
3. Hallar el coeficiente del término a*°h® en el binomio (a - b)*=.

El término (k+1) es E:%”'k (-b)*, donde n=13y k=3, O

. , 3 13!
el coeficiente sera - =—————  =-286
3(13-3)!
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4. Hallar el coeficiente de x?y*z en el desarrollo de (x +y + z)°.
6
oy s 2= ool = 5 By

a) En el término x%y®z, i vale 1. Por tanto,

EEX )z :E(X +y)°z =6z(x +vY)® =62 c g%&iyi
115! Z

b) Tomando el término x?y° tenemos i =3, de donde:

|
g%“f =3?él(x2y3) =10x2y?, reemplazando:

6z(10x%y>) = 60x%y°z. Por tanto,

el coeficiente de xy®z en (x + y + z)° es 60.
6.5 EXPONENTES RACIONALES Y RADICALES

En el capitulo I, se menciona la potencia n-sima de un numero real a, tomando n
como un entero positivo. Al hacer a # 0, se amplia la definicién para cualquier n
en los enteros, sin alterar de las leyes mencionadas. Ahora, se quiere definir a"
para n un numero racional y que las leyes de los exponentes enteros,

permanezcan:

Se considera dos casos:

=

1. Siall T'U{0} y m[lh+:>%

m
—am™ =a

1 m
2. Sia<0ymesimpar=> %mg =a™ =a,
1
am no existe cuando m es pary a <0
de aqui surge la siguiente definicion:

P 1 1
aq:%‘qg:(ap)a:g/;p,ljalj T ypgen h',
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siempre y cuando a sea un nimero real.

El simbolo Q/_ es llamado radical de indice g, mientras que a® es el subradical.

EJEMPLOS 6.3
4

1. Y81=%3% =34 =3
3
2. 3-216 =3-(2°)(3%) =¥ -6° =—6° =6

3. /-4 no existe porque (-4)? no es un ndmero real.

4. YJa? fla|,0a0T. En efecto:

2
) Sia=00 +a?=a?=a

2
i) Sia<0 O (-a)° =(-a)2 =-a

5. Ya" =|a| , O n entero positivo par.

6.5.1 Leyes de los exponentes

Con la definicion establecida, se preservan las leyes de los exponentes:

m E mq
1. am =a"™M=gm =Ya™ OgqgOh *,a=0
m m m.,p mg+np
2 anan =a" =a ™ ="Yam =Yami g ="Jam Waw —1am Yar
m
n nfam HE q-np
3. ap = Y2 gt H:aEﬂ"q E:”\q/a"‘q'”p
Ll q p
a“ a

4, (ab)" —an bn =1/a™ 8b™ =1/(ab)"
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6. A -2 _ [a" _ JRf _Na
o r Vb VDb O T abn
-H"H

7 aDnD:i: 1 :ni:na_m

. m " pfom am

an

EJEMPLOS 6.4

4x*y°

1.Simplificar

2

RN RS

z

Ao
Ao
INIIN
INFN
INFN

2

1 1 1

2 2y2
Y2 _ 2xy(21 Y?) _ 2xy fﬂ
z

72

N
N [ X
N N
<
o
I,
11
1
N
X
NN DD
<
|
N
X
<
N
N~

N

Para sumar radicales es necesario que sean semejantes (deben tener el mismo

indice y el mismo radicando).

Asi, pues, ~/50 y /75 no son semejantes, porque /50 =5-/2 y /75 =53 ,
entonces /50 ++/75 =5/2 +5./3.

> Etectuar| \/a—b_\/a+b+ a®
. Efectuar la suma | =\ 5

En primer lugar, se da comun denominador a la expresion:

\/a—b: (@a-b)@@a-b) _ |(@a-b)> _ (a-b)
a+b (a+b)(a-b) a?-b? /52 -p2

\/a+b_ (a+b)@a+b) _ [(a+h)> _ (a+h)
a-b \(a-b)@a+b) Va’-b? [aZ-p?
2
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Luego se suma algebraicamente los resultados:

/ /a+ _ a+b L a :a—b—a—b+a
a+b a—b2 \/a —b2 a2 2 a2 va? -b?

a-2b

Ja? -b?

6.5.2 Racionalizaciéon

Cuando un radical contiene un subradical fraccionario, con frecuencia es
conveniente cambiar su forma, de manera que el denominador 6 el numerador sea
racional. Este proceso se conoce con el nombre de Racionalizacion, y puede
llevarse a efecto multiplicando numerador y denominador por un determinado

factor.

EJEMPLOS 6.5

1. Racionalizar el denominador de la fraccion b

nam

b _ b¥a™  _p¥a  _biam™ _pyam" N
a"  tamta  Ramtm wfan a - pHes:

2x_ _ 2x3/(3y)? =ZXW
By o

2. Racionalizar el denominador de la fraccion a

NCER

En este caso, se multiplica numerador y denominador por la conjugada del

=}

denominador:

a_ _ a(v/b F+/c) __a(bx+c) _a@hb )
Vot (Wb te)vbFVe) (vb)? - ()2 b-c

Un ejemplo numérico aclara la afirmacion teodrica.

V2 -5 _ (2-5)(2-5) _(2-/5)® _2+5-2./10 _7-2./10 _2.10-7
J2+45 (2 +-/5)/2--/5) 2-5 -3 -3 3
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a
3. Racionalizar el denom|r11ador del la fraccion vb -

En primer lugar, sea b" =x, ¢" =y; se multiplica numerador y

denominador por (xX"+ x"2y+ x"3y?+...+y"!) para obtener

x" —y" =(¥b)" -(%/c)" =b-c, como denominador.

Si los radicales tiene distinto indice, primero se reducen a indice comdn y
se hace el cambio de variable anterior. Proceso similar se aplica si el

denominador es de la forma % +VE. En concreto, tenemos:

1
Racionalizar el denominador de la fraccion —&_W .

1 1
Primero: el minimocomun indicees 6: ———~= = — —.
_3
3 2 x-3y  ¢,3 _8/y?
Sea x%=u, y ®=v, entonces:

1 _ 1 (® +utv+udv? +udve +u vt V)
Vx=3fy  u-v (U -v)(U® +u'v +uPv2 +uPvE +u vE +VP)
5 1 3 2 14 5
_X2 +X2y3 +X2y3 +Xy+X2y3 +y3
- 3 2

(x8)° =(y®)°
_ xz\/;+x2§/§+x\/;?{/y72 +Xy +\/§y§/§+y§/y72

NG _yz
6.6 SERIE BINOMIAL
n o
En la secciéon 6.4, se vio que (a + b)" :Z (,-“)a”"b' , donde n es un entero
=0

positivo.

Esta serie sélo contiene (n+1) términos. Si se toma n en los niumeros racionales, la

expansion de (a + b)" tiene un nimero infinito de términos.

Basta ver que:
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Si n=p , p,q enteros; q#0 los términos sucesivos de a, son:
q
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%%1 (p-a) %%z (p-20)
a%;=a =a 9 ;a =a 9 ;.. yelexponente jamas es cero.

Considerando la siguiente identidad:

@+b)'=[a(1l+2)"=a"(1+u)", 0a#0, donde
a

b n(n-1) n(n-1)(n-2)
u=_0 Sijul <1,(Q+u)"=1+nu+ ol u?+ 3 u’+...

es una serie convergente.

Si |u|>1, la serie es divergente y la ley del binomio no puede

aplicarse.

Por tanto, si n es un namero racional cualquiera y u esta comprendido entre
-1y +1, el valor de (1+u)" se aproxima mediante la suma de un nimero finito de

términos de su desarrollo binomial.

6.7 FUNCION EXPONENCIAL

Una funcién exponencial tiene la formay = a*, donde a>0 y x es diferente de

uno.

Si a es un numero real y n es un numero racional de la forma B, g#0, entonces

1

= VYa® siempre que a® sea un namero real.

n P
q

a =a

Las leyes de los exponentes demostradas con enteros, siguen sin modificacion.

En muchos procesos naturales y en las investigaciones cientificas con frecuencia
se encuentra cantidades que cambian porcentualmente de valor conocidas como
Funciones Exponenciales: costos de los servicios publicos; interés compuesto;

enfriamiento de un cuerpo; deterioro de la maquinaria; crecimiento de una

E
U
\
e
|
(@)
\
=
S
E
=
(@)
\
E
\
c
|
A
L
\'
L
O
G
A
R
|
T
\
|
c
A
S

poblacion; etc.
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Se quiere ahora definir a* para x un nimero irracional (como Bﬁ,zﬁ,Z")de manera
gue las leyes de los exponentes no sufran alteracion. Para ello, sea hallar el valor

de aﬁ, donde a#1, entonces,

J2 =2

N

1
1+ 1) =1 +1 1 +i 5 ——+— !
2 8 48 128 256

Por tanto, +/2 tiene un valor aproximado de 1.414213562... lo cual manifiesta que

V2 es un decimal infinito no periddico.

El valor de a'?, donde a#l también se encuentra por aproximaciones, en la

sucesién {al’ a1.4’ a1.41’ 31'414, a.1.4142’ a1.41421.“} )

Si a>1, la sucesion es creciente pero acotada (por a° 6 a%) y como toda sucesion

acotada tiene minima cota superior, el verdadero valor de a’? ? equivale a tomar a
elevada a la minima cota superior de la sucesion
{1,1.4,1.41,1.414, 1.4142 ...}.

Si 0 < a <1, la sucesion es decreciente y acotada. Entonces converge a su

maxima cota inferior la cual, también define el valor de a’?

Hechas estas consideraciones, la Funcion Exponencial de base a, se define por:

Ea= T- T talqueOxOT
Ea={(x,y)y=aal T ,a#l}

donde las leyes de los exponentes tratadas en el capitulo |, tienen plena validez.

Por tanto, el dominio de E, es el conjunto de todos los numero reales; su recorrido

es Ty lafuncion es biyectiva.
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6.7.1 Grafica de la funcién exponencial

A. Cuando a > 1. Trazar la grafica de y = 2*.

W 3 2 1 0 1]2]3.

1
2

<
|
AP

En la tabla se observa que si x crece, el valor de y crece sin limite.

Ademaés, six>00 a*>1,y six<0, 0<a*<1.

Con estos datos, trazamos una curva continua y sin salientes. Figura 6.1.

Fig. 6.1 |(x)=2"

B. Cuando O <a< 1. Trazarlagraficade y= %g Fig.6.2

e ..-3 -2 -1 0 |1 |2 3.
.84 12 |1

| —
| —

y

1
8

En la tabla se observa que al crecer los valores de x, los valores de a* se
hacen menores, entonces la funcidn es decreciente, con tendencia a cero.

Ademaés,six>00 0<a*<1 ysix<00O a*>1.
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Fig. 6.2 |(x)= %g

Observando las graficas vemos que en ambos casos el eje x es una asintota
horizontal para la gréfica, lo cual, sugiere las siguientes propiedades generales de

las funciones exponenciales:

6.7.2 Propiedades de la funcion exponencial

Sea f(x)=b*, b>0, b # 1, entonces:

=

Todas las gréficas pasan por el punto (0,1). b°=1 para cualquier base b
permitida.

2. Todas las graficas son continuas, sin huecos ni saltos.

3. El eje x es una asintota horizontal.

4. Sib>1, entonces b* aumenta a medida que aumenta x

5. Si0<b<l1, entonces b* disminuye a medida que aumenta x

6. Lafuncion f es uno a uno. Esto implica que toda funcién exponencial

tiene inversa.

Las funciones exponenciales, cuyos dominios incluyen a los numeros irracionales,

cumplen las leyes de los exponentes vistas en la seccion 6.5.1:
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Paraay b positivos,a#1,b#1, x y yreales se cumplen las siguientes leyes:

a" a i}
1. a*a¥=a" ; @)=aY ; (ab)=a*b* ; %H:—; —=a"
@) (ab) 5= w
2. a*=a’siysolosix=y.

3. Parax#0, entonces a*=b*siysolosi a=h.

EJEMPLOS 6.6
1. Sea 6 *=6 2" 4x =2x+4, de donde x = 2
2. Sia*=3*0a=3

3. Si4*¥=80 22%3 =237 2x -6 =3 de donde, :g

Basta expresar ambos lados en términos de la misma base, y usar la propiedad 2

para igualar los exponentes.

6.7.3 Funcion exponencial en base €

« Existen funciones exponenciales muy particulares cuya base es el numero e
(e= 2.71828...) llamadas funciones de crecimiento, debido al tipo de fenébmenos

gue permiten explicar.

» La funcion f(x) = € se denomina funcién exponencial natural y se utiliza para

describir situaciones como las siguientes:

Crecimiento de una poblacion de bacterias
Crecimiento de una poblacién de personas
Desintegracion de un material radioactivo (crecimiento negativo)

Aumento o disminucién de la temperatura de un cuerpo

YV V V VYV V

Aumento de la cantidad de dinero puesto a interés.
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EJEMPLO 6.7
El célera es una enfermedad intestinal causada por la bacteria del colera que se
multiplica exponencialmente por la division de células modelada por:
N = Noe'*®® donde N es el nimero de bacterias presentes después de t horas y N
es el nimero de bacterias presentes cuando t =0. Si se empieza con una bacteria
¢cuantas bacterias habran en 5 horas? y dentro de 12 horas?
La respuesta se calcula con 3 digitos significativos:
Como N = Noe™*¥®" [0 para t=5 % =1.020

para t =12  e'%(2 = 16.700.000

6.8 FUNCION LOGARTIMICA

Definida la funcion exponencial como E, T— T "talque Ox 0T,
Ea={(x,y)y=a",alT", az# 1} se observa que es un funcion biyectiva.
En efecto: si x; # X2 entonces a.* #a," Ja 0T, a# 1. Ademas, de la misma

definicion resulta que E, se sobreyectiva.

Por tanto, existe la funcion inversa de E,; que se denomina Funcidon Logaritmica

de base a y se define por:

Loga: T - T talqueOdy O T7,

Loga: ={(x,y)/ x=a’,a07T ,az1}

Por tanto: y = Logax = x=a’

Cabe anotar que Dominio (logs)="T = Rango (Ea)
Rango (log,)="T" = Dominio (Eg)

EJEMPLOS 6.8

Log a(@)=n = a"=a"
Logi1(0.001) = -3 = 107 = 0.001
Log a(1) =0 = a’=1
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6.8.1 Grafica de la funcién logaritmica

Como la funcién logaritmica de base a es la inversa de la funciobn exponencial
(por ser biyectiva), su grafica se obtiene haciendo reflejar la curva de E, sobre la

rectay = x.

Pero es necesario considerar 2 casos:

A. Cuando a > 1. Trazar la gréfica de y = logzxX.

La curva correspondiente a y = logaXx, cuando a > 1 es analoga a la de

y = logzx. Su dominio es Ty su recorridoes T . Six=10 log, x = 0.

Es decir, x = 1 es el Unico cero de y = log.x. Para 0 < x <1 [0 logax < 0.

Six>10 logax > 0.

Sean x1, Xoen T tales que x; < X, 0 log, X1 < loga X2, por tanto, sia> 1, la

funcidén logaritmica es creciente. Fig. 6.3

Fig. 6.3 Funciones exponencial y logaritmica

B. Cuando O <a<l1.

La curva y =logaX, 0 < a < 1, tiene las mismas caracteristicas que Y = |09(1)X

.. . —_ 2
Su dominio es Ty su recorrido es T.
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Six=10 y=logax =0, lo que nos dice que x = 1 es el Gnico cero de

y = loga x.

Para0<x<10 logax>0. Six>10 logax=0.

Sean xi, X2 en T tales que x1< X2 [0 10g 4 X1 > 10ga X2,

Por tanto, si 0 < x < 1, la funcién logaritmica es decreciente. Fig.4

Fig. 6.4 Funciones exponencial y logaritmica

6.8.2 Propiedades de la funcion logaritmica

Como la funcion logaritmica fue definida como inversa de la exponencial, las leyes
de los exponentes que ésta satisface se reflejan en la funcién
logaritmica. Aqui las principales:

OaOT,a#1y0x, Ox;, Ox;enT' tenemos:

1. loga(X1. X2) =loga X1 + l0ga X2. En efecto:
logaXxi=my logaxo=nl x;=a™y x;=a"0 x; x;=am.a"=a™".

Ahora tomamos logaritmos en base a: log, (x,.X,) =m+n =log, X, +log,X,
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2. loga XlE:Iogaxl-logaxz

2

En particular, loga %E: - loga x
2

3. loga(x")=n.logax OnOT.

nm

Sealogax=m0O a™=xy portanto, x"=(a™)"=a™=a

Tomando logaritmos en base a, tenemos:

loga (X") = loga (@™) = nm = n.logax.

p
: p aH PELP
De manera que si n es de la forma —, entonces Ioga%q log, %}x —log,x
q H i) g

4. logaXi=10ga X2 = X1 = Xo.

Si 10ga X1 = 10ga X2 0 10ga X1 -10ga X2 = O (por estar en T) 0 logs F-- E: 0

2
(propiedad 2) O a° = %Ecomo a’=10 x; = Xo.
2

Ahora: si X3 = X, [0 loga X1 = loga X2 (porque log, es funcion.)

EJEMPLOS 6.9
1. 10ga12°= loga(3.4)° = 5l0ga 12=loga 3°. 4° = log, 3° + log, 4°
=5loga3+5log, 4

2. Escribir la siguiente ecuacién como el logaritmo de un solo numero:

% l0ga8-10ga 5

2 2 s
3 l0ga8-10ga5 =10gs 83-109a 5 = log, G0 = log, = B—D‘ mﬁ%ﬁ

H H

3. Expresar x en términos de z, sabiendo que 3 logsx — 2 logsz = 1

Si 3 logsx — 2 10gsz = 1. 0 logsx® + logsz” = logs(x . 2%) = 1 6 sea
s 3
logs %%1. Por tanto, 5' :%Eﬂ x = 3/522

LICENCIATURA EN INFORMATICA

-
J
N
c
I

(0
\
E
S
E
5
O
)\
E
\
c
I

A
L
Y
L
O
G
A
R
I

T
M
I

c
A\
S




-
J
N
c
l

O
N
E
S
E
5
0
N
=
N
c
I

A
L
Y
L
O
G
A
R
I

T
V|
I

c
A
S

UNIVERSIDAD DE NARINO . 247

4. Transformar logax en otro que tenga base b.

Sea n=log.x 0 a"=x. Tomamos log, en ambos miembros:

log, x
logy (@") = n.logpa = logpx, de donde n =108, X
log,a
. log, X ) . .
Es decir, |log, x = log. 4 Esta es la formula que se utiliza en todo cambio de
b

base

6.9 LOGARITMOS COMUNES Y NEPERIANOS

A pesar de que la funcion logaritmica puede tomar como base cualquier nimero
real positivo diferente de la unidad, los logaritmos en base 10 son de gran utilidad
para los célculos numéricos de la Ciencia y la Técnica. Para los calculos que se
realizan con el computador, se toma la base 2. Los logaritmos en base 10, se
conocen con el nombre de logaritmos comunes 6 de Briggs (quien construyo la
primera tabla, y en general, en su notacion, se omite la base).

Es decir,

logiox = log x

Ahora bien, si un nimero real positivo n se expresa en notacion cientifica,
n=mx 10°, donde c es entero y 1 < m < 10, entonces

log n = log(m x 10°) = log m + c.log 10, y como log10 = 1, tenemos:

logn=c+logm

Esto nos dice que el logaritmo de cualquier nimero real positivo, es la suma de un
namero entero con el logaritmo de un nidmero mayor o igual a 1, pero menor que
10. El nimero entero se llama caracteristica del logaritmo y el otro sumando, la
mantisa del logaritmo. Por tanto, la caracteristica puede ser positiva, negativa o
cero. En cambio la mantisa puede tomar todos los valores reales desde 0 y

menores que 1, porque log 1 < log m < log 10.
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Por otra parte, los multiplos de 10 del mismo numero tienen su logaritmo con la
misma mantisa y sélo difieren en la caracteristica. Asi, pues,
log 10x = 1 + log x y log 10%x = 2 + log X.

Esto ilustra la conveniencia de colocar el niumero en notacion cientifica para
buscar el logaritmo. La mantisa se encuentra en las tablas de logaritmos, cuyo
manejo queda al cuidado del estudiante.

En los procesos tedricos, se usa una base irracional denotada por e, que se define

1 .
por e = lim (1+H ', O n OT vy cuyo valor aproximado es 2.71828182... se
n-— o

conoce con el nombre de base natural de los logaritmos. En este caso, lo
logaritmos reciben el nombre de logaritmos neperianos (naturales) y se denotan
porIn 6 L. Es decir,

logex =InXx =L X

EJEMPLOS 6.10

135 (4.7)°
1. Hallar el valor de log———————
T
135+ (4.7)°
log=>= """ = |og(135 « (4.7) -log~/17
g s of (4.7)~log

=log135 +log 4.7 —% logl7
= log135¢ 10°+ 3log 4.7+ 10t~ %Iogl?- 10°

=2 +0.1303 + 3(0 + 0.6721) —% (1 + 0.2304)

=4.1416 - 0.6152 = 3.5314.

2. Calcular 34/1;2: con cuatro cifras significativas.

1 71.25
—log ———= = (log 71.25 — log 134.6
3 J 134.6 ( o9 J )

71.25
logs|-———
134.6

1 (log 7.125 x 10* — log 1.346 x 10%)
3
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:% (1 +0.85278 — (2 + 0.12905))

% (1.85278 + 3.87095) =

(1.72373)

W

= % (3 +2.72373) = 1 +0.90791 = 1.90791.
Luego:
3 11-25 _ antilog (1.90791) = 0.8090.

134.6

3. Hallar el valor de 272'°9,®
2-3 Iogz(4) - 2-3Iog 22(2) — 2.3x2 Iog2 2 _ 2-6 1= ie :i )
2 64

6.10 ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Una ecuacion es llamada exponencial cuando la variable se presenta en los

exponentes. Para resolver una ecuacion de esta clase, se utiliza los logaritmos.

EJEMPLOS 6.11
1. Hallar el conjunto solucién de 7%* = 4**3,
Sacamos logaritmos comunes en los dos miembros de la ecuacion:
log (7Y)=log (4**3) O (x-1) log 7 = ( x+3)log 4
0 xlog 7-log 7 =xlog 4 + 3 log 4
y por tanto, X(log 7 —log 4) =3 log 4 + log 7 6 sea

¥ = 3(0.60206) +0.84510 0 x= 2.651280 _
0.84510 -0.60206 0.24304

El conjunto solucion es {10.90}

2. Resolver la ecuaciéon log, (x +6) +logs x = 2.

logs (X+6) +logsx=20 logs (x+6)x =20 sea,
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x> +6x—16=0=(x +8)(x—2). Como (x + 6) y x deben ser reales positivos

(para que existan los logaritmos), el valor que satisface la ecuacion es x = 2.

En efecto: log, (2 + 6) + 10942 = log, 8 + l0gs 2 = logs 16 = log, 4% = 2.

., 15%
3. Resolver la ecuacion 2% =8

X

log2?°= log8 0 2'*'log2 =log8
jis _log8 _0.90309 _

log2 0.30103
ahora, log2'™ log30 1.5'log2 log3 0 1.5% = 093 2047712 _; o0
log2  0.30103
finalmente, log1.5" =log1.584 O xlogl.5 =1logl1.584 [0 x _ 0.19976 =1.134
0.17609

Por tanto el conjunto solucién pedido es {1.134}

4. Resolver la inecuacion 5% < 54,

54 ¢ sea,

Como logs es creciente O log 5* < log
3x log 5 < (7x-4) log 5y como log 5 > 0, lo cancelamos:

3X<7x-40 4<7x-3xdedonde 4x>46seax>1.

El conjunto solucion pedido sera {x 0 T /x> 1}.

Las propiedades de las funciones exponencial y logaritmica permiten resolver
cierto tipo de ecuaciones que se presentan en Fisica, Quimica y Biologia. En
la solucién de estas ecuaciones se debe tener en cuenta lo siguiente:

A. Para resolver una ecuacion exponencial, se toma logaritmos en cada
miembro de la ecuacién y se aplica las propiedades de los logaritmos.

B. Para resolver una ecuacion logaritmica, generalmente se transforma la
ecuacion dada en otra mas sencilla que pueda expresarse en forma

exponencial.
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EJEMPLOS 6.12
1. En la columna de la izquierda se muestra ecuaciones exponenciales y en

la columna de la derecha la ecuacién logaritmica correspondiente:

Ecuaciones Exponenciales | Ecuaciones Logaritmicas

Y =10° 5 = logoy
Y =10" -4=logy
z= 2% X =log,z
y= b x =logpy
w= 3" X =logsw

y = (J3) 2x = logyz y

2. Resolver la ecuacion 3% =7

Basta tomar logaritmos en los dos lados de la ecuacion dada:

Iog? _1 Uog7
(2x-1) log 3 =log 70 2x —1= —— +1 0 x=1.3856
093 Bog H
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RESUMEN DEL CAPITULO VI |

Dominio (-00,00)
Rango (O, )
Curva continua que pasa por el punto (0,1)
y tiene el eje x como una asintota
_ . horizontal.
Funcion Grafica
Exponencial Si b>0, b* aumenta al aumentar x y si b<0,
Entonces b* disminuye al aumentar x.
f(x)= b*, 1.a*ay=a""; (@ )y=a¥
b>0! aX
b#1 (ab)*=a*b*; _at. —=a""
, %g b b”
Propiedades
2.a"=ay siy solosix=y
Parax#0, ax=bx siysolosi a=bh.
Dominio (O, )
Rango (-00,00)
Curva continua que siempre pasa por el
Grafica PunIo (1,0) y tiene al eje y como asintota
Vertical.
1.logal =0
2.logaa =1
Funcion _
Logaritmica 3.logaa’=x
Y = log b X 41094 (X1. X2) =l0ga X1 + l0ga Xo.
. : "
)S<Izb§OIO ! 5J09a%EZ log, X1-10g4 X5 en particular,
’ 2
b>0, b#l Propiedades
IogaE%E: —log, X
6.loga(x")=n.logax On0O T .
7. IOga X1 = IOga Xo & X1 = Xo.
8. log, x = 109, X
log, a
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ECUACIONES EXPONECIALES Y LOGARTIMICAS

1. Para resolver una ecuacién exponencial, se toma logaritmos en cada

miembro de la ecuacién y se aplica las propiedades de los logaritmos.

2. Para resolver una ecuacion logaritmica, generalmente, se transforma la
ecuacion dada en otra mas sencilla que pueda expresarse en la forma

exponencial.
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TALLER No 6

1. Utilizando las leyes de los exponentes, resolver las siguientes ecuaciones:
2

23 ) 4%

a) 6% =46 b) = o ¢) 927 =5

2. Utilizando el graficador trazar los siguientes pares de curvas en los mismos

ejes:
a) 4y 4~ by 3y %g
c) ey e* d) (@Xy%@

3. Expresar como un sélo logaritmo, las siguientes expresiones:
3 5
a) S5logx—4logy d) Zlogax—glogay

c) In4x+2(Inx—1Iny) e) - Inx+6In(x-1)+3Inx*

4. Dado log x =3.2536 y log y = 6.3227 — 5, calcular

a) log3/x* b) log-/xy
c) log x*y? d) log3/y~/x®

5. Hallar el valor de las siguientes expresiones, a cuatro cifras significativas:

1

) (0.0000442)2 ) log48.5
log67.2

1
(276,000)*
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c) log(4.72 log 63.9) d) log (log 82.4)
1

&) -3.93 f 0949.23
0.00271 log14.9

6. Utilizando logaritmos, resolver los siguientes problemas:

a) Calcular el area de un tridngulo sabiendo que lado a = 328.8 mts;
lado b= 733.6 mts, y lado ¢ = 871.4 mts. (Clave: Utilice la férmula

de Heron: A:Js(s —a)(s—b)(s—c) donde s = % (at+b+c))

b) El nimero de bacterias de un cierto cultivo en un tiempo t viene
dado por N = No e*, donde No es el nimero inicial. ¢En qué tiempo,

se tendrd el doble del niumero inicial?

c) Eltiempo t (seg) empleado por un péndulo simple de longitud L

(cm) en una oscilacion completa viene dado por t = 27'[\/E donde
g = 981 cm/seg?®. Que tiempo emplea cuando su longitud es
6.92 cm?. Que longitud tiene el péndulo si gasta 17 segundos en

una oscilacion completa?

7. Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones:

a) log, x—log,3<?2 b) x"°Ix?=x
3 3
c) logs 4x = 2-logs X d) log,(2x-1) >log, x+1log, 3
2 2 2
e) X°%*=2 f) log x-log(x-1) =log 5
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8. Resolver las siguientes ecuaciones:

Iog4B<—EE

a) 52 " =625 by 4 ©C 20=p
c) e™ 13e*=2 d e*+e*=2
e) e¥*=6¢" f) e‘—e*=2

9 . Resolver las siguientes inecuaciones:

a) 3*<27 by 2*< 1

16
c) 3*x27 d) 49°>0.021
e) 3 =9 f) 4% (") <47

10. Demostrar que para toda x = 1, es verdadera la igualdad siguiente:

—log, (X —M) =log, (x +M) - %
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CAPITULO VI
FUNCIONES CIRCULARES

En los procesos cientificos y matematicos con frecuencia es necesario considerar
funciones que relacionan arcos de la circunferencia con los numeros reales,
llamadas funciones circulares. Sin estas funciones no habria un estudio serio de
las ondas sonoras y electromagnéticas de la radio y la television; no habrian los
detectores petroquimicos que indican la existencia de petroleo a grandes
profundidades de la tierra; el Médico no podria interpretar los electrocardiogramas;

el Fisico no podria predecir altas o bajas temperaturas, etc.

Estas razones, exigen dedicar un poco de atencion a las funciones circulares, sus
caracteristicas, inter - relaciones, e implicaciones tedrico - practicas. Para ello, se
considera un arco de cualquier magnitud ( positiva 0 negativa) y se deduce los
valores de las respectivas funciones circulares. Se procede a construir y
comprobar identidades que contienen funciones circulares para luego entrar a
resolver ecuaciones. Luego, se analiza la existencia y caracteristicas de las

funciones circulares inversas, haciendo resaltar su utilidad préactica.

7.1 LA CIRCUNFERENCIA UNITARIA

La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos ( x , y) del plano
situados a la misma distancia (radio) de otro punto fijo (h, k), lamado centro de la
circunferencia. (Ver capitulo IV, seccién 4.1.4)

Siay b son puntos de la recta real, la distancia que los separa se expresa por :
d (a, b) = Oa-bO=0b-ald, férmula que lleva implicita una funcion (llamada métrica)
d: Tx T—>7T , lacual, goza de las siguientes propiedades:

(Ver capitulo I, seccién 3.5)
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1. d(a,b)=0, Oa,0b, en T Od(ab)=0 = a=bhb.
2. d(a,b)=d(b,a), [Oa,0Ob,en T
3. d(a,b) +d(b,c) = d(a,c), desigualdad triangular.

Si los puntos a y b se localizan en el plano, cada uno de ellos tiene dos

coordenadas a (Xo, Yo), b (x,y)Yy ladistancia que los separa es

d(a,b) =\/(Xo -X)? +(Yo—Y)*>, la cual, preserva las tres propiedades

mencionadas.

La definicion de la circunferencia, se puede expresar mediante la ecuacion :

C= {(x.y) DIRXIR/{/(x —h)> +(y —k)? = r}donde (h , k)

es un punto fijo del plano.

Fig. 7.1 C= {(x,y) DIRXIR/{/(x =h)? +(y —k)* = r}

Sin embargo, para la definicion de las funciones circulares, se toma el centro (h, k)
en el origen de coordenadas y el radio igual a la unidad. Por tanto, la ecuacién de

la circunferencia unitaria viene dada por:

C= {(x,y)OIRXIR/Xx* +y* =1}

Como la longitud de la circunferencia es L =27 r (i1 = 3.141592...) en el caso de:
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Fig. 7.2 x*+y? =1 Circunferencia unitaria

la circunferencia unitaria, se tiene: L = 21. Por tanto, si un punto P (x ,y) se mueve
sobre la circunferencia en sentido positivo, a partir de A (1 , 0) y recorre una
vuelta, el valor de su recorrido es de 21 unidades. Si recorre una vuelta y un arco

8, menor que otra vuelta, el valor de su recorrido sera

. . 1
211 +0. Por ejemplo, si 6 vale 2 de vuelta, el punto se encuentra en

B(0,1), vy habrarecorrido 2m +g :57” unidades. De este pequefio andlisis

se puede concluir que a cada longitud de arco 6, le corresponde un punto P (X , y)
de la circunferencia.

De aqui se desprende la siguiente definicion:

7.2 LA FUNCION ENVOLVENTE
Sea . T - C talquef(B)=P (x,y).Entonces, f es una funcién que asocia

cada numero real 8 con un sélo punto P (x , y) de la circunferencia C, identificada

con la ecuacion: x° +y*=1.
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EJEMPLOS 7.1

1. Alarco 6 :g le corresponde el punto B (0, 1), Es decir f(g) =B (0,1).

se observa ademas que f(§+ 2m) =B(0, 1)= f(57n) :

: m
2. Hallar las coordenadas del punto correspondiente al arco 8 = —. En este caso,

el punto se sitla sobre larecta y =x y como debe satisfacer la ecuacion de

la circunferencia unitaria entonces x> + x> =1 6 sea 2x° =1, de donde,

V2

X = J_r? =vy. Al medir el arco en sentido positivo, el punto P (x , y) esta en el

primer cuadrante y por tanto sus coordenadas son positivas. Es decir:

f@S:w%?%%

NDMZ0-0Z2CT

. m :
3. Hallar las coordenadas del punto correspondiente al arco 3 Localizamos el

punto P (x , y) en la circunferencia unitaria asi como su simétrico con respecto
alejey: Q(-x,Y).

C
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=
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Fig. 7.3 Circunferencia unitaria

arco PB = arco AB - arco AP = —

mom_m
2 3 6
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Como Q es simétrico de P, con relacion al eje y, arco PB = arco BQ. Entonces:

arco PQ = 2 arco PB = 2(%) =g. Por tanto, arco AP = arco PQ y segmento

AP = segmento PQ, de donde PQ =2x. Enel A ASP, segun el teorema de

Pithgoras:

AP? =AS? +SP? = (OA —0S)? + SP?

O AP? =(1-x)?+y?=1-2x+x*+y% Pero x°+y*’=1 vy
0 AP =2x 0 (2x)2=2-2x,dedonde, 4x2+2x-2=0

Asi que x O{ % -1}. Como P (x , y) esta en el primer cuadrante , sus

" 1 .
coordenadas son positivas. Entonces, x = 5 Ahora: x* +y? = 1, implica

143

2'2

NDMZ0-0Z2CT

)

y= ¥ luego: f(g) = p(

: T .
4. Encontrar las coordenadas del punto correspondiente al arco s Se localiza el

punto P (x , y) en la circunferencia unitaria y se proyecta sobre el eje x. Se
forma el triangulo rectangulo OQP.
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Fig. 7.4 x*+y*=1
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Aplicamos el teorema de Pitagoras: OP? =0Q?+QP? . Pero, OP =1=0R = RP

3

Luego, 1=x*+ (%)2 de donde x = -

EgS
22

— 1
OQP==.
®=3

Es decir, f(g) = P(

Para hallar las coordenadas de un punto P (x , y) de la circunferencia unitaria en
cualquier cuadrante, basta saber que ella es simétrica con respecto al centro y a
los ejes coordenados. Es decir: (Ver capitulo IV, seccion 4.1.2)

1. El simétrico de P; ( X, y) con respecto al eje y, es P, (-x, ).
2. El simétrico de P; ( X, y) con respecto al centro, es P3 (-x , -y).
3. El simétrico de P ( X, y) con respecto al eje x, es de P4 (x, -y).

Fig. 7.5 Simetria

Teniendo en cuenta estas observaciones, se puede encontrar las coordenadas

del punto correspondiente al arco 1t , simétrico de

A(1,0)0 f(mt)=P (-1, 0) Anadlogamente, f(“%n) =P (0,-1);

f2n)=f(0)=P (1,0); f(STn) = P(—%,g); por ser simétrico de Pl(%,g)

con respecto al ejey.
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7.3 FUNCIONES CIRCULARES SENO Y COSENO

Por definicion de la funcion envolvente, f: T — C. Se sabe que a todo numero real
0, corresponde un punto P(x, y ) de la circunferencia unitaria, esto es,

f(0) =P (x,y). El recorrido de f es un conjunto de pares ordenados , cuyas
componentes identifican a las funciones circulares coseno y seno
respectivamente.

Es decir,
OP (x,y) OC, se define:

—_—

cos:T - C talquecos 8 =x=abscisa del punto

—

sen:T - C talque sen 8=y = ordenada del punto. Por tanto:

cos={(6,x)/60 T y x=cos 0}
sen={(6,y)/607T y y=sen 0}

De esta manera P ( x,Yy) equivale a P (cos®, senf), 06 0T. Los valores del

coseno son positivos en el primero y cuarto cuadrantes. El dominio de las

funciones seno y coseno es T Y su recorrido esta entre -1y +1. En otras palabras,

-1 <cosb <1 y -1<senb<l ® 0T

Al sustituir los valores de X, y , en la ecuacion de la circunferencia unitaria, resulta

la identidad fundamental con funciones circulares, llamada identidad pitagorica:

| Cos?0 + sen’d = 1 |

‘FH

Fig.7.6 cos’@ + send = 1
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: . T
Si P (X, y ) recorre una vuelta mas el arco 5’ los valores de seno y

coseno son los mismos. Es decir,

T m m m
sen (—+ 21) = sen— cos (—+ 211) = coS—
(6 ) 5 y (6 ) 5

Lo mismo sucede para cualquier nimero entero de vueltas y para cualquier arco

gue se tome (Fig. 7.6). En otras palabras, Ok 0O h,

sen (8 + k 2m) = senB
cos (6 + k 2m) = coD

Esto manifiesta que las funciones circulares seno y coseno son periddicas, con
periodo fundamental igual a 2. En general: una funcion f de variable real x es
periddica, si para algdn namero real p, f(x + p) =f (X) siempre que X,y X +p
estén en el dominio de f. El minimo valor positivo de p tal que

f (x + p) = f(x) se llama periodo fundamental de la funcién.

De inmediato resulta que si f(x) = f (x + kp), donde k es un entero cualquiera.

7.4  GRAFICAS DE SENO Y COSENO

Con la informacién obtenida en la seccién 7.3 se puede trazar las curvas
correspondientes a las funciones circulares de seno y coseno. Como estas
funciones son periddicas, las trazamos en el intervalo [ 0, 2], llamado CICLO
fundamental y de alli se repite el trazo a derecha e izquierda de los extremos.

(Ver capitulo IV, seccion 4.1.1)
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Fig. 7.7 yi=senx; Yy2=c0SX

Estas funciones son continuas debido a que el punto P (x , y) recorre la

ODMZ0=-0Z2CT

circunferencia en forma continua.

Fig.7.8 yi=senx; y,=coSX

C
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Al comparar las graficas de seno y coseno se observaque 06 0T,
T . e T
cosB = sen (B + E)’ lo cual manifiesta que la grafica del seno se ha corrido 5

unidades hacia la izquierda para dar la grafica del coseno. Es decir, el seno tiene

. m
un defasaje de 5 con respecto al coseno.

LICENCIATURA EN INFORMATICA




ODMZ0-0Z2CT

c
|
R
C
U
L
A
R
E
S

UNIVERSIDAD DE NARINO . 267

7.5 OTRAS FUNCIONES CIRCULARES

Hay otras cuatro funciones circulares, que, se definen en términos de senoy

coseno, asi:

7.5.1 Lafuncion tangente.

Se definepor: |tg=0(0,y)/00 T, y=% , C0sB#0 [

e m
Como cosB = 0 para todo multiplo impar de > entonces:

Dy = 060 T/0#Kk g donde k es entero impar [

Debido a que las funciones seno y coseno son continuas en todos los numeros
reales, entonces la funcion tangente también es continua en su dominio. Ademas,

la funcién tangente es periddica, con periodo fundamental igual a 1. En efecto:

sen(@ + ) _ —-send _

tg(6+m) =
9 ) cos(8+m) —cos@

tgo

Su generalizacion es inmediata: |[tg (@+km) =196 ® 0T y kO h

Se puede trazar la grafica de y =tg 6. Para ver las caracteristicas de la curva,

se toma el intervalo - g <0< g
9 n n n n 0 n n n n
2 3 4 6 6 4 3 2
g6 -00 -V3 -1 g 0 ? 1 V3 +00
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Fig.79 y=tg0

A medida que 6 se aproxima al valor g por la izquierda, los valores de tg 6
crecen sin limite y cuando 6 = g tg 6 no existe.

Igualmente, cuando 6 = - g tg 6 no estd definida, y a medida que 6 se aproxima,

por la izquierda, al valor 6 = 0, los valores de tg 6 crecen.

Por lo tanto, la funcion tangente es creciente y las rectas 6 = g 0 =- g

son

asintotas de la curva.

En general sus asintotas son las rectas 6 =(2k + 1) g Ok O h.

Por ultimo, observamos que la curva es simétrica con respecto al origen, puesto
sen(—-0) _ —sen@

e tg(-9)=
au 9(=9) cos(-0)  cos@

=-tg0; extendiéndose su simetria con relacion a

cada uno de sus ceros (6 raices) que son 8 = km, kO h.
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7.5.2 Lafuncion secante

Se define por: [sec=[10,y)/00T, yzﬁ ,c0s0 %0 [

Por tanto, la funcion secante esta definida para todos los valores de 6 que

produzcan cos6 # 0, Es decir,

sec= UOOT /0#k (g): donde k es entero impar [

>1 <-1.
cos@ cos@

Ahora, como -1 <cosB <1 entonces

Esdecir, Rsec= {yOT /yd=1}

La secante es una funcién periddica con periodo fundamental igual a 21, debido a
1 1
cos(6+2m) cos@

que sec(8+2m) =
En general, se define que sec (0 +k 2m)=sed, OkOh, siempreque
cos6 # 0.

Se traza la curva de y = secB para 0 < 0 < 2m, y de alli se repite el trazo a la

derecha e izquierda de los extremos.

Fig. 7.10 y=sec O
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La funcidén secante es continua en su dominio debido a que el coseno también es

funcion continua. La secante crece para todos los valores del arco tales que :
T . m .
Os6<5, E<esn y SIGZE, secO no existe.

Sim<O< %ﬂ y %ﬂ < 0 < 21, la secante decrece y sec 3?" no existe. Es decir

T
las rectas 0 = E

T ]
, 0= > son asintotas de la curva. En general, las rectas

0=02k+1) g Ok O h, son sus asintotas.

7.5.3 Las funciones cosecante y cotangente

Se definen respectivamente por:

— 1
= = z
csc=0(0,y)/ 00T, vy g sen6z0 O
—_ cos@
= = s
ctg=0(6,y)/ 60T, vy g sen6£0 [

El andlisis y trazo de las graficas queda al cuidado del lector.

7.6 IDENTIDADES

Una identidad en x, es una igualdad que se cumple para todos los valores de x en

su dominio. Asi, pues (x- 1) (x + 1) =x*-1 es unaidentidad, Ox OT.

En cambio, 2x? - 3x +1 = 0 no es una identidad, porque sélo se satisface

para X [O{ %,1}.

El estudio de las identidades tiene dos facetas de gran importancia:

a) su construccion y b) su comprobacion.

En el primer caso, se utiliza las propiedades de las funciones circulares y algunos
conceptos del Algebra Elemental. Para comprobar la validez de una identidad se
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trabaja con un solo lado de la igualdad hasta obtener la misma expresién en
ambos lados.

7.6.1 Construccioén

Se sabe que la funcién envolvente f: T - C hace corresponder a cada 8 0T un

punto P (cos8, senB) de la circunferencia unitaria, entonces:

Identidad pitagorica . cos’ 0 +sen’d =1

De aqui, se obtiene otras dos:

2 2 1+tg°0 =sec’8
1. Sicos’® # QIO COSZG + sen20 =
cos“6 cos“ 0O

2 2 1+ctg?0 = csc’ 6
2. Sisen?ozon LS50, %0 :
sen‘@ sen@

Para proseguir, sean los arcos a, 0T tales que 0 < B < a < 2m. La funcién
envolvente f : T - C hace corresponder al arco a, el punto P (cos a, sen a) y al

arco [3, el punto Q (cos [3, sen ) ambos situados en la circunferencia unitaria.

Fig. 7.11 Identidades
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//\ /M //\
Entonces QP= AP - AQ = a - . Luego, en la misma figura , se rota el arco

a - B de manera que el punto Q coincida con A (1, 0), entonces, el punto R tiene

coordenadas ( cos (a - B), sen (a - B)); y ademéas, AR =QP.

Al tomar distancias, tenemos : d(A,R) = d(Q,P):

V[1 - cos(a - B)]*+ [0 -sen(a - B)]* = V(cosP - cosa)? + (senp - sena)?
[1-cos(a-B)]* + sen’(a-B) = (cosP - cosa)® + (senP - sen a)?
0 1-2cos (a- B)+cos’(a-P) +sen’(a-p) =

cos’B - 2cosBcosa + cos’a + sen’B - 2senPsena + sen?a.

Al usar la identidad pitagérica, resulta:

2 -2cos(a - B) =2 -2cosBcosa - 2senfsena. Simplificando:

cos(a - B) = cosacosf + senasenf

CONSECUENCIAS

1. Si a=010 cos(0-B)=cos0.cosp + sen0.senf = 1.cosP + 0.senf

Cos(-pB)= cospf

2. Sia= g O cos(g- B) = cosg. cosp + seng.senB

= 0.cosf + 1.senf3

Cos (g - B)=senp

3. Altomar B =

N | S

7§ no.m :
~+B==-(=-B), setiene:
, B (5 -B)

cospP = cogs| g - (g -B)] = sen (g - B). Es decir,
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Sen (g - B) = cospf

T

=ctg(Z - B)
cos B sen(g—ﬁ) 2

ctg (5 - B) =19

5. Alhacer B =-8y reemplazar en la consecuencia 2, resulta:

cos(g-B) - cos[g-(-G)]:sen(-e):cos(g+9):

OMZ0-—-—0Z2CT

cos(e-(-g)) O

sen (- 8) = cosb. cos( - g) + senB .sen( - g) =c0s6.(0) + senb. (-1)

Sen(- 6) = - senf

NOTA: f:F— T, se llama funcioén par si f(-x) = f(x), e impar si
f (-x) = - f(x). Por tanto la funcién coseno es par y la funcién seno es impar.
Ver consecuencias 1. Y 5.

6. cos (a +B) =cos|[ a- (- B)] = cosacos(-B) + senasen(-B) O

cos (a + B) = cosacosp - senasenf

C
|
R
(&
U
L
A
R
=
S

7. Haciendo a =3, en 6., resulta : cos (0+a) = cosacosa - senasena 6
sea: co0s(20) = cos®a - sena y como sen®a + cos?a =1 [
sen®a = 1 - cos?a, o bien cos?a = 1 - sen’a, reemplazando,

se tiene: cos(2a ) = cos®a - (1 - cos®a) = cos’a - 1+ cos’a Luego:

cos(2a) = 2cos’a - 1
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Analogamente:

cos(2a) = 1 - 2sen’a

8. De la consecuencia 2. Se tiene: cos(g -Xx)=senx. Sea x=(a+p)

0 sen (a+[3):cos[g-(a+|3)]:cos[(g-a)-[3] 0

sen (a+p)= cos(g - ). cosp + sen(g - 0). senf3, de donde,

sen (a + ) = sen acosP + cosasenf

9. Sienvez de [3, se coloca en 8, -B,entonces sen(a+ (-B))=sen (a-p)

OMZ0-—-—0Z2CT

sen( a- ) =sena.cos (- B) + cos asen(-B). Al utilizar 1. Y 5. O

sen (a - B) = senacosf - cosasen

10. Altomar o =f en la ecuacion 8, se tiene:

sen(a + a) = sen acos a + cos asen a.  Es decir:

sen(2a) = 2 sena.cosa

11.Una vez conocidos los valores de sen(a + ) y cos(a + 3) se puede calcular el

valor de tg (a+B), siempre que cos(a+pB) #O0.

sen(a + B) _ sena [¢os B +cosa [3enf3

,ysi cosacospB#00
cos(a + B) cosa [dosB —sena [$enf

tg(a+p)=

C
|
R
(&
U
L
A
R
E
S

sena [¢os . cosa (senf sena senf

_cosaltosf cosaltosB _ cosa cospf
cosa [tosB  sena [$enf3 1- sena [$enf

cosa [¢osB cosa [¢os B cosa [¢os B

, de donde
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Tg (a +pB)

_ tga +tgB
" 1-tga Ogp

12. Altomar o= [ en la expresion anterior, resulta:

tg (a+ ) :% 0 sea:
Tg (20)
_ 2ga
T 1-tg’a

=
U
N
Cc
I
o
N
E
S

13. En la expresion obtenida en 7 se toma

20=06 O cos 6 =2cos> 9-1 0 cos? 9 _ 1tcosd 6 sea:
C 2 2 2
l e 1+ cos@
R coS—=+_ | ———
2 2
L 14. En la misma expresion 7, sea 6 = 2a
cosB =1- 2sen? 2 0 sen® 6 _1-cosé . de donde
= 2 2 2
E e 1-cos@
sen—=+_|——
S 2 T\ 2
15. Por definicién, tgA = senA . Sea A= 9 , entonces:
COs A 2

LICENCIATURA EN INFORMATICA




OMZO0-—-—0Z2CT

Cl
i
R

o
U

=

A

R

E

S

UNIVERSIDAD DE NARINO . 276

6 1-cosB
w—:;/
2 1+ cos@

1-cos@
6 _ sens T 2 1-cos6
tg — = = =t 0 Jluego
2 s? \/1+c050 1+c0s
2

Si en esta expresion se racionaliza el numerador, se tiene:

_ _ 2 2
Q:+ (1—cosB)(1+cosH) 1-cos 92 :i\/sen 0 de donde
2 (1+cosB)(1+cosH) (1+cosH) 1+cosé

I+

tg— =+ =

6 _ £senb
2 1+cos@

En forma anéaloga, al racionalizar el denominador, resulta:

+1-cosf

tgg:
2 sen@

16. Transformacién de sumas en productos (FORMULAS DE PROSTAFERESIS).

Se sabe que cos(a+) = cosacosf - senasenf3 (1)
cos(a-f) = cosacosf + senasenf3 (2)
sen(a+f) = senacosf + cosasenf3 (3)
sen(a-f) = senacosf - cosasen3 (4)

Sea a+pB=A vy «a-B=B. Entonces:

a= A;B y B= % Al sumar (1) y (2) se tiene:

LICENCIATURA EN INFORMATICA



UNIVERSIDAD DE NARINO . 277

COSA + cosB = 2cosacosf, de donde:

+ —_
F cosA+cosBchos(AZB)Euos(AzB)
N Al restar (2) de (1), se tiene:
C COSA - cosB = - 2senasenf3, y de aqui:
| . -

O COSA -cosB = - Zsen(A2 B)Ben(%)
E Al sumar (3) y (4), se tiene:
S senA + senB = 2senacosf, de donde:

| A +

senA +senB = 2sen( ZB)Etos(%)

Por ultimo, de (3) se resta (4):

sen A-senB = 2cosasenf, y por tanto:

+ —
senA -senB = Zcos(A2 B)Ben(AZ B)

Las Foérmulas de Prostaféresis son muy Uutiles, especialmente en el Calculo

Integral.

Como el lector comprendera, se puede construir muchas mas identidades. Aqui,

solo se indica una pauta de cémo hacerlo.

Ci
1
R
C I
U
L
A
R
E
S

EJEMPLOS 7.2

1. Dado cosO = n, hallar el valor de las demas funciones circulares.
Como cos?0 + sen?0 = 1, entonces send =++/1-cos?6, Es decir,,

senB =++1-n? |, siempre que 1-n?=0. Por tanto
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_sen@ _x4/1-n’

tgb = =
g cos@ n
secG:L :1, On#0
cos n
cscB= —— = L
sen@ +4/1-n2
g0 _cos@ _ n

7 . . .
2. Calcular sen(l—g), conocidas las funciones circulares para g y %

1 moT m m m m
sen(—)=sen(— + —)=sen — .cos — + COS — .sen —
12 3 4 3 4 3 4

1 gy

2 2 2 2

T . . . T
3. Calcular COS(E) , conocidas las funciones circulares para 3 y e

M, _ T, m m m m
cos(—)=cos(— - —)=c0S — .CcoS —+sen —. sen—
12 3 4 3 4 3 4

2 342 2
Oy

N~

de los ejemplos 2 y 3 se concluye que: cos(%) = sen(z—;r).

7.6.2 Comprobacion.
Para comprobar una identidad, en general, se trabaja con el lado que parezca mas

complicado y se lo va reduciendo mediante el uso de las identidades basicas y las
operaciones del Algebra Elemental hasta llegar al otro lado. Por tanto, la
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ca
B
R
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I\
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E
S

comprobacion de una identidad depende de la pericia matemética que tenga el
lector. Es recomendable desarrollar bastantes ejercicios.

EJEMPLOS 7.3
1. Probar que: tg X + ctg X = sec X.csc X.

Segun lo antes convenido, se deja intacto el lado derecho y se trabaja  con

el izquierdo:

senx , CosX _ sen’x +cos’ X _ 1 _ 1 41

tgx + ctg x = = = =
COSX  Senx cos X [$enx cosx[$enx cosXx senx

= SeCX.CsCX

1+ cosx + senx

2. Probar que: = 2Csc X
senx  1+cosx
Se trabaja con el lado izquierdo:
1+cosx L senx (1 +cosx)* + sen’x
senx  1+cosx senx(1+ cosx)

_1+2cosx +Cos* X +sen’x _ 2+2c0sX
senx(l+ cosx) senx(1+ cosx)

2(l+cosx) _ 2

= = = 2CSCX
senx(l+cosx) senx

1-tg°t

3. Probar que : cos’t-sen’t = .
1+tg°t

Ahora, se trabaja con el lado derecho:

sen’t  (cos’t —sen’t)

1-t9g%t  ~  cad? 2 cos’t —sen’t
92 = _Cost__ _cost -2 — = cos’t - sen’t
1+tg’t |, sen’t  cos’t+sen’t  cos’t+sen’t
cos’t cos’t
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7.7 FUNCIONES CIRCULARES INVERSAS

Se sabe que si f: A- B es una funcion biyectiva, existe la funcion inversa def y
se define por:
f1:B - Atalquef™ ={(y,x)/y=f(x), Oy OB}.

Este concepto, fue aplicado para definir la funcién logaritmica, como inversa de la

funcion exponencial.

Como las funciones circulares no son biyectivas ( por ser periddicas), para
encontrar las respectivas inversas, es necesario restringir el dominio
correspondiente. Para ello, se toma el intervalo donde la funcién sea biyectiva, y
por comodidad se toma donde la funcidén sea creciente o decreciente.

(Ver capitulo 1V, seccion 4.3.5)

7.7.1 Funcién arco seno

La funcién inversa de seno, se llama ARCO SENO vy proviene de definir
sen={ (X,y)/y=senx, g sxsg}.
En este intervalo la funcidn seno es biyectiva y creciente. Entonces,

1

Arcsen=sen " ={ (y,x)/y =senx, -

1 " I

E

- — - - — - - ——— — — -+

rald,

Fig. 7.12 y=sen™x
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1 T

: m .
Por tanto, y = sen =~ X = X = seny, en el intervalo " <y< 5 Nétese que el

dominio del arco seno es el intervalo [-1,1 ], mientras que su recorrido es
mon

[_E' E] . Ademas al utilizar la composicion de funciones, resulta:

sen (sen *x) =x, OxO[-1,1] y también sen(seny) =y, Oy O [-g, g].

Asi pues, si: sen™ (%) =x0 senx= % y por tanto, :g. Obsérvese que

mom T . a, 1 m m 1 m -
-—< — < —. Ademas, sen~(-=)=- —, porque es (-—) =-= Yy -— es el Gnico
2 6 2 ( 2) 6 pord ( 6) 2 y 6
valor comprendido entre g y g

7.7.2 Funcién arco coseno

La funcion inversa de coseno, se llama ARCO COSENO y proviene de restringir el

dominio del coseno al intervalo [0, 1], donde ésta es decreciente:

Arc cos=cos™ = {(y,x)/y =cos x, 0 < x < T}

Fig.7.13 y=cos™’x
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Entonces, y = cos™ x = x =cosy, 0 <y < 1. El dominio de la funcién Arco coseno

es el intervalo [-1,1]y su recorrido es [0, ] .

Ademas cos (cos *x) =x, OxO[1,1]y cos?(cosy) =y, Oy O[O, mi]. Por

ejemplo, si cos * (%) = X, entonces cos x = % y por tanto, X :7—;. Obsérvese que

O<E<T[.
3

7.7.3 Funcidn arco tangente

. . . T , : :
Al restringir el dominio de la tangente al intervalo (-E’E) la funcién es biyectiva y

creciente. Entonces se puede definir la funcién inversa como ARCO TANGENTE
de tal manera que:

Arctg=tg "t = {{(y,x)/y=tgx,-g<X<g}}

Fig. 7.14 y=tg™* x

Portanto, y =tg ' x = x =tg v, g <y< g El dominio de la funcion Arco

tangente es el conjunto de todos los nimeros reales (T). Su recorrido es el
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intervalo (-g, g). Por ejemplo, calcular: tg ™ (J§) = Xe tg X =43, lo cual se

m o, 4 T T m
cumple para x = § 6 x :? y como -E <X < E escogemos x= 5'

Es decir, tg* (v/3) = g

En forma andloga se definen las demas funciones circulares inversas, para

comodidad del lector, se traza las respectivas graficas.

OMZ0=-0Z2CT

Fig. 7.15 y=ctg™ x

y = ctg™x
Dominio =T

Recorrido={yOT /0<y<m,yzm/2

c
|
R
C
U
L
A
R
E
S

Fig. 7.16 y=sec™x
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y = sectx
Dominio ={xO07T X1 }

Recorrido ={yO0T /0 <y <m}

Fig.7.17 y=csc™tx

y = csctx
Dominio ={xO7T /X2 1 }

Recorrido ={yOT /-

—, z0
5 y }

— <y<
2y

7.8 FUNCIONES INVERSAS AMPLIADAS

Se ha visto que la ecuacion y = sen™ x tiene solucién Unica al restringir el

. . T .
dominio del seno al intervalo [-E’ E]' Para obtener la solucién general, se

levanta dicha restriccion. Lo mismo se hace con las demas funciones circulares,

de la siguiente manera:

1. x=seny O sen? x=(-1)Xy + 2knm donde xO[-1, 1]; k O h
2. x=cosy O cost x= +y+2km;xO[-1, 1]; k Oh
3. x=tgyO tg? x= y+km;xOT ;kOh
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4. Si x=seny [ E:cscy: Ox # 0. Es decir, siy =sen™ x O
X

1.
seny

y =csc* (1).
X

EJEMPLOS 7.4
Y2y =
2

1. sect 42 =cos? (iz) = cos™

-

engeneral, sec’ V2 =y - yO[ % +2kmt/ kOhA ).

T - .
iz. (solucién particular)

2. csct2=sen? (%) = ig (solucién particular)

engeneral, csct (2) =y - y O [+ % + 2kt / kOh ]

OMZ0-=-0Z2CT

3. Determinar el valor de cos (sen'l(g)).
sea sen™ 3 =x0 V3 =senx,dedondex= L y-Z< T
2 2 3 2 3 2

Py
W[y

1,3
entonces cos (sen™ (7)) = COS X = CO0S

N |-

7.9 ECUACIONES CON FUNCIONES CIRCULARES

Una ecuacion es una proposicion que se satisface para ciertos valores de la

variable (6 variables). (Ver capitulo Ill.)

Resolver una ecuacion es encontrar el conjunto de valores de la variable que la

satisfacen, y en este caso contempla funciones circulares.

C
|
R
c
U
L
A
R
=
S

Para resolver ecuaciones con funciones circulares, es necesario manejar con
seguridad las identidades: las funciones inversas y los conceptos basicos del
Algebra.
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EJEMPLOS 7.5

1.

Resolver la ecuaciéon 2sen x = 1 donde 0 £ x < 211
Si 2senx=10 senx :% y de aqui, x = sen™ (%).

. : T
las soluciones particulares son x; = 5 y Xz = &

la solucién general se obtiene mediante: sen (x+2krt) = sen x, ki h.

T

luego, S:{XDT/X:€+2kT[}U {xI]'i'/x:‘%T + 2km}

Resolver la ecuacion sen 2x + 2sen x —cos x =1
Sen 2x = 2sen X.cos X [ 2sen X.cos X +2senx—cosx-1=001
2sen x (cos x+1)-(cos x + 1) =0. Asique:

(cosx+1)(2senx-1)=0

si cosx+1=00 x=cos™ (-1) 6 sea x = Tt (particular)

si 2senx-1=00 x=sen™ (l)c’)seax:E 6 x=01
2 6 6
luego, S={xO07T /x=1m +2kmt 6 x:%+2kn 0 x:%T + 2k}

Resolver la ecuacion cos?x - sen®x +cos X +1=0; 0<X<2m

cos?X - sen®x + cos X + 1 =0 [0 cos?x - 1 + cosX + cosx + 1 =0

2cos’x+cos x =0 [ cos x(2cos x +1) = 0
sicosx =00 x=cos™ (0)y por tanto x = g 0 x= %ﬂ
. 1,1 2,1
si2cosx+1=00 x=cos (_E ) =cos (E ),
de donde x = 21 0 x:4—n
3 3
el conjunto solucion es: S ={ E, 3—” 2—” an }

2 2 3 3
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7.9.1 Solucién de sistemas.

En estos casos juega papel importante el manejo algebraico de las expresiones

que encierran funciones circulares. (Ver capitulo Ill, seccién 3.7)

B( + y = E
, O 3
Resolver el sistema
Fhenx —seny = 0
Puesto que senA -senB = Zcos(A; B) I];en(A; B), por 7.6.1, N° 16

entonces, senx-—-seny= ZCOS(X; y) E'L;en(X ; y) =0

donde, x+y= E. Por tanto: Xy - E.
3 2 6

wm__ZO—OZC'n

X—y T X—y
=2cos(—) Ben(—=)=0 O
5 ) (6) ( 5 )

Luego, 2c03(¥) [$en(
%: sen(0) =km, [k Oh . Sitomamos k = 0, entonces:

Xx-y=0 vy por hipotesis x +y =

wly

T
. Entonces, x = g

=y

Prueba: LR y senE-senE:O
6 6 3 6 6
M 7m Il i i
—+ —=—1y sen— -sen— =0
6 6 3 6

c
|
R
c
U
L
A
R
=
S
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RESUMEN DEL CAPITULO

F C= {(x,y)OIRXIR/X* +y* =1}
U La definicion general de la circunferencia, viene dada por:
N Circunferencia . .
Unitaria: C= {(x,y) OIRx IR/\/(x -h)* +(y —k)* =r}donde (h, k)

C es un punto fijo del plano y r es el radio.
O Sea C la circunferencia unitariaysea f: T - C
N Funcion tal que f(8) =P (x, y) . Entonces, f es una funcion
E Envolvente envolvente.
S Cos={(6,x)/60 Ty x=cos 0}

sen={(6,y)/60T y y=sen 0}

tg=0(0,y)/60 T, y:ﬂ , cos6z0 O
C cos@
| Funciones ctg=00.y)/ 60T, y="¢  senezo0 O

. send

R Circulares

sec=0H6,y)/60T, y=——y ,cos0z00
C cos@
U csc=00,y)/00T, y:L , sen®z0 [

sen@

A Son igualdades que se cumplen para todos los valores de
R la variable. Algunas identidades trigonométricas son:
= Identidades 1. cos?6 +sen’0 =1
S 2. cos (a = P) = cosacospB + senasenf

3. sen (ax B) =senacosP + cosasenf
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Funciones
Circulares

Inversas

Se sabe que si f: A- B es una funcion biyectiva, existe
la funcién inversa de f y se define por: f': B - Atal
quef™ ={(y,x)/y=f(x), Oy OB}

1

Arc sen =sen" <SX<

={(y, X) |y = senx, g

NS

}

Arc cos=cos™ = {(y,x)/y=cosx, 0 <x< T}

Arctg=tg ™ = {(y,x)/y:tgx,-g<x<g}

Ecuaciones con
Funciones

Circulares

Una ecuacion es una proposicion que se satisface para
ciertos valores de la variable (6 variables).

Resolver una ecuacién es encontrar el conjunto de
valores de la variable que la satisfacen. En este caso

contempla funciones circulares.
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TALLER N°7

1. Escribir las ecuaciones de las siguientes circunferencias:
a) Centro (3,1) radio 5. b) Centro (4, -2), radio 3.
c) Centro (2,3), pasa por (8, -5) c) Centro (2,-4 ),pasa por (5, -8).

2. Aplicando la definicion de funcién envolvente, encontrar los puntos P(x, y) para

la medida del arco 6 dado. Trazar 4 puntos en una misma circunferencia.

OMZ0-—-—0Z2CT

). lemo smo 7n
4" 3 4"’ 2
b) 8m;, -7m; 5—ﬂ; oo
2 4

3. Hallar los valores de seno y coseno, cuando 0 vale:

N y 19 T

6 6 3
d) 2101 e) -231m ) -%T
9) %T h) -1145m

4. Determinar el cuadrante en que se encuentran los puntos correspondientes

al arco 6 dado, sabiendo que:

C
1
R
C 3
U
L
A
R
E
S

a) senf>0 b) cosb >0 C) send >0
cos@
d) sen6>0ycos6>0 e) senB < 0ycosB < 0.
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5.

10.

Determinar los valores del arco 6 que cumplen las siguientes ecuaciones:

a) senB = 1 b) cosB = 1 C) ﬂ = ﬁ
2 2 cos@ 3
3
d) seng=- 3 o) L -
2 cosf
Expresar: senx +1gx en términos de sen X
secx+1
Expresar; fgx+ ctgx , en términos de cos X.
Sec X senx
Simplificar las siguientes expresiones
a) sen (g - 3X) b) cos(g - 5X)
c) sen (2x - g) d) cos (3x - g)

Simplificar las siguientes expresiones:

tgb —senb

a) 9—3
sen’b

_ 2

b) 1-tg°c

cos*c —sen‘c

Expresar cada uno de los siguientes productos como suma o diferencia:

a) 4cosg cosg b) cos 6m cos3m

C) cosz?n cosg d) 2sen8n cos3n.
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11.Expresar cada una de las siguientes sumas como productos:

a) seng + sen% b) cos2x — cos x
T 21
C) cos Y + cos? d) sen(4x+6y )+ sen (4x - 6y)

12. Sabiendo que A+B = g probar que:
a) senA+senB = V2 cos% (A-B)

b) senA-senB = V2 sen % (A-B)

OMZ0-=-0Z2CT

13. Comprobar las siguientes identidades:

1-cos’a
== tg a
sen’a
b) csc?x + ctg®x = ctg x

sen(a—b) _tga- tgb
sen(a+b) tga+tgb

cos?a —sen’b

d) ctg?a ctg b-1 =
)ctg g senasen’b

14. Determinar el valor de cos(sen™ (-%) +tg? (%)).
4,2 L2
15. Hallar el valor de tg [tg (§) + cos (-5)]

16. Encontrar el conjunto solucién de: tg ™ (2x) + tg *x = %

C
|
R
c
U
L
A
R
=
S

17. Determinar los valores de x, 0 < x < 21, que satisface la desigualdad:

2c0s?x + sen x < 2.
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CAPITULO VIII

APLICACIONES DE LAS FUNCIONES
CIRCULARES

En este capitulo el lector podrd apreciar algunas aplicaciones de las funciones

circulares. Entre ellas hay dos que merecen especial atencion:

1. El trazo de curvas sinusoidales con su respectiva definicion de amplitud,
periodo, desplazamiento y fase.
2. La resolucion de triangulos, utilizando la ley de los senos, la ley de los cosenos

o la ley de las tangentes.
8.1 CURVAS SINUSOIDALES

El caracter ondulatorio y periddico de las funciones circulares seno y coseno se
extiende a las curvas que representan diferentes formas de energia como luz,
calor, sonido, television, radar, rayos X, etc., las cuales, en general responden a
ecuaciones del tipo f (x) = AsenBx + C 0 bien f (x) = AcosBx+C, llamadas
curvas sinusoidales .

Los valores de A, By C son paramétricos, mientras que x es numero real:
8.1.1 Amplitud

Sean las funciones f: T - T talque f(X)=senx y g: T - T tal que

g (X) = Asen x, A #0. Entonces, el periodo de ambas funciones es 21t v,
g (x) = A. f(x) lo cual, manifiesta que g(x) se ha incrementado A veces con

respecto a f(x).
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Como -1 < sen x < 1 al multiplicar por A > 0, se tiene -A < Asen x < A.

El valor absoluto de A se llama AMPLITUD de la curva y representa el maximo
valor numeérico de la funcion cuando x recorre su dominio. De manera que Si :

f (x) = 3sen x, la curva alcanza 3 unidades por arriba del eje x y 3 unidades por
debajo del mismo.

Fig. 8.1 y=3sen x; yi=sen X

Con respecto a la amplitud, se puede afirmar que:

1. SiO<A<1, los valores de g(x) estan entre -1y 1.

2. Si A > 1, los valores de g (x) sobrepasan las rectasy = -1,y y=1, y estan
comprendidos entre las rectasy = -A, y = A.

3. SiA<O0, g (x)seinvierte.

8.1.2 Periodo

Sea la funcion f(x) = sen Bx, donde BOT y xOT.
Para determinar el periodo de f(x) conviene recordar que OxO0 T,

senB (x + p) = sen(Bx+ Bp) = sen Bx. Como el periodo fundamental del seno

es 21, entonces Bp = 2m, de donde, p =%T, periodo de sen Bx.
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En caso de tener B<0 [0 -B >0y por tanto: sen (-Bx) =-sen Bx, de donde
_2m

=B

. . . 2 -
Asi, pues, si f(x) = sen3x su periodo es 3 lo cual nos indica que la curva sen3x

oscila tres veces mas rapido que sen x. En otras palabras, en el intervalo [0, 2] la

curva sen 3x se repite tres veces. En este ejemplo, la amplitud estJ1[l. Ver Fig. 8.2

Fig. 8.2 y=sen 3x; yi=sen X

8.1.3 Desplazamiento

Sea la funcién f (x) = sen x + D, donde D es una constante diferente de cero. En
este caso, la curva sen x + D tiene las mismas caracteristicas que y = sen X,
pero se desplaza (D[ unidades hacia arriba o hacia abajo de sen x, segun que D
sea positivo o0 negativo. En la figura 8.3 se observa las curvas y; =sen x + 1;

y=senx, Yy, Y2=senx-1,en elintervalo [0, 2T]
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Fig.8.3 yi=senx+l;, y=senx; y2=sen x-1

8.1.4 Fase

Sea la funcion f (x) = sen (x + C), donde C es un namero real diferente de cero.
Si x +C = 0, entonces x = -C, lo cual, manifiesta que la curva sen x se ha

desplazado -C unidades sobre el eje x, manteniendo su amplitud.
La constante -C recibe el nombre de cambio de fase, o simplemente fase.

Si x+ C=2m entonces x = 2t - C. Por consiguiente, el periodo de y = sen (x + C)
serap=(2mn-C) - (-C) = 2.

. e m :
Para ilustrar se traza la gréafica de y; = sen(x " ) en elintervalo [0, 2T]:

LICENCIATURA EN INFORMATICA
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Fig. 8.4 y1=sen(x -%); y =sen X

Periodo = 2m, fase = - -g) = % .Six- % = 21, entonces X = QTH es su extremo.

Vale la pena saber que si la corriente en una antena que sirve como fuente de un
campo electromagnético (ondas de radio) es sinusoidal, el campo eléctrico mévil E

emanado por la antena tiene la forma:

E = Asen2mt (ft+ E); donde A, fy k son constantes; x el desplazamiento de la

onda y t, eltiempo utiizado. Cuando x =0, E = Asen2rtft.

La constante f se llama frecuencia de la onda y representa el numero de ciclos
por unidad de tiempo, pues al variar t desde 0 hasta 1, el arco varia de 0 a 27tf. Por

tanto:

1. Si el mensaje E se transmite mediante variacion de f, se tiene la llamada
frecuencia modulada.

2. Si la transmision se efectia con variacion de A, tenemos la amplitud
modulada.

Estos vocablos se oyen a diario en las transmisiones radiales.
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EJEMPLOS 8.1

Seaf: T - T talquef(x) = Asen(Bx + C), donde A, B, C, son nimeros reales.

Para trazar la gréfica de f (x) es preciso conocer las abscisas de algunos puntos
notables como: los cortes con el eje x, y el maximo y el minimo de la curva.

a) Las intersecciones con el eje x se obtienen como sigue:

1. Bx+C=00 x= -%:fase

2. Bx+C=mn0 x=m
3. Bx+C=2n0O x=M
. (-0
b) Punto maximo: Bx + C = 5 0 x= 5
3
- 5 -C)
¢) Punto minimo: Bx+C:7 O x= 5

d) Amplitud = A
2n-C _(-C) _2m

e) Periodo: =
) P B B B

2
Por tanto, al tomar f(x) = g sen(g +?n) tenemos:

1. Amplitud :g

2. Periodo =41

3. Fase = - 4—3” = punto de corte con el eje x
4. Punto maximo = - g
5. Punto minimo = %T

A
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6. Intersecciones con el eje x

X = 2m 21
a) —+— =T entonces x=—
2 3
b) L 2m =21 entonces X = 8
2 3 3

La figura 8.5 aclara esta situacion

8.2 SUMA DE CURVAS SINUSOIDALES

Tomemos dos funciones f: T - T talquey;=f(x) yg: T - T talque
y> = g(x) , OxO T. La suma de estas funciones, se define por f+g: T - T de

modo que (f +g) (x) = f(x) + g(x), [OXOT.

La ultima igualdad indica que para trazar la grafica de f + g, se debe trazar sobre
los mismos ejes, las gréficas de f y de g, y sumar algebraicamente las ordenadas
en cada punto de su dominio.
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EJEMPLOS 8.2

1. Trazar la gréfica de: y = sen x + sen2x en el intervalo [0, 2m].

Construimos una tabla de valores y sumamos las ordenadas respectivas.

0 | 1.707 1 |-0.293 O 0.293 -1 -1.707 | O

Ademas su construccion puede realizarse sumando vectorialmente las

ordenadas de las dos graficas mediante una regla o un compas de dos puntas.

@Xm mEemE20 =0 >0 =Tt >

T===1~~"1°-°=" 7"
T===1~"=71°"""17

L R Ba=
| |
| 1
| 1

Fig. 8.6 y =sen x+sen 2x en [0,2m; Yy2=senXx; Yyi=sen 2x

2. Trazar la gréfica correspondiente a: y = % + senx, en [0,2m] .

Como antes, se construye una tabla de valores y se suma las ordenadas
correspondientes:
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o mm [ [ [ sm e [
4 4 4 4 2 4

o
o
N
o))
N
o
ol
)
N

0.785 11.047 | 1.309 | 1.571 1.8333| 2.095

0 |0.707 1 0.707 0 | -0.707 -1 -0.707 0

0 10.969 1.524 | 1.492 |1.047 0.602 H 0.571 | 1.126 @ 2.095

@Xm mEemE20 =0 >0 =Tt >

Fig. 8.7 y = — +senx, en [0,2m

X
3

3. Sumar analiticamente las funciones: y; = Asen(wt+a) y y, = Bsen (wt+b).

El resultado que se pide sera: y=y;+ Yy, (algebraicamente).

y = Asen(wt+a)+ Bsen (wt+b).
= A(sen wt.cos a + cos wt.sen a)+ B(sen wt.cos b+ cos wt.sen b)
= Asen wt.cos a +Acos wt.sen a + Bsen wt.cos b + Bcos wt.sen b
= (Acos a +Bcos b)sen wt + (Asen a+Bsen b)cos wit.

Sea M= Acos atBcosb y  N=Asen a+Bsenb

y = Msenwt + Ncoswt (Ahora, se multiplica y se divide por VM?+N? )

M N
y =VM?+N?( Wsenwt +mcoswt )
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Sea L = COosu Yy L = senu , entonces
M2 + N2 M2 + N2 ’

y= +JM?+N? [cos u.sen wt + sen u.cos wt]

y= VM?+N? [sen(wt+u)] =ksen(wt+u), donde k=+vM?+N?.

Por tanto, se puede concluir que: si se suma dos funciones sinusoidales que
tienen el mismo periodo resulta otra funcién sinusoidal de igual periodo que el

de las componentes.

Queda al cuidado del lector considerar las funciones sinusoidales que tienen

diferente periodo, amplitud A y fase cero.

8.3 TRIGONOMETRIA

La etimologia de la palabra se refiere a la medida de los triangulos, bien sean
planos o esféricos. Aqui se considera los primeros, pero su desarrollo requiere
algunos conceptos basicos:

8.3.1 Angulos

Un angulo a , en el plano, es la union de dos rayos que tienen un punto comun.

De la figura 8.8 se tiene: ang. AOP = OA U OP, donde OA es el lado inicial, OP
—>

es el lado final y O es el vértice del angulo . Si el rayo OP gira en sentido

contrario a las agujas del reloj, el angulo es positivo ; de otra manera sera

negativo.
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Fig. 8.8 a Angulo positivo

9 - - - - - 7 7
Ademas , OP puede continuar girando indefinidamente. Un &ngulo esta en
posicion normal cuando el lado inicial coincide con el eje Ox; y su vértice es el
origen de coordenadas.

8.3.2 Medida Angular.

Ya se ha establecido que la funcion . T - C hace corresponder a cada

namero real x, un punto P(u,v) de la circunferencia C, cuyas coordenadas se

llamaron:

U=COSX Y, V=senx. (Ver capitulo VIl seccién 7.2)

Si el punto P completa una vuelta, el arco recorrido mide k unidades y una sola de

. 2 . L .
ellas equivale a t Entonces surgen los dos sistemas mas utiles de medida

angular.
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a. Sistema ciclico

Si k =21, la unidad de medida se llamara RADIAN. Es decir, un radian es la
medida de un angulo central subtendido por un arco que tiene la misma

longitud que el radio de la circunferencia.

b. Sistema sexagesimal

Si k= 360, la unidad de medida es el GRADO SEXAGESIMAL. Por tanto, un
grado (°) es la abertura correspondiente a % del arco total de la

circunferencia.

El grado se divide en 60 partes iguales llamadas minutos (') y el minuto en

otras 60 partes iguales llamadas segundos(*”).

c. Relacion entre grados y radianes

Como el arco total de la circunferencia unitaria vale 21 radianes y cubre 360
grados, a cada angulo o medido en radianes (m' (a)) le corresponde una

medida en grados (m°(a)). Dicho de otra manera :

2t~ m'(a)

— = de donde
360 m’(a)

1 In°(a) =180 On" (@) ()

Esto quiere decir que 1 radianes equivalen a 180 grados. Por comodidad
tipografica, un dngulo a medido en grados se indicard por a° y si esta en

radianes por a'.
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EJEMPLOS 8.3
1. A cuantos radianes equivale un angulo que mide 45°?

. T(45°)

Sol: 1(45°)=180(X )OO x )
Sol: (45°) x) 180° 2

m : . ,
Luego, " radianes equivalen a un angulo de 45°

2. Cual es la medida en radianes del angulo x=42°24'35"?

Primero, los minutos y segundos se reducen a fraccién de grado:
1
3600
por tanto, 42°24'35"=(42.41)°, ahora aplicamos (1),
r_ T1(42.41)

24'35":24(%)° +35(———)° = 0.4000 +0.0097 = (0.4096)°

11(42.41)°=180X 0 X =0.74

luego, 42°24'35" equivalen a 0.74 radianes.

. , 21 .
3. A cuantos grados equivalen Y radianes?

» _ 180(2m)

T[.X°=180(2?r[) 0 x =120

es decir 2?" radianes equivalen a 120°.

4. Transformar 1.3 radianes a grados, minutos y segundos.

» _180(1.3)
T

mx° = 180(1.3)0 x = 74.4845

X=74°+(0.4845)°=74°+0.4845x60'=74°+(29.07)'
X= 74°+29'+(0.7)x60"=74°29'42".

luego, 1.3 radianes equivalen a 74°29'42"
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8.3.3 Coordenadas polares

Sea una circunferencia de radio r y sobre ella un punto P(x,y). Fig. 8.9. El rayo 65
forma un angulo 6 con el eje Ox. Por tanto la posicion del punto P puede
expresarse en términos de la distancia 65 =ry del angulo 6, las cuales, se llaman
coordenadas polares del punto y se denotan por P(r,8). La semirecta fija 6; es el

eje polar; y el punto O es llamado polo del sistema. Asi, pues, para representar el

—>
punto P(3, g) se mide g radianes a partir del eje Ox y luego se toma 3 unidades

a partir del origen sobre el lado terminal del angulo. Cabe anotar que las

coordenadas (3, %+2kn), k entero, representan el mismo punto P(3, %).

Es decir, un punto P tiene un namero infinito de coordenadas polares. Al tomar el

angulo en radianes, pero comprendido entre 0 y 27t los calculos son méas simples.

Como el punto P(x,y) corresponde a P(r,0), debe existir algin mecanismo que

permita pasar de uno a otro sistema de coordenadas.
‘L_;P

Fr.8]

Fig. 8.9 Coordenadas polares: P(r, 0)
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Del triangulo OQP, se tiene: r’=0Q? +QP? o sea, r’=x?+y* [0 r =4/x* + y* , puesto
quer>0 O

_y _ ordenada

senf==-=———[0Oy=rsen6
r radio
cos 0 = X = absc!sa 00 x=rcos 6
r radio
y
tge:sene I g ig 0= Y _ orden_ada
cos@ X X abscisa

EJEMPLOS 8.4

1. Escribir la ecuacién: x*+ 2x + y?*=0 en coordenadas polares.
Como x =r.cos 6; y =r.senb, se reemplaza:
(rcos 8)? + 2rcos 8 + (rsen 8)?=00 r? (cos®0+sen?0)+ 2rcos 6=0 0 r>+2rcos 6=0
, de donde, r+2cos 6=0.

Por tanto, x? +2x +y*=0 equivale a: r +2cos 6=0

2. Escribir la ecuacién r’= 2sen 26 en coordenadas rectangulares.

X
Como sen 26=2sen Bcos 6 y sen 6= Y ;cos 0= =, r=.x*+y? , entonces:
r r

({X% +y? 2= 4( - Ay , de donde,

\/x +y? \/x +y x+y

2= % Por tanto r’=2sen20 equivale a: (x*+y®)?=4xy.
(X" +y%)

3. Encontrar seno, coseno y tangente de un angulo cuyo lado terminal pasa por
el punto P(-2,3).

Como r=4/x? +y? O r=4/(-2)> +3* =413 Ahora

D= cosf= = —-ZJ_ tgh= senb_ 3
r cosf 2

senb =

ﬁ“w
w
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8.3.4 Funciones Trigonométricas

A cualquier arco AP de la circunferencia le corresponde un angulo central en
grados y viceversa. Por tanto, a cada funcién circular corresponde otra funcién que
se llamara trigopnométrica, de manera que las relaciones deducidas para las
primeras tienen plena validez dentro de las funciones trigopnométricas.

Asi, pues, si a es el angulo correspondiente a x radianes, entonces:

Sén a =sen X; CO0S Oa=COos X, cos’a+sen?o=1

1 = cos®x + sen’x; etc.
J2 T

De modo que, sen45°:7:senz

sen330°= sen(360-30)°=0 = sen(-30)°=-sen30°= - %

=sen(2m - %):sen(%n).

a. Interpretacion geométrica.
Al tomar un angulo a en el primer cuadrante de la circunferencia unitaria se
puede interpretar las relaciones trigopnométricas como segmentos de recta

(lineas trigonométricas). Fig. 8.10
JL‘P

5

H >/
Fl

o &,

Fig. 8.10 Lineas trigonométricas
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Los triAngulos OAT y OQP son semejantes por tener dos lados comunes vy el
angulo comprendido por ellos. Por tanto sus lados homdlogos son

proporcionales:
AT _ OA = oT (segmentos). Entonces,
QP 0OQ OP
sena="~ =P =£—®
o 1
cosa= 2 =R =%:_Q
r P 1
th(:X :QP = AT = AT = AT
x 0Q OA 1
r_OP _OT _OT _—
seco= —=——=——=—=0T
x 0Q OA 1
r_OP _0OS _OS _—
csco= —=—=—=—=08
y P R 1
ctga= X_0Q_RS_RS =RS
y P R 1

8.3.5 Resolucion de triangulos.

Resolver un triangulo es encontrar los valores de todos sus elementos (tres
angulos y tres lados) a partir de tres datos suministrados, que pueden ser: dos
lados y el angulo comprendido; dos angulos y un lado; dos lados y el angulo
opuesto a uno de ellos; tres lados, donde uno es menor que la suma de los otros
dos.

La geometria elemental ensefia que hay dos tipos de triangulos:

a) rectangulos

b) oblicudngulos. Se pretende buscar su solucion.
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a. El triangulo rectangulo

Un triangulo es rectangulo cuando uno de sus angulos mide 90°. Solo en este

caso se puede aplicar el teorema de Pitagoras.

EJEMPLOS 8.5
1. Una cometa tiene 700 mts. de cuerda (en linea recta) y forma un angulo de

37°20' con el piso. A qué altura se halla la cometa?.

@ mElomEe=0 0= T

Fig. 8.11 Triangulo rectangulo

De la figura 8.11 se tiene:

AC =700 mts.y ang.A=37°20’
sen A:%O 0 a=700 sen A. Por tanto: a=700 sen 37°20'

a =700 (0.6065)
a=424.55 mts.

a = Altura de la cometa.

2. Latorre de una antena de radio esta situada sobre un edificio de 200mts. de
altura. Desde un punto del piso ubicado a 500 mts. de la base del edificio se
mide un angulo de 10° con la torre. Cual es la altura de la torre?.
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Fig. 8.12 Alturade latorre

tga :@: 0.40 a=21°48'".
500

@ me eamZ200=0>0=m Tt

El angulo total en A sera:21° 48’ +10°= 31°48'.

200+ x
tg A =tg 31°48' =
Y Y 500
0.6200= 200 +x , de donde, 200 + x =500(0.6200) [
x=110 mts.

3. Determinar el valor de h en la Fig. 8.13 cuando 0=61°30"; f=35°y
k=10 mts.
En el triangulo ABC, se tiene :

ctg a :%D x=h.ctga O x=h.ctg61°30'

En el triangulo ABD, se tiene :
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A

Fig. 813 Calculo de la altura h

_(x+Kk)

ctg B O x+k=h.ctgp 0O x+ k=h.ctg35° de donde: x = h.ctg35°- k

Como x es el mismo, entonces:
h.ctg 61°30'=h.ctg 35°-10
10=h(ctg 35°-ctg 61°30")] 10=h(1.4281-0.5430) =h(0.8851)

entonces, h = & =11.30

0.8851
Luego el valorde h es 11.30 mts.

La resolucion de triangulos rectangulos se aplica en el estudio de las

magnitudes vectoriales que son de uso diario en fisica.

8.3.5.1 Magnitudes vectoriales

En el mundo fisico que nos rodea existen magnitudes que tienen valor, direccion y
sentido como las fuerzas, la velocidad, la aceleracion, etc., y por eso se llaman
cantidades vectoriales. Generalmente se representan en el plano o en el espacio
mediante segmentos orientados(VECTORES). El valor (magnitud) de un vector,
viene dado por la longitud del segmento; la direccién se indica por el angulo
formado entre el vector y la semi-recta O? y el sentido, se expresa por una flecha

colocada en el extremo del vector.
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Desde el punto de vista analitico, un vector en el plano es una pareja ordenada de

nameros reales. La representacion particular de un vector cuyo punto inicial
—>

coincide con el origen de coordenadas se llama vector de posicion, como OP en

la figura 8.14

. . - 7 9
Fig. 8.14 Vector de posicion OP

—>
Si se proyecta OP sobre los ejes, obtenemos las componentes del vector:

—> —> i .
OM= v, y ON= vy las magnitudes respectivas son:

—>
Vx=v.c0SB; vy=v.send; v=[00PO=4V’ +V%

EJEMPLO 8.6
Un peso de 10 kg. esta sostenido por una viga BP y una cuerda AP. Encontrar la
tension de la cuerda(los pesos de la viga y la cuerda se desprecian).

Fig. 8.15 Tension en unacuerda AP
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Se supone un sistema de coordenadas en el origen de cada vector y se halla las
respectivas componentes :

9 B
Para PA , se tiene:

—> —>
(-OPADsen60°, (PACc0s60°)

9 i
Para BP, se tiene:

— —_
(CBPOsen30°,CBPcos30°)

9 i
Para PS, setiene:
—> —>
(OPSOcos270°,0PSsen270°)

Como el sistema de fuerzas esta en equilibrio, la suma de las componentes
horizontales es cero, lo mismo que las verticales.

Entonces:

—> —> —>
-PAsen60°+[BPsen30°+PS[cos270°=0, y

—> —> —> .
OPACcos60°+BPOcos30°+[0PSsen270°=0. Es decir,
-O0PATsen60°+[BPsen30° = 0, y

—> —>
OPAOcos60°+[BPOcos30°-10=0.

Ahora, se resuelve el sistema:

10sen30° _ 10sen30°
c0s60°sen30° + sen60° cos30° sen9Q’

—>
OPACE =10.sen30°

—>
Por tanto, [IPA=10.sen30°= 5 kg.

b. Tridngulos oblicuangulos
Un triangulo es llamado oblicuangulo si ninguno de sus angulos mide 90°.

8.3.5.2 Ley delos cosenos

Para resolver un triangulo oblicuangulo cuando se conoce los tres lados 6 dos
lados y el angulo incluido se utiliza la relacion conocida como el teorema de los

cosenos, cuyo enunciado formal es el siguiente:
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El cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos,
menos el doble producto de los mismos por el coseno del angulo que forman.

Fig. 8.16 Ley de los cosenos: a’=b%*+c?-2bc cosA

Segun la fig. 8.16 seria:
a’= b?+c2-2bccos A

@Xm mEemE20 =0 >0 =Tt >

b%= c?+a%-2cacos B
c?= a®+b?-2abcos C

Sean las coordenadas de los vértices: A(0,0), B(c,0),C(x,y)=(bcos A,bsen A).

Entonces, d(B,C)=a= \/(x —c)’+y? =J(bcosA —c)® + (bsenA—0)°

Elevando al cuadrado los dos miembros, se tiene:
a® =(bcosA-c)*+b? sen’A
=b%cos?A-2bc.cosA+c?+b’sen?A

=b?(cos’A+sen?A)-2bc.cosA+c?. Luego:

'a®=b® + ¢ - 2bc.cosA |

Analogo proceso para obtener los otros valores.

EJEMPLOS 8.7

1. Sobre un cuerpo C actuan dos fuerzas de 30 y 40 libras respectivamente,
formando un angulo de 48°20'. a)Hallar el valor de la resultante. b)Hallar el
valor del angulo que forma la resultante con la fuerza mayor.
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Fig. 8.17 Resultante de dos fuerzas

En lafig. 8.17 se describe el paralelogramo CABD. Entonces:

ang. C + ang.A =180°= ang.B+ang.D 0 ang.A=180°-ang.C=
180° - 48°20" = 131°40".

En el triAngulo CAB se aplica la ley de los cosenos:

2 =(40)*+(30)%-2(40)(30)cos(131°40")

f2 = 2500 - 2400.c0s(90° + 41°40") = 2500 — 2400[-sen 41°40°] pues:

D> i kel ) il @) = e) > @) i D

cos(g +a)=-sena O

f2 = 2500~ 2400(-0.66478)= 2500 + 1595.41 = 4095.47
f = 4095.47 = 63.99 Ibs.

—2 N R -
En el triangulo CAB : AB =CA +CB’ -2(CA)(CB)cosx, o sea:

(30)% = (63.99)? + (40)? - 2(63.99)(40)cos X
900 = 4094.72 + 1600 —5119.2(cosx) [

4794.72
119.2

COSX = 0 cosx=0.9366. Portanto: x=21°'

2. Un lote triangular tiene por lados 4 mts, 6 mts y 8 mts. Calcular el valor de los

angulos formados por estos lados.
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Fig. 8.18 Triangulo con lados conocidos

En el triangulo ABC de la fig. 8.18 se aplica reiteradamente la ley de los

COSENOS:
a®=Db%+c?-2bc.cos A
16 = 64 +36- 2(8)(6 )cos A [ cos A :2—220.875

Por tanto el angulo A = 29°,
b? = a? +c? - 2ac.cos B

64 =16 + 36 —2(4)(6)cos B [ cosB:-% =-0.25

Perosen (B-90)°= -cosB [0 B-90° =14°30'[ B =104°30
2 2 _ 2
c®=a’+b?-2abcosC [cosC = ath -c 44 0.6875
2ab 64

Luego C = 46°30'

Prueba: A+ B + C =29° +104°30" + 46°30" = 180°
8.3.5.3 Ley delos senos

Para resolver triangulos oblicuangulos cuando se conoce un lado y dos angulos 6
bien dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos, se utiliza la llamada ley de los
senos, cuyo enunciado es asi : los lados de un triangulo son proporcionales a los

senos de los angulos opuestos. En simbolos:
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a _ b _ ¢
senA senB senC

Sea el triangulo ABC Fig. 8.19, tal que el ang A # 90°. Proyectamos B sobreKE.

En el triAngulo ADB: sen A :D de donde: h =c.sen A. En el triangulo CDB, se
c

. h .
tiene: sen x =— y de aqui, h = a.sen x.
a

b L X 2p.

A Ch,0) T

Fig. 8.19 Ley de los senos

Pero ang x = 180° - ang ACB, entonces, sen x =sen(180° - ACB) = sen(ACB).
Reemplazando se tiene: h=a.senC.

Como h es la misma, entonces, c.senA = a.sen C, de donde

a _ ¢
senA senC
. a b
Al proyectar C sobre la recta AB se obtiene: ——=——
senA  senB

b _c
senA senB senC

Luego:

Sien el OACB se tuviera ang A < 90° sucederian los siguientes casos: Fig. 8.20

1. Sih=c.sen A > a; no existe solucion.

2. Sih=c.sen A = a; existe solucion Unica.
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3. Sih=-c.sen A < a; ocurren dos posibilidades:
i) Sia =c, la solucion es Unica

ii) Si a < ¢, hay dos soluciones

320

Fig. 8.20 Casos

NOTA: La medida del &rea comprendida por un triangulo equivale al semiproducto

de dos lados por el seno del angulo comprendido por ellos:

7z

=£bcsenA o] = 1absenC o) = 1acsenB
2 2 2

EJEMPLOS 8.8
1. Resolver el triangulo ABC, sabiendo que ang A =40° ang B =34° y lado
b =16 mts.

Segun la ley de los senos: @ - b 0 a= b [senA . Reemplazo valores
senA  senB senB
a= 16x0.6428 de donde, a= 18.4 mts.
0.5592

Ahora, se busca el valor del angulo C:

AngA+angB +ang C =180° [ ang C = 180° - (40° + 34°) Por tanto:
angC = 106°

Ahora, se halla el valor del lado c:

b ¢ 0 C_bE'l;enC _16xsenl06° _ 16x0.5592

senB  senC senB sen34° 0.5592

Luego c = 27.5 mts.
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2. Resolver el triangulo ABC, conocidos b =5 mts, c = 7 mts y ang B = 35°

Fig. 8.21 Triangulo ABC

En primer lugar, se traza , un esquema, Fig. 8.21. Se observa que

sen 35° :g de donde h = c. sen35°0 h = 7(0.5736) = 4.0152.

De inmediato se observa que:
h<b vy b<c. Portanto, hay dos soluciones. Segun la ley de los senos,

nB
resulta: Lz ¢ O senC = clse

. Asi que:
senB  senC
sen C :@ = 0.8030y de aqui, ang. C =53°25' ¢ bien

ang C =180° - 53°25' = 126°35'. Por lo tanto :
ang A =180° - (35° +53° 25") = 91°35' ¢ bien,
ang A = 180° - 126°35' = 53° 25'

Se calcula los valores del lado a :
a _ b 0 a= b [$3enA

senA  senB senB

o = DSen9Y35 _5(0.9997) _ o o o oo
sen43° 0.6820

_ 5sen53°25 _ 5(0.8030)
sen43° 0.6820

, entonces,

=5.9 mts

Como una aplicacién inmediata de la ley de los senos, se tiene una de las
formulas de MOLLWEIDE:
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En efecto si

senA+senB _a+b
senC C

c

senC

senA
senC

senA  senC senC

nA
C Dse _a y
c

b O senB _b . Se suma las igualdades:

senB senC - c
+ +
N senB :3+9 de donde senA + senB _a b
senC ¢ ¢ senC C

Esta formula es muy util para la comprobacién de la soluciébn de cualquier

triangulo. Basta ver que relaciona los seis elementos del triangulo.

8.3.5.4 Ley de las tangentes

Otra aplicacion importante de la ley de los senos esta en la deduccién de la ley de

las tangentes, que dice: en todo triangulo, la diferencia entre dos lados es a la

suma de los mismos, como la tangente de la semidiferencia de los angulos

opuestos respectivos, es a la tangente de la semisuma de dichos angulos . En

simbolos:

(A-B)
<’:1—b_tg 2

a+b ig (A;B)

(A-C)
a—C:tg 2
ate (A;C)
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La ley de los senos establece que :

a b . a _ SenA
—_— = gue equivalea: —=——
senA  senB b senB
A esta igualdad se suma -10 a-b = senA - senB (1)
b senB
A la misma igualdad se suma 1 [J a+b _ senA+send (2)

b senB

a—-b _senA-senB

Ahora, se divide entre si las expresiones (1) y (2): =
a+b senA+senB

y por las formulas de prostaféresis vistas en 7.6.1, consecuencia 16, resulta:
+ —_
(A+B) , (A-B)

a-b_2%% 2 _ g (A*B) (A=B)
a+b 25en(A+B)cos(A;B) 2 2
(A-B)
Osea a_b—tg 2
a+b , (A+B)
tg——~
2
EJEMPLO 8.9

Mediante el teorema de las tangentes resolver el triangulo ABC sabiendo que:
b=18.62, c=35.61y angulo A =52°18'".
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De la fig. 8.22 vemos que c > b. Entonces:

(C-B)
c-b _ 1 2
c+b g (C+B)
2
Pero ang A+ang B +angC =180° [0 (C+B)=180°-A=127°42' (]
c—b _ 127°42 — 63°51
c+b 2
Por tanto,
(C-B) (C-B)
_ tg-—F1— tg
35.61-18.62 _ 2 0 0.313229=—2
35.61+18.62 tg63°51 2.03368
de donde,
tg(C—;B)—- 0.6381 01 @ =32°32'
Como
C= c J2r B + C-8B 0 angC =63°51'+32°32'=96°23'

Ademas ang B = 180° - (A + C) [0 ang B = 180° - (52°18' + 96°23') = 31°19'
Luego ang B = 31°19’

Para encontrar el lado a, se aplica la ley de los senos:

a_ b - bsenA _ 18.62(0.79122)
senA  senB senB 0.51977

=28.34

324

Muy a menudo se utiliza logaritmos para resolver tridngulos, entonces, conviene

emplear férmulas adecuadas. Una de ellas se llama la segunda ley de las

tangentes:
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donde

rz\/(s—a)(s—b)(s—c) s=La+h+o)
s 2

Por la ley de los cosenos se sabe que:

a® =b® +c% - 2bccos A de donde

2 402 _ 52 2 402 _ g2 + 2 02 a2,
cosaz DAl o bieci-al o cosA+l_ b +c’-a’+2be
2bc 2bc 2 4bc

1 1
(b +c)? -a’ _(b+c+a)b+c-a) _ E(b e +a)§(b *c-a)

4bc 4bc bc

Sea s = % (atb+c)d s-a= % (b+c-a). Reemplazando en la anterior se tiene:

CosA+1 _ s(s—a)
2 bc

Por otra parte,

1-cosA _ 2bc -b* -c*+a’ _ (a+b-c)(a-b+c)
2 4bc 4bc

;(a +b +c —20);(a +b +c—2b)

1-cosA _ :(s—c)(s—b)
2 bc bc

~ |1+cosA A 1-cosA A
Pero: 1/ =C0S— y 1/ =sen—  entonces,
2 2 2 2
sené = w y COSA = s(s—a) asi que:
2 N bc 2 bc

A
sen :tg§=\/(s_b)(s_c) :\/(s —a)(s -h)(s—¢)

Es decir
cosé s(s—a) s(s—a)’
2
tgéz 1 \/(s—a)(s—b)(s—c) de donde,
2 s-a S
r
tg—=—-—
g2 s—a
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. B C
Proceso analogo para calcular th y para th.

EJEMPLO 8.10
Resolver el triangulo ABC dados a = 56.14; b = 67.23; ¢ = 45.79

s :%(a +b +c) :%(56.14 +67.23+45.79)=84.58 [ log s =1.92727

s —a=28.44 0 log(s-a)=1.45393
s—b=17.35 O log(s-b)=1.23930
s—c¢=38.79 U log(s-c)=1.58872

suma = 4.28195

J@—m@—m@—q
S

Como r=

, entonces,

log r :% (log(s-a)+log(s-b)+log(s-c)-logs)

1

=~ (4.28195-1.92727)=1.17734 . Ahora: tggz d

O
(s-a)

log tg g =log r- log(s-a) =1.17734-1.45393=-0.27659=1.72341. Por tanto,

A

E: 27°52'36" 0 A =55°45'12". De donde: tg%= r

(s-b)

log tg% = log r- log(s-b) =1.17734 -1.23930=-0.06196 =1.93804 [

g=40°55'36" 0 B=81°51'12"

log tg%zlog r- log(s-c)=1.17734 -1.58872=-0.41138=1.58892 [I

% =21°11'48" 0 C=42°23'36"
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555°45'36"

Prueba: angA +angB +angC = [81°5112" [0 178°119'60 =180°
42°2336'

8.4 FUNCIONES HIPERBOLICAS.

Las funciones hiperbdlicas, asi llamadas porque su base de referencia es una
hipérbola de la forma x* -y® =1, son muy analogas a las funciones circulares, a

pesar de que ellas se definen en términos de las funciones exponenciales:

X =X

e
senhx =

X -X

+e
coshx =

@Xm mEemE20 =0 >0 =Tt >

¥ —e™*
e +e™

tghx =

Las funciones hiperbdlicas seno y coseno tienen periodo imaginario equivalente a

X+ 271

2mi, debido a que €=¢€

=
U/
\
c
|
(0]
\
E
S
c
|
R
c
U
L Fig. 8.23 senh6@ y coshf
A

R

E

S
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El periodo de la tangente es 1ti. Ademas el coseno hiperbdlico es siempre positivo
figura 8.23, debido a que el punto P(x,y) esta siempre sobre la rama derecha de la
hipérbola. La mayor utilidad de las funciones hiperbdlicas esta en la teoria de la
relatividad y en la ingenieria. La representacién gréfica de las funciones seno y

coseno hiperbdlico se ilustra en la Fig. 8.24

-

zenh ®

Fig. 8.24 sen hx y cos hx

Cabe anotar que el coseno hiperbdlico es una funcion par, mientras que el seno es

impar. En efecto:

X

e +e™ e +e

cosh(—x) = = = cosh x
2 2
X _ a~(=X) -X _ aX
senh(—x) = € ~¢ =-£ ~¢ - —senhx
2 2

Asi como con las funciones circulares se dedujo la relacion fundamental
cos®x + sen®x = 1, con las funciones hiperbélicas se tiene:

cosh®’x —senh® = 1. Su demostracién es como sigue:

X =X

+e‘x)2_(e -e

cosh? x —senh’x = (e
2 2

)2 :%(eZX +2 +e—2x _EZX +2_e—2X):1.

En forma semejante a lo hecho con las funciones circulares, se puede obtener

algunas identidades con las hiperbolicas:
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senh (x+y)= senh x.cosh y+ coshx.senhy
senh (2x)= 2senh x.cosh x
cosh (x+y)= cosh x.cosh y + sen hx.sen hy

cosh (2x)= cosh®x +sen hx

Un estudio mas detallado de estas funciones se realiza en el curso de calculo.
Aqui, solo se quiere sentar una base minima para que el lector empiece a

interesarse por estos temas.

O>Xxr mgog omZO0—-0r0O0-—ruTtx
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RESUMEN DEL CAPITULO VIIii

Curvas

Sinusoidales

f(x)=A sen Bx + C 6 bien g(x)=AcosBx +C, OxOT

Amplitud |A|]= ampitud de la curva: altura de f(x) 6 de g(x).
21
Periodo P =E= periodo de la curva: cada cuanto se
repite.

Desplazamiento |D|= desplazamiento vertical de la curva.

Fase Sisenx=sen (x+F) y Fdonde C #0,

F es un desplazamiento horizontal de la curva.

Suma de Curvas

Sinusoidales

Tomemos dos funciones f:x - f(x) y g: X - g(X).Lasuma de
estas funciones, se define por f+g: T - T de modo que :

(f+9) () = f(x) +g(x), OxOT.

Angulos 'y
Medida Angular

Un angulo a , en el plano, es la unién de dos rayos que tienen un
punto comun.

Medida de un angulo central de una
Radian circunferencia, cuyo arco interceptado es igual a
la longitud del radio.

Medida de un angulo central de una cicunferencia

cuyo arco interceptado es igual a la longitud de
Grado y P 9 9

Sexagesimal L de la circunferencia. La equivalencia entre

360

grados y radianes viene dada por: Trad = 180°

La posicién del punto P puede expresarse en términos de la distancia

Trigonometricas

Coordenadas . Py ,

del origen al punto OP =r y del angulo 6, las cuales, se llaman
Polares

coordenadas polares del punto y se denotan por P(r,0).

A cualquier arco AP de la circunferencia le corresponde un angulo
Funciones central en grados y viceversa. Por tanto, a cada funcién circular

corresponde otra funcién que se llamara trigopnométrica.
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y Un triangulo es rectangulo si uno de sus angulos
Triangulo _ )
) mide 90°. Solo en este caso se puede aplicar el
Rectangulo

Resolucion de

Triangulos

teorema de Pitdgoras.

Un triangulo es oblicuangulo si ninguno de sus

angulos mide 90°. Los triangulos oblicuangulos se

resuelven por uno de los siguientes mecanismos:

1. Ley de los Cosenos: el cuadrado de un lado

es igual a la suma de los cuadrados de los otros

dos, menos el doble producto de los mismos dos

lados por el coseno del angulo que forman:

a’ =b? + c?—2bc cos A.

2. Ley de los Senos: los lados de un triangulo son

proporcionales a los senos de los angulos opuestos.
Triangulo Cuando se conoce un lado y dos angulos 6 bien dos

Oblicuangulos | lados y el angulo opuesto a uno de ellos, se utiliza la

_ b _c
senA  senB  senC

llamada ley de los senos:

3. Ley de las Tangentes: en todo triangulo, la
diferencia entre dos lados es a la suma de los
mismos, como la tangente de la semidiferencia de
los angulos opuestos respectivos, es a la tangente
de la semisuma de dichos angulos .

(A-B)
a—b:tg 2
a+b g (A;B)

Funciones

Hiperbdlicas.

Las funciones hiperbdlicas, se definen en base a una hipérbola de la
forma x° -y =1.

gt —e™* et +e7*
senhx = 5 ; coshx =

/2\
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TALLER N°8

1. Trazar las gréficas de las siguientes funciones en el intervalo [0,211]

determinando amplitud, periodo y fase:

a) y =3senx b) y =sen g C) y = -sen3x
d) y = 2cosx e)y =cos g f) y = -2cosx
g)y =sen X h) y = 1t senx i) y =TtsenTt X
j)yzlcosx k)y:cosi I)yzlcosi
m T m m

2. Utilizar el graficador para trazar las siguientes curvas en el intervalo

[0, 2m]
a) y=sen x + cos X b) y =sen 2x — cos x
C) y = 3cosx +2senx d) y = 2sen(-x) +sen2x
X 1
e)y:E—senx+1 f) y=sen— +cos x +2
X
1 2 1
g) y=Xsen — + CosS X h) y=x“sen — + cos x +2
X X
I) y=3cos2x + sen (X-%) ) y=2sen(x -g) + cos (x-g)
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2. Localizar en posicion normal los siguientes angulos. Indicar su sentido.

a) 45° b) -135° c) 21 d) -(i—’zT)
e) 150° f) 137” g) 675° h) 17?”

4. Transformar las siguientes medidas angulares a radianes:

a) 29°30' b) 43°12'10" c) 75°32'15"

d) -172°26' e)-148°18'36"  f) 273°20"

5. Expresar en grados, minutos y segundos, las siguientes medidas angulares:

a) L b) 1.86 rad ¢) 0.2443 rad a) 2
12 3
21 17m 13
e) - — f) — -— h) 2.356 rad.
) 13 ) 3 9) 1 )

6. La plumilla de un parabrisas mide 30 cm. de longitud y su punto medio esté al
extremo de un brazo de 22cm. de longitud que recorre un angulo de 160°.
Cuanto vale el area barrida por la plumilla?.

7. Sabiendo que un arco de 20cm. subtiende un angulo central de 3  radianes,

cuanto mide el radio de la circunferencia?.

8. El lado del terminal de un angulo en posicién normal pasa por el punto dado.
Calcular las funciones circulares de cada angulo:
a) (314) b) (-5112) C) (241'7) d) (01'2)

9. Determinar los lados y angulos no conocidos en cada uno de los
siguientes triangulos rectangulos:
a) A=37°20"; a=243 b) A=62°40"; b=796
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c) a=37.9; b=573 d) b=3572; c=4846

10. Resolver los siguientes triangulos oblicuangulos:

a) A=62°40"; B =79°20"; a = 147 b) B=81°43'"; c=57°51"; ¢ =47.35
c) B =14°36"; c =53°8"; b =8.367 d a=4; b=5; c=6

11. Expresar en coordenadas polares los siguientes puntos:

a) (16,0) b) (-1,1) c) (4,-4+/3)
d) (0,-7) e) (-1,-4/3) f) (6~/3,-6)

12 . Demostrar las siguientes identidades:

a) senh (x+y) =senh x.coshy + cosh x.senh y

@ mE om0 =0 0= T >

b) senh (2x) = 2senh x.cosh x
c) cosh (x+y) =cosh x.cosy + senh x.seny
d) cosh (2x) = cosh?x + senh?x

13. Definir y trazar las curvas de ctgh x, sech x, csch x.
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GLOSARIO MATEMATICO

A BCDEFGHIJIJKLMNNOPQQRSTUVWXYZ

PALABRA

Algebra

Algoritmo

Antilogaritmo

Aplicacion

DEFINICION

Eje horizontal sobre el plano cartesiano.

Rama de las matematicas en la que se usan letras para representar
relaciones aritméticas. Al igual que en la aritmética, las operaciones
fundamentales del algebra son adicion, sustraccion, multiplicacion,

division y célculo de raices.

En matematicas, método de resolucién de calculos complicados mediante
el uso repetido de otro método de calculo mas sencillo. Ejemplos bésicos
son los métodos para efectuar operaciones aritméticas (multiplicacion,
divisién, obtencion de raices cuadradas...), la obtencion del méximo
comun divisor y del minimo comdn multiplo de un nimero mediante su
descomposicion en factores primos, y la division de un polinomio por x —

a mediante la regla de Ruffini.

Abertura formada por dos semirectas con un mismo origen denominado

vértice.

Es la base elevada a la potencia del nimero dado. Por ejemplo, el

antilogaritmo de 2 en base 10 es 10° = 100.

Correspondencia univoca cuyo conjunto original coincide con el conjunto
inicial, es decir, cada elemento del conjunto original tiene una sola

imagen.

Segmento de una curva continua. La medida de un arco de circunferencia
se expresa normalmente en grados y es igual a la magnitud del angulo

central definido por el arco.



Area, de una

figura

Aritmética

Asintota

I Axiomas de

S Binomio

NUumero que indica la porcion de plano que ocupa. Se expresa en

unidades de superficie.

Ciencia de los numeros y de las operaciones que con éstos pueden

realizarse.

Matematico, fisico e inventor griego. Naci6é hacia el 285 a de C, Siracusa.
Trabajé en especial en los campos de la mecanica y descubrié los
principios fundamentales de la construccién de maquinas: la palanca, el
plano inclinado y la polea. Formul6 las leyes del centro de gravedad,
definié el peso especifico de las sustancias y llevé a cabo gran ndmero

de calculos geométricos. Muri6 en el 212 a de C, Siracusa.

Una curva tiene como asintota una recta, si la distancia de un punto P de
la curva a la recta tiende a cero cuando el punto P se aleja
indefinidamente del origen de coordenadas recorriendo la curva. También

se puede decir que una asintota es una tangente a la curva en el infinito.

Proposicion aceptada sin necesidad de demostracion dada su evidencia.

Axiomas de la aritmética con los que se definen los nUmeros naturales.

Cantidad fija y distinta de la unidad, que ha de elevarse a una potencia
dada, para que resulte un nimero determinado. NUmeros que componen

el conjunto de simbolos que se utiliza en un sistema de numeracion.

Expresion algebraica de dos términos. Ejemplo, 5a — 2.



n Cateto

Cauchy,
Augustin
(1789-1857)

Cardan,
Gerolamo
(1501-1576)

Clase de

Circulo

Circunferencia

equivalencia

Cada uno de los dos lados que forman el angulo recto en el triangulo

rectangulo.

Matematico francés, considerado uno de los impulsores del analisis en el
siglo XIX. Naci6 en Paris y estudié en la Escuela Politécnica de esta
ciudad. Fue profesor simultaneamente en el Colegio de Francia, en la
Escuela Politécnica y en la Universidad de Paris. En 1848 fue nombrado
profesor de astronomia matematica de esa universidad. Cauchy verificd
la existencia de funciones elipticas recurrentes, dio el primer impulso a la
teoria general de funciones y sentdé las bases para el tratamiento
moderno de la convergencia de series infinitas. También perfecciono el
método de integracion de las ecuaciones diferenciales de primer grado.
En el campo de la fisica se interes6 por la propagacion de la luz y la
teoria de la elasticidad.

Médico, matematico y astrélogo italiano cuya obra Ars Magna (1545)
marcé el inicio del periodo moderno del &lgebra. Nacié en Pavia y vivid
una infancia desgraciada. Fue nombrado catedratico de Medicina en
Pavia en 1543 y en Bolonia en 1562. Cardano escribi6 mas de 200
tratados, pero los méas famosos fueron su Ars Magna, que contiene las
primeras soluciones publicadas de ecuaciones de tercer y cuarto grado, y
el Liber de ludo aleae, que contiene algunos de los primeros trabajos
sobre probabilidad, en los que aprovechd su experiencia como jugador.

Porcion de plano limitada por una circunferencia.

1. Lugar geométrico de todos los puntos que estan en un mismo plano y
gue equidistan de un punto llamado centro.

2. Linea curva, plana, cerrada cuyos puntos equidistan de otro punto
dado, llamado centro.

Si R es una relacion de equivalencia en un conjunto A, una clase de
equivalencia asociada al elemento a €A, se define por:

[a] ={x e A | xR a}.



Codominio

Coeficiente

Combinatoria

Conjunto

cociente

Conjuntos

disjuntos
Conjunto

potencia

Conjunto vacio

Cotangente

Cuneiforme,

Escritura

Conjunto de llegada de una funcién.
Numero que multiplica a la parte literal en un monomio.

Parte de la matematica que analiza las diferentes formas de agrupar

elementos y calcular el nUmero de posibilidades.
Coleccion de elementos que cumple una propiedad bien determinada.

Conjunto de las clases de equivalencia, se denota por A/R.

Dos conjuntos son disjuntos si su interseccion se reduce al conjunto
vacio.

Dado un conjunto X, se llama conjunto potencia de X, P(X), al conjunto

formado por todos los subconjuntos de X:  P(X) ={A| A c X}.

Es aquel conjunto que no posee elementos.

Es una cantidad fija, que no varia su valor a lo largo de todas las

operaciones de un célculo matemético.

El nimero que corresponde a un punto en la recta numérica es su

coordenada.

Razoén trigonométrica que se obtiene al dividir el cateto adyacente por la

hipotenusa.

Razoén trigonométrica que se obtiene al dividir el cateto adyacente por el

cateto opuesto.

(Del latin cuneum, 'cufia’), término que se aplica a los signos que tienen
esta forma, por lo que reciben el nombre de cuneiformes, grabados en
tablilas de arcilla y también se han encontrado grabados en las
inscripciones hecha en metales, piedras, estelas y otros materiales.

Conjunto de puntos que dependen de uno o dos pardmetros, cuyos

puntos van indicando valores variables.



Denominador Parte de una fraccion que indica en cuantas partes esta dividido un todo o

la unidad.

Desigualdad Relacion matematica que indica que dos expresiones no son iguales.

Cientifico y filésofo francés. Naci6 el 31 de marzo de 1.596, en La Haye.
Descartes se formé en la escuela de La Fléche, regida por los jesuitas. A
fin de eliminar la duda, impulsé el ideal de la claridad y exactitud
DI et Y. Wl matematica. En el campo cientifico, Descartes descubrié por medio de la
deduccion, la ley de la conservacion de la energia y la teoria del
movimiento corpuscular (movimiento de las particulas de la materia).
Entre sus contribuciones a la matematica se halla un método grafico para
la resolucion de ecuaciones mediante la representacién de las curvas
correspondientes a las ecuaciones en un sistema de coordenadas. Murid

el 11 de febrero de 1.650, en Estocolmo.

Discontinuidad Puntos de x en que f(x) deja de ser continua, es decir, para X = Xo N0

existe f(x).

Discriminante Nombre por el que se conoce a la expresion b” - 4ac en una ecuacion

cuadratica ax® + bx + ¢ = 0.

m Conjuntos cuya interseccion es vacia.
Longitud del segmento de recta comprendido entre dos puntos del
espacio.

m Conjunto de partida de una funcién.

Es toda igualdad vélida sélo para algun(nos) valor(es) de la(s) variable(s).
Ejemplo, 6x = 18; x -y = 7.

Cada uno de los objetos pertenecientes a un conjunto.



Euclides
(300 a.C.)

Euler, Leonhard

Expresion

algebraica

Expresion

decimal

Expresion

decimal exacta

Matematico griego, cuya obra principal, Elementos de geometria, es un
extenso tratado de matematicas en 13 volumenes sobre materias tales
como geometria plana, proporciones en general, propiedades de los
nameros, magnitudes inconmensurables y geometria del espacio.
Probablemente estudié en Atenas con discipulos de Platon. Ensefié
geometria en Alejandria y alli fundé una escuela de matematicas. Los
Célculos, los Fenomenos, la Optica, la Division del canon 'y otros libros
se han atribuido durante mucho tiempo a Euclides.

Matematico suizo. Nacio el 15 de abril de 1.707, Basilea. Euler estudio
matematicas, medicina, teologia y lenguas orientales, y fue nombrado,
cuando sélo tenia 20 afios, catedratico de logica y matematicas de la
Academia de Ciencias de San Petersburgo. Sus descubrimientos en lo
gue respecta al andlisis de los infinitésimos, sus contribuciones en el
campo del calculo variacional y diferencial asi como en la teoria de los
nameros, y la geometria diferencial son algunas de sus aportaciones mas
destacadas. Euler esta considerado uno de los fundadores de la
hidrodinamica. Redact6 mas de 750 trabajos y 28 tratados, abarcando el
espectro de sus publicaciones desde los temas cientificos hasta los
problemas relacionados con la teoria de la musica y los problemas
filosoficos. Murié el 19 de septiembre de 1.783, en San Petersburgo (en

la actualidad Leningrado).

Numero de veces que una cantidad se ha de multiplicar por si misma.

Combinaciéon de constantes, variables y signos de operacion como:
adicion, sustraccion, multiplicacion, potenciacion y extraccién de raices.

Ejemplo: 3x% + 2x+1.

Representacion de un numero racional, que se obtiene al dividir

numerador entre denominador.

Expresion decimal que tiene un nimero finito de términos.



Expresion

decimal

periodica

Fraccion

algebraica

Fraccion propia

Funcion

biyectiva

Funcion

creciente

Funcion

decreciente

Funcion inversa

Funcion

Inyectiva

E

Expresion decimal que tiene un numero infinito de cifras decimales, de

modo que un grupo finito de ellas se repite indefinidamente.

Cada una de las cantidades que se multiplica entre si para dar un

producto.

Cuando la totalidad se divide en un cierto niumero de partes iguales, cada

una de esas partes constituye una fraccion.

Expresiones racionales, que se definen como el cociente del valor de la
variable de polinomios. Se debe tener en cuenta que el denominador
tiene que ser diferente de cero (0).

En una fraccion propia, el numerador es menor que el denominador. La

fraccion es menor que uno.

Dados dos conjuntos A y B no vacios, una funcién f, de A en B, es una
relacion, tal que ningun par ordenado de f tiene la misma primera

componente.

Funcién que es sobreyectiva e inyectiva a la vez.

Una funcion es creciente si al aumentar los valores de la x, aumentan los

valores de los f(x).

Una funcion es decreciente si al aumentar los valores de la x, disminuyen

los valores de los f(x).

Si f: A =B es funcién biyectiva, existe la funcion inversa que se define

por: fB - A> ff={(y,x)|y=f(x), Vye B}

Una funcién f es inyectiva, si al tomar dos elementos diferentes en el

dominio y aplicarles f, producen dos imagenes diferentes en el codominio.



Funcion

sobreyectiva

B

Gauss, Carl

Friedrich

Grado de un

polinomio

Hamilton,

William

Hipotenusa

Identidad

Funcién cuyo recorrido es igual al conjunto de llegada.

Matematico, fisico y astronomo aleman. Naci6 el 30 de abril de 1.777, en
Braunschweig. Tras finalizar los estudios en la Universidad de Gotinga,
publicé, a la edad de 24 afos, sus Estudios acerca de la matematica
superior que se convirtieron en el fundamento de la moderna teoria de los
nameros. En los afios que siguieron publicé diversos trabajos referidos a
las series aritméticas y geométricas, a las ecuaciones diferenciales
hipergeométricas, a los métodos numéricos y el teorema fundamental del
algebra. En colaboracion con su amigo, el fisico Wilhelm Weber, instalo
en Gotinga (1.883) el primer telégrafo electromagnético del mundo.
Realiz6 contribuciones importantes en los campos de la mecanica, la
Optica geométrica y el geomagnetismo. Murié el 23 de febrero de 1.865,

en Gotinga.

Grado més alto de cualquiera de los términos en el polinomio.

Matematico irlandés. Nacio el 4 de agosto de 1.805, en Dublin. William
Rowan Hamilton, fue astronomo real del observatorio de Dunsink siendo
nombrado, a la edad de 20 afios (1.825) profesor de astronomia del
Trinity College de Dublin. Llevé a cabo diversas investigaciones en el
campo de la 6ptica contribuyendo al establecimiento definitivo de la teoria
ondulatoria de la luz. Introdujo el empleo de la llamada funcion
caracteristica que, en la mecanica, permitiria sustituir las ecuaciones de
movimiento de Lagrange por un sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden. Murié el 2 de septiembre de 1.865, en Dublin.

El mayor de los lados de un triangulo rectdngulo y que es opuesto al

angulo recto.
Simbolo de la unidad imaginaria.

Relacion existente cuando, para todos los valores de las incognitas, dos

expresiones son siempre iguales.

Valor de una funcién en el codominio.



Incognita Cada una de las letras que participan en una ecuacién y cuyo valor hay

que averiguar.

1. La interseccién de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos
Interseccion que pertenecen a ambos Ay B.

2. Coordenadas de los puntos en los cuales un grafico cruza un eje.

m Conjunto de valores que toma una magnitud entre dos limites dados.

Naci6 en Leipzig el 1 de julio de 1.646. Hombre de leyes, historiador,

linguista, diplomatico, tedlogo, fisico, descubrid, a la vez que Newton, el
Leibniz, calculo infinitesimal y fue el creador de un sistema filoséfico con algunos
Gottfried elementos que siguen teniendo validez. Como matematico, su aportacion
(1646 - 1716) se extendio, ademas del calculo infinitesimal, a la teoria de los nimeros,
al calculo mecénico (perfeccion6 la maquina de calcular de Pascal), al
algebra, a la combinatoria etc. Inicio la l6gica matematica y la topologia.
Enunci6 el principio de conservacion correspondiente (1.686),
demostrando que la masa por el cuadrado de la velocidad se mantiene
constante. Murié en Hannover el 14 de noviembre de 1.716.

Limite Valor que toma una expresion cuando una de sus variables tiende hacia
un valor dado, que generalmente es infinito.
Interseccion de dos superficies.

Logaritmo El logaritmo de un numero, respecto de otro llamado base, es el
exponente a que hay que elevar la base para obtener dicho nimero.

Logaritmo Sistema de logaritmos en los que la base es el numero e; son los

neperiano llamados logaritmos naturales. (In, log ¢)

BN Longitud Toda dimension que puede ser representada por una linea recta.

Magnitud Es la cualidad que tiene una entidad a la que se le puede asignar una
medida.

Parte decimal de un logaritmo




Tabla rectangular de numeros o elementos de un anillo. Una de las
principales aplicaciones de las matrices es la representacion de sistemas
de ecuaciones de primer grado con varias incognitas. Cada fila de la
matriz representa una ecuacion, siendo los valores de una fila los
coeficientes de las distintas variables de la ecuacion, en determinado

orden.

e dhnTNel )1t Ml El mayor nimero entero que es divisor de un conjunto de ndmeros
Divisor enteros.

Minimo comin

Es el menor de los multiplos comunes a varios nimeros.

maultiplo

Matematico francés nacido en Vitry-le-Francois, Champagne.
Descendiente de hugonotes (protestantes franceses), se traslado a
1IN LN EY ER Gl Inglaterra después de la revocacion del Edicto de Nantes, que
de garantizaba la libertad religiosa. Vivio alli el resto de su vida, trabajando
(1667-1754) como preceptor. A los 30 afios fue elegido miembro de la Royal Society.
Se le considera, uno de los dos grandes pensadores de la teoria de la

probabilidad en el siglo XVIII.

m Expresion matematica de la forma a.x".

Nacio el 4 de enero de 1643 en Woolsthorpe, Lincolnshire, matematico y

“ Newton, Isaac fisico, considerado uno de los mas grandes cientificos de la historia. Sus
(1642-1727) descubrimientos y teorias sirvieron a muchos avances cientificos
desarrollados desde su época. Newton fue, uno de los inventores del

calculo.

Es un sistema de signos convencionales que se adopta para expresar
ciertos conceptos matematicos.

Sistema de signos o simbolos utilizados para expresar los nUmeros.

Parte de una fraccion que indica las partes que se toman de una
Numerador o

particion.
m Expresion de la relacion existente entre la cantidad y la unidad.




NUmero de la forma a + ib con a y b, nimeros reales e i* = -1. También
b SRS T pueden ser representados por pares ordenados (a,b) donde a y b son
nameros reales. El elemento a recibe el nombre de parte real y b parte

imaginaria.

Numero irracional transcendente que puede obtenerse como limite de la

1 n
I+—
sucesion [ n] cuando n tiende a infinito. Este limite es 2,7182818285...

Conjunto de los nimeros naturales positivos, negativos mas el cero.

Nameros NUumeros que no pueden expresarse en forma de numero entero o

irraccionales fraccionario.

Nameros El conjuntos de numeros naturales incluye los nameros usados para

naturales contar {1,2,3,4..}.

Namero ordinal Numero que expresa idea de orden o sucesion.

) Este numero indica la relacién entre el perimetro y el diametro de una
Numero & : .
circunferencia.

El que solo es exactamente divisible por si mismo y por la unidad; como

Namero primo
2,3,5,7, etc.

Nameros Son numeros que se pueden escribir como cocientes de dos enteros, con

racionales denominador diferente de 0.

Conjunto formado por los niUmeros racionales e irracionales.

Dado un conjunto A # ¢ y el producto cartesiano AxA, una operacion
Operacion interna (*) es una funciébn que a cada par ordenado (a, b) le hace

interna corresponder un Unico elemento de A, representado por axb.

Segunda componente del par ordenado (x, y) que determinan un punto
Ordenada : _
del plano en un sistema de coordenadas cartesianas.

Una relacion R < AxA, es un orden parcial en A, si y solo si, R es

Orden parcial

reflexiva, antisimétrica y transitiva.



Orden total Una relacién R ¢ AxA es un orden total, si R es reflexiva, antisimétrica,
transitivay Va, Vben A,aRbobR a.

Origen Punto de interseccion de los ejes de un sistema de coordenadas
cartesianas.

La gréafica de una funcién de segundo grado es una parabola.

Dados dos elementos a y b de un conjunto, el par ordenado (a, b) se
Par ordenado _

define por (a, b) = {{a}, {a, b}}.

Una particion del intervalo [a, b] es una coleccién de intervalos contenidos

en [a, b], disjuntos dos a dos y cuya union es [a, b].

Logico y matemético italiano. Nacio el 27 de agosto de 1.858. Los

trabajos de este matematico italiano se centraron en la mejora de los
simbolos empleados en la l6gica matematica. En 1.889 publicé un trabajo
titulado Exposicion légica de los principios de la geometria en la que
llevaba a cabo la aplicacion de la l6gica simbdlica a los fundamentos de
la matematica. Estableci6 un sistema de simbolos que permite la
| LY L e LTS M descripcion y el enunciado de proposiciones ldgicas sin necesidad de
recurrir al lenguaje natural. En su Formulario matematico llevé a cabo una
exposicion rigurosa de la aritmética, la geometria proyectiva, la teoria de
conjuntos y los calculos infinitesimal y vectorial. A partir de 1.903 se
dedic6 al desarrollo de una lengua internacional llamada latin sin

inflexiones. Murié el 20 de abril de 1.932, en Turin.

. La razon del cambio en y, comparado al cambio en x a lo largo de
Pendiente ’ _ 5
una linea es la pendiente de la linea.
Cifra o cifras que se repite(n) en una fraccién decimal periédica.
Suma de los lados de una figura plana.

Numero irracional que corresponde a la razén entre la longitud de la
circunferencia y su didmetro.




Plano cartesiano

Polinomio
Potencia

Probabilidad

Filésofo griego. Naci6 hacia 570 a de C. en Samos. Considerado uno de
los siete sabios de la antigiiedad clésica, asi como el creador del
concepto de "filésofo”. Abandona Samos hacia el 529 a. de C. para
establecerse en Crotona, donde fundd una escuela, llamada pitagérica,
caracterizada por el misticismo y el ascetismo. Defendio la idea de que el
fundamento del Universo es el numero (argé) interpretdndolos con un sin
fin de significados misticos. Descubrieron que la raiz cuadrada de dos no
es expresable en forma de quebrado. Sin embargo, el resultado mas
conocido es el teorema que lleva su nombre y relaciona los cuadrados de
las longitudes de la hipotenusa y los catetos de un triangulo rectangulo.
Defendia la idea de la esfericidad de la Tierra y desligé los movimientos
de los planetas y del Sol de los de las estrellas. Murié hacia 480 a de C.

en Metaponto.

En geometria, una superficie infinita que describe de forma idealizada la
imagen real de la superficie de una mesa o de un lago en calma.

El plano, al igual que el punto o la recta, es un concepto primitivo que no
se puede definir si no es recurriendo a otros conceptos que, a su vez,

para ser definidos requieren del plano.

Sistema coordenado rectangular que se forma por el cruce en su origen
de dos rectas orientadas. Uno es el eje horizontal y otro, el eje vertical.
Cualquier punto del plano, queda perfectamente determinado por sus
coordenadas: P(x, y); la primera se llama abscisa del punto y la otra
ordenada.

Es toda suma formal infinita de constantes y variables, se denota por
P(X) = @ + ax + axx? + azx® +... + ax" + .... Siendo a constantes y x’

variables.

Producto que resulta de multiplicar una cantidad por si misma tantas
veces como su exponente indica. Este nUmero de veces se llama grado,

y se expresa con un nimero ordinal aplicado a potencia o a grado.

Relacion entre el nUmero de casos favorables y posibles para que ocurra

un suceso.



Producto

cartesiano

Productos

notables

Racionalizacion

Radicacion

Radical

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es un tercer conjunto,
notado A x B, formado por todos los pares posibles de la forma (a, b),

donde aceA y be B.

H min-1
A (x+y)" = X"+ nmx"y+ 2.(n-1).X"H+ E[TI.(n-Z)x’”y3 +...+

n

y.

n-2, n-3, ,2

B. (x-y).0X""+ xy+ X+ ...+ xy"+

n-3, ,2 n-2

C. (x+ y).(x"" - x"y+ X" - -xy"+ yH)=x"+ y"

_ n _ n _ n-1 2 _ n-2 .2 E[M—ll _ n-3, ,3
D. x-y)' =X nxy+ 2(n-1xy 203 L (n-2)xy" + .. L+

n

y .

Un punto es una localidad en el espacio.

Procedimiento por el que una expresion que no es racional se transforma

en otra que si lo es.

Operacion inversa a la potenciacion que consiste en encontrar la base de

una potencia, dados el resultado de ella y su exponente.
Simbolo que indica la operacion de extraer raiz.

Distancia o linea recta que se mide desde el centro del circulo a la

circunferencia.

1. Cantidad que se ha de multiplicar por si misma una 0 mas veces para
obtener un ndmero determinado.

2. En una ecuacion algebraica, si sustituimos la incégnita por un nimero
y la igualdad se cumple, dicho nimero se denomina raiz de la
ecuacion. Por ejemplo, 3 es raiz de la ecuacion x* - 3x* - 5x - 39 =0

porque 3*-3.3°-5.3-39 esigual a 0.

Si a'y b son nimero reales y n un nimero natural tal que b" = a entonces

b se llama Raiz n-sima de a; es decir, b = EJE.



Conjunto de todas las imagenes de una funcion.

Es la representacion grafica de una funcion de primer grado. Toda
funcion de la formay = ax + b de Ten T representa una linea recta..

La regla de Ruffini o Division sintética se utiliza cuando se quiere dividir

Regla de Ruffini -

cualquier polinomio P de grado > 0 en la variable x, entre (x za). Dando
Horner

como resultado un polinomio cociente "c"y un residuo "r".

.. Una relacién de orden n en un conjunto es un subconjunto del producto
Relacion : :
cartesiano de orden n de los elementos de ese conjunto.

DU Las relaciones son subconjuntos del producto cartesiano AxB. Si A es un
Relacion binaria _ : L _
conjunto no vacio, una relacion binaria en A es un subconjunto de AxA.

Relacion de Una relacion R c AxA se llama de equivalencia si es a la vez reflexiva,

equivalencia simétrica y transitiva.

Relacion de

B Relacion que es a la vez reflexiva, antisimétrica y transitiva.
orden

E Parte de una recta comprendida entre dos puntos.

Razoén trigonométrica que se obtiene al dividir el cateto opuesto por la
hipotenusa.

Signos Figuras, sefales y abreviaturas utilizados en matematicas para denotar

matematicos entidades, relaciones y operaciones.

. : Dos puntos A 'y A’ se dice que son simétricos respecto a O cuando el
Simetria _
punto O es el punto medio del segmento de AA’.

Letra o letras convenidas con que se designa una operacion o
formulaciéon de la misma. De tal manera que con la letra que se
representa un elemento se lo pueda desarrollar en diferentes operaciones
a razén de una convencion.

Conjunto de ecuaciones cuyas soluciones comunes se pretende hallar.

Sistema de

. Para indicar que varias ecuaciones forman un sistema, se abarca el
ecuaciones _
conjunto de todas ellas con una llave.




Sistema de

numeracion

Sucesion

convergente

Teorema de

Pitagoras

Teorema del

Residuo

Término

Términos

semejantes

Conjunto de normas que se utilizan para escribir y expresar cualquier

ndmero.

Conjunto de numeros dispuestos en un orden definido y que siguen una

determinada ley de formacion.

Sucesion que tienen limite.

Suma de los términos de una sucesion.

Recta que intersecta a la circunferencia en un solo punto, llamado punto

de tangencia.

Matematico italiano. Nacié hacia el 1.500, en Brescia. El verdadero
nombre de Tartaglia era Fontana, A Tartaglia se le debe el desarrollo del
primer método general de resolucion de ecuaciones cubicas. Sin
embargo, no publicé sus resultados conservando el secreto, que mas
tarde rompié Cardano al hacerlos publicos sin su consentimiento. Fue
autor también de un Tratado general de los numeros y las medidas
(1.543), en el que publica por primera vez el triangulo que lleva su
nombre (también conocido como tridngulo de Pascal). Muri6é el 13 de
diciembre de 1.557, Venecia.

El cuadrado de la hipotenusa de un triangulo rectangulo es igual a la

suma de los cuadrados de los catetos.

Si p(x) es un polinomio de grado n >1 el residuo de dividir p(x) entre (x -

c), es p(c) , donde c es una constante cualquiera.

Combinacién de constantes y variables. Ejemplos: 2x?; 3xy, 4y°x.

Son aquellos términos que constan de las mismas letras con iguales

exponentes y tan solo se diferencian de los coeficientes.



Valor absoluto

Variable

Vértice

Weierstrass, Karl
(1815-1897)

Polinomio de tres términos.

La unién de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos que

pertenecen a A 6 B (6 ambos).

Valor numérico de una cifra, independiente del lugar que ocupe o del
signo que vaya precedida.

Magnitud que puede tener un valor cualquiera de los comprendidos en un

conjunto.

Punto en donde concurren los dos lados de un angulo poliedro; punto de

una curvatura en que ésta se encuentra con su eje.

Matematico aleman que colaboré en la fundacion de la moderna teoria de
las funciones. Nacido en Ostenfelde, pas6 cuatro infructuosos afios en la
universidad de Bonn y después ingreso en la academia de Minster para
formarse como profesor de escuela. Alli se interes6 por las matematicas
y, en particular, por el estudio de las funciones elipticas del profesor
Christoph Gudermann. Durante muchos afios trabajé en el anonimato,
pero la publicacion de un ensayo en 1854 acerca del trabajo del
matematico noruego Niels Henrik Abel, le procuré una repentina fama. A
partir de ese momento ensefi6 en la Escuela Regia Politécnica de Berlin
y en la Universidad de Berlin. Su investigacion, que también se apoyaba
en la del matemético aleman Carl Gustav Jacobi, ayud6 a situar el calculo
sobre una base logica soélida. Conocido como el padre del analisis
moderno, Weierstrass dispuso los cimientos para aritmetizar el andlisis
matematico a través de rigurosos desarrollos del sistema de numeros

reales.
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