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Resumen

En el presente trabajo se realiza un estudio detallado de una teoria denominada, El
Método Isoperimétrico, desarrollada por Hamidoune y Balandraud, y su aplicacion al
Problema de los Conjuntos Suma Pequenos. Especificamente como una aplicacién de
esta teorfa se da a conocer que la ecuacion pg(r, s) = kg(r, s) obtenida para el caso en
que G es un grupo abeliano no se cumple para grupos finitos no abelianos de la forma
G = Z, X Z,, donde p y ¢ son primos impares tales que ¢ = 1 (mdd p). Ademads se
desarrolla una serie de algoritmos en el Sistema de Algebra Computacional GAP 4.4.12,
los cuales permiten observar lo complicado que resulta encontrar directamente el valor

de pg(r, s).

v



Abstract

In this work we make a detailed study of a theory called, The Isoperimetric method,
developed by Hamidoune and Balandraud, and its application to the Problem of small
sumsets. Specifically as an application of this theory is disclosed that the equation
pg(r,s) = kqg(r, s) obtained for the case where G is an abelian group does not hold
for non-abelian finite groups of the form G = Z, x Z,, where p and ¢ are odd primes
such that ¢ = 1 (mdéd p). It also develops a series of algorithms in Computer Algebra
System GAP 4.4.12, which allow us to observe how difficult it is to find directly the
value of pg(r, s).
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Introduccion

Sea (@G, -) un grupo. El conjunto suma (o conjunto producto) de dos subconjuntos
no vacios Ay B de G, denotado con A - B, o simplemente AB, es el conjunto de todos
los elementos de G' que se pueden expresar como ab, donde a € Ay b € B, es decir

AB ={ab:ac Aybe B}.

Cuando hay certeza en la conmutatividad del grupo, el conjunto suma de dos
subconjuntos no vacios Ay B de G se denota en forma aditiva,

A+B={a+b:acAybe B}.

SiA=0o B =0sedefine AB=0o A+ B = ).

Un problema de interés en Teoria Aditiva de Numeros, denominado: El Problema de
los Conjuntos Suma Pequenos, consiste en determinar una férmula explicita que permita
calcular el minimo de los cardinales |AB| donde A y B son subconjuntos finitos y no
vacios de un grupo G sujetos a las condiciones |A| = r y |B| = s, es decir, se desea
calcular los valores de la funciéon pg dada por

HG - [17 ‘G|]2 — N*
(rys) — pg(r,s) =min{|AB|: A, BC Gy |A|l=r, |B|=s}.

La funcién pg(r, s) ha sido determinada completamente para el caso en que G es un
grupo abeliano arbitrario, pero se desconoce si existe una férmula explicita que permita
calcular el valor de pg(r, s) para el caso en que G es un grupo no abeliano. Posiblemente
uno de los obstdculos que han impedido generalizar ug(r, s) a cualquier grupo es que
no se cuenta con una version no abelianizada del Teorema de Kneser. En este sentido
Balandraud en [4] utilizando una variante del método isoperimétrico desarrollado por
Hamidoune en [14], 15], present6 una segunda prueba del teorema de Kneser, lo cual le
permitié en [5] dar nuevos valores de la funcién pg(r, s) para una familia infinita de
grupos solubles y también responder negativamente una pregunta formulada en esta
problemaética sobre esta funcién (ver Pregunta [3.1] Capitulo [3]).
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0. Introduccién viii

Se ha demostrado (ver [12], [17]) que la férmula para pg(r,s) obtenida en el caso
en que G es un grupo abeliano se cumple para todo grupo diédrico G = D,, de orden
2n y para algunos grupos hamiltonianos de la forma Q x (Z/2Z)* x C con C un grupo
ciclico de orden impar y k € Z*. También en [II] Elihaou y Kervaire presentan una
cota inferior y una cota superior para ug(r, s) en términos de funciones numéricas cuyos
valores son sencillos de encontrar.

Para claridad del lector, el método isoperimétrico es una teoria que esta
compuesta por una serie de definiciones teoremas y proposiciones aplicada a la Teoria
Aditiva. Inicialmente la teoria del método isoperimétrico fue trabajada por Hamidoune,
posteriormente Balandraud desarrollé algunas herramientas aditivas adicionales que
implementé y generalizé6 en el método isoperimétrico de Hamidoune, las cuales le
permitieron dar una segunda prueba del teorema de Kneser (ver [4]), y ademas
obtener nuevos valores de la funcién pg(r,s) (ver [B]). Con base en estos valores
obtenidos para pug(r, s), Balandraud en [5] dio respuesta negativa a la Pregunta B3]
formulada por los autores de [7] acerca de esta funcién. Sean G un grupo y B un
subconjunto de G tal que 1 € B. Considérese la expresion | X B| — | X|, donde X es un
subconjunto no vacio y finito de GG. El método isoperimétrico aplicado a la funcién
pa(r, s), que se estudia en este trabajo, consiste en tomar los valores sucesivos dados
por | X B| — | X]| tales que |[XB| — |X| < |B| —1, y los conjuntos X de un grupo G que
satisfacen esta desigualdad.

El presente trabajo se desarrollé como un requisito parcial para optar al titulo de
Licenciado en Matematicas de la Universidad de Narino, bajo la asesoria del Mg. Wilson
Fernando Mutis. Tiene como propdsito hacer un estudio detallado de una teoria,
denominada el método isoperimétrico, desarrollada primero por Hamidoune vy
posteriormente por Balandraud (ver [4, B, 14, [I5]), y dar a conocer una
aplicacion de esta teoria al problema de los conjuntos suma pequenos. Especificamente
como una aplicacién de esta teoria se da a conocer que la ecuacion ug(r,s) = kg(r, s)
obtenida para el caso en que G es un grupo abeliano arbitrario no se satisface en general
para grupos solubles finitos no abelianos de la forma G' = Z, x Z,, donde p y ¢ son
primos impares tales que ¢ = 1 (méd p).

El trabajo se ha dividido en tres capitulos. En la primera Seccion del
Capitulo [l se muestra la notacién general utilizada y algunos conceptos generales
bésicos, incluyendo las pruebas de éstos tal vez no conocidas por el lector. En la
segunda Seccién se presenta en forma general el problema de los conjuntos suma
pequenos y se enuncian los resultados obtenidos para grupos abelianos y otros ya
conocidos en grupos finitos no abelianos. En el segundo capitulo se estudian las
herramientas aditivas desarrolladas por Balandraud en [5]. En las Secciones 3.1y 3.2
del Capitulo B se aplican algunas propiedades desarrolladas en el Capitulo 2 al estudio
del método isoperimétrico y se presentan definiciones y conceptos nuevos relacionados
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con 1-celdas, 1-ntucleos, j-celdas y as-celdas. Finaliza este Capitulo con la aplicacién de
esta teoria a la funcién pg(r, s) en una familia infinita de grupos finitos no abelianos.

Posteriormente se incluye un apéndice donde se muestran los algoritmos
desarrollados por los autores en el sistema de algebra computacional GAP 4.4.12.
Cada uno de los algoritmos esta acompanado de un ejemplo que ilustra la funcion que
desempena cada uno de éstos. Finalmente se presenta una pequena seccién denominada
problemas abiertos y conclusiones.

Cabe resaltar que las demostraciones del Capitulo [l Capitulo 2 y la mayoria del
Capitulo Bl son produccion de los autores tras el estudio de los articulos que al final
se referencian. Ademas, algunos de los teoremas que aqui se plantean fueron reescritos
por los autores con el propdsito de dar al lector mayor claridad en el tema.

Las referencias mas utilizadas en este trabajo son [4] [5 [14) [15] 16} [1§]. Los términos
y notaciéon que no se definen pueden ser encontrados en estas fuentes.



Capitulo 1

Notacion General y Fundamentos

Tedricos

En la primera seccion de este capitulo se introducen algunas notaciones que seran
utilizadas a lo largo del presente trabajo y los conceptos generales basicos de la teoria de
grupos. Posteriormente se presenta en forma general E1 problema de los Conjuntos
Suma Pequenos y se enuncian algunos teoremas clasicos de la Teoria Aditiva de
Numeros, como son los Teoremas de Cauchy-Davenport, Vosper y Kneser. También
se dan a conocer sin demostracién tres de los resultados més relevantes obtenidos por
Eliahou, Kervaire y Plagne (ver [7], [8], [1, 2]) que permitieron obtener una férmula
explicita para la funcion pg(r,s) en grupos abelianos arbitrarios. De igual
manera se enuncian dos resultados para grupos finitos no abelianos, el primero
obtenido por Eliahou y Kervaire (ver [12]) y el segundo por Mutis, Benavides y Castillo
(ver [17]).

1.1. Notacién y Conceptos Generales

Generalmente se utilizaran letras maytusculas A, B,C,...,Y, Z para representar
conjuntos y grupos y letras minusculas a, b, ¢, . . ., y, 2 para representar sus elementos. La
expresion [m,n] se usard para representar nimeros enteros que satisfacen m < k < n,
donde m,n, k € Z. Dado un conjunto G, su cardinal se denotard con |G|. Los grupos

abelianos se representaran en forma aditiva y se utilizara la notacién multiplicativa para
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representar los grupos no abelianos o aquellos grupos donde no haya conocimiento sobre
su conmutatividad. Sean G un grupo y A un subconjunto de G, se denotara con aA al
conjunto {a}A. La identidad en un grupo G se simbolizara con 1, y con 0 cuando haya
claridad sobre su conmutatividad. El conjunto G \ (AB) se denotard con G \ AB y la
expresion (AB)\ A se identificard con AB\ A. Con N* se representara al conjunto de los
enteros positivos. El grupo ciclico Z/nZ, de congruencias modulo n, se identificard con
Z, =1{0,1,2,3,...,n— 1}, para todo n mayor o igual que dos. En algunas ocasiones se
simbolizaréd el complemento de un conjunto A con A°.

Aunque en los conjuntos suma no hay un orden en las operaciones, en este trabajo
se asumira que el producto de conjuntos domina sobre el complemento de los mismos,
esto es, en la expresion G\ X B, la operacién que primero se realiza es el producto X B
y luego se aplica el complemento (X B)¢, de manera similar se procede en AB \ A, es

decir, determinado el conjunto Z = AB se opera Z \ A.

Definicién 1.1. Grupo
Un grupo es un par (G, ) donde G es un conjunto no vacio y - es una operacién binaria

definida en G que satisface los siguientes axiomas:

Para todo a,b € G se tiene que a - b € G (cierre).

Sia,b,c € G entonces a- (b-c) = (a-b)-c (ley asociativa).
= Existe un elemento e € G tal que a-e = e-a = a para todo a € GG (existencia de
un elemento identidad en G).

Para todo a € G existe un elemento a™! € G tal que a-a™' =a!-a =c¢

(existencia de inversos en G).
Si ademas, para cualquier a,b € G se tiene que a-b =10b- a, se dice que G es abeliano.
Definicién 1.2. Subgrupo

Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si H es un grupo bajo la

operacién definida en G.
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Definicién 1.3. Clases laterales
Sea H un subgrupo de un grupo G. Para cada g € G, la clase lateral izquierda de H
en GG es el conjunto

gH ={y : y = gh para algin h € H},

y la clase lateral derecha de H en G es el conjunto
Hg={y : y= hg para algin h € H}.

Observe que un subgrupo H de un grupo G es en si es una clase lateral izquierda

de H en G. Se enuncia el siguiente teorema de acuerdo a la Definicion [[.3]

Teorema 1.1. Dos clases laterales izquierdas (derechas) de H en G son disjuntas
6 son conguntos idénticos. Una clase lateral izquierda (derecha) de H, contiene el mismo

numero de elementos que H.

Demostracion. Sean z,y € G. Si *H y yH son conjuntos disjuntos, nada hay que
probar. Suponga que xH NyH # (), entonces existe z tal que z € tH y z € yH. Luego
z = xhy = yhs, con hy, hy € H. Se sigue que x = yhohy' y xh = yhoh{'h = yh'; de
donde xh € yH, es decir #H C yH. De forma andloga, yh = xhohi'h = zh' y se deduce
que yH C xH. Por lo tanto vH = yH, es decir, los conjuntos xH y yH son idénticos.
De forma similar se puede dar la prueba para las clases laterales derechas Hx y Hy.

Finalmente para z € GG, las aplicaciones

p: H—xH v: H— Hx
h — o(h) = zh h — ¢(h) = hx
son biyectivas, esto muestra que H, xtH y Hx contienen el mismo niimero cardinal

de elementos. O
Recuerde que un automorfismo es un homomorfismo biyectivo ¢ : G — G.

Definicién 1.4. Subgrupo normal
Un subgrupo N de un grupo G es un subgrupo normal de G si g"*Ng = N para todas
las g € G, esto es, si N permanece invariante bajo todo automorfismo interno de G. Si

N es un subgrupo normal de G se escribe N <1 G.
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Un resultado clasico de la teoria de grupos es que dado un subgrupo N de un grupo
G, el conjunto de clases laterales (izquierdas) G/N tiene estructura de grupo si y sélo
si N es un subgrupo normal de G. En este caso G/N se denomina el grupo factor de G

con respecto a V.

Definicién 1.5. Grupo factor
Si N es un subgrupo normal de G, el grupo de las clases laterales de NV bajo la operacién
binaria inducida es el grupo factor de G médulo N y se denota por G/N. Las clases

laterales son las clases residuales de G médulo N.

Teorema 1.2. Lagrange

Sean G un grupo finito y H un subgrupo de G. Entonces |H| divide a |G| y el cociente

16
|H|

es el numero de clases laterales izquierdas de H en G.

La prueba del Teorema [I.2] se deduce de una aplicacién del Teorema [I.1]

Definicién 1.6. Grupo soluble

Un grupo G se dice que es soluble si es posible encontrar una cadena finita de subgrupos
G=HyD>H, D HyD- D H, = {1} donde cada H; sea un subgrupo normal de H; ;
y cada grupo factor H; 1/H; es abeliano.

El Teorema de Feit y Thompson (ver [13]) prueba que todo grupo finito G de orden

impar es soluble.
Lema 1.1. Sea G un grupo. Para todo subconjunto X de G y toda g € G se tiene que
| X[ = lgX].
Demostracion. Definase la aplicacion ¢ como sigue,
X —gX

r — ¢(x) = gx.
Sean z,y € X y supdngase que p(z) = p(y), luego gxr = gy, dado que g € G existe
g ' € G tales que g9~ = g7 'g = 1, asi que ¥ = vy, esto es, ¢ es inyectivo. Sea y € gX,
entonces existe r € X tales que y = gz, luego g~ 'y € X, entonces ¢(g~'y) = vy, de
aqui que ¢ es sobre. Ahora, como ¢ es inyectivo y sobre, entonces ¢ es biyectivo. Por

lo tanto,
| X| = [gX]. O
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Definicién 1.7. Complemento de conjuntos

Dados dos conjuntos A y B de un grupo G, el complemento de A relativamente a B,
designado por B\ A, se define como el conjunto: B\ A={zx € B: x ¢ A}.

Definicién 1.8. Funcién techo
Sea £ € R, el techo de & denotado con [£], es el menor entero x que no es menor que
£ esdecir [(]|=zsiysblosize€Zyr—1<E<u.

Con base en la funcién techo se define ahora la funcién kg(r, s).

Definicién 1.9. Funcién kq(r, s)
Sean GG un grupo y r, s enteros positivos tales que r, s < |G|. Con kg(r, s) se define el

siguiente nimero entero

ot o) = min (7] + 7] =),

donde H(G) = {h : h es el orden de un subgrupo finito de G}.

Definicién 1.10. Producto semidirecto
Sean K y H grupos y ¢ un homomorfismo de grupos de H en automorfismos de K

dado por

¢ H — Aut(K)
h— @) : K — K
k— o(h)(k).

Se puede dar estructura de grupo al conjunto K x H definiendo la siguiente operacién
binaria: (k’l, hl)(k‘g, hg) = (k‘ltp(hl)(k‘g), hlhg). En efecto,

= Asociativa. Sean (ky, kq), (ka, he), (ks, h3) € K x H, entonces

(K1, h)[(k2, ho)(ks, hs)] = (K1, ha) [kap(ho) (ks), hahs]
= [k1p(h1) (kap(h2)(ks)), hi(hahs)]
= [k1p(h1)(k2)p(h2)(k3), (hiha)hs)]

= [kip(h1)(k2), hihs](ks, h3)
[

= [(k1, h1) (ka, ho)] (K3, hs).
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» Identidad. El elemento (1,1) es la identidad, ya que si (k,h) € K x H entonces

(L, 1)(k, h) = (1p(1)(k), 1h) = (1k, h) = (k. h)
(k,h)(1,1) = (ko(h)(1), h1) = (K1, h) = (k, h).

» Inverso. Sea (k,h) € K x H, entonces (k,h)™t = (o(h™)(k71), h71). En efecto,

(k, ) (e(h™ Y (k™Y), k™) = (ke(h)(@(h™")(k™1)), hh™)
= (ke(h)e(h™ 1) (k™1),1) = (kp(h)e~ ' (h) (k7). 1)
= (ki(k™),1) = (kk™', 1) = (1,1).

De forma similar,

(e(h™ ) (™), B ) (k, h) = (o(h ) (k™) p(h ™) (k), h™"h)
= (o7 (B ) (k)e(h™)(K), 1) = (1,1).

Por lo tanto, K x H con la operacién definida arriba es un grupo denominado el
producto semidirecto de K por H y denotado con K x H.

Ejemplo 1.1. Sean p y ¢ dos enteros primos impares tales que ¢ = 1 (mdéd p). El grupo
multiplicativo Z; del campo Z, es de orden g — 1, luego existe a € Z; tal que o = 1.

Entonces la aplicacién ¢ dada por

¢ L, — Aut(Z,)
b— (b)) : Z, — Z,

z — p(b)(z) = za’,
es un homomorfismo de grupos de Z, en automorfismo de Z,.

Demostracion. Dado que Z, es un campo y ¢ = 1 (mdd p), entonces existe a € Ly
tal que o = 1, esto porque p|¢ — 1. Se probaréd primero que la aplicacién ¢ esta bien
definida. En efecto, sean a, b dos elementos de una misma clase lateral en Z,, entonces
pla — b, luego existe k € Z tal que a — b = pk, se sigue que a = pk + b. Entonces para

todo x € Zg se tiene,

b b

o(a)(z) = za® = 2o = zaP*ab = z(aP)*ab = 210’ = zab = p(b)(2).
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Se sigue que ¢(a) = ¢(b), esto es, ¢ esta bien definida. En segundo lugar se probara que

¢ es un homomorfismo. Sean a, b € Z,, entonces para todo x € Z,,

pla+b)(w) = 2a™ = 2o’ = p(a)(za”) = p(a)p(b)(2).

Finalmente se debe probar que ¢(b) es un isomorfismo. En efecto, sean x,y € Z,,

entonces,

= Inyectivo. ¢(b) es inyectivo si y sélo si ker(p(b)) = 0. Sea x € ker(p(b)), entonces
o(b)(x) = za® = 0. Dado que a® # 0 se tiene que x = 0. Por lo tanto, (b) es

inyectivo.
» Sobreyectivo. Dado que Z, es finito, se sigue que ¢(b) es sobre.

» Estructura. Sean z,y € Z,, entonces

p(b)(x +y) = (z +y)a’ = 20’ +ya’ = (b)(x) + (b)(y)-
Por los tres items anteriores, la aplicacién ¢(b) es un isomorfismo.

Por lo tanto, el conjunto formado por G = Z, x Z, = {(z,y) : © € Z,yy € Z,}
tiene estructura de grupo respecto a la operacién binaria (a, b)(c, d) = (a + ca®, b+ d),

denominado el producto semidirecto de Z, por Z,. C

Observacién 1.1. El tercer Teorema de Sylow garantiza que el niimero n de subgrupos
en G = Zy X Z, de orden g es n = 1 (méd ¢q) y divide a pg. Luego el nimero n de
subgrupos de orden q es de la forma n = ¢k + 1 y divide a p, esto porque n no divide a
q. Se deduce entonces que n =1 0n = p, pero p Z 1 (méd ¢q), asi que necesariamente

n = 1. Por lo tanto, el nimero de subgrupos de orden ¢ en GG es 1.

Lema 1.2. Sean p y q dos enteros primos impares tales que ¢ = 1 (méd p). Si
H, = Z;, x {0} = {(x,0) : z € Z,} y Ny = {0} xZ, = {(0,y) : y € Z,},

entonces las aplicaciones

¢ Ly — H, VY 2y — Ny
z — ¢(z) = (2,0) y —¥(y) = (0,y)

son isomorfismos y G = H, x Ny. Ademds los subconjuntos H, y N1 son subgrupos
del grupo G =Zy %7, y H, 1 G.
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Demostracién. Se probard que ¢ es un isomorfismo.

» Inyectivo. Sean z,y € Z, tales que ¢(z) = ¢(y), entonces (z,0) = (y,0), esto

implica que = = y.
» Sobreyectivo. Sea (x,0) € H,, entonces = € Z,, luego se tiene que ¢(z) = (z,0).

» Estructura. Sean z,y € Z, entonces ¢(x + y) = (¢ + y,0), ademsds,
observe que ¢(z)é(y) = (2,0)(y,0) = (z + ya®,0 + 0) = (z + y,0). Por tanto,
oz +y) = o(x)d(y).

En conclusién, Z, bajo la suma es isomorfo a H, bajo el producto x. De forma
similar se puede probar que v es un isomorfismo de grupos. Ademas, claramente H,
y i son subgrupos de G, y para todo (z,y) € G y todo (2,0) € H, se tiene que
(—2a®, —y)(2,0)(z,y) € H,. -

1.2. EIl Problema de los Conjuntos Suma Pequenos

La Teoria Aditiva de Nuimeros es una rama de las matematicas que en general se
interesa por el estudio de las sumas de subconjuntos de nimeros enteros. Sea k > 2,
y sean Aj, Ao, ..., Ar conjuntos de enteros. El conjunto suma A; + Ay + -+ - + Ay, es
el conjunto de todos los enteros de la forma a; + as + - -+ + ai, donde a; € A; para
toda 7 =1,2,..., k. Los conjuntos suma también se pueden definir en cualquier grupo
abeliano y, en verdad, en cualquier conjunto donde se haya definido una operacién

binaria.

A continuacién se da la definicién general de conjunto suma en un grupo arbitrario

G, para conjuntos suma de dos sumandos.

Definicién 1.11. Conjunto suma
Sea GG un grupo y sean A y B dos subconjuntos de GG, no vacios. El conjunto suma de
Ay B, denotado por AB, es el conjunto de todos los elementos en GG que se pueden

expresar como ab, donde a € A y b € B. Es decir,
AB ={ab:a€c A, be B}.

SiA=0o B =10, se define AB = ().
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Dado un subconjunto X de un grupo G, se designa X' = {z71 : z € X}.

Lema 1.3. Si A y B son dos subconjuntos no vacios de un grupo G. Entonces se cumple
que

AB={rc G : AnzB™ ' £}

Demostracién. Considérese Z = {x € G : ANzB™! +# (}. Se probard que Z = AB.
Sea z € Z, entonces AN zB~! # (), luego existe y € AN 2B~!, se sigue que y € Ay
y € 2B7! esto es, y = zb~! para algtin b € B. De la tltima ecuacién se tiene z = yb,
lo que significa que z = yb € AB, es decir Z C AB. Por otro lado, sea z € AB, luego
existena € Ay b € Btalque z = ab,deaquia = 2b™! € 2B~ !, estoes zb7! € ANzB~L.
Se concluye que AB C Z. Por lo probado anteriormente se tiene Z = AB. O

Del Lema [[.3] se tiene que
G\AB={re€G : AnzB™' = 0}.

Los problemas de interés en Teoria Aditiva de Ntmeros se pueden clasificar en dos

grandes grupos:

Los problemas directos: Dados un grupo Gy dos subconjuntos no vacios A y B
de G, la problemética general, de los problemas directos, es encontrar una cota inferior

para |AB| en términos de |A| =r y |B| = s.

Los problemas inversos: Dado un grupo G, la problemética general, de los
problemas inversos, consiste en describir la estructura de los pares de subconjuntos
no vacios A y B de G para los cuales |AB| es pequeno. Por ejemplo, el teorema de
Vosper es uno de los resultados obtenidos dentro de los problemas inversos en Teoria

Aditiva de Ntmeros.

Sean GG un grupo y r, s enteros positivos que satisfacen r,; s < |G|. Dentro de los
problemas directos en Teoria Aditiva de Numeros, se encuentra E1 Problema de los
Conjuntos Suma Pequenos, el cual consiste en minimizar el cardinal de |AB|, sujeto
a las condiciones A, B C G, |A| = r y |B| = s. El Problema de los Conjuntos Suma
Pequenos, de acuerdo a Eliahou y Kervaire en [9], también se puede enunciar de la

siguiente manera:
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Definicién 1.12. La funcidén ug(r, s)
Sean GG un grupo y r,s enteros positivos tales que r,s < |G|. Con pug(r,s) se define
el minimo de los cardinales |AB|, donde A y B son subconjuntos del grupo G con

cardinales r y s respectivamente, es decir,

pe(r, ) :min{\AB\ L Ae (f) Be (C:)}

donde {X CG:|X|= t}. Ademas, se dice que los subconjuntos Ay B de G

realizan pq(r,s) si |A| =r, |B| = sy |AB| = pg(r, s).

Por lo tanto, el problema de los conjuntos suma pequenos, consiste en hallar el valor
de la funcién pg(r, s), para enteros r, s tales que r,s € [1,|G|]. Evaluar directamente
el valor de pg(r,s) es un proceso complicado debido al gran nimero de operaciones
que se deben realizar, en verdad no existe un algoritmo en tiempo polinomial que
permita calcular los valores de la funcién pg(r, s), por tal motivo, adquiere importancia

la busqueda de una férmula explicita que facilite su calculo.

Se presenta en la Proposicion [[L1l y el Lema [I.4] algunas propiedades de la funcion

MG(T> S).

Proposicién 1.1. Sean G un grupo finito y r un entero tal que 1 < r < |G|. Entonces,

pg(r,r) =1 si y sélo si G contiene un subgrupo de orden r.
La prueba de éste resultado se puede consultar en [7] Seccién 5.

Lema 1.4. Propiedades de (T, s)

Sean G un grupo finito y r,s enteros tales que 1 < r,s < |G|. Entonces
1. pa(r,s) = pa(s,r).
2. Sir+s> |G|, entonces pa(r,s) = ka(r,s) =|G|.
3. Sir+s=|G|, entonces pc(r,s) = ka(r,s).
4. Sir+s=|G| -1, entonces pg(r,s) < kg(r,s).

5. Si1 <r <3, entonces ug(r,s) = kg(r, s).
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La prueba del Lema [[.4] aparece en [10] como Lema 2.1, Teorema 4.1, Teorema 4.2

y Teorema 4.6 respectivamente.

Historicamente el primer resultado que se puede enmarcar dentro del Problema de los
Conjuntos Suma Pequenos, es el Teorema de Cauchy—Davenport, probado por Cauchy

en 1913 en [3] y redescubierto en forma independiente por Davenport en 1935 en [6].

Teorema 1.3. Cauchy—Davenport

Sea p un nimero primo, y sean A y B subconjuntos no vacios de Z,. Entonces
|A+ B| > min{p, |[A| +|B| — 1}. (1.2.1)

Como se puede observar, el Teorema de Cauchy—Davenport da una cota inferior
para |A + B|, donde A y B son subconjuntos no vacios del grupo G = Z,. Véase la
prueba del Teorema [[.3 en ([I§], Teorema 2.2 pag. 44).

Una aplicacién inmediata del Teorema de Cauchy—Davenport al Problema de los

Congjuntos Suma Pequenos es el siguiente enunciado:

Teorema 1.4. Si p es un numero primo y G = Z,, entonces para todo par de enteros

ry s tales que 1 < r,s < p se tiene que
pg(r,s) =min{p,r + s — 1}.

Demostracion. Se deben probar dos desigualdades, en primer lugar considérese la
desigualdad pg(r, s) < min{p,r + s —1}. Sean los subconjuntos A = {0,1,...,r—1}y
B =1{0,1,...,s — 1} del grupo G. Entonces A+ B = {0,1,...,r 4+ s — 2}, luego por

definicién de pg(r, s) se tiene que
pa(r,s) <|A+B|={0,1,....r+s—=2} =r+s—1.
Si|Al+|B|—1=r+s—12>p, entonces A+ B = G y se cumple
pa(r,s) < p=min{p,r+s—1}.
Si|A|+|B|—1=r+s—1< p, entonces
pg(r,s) <r+s—1=min{p,r+s—1}.

Por lo tanto, en cualquiera de los casos se obtiene pg(r,s) < r + s — 1. Ahora, la
desigualdad pg(r,s) > min{p,r + s — 1} es consecuencia inmediata del teorema de

Cauchy-Davenport. O
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Definicién 1.13. Propiedad del conjunto suma pequeno

Se dice que un grupo G tiene la propiedad del conjunto suma pequeno si, para todo
par de enteros positivos r, s tales que r,s < |G|, existen subconjuntos A, B C G de
cardinales |A| = r y |B| = s que satisfacen |AB| < |A| + |B| — 1.

La propiedad del conjunto suma pequeno para G, es equivalente a la validez de la

férmula pg(r, s) <r+s— 1, para todo par de enteros r, s tales que 1 < r, s < |G|.

El Teorema de Vosper que data del ano 1956 especifica la estructura de los conjuntos
que satisfacen la igualdad en el Teorema de Cauchy-Davenport, es decir, en el caso que
se cumpla la igualdad de la ecuacién (L2.]).

Teorema 1.5. Vosper
Sea p un numero primo, A y B dos subconjuntos de Z, que contienen al menos dos
elementos y tales que |A+ B| <p—1. Si |A+ B| = |A|+ |B| — 1, entonces A y B son

progresiones aritméticas con la misma diferencia.
En ([18], Teorema 2.7 pag. 52-55) se presenta una demostracién del Teorema [I5

Definicién 1.14. Estabilizador de un conjunto
Sea A un subconjunto no vacio de un grupo abeliano G. El estabilizador de A es el

conjunto
HA) ={geG: g+ A=A},

y se dice que A es un conjunto periédico si H(A) # 0, esto es, si el conjunto H(A) no

se reduce al conjunto {0}. En este caso H(A) es el periodo de A.

El siguiente teorema debido a Kneser es una herramienta importante en Teoria
Aditiva de Numeros. Entre las diferentes formulaciones que existen del Teorema de
Kneser (ver [4, [18]), en este trabajo se tendréd en cuenta la dada en el Teorema [L.0], lo
que puede ser interpretado como una caracterizacion de los pares de subconjuntos cuyo

conjunto suma es pequeno.

Teorema 1.6. Kneser
Sea G un grupo abeliano y sean A y B dos subconjuntos finitos no vacios de G. Si

|A+ B| < |A| + |B| — 1, entonces existe un subgrupo propio H de G tal que

|A+B|=|A+H|+ |B+ H|— |H|.
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Un método desarrollado por Hamidoune en [14] [I5], denominado el método
isoperimétrico ha permitido nuevas pruebas y generalizaciones de los teoremas clasicos
de la teoria aditiva de nimeros. Por ejemplo, una variante del método isoperimétrico
ha dado una nueva prueba del Teorema (ver []). El teorema de Kneser permite
extender el teorema de Cauchy a grupos abelianos arbitrarios. De hecho el Teorema de
Kneser implica el Teorema de Cauchy-Davenport, pues en el grupo ciclico G = Z,, con

p primo, el Unico subconjunto periédico no vacio de G es el mismo G.

El Teorema de Cauchy—Davenport da una férmula explicita para pg(r, s) en grupos
abelianos de la forma G' = Z,, p primo. Posteriormente se desarrollaron diversos
trabajos especialmente por Bollobas, Eliahou, Kervaire y Plagne encaminados a
modelar la funcién pg(r,s). En 2003, Plagne en [I] obtuvo un resultado muy

relevante, cuando prueba que en el grupo ciclico G = Z, de orden n se satisface la

wte = (7] 3 -1) .

Eliahou, Kervaire y Plagne en [7] usando el Teorema de Kneser extendieron este

siguiente formula:

resultado a la clase de grupos abelianos finitos, en verdad ellos probaron el siguiente

teorema.

Teorema 1.7. Sean G un grupo abeliano finito de orden n y r,s enteros que satisfacen

1 <r, s <n, entonces se cumple que

wteo = (5] [3-1) .

En 2005, Eliahou y Kervaire en [§], y posteriormente Plagne en 2007 en [2],
trabajando en forma independiente lograron determinar una férmula explicita para
la funcién pg(r, s) donde G es un grupo abeliano arbitrario (no necesariamente finito)

en términos de la funcién

iolr.s) = min J(|5]+ ]3] —1)n}

El resultado que ellos probaron se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 1.8. Si G un grupo abeliano arbitrario entonces

ua(r,s) = ka(r, s), (1.2.2)

para todo par de enteros positivos r,s < |G].
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Este resultado soluciona completamente FEl Problema de los Conjuntos Suma
Pequenos en grupos abelianos, pero en grupos no abelianos aun no se tiene una
soluciéon. Sin embargo, se han incrementado algunas clases especificas de grupos
finitos no conmutativos para los cuales la ecuaciéon ([[L22)) se cumple. En 2010, Elihaou
y Kervaire en [12] prueban que la férmula para ug(r, s) obtenida en el caso en que G
es un grupo abeliano se cumple para todo grupo diédrico G = D,, de orden 2n. El

resultado que ellos obtuvieron se enuncia como sigue:

Teorema 1.9. En el grupo diédrico G = D,, de orden 2n se tiene que ug(r, s) = kg (r, s)

para todo par de enteros positivos r,s < |G| y todo n > 1.

Para el caso G = D,, el conjunto de érdenes de los subgrupos es exactamente el

mismo que el conjunto de divisores de |D,,| = 2n (ver [9]).

Un resultado obtenido recientemente para grupos finitos no abelianos de la forma
Q x (Z/2Z)* x C con C un grupo ciclico de orden impar y k € Z*, es el dado por los

autores de [17]. El resultado que ellos probaron se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 1.10. Sea k un entero no negativo. En el grupo H = Q x (Z/27)* x C, con
C = (g) un grupo ciclico de orden impar, se tiene que puy(r,s) = kg(r,s) para todo par

de enteros positivos r, s tales que 1 < r,s < |H]|.



Capitulo 2

Herramientas Aditivas

En todo este capitulo se considera un grupo G' y un subconjunto B de G. En la
primera seccion se da a conocer la teoria de la funciéon Pg, sus propiedades y el conjunto
de imagenes Cp de esta funcién. Posteriormente se introduce la nociéon de dualidad
aditiva Dp, concepto que hace referencia al Teorema de Vosper. Finalmente se definen
los conceptos de secuencia de ntimeros isoperimétricos, k-celda, k-nicleo y se exponen
tres desigualdades fundamentales en términos de la funcién ®p. Estas desigualdades
y su relacién con las k-celdas constituyen la base del nuevo enfoque isoperimétrico
desarrollado por Balandraud en [4, B]. El propésito de este capitulo es dar a conocer las
nuevas herramientas aditivas desarrolladas por Balandraud en [5] adaptadas a lo que él

llama, el nuevo enfoque del método isoperimétrico.

2.1. La Aplicacién P y sus Propiedades

Por cuestién de notacién, el conjunto G\ ((G'\ (X B))B™!) se denotara mediante la
expresion G\ (G \ XB)B™!, con el fin de evitar confusiones en las pruebas debido al

gran numero de paréntesis que se utilizan.

Definicién 2.1. Conjunto potencia
Sea G un grupo, se define el conjunto potencia de G, denotado con P(G), como la
familia de todos sus posibles subconjuntos, esto es: P(G) = {X : X C G}.

Es conocido que si un conjunto Z tiene n elementos entonces P(Z) tiene 2"

elementos.

15
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Definicién 2.2. La funcion Py
Sean G un grupo y B un subconjunto de G. Para todo subconjunto X de G, se define

la funcién Pg como sigue:
Pg : P(G) — P(G)
X — P3(X)=G\ (G\XB)B™".

Ejemplo 2.1. Considérese el grupo G = Zs y los subconjuntos B = {2,3} y X = {1,4}.
Luego se tiene XB = {1,2,3,4}, y como 27! =3 y 37! = 2 entonces B = B~!. Por lo

tanto el conjunto Pgp(X) es:

PB(X) =Zs \ (Z5 \ {17 27374}){27 3} = Zs \ {0}{273} =Zs \ {273} = {Ov 174}‘

Aunque en el Ejemplo 2.1l se utiliza la notacién multiplicativa, debe ser claro que la

operacién definida en G es la suma modulo 5.

El estudio de esta funcién permite observar que para un subconjunto dado X, el
conjunto Pg(X) esta caracterizado, en el sentido de la equivalencia de (2I.3), por el

producto X B. Entre las propiedades de la funcion Pg se tienen:

Lema 2.1. Para todo subconjunto X de un grupo G se tiene que

X C Py(X). (2.1.1)

Demostracion. Suponga por contradiccion que x € X \ Pg(X), es decir, z € X
y o ¢ Pp(X). Luego existen ' € G\ XB y b € B tales que + = x'b™', entonces
x = xb, asi, ' € XB, pero esto contradice el hecho que ' € G\ XB. Por lo tanto
X C Py(X). O

Proposicion 2.1. Para todo subconjunto X de G se cumple la ecuacion

XB = Py(X)B. (2.1.2)

Demostracion. = Se probara la contenencia XB C Pp(X)B, seay = 2b € XB
para algin z € X y b € B. Por Lema 21, X C Pp(X) asi que v € Pp(X), luego
se tiene y = xb € P(X)B, lo que significa que X B C Pg(X)B.
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= Ahora, para probar la contenencia Pg(X)B C XB, sea y € Pg(X)B \ XB,
entonces existen z € Pg(X) y b € B tales que y = zb, pero y ¢ XB, luego
y € G\ XB. Esto implica que yb~! = z € (G \ XB)B™!, equivalentemente,
z=yb ' € (Pp(X))¢ (complemento de Pg(X)), lo cual es una contradiccién. Por

consiguiente se tiene que Pg(X)B C X B. Finalmente por los dos items anteriores,
XB = Pp(X)B. O
Corolario 2.1. La aplicacién Py verifica que P32 = Pg.
Demostracion. Sea X un subconjunto de un grupo G, entonces
P5(X) = Pp(Pp(X))
=G\ (G\ Pg(X)B)B™*
=G\ (G\XB)B!
= Pp(X).
Por lo tanto, P = Pg. O
Corolario 2.2. Para todo par de subconjuntos X yY de G se tiene que
XB=YB siysdlosi Pg(X)=Pg(Y). (2.1.3)
Demostraciéon. Supéngase que X B =Y B, entonces
G\XB=G\YB
(G\XB)B™'=(G\YB)B™!
G\ (G\XB)B'=G\ (G\YB)B™*
Pp(X) = Pp(Y).
Reciprocamente, si Pg(X) = Pp(Y'), por la Proposicién 2.1, X B = Pg(X)B, luego
XB=Pg(X)B=Pp(Y)B=YB. O

Lema 2.2. Funcion Py

Sean G un grupo y B un subconjunto de G. Para todo subconjunto X de G se tiene que

Pp(X)={2€G: 2B C XB}.
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Demostracion. Sea z € A={g € G : gB C XB}, luego 2B C X B, entonces

G\ XBCG\zB

(G\XB)B™'c (G\ 2B)B™!
G\ (G\ 2B)B™" C P(X)
{z} € P({z}) C Pp(X)
A C Pp(X).

Por otro lado, sea z ¢ A, entonces zB € X B, luego existe b € B tal que zb ¢ XB,
asi que zb € G\ XB, luego existe b=' € B! y (20)b™! € (G\ XB)B™!, es decir,
z € (Pp(X))¢ entonces z ¢ Pg(X), esto es Pg(X) C A. En conclusiéon, A = Pp(X). O

Se denota ahora una cierta familia de subconjuntos dependiendo del conjunto B.

Notaciéon 2.1. Sean G un grupo y B un subconjunto de G. Con Cp se denota a la
coleccion de subconjuntos de G que son imagen bajo Pg de algiin subconjunto de G,

es decir,
Cp=Pp(P(G))={X CG: X =Pp(Y), paraalgin Y € P(G)}.
Los elementos de Cp seran llamados celdas para B (o celdas de B).

Estas celdas de acuerdo al Corolario [2.1] se pueden caracterizar como soluciones de

la ecuacién Pg(X) = X. Observe que los conjuntos (), G € Cz. En efecto,

Pp(0) =G\ (G\0B)B™! Pg(G) =G\ (G\GB)B™!
=G\ (G\0)B™ =G\ (G\G)B™!
=G\ (GB™) =G\ (0B
=G\G =G\
=0 =G.

El conjunto Cp tiene algunas propiedades interesantes que se mencionan a

continuacion.

Proposicién 2.2. Para todo X C G y todo g € G, se tiene que Pg(gX) = gPp(X).

Se deduce de aqui que el conjunto C'g es estable por traslacion sobre la izquierda.
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Demostracion. Se debe probar que
Pp(9X) =G\ (G\ (¢X)B)B™' = g(G\ (G\ XB)B™") = gPp(X).

Por la asociatividad en G, para todo X C Gy todo g € G, se tiene que (¢9X)B = g(XB).
Ademds, G\ gX = g(G \ X), en efecto, sea z € g(G \ X), entonces existe y € G\ X
tal que z = gy, luego y # = para todo x € X, se sigue que z = gy # gz, es decir,
z € G\ gX. En caso contrario, si z = gy = gx, entonces x = y, lo cual contradice que

y # x. Por otro lado, sea z € G\ g X, entonces z € G y z # gz para todo = € X, luego

g1z # x, se sigue que g~z € G\ X, entonces g(g7'2) = (997')z = 2 € g(G \ X). Por

lo tanto,

Pp(gX) =G\ (G\ (¢X)B)B!
— G\ g(G\ XB)B™!
=g9(G\(G\XB)B™)
= gPp(X). 0O

Proposicion 2.3. La aplicacion Py es creciente, es decir, para todo par de subconjuntos
X yY de G, si X CY entonces Pg(X) C Pg(Y).

Demostracion. Sean X y Y dos subconjuntos de un grupo G tales que X C Y,

entonces

XBCYB
G\XBD>G\YB
(G\XB)B™'> (G\YB)B™'

G\ (G\XB)B'cG\(G\YB)B!
Pp(X) C P(Y).

Por lo tanto, la funcién Pg es creciente. O

Corolario 2.3. El conjunto Cg es cerrado por interseccion, es decir, si C7 y Cy son
elementos de Cpg, entonces C1 N Cy € Cp.

Demostracion. Dado que C,Cy € Cp entonces existen subconjuntos X7, Xy de G
tales que C7; = Pp(X1) y Cy = Pp(X3). Sea Z = C1NCy, luego Z C Cy y Z C Cs.
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Ahora, por la Proposicién Pg(Z) C Pg(Cy) y Pg(Z) C Pg(Cy), ademds, por el

Corolario [2.1] se tiene

Pp(Cy) = Pp(Pp(X1)) = P3(X1) = P(Xy) = C,

Pp(Cy) = Pp(Pp(Xs)) = P5(X2) = Pp(Xa) = Cs,

entonces Pg(Z) C Cyy Pg(Z) C Oy, asi que Pg(Z) C C; N Cy = Z. Por Lema 2]
Z C Pp(Z), asi que Pp(Z) = Z = C; N Cs. Por lo tanto, C; N Cy € Cp. O

2.2. Dualidad Aditiva Dg : X — G\ XB

La nocién de dualidad aditiva de acuerdo a Balandraud en [4] es que |Dp(X)| > 2.
Se puede notar asi que en el Teorema de Vosper aparece implicita la nociéon de dualidad
aditiva, ya que |A 4+ B| < p — 1 es equivalente a |Dg(X)| > 2, es por eso que en la
hipétesis del Teorema [L.0, |A| > 2y [Dp(X)| > 2.

Definicién 2.3. La funcién Dp
Sean G un grupo y B un subconjunto de G. Para cualquier subconjunto X en G, se

define la aplicacién Dp de la siguiente manera:

Dp : P(G) — P(G)
X — Dp(X) =G\ XB.

Observe que para todo subconjunto X de G, se satisface la ecuacion,
Pp(X) = Dp-10Dp(X).
En efecto,

Dy 0 Dp(X) = Dyt (Dp(X))
= Dp-1(G'\ XB)
=G\ (G\XB)B™
= Py(X).

Por lo tanto, Pg(X) = Dg-1 0 Dp(X).
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Lema 2.3. Si X C G entonces se tiene que Dp(X) = Dp(Pgp(X)).

Demostracion. Naturalmente, utilizando la Proposicién 2.1l para todo X C G, se

tiene

Dp(X) =G\ XB
=G\ P3(X)B
— Dp(Ps(X)). O

Proposicién 2.4. La imagen de la funcion Dg es Cg-1.

Demostracion. El Lema [2.3] permite observar que para un subconjunto X de G, se

tiene que Dp(X) € Cp-1, en efecto,

Pp-1(Dp(X)) =G\ [G\ Ds(X)B~'|B
G\ Dp(X)B™")

[
= Dp(|G\ (G\ XB)B™'))

G

= Dyl
Dl
D

Proposicion 2.5. Para todo subconjunto X de G y todo g € G se cumple que
Dp(gX) =gDp(X). (2.2.1)

Demostracion. La prueba de la Proposicién es consecuencia de la Proposicion

2.2 O

Proposicion 2.6. La funcion Dg es decreciente, es decir, para todo par de subconjuntos
X yY de G, si X CY entonces Dp(Y) C Dp(X).
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Demostracion. En efecto, sean X y Y dos subconjuntos de G tales que X C Y,

entonces
XBCYB
(G\XB)D> (G\YB)
(G\YB)C (G\XB)
Dgp(Y) C Dp(X).
Se puede deducir entonces que la funcién Dy es decreciente. O

Proposicién 2.7. 5i X y Y son dos subconjuntos de G entonces

Pg(XUY) = Dp1(Dp(X)NDp(Y)). (2.2.2)
Demostracion. Inicialmente se probara la igualdad
(G\XB)N(G\YB)B'=[G\(XUY)B]B™".
Note que para todo par de subconjuntos X y Y de G, se satisface la expresién
(XUY)B=XBUYB.

En efecto, sea z € (X UY)B, luego existen w € (X UY) y b € B tal que z = wb,
entonces z € (XB UY B). De manera similar sea z € (XB UY B), entonces z € XB
0z €YD, luego existen x € X y b € B tal que 2 = 2b o existen y € Y y ¥’ € B tal
que z = yb', esto es, existen x,y € X UY y b,V € B tal que z = xb o z = yb/, es decir,
z € (X UY)B. Por lo tanto,

(XUY)B=XBUYB.

Luego se tiene,

Dp(X) N Dy(Y) = (G\ XB)N (G\ YB)
= (XB)N((YB)°
= (XBUYB)*°
=G\ (XBUYDB)
=G\ (XUY)B
=Dp(XUY).
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Multiplicando los dos términos de la ecuacién anterior por B~! se tiene,

(G\XB)N(G\YB)|B' =[G\ (XUY)B]B™. (%)
Finalmente, aplicando complemento a los dos términos de () se tiene que,
G\[G\(XUY)BIB'=G\[(G\XB)Nn(G\YB)B™".

Por lo tanto,
Pg(XUY) = Dp1(Dp(X)N Dp(Y)). O

Proposicion 2.8. 5i G es un grupo abeliano, para todo subconjunto X de G se cumple
Dp(X7") = (Dp-1(X))~".

Demostracién. En efecto, para cualquier subconjunto X de G, X 'B~! = (XB)™},

luego

p(X7h. O

Hasta el momento, ningiin supuesto se ha hecho sobre las condiciones que debe
cumplir el conjunto B. Si algunas suposiciones se hacen sobre B, se pueden deducir

algunas propiedades adicionales interesantes.

Lema 2.4. Si B es un subconjunto finito y no vacio de G, entonces la imagen de todo

subconjunto finito X de G bajo Pg, es finita.

Demostracion. Si G es finito no hay nada que probar. Supéngase ahora que G es
infinito, entonces para un subconjunto finito X de G, el conjunto X B también es finito,
luego por la Proposiciéon 21l X B = Pg(X)B, de aqui que Pg(X)B es finito y por lo

tanto la imagen Pg(X) también lo es. O
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Proposicion 2.9. Sean G un grupo y B un subconjunto no vacio y finito de G. Entonces
Dpg es una biyeccion del subconjunto de celdas finitas de C'g sobre el conjunto de celdas

de complemento finito de Cg-1.

Demostracion. La Proposicion 2.4] afirma que Dp es imagen de Cg-1. Si C' es una
celda finita para B, entonces C'B también es finito y por lo tanto Dg(C') = G\CB es de
complemento finito. Ademés, si Dg(C') es una celda de complemento finito para B~ |
entonces Dp(C)B~! también es de complemento finito y C' = Pp(C) = G\ Dg(C)B™!
es finito. O

Lema 2.5. Si B un subconjunto de G tal que 1 € B. Entonces para todo subconjunto X
de G, los tres conjuntos, X, (XB\ X) y Dg(X) forman una particion de G. Ademds,
para toda celda C' de B se cumple que

(CB)\ C = (Ds(C)B™")\ Ds(C). (2.2.3)

Demostracion. Se debe probar que los conjuntos X, (X B\ X) y Dp(X) son disjuntos
dos a dos. Dado que 1 € B se tiene X C X B, luego XN(XB\X) =0y XNDp(X) =0,
ademds como X B es el complemento de Dg(X), entonces Dg(X) N (XB) = 0. Por lo
tanto, los conjuntos X, (XB \ X )y Dp(X) forman una particién para el grupo G.

Se probard ahora la equivalencia de la ecuacién (2Z2.3)).

Sea z € Dp(C)B™'\ Dp(C), entonces z € Dg(C)B~'y z ¢ Dp(C), luego existen
y € D(C) yb e Btal que 2 = yb™!, asi quey = 2b € G\CB, y = 2zb € G y
y = zb ¢ CB, de aqui que z ¢ C. Pero z ¢ Dg(C), entonces z € (G \ CB), luego

2€CByz¢C,estoes, z€ OB\ C. Por consiguiente se satisface la contenencia,
[Dp(C)B™'\ Dp(C)] C (CB\ C).

Por otro lado, sea 2 € (CB\ C) \ [Dp(C)B~! \ Dg(C)], entonces z € CB\ C' y
z ¢ Dp(C)B™1\ Dg(C), es decir, z € CBy z € (Dp(C)B~!\ Dp(C))¢, luego z € CB
y z € Dp(C), estoes, z € CBy z ¢ CB, lo cual es una contradiccién, entonces se debe

tener
CB\C C [Ds(C)B™'\ Dp(C)).

Por lo tanto, se satisface la ecuacién (2.2.3)) O
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2.3. ldeas Isoperimétricas

En ésta seccion se considera un grupo G y un subconjunto finito B de G tal que
leB.

Definicién 2.4. Niimero isoperimétrico
Sean GG un grupo y B un subconjunto de G tal que 1 € B. Para todo subconjunto finito

X de G, se define el nimero isoperimétrico mediante la funcion ®p dada por

(I)B Pf(G) — N

(2.3.1)
X — @p(X) = [XB| - |X],

donde P;(G) denota los subconjuntos finitos X de G.

Lema 2.6. Sean G un grupo y B un subconjunto no vacio y finito de G. Para todo
g € G se tiene que
(I)B - (I)Bg-

Demostracion. En efecto, sean g € G y X un subconjunto finito de G. Definase la

aplicacion ¢ como sigue

¢ : XB — X(Byg)
z — p(z) = z(bg).

Por la asociatividad en G, | X (Bg)| = [(X B)g|, luego ala luz Lemal[l Tl | X B| = |(X B)g|.
Por lo tanto,
p(X) = |XB| - [X] = [(XB)g| = [X] = ®py(X). O

Observacién 2.1. Observe que si g = b~!, con b € B, se puede considerar que 1 € B sin
perdida de generalidad. De aqui que para todo subconjunto X de G, se tiene X C X B.
Se concluye asi que ®p(X) = |XB\ X|.

En efecto, sea x € X, luego x = x -1 € X B. Por lo tanto X C X B y se satisface la

ecuacion

p(X) = |XB| - |X| = |XB\ X]|
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Lema 2.7. Sean G un grupo y B un subconjunto no vacio y finito de G. Para todo

g € G y todo subconjunto finito X C G se cumple que
Pp(X) = Pp(Xg).
Demostracion. Por Lema 2.8 se tiene que |gX| = |X| v |(¢X)B| = |¢(XB)| = | X B|.
Entonces,
Pp(gX) = [(9X)B| — [¢X]
= |9(XB)| - |¢9X]|
— IXB| - |X]
= dp(X). O
Proposicion 2.10. Sean G un grupo y B un subconjunto no vacio y finito de G. Para

todo subconjunto finito X de G se tiene

p(Pp(X)) < Pp(X).
Ademas, si Pp(Pp(X)) = ®p(X) implica que Pg(X) = X, es decir, X € Cg.
Demostracion. En efecto, por Lema 2.1l y Proposicion 2.1] se tiene

®p(Pp(X)) = |(Ps(X)B)| — | Ps(X)]

= |XB| - |Pp(X)|
<|XB|-|X]
= Op(X).

Para el caso ®(Pp(X)) = ®(X), naturalmente se obtiene |Pg(X)| = | X|, por Lema 2]
X C P(X) y como Pg(X) es finito, entonces Pg(X) = X, es decir X € Cp. O

Proposicion 2.11. Sean G un grupo y B un subconjunto finito de G tal que 1 € B.

Para toda celda C' de B que es finita o tiene complemento finito se cumple que
Pp(C) = @p-1(D5(C)). (2.3.2)
Demostracion. Utilizando la ecuacién (2.2.3) del Lema se tiene
®p(C) = [CB\ ]
= [(G\CB)B™"\ (G\ CB)|
= ®5-1(Dp(C)). O
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Estas propiedades permitiran limitar el estudio de los conjuntos suma pequenos a
las celdas de B.

Teniendo en cuenta los trabajos [4, [5] de Balandraud, la funcion ®p puede ser
extendida a todo subconjunto X de G. Por lo tanto, para B subconjunto finito de G

tal que 1 € B, se considera la funcion &5 como sigue:

Op :P(G) — NU {oc}
X — |XB\ X|.

Se presentan ahora algunos conceptos relacionados con k-celdas y k-ntcleos de

acuerdo a los trabajos desarrollados por Balandraud en [4] [5].

Se denota con C% = {0, G}. Por lo estudiado en las Secciones 2] y se tiene
que C% C Cp. También se denota A\g(B) = 0 = ®p(0) = P5(G). Ademds, cualquier
elemento de C'% se denomina una 0-celda. Se introduce ahora la definicién de secuencia
isoperimétrica, la cual utiliza las celdas que son finitas o tienen complemento finito, es
decir, aquellas celdas C' que satisfacen la condicién que C' sea finita o G\ C' = C° sea

finita. Se simboliza a esta clase especifica de celdas con Cp y.

Definicién 2.5. Secuencia isoperimétrica
Se llama secuencia de nimeros isoperimétricos, a la secuencia creciente (posiblemente
finita) de valores tomados por la funcién ®p sobre el conjunto de celdas de Cp ; \ C%,

que son finitas o tienen complemento finito. Se denota esta secuencia con
C(Cps\Cp) ={0 < M(B) < Ao(B) < -+ }.
Observe que el primer valor de esta secuencia de valores puede ser expresado con

M(B) =min{®p(X) = |XB\ X| : X € Cp;\C%}.

Definicién 2.6. k-Celda
Sea k un entero positivo y sea C una celda en C'z ;\C%, que es finita o tiene complemento
finito. Se dice que C' es una k-celda si ®5(C) = \g(B). El conjunto de las k-celdas se

denota con C%, es decir,

CF ={X € Cp s\ C% : dp(X) = M\(B)}.
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Por ejemplo, si \{(B) = 0, se tiene que
Cp = (Cps \ Cp) N @5 (M(B)).
Para todo entero k > 1 si A\{(B) # 0, se cumple que
O% = Cp s NOZ (Me(B)), donde @5 (M\(B)) = {X € Ps(G) : ®5(X) = \(B)}.

Si existen k-celdas finitas, las k-celdas de menor cardinal desarrollan un papel

importante en este trabajo. Se presenta la Definicién 2.7 para distinguirlas.

Definicién 2.7. k-Nucleo
Sea k un entero positivo para el cual existe una k-celda finita. Se llama k-ntcleo a toda

k-celda de cardinal minimo y se denota este cardinal con Sy (B).

Observaciéon 2.2. Sea k un entero positivo. Si existen k-celdas, por lo menos uno de
los nimeros enteros Bx(B) v Bp(B™!) existe. En efecto, si Sx(B) no existe, todas las
k-celdas C' para B son infinitas, luego por la Definicién 2.6] el conjunto G \ C' = C° es
finito. Ahora, puesto que C' C CB, entonces (G \ CB) C (G \ C), es decir el conjunto
Dpg(C) es finito. Pero Dp(C) es una k-celda para B!, por lo tanto 8x(B™!) existe (es
decir, Bi(B™!) esta bien definido).

Lema 2.8. Para todo entero positivo k tal que By(B) y Bx(B™1) existen se tiene que
Br(B) + Au(B) + Br(B™) < |G

Demostracion. Si G es infinito, todos los términos del lado izquierdo son finitos, y
asi la desigualdad se cumple. Supongase que G es finito, sea N, un k-nicleo para B.
Por la Proposicién 211 el conjunto Dp(Ny) es una k-celda para B~! y como Bx(B™1)
es una k-celda de cardinalidad minima se satisface la desigualdad |Dg(N)| > Br(B™1).
Ahora, por Lema 21 los conjuntos Ny, (NyB \ Ni) y Dp(Ny) forman una particién

para el grupo G, entonces se tiene,

G = Ny U (NgB\ Ni) U Dp(Ng)
|G| = |Nk, U (NgB\ Ni) U Dpg(Ny)]
|G| = [Ni| + |Nk.B\ Nig| + |[Dp(N)|
|G| = Br(B) + M\(B) + [Dp(Ny)|
|G| > Br(B) + \e(B) + Br(B™). O
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Finaliza este Capitulo presentando tres desigualdades fundamentales que seran de

gran uso en lo que sigue.

Proposicion 2.12. Sean G un grupo y B un subconjunto finito de G tal que 1 € B.
Para todo par de subconjuntos X yY de G que son finitos o tienen complemento finito
se cumple que

Op(XNY)+Pp(XUY) <Pp(X)+ Pp((Y).

Demostracion. Considérese el siguiente arreglo

N Y |YB\Y|G\YB

X R Rys Ry
XB\X |Ru| Rm | Ru
G\XB | Ry1| Rs R

Por Lema los R;; por filas o columnas son disjuntos (i,j = 1,2, 3). Luego por la

propiedad distributiva de operaciones de conjuntos se tiene que,

RisURpURsp = [XN(YB\Y)U[XB\X)N(YB\Y)U[G\XB)N(YB\Y)]
(YB\Y)N (X U(XB\X)JU[(G\XB)N(YB\Y)
(YB\Y)N(XB)U[(G\XB)N(YB\Y)

= (YB\Y)N(XBU(G\ XB))

= (YB\Y)NG

—YB\Y,

procediendo de manera similar (es suficiente con intercambiar los papeles del conjunto

X por el conjunto Y') se obtiene

Ro1 U Rop U Roy = [(XB\ X)NYJU[(XB\ X)N(YB\Y)U[(XB\X)N(G\YB)]
=XB\ X.

Se probara ahora la siguiente igualdad:
R32 U R22 UR23 = (X U Y)B \ (X UY)

Supdngase que z € Rzs U Roy U Rag, luego z esta en por lo menos uno de estos
conjuntos. Si z € Ry3 entonces, z € (G \YB)N (XB\ X). Luego
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(G\YB)N (XB\X) =[G (YB)]N[(XB)N X

=[GNXBIN[X°N((YB)

= (XB)N[X°N(YB)]

Cl(XUY)BIN[X°N(YB)9, dado que XB C (X UY)B
Cl(XUY)BN[X°NY¥, dado que XN (YB)*C X°NY*
=(XUY)BNn(XUY)°

=(XUY)B\ (XUY).
De manera similar se demuestra para los otros casos. Por lo tanto se tiene la

contenencia Ris U Ry U R3s C (X UY)B\ (X UY).
Por otro lado, sea z € (X UY)B \ (X UY'), entonces

z€(XUY)Byz¢ (XUY)=2€ XBUYByz¢ (XUY).
Ahora, se pueden presentar los siguientes casos:
l. 26 XByz2¢YDB 2. 2¢ XByz€YB 3.2 XByz€YB
= El primer caso implica que z € Ro3 C R3o U Rog U Ros.
= El segundo caso implica que z € R3y C R3y U Rgo U Ro3.
= El tercer caso implica que z € Roy C R3o U Rgo U Ro3.
Luego, (X UY)B\ (X UY) C Ry U Rys U Ry3. Por lo tanto se cumple la ecuacion
(XUY)B\ (XUY) = R3 U Rgs U Ry3.
Por 1ltimo se probara la contenencia
(XNY)B\ (X NY) C RiaU Ry U Ryy. (2.3.3)

Sea w € ZB\ Z tales que Z = XNY. Luegow € ZBy w ¢ Z. Ahora, Z C X y
Z C Y, por Proposicién 21l ZB C XBy ZB C YB, asi que ZB C (XBNYB), esto
es, w & XBNYB. Por tanto w € (XBQYB) \ (X QY) = Ry C Ri5 U Ros U Ro;.

Ahora, sea w € (X NY)B\ (X NY), luegow € (XNY)Byw ¢ (XNY), entonces

existen a € X NY y b € B tales que w = ab, de aqui se tienen los siguientes casos:
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lL.weXywg¢yY 2 wg XyweY B wgXywegY
= Primer caso: Dadoque a € X, a €Y y 1€ B, entonces w=a=a-1€YBy
weX,anqueZUEXﬂ(YB\Y):ngCR12UR22UR21.

= Segundo caso: Como a € X ya € Y, entonces w =ab € XBy w €Y, asi que
w € (XB\X)QY:RH C Ri2 U Ryy U Ry;.

= Tercer caso: Puesto quea € X NY,1€ By w¢ (X NY), entonces se tiene que
w e (XB\X)H(YB\Y) = Rys C Ri2 U Ry U Roy.
Por lo tanto, la contenencia (2.3.3]) se satisface.

Ahora, dado que B es finito y X, Y son finitos o tienen complemento finito, los
conjuntos Ris, Ra1, Ros, Roz v R3s de cada particion son finitos. Entonces se tiene lo

siguiente:

Pp(X) = |Ro1| + |Roz| + | Rasl,

Pp(Y) = [Ria| + |Roa| + | Raal,

(XUY) ‘R32‘—|—‘R22|+|R23|
)

(X NnY) < |R12| + |R22| + |R21|
sumando las dos primeras filas y luego las dos siguientes se tiene

Op(X)+ Pp(Y) = |Ra1| + 2| Raa| + |Raz| + |Ria| + | Rszl,
@B(X UY) + @B(X ﬂY) S |R32| + 2|R22| ‘l’ |R23| + |R12| + |R21|.

De aqui se concluye que

Pp(XNY)+Pp(XUY) <Dp(X)+ Pp(Y). 0O
Se deduce de esta desigualdad el siguiente resultado.

Corolario 2.4. Sean C; una i-celda para B y C; una j-celda para B, k y | enteros
positivos tal que C; N C; y Pg(C; U C;) son una k-celda y una l-celda para B

respectivamente. Entonces se tiene que
Ae(B) + N(B) < Ai(B) + Aj(B).
Ademds, si \i,(B) + Ni(B) = X\i(B) + \j(B), entonces Pg(C; UC;) = C; UC;.
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Demostracion. En efecto, utilizando la Proposicién 212 con X = C; y Y = Cj se

obtiene

luego,
)\k(B) —+ (I)B(CZ U C]) < (I)B(CZ) + (I)B(Cj)

Ahora, por la Proposicién se tiene \(B) = @p(P(C; U Cy)) < ©5(C; U C)),
entonces
Me(B) + Ni(B) < Ni(B) + M\(B).

Ademas, si Pg(C; U C;) = C; U}, entonces existe X;; € G tal que Pp(X;;) = C; UC;.
Por el Corolario 2.1]

Pé(Xij) = PB(PB(Xij)) = PB(XZ‘]') =C; U Cj,

pero Pp(Pg(X;;)) = Pp(C; U (), lo que implica que Pg(C; U C;) = C; U C;. Luego la

desigualdad en este caso particular se convierte en una igualdad. O

Lema 2.9. Sean C; una i-celda finita para B y C; una j-celda para B, k un entero

positivo tal que C; N Cj es una k-celda para B. Si k > j, entonces
Ai(B) + |Dp(Cy) \ Dp(Ci)| < Mi(B) +1C; \ Gy

Demostracion. La prueba se basa en las particiones consideradas en la Proposicion

212l Supdngase que se tiene el siguiente arreglo:

N c; [¢;B\C,[G\C,B

Ci Rll R12 R13
CzB \ Cz R21 R22 R23
G\ CiB | Ry Ry Rs3

Por el Lema 25, los R;; son disjuntos dos a dos (i,j = 1,2,3). Se probara ahora las
siguientes expresiones:

R21 U R22 U R23 = CZB \ CZ', (234)

(CZ N C])B \ (CZ N C]) C Ry1 U Ryg U Rys. (235)

Para la igualdad (23.4]), suponga que existe z € (R U R U Ra3) \ (C; B\ C;), luego
2 € RyyURyp URy3 vy 2 ¢ C;B\ C;. Ahora, si z € Ry U Ras U Rag entonces z esta por lo
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menos en alguno de estos conjuntos. Suponiendo que z € Ry = (C; B\ C;) NC; se tiene
que z € (C;B\ (), pero esto contradice el hecho de que z ¢ C; B\ C;, luego se cumple
la contenencia Ry; C Rop U Roy U Reg C C;B \ C;. Procediendo de manera similar se

prueba para los otros casos. Por lo tanto,
Ro1 U Roy U R23 C CZB \ CZ

Por otro lado, sea z € (C;B\ ;) \ (Rao1 U Roy U Ra3), entonces z ¢ Ry U Ry U Ros,
lo que significa que z no esta en ninguno de estos conjuntos, en particular z ¢ Roy, es
decir, z ¢ (C;B\ C;) NC}, esta tltima expresion contradice lo que inicialmente se habia
supuesto, dado que la opcién z € C;B \ C; y z ¢ C; no se puede presentar porque por
hipétesis C; N C; # 0. De forma andloga se puede probar si z ¢ Rey 0 2 ¢ Ras. Por lo
tanto,

C;B\ C; C Ry U Ryy U Ras.

Por la veracidad de las dos contenencias anteriores se tiene que
R21 U R22 U R23 = CZB \ Cz

Para probar que (2.3.5) se cumple, se procede de manera similar a la prueba de la
contenencia de la Proposicién Ahora, dado que la celda C; es finita entonces
el conjunto C;B es finito, se deduce asi que Ry, Ri2, Ri3, Ro1, Roo v Ro3 también son
finitos. Ademads, como C; es una j-celda, entonces C; B \ C} es finito, luego el conjunto
R35 también lo es. Se concluye que los dos unicos elementos de esta particién que,
posiblemente pueden ser infinitos son R3; y Rs3. Como C; N C; es una k-celda y C; es
una i-celda entonces por (2.3.4) y (2.3.5]) se tiene la siguiente igualdad y desigualdad

respectivamente:
Ai(B) = |Ra1 U Raa U Ros| = |Ra1| + | Raa| + | Rasl,

Mi(B) < |Ra1 U Rog U Ry = |Ro1| + |Raz| + | Rzl

Por otro parte, observe que por propiedades basicas de teoria de conjuntos, si A, B, ('
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son conjuntos entonces AN (BUC) = (ANB)U(ANC). Se deduce asi que

Ri3U Roz = (C; N Dp(Cy)) U ((C;B\ Cy) N Dp(Cy))
= Dp(C;) N (C; U (C:B\ Cy))

= Dp(C;) N (C;B)
= Dp(Cy) N (G \ C;B)*
= Dg(C;) \ Dp(Ci).

De forma similar,

Ry U Rz = (C; N (C;B\ Cj)) U (C;n Dp(C)))
(C;B\ Cj) U Dp(Cy))

(
(G\C))

Luego se tienen las siguientes expresiones:
|Dp(C)) \ Dp(C;)| = [Ri3 U Ras| = [Ris| + [Ras),
|Ci \ Cj| = |Ri2 U Riz| = |Ria| + [Rusl.
Asi se obtiene que

Me(B) + [Dp(C)) \ Dp(Ci)| < (JRa1| + |Roa| + |Ri2|) + |Rus| + [ Ras|
(| Ror| + [Raa| + [Ras|) + (| Ria| + [Ris))
)\( )+|C¢\Cj|.

Finalmente, la desigualdad k& > j implica que Ax(B) > A;(B). En conclusién se tiene,

Ai(B) + [Dp(C)) \ Dp(Ci)| < Ai(B) +Ci \ G O



Capitulo 3

El Método Isoperimétrico y su

Aplicacion a la Funcion g

En la primera seccion de este capitulo se expone la estructura de las 1-celdas C; y los
1-ntcleos Ny, para ello se estudian el Lema [3.1] la Proposicién B.1] y el Teorema [B.1],
que permiten identificar la teoria del nuevo enfoque isoperimétrico desarrollado por
Balandraud en [4], [5]. Posteriormente se da a conocer la estructura de las j-celdas C;
y las as-celdas C,, con 1 < j < as. Finalmente se presenta una aplicacion del método
isoperimétrico al problema de los conjuntos suma pequenos, mas especificamente se da
a conocer de acuerdo a los trabajos desarrollados por Balandraud en [5], que la ecuacién
pa(r,s) = ka(r, s) no se satisface en general para algunos valores de r y s en grupos
finitos no abelianos de la forma G = Z, % Z,, donde p y ¢ son primos impares tales
que ¢ = 1 (méd p). Esta aplicacién permite contestar negativamente la pregunta [3.1]
formulada por Eliahou, Kervaire y Plagne en [7] sobre la funcién ug(r, s).

En el presente Capitulo se asumira que para un subconjunto B de un grupo G, la

identidad del grupo G siempre esta en B.

3.1. Estructura de 1-Celdas y 1-Nucleos

Se comienza dando a conocer la existencia de las 1-celdas. Sean G un grupo y B un
subconjunto finito de G. Si B = @, entonces para todo subconjunto no vacio X de G,

se tiene X B = (. Por lo tanto, de acuerdo a la Definicién 2.6, () y G' no corresponde a

35
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1-celdas. Se garantiza la existencia de las 1-celdas como sigue:
Sean G un grupo y B un subconjunto finito de G tal que 1 € B. Para todo

subconjunto X que esta en Cp s\ C% se tiene que ®5(X) € N, esto es, existe
M(B) = min{®p(X) : X € Cp;\ CY},
luego C} # 0, lo que es lo mismo, la 1-celda X para B existe.

Definicién 3.1. Sea G un grupo tal que f;(B) existe. Se llamard condicién E;(B) para

una celda C' de B, la expresién
|G\ C| > M(B) + Bi(B).

El ntmero A\ (B)+ 51 (B) es siempre finito. Por lo tanto, si G es infinito esta condicién

se cumple para cualquier celda finita C.

Lema 3.1. Si existen B,(B) y f1(B™1) y ademds 51(B) < Bi(B™') entonces toda
1-celda para B satisface la condicion E1(B).

Demostracion. Sea C; una l-celda para B, por Proposicion 2I1] Dg(C}) es una

1-celda para B!, asf que se cumple |Dg(C1)| > B81(B™1). Luego se tiene,

|G\C1| - )\1(3) = |G\Cl| - ‘CIB\CI‘
= |G| = |C1] = |C1B| + |4
= |G| = |C1B| = |Dp(C1)|.

Pero |Dp(Ch)| > B1(B™') > B1(B), luego se concluye que
|G\ C1| — M(B) > Bu(B™) > Bi(B),

es decir,

|G\ C1| = M\i(B) + B1(B),

y C} satisface la condicién E;(B). O

Se muestra ahora la importancia que tienen las 1-celdas que cumplen la condicién
Ey(B).
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Proposicion 3.1. Sean G un grupo, B un subconjunto finito de G que contiene 1y tal
que [1(B) eziste. Sean Ny un 1-nicleo y Cy una 1-celda para B tal que Cy satisface la
condicion E1(B). Si Ny NCy # 0 entonces Ny C C.

Demostracion. Por definicion el 1-nticleo Ny es finito, de cardinalidad $;(B). Ahora,
como C7 y Nj son 1-celdas entonces C; N Ny es una k-celda finita para algiun k > 1.
Considérese ahora la unién C7 U N; y sea [ el nimero entero tal que Pg(C; UN7) es una
[-celda. Se probara que [ > 1 (lo que es lo mismo, que Pg(C7 U N7) no es una 0-celda).
Por Lema [2.9 se tiene que

M(B)+[Dp(Ci)\Dp(N1)| < M(B)+|N:1\C1|, es decir, [Dp(C1)\Dp(N1)| < [N\ Cil.
Ademas, puesto que C satisface la condicién E;(B), entonces

|Dp(Ch)| = Bi(B) = |Ni.
Asi, se puede mostrar que Dg(C1) N Dp(Ny) # 0. Observe la siguiente igualdad:

Dp(Ch) \ [Dg(C1) \ Dp(N1)] = Dp(Ch

Luego,

|Dp(Ch) N Dp(N1)| = [Dp(Ch)| — [Dp(Ch) \ Dp(N1)|
> |Dp(Ch)| — [N1\ (]
> [N =[N\ G
=[N NCy > 0.

Por la ecuacién ([2.2.2)) de la Proposicién 27 Dp(Cy U Ny) = Dg(Cy) N Dp(Ny) y como
se probd que este conjunto es no vacio, entonces Pg(C7 U N;) es una l-celda para B,
conl>1.
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Entonces el Corolario 2.4 muestra que
Me(B) + N(B) < |NiB\ Nyi| + |C1 B\ C1] = M (B) + M (B).

Esta desigualdad se cumple cuando £ > 1 y [ > 1. Dado que la secuencia de valores
Xi(B), con i > 1 es estrictamente creciente, se debe tener necesariamente k = = 1. La

ecuacion k = 1 implica que C; N Ny es una 1-celda, pero C; N N7 C Ny, entonces
|Cy N Ny < |V (3.1.1)
Ademas, N7 es un 1-ntucleo, entonces
|N{| < |Cy N N (3.1.2)

De la ecuacion B.I11) y (B.I.2) se tiene que |N;| = |C; N Ny|, ademds C; NNy C Ny y
Ny es finito, luego N; = C1 N Ny, lo que implica que N; C C. O

Con base en la Proposicion B se presenta un enunciado estructural para los

I-nticleos de B, y para todas las 1-celdas que cumplen la condicién E;(B).

Teorema 3.1. Sean G un grupo y B un subconjunto finito de G tal que 1 € B. St existen
Bi(B) y una I-celda Cy para B que satisface la condicion E1(B), entonces existe un
subgrupo finito Ny de G que es un I-nicleo para B o para B~ tal que para cualquier
1-celda C, se tiene que Cy o C1B es periddico por la derecha mddulo Ny, es decir,
C1N, =C1 o (C1B)N, = C1B.

Demostracion. Para el caso \{(B) = |N1B| — |N1| = |B| — 1, el subgrupo N; = {1}
cumple la condicién. Considérese que se tiene A\;(B) = |N1B| —|Ny| < |B|—1, entonces
cualquier 1-nicleo N para B satisface la condicién E;(B) dado que |G\ N| > |G\ C4].
Suponga que existen dos 1-nucleos N y N; para B tales que N N N; # (). Por la
Proposiciéon BI N C Ny y N; C N, esto es, N = N;j. Por lo tanto dos 1-nicleos o son
iguales o son disjuntos. Por otro lado, sin perdida de generalidad se puede suponer que

si N7 es un 1-nucleo para B entonces 1 € N;. En efecto, sea x € Ny con x # 1, entonces
(27N B\ (7' Ny)| = [(a7' Ny ) B| — |27 N]
= [T (N B)| — [N



3. El Método Isoperimétrico y su Aplicacion a la Funcién g 39

Lo que significa que 27!N; es un l-niicleo para B y ademds 1 € z7'N;. Para todo
x € Nj se tiene que 1 € Ny Na~ 1Ny, esto es, Ny Nz~ 1Ny # (0, por lo tanto como dos
1-ntcleos o son iguales o son disjuntos entonces N; = 27! N;. Sean z,y € N;, entonces
r Lyt e Nyy (z7!)7IN, = Ny, luego N; = N;. Ahora, como Ny = z7 !Ny, existe
z € Nj tal que y = 27!z, luego z = xy € Ni. Por lo tanto N; es un subgrupo finito
de G. Por traslacion todas las clases laterales izquierdas moédulo N7 son 1-ntcleos, ya
que para cualquier a € G, se tiene que |(aN1)B| — |aN;| = |N1B| — |[N1| = M (B), v
como todas las clases laterales izquierdas de N; forman una particiéon de G, entonces
son todos los 1-nicleos posibles.

Ahora, sea C una 1-celda para B que satisface la condicién E;(B), la Proposicién B.1]
afirma que ésta contiene todos los 1-ntucleos que intersectan a C4, lo que implica que

C1 N Ny # 0. Ast que O es una unién de clases laterales izquierdas de Ny, es decir,

U cN; = C y por lo tanto C1 Ny = (Y.

ceCq

Si 81(B) < p1(B™1), por Lema 31 toda 1-celda para B satisface la condicién Ey(B) y
por tanto cumple todas las condiciones anteriores, asi el teorema queda demostrado.

Intercambiando los papeles, si 3;(B) > (1(B™!), existe un subgrupo finito Ny que
es un l-ntcleo para B~! y toda 1-celda C para B~! satisface la condicién E;(B™!),
luego C' es periddica por la derecha moédulo N;. Si C; es una celda para B, entonces
Dp(C}) es una l-celda para B~! y cumple que Dg(Cy)N; = Dg(C}). Ahora, observe
que el complemento de Dg(C7) = G\ C1 B equivalente a C; B también es peridédico por
la derecha médulo Ny, es decir, (C1B)N; = C1B.

En efecto, dado que 1 € Ny se tiene que C1B C (CyB)N;. Por otro lado, supéngase
por contradiccién que existe z € (C1B)N; \ C1B, entonces z € (C1B)N; y z ¢ C1B,
luego 2z = yx para algiin y € C1B y x € N;. De aqui se sigue que zz7! = y € C,B.
Pero z € (C1B)° y 7! € Ny, luego zz~! = y € (C1B)°N; = (C1B)°. Por consiguiente,
y € C1By y € (C1B)¢, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto (C;B)N; € CB.

Finalmente, de las dos contenencias probadas se tiene que (C1B)N; = C1B. O

Corolario 3.1. Sea G un grupo y B un subconjunto finito de G tal que 1 € B. Entonces
existe un subgrupo finito Ny de G tal que \{(B) = qﬂ-‘ — 1) |N1|. Ademds, para toda

[N
1-celda finita Cy, |Cy| y |C1B| son maltiplos de | Ny|.
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Demostracion. Segtn el Teorema B.I] si 31(B) < B1(B™1), entonces un 1-nicleo Ny

para B tal que 1 € B, es un subgrupo finito de GG y se tiene
M (B) =|NiB| — |N;| < |B] — 1< |N;B|. (3.1.3)

Luego, como N; B es la union de clases laterales derechas médulo Ny, entonces se puede

escribir N1B = |J N1b, equivalentemente N1 B = Nyjby U Niby U -+ - Ny U b,.. Se sigue
beB
de esta udltima ecuacién que | Ny B| = r|N;|. Ahora, utilizando la expresiéon ([B.1.3) se

obtiene |[N1B| — |Ny| = (r — 1)| V| < |B| < r|NVy|. Dividiendo el lado derecho de esta

ecuacién por |N;| se deduce lo siguiente:

r—1< ﬂ <.
| N1 |
La funcién techo del Capitulo [ permite establecer [%-‘ =ry [%-‘ —1=7r—1.De

la ecuacion ([BI3]) se observa que A\(B) es el mayor multiplo de f;(B) estrictamente

menor que |B|. Entonces se puede escribir

o (1] -

Por otra lado, para toda 1-celda C finita, C] es periddica por la derecha moédulo Ny,
es decir, ' = C7;N;. Se sigue que C es la union disjunta de clases laterales por la

izquierda médulo Ny, esto es,
Cl = ClNl U CgNl U---u Cle,

y como todas las clases laterales de NV; tienen la misma cantidad de elementos, y ademas
comparten el mismo cardinal de | N[, entonces |C| = s|Ny|, lo que significa que |C4| es
multiplo de |Ny|. Para el producto C1B se tiene |C1B| = |A\1(B)] + |C1]|, pero \i(B) y
|C4| son miltiplos de |Nq[, lo que implica que |C}B| también lo es.

Si B1(B) > B1(B™!), entonces un 1-nicleo Ny para B~! que contiene al 1 es un

subgrupo finito de G. Por tanto, como |B| = |B~!|, entonces para B~! se tiene que

= (5] ([ 2] )i -

Ademds, para cualquier 1-celda finita C; para B, su dualidad Dg(C}) es periédico

por la derecha médulo N;, por Teorema [B.1] su complemento C;B también cumple
esta propiedad. Por lo tanto, |C;B| es multiplo de |N;|. Para terminar, puesto que
|C1| = |C1B| — A\1(B), se sigue que |C1| es multiplo de | Ny|. O
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Proposicién 3.2. Sean G un grupo y B un subconjunto finito de G, si 31(B) y $1(B™1)
ezisten y son tales que By(B) < B1(B™Y), entonces 81(B) divide 3,(B™1).

Demostracion. En efecto, considérese un 1-nucleo N; para B que contiene 1, por
Teorema [BI] N; es un subgrupo finito de G y se tiene A\{(B) = |N;B| — |N1|, donde
N1 B es la unién de clases laterales por la derecha moédulo N;. Ademaés, del Corolario
B.1] se sigue que 51(B) = | V1| es multiplo de A;(B), es decir, 51(B) divide a A\ (B).
En este orden de ideas, por Lema B] si N] es un l-nicleo para B~!, entonces
Dp-1(N7]) es una l-celda para (B7!)™' = B que satisface la condicién F;(B). Por
lo tanto, de acuerdo al Teorema Bl Dp-1(Nj) es una unién de clases laterales por
la izquierda médulo Ny, lo que es lo mismo, Dg-1(N])N; = Dp-1(N]). Ahora, dado
que |Dp-1(N7)| es multiplo de |Ny|, se sigue del Corolario Bl que su complemento
|G \ Dp-1(V])| también lo es. Por consiguiente, (;(B) divide |G \ Dp-1(N7)|. Para
concluir, puesto que la 1-celda Dp-1(N]) satisface la condicién E;(B), entonces del

Lema [3.T] se tiene que
|G\ Dg-1(N7)] = M (B) = Bi(B™Y).

Por lo tanto, 31(B) divide 3,(B™1). O

3.2. Estructura de las ay-Celdas

Al igual que en el Teorema [B.I, donde se estudié la estructura de las 1-celdas Cf,

en esta seccion se estudia la estructura de las as-celdas.

Definicién 3.2. Sean G un grupo, B un subconjunto de G'y $1(B) < p1(B™!). Se
denota con as el menor indice tal que existe una as-celda incluida propiamente en un

I-nticleo N7 o una ag-celda que no satisface la condicién Ey(B).

Se sigue del Lema By la Proposicion Bl que as > 1, es decir, Ay, (B) > A\ (B). En
efecto, si as = 1, puesto que |C,,| < |Ni|, se tiene que |Ny| > |Cy|, lo cual contradice
que N; es una l-celda de cardinalidad minima. De forma similar, si ay = 1 se estaria
contradiciendo el Lema 3], ya que ninguna 1-celda podréa satisfacer la condicién E;(B).

Por lo tanto, as > 1.
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Lema 3.2. Sean G un grupo y B un subconjunto finito de G tal que 1 € B y

Bi(B) < Bi(B™1). Cada j-celda que satisface la condicién Ei(B), es una unidn

disjunta de 1-nicleos y k-celdas, cada k-celda incluida en un 1-nicleo, con k < j.
Ademds, toda as-celda que satisface la condicion E1(B), es una union disjunta de

1-nicleos y a lo sumo una ay-celda incluida en un 1-nicleo.

Demostracion. A la luz del Lema Bl 5,(B) existe. Considérese a C; una j-celda
para B que satisface la condicién E;(B) y N; un 1-nicleo que intersecta a C;. Sea k
un entero positivo tal que N; N C; es una k-celda. Supéngase que k > j, por Lema

se tiene que
Ai(B) + |Dp(C5) \ Dp(N1)| < Ai(B) + [N\ Gy,

lo que equivale a la expresion
[Dp(C5) \ Dp(N1)| < M(B) = Aj(B) 4 [Ni\ Cj.
Ahora, puesto que C; satisface la condicién E;(B), entonces

|G\ Cj| > M(B) + 51(B), (3.2.1)

lo cual puede ser escrito en la forma

[D(C5)| = Bi(B) + Mi(B) = Ai(B). (3.2.2)

Por la Proposicién 3.1y las desigualdades (3.2.1) y (8:2.2) se tiene lo siguiente:

|Dp(C;) N Dp(N)| = [Dp(C))| = [Dp(C)) \ Dp(N1)|

|D5(C)] — M(B) + Aj(B) — [N\ G|

(B1(B) + M(B) = Aj(B)) — M(B) + Aj(B) — [N\ Gy
= [Ni| — [N1\ Gy

= |N1ﬁCj| > 0.

>
>

La tltima afirmacién implica que Pg(C; U Np) es una l-celda con [ > 1.

Teniendo en cuenta la desigualdad del Corolario 2.4] se tiene que

M(B) + N(B) < M (B) + )\ (B).
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Pero, la desigualdad anterior no se cumple con los supuestos k& > j y [ > 1. Luego
necesariamente se debe tener k < 7.

Por otro lado, considérense una ao-celda C,, que satisface la condiciéon F1(B) y que
no es una unién de 1-nticleos, entonces existe un I-nicleo Ny tal que Ny NC,, # 0y
N1 € C,,. Sean k y | enteros positivos tal que Ny N C,, es una k-celda y Pg(Ny U Cly,)

es una [-celda. Por el Corolario 2.4l se tiene,
)‘k(B) + )‘I(B) < )\1(3) + )‘a2(B)'

Esta desigualdad se cumple con & < ag y | > 1. Puesto que la k-celda Ny N C,
estd incluida propiamente en Ny, por la definicién de a; también se debe tener k > a,.
Se sigue asi que k = ay y | = 1, luego la desigualdad anterior se transforma en una
igualdad. Ahora, el Corolario 2.4l garantiza que Pg(N;UC,,) = Ny UC,, es una 1-celda
y como f3;(B) < 81(B™'), por Proposicién Bl y Teorema [B.1] existe un subgrupo N;
de G que es un l-ntucleo para B tal que (N U C,,)N; = Ny U C,,. Esto implica que
N; Uy, es union de 1-ntcleos, de aqui que C,, es una union de 1-nicleos. Pero este
hecho contradice lo que inicialmente se habia supuesto. Por lo tanto, C,, es una unién
disjunta de 1-ntucleos y, al menos un 1-ntcleo de esta uniéon contiene a lo sumo una
as-celda. O

Se sigue entonces que toda j-celda Cj, con 1 < j < ag, comparte una estructura

similar a las 1-celdas de la Seccién B.11

Proposicion 3.3. Sean G un grupo y B un subconjunto finito de G tal que 1 € B.
Eziste un subgrupo finito N de G tal que para toda j-celda C; con 1 < j < ay, C; o

C;B es una union de clases laterales izquierdas de Ny.

Demostracién. Astimase que existen $y(B) y B1(B™!) tales que 51(B) < By(B™1).
Considérese una j-celda C;, con 1 < j < ag, por definicién de ay esta j-celda satisface
la condicién E;(B). Por otro lado, sea N un l-ntcleo que interseca a C;, por Lema
3.2 la interseccién es una k-celda incluida en un l-nucleo, con k < j, luego k < as.
Por la definicién de as, necesariamente se tiene k = 1. Luego, por Lema 3.1l y Teorema
[3.1] existe un 1-nicleo N; que es un subgrupo de G tal que la j-celda C; es una unién
de 1-ntucleos y por lo tanto es periddica por la derecha mdédulo el 1-ntcleo Nj. Por
otro lado, si 81(B) > 51(B™!), considérese una j-celda C; para B, por lo probado en

el Teorema [3.1] la expresion Dp(C;) es una unién de clases laterales izquierdas de Ny,
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donde Nj es un 1-nicleo para B! que contiene a 1. Por lo tanto, el complemento C;B

de Dp(C}), es una unioén de clases laterales izquierdas de . O

Teorema 3.2. Sean G un grupo y B un subconjunto finito de G que contiene a 1
tal que A\, (B) < |B| — 1, entonces eziste un subgrupo propio finito N,, de G tal que
Aoy (B) = (’—\J‘Vi\-‘ — 1)| Ny, |. Ademds para cualguier as-celda Cy, finita, |Ca,| y |Ca, B
son multiplos de |Ng,|.

La prueba del Teorema [3.2] el lector la puede consultar en ([5], Teorema 21).

3.3. Una Aplicacién a los Grupos Solubles

En esta seccion se presenta un ejemplo que permite dar respuesta negativa a la

siguiente pregunta formulada por los autores de [7].

Pregunta 3.1. Sean G un grupo finito y 7, s enteros positivos tales que r, s < |G|, es

cierto que

16(r, 8) = kg(r,s) = min {(H + m —1) h}?, (3.3.1)

heH(G)

de hecho se prueba que, en todo grupo no abeliano y soluble de la forma G' = Z,%Z,,
con p y ¢ primos impares tales que ¢ = 1 (mdéd p), existen enteros positivos r, s < pq
para los cuales la ecuacién ([B:30]) no se satisface. El Teorema de Feit y Thompson (ver

[13]) garantiza que el grupo G = Z, x Z, es soluble por ser de orden impar.

Lema 3.3. Sean G un grupo y H un subgrupo finito de G. Si A es un subconjunto de
una clase lateral izquierda aH y B es un subconjunto de una clase lateral derecha Hb

y |A| +|B| > |H|, entonces AB = aHb.

Demostracion. Sea z =y € AB con x € Ay y € B. Luego existen hy, hy € H tales

que x = ahy y y = hob, entonces z = (ahy)(hab) = a( )b, luego, AB C aHb. Por

hihy
~

eH
otro lado, el Lema [[L3 afirma que

AB={rc G : AnzB™ ' £}

Sean A’ ={h € H : ah € A} y B ={h € H : hb € B}, se sigue que A’ C Hy
B’ C H. Luego |A| = |A'| vy |B| = |B'| porque |aH| = |H|y |Hb| = |H|. Luego, para
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todo x € H se tiene que A'NzB ™! # ), porque A UzB ' Cc Hy |[AUzB~ ' < |H|.
Supéngase que A’ Nz B! = (), entonces |A'UzB'~!| = |A'|+|zB~!| = |A|+|B| > |H],
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, A’ N 2B’~! # () para toda x € H. Por Lema
L3 A’B" = H y se tiene que

|AB| = |A'B'| = |H| = |aH}Y|,
pero H es finito, se concluye asi que AB = aHb. O
Los Lemas 3.3l y B.4] seran de gran utilidad en la prueba de la Proposicion [3.4

Lema 3.4. Sean p y q dos enteros primos impares tales que ¢ = 1 (mdd p) y sea
P = {a,a+r,a+ 2r,...,(l — 1)r} una progresion aritmética en Z, de longitud
2<1< ‘12;1. SiP=A{d,d+7r',d+2r" . ..,(l—1)r'"} entoncesr’' = +r.

Demostracién. Sopongase por contradiccién que ' # +r. Dado que a’,a + 1" € P
entonces existen enteros i,j € [0,1 — 1] tal que @’ = a+ir y @’ +r' = a+ jr, luego de
estas ecuaciones se tiene ' = (j — i)r, donde 2 < |j — 7| <[ — 1. Primero suponga que

2<j—1<I[—1yobserve que

—1
(<q—1)—¢)—(z—¢):q—1—zzq7>z—1zj—z.
Luego existe kg € [0,l — 1] tal que | — 1 —i < ko(j — i) < ¢ — 1 — i, 0 equivalentemente
l—1<i+ko(j—1i)<qg—1,asiquea+[i+ko(j—i)]r € Py existe ty € [0,] — 1] tal
que
a+[i+ko(j—9)]r=a+tyren Z,

Dado que Z, es un campo, se tiene que ¢ + ko(j — ) = to, lo cual es una contradiccién,
dado que ty € [0,1 — 1]. Por lo tanto, se debe tener que —(I — 1) <j —i < —2.

Ahora, de (j —i) < —2 se tiene que ¢ — j > 2, luego el intervalo [i,1 + 7] tiene
longitud estrictamente mayor que i — j y |i — j| > 0. Realizando un proceso similar al
anterior, existe ky € [0,1—1] tal que i < ko(i —j) < (I+1), multiplicando por -1 se tiene
la expresion —(I + 1) < ko(j — i) < —i, y finalmente —I < i+ ko(j — i) < 0. Asi que,
a+ i+ ko(j —i)]r € Py existe ty € [0,{ — 1] tal que a + [i + ko(j — i)]r = a+ tor en
Zyg, luego se tiene que i+ ko(j — i) = to, lo cual es una contradiccién. En conclusion, se

tiene que r’ = %r. O
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Proposicién 3.4. Sean p y q dos enteros primos impares tales que ¢ = 1 (méd p).

Entonces en el grupo G = Zy X Z,, se tiene que
(g +p—1,q—1) =2,

yralg+p—1,¢—1)=2¢—-2.

Demostracion. Observe que H(G) = {1,p, ¢, pq}. Entonces

kel¢g+p—1,g—1)= min {dquZ_l-‘ + {q;l“ —l)d}.

de{1,p,q,pq}

Estos cuatro valores pueden ser calculados facilmente teniendo en cuenta que por
hipotesis p divide a ¢ — 1. Luego, llamando r = ¢g+p—1y s = ¢— 1 se tiene lo siguiente:

-1 —1
-Sialzlentonces(Frl_zl9 -‘—l—[ql -‘—1):2614‘17—3-

= Si d = p entonces

(=1 =)= (=) + () -1

SN—— SN—~—
€L €7

=(@+p-1)+(@-1)-p
=2q — 2.

. +p—1 .
= Sid=q observe que ¢ < p+q—1< 2q, luego [%—‘ = 2 y se tiene que
q

(=221 [ ]Jomsr-mnn

= Si d = pq observe que pg > q+p—1y pg>q—1, entonces

([q +£q_ 11 i {qp_qw - 1)pq: (1+1-1)pg = pq

Por lo tanto,

kalg+p—1,q—1) Zml’n{2q+p—3,2q—2,2q,pq} =2q—2.

Ahora se probard que ug(q¢+p — 1,9 — 1) = 2q. Para ello se deben establecer las

siguientes desigualdades:
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pelg+p—1,g—1)<2¢  (3.3.2) pelg+p—1,g—1)>2¢  (3.3.3)
Desigualdad (3.3.2)).

Para probar esta desigualdad se construiran un par de subconjuntos A y B de G tal
que |[Af=q+p—1 [Bl[=q—1y|AB|=2q.

En el producto semidirecto G' = Z, x Z,, dendtese con H, el tnico subgrupo de G
de cardinalidad ¢. Considérese un subconjunto B de H, tal que |B| = ¢—1, y para toda
a ¢ H,, un subconjunto A de H,UaH, tal que |A| = p+¢—1. Dado que A C H,UaH,
y B C H, se sigue que AB C (H,UaH,)H,, ademas por la prueba de la Proposicién
2.7 se tiene que AB C H, U aH,. Ahora, puesto que |A| =p+q—1, |H,| = |aH,| = ¢
y p > 3, entonces |A| > g + 2. Por el principio del palomar, las clases laterales H, y
aH, contienen cada una por lo menos 2 elementos de A. El Lema [3.3] garantiza que
(ANH,)B=H,y (ANnaH,)B = aH,. Finalmente observe que se cumple la ecuacién

. —

AB = H,UaH,. En efecto,

(AN H,)B]U[(ANaH,)B] = [(ANH,) U (AN aH,)|B

- - - -

Hy aEq
=[AN(H,UaH,)|B
= AB.

Entonces, AB = H,UaH, y |AB| = |H,UaH,| = 2q. Por lo tanto, us(r,s) < 2q.

Desigualdad (3.3.3).

Supdngase que existen dos subconjuntos A" y B’ de G tales que |A'| = ¢+ p — 1,
|B'| =q—1y |A'B’| <2q. Entonces se tiene |[A'B'| — |A'| < 2¢—(q+p—1)=q—p+1,
y como p > 3 se sigue que ¢ —p+1 < |B| — 1 = ¢ — 2. Se deduce del Corolario B que

existe un subgrupo propio N; de G que es un 1-nicleo para B’ o para B'~! tal que

M(B) = ([%] “1)M[<g-ptL, (3.3.4)

Ahora, puesto que H(G) = {1, p, q, pq}, entonces se pueden calcular los posibles valores
de la funcién A;(B’). El subgrupo N; = {1} de cardinal | N;| = 1 no satisface la expresién
B34) porquep > 2y q—p+1<|B'|—1=q—2. Por otro lado, el grupo G no es
una 1-celda porque G € C% = {0, G}, luego hay dos posibilidades para el cardinal de
Ny, [Ni| = q o |[M]| =p.
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Primer caso. Si se tiene |N;| = ¢, puesto el grupo G tiene un tnico subgrupo de
cardinal g, el 1-ntcleo N; es el subgrupo normal H,. Por lo tanto el subgrupo H, es un

I-niicleo para B’y para B'~!, esto es, A\{(B’) = A (B'71). Luego se tiene que
! / q— 1
M(B) = [H, B = |H| = ([* =] ~1)a=(1-Ds=0
Esto implica que |H,B’'| = |H,|, lo que significa que en la expresion

B = Hp = Hy U U iy,

beB’

las clases laterales son iguales, esto es, para todo s,t € B’ se tiene H,s = H,t. Luego
existe b € B tal que B’ C H,b.

p
Por otro lado, existen ai, as, ..., a, elementos en G tal que G = |J a;H,, entonces
i=1
p p p
A=AnG=AnJaH,|={J|AnaH, |=]A
i=1 i=1 Y, i=1

Al

Se sigue que el conjunto A’ se puede considerar como la unién disjunta de sus
mismas intersecciones con todas las clases laterales modulo H, en G. Ahora, puesto
que el max{|A}| : i € {1,2...,p}} esq,y |A'| = p+ g — 1, entonces por lo menos dos

de los conjuntos A} son no vacios. Por lo tanto, el producto A’B’ es la unién disjunta

v~ ()
=1

Sin perdida de generalidad, supongase que A}, A5, A% son no vacios, entonces se tiene
que (AJU AU ALB' € A'B', es decir, A|B'U AyB"U AyB’ C A’B’. Entonces

AB| 2 |ALB| + | A4 + | 4,5
> |B|+|B|+ B
=3|B'|=3(¢—1) > 2q,

lo cual contradice el hecho que |A'B’| < 2q. Se deduce de aqui que exactamente dos

de los A con i € {1,2,3} son no vacios. Sin perdida de generalidad supéngase que
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estos dos conjuntos son A} y A, por el principio del palomar, los conjuntos A} y Aj
deben contener cada uno al menos dos elementos. Se puede observar que A} y A son
subconjuntos de una clase lateral izquierda a; H, y asH, respectivamente. Luego, por el
Lema B3 se tiene que A\B' = (A NayH,)B' =a H, y A,B' = (A' NayH,)B' = axH,.

Se sigue de estas dos igualdades que

A/B/ = AlB/ U AQB/ = alHq U CLQHq.

Por lo tanto, |A’B’| = 2q. Esto contradice lo que inicialmente se habia supuesto, lo que

significa que (|N1] # q).

Segundo caso. Supéngase que |N7| = p, entonces se tiene

= (5] e

Ademés, por Teorema no existe ninguna as-celda con A\, (B’) < |B’| — 1, luego el
tnico valor posible seria \,,(B’) = ([%-‘ —1)g = 0, entonces Pp(A') es una j-celda

con 1 < j < ay. Por otro lado, observe que A’ es una j-celda para B, es decir,
|A'B| —|A|<2q—(p+q—1)=q—p+1<|B'|—1.

Luego por la ecuacién (Z.2.3)) del Lema 2.5 Dp/(A’) es una j-celda para B~'. El Teorema
3.1 garantiza que el subgrupo N, es un 1-ntcleo, ya sea para B’ o B'~!, se probara ahora
que N; es un 1-ntcleo para B’. En efecto, si N; es un 1-ntcleo para B’~!, entonces
Dp/(A’) es una unién de clases laterales izquierdas médulo Nj. Se sigue que |Dp/(A)|
es un miultiplo de p. Ahora, dado que |Dg/(A")| = |G| — |A'B’| > pq — 2q, se tiene la

expresion

Dy ()] > [pq ; 2‘1} p=pg—2q-1) (3:3.5)
De lo anterior se tiene que |A’B’| < 2(q — 1). Luego,
|A'B'| — |A|<2(q—1)—(p+q—1)=qg—p—1=\(B).
Se puede deducir de la tltima expresiéon que A’ es una 1-celda para B’. Ademas,

IG\NA|=pg—(p+q—1)=p-1)(¢—1)>(g—1—-p)+p=M(B)+ 5(B),
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entonces A’ satisface la condicién F;(B), luego cualquier 1-ntcleo para B’ también
cumple la condicién E;(B’) y el 1-nicleo para B’ que contiene a 1 serd un subgrupo de
cardinalidad p. Por lo tanto N; es un I-nicleo para B’. Dado que
M(B)=|NB'|—|Ni|=q—1—=py |B| =q—1, |Ni| = p, se tiene |N;B'| = |B’|, pero
B’ C N1 B, se deduce asi que N1B' = B'.

De acuerdo al Lema [[.2] presentado en el Capitulo[l] el grupo G = Z, x Z, se puede
expresar como H, x Ny, tal que H, = {(x,0) : z € Z,} y N1 ={(0,y) : y € Z,}, donde
la operacién definida en G viene dada por (a,b)(c,d) = (a+ca®,b+d), con a € (Z,\0).

Ahora, dado que B’ es periddico médulo Np se tiene |B'| = ¢ — 1 = |Ny|t = pt, se
sigue que B’ estd completamente determinado por un conjunto By C H, de cardinal

t = qp%l. En efecto, definase el conjunto By como sigue:
By = {(aa™0) € G : (a,b) € B', para algiin b € Z,}.

Se probard que N1By = B'. Sea (a,b) € B, entonces (aa™",0) € By y (0,b) € Ny,
asi que (0,b)(aa™,0) = (0 4+ aaa’, b+ 0) = (a,b) € B, esto es, B C N,B,.
Reciprocamente, sean (0,b) € Ny y (aa™¢,0) € By, entonces (0,b)(aa™¢,0) = (aa~¢,b),
pero b — ¢ € Z,, luego (0,b —¢) € Ny y como B’ es periddico médulo Ny, entonces se
tiene que (0,b— c)(a,c) = (aa®=¢,b) € B', luego N1 By C B'. Por tanto, B’ = N, By. De

esta forma el conjunto B’ se puede expresar como sigue,
B' = {(bpa”, x) : (bo,0) € Bo, v € Zy}.

Por otro lado, Pg/(A’) es una j-celda, con 1 < j < ag, luego por Proposicién B3] se tiene
Pgi (A" Ny = Pg(A"), ademds por Proposicion [RJI0 se tiene que
|Pp/(AB'| — |Ppi(A))] < |AB| — |A'| y dado que A’ es una 1-celda entonces
|Pg/(A)B'| — |Pgi/(A")| = |AB'| — |A|, por lo tanto, |Pg/(A’)| = |A’|. Por Lema 21
A" C Pg/(A') y como Pp/(A’) es finito entonces Pp/(A’) = A’. Procediendo de forma
similar como se hizo para el conjunto B’ se tiene que |A’| = s|N;| = ps, para algin
s € Z. Por lo tanto A’ esta completamente determinado por un conjunto Ay C H, de

cardinal s = =1tP

= %+1. En efecto, definase el conjunto Ay como sigue:
Ay ={(2,0) € G : (z,y) € A, para alginy € Z,}.

Se debe probar que A’ = AgN;. Sea (z,y) € A’, entonces (z,0) € Agy (0,y) € Ny, luego
(,0)(0,9) = (x+0a°,0+y) = (z,y) € A, de aqui que A’ C AgN;. Reciprocamente, sea
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(z,0) € Agy (0,y) € Ny, luego existe z € Z, tal que (z, z) € A’, entonces (0,y—z) € Ny,
asi se tiene (z,2)(0,y —2) = (x + 0%,z +y — 2) = (z,y) € A, luego AgN; C A’. Por

lo tanto, AgN; = A’. De esta forma se deduce que,
A" ={(ag,x) : (ap,0) € Ay, z € Z,}.
Con las condiciones descritas anteriormente, se puede calcular el producto A’'B’. Asi,
A'B" = {(ag, ) (boa?,y) : (ao,0) € Ao, (bo,0) € By, (z,y) € (Z, X Z)}

= {(ap + boa™ ¥,z +y) : (ap,0) € Ay, (by,0) € By, (z,y) € (Z, X Z,)}
={(s,2) : v € Zp, s € (7(Ap) + 7(Bo)a")},

donde 7 es la proyeccién de G en Z, es decir,
T G =2y XLy — 7
(z,w) — 7w(z,w) = z.
Ahora, para cada x € Z,, sea
M, = {(s,m) s s € (n(Ao) + W(B())ax)},

entonces A'B' = |J M., y M, N M, =0, siempre que = # y. Luego se tiene,

TE€ZLp

|A'B| = ‘ U M| = 3" 10 = 3 [w(Ao) + m(Bo)a®|. (3.3.6)

TE€ELyp TELyp TELyp

De acuerdo al Teorema de Cauchy-Davenport [[.3, para todo = € Z, se tiene que

2(¢q—1
‘W(A(])“FTF(BO)OK:E‘ Z ‘W(A(])“"‘?T(Bo)ax‘ —1= |A0|+|BQ|—1: (q )
Supdngase que existen dos valores x; y 2 en Z, tal que se cumple,
2(g—1 2(g—1
|m(Ao) + m(Bo)a™| > (qp ) y |7(Ag) + m(Bo)a?| > (qp ),

entonces de la ecuacion (3.3.6]) para toda x € (Z, \ {z1,22}) se tiene,

|A'B'| = |m(Ag) 4 m(Bo)a™ | + |m(Ag) + m(Bo)a™| + Z}W(Ao) + 7(Bo)" |

> <#+1)+(#+1)+(p—2) <#)=2q,
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lo cual es una contradiccién. Entonces a lo sumo un valor zy de Z, puede dar como
resultado |7(Ag) + 7(By)a™| > @. Y por lo tanto para todo z € (Z, \ {zo}) se
cumple que,

(o) + m(Bo)o*| = [w(Ao)] + [m(Bo)a®| — 1 = |Ag| + [ Bo| — 1 = 2= 1),

Luego, de la expresion (3.3.6) se tiene

|A'B'| = |m(Ao) + m(Bo)a™ | + Z‘?T(Ao) + 7(Bo)” |

> (#—i—l)—i—(z)—l) <#>:2q—1.

Pero esto contradice la ecuaciéon ([B.3.3)), la cual afirma que [A'B'| < 2¢ — 2.
Finalmente para todo x € Z, se debe tener

7o) + m(Bo)a?| = [x(Ao)| + [(By)a’] — 1 = | Ao] +|Bo| — 1 = 201,

El Teorema de Vosper [LL5], afirma que si la ecuacién anterior se cumple, entonces
7m(Ap) y m(Bp)a® son progresiones aritméticas con la misma diferencia. Por otro lado,
el Lema [3.4] garantiza que la diferencia r de una progresion aritmética P de longitud
[ < % esta  determinada  Unicamente por su signo, y como
|m(Bo)a®| = % < |m(Ao)| = % +1< q;%, entonces estos dos conjuntos cumplen
las condiciones. Luego, dendtese con r la diferencia de la progresién aritmética m(Ay),
es claro que r # 0, en caso contrario la progresion aritmética P estaria compuesta por
un unico elemento, lo cual no puede suceder. Se demostrara ahora que m(Bp) es una
progresion aritmética. Dado que p > 3, sean x1,z2 € Z, con x; # x5 y considérense los
conjuntos

m(Bo)a™ = {b1a®, bea™ ... b1 a® } y w(By)a™ = {12, bea™?, ... b1}

donde b; € w(By) para todai € {1,2,..., q%}. Supéngase que b;, b1 y bj, bj11 son dos

¥2 respectivamente. Por el

elementos consecutivos de w(Bp)a™ 'y w(By)o
Teorema de Vosper [LH puesto que w(Ag) y 7(By)a®, © € Z,, son progresiones
aritméticas con la misma diferencia, entonces b4 10" — bja™ = r = bj;10* — bja*2.

Ahora, como « es un elemento del campo Z,, entonces existe su inverso multiplicativo,
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luego (biy1 — b)) = ra™™ y (bj41 — b;) = ra~. Entonces 7(By) es una progresion

—1 T2

aritmética de diferencia ra™"' y también de diferencia ra~

Ahora, si ra™"* = ra~"2, entonces a*2~" = 1, y de aqui x1 = x», lo cual contradice
que x1 # xo. De otro lado, si ra™' = —ra™" entonces o™~ "1 = —1, elevando al
cuadrado se tiene (a®2771)2 = o2(*2721) = 1. Ademds, como (a) es ciclico, por Teorema
de Lagrange [[.21 ¢ — 1|2(z2 — x1), pero p|q — 1, entonces p|2(zy — x1), luego p|(x2 — x1)
porque p 1 2, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto las dos diferencias no existen.
Como se puede observar, por todos los lados se llega a una contradiccién. Finalmente
se concluye que pug(r,s) > 2q. Por lo tanto, de las desigualdades (8.3.2) y (8.3.3) se
tiene que

pa(r,s) = 2q. 0



Apéndice A

Algoritmos en GAP 4.4.12

En el presente apéndice se muestran los algoritmos desarrollados por los autores en
programacion de GA 4.4.12, los cuales permiten apreciar lo complicado que resulta
encontrar el valor de la funcién pg(r, s) en algunos grupos finitos no abelianos. GAP
es un entorno de céalculo algebraico discreto de libre distribucion que hace énfasis en la
Teoria de Grupos Computacional, pero que no se restringe sélo a ella. Se puede encontrar

informacién acerca de este software en la pagina oficial de GAP www.gap-system.org|

Dentro de los tépicos que atanen a la teoria aditiva de numeros, los métodos
computacionales han resultado ser de gran utilidad debido a las mejoras en sus
caracteristicas, en especial las que se refieren a la velocidad del procesador. Lo dicho
anteriormente se cumple también para el problema de los conjuntos suma pequenos,
aunque no se puede pensar en estos métodos como una soluciéon al problema, éstos

ofrecen una forma segura de fortalecer o refutar posibles conjeturas.

Dado que los grupos de la forma G = Z; x Z,, donde p y ¢ son numeros
primos impares tales que ¢ = 1 (mdéd p), son objeto de estudio del presente trabajo, se
proporciona a continuaciéon los comandos para la creacion de estos grupos en el software

GAP.

LGrupos Algoritmos y Programacién.

o4
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A.1. Generacion del Grupo P = Z, X Z,

El siguiente algoritmo permite crear el grupo P como producto semidirecto de los
grupos Zq por Z,, bajo el homomorfismo formado a partir de uno de los elementos de
orden p del grupo de automorfismos de Z,.

ProdSemidirecto:=function(q,p)
local Zp,Zq,au,Au,hom,P;
if (IsPrime(q) and IsPrime(p)) then
if q mod p=1 then
Zp:=CyclicGroup(p);
Zq:=CyclicGroup(q);
au:=AutomorphismGroup(Zq) ;
Au:=First(Elements(au) ,i->0rder(i)=p);
Au:=Group (Au) ;
hom:=GroupHomomorphismByImages (Zp,Au,Generators0fGroup(Zp),
Generators0fGroup (Au)) ;
P:=SemidirectProduct (Zp,hom,Zq) ;
else
P:=List([q,"mod",p,"<>1"]);
fi;
else
P:=List([p,q,"no son primos"]);
fi;
return P;

end;

Ejemplo A.1. Dados los valores de p = 3y ¢ = 7, en la ventana de GAP se ve lo

siguiente:

>P:=ProdSemidirecto(7,3);

[<pc group of size 21 with 2 generators>

>StructureDescription(P);

(*c7 . c3"

>Elements (P) ;

[[ <identity> of ..., f1, f2, £1°2, f1xf2, £272, f1"2xf2, f1xf2"2, £273,
£172%£272, £1x£273, £274, £1°2x£2°3, f1x£274, £2°5, £172x£f274, f1%xf275,
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£2°6, £f1°2xf2°5, f1*£f276, f1°2xf276 ]

Como resultado del procedimiento anterior se obtiene un grupo P = Z; X Zg de
orden 21, el cual tiene 2 generadores. Ademas, el comando StructureDescription(P)
informa sobre la estructura del grupo, en este caso es el producto semidirecto de dos
grupos ciclicos de orden 7 y 3 respectivamente, y la lista de sus elementos se obtiene

con Elements(P).

Se presenta la tabla de Cayley para el grupo P = Z; X Zs creado en GAP de la

forma mencionada, donde los elementos <identity>of

por e, a, y b respectivamente.

Tabla 1. Tabla de

.., 1 y £2 se reemplazaron

Cayley para el grupo P = Z7 X Zs

& e | a | b | & |a | b |ab|a®| b |a%]|ab’| b |a®|ab' | b |a%' ]| ab’ | b |’ | ab® | a%°
€ e a b [ 2 | ab | b [a®b|ab® | b [a®|ab® | b [’ | ab' | b [a®' | ab’ | b | %’ | ab® | a®b°
a | a | 2 | ab| e |ab|ab® | b |a®|ab’ | b® |a® | ab' | b [a®'|ab® | b |a® | ab® | b [ | b°
b | b |ab® | b? |a®'|ab’ [ b° |a®’ | ab’ | b* || ab’ | b | & |ab® | b° |ab | a e |a’b?| ab |a®’
o> | 2| e |ab| a b [a%®| ab | b [’ | ab® | b [a%' | ab’ | b' [a®’ [ ab' | b® |a®® | ab’ | b® | ab’
ab | ab | 2%’ | ab® | b* |a®b’ [ ab® | b® |a®b* | ab’ | b° |a®b’ | ab’ | e || ab® [ b | &2 | a | b || b
b> | b [ab' | b | @b [ab’ | b* |a®b* [ ab® | b® |a®b’| a | b° |a®b'| ab | e |a®m’ | ab’ [ B | &’ | ab’ | @
a’b | a®b | b® | 2%’ | ab’ | b [’ | ab® | b* |a%' | ab® | b [’ | a | b° |a%°| ab | e | & [ab® | b | abt’
ab’ | ab® |a®b' [ ab® [ B |a®b’ | ab' | b® |a®® | ab’ [ b® | & | ab® [ b | &b | a [ b’ [a®’| ab | b° || e
b | b [ab® | b |a% | a | b [a®®| ab | b° | a® |ab® | e |a’b |ab’ [ b || ab' | b’ | &%’ | ab’ | %'
b | a%? | b* | 2%’ | ab b | 2% | ab’ b° | a2’ | ab’ = a%b° | ab? b a’ ab’ b2 a’b | ab® b’ a
ab’ | ab’ |a®b® [ ab' | b° | a® [ ab’ | b° | ab | ab® [ e |a®P| a b [a%’| ab | b [a%'|ab® | b [a%’ | b
b | b [ ab | b [a%® | ab’ | b |a® [ ab’ | e [a%*|ab' | b |a® | ab’ | b [a®°|ab® | b | & | a | &%
ab’ [ &’ | b° |a®b' | ab’ | e |’ | ab® [ b |a®°| a [ b | & | ab | b’ | &b | ab® | b [a®? | ab’ | b’ | ab’
ab' | ab' | a®b | ab’ | b | [ ab® | b’ |a%’ | a | b |a®'| ab [ b [a® | ab® | b° |a®® | ab’ | e [ 22 | b
b | b [ab® | b° |&®®[ab' | e | a® [ab’ [ b | ab | ab® | b® |a®?| a | b’ |a®’| ab | b* | &%t | ab® | &%’
a’b' | ' [ b [’ | ab® | b® | 2% | ab’ | b | & [ab' | b | a®b | ab’ | b [P | ab® | b° || a e | ab
ab’ | ab® | a®b’ [ ab® | b° |a%'| a e |ab’| ab | b |a®®| ab® | b | a2 |ab’ | b | a®b | &b’ | b [’ | b
b® | b® [ ab’ | e [a%’ | ab® | b |a®'| a | b? [a%° | ab | b’ |a®® | ab® | b' | &® | ab’ | b’ | a®b | ab' | a®?
b’ | a®b’ | b | a%° | ab® b* 'S a b’ a’b ab b° | %’ | ab’ & a%h’ | ab’ b a’b* | ab? b2 ab’
ab’ | ab® |a®b’ [ a | b® |a®®| ab [ b' | a® | ab® [ b’ | ab | ab’ | b° |a®’ | ab' [ e || ab’ | b |a®t| b’
ab® | a®® | b [ &® [ ab’ | b° | a®b | ab' | e | [ab’ | b &%’ | ab® | b |a®'| a | b’ |a%’ | ab | b* | ab®

Por otra parte, la Tabla 2 es creada independientemente de GAP y representa el
grupo G = Z;xZ3 bajo la operacién (a, b)(c, d) = (a+ca®, b+c), donde (a,b), (c,d) € G,

a€Z:\{0} ya®=1.
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Tabla 2. Tabla de Cayley para el grupo G = Z7 x Zs

F1O0]0D]1,0)] 024D [ 202D 0D ]G0 | A2 GD[E0]62)] 2D ]G0 126D 60| B2 ]G] (52
(0,0) | (0,0) | (0,1) | (1.0) | (0,2) | (4.1) | (2,0) | (2,2) | (1,1) | (3,0) | (4.2) [ (5.1) | (4,0) | (6,2) | (2,1) | (5,0) | (1.2) | (6,1) | (6,0) | (3,2) | (3,1) | (5.2)
(0,1) | (0,1) | (0,2) | (4,1) | (0,0) | (2,2) | (1,1) [ (1.0) [ (4,2) [ (5.1) | (2,0) [ (6,2) | (2,1) | (3,0) | (1,2) | (6,1) | (4,0) | (3,2) | (3,1) | (5,0) | (5,2) | (6,0)
(1,0) | (1,0) | (1,L1) | (2,00 | (1.2) | 5.1 | 3,0) | 3,2) [ (2,1) | (4,0) | (5.2) [ (6,1) | (5,0) | (0,2) | (3,1) | (6,0) | (2,2) | (0,1) | (0,0) | (4.2) | (4,1) | (6.2)
(0.2) | (0,2) | (0,0) | (2,2) | (0.1) [ (1.0) | (4,2) | (4,1) [ (2,0) [ (6,2) | (L,1) [ (3,0) | (1,2) | (5,1) | (4.0) | (3.2) | (2,1) | (5,0) | (5,2) | (6,1) | (6,0) | (3,1)
@) | @D @42 | (L) 40| 6.2) | G| 5.0 | (1,2) [ @.1) ] (6,0) [ (3,2) | (6,1) ] (0,0) | (52) | (3,1) | (1,0) | (0,2) | (0,1) ]| (2,0) | (2,2) | (3,0)
(2,0) | 2,0) | 2,1) | (3,0) | (2.2) | (6,1) | (4,0) | (4,2) [ B.1) | (5,0) | (6.2) [ (0.1) | (6,0) | (1,2) | (4.1) | (0,0) | (3.2) | (1,1) | (1.O)| (5.2) | (5.1) | (0.2)
22) | (22) | (2,00 | (42) | 2D | 3,0) | (6,2) | (6,1) [ (4,0) [ (1.2) | B.1) | (5,0) | (3,2) | (0,1) | (6,0) | (5,2) | (4,1) | (0,0) | (0,2) | (1,1) | (1.O) | (5.1)
(L) | (L) | (1,2) | (5,1) | (LO) | (3.2) | (2,1) | (2,0) [ (5.2) | (6,1) | 3,0) [ (0,2) | (B,1) | (4,0) | (2,2) | (0,1) | (5,0) | (4.2) | (4.1) ] (6,0) | (6,2) | (0,0)
3.0) | (3,0) | (3,1) | (4,0) | (3.2) | (0.1) | (5,0) | (5.2) [ (4,1) | (6,0) | (0,2) [ (1,1) | (0,0) | (2,2) | (5.1) | (1.0) | (4.2) | (2,1) | (2,0) | (6,2) | (6,1) | (1,2)
(42) | (42)| (400 (6,2) | 41| 5,0) | (1,2) | (1,1) [ (6,0) [ 3.2) | (5,1) | (0,0) | (5.2) | (2,1) | (1,0) | (0,2) | (6,1) | (2,0) | (2,2) | (3,1) | (3,0) | (O.1)
(5.1 | (5,1) | (5,2) | (2,1) | (5,0) | (0,2) | (6,1) | (6,0) [ (2,2) [ (3,1) | (0,0) [ (4,2) | (0,1) | (1,0) | (6,2) | (4.1) | (2,0) | (1,2) | (1,1) | (3,0) | (3,2) | (4.0)
(4,0) | (4,0) | (4,1) ] (5,0) | (4.2) | (1,1) | (6,0) | (6,2) [ (5.1) | (0,0) [ (1,2) [ (2,1) | (1,0) | (3.2) | (6,1) | (2,0) | (5.2) | (3,1) | (3,0) | (0,2) | (0.1) | (2,2)
(6,2) | (6,2) | (6,0) | (1,2) | (6,1) | (0,0) | (3,2) | 3,1) [ (1.0) | (5,2) | (0,1) [ (2,0) | (0,2) | (4,1) | (3,0) | (2,2) | (1,1) | (4,0) | (42) | (5.1) | (5,0) | (2,1)
2.1) | 2,1 (22) ]| 6,1) ] (2.0) | 42) | G,D) | 3.0) [ (6.2) | (0.1) [ (4,0) [ (1,2) | (4,1) | (5,0) | (3.2) | (1,1) | (6,0) | (5,2) | (5,1) | (0,0) | (0,2) | (1.0)
(5,0) | (5,0) | (5,1) | (6,0) | (5:2) | (2,1) | (0,0) | (0,2) [ (6,1) [ (1.0) | (2,2) [ (3,1) | (2,0) | (4,2) | (0,1) | (3,0) | (6,2) | (4,1) | (4,0)| (1,2) | (1,1) | (3,2)
(1.2) | (1,2) | (1.0) | (3,2) | (L,L1) | (2,0) | (5,2) | (5.1) | (3,0) [ (0,2) | (2,1) | (4,0) | (2,2) | (6,1) | (5,0) | (4.2) | (3,1) | (6,0) | (6,2) | (0.1) | (0,0) | (4.1)
(6,1) | (6,1) | (6,2) | (3,1) | (6,0) | (1,2) | (O,1) | (0,0) [ (3,2) [ (4,1) [ (1,0) [ (5.2) | (L,1) | (2,0) | (0,2) | (5,1) | (3,0) | (2,2) | (2,1) | (4,0) | (4.2) | (5,0)
(6,0) | (6,0) | (6,1) | (0,0) | (6,2) | (3,1) [ (1.0) | (1,2) [ (0,1) | (2,0) [ 3,2) | (4,1) | 3,0) | (5,2) | (1,1) | (4,0) | (0,2) | (5, 1) | (5,0) | (2,2) | (2,1) | (4.2)
(3.2) | 3,.2) | (3,0) | (5,2) | 3.1) | (4,0) | (0,2) | (O.1) [ (5,0) [ (2.2) | (4.1) [ (6,0) | (4,2) | (L,1) | (0,0) | (6,2) | (5,1) | (1.0) | (1.2) | (2,1) | (2,0) | (6.1)
(B.1) | 3, 1) | (3,2) | (0,1) | (3,0) | (5:2) | (4,1) | (4,0) [ (0,2) | (1,1) | (5,0) [ (2,2) | (5,1) | (6,0) | (4,2) | (2,1) | (0,0) | (6,2) | (6,1) | (1.0) | (1,2) | (2,0)
(5.2) | (5,2) | (5,0) | (0,2) | (5,1) | (6,0) | (2,2) | (2.1) [ (0,0) [ (4,2) | (6,1) [ (1,0) | (6,2) | (3,1) | (2,0) | (1,2) | (0,1) | (3,0) | (3,2) | (4.1) | (4,0) | (1,1)

Las Tablas 1 y 2 permiten observar, con ayuda de las casillas resaltadas, la
correspondencia entre los elementos de P y (. En consecuencia se tiene que el

grupo P generado con GAP, es isomorfo al grupo G = Z; x Zs.
Observacién A.1. La Tabla 1 se obtuvo con el siguiente algoritmo:

tabla_p:=function(Gr)
local i,j,m,h;
m:=Elements(Gr);
for i in m do
for j in m do
h:=i*j; Print (h,",");
od;
Print(";","\n");
od;

end;
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A.2. Funcién kg(r, s)

La pregunta B.I] también se responde parcialmente con ayuda de los siguiente
algoritmos, probados en el grupo Z; x Zg entre otros.

Las funciones, eSubcon y ListOrd, se han creado para encontrar el conjunto H(G).

Funcién subconjuntos eSubcon
La funcién eSubcon encuentra todos los subconjuntos de cardinal u del grupo Gr

donde la identidad del grupo esta en cada uno de ellos.

eSubcon:=function(Gr,u)
local i,L,M;
L:=Set(Gr); SubtractSet(L,[L[1]1]1);
M:=Combinations(L,u-1);
for i in M do
AddSet (i,Set(Gr) [1]);
od; return M;

end;

Funcién ListOrd
ListOrd construye el conjunto H(G) para el grupo Gr recurriendo a la funcién
eSubcon(Gr,u), donde el argumento u es reemplazado sucesivamente por los divisores

del orden del grupo, ya que sélo se busca los ordenes de los posibles subgrupos en G.

ListOrd:=function(Gr)
local g,i,j,hq,grl1,Cn,L,Pr;
Cn:=Set(Gr); hq:=Set([]); g:=0rder(Gr); L:=Set(DivisorsInt(g));
SubtractSet (L, [1,g]);
for i in L do
grl:=eSubcon(Gr,i);
for j in grl do
Pr:=IsSubgroup(Gr,AsGroup(j));
if Pr then hq:=Union(hq, [Number(j)]); break; fi;
od; AddSet(hq,1); AddSet(hq,g);

od; return hq;
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end;

Funcion techo

Esta funcién corresponde a la presentada en la Definicion [1.8

Ceill:=function(m,n)
if IsInt(m/n) then
return m/n;
else
return Int(m/n)+1;
fi;

end;

Funcién Funkappa_1

Cuando un grupo finito G es abeliano o diédrico, el conjunto H(G) coincide con los
divisores del orden del grupo (ver [8]); por lo tanto, para calcular la funcién kg(r, s)
en éstos grupos se emplea Funkappa 1 ya que la lista de los divisores, se obtiene

facilmente con L:=DivisorsInt(g) donde g es el orden de Gr.

FunKappa_1:=function(Gr,r,s)
local g, i,L,K_, N_;
g:=0rder(Gr);
if r+s>g then return g; else N_:=g; L:=DivisorsInt(g);
for i in L do

K_:=(Ceill(r,i)+Ceill(s,i)-1)*i;

if K_<N_ then N_:=K_; fi;
od;
return N_;
fi;

end;

Funcién Funkappa_2
Las bibliotecas de GAP permiten obtener subgrupos de un grupo finito con la funcién
Subgroup (Gr, [gens] ), donde gens son los generadores del grupo Gr, luego el conjunto

H(G) se puede obtener para grupos con dos generadores y finalmente obtener kg(r, s).
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FunKappa_2:=function(Gr,r,s)
local gr,i,j,L,JS,Sb,N_,K_;
gr:=0rder (Gr) ;
if r+s>gr then return gr;
else
N_:=gr;
L:=Elements(Gr); JS:=Set([]);
for i in L do
for j in L do
Sb:=Subgroup(Gr, [i,j]);
JS:=Union(JS, [Order(Sb)]1);
od;
od;
for i in JS do
K_:=(Ceill(r,i)+Ceill(s,i)-1)*i;

if K_<N_ then

od;
return N_;
fi;

end;

Funcién Funkappa_3
De manera similar que FunKappa_2, la funciéon FunKappa_3 encuentra el valor de la

funcién kg (r, s) para grupos finitos con tres generadores.

FunKappa_3:=function(Gr,r,s)
local gr,i,j,k,L,JS,Sb,N_,K_;
gr:=0rder (Gr) ;

if r+s>gr then return gr;
else

N_:=gr;

L:=Elements(Gr); JS:=Set([]);
for i in L do

for j in L do
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for k in L do
Sb:=Subgroup(Gr, [1,j,k]);
JS:=Union(JS, [Order(Sb)]);
od;
od;
od;
for i in JS do
K_:=(Ceill(r,i)+Ceill(s,i)-1)*i;

if K_<N_ then

od;
return N_;
fi;

end;

Sin embargo, para grupos con cuatro o mas generadores, el nimero de operaciones

se incrementa de forma exponencial, ya que dicho niimero es proporcional a |G|, donde

n representa el nimero de generadores, por lo que se presenta la siguiente funcion.

Funcién Funkappa_4

Para todo grupo finito G, la funcién Funkappa_ 4 encuentra el conjunto H(G),
recurriendo a la funciéon ListOrd(Gr), explicada al principio del apéndice, y bota el

resultado de la funcién kg(r, s) para valores r y s dados.

FunKappa_4:=function(Gr,r,s)

local g, i,L,K_, N_;

g:=0rder(Gr);

if r+s>g then return g; else

N_:=g; L:=List0rd(Gr);

for i in L do
K_:=(Ceill(r,i)+Ceill(s,i)-1)*i;
if K_<N_ then N_:=K_; fi;

od;

return N_;

fi;

end;
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Funcién kappa generalizada Funkappa_

Funkappa_(Gr,r,s) generaliza la funcién kg(r,s), aplicando alguno de los
algoritmos anteriores al grupo Gr, segun la clasificacion que se muestra en las siguientes
lineas.

FunKappa_:=function(Gr,r,s)

local R;

if IsAbelian(Gr) then
R:=FunKappa_1(Gr,r,s);

elif Number (Generators0fGroup(Gr))=2 then
R:=FunKappa_2(Gr,r,s);

elif Number (Generators0fGroup(Gr))=3 then
R:=FunKappa_3(Gr,r,s);

else
R:=FunKappa_4(Gr,r,s);

fi;

return R;

end;

Ejemplo A.2. El resultado de la funcién xp(3,4) para el grupo P = Z7 X Z3 es:

>FunKappa_(P,3,4);
(6

Ademsds, para valoresde r=p+q—1=7+3—-1=9ys=q—1=7—-1=6, la
funcién kp(9,6) da el siguiente resultado,

>FunKappa_(P,9,6);
[12

El desarrollo de la Seccién [3.3] permite mostrar que para este ejemplo el valor de la
funcién kp(9,6) = 12 < 14 = 11p(9,6)
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A.3. Funcién ug(r,s) para Grupos en General

Funcién cardinal del producto AB
Esta funcién toma como argumentos dos subconjuntos A y B de el grupo G, y
posteriormente multiplica uno a uno sus elementos para obtener el conjunto AB. como

resultado devuelve el cardinal del conjunto asi obtenido.

CardiAB:=function(A,B)
local i,j,A_B,H;
A_B:=Set([1);
for i in A do
for j in B do
H:=ix*j;
A_B:=Union(A_B, [H]);
od;
od;
return Number(A_B);

end;

Funcién pg(r, s)

La funcién pg(r, s) que se presenta es un algoritmo de bisqueda exhaustiva, ya
que debe probar uno a uno todos los productos de los subconjuntos obtenidos de G
con cardinal r y todos los de cardinal s, para posteriormente devolver el cardinal mas

pequeno encontrado.

FunMu:=function(Gr,r,s)
local n,m,gl,g2,GS,A,B,1,1,j;
GS:=Set(Gr); 1:=Number(GS);
gl:=Combinations(GS,r);
g2:=Combinations(GS,s);
for i in gl do
for j in g2 do
m:=CardiAB(i, j);
if m<1 then
1:=m; Print (1,",",i,",",j,"\n");
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fi;
od;
od;
return [1];

end;

Ejemplo A.3. Se encontrara el valor de up(3,4) para el grupo P = Z; X Zs.

>FunMu (P, 3,4);

8,[ <identity> of ..., f1, £2 ],[ <identity> of ..., f1, f2, £f172 ]
6,[ <identity> of ..., f1, f1°2 ],[ <identity> of ..., f1, f2, f1°2 ]
[ 6]

Ademaés de encontrar el cardinal mas pequeno del conjunto AB, se muestran dos

conjuntos que satisfacen la ecuacién kp(3,4) = up(3,4).

Pero, para determinar el valor up(9,6) se deben realizar

21 X 21 X9 x 6~ 861 x 10"
9 6 -

operaciones, y se ha calculado aproximadamente H, que en este grupo la funcion
FunMu(P,9,6) realiza 4.63x10% operaciones por minuto, es decir que es necesario

alrededor de 3200 horas o 130 dias para realizar todo el calculo.

A.4. Herramientas Aditivas

En seguida se definen los algoritmos auxiliares que seran utilizados para programar

las herramientas aditivas.

Funcién subconjuntos de G SetB
Para encontrar un subconjunto B de G, tal que 1 € B, con un cardinal u, se emplea

el algoritmo que se muestra a continuacion:

2Utilizando un procesador de 2.53 GHz y 4 GB de RAM
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SetB:=function(Gr,u)
local Pi,Si;
Pi:=Set(Gr);
if u>Number(Pi) then Print ("u debe ser menor"); else
Si:=[Pi[1]];
while Number (Si)<u do
Si:=Union(Si, [Random(Gr)]);
od;
return Si;
fi;

end;

el cual construye una lista con elementos escogidos de forma aleatoria mas la
identidad, por ejemplo B:=SetB(G,3) fija un subconjunto B de G de cardinal 3 y
tal que la identidad del grupo esta en B.

Funcién producto de X por B, ProdXB

Esta funcién permite calcular el conjunto AB C G.

ProdXB:=function(A,B)
local p,Pr,H,i,j;
Pr:=Set([1);
for i in A do
for j in B do
H:=ix*j;
Pr:=Union(Pr, [H]);
od;
od;
return Pr;

end;

Funcién célculo de B~! SetBinv
El resultado de SetBinv(Gr,Bset) es el conjunto B! para un conjunto B
representado por Bset.
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SetBinv:=function(Gr,Bset)
local i, j, Hr, Binvset;
Hr:=Set (Gr);
Binvset:=Set ([]);
for i in Hr do
for j in Bset do
if (ixj= Set(Gr)[1]) then
Binvset:=Union(Binvset, [i]);
fi;
od;
od;
return Binvset;

end;

Funcién Pg(X)
Esta funcién permite encontrar el conjunto C'g para un subconjunto X de G dados
ByG

FunP_BX:=function(Gr,Bset,Xset)
return Difference(Gr,ProdXB(Difference(Gr,ProdXB(Xset,Bset)),SetBinv(Gr,Bset)));

end;

Funcién Dg(X)
Para calcular Dp(X) dados los subconjuntos X, B en G.

FunD_BX:=function(Gr,Bset,Xset)
return Difference(Gr,ProdXB(Xset,Bset));

end;

Funcién ¢5(X)
Esta funcién permite obtener el ntimero isoperimétrico para todo subconjunto X de
G, y ademas, la secuencia isoperimétrica cuando actia sobre el conjunto Cp.

FunPhi_BX:=function(Bset,Xset)
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return Number (ProdXB(Xset,Bset))-Number (Xset) ;

end;

Observacién A.2. Todos los algoritmos programados pueden ser copiados en algin
procesador de texto y guardados en un archivo con el formato nombrearchivo.g, para
ser leidos posteriormente desde su ubicacién. En las dos primeras lineas del ejemplo

siguiente se muestra como llamar los archivos desde una cesién abierta de GAP.
Ejemplo A.4. Los siguientes procedimientos permiten encontrar el conjunto Cg.

>dir:=Directory("D:/TesisGap");;

>Read (Filename (dir, "ProductoSemidirecto.g"));

>Read (Filename (dir, "Isoperimetricas.g"));

>P:=ProdSemidirecto(7,3);

[<pc group of size 21 with 2 generators>

#Desde aqui empieza el procedimiento para encontrar las celdas.

#Conjuntos B

>B:=SetB(P,5);

#L1 es la coleccién de subconjuntos del grupo P y g es el nimero de estas.
>L1:=Combinations(Set(P));; g:=Number(L1);

(2097152
#Con el siguiente procedimiento se encuentra el conjuntos C_B de celdas de B.
#Como también el nimero de celdas para B dado.

>C_B:=Set([]); for i in L1 do

C_B:=Union(C_B, [FunP_BX(P,B,i)]1);

od; h:=Number (C_B);

(t 1

[14905

Aproximadamente luego de 5 horas se obtiene el conjunto C_B, con 14905 elementos.
Los comandos SubtractSet (C_B, [Set(P)]); y SubtractSet(C_B, [[]]); eliminan de
C_B las O-celdas.

Ejemplo A.5. Para encontrar la secuencia isoperimétrica se escriben las siguientes
instrucciones, luego de la ltima linea del ejemplo anterior.
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>mi:=Set([]); for i in C_B do
mi:=Union(mi, [FunPhi_BX(B,1)1);
od;
>ssiso:=mi; #esta linea imprime la secuencia isoperimétrica
([ 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 ]

Ademas, con el siguiente proceso se encuentran las 1-celdas de B:

>UnoCeld:=List([]); for i in C_B do
if FunPhi_BX(B,i)=ssiso[1] then
Add (UnoCeld,i);

fi;

od ; Number (UnoCeld) ;
(L 1]

[42

con la linea Number (UnoCeld), se sabe que hay 42 elementos y para listarlos se debe

escribir UnoCel; luego de lo cual se vera en la pantalla la lista de las 1-celdas para B.

Ejemplo A.6. Los siguientes procedimientos permiten establecer una conjetura
respecto a la cardinalidad de Cg y su relacién con la secuencia isoperimétrica.

#Para cargar los archivos necesarios
dir:=Directory("D:/TesisGap");;
Read(Filename(dir,"ProductoSemidirecto.g"));
Read(Filename(dir,"Isoperimetricas.g"));

Read (Filename (dir, "FunKappa.g"));

P:=ProdSemidirecto(5,2);; #Crea el Grupo P.

B:=eSubcon(P,3) ;;#Subconjuntos de P con cardinal 3, identidad en P.

L:=Combinations(Set(P));; #todos los subconjuntos de P.

De la siguiente manera se calculan los cardinales de todas las posibles colecciones

Cp.

card:=Set([]);

for p in B do C_B1:=Set([1);

for h in L do

C_B1:=Union(C_B1, [FunP_BX(P,p,h)1);
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od;

cl:=Number (C_B1)-2; #2 representa las O-celdas
if not(cl in card) then
card:=Union(card, [c1]);

fi;

od;

El resultado obtenido después de escribir card; es [ 120, 142 ]. Luego se
imprimen todas las secuencias isoperimétricas para las cuales el cardinal de
(g tiene uno de los cardinales encontrados.

for i in B do

C_B:=Set([1);

for j in L do

C_B:=Union(C_B, [FunP_BX(P,i,3j)1);

od;

SubtractSet (C_B, [Set(P)]); SubtractSet(C_B,[[1]);
if Number(C_B)=142 then #Este valor es uno de [ 120, 142 ]
mi:=Set ([1);

for h in C_B do

phi:=FunPhi_BX(i,h);

if not(phi in mi) then

mi:=Union(mi, [phil);

fi;

od;

Print (mi,i,"\n"); fi;

od;

El resultado en este caso es la secuencia [ 0, 2, 4 ] y se repite seis veces, lo que
nos permite asegurar que permanece invariante para todo |B| = 3 y |Cp| = 142. El
subconjunto asociado a la secuencia aparece a la derecha de la misma.

1[ <identity> of ..., f2, £2°2 ]
1[ <identity> of ..., f2, £27°3 ]
1[ <identity> of ..., f2, 274 ]
][ <identity> of ..., £2°2, £2°3 ]
1[ <identity> of ..., £272, £274 ]
1[ <identity> of ..., £273, £274 ]

| e A e AR e I e I e SR m |
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NN NN N
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A. Algoritmos en GAP 4.4.12 70

Sea Cp, la coleccion de celdas para By y Cp, la coleccion asociada al subconjunto
By, es de especial interés probar que Cp, # Cp,, v para ello se emplean las siguientes
instrucciones:

#dos conjuntos B tomados del resultado anterior
>B1:=([Set(P) [1],8et(P) [3],Set(P)[6]11); B2:=([Set(P)[1],Set(P)[3],Set(P)[711);
[ <identity> of ..., f2, £f2°2 ]

[ <identity> of ..., f2, £2°3 ]

Se crean las celdas para By y Bs.

>C_B1:=Set([]);

for j in L do

C_B1:=Union(C_B1, [FunP_BX(P,B1,3j)]1);
od;

C_B2:=Set([1);

for j in L do

C_B2:=Union(C_B2, [FunP_BX(P,B2,3j)]1);
od;

od;

Si se toma un elemento al azar de Cp, se puede ver facilmente si se encuentra en

CBQ ;

>C_B1[76] in C_B2;
[false

ya que la respuesta es negativa se tiene que Cp,, en general, no tiene los mismos
elementos que Cp,.



Problemas Abiertos y Conclusiones

Problemas Abiertos

= Utilizar la teoria del método isoperimétrico para tratar de encontrar una funcion
numérica que modele pg(r, s) en algunos grupos finitos no abelianos.

= Adaptar la teoria del método isoperimétrico dentro de la programacién de GAP,
con el propédsito de crear un algoritmo de mayor eficiencia que permita encontrar
el valor de ug(r, s) en grupos finitos no abelianos.

s Utilizar la teorfa del método isoperimétrico para tratar de caracterizar los
subconjuntos A y B de un grupo finito no abeliano G de cardinales |[A| = r
y | B| = s tales que |AB| = ug(r, s).

Conclusiones

= Se presenta en forma general y explicita la teoria del método isoperimétrico para
un publico con una formacién no tan fuerte en el tema. Ademas, se considera que
este trabajo busca una forma novedosa de acercarse al estudio de pg(r, s).

» Para grupos de la forma G = Z, x Z, donde p y ¢ son numeros primos impares
tales que ¢ =1 mdd (p), la teoria del método isoperimétrico permite concluir que
pua(q+p—1,p—1) = 2q, diferente al valor de kg(r, s) = 2q — 2.

= Para los grupos antes mencionados, computacionalmente se prueba que kg(r, s)
modela en general ug(r, s), para valores de r y s tales que r # g+p—10s # qg—1.

= Dada la gran cantidad de cdlculos que se presentan en el célculo de pug(r, s), los
algoritmos que se implementan facilitan la obtencion de resultados en un tiempo
relativamente pequeno para establecer posibles conjeturas.
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