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Resumen

Hoy por hoy, la ensefianza del concepto de parabola suele restringirse al enfoque de
la Geometria Analitica. El presente estudio consiste en una propuesta didactica que acerca a
los estudiantes a la comprension del significado de parabola como lugar geométrico
mediante el disefio e implementacion de una estrategia didactica basada en el uso e
integracion del Ambiente de Geometria Dindmica Cabri Géometre 11 Plus.

La propuesta didactica fue realizada en el Colegio Gimnasio Bet—El, ubicado en la
ciudad de Pasto (Colombia), con cuatro estudiantes del grado noveno, divididos en dos
grupos. En su disefio, puesta en practica y sistematizacion se considera las fases
correspondientes a la metodologia de investigacion denominada micro-ingenieria
didactica: andlisis preliminares, planeacion del estudio, disefio de actividades y analisis de

resultados.

El estudio de la informacion recolectada retrata el clima intelectual percibido en
clases y permite constatar como, el progreso en el desempefio matemético de los

estudiantes se hace factible por la mediacion tecnoldgica a partir de disefios planificados.

Palabras clave: micro-ingenieria didactica, pardbola, lugar geométrico, Cabri Géométre Il

Plus, Geometria Euclidiana.



Abstract

Today, the teaching of the concept of a parabola is usually restricted to the approach
of Analytic Geometry. This study consists of a didactic approach that tries to bring the
students to the comprehension of the meaning of a parabola as a locus by means of the
design and implementation of a didactic strategy based upon the use and integration of the

dynamic geometry environment Cabri Géometre 11 Plus.

The didactic approach was made in the Bet-ElI School Gymnasium, located in the
city of Pasto (Colombia), with four ninth grade students, divided into two groups. In its
design, implementation and systematization is considered to be the phases corresponding to
the research methodology named micro-didactical engineering: preliminary analyses, study
design, design of activities y results analysis.

The study of the gathered information portrays the perceived intellectual climate in
classes and can see how the progress in students’ mathematical performance is made

possible by the technological mediation from planned designs.

Keywords: micro-didactical engineering, parabola, locus, Cabri Géometre 11 Plus,
Euclidean Geometry.



Introduccién

Desde el punto de vista didactico la geometria elemental, por su naturaleza intuitiva,
es sin duda una de las areas de mayor provecho para el cultivo y desarrollo de pensamiento
espacial asi como de diversas formas de argumentacion. En las ultimas décadas esto se ha
visto especialmente potenciado por la emergencia de los llamados Ambientes de Geometria
Dinamica’, los cuales suponen un campo de experimentacién mucho més conveniente para

el estudio de los objetos de la geometria elemental y la comprension de saberes asociados.

Incluso en otro tiempo era impensable estudiar algunos de estos objetos utilizando
solo 1&piz y papel. Este es el caso, por ejemplo, de los lugares geométricos, y en particular
de la pardbola, que generalmente en los textos y curriculos escolares suele aparecer
relacionada a la funcién cuadratica. Este particular, que se debe en gran parte a la marcada
influencia del movimiento de la Mateméatica Moderna (Kline, 1986) que ocasiond que la
ensefianza de la pardbola como lugar geométrico fuera un campo poco explorado por

docentes e investigadores.

Es por eso por lo que el presente trabajo pretende ser un aporte en dicha materia,
proponiendo una estrategia didactica que, en primer lugar, toma como objeto de ensefianza
el concepto de parabola definido a partir de la propiedad foco—directriz; y, en segundo
lugar, integra el Ambiente de Geometria Dindmica Cabri Géometre Il Plus para el disefio de
las actividades propuestas. Asi, para dar cumplimiento a este propoésito, se ha desarrollado
un estudio basado en la metodologia de investigacion conocida como “micro-ingenieria
didactica” (Artigue, 1995), la cual se utiliza para analizar situaciones de ensefianza y

aprendizaje.

!Los Ambientes de Geometria Dindmica son micromundos disefiados especificamente para el estudio de la
geometria. Esto quiere decir, como definen Balacheff y Kaput (1996), que son sistemas computacionales
compuestos por: (i) objetos primitivos y operaciones formales; y (ii) un dominio fenomenol6gico que permite
relacionar los objetos y operaciones con los fendmenos en pantalla. En cuanto al término “geometria
dinamica”, éste ha sido acuiado por la literatura educativa debido a su idoneidad para referir la principal
caracteristica que distingue a este tipo de ambientes de otro software de geometria, a saber: la variacion
continua en tiempo real, a menudo 1lamada “arrastre” (Cuoco y Goldenberg, 1998, pp. 351).
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De esta manera, la estrategia didactica que se propone ha sido configurada y
orquestada en torno de una secuencia de actividades cuyo objeto es facilitar en estudiantes
de noveno grado, la comprension del concepto de paradbola como lugar geométrico al
interactuar con el ambiente Cabri Géometre 11 Plus. Tal interaccion se evidencia a través de

cuatro actividades especificas, como se enuncia a continuacion:

e Construccion geométrica de la Pardbola a través de los conceptos de mediatriz y de
distancia de un punto a la recta.

e Construccion de una Parabola como una configuracion geométrica, analizando después
las partes que la componen.

e Construccion geométrica de la Parabola con base en la propiedad de la circunferencia.

e Construccion de una Parabola como lugar geométrico en Cabri Géometre 11 Plus.

En lo que respecta al disefio metodoldgico, es de sefialar que éste consta de tres

etapas o fases:

En primer lugar, la fase de analisis preliminares. En ella se hace un acercamiento
historico y epistemolégico al concepto de parabola como lugar geométrico definido a partir
de la propiedad foco—directriz. Luego se analizan algunos elementos que atafien al proceso
de aprendizaje del referido concepto de parabola. Finalmente se presenta un analisis
didactico que, en cierta medida, indica el estado de la ensefianza actual del concepto de
parabola y el panorama que se vislumbra a raiz del impacto de los ambientes de geometria
dindmica. Asi mismo, se explica el enfoque de las situaciones didacticas propuestas en la

secuencia.

En segundo lugar, la fase de planeacion y disefio de actividades. En esta parte se
hace la presentacion de la propuesta experimental en si, abordando aspectos tanto del
componente investigativo como de lo relacionado a la instauracion de las actividades en el
aula. En el disefio de las situaciones didacticas se da a conocer el enunciado de cada una de
éstas, los saberes implicados, las dificultades previstas y los diferentes momentos que han

sido asignados para la organizacion y ejecucion del trabajo de los estudiantes.
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En ultimo lugar, el analisis de resultados. Al término de la realizacion de esta
investigacion, se analiza los resultados obtenidos a partir de la experimentacion con
estudiantes de las situaciones didacticas disefiadas. Con esto se busca contrastar las
actuaciones adoptadas por los estudiantes durante la etapa experimental con respecto al
disefio establecido. Esto se hace a fin de lograr extraer las conclusiones mas pertinentes que

se derivan del estudio y sugerir algunas recomendaciones.

Se espera, entonces, que la informacion suministrada haga un aporte en el campo
investigativo de la Educacion Matematica, en el marco de la compleja integracion de las
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) en los procesos de ensefianza y

aprendizaje de la geometria escolar.
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1. Planteamiento del Problema

En la segunda mitad del siglo XX, debido al contexto socio—politico e ideoldgico
global, las potencias occidentales consideraron necesario adecuar la Educacion Matematica
al desarrollo cientifico y tecnoldgico de la sociedad industrializada. Esta situacion genero
en la mayoria de paises, incluido Colombia, una serie de reformas curriculares que
buscaban la modernizacion de los contenidos matematicos en el nivel escolar, lo que
produjo en ultima instancia el desmantelamiento progresivo de los antiguos programas de

geometria.

La renovacion curricular (Ministerio de Educacion Nacional, 1998) que se dio por
esta época, establecié que las matematicas se conciban como una ciencia logica-deductiva y
mas aun hizo que la geometria adquiera un nuevo método algebraico que estudia los objetos
geométricos como representaciones en el espacio de ciertas ecuaciones polinémicas, que
sustituiria al sintético, que consistia en establecer unos axiomas y unas definiciones,
deduciendo de ellos los teoremas; este nuevo método deja a un lado el ejercicio de la
intuicion en el estudio de las propiedades y relaciones espaciales de los objetos
geométricos, causando asi el declive de los aspectos visuales en la ensefianza de la

geometria.

La patente carencia de intuicion espacial fue un grave desacierto desde el punto de
vista didactico, puesto que afectd el sentido espacial intuitivo de toda la matematica
escolar. Por otra parte, las consecuencias de tal planteamiento ocasionaron dafios
irreversibles en varias generaciones de profesores, lo cual ha suscitado la tendencia a
descuidar la ensefianza de la geometria. En el caso de Colombia, tomando como referencia
el estudio TIMSS (Diaz, Alvarez, Torres y Guacaneme, 1998), se puede observar que el

rendimiento en geometria es menor que en algebra.

Esta reforma mas particularmente se evidencia en el estudio de la Pardbola, que
segun los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (Ministerio de Educacion
Nacional de Colombia, 2006), empieza a aparecer desde una perspectiva del concepto de

funcién cuadrética; inicialmente la ensefianza se centra en el andlisis de los parametros
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bésicos de su ecuacion dejando relegado el estudio de sus propiedades intrinsecas para los
dos ultimos grados de la Educacion Media.

En este mismo sentido, el tratamiento que se observa en los libros de texto escolares
es analitico, casi exclusivamente usando representaciones algebraicas. Algunas posibles
causas de esta eleccion formalista serian, entre otras, una aparente facilidad en la ensefianza
de esta tematica manipulando simbolos algebraicos, la inercia tradicional y cultural
plasmada en los libros de texto escolares que en Colombia han estado permeados por el
movimiento de la Mateméatica Moderna (Kline, 1986) desde mediados del siglo pasado.
Esto ha llevado a que el tratamiento de las conicas, en particular la parabola, se dé a partir
del estudio de las ecuaciones polinémicas de segundo grado y desde el punto de vista de las

funciones.

Tomando conciencia de esta situacion, el enfoque didactico por el cual se apuesta en
el presente trabajo est4 encaminado a implementar situaciones didacticas, donde se propicie
un ambito intuitivo en el que se privilegie, en estudiantes de noveno grado, el estudio de la
propiedad foco—directriz de la pardbola, ademéas de enfrentarlos a otras situaciones
geométricas que posibiliten la movilizacion de diversos conocimientos, tanto nuevos como
previos; para facilitar las interacciones de los estudiantes con los discernimientos en juego,
se ha optado por integrar dentro de la propuesta el Ambiente de Geometria Dindmica Cabri
Géometre Il Plus, dado su potencia para el tratamiento de lugares geométricos y estimular

la comprension intuitiva.

En atencion a lo expuesto, esta investigacion busca responder a la necesidad de
desarrollar iniciativas que favorezcan la conceptualizacion significativa de saberes

geométricos, en particular, del concepto de parabola como lugar geométrico.
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2. Antecedentes

Diversas investigaciones en Educacion Matematica (Rio-Sanchez, 1989; Schumann,
y Green, 1997; Olmstead, 1998; Arcavi & Hadas, 2000; Santos-Trigo, Espinosa & Reyes,
2005; Fernandez, 2009; Planchart, 2009; De la Rosa, 2010), dan cuenta de la compleja red
de interacciones que se trenza alrededor de los procesos de ensefianza y aprendizaje en los
que se propende por la comprension del concepto de pardbola como lugar geométrico bajo
la mediacion de Ambientes de Geometria Dindmica.

Al indagar sobre este respecto en dichos estudios, se detectaron cuatro importantes
cuestiones cuya relevancia se resalta por estar estrechamente ligadas al propdsito que

persigue esta investigacion. En su orden, éstas son:

e |o sintético en contraposicion con lo analitico;

e los ambientes de geometria dinamica;

e lugares geométricos y su relacion con las TIC; y

e errores y dificultades en la comprension del concepto de parédbola como lugar

geomeétrico.

A continuacion se esbozan algunas de las ideas generales de cada una de estas

cuestiones.

2.1 Lo Sintético en Contraposicion con lo Analitico

Contrastando los métodos de la Geometria Sintética y la Geometria Analitica, se
puede apreciar, desde una perspectiva didactica, cierta ventaja de lo sintético frente a lo
analitico, dado que los métodos sintéticos proporcionan pruebas simples e intuitivas,
mientras que los métodos analiticos no revelan el sentido de lo que se esta haciendo ni de lo
que se consigue. Pese a ello, causa curiosidad que a raiz de la controversia derivada de tal
confrontacién las decisiones curriculares parecen haberse inclinado en favor del enfoque

analitico.
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Es preciso sefialar que el conocimiento de los griegos con relacién al concepto de
parabola, expuesto en “Las Conicas” de Apolonio y la “Coleccién Matematica” de Pappus
utiliza un amplio lenguaje retorico que, posteriormente, requirio el uso formal de un
sistema de representacion avanzado, como el que desarrollaran por separado Fermat y
Descartes, a partir de las primigenias contribuciones de Vieta y Oresme. Sin embargo, la
genuina definicion de parabola se obtiene con base en relaciones métricas entre puntos y

rectas.

Sin desconocer, por supuesto, la importancia fundamental de los métodos analiticos
y el arraigo de su tradicion curricular, se coincide con Hansen (1998) al afirmar que la
descripcion algebraica como Unica via de acceso al concepto de parabola hace que su
tratamiento sea artificial y ajeno al entorno circundante que permite dar sentido a los
conceptos elaborados, circunstancia que ha llevado al estudio de la pardbola a un estado

cercano a la desaparicion del curriculo.

De igual forma Bartolini Bussi (2005), plantea que no basta con estudiar las conicas
a través de un Unico enfoque para comprender su significado; en efecto, como ella afirma
no es suficiente abordar este tema especial bajo la aproximacion mas comun, la geometria
analitica; es decir, las conicas tratadas como formulas algebraicas o representaciones de
relaciones en el plano cartesiano que satisfacen ecuaciones de segundo grado obtenidas a

partir de algunas relaciones métricas.

Como se ha mencionado en la formulacion del problema de investigacion, las
propuestas curriculares del sistema educativo colombiano tradicionalmente han orientado el
tratamiento de la parabola bajo la perspectiva de la Matematica Moderna (Kline, 1986). Asi
pues, en el ambito escolar el concepto de pardbola con frecuencia suele asociarse
directamente a su expresion analitica, y en consecuencia, sus propiedades deducidas

mediante procedimientos algebraicos.
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Esta afirmacion se hace con base en los Estdndares Béasicos de Competencias en
Matematicas (Ministerio de Educacion Nacional, 2006) y en la revision de varios textos
escolares, ya que estos dos elementos son los que usualmente se derivan las préacticas
escolares. Por ello, se revisaron dos textos escolares de circulacién nacional como lo es
Nuevas Matematicas 9 de Morales, Torres, Joya, Romero & Salgado (2007) y Matematica
Moderna Estructurada 4 de Wills, Guarin, Londofio y Gomez (1976).

Lo anterior permiti6 reconocer las causas que suponen dificultades en la ensefianza
y aprendizaje tradicional del concepto de parabola: su definicion desde una perspectiva
funcional y cartesiana; su representacion algebraica y grafica en ambientes estaticos de
lapiz y papel; su tratamiento meramente paramétrico y algoritmico; y el papel pasivo del

estudiante frente al protagonismo del profesor.

Hoy por hoy, es sabido que una prematura algebrizacién del estudio de las conicas,
y especificamente de la paradbola, elude todo un conjunto de experiencias formativas que
solo pueden conseguirse con su tratamiento como lugares geométricos. A proposito de esto,
Brousseau (2000) aduce que las situaciones geométricas son las que estan mas proximas de

introducir a los estudiantes en una verdadera actividad matematica.
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2.2. Ambientes de Geometria Dinamica

El uso de los Ambientes de Geometria Dinamica (AGD) ofrece a los estudiantes la
posibilidad de representar objetos matematicos y examinar sus relaciones desde
perspectivas maltiples. En este contexto, Santos-Trigo et al. (2005), habla de un ejemplo en
el cual una configuracion geométrica simple, construida por el AGD, funciona como una
plataforma para generar relaciones matematicas, que tienen que ser exploradas y
presentadas en términos de sus propiedades. En particular, se ha observado que analizando
comportamientos de triangulos, rectangulos, lineas, segmentos, mediatrices, se puede
dirigir a los estudiantes a buscar propiedades y significados asociados con parabolas.
Especialmente parece que las representaciones dindmicas generadas con el uso de los AGD
proporcionan condiciones a los estudiantes para plantear preguntas que pueden llevarlos a
identificar conjeturas matematicas o reconocer, construir y unir tipos diferentes de

relaciones y propiedades matematicas.

En otro estudio anterior, Santos-Trigo (2001), plantea que las tecnologias son
poderosas herramientas, que facilitan al estudiante mover puntos, segmentos, generar
lugares geométricos y que ademas, posibilitan cuantificar diversas relaciones (longitudes,
areas, angulos). También respalda la idea de que los estudiantes con la mediacion de los
AGD podrian ser animados no sélo a participar en el proceso de reconstruir relaciones
particulares, sino también proporcionar argumentos matematicos, para apoyar Sus

resultados.

Por su parte Planchart (2009), en el estudio ya mencionado, abordd6 el papel de la

tecnologia y afirma que:

A través de dispositivos tecnoldgicos es posible seguir el proceso de
construccién de muchas areas de la matematica, a través de algunas de sus
representaciones, y acercarnos, dentro de lo que plantea un objetivo didactico,
al concepto matematico. (p. 2).
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Se puede esperar que el uso de un AGD permita alternativas, de manera que la
experiencia de aprendizaje sea ademas de tipo conceptual y no s6lo procedimental. Esto
puede ser posible si se proponen estrategias que conduzcan a resultados de aprendizaje de
tipo conceptual. Es importante reconocer en este punto que es una tarea compleja lograr
que los estudiantes construyan representaciones mentales adecuadas que les permitan
predecir y explicar segun patrones cientificamente aceptados, ya que en ese proceso de
construccion intervienen una cantidad de factores entre los cuales se encuentran las
caracteristicas de las representaciones externas empleadas para ensefiar y comunicar

conocimiento y la manera en que dichas representaciones son utilizadas.

Con relacion a lo anterior, Arcavi y Hadas (2000), hacen notar que las
representaciones dinamicas con AGD, constituyen una estrategia, para que el estudiante

construya su propio conocimiento:

Los ambientes dindmicos no sélo permiten a los estudiantes construir figuras
con ciertas propiedades y visualizarlas, sino que también les permiten
transformar esas construcciones en tiempo real. Este dinamismo puede
contribuir en la formacion de hébitos para transformar (mentalmente o por
medio de una herramienta) una instancia particular, para estudiar variaciones,
invariantes visuales, y posiblemente proveer bases intuitivas para
justificaciones formales de conjeturas y proposiciones.

Esta perspectiva hace alusion al hecho que el estudiante a través de una de
las caracteristicas de los AGD, la dinamizacién provista por la herramienta de
arrastre (dragging), evidencia la temporalidad de las figuras gracias al
movimiento, lo lleva a reconocer patrones de comportamiento invariantes, por
la observacion de la conservacion de sus propiedades en cada deformacion, y le

abre la posibilidad de construir conocimiento Matematico. (pp. 25-26).
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2.3 Lugares Geomeétricos y su Relacién con las TIC

Si bien es cierto que la capacidad y precision grafica junto a la posibilidad de
exploracién abierta y las retroacciones perceptuales que ofrecen los AGD, son algunas de
las cualidades que muy probablemente podran contribuir a proporcionar entornos

favorables a la comprension del concepto de parabola como lugar geométrico.

Por su parte Santos-Trigo (2001), declara que resulta dificil imaginar el lugar
geométrico, que describe un punto, cuando se mueve dentro de una representacion, cuando
se utiliza un medio estatico. De alli la importancia de integrar los AGD, como un
instrumento para generar lugares geométricos, ya que admiten facilmente trazar y visualizar

el recorrido que deja un objeto al desplazarse en funcion de algun punto movible.

El caracter dindmico que imprime este tipo de ambientes a la representacion
material de lugares geométricos hace que se incremente la expresividad matematica. Al
permitir la exteriorizacion de determinadas funciones cognitivas se hace posible la accion
conjunta del estudiante y el ambiente. Ahora bien, los fenGmenos perceptivos asociados a
esta particular manera de estudiar los lugares geométricos debe traer consigo serias
repercusiones cognitivas. Por tanto se debe buscar estrategias para adaptar los antiguos
contenidos.

En este sentido, conviene destacar la distincion sefialada por Jahn (2002) en relacion
al uso de las dos herramientas que proporciona Cabri Géomeétre Il Plus para el estudio de

los lugares geométricos:

La herramienta “Traza” enfatiza en la interpretacion dinamica de la
representacion puntual de la trayectoria de un punto variable, mientras que la
herramienta “Lugar” es caracterizada en una manera funcional por una
correspondencia biunivoca entre dos puntos P y P’°, representando, al menos

implicitamente, la imagen de un conjunto de puntos para una aplicacion dada.
(p.79).
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2.4. Errores y Dificultades en la Comprension del Concepto de Pardbola como Lugar
Geomeétrico

Desde la perspectiva de Rio-Sanchez (1989), el concepto de lugar geométrico esta
mas memorizado que interiorizado, por los estudiantes. Estos identifican la definicion del
concepto, mas no lo transfieren a una situacion nueva, porque no lo comprenden; en su
investigacion encontré que los estudiantes poseen ideas erroneas de la concepcion de
parabola, una de ellas es admitirla como un arco de circunferencia y dos semirrectas

tangentes en sus extremos. (Ver Figura 1).

Figura 1. Una concepcion de la parabola donde se la imagina como un arco de circunferencia y dos
semirrectas tangentes en sus extremos. (Tomada de Rio-Sanchez, 1989).

En general un error frecuente en el aprendizaje de la geometria consiste en asociar el
concepto de los objetos geométricos tan solo a sus representaciones graficas, sin tener en
cuenta las propiedades geométricas que las gobiernan.

Segun Planchart (2009) un error que puede conducir a un obstaculo de orden
geomeétrico, es el no distinguir las variables que dominan los fenomenos. De igual manera,
sefiala que hay algunas dificultades en el proceso de la percepcion visual del objeto
matematico en pantalla, lo que en ocasiones suele ser un elemento que obstaculiza la
comprension; ya que el estudiante se establece tipos de imagenes mentales incorrectas que

provocan respuestas erroneas.
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3. Justificacién

Segun la tradicion historica, el establecimiento de la Geometria como primer cuerpo
de conocimientos cientificos se remonta a la Antigua Grecia; y en los albores de la
primitiva ciencia el concepto de lugar geométrico contribuyo6 decisivamente al desarrollo de
las matematicas y de la ciencia en general. Actualmente, los AGD representan una
oportunidad para restaurar esta conexion entre las raices historicas y geométricas que

practicamente desde la matematica escolar se ha omitido.

Los experimentos mentales que involucran la construccion material de lugares
geométricos inscriben a los estudiantes en procesos reflexivos que giran en torno a la
articulacion de conocimientos conceptuales y procedimentales, los cuales discurren en este
estudio alrededor de la definicion de parabola a partir de su propiedad foco—directriz. Por
su parte, el AGD Cabri Géometre II Plus, permite dar lugar a experiencias con “puntos

moviles” y trayectorias, lo que puede promover la incubacion de ideas sobre continuidad.

De otro lado, la construccién de la paradbola utilizando solo la definicion geométrica
que depende de la directriz y su foco, ineludiblemente remite a diversos saberes como lo
son: la distancia de un punto a una recta, la mediatriz de un segmento, la construccion de un
lugar geométrico en el contexto de un AGD, y otros saberes afines. Cabe anotar que la
potencia grafica y concepcion teodrica de Cabri Géométre Il Plus permite el estudio de los

elementos notables de la parabola y las relaciones existentes entre si.

Es necesario entonces, desarrollar estrategias didacticas dirigidas al
aprovechamiento de las nuevas posibilidades y oportunidades que ofrecen los Ambientes de
Geometria Dinamica, y en particular de Cabri Géometre 11 Plus, para el estudio de los
lugares geométricos, en este caso, de la parabola. Pues como se ha concluido en algunos
estudios (Davison y Pratt, 2003; Sinclair, 2003), el potencial didactico que proviene de las
herramientas informaticas no es suficiente para garantizar el aprendizaje. Es indispensable

el disefio de estrategias especificas.
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La investigacion que se presenta en este documento busca ser un aporte en tal
sentido, ya que propone una estrategia didactica para ensefiar el concepto geométrico de
parabola bajo la mediacidn del ambiente Cabri Géometre Il Plus. La propuesta incluye una
secuencia compuesta por una serie de situaciones que se disefiaron a la luz de la “Teoria de
Situaciones Didacticas” (Brousseau, 1997). Asimismo, se opté por la “micro-ingenieria
didactica” (Artigue, 1995) como metodologia para la concepcion, experimentacion y

analisis de la secuencia referida.

En el actual esquema de ensefianza del concepto de parabola, se ha descuidado en
gran medida el enfoque sintético por enfatizar en la representacion algebraica, lo cual
produce detrimento en el desarrollo de habilidades espaciales para la construccién de
pensamiento matematico. Por esta razon, el presente estudio resulta pertinente, ya que la
mediacion de un ambiente como Cabri Géométre 11 Plus puede favorecer la promocion y
potenciacion de procesos cognitivos de construccion, visualizacion y razonamiento
discursivo.
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4. Pregunta, Hipotesis y Tesis de Investigacion
De acuerdo a los planteamientos hasta aqui expuestos, a continuacién se procede a
formular la pregunta de investigacion, las respectivas hipétesis y la tesis de investigacion.
4.1. Pregunta de Investigacion

¢Es posible que estudiantes de grado noveno puedan lograr una comprension
significativa del concepto de parabola como lugar geométrico cuando sus acciones son

mediadas por el uso del Ambiente de Geometria Dindmica Cabri Géometre 11 Plus?

4.2 Hipdtesis de la Investigacion

La visualizacion de las representaciones dinamicas y la exploracion de propiedades
y regularidades en las construcciones realizadas, evidencia una riqueza expresiva vinculada

con la descripcion pragmatica y con la conceptualizacion tedrica de la parabola.

4.3 Tesis de la Investigacion

La construcciédn significativa del concepto de pardbola como lugar geométrico es
posible cuando los estudiantes son inmersos en procesos de visualizacion y de exploracion
de regularidades y propiedades de este objeto geométrico por la via de instrumentos

especificos de mediacion presentes en Cabri Géometre 11 Plus.
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5. Objetivo

Con el fin de desarrollar acciones que contribuyan a la consecucion del proposito de
esta investigacion, y en conformidad con los principios que orientan la propuesta, se

considera apropiado prescribir los siguientes objetivos.

5.1 Objetivo General

Proponer una estrategia didactica para la ensefianza del concepto geométrico de
parabola integrando herramientas computacionales, en particular, el Ambiente de

Geometria dinamica Cabri Géométre Il Plus.

5.2 Objetivos Especificos

e Implementar una secuencia didactica para la ensefianza y aprendizaje del concepto
de pardbola como lugar geométrico bajo la metodologia de micro-ingenieria
didactica.

e Caracterizar las estrategias de aprendizaje utilizadas por cuatro estudiantes de grado

noveno al poner en acto las situaciones didacticas disefiadas.
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6. Andlisis Preliminares: Fundamentacién Tebrica

En este trabajo los analisis preliminares, sustentados en el marco de la metodologia
de micro-ingenieria didactica (Artigue, 1995), sirven de base para el disefio de las
situaciones didacticas, en la medida en que proporcionan un fundamento teérico basado en
tres dimensiones de andlisis clasicas en la Didactica de las Matematicas de la Escuela

Francesa.

Estas tres dimensiones son: la Historica — Epistemoldgica, Cognitiva y Didéctica.
La primera asociada a las caracteristicas de la evolucién del saber matematico en juego, la
segunda relacionada a las caracteristicas cognitivas de los sujetos que recibiran la
ensefianza como por ejemplo: la caracterizacion de los errores, obstaculos y dificultades, y
la Gltima, se refiere a las caracteristicas del funcionamiento del sistema didactico y el

campo de las restricciones donde se va a situar la investigacion.

Estas dimensiones se relacionan entre si dentro de la estructura de la Situaciones
Didécticas (Ver Figura 2)?, que se refieren al conjunto de interacciones entre los tres
componentes del sistema didactico: el saber (a ensefiar), el profesor (que quiere ensefiar ese
saber) y el estudiante (que quiere aprender ese saber).

En esta estructura, se manifiesta la intencién de promover un proceso de ensefianza
y aprendizaje, mediante situaciones de clase, creadas intencionalmente por el profesor, con
objeto de optimizar los modos de apropiacién de este saber por parte del estudiante, quien a
su vez debe asumir su responsabilidad (contrato didactico) de aprender, esta apropiacion
requieren que el docente haga una transformacion y adaptacion del saber matematico en un
conocimiento a ensefiar por medio de las situaciones que implementa (transposicion

didactica). En este trabajo, cuando se integra un AGD en las actividades matematicas del

ZAdaptacion del esquema presentado por De Faria (2006) y adaptado por Quintero (2010) en su proyecto de
investigacion "De la Conjetura a la Demostracion con la Mediacién de un Ambiente de Geometria Dinamica".
IEP, Universidad del Valle.
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estudiante, se debe tener en cuenta también las transformaciones que sufre ese saber cuando

se lleva a un ambiente informatico (transposicion informatica).

Estudiante

Concepciones/' Mediaciones
Contrato

Representaciones

Didactico

Saber a
ensefar

> Profesor

F
Y

Concepciones

Dimensioén
Epistemolégica

Transposicion
Didacticay
Computacional

Dimension
Didactica

Figura 2. Tres aspectos relativos a los marcos tedricos: la estructura de la Situacion Didactica, las
interacciones que se pueden dar entre un saber, el profesor y los estudiantes, la consideracion de
la transposicion informatica por la integracién de TIC.

A continuacién, se desarrollan los aspectos correspondientes a cada una de las

dimensiones.

6.1 Dimension Historica — Epistemologica

En este estudio histérico — epistemolodgico, alrededor de la naturaleza de la parabola

como saber matematico se trata de responder al siguiente interrogante:

e /COmo se ha concebido histéricamente la parabola?
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En ese sentido, esta pregunta permitio restringir la basqueda de la historicidad de la
paradbola como lugar geometrico, limitandose a los gedmetras que la trabajaron desde ese

punto de vista.

En consecuencia, se esbozara como surgié y desarrollé el concepto de parébola
como lugar geométrico caracterizado por la conocida propiedad foco—directriz. Para ello, se
revisaron los trabajos de los gedmetras Menecmo (375-325 a.C.), Arquimedes (287- 212
a.C.), Apolonio de Perga (262-190 a.C.), Pappus (S. IV d.C.), Al-Kuhi (S. X d.C)),
Descartes (1596-1650) y Lebesgue (1875-1941). Todos estos contribuyeron a imprimirles
distintos significados a la parabola que a la postre enriquecieron sus representaciones

matematicas.

Asi, Menecmo, gedmetra griego, se le atribuye el hallazgo de estas curvas (elipse,
parabola e hipérbola) en su estudio sobre el problema de la duplicacién del cubo?; éstas, se
obtenian cortando un cono circular recto de una sola hoja por un plano perpendicular a una
generatriz. Segun el angulo del vértice del cono circular recto sea agudo, recto u obtuso, se

obtienen en su orden, la elipse, la pardbola y una rama de la hipérbola.

Es también Arquimedes, quien en la busqueda de una solucién para la cuadratura
del circulo®, hace un gran aporte a la historia con su libro titulado La Cuadratura de la

Parabola, se especializ6 en sus propiedades y determiné que el area de un segmento

parabolico es a 2 deun triangulo ABC. (Ver Figura 3).
3

* El problema de la duplicacién del cubo consiste en construir geométricamente, mediante el uso de regla y
compas, el lado de un cubo tal que su volumen sea el doble del volumen de otro cubo de lado dado.

* El problema de la cuadratura del circulo, consistente en construir geométricamente mediante el uso de regla
y compas, un cuadrado que posea un area que sea igual a la de un circulo dado.
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A B

Figura 3. Triangulo ABC inscrito en un segmento parabolico ADCEB, Arquimedes compara por un
razonamiento que utiliza el método de exhaucion las areas de estas dos figuras. (Tomada de Rio-
Sanchez, 1996, p. 18).

Este nuevo concepto permitié obtener por primera vez la cuadratura del espacio
comprendido entre una curva y lineas rectas, para su demostracion Arquimedes aplica el

método, llamado exhaucion® a la cuadratura de la parabola.

Por otro lado, Apolonio de Perga, quien aportd, en su obra Las Cénicas®, no sélo
una gran cantidad de resultados nuevos para la época, sino también una metodologia y una
renovacion conceptual en las cuales se puede encontrar el germen lejano de la Geometria
Analitica del siglo XVII, segun Boyer (1996).

El aporte fundamental de Apolonio, fue el hecho de poder obtener las secciones
conicas, a partir de la interseccion de un plano con un cono, sin importar el angulo que
forman la generatriz y el eje tal como lo proponia Menecmo. De acuerdo con Apolonio, la

seccidn conica obtenida dependia fundamentalmente de la inclinacion del plano secante con

® El método de exhaucién empleado por Arquimedes para resolver el problema de la cuadratura de la parabola
(aunque con notacién mas moderna) consiste en lo siguiente: Para cada ndimero natural n se divide el
segmento AB de longitud b, [0, b] en n partes iguales de medida b/n. Sobre cada una de esas partes se
construye un rectangulo con la altura de la ordenada a la curva (rectangulo superior, por exceso 0 Circunscrito;
rectangulo inferior, por defecto o inscrito). Cuanto méas grande sea n, mayor es la particion de la region bajo la
curva, menor el error en el calculo y en consecuencia, cada vez méas precisa su area. En términos del calculo
moderno la medida exacta del &rea se da cuando en la particién n tiende al infinito.

® Las Cénicas, es el nombre que recibe un antiguo tratado geométrico que recopila todo el conocimiento que
se tenia acerca de dichas curvas hasta ese entonces. La obra consta de ocho libros o capitulos, donde los
cuatro primeros se supone que dan cuenta de los aportes que hicieran Menecmo, Euclides y Aristeo a la teoria
de conicas. Los cuatro restantes son mérito del autor. Sin embargo, solo se conserva tres de ellos, de los
cuales dos existen Unicamente en su version arabe.
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el eje; inclusive fue més all& de ello, ya que también plante6 que la construccion de estas
secciones conicas, era independiente del tipo de cono utilizado, es decir, podria ser un cono

circular recto u oblicuo.

Otro aporte importante que realizé6 Apolonio fue darle el nombre actual a las
conicas. Particularmente, la pardbola fue definida como la interseccion de un cono circular

oblicuo de dos hojas con un plano paralelo a una sola generatriz o arista. (Ver Figura 4).

Figura 4. Parabola como la seccion cénica generada por el corte que hace el plano paralelo a una
de sus generatrices. Tomado de Gonzalez (2003).

Por otra parte la propiedad fundamental con respecto al diametro que utiliza
Apolonio de Perga en su definicion de parabola tuvo mayor difusion y acogida entre los
matematicos, quiza por estar estrechamente relacionada con el sistema de coordenadas
cartesiano. Segun Boyer (1996), Apolonio consiguié definir las conicas como lugares
geométricos de puntos del plano que satisfacen una condicion determinada. Esta definicion
deja de lado la manera estereométrica de concebirlas como secciones determinadas por un
plano al cortar una figura tridimensional. Apolonio, al igual que sus predecesores, obtenia
sus curvas a partir de un cono en el espacio tridimensional, pero luego logré prescindir del
cono, no sin antes haber deducido una propiedad plana fundamental, que viene a dar una

condicion necesaria y suficiente para que un punto esté situado sobre la curva.

Con todo, en Las Cénicas, la nocion de foco se refiere de manera indirecta y la de
directriz, es omitida completamente. A pesar de esto, segun los historiadores como Boyer
(1996) es muy probable que la propiedad foco—directriz fuese utilizada en ese entonces para
el trazado de parabolas.
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Ahora bien, al parecer, el primero en teorizar sobre este respecto fue Pappus de
Alejandria, quien en su Coleccién Matematica expone la propiedad monofocal’ de las
conicas, aunque posiblemente esta ya era conocida en el tiempo de Euclides. Siglos mas
tarde, Al-Kuhi, matematico arabe, basadndose en la propiedad foco—directriz defini6 la
parébola como el lugar geométrico de los centros de todas las circunferencias tangentes a

una recta y que pasan por un punto exterior a ésta.

Los antiguos griegos se ocuparon ampliamente de las propiedades geométricas de
las conicas. Hubo que esperar unos 1900 afios hasta siglos XVIy XVII, a que se pusieran
de manifiesto las aplicaciones de las cdnicas, y se conociera su importante papel en el
desarrollo del célculo. El filésofo y matematico francés René Descartes, desarrollé un
método para relacionar las curvas con ecuaciones y los puntos en el plano con pares de
ndmeros. Este método es ahora denominado Geometria Analitica. En esta Geometria
Cartesiana las curvas conicas se pueden representar por ecuaciones de segundo grado en
las variables x e y. Quizés el resultado méas sorprendente de la Geometria Analitica es que

todas las ecuaciones de segundo grado en dos variables representan conicas.

Finalmente, tal como sefiala Bongiovanni (2007), luego de varios siglos y a raiz de
un articulo que publicara en 1933 el matemético frances Henri Léon Lebesgue, cuyo titulo
traducido es Las Conicas en la Ensefianza Secundaria, la propiedad foco—directriz es
considerada nuevamente por los matematicos para el estudio de la parabola, asi como de la

hipérbola y la elipse.

Para concluir con esta dimension, se puede inferir a partir de estos diversos estudios

sobre historia y didactica de las cdnicas (Bartolini Bussi, 2005; Bongiovanni, 2007; Espafia,

" La propiedad monofocal de las conicas establece que la razén entre las distancias de un punto al foco y a la
directriz determina si la curva a la que pertenece dicho punto es una parabola o una hipérbola o una elipse,
dependiendo de si tal razon es respectivamente igual, mayor o menor que la unidad. Aqui es pertinente
precisar que el término foco se debe al aleman Johanes Kepler (S. XVI d.C.), en tanto que la palabra directriz
fue introducida por el holandés Jan de Witt (S. XVII d.C.).
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2010), que la evolucidon conceptual de la pardbola como objeto matematico remite y
relaciona variados conceptos y procedimientos que han ido construyéndose paralelamente a
la conceptualizacion de la nocién de espacio y al desarrollo de distintos metodos
matematicos — sintético, analitico, proyectivo y algebraico —. Asi pues, el foco y la
directriz de la parabola, dos objetos matematicos que se remontan a la antigiiedad, son un
claro ejemplo de esta evolucion. Pues bien, el estudio de la propiedad foco—directriz
involucra una serie de conceptos geométricos tales como mediatriz, segmento,
circunferencia y recta tangente por citar algunos ejemplos. Ademas comprende diferentes

relaciones espaciales como son simetria, perpendicularidad y paralelismo.

6.2 Dimension Cognitiva

El objetivo de este estudio es la exploracion de aquellos elementos que de una u otra
forma pueden incidir en la conceptualizacion del concepto de parabola como lugar
geométrico de parte de los estudiantes en el contexto escolar, en lo referente a fendmenos
perceptivos y cognitivos asociados a los procesos de representacion y visualizacion de
objetos matematicos en el contexto de los AGD. Para ello se consideraran los siguientes
aspectos: representaciones matematicas, visualizacion en AGD vy la relacion entre figura y
dibujo cuando se tienen en cuenta las construcciones geométricas en el ambiente

computacional y las estrechas interrelaciones con los niveles espacio — gréfico y tedrico.

6.2.1 Representaciones matematicas.

Las representaciones juegan un papel importante dentro de la Educacién
Matematica y aln mas particularmente en la Didactica, ya que propician una interaccion
estudiante-conocimiento, a partir de signos, graficos, expresiones simbdlicas, enunciados y
diagramas, que hacen presentes los conceptos y procedimientos matematicos. Tal
interaccidn, no sélo se limita a los simples sistemas estructurados de codificacion mediante

signos o graficas, sino que busca que el estudiante haga una manipulacién y procesamiento
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de estas representaciones que le permitiran distinguir las propiedades y relaciones
estructurales entre los conceptos e ideas representados.

Varias investigaciones alrededor del tema parten de que la comprensién de un
concepto, se hace cuando el sujeto es capaz de establecer una diferencia entre el concepto y
su representacion, entre su significado y significante, entre la representacion interna y la
representacion externa. En Fernandez y Garzon (2007), se presenta esta terminologia,
dimensionando la representacion interna como el proceso que el individuo trabaja en su
mente para significar fendmenos, explicando nociones o ideas matematicas; en el momento

de comunicar tales ideas, entran en juego las representaciones externas.

De la misma manera, Goldin y Kaput (1996), asumen que para explicar los
fendmenos relativos al conocimiento y comprension es necesario recurrir a la nocién de
representacion, y que ésta se inscribe en la dialéctica natural entre operaciones mentales y
operaciones fisicas, de cuya interaccion se estructuran complejos sistemas de
representacion internos —conceptos y procesos— Y sistemas de representacion externos —

simbolos e iconos—.

A este respecto cabe puntualizar que en el caso de los objetos geométricos, el paso
de su representacion visual —graficas— a la representacién simbolica —ecuaciones
algebraicas— enriquece el significado de los mismos, puesto que el sistema de coordenadas
cartesianas hace posible su lectura y manipulacion simbélica, permitiendo de la misma

manera articular estos dos tipos de representacién externa.

No obstante, como indican los estudios adelantados por Rio-Sanchez (1989), una
introduccion  prematura del sistema referencial cartesiano puede limitar la
conceptualizacion de la nocidn de parabola, especialmente con relacion al espacio. En este
sentido, se coincide con Aubanell (2009) cuando afirma que en el bachillerato parece
conveniente iniciar el estudio de las conicas a partir de sus genuinas propiedades como

lugares geomeétricos, sin tener una prisa excesiva por pasar a su formulacion analitica.
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Ahora, segin Rio-Sanchez (1989), el estudio de la pardbola a partir de su
representacion visual no esta exento de dificultades, se ha evidenciado que entre estudiantes
en edad escolar es comun la tendencia a conceptualizar objetos geométricos tan solo de

manera perceptual, como es el caso de la parabola.

También se debe considerar que las representaciones internas de los objetos de la
geometria elemental, como es el caso de la parabola conceptuada como lugar geométrico,
son un tipo de entidades mentales que no pueden reducirse a “imagenes absolutas” ni a
“conceptos auténticos”, dada la naturaleza tedrico-empirica de tales objetos (Chevallard &
Michel, 1991). Lo iddneo es que figura y concepto confluyan en un objeto mental Gnico

(Fischbein, 1993), puesto que en el mundo real domina la intuicion.

En el AGD Cabri Géometre Il Plus, las representaciones visuales de los objetos
matematicos son “ejecutables” (Lupiafiez y Moreno 2002), es decir, que tienen la potencia
de simular acciones cognitivas. Igualmente, la representacion en Cabri Géometre Il Plus es
controlada por una teoria geométrica en principio euclidiana, lo que puede facilitar la
conexion entre concepto y figura (Laborde, 1998a). Dicho en otras palabras, favorece la

articulacion entre cognicion y percepcion.

El conocimiento de esta gama de concepciones, alrededor de las representaciones,
puede permitir a los docentes generar alternativas para que el estudiante, dinamice y
enriquezca sus construcciones mentales, para que sea capaz de significar lo que construye,
para que su interaccion con las representaciones externas den como resultado la

comprension adecuada de una idea o concepto matematico.
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6.2.2 Visualizacién en Ambientes de Geometria Dinamica.

La visualizacion, enmarcada desde la perspectiva de Bishop (como se cita en
Fernandez y Garzon, 2007), tiene que ver con la habilidad de manipular mentalmente, rotar,
deformar o invertir un objeto, presentado de manera gréfica; concepcion compartida por la
investigadora Presmeg (como se cita en Ferndndez y Garzén, 2007), quien relaciona las
representaciones internas y externas con la visualizacion, ella, hace referencia a los
procesos cognitivos ligados al aprendizaje que el sujeto realiza en su mente cuando

manipula o transforma, una imagen visual.

En gran medida, esto es lo que se pretende lograr con el estudiante, que él sea capaz
de relacionar los fendmenos visuales con los hechos geométricos, para que llegue a
reconocer propiedades geométricas, para que pueda interpretar los dibujos en términos
geométricos o para que logre construirlos. Estos aprendizajes pueden permitirles, a los
estudiantes, usar dibujos o representaciones visuales de objetos geométricos como una

ayuda en su razonamiento a un nivel teérico.

Desde la perspectiva de Zimmermann y Cunningham (1991), la visualizacion en
matematicas tiene que ver con la configuracion de imagenes —mentales o fisicas— y su

uso efectivo en la resolucién de problemas y la construccion de concepciones.

Es asi como la visualizacién es un proceso que conjuga la percepcion y la
cognicion, es por eso que la intuicién también desempefia un papel importante en la
elaboracion de concepciones que permiten el acceso a los diferentes conceptos

matematicos®, en especial de la parabola como lugar geométrico.

® Existe una diferencia entre concepto matematico y concepcién mateméatica. A saber, concepto matemético,
constructo teérico aceptado oficialmente por la comunidad matematica en una época determinada (Artigue,
1995) y concepcidn, red de representaciones internas y asociaciones entre ellas evocadas por el concepto a
través de sus representaciones internas (Sfard, 1991).
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Hilbert & Cohn-Vossen (1952), afirman que la comprension intuitiva, genera una
conexién mas inmediata entre los objetos de estudio, favoreciendo asi la compenetracion

entre los mismos, lo que acentta el significado concreto de sus relaciones®.

Papert’® (1980), por su parte, sostiene que el uso de computadores permite la
exteriorizacion de preconceptos intuitivos, lo cual estimula el aprendizaje reflexivo.
Asimismo, advierte que las representaciones computacionales deberian ser tomadas como
elementos para remodelar la comprension intuitiva, pues ésta, tal como es sefialado por
Fischbein (1987), produce un efecto de inmediatez que conduce usualmente a identificarla

con el mero proceso de representacion visual.

Laborde (1998b), hace alusion a que la visualizacidn, es mucho méas importante en
la resolucion de problemas geométricos, cuando se integran las TIC, ya que la evidencia
visual y el analisis geométrico que se generan al implementar un software, demanda nuevas

interpretaciones y nuevas experiencias en el ambiente informatico.

6.2.3 Construcciones geométricas en los AGD.

La relacion entre dibujo y figura tiene un caracter relevante a la hora de las
construcciones geométricas en los AGD, pero al llegar al saldn de clases se ha evidenciado

gue muchos de los estudiantes no hacen distincidn entre estos dos referentes.

Al trabajar con l&piz y papel, el dibujo no tiene gran relevancia ya que se dejan a un
lado las relaciones geométricas existentes en él; de igual manera la figura geométrica no se

entiende como un objeto teorico.

Laborde (1998a) afirma que “el dibujo se refiere a una entidad material mientras

que la figura se refiere a un objeto de la teoria geométrica” p. 34.

% Ver prefacio del libro “Geometry the imagination” de David Hilbert.
10 E| profesor Seymour Papert es el inventor del lenguaje de programacién LOGO, que es utilizado con fines
educativos.
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Se puede decir que la transicion del dibujo a la figura geométrica es un paso que da
el sujeto cognoscente por medio de su propia interpretacion, su propio conocimiento y su

propio contexto.

Después de la distincion hecha anteriormente, las construcciones geométricas entran
a actuar y se constituyen un medio para articular las representaciones graficas con la
representaciones verbales de enunciados geométricos, al hacer explicitas relaciones

geomeétricas en el uso de los instrumentos de construccion.

Hay dos tipos de construcciones utilizadas en la ensefianza de las Matematicas: las

construcciones robustas y las blandas o suaves (Laborde, 2005b).

Las primeras son construcciones geomeétricas de caracter teérico, hechas en un AGD
de una figura que satisface unas condiciones geomeétricas para las cuales el modo de
arrastre preserva sus propiedades y ademas le sirve como medio de verificacion, estas
deben ser hechas usando objetos geométricos y relaciones geométricas que caractericen la

construccién obtenida.

Las segundas son construcciones de caracter empirico, que se hace de una figura, no
satisface todas las propiedades. Estas, por lo general, se hacen de manera perceptual, sin
aludir a la teoria y son invalidadas por el modo de arrastre dado que se hace visible que

algunas de las condiciones no son satisfechas.

Cuando el estudiante realiza una determinada construccion con ayuda de un AGD,
debe efectuar acciones y seleccionar objetos primitivos que considere apropiados, a lo que
el ambiente responde inmediatamente con una o varias retroacciones perceptuales. Las
continuas retroacciones generadas por el ambiente pueden contribuir a estimular el
“refinamiento gradual” de las estrategias parciales conduciéndolo paso a paso hasta el
descubrimiento de la “estrategia 6ptima”. ES decir que detras de una construccion robusta

existen varias construcciones blandas previas.
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6.2.4 las interrelaciones con los niveles Espacio — Grafico y Teorico.

Laborde (2005a) afirma que las figuras en la Geometria de dos dimensiones, juegan
un papel ambiguo: por un lado, el nivel espacio — grafico que se refiere al dominio donde se
hallan los objetos geométricos, por medio de dibujos en el papel, o en una pantalla de
computador, o por medio de movimientos producidos por un artefacto mecanico. En estas
representaciones externas que son entidades gréficas, se pueden realizar mediciones
particulares, en las cuales es posible realizar acciones fisicas, y ademas expresar ideas de
ellas, interpretaciones, opiniones y juicios que pueden dar ocasion a la actividad perceptual

de un estudiante.

Por otro lado, esta el nivel tedrico, referente o dominio donde se encuentra la teoria
geomeétrica, los objetos tedricos, los teoremas, las reglas de accion, relaciones y operaciones
de esos objetos, asi como también juicios acerca de estos, que pueden ser expresados en

varias representaciones.

A través de las construcciones geométricas se puede llegar a promover problemas
donde se relacione propiedades teoricas y propiedades espacio — graficas, que pueden dar
ocasion a la actividad perceptual de un estudiante, llevandolo a la interaccion del nivel
grafico al nivel geométrico y viceversa; los AGD favorecen dicha relacién, al respecto
Laborde (2005a), considera que:

Lo que es importante es que los problemas en el ambito escolar requieren del
uso de ambos dominios [el espacio — gréfico y teorico] y varios pasos entre
ellos. [...] Consideramos que este proceso de ida y vuelta entre T [se refiere a lo
tedrico] y a lo SG [se refiere a lo espacio — grafico] toma lugar aun entre

expertos en la geometria escolar tales como los profesores. (p. 162).

Sin embargo, algunos investigadores (Davison & Pratt, 2003; Sinclair, 2003) han

encontrado que a pesar de que los AGD pueden potenciar la visualizacién, esto no es
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suficiente para garantizar el desarrollo del pensamiento geométrico, inclusive pueden
obstaculizarlo. Es por eso por lo que los mismos investigadores sefialan que las tareas
propuestas deben buscar el contraste y armonizacion de los aspectos perceptuales y

cognitivos de los conceptos matematicos en juego.

6.3 Dimensién Didéactica

Esta dimension aborda los siguientes aspectos: Transposicion Didactica,
Transposicion Informatica y la Teoria de las Situaciones Didacticas como referente para el

disefio.

6.3.1 Transposicion Didactica.

De acuerdo con Chevallard (1998), la transposicion didactica es la transformacion
del saber cientifico en un saber posible de ser ensefiado.

La importancia de este concepto, reside en el quiebre de la ilusion de
correspondencia entre el saber que se ensefia y el conocimiento especifico de la disciplina
en el ambito académico. El saber que forma parte del sistema didactico no es idéntico al
saber cientifico, y su legitimidad depende de la relacion que éste establezca desde el punto
intermedio en el que se encuentra respecto de los académicos y del saber banalizado de los

padres.

Esta distancia, entre el saber a ensefiar y el saber cientifico, es negada porque de
dicha negacion depende, en parte, la legitimacion. La transformacion de los conocimientos
en su proceso de adaptacion supone la delimitaciébn de conocimientos parciales, la

descontextualizacion y finalmente una despersonalizacion.
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6.3.2 Transposicion Informatica.

El impacto epistemoldgico ocasionado por las herramientas computacionales, en
especial con referencia a los procesos de reificacion®* que los estudiantes pueden activar en
torno de los objetos matematicos y sus relaciones, ha propiciado un nuevo realismo
matematico en el que la relacion con el conocimiento puede ser mas cercana y profunda.
Esto hizo que sea indispensable la extension de la transposicion didactica al contexto

tecnologico actual, dando lugar asi a la “transposicion informatica™.

En el caso de los AGD como Cabri Géometre Il Plus, el cambio en la relacion del
ser cognoscente con los objetos cognoscibles se da quiza con mayor eficacia, en tanto que
el dinamismo de las representaciones graficas de dichos objetos supone importantes
repercusiones en la percepcién visual humana, lo que de seguro debe afectar
sustancialmente los procesos de cognicion. Asi, se asume con Balacheff (2000), que la
ensefianza de las matematicas en el contexto computacional requiere nuevos modelos de

conocimiento, en particular en lo referente al planteamiento de problemas interesantes.

La potencia de los ambientes como Cabri Géomeétre Il Plus hace posible el
tratamiento de problemas y la experimentacion de situaciones inaccesibles por otro medio.
Este es el caso, por ejemplo, de los lugares geométricos. Asimismo, abre la posibilidad de
adoptar un enfoque mas experimental de las matematicas, lo cual cambia la naturaleza del
aprendizaje. Ademas, Cabri Geometre 11 Plus ha sido concebido para permitir la distincion
entre relaciones espaciales y propiedades geométricas, una asociacion que dificilmente
podria adquirir sentido en un ambiente tradicional de lapiz y papel. No obstante, tal
asociacion no surge espontaneamente y por lo tanto debe considerarse como objeto de

aprendizaje.

11 Reificacion viene del verbo Reificar, el prefijo rei- viene del latin y quiere decir "cosa". Generalmente,
"Reificar" significa tratar abstracciones (ideas) como si fueran realidades (cosas).
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A propésito de esto, Laborde (1998b) aduce que las razones por las cuales Cabri

Géometre 11 Plus puede suscitar la emergencia de dicha asociacion son las siguientes:

e los fendmenos visuales adquieren especial importancia por la naturaleza dinamica
de las representaciones matematicas;

e estos fendbmenos estan controlados por una teoria geométrica, ya que son el
resultado de una modelizacion de ciertas propiedades de la geometria elemental; y

e el sinnumero de posibilidades para crear situaciones geométricas que pueden ser

visualizadas con varios objetos y en forma precisa. (p.84).

6.3.3 La Teoria de las Situaciones Didacticas como referente para el disefio.

La Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) de Brousseau (1986; 1997; 2007)
pretende estudiar, modelizar y contrastar empiricamente los fendmenos didacticos que
ocurren cuando un profesor se propone ensefiar una nocién, teorema o procedimiento a sus

estudiantes.

Es por tales razones que esta micro-ingenieria opta por una propuesta didactica
enmarcada en las TSD y que integra el AGD Cabri Géometre Il Plus, dado que este tipo de
ambientes ofrece a los estudiantes un campo de experimentacion sin precedentes para el

estudio de los lugares geométricos, tal y como afirma Cuoco y Goldenberg (1997).

Asi, la propuesta didactica que se presenta en este documento tiene por objeto
implementar cuatro situaciones didacticas que permitan propiciar la produccion de
conocimientos relativos al concepto de parabola como lugar geométrico, tomando como
referencia los supuestos teoricos de la epistemologia genética piagetiana (Piaget, 1990), los
cuales sostienen que el conocimiento es el producto de la interaccion del sujeto con su
entorno. Hipdtesis que condujo a Brousseau (1986) desde una visidén constructivista a
postular que el sujeto produce conocimiento como resultado de su adaptacion a un medio

con el que interactia:
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El alumno aprende adaptandose a un medio que es factor de contraindicaciones,
de dificultades, desequilibrios, un poco como lo ha hecho la sociedad humana.
Este saber, fruto de la adaptacion del alumno, se manifiesta a través de

respuestas nuevas que son las pruebas del aprendizaje. (p. 33).

De este modo, la investigacion desarrollada busca describir un proceso de

produccién de conocimiento a partir de dos interacciones:

e Interaccion del estudiante con la problematica que plantea la conceptualizacion de la
nocion de pardbola como lugar geomeétrico.

e Interaccion del docente con los estudiantes.

Es asi como en esta doble interaccion se considera al ambiente Cabri Géometre |1
Plus como parte del “medio” material, el cual ha sido pensado y sostenido con una
intencionalidad didactica: “potenciar la cognicion de los estudiantes en la construccion del
significado vinculado a la conceptualizacion de la parabola bajo definicion de lugar

geométrico”.

Por consiguiente, se considera pertinente en esta investigacion el disefio de
situaciones a-didacticas'?, en las cuales el estudiante busca la construccién de su propio
conocimiento, sin esperar que el profesor le dé juicios sobre si sus procedimientos son

correctos 0 no.

Brousseau (como se cita en Monroy y Rueda, 2009) distingue tres tipos de
situaciones a-didacticas que permiten a los estudiantes el transito por las diversas etapas

propias de la actividad matematica:

12| as situaciones a-didacticas pueden definirse como aquellas en las cuales el profesor se aparta del escenario,
dejando que el alumno viva la situacién como investigador de un problema matemaético, independiente del
sistema educativo (Margolinas, 2009).
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e Situacion a-didactica de accidn, es aquella donde el conocimiento que ya
posee el alumno le permite actuar sobre la situacion.

e Situacion a-didactica de formulacion, en la que los sujetos explicitan
verbalmente sus opiniones y sus estrategias.

e Situacion a-didactica de validacion, en la que los sujetos utilizan el
conocimiento para argumentar a favor o en contra de una afirmacion. En la
validacion, hay la posibilidad de que el mismo estudiante decida sobre sus
propias acciones, basado en sus conocimientos y en las retroacciones del
medio. (p.22).

Ahora bien, teniendo en cuenta que la fase a-didactica es insuficiente para que el
estudiante adquiera conciencia por si mismo de la presencia de un nuevo conocimiento, ni
mucho menos de que éste corresponde a un saber cultural validado por una comunidad de
matematicos profesionales, se hace necesario entonces la intervencion del profesor. Dentro
del disefio este proceso se inscribe en la fase didéactica denominada situacién de
institucionalizacién, “que tiene por objetivo establecer y dar un estatus oficial a un

conocimiento surgido durante la actividad en clases” (Brousseau, 2007, p.22).
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7. Metodologia

El contenido de este capitulo estd relacionado con la concepcion, el disefio,
implementacion, seguimiento y el analisis de la secuencia didactica; para ello, se trataran
los siguientes aspectos: generalidades de la Ingenieria Didactica, presentacion y analisis de
la obra de ingenieria didactica propuesta, la micro-ingenieria didactica como metodologia

de investigacion y sus fases.

Es de resaltar que dentro de esta metodologia, se distingue dos niveles: uno de
micro-ingenieria y otro de macro-ingenieria. El primero de ellos, que es el que sigue ésta
investigacion, que fue de tipo local y comprendié principalmente los fendmenos inherentes
a las situaciones didacticas disefiadas. En este caso, la micro-ingenieria que se ha
desarrollado, estuvo encaminada al estudio de la pardbola bajo el enfoque de lugar

geomeétrico.

7.1 Generalidades de la Ingenieria Didactica

Segln Artigue (1995), la ingenieria didactica surgio al interior de la Escuela
Francesa de la Didactica de las Matematicas como una metodologia para las realizaciones
didacticas de los hallazgos de la teoria de la transposicion didactica, desarrollada a
principios de la década de 1980 por Chevallard, y la TSD, iniciada por Brousseau a

principios de la década de 1970 y desarrollada por diversos investigadores desde entonces.

La expresion “ingenieria didéactica”, como explica Artigue (1995), se debe a la
analogia que relaciona una parte del trabajo didactico con el trabajo de un ingeniero. Para
llevar a cabo un determinado proyecto, los ingenieros deben fundamentar su labor en el
conocimiento cientifico aplicado a su campo y aceptar someterse a un control de tipo
cientifico. Pero, los esquemas tedricos de la ciencia son insuficientes para abordar los
fendmenos del mundo real en toda su complejidad. Por lo tanto, deben afrontarlos con

todos los medios posibles.
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Esta etiqueta que se da a cierta parte del trabajo didactico se toma como un medio

para acercarse a dos importantes cuestionamientos que fueron puntos clave en su momento:

e larelacion entre investigacion y accion con respecto al sistema de ensefianza; y
e el lugar ocupado por el “funcionamiento didactico” dentro de las metodologias de

investigacion.

Esta doble funcion es la que determina la ruta que ha de seguir la “ingenieria
didactica” en la busqueda de nuevas creaciones didacticas; tal como lo mencioné Douady
(1995):

El término ingenieria didactica designa un conjunto de secuencias de clase
concebidas, organizadas y articuladas en el tiempo de forma coherente por un
profesor—ingeniero para efectuar un proyecto de aprendizaje de un contenido
matematico dado para un grupo concreto de estudiantes. A lo largo de los
intercambios entre el profesor y los estudiantes, el proyecto evoluciona bajo las
reacciones de los estudiantes en funcion de las decisiones y elecciones del
profesor. [...] La ingenieria didactica designa, de igual forma, una metodologia
de investigacién particularmente interesante por tener en cuenta la complejidad

de la clase. (p. 61).

7.2 Presentacion y Analisis de la Obra de micro-Ingenieria Didactica Propuesta

El asunto a tratar en este acapite concierne a la reelaboracion de algunos elementos

para la ensefianza del concepto de parabola.
El didacta, bien sea un ingeniero o bien un investigador, debe hacer frente a un

objeto de ensefianza que ya ha sido implementado. ¢Por qué deberia cambiarlo?

¢Cuales son las modificaciones que debe incluir la reforma? ;Qué dificultades
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se prevé y como pueden superarse? ¢Cémo se puede determinar un dominio de

validez para las soluciones propuestas? (Artigue, 1994, pp. 30-31).

Por supuesto que esta serie de planteamientos deben ser atendidos y para ello se
requiere de un extenso trabajo de campo, cuya realizacion se efectla a través de variadas
etapas. La primera de ellas consiste en analizar el objeto de ensefianza existente con vista a
determinar su grado de pertinencia y establecer algunas directrices que permitan perfilar el

componente epistemoldgico de la propuesta didactica a desarrollar.

7.2.1 Ambiciones epistemoldgicas de la propuesta didactica.

Se pretende una apuesta por lo epistemologico, porque a través de los sucesivos
periodos de las mateméticas, se fue cambiando lo intuitivo por razonamientos mas
abstractos, y con el surgir de los AGD se busca rescatar el estudio de lo sintético, aunque en
este trabajo no se considerd que los estudiantes han de seguir exactamente el mismo

recorrido historico, este aspecto ilumind la posibilidad de organizacién de la propuesta.

En el presente caso, debe tenerse en cuenta que la ensefianza del concepto
geométrico de paradbola es un tema casi desconocido en el ambito de la Educacion
Matematica y menos el de lugar geométrico dentro de un contexto dindmico, por eso se
advierte del riesgo de una virtual desaparicion del curriculo escolar. Las recientes
exploraciones que se han hecho de este objeto matematico se deben a la emergencia de los
AGD, por lo cual, dada la complejidad de éstos, se requiere mucha mas investigacion al

respecto.

Aunque en la actualidad son varios los libros de texto escolares que discurren en la
correspondencia que se establece entre las representaciones simbdlica y visual del concepto
de parabola, casi siempre llevan a desarrollos tedricos que utilizan dos tipos de
representacion matematica: la grafica y la algebraica, demostrando mayor preferencia por

ésta ultima y dejando relegada la primera a una especie de caracterizacion topoldgica que
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simplemente retrata la ecuacion que la genera. Esta situacion lleva a dejar de lado la
naturaleza geométrica de la parabola.

En este sentido, la propuesta tiene por objeto la elaboracién de situaciones de
ensefianza que sean mas provechosas desde el punto de vista epistemologico,

principalmente por:

e Laapertura de la ensefianza del concepto de parébola a situaciones que no necesitan
partir de la definicion de un sistema de coordenadas, sino que aprovechan la
definicion puramente geométrica de ella. Lo cual puede favorecer el estudio de sus
propiedades intrinsecas.

e La movilizacion de diversos saberes geométricos desde una perspectiva distinta a la
del enfoque analitico, puesto que los modelos convencionales para la ensefianza de

la geometria suelen sustentarse tnicamente desde el punto algebraico.

7.2.2 Andlisis de restricciones.

Con el fin de comprender y hacer una mejor gestién del proceso de adecuacion de la
ensefanza, el didacta usa la perspectiva sistémica para tener una visiéon global. Para ello,
debe tomar como referente el punto de equilibrio de un sistema dindmico. El estudio de
dicho equilibrio permite hacerse a una idea de su estabilidad y analizar, en términos de

restricciones, las razones por las cuales ésta se mantiene.

Mediante la modificacion de al menos una de las limitaciones detectadas, se busca
que el sistema se estabilice en otro punto de equilibrio que se considere méas conveniente
para la investigacion. El analisis inapropiado de las limitaciones puede conducir al fracaso
o0 por el contrario, teniendo en cuenta que entre este tipo de experimentos existe una fuerte
tendencia al éxito, ciertamente es posible lograr alcanzar un punto cuyo rendimiento sea

mas satisfactorio. Con todo, éste apenas podria parecer viable, pues su equilibrio es parcial.
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Este anélisis debe distinguir entre diferentes tipos de restricciones. Clasicamente se

habla de tres tipos de restricciones que pueden diferenciarse:

e Limitaciones de naturaleza epistemolodgica, asociadas a las caracteristicas
del saber en juego, las caracteristicas de su desarrollo, y su forma de
funcionamiento vigente.

e Limitaciones de naturaleza cognitiva, asociadas a las caracteristicas
cognitivas de la poblacion de estudiantes a los que se dirige la ensefianza, y

e Limitaciones de naturaleza didactica, relacionadas con el funcionamiento
institucional de la ensefianza, especialmente en el ambito en cuestion o en

contextos relacionados. (Artigue, 1994, p.32).

Conforme a las caracteristicas y exigencias del estudio, la tipologia de restricciones
aqui se formula en términos de dimensiones, planteando las restricciones a manera de
preguntas que orientan la presentacion de los aspectos considerados en cada una de estas
dimensiones. Particularmente, las cuestiones que se miran en cada una de las dimensiones

se puntualizan de la siguiente forma.

Dimension epistemologica: se tratd del examen de las limitaciones sujetas a la
naturaleza del concepto de parabola como saber matematico que llevo a formularse y a
resolver este interrogante en el capitulo anterior:

e /COmo se ha concebido histéricamente la parabola?

Dimension cognitiva: el analisis de las dificultades asociadas a las distintas formas

tradicionales de representacion y conceptualizacion de la parabola plantea esto:

e ;Cuales son las dificultades y los errores mas frecuentes que se observan en los

estudiantes cuando enfrentan el aprendizaje de la parabola?
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Con relacion a la mediacion de Cabri Géomeétre 11 Plus para la formulacién de una

conceptualizacion de parabola se hacen las siguientes formulaciones:

e COmo potencia la comprension de la parabola su representacion dindmica?

e Qué representaciones internas promueve en el estudiante los procesos de
visualizacion y exploracion en el ambiente Cabri Géometre Il Plus por el uso de
herramientas asociadas al tratamiento de la pardbola bajo el enfoque de lugar

geométrico?

Dimension didactica: el tratamiento didactico tradicional de la ensefianza y el
aprendizaje de la parabola en contraposicion con el enfoque constructivista de la teoria de
situaciones didacticas sumado a la integracién de herramientas computacionales como el

ambiente Cabri Géometre Il Plus, conduce a cuestionarse sobre los siguientes aspectos:

e (Qué tipo de conceptualizaciones y representaciones acerca de la pardbola ha
privilegiado la ensefianza tradicional?

e ;COmo se implementa la metodologia a nivel de una micro—ingenieria para la
concepcién, disefio, analisis a priori, experimentacion y analisis a posteriori,
propuestas para la ensefianza y el aprendizaje de la parabola bajo el enfoque de

lugar geométrico?

La primera fase, los analisis preliminares, constituyen un componente esencial de
cualquier obra de micro-ingenieria didactica que seria, aun cuando ésta no suelen aparecer
como producto final. De hecho, esta fase fundamental para la ingenieria, pese a que solo
abarca la etapa inicial, permanece presente y constantemente en el trasfondo conceptual a
través de todo este estudio. En retribucidn, al analisis de restricciones, el didacta adquiere la
facultad de autodeterminacion para estimar cuanto espacio tiene para maniobrar. Esto dirige

por lo tanto, de una particular manera, las decisiones subsecuentes que se puedan tomar.
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7.2.3 Opciones de la ingenieria.

De acuerdo con la seccién anterior, la concepcion de la obra de ingenieria esta
sujeta a un cierto numero de opciones. En particular, las cuestiones que surgen de las
limitaciones que parecen oponerse a la viabilidad del proyecto tienen que ser resueltas a un

costo razonable. Estas opciones se pueden distinguir como:

e opciones “macro—didacticas o globales”, que guian la totalidad de la ingenieria; y
e opciones “micro—didacticas o locales”, que orientan la organizacién local de la

ingenieria, es decir, la organizacion de una sesion o fase.

En el caso de este estudio, las opciones se suscriben en el nivel local son las

siguientes:

e Hacer explicita la nocion de parabola por medio de construcciones geométricas
dindmicas que permitan visualizar la propiedad geométrica foco-punto-directriz,
rompiendo asi con la préctica habitual del uso de modelos estaticos y célculos
demasiado algoritmicos en la ensefianza del concepto de paréabola.

e El uso del AGD Cabri Géometre Il Plus en la produccién material de parabolas
parece en principio una manera de contrarrestar la prolijidad técnica de su trazado,
pero mas alla de economizar en el aspecto técnico de la actividad matematica, la
accion mediadora del AGD Cabri Géomeétre Il Plus implica el desarrollo de
esquemas conceptuales que solo evolucionan a la par de los esquemas

procedimentales, lo que en ultimas es una garante de aprendizaje.
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7.2.4 Regulacion de la micro-ingenieria didactica.

A esta instancia del proceso se propone un proyecto de ensefianza. Pero su
“viabilidad” (Chevallard, 1992) se supone que aun no esta garantizada. Inclusive, la
experiencia ha demostrado que el producto de una ingenieria es demasiado complejo y un
solo intento no es suficiente para su perfeccionamiento. Los ajustes se deben hacer entonces
a través de experimentaciones sucesivas hasta que, en el mejor de los casos, se obtenga un

producto lo suficientemente estable y adecuado para ser generalizado.

Se precisa anotar que en el presente estudio se ha contemplado experimentar la
propuesta didactica una sola vez, ya que se considera que las experimentaciones posteriores

pueden suscitar y sustentar futuras investigaciones o aplicaciones.

7.3 La micro-Ingenieria Didactica como Metodologia de Investigacion

La micro-ingenieria didactica como metodologia de investigacion se caracteriza, en

términos generales, por:

e La experimentacion sobre la concepcion, realizacion, observacion y analisis
de Secuencias Didacticas.

e El registro de los estudios de caso donde se ubican y la validacion interna
que consiste en una confrontacion entre el analisis a priori y el analisis a
posteriori. (Artigue, 1995, pp. 247-249).

Cabe sefialar que la ingenieria didactica es una metodologia de investigacion
relacionada con los estudios de caso, con métodos cualitativos que ponen de manifiesto
fendmenos didacticos que no son considerados en los tratamientos que utilizan métodos

cuantitativos.
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7.4 Fases de la Metodologia

Teniendo en cuenta las diferentes fases que comprende el proceso experimental de

una ingenieria didactica (Artigue, 1994; 1996), el disefio metodoldgico de ésta micro-

ingenieria fue pensado para realizarse en tres fases:

12 FASE: Analisis preliminares.

22 FASE: Planeacion del estudio y disefio de actividades.

3% FASE: Experimentacion y analisis de resultados.

En la siguiente tabla se describe brevemente cada una de estas fases:

Tabla 1. Fases del Proceso Experimental de la Micro-ingenieria.

Fase Descripcion
= Dimensidn historico-epistemolégico
Primera = Dimensién Cognitiva
» Dimension Didactica
= Analisis del campo de restricciones.
» Plan de actuacion en el aula.
Segunda = Hipdtesis de trabajo.
» Unidades de andlisis.
= Disefio y analisis a priori de las actividades.
= Experimentacion.
= Analisis a posteriori.

Tercera

En los siguientes capitulos se desarrolla las fases segunda y tercera.
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8. Planeacion del Estudio y Disefio de Actividades

Una vez terminados los analisis preliminares se procedi6 a realizar el montaje de la
intervencion en el aula y el disefio investigativo en el que se basa la fase experimental de la

propuesta.

8.1 Analisis del Campo de Restricciones

El estudio se realizd con un grupo de estudiantes de un colegio privado de Pasto
(Narifio), pensando en el aula de clases como el campo investigativo. Debido a que entre
los dos investigadores uno de ellos es el profesor titular del area de matematicas en dicha
institucion, se estimO conveniente que esta misma persona fuera la encargada de
implementar la propuesta didactica, cuyo desarrollo se llevé a cabo durante las jornadas
regulares. A continuacion se describen los aspectos particulares que determinaron el campo
de restricciones donde se sitla la realizacion didactica. Para ello se considera tanto las

restricciones del disefio como las restricciones de favorabilidad del sistema educativo.

8.1.1 Restricciones en el disefio.

e La secuencia de situaciones propuesta hace énfasis en las fases a-didacticas. Ellas
llevan a los estudiantes a investigar un concepto asociado con una configuracion

geométrica particular: la Parbola como lugar geométrico.

e EI AGD que se ha seleccionado es Cabri Géometre 1l Plus. Este contiene una serie
de herramientas diferentes que los estudiantes pueden usar para afrontar las
situaciones propuestas. Particularmente, el trabajo del estudiante con este artefacto
se concentra sobre las herramientas que permiten realizar configuraciones en las

cuales puedan, explorar regularidades y propiedades relacionadas con la parabola.
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8.1.2 Restricciones de favorabilidad del sistema educativo.

e Los cuatro estudiantes incluidos en el proyecto de investigacion, fueron estudiantes
de grado noveno del Colegio Gimnasio Bet-El, que recibieron una induccion en el

manejo del ambiente Cabri Géometre 1l Plus y trabajaron situaciones de

construccién geomeétrica sencillas.

e Las directivas del Colegio Gimnasio Bet-El dieron viabilidad para que se
implementara este proyecto en su Institucion, bajo la responsabilidad de la docente
del &rea de Matematicas Claudia Andrea Moncayo, colocando a disposicion, el aula

de Informaética dotada de seis computadores, con Cabri Géometre Il Plus instalado.

8.2 Plan de Actuacion en el Aula

El concepto del plan de actuacion en el aula se pensé para ser efectuado en torno de
cuatro situaciones disefiadas a partir de los analisis preliminares, las cuales se explican y

detallan en secciones subsiguientes. La siguiente tabla recoge las especificidades de la

planeacion realizada en esta etapa de la micro-ingenieria.

Tabla 2. Planificacion de la Actuacion en el Aula.

Actividades Tiempo Instrumentos
Aplicacion de la situacion didactica N° . .
, . ., Diario de la sesion.
1: se propone una situacion que lleve a 9 .
) g Grabacion de video.
los estudiantes a conceptuar la nocion 2 horas : ;
. . e Producciones escritas de los
de Parabola mediante la utilizacion de .
- . . estudiantes.
los conceptos mediatriz y equidistancia.
Aplicacion de la situacion didactica N° . L
, . Diario de la sesion.
2: se propone a los estudiantes la i .
. . . Grabacion de video.
construccion de wuna configuracion 2 horas ; ;
s Producciones escritas de los
geometrica que les lleve a encontrar el .
. . ] estudiantes.
foco y la directriz de una parébola.
Aplicacion de la situacion didéctica N° Diario de la sesion.
3: se propone una situacion que lleve a Grabacion de video.
) : . 2 horas ; .
los estudiantes a construir la Parabola Producciones escritas de los

con base en la propiedad de la

estudiantes.
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circunferencia.
Aplicacion de la situacion didactica N°

4: se propone una situacion que lleve a Diario de la sesion.
los estudiantes a identificar vy 9 horas Grabacidn de video.
comprobar que un lugar geométrico Producciones escritas de los

dado es una parabola, utilizando la estudiantes.
propiedad foco—directriz.

Fuente: Esta tabla ha sido adaptada para este trabajo y fue tomada de como plan de
actuacion en el aula, propuesta en Camargo & Guzman (2005).

Las fuentes de recoleccién de informacion fueron:

e Observaciones escritas de la secuencia didactica propuesta. En dichos apuntes se
recoge las reflexiones del profesor con respecto al plan previsto, los sucesos en

clases y algunas apreciaciones posteriores de los investigadores.

e Producciones escritas de los estudiantes correspondientes a los reportes de trabajo

de cada uno de ellos.

e Producciones verbales de los estudiantes procedentes de videograbaciones, que
corresponden a las cuatro sesiones principales, con el fin de ilustrar el curso de la

accion y disponer de informacion sobre la interaccion didactica.

8.3 Hipdtesis de Trabajo

La comprension del concepto de Parabola como lugar geométrico se lograra si se
propone una secuencia didactica que permita a los estudiantes movilizar diversos conceptos
y relaciones geométricas desde una perspectiva dindmica que posibilite visualizar,
relacionar y contrastar la trayectoria de un punto movil que varia continuamente
conservando su equidistancia respecto al foco y la directriz con el conjunto de los puntos
gue equidistan de dicho foco y dicha recta. De esta manera, las situaciones deben tener las

siguientes caracteristicas:
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e Estar inmersas en contextos geométricos en donde exista la necesidad de estudiar la
variacion de posicion de un punto y de las distancias desde tal punto al foco y la
directriz, utilizando representaciones ejecutables para la produccion material de su

trayectoria y del lugar geométrico que describe.

e Organizar la ensefianza alrededor de situaciones didacticas que involucren
configuraciones geométricas donde sea posible la visualizacion de la propiedad

foco—directriz en la construccion y verificacion de parabolas.

8.4 Unidades de Analisis

Se adoptaron las siguientes unidades de analisis, propuestas por Romero (Como se

cita en Camargo & Guzman, 2005)

¢ Unidades de analisis para el estudio del contenido.
e Unidades de analisis para el estudio de la comprensién.

e Unidades de anélisis para el estudio de la interaccion didactica (p.64).

8.4.1 Unidades de andlisis para el estudio del contenido.

Estas unidades estan basadas en el analisis historico epistemolégico del concepto de
Pardbola como lugar geométrico caracterizado a partir de la propiedad foco—directriz.
Aunqgue la escasa documentacion que existe sobre este respecto hace que no sea posible
establecer con exactitud un contexto problematico, puesto que esta caracterizacion de la
Pardbola se conoce ante todo de una reciente tradicion escolar. Asi, las unidades para el

analisis de la organizacion del contenido son las siguientes:

e LaParabola es el lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de una recta d

llamada directriz y de un punto fijo F llamado foco.
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e La Parabola es el lugar geométrico determinado por el conjunto de posiciones que
asume un punto movil P en funcién de un punto Q que se mueve sobre una recta d
Ilamada directriz, de manera tal que P equidista de la recta directriz d y de un punto

fijo F llamado foco para cualquiera de sus posiciones.
8.4.2 Unidades de anélisis para el estudio de la comprension.

Sobre la base de la caracterizacion de comprension que se presentd en el analisis
cognitivo, se determinaron las unidades de analisis de comprension de la relacion entre
concepto y figura en el caso de la pardbola. Con esto se busca centrar la atencion en la
comprension de los estudiantes frente a la nocion de Paradbola como una entidad que por un
lado refiere relaciones geométricas y por otro, ofrece propiedades espaciales que dan lugar

a la actividad perceptual a través del analisis de sus actuaciones respecto a:
e La interpretacion de los fendbmenos observados en pantalla cuando se hace variar la
posicion de algun objeto primitivo de una configuracion determinada que represente

una parabola.

e La descripcion de la relacion entre el foco y la directriz con respecto a cualquier

punto de una parabola.

e La construccién de parabolas utilizando la propiedad foco—directriz.

e Lavalidacion de parabolas utilizando la propiedad foco—directriz.

8.4.3 Unidades de analisis para el estudio de la interaccion didactica.

Estas unidades dan cuenta de los aspectos mas relevantes respecto de las etapas en

que se desarrolld la realizacion didactica con referencia al papel desempefiado por el
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profesor y los estudiantes y los momentos més destacados en los que puede apreciarse

cOmo sucede:

e la gestion del trabajo en clases;
e el tratamiento del contenido matemaético a ensefiar; y

e la produccion de conocimientos en el aula.
8.5 Disefio y Analisis A Priori de las Actividades

8.5.1 Situacion didactica N° 1.

Construccion geométrica de la Parabola a través de los conceptos de mediatriz y de

distancia de un punto a la recta.

e Enunciado:

Dada una recta d un punto cualquiera F que no pertenezca a d; encontrar el conjunto de
puntos equidistantes a la recta d y al punto exterior a ella F.

e Variables micro-didacticas:

v Variacion de posicion del punto Q sobre la recta directriz d.
v Variaciones de la distancia del punto F Ilamado foco a la recta directriz d.

e Propositos de la situacion dentro de la secuencia:

A. Prop6sito matematico:

Formar el concepto de Pardbola partiendo de la situacion problema que se presenta

en el enunciado.
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B. Propdsito didactico:

v Generalizar acerca de como a cada posicion del punto Q sobre la recta d se
aporta un punto, con la propiedad buscada con la mediacién del ambiente
Cabri Géometre 11 Plus.

v Visualizar y conjeturar sobre el comportamiento del punto P, al mover el
punto Q sobre la recta d, con la mediacion del ambiente Cabri Géometre 11
Plus.

e Saberes que moviliza la situacion didactica N° 1:

Los conceptos preliminares empleados en esta primera situacion seran:

v Mediatriz de un Segmento: definida en términos de lugar geométrico como
el conjunto de puntos que equidistan de los extremos de un segmento.

v Distancia de un Punto a una Recta, entendida como la longitud —mas
corta— del segmento de recta comprendido entre un punto y el pie de la

perpendicular trazada desde él a una recta.

e Momentos de la realizacion didactica:

Se asigna una sesion de clase de dos horas para resolver la situacion N° 1, en la cual
el estudiante debe leer el contenido y realizar paso a paso las construcciones que se
presenta. Con otro comparfiero de grupo cada estudiante debera realizar las respectivas
discusiones sobre las estrategias adoptadas para responder las preguntas. No se puede
consultar al profesor sobre como responder a tales cuestiones; la intervencion del docente
solo es de manera indirecta, durante la puesta en acto de la situacion, al final él va a

intervenir en la socializacion del conocimiento de manera formal.
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Esta situacion pasa por tres tipos de situaciéon a-didactica: Accion, Formulacion,
Validacion y una situacion didactica de Institucionalizacion; como se expone a
continuacion.

Primera parte, se brinda al estudiante una serie de construcciones que debe realizar
en Cabri Géometre 11 Plus. Este proceso aunque es la base para resolver el problema no es
suficiente, el estudiante partiendo de la construccion realizada, debe seguir interactuando
por si solo con el “medio” y con el dominio de los conceptos anteriores para que le

permitan resolver las siguientes preguntas:

A. Si P es un punto que equidista tanto de la recta d como del punto F ;estara en la
mediatriz del segmento QF? Justifique su respuesta.

El estudiante realizara varias acciones que le permitan obtener una estrategia valida
para resolver esta pregunta, una de ellas seria aplicar la herramienta “distancia longitud”
para medir las respectivas distancias entre: el punto P y el punto Q sobre la recta d y entre
el punto P y el punto F y poder asi comprobar que conservan la misma distancia, pero esto

no resuelve por completo el interrogante, ¢estard el punto P en la mediatriz del segmento

QF?

En este momento los estudiantes empiezan a formular y a darle paso a sus
estrategias; si ya comprob6 que P es un punto equidistante de la recta d y del punto F,
concluird que P en realidad si estd en la mediatriz del segmento QF, porque asocia
seguramente el concepto de equidistancia con el de mediatriz —si P es un punto

equidistante entonces es uno de los puntos de la recta mediatriz—.

| B. ,Como podrias determinar otros puntos equidistantes de la recta d y del punto F?

Algunas de las dificultades previstas con los estudiantes al resolver esta pregunta es
que sin la interaccion con el medio podrian optar por retomar la construccién ya elaborada
y en ella tomar otros puntos Q1, Q2 sobre la misma recta d, y seguir asi con los pasos dados
en la situacion, desde el numeral 5 hasta el 8, para de esta forma obtener los respectivos

puntos Py P, (Ver Figura 5).
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m

Figura 5. Puntos P; P, obtenidos a partir de puntos arbitrarios Q; Q..

Con esta construccion el estudiante debe evidenciar que al escoger un punto Qs, en
la recta d, este tendra otra mediatriz y en consecuencia otro punto que se intercepta con la

perpendicular n, el punto P;, que es un punto que equidista de la recta d y del punto F.

Los estudiantes que se van por lo planteado en la situacion, crearan un punto Py,
fuera de la recta y mediran sus respectivas distancias con los puntos Q y F y por medio del

arrastre lo moveran hasta sobreponerlo en la recta mediatriz m.

En ese momento se darian cuenta que todo punto que esté sobre dicha recta
mediatriz m, cumple con la propiedad de equidistar de la recta d y del punto F, siempre y
cuando el punto Q sea fijo. Esta construccion solo promueve la idea de puntos
equidistantes, mediatriz de un segmento; posiblemente mas adelante se promovera en el
estudiante procesos de visualizacion y formulacion que le permitan darse cuenta de que el
ambiente Cabri Géometre Il Plus, permite mover el punto Q sobre la recta d, y asi observar
que el punto P, se mueve generando una trayectoria de puntos equidistantes, utilizando la

herramienta “Lugar”. (Ver Figura 6).
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Figura 6. Trayectoria descrita por el punto P, cuando el punto Q se mueve sobre la recta d.

C. Si larecta d y el punto F, se mantienen fijos —no se pueden arrastrar—, ;A cada
posicion del punto Q sobre la recta d, le corresponde un punto P equidistante del
punto F, y la recta d?

Los estudiantes que ya hubieran logrado familiarizarse con el ambiente y hayan
contestado de manera correcta la pregunta anterior, formularan una respuesta afirmativa ya
que al mover el punto Q sobre la recta d se puede observar que junto con el punto se mueve
la perpendicular a la recta d que pasa por el punto Q. De igual manera el segmento QF, se
mueve y con él su propia mediatriz m. Asi, cabe suponer que resulte evidente darse cuenta
que la interseccion P de la perpendicular n y la mediatriz m es variable y que el punto P

genera una trayectoria de puntos que son los buscados.

D. Representa la trayectoria que genera el punto P, para ello con la herramienta “Traza”
del submenu de textos y simbolos, da un clic sobre el punto P, y después del punto Q,
mueve con clic sostenido el punto Q sobre la recta d. Describe con tus palabras las
caracteristicas que tienen los puntos de la trayectoria del punto P.

Los estudiantes observaran que al usar la herramienta traza sobre el punto P, esta
deja una huella al mover el punto Q. Esta accion les permitira a los estudiantes visualizar y

concluir que tal huella describe una curva.
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Segunda parte: se fundamenta en tres acciones: experimentar, concluir y validar.
Después del proceso que los estudiantes realizaron para resolver el problema inicial, la
situacion didactica les ofrece los elementos constitutivos de la Parabola que son foco y
directriz. Hasta este punto los estudiantes deberian estar en capacidad de definir con sus

propias palabras qué es la Parabola desde el punto de vista de lugar geométrico

\ E. Con tus propias palabras expresa lo que es Parabola.

Algunos estudiantes podrian expresarla como la trayectoria que describe el punto P,
otros de seguro la veran como la curva que representa esa trayectoria. Los estudiantes que
van mas a fondo quiza concluyan diciendo, es el conjunto de puntos equidistantes de una

recta d llamada Directriz y del punto fijo F, exterior a ella, llamado Foco.

Una vez construido el concepto parabola, conviene someterlo a pruebas de
reconocimiento que pueden contribuir al afianzamiento de éste por parte de los estudiantes.
Para ello se introducirdn algunas variaciones a las condiciones iniciales sobre la

representacion.

Una primera variacion es la que tiene que ver con la consideracion de la distancia
del foco a la directriz. Para este fin se han formulado las siguientes preguntas que buscan la
experimentacién y validacion de parte de los estudiantes, apoyados en la utilizacién de la

herramienta “modo arrastre”.

| F. Si el punto F se acerca o se aleja de la recta d. ;Qué pasa con la parabola?

Para resolver esta pregunta los estudiantes deben realizar acciones de interaccion
con el medio: tomar, arrastrar, experimentar; para luego darle paso a sus conclusiones y
validacién. Si se arrastra el foco hacia la directriz la Parabola se cierra (Ver Figura 7) y en

contraposicion cuando el foco se aleja de la directriz la curva se abre (Ver Figura 8).
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Figura 7. Foco cercano a la directriz.

Figura 8. Foco alejado de la directriz.

G. Si se mueve el punto F hasta sobreponerlo en la recta d. ;Qué pasa con la parabola?
¢A qué se debe este comportamiento?

Los estudiantes se podran dar cuenta que a medida que mueven F y lo acercan a la
directriz d, se forma un triangulo FPQ donde FP y QP son iguales (Ver Figura 9), y que al
superponer F sobre la directriz d, la mediatriz m se hace paralela con la perpendicular n,
siendo imposible la identificacion por parte de la construccion, del punto P de interseccién
entre la mediatriz m y la perpendicular n. Esta Gltima es la causa de la desaparicion de la

parabola. (Ver Figura 10).
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Figura 9. Triangulo FPQ, formado a medida que se acerca el punto F sobre la directriz d.

m T

Figura 10. Situacién extrema de indeterminacién donde la propiedad de la pardbola es indecidible.

| H. Si el punto F se coloca del otro lado de la recta d. ;Qué pasa con la parabola?

Cuando el estudiante cambie la posicién del punto F al otro lado de la recta d, es
natural que se percate de que el sentido de la Parabola varia, sin alterar sus propiedades

intrinsecas (Ver Figura 11).
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Figura 11. Parabola cambiada de sentido.

| 1. ¢Cual es el punto de la Parabola cuya distancia a la directriz es la menor de todas? |

Para abordar esta pregunta los estudiantes seguramente trazardn una recta
perpendicular a la recta d que pase por el punto F. Al punto de interseccion entre la curva y
la recta perpendicular lo nombraran V; a partir de alli se pretende que se realicen
mediciones de distancias y que, inclusive, se hagan comparaciones con las distancias

tomando como referencia al punto P y a otro punto de la Parabola (Ver Figura 12).

Figura 12. Comparacion de las distancias de P y V con respeto a la recta directriz d.

| J. Mide la distancia entre el punto V y el punto F, con la herramienta “Distancia o

73



longitud” del subment de medidas, de la misma manera mide la distancia entre el
punto F y el punto de interseccion |, compare dichas distancias y establezca una
conclusion.

Para finalizar con la segunda parte, se le hace saber al estudiante que:

v El punto que encontro se llama Vértice de la Parabola.

v La distancia del vértice al foco (que es la igual a la del vértice a la directriz)
se Ilama distancia focal de la Parabola.

v La recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco se llama Eje Focal

de la Parabola.
e Validacion:

Al término de esta situacién se asigna un intervalo de tiempo a cada grupo de
trabajo para que exponga las diferentes estrategias adoptadas en la resolucion de cada uno
de los interrogantes planteados, para ello se tomaran las evidencias en videograbaciones

que se encontraran al final del trabajo, en el anexo N° 8.
e Institucionalizacion:

Mediante la socializacién se expondra en primer lugar el concepto de Pardbola
desde el enfoque de lugar geométrico, como el conjunto de todos los puntos equidistantes
de una recta dada d llamada directriz y un punto fijo F llamado foco que esta fuera de
dicha recta. A continuacion se nombraran cada uno de los elementos notables de la

parabola. (Ver figura 13).
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EJE FOCAL

DIRECTRIZ VERTICE

Figura 13. Elementos notables de la parabola

v Foco: es el punto fijo F

v Directriz: es la recta fija d

v Eje Focal de la Parébola: es la recta perpendicular a la directriz que pasa por
el foco.

v Vertice de la Parabola: punto de interseccion de la Parabola con su eje.

v Distancia Focal de la Parabola: es la distancia del vértice al foco.
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8.5.2 Situacion didactica N° 2.

Construccion de una Parabola como una configuracion geométrica, analizando

después las partes que la componen.

e Enunciado:

| Dada una parabola, encuentra el foco y la directriz.

e Variables micro-didacticas:

v Ubicacion exacta del punto que representa el foco en la parabola dada.

v Identificacion de la recta directriz d.

e Propdsitos de la situacion dentro de la secuencia.

A Proposito matematico:
v Determinar el foco y la directriz de la parabola dada.
B. Proposito didactico:
v Argumentar por medio de la propiedad foco-punto-directriz y con la

mediacion del ambiente Cabri Géométre Il Plus, que el punto F es el foco de
la paradbola y la recta d es la directriz.

e Saberes que moviliza la situacion didactica N° 2:

Los conceptos preliminares empleados en esta segunda situacion seran:

Parabola como lugar geométrico, mediatriz, circunferencia, propiedad foco-punto-directriz.

e Momentos de la realizacion didactica:
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Al igual que en la primera situacion disefiada se tendra una sesion de clase de dos
horas para resolver la situacién N°. 2; donde los estudiantes leeran el contenido, realizando
paso a paso las construcciones que se les proporciona. Con su compafiero de grupo
discutiran las respectivas estrategias que adopten para solucionar el cuestionario. No podran
hacer consultas al profesor encargado, sobre como responder; la intervencion del docente
solo es de manera indirecta, durante la puesta en acto de la situacion, al final él va a

intervenir en la socializacion del conocimiento de manera formal.

Esta situacion pasa por tres tipos de situaciéon a-didactica: Accion, Formulacion,
Validacion y una situacion didactica de Institucionalizacion; como se expone a

continuacion.

Primera parte: se presenta al estudiante una serie de construcciones que debe
realizar en Cabri. Este proceso aungue es necesario para resolver el problema no es
suficiente, el estudiante partiendo de la construccion realizada debe seguir interactuando
por si s6lo con el medio y con el dominio de los conceptos anteriores para que le permitan

resolver las siguientes preguntas:

A. Empieza a arrastrar lo que se deja mover, observa qué permanece invariante y que
no; con la construccion realizada, cambia de posicién la recta I, con el mouse mueve y
llévala a una posicion similar a la figura presentada ¢Qué sucede con la construccién si
volvemos y arrastramos el punto Q, sobre la recta 1?

El estudiante al interactuar con Cabri, por medio del arrastre se dara cuenta que los
puntos V, Ry las rectas t y a no se mueven, pero si es posible mover la posicion de la recta
| y el punto Q. Una vez se disponga la configuracién como se requiere, se busca que el
estudiante mueva el punto Q y logre visualizar que la configuracion se conserva (Ver
Figura 14).
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Figura 14. Imagen de la configuracion presentada en Cabri para desarrollar el literal A de la
situacion didactica N° 2.

Segunda parte: teniendo en cuenta los elementos realizados en la primera parte, el
estudiante debe realizar otra serie de pasos que le ayudaran a determinar el foco y la

directriz de la parabola.

\ A. ¢Qué puedes suponer del punto F con respecto al punto \VV?

El estudiante podra suponer varias cosas entre ellas esta, que el punto F se puede
mover, acercandolo o alejandolo del punto V, haciendo achicar o agrandar la
circunferencia; otros por su parte posiblemente no tomaran en cuenta la construccién y la
definicion de pardbola como lugar geométrico, dando por hecho que F representa el foco de
la parabola y que el punto V es el vértice , por el contrario los estudiantes que si tienen en
cuenta estos dos aspectos, podrian conjeturar que el punto F puede ser el foco, pero todavia
no se ha encontrado su ubicacion exacta, ya que por construccion este punto es movible,

¢acaso el foco no es un punto fijo?
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Figura 15. El punto F posible foco de la parabola

B. ¢Si dibujas también una perpendicular que Ilamaremos d a la recta b que pasa por
el punto F’, en qué vendria a convertirse esta recta con respecto a la parabola?
Explica tu respuesta.

Seguramente algunos de los estudiantes concluiran que la recta d es la recta
directriz, tal vez asociandola a una notacién anterior, o solo porque se dejan llevar por su
percepcion visual; se espera que el estudiante realice algunas mediciones para explicar su
respuesta, entre ellas puede estar que se mida la distancia del punto F’ al punto V y la
distancia del punto F al punto V, logrando visualizar una relacion de equidistancia entre

dichos puntos, pero lo anterior no asegura que la recta d sea la directriz. (Ver Figura 16).

Figura 16. Recta d posible directriz de la parabola

79



C. Las rectas a y d, se interceptan en un punto el cual Ilamaremos U. ;Qué figura
forma los puntos U, Fy R?

Resulta evidente que los estudiantes respondan, la figura que forman los puntos
UFR es un tridngulo, unos lo hardn por percepcion y otros porque utilizaron las

herramientas tales como “segmento”, “poligono” o “tridngulo” (Ver Figura 17).

b
F
a V. C
/ f
Q
d
U F

Figura 17. Construccion del triangulo UFR

Al brindarle al estudiante la definicién de parabola como lugar geométrico, se
espera que este pueda contestar de manera clara, la pregunta, ¢(Qué clase de triangulo

deberia ser UFR para que cumpla con la definicion de parabola como lugar geométrico?

En este punto de la situacion se evidenciara que tanto el estudiante es capaz de
conjeturar ya que la construccion no le sera suficiente para responder ese cuestionamiento,
empezara tal vez por realizar mediciones a los tres lados del triangulo y a mover el punto F
a lo largo de la recta b, con esto se dard cuenta que estas medidas cambian, pero como
asociar estas acciones con la definicion dada; si la distancia de un punto de la parébola
hasta un punto de la directriz debe ser igual a la distancia del foco hasta el punto de la
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parébola, se necesitara de dos distancias iguales, propiedad que se cumple un tridngulo

isosceles.

| D. ¢Como encontrarias el foco y la directriz de la parabola?

Para encontrar el foco y la directriz de la parabola, muy seguramente el estudiante
seguira moviendo el punto F, tratando que las distancias entre los segmentos UF y FR
coincidan, en el momento en que estas tengan una misma medida, se ha hallado el foco y la

directriz de la parabola.

E. ¢Presentar un argumento valido para demostrar que son el foco y la directriz de
esta parabola?

Es posible que con solo arrastrar el punto F, no se encuentre que las medidas
coincidan, para ello la situacion ofrece otra serie de pasos que el estudiante debe realizar
como ocultar la circunferencia, dibujar el segmento MR y trazar una recta perpendicular a
MR que pase por el punto M, esta perpendicular intercepta a la recta a en un punto, el cual
se constituird como un punto sobre la directriz y a la recta b en un punto donde deberia
estar el Foco, como se quiere que el punto F sea el foco, el estudiante debe arrastrar este
punto hasta hacerlo coincidir con el punto de interseccion de la recta b y la perpendicular
que pasa por el punto M, de esta manera se tendra que el punto F representa el foco de la
paradbola dada y la recta d es la recta directriz, como lo demuestran por medio de la
medicion de los segmentos UR y FR (Ver Figura 18).
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Figura 18. Determinacion del punto F como el foco y de la recta d como directriz de la parabola

e Validacion:

Después de realizada la actividad, se pide a los estudiantes expongan sus ideas a

través de una socializacién, para ello se tomaran las evidencias en videograbaciones que se

encontraran al final del trabajo, en el anexo N° 8.

e Institucionalizacion:

v FOCO: punto F (punto de interseccién entre la recta perpendicular al
segmento MR que pasa por M y la recta b).

v DIRECTRIZ: recta d (perpendicular a la recta b que pasa por el punto F’).

v EJE FOCAL DE LA PARABOLA: recta b (recta perpendicular a [ que pasa
por V).

Si se toma cualquier otro punto R’ sobre la parabola, se podra verificar que cumple

la definicion de parabola como lugar geométrico (Ver Figura 19)

82



R 4.41 cm
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Figura 19. Verificacion de la definicién de parabola como lugar geométrico con un punto arbitrario
R".

8.5.3 Situacion didactica N° 3.

Construccion geométrica de la Pardbola con base en la propiedad de la

circunferencia.

e Enunciado:

Dados una recta d, un punto A exterior a ella cualesquiera, y un punto B que pertenezca a
la recta d, encontrar una circunferencia C, que pase por A 'y pase por B, simultaneamente,
pero B debe ser un punto de tangencia a la recta d, es decir, la recta d debe ser tangente a
la circunferencia C en el punto B. Luego de que haya encontrado la circunferencia C que
cumple con dichas condiciones, entonces encuentre el lugar geométrico generado por el
centro de la circunferencia C, a dicho centro, denominelo O.

e Variable micro—didactica:

v Tipo de configuracion geométrica que presenta la construccion.

v Propdsitos de la situacion dentro de la secuencia.
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A. Proposito matematico:

Formar el concepto de Parabola partiendo de la situacion problema que se plantea

en el enunciado de la misma.

B. Proposito didactico:

v Generalizar acerca de como con dos puntos y una recta se construye una
circunferencia que pase por ellos, siendo tangente a uno de los puntos.

v Visualizar y conjeturar sobre el comportamiento del lugar geométrico que
genera el punto O, al mover el punto B sobre la recta d, con la mediacion del
AGD Cabri Géometre Il Plus.

e Saberes que moviliza la situacion didactica N° 3:

Los conceptos preliminares empleados en esta tercera situacion son: la

circunferencia, recta tangente y una de las propiedades de las tangentes bajo las siguientes

definiciones.
v Circunferencia: es el lugar de puntos del plano que estan a igual distancia de
otro llamado centro. La distancia comun es el radio de la circunferencia.
v Recta Tangente: una recta es tangente si tiene en comun uno y s6lo un punto
de la circunferencia. Dicho punto se conoce como punto de tangencia.
v Propiedad de la Tangente: toda recta perpendicular a un radio en un punto de

la circunferencia, es una recta tangente a la circunferencia.
e Momentos de la realizacion didactica:

Se tendra una sesion de clase de una hora y treinta minutos, para resolver la
situacion No.3; el estudiante debe leer minuciosamente el enunciado del problema y luego
empezar a interactuar con el medio para resolverlo, despuées con su compafero de grupo
realizara las respectivas discusiones sobre las estrategias que adoptaran para responder las

preguntas, no podran hacer consultas al profesor encargado sobre como responder; la
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intervencion del docente solo es de manera indirecta, durante la puesta en acto de la

situacion, al final él va a intervenir en la socializacion del conocimiento de manera formal.

Esta situacion que se constituye basicamente como un problema de tangencia, pasa
por tres tipos de situacidon a-didactica: Accion, Formulacion, Validacion y una situacion

didactica de Institucionalizacion; como se expone a continuacion.

Al igual que en las situaciones anteriores a los estudiantes se le proporciona algunos
puntos de partida, que a criterio de los investigadores, les podrian ser de utilidad para
empezar el abordaje del problema. Después de esto, la actividad propuesta busca promover
en los estudiantes procesos de exploracién y formulacion de conjeturas, a través de

preguntas planteadas como se indica a continuacion.

A. Encuentre el centro O de la circunferencia C y describa paso a paso cdmo determin6
el punto exacto donde esta ubicado dicho centro. Tenga en cuenta las caracteristicas
que le pide el enunciado para construir la circunferencia C.

El estudiante debe empezar por establecer la ubicacion del centro O y para ello debe
trazar una recta perpendicular n la recta d que pase por B y conjeturar que al ser n recta
perpendicular a la recta d, ésta debe contener al radio y en su defecto al centro O de la

circunferencia.

Una vez encontrado el lugar, el estudiante debe encontrar el punto exacto donde se
encuentra situado el centro. Para ello tendra que recurrir a la herramienta “mediatriz” de los
puntos A y B y nombrar a dicha recta m, luego sefialara el punto de interseccion entre la
recta perpendicular n y la recta mediatriz m; tal punto es el centro de la circunferencia y

debera nombrarlo O. (Ver figura 20)
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Figura 20. Construccion para determinar el centro O de la circunferencia C.

| B. Indigue de cuales puntos equidista el centro O de la circunferencia C.

Se pretende que el estudiante logre conjeturar a partir de la construccion y a traves
de la definicion que tiene de circunferencia, que al ser O el centro, éste serd un punto que
equidista de la recta tangente d en el punto B y del punto A. Por otra parte, se da por
supuesto que otros estudiantes, con el fin de comprobar tal equidistancia, seguramente

recurrirdn a la medicion de distancias (Ver Figura 21).

Figura 21. Circunferencia C con centro en el punto O.

C. Si la recta d es tangente a la circunferencia ¢ en el punto de tangencia B como se
requeria en el enunciado, ¢qué propiedad cumple con relacion al radio OB?
Verifique tal propiedad.

Los estudiantes que hicieran una buena lectura de la situacién podrian percatarse de

como la respuesta al interrogante se encuentra inmersa en la propiedad de la tangente—
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enunciada anteriormente—.Es solo cuestion de una buena interpretacion: si la recta d es
tangente a la circunferencia C en el punto de tangencia B, entonces dicha recta d es

perpendicular al radio OB.

Para verificar dicha propiedad se puede recurrir a ciertas herramientas del ambiente
Cabri Geométre Il Plus. Entre ellas es viable la utilizacion de la herramienta
“;Perpendicular?”. Con ella basta dar clic en la recta d y luego en el segmento OB para
determinar si los dos objetos geométricos son o no en realidad perpendiculares. Otros tal
vez se decidan por la herramienta “Medida de angulo”, para determinar si la recta d y el

segmento OB forman un &ngulo de recto (Ver Figura 22).

Los objetos son perpendiculares

Figura 22. Verificacién de la propiedad de perpendicularidad entre la recta tangente d y el radio OB.

D. Encuentre el lugar geométrico generado por el centro O de la circunferencia c. ¢Qué
nombre recibe la curva generada? Describa algunas caracteristicas de esta curva.

Encontrar el lugar geométrico generado por el centro O de la circunferencia ¢ con
ayuda de la herramienta “Lugar” se asume como una accion de nivel elemental para los

estudiantes (Ver Figura 23).
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Figura 23. Lugar geométrico descrito por el centro O de la circunferencia c.

Al ejecutar dicha accion la curva que se genera es una Pardbola. Para describir
algunas caracteristicas los estudiantes recurriran tal vez al arrastre del punto B sobre la
recta d para evidenciar que el punto O va adquiriendo diferentes posiciones que se
constituyen en un conjunto de puntos que equidistan siempre del punto A y de la recta fija
d. Ademas segun la construccién se puede decir que la recta m es tangente a la Parabola en

el punto de tangencia O.

E. Nombre y describa los elementos de ese lugar geométrico que usted ya conoce
(directriz, foco, vértice, eje focal). Si no estan en la construccion que usted realizo,
encuéntrelos.

Se asume que la nocion de Parabola adquirida por los estudiantes hasta este punto
junto a la observacion de su construccién, podria facilitarles, en buena parte, la
determinacion de los respectivos elementos de la curva en cuestién. Estos elementos son: la

recta directriz d; el punto A, foco; el eje focal e; y el vértice V. (Ver Figura 24).

Figura 24. Elementos de la Parabola construida.
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F. Describa que pasa con la circunferencia cuando se arrastra el punto B (A qué cree
usted que se deba esto?

Si el punto B es arrastrado hasta hacer coincidir el punto O con el vértice V de la
parébola, la circunferencia toma un radio minimo (Ver Figura 25). Ahora, si la posicion de
B se continta moviendo, la longitud del radio puede aumentar o disminuir dependiendo de
la direccion que tome el punto B. Esto se debe a que el segmento OB es un radio de la

circunferencia C.

(N4
[ 7

Figura 25. Radio minimo obtenido al mover el punto B sobre la recta d.

G. ¢Qué pasa con la Parabola y la circunferencia cuando se arrastra el punto A ;/Qué
puede concluir acerca de esto?

Se puede anticipar, de una manera intuitiva, que al arrastrar el punto A intentando
hacer coincidir su posicion con la del punto B, sucede que la circunferencia C se hace méas
pequefia y la Parabola se cierra. (Ver Figura 26). Pero si el punto A se acerca a cualquier
otro punto de la recta, hace que la circunferencia C se agrande aungue la Pardbola tienda a

cerrarse.
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Figura 26. Relacion entre el tamafio de la circunferencia y la abertura de la parabola: la
circunferencia se achica y la parabola se cierra.

En contraste, cuando el punto A se aleja de la recta d, la Parabola se abre y la

circunferencia C se agranda (Ver Figura 27).

Figura 27. Relacion entre el tamafio de la circunferencia y la abertura de la parabola: la
circunferencia se agranda y la parabola se abre.

e Validacion:

Al término de esta situacion se asigna un intervalo de tiempo a cada grupo de
trabajo para que exponga las diferentes estrategias adoptadas en la resolucion de cada uno
de los interrogantes planteados, para ello se tomaran las evidencias en videograbaciones

que se encontraran al final del trabajo, en el anexo N° 8.

e Institucionalizacion:
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v El punto A se constituye con el Foco de la parabola.

v El punto B es el punto movil sobre la recta directriz d.

v La circunferencia c es la circunferencia buscada que pasa por los puntos A 'y
B.

v La recta d se constituye como la recta tangente a la circunferencia C en el
punto B.

Por Geometria Euclidiana se sabe que el radio de la circunferencia OB es
perpendicular a la recta tangente d en el punto B, la construccion de una recta perpendicular
a la directriz que pase por el punto B, Ilamada n, permite considerar que el centro O de la
circunferencia se encuentra en dicha recta, para determinar la posicion exacta del centro O,
se recurre a la mediatriz de los puntos Ay B.

El punto O es el centro de la circunferencia, demarcado por el punto de interseccion

entre la recta perpendicular n y la recta mediatriz m.
El lugar geométrico generado por el centro O de la circunferencia es una parabola,

lugar geométrico que equidista siempre del punto fijo A (Foco) y de la recta fija d
(Directriz).
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8.5.4 Situacion didactica N° 4.

Construccion de una Parabola como lugar geométrico en Cabri Géometre 11 Plus.

e Enunciado:

Dados una recta d, dos puntos M y F, donde M pertenece a la recta, y el otro es exterior a

ella, encontrar el lugar geométrico descrito por el punto de interseccion P entre la
mediatriz del segmento MF y la recta perpendicular a d por M. Identifique de qué lugar
geomeétrico se trata.

e Variables micro—didacticas:

v Variacion de posicion del punto M, para determinar la trayectoria del punto
P.
v Verificacion de la propiedad foco-punto-directriz.

e Propdsitos de la situacion dentro de la secuencia:

A Prop6sito matematico:
v Afianzar y concluir la nocién de parabola desde su enfoque de lugar
geomeétrico.

B. Proposito didactico:

v Conducir al reconocimiento del caracter dindmico y de dependencia logica
de los puntos del lugar geométrico respecto del foco y de los puntos sobre la

directriz.

e Saberes que moviliza la situacion didactica N° 4

v La Mediatriz de un Segmento: como lugar geométrico se define como el

conjunto de puntos que equidistan de los extremos de un segmento.
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v La Distancia de un Punto a una Recta: es la longitud (més corta) del
segmento de recta comprendido entre un punto y el pie de la perpendicular

trazada desde él a una recta.

v Puntos Colineales, los puntos de un conjunto estan alineados o son
colineales, si hay una recta que los contiene a todos.

v Definicion de Parabola como Lugar Geométrico: es el conjunto de puntos
que equidistan de una recta llamada directriz y de un punto fijo llamado

foco.

e Momentos de la realizacion didactica:

La situacion didactica que se presenta en este apartado estd disefiada para que el
estudiante trabaje de manera individual o grupal. Es posible que los estudiantes, por los
conocimientos adquiridos de las actividades previas, demuestren mayor capacidad en la
realizacion de las actividades encomendadas. Asimismo, se espera de ellos una mayor
objetividad en las discusiones, debido a que hasta el momento se ha buscado focalizar su
produccion intelectual haciendo énfasis en la conceptualizacion de un lugar geométrico

especifico.

Se dispondra del mismo tiempo que en las anteriores actividades, esperando que
éste sea suficiente para que los estudiantes logren alcanzar la meta de aprendizaje

consistente en explicar utilizando sus métodos el caracter del lugar geométrico buscado.

Esta situacion pasa por tres tipos de situacion a-didactica: Accion, Formulacion,
Validacion y una situacion didactica de Institucionalizacion; como se expone a

continuacion.

La primera etapa es de construccion e incluye una serie de pasos que los estudiantes
deben realizar en Cabri Géometre Il Plus. En esta parte cada estudiante interactta con el
“medio” material que representa dicho ambiente para conseguir el aprendizaje esperado.

Luego, mediante el trabajo colaborativo en parejas, se buscard la manera de seguir
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avanzando en los numerales provistos. La expectativa final es que los estudiantes por su

cuenta logren visualizar algunos fendmenos que orienten su accionar.

La segunda etapa contiene preguntas pensadas para intentar afianzar en los
estudiantes el conocimiento conseguido hasta el momento, como se presenta a

continuacion.

A. Mueve repetidamente el punto M y examina detenidamente la trayectoria que describe
el punto P, también ten en cuenta lo que pasa con la recta mediatriz de los puntos F y
M. ¢Qué logras observar?

En primera instancia la herramienta “traza”, permitira al estudiante visualizar que la
huella que deja el punto P al mover el punto M sobre la recta directriz describe una
parabola, ademas se podra observar que la recta mediatriz de los puntos F y M es quien a
medida que se mueve el punto M aporta un punto diferente de interseccion con la recta
perpendicular que pasa por ese el punto, dicho conjunto de puntos constituyen el lugar
geométrico ya mencionado. En segunda instancia el medir la distancias de los segmentos
FP y MP, garantizan la propiedad foco-directriz, ratificando asi lo concluido (Ver Figura
28).

DIRECTRIZ

Figura 28. Huella descrita por el punto P cuando se mueve el punto M sobre la recta directriz

| B. ¢Se puede afirmar que la Parabola es la union de puntos colineales? ;Por qué?
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El estudiante para poder contestar esta pregunta debe tener claro que “los puntos de
un conjunto estdn alineados o son colineales, si hay una recta que los contiene a todos”, en
principio el rastro dejado por el punto P a través del plano parece muy cercano a la
definicion del término colineal, pero a medida que se va moviendo el punto M, la huella

producida por el punto P corresponde a una curva y no a una recta.

| C. ¢La Paréabola se formara mediante la union de pequefios segmentos de recta?

El estudiante hasta este punto ya podra afirmar que la Parabola es una curva plana y

abierta, determinada por una linea continua, y no por segmentos de recta.

La visualizacion del comportamiento de la directriz le ofrecera una justificacion
experimental. En efecto, su cambio de direccion sucede de manera suave y continua, hecho
no seria observable si en un momento dado el punto P estuviera trazando un pequefio

segmento.

| D. ¢Como expresarias ahora el concepto de parabola?

Se espera que el estudiante exprese que una Parabola es el lugar geométrico de los
puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado foco y de una recta fija llamada

directriz.

E. ¢Qué procedimiento utilizarias para representar la ecuacién de la Pardbola que
obtuviste? ;Podras elaborar un plan para encontrarla? Describelo.

Algunos estudiantes relacionaran tal vez la ecuacion de la pardbola con funcion
cuadratica, ya que para ellos no es ajeno que la representacién gréfica de esta funcion es un
curva llamada parabola; otros por su parte trazaran el lugar geométrico del punto P cuando
se mueve el punto M, para que por medio de esta herramienta “Coordenadas o0 ecuacion”,

se determine la ecuacion de la parabola construida (Ver Figura 29).
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y=021x2+325x%x+ 13,25

DIRECTRIZ

Figura 29. Ecuacién de la parabola

| F. ¢Como describes tu experiencia al trabajar con este recurso tecnolgico? \

Aqui se considero6 que los medios tecnoldgicos deben conducir a una redefinicion de
las fronteras entre la accion individual y la accion social. El estudiante, auxiliado por sus
instrumentos computacionales, construye una versién del conocimiento. Como es sabido, el
conocimiento y el aprendizaje son, por su naturaleza, producto de la mediaciéon de
instrumentos tanto materiales como simbdlicos (Moreno, 2001). Por lo tanto, se hace
necesaria la intervencién permanente del profesor, quien a través de sus propuestas debe
procurar conducir al estudiante a la construccion de los esquemas cognitivos conceptuales

que emergen de su interaccion con tales instrumentos.
e Validacion:

Al término de esta situacion se asigna un intervalo de tiempo a cada grupo de
trabajo para que exponga las diferentes estrategias adoptadas en la resolucion de cada uno
de los interrogantes planteados, para ello se tomaran las evidencias en videograbaciones

que se encontraran al final del trabajo, en el anexo N° 8.
e Institucionalizacion:

Se definira a los estudiantes nuevamente el concepto de Pardbola como el lugar

geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo F llamado foco y de una
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recta fija d llamada directriz. También se enfatizara en el punto de vista dindmico: La
Parabola es el lugar geométrico determinado por el conjunto de posiciones que asume un
punto movil P en funcion de un punto M que se mueve sobre una recta d llamada directriz,
de manera tal que P equidista de la recta directriz d y de un punto fijo F llamado foco para

cualquiera de sus posiciones.
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9. Andlisis de Resultados

En atencidn al esquema del disefio metodoldgico, se procede a describir la secuencia

observada durante la experimentacion y se efectlia su respectivo anélisis a posteriori®,

9.1 Experimentacion

9.1.1 Balance entre la planificacion y la accion.

En la tabla 3 se compara el plan con su realizacién en términos de actividades,

tiempo e instrumentos de observacion.

Tabla 3. Esquema General del Desarrollo de la Experimentacion.

Lo Planificado Lo Implementado InStrumentos
Actividad  Tiempo Actividad Tiempo

. ., Diario de la sesion.
Situacion Grabacion de video
didactica 2 horas | Situacion didactica N° 1 2 horas - -

o Producciones escritas de
N° 1 .

los estudiantes.

. ., Diario de la sesion.
Situacion Grabacion de video
didactica 2 horas | Situacion didactica N°2 1.5 horas - -

o Producciones escritas de
N° 2 )

los estudiantes.

. ., Diario de la sesion.
Situacion Grabacion de video
didactica 2 horas | Situacion didactica N°3 1.5 horas - -

o Producciones escritas de
N° 3 )

los estudiantes.

. ., Diario de la sesion.
Situacion Grabacion de video
didactica 2 horas | Situacion didactica N°4 1.3 horas - -

NE 4 Producciones escritas de
los estudiantes.

Fuente: Esta tabla ha sido adaptada para este trabajo y fue tomada del esquema general de
desarrollo de la experimentacidn, propuesta en Camargo & Guzman (2005).

3 En el capitulo “Anexos”, se incluye los cuestionarios de cada una de las situaciones didacticas, los
respectivos registros escritos de las producciones matematicas de los estudiantes, y algunas fotografias que
retratan, a criterio personal de los investigadores, los pasajes mas representativos de la puesta en acto de la
secuencia didactica propuesta (p. 90).
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9.1.2 Descripcion de las sesiones.

Debido a que en el momento de la fase experimental la institucion educativa donde
se llevd a cabo la realizacion didactica se encontraba finalizando las actividades
correspondientes al afio escolar, la experimentacion se tuvo que adelantar en una semana.
Por tal razdn, la puesta en acto de las cuatro situaciones didacticas propuestas se hizo

durante los dias 16 y 17 de febrero de 2011, es decir, dos sesiones por dia.

En la experimentacion se trabajé con cuatro estudiantes del grado noveno del
Colegio Bet-El, una institucion educativa de caracter privado ubicada en la ciudad de San
Juan de Pasto. Para hacer la descripcion de las sesiones se tuvo en cuenta los apuntes

consignados en los diarios de campo Y los registros de las videograbaciones.

Sesién N° 1 (16 de febrero de 2011 / 2 horas). Gracias a que la profesora encargada
de la realizacion didactica es también la profesora titular del grupo experimental, no fue
necesario hacer un acercamiento a los estudiantes. Por otra parte, hasta ese momento ellos
ya habian recibido una induccién acerca del manejo bésico de Cabri Géométre Il Plus a
través de la realizacion de actividades sencillas donde se encuentra lugares geométricos
como la mediatriz de un segmento y el circulo, también se hizo un repaso de los elementos
de la circunferencia y algunas propiedades. Ademas, se les habia comunicado de manera

breve las condiciones de resolucidon de las situaciones a —didacticas.

A pesar de esto ultimo, se hizo bastante notorio el asombro de los estudiantes en
cuanto a la escasa intervencion de los profesores en el desarrollo de la clase, la cual se
redujo solo a dos instancias: en la exposicion de las “reglas de juego” y en la
institucionalizacion de los saberes generados. Con todo, ninguno de los estudiantes
manifestd serias dificultades que afectaran de una u otra forma el normal desarrollo de la

clase.

Esta sesién, al igual que las demas, se trabajé en grupos de dos estudiantes. El tema
que se tenia previsto era la construccién geométrica de la Parabola a través de los conceptos

de mediatriz y de distancia de un punto a la recta; en la primera parte, el estudiante realizo
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unas serie de construcciones que le permitieron favorecer procesos de exploracion y
medicion hasta llegar a un razonamiento visual que permitiera la generalizacion del
concepto de Pardbola como el lugar geométrico de un punto mdvil que equidista
continuamente de una recta y un punto externo a ésta. En la segunda parte, se da a conocer

al estudiante las partes de la pardbola, buscando que éste las identifique.

Sesion N° 2 (16 de febrero de 2011 / 1.5 horas). Siguiendo el plan previsto, se tomo
la primera parte de la sesion para la ejecuciéon de las instrucciones que condujeron a la
construccion de una Pardbola en Cabri Géometre Il Plus. Luego, mediante la aplicacion de
preguntas orientadoras y otras construcciones auxiliares, se llevo a los estudiantes a que
formularan conjeturas respecto a la naturaleza de la curva representada visualmente en

pantalla. La que, como es de esperar correspondia efectivamente a una Paréabola.

En la segunda parte, asumiendo la hipotesis de que la curva era una Parabola, la
actividad de los estudiantes se orientd a la identificacion de elementos notables y la
verificacion de la propiedad foco—directriz para su validacion. El resultado fue positivo ya
que todos lograron determinar cual era el foco y la directriz de la curva, y por lo tanto,

establecer de manera concluyente que se trataba de una Parabola.

Sesién N° 3 (17 de febrero de 2011 / 1.5 horas). En esta sesidn los dos grupos de
estudiantes siguieron parciamente las indicaciones de la guia de trabajo, ya que en primera
medida construyeron la circunferencia utilizando punto medio entre los puntos dados A y
B, en segunda instancia, utilizaron una construccién blanda de lo que se les pedia en el
enunciado, al mover la circunferencia se podia notar que esta dejaba de ser tangente a la
recta d, un grupo hizo coincidir la circunferencia en el punto de tangencia B, mientras que
el otro no; esto les permitié que contestaran de forma correcta algunas de las cuestiones
planteadas, pero al llegar a la construccion del lugar geométrico, ninguno de los grupos
Ilegd a la construccion de la Parabola como lugar geométrico, obtuvieron una recta paralela
a la recta d; esta construccion valida en cierta medida no estaba contemplada en el analisis

a priori.
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Sesion N° 4 (17 de febrero de 2011 / 1.3 horas). Esta sesiéon hizo énfasis en la
construccion de la Pardbola como lugar geométrico, utilizando el conocimiento emergido
previamente. ElI dominio aqui demostrado por los estudiantes con relacién al manejo de
términos, conceptos y operaciones propios de la tematica tratada, puso en evidencia la
conceptualizacion efectiva de la nocién de Pardbola como lugar geométrico. Ademas, ellos
manifestaron la satisfaccion que sentian por la potencia que les ofreciera el ambiente Cabri

Géometre 11 Plus para la construccién y exploracion de objetos geométricos.

Es preciso sefialar que el ambiente de clases, a pesar de que las sesiones se hicieran
de manera tan seguida, fue el mejor para la aplicacion de las situaciones didacticas, ya que
los estudiantes en aguel momento no recibian ninguna otra clase, tan solo debian presentar
las pruebas finales del cuarto periodo. Esto generd una atmosfera de mayor tranquilidad que

redundé positivamente en la dinamica de las actividades.

Dicha peculiaridad se estim0 especialmente relevante en esta Ultima situacion,
donde se esperaba que, por efectos de la natural consuncion acumulada por los estudiantes
a causa de la actividad intelectual previa, el ambiente académico se tornara tenso, la falta de

interés emergiera, y se presentara algin conato de indisciplina.

9.2 Andlisis a Posteriori

Con el objeto de dar cuenta de los resultados obtenidos se considera las unidades de
analisis elaboradas para el estudio del contenido, comprension e interaccién didactica. Los
datos se obtuvieron de las producciones escritas de los estudiantes, extraidas de los reportes
que entregaron. Los andlisis del contenido e interaccion didactica se condensan en un solo
apartado para las cuatro situaciones, en tanto que el anélisis de la comprension se hace

separadamente para cada situacion.
9.2.1 Analisis del contenido trabajado.

En la primera situacion, como era previsible, se observé que todos los estudiantes

movilizaron por igual algunos conocimientos previos, sin que su genesis tenga incidencia
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alguna, bien sea que hayan sido obtenidos a partir de sus experiencias escolares o bien
cotidianas. Es por eso que se puede afirmar que, la totalidad de estudiantes entendian lo que

es un punto, un segmento pero no tenian en claro el concepto de mediatriz de un segmento.

Esta primera situacion puso también en juego algunos saberes nuevos que los
estudiantes fueron asimilando en la medida en que avanzaba la secuencia, lo que permitio
apropiarse progresivamente de los conceptos movilizados asi como de las herramientas de
Cabri Géometre Il Plus en la resolucion de los problemas a los que se enfrentaron.

Principalmente éstos fueron dos:

e Lugar geométrico de un punto movil. Los estudiantes hacian lecturas puntuales de la
curva visualizada en pantalla, identificandola como un conjunto de puntos sucesivos
no colineales relacionados por una propiedad en comun y cuya posicion dependia de

otro punto que se movia sobre un objeto rectilineo.

e Trayectoria de un punto movil. La herramienta “Traza” fue de gran importancia
para la conceptualizacién de la nocién de lugar geométrico de un punto en el

contexto de una situacion dindmica de variacion.

En la segunda situacién, aparte de los conocimientos previos a la realizacion
didactica, los estudiantes hicieron uso de los saberes movilizados en la situacion
precedente. Se notd una evolucion conceptual que permitié superar la pre—concepcion que
ellos tenian inicialmente de la nocion de parabola, la cual habia sido predominantemente
visual. Incluso, en adelante, la Parabola empezd a identificarse esencialmente por la

propiedad que establece el foco y la directriz antes que por sus relaciones espacio—graficas.

A diferencia de las situaciones anteriores, en la tercera situacion, se buscaba
introducir los conceptos de foco y directriz mediante un problema de tangencia que incluia
la construccion del centro de una circunferencia, este centro fue construido por los
estudiantes con punto medio, lo cual genero la dificultad para seguir con el resto de la

situacion, esto no habia sido previsto en el analisis a priori, tal como se mencion6 algunos
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parrafos atrés; la mayor parte de conocimientos que se esperaba que fueran movilizados no
lo fueron, en adelante sus construcciones solo fueron visuales, tal es el caso de que la recta
d debia ser tangente a la circunferencia en el punto B, ¢l estudiante sabia que era “ser recta
tangente a una circunferencia”, pero no la pudo construir, al mover la recta o la
circunferencia esta dejaba de ser tangente, se esperaba una construccién basada en
relaciones geométricas. Laborde (2005b), dice al respecto que los estudiantes piensan que
se puede hacer una construccién geométrica solo con sefiales visuales y no ponen en

practica sus conocimientos.

la tarea de dibujar una tangente a una circunferencia que pasa por un punto
dado es con frecuencia vista por estudiantes como la tarea fisica de hacer girar
un borde directo que pasa por el punto dado y lo ajusta a fin "de tocar" la
circunferencia. (p. 159).

Se subraya el hecho de que, en la Gltima situacion, los estudiantes hicieron uso de
los contenidos trabajados hasta el momento en las situaciones anteriores, refiriéndose a
ellos con suficiente propiedad, tanto en las construcciones como en la elaboracion de
conjeturas y validacion de las mismas. Se observo finalmente que la propiedad foco—
directriz se constituyé en una herramienta conceptual para la validacion de parabolas y la

identificacion de sus elementos mas representativos, en especial, el foco y la directriz.

9.2.2 Anélisis de la comprension.
Como ya se menciono, esta seccion se aborda, tal como se indica a continuacion, de

forma individual para cada situacion.

¢ Situacion didactica N° 1. Construccion geometrica de la parabola, a través de los

conceptos de mediatriz y distancia de un punto a una recta.

El andlisis de la comprension de la situacion didactica N° 1 versa en el estudio del
conocimiento de la relacion métrica que existe entre la distancia comprendida por un punto

que pertenece a una pardbola y la directriz, con la distancia entre el mismo punto y el foco,
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para luego avanzar hacia la generalizacion de la propiedad que se establece a partir de dicha
relacion. En este sentido, la herramienta “Distancia o longitud” junto al “modo arrastre” se
hicieron indispensables para visualizar la relacion métrica existente entre el foco y la
directriz con respecto a los puntos que definen una pardbola, propiedad que a su vez

caracteriza a dicha curva como un lugar geométrico.

De otra parte, la conexion entre el enunciado verbal y la representacion visual en
Cabri Géometre Il Plus, en el sentido de que ésta daba cuenta de la equidistancia de un
punto mavil con respecto a una recta y un punto fijo, fue inmediata. Lo que permiti6 de
entrada percatarse de la nocion de propiedad foco—directriz. Para ilustrar esto, se presenta a
continuacion las conversaciones surgidas entre estudiantes a partir de la reflexién que

hicieran sobre el literal A del cuestionario.

Si P es un punto que equidista tanto de la recta d como del punto F ¢estara en la mediatriz
del segmento QF? Justifique su respuesta.

. Grupo de Cristian y Sebastian:

- Cristian: si, esta porque P equidista de los dos extremos del segmento QF.

- Sebastian: si medimos el segmento PQ se tiene que es igual a QF. Ambos miden
7.71 cm.

- Cristian: Si movemos el punto Q las distancias cambian, aunque siguen siendo

iguales entre si.

En la respuesta que da Sebastian hay una imprecisién, los segmentos que se

midieron fueron PQ y PF, dato que est& consignado en la videograbacion.

. Grupo de Mario y Camilo:

- Mario: P esta sobre la mediatriz del segmento QF porque la distancia de P a Q
siempre serd la misma distancia de P a F.
- Camilo: Aunque se muevan los puntos siempre sera la misma distancia y

longitud.
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Una vez que los estudiantes hubieran tomado conciencia de la relacion métrica en
cuestion, se continué con la siguiente pregunta que tenia por objeto producir una
perturbacion cognitiva que condujera, aunque de manera no formal, a comprender que
dicha relacion era una propiedad que se cumplia Unicamente para un cierto conjunto de

puntos.

| ;Como podrias determinar otros puntos equidistantes de la recta d y del punto F?

Para ello se pidid a los estudiantes que intentaran construir un punto hipotético P,
que pudiera cumplir con la condicién que le permita equidistar de la recta d y el punto F. Y

esto es lo que respondieron los estudiantes.

. Grupo de Cristian y Sebastian:

- Cristian: no es posible porque el punto P1 no pertenece a la mediatriz de QF.
- Sebastian: si P1 estuviera sobre la mediatriz si se pudiera, pero en este caso seria

entonces el mismo punto P.

. Grupo de Mario y Camilo:

- Mario: no podemos encontrar otros puntos equidistantes.
- Camilo: si P1 es diferente de P nunca van a ser iguales las distancias QP1 y P1F.

- Mario: no equidistan.

Las respuestas dadas por el primer grupo, evidencian que los estudiantes piensan
una cosa Yy escriben otra, Cristian escribe que el punto P, no pertenece a la mediatriz solo
por el hecho de que cuando lo arrastr6 y lo hizo coincidir con la recta m, las medidas de los
segmentos no fueron iguales, esto se dio porque la construccidon no estaba bien alineada
(rectas y algunos segmentos torcidos). Sebastian por su parte tiene una idea puntual, ve que
solo en la posicion del punto P, se conservan equidistancias a la recta d y al punto F,

desechando los demas puntos.

105



Por otra parte el grupo nimero dos, solo se fue por lo visual no aplicé ningln
conocimiento de geometria en este caso el de mediatriz, los estudiantes comprenden este

concepto como un solo punto y no lo relacionan como el conjunto de puntos.

Si la recta d y el punto F, se mantienen fijos —no se pueden arrastrar—, (A cada
posicion del punto Q sobre la recta d, le corresponde un punto P equidistantes del punto
F, y larecta d?

. Grupo de Cristian y Sebastian:

- Cristian: si, porque si movemos Q sobre la recta le corresponde un punto P de
igual distancia
- Sebastian: Si se arrastra el punto Q la distancia hasta el punto P es igual que la

distancia que se mide del punto P al punto F.

. Grupo de Mario y Camilo:

- Mario: al mover el punto Q también se mueve el punto P.

Estas respuestas fueron satisfactorias parcialmente, todos los cuatro estudiantes, por
medio de la herramienta “medir”, evidenciaron a cada posicion del punto Q, le
corresponden un punto equidistante de la recta d y del punto F, pero no llegaron a la

explicacion de caracteristicas que se queria, todavia se esta en el plano espacio- grafico.

Con estas primeras herramientas conceptuales, los estudiantes estuvieron en

capacidad de conjeturar que la trayectoria del punto P correspondia a una parabola.

Representa la trayectoria que genera el punto P, para ello con la herramienta “Traza” del
submenu de textos y simbolos, da un clic sobre el punto P, y después del punto Q, mueve
con clic sostenido el punto Q sobre la recta d.

. Grupo de Cristian y Sebastian:

- Profesora: ¢qué curva describe la trayectoria de P?
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- Sebastian: la trayectoria del punto P forma una parébola.
- Cristian: est4 hecha a partir del punto F.

- Sebastian: el punto F esta por fuera de la recta d.

. Grupo de Mario y Camilo:

- Profesora: ¢qué curva describe la trayectoria de P?
- Mario: se observa que al mover el punto Q la trayectoria del punto P toma la
forma de una parabola.

- Camilo: la parabola es correspondiente a la recta d.

Luego, cuando se pidié a los estudiantes que expresaran con sus propias palabras lo

que es parabola, esto fue lo que ellos contestaron:

= Grupo de Cristian y Sebastian. Es un conjunto de puntos que guardan la misma
distancia de la recta d y del punto F, y que pertenece a una mediatriz.

= Grupo de Mario y Camilo. Es la curva que hace el punto P que equidista del punto Q
que esta sobre una recta directriz y del punto F que es Ilamado foco.

Después de que los estudiantes exploraran correctamente algunas relaciones
espacio—gréficas, donde se involucra el punto F llamado foco se pidié que trazaran una
recta perpendicular que pasara por ese punto y se especificd que se trataba del eje focal.

Para empezar la conceptualizacién de la nocién de vértice se formul6 la siguiente pregunta.

| ;Cual es el punto de la parabola cuya distancia a la directriz es la menor de todas?

Antes de contestar la pregunta, los estudiantes encontraron el punto de interseccién
entre el eje focal y la pardbola, al cual llamaron V. Al punto hipotético que debia cumplir
con la condicion pedida se le nombro con la letra I. Asi, los estudiantes procedieron a

responder lo siguiente.

= Grupo de Cristian y Sebastian: es el punto donde el eje focal corta a la parabola.
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» Grupo de Mario y Camilo: la menor distancia se alcanza cuando | coincide con V, ya
que ésta mide solo 1.25 cm, que es la minima distancia registrada.

Finalmente se logré que los estudiantes llegaran a concluir que el vértice equidista
del foco y de la directriz y que por tanto era un punto de la parébola.

+ Situacion didactica N° 2. Construccién de una configuracion geométrica para encontrar

el foco y la directriz de una parabola.

En la situacion didactica N° 2, el analisis de la comprension esta centrado en el
estudio de la articulacion entre los componentes empirico y tedrico del concepto de
parébola a partir de la construccion material del foco y la directriz de una parabola dada. Al
igual que en la mayoria de situaciones, el estudio se preocupa por las conexiones que
establecen los estudiantes entre los aspectos geométrico y espacio—grafico de la nocion de
parabola, partiendo de las estrategias heuristicas que salen a relucir durante los procesos

resolutivos.

Asi pues, se pudo observar que, hasta este punto, en la conceptualizacion que hacen
los estudiantes de la nocidn de parabola se mantiene el predominio perceptual sobre lo
conceptual. Por ejemplo, luego de que los estudiantes siguieran las instrucciones para
realizar en Cabri Géomeétre Il Plus la construccion que se ilustra en la Figura 11, se les

formula la pregunta:

Empieza a arrastrar lo que se deja mover, observa qué permanece invariante y que no;
con la construccion realizada, cambia de posicion la recta I, con el mouse mueve y llévala
a una posicion similar a la figura presentada ¢Qué sucede con la construccion si volvemos
y arrastramos el punto Q sobre la recta 1?

Y esto fue lo que respondieron:

= Grupo de Cristian y Sebastian. La mayoria de las partes de la construccion se mueven

pero la paradbola no cambia.
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» Grupo de Mario y Camilo. Al arrastrar el punto Q, el punto de interseccion R se mueve
formando una parébola.

Como puede juzgarse a partir de estas respuestas, los estudiantes aiin no han llegado
al concepto geométrico de parabola, puesto que hacen una afirmacion a priori de la
naturaleza de la curva que aparece en pantalla, refiriendose a ella como una parabola sin
que esto tenga otro fundamento que la mera forma captada perceptualmente, ademas los
dos grupos no contestaron la primera parte de lo que se les preguntaba, que permanece

invariante y que objetos permiten que se los muevan.

Cuando la actividad conduce a los estudiantes a construir, sin que tengan conciencia
de ello, un foco y una directriz hipotéticos, ambos grupos coinciden en afirmar que dichos
elementos podrian de alguna manera llegar a ser el foco y la directriz reales de la curva que
a priori habian aceptado como una parabola. No obstante, la estrategia que utilizan para
resolver el problema de hallar el foco y la directriz consiste simplemente en un ajuste de
tipo perceptual, lo que confirma la tesis expuesta.

= Grupo de Cristian y Sebastian. Medimos las distancias UR y RF, luego movimos el
punto F hasta que nos dieran las mismas distancias.
» Grupo de Mario y Camilo. Obtuvimos el foco arrastrando F hasta que los catetos del

triangulo URF tuvieran la misma medida.

El concepto de parabola como lugar geométrico yace todavia imperceptible a la
respuesta de los estudiantes que intuitivamente con la ayuda del arrastre, tratan de dar una
explicacion del por qué la figura que se forma efectivamente los dos puntos encontrados, se

podrian catalogar como el foco y la directriz de esa configuracion geométrica; a la pregunta

Presenta un argumento valido para demostrar que son el foco y la directriz de esta
parabola.

= Grupo de Cristian y Sebastian. Al tratar que el tridngulo URF sea un triangulo que tenga
dos lados iguales, les damos distancia y longitud a los segmentos RU y RF, luego

arrastramos Q, hasta que esas 2 distancias sean iguales. Por el punto M hacemos trazar
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una perpendicular a MR y esa recta corta a la recta b y también a la recta a, construimos
un nuevo triangulo, y volvemos a dar distancia y longitud, los valores son exactamente
iguales. Creemos que F es el foco porque estd a una misma distancia de R con respecto

a d que seria la directriz.

= Grupo de Mario y Camilo. Siguiendo las indicaciones, el tridngulo seria isésceles, ya
que tendria UR y RF el mismo valor, pero se nos dificulta encontrarlo moviendolo, asi
que segun las indicaciones, construimos un nuevo tridngulo con una recta que sea
perpendicular a MR que pase por M, encontramos el nuevo F en la recta b, y en la recta
a el punto U, es decir que F seria el foco porque la distancia es igual que de RU, por U

pasa la nueva d que seria la directriz.

Es de destacar que, por lo menos, la nocién de foco y directriz en la determinacion
de la propiedad que define la parabola como lugar geométrico ha sido bien efectuada, los
estudiantes realizaron las mediciones de los lados del triangulo isésceles URF y luego
establecieron una relacion de equidistancias entre los dos lados de dicho tridngulo y las
distancias correspondientes que hay entre un punto U de la directriz d a un punto R de la
parabola y del punto R al punto F, concluyendo que el punto F es el foco y la recta d es la

directriz, como se habia previsto en el analisis a priori.

En este caso, se observa que moviendo un punto a lo largo de una linea, un camino
particular dejado por otro punto puede ser visualmente identificado como posiblemente una
paradbola. Sin embargo, se hace importante proporcionar un argumento para mostrar
realmente que el lugar geométrico equivale a esta conica; Parece que el movimiento de
objetos, observando comportamientos, formulando conjeturas, presentando argumentos y
comunicando resultados son actividades importantes que los estudiantes pueden practicar
sistematicamente con la ayuda del ambiente Cabri a fin de descubrir y explorar propiedades

matematicas.

¢ Situacion didactica N° 3. Construccion geométrica de la pardbola con base en la

propiedad de la circunferencia.
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En el caso de la situacion didactica N° 3 se evidencia una gran dificultad, la cual no
habia sido prevista, con respecto al conocimiento previo del concepto de tangencia en un
contexto de variacién, lo que repercutié negativamente en la construccion que se pedia para

lograr el aprendizaje esperado.

Si la recta d es tangente a la circunferencia C en el punto de tangencia B como se
requeria en el enunciado, ¢qué propiedad cumple con relacion al radio OB?
Verifique tal propiedad.

= Grupo de Cristian y Sebastian. Por la propiedad de las tangentes sabemos que las rectas
tangentes en un punto de tangencia son perpendiculares al radio, lo verificamos con la

pregunta ¢es perpendicular?

En las videograbaciones se evidencia que cuando el estudiante utiliza esta

herramienta, la respuesta es los objetos no son perpendiculares.
=  Grupo de Mario y Camilo. Que es una recta y pasa por B.

De acuerdo con lo que se habia concebido en el disefio de esta tercera situacion, se
daba por supuesto que los estudiantes estarian en capacidad de realizar la construccion
geométrica de una circunferencia que sea tangente a una recta (directriz) y pase por punto
fijo externo a ésta (foco). Esto significa que al aplicar el “arrastre de test” (Azarollo, y
otros, 2002), la configuracion se debia preservar, es decir, que al hacer variar la posicion
del punto de tangencia de la circunferencia sobre la recta tangente dicha propiedad se

conservaria.

Sin embargo, no fue asi, puesto que los estudiantes en su totalidad se limitaron a
construir una solucion particular, esto es, para el caso en el que el punto externo a la recta
tangente se sitUa sobre la recta perpendicular a ésta y cuyo pie es precisamente el punto de
tangencia de la circunferencia. Este hecho tan peculiar da cuenta de los problemas presentes
en los estudiantes, por un lado, con relacion a la interpretacion de enunciados, y por otro, en

lo referente a la validacidn de sus propias construcciones.
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Encuentre el centro O de la circunferencia C y describa paso a paso codmo determind el
punto exacto donde estd ubicado dicho centro. Tenga en cuenta las caracteristicas que le
pide el enunciado para construir la circunferencia C.

= Grupo de Cristian y Sebastidn. Determinamos el punto exacto de la circunferencia C,
con punto medio y lo Ilamamos O.
= Grupo de Mario y Camilo. Como nos dan 2 puntos A y B, le doy punto medio y me sale

el centro y le doy circunferencia del centro hasta Ay B.

En efecto, los estudiantes en lugar de utilizar la propiedad foco-directriz para
construir el centro de la circunferencia requerida, hicieron uso de la herramienta “Punto

medio”, solucién qué, como ya se explico arriba, era satisfactoria para un solo caso.

| Indique de cuales puntos equidista el centro O de la circunferencia C.

Este literal fue respondido de manera favorable, los estudiantes nombran con
propiedad los puntos equidistantes del centro de la circunferencia.

= Grupo de Cristian y Sebastian. El centro O de la circunferencia equidista de los puntos

A'y B porque el segmento OA es un radio de la circunferencia al igual que BO.

= Grupo de Mario y Camilo. Como el centro es el punto medio de A y B tiene la misma

distancia.

Encuentre el lugar geométrico generado por el centro O de la circunferencia C. ;Qué
nombre recibe la curva generada? Describa algunas caracteristicas de esta curva.

= Grupo de Cristian y Sebastian. El lugar geométrico generado por el centro O es una
recta, no es una curva, las caracteristicas que encontramos es que esa recta es paralela a
la recta d.

=  Grupo de Mario y Camilo. La curva se llama recta.

Para los dos grupos se generalizo el mismo lugar geométrico, dadas las dificultades

planteadas desde el principio no se llego a la parabola.
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¢ Situacion didactica N° 4. Construccion de una parabola como lugar geométrico en
Cabri.

En la situacion didactica N° 4, para estudiar la unidad de comprension es preciso
dirigir la atencién hacia la manera en que relacionan los estudiantes los aspectos funcional

y geométrico del concepto de parabola como lugar geométrico en Cabri Géomeétre 1 Plus.

Tomando como referencia la caracterizacion que hace Jahn (2002) de dos aspectos
de los lugares geométricos en relacion al uso de dos herramientas de Cabri: “Traza” y

“Lugar”, en general, se establece las siguientes definiciones de parabola:

Geomeétrica: es el conjunto de puntos que equidistan de una recta llamada directriz y
de un punto fijo llamado foco.

Funcional: es el conjunto de posiciones asumidas por un punto P’ en funcion de un
punto P que varia sobre una recta d, tal que si F es un punto exterior a d, entonces PP’ =
FP’. Por lo cual se establece una relacion biunivoca en la que P’ es la imagen de P para

cualquier posicion que éste asuma.

Ahora bien, para empezar con este analisis es oportuno sefialar que a los estudiantes
en primera instancia se les facilito las instrucciones para que realizaran la construccién de
la circunferencia tangente que se pedia en la situacion anterior y que no se hizo como se
esperaba. Una vez elaborada la construccion se condujo a los estudiantes a reflexionar
sobre la naturaleza del lugar geométrico descrito por la circunferencia cuando un punto M

variaba sobre la presunta recta directriz.

Mueve repetidamente el punto M y examina detenidamente la trayectoria que describe
el punto P, también ten en cuenta lo que pasa con la recta mediatriz de los puntos F y
M. ¢Qué logras observar?

A esto los estudiantes respondieron de la siguiente manera:
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» Grupo de Cristian y Sebastian. Se puede observar que el centro P forma una parébola
cuando M se mueve porque la longitud de los segmentos MP y PF son siempre iguales a
pesar de que su longitud puede aumentar o disminuir dependiendo de la posicion de M.

= Grupo de Mario y Camilo. Encontramos que los segmentos MP y PF son siempre
iguales por ser radios de una misma circunferencia, por lo tanto, observamos que al

mover M el punto P describe una parabola.

Estas respuestas ponen de manifiesto que los estudiantes han comprendido el
concepto de parabola desde el enfoque geométrico pero les falta argumentar aun mas, no se
dio ninguna opinién acerca de que pasaba con la recta mediatriz de los puntos F y M

cuando se mueve M.

Ahora, para indagar sobre el segundo enfoque se formularon las siguientes

preguntas:

| ¢Podrias afirmar que la parabola es la unién de puntos colineales? ;Por qué?

A lo cual contestaron asi:

= Grupo de Cristian y Sebastian. No se puede afirmar que sea la union de puntos
colineales porque no todos los puntos tienen la misma direccion. Pero de todas formas
si se puede hablar de una sucesién de puntos.

= Grupo de Mario y Camilo. La parabola no es un conjunto de puntos colineales aunque

todos estan sobre una misma curva.

Como puede notarse, estas respuestas indican cierto grado de acercamiento por parte
de los estudiantes hacia la concepcion geométrica de la nocion de pardbola, concepcion que
se iria cerniendo en la medida en que ellos reflexionaban en torno de las cuestiones que se

les iba planteando, tal como puede apreciarse a continuacion:

| ¢La parabola se formara mediante la union de pequefios segmentos de recta?
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= Grupo de Cristian y Sebastian. Quizas pueda ser que si puesto que la curva esta formada
por infinitos puntos y no se sabria con certeza.
= Grupo de Mario y Camilo. No se formaria con segmentos de recta porque de ser asi

seria una recta y no una parabola.

Si bien es cierto que hacer una lectura objetiva de estas respuestas podria resultar
algo ambiguo, es de destacar que se discierne la existencia de un elemento en comuin: la
nocion de continuidad en la comprension del concepto de lugar geométrico. Este hecho
particular puede entenderse entonces como un claro indicio de avance en la
conceptualizaciéon del concepto de parabola como lugar geométrico desde la perspectiva
funcional, lo que méas adelante se veria ratificado por las contestaciones que se tejieron en

torno a la discusion promovida por la pregunta subsiguiente.

| ;Como expresaria ahora el concepto de parabola?

= Grupo de Cristian y Sebastian. Es una sucesion de puntos a cada uno de los cuales le
corresponde un Unico punto de la directriz, equidistando de ésta y de un punto fijo.

= Grupo de Mario y Camilo. Es un conjunto de puntos sucesivos que se relacionan con
los puntos de una recta llamada directriz y ademas equidistan de ésta y de un punto

Ilamado foco.

Como es natural, estas definiciones no emplean un lenguaje matematico lo
suficientemente apropiado para comunicar la idea que al parecer se quiere expresar, pues
hay que entender que se trata de estudiantes escolares y no de profesionales en
matematicas. Con todo, es cierto que estas consideraciones de los estudiantes les permitié
inferir sobre la relacion geométrica y funcional de la parabola, al ver que para un punto M
existe una construccién geométrica que relaciona a un punto P, que es un punto de
interseccion y va generando un lugar geométrico con la herramienta de Cabri: “Lugar”. Por
lo tanto, es también observable el engranaje cognitivo—perceptivo que supone la
articulacion entre lo espacio - grafico y lo teérico en la acomodacion del concepto de

parabola.
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¢Qué procedimiento utilizarias para representar la ecuacion de la Pardbola que
obtuviste? ¢ Podras elaborar un plan para encontrarla? Describelo.

El primer grupo como se habia previsto, se fueron por el camino de utilizar la
herramienta “Coordenados 0 ecuacion”
» Grupo de Cristian y Sebastian. La ecuacion ax? + bx + c¢, con la herramienta
ecuacion, dio: y = 0,10x? + 0,89x + 1,42

= Grupo de Mario y Camilo. La ecuacion nos dio fue ax? + bx + c, porque es el dibujo

de la funcién cuadratica.

En los dos grupos se mantiene la idea de asociar pardbola como la representacion de
una funcion cuadratica, resultado positivo porque los estudiantes de noveno ya tendran dos
enfoques del concepto de pardbola, uno el adquirido en esta investigacion y el otro

algebraico.
9.2.3 Andlisis de la interaccion didactica.

En esta seccidn se ha pensado conveniente desarrollar un sistema de categorias que
faciliten el analisis de la interaccion didactica experimentada durante la puesta en escena de

la secuencia didactica propuesta. A saber, éstas son:

= Gestion del trabajo en clases. Es posible aseverar que la organizacion que se planed
para el desarrollo de la micro-ingenieria didactica fue exitosa, aun cuando la tercera
situacion no sucedio de la manera en que se habia pensado en el andlisis a priori. Se

analizan como aspectos positivos de la gestion del trabajo en clases, los siguientes:

= Las situaciones propuestas lograron el elemento motivador esperado, constituyendose
asi en un reto para los estudiantes y produciendo la movilizacion de diversos saberes
alrededor de la tematica estudiada. Asi pues, fue posible propiciar las condiciones

necesarias para el desarrollo de una dindmica en la que la interaccion del estudiante con
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el ambiente Cabri Géometre Il Plus y la puesta en comun de sus ideas favorecieron la

eclosion del conocimiento esperado.

La metodologia de trabajo, pues, pese a que los estudiantes no estaban lo
suficientemente familiarizados con situaciones de ensefianza donde la intervencion
directa del profesor sea tan exigua, ni mucho menos interactuar con un “medio”
material que les proveyera un campo de experimentacion tan amplio, ellos se
involucraron convenientemente en los procesos de analisis, conjeturacion, validacion y

elaboracion de estrategias o heuristicas.

La integracion del ambiente Cabri Géomeétre Il Plus al sistema didactico ademas de
suponer una oportunidad novedosa para estudiar la parabola como lugar geométrico,
produjo un alto grado de motivacion entre los estudiantes, como ellos mismos lo
manifestaran al término de la secuencia. Esto permiti6 generar un clima de
participacion activa en el que se facilito la comunicacion de las producciones

individuales y colectivas de los estudiantes.

Dado el reducido numero de estudiantes con los que se trabajo en esta micro-

ingenieria didactica, se puede afirmar que ninguna de las decisiones organizativas tomadas

por los investigadores ocasiond mayores inconvenientes.

Gestion frente al tratamiento del contenido matematico en juego. EIl tratamiento del
contenido estuvo condicionado por el disefio de las situaciones, la comprension de los
enunciados, instrucciones y preguntas por parte de los estudiantes y las estrategias que

propusieron.

La gestion del contenido matematico correspondiente a la situacion didactica N° 1

se vio perturbada por la preconcepcion que tenian los estudiantes de la parabola, quienes en

ese momento asociaban su concepto con la mera representacion visual. Las posibilidades y

oportunidades de investigacion ofrecidas por Cabri Géomeétre Il Plus permitieron a los

estudiantes la comprension de que la pardbola aparte de tener una forma curva se
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caracteriza por estar constituida por una serie de puntos sucesivos cuya posicién en el plano
estd determinada por una propiedad que los relaciona de forma métrica con una recta —

directriz— y un punto fijo exterior a ésta —foco—.

En el caso de la situacion didactica N° 2, la gestion del contenido se vio perturbada
por las estrategias utilizadas por los estudiantes para la construccion del foco y la directriz
de una parabola con la mediacion de Cabri Geometre 11 Plus, las cuales eran esencialmente
de caracter perceptual. Por tal razon, la atencion de la profesora se enfoco en el anélisis que
hicieran los estudiantes de los objetos primitivos utilizados para la construccion de la
configuracién geométrica requerida, para asi contar con algunos elementos que permitieran

hacerse a una idea de la evolucién de las estrategias de los estudiantes.

En la situacion didactica N° 3, la gestion del contenido estuvo restringida por la
evidente carencia de herramientas técnicas y conceptuales de parte de los estudiantes para
elaborar la construccion de una circunferencia tangente a una recta y que pase por un punto
fijo, de tal manera que la variacion de su centro permitiera visualizar una familia de
circunferencias tangentes a dicha recta y que pasen por un mismo punto fijo. Debido a que
la solucion particular que coincidieron en proponer todos los estudiantes no habia sido

prevista, la intervencién de la profesora se vio mermada considerablemente.

Con respecto a la situacion didactica N° 4, la clave que posibilitd el tratamiento
eficaz del contenido matematico y que posteriormente conduciria al logro del aprendizaje
esperado, fue la cuidadosa presentacién de las instrucciones para la construccion de la
configuracion geométrica inicial y la adecuada combinacion de construcciones auxiliares y
la formulacion de preguntas orientadoras que llevaron a los estudiantes gradualmente a
conceptualizar el concepto de pardbola como lugar geométrico en Cabri Géometre Il Plus a

partir de la caracterizacion de la propiedad foco—directriz.

» Produccion de conocimientos en clases. Se considera que el analisis de la emergencia
de nuevos conocimientos en el desarrollo de las clases es suficiente para afirmar que los

acercamientos de tipo visual que los estudiantes demostraron en gran parte de las
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estrategias o heuristicas concebidas antes de obtener una estrategia éptima, confirman la
bien difundida premisa de que la intuicion desempefia un papel determinante en el

aprendizaje de las matematicas.

En el caso de la presente secuencia didactica la premisa enunciada aplica no solo
por la naturaleza intuitiva del ambiente Cabri Géometre Il Plus, sino también por el lugar
destacado que aqui ocupa la percepcion visual en la comprension de conceptos y relaciones
geométricas. Sin embargo, como el aprovechamiento didactico de la potencia que ofrece el
referido ambiente requiere de la apropiacion conceptual e instrumental por parte de los
estudiantes en lo que respecta al uso de las herramientas provistas por Cabri Géometre 11
Plus, lo cual implica un complejo proceso de instrumentacion (Laborde, 2001), se debid

insistir mucho en la elaboracion de construcciones elementales.
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10. Conclusiones

Esta investigacion llevada a cabo en el colegio Gimnasio Bet-El en grado noveno,

implement6 una secuencia didactica de cuatro situaciones para la ensefianza y aprendizaje

del concepto de parabola como lugar geométrico bajo la metodologia de micro-ingenieria

didactica.

La recoleccion de informacion y analisis de resultados de cada una de las

situaciones permitio caracterizar las estrategias de aprendizaje utilizadas por los cuatro

estudiantes, pudiéndose concluir que:

La primera situacion: construccién geométrica de la pardbola a través de los conceptos
de mediatriz y de distancia de un punto a la recta, se situ6 en el nivel espacio - grafico
donde las heuristicas de tipo exploratorio dominaron las acciones de los estudiantes,
satisfaciendo Unicamente las restricciones visuales y deduciendo la propiedad foco -
directriz empiricamente al verificar el dibujo de la parabola; esto favorecio6 los procesos

de medicién y razonamiento visual sobre las representaciones en la pantalla.

La segunda situacion: construccion de una parabola como una configuracion
geométrica analizando después las partes que la componen, se situd en el nivel empirico
- tedrico, favoreciendo las conexiones que se establecen entre los aspectos geométricos

de la teoria y el espacio—gréafico de la nocién de parabola.

La tercera situacion: construccion geométrica de la parabola con base en la propiedad
de la circunferencia, se situé en un plano transitorio entre lo experimental y tedrico. Su
puesta en acto aunque permitié relacionar los procesos experimentales con los
conceptos sobre equidistancia de los radios de una misma circunferencia, la relacion de
perpendicularidad entre radios y tangentes, no permitid la relacion entre lo experimental
y lo tedrico de la relacién geométrica que guardan los puntos de la mediatriz a un

segmento.
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La cuarta situacion: construccion de una parabola como lugar geométrico en Cabri, se
situ6 en la concepcion funcional, porque propicidé el reconocimiento del carécter
dinamico y de dependencia Idgica de los puntos del lugar geométrico respecto del foco
y de los puntos sobre la directriz.

Desde los andlisis del contenido e interaccién didactica se puede concluir que:

- El estudiante fue avanzando paulatinamente en la comprension de pardbola como
lugar geométrico, paso de la simple visualizacion del nivel espacio - gréfico, a la
utilizacion de la propiedad foco - directriz y méas tarde la constituyd como una
herramienta conceptual para la validacion de parabolas y la identificacion de sus

elementos mas representativos.

- Las actividades propuestas permitieron a los estudiantes identificar fendmenos
visuales, donde se observé un punto moviéndose bajo las condiciones pedidas, al
tiempo que pudo ir dibujando su trayectoria, identificAndola como un conjunto de
puntos sucesivos no colineales relacionados por la propiedad foco - directriz y cuya
posicion dependia de otro punto que se movia sobre una recta; esto permitio al
estudiante llegar a la nocion de paradbola como lugar geométrico desde un

perspectiva dinamica.

La implementacidn de las cuatro situaciones, indujo a que el estudiante interactué con
relaciones geométricas y otros conceptos, desde una perspectiva dindmica,
permitiéndole la transicion del nivel de percepcién visual al nivel tedrico. Cabe destacar
que durante la aplicacion de la micro—ingenieria, en la etapa experimental, se
presentaron dificultades para que los estudiantes verbalizaran por escrito las relaciones

y propiedades visualizadas.
El presente trabajo también representa una contribucion al componente curricular del

pensamiento espacial. En este sentido, se puede sefialar, sobre la base de los diversos

analisis aqui realizados, que éstos muestran como la utilizacion de métodos sintéticos
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para el estudio del concepto de parabola puede incidir positivamente en la consecucion
de aprendizajes significativos, en contraste con los resultados obtenidos usualmente por

la sola aplicacion de métodos analiticos.

De otra parte, integrar Cabri Géometre Il Plus en la ensefianza de la parabola resulto

beneficioso para:

- Crear un campo de experimentacion grafica donde el estudiante pudo manipular,
mover, medir, trazar, diferentes elementos geométricos que le permitieron llegar a la

construccion de parabola.

- Explorar, observar, conjeturar y verificar diversas propiedades como equidistancia,
perpendicularidad, rectas tangentes, propiedad foco - directriz entre otras, que
permitieron llegar al estudiante a la conceptualizacion de pardbola como lugar

geomeétrico.

- Permitir una libertad para realizar construcciones que podian ser manipuladas en la
pantalla de computador, por medio de la herramienta “arrastre” convirtiéndose asi

en un medio de reconocimiento y verificacion.

- Conectar las representaciones numéricas y graficas a las representaciones

geomeétricas.

- Servir como medio que reacciona a las acciones y retroacciones de los estudiantes
para que pudieran corregir algunas de sus estrategias incorrectas, evitando la

necesidad de evaluacion por parte del profesor.
- Las situaciones a-didacticas con ayuda de Cabri son un paso hacia un futuro en el

que la gestion del profesor, va a estar méas centrada en aspectos como la motivacion

de los estudiantes o el establecimiento del contenido de los programas, y no en la
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mera transmision de conocimientos. De modo que si antes el profesor asumia el
papel de actor y era principalmente un almacén y transmisor de conocimiento, en un
futuro inmediato debe convertirse en el orientador, es decir, debe ser un guia en la
formacion y la construccion del conocimiento de los estudiantes, y debe ser un
estimulo en el auto aprendizaje del estudiantado, proporcionandole los recursos

necesarios para aprender a aprender por si mismos.

La experiencia ha demostrado que el producto de una micro- ingenieria es demasiado
complejo y un solo intento no es suficiente para su perfeccionamiento; los ajustes que
se proponen serian importantes para considerar el redisefio de las secuencias para una

préxima investigacion, las cuales son:

- Dar un enunciado mas preciso, usar una misma notacion geométrica para todas las
situaciones.

- No ser tan explicativos en el desarrollo de las tareas ya que restringe la autonomia
de los estudiantes.

- El orden de la puesta en acto de las situaciones debe tener en cuenta la

jerarquizacion y coherencia de los procesos de intuicion-experiencia-teoria, asi:

e Situacion No. 1, situada en el nivel espacio - grafico, construccién
geométrica de la Parabola a través de los conceptos de mediatriz y de
distancia de un punto a la recta.

e Situacion No. 2, situada en el plano experimental - tedrico, construccion
geométrica de la Parabola con base en la propiedad de la circunferencia.

e Situacion No. 3, situada en el plano de concepcion funcional, construccién
de una parabola como lugar geométrico en Cabri.

e Situacion No. 4, situado en el plano tedrico, construccion de una
configuracién geometrica para encontrar foco y directriz, demarcada en un

plano netamente tedrico.
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- A manera de hipdtesis, se puede afirmar que al tomar esta secuencia en este nuevo
orden, se evitaria las dificultades presentadas por los estudiantes al abordar la
Situacion No. 3, ya que seguirian un proceso usual de pasar del nivel espacio-
grafico, al experimental y concluirian con el arribo al nivel tedrico. Este posible
ordenamiento podria pensarse como un proceso optimo de ensefianza para que los

estudiantes se involucren en esta secuencia.

Este trabajo de grado constituye un aporte en el campo investigativo de la Educacion
Matematica, ya que dio a conocer que por medio de una secuencia didactica de
situaciones, se puede encaminar al estudiante en la construccion de su propio
conocimiento desarrollando nuevas habilidades que faciliten el aprendizaje de la

parabola, desde un enfoque diferente al algebraico, integrando las TIC en el aula.

Esta investigacion pretende abrir el camino a otros trabajos de grado posteriores, que
sigan esta misma linea de estudio y que adopten la micro-ingenieria didactica como
una metodologia que permite al docente ser parte activa de la actividad en el aula,
construyendo, implementando y analizando situaciones que favorecen el aprendizaje.

Otros problemas de investigacion que podrian estudiarse son:
e ;Es posible lograr la conceptualizacion significativa de la elipse y la hipérbola bajo

el enfoque de lugar geométrico en estudiantes de grado decimo integrando otro

ambiente de geometria dindmica?

e (Es posible contrastar, a nivel escolar lo geométrico y analitico en la ensefianza

aprendizaje de las cdnicas bajo una metodologia de ingenieria didactica?
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ANEXO A. SITUACION DIDACTICA N°. 1

CONSTRUCCION GEOMETRICA DE LA PARABOLA, A TRAVES DE LOS
CONCEPTOS DE MEDIATRIZ Y DE DISTANCIA DE UN PUNTO A LA RECTA.

ENUNCIADO:

Dada una recta d y un punto cualquiera F que no pertenezca a d; encontrar el
conjunto de puntos equidistantes de la recta d y del punto fuera de ella F.

PARTE I

Realice la siguiente construccion geométrica en Cabri.

1. Abre el AGD Cabri.

2. Construye una recta, recuerda que para ello hay dos maneras de hacerlo, partiendo
de dos puntos previamente creados 6 partiendo de un punto y una direccion, en esta

construccidn se trabajara con la segunda opcion asi:

Parte de un punto y una direccion para esto, construye una recta, para ello, dirigete
al submenu lineas, selecciona la herramienta “Recta”, y luego mueve el cursor convertido
en lapiz al lugar que deseas situar la recta, para construirla, ubica un punto con el cual se
define y luego mueve el mouse para dar la direccion y da otro clic para fijar la posicion de
la recta, luego némbrala con la letra d si aun no cambias de herramienta, puedes oprimir
directamente en el teclado la letra minuscula d o en caso contrario, elige la herramienta
“Nombrar” del submenu de textos y simbolos y luego dirige el cursor sobre la recta para
nombrarla. Para ocultar el punto que aparecidé con la recta d, dirigete al subment de

atributos y escoge la herramienta “Ocultar/Mostrar”, y da clic sobre dicho punto.

3. Ubique un punto fuera de la recta d, con la herramienta “Punto”; del submenu

puntos, y némbrelo F.
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4. Crea un punto sobre la recta d con la herramienta “Punto sobre objeto”, del

submenu puntos y némbrelo Q.

5. Trace una recta perpendicular a la recta d que pase por el punto Q. Para ello
seleccione la herramienta “Recta perpendicular” del submenu de construcciones. Observe
que en este submenl las construcciones requieren de objetos previos para efectuar su

accion; nombre a esta nueva recta con la letra n.
6. Trace el segmento QF, tomando en el subment lineas, la herramienta “Segmento”.

7. Construye una mediatriz del segmento QF. Para ello seleccione la herramienta

“Mediatriz”, del submenu de construcciones; nombre a esa nueva recta con la letra m.
8. Crea el punto de interseccion entre la recta perpendicular n, con la recta mediatriz
m. Para ello seleccione la herramienta “Puntos de interseccion” del subment de puntos;

nombre a ese nuevo punto con la letra P.

Continuando con el procedimiento de construccion en Cabri, obtendras una representacion

o

similar a la figura 1.

m

Figura 1
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Lee las preguntas que se presentan a continuacioén con tu compafiero(a) y luego
discute y ponte de acuerdo las posibles respuestas que puedas encontrar para escribirlas en

la hoja de respuesta.

A Si P es un punto que equidista* tanto de la recta d como del punto F estara en la
mediatriz del segmento QF? Justifique su respuesta. Complementa tu respuesta realizando
lo siguiente:

Empieza a experimentar con la construccion realizada, mide la distancia del punto P
al punto Q que esta sobre la recta d y luego la distancia del punto P al punto F, para esta
accion aplique la herramienta “Distancia longitud” del subment de medidas. ;Cémo son
esas distancias? En segunda instancia mueva el punto F y observe que pasa con las
distancias que encontrd, para ello aplique la herramienta “Apuntador” del submenu

punteros, del mismo modo ahora mueve el punto Q y escribe que pasa con las distancias.

B. ¢Como podrias determinar otros puntos equidistantes de la recta d y del punto F?
Complementa tu respuesta realizando lo siguiente:

Ubique otro punto fuera de la recta, seleccionando la herramienta “Punto” del subment de
puntos, nombre a ese nuevo punto P1. luego mide la distancia de P1a Q y de Py aF yen
seguida arrastre el punto P;. ;Qué observas?, esto te ayudara a resolver la pregunta B.

Para contestar la pregunta que sigue a continuacion realiza lo siguiente:

Fije la recta d: para esto coloque otro punto sobre objeto en la recta d con la
herramienta “punto sobre objeto” del submenu de puntos y luego escoge la herramienta
“Fijar/Liberar” del sub ment de textos y simbolos para poder fijar dicho punto, da clic
sobre el punto y aparecera una tachuela que significa que el punto ya esta fijado, después
elige la herramienta “Ocultar/Mostrar”, del subment de atributos y da clic sobre el punto
sobre objeto que hiciste para ocultarlo, después dirigete al subment manipulacion,

herramienta “Apuntador” dale clic para que se oculte el punto. También es necesario fijar el

¥ Equidistar quiere decir en el argot geométrico, hallarse a igual distancia de un punto, de una recta, de un
plano o de un sélido.
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punto F, para ello, elige la herramienta “Fijar/Liberar” del sub menu de textos y simbolos
para poder fijar el punto, da clic sobre el punto F y aparecera una tachuela que significa que

el punto ya esté fijado.

C. Si la recta d y el punto F, se mantienen fijos (no se los puede arrastrar), ;A cada
posicién del punto Q sobre la recta d, le corresponde un punto P equidistantes del punto F y

la recta d? Complementa tu respuesta realizando lo siguiente:

Arrastre el punto Q que esta sobre la recta d con la herramienta “Apuntador” del
submenu punteros, con clic sostenido arrastre el punto Q a lo largo de la recta d y observe

que sucede con el punto P.

D. Representa la trayectoria que genera el punto P, para ello con la herramienta
“Traza” del submenu de textos y simbolos, da un clic sobre el punto P, y después del punto
Q, mueve con clic sostenido el punto Q sobre la recta d. Describe con tus palabras las
caracteristicas que tienen los puntos de la trayectoria del punto P?

PARTE Il

Representa de otra manera la trayectoria que genera el punto P, elige la herramienta

“Lugar geométrico” del subment de construccion, da clic en el punto P y después en el

punto Q.

Ten en cuenta los siguientes elementos:
. Una curva como la trayectoria del punto P se llama PARABOLA.
. El punto F se llama FOCO DE LA PARABOLA.

. La recta d se llama DIRECTRIZ.

E. Con tus propias palabras define lo que es Parabola.
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F. Si el punto F se acerca o se aleja de la recta d. ;Qué pasa con la pardbola?

Complementa tu respuesta realizando lo siguiente:

Antes de empezar a experimentar, recuerda que anteriormente se fijaron la recta d y
el punto F, para que puedas resolver esta pregunta, debes liberar el punto F, para ello elige
la herramienta “Fijar/Liberar” del submenu de textos y simbolos y dale clic al punto F para
que se libere. Inmediatamente después escoge la herramienta “Apuntador” del submenu de

manipulacion y con clic sostenido arrastra el punto F.

G. Si se mueve el punto F hasta sobreponerlo en la recta d. ;Qué pasa con la parabola?

¢A qué se debe este comportamiento?

H. Si el punto F se coloca del otro lado de la recta d. ¢ Qué pasa con la parabola?

l. ¢Cudl es el punto de la paradbola cuya distancia a la recta directriz d es la menor de
todas?, Complementa tu respuesta realizando lo siguiente:

Antes de contestar, trace una recta perpendicular a la recta d que pase por el punto
F. Para ello seleccione la herramienta “Recta perpendicular” del submenu de
construcciones. Némbrela e Después marque el punto de interseccion entre la recta
perpendicular y la recta d. Para ello seleccione la herramienta “Puntos de interseccion” del
submenu de puntos; nombre a ese nuevo punto con la letra I. Ahora ubique un punto sobre
objeto sobre la Pardbola, con la herramienta “Punto sobre objeto” del ment de puntos y
nombre a ese punto con la letra R, luego mide la distancia entre el punto | y el punto R,
arrastre dicho punto sobre la parabola y observe que sucede a la distancia minima entre el

punto R y el punto I, némbrelo V.

El punto que hallaste con las caracteristicas anteriores se llama VERTICE DE LA
PARABOLA.

La recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco, se llama EJE FOCAL O
TAMBIEN DENOMINADO EJE DE SIMETRIA DE LA PARABOLA.
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J. Mide la distancia entre el punto V y el punto F, con la herramienta “Distancia o
longitud” del subment de medidas, de la misma manera mide la distancia entre el punto F y

el punto de interseccion I, compare dichas distancias y establezca una conclusion.

La distancia del vértice al foco de llama DISTANCIA FOCAL DE LA PARABOLA.
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ANEXO B. SITUACION DIDACTICA Ne°. 2

CONSTRUCCION DE UNA CONFIGURACION GEOMETRICA PARA ENCONTRAR
FOCO Y DIRECTRIZ.

ENUNCIADO:

Dada una parabola, encuentra el foco y la directriz.

PARTE |

Realice la siguiente construccion geométrica en Cabiri.

1. Abre el AGD Cabri.

2. Construye una recta, partiendo de un punto y una direccion, nombra a dicha recta

con la letra I; y oculta el punto que aparecio con ella.

3. Construya un punto cualquiera fuera de la recta I, y némbrelo V.

4. Crea un punto sobre la recta | y némbrelo Q.

5. Construye el segmento QV.

6. Trace una recta perpendicular a la recta | que pase por el punto Q y némbrala a.

7. Construya una recta perpendicular al segmento QV que pasa por V, y denominela t
8. Determina el punto de interseccion entre la recta t y la recta a y nombrelo con la
letra R.

9. Fije con la herramienta “Fijar/Liberar” que esta en el submenu de textos y simbolos,

el punto V y represente el lugar geométrico generado por los puntos R cuando se arrastra Q.
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Continuando con el procedimiento de construccion en Cabri, obtendras una representacion
similar a la figura 1.

Figura 1

A Empieza a arrastrar lo que se deja mover, observa qué permanece invariante y que

no; con la construccion realizada, cambia de posicion la recta I, con el mouse mueve y

[lévala a una posicion similar a la figura 2 ;Qué sucede con la construccion si volvemos y
arrastramos el punto Q sobre la recta I? Ver figura 2.

Figura 2
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PARTE Il

Usar Cabri puede ayudarte a localizar la posicion del foco y directriz.

1. Trace una recta perpendicular a la recta | que pase por el punto V ndmbrela a esta
recta b.
2. Dibuje una recta perpendicular a la recta a que pase por el punto V, a esta nueva

recta nébmbrela recta c.

3. Crea un “punto sobre objeto” cualquiera sobre la recta b en la parte superior de la

parabola, nbmbralo F.

4. Dibuje una circunferencia con centro V y radio VF, esta corta la recta b en un punto,

llamalo F (Ver figura 3).

Figura 3
Lee las preguntas que se presentan a continuacion con ta compafiero, discutelas y luego
ponte de acuerdo con las posibles respuestas que puedas encontrar para escribirlas en la

hoja de respuesta.

139



A ¢ Qué puedes suponer del punto F con respecto al punto VV?

B. ¢Si dibujas también una perpendicular que Illamaremos d a la recta b que pasa por el
punto F en qué vendria a convertirse esta recta con respecto a la parabola? Explica tu

respuesta.

C. Las rectas a y d, se interceptan en un punto el cual llamaremos U. ¢Que figura

forma los puntos U, Fy R?

Continua las siguientes preguntas con base en la figura 4.

Figura 4

Ten en cuenta, que la parabola es el lugar geométrico de los puntos equidistantes a una

recta dada, llamada directriz, y a un punto fijo que se denomina foco.

Segun la definicion anterior, ¢Qué clase de triangulo deberia ser UFR para que cumpla la

definicion de parabola como lugar geometrico? Explica tu respuesta

D. ¢Como encontrarias el foco y la directriz de esta parabola?

Arrastra F, realiza algunas mediciones.
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E. Presenta un argumento valido para demostrar que son el foco y la directriz de esta

parabola.

Figura 5
Trata con esto: marca el punto de interseccion entre la recta ¢ y segmento UF, llamalo M.

Observa la posicién del punto M, cuando mueves el punto F a lo largo de la recta b, ¢(No te

parece que es un punto fijo?

Ahora marca el punto de interseccién entre la recta ¢ y la recta a, lldmalo S. Con Cabri,
puedes verificar que el punto M es 0 no un punto fijo y ademas si es el punto medio de los

segmentos SV y UF. (Figura 6)

Figura 6
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Oculta la circunferencia, dibuja un segmento MR y traza una recta perpendicular a MR que
pase por el punto M, esta perpendicular intercepta a la recta a en un punto, el cual se
constituird como un punto sobre la directriz y a la recta b en un punto donde deberia estar el
Foco.

¢Qué harias si se quiere que el foco sea el punto F?

¢Como se llama la recta directriz, segtn la construccion?
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ANEXO C. SITUACION DIDACTICA N°. 3

CONTRUCCION GEOMETRICA DE LA PARABOLA CON BASE EN LA
PROPIEDAD DE LA CIRCUNFERENCIA

ENUNCIADO:

Dados una recta d, un punto A exterior a ella cualesquiera, y un punto B que
pertenezca a la recta d, encontrar una circunferencia C que pase por A 'y pase por
B simultaneamente, pero B debe ser un punto de tangencia a la recta d, es decir,
la recta d debe ser tangente a la circunferencia C en el punto B. Luego de que
haya encontrado la circunferencia C que cumple con dichas condiciones,
entonces encuentre el lugar geométrico generado por el centro de la
circunferencia C, a dicho centro, denominelo O.

PARTE I

Realice la siguiente construccion geométrica en Cabiri.

1. Abre el AGD Cabri.

2. Construye una recta, partiendo de un punto y una direccion, nombra a dicha recta

con la letra d; y oculta el punto que aparecié con ella.

3. Ubique un punto exterior (fuera de la recta d) cualquiera, y nébmbrelo A.

4. Crea un punto sobre la recta d y ndmbrelo B.

Se obtendra una representacion similar a la figura 1
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Figura 1
PARTE Il

Lee las preguntas que se presentan a continuacion con tu comparfiero(a), discutelas y luego
ponte de acuerdo con las posibles respuestas que puedas encontrar para escribirlas en la

hoja de respuesta.

Antes de empezar ten en cuenta lo siguiente:

CIRCUNFERENCIA: es el lugar geomeétrico de los puntos del plano equidistantes de otro

fijo, llamado centro; a esta distancia se la denomina radio.

PROPIEDAD DE LA TANGENTE: toda recta perpendicular a un radio en un punto de la

circunferencia, es una recta tangente a la circunferencia.

A Encuentre el centro O de la circunferencia C y describa paso a paso ¢Como
determind el punto exacto donde esta ubicado dicho centro? Tenga en cuenta las
caracteristicas que le pide el enunciado para construir la circunferencia C.

B. Nombre, ¢De qué puntos equidista el centro O de la circunferencia C?

C. Si la recta d es tangente a la circunferencia C en el punto de tangencia B como se

requeria en el enunciado ¢Qué propiedad cumple con relacién al radio OB?; verifique tal

propiedad.
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D. Encuentre el lugar geométrico generado por el centro O de la circunferencia C

¢Cdémo se llama la curva que se generd?, describa algunas caracteristicas de esta curva.

E. Nombre y describa los elementos de ese lugar geométrico que usted ya conoce
(directriz, foco, vértice, eje focal), si no estdn en la construccién que usted realizo,

encuéntrelos.

F. Describa que pasa con la circunferencia cuando se arrastra el punto B (A qué se
debe esto?
G. Qué pasa con la parabola y la circunferencia cuando se arrastra el punto A ¢(Qué

puedes concluir?
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ANEXO D. SITUACION DIDACTICA No°. 4

CONSTRUCCION DE UNA PARABOLA COMO LUGAR GEOMETRICO EN CABRI

ENUNCIADO:

Dados una recta d, dos puntos M y F, donde M pertenece a la recta, y el otro es exterior a
ella, encontrar el lugar geométrico descrito por el punto de interseccion P entre la
mediatriz del segmento MF y la recta perpendicular a d por M. Identifique de queé lugar
geomeétrico se trata.

APOYANDOTE EN CABRI REALIZA LAS ACTIVIDADES SIGUIENTES PARA QUE
OBTENGAS TU PROPIA DEFINICION DE PARABOLA.

1. Con la opcion “Rectas”, en el tercer icono de la barra de herramientas, traza una
recta que pase por un punto cualquiera. Llama a esa recta directriz (usar la opcion de texto

que puedes encontrar en el icono marcado con la letra "A" de la barra de herramientas).

2. Con la opcion “Punto” coloca un punto por arriba de la recta y etiquétalo con la
letra F.
3. Con la opciéon “punto sobre objeto”, en el segundo icono de la barra de

herramientas, marca un punto sobre la recta directriz y etiquétalo M.

4. Con la opcion “recta perpendicular” que aparece en el quinto icono de la barra de

herramientas, traza una recta perpendicular a la recta directriz que pase por M.
5. Con la opcion “mediatriz” en el quinto icono de la barra de herramientas, traza la

mediatriz entre el punto F y M. Nombra P al punto de interseccién entre la mediatriz y la

recta perpendicular a la directriz. Hasta aqui te deberd resultar un grafico como el siguiente:
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P
M Directriz
Figura 1
6. Si no has logrado una figura similar a la que se te presenta en la accién anterior,

revisa nuevamente los trazos realizados; encuentra y corrige los errores que cometiste. Si la
gréafica que obtuviste es similar a la de la accion 4, continda con lo siguiente. Recuerda que

la recta que pasa por el punto P debe ser la mediatriz de los puntos F y M.

7. Traza una circunferencia con centro en P y tocando a los puntos F y M. Usa la

opcion del cuarto icono “circulo”.

8. Traza los segmentos FP y MP para ello, ve a la barra de herramientas en el tercer

icono y selecciona segmento.

Q. En el noveno icono de la barra de herramientas, con la opcion “Distancia
Y y

longitud”, determina las distancias entre el segmento FP y MP. ;Qué encontraste?

10.  Selecciona el punto P y usa la opcion “traza” en el décimo icono para activar el

punto P.

11.  Ahora, mueve el punto M hacia la derecha e izquierda. ; Qué observas?
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12.  El gréfico resultante debera ser algo como esto:

2,51 cm
F

DIRECTRIZ

Figura 2
APLICACIONES DEL CABRI-GEOMETRE Il
13.  Enconsideracion a las acciones anteriores contesta las preguntas siguientes.
A Mueve repetidamente el punto M y examina detenidamente la trayectoria que

describe el punto P, también ten en cuenta lo que pasa con la recta mediatriz de los puntos

Fy M. ;Qué logras observar?

B. ¢ Podras afirmar que la pardbola es la unién de puntos colineales? ;Por qué?

C. ¢La pardbola se formara mediante la union de pequefios segmentos de recta?

D. ¢ Como definirias ahora el concepto de parabola?

E. ¢Qué procedimiento utilizarias para representar la ecuacion de la parabola que

obtuviste? ¢Podréas elaborar un plan para encontrarla? Describelo.

F. ¢ Como te sentiste al trabajar con este recurso tecnol6gico?

148



ANEXO E. ILUSTRACIONES

Figura 30. Camilo y Mario desarrollando las instrucciones de la guia de trabajo de la secuencia
didactica N° 1
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Figura 31. Sebastian y Cristian desarrollando las instrucciones de la guia de trabajo de la
secuencia didactica N° 1
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Figura 32. Construccion en Cabri Géometre Il Plus por Sebastian y Cristian
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Figura 33. Arrastre de tipo exploratorio sobre un objeto primitivo de la primera configuracion
geomeétrica requerida
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Figura 34. Registro de la descripcion verbal de un fendmeno observado en pantalla
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ANEXO F. LISTA DE REGISTROS ESCRITOS DE CRISTIAN Y SEBASTIAN

Respuestas correspondientes al cuestionario de la situacion didactica N° 1
Respuestas correspondientes al cuestionario de la situacion didactica N° 2
Respuestas correspondientes al cuestionario de la situacion didactica N° 3
Respuestas correspondientes al cuestionario de la situacion didactica N° 4
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