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INTRODUCCION

Sea (G, ) un grupo. El conjunto suma de dos subconjuntos no vacios Ay B de G,
denotado con A - B, esta dado por

A-B={a-b/acAybe B}.

Un problema de interés en Teoria Aditiva de Nimeros, denominado el problema de los
conjuntos suma pequefos es el siguiente: dados un grupo GG y dos enteros r, s tales
que 1 < r,;s < |G|, determinar una férmula explicita que permita calcular el minimo
de los cardinales |A - B|, donde A y B son subconjuntos de G de cardinales r y s
respectivamente. Es decir, se desea hallar una férmula que permita calcular el valor de
la funcién

pe : [LIG]x[L|G]] — N

definida por
pg(r,s) =min{|A-B| /A, BCG, |[A|=ry|B|=s}.

La funcion ug ha sido determinada completamente para el caso en que G es un grupo
abeliano arbitrario, y para algunas clases especificas de grupos finitos no abelianos,
en particular, se ha demostrado que la formula para ug obtenida en el caso en que
G es un grupo abeliano se cumple para todo grupo diédrico finito, para algunos
grupos hamiltonianos y para todo p-grupo finito. Durante la investigacién se hizo un
estudio monografico de la funcién u en grupos finitos no abelianos, se implementaron
algoritmos en el sistema de computacién algebraico GAP que permitieron observar
algunos resultados de tipo recursivo, ademas, se logrd obtener nuevos resultados sobre
la teoria de la funcién g en algunos grupos que se pueden expresar como producto
directo de otros.

El presente trabajo es el fruto de la investigacion que los autores realizaron bajo la
asesoria del Mg. Wilson Fernando Mutis Cantero, como requisito parcial para optar al
titulo de licenciado en matematicas de la Universidad de Narifio. Para su ejecucion, se
realizé un estudio sobre la teoria de grupos no abelianos, en particular la que refiere a
grupos solubles, se hizo un andlisis minucioso de los articulos de Eliahou y Kervaire
(ver [Eliahou & Kervaire, 2007], [Eliahou & Kervaire, 2006], [Eliahou & Kervaire, 2006],
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[Eliahou & Kervaire, 2010], [Eliahou & Kervaire, 2007]), como también los articulos de
Benavides, Castillo y Mutis (ver [Benavides, Castillo & Mutis, 2009],
[Benavides, Castillo & Mutis, 2010]), sobre la teoria de la funcidon ug en grupos no
abelianos.

El trabajo esta dividido en cuatro capitulos. En el primero se establecen la notacién y
definiciones generales, ademas se hace la presentacion del problema de los conjuntos
suma pequenos, y se enuncian algunos resultados clasicos en Teoria de Numeros, los
cuales se emplearan en el desarrollo del trabajo, por ultimo se enuncian los principales
resultados sobre la funcién u en grupos abelianos. El segundo capitulo se dedica al
estudio de los resultados obtenidos por Eliahou y Kervaire para la funcién s en grupos
solubles finitos, y su aplicacion a grupos diédricos. En el capitulo siguiente se presenta
el estudio realizado por Benavides, Castillo y Mutis sobre el problema de los conjuntos
suma pequenos, en p-grupos finitos y grupos hamiltonianos finitos. El cuarto capitulo
es el mas importante para los autores, porque se muestran los resultados obtenidos
durante la investigacion. En la primera seccidén de este capitulo se hace la presentacion
de los avances alcanzados en ciertos grupos solubles finitos, y en la segunda seccién
se muestran los resultados obtenidos en determinados grupos infinitos que se pueden
escribir como producto directo de otros.

Finalmente, se presentan como apéndice algunos algoritmos implementados en el

sistema computacional algebraico GAP, que permitieron visualizar algunos de los
resultados obtenidos.
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Capitulo 1

CONJUNTOS SUMA PEQUENOS

En este capitulo se establecen los conceptos generales y la notacién que se utilizara en
el presente trabajo. Ademas, se presenta el problema de los conjuntos suma pequenos
junto con algunos resultados clasicos en la Teoria de Numeros, como son los teoremas
de Cauchy-Davenport, Kneser y Olson. Por otro lado se enuncian algunas propiedades
basicas de la funcion ug. Finalmente, se dan a conocer los resultados mas relevantes
que permitieron obtener una férmula explicita para la funcion ug en grupos abelianos

arbitrarios.

1.1. NOTACION Y CONCEPTOS GENERALES

Si G es un conjunto, su cardinal se denotara por |G|. Dado un entero n mayor que uno,
el grupo ciclico Z/nZ, de congruencias médulo n, se denotara con el conjunto Z,. Si
p €S un namero primo y n es un entero positivo, el campo finito con p™ elementos se

identificara mediante IF,», en particular paran = 1, I, = Z,,.

En un grupo G, mediante 77 (GG) se denotara el conjunto de todos los ordenes de

subgrupos finitos de G, es decir,

A (G) ={n € N/ n eselorden de un subgrupo finito de G}.

Definicion 1.1. Conjunto suma
Sea (G, -) un grupo y sean A y B dos subconjuntos de G, no vacios. El conjunto suma
de Ay B denotado por A - B, o simplemente AB, es el conjunto de todos los elementos

en G de laformaa- b, dondea € Ay b € B. Es decir,

A-B={a-b/ac A, be B}.



SiA=0o B =10,sedefine A- B= (. Ademas, si {a} es el singular de A, el conjunto

suma A - B se escribira como a - B.

Definicion 1.2. Subgrupo normal
Un subgrupo N de un grupo G es normal, si para todo = € G se tiene que ztNxz~' C N.

Esto se denota con N < G.

Definicion 1.3. Serie Subnormal y Serie Normal

Una serie subnormal de un grupo G es una sucesion finita
G=Hy2H 2--2H,={1}

de subgrupos de G, tal que paratoda: = 1,2,...,n se tiene que H; es un subgrupo
normal de H;_;. Una serie normal de un grupo G es una serie subnormal donde todos
los subgrupos de la serie son subgrupos normales de GG. En una serie subnormal (o
normal) los grupos cocientes H, 1/H;, i = 1,2,...,n, reciben el nombre de grupos

factores de la serie.

Definicion 1.4. Serie de Composicion y Serie Principal

Una serie subnormal de un grupo G es una serie de composicion de G si todos los
grupos factores son simples; es decir, si todos los grupos factores no tienen subgrupos
normales no triviales. Una serie normal de un grupo G es una serie principal de G si

todos los grupos factores son simples.

Definicion 1.5. Grupo soluble

Un grupo G, se denomina soluble si G tiene una serie normal
G=Hy2H D---2H,={1}

en la que cada grupo factor H;_1/H;,i = 1,2,...,n, es abeliano.

Teorema 1.1. Un grupo de orden finito es soluble si y solo si los grupos factores en una

serie de composicion de G son ciclicos de orden primo.



Definicion 1.6. Grupo nilpotente

Un grupo G es nilpotente si posee una serie normal finita
G=Hy2H 2D---DH,={1},
enlaque H;, ;/H; estdenelcentrode G/H;parai=1,2,...,n.

Definicion 1.7. p-grupo
Sea GG un grupo y sea p un namero primo. Se dice que GG es un p-grupo si el orden de

todo elemento de GG es una potencia de p.

Definicion 1.8. Funcién techo

Sea ¢ € R, el techo de ¢ denotado con [£], es el menor entero x que no es menor que
¢,esdecir [(| =xsiysblosizeZ yr—1<¢<ux.

En el presente trabajo se utilizara con frecuencia la siguiente funcion aritmética:

Definicion 1.9. La funcién k¢
Sean G un grupo y r, s enteros no negativos tales que r, s < |G|. Con k¢(r, s) se denota

el siguiente nimero entero

wotro) = min (I 5= 1))

Definicion 1.10. Segmento inicial

Sea (G, <) un conjunto totalmente ordenado con elemento minimo a,. Un subconjunto
ordenado A = {ap < a; < ... < a;,_1} de G, se llama segmento inicial de longitud ¢ si
paratodai € {0,1,...,t — 2} se tiene que no existe = € G tal que a; < = < a;41. El

conjunto A = () es el segmento inicial de longitud cero.

Un segmento inicial en L = [, es un subconjunto de la forma
Ila] ={x € L/z < a}

para algin a € L. Para cualquier entero 0 < r < p", se denota por IS(r) el Unico
segmento inicial en L de cardinalidad r.
A continuacion se presenta la prueba de la férmula utilizada para la suma de dos

segmentos iniciales en L, la cual es necesaria para la prueba de la proposicion 2.2.

3



Lema1.1. En L = F,. ordenado lexicograficamente, se tiene que
IS(t) + 1S(u) = I1S(k(t,u))

para todos los enteros 0 < ¢, u < p*.

Demostracién. En la prueba, [0, k] denota el conjunto {0, 1,..., k} sik es un entero no

negativo y () si £ < 0. Se puede asumir que ¢, u > 1.

La prueba procede por induccion sobre v. La afirmacién es trivial para v = 1, ya que en

[F, identificado con [0, p — 1] se sigue que
{0, 1,...;t—=1}+{0, 1,..., u—1} ={0, 1,..., min(p,t +u—1) — 1},

y kr,(t,u) = min(p, t +u — 1) por definicién de la funcién numérica xr,. Ahora, se asume

que v > 2y se divide el argumento en varios pasos.

Paso 1. Seaa = (ay,...,a,) € L. Entonces
Ia] = {(z1,29,..., zp)/z1 < a1} U {(x1,22,..., T,)/x1 = a1,29 < as} U ... U
{(x1, 29, .., xp) /2 = @, 0p < ap,Vi=1..... n—1}U{(ay,..., a,)}, luego

Ila]l =14+ > {21, 20)/7; < aj, 7 = ay, parak < i — 1},
=1

y dado que |{(z1,..., Tn)/7; < aj, ) = ap,parak < i— 1} = app... p = a;p" ",

entonces I|a] tiene cardinalidad
I[a]] = arp”™ " 4+ agp” + -+ +ay + 1.
Equivalentemente, se tiene la formula
Ila) =1S(ap” " +agp” 2+ +a, +1).

De hecho, usando la definicién de /[a] = {z € L/x < a} y el orden lexicografico de L,

se obtiene la particion

(a1, ... a0)] = 0,01 — 1] x Fpoor | [{ar} x I[(ag, ..., )],

4



donde LI denota la unién de conjuntos disjuntos por pares. Esto da las formulas de

recurrencia, para v > 2
[[(ay, ..., a0)]| = awp”" +|I[(az, ..., a)][,
y |[(ay)]| = a, + 1 cona, € F),.
Paso 2. Sean I1S(t) = I[(a1,...,ay)], 1S(u) = I[(by,...,b,)] dos segmentos iniciales en
L de longitudes t y u, respectivamente. Entonces
[1IS(t) + 1S(u)| = Kk (t,u).
Paso 2.1. Sea a; + b; > p (como enteros). Luego
[1IS(t) + I1S(u)| = p* = kL(t, u).
De hecho, por el Paso 1 se tiene que

[I[(a1,...,a)]| + [I[(b1, ..., 0)]| = (@p” ™ + ... Fa, + 1)+ (bip" 4+ ...+ b, + 1)
= (a; +b)p" 4+ (ag +bo)p" 2 + ...+ (ay + by) +2

> (e +b)p" 't +2>p" = L.
De ello se deduce que
[I[(a1,...,a,)]| 4+ |I[(b1,...,by)]| = L.

Para establecer la férmula (¢, u) = p¥, es suficiente mostrar que para cualquier entero

0 <k <wv-—1setiene que

Se sabe que



donde J#(L) es el conjunto de ordenes de subgrupos finitos de L, y dado que |L| = p”

y0 <k <wv-—1existe H<Lcon|H|=p" de manera que

141+ (310 -

t
(Observe que para k = v se tiene que ( —-‘ + [ﬁ-‘ — 1) p’ =p").
p” P’

Por el Paso 1, se sigue que
t= Zaipv_i + 17
=1

donde claramente

t= Zaip”_i +1>ap"t+1
i=1
y por tanto,

t arp™t +1 _1- 1 1
[_k—‘z[lp _ -‘:’Valpvlk_‘__k-‘:alpvlk_l_l’
p p p

del mismo modo

hipt+1 1
’V%-‘ Z ’V 1P - —‘ _ ’Vblpv—l—k + _k—‘ — blpv—l—k + 1.
p p p

De ahi que

([—k-‘ + [%-‘ - 1) PP (ap” T+l R 1= 1) pf

> app” 4 bp' Tt +pf

como se queria. Por tanto



Paso 2.2. Ahora, si a; + b; < p — 1 (como enteros). Se procede a mostrar la igualdad

[1IS(t) + IS(u)| = KL(t,u) por induccién sobre v.

Usando las descomposiciones en el Paso 1 para I[(a4,...,a,)] y I[(b1,...,b,)], es facil
llegar a la union disjunta

I[(a,...,a)] + I[(by,....b,)] = [0,a1 + by — 1] x Fporr | {ar + b1} x (I[(ag, ..., a,)] +
I[(b, ..., by)])-

En consecuencia, se obtiene la formula
1[(ay, ..., a,)] + I[(by, ..., b,)]| = (ar +b)p"™ + [I[(ag, ..., an)] + I[(ba, ..., by)]| -
Del paso 1, se desprende que
[I[(az,...,a,)]| =t —ap’™ 'y [I[(ba,...,b,)]| = u—bip’".

Por lo tanto, de la hipétesis de induccion se tiene que

[I[(az, ..., a,)] + I[(bs,...,b,)]| = min ([(t —ayp’™")/p*] + [(u—bp*™")/p*] — 1)pF

k<v—1

= i (1001 + (/o] = D0 — (0™ byt
= min (/5] + [(/pH] = D — (@p™ +bip"™).

Puesto que [m + 2] = [m] + [z], dado que [2] =2 € Zsiysolosiz' —1 <z <z,

asi, 2’ +m—1<z+m <2 +m € Z,lo cual implica que
[z +m] =2 +m=[z] + [m].
Recogiendo las formulas anteriores, se obtiene que

(s an)] + 101, - b)) = (a1 + 00" + [[[(as, - - an)] + I[(bas - ., b)]]
= (a1 +b1)p"" + i ([¢/p"] + [u/p"] = 1)p*
_'(alpv_1‘+'b1pv_l)

= quin ([¢/p"] + [u/p"] = 1)p"



Para mostrar que el resultado anterior puede extenderse a k = v, basta con comparar

los casos k =v — 1y k = v,y probar la desigualdad

([t/p"~" + [u/p"™ "] = D)p*~ < p¥ = ([t/p"] + [u/p"] — 1)p".

(La segunda igualdad ya se ha observado.) Para k = v — 1, se deduce de las férmulas

(2

t:Zaipv_i—l—l y u:Zbip”_i+1

i=1 i=1

donde
(/0" = [a1 +as/p+ ... +au/p™ + 1/p"71]
=ay+ [ag/p" ™" + .+ ay/pThH1/pTH,
luego, sia; =p— 1 paratoda: =2,...,v se tiene la serie

(1=1/p)+ A /p=1/p*)+ (/0" = 1/p*) + ...+ (1/p" > = 1/p" ) + 1/p" 7,

de modo que 0 < [as/p + ... +a,/p* P +1/p*~1] < 1,asique [t/p* '] =a1 +1y
[u/p*~1] = by + 1. Por lo tanto,

(/0" 1+ Tu/p" ™1 = 1)p" " = (ar + by + 1)p" ™" <",

como se deseaba.

Resumiendo lo anterior, se obtienen las igualdades

[l(ans )]+ 2By, b))l = min ([e/p] + [ufp] = Dpt
= min([t/p"] + [u/p"] = 1)p*
= Rkr(t,u).
Paso 3. Para cualquier par de segmentos iniciales I1S(¢), IS(u) € L, se tiene que
IS(t) + 1S(u) = I1S(kL(t, u)).
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Se ha mostrado en el Paso 2 que estos dos conjuntos tienen la misma cardinalidad.
Ahora, el conjunto suma IS(t) + IS(u) es un segmento inicial en L, esto se deduce de

las pruebas en el Paso 2. Si

IS(t) = I[(a1,...,a,)] y 1S(u) = I[(by,...,b,)],

entonces

Il(ay, ... a)] + I[(b, ... .b,)] = L

como en el Paso 2.1, o por una descomposicién

If(ar, ..., a0)] + I[(by, ..., by)] = [0,a1 + by — 1] x Fpoer | |{ar + b1} x (I[(az, - .., a,)]
+ I[(ba, - -, b)),

como en el Paso 2.2. Por induccién sobre v, se tiene que IS(¢) + IS(u) es un segmento

inicial en L. Por lo tanto

IS(t) + 1S(u) = IS (k1 (¢, u)).

1.2. EL PROBLEMA DE LOS CONJUNTOS SUMA PEQUENOS

Sean G un grupo y r,s enteros no negativos tales que r,s < |G

, un problema de
interés en Teoria Aditiva de Numeros, denominado E/ Problema de los Conjuntos Suma
Pequerios, es minimizar el cardinal |A - B|, sujeto a las condiciones A, B C G, |A| =1y
|B| = s.

Definicion 1.11. Funcion pg

Sean G un grupo y r, s enteros no negativos tales que r, s < |G|. Por pug(r, s) se denota
el minimo de los cardinales | A - B|, donde Ay B son subconjuntos del grupo G tales que

|A| =ry |B| = s, es decir,
pg(r,s) =min{|A-B| /A, BCG, |Al=ry |B|=s}.

9



Ademas, se dice que los subconjuntos Ay B de G realizan a ug(r, s) si |[A| =r, |B| = s
y|A- Bl = pa(r, s).

Asi, el problema de los conjuntos suma pequefios, consiste en hallar el valor de ps(r, s).
Determinar directamente el valor de u(r, s) es un proceso complicado debido al gran
namero de operaciones que se deben realizar, de hecho, no existe un algoritmo en
tiempo polinomial que de solucién al problema, por tal motivo adquiere importancia la

busqueda de una férmula explicita que facilite el calculo de ug(r, s).

Uno de los primeros resultados que se puede enmarcar dentro de esta problematica,
es el teorema de Cauchy-Davenport, probado por Cauchy en 1813 y redescubierto en

forma independientemente por Davenport en 1935.

Teorema 1.2. Cauchy-Davenport
Sea p un numero primo. Si A y B son dos subconjuntos no vacios del grupo ciclico Z,,
entonces
|A + B|> min{p, |A|+|B|—1}.
Una consecuencia inmediata del teorema anterior es le siguiente teorema:

Teorema 1.3. Sip es un namero primo y G = Z,, entonces para todo par de enteros r y

stalesque 1 < r,s < psetiene que
pg(r,s) =min{p,r+s—1}.
Entre las diversas generalizaciones del teorema de Cauchy-Davenport quiza la mas

importante es el teorema de Kneser que enunciamos a continuacién.

Teorema 1.4. Kneser
Sea G un grupo abeliano. Si A y B son dos subconjuntos finitos no vacios de G y
|A+B| < |Al+|B

, entonces existe un subgrupo finito S de G tal que
|A+ B| > |A+ S|+ |B+ S| —|5].

El teorema de Kneser implica el teorema de Cauchy-Davenport porque el grupo ciclico

Z,, con p primo, no tiene subgrupos propios no triviales.
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Teorema 1.5. Olson
Sean A y B dos subconjuntos finitos no vacios de un grupo G. Entonces existe un

subgrupo finito H de G'y un subconjunto no vacio S de AB tales que
|AB| = |S] = [A] + |B| — |H],
yHS=S0SH=2-5.

Teorema 1.6. Feit-Thompson

Todo grupo finito de orden impar es soluble.

1.2.1. PROPIEDADES BASICAS DE LA FUNCION pi¢;

A continuacion se presentan como lemas, una serie de resultados probados en
[Eliahou, Kervaire & Plagne, 2003] y [Eliahou & Kervaire, 2007], ilustrando otra forma de

buscar la solucion al problema de los conjuntos suma pequefios.

Lema 1.2. Si G es un grupo y 7, s son enteros tales que 0 < r,s < |G

, entonces
pa(r,s) = pa(s,r).
Lema 1.3. Si G es un grupo y r,s son enteros tales que 1 < r,;s < |G|, entonces

pe(ry,s) > max{r, s}.

Lema1.4. Sean GG un grupo y r un entero tal que 1 < r < |G|. Entonces g (r,7) = 7 Si

y sélo si GG contiene un subgrupo de orden r.

Como el grupo alternante A, de orden 12 no contiene subgrupos de orden seis, a la luz

del lema 1.4 se tiene que ju4,(6,6) # 6.

Lema1.5. Sea GG un grupo finito y r, s enteros tales que 1 < r, s < |G]|.

1. Sir+s> |G

, entonces (1, s) = ka(r, s) = |G].

2. Sir+s=|G

, entonces g (r, s) = ka(r, s).

3. Sir+s=|G|—1, entonces pug(r,s) < kg(r, s).
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4. Sikg(r,s) < s+ 5 0 pug(r,s) < s+ 3, entonces ug(r,s) = ka(r, s), es decir,se

tiene la siguiente equivalencia:
pg(r,s) = s+ isiysoélosikg(r,s) =s+1,
para todos los enteros i tales que 0 < i < £.
5. Sikg(r,s) =s+ E—‘ entonces ug(r, s) > kg(r,s).

6. Si1 <r < 3entonces pug(r,s) = kg(r, s).

1.3. LA FUNCION ;; EN GRUPOS ABELIANOS

En un grupo abeliano G se conoce una férmula exacta para la funcién pg. Antes de

presentar dicha formula se enuncian los resultados mas importantes que la antecedieron.

En 1998, Eliahou y Kervaire (ver [Eliahou & Kervaire, 1998]) mostraron que en el grupo

ciclico G = (Z,)", con p primo, se tiene que
pa(r,s) =min{k / (z+y)* € (a",y°) en Fylz,y]}.

donde (z", y*) denota el ideal generado en el anillo de polinomios F,[z, y].

Plagne (ver [Plagne, 2007]) demostrd que si n es un entero positivo y G = Z,,, entonces

se cumple la formula

vt =]+ 3] 1))

Posteriormente, Eliahou, Kervaire y Plagne (ver [Eliahou, Kervaire & Plagne, 2003])
extendieron el resultado anterior para todo grupo abeliano finito. Es conveniente tener en
cuenta que si G es un grupo abeliano finito, entonces existen enteros nq,ng, ..., n; > 1
tales que G = Z,,, X Zp, X - - - X Ly, . Por otro lado, el grupo ciclico Z,,, = {0,1,...,n,—1}

se puede ver como un conjunto ordenado segun el orden natural en el conjunto Z de los
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nameros enteros y de esta manera es posible dotar al grupo GG del orden lexicografico,

es decir, dados dos elementos © = (x1, 2, ..., x) Yy w = (wy,wy, ..., wy) se dice que
r < w, siy sélo si, existe i € {1,2,...,k} tal que se cumplen las dos condiciones
siguientes:

1. z; = w; siempre que j < 1.

En 2003, Plagne prueba la siguiente desigualdad:

Lema 1.6. Desigualdad de Plagne

Sea GG un grupo abeliano finito de orden n. Si r y s son dos enteros positivos tales que

e = {([5]+[5] 1) 0}

Demostracion. Ver [Plagne, 2003].

r,s < n, entonces

Lema 1.7. Desigualdad de Eliahou y Kervaire
Sea G un grupo abeliano finito y sea G' = Z,,, X Zy, X - - - X Zy, una descomposicion de ¢
como producto directo de grupos ciclicos. Si se ordena G segun el orden lexicografico y

A, B C G son dos segmentos iniciales no vacios de G, entonces |[A+ B| < |A|+|B|—1.
Demostracion. Ver [Eliahou, Kervaire & Plagne, 2003].

Teorema1.7. Eliahou, Kervaire y Plagne

Sea G un grupo abeliano finito de orden n. Si r y s son dos enteros positivos tales que

vt =]+ ] - 1) )

Demostracion. Ver [Eliahou, Kervaire & Plagne, 2003].

r,s < n, entonces

En 2005 Eliahou y Kervaire (ver [Eliahou & Kervaire, 2005]) y posteriormente Plagne
en 2007 (ver [Plagne, 2007]), trabajando independientemente lograron determinar una
formula explicita para la funcién pc cuando G es un grupo abeliano arbitrario. Ellos

demostraron el siguiente teorema:
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Teorema 1.8. Si G es un grupo abeliano, entonces

ot = i ([T 5] =2) )

El problema de encontrar una férmula explicita para la funcion u es un tema de estudio
en el que ultimamente se han obtenido resultados significativos, en el siguiente capitulo
se presentan los teoremas que han obtenido Eliahou y Kervaire en el estudio de la
funcion pg. En particular, se muestran algunos resultados obtenidos en grupos solubles

y su aplicacién en grupos diédricos.

14



Capitulo 2

LA FUNCION 1; EN GRUPOS SOLUBLES

En este capitulo se presentan los resultados que Eliahou y Kervaire han obtenido en el
estudio de la funcién u para el caso en que G es un grupo soluble. Inicialmente se
expone el estudio de cotas superiores para la funcion ¢ en grupos solubles, en seguida
se describen las cotas inferiores obtenidas para estos grupos. Ademas, una aplicacion
interesante de este capitulo es la completa determinacién de la funcion u para el grupo

diédrico G = D,, de orden 2n para todan > 1.

2.1. COTAS SUPERIORES PARA LA FUNCION

Segun el teorema 1.8, si G es un grupo abeliano y r, s son dos enteros positivos tales

que r,s < |G

, entonces uq(r, s) = ka(r, s), sin embargo, en grupos no abelianos esta

igualdad, en general, no se tiene.

En un grupo soluble finito G, Eliahou y Kervaire en [Eliahou & Kervaire, 2006],
probaron que para todo par de enteros positivos r,s < |G| se tiene la desigualdad

pg(r,s) <r+s—1.

Definicion 2.1. Propiedad del conjunto suma pequefo
Se dice que un grupo finito G tiene la propiedad del conjunto suma pequefio si para cada
par de enteros positivos 7, s < |G| existen subconjuntos A, B C G tales que |A| = r,

|B|=sy|AB| <r+s—1.

A continuacién se muestra que todo grupo soluble finito tiene La propiedad del conjunto

suma pequeno, para ello se hace uso del siguiente resultado:

™

Teorema 2.1. Sea {1} F—2q

€ {1} una secuencia
exacta de grupos finitos, esto es A y m son homomorfismos de grupos tales que \ es

inyectivo, 7 es suprayectivo e Im(\) = ker(w). Si el grupo F' tiene la propiedad del
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conjunto suma pequefio y % es un grupo ciclico, entonces G tiene la propiedad del

conjunto suma pequeno.
Demostracion. Ver [Eliahou & Kervaire, 2006].
Por construccion se tiene el siguiente teorema:

Teorema2.2. Si G es un grupo finito soluble, entonces G tiene la propiedad del conjunto

suma pequeno.
Demostracion. Por el teorema 1.1, el grupo G tiene una serie de composicion

G=Hy2>H, O---2H,={1}

donde paratodai = 1,2, ..., n los grupos factores H,;_,/H; son ciclicos, entonces H,,_;
es ciclico, y por el lema 1.7 se sigue que H,_; tiene la propiedad del conjunto suma

pequerio. Considérese la siguiente secuencia exacta de grupos finitos:

{1}

Hn—l ‘ Hn—2 — Hn—2/Hn—1 - {1}

donde ¢ es lainclusionde H,,_; en H,,_, y 7 es el epimorfismo natural. Por el teorema 2.1
se sigue que H,,_, tiene la propiedad del conjunto suma pequefno. Ahora considérese la

secuencia exacta

{1}

Hn—2 - Hn—3 — Hn—3/Hn—2 - {1}

donde ¢ es la inclusion de H,,_> en H, 3y 7 es el epimorfismo natural. Dado que H,,_»
tiene la propiedad del conjunto suma pequefo y H, 3/ H, - es ciclico, el teorema 2.1
implica que H,,_3 tiene la propiedad del conjunto suma pequefio. Continuando de esta

forma, en un namero finito de pasos, se obtiene el resultado del teorema. O
Como consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.1. Si G es un grupo finito soluble, entonces para todo par de enteros r y s,

tales que 1 < r,s < |G| se tiene que ug(r,s) <r+s—1.

En 2006, Eliahou y kervaire extienden el resultado a grupos finitos no necesariamente

solubles.
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Teorema 2.3. Sea G un grupo finito y sean r, s dos enteros tales que 1 < r, s < |G|. Si
G tiene un subgrupo H de orden d > r que satisface la propiedad del conjunto suma

pequefo, entonces pg(r,s) <r+s— 1.
Demostracion. Ver [Eliahou & Kervaire, 2006].

Lema 2.1. Sea G un grupo soluble finito y sean r y s enteros tales que 1 < r, s < |G|. Si

k es el orden de un subgrupo normal K de G, entonces

e = ([7]+[2] )

S

Demostracién. Sean Gy = G/K, rg = yso= || Asi 1 < rg,s0 < |Gy

— , y dad
- y dado

que G es soluble se tiene que G es soluble. El corolario 2.1 implica

Uao(To, S0) < 1o+ s — 1.

Sean Ay y B, dos subconjuntos de G que realizan p,(ro, So). Sean : G — G el

homomorfismo natural y considérense los siguientes subconjuntos de G:
A/ = W_I(Ao) Yy B/ = W_I(Bo),

T S
luego |A’| = |Ao| | K| =10k y |B'| = |Bo||K| = sok. Dado que ¢ > 7Y o > 7 se sigue
que |A’| > ry |B’| > s. Del hecho que 7 es un homomorfismo sobreyectivo se obtiene

|A'B'| = (ro + 50 — 1)k = (m + H ~1) k.

Sean A C A'y B C B'talesque |A'| =ry |B'| = s, se sigue que

palr,s) < 4B < |48 = (|| + 7| - 1) &

Definicion 2.2. Funcion kappa normal

Sea G un grupo y r, s dos enteros no negativos tales que r, s < |G|, entonces se define

la funcion kappa normal como
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At = min, (5] +[5]= 1)y

donde
N (G) = {h € N/h es el orden de un subgrupo normal finito de G'}.

Por el lema 2.1 y por la definicion 2.2 se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.2. Sea GG un grupo soluble finito y sean r, s dos enteros positivos tales que

r, s < |G|. Entonces
pa(r,s) < N kg(r,s).

2.2. COTAS INFERIORES PARA LA FUNCION ¢

A continuacion se presentan los argumentos que permitieron establecer una cota inferior
para ji cuando G es un grupo soluble finito, para ello es importante tener en cuenta las

siguientes definiciones introducidas por Eliahou y Kervaire:

Definicion 2.3. Funcion kappa débil
Sea GG un grupo y t un entero positivo. Por 77 (G) se denota el conjunto de 6rdenes h de
un subgrupo finito de G que satisface i < ¢. Dados dos enteros no negativos r, s < |G/,

entonces se define la funcién kappa débil como

Wka(r,s) = hreni;l/ <F‘;:S—‘ _ 1) h

H = Hyo 1(G)={hecH(GQ)/h<r+s—1}

donde

Teorema2.4. Sea G un grupo, y sean r, s dos enteros positivos tales que 1 < r, s < |G|.
Entonces

pa(r,s) > Wera(r,s).

18



Demostracién. Dados los enteros positivos 7, s < |G|, sean A, B C G, de cardinales r, s
respectivamente. Sean S C AB y H un subgrupo finito de GG, como en el teorema de
Olson. Entonces

|AB| > |S| > r+s— |H]|

donde HS = S o SH = S. Asi que S debe ser la union disjunta de clases laterales
izquierdas o derechas de H. Sea |H| = h, entonces |S| es un multiplo de h, es decir

|S| = qh para algun entero positivo ¢. En consecuencia, se tiene que
|AB| > |S|=qh >r+s—h.

Ahora, considérese los siguientes casos:

Caso 1. Seah > r + s. Como ¢ contiene h = 1, se sigue que
Wka(r,s) <r+s—1.

De ahi que
|AB| > qh > 1+ s> Wkg(r, s).

Caso 2. Seah < r+ s — 1. Entonces h & %”'y|S| = gh > r + s — h, de donde
(r+s) r+s

> — 1.

1= h

— 1. Puesto que q es entero, se tiene que q >

Por lo tanto,

|AB| > ¢h > GTZSW —1) h.

Como h € ', se concluye que |AB| > W ka(r, s). O

Definicion 2.4. Funcion Ykq

Dado un grupo G y dos enteros r, s < |G|, entonces se define la funcién Zxg como

ot = i { (7] 21 -1)

donde 2(G) = {d € N/d es un divisor del orden h de un subgrupo finito de G'}.
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Note que si G es abeliano entonces 2(G) = 7 (G), por lo tanto Drg(r,s) = ka(r,s)

para todos los enteros 1 < r,s < |G]|.

Teorema 2.5. Sea G un grupo soluble finito. Entonces se tiene que
pg(r,s) > Drg(r, s)

para todos los enteros positivos r, s < |G]|.

Demostracion. Para la prueba de este resultado Eliahou y Kervaire consideran grupos
G que satisfacen la condicion pxx«a(r,s) > Zrxxq(r,s) para todo grupo abeliano X
y enteros 1 < r,s < |X x G|. Si esta condicién es vélida para G, se dice que pg es

establemente acotada inferiormente por Yk, 0 mas bien, que GG es conveniente.

Sean G, I" grupos, tales que existe un homomorfismo sobreyectivo 7 : G — 'y sea H
el kernel de 7. Dados los subconjuntos finitos A, B C G, se obtendra una cota inferior
para |AB|, mediante la estimacién de los cardinales de la interseccién AB con diversas

imagenes inversas 7~ *(«) del homomorfismo 7.

Se define la descomposicién de A asociada con m, como la coleccién {A,, « € I'} de
A, donde A, = AN7!(a) paratodo o € I'. Observe que {A,, a € I'} es una particiéon
del conjunto A. Sea r = |A|. Los cardinales r, = |A,| definen una funcién ¢ : I" — N, la

funcién descomposicion de A, dada por t(«) = r, para todo « € I'. Luego,

JA

ael

A= L-J14a y |/4|::

ael

y dado que la coleccién {A,, « € I'} es una particién, se tiene que
P= el = Y= el
acl’ acl’ a€el’
A continuacion se ilustra la relacién entre la funcién descomposicion de Ay B con la
funcién py (H = ker ), para buscar estimar el minimo cardinal del conjunto suma AB.

Por conveniencia, fip(74,53) =0sir7, =00 s3 =0.
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Proposicion 2.1. Sea m : G — I' un homomorfismo sobreyectivo de grupos y sea
H el kernel de w. Sean A, B dos subconjuntos finitos de G con cardinales r, s

respectivamente y con descomposiciones r = > r,, s = > sg. Seant,s : I' - N
acl’ per
las funciones descomposicién asociadas a estos conjuntos y sea

Z MAX { L (Tes Sa-14) } -

ael
vel

Entonces se tiene que |[AB| > M(x,s).

Demostracion. Para cada v € I' sea C, = |J AuB,-1,, observe que si v € C,
ael
entonces existen o € I, a € A, y b € B, tales que x = ab, asi que

m(xr) = w(ab) = w(a)w(b) = aa~'y = v, luego C, C 7~ '(v), es decir C, N C; = 0}
siempre que v # v . Ademas, C., = UF AyB,-1, C AB porque A, C Ay B,1, C B.
ac

Por otro lado, si z € AB entonces existena € Ay b € B tales que © = ab, dado que
la coleccién {A,, a € T'} es una particién de A y la colecciéon {B,, a € '} es una
particion de B, entonces existen 6,0 € I tales que 7(a) = ¢ y 7(b) = 6, de modo que
7(ab) = 66, esto es, ab € 7=1(60). Tomando v = §0 y a = 7(a) € I se tiene que a € A,
ybe Baty. Asique ab € A,B,-1, C |J AaBy-1, = C.,.

ael

Por lo tanto AB = | | C.,, donde U denota la unién de conjuntos disjuntos por pares. De
lo anterior |AB| = g |C,].

yer
Ahora, si X C 7 !(¢) para algin ¢ € T y g es un elemento de G tal que
n(g) = &7, entonces gX y Xg son subconjuntos de H = ker 7 que satisfacen la
ecuacion |gX| = |Xg| = | X|. De esto se deduce que si X C 7 !(«) con cardinalidad

rxyY C 7~ 1(3) con cardinalidad sy, entonces | XY| > ux(rx, sy).

Dado que C, U AoB,-1, se tiene que |C,| > max{|A B,-1,|},y por lo anterior se

sigue que |C,| > max {uw(ra, Sa-14)}
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Por lo tanto, |[AB| > > méax{uH(ra,sa 1)} = M(x,s). O

~yel
Proposicion 2.2. Seaw : G — I un homomorfismo sobreyectivo de grupos finitos,

con kernel un p—grupo abeliano P. Si para cada grupo abeliano X y enteros positivos
r,s < |X xT'| se tiene que pxxr(r,s) > Prx«r(r, s), entonces para todo par de enteros
positivos r, s < |G|,

pa(r,s) > Dra(r, s).

Demostracién. Sean A,B C G subconjuntos de G que realizan ug(r,s). Los
subconjuntos A y B determinan las funciones de descomposiciéon t,s : I' — N
asociadas con w, dadas por v(a) = 7., 5(3) = sz para todo «,3 € I', y con

r= Y T S= ), sg. Porlaproposicién 2.1, se sigue que
acl’ pel’

|AB| > M(x,s) Zmax{up Tay Sa=1q)} -

vyel’

En particular, se tiene que ug(r, s) > M(x,s).

Sea L un grupo abeliano de cardinalidad |L| = | P| = p". Entonces

|L xT'|=|P xT'| =|G|,y por lo tanto
Drpxr(r,s) = PEpxr(r,s) = Drg(r, s).

Dados cualquier subconjuntos U,, V3 C L con |U,| = r, y |Vs| = s para todos los
a, § € I, se construyen los subconjuntos U,V C L x I' como sigue:
U=|]|Usx{a}, V=||Vsx{s}
acl’ per
En consecuencia |U| = |A] = ry |V| = |B| = s,yaque |[Ul = Y. ro = 1Y
ael’
V=2 ss=s.
Ber
Escribiendo L x I' en forma aditiva, y usando la hipétesis pix«r(r, s) > Prx«r(r, s) para

todo grupo abeliano X, se sigue que
U+ V| > ppxr(r,s) > Prpxr(r,s) = Dra(r, s).
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A continuacién se prueba que para una eleccion adecuada del grupo L y de los

subconjuntos U,, V3 C L paratodo «, 3 € I', se puede obtener que
M(e,s) = U+ V].
Esto es suficiente para concluir la prueba de la proposicion 2.2, asi
pg(r,s) > M(v,s) = U+ V| > Dra(r,s).

Como grupo especifico se elige el elemental p—grupo abeliano L = F,., donde I, =

L| = |P| = p®. Se ordena a F,, mediante el orden natural, identificado con

el conjunto {0, 1,...,p— 1}, como también se ordena al conjunto L, lexicograficamente.

Como L es totalmente ordenado, un segmento inicial, estd completamente determinado
por su cardinalidad. Asi, la eleccion de los subconjuntos U,, V3 en L sera segmentos
iniciales de las cardinalidades requeridas. Tomando U, = IS(r,) y V3 = IS(s3) para
todo «, B € I', y usando el lema 1.1 se tiene que IS(¢) +1S(u) = I1S(kL (74, s3)) para todo

0 <t u<p’ de ahique,
Uos + Vs =1S(ry) +1S(sg) = 1S(kr(ra, $3)),

por lo tanto
[Ua + Va| = k170, 85) = Kp(Ta, 55)

paratodo a, f € I'. Dadoque U = || U, x {a}, V = || Vi x {5}, se tiene que

acl’ pel’
U+ V=3 1 Wa + Vo) x {3} = Y max{rp(ra, sa-1,)}-
yel' ael’ yel

(La segunda igualdad utiliza el hecho de que la union de los segmentos iniciales es
de nuevo un segmento inicial). Como P es un grupo abeliano, se tiene la igualdad
pp(t,u) = kp(t,u) paratodo 0 < t,u < p’, como se presenta en el Capitulo 1. Por
lo tanto, se sigue que

D mix{Rp(ra; sa-iy)} = > mix{up(ra; sa-sy)},

yerl vyerl

y se concluye que |U + V| = M(x,s). O
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Por comodidad, se dira que un grupo I' es conveniente si I' satisface la condicién
pxxr(r,s) > Prxxr(r,s) para todos los grupos abelianos X y enteros positivos r, s
tales que r, s < |X x I'|. La proposicién 2.2 establece que si G es un grupo finito con
P < G, un p—subgrupo normal abeliano, tal que I' = G/P es conveniente, entonces

pa(r,s) > Drg(r, s).

Proposicion 2.3. Sea 7w : G — I' un homomorfismo sobreyectivo de grupos finitos, con

kernel un p-grupo abeliano P. Si " es conveniente, entonces GG también es conveniente.

Demostracion. Sea Y un grupo abeliano arbitrario. Se debe mostrar que
Uy xa(r,s) > Pryxq(r, s) para todos los enteros positivos r, s < |Y x G|. De acuerdo

con la proposicion 2.2, esta desigualdad se mantiene para el grupo trivial Yy, = {1}.

SeaG =Y xG I'=YxT'yn : G — I'elmapeo ' =idy x . De I' conveniente,
se desprende de la definicion que I también es conveniente. Por otra parte, ker ' es
un p—grupo abeliano, ya que ker7 = kerm = P. De este modo, se puede aplicar la

proposicién 2.2 a7 : G' — I, por lo tanto se concluye que
pe (1r,8) > Dhgr () s)

para todos los enteros positivos 7, s < |G'|. 0

Proposicion 2.4. Sea 7 : G — I' un homomorfismo sobreyectivo de grupos finitos, con

kernel abeliano H. SiI' es conveniente, entonces G también es conveniente.

Demostracion. Por ser abeliano finito, el grupo H es el producto directo de sus
p—subgrupos de Sylow P, ..., P, el orden de P; es una potencia ¢; del primo p;. H
es normal en GG puesto que es el kernel de 7.
Sea g € G, se define el automorfismo ¢, como sigue

¢g: H — H

h — ¢g4(h) = g_lhg
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Observe que ¢, asi definido es un isomorfismo.

Como P; es un subgrupo del grupo abeliano H entonces P,<JH. Ahora,sea f: H — H
un automorfismo, entonces f(P;) es un subgrupo de H y |f(P;)| = |F;|, de donde
f(P;) es un P—subgrupo de Sylow, de H, pero por ser abeliano H tiene un Unico

P—subgrupo de Sylow de orden |P;

, asi f(P;) = P, es decir P; es invariante bajo

cualquier automorfismo en H, en particular bajo ¢,. De ahi que P, < G.

Por lo tanto definamos los grupos
G =G/(Pjx---xPy,)

paratodo1l <j <m+ 1.

Se probara por induccion en j, que G; es conveniente para todo j. Esto serd suficiente
para concluir la prueba, tomando G,,,;; = G. Paraj = 1, elgrupo G; = G/ H es isomorfo
al'y por lo tanto por hipétesis es conveniente. Ahora, se supone G; es conveniente para
1 <7 < m.Y se tiene la secuencia exacta dada por el monomorfismo inclusién ¢ y el

epimorfismo natural , con i(P;) = ker(w) = P,
1 - P — Gjy1 — G — 1,

donde G, es isomorfo a G,/ P; por construccién. Por otra parte, P; es un P;—grupo
abeliano, por ser subgrupo de H, y aplicando la proposicion 2.3, se concluye que G4

también es conveniente. 0

Ahora se prueba la afirmacién mas fuerte, que G es conveniente, es decir,

/J/YXG(T7 5) > 9’£Y><G<T7 3)

para todo grupo abeliano Y y enteros 1 < r, s < |Y x G|. El teorema se sigue, tomando

para Y el grupo trivial {1}.
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Como G es soluble, sea
G=Gy2G 222G, ={1}

la serie finita de iteraciones derivadas (idénticamente conmutador) de los subgrupos de
G, donde G, = [G;, G| para todo i. El indice ¢ se conoce como la longitud derivada
de (. Para probar que G es conveniente se procedera por induccion sobre (. El caso

¢ < 1 corresponde a los grupos abelianos, que son convenientes.

Ahorapara/ > 2, se supone el subgrupo GG,_; abeliano, y normal en GG. El grupo cociente

G /Gy_; es soluble de longitud derivada ¢ — 1, ya que su serie derivada viene dada por
G/Go—1 = Go/Goo1 2 GGy 2 -Gy /Gy = {1},

Por lo tanto, por la hipétesis de induccién, el grupo G/G,_; es conveniente. Con la
secuencia exacta

{1} - Gyoy - G — G/Gp—y — {1}

y el hecho de que el kernel GG,_; es abeliano, por la proposicién 2.4 se tiene que G es

conveniente. m|

2.3. LA FUNCION p¢ EN GRUPOS DIEDRICOS

En esta seccion se estudia la funcion uc para G = %,, el grupo diédrico
de orden 2n. Aqui se presenta la solucion obtenida por Eliahou y Kervaire en
[Eliahou & Kervaire, 2010], para 4, (r, s) que es valida para todo n y para todo par de
enterosr y s tales que 1 < r,s < 2n, partiendo de la solucion alcanzada para cuando n

es potencia de un numero primo.

Definicion 2.5. Grupo diédrico

Sea n > 2 un numero entero. El n-ésimo grupo diédrico, denotado ¥, es el grupo de

2
simetrias de un poligono regular de n lados. Si « es la rotacién del angulo — alrededor
n
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del centro del poligono y 3 es la reflexion con respecto a una recta que contiene al centro

del mismo y uno cualquiera de sus vértices, entonces
Dp={a" i€l }U{a'B/i€ly}={a,f/a"=5"=1, Baf =a").

En todo grupo diédrico se cumplen las siguientes propiedades:

Teorema2.6. Sean > 2 un numero entero y sea

Dp=(,/a" =p=1, faf =a™'),
el grupo diédrico de orden 2n. Entonces:

1. Un subgrupo propio H de %, es normal en %, si, y solo si, cumple uno de los

siguientes enunciados.

a) H es un subgrupo del grupo («) generado por la rotacién «.

b) H es el subgrupo (a?, 3) generado por oy 3 0 H es el subgrupo (a?, af3)

generado por a? y a3. En este caso H es de indice 2 y n es par.

2. Los grupos cocientes de Z,, son diédricos y los subgrupos de Z,, son diédricos o

ciclicos.
3. 9, es soluble.

Teorema 2.7. Sea n > 2 un numero entero y sean r, s dos enteros positivos tales que

r,s < 2n. Si h es el orden de un subgrupo H del grupo diédrico

D = <Oz,ﬁ/0(n :ﬁz =1, ﬁaﬁ_l = a_1>7

entonces existen subconjuntos Ay B de %, tales que |A| =, |B| = sy

T S
‘AB|§ %—F E_l h.

Demostracion. Ver [Eliahou & Kervaire, 2006].
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En particular, el teorema 2.7, muestra que para todo entero n > 2 y para todo
par de enteros positivos r,s < 2n se tiene la desigualdad jig, (r,s) < kg, (r,s).
En [Eliahou & Kervaire, 2006], Eliahou y Kervaire muestran que si n es potencia de
un numero primo y r,s son dos enteros tales que 1 < r,s < 2n, entonces

Ko, (r,s) > kg, (r,s), en realidad, ellos prueban el siguiente teorema:

Teorema 2.8. Eliahou y Kervaire
Sean p un numero primo, m un entero positivo y ¥, el grupo diédrico de orden 2p™. Sir

y s son dos enteros tales que 1 < r, s < 2p™, entonces

/’L@n (/r7 S) = K'@n (/r” S)
Recientemente, Eliahou y Kervaire en [Eliahou & Kervaire, 2010] prueban el siguiente
teorema:

Teorema 2.9. Para el grupo diédrico D,, de orden 2n, se tiene

(ip,(r,s) = kp,(r; s)
paratodo n > 1y enteros positivos r, s < 2n.
Demostracion. Ykp, = kp,, ya que todo divisor positivo de 2n es el orden de un
subgrupo de D,,. Por lo tanto

wp, (r,s) > kp,(r,s)
para todos los enteros positivos r,s < 2n. Combinando esto con la cota superior
de [Eliahou & Kervaire, 2006] recordada anteriormente, se concluye que se tiene la
igualdad. 0
Ahora, sea G un grupo soluble finito. Combinando el teorema 2.5, el corolario 2.2 y
utilizando el hecho de que 7 (G) D A4 (G), se obtienen las siguientes cotas para la
funcion .
Corolario 2.3. Si G es un grupo soluble finito entonces para todo par de enteros r, s tal

que 0 <rs<|G

, Se tiene que

‘@'%G(Tv 8) < MG(T7 S) < ’/V’%G<T7 S)' (21)
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Por comparacion, se observa que para cualquier grupo G y enteros r, s, se tiene que
Nkg(r,s) > ka(r,s) > Dra(r,s). (2.2)

Esto se deduce de la propia definicion de estas funciones aritméticas y de las inclusiones
2(G) D H(G) D N (G). En particular, si G es soluble finito, y si las funciones Pr¢ y
N k¢ coinciden en algun par1 < r, s < |G|, entonces uq(r, s) es determinada e igual a

ka(r, s).
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Capitulo 3

LA FUNCION p; EN P-GRUPOS Y GRUPOS HAMILTONIANOS

En este capitulo se exponen los resultados obtenidos por Benavides, Castillo y
Mutis para la funcion ug, tanto en p-grupos como en grupos hamiltonianos (ver
[Benavides, Castillo & Mutis, 2009],[Benavides, Castillo & Mutis, 2010]). Inicialmente, se
describen los resultados logrados en p-grupos finitos. En seguida se presenta el estudio
de la funcién jg en grupos hamiltonianos de orden 2"+3, con n entero no negativo.
Finalmente, se da a conocer la demostracion de la formula obtenida para la funcion g
en grupos hamiltonianos que se pueden escribir como 2 x (Z3)" X Z.,, donde m es un

entero positivo.

3.1. LA FUNCION g EN P-GRUPOS FINITOS

Como ya se menciond, no se conoce una formula explicita para la funcion ¢, cuando
G es un grupo finito no abeliano, sin embargo, Benavides, Castillo y Mutis en 2009
(Ver [Benavides, Castillo & Mutis, 2010]), lograron establecer una formula para la funcion
e cuando G es un p-grupo finito. En esta seccion se presenta la demostracion de la
férmula obtenida para la funcién u¢ cuando G es un p-grupo finito, la cual coincide con

la obtenida para cuando GG es un grupo abeliano.

Definicion 3.1. Expansion p-adica
Sea p un entero positivo mayor que uno. La expansién p-adica de un entero positivo m

es la Unica sucesion {m;};>o, con m; € {0,1,...,p — 1}, talque m = >_ m;p".
>0

Definicién 3.2. Suma p-adica

Sea p un entero positivo mayor que uno y sean [ y m dos enteros no negativos cuyas
expansiones p-adicas son {/; };>o Yy {mi}i>0, respectivamente. La suma p-adicade [ y m,
denotada por [ @&, m, es el entero positivo cuya expansion p-adica es la sucesion {t;};>o

donde para cada i > 0 se tiene que t; € {0,1,...,p— 1}y t; = (I; + m;) moéd p.
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Si p es un numero primo, entonces el conjunto Ny, de los enteros no negativos, tiene
estructura de espacio vectorial sobre el campo finito IF,,, con la suma p-adica como la
adicion de vectores. Una F,-base para Ny es {1,p,...,p",...}. Para subconjuntos A 'y

B de Ny, se denotara con A ®,, B, al conjunto suma de A y B bajo la suma p-adica.

Teorema 3.1. Teorema de Cauchy

, entonces G contiene al menos

Si GG es un grupo finito y p un ndmero primo tal que p\ |G
un elemento de orden p. Mas precisamente, el numero de elementos de orden p es
congruente con —1 mod p.

Teorema 3.2. Sea p un nimero primo. Un grupo finito G' es un p-grupo si, y sélo si, para
algln entero positivo n se tiene que |G| = p".

La prueba del teorema anterior se obtiene aplicando los teoremas de Cauchy y Lagrange.
Por ejemplo, el grupo cuaternion 2 = {1, —1, i, —i, j, —j, k, —k}, de orden 23, es un
p-grupo conp = 2.

Definicion 3.3. Grupo Supersoluble

Un grupo G es supersoluble si posee una serie normal G = Hy 2 H; O --- 2 H,, = {1},
donde paracadai =1,2,...,n el grupo factor H; /H; es ciclico.

Dado que todo grupo ciclico es abeliano, entonces todo grupo supersoluble es
soluble. En [Marshall, 1979] se demuestra la siguiente caracterizacion de los grupos
supersolubles finitos:

Teorema 3.3. Un grupo finito G es supersoluble si, y solo si, todos sus subgrupos
maximales son de indice primo.

Teorema 3.4. Todo subgrupo propio de un p-grupo P de orden p" esta contenido en un
subgrupo maximal de orden p™~!, y todos los subgrupos maximales de P son normales.
Los teoremas 3.3 y 3.4 implican que todo p-grupo finito es supersoluble y por lo tanto

soluble.

Teorema 3.5. Sean p; < py < --- < p, numeros primos. Si G es un grupo finito

supersoluble de orden p,ps - - - p,,, entonces G tiene una serie principal
G:H()DHlD"'DHTI{l},
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donde paracadai = 1,2,...,r el grupo factor H;_,/H; es de orden p;.

Teorema 3.6. Sea p un namero primo. Si GG es un p-grupo finito, entonces para cada

divisor positivo ¢ de |G| existe un subgrupo normal H de G tal que |H| = t.

Teorema3.7. Sean p un numero primo y G un p-grupo finito no trivial. Entonces, el centro

Z(G) es no trivial.

Corolario 3.1. Sean p un numero primo y G un p-grupo finito no trivial. Entonces el centro

Z(G) de G contiene al menos un elemento de orden p.

Teorema 3.8. Sea p un numero primo y sea GG un p-grupo finito. Si r, s son dos enteros

talesque 1 <r ;s < |G

, entonces (1, s) = ka(r, s).

Demostracién. Por teorema 3.2 se puede suponer |G| = p", para algun entero positivo
n, asi el conjunto () de 6rdenes de subgrupos de G esta dado por

H(G) ={1,p,p? ..., p"}. Sea p® € 2 (G) tal que

o ([F1+[])r

Por teorema 3.6 G contiene un subgrupo normal de orden p*, esto junto al hecho que

todo p-grupo finito es soluble y el lema 2.1 implican

ez ([5] [2] )i

La desigualdad ug(r, s) > kg(r, s) se probara por induccién sobre el orden del p-grupo
G. Paran = 1 se tiene que |G| = p, luego G = Z,, donde Z, denota el grupo de
congruencias médulo p, asi G es ciclico y por lo tanto g (r, s) = kg(r, s), en particular
pa(r,s) > kg(r,s). Supéngase que el teorema es valido para p-grupos de orden p”,
conn > 1,y sea G un p-grupo de orden p" L. Por el corolario 3.1 existe un elemento
c € Z(G) de orden p. Sea T un subgrupo maximal de GG, por el teorema 3.4, |T'| = p" y
T es un subgrupo normal de G, de manera que se puede escribir a G como la union de

p clases laterales derechas disjuntas, asi
G=T UTcUTE U --- UT™, (3.1)
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Sean r, s enteros positivos con r, s < p"*t! y sean A, B dos subconjuntos de G tales que

Ay B realizan ug(r, s). Por la igualdad 3.1 T" contiene subconjuntos Ag, Ay, ..., 4,1
de cardinales 7, r,...,7,_1, respectivamente, y subconjuntos, By, B;,...,B,_; de
cardinales sy, s1, . . ., 5,1, respectivamente, tales que
p—1
A=Ay UAic UAy? U--- UA, @ = | A (3.2)
=0
p—1
B =By UBic UBy> U--- UB, "' = | B;c/. (3.3)
j=0
Luego,

’f’:|A|:|A0|—|—|A1|—|—|A2|—|—...—|—|Ap_l|:r0+r1+r2+...+rp_l

s =|B|=|Bo| + |Bi| + |Ba| + -+ + [Bp-i| =50+ 51+ s2+ -+ 5p1.

Llamando F; = {(i,j) /0<4,j <p—1 e i+j =1 mbd p}, de las igualdades 3.2 y 3.3,

se sigue que

p—1 p—1 p—1
=0 7=0

=0 (1,7)EF;
entonces
p—1
1=0 |(i,j)eF

y dado que uq(r, s) = |AB| se tiene que

pe(r,s) > Y (méx{|A:B;| / (i,j) € Fi})

pua(r,s) > (méx {kr(ri,s;) ) (i, )) € Fl}) (3.4)
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Ahora bien, el conjunto N, de los enteros no negativos tiene estructura de espacio
vectorial sobre el campo finito IF,, donde la suma de vectores es la suma p-adica (ver
definicion 3.2). Sea ¥ el subespacio de Ny generado por el conjunto {1,p,p?,...,p" '},
esdecir, 7 = {0,1,2,...,p"—1}. Utilizando la notacién I, para representar el segmento

inicial de longitud ¢ de #” (ver definicion 1.10), se sigue que
py(u,v) = |1, ®, I,] siempreque 1 <wu,v<|7].

La igualdad anterior junto al hecho que la suma de dos segmentos iniciales de ¥ es de

nuevo un segmento inicial de #/, implican

L, ®p I, =1,y siemprequel <u,v < |V 3.5)
I, U I, = L4y Paratodo par de enteros no negativos u y v. .

Sea M el grupo abeliano de orden p™*! definido por M = ¥ x Z,. Por el teorema 1.8 y
dado que el conjunto (M) de todos los érdenes de subgrupos de M coincide con el

conjunto de todos los 6rdenes de subgrupos de 7/, se tiene que
pn(r, 8) = Kk (r, s) = ka(r, s). (3.6)

Ahora, viendo al grupo " como un subgrupo de M y tomando b = (0,1) € M, se sigue
que
M=7U¥+bU---U((¥+(p—1)b).

Parai,j =0,1,...,p— 1sean I,, e I, los segmentos iniciales de 7" de longitudes r; y

s;, respectivamente, y considérense los conjuntos

p—1

E=1I, U, +b) U(,+2b) U--- U(;,_, +(p—1)b) = U(Iri +ib)
=0
p—1

D=1, U(l,+b) U(ly+20) U--- U, , +(—1)b) =), +jb)
7=0

entonces |E| =7y |D|=s.Paral € {0,1,2,...,p—1}seaW; = {J (I, @, I,).

(L.4)ER
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Realizando algunos célculos se puede observar que
E+D:WQ U(W1+b) U(W2+2b) U---U(Wp_1+(p—1)b).

Aplicando la ecuacién 3.6, se sigue que

—_

—
(Wil = |E+ D| = pn(r, 8) = kar(r, s) = ra(r, s). (3.7)
l

Il
o

Utilizando las igualdades 3.5 se tiene que

[y

p— p—

Wil =2 | U T = 2 (mix {(riss) / () € B},

1 ~1
1=0 1=0 |(i,j)eR !

I
o

pero 7 es un grupo abeliano; entonces
(Wil = > (méx{ry(ri,s;) / (i.5) € Fi}),

ademas ¥y T son p-grupos del mismo orden, asi que kv (r;, s;) = kr(r;, s;) para toda

(i,7) € Fiytodal € {0,1,2,...,p — 1}, entonces

(Wi = (méx {kr(ri, s;) / (i,5) € F1}). (3.8)

De la ecuacién 3.8 y las desigualdades 3.4 y 3.7 se concluye que

[y

p—
pa(rs) = ) IWil = ral(r, s).
!

Il
o

3.2. LA FUNCION 1 EN GRUPOS HAMILTONIANOS

Uno de los resultados mas importantes para el desarrollo de la presente investigacion fue
el obtenido por Benavides, Castillo y Mutis en [Benavides, Castillo & Mutis, 2009], debido
a que llevé a conjeturar una solucion al problema de los conjuntos suma pequernos en

grupos hamiltonianos finitos arbitrarios.
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Definicion 3.4. Grupo hamiltoniano

Un grupo H es hamiltoniano si H es no abeliano y todo subgrupo de H es normal.

Una caracterizacion de los grupos hamiltonianos es la siguiente:

Teorema 3.9. Un grupo hamiltoniano es el producto directo del grupo cuaternién con un
grupo abeliano en el que todo elemento es de orden finito impar y un grupo abeliano en
el que todo elemento es de orden 2. Es decir, si H es hamiltoniano y 2 es el grupo de
los cuaterniones entonces existen un grupo G en el que todo elemento es de orden finito
impar y un entero no negativo n, tal que H = 2 x (Z,)" x G

En particular, el grupo 2, de los cuaterniones, es el grupo hamiltoniano de menor orden.
Teorema 3.10. Un grupo hamiltoniano finito es soluble.

Demostracion. Sea H = 2 x(Zy)" x G un grupo hamiltoniano finito. Se puede considerar
al grupo N = 2 x (Z)™ como un subgrupo normal de H. Luego N es de orden 2"y
por el teorema 3.2 se sigue que N es un p-grupo finito y por lo tanto NV es soluble. Por
otro lado |H/N| = |G|, es decir H/N es de orden impar y por el famoso teorema de
Feit-Thompson se tiene que H/N es soluble. Asi, H contiene un subgrupo normal N tal

que N y H/N son solubles, por lo tanto H es soluble. 0

Teorema 3.11. Sea 2 el grupo de los cuaterniones. Si r y s son dos enteros positivos

menores o iguales a 8, entonces jio(r, s) = Ko(r, s).
Demostracion. La demostracion es consecuencia inmediata de el lema 1.5. 0
Lema 3.1. El conjunto #(H ), de ordenes de subgrupos del grupo hamiltoniano finito H
es,

H(H)={2"d/0<x<Ek+3, dn}.
donde n = |G|.
Demostracién. Es consecuencia del teorema de Lagrange y del hecho que |H| = 2F3n.
Lema3.2. Seann > 1, H = 2 x (Zo)"y T = 2 x (Zy)"~! entonces, para todo terna
de enteros positivos 7, sg, s; tales que r, sg, s1 < |T'| se tiene que

kr(r, so) + kr(r, s1) > kg (T, s + 51).
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Demostracion. Dado que todo p-grupo finito es supersoluble, entonces, del teorema 3.6
se tiene que el conjunto 7 (T') de 6rdenes de subgrupos de 7', coincide con el conjunto
Div(T) = {1,2,2%---,2""2} de divisores de |T'

, asi para cada par de enteros positivos

r', s < |T| se tiene que

- (] 1)

Sean r, sq, s1 enteros positivos tales que r, sg, s1 < |T| y sean x, y dos enteros tales que

O0<z,y<n+2y

o0 =2 ([ + [ [=1) v mern =2 ([ ]+ (5] 1)

No se pierde generalidad al suponer z < y, luego

i s =2 (] + 2] 102 (5] 73] -0)

pero [%1 — 1 > 0, entonces

w27 (5] [32] 107 [3])

Ademas L | > 2L de ahique 2V~ | 2L | > 2L asi
2y 2y 2Y 2

T So

et 22 (5] + [2] -1+ ).

Por otro lado [&;] + [&] > [&1 + & para todo &1, &, € R, entonces

r So+ s
kr(r, so) + kr(r, s1) > 27 ({ﬁ—‘ + { 021, 1—‘ — 1) > kg (r, so+ s1).
La dltima desigualdad se debe a que 2 es un divisor de |H |. 0

A pesar de que un grupo finito G de orden 2"*3, por el teorema 3.2 es un
p-grupo, se presenta la demostracion obtenida por Benavides, Castillo y Mutis (ver
[Benavides, Castillo & Mutis, 2009]), para la funcion g en grupos hamiltonianos de

orden 23, porque fue el que abrié camino a la blsqueda de nuevas soluciones.

Teorema 3.12. Sea n un entero no negativo. Si H es un grupo hamiltoniano de orden

2n+3 entonces, para todo par de enteros r, s tales que 1 < r,s < 23 se tiene que
pg(r,s) = rg(r,s).
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Demostracion. Dado que H es un grupo hamiltoniano de orden 2" entonces, por el
teorema 3.9, H & 2 x (Z3)"™, donde 2 es el grupo de los cuaterniones. Por el teorema
3.10 y el corolario 2.2 se tiene que la desigualdad 5 (r, s) < k5(r, s). La prueba de la
desigualdad 115 (7, s) > k5 (r, s) procede por induccion sobre n. Paran = 0 se tiene que

|H| = 23 = 8, luego H = 2y el teorema 3.11 implica que
pg(r,s) > kg(r, s) para todo par de enteros positivos 7, s < [ 2.

Ahora, supdéngase que el enunciado se cumple para todo entero n > 1, es decir, si .7 es

un subgrupo hamiltoniano de orden 2”3 entonces
pz(r,s) > kz(r,s) paratodo par de enteros positivos r, s < 2"*2,

Sea H un grupo hamiltoniano de orden 2"** y considerando al grupo hamiltoniano
T = 2 x (Z)™ como un subgrupo de H de indice 2, entonces existe un elemento ¢ en
el centro de H tal que ces de orden2y H = .7 U Zc. Ahora sean r y s enteros tales
que 1 < r,s < 2"y A B dos subconjuntos de H que realizan py(r, s). Para probar
que pg(r,s) > ky(r,s) se escogen subconjuntos Ag, Ay, By, By C 7 de cardinales

r0,71, So, S1, respectivamente, tales que
A:A(]UAlC y B:B()U.BlC.

Asi que
AB = (AQBQ U AlBl) U (AQBl U AlBQ)C,

de donde
,uH(T, S) = ‘AB| = ‘A(]BO U AlBl| + |A(]Bl U A1B0| . (39)

Ahora se consideran los siguientes casos:

1. Si Ay = B; = 0. Enestecasor = |A| = |Ao| = 1o, s = |B| = |By| = s0, y de la

ecuacién 3.9 se tiene que
pz(r,s) < |AgBo| = [AB| = pu(r,s) < pz(r,s),
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es decir, ug(r, s) = p7(r, s). Aplicando la hipétesis inductiva al grupo hamiltoniano

7 de orden 23 se tiene que o (r, s) = ko (r,s) > ky(r, s), por lo tanto
pp(rys) > kg(r, s).

. Loscasos A, = By =0, Ag = B, =0y Ay = By = () implican r = ry, s = s; y por

la ecuacion 3.9 se tiene la desigualdad
pz(r,s) < pu(r,s) < pz(r,s).
Procediendo de forma similar al caso anterior, se sigue que
pp(rys) > kg(r, s).

. Si Ay =0y Ay, By, By # 0. En este caso r = r( y por la ecuacion 3.9 se tiene
que
,UH(’I“, S) = |AOBO| + |AOBl|

La hipétesis inductiva aplicada al grupo hamiltoniano .7 implica que
pr(r,s) > pz(ro, s0) + pz(ro, s1) = K7 (r, s0) + K7 (r, 51), (3.10)
y aplicando el lema 3.2 a la desigualdad 3.10, se sigue que
pur(r,ys) > kg (r,so+ s1) = ku(r,s).
. SiAy=0y Ay, By, B, # (). En este caso r = r; y de la ecuacion 3.9 se tiene que
pp(r,s) = |A1By| + | A1 Byl
La hipétesis inductiva aplicada al grupo hamiltoniano .7 implica que
pp(r,s) > pa(ry, s1) + pa(ri, so) = kz(r,s1) + ko (r, o), (3.11)
y aplicando el lema 3.2 a la desigualdad 3.11, se sigue que
pur(r,ys) > kg (r,so+ s1) = ku(r,s).
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5. Elcaso By = 0y Ay, A;,By # 0 es similar al caso 3y el caso By = 0y

Ap, A1, By # () es similar al caso 4.
6. Finalmente sup6ngase Ay, Ay, By, B; # (). De la ecuacion 3.9 se tiene que
pp(rys) > max {|AgByl|, |A1B1|} + méx {|AgBi|, |A1Bol},
luego
pp(rys) > max {nr(ro, So), 7 (r1, $1)} + max {7 (ro, s1), 7 (r1,80)} . (3.12)
Aplicando la hip6tesis inductiva en la desigualdad 3.12, se sigue que
pp(r,s) > méx{kz(ro, $0), k7 (r1,51)} + max{kz(rg, 1), k7 (r1,80)}. (3.13)

Ahora, el conjunto Ny, de los enteros no negativos, tiene estructura de espacio
vectorial sobre el campo finito F5, donde la suma de vectores es la suma p-adica
(ver definicién 3.2) con p = 2. Sea ¥ el subespacio de Ny generado por el conjunto
{1,2,2%,...,2"*2}, es decir, G = {0,1,2,...,2"" — 1}. Utilizando la notacién I,
para representar el segmento inicial de longitud ¢t de ¥ (ver definicion 1.10), se
sigue que

wy (u,v) = |I, s I,| siempreque 1 <wu,v <|7|. (3.14)

Sea M el grupo abeliano de orden 2"+ definido por M = ¥ x Z,. Por el teorema
1.8 y el hecho que el conjunto # (M) de todos los érdenes de subgrupos finitos
de M coincide con el conjunto de todos los 6rdenes de subgrupos finitos de H, se
tiene que

pm(r,s) = ka(r, s) = ku(r, s). (3.15)

Ahora, viendo al grupo ¥ como un subgrupo de M y tomando b = (0,1) € M se
sigue que M = ¥ U (¥ +b). Sean I, I,.,, I5,, I, los segmentos iniciales de ¥ de

longitudes 7, 11, s, S1, respectivamente, y se consideran los conjuntos
E=1L,U(l,+b) y D=1I,U(l; +Db).
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Entonces,

|E| = |I7‘0 U (L‘l +b)‘ = |I7‘0| + |I7‘1‘ =To+TL =T

D[ = [Is, U (Ls; +b)| = |Lso| + [Ls,| = 0+ s1 =5
ademas,
E+D =1, ® I,) U (L, ® I,)] U{[(L,, B2 Ls,) U (I, ®o Is,)] + b} .
Asi que,
piag(r,8) < [(Iny @2 Lsy) U (L @2 L)) + [(Lry @2 L, ) U (I, @2 1) (3.16)

Dado que la suma de dos segmentos iniciales de 7" es de nuevo un segmento

inicial de 7', entonces de la ecuacion 3.14 y la desigualdad 3.16 se tiene que

MM(Tv 3) < ‘]M/(To#o) U IM/(H,&)} + ‘IN'V(T’O751) U ]M'I/(TLSO)‘ .

Pero
Ly (ro.50) Y Dy (r1,61) = T fyay (ros0) 9 (r1 1)}
Ty (ro.51) U Dy (r1.50) = Imssc{pa (ro,s1) i (r150)}
Luego

piar (1, 8) < mdx{py (ro, o), oy (r1, 81)} + méx{py (ro, 1), oy (r1, s0)}-
Como 7 es abeliano, el teorema 1.8 implica
pn(r, 8) < max{ky (ro, so), Ky (r1, 1)} + max{ky (ro, s1), Kv (71, S0) }.

Ademas, los conjuntos de ordenes de subgrupos (.7 )y 5 ('), son iguales, asi

que
pn(ry 8) < max{kz(ro, s0), k7 (r1,$1)} + max{r7(ro,s1), k7 (r1,80)}. (3.17)
La desigualdad 3.13, la ecuacién 3.15 y la desigualdad 3.17 implican
pp(rys) > kg(r, s).
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i
Teorema 3.13. En el grupo H = 2 x (Z/27Z)* x G, con G un grupo ciclico de orden
impar, se tiene que gy (r,s) = ky(r, s), para todo par de enteros positivos r, s < |H|.
Demostracion. Por el teorema 3.10y el lema 2.2 de [Eliahou & Kervaire, 2006] se obtiene
que pg(r,s) < ky(r,s). Seab = (1,0,g) € H entonces b es un elemento de orden n en
el centro de H, luego

H=HUHbU---UHpM?

con H = 2 x (Z/27)F.

Sean A, B C H que realizan pg(r,s), existen subconjuntos A,,, 4,,,..., A, , de 2]
y de cardinales rq, 1, ...,7,_1, respectivamente, con > r; = r y existen subconjuntos
B, Bs,,...,Bs, , de H y de cardinales sy, s1, - . ., S,_1, respectivamente, con > s; = s
tales que

n—1 n—1
A= AW y B= ] B,V

=0 i=0

SeaFi={(i,j)|0<id,j<n-—1,i+j=I( mdéd n)} entonces

n—1 n—1 n—1
= (U Ambi> (U stbj> = U A.B, |V
i=0 Jj=0

De ahi que,

pn(rs) = [AB|= Y U 4

=0 e

n—1

pa(rys) = Y (max{ |4, B,| | (i.j) € i})

~
o

[y

> (méx{ pg(ri,s;) | (i,5) € F}).

=0

Vv
3

Por el teorema 3.12,

n—1

(max{ kg (ri,s;) | (1,7) € Fi}). (3.18)
1=0
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Sea 7 el subespacio de Ny mencionado anteriormente, se sigue que
wy (u,v) = |I, s I,| siempreque 1 <wu,v <|7|. (3.19)
Sea M =¥ x (Z/nZ). Dado que M es abelianoy 7 (M) = 5 (H) se tiene que
prr(r,s) = kp(r,s) = kg (r, s). (3.20)
Ahora, viendo al grupo ¥ como un subgrupo de M y tomando b = (0,1) € M, se

n—1
sigue que M = | (¥ + kb). Sean I,,,1I,,,...,I, , los segmentos iniciales de ¥ de
k=0

longitudes rgy, ry, ..., r,—1 respectivamentey I, , I, ..., I, , los segmentos iniciales de
¥ de longitudes sg, s1, . . ., S,_1, respectivamente. Considerando los conjuntos
n—1 n—1
E=J, +kb) y D=|]J, +kb).
k=0 k=0
Entonces,
n—1
|E|=) m=r
k=0
n—1

Ed

ademas, si F; ={(4,7) |0<i,7<n—1,i+j =1 méd n)},

E+D= U (@1 | +1b

1=0 | \(ij)eR

Asi que

n—1

Mﬂ1773 LJ oy (13,55)
=0 (Zj eF;

Por otro lado,
Iuv/(n,sy‘) U IM/(Tk,St) = Imé«X{H"V(Ti73j)7ﬂ"t/(7"k,3t)}7
entonces

n

~1
par(rss) < Y madx{ py(ri,s5) | (2,7) € Fr }.
1=0
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Como 7 es abeliano, se tiene que

—_

par(rys) <y max{ ky(ri, s;) | (4,7) € 7 }.
l

3

Il
o

Ademas j‘f(f]) = (V), luego

i
L

par(r.8) < S mil mp(rios) | (i) € i 1.

N
Il
o

La desigualdad 3.18, la ecuacién 3.20 y la desigualdad anterior implican que

pr(r,s) > ke(r,s).
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Capitulo 4
LA FUNCION y; EN PRODUCTOS DIRECTOS

En este capitulo se describen los principales resultados obtenidos en el presente trabajo
de investigacion, entre los cuales esta una solucion al problema de los conjuntos suma
pequenos en grupos hamiltonianos finitos. Ademas, se presenta una formula para la
funcion uq, cuando G es un grupo soluble finito que se puede escribir como producto
directo de sus p-subgrupos de Sylow. Finalmente, se dan a conocer los resultados
obtenidos en ciertos grupos infinitos, que se pueden ver como producto directo finito

de otros grupos.

4.1. LA FUNCION pg EN GRUPOS FINITOS

Los resultados que se muestran a continuacion, son el fruto del estudio detallado
de los articulos [Benavides, Castillo & Mutis, 2009], [Benavides, Castillo & Mutis, 2010] y
[Eliahou & Kervaire, 2010].

Teorema 4.1. Sea H un grupo hamiltoniano finito, entonces N ky(r,s) = Py (r, s).

Demostracién. Por teorema 3.9, H = 2 x (Z/27)" x G donde G es un grupo abeliano

en el que todo elemento es orden finito impar.
Sea d € Div(|H|) = {2'k/ 0 < t <n+3y k||G]}.

Luego d = 2'k paraalgunt € {0,1,...,n + 3} y algin k divisor de |G|. Dado que G es

abeliano finito, existe K < G tal que | K| = k, consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Sit < n, entonces

{1} x (2)22)' x K <A H y [{1} x (Z/2Z)' x K| = d.
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Caso 2. Sin+1 < t < n+3, entonces existe un subgrupo normal M de 2 con | M| = 2!™"

y se tiene que
M x(Z)22)" x K<H y |M x (Z/2Z2)" x K| =d.

De ahi que
Div(|H|) = 2(G) = ¥ (G).

O

Lo anterior, junto con las desigualdades (2.1) y (2.2), implican que en un grupo
hamiltoniano finito H se satisface la igualdad g (r,s) = ky(r,s), para todo par de
enteros no negativos r,s < |H|. De esta manera, se reafirma el resultado obtenido por

Benavides, Castillo y Mutis en [Benavides, Castillo & Mutis, 2010].
Corolario 4.1. Sea P un p-grupo finito, entonces pp(r, s) = kp(r, s).

Demostracién. Por teorema 3.6, para cada divisor positivo ¢ de |P| existe un subgrupo
normal 7' de P tal que |T| = ¢, entonces A (P) = %(P) y por lo tanto
N kp(r,s) = Prp(r,s). O
Teorema 4.2. Sea G un grupo finito, tal que G = P, x P, x --- x P,, donde P; es un
P-grupo, |P;| = p;* y p; # p; siempre que i # j paratodo i,j = 1,2,...,n, entonces

Drg(r,s) = N kg(r, s) para todo par de enteros no negativo r, s < |G|.

Demostracién. Se tiene que |G| = p1® pa®2 - - - p, 2.

Sea d € Div(|G
i=1,2,...,n.Como Z(P;,) = A (P;) paratodoi = 1,2, ..., n, entonces existen ); I P,

Y

), entonces d = pPipy™---p,P con 0 < B; < «; para todo

tales que |Q;| = p;” paratodoi =1,2,...,n.

Asique Q1 X Qo X -+ X Q, IG Y |Q1 X Q3 X -+ - X Q] = d.

Por lo tanto Z2(G) = A4 (G), y en consecuencia Zkq(r,s) = A kg(r, s) para todo par

de enteros no negativos r, s < |G|. 0
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De este teorema se deduce que si G es un grupo soluble finito y se puede escribir como
producto directo de p-grupos, entonces uq(r,s) = kqg(r,s) para todo par de enteros
r,s < |G|. En particular, si un grupo soluble G es el producto directo de sus p-subgrupos

de Sylow, entonces jig(r, s) = kg(r, s).

Corolario 4.2. Sea G un grupo nilpotente finito, entonces g (r, s) = kg(r, s) para todo

par de enteros no negativos r, s < |G/.

4.2. LA FUNCION 1 EN GRUPOS INFINITOS

A continuacién se presenta uno de los principales resultados, que abre paso a la solucion
del Problema de los Conjuntos Suma Pequefios en algunas clases especificas de grupos

no abelianos infinitos.

Lema4.1. Sea G = (G1 x G4, el producto directo de los grupos G y Go,ysean A, B C G
talesque A = A; x As y B = B; x Bydonde A;, B; C Gy Ay, B, C (G5, entonces

A-B= (A, B))x (As- By)

Demostracion. Sea x € A - B, entonces x = a - b, talque a € Ay b € B. Puesto que
A:Al XAQYB = B1 XBQ Setienequea: (CLl,ag)Yb: (bl,bg),conai c Azybl c Bz

parai=1,2.

Asi,

v = (ay, az) - (b1, by)

= (a1 . bl,a2 . bg)

Como aj - bl c Al . B1 y ag - b2 € A2 . BQ, entonces = € (Al . Bl) X (Ag . Bg)

Por otro lado, sea z € (A;-By1) x (A3 By), entonces x = (ay-by,as-bs) conay-by € Ay- By

yas-by € Ay - By, luego a; € A; y b; € B; parai = 1, 2. De donde se obtiene que
xTr = (CLl,CLQ) . (bl,bg) c (Al X Ag) . (Bl X BQ) =A.B.
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Porlotantoz € A- B. O

Este resultado implica que
|(A1 XAQ)'(B:[ XBQ)| :|A1'Bl||A2'BQ|, (41)

cuando A = Ay x Ay y B = B; x By son finitos.

Teorema 4.3. Sea G un grupo tal que G = G x (s, el producto directo de los grupos

G1y Gs. Para todos los enteros no negativos ry, s; < |Gy], 72, s2 < |Gyl se tiene que

pa(rire, s152) < pua, (11, 81) e, (12, S2).

Demostracién. Sean ri,s; < |G1| y 72,82 < |Ga|, entonces existen A;,B; C Gy

Ay, By C G5 de cardinales 71, s1, 72, s respectivamente, tales que |A; - By| = ug, (11, $1)

y |As - Ba| = pug, (12, 52).

Sean A = A; X Ay y B = By X By, entonces |A| = riry y | B| = s182.

Puesto que pug(r172, s152) < |A - B|, se sigue que

,u(;(’l“l’l“g, 8182) S |A1 . Bl||A2 . Bg| por (41)

= pg, (11, $1)lia, (12, 82)  por hipotesis.

Por lo tanto pug(ri7a, $182) < g, (71, $1) G, (12, S2)- O
El teorema 4.3 se puede generalizar como sigue:

Teorema 4.4. Sea G = G x Gy x --- X (G, el producto directo finito de los grupos

G1,Gs,...,G,.Sir;,s; < |G;| paratodai = 1,2,...n, entonces

,UG(T1T2 ceTpy,S182. .. Sn) < HaGy (T1> Sl)luGz (T27 82) e (Tnv SN)

Demostracion. Se procedera por induccidn matematica. Para n = 2, se tiene
qgue G = G x Gy Luego por el teorema 4.3, para todos los pares de

enteros tales que 0 < 7,51 < |G|y 0 < 71,89 < |G

, se verifica que
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pe(rire, s152) < fig, (11, 81) phay (72, S2)-

Supongase que para n = k se satisface el teorema, es decir, que para

G =G xGyx-xGp,si0<r, s <|Gi| paratodoi=1,2,..., k, entonces

P (1172 - TRy 8182 .. Sk) < fiay (11, 81) ey (T2, S2) -+ - pay, (Tk, Sk)-

Ahoraparan = k+ 1,sea G = G; x Gy X --- X Gy1. Puesto que el producto directo
finito de grupos es un grupo, entonces G' = G; x Gy x --- x G} es un grupo, luego
G = G x Gyy41 y por teorema 4.3, se sigue que para todos los pares de enteros no

negativos r', s < |G'| Y Tri1, Sps1 < |Gry1| S tiene que

! ! ! !
MG(T Tk+1,S Sk-l-l) < 2%e4 (T S ):quJrl (Tk-i-lv Sk-i-l)'

Por lo tanto, aplicando la hipétesis de induccién se sigue que ©' 7441 = 7o ... "% Es1,

/
S Sk+1 = S152 .. - SkSk+1, Y

MG(Tﬂ“z « o TETk41, 5182 - - . Sksk—i-l) = MG(T,Tk+17 3/3k+1>
< pe (7"/7 S/)MGk+1(Tk+17 5k+1)

< 6 (11, 81) Gy (12, 82) -+ - iy, (T, Sk):quJrl(/rk‘-i-l) Skt1)-

O

Proposicion 4.1. Sea GG un grupo tal que G = G; x G4, el producto directo de los grupos

G1y Gs. Sean r, s < |G| enteros no negativos, entonces existen enteros 1, s; < |Gy

T, $2 < |Gyl tales que r = riry, § = s182 Y

IUG(T> S) > e (7“1, Sl):uGz (T27 82)'

Demostracién. Sean A, B C G tales que |A-B| = uq(r, s), entonces existen A;, By C G

yAg,B2§G2talesqueA:A1xAgyB:leBg.

49



Dado que |A| = |A||As| y |B| = |B1||Bs|, entonces r = 113y s = $189, donde r; = |A4],
Ty = ‘Az

, S1 = By sy = Bs. Luego se tiene que
ug(r,s) =|A- B| por hipétesis.
= |AlBl||Ang‘ por (41)

> e, (11, $1) ey (T2, S2).

O
Corolario 4.3. Sea G un grupo tal que G = G; X G5 x - - - x G, el producto directo finito
de los grupos G1,Gs,...,G,. Sean r,s < |G| enteros no negativos, entonces existen
enteros r;, s; < |G;| paratodai =1,2,...,ntalesque r =riry -7y, S = S182- - S, Y

:uG(Tv S) > MGy (Tlv Sl)luGz (7“2, 52) e :an(rm Sn)

Una consecuencia inmediata del teorema 4.4 y del corolario 4.3 es el siguiente resultado:

Corolario 4.4. Sea G un grupo tal que G = G; X Gy x --- X G,, el producto

directo finito de los grupos G1,Gs,...,G,. Sean r,s < |G|, entonces existen enteros
ri, 8 < |G2‘ para toda ¢+ = 1,2,...,71 tales que r = mMr9--Ty , S = 8189 Sy Y

IUG(Ta S) = MGy (T1> 52):uG2 (T27 82) e ':an(Tnv SN)'
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Apéndice A

ALGORITMOS

Los algoritmos que se presentan a continuacion fueron elaborados por los autores y
utilizados en el desarrollo de este trabajo. Estos algoritmos estan implementados en el

sistema de algebra computacional GAP.

A.1. ALGORITMO FUNCION p¢
A.1.1. ALGORITMO SubCon]

El algoritmo recibe un grupo G y dos enteros positivos w, 1. El parametro u es el cardinal
de un subconjunto A de G, por ende, no puede ser mayor que el orden de G. © es una
posicion en el conjunto de todos los subconjuntos de G de cardinal u, el cual tiene tamaro
n. Este algoritmo, como salida imprime, o bien, un conjunto de cardinal u ubicado en la

posicion i 6 un mensaje donde se pide cambiar un parametro.

>SubConj:=function(G,u,i)
local n, m;
m:=0rder(G) ;
GrCn:=Set (G);
if u<=m then
gr:=Combinations(GrCn,u) ;
n:=Number (gr) ;
if i<>0 then
if n>=i then
subconjunto:=gr[i];
return subconjunto;

else
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return ["argumentos SubConj(Set,u,i) i<=",n];
fi;

else

return [n,gr];

fi;
else
return ["argumentos SubConj(Set,u,i) u<=",m];
fi;

end;

A.1.2. ALGORITMO CardProd

Este algoritmo CardProd recibe dos conjuntos Conj1 y Conj2, y devuelve a p, quien es el

cardinal de su conjunto producto.

>CardProd:=function(Conjl,Conj2)
local n,m,p;
n:=Number (Conjl) ;
m:=Number (Conj2) ;
Prod:=Set([1);
for i in [1..n] do
for j in [1..m] do
H:=Conji[il*Conj2[j]l;
Prod:=Union(Prod, [H]);
od;
od;
p:=Number (Prod) ;
return p;

end;
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A.1.3. ALGORITMO Mu_G

El algoritmo recibe un grupo G y dos enteros no negativos r, s. Como salida retorna una

lista en orden descendente, la cual culmina con el valor de (T, s).

>Mu_G:=function(G,r,s)
local m, cdl, cd2, 1;
GrCn:=Set(G);
grl:=Combinations(GrCn,r);
gr2:=Combinations(GrCn,s);
cdl:=Number (gril);
cd2:=Number (gr2) ;
1:=Number (GrCn) ;
for i in [1..cdl] do
conjl:=gri[i];
for j in [1..cd2] do
conj2:=gr2[jl;
m:=CardProd(conjl, conj2);
if m<1 then 1:=m;
fi;
od;
Print (1,"\n");
od;
return [1];

end;
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A.2. ALGORITMO FUNCION K
A.2.1. ALGORITMO Techo

Este algoritmo recibe dos enteros m, n y como salida imprime el techo de su cociente,
m
ol
>Techo:=function(m,n)
if IsInt(m/n) then
return m/n;
else
return Int(m/n)+1;
fi;

end;

A2.2. ALGORITMO CardSubgSol

El algoritmo recibe un grupo soluble G y retorna una lista L con los cardinales de todos

sus subgrupos, sin repetir elementos.

>CardSubgSol:=function(G)
1:=SubgroupsSolvableGroup(G) ;
11:=List(1,Size);
L:=[1];
for i in 11 do
L:=Union(L, [i]);
od;
return L;

end;
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A.2.3. ALGORITMO kappa_G

Este algoritmo recibe un grupo soluble G y dos enteros no negativos r, s, y devuelve K,

tal que K es el valor de k¢(r, s).

>kappa_G:=function(G,r,s)
g:=0rder(G) ;

if r+s>g then

return g,
else
K:=g;

L:=CardSubgSol(G);

for i in L do
K1:=(Techo(r,i)+Techo(s,i)-1)*i;
if K1<K then

K:=K1;
fi,;
od;
return K;
fi;
end;

55



CONCLUSIONES

. Se presenta un panorama general del problema de los conjuntos suma pequerios
en grupos finitos no abelianos, con el propdsito de motivar al lector a iniciar
investigaciones tendientes a comprender la funcion 1. en ciertas clases de grupos
finitos no abelianos.

. En un grupo hamiltoniano finito H, arbitrario, se satisface la férmula obtenida por
Eliahou, Kervaire y Plagne, en grupos abelianos.

. Segun el corolario 4.1, se reafirma el resultado obtenido por Benavides, Castillo y
Mutis, para la funcion i en la clase de p-grupos finitos.

. Se determina una férmula explicita para la funcion uq, cuando G es el producto
directo finito de otros grupos. En particular, cuando G es un grupo soluble finito
que se puede escribir como producto directo de sus p-subgrupos de Sylow.

. Se presentan los algoritmos desarrollados en el sistema de algebra computacional
GAP, los cuales nos condujeron a la conjetura de los teoremas demostrados en la
primera seccion del cuarto capitulo.

. Se considera que éste trabajo de investigacion contribuye a sentar las bases
necesarias para continuar el estudio del problema de los conjuntos suma pequefos
en grupos no abelianos, particularmente se sugiere adelantar investigaciones que
den respuesta a los siguientes problemas abiertos:

a) Estudiar el comportamiento de la funcion ug alrededor de las funciones
aritméticas Y (r, s) y N ka(r, s) en grupos solubles infinitos.

b) El corolario 4.4 afirma que si G es un grupo tal que G = G x Gy X - - - X G,
el producto directo de los grupos G.,Gs, . ..,G,, entonces existen enteros
ri,8; < |G;| paratodai =1,2,...,n, talesquer =riry---1,,5 = 8153 - Sy
Y pa(r,s) = pg, (r1, o) g, (12, 82) - - - pa, (Tn, Sn)- ESte podria ser un camino
adecuado para hacer avances en el estudio de la funcion g en grupos
infinitos no abelianos.
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