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Resumen

Sean R = k[z1,z2,...,x,] un anillo de polinomios sobre un campo k y H un hipergrafo
simple sobre el conjunto de vértices V' = {x1,x2,...,2,}, entonces a H se le asocia un
ideal monomial libre de cuadrados I, dado por

Iy = (zi, @iy - Ty - {@iy, Tigy - - -, T4, } € H).

Un problema de interés es determinar por via combinatoria los primos minimales de
un ideal monomial. En particular, si el ideal monomial es libre de cuadrados, Sara Faridi
prueba que es posible determinar los ideales primos minimales del ideal Iy utilizando
las propiedades estructurales de su hipergrafo asociado. Ahora si se considera un ideal
monomial I = (My, Ms, ..., M,), mediante la operacién de polarizacion se le puede asociar
el ideal monomial libre de cuadrados

En el presente trabajo de investigacion se prueba como determinar una
descomposicion primaria de un ideal monomial por medio de los cubrimientos minimales de
su polarizado, y se presentan algunas propiedades adicionales relacionadas con hipergrafos
y sus cubrimientos. y también tres algoritmos que permiten determinar de forma sencilla
una descomposicion primaria de un ideal monomial los cuales fueron implementados en el
programa computacional MuPAD pro 4.0.
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Abstract

Let R = k[xy,x2,...,2,] a polynomial ring over a field k¥ and H be a simple
hypergraphs on vertex set V = {x1,29,...,2,}, then H is associated with a square-free
monomial ideal I, given by

Iy = (a:,-lxiQ---a:,-n : {xil,xh,...,xin} S H)

One problem is determining by via combinatorial prime minimal of a ideal monomial.
In particular, if the monomial ideal is square-free, Sara Faridi proof that may determine
the prime minimal of Iz using structural properties hypergraphs. Now if we consider a
monomial ideal I = (M;, Ma,. .., M,), by operation of polarization can be associated with
the ideal square-free monomial

This research work as to test determine a primary decomposition of a ideal monomial
through your minimal vertex cover its polarized, present and some additional properties
related hypergraph and cover. three algorithms as well allowing simple determination of a
primary decomposition of an monomial ideal which were implemented in software MuPAD
pro 4.0.
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Introduccion

Sean R = k[x1,...,2,] un anillo polinomial sobre un campo k e I un ideal de R, el
problema general consiste en expresar a I como interseccién de ideales primos e ideales
primarios. A tal descomposicion del ideal se le denomina descomposicién
primaria de I. Este problema es atin una tarea dificil a pesar de los grandes cambios
del algebra computacional y de la geometria algebraica computacional. Ademés los pocos
algoritmos conocidos utilizan teorias tales como bases de Grobner, factorizacion
polinomial multivaluada y &algebra homolégica. Sin embargo, a lo largo de ésta
investigacion se encontré varios algoritmos sencillos de descomposiciéon primaria para
ideales monomiales los cuales se expondran en el capitulo dos, el més ficil de ver es:
si m es un generador minimal de un ideal monomial I tal que m = m/m” con m' y m”
monomios primos relativos, entonces I = (I + (m’)) N (I + (m")), iterando este proceso
un numero finito de veces finalmente se obtiene una descomposiciéon primaria de I. Este
algoritmo se debe al trabajo desarrollado por E. Miller y B. Sturmfels en [§].

La descomposicién de un ideal en un anillo polinomial sobre un campo es una de las
herramientas  tedricas indispensables en &algebra conmutativa y geometria
algebraica. Geométricamente corresponde a la descomposicién de una variedad afin en
componentes irreducibles, es decir, la descomposicién del conjunto cero de un
ideal I que se define como V(I) = {a € k" : f(a) = 0 paratodo f € I} donde
k" =k xk x---xk yes por tanto también un concepto geométrico importante.

Mediante la asociacién de un hipergrafo a un ideal monomial libre de cuadrados, en este
trabajo de investigacién se presenta la descomposicion primaria de ideales
monomiales desde un punto de vista combinatorio mediante la utilizacion de las propiedades
estructurales de los hipergrafos y la operacién de polarizacion la cual
convierte un ideal monomial en wuno libre de cuadrados. Este trabajo estd
organizado en tres capitulos, el primero de ellos estd dividido en dos secciones, en la primera
se exponen algunos conceptos y resultados  bésicos  concernientes  al
algebra conmutativa y en la segunda seccién se definen algunos conceptos de la teoria
de grafos e hipergrafos. El segundo capitulo se lo ha dividido en tres secciones, en las
cuales se dan a conocer tres métodos diferentes de descomposicién primaria de ideales
monomiales a partir de sus generadores minimales, en la primera seccién de éste
capitulo se muestra el primer método que se basa en el cédlculo de dos nuevos
ideales del cual nuestra referencia es el trabajo de R. Villarreal, la segunda seccién
contiene un método en el cual se hace uso del dual de Alexander para determinar una
descomposicién irredundante en irreducibles del ideal y en la tltima seccién de este capitulo
se presenta un método grafico para ideales monomiales en dos y tres
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0. Introduccion viii

variables, estos dos dltimos métodos se fundamentaron en los trabajos de E. Miller y
B. Sturmfels [8] y [9].

El tercer capitulo es el m&as importante, dado que se presentan los principales
resultados, producto del presente trabajo de investigacién, el cual se divide en dos
secciones, en la primera seccién se presentan la definicién de polarizacion y la relacién
existente entre los cubrimientos minimales del hipergrafo simple asociado a un ideal
monomial libre de cuadrados y sus cubrimientos minimales que se deben a S. Faridi en [4]
y [B]. Y la segunda contiene nuestros principales resultados que son el Teorema Bl y la
Proposicion y algunas propiedades adicionales.

Finalmente, en el apéndice A se presenta una breve resena por cada uno de los
algoritmos implementados en el programa computacional Mupad pro 4.0, en cada una
de las cuales se indica las entradas en cada algoritmo, resultado final después de su
ejecucién, asi como también cuales son sus algoritmos auxiliares.



Capitulo 1

Fundamentos Teoricos

En este capitulo se introducen algunas nociones béasicas y resultados del algebra
conmutativa y la teoria de grafos e hipergrafos con el fin de entender los conceptos de
descomposicién primaria irredundante, grafo e hipergrafo y algunas propiedades
combinatorias de estos ultimos. Todos los anillos considerados en este capitulo son
conmutativos con unitario. Nuestras principales referencias son los trabajos de M. Atiyah
[1] y de R. Villarreal [I0] y como referencia auxiliar el trabajo de S.Faridi y M. Caboara
[6]. Algunos de los resultados son establecidos sin demostracién, si es necesario el lector
puede localizar la demostracién en alguna de las referencias mencionadas.

1.1. Algebra Conmutativa

En esta seccion se presenta en primer lugar algunos conceptos y resultados bésicos
referentes al concepto de descomposiciéon primaria de un ideal, en segundo lugar se define
condicién de cadena ascendente y descendente y finalmente se dan a conocer la definicién
de anillo noetheriano y algunos resultados relacionados con la descomposicién primaria
de un ideal en esta clase de anillos. En esta seccién R denota un anillo conmutativo con
unitario.

1.1.1. Descomposicion Primaria

La descomposicion de un ideal en ideales primarios es un pilar tradicional de la teoria
de ideales. Dicha descomposicién proporciona una generalizacién de la factorizacién de un
entero como producto de potencias de primos. Por ejemplo, 15 = 3 - 5, desde el punto de
vista de la teoria de ideales puede ser expresado de la siguiente manera; (15) = (3) N (5)
en el anillo Z. De esta manera, un ideal primo de un anillo R es en cierto sentido una
generalizacion de un ndmero primo y de igual manera un ideal primario es una
generalizacion de las potencias de niimeros primos.

Definicién 1.1.
Sea p un ideal de R. Se dice que p es primo si ab € p implica que a € p o b € p.

Definicion 1.2.
Sea ¢ un ideal de un anillo R. Se dice que g es primario si para x,y € R se tiene zy € ¢
implica que x € q o y™ € ¢ para algin n > 0.
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Ejemplo 1.1.
1) Sea R = k[z1,z2,...,2,] un anillo polinomial sobre un campo k y sean ay,...,ay
elementos dados de k, entonces p = {g(z1,...,2,) € R : g(a1,...,a,) = 0} es un

ideal primo de R.
2) Los ideales primarios en Z son de la forma (0) y (p") donde p es un nimero primo.

3) Sea R = k[z,y], ¢ = (z,y?). Dado que klz,y]/(z,y?) = k[y]/(y?) se tiene que los
divisores de cero de R/q son elementos que pertenecen al ideal generado por y, y
como ¥ es nilpotente se deduce que ¢ es primario.

Proposicién 1.1.
Sean pi1,...,pn tdeales primos e I un ideal contenido en U}_,p;. Entonces I C p; para
algun 1.

Demostracién. Ver Proposicién 1.11 en [I].

Proposicién 1.2.
Sean Iy, ..., I, ideales y p un ideal primo que contiene N}'_,I;. Entonces I; C p para algin
i. Ademds, si I = N} I; entonces p = I; para algin .

Demostracién. Ver Proposicién 1.11 en [1].

Proposicion 1.3.
Sea q un ideal de R. Entonces q es primario si y solo si R/q # 0 y cada divisor de cero
en R/q es nilpotente.

Demostracién. Sea Z € R/q un divisor de cero, con = ¢ g entonces existe § € R/q, con

y € q tal que Ty = 0. De ahi, que zy € ¢, donde 2" € ¢ 0 y™ € ¢ para algun n,m € N.

Reciprocamente, suponga que cada divisor de cero en R/q es nilpotente y sea xy € R
tales que xy € q. Luego Ty = 0 entonces 2" € ¢ y y™ € ¢ para algunos n,m € N. O

Definicion 1.3.
Si I es un ideal de R se define el radical de I como

rad(l) ={x € R:z" € I,para algin n}

Sean I, J ideales de un anillo R, entonces a partir de la Definicién las siguientes
propiedades se cumplen:

1) I Crad(l)

2) rad(INJ)=rad(I)Nrad(J)

3) rad(I) = (1) siy solo si I = (1)

4) Sip es primo, rad(p™) = p para todo n > 0.

Proposicion 1.4.
Sea q un ideal primario de un anillo R, entonces rad(q) es el menor ideal primo que
contiene a q.
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Demostracién. Ver Proposicién 4.1 en [I].

Si p = rad(q) con p primo, entonces se dice que ¢ es p-primario. Se puede
probar que un ideal primario no es necesariamente una potencia de un ideal primo y
reciprocamente, una potencia p” de un ideal primo no necesariamente es primario. Sin
embargo, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.5.
Si rad(q) es mazimal entonces q es primario. En particular, las potencias de un ideal
maximal m son M-primarias.

Demostracién. Ver Proposicién 4.2 en [I].

Lema 1.1.
Si q; son p-primarios para i = 1,2, ...,n, entonces ¢ = N'_,q; €s p-primario.

Demostracién. Ver Lema 4.3 en [I].

Lema 1.2.
Sean q un ideal p-primario y x un elemento de R. Entonces:

i) St x € q entonces (q : z) = (1);
i1) Six & q entonces (q : x) es p-primario, y por tanto rad(q : x) = p;
iii) Six & p entonces (q:x) =q.
Demostracién. Ver Lema 4.4 en [I].

Definiciéon 1.4.
Una descomposicion primaria de un ideal I en R es una expresién de I como una
interseccion finita de ideales primarios, es decir, I = N ;¢;. Si ademas,

i) Los rad(q;) son todos distintos y
it) Se tiene Njq; € gicon 1 <i < n
la descomposicion primaria se denomina irredundante.

Observacion 1.1.

En general, tal descomposicién primaria no ha de existir necesariamente; por tal razén
consideraremos solamente ideales que tienen una descomposicién primaria. Pero, si un
ideal I tiene descomposicién primaria redundante I = NI ,¢q; esta puede llevarse a una
descomposicién irredundante de la siguiente manera:

1) Suponga que en la descomposicién primaria de I existen ¢; y g2 tales que
rad(q1) = rad(qz) = p entonces sea ¢ = q1 N g2 el cual es p — primario por el
Lema [Tl Asi I = ¢ N (N}_3q;). Y de esta forma podemos obtener que los rad(q;)
sean todos distintos.

2) Si en la descomposicién primaria de I existe g; tal que N;xq; € ¢; para algin i
entonces podemos quitar a ¢; de la descomposicién primaria de I y se obtiene que
Nj£iq; € ¢; para todo i.
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Ejemplo 1.2.
Para I = (222, 23y%, y2?) y J = (252, 2%y*, 2y") se tiene que

I=(y,2)N(z,y*)N(y,22) N (z,23) N (2%, 2?) y J = (25, y*) N (25, y")

Teorema 1.1.

Sea I = NI'1q; una descomposicion primaria irredundante de I. Sea p; = rad(q;) para
1 < ¢ < n. Entonces los p; son precisamente los ideales primos que aparecen en el
conjunto de ideales rad(I : x) para todo x € R y por lo tanto son independientes de
la descomposicion particular de I.

Demostracién. Ver Teorema 4.5 en [1].
Observacion 1.2.

1) La demostracion del Teoremal[l. Tl unida con la segunda parte del Lemal[l.2] muestran
que para cada i existe z; € R tal que (I : x;) es p;-primario.

2) Considerando el anillo cociente R/I, el Teorema [[.1] es equivalente a decir que los p;

son precisamente los ideales primos que se presentan como radicales de anuladores
de elementos de R/I.

Definicion 1.5.
Los ideales primos p; que aparecen en el conjunto de ideales rad([ : z) para todo = € R, se
dice que pertenecen a I o que son asociados de I. El conjunto de todos los ideales asociados
de un ideal se denota por Ass(I). Cuando se trabaje con varios anillos es conveniente
escribir Assg(I).

Proposicion 1.6.
Sea R' = k[za,...,xy] y R = R'[z1] anillos polinomiales sobre un campo k. Si I' es un
ideal R y p € Assr(R/(I', 1)), entonces:

i) p=x1R+p donde p' es un ideal primo de R/, y
i1) p' es un primo asociado de R'/I'
Demostracion.
i) Sea (I';x1) = q¢1 NgaN---Ng, entonces p = rad(g;) para algin iy (I',xz1) C p luego
x1 €pyp=(p,21). Ahora, probemos que p’ es un ideal primo de R’. Como

/

k[xh s 733”]/‘3 = k[xla s 7$n]/(p/7$1) = k[$27 s ,xn]/p
se tiene que p’ es un ideal primo de R’

it) Como p € Assp(R/(I';z1)) entonces existe f € kl[za,...,x,] tal que
p=rad((I',z1) : f). Note que p’ = rad(I’ : f).
Sea M € rad(I' : f) entonces M* € (I' : f) esto es M¥f € I' de ahi que
MF e ((I',z1): f)y M € rad(I : f),asi M € p = (p',x1) y por lo tanto, M € p’. Sea
M € p’ entonces M € p = (p',21), de ahi que M € rad(I : f), luego M* € (I : f),
MPFf eIy setiene que M*f € I'. Asi M* € (I' : ) y por lo tanto, M € rad(I' : f).
De lo cual se tiene que, p’ es un primo asociado de R'/I'. O
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Definicion 1.6.

Los ideales minimales del conjunto {pi,...,p,} que se describe en el Teorema [} se
denominan primos minimales o ideales aislados pertenecientes a I. Los otros se
denominan ideales primos inmersos.

Observacién 1.3.

1) Sea I = (z%,7y) en R = k[z,y]. Entonces, I = p; N p3, donde p; = (z) y
p2 = (x,y). El ideal p% es primario en virtud de la Proposicién Y asi, los
primos son p1, pe. En este ejemplo p; C po; y se tiene rad(I) = py N pe = p1 pero, I
no es un ideal primario. Ademads, observe que ps = (z,y) es inmerso.

2) Un ideal I es primario si y solo si tiene un solo ideal primo asociado.

3) Si I es un ideal descomponible. Entonces cada ideal primo p tal que I C p contiene
un ideal primo minimal perteneciente a I, y asi los ideales primos minimales de [
son precisamente los elementos minimales en el conjunto de todos los ideales primos
que contienen a I.

No es cierto que todas las componentes primarias sean independientes de la
descomposicién. Sin embargo, hay algunas propiedades de unicidad que se menciona en el
segundo teorema de unicidad.

Teorema 1.2.

Sean I = NI'_,q; una descomposicion primaria irredundante de I, y {pi,,...,Pi,} un
conjunto minimal de ideales primos de I. Entonces ¢;;N,--- ,Ng;,, es independiente de la
descomposicion.

Demostracién. Ver Teorema 4.10 en [I].

Corolario 1.1.

Las componentes primarias minimales (es decir las componentes primarias q;
correspondientes a ideales primos minimales p;) estin univocamente determinadas por
1.

Demostracién. Ver Corolario 4.11 en [I].

Ejemplo 1.3.
Sea R = k[z,y] un anillo polinomial sobre un campo k y sea I = (22, zy) un ideal en R.
Luego

I= ()N (z,y)* = (x) N (2%, )

son dos descomposiciones primarias irredundantes.

1.1.2. Condicién de Cadena

Hasta ahora se han considerado siempre anillos conmutativos con identidad
arbitrarios. Para ir mas lejos y obtener teoremas mas fuertes es necesario
imponer algunas condiciones de finitud. La manera ma&s conveniente es en la forma de
condiciones de cadena. Estas se aplican tanto a los anillos como a los médulos. La mayoria
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de los razonamientos son de cardcter totalmente formal, y por esta causa hay simetria
entre las cadenas ascendentes y las descendentes.

Sea ¥ un conjunto parcialmente ordenado por una relaciéon <.

Proposicion 1.7.
Las siguientes condiciones en % son equivalentes:

(1) Cada sucesion creciente x1 < xg < ... en X es estacionaria (es decir, existe un n
tal que xp = Ty = ...).

(i) Cada subconjunto no vacio de ¥ tiene un elemento mazimal.
Demostracién. Ver Proposicién 6.1 en [I]

Definicién 1.7.
En referencia a la Proposicién [ se tiene que:

1) Si ¥ esta ordenado por la relacién C, entonces i) se denomina la condicion de cadena
ascendente (abreviadamente c.c.a.) y ii) la condicién maximal.

2) Si ¥ estd ordenado por D, entonces i) es la condicion de cadena descendente
(abreviadamente c.c.d) e ii) la condicién minimal.

Ejemplo 1.4.
1) Un grupo abeliano finito satisface a la vez c.c.a. y c.c.d. en subgrupos.

2) El anillo Z satisface c.c.a. pero no c.c.d en ideales. Pues si a € Z y a # 0 se tiene
(a) D (a®) D ... D (a") D ... (inclusién en sentido estricto).

3) El anillo k[z] sobre un campo k, satisface c.c.a. pero no c.c.d. en ideales.

4) El anillo de polinomios k[z1,z2,...] con k un campo en un numero infinito de
indeterminadas x, no satisface ninguna condicién de cadena en los ideales: pues
la sucesién (x1) C (x1,x2) C ... es creciente en sentido estricto, y la sucesién

(1) D (z%) D (z3) D ... es decreciente en sentido estricto.

Definiciéon 1.8.
Sea R un anillo arbitrario con unitario. Un ideal primo p # R se dice que tiene altura n
si existe al menos una cadena

ponlC...Cpn_len:p

donde los p; son ideales primos y no existe tal cadena con n+1 ideales. Se denota, la altura
de un ideal primo p por ht(p). Ademds, p, = (0). Si I es un ideal en R entonces ht(I) se
define:

bt(I) = min{bt(p) : I Cpy p € Spec(R)}

donde, Spec(R) denota un conjunto de todos los ideales primos en el anillo R.
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1.1.3. Anillos Noetherianos

Los anillos noetherianos son la clase mas importante de anillos en algebra
conmutativa, debido a su condicién de finitud adecuada para que tengan validez en gran
nimero de teoremas.

Definicion 1.9.
Sea R un anillo, se dice que R es mnoetheriano, si satisface una de las siguientes
condiciones equivalentes:

1. Cada conjunto no vacié de ideales en R tiene un elemento maximal.
2. Cada cadena ascendente de ideales es estacionaria.
La equivalencia de estas condiciones se prueban con la Proposiciéon [LL71

Proposicion 1.8.
R es un anillo noetheriano si y sélo si cada ideal de R es de generacion finita.

Demostracion. Sea J un ideal de R, y sea X el conjunto de todos los ideales
finitamente generados de R. Entonces ¥ es no vacié (puesto que 0 € X) y por tanto
tiene un elemento maximal Jy. Si Jy # J, se considera el ideal Jy + (z) donde = € J,
T € Jy; éste es de generacion finita y contiene Jy en sentido estricto, por tanto se llega a
una contradiccion. Asi, J = Jy y se tiene que J es de generacién finita.

En el otro sentido, sea J; C Jo C ... una cadena ascendente de ideales de R. Entonces,

J = US% Jp es un ideal de R, por tanto es de generacién finita. Y sea z1,...,z,, un
sistema de generadores. Si x; € J,, sea n = max;_,n;; entonces cada x; € J,, por tanto
Jn = Ji para todo k > n asi la cadena es estacionaria. O
Ejemplo 1.5.

1) Cada dominio de ideales principales es noetheriano.
2) Cada campo es un anillo noetheriano; también lo es el anillo Z/(n) con n # 0.

3) El anillo k[x1,z3,...] con k un campo en un nimero infinito de indeterminadas, no
es noetheriano ya que mo cumple la condicién de cadena ascendente para ideales.

4) El anillo k[xq,...,z,] con k un campo es un anillo noetheriano pues se cumple la
condicién de cadena ascendente para ideales.

Los dos teoremas que siguen prueban que cada ideal diferente del generado por la
unidad en el anillo, en un anillo noetheriano tiene descomposicién primaria.

Definicion 1.10.
Un ideal I de R de denomina érreducible si

I=JNN entonces I =J o I = N.

Teorema 1.3.
En un anillo noetheriano R cada ideal es wuna interseccion finita de ideales
wrreducibles.
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Demostracién. Supongase que no lo fuera; entonces el conjunto de los ideales de R para
los cuales el lema, es falso seria no vacio, por tanto tendria un elemento maximal I. Puesto
que [ es reducible, se tendria I = JON donde I C JelI C N. Asi J y N serian interseccion
finita de ideales irreducibles y por tanto también lo seria I, lo que es una contradiccién. g

Teorema 1.4.
En un anillo noetheriano cada ideal irreducible es primario.

Demostracién. Primero suponga que le ideal 0 es irreducible. Entonces sean x,y € R
tales que xzy = 0 con y # 0, y considere la cadena de ideales

Ann(z) C Ann(z?) C -

Como R es noetheriano se tiene que existe algin entero positivo n para el cual
Ann(z") = Ann(z" ) = - ..

Ahora, observe que (z") N (y) = 0; para a € (2") N (y), se tiene que a = ky y asi
ax = kyz = 0. Por otro lado a = bz™ implica que ax = bz"t! = 0 de lo cual se tiene que
b € Ann(2™) = Ann(a™). Luego a = ba"™ = 0 y por tanto se garantiza la afirmacién
hecha.

Como 0 es irreducible y y # 0 se tiene que (™) = (0) y asi 2™ = 0 para algin n, es
decir 0 es un ideal primario.

Para el caso general sea I un ideal irreducible de R y considere el anillo cociente R/I.
Suponga que 0 de R/I es reducible, entonces existen ideales no cero Ji,Jo de R/I tales
que, 0 = J; N Jy. De ahi que I = f~1(J;) N f~1(J2) y por tanto I es reducible. Esto
muestra que si I es irreducible entonces el ideal cero de R/I es irreducible, luego por la
primera parte de la prueba se obtiene que I es primario. O

Corolario 1.2.
En un anillo de polinomios cada ideal tiene una descomposicion primaria.

1.2. Teoria de Grafos e Hipergrafos

En esta seccion se presenta en primer lugar, los conceptos béasicos de la teoria de grafos,
asi como también las definiciones de una variedad de grafos simples. En
segundo lugar se encuentran algunos conceptos de la teoria de hipergrafos, los cuales
son una generalizacién de la teoria de grafos. Ambas subsecciones contienen algunas
propiedades combinatorias de grafos e hipergrafos.

1.2.1. Teoria de Grafos

Definicién 1.11.
Un grafo simple G consiste de un conjunto finito V' de vértices y una colecciéon E de pares
no ordenados de puntos distintos de V. Cada par z = {v;,v;} de E se denomina una arista

de G.
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Si z = {v;,v;} es una arista de G se dice que v; y v; son vértices adyacentes, ademas
es usual decir que la arista z es incidente con el vértice v; o con el vértice v; en tal caso lo
denotamos por v € z. Note que un grafo simple G no tiene ciclos, es decir, pedimos que
v; # v; para toda arista {v;,v;} de E. Cuando trabajamos con varios grafos es conveniente
escribir V(G) y E(G) para denotar el conjunto de vértices y el conjunto de aristas de G
respectivamente.

Ejemplo 1.6.
Considere los grafos

Fuente: de esta investigacion
Observe que G2 es un simple mientras que GG1 no lo es.

Definicién 1.12.
Sean H y G dos grafos, se dice que H es un subgrafo de GsiV(H) C V(G)y E(H) C E(G).

Definicion 1.13.

Sea G un grafo y v un vértice de G, el subgrafo de G obtenido al remover el vértice v de
G, denotado por G\v, es el grafo compuesto por todos los vértices de G distintos de v y
de todas las aristas de G tales que no son incidentes con v.

Ejemplo 1.7.
Considere el grafo G. Entonces G'\v; representa el grafo obtenido al remover de G el vértice
V1.

Fuente: de esta investigacién

Observe que en general G'\v es un subgrafo del grafo G.



1. Fundamentos Teodricos 10

Definicion 1.14.
El grado de un vértice v de V ,denotado por deg(v), se define como el nimero maximo de
aristas incidentes con el vértice v es decir:

deg(v) =|{z € E:v ez}

Un vértice de grado uno se denomina un vértice libre y un vértice de grado cero se dice
es un vértice aislado, si todos los vértices de G son aislados, entonces G se denomina un
grafo discreto.

Definicién 1.15.
Sea. G un grafo con conjunto de vértices V 'y conjunto de aristas E. Un
subconjunto C' de V' es un cubrimiento minimal por vértices para G si:

i) Cada vértice de V' es adyacente con algin vértice de C.
i1) No existe un subconjunto propio de C' con la primera propiedad.

Ademsds, si C' solamente satisface la primera propiedad, entonces C se llama un
cubrimiento por vértices.

Definicién 1.16.
El ndmero de cobertura de G, denotado por ag(G), es el minimo cardinal de cualquier
cubrimiento por vértices, es decir:

ao(G) = min{|C| : C es un cubrimiento por vértices para G}

Ejemplo 1.8.
Considere el grafo

Fuente: de esta investigacion
Entonces de aqui se observa que deg(vy) = 3 y deg(vg) = 0. Es decir, v4 es el vértice de
mayor grado mientras que vg es un vértice aislado.

Por otro lado C; = {v1,vs,v5,v6} vy Co = {v2,v4,v6} son cubrimientos minimales de
G, ademds ap(G) = 3.

Definicién 1.17.
Dos aristas {v,v'} y {w,w'} de G son independientes si {v,v'} N {w,w'} = 0.

Definicion 1.18.
El ndmero de independencia de un grafo G, denotado por 51 (G), es el niimero maximo de
aristas independientes del grafo, es decir

B1(G) = max{|A| : A es un conjunto de aristas independientes}
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Ejemplo 1.9.
Considere el grafo

Fuente: de esta investigacion
De ahi que Ay = {21, 24, 26, 28} ¥ A2 = {21, 23, 28} son conjuntos independientes de aristas,
ademds (1(G) = 4.

Es claro, a partir de las definiciones y [LI8 que para cualquier grafo simple
B1(G) < ap(G).

Definicién 1.19.
Un grafo G es unmized, si todos los cubrimientos minimales por vértices para G tienen la
misma cardinalidad.

Variedades de Grafos

Definicién 1.20.
Sea G un grafo. Un camino de longitud n en G es una secuencia alternante de vértices y
aristas,

w = {U(]avlv U ,'Un_l,’l)n}

donde {v;_1,v;} es una arista de G, para i = 1,--- ,n. Si todos sus vértices son distintos
entonces w se denomina trayectoria (o camino especial).

Ejemplo 1.10.
considere el grafo

Fuente: de esta investigacién
entonces W = {vo, 21,1, 29,02, 23, V3, 24, 1)4} es una trayectoria.

Definicién 1.21.
Sea G un grafo. Se dice que G es conexro si para cada par de vértices v y v/ existe un
camino especial {vg,- - ,v,} tal que v = vy y v = v,.

Ejemplo 1.11.
Considere el grafo
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Fuente: de esta investigacion
el cual no es conexo ya que no existe una trayectoria de vg a vs.

Definicion 1.22.

Un ciclo de longitud n es un camino {vg, - - ,v,} en el cual n > 3y los vértices vy, - -+ , vp—1
son todos distintos y v, = vg, luego un grafo G es aciclico si él no tiene ciclos. Un ciclo es
par (respectivamente impar) si su longitud es par (respectivamente impar). Denotaremos
por C,, el grafo consistente de un ciclo de longitud n.

Ejemplo 1.12.
Considere los siguientes grafos

Fuente: de esta investigacién
Entonces G1 es un grafo con dos ciclos pares, pero, (G; no es un ciclo. Sin embargo, C5 es
un ciclo de longitud 5 (impar) y G2 es aciclico.

Definicion 1.23.

Si G es un grafo conexo y aciclico entonces, G es un drbol.

Una foresta es un grafo cuyas componentes conexas son arboles es decir, una foresta es un
grafo aciclico.

Ejemplo 1.13.
El grafo G es una foresta

Fuente: de esta investigacion
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Definicion 1.24.
Un grafo G es bipartido, si el conjunto de vértices V' se puede particionar en dos conjuntos
V1 y V5 tales que:

(1)) uVa =V.

(i6) VinVa =0,
Proposicion 1.9.
Un grafo G es bipartido si y solo si todos los ciclos de G son pares.
Demostracién. Ver proposicién 6.1.1 en [10].

Ejemplo 1.14.

Sea G un grafo simple, el cual tiene todos sus ciclos pares como se puede
observar en la figura A. Entonces G' es un grafo bipartido con Vi = {vy,v4,v5,07} ¥
Vo = {wg,v3,v6,v8} cuya particién se representacién graficamente en la figura B.

Fuente: de esta investigacién
Teorema 1.5 (Konig).
Si G es un grafo bipartido, entonces $1(G) = ap(Q).
Demostracién. Ver teorema 6.1.7 en [10].
Siw = {vg, 21,01, ** ,Upn—1, 2n, Up } es un ciclo de longitud n > 3, entonces una arista

z = {v;,vj} con v;,v; € {vg, -+ ,vn} tal que z # z; para todo i = 1,--- ,n se llama una
cuerda del ciclo w.

Definicién 1.25.
Un grafo G se llama cordal si todo ciclo de longitud n > 3 tiene una cuerda.

Ejemplo 1.15.
Considere el grafo
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Fuente: de esta investigacién
G es un grafo cordal ya que esta conformado por tres ciclos de longitudes 4, 5 y 7, donde
cada uno de ellos tiene una cuerda.

Luego, son claras, las siguientes relaciones que se tienen entre algunas nociones definidas
anteriormente
Grafo Cordal <= Arbol = Grafo Bipartido

donde las implicaciones son, en general, en el sentido indicado.

Ejemplo 1.16.
Considere el grafo

Fuente: de esta investigacion
Observe que G es un é&rbol, un grafo cordal y bipartido con V4 = {v,v3} y
V2 = {1)2, 1)4}.

1.2.2. Teoria de Hipergrafos

Definicion 1.26.
Sea V' = {v1,v2,...,v,} un conjunto finito de vértices. Un hipergrafo sobre V es una
familia H = (Fy, F5, ..., F,) de subconjuntos de V' tal que:

1) F; #¢parai=1,2...,7.

cada F; se denomina un borde de H. Si ademads, se tiene la condicién F; C F; implica que
1 = j, entonces H se denomina hipergrafo simple, en este caso a F; se le llama una cara de
H.

Ejemplo 1.17.
Considere el hipergrafo

Fuente: de esta investigacién
observe que H es un hipergrafo simple.
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Si u y v son vértices de un hipergrafo H, entonces se dice que u y v son vértices
adyacentes si existe una cara F' € H tal que v,u € F. Cuando trabajamos con varios
hipergrafos es conveniente escribir V' (H) para denotar el conjunto de vértices H.

Definicién 1.27.
Un subhipergrafo de un hipergrafo simple H = {F},... F,,} es un subconjunto del conjunto
H, es decir, H = {Fj: j € J} donde J = {1,...,m}

Definicion 1.28.

Sea H un hipergrafo simple y v un vértice de H, el subhipergrafo H' de H obtenido al
remover el vértice v de H, denotado por H\v, es el hipergrafo simple compuesto por todos
los vértices de V distintos de v y de todas las caras F' de H tales que v ¢ F.

Definicion 1.29.
Sea v € V. Se define el grado de v, como el cardinal de todas las caras F' € H tales que

v € F, esto es
deg(v) =|{F € H:veF}
donde deg(v) denota el grado de v. Un vértice de grado uno se denomina un vértice libre

y si todos los vértices de una cara F' € H son de grado uno esta cara se denomina cara
aislada.

Ejemplo 1.18.
Considere el hipergrafo H. Luego, H\wvs representa el hipergrafo obtenido al
remover de H el vértice vs.

Fuente: de esta investigacion
Observe que el grado del vértice vs es deg(vs) = 2 y un vértice libre de H es vy.

Definicién 1.30.

Sea H un hipergrafo simple y F' una cara de H, el subhipergrafo H' de H obtenido al
remover la cara F, denotado por H\F es el hipergrafo simple compuesto por todos los
vértices de V menos los vértices libres de F' y de todas la caras de H distintas de F'.

Ejemplo 1.19.
Considere el hipergrafo
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Fuente: de esta investigacién
Luego, H\F; y H\F>, son los hipergrafos que se obtienen al remover las caras F} y Fy de
H respectivamente.

Fuente: de esta investigacién
Observe que en general H\v y H\F son subhipergrafos del hipergrafo H.

Definicién 1.31.
Sea H un hipergrafo simple con conjunto de vértices V' y conjunto de caras {Fi,..., F.}.
Un subconjunto C' de V' es un cubrimiento minimal por vértices para H si:

i) F; N C # @ para todo .
i1) No existe un subconjunto propio de C' con la primera propiedad.

Ademds, si C' solamente satisface la primera propiedad, entonces C se llama un
cubrimiento por vértices.

Definicién 1.32.
El nimero de cobertura por vértices de H, denotado por a(H), es el minimo cardinal de
cualquier cubrimiento por vértices, es decir:

a(H) = min{|C| : C es un cubrimiento por vértices para H}

Ejemplo 1.20.
Considere el hipergrafo

Fuente: de esta investigacién
De ahi que Cy = {vy,v5,v6} y Co = {va,v6} son cubrimientos minimales para H, adema&s
a(H) =2.
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Definicion 1.33.
Un conjunto {Fy,Fs,...,F.} de caras de H se llama un conjunto independiente si
F;NF; = @ para i # j.

Definicion 1.34.
El méximo cardinal posible de un conjunto independiente de caras, denotado por 5(H),
se llama numero de independencia de H esto es:

B(H) = max{|A| : A es un conjunto independiente de caras}

Ejemplo 1.21.
Considere el hipergrafo

Fuente: de esta investigacién
se observa que A; = {F1, Fy} y Ay = {F1, F3, F4} son conjuntos independientes de caras,
ademds S(H) = 3.

Es claro, a partir de las definiciones anteriores que para cualquier hipergrafo simple
B(H) < a(H).

Definicion 1.35.
Un hipergrafo H es unmized si todos los cubrimientos minimales por vértices para H
tienen la misma cardinalidad.

Variedades de Hipergrafos

Definicién 1.36.

Sea H un hipergrafo simple. Una trayectoria o k-trayectoria de H es una secuencia
alternante de vértices distintos y caras vy, F1,v9,...,v%, Fi, vk tal que vy, vip1 € F;
paratodoi=1,...,n.

Definicion 1.37.

Se dice que un hipergrafo simple H = (Fy, Fy,...,F,) es conezro si para cada par i,j
con 1 <17 < j < r, existe una trayectoria vy, Fy,, v, ..., vk, Fy, , vk41 tal que Fy = Fy y
F, = Fj.

Ejemplo 1.22.
Considere el hipergrafo
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Fuente: de esta investigacién
De ahi se observa que el hipergrafo H es conexo, ademas

v, F1, 03, Fy, v, I3, 08, Fa, 11, F5, 01
es una trayectoria de H.

Sean F,G y T caras de un hipergrafo simple H, entonces el simbolo T' <p G
significa que TN F C G N F. Note que la relacion <p definida sobre el hipergrafo simple
T es reflexiva y transitiva.

Definicién 1.38.

Sea H un hipergrafo simple. Una cara F' de H se llama hoja si F' es la tnica cara de H,
o existe una cara G de H\F tal que F’ <p G, donde F’ es una cara de H\F para toda
F' € H\F. El conjunto de todas las caras G, el cual se denota por Uy (F), se llama el

conjunto universal de F en H. Si G € Ug(F) y FNG # (0, entonces G se llama una rama
de F.

Si F' es una hoja de H, entonces F' tiene un vértice libre de H. El siguiente ejemplo
muestra que el reciproco de la expresiéon anterior no se cumple.

Ejemplo 1.23.
Considere el hipergrafo

Fuente: de esta investigacion
Note que F5 tiene dos vértices libres pero no es una hoja de H. Mientras que F} y Fj si
lo son.
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Definicion 1.39.

Sea H un hipergrafo conexo. Se dice que H es un drbol, si todo subhipergrafo no vacio de
H tiene una hoja. Un hipergrafo H con la propiedad que cada subhipergrafo conexo de H
es un arbol se llama una foresta.

Ejemplo 1.24.
Considere el hipergrafo

Fuente: de esta investigacién
Entonces H es una foresta, ya que todo subhipergrafo conexo de H es un arbol, por ejemplo
el subhipergrafo conexo H' = (v5vgvrvs, v709010, Vs¥10v11) €8 un arbol.

El siguiente teorema que se presenta es una extension del teorema de Konig para grafos,
ver teorema [[5] el cual presenta S. Faridi en [3]

Teorema 1.6 (Una generalizacién del teorema de Konig).
Si H es un hipergrafo el cual es un drbol(foresta) y a(H) = r, entonces H tiene r caras
independientes, y por lo tanto

a(H) = B(H).
Demostracién. Ver, Teorema 5.3 en [4].

Definicién 1.40.
Un hipergrafo H' es una suspension de un hipergrafo H = (Gq,...,Gs) con las caras
Fl,...,Fr, si

H = (F,...,F.)U(Gy,...,Gs)
con las siguientes propiedades:
(i) V(H) S V(F1)U---UV(F)
(i1) Fi,...,F, son todas las hojas de H’
(1ii) {G1,...,Gs}N{F,....,F,} =0
(iv) Parai # j, FNF; =0
)

(v) Si G; es una rama de H', entonces H'\G; es igualmente de suspension.

Ejemplo 1.25.
Considere el hipergrafo
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Fuente: de esta investigacion
Luego, una suspension del hipergrafo H es:

Fuente: de esta investigacién

Observe que si H es un hipergrafo el cual consiste de solamente de una cara o de varias
caras disjuntas por pares, entonces H es necesariamente de suspensién, el cual puede ser
considerado como la suspensién del hipergrafo H = (). Por otro lado es claro, a partir de
la definicién de suspension, que la unién de dos o més hipergrafos de suspensién es de
suspension.

Definicién 1.41.
Una cara I’ de un hipergrafo H se llama hoja reducible, si para toda cara G,G’ € H se
tiene:

G<pG oG <pQG.

Proposicion 1.10.
Un hipergrafo H es de suspension si y solo si

(1) Para cada vértice v de H, existe una unica hoja F' tal que v € F.
(2) Todas las hojas de H son reducibles.

Demostracién. Ver lema 6.8 en [7].



Capitulo 2

Algoritmos de Descomposicion
Primaria

En este capitulo se presentan tres métodos de descomposicién primaria de
ideales monomiales a partir de sus generadores minimales; el primero de ellos es un
método recursivo que se fundamenta en el cilculo de nuevos ideales del cual nuestra
referencia es el trabajo de R. Villarreal [10], para el segundo método se hace uso del dual
de Alexander para determinar una descomposicién irredundante en irreducibles del ideal,
y por ultimo se presenta un método grafico para ideales monomiales en dos y tres variables.
Los dos ltimos métodos se fundamentan en los trabajos de E. Miller y B. Sturmfels [7] y
[8] respectivamente.

2.1. Ideal Generado e Ideal Cociente

En ésta seccion se presenta la descomposicion primaria irredundante de un
ideal monomial arbitrario mediante la representacién del ideal como interseccion de dos
nuevos ideales que se generan a partir de éste.

Sea R = k[x] = k[z1,...,2,] un anillo de polinomios sobre un campo k. Para hacer
una notacién més simple se denota, &* = z{'...z2" para a = (aq,...,0,) € N". En
adelante R denotard el anillo polinomial k[z1,...,x,].

Definicion 2.1.

Un ideal I de R se denomina un ideal monomial si existe A C N tal que I es generado
por {z*|a € A}. Si I es un ideal monomial, el anillo cociente R/I se denomina anillo
monomial.

Note que cada ideal monomial de R es de generacién finita debido a que R es
noetheriano. Ademas, dos conjuntos minimales de generadores de un ideal monomial [
tienen igual nimero de monomios.

En efecto, suponga que I = (z*,...,2%) = (:1351, e :I:BS). Entonces para cada x™

existe 2% tal que % | 2 de donde se obtiene que r < s. De forma similar se prueba que
s<r.

21
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Definicion 2.2.

Sean R = k[z1,22,...,x,] un anillo polinomial en n variables sobre un campo ky M, N
y T monomios en R. Se dice que T es el minimo comin maultiplo de M y N que se denota
mem(M,N) =T, siy sélo si T cumple las siguientes condiciones:

i) M|TyN|T
i1.) Si existe un monomio S € R tal que M | Sy N | S entonces T' | S.

La siguiente proposicién es una caracterizacion para la interseccion de ideales
monomiales.

Proposicion 2.1.
Sean R = klz1,...,x,] un anillo polinomial sobre un campo k, I = (Mi,...,My) y
J = (Ny,...,N,) ideales monomiales. Entonces,

INJ=(mij: conl1<i<qyl<j<r)
donde, m;; = mem(M;, Mj).

Demostracién. Sea M € I N J entonces, existen M; € I y Nj € Jconl1l <1< qy
1 < j <rtales que M; | M y N; | M, luego por la Definicién 2.2l se tiene que m;; | M, es
decir, M € (m;j: con1<i<qyl<j<r).

En el otro sentido, sea T' € (m;; : con1 <i < gy 1l < j <r)entonces, T = Nmy;
para algin 1 <7 < ¢ y algin 1 < j <r, dado que m;; € I,J se llega a que Nm;; € I, J,
esdecir T'e INJ. 0

Definicion 2.3.
Un ideal de caras es un ideal primo p de R generado por un subconjunto del conjunto de
variables, es decir, p = (z;,,...,2;, ) para algunas variables z; i

Proposiciéon 2.2.
Sea I es un ideal monomial en R entonces cada primo asociado de I es un ideal de caras.

Demostracién. Suponga que para todo ideal definido en un nimero de variables inferior
a n la afirmacién se satisface. Sean m = (x1,...,2,) y p un primo asociado de I. Si
rad(I) = m entonces por la Proposicién [[L3] I es primario y asi p = m. Ahora, suponga
que rad(I) # m entonces si perdida de generalidad se puede suponer que 1 ¢ rad(l) y
considere la cadena ascendente de ideales

Iy=1y ILt1=(,:21),n>0.

Dado que R es noetheriano, la cadena anterior es estacionaria, es decir existe
k € N para el cual I,, = I para todo n > k. En particular para n = k + 1 se tiene
(I : x1) = I;. Considere los dos siguientes casos:

1.) p un primo asociado de (I, z1) para algin n.

2.) p no es un primo asociado de (I, 1) para todo n.
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Para el primer caso, observe que (I, 21) = (I}, 1) donde I}, es un ideal en el anillo
R = k[zg,...,z,] y p = (p/,21) donde, por la Proposicién p’ es un primo asociado
para I/. Lugo por la hipétesis de induccion se tiene que p’ es un ideal de caras y por lo
tanto p es un ideal de caras.

En el segundo caso, para cada ideal I,, definimos los homomorfismos
x1:R/(I, :x1) — R/I, i:R/I, — R/(I,x1)

donde el primero de ellos es la multiplicaciéon por x1 y el segundo es la inclusién. Del modo

como se han definido estos homomorfismos se tiene que 1 es inyectivo, i es sobreyectivo
y Ker(i) = Im(z1).

De lo anterior se tiene que la secuencia
0— R/(In: 21) % R/I, — R/(I,,21) — 0

es exacta corta.

Ahora, aplicando el Lema 1.1.16 de [I0] se tiene que si p € Ass(l,) entonces
p € Ass(l, : x1) U Ass(I,,x1) para todo n, pero por hipétesis p ¢ Ass([,,x1) para
todo n, asi p es un primo asociado de (I,, : 1) para todo n. Ya que z; es regular en
R/I}, se tiene que I es un ideal generado minimalmente por monomios en las variables
Zo,..., Ty, entonces por induccién p es un ideal de caras. O

Definicién 2.4.
Un monomio f en R se denomina libre de cuadrados si

=i,
para algunos 1 <4y < -+ <4, < n.

Corolario 2.1.
Si I es un ideal de R generado por monomios libres de cuadrados y pi,...,ps son los
primos asociados de I, entonces

I=piN-Np,

Demostracién. Primero observe que J = rad(I) donde J = (\;_; pi, asi J es un ideal
monomial por la Proposicién 211 Como I esta contenido en cada uno de sus primos aso-
ciados entonces I C J.

Sea f = x?ll x?r’ con a; > 0 para todo i, un generador minimal de J = rad(I) para
alguna iy < --- < i,. Ahora, como f € rad(I) entonces f* € I para algin k > 1, y usando
el hecho que I es generado por monomios libres de cuadrados se tiene que z;, ---x;, € [

y por lo tanto f € I. O

Definicion 2.5.
El soporte de un monomio x* = z{* --- % en R se denota por Supp(z®) y se define como

Supp(x?®) = {z; : a; > 0}

El soporte de un ideal monomial I en R se denota por Supp(I) y se define como la
unién de los soportes de los generadores minimales.
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Proposicion 2.3.
Sea q un ideal monomial de R = k[x1,...,x,]. Entonces q es un ideal primario si y sdlo
si, después de la permutacion de las variables, q tiene la forma:

= (a, ... 20 2 )
donde a; > 1y szlSupp(mbj) cAz,..., 2}

Demostracién. Sea ¢ = (2°,...,2%) un ideal primario y suponga que
Supp(q) C {x1,...,x,}. Entonces ¢ tiene solamente un primo asociado el cual por la
Proposicién 22 es p = (z1,...,x,). La igualdad rad(q) = p = (x1,...,x,) implica que
z{" € g paratodoi=1,...,r donde a; > 1y asi 2" es un generador de ¢. Por tanto ¢ es
generado por un conjunto de la forma

{a§r, . af 2P 2P

donde szlSupp(:EbJ) CA{xy,... 2}

En el otro sentido, como ¢ C (q¢ : f) para cualquier f € R se obtiene que
rad(q) C rad(q : f) y asi
(x1,...,2y) Crad(q: f).

Ahora, suponga que f ¢ ¢y M € rad(q : f), entonces M*f € ¢ lo cual implica que existe
x; | M para algun ¢ = 1,...,r y por lo tanto M € (x1,...,2,). En el caso que f € ¢ se
tiene que ¢ = (¢ : f) por lo tanto (z1,...,x,) = rad(q : f). De esto se tiene que (x1,...,x;)
es el unico primo asociado de g. Por lo tanto ¢ es primario. 0

Corolario 2.2.
Sip es un ideal de caras, entonces p™ es un ideal primario para todo n.

Demostracién. Por la prueba anterior rad(p™ : f) = p para todo n y cualquier f € R de
ahi que p™ tiene un Unico primo asociado y por tanto p” es primario. O

Aunque se conoce que I tiene una descomposicién primaria por ser R noetheriano,
la prueba de la siguiente proposiciéon se presenta ya que ésta induce un algoritmo de
descomposicién primaria.

Proposicion 2.4.
Si I es un ideal monomial de R = k[xy,...,x,], entonces I tiene una descomposicion
primaria irredundante I = g1 N---Ngq,, donde q; es un ideal monomial primario para todo

i yrad(q;) # rad(q;) sii# j.

Demostracién. Sea I = (f1,...,f;) un ideal monomial. Procediendo por induccién
sobre el niimero de variables que estédn en el Supp(I), se tiene que si Supp(l) = {x;} con
1 < i < n entonces el ideal monomial es primario ya que sera generado por una
variable elevada a una potencia. Ahora, suponga que se cumple para todo ideal monomial
generado por menos de n variables y se prueba que se cumple para todo ideal generado
por n variables. Suponga que existe x; € Supp(I), con 1 < i < n tal que :L'f ¢ I para
todo k € Z*, porque en caso contrario, I es un ideal primario y no se requiere probar nada.
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Sin perdida de generalidad suponga que :EI; ¢ I para todo k € Z7, luego
ordenando los f; se puede encontrar los enteros 0 < a; < --- < ag4, con a; > 1, donde f; es

divisible por z% pero no por una potencia mayor de x,. Note que
I=za)N(I:zy).

Como I C (I,zp?) el C (I :xp?) se tiene que I C (1,2 )N (I : z3?). En el otro sentido sea
M € (I,zn") N (I : z3?) entonces M se puede expresar como M = 2 M’ donde x,, { M’
Si a < a, entonces M € I ya que M € (I,z?). Ahora si a > a, entonces M’ € (I : zp') y
asi M" = M'zy* € I pero como M" | M se obtiene que M € I.

. . Qa, .
Note que aplicando el argumento anterior para (I,z,") tomando cualquier

. . . . ., a, .
variable distinta de z,, y usando induccién sobre (I : zp?) que es generado por monomios
que tienen menos de n variables; de forma recursiva se obtiene una

descomposicién de I en ideales monomiales primarios ¢; N --- N ¢, de la cual es
posible obtener una descomposicién irredundante siguiendo el procedimiento que se expone
en la Observacion [I11 O

Para ideales monomiales una descomposicién primaria irredundante no es uinica, lo que
es Unico es el numero de términos en tal descomposicion y también las
componentes primarias que corresponden a primos minimales.

Ejemplo 2.1.
Si I = (22, 7172) C k[x1,22], entonces I = (z1) N (22, 2172, 23) = (71) N (22, 22) son dos
descomposiciones primarias minimales de 1.

El célculo de una descomposicién primaria de un ideal monomial puede ser llevada
a cabo por sucesiva eliminacién de las variables, observe ademds que es posible tomar
la mayor potencia de cualquiera de las variables del ideal para realizar el calculo de la
descomposicién, como se describe en la prueba de la Proposicién 2.4l En el siguiente
ejemplo se ilustra este procedimiento con un ideal especifico.

Ejemplo 2.2.
Sean R = k[w1, 72, 73] y I = (2972, 2323, 7323) entonces,

Por lo tanto, I = (z3,23) N (23, 22) N (23, 23, 2323).

Con base en la prueba de la Proposicion 2.4 se desarrolld un algoritmo de
descomposicién primaria que se implementé en el programa computacional MuPAD Pro.
4.0 con el cual se elaboraron los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3.
P I = 2 .2 3.2 3 .
ara I = (x1x9x3, x{23, £725) se tiene:

I = (z1) N (z3,23) N (22, 22) N (w2, 3, 23) N (23, 2323, 23)



2. Algoritmos de Descomposicién Primaria 26

Ejemplo 2.4.
Para I = (2}, 2123, 2523) se tiene:
I = (a3, 2) N (a1, ) N (2], 23, ) N (2], w3, o)

Corolario 2.3.
Sea I un ideal en R, entonces I tiene una descomposicion primaria

I'=qgn---Ngnm
tal que q; es generado por potencias de variables para todo i.

Demostraciéon. Sea ¢ un ideal primario entonces por la Proposicién 2.3]

q= (0. b L fs)

donde b; > 0 para todo j y Ui_,Supp(fi) C {x1,...,2r}. Si fi = 22" y g >0
entonces by > ¢; y de la prueba de la Proposicién 24 se tiene que ¢ = (¢ : ') N (¢, z7)
esto es

qg= (xlil,...,wi’r,x;z"'xﬁr,fg,...,fs) ﬂ(x?,x?,...,wlr’r,fg,...,fs)
Aplicando el anterior argumento de forma sucesiva se tiene que g se puede escribir
como interseccion de ideales monomiales primarios tales que para cada uno de ellos los
Unicos generadores minimales que contienen z1 son potencias de x1. Por induccién sobre
el niimero de variables, se tiene que q es la interseccién de ideales generados por potencias
de variables. O

2.2. Generadores Minimales Versus Componentes
Irreducibles

En ésta seccion se presenta la descomposicién minimal de ideales monomiales
como interseccién de ideales monomiales irreducibles a partir del conjunto minimal de
generadores. La herramienta que se utiliza en este proceso es el Dual de Alexander
generalizado.

Proposicion 2.5.
Sea I un ideal monomial en R, entonces I es irreducible si y solo si, después de la
permutacion de la variables, I tiene la forma

I=(af,...,2%)

donde a; > 1 para todo i.

Demostracién. Sea I un ideal irreducible entonces por el Lema [I.4] I es primario y por
el Corolario [2.3] se tiene que
I'=qn---Ng

donde ¢; son generados por potencias de variables para todo ¢. De la Proposicién se
tiene que los ¢; son primarios para todo i, por tanto I = ¢; para alguin 1.
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En el otro sentido si I es reducible, entonces por el Corolario 2.3]
I'=qn---Ng

donde ¢q; # I y ¢; son generados por potencias de algunas de las variables xq,...,z,
para todo i. Sean sz con 1 < j; <ryc < aj un elemento en ¢; que no esta en Iy
f= mcm(:n?i,...,a:;:), note que f =z} ..., o5k , donde e; < ap, y mi,...,my son

distintos, pero es imposible que f € I, por lo tanto I es irreducible. O

Observe que si un ideal es irreducible entonces es primario por lo tanto una
descomposicion  en  irreducibles es una  descomposicion  primaria. Esta
descomposicién se denomina irredundante si ningin elemento de la interseccién puede
ser omitido y los ideales mP!, ... mP" se denominan componentes irreducibles de I

donde m = (z1,...,x,).

Sea b € N”, entonces se denota por mP = (xf‘ by > 1). Asf, m(199) es el ideal (z, 2°)
donde R = k[z,v, 2]. En los ejemplos, se escribe m!%® en lugar de m{:0:5) donde todos los
enteros involucrados tienen justamente un digito.

Definicion 2.6.
Dados dos vectores a,b € N” con b < a (esto es b; < a; parai =1,...,n), a~ b denota
el vector cuya i — ésima componente es:

ai+1—b,-, SleZL
ai\bi: X
0, sib; =0

Si I es un ideal monomial del cual todos sus generadores minimales dividen a x2,
entonces el dual de Alexander de I con respecto a a es:

el = ﬂ{ma\b : 2P es un generador minimal de I}

Note que la igualdad anterior estd bien definida es decir, si
I= (w(lxlv’”ywqofr) = (m'fl,...,wfs)y
entonces 118 = N ma @ = | ma>bi,

aN«

En efecto, sea € € N m ™%y B con 1 < j < s. Entonces para j existe ¢ tal que o;; < 3;.

Como z¢ € m® % existe k, 1 < k < n tal que xzk_o‘i”l | ¢, es decir ¢, > a — i, + 1.
Luego ¢, > ap — aup +1 > ap, — Bjp + 1y asi 2° € m?>5i . Por tanto, ¢ € N m®>%. De

igual forma se prueba la otra contenencia.

El célculo de los siguientes ejemplos se realizé con ayuda de los de los algoritmos
implementados en el programa computacional Mupad Pro 4.0
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Ejemplo 2.5.
Sea a = (4,4,4), entonces

Ejemplo 2.6.
Sean I = (x6y6z,a:5y7z,a:3y3z5,x6z3,a:4z5,a:6y4z2,y4z4) y a=(8,9,7) entonces

rlal — (@3y®, 2%y 420, 13y328, what, 525, 2T)
Bajo la definicién 2.6] se tiene que si b < a en N, entonces a \ (a \ b) =b.
En efecto, para ¢ = a ~. b considere los casos:

a) Si b; > 1, entonces ¢ = a; + 1 — b;, pero b; < a; por hipétesis, luego
¢ =a;+1—0b; >0, es decir, ¢; > 1. Asi,

ai\ci:ai—l—l—c,-:ai—kl—(a,-—i—l—b,-):a,-—i—l—a,-—l—i—bi:b,-

b) Sib; =0, entonces ¢; = 0, esto es a; \ ¢; =0 =1b;.

Por lo tanto, en cualquier caso se satisface la afirmacién.

Lema 2.1.
Sea I = (¢ : c € C) y suponga que todos los generadores minimales del ideal I dividen a
. Entonces

A mati—c — I[a] _|_ma+1

ceC
Demostracion. Sea c € C'y considere a ¢; > 1. Entonces a; \ ¢; = a; +1—¢; y por tanto,
x?i\ci c ma—}—l—c‘ Luego, mae C ma+1—c y

B = n maec nmatte (2.1)
ceC ceC

Por otro lado como a+ 1 — ¢ < a+ 1 para todo ¢ € C se tiene que m®+1 C ma+i-c
lo cual implica que

m e chmaH-c (2.2)
Del21ly se obtiene que I8 + ma+1 C mcma_{_]__cl
ce

a+1-c a+1-c

En el otro sentido, para M € N m se tiene que M € m para todo

ceC
c € (. De ahi que para cada ¢ € C existe i tal que z
considere los casos:

a;+1—c;
7

| M. Segiun esto

a) Para todoc € C, ¢; > 1, en tal caso M € m* ¢y asi M € Il
b) Existe ¢ € C tal que ¢; = 0, de ahi que M € ma+1,

Por lo tanto, M € I8 + matl y ﬂcma+1'° C 1l 4 matt O
ce
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Proposicion 2.6.
Suponga que todos los generadores minimales del ideal I dividen a #®. Si b < a, entonces
zb no esta en I si y solo si 220 esta en 11

Demostracion.

Suponga que I = (2 : c € C) y 2° ¢ I. De ahi que b # ¢, para todo ¢ € C, lo cual es
equivalente a decir que para cada c € C existe i tal que b; < ¢; y asi a; — b; > a; — ¢;. Por
lo tanto, para cada ¢ € C existe ¢ tal que a; — b; > a; — ¢; + 1, de lo cual se obtiene que
2P € ma2+1-¢ para todo ¢ € C esto es 2P € Neeem? ¢ y por el Lema 211 tenemos que
a2 ¢ 12, O

Teorema 2.1.
Si todo generador minimal de I divide a @, entonces todo generador minimal de I divide
ad?, y([IPHBE =T

Demostracién. Sean I = (zP!,... 2P") y 2° un generador minimal de I &l Como ¢ por
definicién puede ser expresado como el minimo comun multiplo de algunas potencias de
variables, se tiene que para cada j, 1 < j < n, existe k, 1 < k < g tales que ¢; = aj —by; +1
y asi ¢ < a. Por tanto los generadores de T2 dividen a a?.

Ademsds, sean V = [0,a] el conjunto de vectores en N” menores que a, el cual es
parcialmente ordenado y V' es el conjunto parcialmente ordenado de todos los vectores en
V' cuyos monomios asociados estdn en I. Entonces por la Proposicion tenemos que a
partir V' . V' se obtiene un conjunto de vectores parcialmente ordenado cuyos monomios
asociados estdn en I pero con el orden inverso bajo la operacién b — a-b. Sea V"
el conjunto parcialmente ordenado de todos los vectores en V' cuyos monomios asociados
estédn en I@ entonces de V. V” se obtiene un conjunto de vectores parcialmente ordenado
cuyos monomios asociados estan en I, pero con el orden inverso bajo la operaciéon a-b — b.
De ahi que, para b < a se tiene que P € I si y sélo si 2P € (I[a])[a]. 0

Proposiciéon 2.7.
Si todos los generadores minimales de I dividen a x®, entonces

(ma—i-l . I) — I[a} +ma+1

Demostracién. Suponga que [ es generado minimalmente por ¢ monomios. Sea
¢ € (ma+t! : I). Entonces 2°I C m2+! o lo que es equivalente 2z € m@t! para
todo i, 1 <14 < q. Luego para cada ¢, 1 < i < g, existe j tal que x;ﬁ | 2¢tPi de donde

se obtiene que a; + 1 < ¢; + b;;. Considere los siguientes casos:

axb

a) Para todo 4, b;; > 1 entonces ¢; > aj — b;; + 1 y asi ° € m® P para todo i, es decir,

ac e 1,
b) Existe i para el cual b;; = 0 entonces ¢; > a; + 1y asi 2° € ma+tl,
Por lo tanto (ma+1: J) C [l 4 ma+1,

En el otro sentido, sea 2 un generador minimal de [ [l Entonces 2 € m®>Pi para

todo 7, 1 < i < g, es decir que para cada i, 1 <1 < g, existe j tal que aj — bj; + 1 < ¢5.
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Luego, a; +1 < ¢; + b;; y asi x;jﬂ | actbi
cual implica que ¢ € (m2+! : I) o equivalentemente I8 C (m2+1 : I). Por otro lado,

m2+1 C (m2t1: 1), de donde se tiene I® + ma+t C (ma+1: 1) 0

. Por lo tanto 2°tP: € m2+1 para todo i, lo

Proposicion 2.8.
Si todos los generadores minimales de I dividen a a®, entonces 11 es el iinico ideal con
generadores que dividen a x® que satisface

(ma-i-l . I) — I[a} _‘_ma—i-l'

Demostracion. Suponga que existe un ideal J cuyos generadores minimales
dividen a x* y tal que
(m?T1. 1) = J+matt (2.3)

Sea ¢ € J con ¢ ¢ m®t1. Luego por la Proposicién 271 2°xP € m®+! para todo i,

1 <i < q. De ahi que para cada i existe j, 1 < j < n tal que a; +1 < ¢; + b;; con b;; # 0,
lo cual implica que ¢; > a; —b;; + 1y asi 2° € m®>Pi para todo i y se tiene que a° € Il

Por otro lado, si ° es un generador minimal de 1 [a] entonces, por la Proposicién 2.7
x° € (m®T! : ) y por la igualdad B3] ¢ € J +m2t1 pero dado que z¢ ¢ m@*! por ser
un generador minimal de [ [a] se obtiene que a¢ € J. Por lo tanto I = J. O

Lema 2.2.
Suponga que b=<a y c < a en N*. Entonces, 2*>° divide a 2°>¢ si y solo si m® C m¢.

Demostracién. Observe que m? C m® si y sélosib; > ¢, >16b; =c; =0. Pero esto
altimo ocurre si y sélo si a; — b; < a; —¢; 6 b; = ¢; = 0. De ahi que, a; \ b; < a; \ ¢; para
todo i. Por lo tanto 2 P divide a a®>¢. 0

Teorema 2.2.
Asuma que todos los gemeradores minimales de I dividen a @@, entonces I tiene una
descomposicion irredundante en irreducibles y esta dada por:

I =n{m®°: 2bes un generador minimal de 11}

FEquivalentemente, el dual de Alexander de I esta dado por los generadores minimales
como:
113 = (2#>¢: m®es una componente irreducible de I ).

Demostracién. Por hipotesis, todos los generadores minimales de [ dividen a x?,
entonces por el Teorema 21 todos los generadores minimales de I'? dividen a 2? y
(rlehal = . Luego por la Definicién I8}, se tiene que

I =n{m®P : 2Pes un generador minimal de 71}

Sean m*>P1 y m2>P2 componentes irreducibles de I y suponga que m2>P1 C ma b2

entonces 2> P1) | ga~(@sb2) v dado que a \ (a ~ b) = b se tiene que z”* | 2, lo
cual contradice que P! y 2P2 son generadores minimales de I8 Asf la descomposicién es
irredundante.
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Sea Neeem® una descomposicién irredundante en irreducibles de I y sea a € N"
tal que ¢ < a para todo ¢ € C. Como los ideales del conjunto {m® : ¢ € C} son
incomparables por pares por la irredundancia de la descomposiciéon se tiene entonces,
por el Lema que el conjunto {#*>¢ : ¢ € C} genera minimalmente un ideal J
de ahi que J@ = I por la Definicién 2.6, de lo cual se tiene que J = I por el
Teorema 21l De donde se tiene que C' = {c : 2* ¢ es un generador minimal de T2},
pero si b =a\ c entonces axb=a~x (axc)=c asi

C ={a~b : z° es un generador minimal de 11/},

Por lo tanto, la descomposicién es tunica, y en particular, es independiente de la
eleccion de a. 0

Los célculos de los ejemplos que se presentan a continuacién fueron realizados en con el
algoritmo  Descomposicién  Primaria  Dual implementado en el programa
computacional MuPAD Pro 4.0.

Ejemplo 2.7.

Para I = (2%, 2222

coty3 a3yP yt 23 Y22t my2) se tiene:
I=(2%y,2°)N(y,2%) N, 2) N (' y°,2) N (2%, 2) N (2, 2°) N (2,8, 2%) N (2,97, 20).

Ejemplo 2.8.

Para I = (yz?%, 2?

z, 23y?) se tiene:
I=(2?,y)N (22, 2%) N (23, 2) N (4% 2).

Ejemplo 2.9.

Para I = (222, 23y, 2y?) se tiene:

I=(*y")n@%y% 2" N () Ny, 2*).

2.3. Meétodo Grafico

En esta seccibn se presenta un método grafico para determinar una
descomposicién en irreducibles para ideales monomiales en dos y tres variables, para el caso
en dos variables se hace para un ideal monomial arbitrario mediante la
construcciéon del diagrama escalera, mientras que para el caso en tres variables solo se
presenta para ideales artinianos para los cuales ademés del uso del diagrama escalera es
necesario recurrir a un grafo asociado del ideal.

2.3.1. Caso en Dos Variables

Todos los ideales que van a considerar en esta subseccién son ideales sobre el anillo
R = k[x1, 23] con k un campo.

Si I es un ideal monomial generado minimalmente por los monomios M1, M, ..., M,

entonces, dichos monomios pueden ser reordenados de tal forma que
_ (01,01 a2 b2 a
I = (z{xy, a{a?, ..., x{"zy)

donde a; > a9 > - >a, y by <by <---<b,.
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Proposicion 2.9.
Sea I = (a:cl”a;gl,x‘f?azg%...,x‘f*xg*) donde ay > as > -+ > a y by < by < -+ < by.
Entonces, una descomposicion en irreducibles de I estd dada por

I=(a5")N(af",2?) N (292, 25) N 0 (2177 23) N (2f7)

donde la primera o la ltima componente puede ser removida si a,. = 0 o by = 0.

Demostracion. Sea x’flxgl € I un generador minimal y sea

J = (a3) 0@ a?) 0 (@2, a5 N0 @y zy) N (@),

Entonces, para 0 < k < r se tiene que a; > ar 6 a; < ag. Del primer caso se
obtiegle que x‘l”“ | x‘flxgl y del segundo casob a; < apy1 lo cual implica que by < b; ¥
asi 2, | 2fizhi. Por tanto 2%zb € (z$*,x551). Por otro lado del hecho que a, < a; y

. Iy , .y .
b1 < b; se obtiene que x}" | :L"Cl”:nzl y asi :L'gl | x‘fle con lo cual se obtiene que I C J.

Por otro lado si z¢x} es un generador de J, entonces x¢z} es el minimo comin
miltiplo de generadores de componentes irreducibles de J y asf a = a; y b = b, para

algunos j y k con 1 < j, k < r. Ahora, observe que si j = k entonces x‘fxg es un generador

.. .. i b, ; . .
minimal de I, pero si j < k entonces, a:clLJa:QJ | a:cfja:gk y el caso j > k no es posible por
la forma de las componentes irreducibles. Por lo anterior, ¢4 € I y tenemos que J C I. o

Observe que la descomposicién en irreducibles de I dada en la Proposicién 2.9] la
primera y la tUltima componente son redundantes en la descomposicién cuando by # 0 o
ar # 0 ya que son generadas por las menores potencias de x1 y xo respectivamente. Asfi,
una descomposicién irredundante en irreducibles de I es:

Gr—1

b K T
= (2! ay) N (2, 2y) N0 () ay)

en caso contrario la descomposicién ya es irredundante. Ademds, note que si

i b @i+l b
Mi(i+1) = m.c.m(m‘f’a:g’,x[f Tz, ™) entonces
b degz, mi(; degaooMi(; .
(2§t gt = (g D e, 2Oy para todo 1 < i < — 1 (2.4)

Asi,

r—1 d d

o €9x1 Mi(i+1) €9z Mi(i41)
I = m(xl » Lo ).
i=1

El diagrama escalera de un ideal monomial en k[x1,x2] es el conjunto de puntos

(¢,d) € R? para el cual existe un monomio x‘fxg e I tal que a < cy b < d. Suponga que
cada punto en el plano con coordenadas (a;,b;) representa el generador minimal x‘fi,xgi

para todo i. Entonces por la igualdad 24] el punto con coordenadas (a;,b;1+1) representa

. . degae, Mi(it1 degromi(it1
la componente irreducible (2] 1Y gy D)),
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Fuente: de esta investigacién

Note que en el diagrama los puntos oscuros corresponden a los generadores
minimales del ideal, los puntos blancos representan las componentes irreducibles de la
descomposicién del ideal y las flechas indican la direccion en que se extiende el
diagrama de forma indefinida.

Ejemplo 2.10.
Para I = (2923, 2123, 2128) v J = (21, 2323, 2127, 28) se tiene que I = (21,28) N (28, 23)

ydJ = (x17$§23) N (l‘i{’,l‘;) N (:Ezllv:E%)

Fuente: de esta investigacién

2.3.2. Caso en Tres Variables

Sea I = (M, M>,..., M,)un ideal monomial, definimos m;; = mem(M;, M;) coni < j
y 1 <14, <r.Sea, G el grafo con conjunto de vértices V. = {My, My, ..., M, } y m;j es una
arista de Gy si no es un miltiplo de M, para  cualquier
ke {1,2...,7} \ {i,j}. Ahora, definamos m;j;, = mem(M;, Mj, My) con i < j < k
y 1 < i,k < rysea T; el conjunto de tripletas {M;, M;, M}} las cuales forman el
tridangulo {M;, M;}, {M;, My}, {M;, My} € Gr y que no consiste completamente de las
potencias de las variables x{, xgj y x5k
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Definicion 2.7.
Un ideal monomial en el anillo R = k[zy,...,2,] es artiniano si tiene entre sus
generadores minimales elementos de la forma :Ej” con a; > 0 para todo 1 <i < n.

Teorema 2.3.
Sea I un ideal artiniano en el anillo R = klxy,x2,x3]. Entonces la descomposicion en
wrreducibles de I es igual a
degoymijr  degumomijr  degogMmijp
I= ﬂ (g » Lo L3 )

{iijk}eTI
Demostracién. Ver Teorema 8.1 en [3]

El diagrama escalera de un ideal monomial en k[x1, 9, 23] es el conjunto de vectores
Rg l 1 . . Uzl UIQ UIS I 1 <
(Vgy» Ugg, Ugg) € para el cual existe un monomio z; 'z, ?z3® € I tal que u,, < v,
para todo ¢ € {1,2,3}.

A partir de lo mencionado anteriormente, el procedimiento para determinar una
descomposicién en irreducibles de un ideal monomial artiniano en tres variables de forma
grafica es:

1) Elaborar el diagrama escalera del ideal.

2) Determinar el grafo G asociado.

3) Calcular el conjunto T7.

4) Determinar las componentes irreducibles del ideal.

Los diagramas escalera que se presentan a continuacién fueron elaborados con la ayuda
del programa computacional Xfig, y el calculo de las aristas del grafo Gy, el conjunto 17 y
las respectivas componentes irreducibles fueron realizados con la ayuda de los algoritmos
Aristas del Grafo G y Regiones Tridangulos del Grafo G; implementados en el programa
computacional MuPAD Pro 4.0.
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Ejemplo 2.11.
Para I = (21,73, 75, 232323, 1120323, 232973 se tiene que

I= (1,4117 1‘%, ‘T3)m(x‘117 L2, xg)m(wi x%? x%)ﬁ(ml, x%? wé)ﬂ(zi’, 1‘%, ‘T;‘Z))m(x% 1‘%, x%)ﬂ(m‘z’, LE%, xg)

Fuente: de esta investigacién
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Ejemplo 2.12.
Para I = (23,23, 23, 123, 2323, 2323, 2323, 2323) se tiene que

I= (xix%?w%) N (xixg?xg) N (1‘%,1‘%,1‘2) N (

Fuente: de esta investigacion

4 .3 .2
X1,T9, T3

)



Capitulo 3

Polarizaciéon y Descomposicion
Primaria

En este capitulo se presentan algunas conecciones entre las propiedades
combinatorias de los grafos e hipergrafos y el dlgebra conmutativa mediante los
cubrimientos minimales por vértices con el fin de determinar la descomposicién prima
de un ideal monomial a partir de su polarizado y de la asociacién de un hipergrafo a éste
ideal monomial libre de cuadrados.

A lo largo de este capitulo R denotara el anillo polinomial k[z1,zs,...,2,] con k un
campo y los ideales que se consideren sobre este anillo seran monomiales.

3.1. Polarizacion

En ésta seccion se presentan la definicién de polarizacién y algunas de sus
propiedades, también algunos de los resultados relacionados con la descomposicion
primaria de ideales monomiales libres de cuadrados, asi como la relaciéon existente
entre los cubrimientos minimales del hipergrafo simple asociado a un ideal monomial libre
de cuadrados y sus cubrimientos minimales que expone S. Faridi en [4] y [5].

Definicion 3.1.

Sea M = z{*z5?--- 2% es un monomio en R, entonces, se define la polarizacidn de M

como el monomio libre de cuadrados
P(M) =211212 T1,0, %21 L2050 Tl Lram
en el anillo polinomial S = kfz; ;|1 <i<n,1 <j <a.

Si I es un ideal de R generado por los monomios M;j, Ms,...,M,, entonces, la
polarizacion de I se define como:

P(I) = (P(My),P(Ma),...,P(M,))

el cual es un ideal monomial libre de cuadrados en el anillo de polinomios S.

37



3. Polarizacién y Descomposicion Primaria 38

Note que identificando cada x; con z;1, se puede considerar a S como una
extension polinomial de R. Las variables de S siempre dependen del ideal a polarizar.
Por lo tanto, siempre estamos interesados en las polarizaciones de un numero finito de
monomios e ideales. En los ejemplos, se escribe z;; en lugar de z; ; donde todos los enteros
involucrados tienen justamente un digito.

Ejemplo 3.1.
Sea J = (23,7179, 23) un ideal en R = k[z1, 3] entonces,

P(J) = (11212, L1121, 21222, T23)
es la polarizacién de J en el anillo de polinomios S = k[x11, X12, T21, T22, T3]

Sean M y N dos monomios en R tales que Supp(M) N Supp(N) = ¢ entonces de la
definiciéon [B.1] puede deducirse que

P(M -N)=P(M)-P(N)
Sea a,b,c y d € N". Entonces mem(x?, xb) = x° si y solo si
i)azcyb=c
i1) sia=<dyb =dentonces ¢ <d

Proposicion 3.1.
Sean M y N dos monomios en R, entonces:

mem(P(M),P(N)) = P(mem(M, N))
Demostraciéon. Supdéngase que

M:xlilang"'fo” y N=az(23 -z

Cn
n

entonces la polarizacién de M y N son:

P(M) — :1:171 P :I:Lbl P ZL'n,l e :L'n,bn P(N) — :1:171 P 3:1701 e ZL'n,l e :L'n,cn'
Si d; = max (b, ¢;) para todo i, con 1 <14 < n se tiene que mem (M, N) = :Eclll coogdn y

mem(P(M),P(N)) =x11- Z1d, - Tnl " Tnd,
Ademas dado que
P(mem(M,N)) =211 T1dy = Tl Tnydy

se llega a, mem(P(M), P(N)) = P(mem(M, N)) 0
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Proposicién 3.2. (S.Faridi [5])
Sean I y J dos ideales monomiales en R. Entonces

1) PUL+J)=PU)+PJ)

2.) Para dos monomios M y N en R, M | N si y sélo si P(M) | P(N).

)
3.) PUNJ)=PI)NPJ)
4)

Sip = (xiy,..., i) es un primo (minimal) que contiene a I entonces P(p) es un
primo (minimal) que contiene a P(I)

5) 8 v = (Tiyers---sTire,) €S un primo que contiene a P(I), entonces
p = (ziy,...,xi,) es un primo que contiene a I. Ademds, si p' tiene altura
minimal (entre todos los primos que contienen a P(I)), entonces p también tiene
altura minimal (entre todos los primos que contienen a I)

6.) La altura de I es igual a la altura de P(I)
Demostracién.

1.) Sea M’ un un generador minimal en P(I + J). Entonces existe M € I + J tal que
M' ="P(M).Si M € I setiene que P(M) € P(I) ysi M € J entonces P(M) € P(J).
Asi, M' € P(I) + P(J).

En el otro sentido, sea M’ un generador minimal en P(I) + P(J). Entonces
M € PI) o M' € P(J). Si M'" € P(I) entonces existe M € I tal que
P(M) = M', y si M' € P(J) entonces existe M € J tal que P(M) = M'. En
cualquiera de los dos casos se tiene que existe M € I + J tal que P(M) = M’. Por
lo tanto M’ € P(I + J).

2.) Supdngase que
M=abghz...abr y N=2822...2

Cn
n

entonces
P(M):;Ull...xlbl...xnl...$nb7l y P(N):xll...$lcl...xn1...$ncn

Luego, M | N siy solo si b; < ¢; para todo i. Esto iltimo es equivalente a decir que
Supp(P(M)) C Supp(P(N)) y a su vez equivale a P(M) | P(N).

3.) Sean I = (My,...,M,) y J = (N1,...,Ns) ideales monomiales. Si U = :Elil"'a:fgl
es un monomio en I N J entonces P(U) es un monomio en P(I N J) de ahi que,
para algin generador M; de I y N; de J se tiene M; | U y N; | U y por la segunda

propiedad, P(M;) | P(U) y P(N;) | P(U), por tanto P(U) € P(I) NP (J).

Reciprocamente, si U’ es un monomio en P(I)NP(J), entonces para algin generador

M; de I'y N; de J se tiene P(M;) | Uy P(N;) | U’ de donde
mem(P(M;), P(N;)) | U’

Luego, mem(P(M;), P(N;)) = P(mem(M;,N;)) divide a U’ y dado que
P(mem(M;, N;)) € P(INJ), se tiene U' € P(INJ).
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1)

6.)

Sip = (xi,..., 2 ) es un primo minimal que contiene a I = (M, ..., M,), entonces
para cada uno de los z; ; existe un Mr tal que x; : | M7 y no otro generador de p
divide a M7, dado que, si existe otro generador que divida a M entonces p no seria
minimal ya que para

4= (i1, Tij—1, Tij41s- - - Tir)

se satisface que I C ¢ C p. Lo mismo es valido para la polarizacién de los dos
ideales P(p) = (xiy 1, .-+, Zi, ) Yy P(L) = (P(M1),..., P(My)). Asi, P(p) es un primo

minimal que contiene a P(I).

Suponga que p’ = (i, ¢, - -, Ti,e,) €8 un primo que contiene a P(I), entonces, para
todo generador Mr de I, existe x;, ., en p’ tal que x;, .. | P(Mr), pero esto implica
que z;; | M. Por lo tanto, I Cp = (w4,,...,2;,).

Ahora, supéngase que p’ tiene una altura minimal 7 y contiene a P(I) y que existe
un ideal primo ¢ que contiene a I con altura ¢ < r. Esto implica que P(g) es un
ideal primo con altura menor que r y contiene a P([I), lo cual es una contradiccién.

La prueba se deduce de la demostracién del item 5) de esta proposicién.

Ejemplo 3.2.

1.)

Sea R = k[z,y, 2] un anillo de polinomios sobre un campo k y sean I = (22,y),
J = (y3, 2) ideales en R. Ahora,

I+J= (a:2,y,z)

Luego,
P+ J) = (z11712, Y11, 211)
y
P(I) = (zn1z12,y11) v P(J) = (ynyizyis, 211)
De donde
P(I) + P(J) = (z11712, Y11, 211)
Sea R = k[z, y] un anillo de polinomios sobre un campo k y sean M = 2%y y N = zy

tal que N | M entonces
P(N)=znyn y PM)=znri2ynyizys
Asi, P(N) | P(M).
Sea R = k[x,y, z] un anillo de polinomios sobre un campo k y considere los ideales
I=(@"y") y J=(%2%

entonces
P(I) = (xnzi2, yuiyizviz) vy P(J) = (x11212, 211212)
Luego,

INJ=%y%2%) vy PUINJ) = (znzie, yuyieyizzizz) = PUI) NP(J)
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A un hipergrafo H se le asocia un ideal monomial libre de cuadrados I,
denominado el ideal de caras Iy, definido por:

Iy = (zi, @iy - Ty, - {@iy, Tigy - -, T4, } € H).

En forma inversa a cada ideal monomial libre de cuadrados se le asocia el hipergrafo simple
Hp con conjunto de vértices V- = Supp(I) y F = {x;,,i,,..., i, } es una cara de Hy si
Tiy Tiy -+ - T3, €s un generador minimal de 1.

La siguiente proposicién muestra la relacion que existe entre los ideales monomiales
libres de cuadrados y los hipergrafos simples.

Proposicién 3.3. (S.Faridi [})])

Sea H wun hipergrafo simple sobre el conjunto de vértices {x1,xa,...,xn} € Iy su
ideal asociado en R. Entonces un ideal p = (zi,,%iy,...,2;,) de R es un primo
minimal de Ig siy solo si {xiy, iy, ..., Ti,} €s un cubrimiento minimal por vértices para
H.

Demostracién. Sea Iy = (Mj,...,M,). Los primos minimales de Iy son
generados por subconjuntos de {xi,z9,...,z,} por la Proposicién Por la
Definicion [L3T] {z;,, zi,, . .., xi, } es un cubrimiento por vértices para H si y solo si para
cada generador M; de I con 1 < j < q, z;, | M; para algin 1 < ¢t < s. De ahi que,
Iy Cp = (x4,Tiy,...,x;,) siy solo si {x;,Ziy,...,2;,} es un cubrimiento minimal por
vértices para H. 0

La proposicién anterior es una generalizacién de la Proposicién 6.1.16 que
presenta R. Villarreal en [I0] para el caso particular de ideales asociados a grafos. Ademés,
por el Corolario 2.1 y la Proposicién se tiene que para un ideal monomial libre de
cuadrados una descomposicién primaria irredundante esta dada por la interseccién de
todos los cubrimientos minimales de su hipergrafo asociado.

En adelante, si I es un ideal en el anillo R entonces P(I) denotara la polarizacién de
I en el anillo S = k[z; j] como se describe en la Definicién Bl

Proposicién 3.4. (S.Faridi [5])
Sean I un ideal en R y P(I) la polarizacion de I en el anillo S.

1.) SiI=(zf',...,x{") donde los a; son enteros positivos, entonces:
1 ir

P(I) = ﬂ (xiLCl?’”?ximCr)

ISCJ' Saj
1<j<r

2) Si I = (ziy,...,x;,)" donde 1 < i3 < --- <14, < n ym es un entero positivo,
entonces, P(I) tiene descomposicion irredundante en irreducibles dada por
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3.)

P(I) = ﬂ (xi17017“‘ 7':Ui7‘,c7‘)

1<c;<m

> ej<m4r—1
Supongase que I = g1 N -+ N qn es la dnica descomposicion irredundante en
wrreducibles de I, tal que para cada i =1,...,m

al i
qi:(:El 7"'7:17””)
a’

donde, los a; son enteros no negativos, y si a; = 0 asumimos que xj] = 0.

Entonces P(I) tiene la siguiente descomposicion en irreducibles (algunos primos
pueden repetirse).

P(I) = m ﬂ (@1e1s-v Tnyen)

1<is<mg 1<¢; Sa;-
1<j<n

Coi_ : _ _
donde, si a; =0, asumimos que ¢; = xj0 = 0.

Demostracion.

1.)

Sin perdida de generalidad suponga que el ideal I es generado por los monomios
M, = z7',....M, = z%, luego, P(My),...,P(M,) son monomios libres de
cuadrados tales que N/_, Supp(P(M;)) = 0. Entonces, a P(I) se le puede asocia
el hipergrafo simple Hp (1), donde todas las caras de Hp(y) son independientes. Los
cubrimientos minimales de Hp(p) son conjuntos de la forma {z1¢,,..., .} tal que
1<¢ <a;conl<i<r. Porlotanto, la descomposicién primaria de P(I), es la
interseccién de todos los cubrimientos minimales de Hp () por la Proposicion [3.3] es
decir,
P) = ﬂ (@1ers -1 Tre,)

1<¢i<a;
<i<r
Suponga sin perdida de generalidad que I = (x1,...,z,)™ con r < n y m un entero
positivo. Asi, I se puede expresar como el ideal generado por los monomios de la
forma:
M:xlil---:rlr’r tal que 0 < b; <my Xi_b;=m

De ahi que, P(I) es el ideal generado por los monomios libres de cuadrados
L1 X1py Xp1 ey, donde 0 < b; <my Ei_ by =m

Si a P(I) se le asocia el hipergrafo simple Hp(r), entonces la descomposicién en
primos minimales de P(I) viene dada por la intersecciéon de los cubrimientos
minimales de Hp(r) segin la Proposicién [3.31

Dado que Hp(r) tiene r caras independientes entonces un cubrimiento minimal por
vértices debe tener un vértice de cada una de las caras independientes. Suponga que
C' es un cubrimiento minimal por vértices con cardinal 7 +1y x1,¢;, 1. ;€ C. Sea C;
el conjunto de todas las caras cubiertas por x1 ., y Cj el conjunto de todas las caras
cubiertas por z;.; donde estas caras corresponden a los polarizados de monomios
de la forma,
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N =ztay? -zl con 1 <¢; <m
M =a"zy? - a con 1 <c¢; <my

Ahora, si ¢; > ¢; tenemos ¢; < ¢ < nq, luego, C; € C; y C no serfa un
cubrimiento minimal. De igual manera se tiene si ¢; > ¢;. Por lo tanto, todo
cubrimiento minimal por vértices es de la forma (z1,¢,,...,Zrc, ).

Sea C' = {21,¢,,%2,¢,,---,%re.} un cubrimiento minimal por vértices y suponga que
¥i_1¢j > m+r —1, entonces X7_;(c; —1) >m —1 con 0 < ¢; < m. Luego, existe
un monomio M = z{'---zf de I tal que 2§:1aj =my aj < c; — 1 para todo j
asi, a; < c¢; para todo j, es decir, C' no cubre a P(M). Por lo tanto, si C' es un
cubrimiento minimal de Hp(yy entonces X7_;¢; <m+r — 1.

Sea M = z{*---2% con a; + -+ +a, = my C = (T1,6,,%2¢9,--,Trc,) CON

E§:1Cj < m + r — 1. Suponga que para todo j, ¢; > a;, entonces, ¢; — 1 > a;

yasim—1 > E;Zl(cj — 1) > m, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
- - .. ..

C = (T1,e1, 20953 Tre,) CON Ejzlcj < m+r —1 es un cubrimiento minimal

por vértices.

3.) Por la parte 1) de la Proposicién [3.4] se tiene que

P(q) = ﬂ (Z1c15-- Tnyen)
1<c;<a}
1<j<n

Luego, por el item 3) de la Proposicién se tiene que

PO = () (] @res- %)

1S¢S”Hl§¢j§a§
1<j<n

con lo cual se finaliza la prueba.

3.2. Ideales Monomiales e Hipergrafos

En esta seccién se prueba como determinar la descomposiciéon primaria de un ideal
monomial por medio de los cubrimientos minimales de su polarizado, y se
presentan algunas propiedades adicionales relacionadas con hipergrafos y sus
cubrimientos; resultados que son producto del presente trabajo de investigacién.

Proposiciéon 3.5.

Sean I = (..., %) un ideal en el anillo R, P(I) el polarizado del ideal I en el anillo S
y Hp(r) el hipergrafo simple asociado a P(I). Si C es un cubrimiento minimal por vértices
de Hp(r) entonces no existen x; j,,x; j, € C' con j1 # ja.
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Demostracion. Suponga que C' es un cubrimiento minimal por vértices para Hp () y
que existen x; j,,%; j, € C con ji # jo. Supdéngase que j; < jo entonces C' \ x;j, €s un
cubrimiento para Hp(p lo cual es una contradiccion. 0

Teorema 3.1.
Sea I = (zP',... %) un ideal en R y P(I) el polarizado del ideal I en el anillo S tal que

P(I) = () pw
k=1

donde py, es un primo minimal de P(I) y tiene la forma (T1,c;, T2,y Tne,) Y sic; =0
se asume que Tj., = 0. Entonces

m

/
1= ¥
k=1
. . Cj

donde p'y, tiene la forma (27", 75°,...,25") y sic; =0 se asume que v/ =
Demostracién. Sea p; = (Zi¢,%2.c95---,%ne,) Un primo minimal de P(I).

Entonces para todo generador P de I con 1 < i < g, existe Tje; con 1 < j < nenpg tal
que T, | P(xP7), lo cual implica que P(xP) = zj.; M donde M es un monomio en S.

) b; bi b; . . .
Dado que xPi = x "'ZL'jZJ ~-xp™ se tiene que ¢; < b;; lo cual equivale a decir que
x;j | xPi. Por lo tanto I C (z',252,...,2%) = p’;, para todo 1 < k < m.

En el otro sentido, sea N € Ny ,p’; entonces N = mcm{:nil,...,:nf;m} donde m
representa el niimero de elementos en la interseccién y sea N’ = T, Cim " Como
N’ € P(I) existe i con 1 < i < r tal que P(xP?) divide a N’. Por otro lado observe que N’
divide a P(N), asi P(xP) divide a P(N) y por tanto xP divide a N, de donde se tiene

que N € 1. O

Ciq e ximv

Corolario 3.1.

Sea I = (z1,29,...,2,)™

con T <n ym un entero positivo, entonces

I= ﬂ (', ..., x).

1<c;<m
> ci<m4r—1

Demostracién. La prueba se deduce del Teorema By el item 2) de la Proposicién B4l
m

Observacion 3.1.

SiI=(zf",z5?,...,2%) con r < n. Entonces:
C C
I= m (.. 2.
1<cj<a;
1<j<r
Ejemplo 3.3.

Sea I = (23,2312, ¥373, x123) entonces
P(I) = (z11212213, T11T12%21, £21T22L31, L11L21222)

donde su hipergrafo asociado es:
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Fuente: de esta investigacién
Los cubrimientos minimales de Hp(r) son:

Ci = {z11,221} Cs = {11,231} Cs = {z12, 22}
Cy = {x11, 222} Cy =A{z12,221} Co ={z13, 221}
Por tanto,

I = (x1,29) N (21,23) N (21, 23) N (23, 22) N (2%, 23) N (23, 29)

Ejemplo 3.4.
Sea I = (3,23, 2229, 7122) entonces

P(I) = (x112712213, £31 732233, L11T12%21, L11L31232)

donde su hipergrafo asociado es:

Fuente: de esta investigacién
Los cubrimientos minimales de Hp(y) son

Ci1 ={z11, 231} Cy =A{z12,231} C7 = {13, %21, T32}
Cy = {x11, 32} Cs = {x12,z32}
Cs = {x11, 233} Cs = {x13, 721,731}

Por tanto,

I= ($17$3) N (xl,x?’,) N ($17$§) N (l‘%,l‘g) N ($%7$§) N (l‘i’,ﬂj‘2,$3) N (l‘?,l‘Q,l‘g)

A continuacién se presentan algunas propiedades adicionales, una de ellas
referente a la polarizacién de un ideal cociente, otra relaciona los ideales primarios con
una propiedad combinatoria del hipergrafo asociado a su polarizacién y las dos ultimas se

refieren a cubrimientos.

Dados dos ideales I,J de un anillo R entonces el ideal cociente de I por J, denotado

(I:J), se define
(I:J)={x€eR:xJC1I}
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Para b € N” se denota por xP . z; al monomio dado por
bi—1 b

xP Nz =2 al ) el

Observe que si I = (xP1,xP2 ... xP) ym > 177<m<:c {bi;} para un i fijo entonces
<jsr
A b b,
(I:x]")= (X" N2, X2\ Ty, X7 N T4)

Ademis,

P(I:al) = (P(xP N 2y), P(xP2 N 2y),. .., P(xPr ;)

Proposiciéon 3.6.
Sea I = (b, xb2,... ) ym> 177<1]¢'L<xr{bij} para un i fijo, con 1 < i < n entonces,

Pz ai) = (PUI) : P(a"))

Demostracién. Sea M un generador minimal de (I : z]") entonces Mz!" € I. Luego,
P(Mz) € PU) con z; ¢ Supp(M) dado que m > max{b;;}, por tanto

1<j<r
P(Mz") =P(M)P(z]*) € P(I) y ast, P(M) € (P(I) : P(x]")). ’

)

En el otro sentido, sea M’ € (P(I) : P(zl™)) entonces M'P(z) € P(I) luego

3 K3

P(xPr) | M'P(2") para algin k con 1 < k < r esto es

Pz}

by, by
1 . k2 k /
Ly =t Tn ") | M Li1Ti2Tim

Dado que m > mdax {b;;}, se tiene que
1<j<r
P b, bi;_y briy by,

!
Ty iy Ty e )’Mmi,(bkﬁl)‘”%m

. b br, | bi, b ,
o equivalentemente, P(zy"* -z, 'z, - a™) | M' de ahi que, M' € P(I : 2). ¢

Ejemplo 3.5.
Sea M = 3 entonces

I = (23,23, 2123, 2123) P(I) = (z11212, T21T22T23, T11 31232, T11L21L22)
=
(I:M):(xl) P(I:M):(xll):(P(I) P(M))

Los siguientes ejemplos muestran que la proposicién anterior no es cierta si
m < 177<w<x {bi;} para un i fijo y ademds que
<j<r

Pz aiag) # (P(I) : P(x"ay))

cuando m < max {b;; n > max {bg;} para i, k fijos.
max {bij} y n = maz {by;} para i k i
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Ejemplo 3.6.
Sea M = x? entonces
I = (23,23, 23x3) P(I) = (z31732, T11212713, T11212731)
=
(I:M)=(zx1,23) Pl : M) = (z11,231) # (213, 731) = (P(I) : P(M))
Ejemplo 3.7.
Sea M = x123 entonces
I = (23, 2123) P(I) = (v11712713, T11731732)
=
(I:M)=(2?) P(I: M) = (z11712) # (z12213) = (P(I) : P(M))

Sean I un ideal monomial y P un generador minimal de I. Entonces se denota por

Cp(zP) la cara del hipergrafo Hp () asociada a la polarizacion del monomio .

Proposicion 3.7.

Sil=(z,..., wbr,wf) donde k > bj; para todo i con 1 <i <r entonces Cp(l’?) es una

hoja reducible de Hpr.
Demostracién. Si Supp(z®) N {z;} = ¢ para todo i con 1 < i < r, entonces
Cp(z®) N Cp(ah) = ¢
para todo i, de ahi que C’p(:ng?) es una cara aislada de Hp(y) y por lo tanto es una hoja
reducible de Hp(y).
Suponga que
Cp(a®)NCp(ah) £ ¢ y Cp(a®) N Cp(ah) # ¢
para 1 < ¢,m < r entonces
Cp(zP) N Cp(l’?) ={zj1,-- Tjp,} Y Cp(zP™) N Cp(%?) ={Tj1, - Tji

Luego, si bj; < bjp, y se tiene Cp(mbi)ﬂCp(mf) - Cp(mbm)ﬂC’p(mf). Por lo tanto, Cp(zF)
es una hoja reducible de Hpp). O

El caso contrario de la proposicién anterior es falso, es decir, si Hp(r) tiene una hoja
reducible F entonces I tiene entre sus generadores minimales un monomio de la forma z*

J
para algin 1 < j < n.

Ejemplo 3.8.
_(.2.3 .2 3 _
Sea I = (x7xs, x523, x324) entonces P(I) = (211212221 T22723, £21L22L31, T31L32L33T41)
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Fuente: de esta investigacién
Observe que, Fy y F3 son hojas reducibles de Hp (1) pero los generadores minimales de I

no son de la forma :né€ .

Corolario 3.2.
Sea I un ideal primario entonces Hp 1y es un hipergrafo de suspension.

Demostracién. Por la Proposicién 2.3] se tiene que I es generado minimalmente por un

conjunto de la forma {Xbl,...,xbr,xlfl,...,xfl”} con k; > 1 para todo i y
gzl(Supp(xbi) C {x1,29,...,2,} de ahi que Cp(xP?) no es una hoja para todo i con

1 < i < r. Suponga lo contrario, es decir, que Cp(xP?) es una hoja entonces, Cp(xP?)
tiene un vértice libre, lo cual implica que existe j con 1 < j < n tal que b;; > k; lo cual
contradice las hipdtesis iniciales.

Ademaés, por la proposicién B.7] se tiene que todas las caras de la forma Cp (me ) con
1 < j < nson hojas reducibles de Hp(r. Por lo tanto, Hp(y) es un hipergrafo de suspension.

O

Proposiciéon 3.8.
Sean H = (FY, ..., F,) un hipergrafo simple y V& V(H) con V& F; para todo i. Entonces
F] CFj siysolosii=jconF/=F~\V.

Demostracién. Suponga que F] C Fj y sea x € F;. Luego z € F o x € V, del primer
caso se tiene x € F]’ C Fj y del segundo caso x € F}. Por lo tanto F; C F} lo cual implica
i=7. -
Proposicion 3.9.

Sea H = (Fy,...,F,) un hipergrafo simple y VC V(H) con V # ¢ tal que V & F; para
todo i. Sean H' = H/V = {F;\V :i=1,...,r} y C un cubrimiento por vértices de H’,
entonces C' es un cubrimiento por vértices para H.

Demostracién. Note que cada F] € H' es una cara maximal de H' por la Proposicién
3.8l Luego, si C' es un cubrimiento por vértices para H' entonces C' N F! # ¢ para todo i,
de ahi que C N F; # ¢ para todo i y por tanto C' es un cubrimiento por vértices para H.



Apéndice A
Algoritmos

En este apéndice se presenta una breve descripcién de los algoritmos
utilizados en el presente trabajo de investigacién entre los mas importantes se
encuentran los algoritmos de descomposicién primaria que son: Descomposicion
Primaria Suma, Descomposicién Primaria Villarreal, DescomposiciénPrimaria Dual y
Descomposicién Primaria Grafica en Tres Variables; los algoritmos de polarizacion y la
interseccién de ideales monomiales los cuales fueron implementados en MuPAD Pro.4.0
con el fin de plantear conjeturas que posteriormente se probaron, como lo son el Teorema
By la Proposicién principalmente.

En adelante cuando se diga que la entrada del algoritmo es un ideal debe
entenderse que es un ideal monomial en las variables x1,...,x, y el algoritmo recibe una
lista de listas que representa a dicho ideal, donde cada sublista representa a un generador
minimal del ideal, las posiciones en las sublistas representan los subindices de cada
variable y el valor en cada posicién corresponde al exponente de la variable en cada
monomio, por ejemplo, para el ideal I = (z339, 73, 2322)  la
entrada correspondiente es la lista I := [[2,1,0,0,0],0,0,4,0,0],[0,0,0,3,2]] de ahi que
cuando se diga que la entrada es un monomio M = x%x% la entrada correspondiente es la
lista M :=[2,0,4].

A.1. Algoritmos de Descomposicién Primaria

Descomposicién Primaria Suma

Este algoritmo, es el que se expone en la introducciéon de este trabajo. El algoritmo
recibe un ideal y la salida correspondiente es la descomposicién primaria del ideal. Por
otra parte en este algoritmo se utilizan cuatro algoritmos auxiliares que se denominan:
Ideal Primario, Primos Relativos, Minimal de Generadores y Listas a Ideales.

Descomposicion Primaria Villarreal
Algoritmo Auxiliar

Este algoritmo, se basa en la primera parte de la prueba de la Proposicién 24 El
algoritmo recibe un ideal; este algoritmo primero verifica si el ideal es primario o no

49
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si no lo es entonces, encuentra el conjunto de variables con las cuales es posible realizar
el calculo del ideal cociente y en ideal generado de tal manera que la interseccién de
estos sea el ideal inicial, luego selecciona el primer elemento de este conjunto con la mayor
potencia que aparece entre los generadores minimales de ideal y finalmente la salida de
este algoritmo es el calculo del ideal cociente y el ideal generado con respecto al elemento
seleccionado. Por otra parte en este algoritmo se utilizan seis algoritmos auxiliares que se
denominan: Ideal Primario, Ideal Generado, Ideal Cociente, Soporte de un Ideal, Minimal
de Generadores y Listas a Ideales.

Algoritmo de Descomposicion Primaria

Este algoritmo, se basa en la prueba de la Proposicion 2.4]y hace los célculos con respecto a
la primera variable del conjunto de variables con las cuales es posible
realizar el algoritmo en cada paso, conjunto que es calculado por el algoritmo auxiliar
DPVR el cual es parte fundamental para este. Este algoritmo recibe un ideal y la salida es la
descomposicién primaria irredundante del ideal. Por otra parte en este algoritmo se utilizan
dos

algoritmos secundarios que se denominan: Ideal Primario y Listas a Ideales.

Descomposicion Primaria Dual

Este algoritmo, se basa en el Teorema 2.1l El algoritmo recibe un ideal y la salida es
la descomposicion irredundante en irreducibles del ideal. Por otra parte en este algoritmo
se utilizan tres algoritmos auxiliares que se denominan: Dual de Alexander 1, Interseccion
de Ideales y Listas a Ideales.

Descomposicion Primaria Grafica en Tres Variables

Aristas Del Grafo Gy
Este algoritmo, se basa en las condiciones que deben cumplir dos vértices para
formar una arista del grafo Gj que se encuentran expuestas en el segundo
capitulo en la seccién Método Grafico para el caso en tres variables. El algoritmo recibe
un ideal y la salida son dos listas; la primera muestra las aristas y la segunda lista
muestra el minimo comun multiplo de cada arista respectivamente. Por otra parte en
este algoritmo se utilizan dos algoritmos auxiliares que se denominan: Minimo Comun

Multiplo Lista y ;M Menor Que N7 .

Regiones Triangulares del Grafo Gj

Este algoritmo, se basa en las condiciones que deben cumplir tres aristas para
formar una regién triangular del grafo Gj que se encuentran expuestas en el
segundo capitulo en la seccién Método Grafico para el caso en tres variables y también
en el Teorema 2.3l El algoritmo recibe un ideal y la salida son tres listas, la primera
muestra las regiones triangulares, la segunda lista muestra el minimo comun miultiplo
de cada region triangular respectivamente y la tercera lista muestra la descomposicion
irredundante en irreducible del ideal. Por otra parte en este algoritmo se utilizan tres
algoritmos auxiliares que se denominan: ;M Menor Que N?, Minimo Comin Multiplo
Lista y Lista a Irreducibles.
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A.2. Algoritmos Dual de Alexander

Dual de Alexanderl

Este algoritmo, se basa en la Definicion El algoritmo recibe un ideal, calcula el
menor a con respecto al cual es posible calcular el Dual de Alexander de un ideal y la salida
de este algoritmo es la descomposicién primaria del Dual de Alexander con respecto al a
minimo. Por otra parte en este algoritmo se utiliza un algoritmo auxiliar que se denomina:
Listas a Ideales.

Dual de Alexander?2

Este algoritmo, se basa en la Definicion El algoritmo recibe un ideal, calcula el
menor a con respecto al cual es posible calcular el Dual de Alexander de un ideal y la
salida de este algoritmo es el ideal Dual de Alexander con respecto al a minimo. Por otra
parte en este algoritmo se utiliza un algoritmo auxiliar que se denomina: Intersecciéon de
Ideales.

Dual de Alexander3

Este algoritmo, se basa en la Definicién El algoritmo recibe un ideal y una lista que
representa el vector a con respecto al cual se quiere calcular el Dual de
Alexander; este algoritmo primero verifica si el a cumple con la condicién necesaria para
que sea posible calcular el Dual de Alexander de un ideal, si es posible la salida de este
algoritmo es la descomposicion primaria del Dual de Alexander con respecto al a inicial, en
caso contrario la salida sera “A no cumple la condicién”. Por otra parte en este algoritmo
se utiliza un algoritmo auxiliar que se denomina: Listas a Ideales.

Dual de Alexander4

Este algoritmo, se basa en la Definicion El algoritmo recibe un ideal y una lista que
representa el vector a con respecto al cual se quiere calcular el Dual de
Alexander; este algoritmo primero verifica si el a cumple con la condicién necesaria para
que sea posible calcular el Dual de Alexander de un ideal, si es posible la salida de este
algoritmo es el ideal Dual de Alexander con respecto al a inicial, en caso contrario la salida
sera “A no cumple la condicién”. Por otra parte en este algoritmo se utiliza un algoritmo
auxiliar que se denomina: Interseccion de Ideales.

A.3. Algoritmos de Algebra Conmutativa

Ideal Cociente

Este algoritmo, se basa en la definicién del cociente de ideales y calcula el cociente de
un ideal monomial con respecto a una variable en el soporte del ideal elevada a cualquier
potencia. El algoritmo recibe un ideal y dos valores numéricos de los cuales el primero
representa el subindice de la variable y el segundo el exponente al cual se eleva dicha
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variable, por ejemplo si la entrada es: (I, 3,4) el algoritmo calcula el ideal cociente (I : x3);
la salida de este algoritmo es el ideal cociente. Por otra parte en este algoritmo se utiliza
un algoritmo auxiliar que se denomina: Lista a Ideal.

Ideal Irreducible

Este algoritmo, se basa en la Proposicién la cual presenta una caracterizacién de
un ideal irreducible para ideales monomiales. El algoritmo recibe un ideal y la salida es
“irreducible”si el ideal es irreducible o “no irreducible” en caso contrario.

Ideal Primario

Este algoritmo, se basa en la Proposiciéon la cual presenta una caracterizacién
de un ideal primario para ideales monomiales. El algoritmo recibe un ideal y la salida es
“primario”si el ideal es primario o “NO primario” en caso contrario. Por otra parte en este
algoritmo se utilizan dos algoritmos auxiliares que se denominan: Soporte de un Monomio
y Soporte de un Ideal.

Soporte de un Monomio

Este algoritmo, se basa en la definicién de soporte de un monomio. El algoritmo recibe
una monomio y la salida es el soporte del monomio.

Soporte de un Ideal

Este algoritmo, se basa en la definicién de soporte de un ideal monomial. El
algoritmo recibe un ideal y la salida es el soporte del ideal. Por otra parte en este
algoritmo se utiliza un algoritmo auxiliar que se denomina: Soporte de un Monomio.

Ideal Generado

Dado un ideal monomial I si x; es una variable en el soporte de I entonces este
algoritmo calcula el conjunto minimal de generadores del ideal monomial (I ,xj) El
algoritmo recibe un ideal y dos wvalores numéricos de los cuales el primero
representa el subindice de la variable y el segundo el exponente al cual se eleva dicha
variable, por ejemplo si la entrada es: ([,3,4) el algoritmo calcula el conjunto
minimal de generadores del ideal (7, wé); la salida de este algoritmo son los monomios que
generan minimalmente a ([, xj) Por otra parte en este algoritmo se utiliza un
algoritmo auxiliar que se denomina: Lista a Ideal.

Conjunto Minimal de Generadores

Este algoritmo determina el conjunto minimal de generadores de un ideal
monomial arbitrario. El algoritmo recibe un ideal y la salida es el conjunto que genera
minimalmente al ideal monomial. Por otra parte en este algoritmo se utilizan dos
algoritmos auxiliares que se denominan: Son Comparables y Menor.
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A.4. Divisibilidad e Interseccion

Minimo Comun Miiltiplo de Dos Monomios

Este algoritmo, se basa en la Definicion El algoritmo recibe dos monomios y la
salida es el minimo comun multiplo de dos monomios. Por otra parte en este algoritmo se
utiliza un algoritmo auxiliar que se denomina: Lista a Monomio.

Minimo Comiin Miiltiplo de Monomios

Este algoritmo, se basa en la Definicién[2.2] La entrada de este algoritmo es una lista de
monomios y la salida es el minimo comtn multiplo de un conjunto de monomios. Por otra
parte en este algoritmo se utiliza un algoritmo auxiliar que se denomina: Lista a Monomio.

Monomios Primos Relativos

Este algoritmo recibe un ideal y entre los generadores minimales del ideal busca el
primero que sea producto de dos o mas variables y lo descompone en dos monomios que
son primos relativos, los cuales son la salida del algoritmo. Por otra parte en este algoritmo
se utiliza un algoritmo auxiliar que se denomina: Lista a Ideal.

Interseccion de Dos Ideales

Este algoritmo, se basa en la Proposicion B la cual nos presenta una
caracterizacion de la interseccién de ideales monomiales. El algoritmo recibe dos
ideales y la salida es la intersecciéon de los ideales. Por otra parte en este
algoritmo se utilizan tres algoritmos auxiliares que se denominan: Minimo Comun
Multiplo, Minimal de Generadores y Lista a Ideal.

Interseccion de Ideales

Este algoritmo, se basa en la Proposicion B la cual nos presenta una
caracterizacion de la interseccién de ideales monomiales. El algoritmo recibe una lista
de ideales y la salida es el ideal que resulta de la interseccién. Por otra parte en este
algoritmo se utilizan dos algoritmos auxiliares que se denominan: Intersecciéon de dos
Ideales y Lista a Ideal.

A.5. Algoritmos de Comparacién y Orden

Son Comparables

Este algoritmo recibe dos monomios, analiza los dos monomios y determina si son o no
comparables; la salida de este algoritmo es “Si” si los dos monomios son
comparables y “No” en caso contrario.
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M Menor Que N7

Este algoritmo recibe dos monomios, compara los monomios y determina si el primer
monomio es menor que el segundo; la salida de este algoritmo es “Si” si lo
anterior se cumple y “No” en caso contrario.

Menor de dos Comparables

Este algoritmo recibe dos monomios comparables, los compara y determina cual es
menor; la salida de este algoritmo es el menor monomio de los dos.

Ordena dos Monomios

Este algoritmo recibe dos monomios comparables, compara los monomios y si el posible
ordenarlos determina cual es menor y los ordena de menor a mayor; la salida de este
algoritmo son los dos monomios ordenados o “No Ordenables”.

A.6. Algoritmos de Polarizaciéon

Polarizacién de un Monomio

Este algoritmo, se basa en la Definicién [B.1] de polarizacion de un monomio. El
algoritmo recibe un monomio y la salida es la polarizaciéon del monomio. Por otra parte
en este algoritmo se utiliza un algoritmo auxiliar que se denomina: Lista a Monomio
Polarizado.

Polarizacion de un Ideal

Este algoritmo, se basa en la Definicion [BI] de polarizacion de un ideal
monomial. El algoritmo recibe un ideal la salida de este algoritmo es la polarizacién del
ideal. Por otra parte en este algoritmo se utilizan dos algoritmos auxiliares que se
denominan: Polarizacion Monomio y Lista a Ideal Polarizado.

Despolarizacién

Este algoritmo despolariza un ideal monomial polarizado. El algoritmo recibe una lista
de listas donde cada sublista representa un monomio polarizado por lo cual
contiene listas, las posiciones de las sublistas de estas listas representan el primer indice de
las  wvariables y contienen el segundo valor de cada subindice, por
ejemplo, para el ideal P(I) = (x1121,222,1,23,1) la entrada correspondiente es la lista
PI) = [[[1,2], [1], []], [[], [[1]]]}; ¥ la salida de este algoritmo es el ideal despolarizado. Por
otra parte en este algoritmo se utiliza un algoritmo auxiliar que se denomina: Lista a Ideal.
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A.7. Algoritmos de Presentacion

Lista a Monomio
Este algoritmo recibe una lista y la transforma en un monomio en las variables z1, ..., z,.
Lista a Ideal

Este algoritmo recibe una lista de listas y la transforma en un ideal monomial en las
variables x1,...,x,.

Listas a Ideales

Este algoritmo recibe una lista de listas donde cada sublista contiene como
elementos listas y cada sublista la trasforma en un ideal monomial en las variables 1, ..., x,
y la salida son todos los ideales contenidos en la lista.

Lista a Irreducibles

Este algoritmo recibe una lista de listas y cada sublista la transforma en un ideal
irreducible y la salida son todos los ideales irreducibles.

Lista a Monomio Polarizado

Este algoritmo recibe una lista de listas y la transforma en un monomio polarizado.
Listas a Ideal Polarizado

Este algoritmo recibe una lista de listas donde cada sublista contiene como

elementos listas y cada sublista la trasforma en un monomio polarizado y la salida es
un ideal monomial polarizado.



Conclusiones

1. Se presentan los conceptos maés relevantes del dlgebra conmutativa, de la teoria de
grafos y de Hipergrafos, para facilitar al lector la comprension de los resultados
incluidos en el trabajo.

2. Se incluyen algunos de los resultados mds importantes que relacionan las
propiedades combinatorias de los grafos e hipergrafos y la descomposicién
primaria de un ideal monomial libre de cuadrados, como también la definicién de
polarizacién y sus propiedades bésicas que se deben principalmente a Sara Faridi.

3. Se demuestran nuevas propiedades de la polarizacion, de ideales monomiales y nuevos
resultados  relacionados con la  descomposicion  primaria de ideales
monomiales a partir de su polarizado, principalmente:

a) El Teorema B.It Sea I = (xP1,...,xP4) un ideal en R y P(I) el polarizado del
ideal I en el anillo S tal que

P(I) = () px
k=1

donde pj, es un primo minimal de P(I) y tiene la forma (21 c,,Z2,¢y,-- - Zncn)
y si ¢;j = 0 se asume que ., = 0 . Entonces
m
I o /
=[Pk
k=1
donde p’;, tiene la forma (xf',x$?,...,2¢) y si ¢; = 0 se asume que x;j =0.
b) La Proposicién Sea I = (xP1,xP2 ... xPr)ym = lrgaén {bi;} para un i
<j<r

fijo, con 1 < i < n entonces,
P :ai") = (P(I) : P(xi"))

y las proposiciones B.1], 3.5, B.7, B8 y y de igual forma los corolarios B.1] y

4. Se presentan diferentes algoritmos de descomposicién primaria, de polarizacion y la
interseccion de ideales monomiales que fueron implementados en Mupad Pro. 4.0, los
cuales nos condujeron a la conjetura del teorema, las proposiciones y los corolarios
mencionados anteriormente.
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5. A partir de los resultados obtenidos consideramos se sientan las bases para
continuar las investigaciones sobre las propiedades algebraicas de los hipergrafos,
particularmente la comprobacién o no de los siguientes problemas abiertos:

a) ;Que otra forma puede tener el ideal para que el hipergrafo asociado a su
polarizacién tenga una hoja reducible?

b) Determinar si existe alguna relacién entre el dual de Alexander y la
polarizacién de un ideal monomial.

¢) Determinar si es posible expresar el algoritmo que induce la prueba de la
proposicién 24 en términos de hipergrafos y sus cubrimientos.

d) Determinar si I = (xP,xP2 ... xP) y M = o™ donde cada
m; > ma<x {bi;} entonces P(I : M) = (P(I) : P(M)).

1<y
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