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Resumen

En este trabajo de grado, se abordan algunos aspectos de corte historiografico y
epistemologico sobre el proceso historico que tuvieron los nimeros irracionales, desde las
llamadas magnitudes inconmensurables, hasta la construccion elaborada por G. Cantor,

que fue esencial para adquirir el reconocimiento de ntimero u objeto matematico.

Historicamente, se considera que los trabajos realizados por G. Cantor y R. Dedekind
sobre la construccion de los ntumeros reales, dieron la puntada final en la consolidacion
de los irracionales como ntumeros. En este sentido se realiza un recorrido historiografico
de la concepcion de ntumero tomando los aportes més influyentes hacia la aparicion
de los irracionales, con las medidas inconmensurables de los griegos, finalizando en
la construcciéon de los reales por parte de G. Cantor. Posteriormente se hace un
anélisis epistemoloégico de dicha construccion, tomando como referencias principales
la obra de Boniface Les Constructions des Nombres Réels dans le Mouvement
d’Arithmétisation de [’Analyse; y la traduccion comentada de Grundlagen einer

allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre realizada por Ferreiros.
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Introduccion

La cardinalidad del conjunto de los niimeros irracionales es mayor a la del conjunto
de los ntimeros racionales, pero en la cotidianidad son més conocidos y manejados los
nimeros racionales, esto debido a la naturaleza complicada de los irracionales, lo que
ha generado inconvenientes en su concepcion. Esta situacion no es reciente, incluso fue
tal la dificultad que presentaron estos ntimeros para ser considerados como tales, que

fue necesario todo un proceso que perdur6 por mas de 2500 anos.

Los primeros registros conocidos respecto a este inconveniente en la incorporacion de
los irracionales como niimeros se ubican en la antigiiedad griega, concretamente en
la escuela pitagorica, donde el estudio del llamado pentagrama pitagoérico, simbolo
distintivo de esta escuela, genera una irracionalidad al tratar la razén entre la diagonal

1+v5

del pentagono y uno de sus lados, esta razon corresponde actualmente al nimero =5,

llamado también ntimero dorado.

En la antigiiedad griega los ntmeros irracionales se presentaban como magnitudes
inconmensurables, las cuales son abordadas dentro del didlogo publicado por Platon,
el Teeteto, en una discusion entre algunos pensadores acerca de la naturaleza de
éstas, tratando principalmente las raices cuadradas. En esta época todo estaba muy
ligado a cuestiones filosoficas y ontologicas, y aunque por una parte estas magnitudes
contradecian aspectos de dichas cuestiones, también refutaban la teoria de proporciones
que se manejaba hasta entonces. Asi, Eudoxo se consolidé como uno de los matemaéticos

més relevantes de la antigliedad griega, al establecer si cuatro magnitudes estaban
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en proporciéon sin importar la conmensurabilidad o inconmensurabilidad entre éstas,
lo cual sirvié para elaborar y resolver problemas y demostraciones matematicas que
trataran con estas magnitudes, estableciendo con esto una nueva y mejorada teoria de

proporciones.

Para poder considerar nimeros a las magnitudes inconmensurables era necesario
reformar el concepto que se manejaba de ntimero, del cual se puede tener conocimiento
gracias a la concepcion del filosofo griego Aristoteles, quien tenia una nocién muy
definida sobre éste y ademas tratoé con los conceptos mas conflictivos de la época, el
continuo y el infinito. Siguiendo las bases teéricas de la filosofia aristotélica, Euclides
publica una de las obras mas célebres de la matematica, Los Elementos, en la cual utilizo
la teoria de proporciones de Eudoxo y de manera aislada trabajo la teoria concerniente

a numeros y magnitudes.

La nocién que se tenia sobre niimero y magnitud continué con el pasar del tiempo sin
ningin cambio importante, sélo hasta el siglo XVI se logré un cambio radical con Simon
Stevin al introducir al cero y al uno como ntimeros. Ademés fue el primero que aceptd y
dio a conocer a los ntimeros negativos como tales. También proporcioné definiciones que
ayudaron a incluir a las magnitudes numéricas en problemas matematicos, empezando

con esto, a desligarlas de su vinculo geométrico.

Ahora bien, la preocupacién por manejar conceptos matematicos libres de referentes
geométricos continué durante los tres siguientes siglos. Asi entre los siglos XVII y
XVIII, se traté de dar bases solidas al naciente célculo, dentro del cual Newton y
Leibniz intentaron dar a sus razonamientos explicaciones rigurosas. Al no lograrse una

plena rigorizacion en este campo, sus fundamentos eran inconsistentes ain.

Posteriormente, en el siglo XIX se emprendi6 la labor de fundamentar el analisis sobre

cimientos aritméticos, en lo cual, Augustin Louis Cauchy fue el precursor gracias
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a sus trabajos sobre limite y funcién continua. De igual forma se definieron éstos
y otros conceptos mediante los ntmeros reales, pero estos nimeros no habian sido
completamente establecidos sobre bases puramente aritméticas, puesto que algunos de

sus elementos no estaban consolidados, como el caso de los nimeros irracionales.

A finales del siglo XIX surgen conjuntamente dos construcciones de los nimeros
reales mediante la extensiéon de los ntmeros racionales, una a partir de sucesiones
de Cauchy y otra mediante cortaduras, construcciones que satisfacian completamente
los requisitos de la época anteriormente mencionados. Estos trabajos fueron realizados
respectivamente por G. Cantor y R. Dedekind! logrando, en consecuencia, terminar con
la problematica que rodeaba a los irracionales, permitiendo que finalmente se consoliden

como numeros.

En este sentido, este trabajo pretende estudiar y describir parte del proceso historico
por el que pasaron los niimeros irracionales para adquirir el reconocimiento de nimero
u objeto matemético. Especificamente, dentro del trabajo se presenta un recorrido
historico acerca de los nimeros irracionales desde la antigiiedad griega hasta finales
del siglo XIX, en donde se centrara el interés de analisis en la construccion de los

numeros reales elaborada por G. Cantor.

En el primer capitulo se realiza un recorrido historiografico resaltando los principales
momentos por los que atravesaron las llamadas magnitudes inconmensurables en la
antigiiedad griega, hasta ser considerados, o elevados al estatus de niimero y adquirir
el nombre de ntimeros irracionales a finales del siglo XIX. Asimismo, se destaca a los
protagonistas de mencionados momentos y se presentan comentarios acerca de algunos
de sus desarrollos e ideas mas significativas, no necesariamente matematicas, para lograr

la consolidaciéon de los irracionales como nimeros.

1Otros autores como Weierstrass v Meray habian realizado también construcciones similares a las
de Cantor y Dedekind, pero fueron mas acogidas y/o aceptadas las de estos dos tltimos autores.
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En el segundo capitulo se realiza un analisis epistemologico de la construccion elaborada
por G. Cantor acerca de los nimeros reales, la cual fue exhibida en dos versiones,
la primera en 1872 y posteriormente en 1883. Asi, se presentan los aspectos maés
importantes de su trabajo, en donde para mayor claridad, éstos han sido afectados
con ideas y resultados modernos. De la misma manera, con el fin de explicar algunos de
estos aspectos, se muestran ejemplos realizados con herramientas matemaéticas actuales.
Ademés se exhiben comentarios y observaciones de corte historico acerca de esta
construccion. Con lo cual se trata de proporcionar una construccién renovada y mas

clara, en sentido moderno, del trabajo realizado por G. Cantor.

Conjuntamente se establecen conclusiones con el fin de destacar y comentar los aspectos
més relevantes presentes en los dos primeros capitulos (Capitulos 1 y 2). El proposito
de éstas, es impulsar el interés por el estudio de aspectos tratados en este trabajo,
generando preguntas abiertas para futuras investigaciones. Por tltimo se presenta un
anexo donde se realiza la demostracion? de la irracionalidad de, valga la redundancia,
los ntimeros irracionales mas comunes, 7 y e, con el objeto de mostrar su importancia
y utilidad. Esto justificado ademés en el hecho de que estas demostraciones son poco

conocidas y ensenadas, y aun més escasamente en el nivel de educaciéon media.

2Estas demostraciones se basan en las realizadas por Spivak en [18].
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Capitulo 1

Recorrido historico

El concepto y/o nocién de nimero estuvo a lo largo de la historia afectado por distintos
campos del conocimiento, creencias y filosofias, entre otras. Por lo cual su concepcion fue
renovada en varias ocasiones, siendo necesario periodos largos de tiempo para establecer
un concepto de nimero generalmente acogido. Y obviamente los ntimeros irracionales

estuvieron inmersos dentro de este proceso de aceptacion.

1.1. Antigiiedad Griega

En las grandes civilizaciones antiguas, la matemética era considerada una herramienta
para fines ttiles, pero pocas de ellas se preocuparon por generalizar u organizar estos
conocimientos. Solo los antiguos griegos se inquietaron por esto, mediante la derivaciéon
de unos conocimientos a partir de otros, de modo que resultara una construccion
comprensible y no un mero conjunto de férmulas, lo cual proporcionaba una explicacién

racional a los conocimientos propios y de otras culturas.

Esta nueva manera de concebir las matemaéticas se dio gracias a los trabajos de muchos
pensadores durante mas de cinco siglos, época conocida como la antigiiedad griega, la

cual se divide en tres periodos:

= Filosofos presocraticos

Tales de Mileto (640 - 550 a. C.)



Pitagoras de Samos (569 - 500 a. C.)
Anaxagoras de Clazomene (500 - 428 a. C.)
Zenon de Elea (495 - 435 a. C.)

Democrito de Abdera (470 - 7 a. C.)

= Escuela de Atenas
Platon (429 - 348 a. C.)
Eudoxo (408 - 355 a. C.)
Aristoteles (384 - 322 a. C.)

= Escuela de Alejandria
Euclides (330- 275 a. C.)
Arquimedes (287 - 212 a. C.)
Diofanto (236 - 152 a. C.)

La escuela de Mileto fue la escuela de los primeros matematicos y filésofos, de donde cabe
destacar a Tales, que es conocido como el primero que se interes6 por las matematicas en
Grecia, donde introdujo la geometria conocida en Egipto, la cual Pitdgoras comenzaria

a organizar posteriormente.

Pitagoras es reconocido, entre otras cosas, por fundar una de las escuelas méas célebres
e influyentes de la antigiiedad griega y de la historia en general, La escuela pitagorica,
la cual fue una hermandad o sociedad religiosa dedicada al ascetismo y al estudio
de las mateméticas, manteniendo en secreto sus ensenanzas y descubrimientos que
eran atribuidos a su fundador. El principio fundamental o doctrina de esta escuela
era que la esencia de todas las cosas es explicable mediante ntimeros y sus razones,
en otras palabras los nimeros constituyen el universo entero |5, pag. 108]. El simbolo
distintivo de la escuela pitagorica era el pentagono regular estrellado, més conocido

como pentagrama pitagorico, en el cual, la razéon de la diagonal a su lado es la llamada



proporcion durea. Esta fue, al parecer,! la primera inconmensurabilidad conocida, la cual

le dio posteriormente, un lugar hegemonico a la geometria dentro de las matematicas.

Aun asi, los desarrollos conceptuales de Tales y Pitdgoras no son conocidos con claridad,
esto se debe a dos razones: primero porque los desarrollos alcanzados en la escuela
pitagorica eran atribuidos al mismo Pitagoras, sin ser posible asi, diferenciar entre
los descubrimientos de éste y los de sus alumnos y/o discipulos. Segundo porque no
se conocen, de fuentes primarias, trabajos realizados por estos pensadores, lo que se

conoce de ellos se debe a Platon y Aristoteles y a historiadores como Proclo.

Por otro lado, ni Platén ni su discipulo Aristoteles hicieron alguna contribucion
especifica de tipo técnico a resultados matematicos, a pesar de esto, no se puede negar
la gran influencia que estos pensadores tuvieron en el desarrollo de las matematicas.
Mientras que Platéon es visto como hacedor de matematicos, Aristoteles puede ser
considerado como promotor de desarrollos matematicos. Asi, se hace esta tultima
afirmacion sobre Platéon debido a que de la Academia fundada en Atenas por él, la
llamada Academia Platonica, surgieron los principales maestros e investigadores de la
época (siglo IV a. C.), por lo cual se le consider6 a esta academia el eje central de las
matematicas en el mundo. Ademés es de aqui de donde surge el discipulo de Platon y
posteriormente estimado el matemético y astronomo mas reconocido y brillante de la

Epoca Helénica, Eudoxo de Cnido.

El descubrimiento de las magnitudes inconmensurables habia causado inmensa
problemética, derrumbando la teoria de las proporciones manejada hasta entonces.
Eudoxo, en este sentido, es el primero que renueva mencionada teoria, permitiendo
asi manipular a las magnitudes inconmensurables para la solucion de problemas

matematicos.

1Como lo dan a entender Luis Recalde en [17, pag. 45] y Boyer en |5, pag. 107].



La renovada teoria es utilizada por Euclides en el Libro V, y aunque define el término
razén que no habia sido determinado antes, esta definiciéon fue insuficiente. Motivo
por el cual adquiere més importancia el hecho de que haya establecido razones entre
magnitudes a partir de multiplos. Asi, Euclides presenta la teoria referente a magnitudes
en el Libro V de los Elementos, mientras que la teoria de ntimeros la desarrolla en sus
Libros VII, VIII y IX, solo hasta su Libro X establece una conexion entre magnitudes
y numeros. Debido a esto, Euclides ha sido criticado por varios analistas, por repetir
algunas de sus proposiciones en algunos de estos libros sin tener en cuenta que en la

época pertenecian a dos lineas teodricas de distinta naturaleza.

1.1.1. Pitagoras de Samos (569 - 500 a. C.)

Denominado por si mismo filésofo, amante de la sabiduria, fundé, junto a algunos de
sus colegas, la escuela italica o pitagorica en la Magna Grecia (Sur de Italia y Sicilia)
al trasladarse aqui por la invasion persa de Jonia y destruccion de Mileto. La corriente
filosofica manejada en dicha escuela se desarrolla en dos sentidos: el misticismo y el
racionalismo, los cuales se convertirian posteriormente en vertientes de ésta. En términos
generales se dice que la doctrina directora de la escuela pitagorica fue la de considerar

2 como las cosas mismas, como el principio de las cosas, y al parecer,

a los ntimeros
el principio de los seres en el sentido material. Asi, para el pitagorismo, éstos son el
principio de organizaciéon dentro de la matemaética y dentro de la naturaleza, todos los
asuntos tedricos y préacticos del hombre son explicables en términos de propiedades de
numeros y sus razones. De modo que el estudio de los niimeros es comparado con la
realidad concreta, siendo ahora el mundo de las relaciones cuantitativas el verdadero
objeto de la ciencia y no la naturaleza tal como se presenta a los sentidos. De esta forma
se ve reflejada, en su filosofia y ontologia, la importancia y trascendencia que tienen los

ntmeros, sus relaciones y propiedades, cuando algunos pitagoricos concedian de dos en

dos, los principios fundamentales:

2En la antigiiedad griega, lo que se aceptaba como numeros son, en la actualidad, los ntimeros
naturales excluyendo el cero y el uno.



Finito e infinito
Impar y par
Uno y multiplicidad
Izquierdo y derecho
Macho y hembra
Reposo y movimiento
Recto y curvo
Luz y oscuridad
Bien y mal

Cuadrado y no cuadrado.’

Por otro lado, el objeto primordial del estudio de Pitadgoras y sus discipulos fue
encontrar una explicacion racional para las cosas a partir de los niimeros y sus razones,
organizando y sistematizando tanto los conocimientos propios, como los adquiridos de
otras culturas. Esto los apartd de la busqueda del origen de las cosas, puesto que se
preocuparon mas por la organizacion del mundo. A ellos se les atribuye, en la evolucién
axiomatica de la matemaética, la organizacion de los conocimientos aunque haya sido de
una manera informal, puesto que no siguieron ninguna linea de una disciplina cientifica.

Asimismo, segin los pitagoricos, la matematica se ocupa de lo discreto y de lo continuo:

Lo discreto puede ser o absoluto o relativo.
Lo absoluto lo estudia la aritmética.

Lo relativo lo estudia la misica.

Lo continuo es o estable o movil.
Lo estable lo estudia la geometria.

Lo mévil lo estudia la astronomia.*

Asi, mientras los nimeros estan relacionados con la aritmética, las magnitudes

corresponden a la geometria, razén por la cual una magnitud era medida con otra

3Tomado de |7, pag. 15].
4En [7, pag. 73].



de naturaleza homogénea. Asi los angulos se miden con angulos, las areas con areas,
los segmentos con segmentos. Ahora bien, para establecer si dos magnitudes son
conmensurables se seguia un proceso de medicién que consiste en determinar cuantas
veces la magnitud més pequena cabe un nimero entero de veces en la més grande, de
manera que si sobra un excedente, se procede a determinar cuantas veces éste cabe en la
magnitud menor, y asi sucesivamente hasta encontrar una magnitud que mida a las dos
iniciales. Tal fue la relevancia de este procedimiento para los pitagoricos, que ofrecieron
solemnes sacrificios a los dioses como agradecimiento por concederles acceder a él. Lo
que notaron, posteriormente, fue que en algunos casos este proceso era interminable,

caso en el cual las magnitudes son inconmensurables.

Aunque es discutible la idea de que Pitagoras haya conocido el problema de la
inconmensurabilidad, es en gran medida aceptado que ésta se dio en su escuela,
causando una gran crisis que derrumbaba las bases del concepto que tenfan sobre
numero y consecuentemente toda su cosmologia. Puesto que afirmaban poder expresar
todas las cosas mediante niimeros y sus razones, el descubrimiento de las magnitudes
inconmensurables iba totalmente en contra de estas creencias, razén por la cual
procuraron mantenerlo en secreto, al igual que todos sus desarrollos, descubrimientos
y ensenanzas. Ademas de esto las magnitudes inconmensurables llevan consigo uno de

los conceptos mas problematicos de la antigiiedad, el infinito.

Por otro lado no se sabe con exactitud, la forma como supieron acerca de las magnitudes
inconmensurables, generalmente se piensa que se descubri6 al tratar de encontrar la
razon entre el lado de un cuadrado y su diagonal, obteniendo que la comparacion de
estas dos magnitudes no es conmensurable. O al aplicar el teorema de Pitagoras en un
triangulo rectangulo isésceles. Aun asi, el camino al descubrimiento pudo darse en el
mencionado pentagrama pitagorico, debido a que éste era el simbolo distintivo de la
escuela o hermandad, ya que representaba la salud y la confraternidad pitagérica. En

cada punta de la estrella que se forma con las diagonales del pentagono regular, escribian



una de las letras de la palabra griega salud. Ademés, La razon que existe entre la
diagonal y el lado del pentagono regular es la llamada razon durea, simbolo de armonia
y belleza. Esta inconmensurabilidad se puede deducir por simple observacion, al trazar
las diagonales de un pentégono regular, se forma otro pentdgono regular mas pequeno
entre éstas, a su vez se traza las diagonales de este tltimo y se forma nuevamente un
tercer pentagono regular. Este proceso se puede continuar indefinidamente, puesto que
cada vez que se trace las diagonales de un pentagono regular, la interseccion de éstas
formaran un nuevo pentégono, asi se concluye que la razéon de la diagonal al lado de un

pentagono regular no es conmensurable, es inconmensurable.

1.1.2. Platon (429 - 348 a. C.)

Platon fue, en mayor medida, influenciado mateméaticamente por Arquitas. Platon
se convirti6 en muy buen amigo de Teeteto, el cual muere en Atenas en el ano
369 a.C. A causa de este suceso Platon otorga, como acto memorable a su amigo,
el nombre de Teeteto al didlogo (Didlogo Platonico) escrito por él. En este didlogo

5 entre Teeteto, Socrates (maestro de Platon) y Teodoro

se presenta una discusion
de Cirene (maestro, también, de Platon y Teeteto), acerca de las magnitudes
inconmensurables y su naturaleza. Aqui se exhiben y /o se establecen ciertas distinciones
entre magnitudes conmensurables e inconmensurables y también, entre magnitudes que
al ser inconmensurables en longitud, pueden o no, ser conmensurables en cuadrado,
tratando, entre otras cosas, con las raices cuadradas, actualmente hablando. Ahora,

gracias a |7, pag. 305 - 306], se puede observar, parte del dialogo que tienen Socrates y

Teeteto:

» Teeteto: Con respecto a las raices, Teodoro mos hizo un dibujo para
demostrarnos que las de tres y las de cinco pies no son conmensurables
en longitud con las de uno, y las fue eligiendo asi, una a una, hasta

la de diecisiete pies. Pero se detuvo en ésta por alguna razon. Asi, es

®Discusion sucedida, como lo sefiala Boyer en [5, pag. 123], 30 afios atrés.



que se nos ocurrid que podriamos intentar reunir todas las raices ya
que parecian ilimitadas en nimero, bajo la denominacion en un mismo

término.
» Socrates: ;Y encontrasteis algo con esas caracteristicas?
n Teeteto: Yo creo que si, pero examinalo ti mismo.
s Socrates: Dime.

n Teeteto: Dividimos todos los nimeros en dos clases. El que se obtiene
multiplicando un nimero por si mismo lo representamos en la figura

de un cuadrado y lo denominamos cuadrado y equildtero.
» Socrates: Muy bien.

n Teeteto: Pero los numeros intermedios, como son el tres, el cinco y
todo el que no puede obtenerse multiplicando un nimero por si mismo,
sino multiplicando uno menor por otro mayor, o uno mayor por otro
menor, estos, que quedan comprendidos en lados mayores y menores,
los representamos, a su vez, en la figura de un rectingulo y les damos

el nombre de nimero rectangular.
» Socrates: Estupendo. Pero, ;qué hiciste a continuacion de esto?

n Teeteto: Todas las lineas que representan en el plano un nimero bajo
la forma de un cuadrado equildtero, las definimos como longitudes. En
cambio, las que constituyen una figura de longitudes desiguales, las
definimos como raices, puesto que en longitud no son conmensurables
con aquellas, pero si lo son en superficie. Y con respecto a los sdlidos

hacemos algo parecido.
» Socrates: Extraordinario, muchachos. Me parece que Teodoro no va a

tener que ser acusado de prestar falso testimonio.

Este pasaje y en general el didlogo platonico, hace referencia, como se menciond

anteriormente, también a un matematico admirado por Platén y que fue maestro tanto



de él, como de su amigo Teeteto. Se trata de Teodoro de Cirene, quien gracias a su
ingenio, se dio un indiscutible avance en la teoria de las magnitudes inconmensurables.
Esto se sabe ya que como en el pasaje anterior y como lo dice Platon en otras partes del
Teeteto, Teodoro determind y/o demostré la inconmensurabilidad (o irracionalidad,
como dirfamos actualmente) de las raices cuadradas de los ntmeros que no son
cuadrados perfectos, iniciando con el 3 y finalizando® con el 17, esto mediante la

comparaciéon entre magnitudes.

Ahora bien, particularizando, Platén dentro de su concepto de numero aritmético
distingue dos elementos, el nimero numerado y nimero ideal. Numero numerado es el
que permite contar los objetos que estan en nuestra realidad empirica, en otras palabras,
es el que se usa para contar objetos presentes en el mundo sensible. El nimero ideal, en
cambio, es un ente de naturaleza abstracta, perteneciente al mundo de las ideas y por
tanto permite contar objetos pertenecientes a éste. Para entender esta division que tiene
el concepto platénico de nimero aritmético, es necesario explorar conjuntos particulares
de objetos, asi por ejemplo, como lo plantea L. Recalde, en [17, pag. 41|, en un conjunto
de tres sillas, para nosotros no es problemdtico aceptar la unidad representada en una
silla, asi las sillas no sean exactamente iguales, porque nos basta identificarla por su
funcionalidad aqui, entonces, tiene cabida el concepto de nimero numerado. Por otro
lado, el nimero ideal se forma por la agrupacion de unidades completamente iguales,
lo cual exigiria que dichas sillas tengan el mismo color, desgaste, aspecto, tamano, la

misma forma, los mismos defectos, etc.

Asi, aunque Platéon no contribuyé con algin resultado mateméatico técnico especifico,
se convirtié en uno de los personajes més prestigiosos de las matematicas, gracias a

su influencia e inspiraciéon sobre otros maestros e investigadores, convirtiendo de esta

6Se desconoce, el por qué Teodoro se detuvo en el 17 y no prosiguié o generalizé su demostracion.
Ademas tampoco se sabe como hizo tales demostraciones. Otro aspecto importante del que se pude
tratar, es la razon por la cuél no se tiene en cuenta a /2. Campos en [7, p4g.306] seniala, en este caso,
que para el tiempo en el que se present6 el Teeteto, este tema ya habia sido manejado y que por tanto
era una cosa muy conocida.



forma, a su academia (Academia Platonica), ubicada en Atenas, en el eje central de
las mateméticas en el mundo del siglo IV a.C. Entre dichos maestros e investigadores
estaban Aristoteles y Eudoxo de Cnido. Este tiltimo fue uno de sus alumnos mas grandes
y reconocidos, no solo dentro de las mateméticas, con su teoria de las proporciones y el

método exhaustivo, entre otros, sino también en la astronomia.

1.1.3. Eudoxo (408 - 355 a. C.)

Se sabe por el Teeteto de Platon que los maestros y amigo de Platon, al igual que él, ya
tenfan conocimiento acerca de las magnitudes inconmensurables, las cuales, como se ha
dicho, se convirtieron en un devastador descubrimiento por ir en contra de la teoria de
las proporciones que se manejaba en ese momento, y aunque pensadores como Teodoro,

Socrates y Teeteto habian tratado con éstas, el problema no habia terminado adn.

Es aqui donde aparece Eudoxo, alumno y/o integrante de la Academia Platonica, de
quien se puede decir que fue, dentro de las matemaéticas, el estudiante mas destacado

de Platon; tanto, que se asegura que gracias a él se dio una reforma en las matematicas.

Se dice que era factible, antes de Kudoxo, establecer si cuatro magnitudes
conmensurables estaban en proporcién, o sea si tomadas dos a dos, cada pareja tiene
la misma razoén. Asi por ejemplo, para saber si a : b = ¢ : d, se procede a comprobar
si el mismo ntmero entero de veces la menor en cada una de las dos razones, alcanza
en la mayor y si sobra un excedente, determinar si el mismo nimero entero de veces,
en cada caso, cabe este ultimo excedente en la menor y asi sucesivamente. Pero surgio
entonces, el problema de hacer esto mismo para magnitudes que, por el contrario, eran
inconmensurables. Eudoxo,” presenta una solucién a este problema mediante la siguiente

formulacién:

"Para Eudoxo, al igual que para su maestro y antiguos griegos, acepta los ntimeros naturales sin el
cero y el uno.
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Se dice que magnitudes estan en la misma razon, la primera a la sequnda
y la tercera a la cuarta, cuando, tomados cualesquiera equimailtiplos de
la primera y la tercera y cualesquiera equimiltiplos de la sequnda y la
cuarta, entonces los primeros equimiltiplos ambos exceden, son iguales o son
menores que los sequndos equimiltiplos, tomados en el orden correspondiente

[5, pag. 127].

La anterior definiciéon sobre igualdad de razones, fue inmediatamente aceptada; por lo
que se estaba hablando de una nueva Teoria de Proporciones, a través de la cual se
permite manipular a las magnitudes inconmensurables para la solucion y elaboracion
de problemas y demostraciones matematicas. Esta teoria es utilizada por Euclides en
el libro V de sus Elementos, en donde se encuentra la formulacion de Eudoxo que se

present6 anteriormente.

Es importante senialar que Eudoxo, en su idea de razoén, nunca da una definiciéon de ésta.
Pero lo que si deja claro con dicha idea, es lo que significa magnitudes homogéneas,
en otras palabras, esclarecidé que, en términos de razén, un segmento debe compararse
exclusivamente con otros segmentos y de igual forma para las areas con areas, voliimenes

con volumenes y en general para todas la magnitudes.

A pesar de la sencillez que en la actualidad tiene la definicion de Eudoxo, la cual es

% = 2 si y sblo si ad = be, no se le debe quitar absolutamente nada de genialidad y

agudeza a FKudoxo, ya que sus resultados causaron, como se dijo anteriormente, una

completa renovacion en las matematicas.

Cabe mencionar que FEudoxo no obtuvo su fama y prestigio dentro de las matematicas
nada mas por la teoria de proporciones, sino también por el método exhaustivo, el cual
es un antecedente al calculo integral. Ademas, no solo fue un gran matemaético; también

es considerado de vital importancia dentro de la astronomia y la geometria.

11



1.1.4. Aristoteles (384 - 322 a. C.)

Aristoteles, al igual que Eudoxo, integro la Academia Platonica, por ende fue alumno
de Platon y se vio influenciado por él. Aunque su interés primordial no fue el estudio de
las matematicas, hizo importantes aportes en la discusion sobre el infinito, el nimero y

magnitud, el continuo, entre otras.

Aristoteles define al niimero como una coleccion o multitud de unidades, definicién que

conlleva a ciertas consideraciones:

= El uno no es niimero, ya que no cumple con la definicién pues genera una confusion

entre la singularidad (unidad) y la pluralidad (namero).

= El cero no es niimero, no sélo por no cumplir con la definicién dada, sino también

por aspectos filosoficos que rodeaban a los griegos sobre la nada.

= [os nimeros aceptados por los griegos en la antigiiedad corresponden a nuestros

dias a los nimeros naturales exceptuando el cero y el uno: N — {0, 1}

Con esta concepcion Aristoteles estaria cayendo en una imprecision (confusion) logica,
al considerar al niimero como la coleccion de algo que en si mismo no es niimero, en otras
palabras, la parte esencial de esta definicién es la unidad y si ésta no es considerada
numero, una coleccion de éstas tampoco lo seria. Para entender de una forma més
detallada la imprecision (confusion) mencionada, hagase una analogia entre el concepto
aristotélico de nimero y el agua, asi como el niimero se define como una multitud de
unidades, el agua se puede definir como una multitud de gotas de agua, por tanto la
unidad estaria, en este caso, representada por una gota de agua, entonces aplicando la

definicion se dirfa que una gota de agua no es agua.

Ahora bien, el infinito y el continuo son dos conceptos muy importantes dentro de las

matemaéticas, y aunque para los antiguos griegos, éstos causaron grandes problemas, no
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les eran apaticos, puesto que para ellos los nimeros eran infinitos y la recta continua.
El infinito, como se mencioné anteriormente fue uno de los conceptos que preocupd
y gener6é polémica entre los pensadores griegos con la aparicion y estudio de las
magnitudes inconmensurables y las paradojas de Zenén. Es asi como Aristoteles en
su Fisica introduce argumentos tratando de refutar estas situaciones, mediante bases

de sentido comun.

Para Aristoteles las caracteristicas y naturaleza finitas del hombre le hacen imposible
acceder al infinito como un todo. Por lo cual acepta el infinito potencial y desecha el
infinito actual, puesto que para él, el infinito existe como un proceso, como entidad en
potencia y no como algo acabado, que se pueda tomar en un acto. En consecuencia,

Aristoteles afirma,

El infinito es, o lo que no se puede recorrer, porque estd en su naturaleza el
no poder ser recorrido, de la manera como el sonido es invisible; o lo que no
se puede acabar de recorrer; o bien lo que no se recorre sino dificilmente; o,
en fin, lo que no tiene término, ni limite, aunque sea susceptible de tenerlo

por naturaleza.|7, pag. 433].

Aristoteles aborda el infinito a través de la siguiente definicion: “Una cantidad es infinita
si es tal que se puede tomar siempre una parte fuera de la que ya ha sido tomada” |7,
péag. 431| (Fisica IIT ). Lo cual deja en evidencia el hecho de que jamaés se podréa tomar al
infinito como algo ya acabado o en un acto. Al mismo tiempo que esboza esta definicion
plantea dos tipos de infinito: El infinito respecto de los ntimeros; infinito por adicion,
y el infinito correspondiente a las magnitudes; infinito por division. El primer tipo de
infinito se detecta cuando al tener un nimero se obtiene uno mayor que éste si tan
s6lo se le anade una unidad. Este infinito es evidente dentro del proceso de contar. El
segundo tipo de infinito emerge cuando se divide magnitudes, ya que si por ejemplo, se
toma un segmento y se lo divide en dos o mas segmentos, cada uno de éstos se pueden

seguir dividiendo en nuevos segmentos y asi sucesivamente.
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A pesar de la genialidad o brillantez de Aristoteles, no fue considerado un matemaético
excepcional, ya que se interesdé en mayor medida por la filosofia y la biologia. Pero si es
reconocido como el promotor de importantes desarrollos mateméticos y como el sabio
con més amplios conocimientos de todos los tiempos. Aristételes tuvo gran influencia
sobre el pensamiento y en consecuencia sobre los desarrollos de Euclides, ya que este
altimo, entre otros aspectos, no sélo siguié su misma linea filosofica sino que ademas,
tenia el mismo concepto sobre nimero. Con la muerte de Aristoteles se da por terminada

la Epoca Helénica.

1.1.5. Euclides (330 - 275 a. C.)

Euclides naci6 en Tiro, estudié en Atenas y enseno en Alejandria donde fue nombrado el
jefe del Departamento de Matematica de la Universidad de la misma ciudad, la cual fue
fundada estratégicamente por Alejandro Magno en el continente africano, con el fin de
convertirla en el centro mercantil e intelectual del mundo griego. Por lo tanto Euclides
tuvo acceso a grandes cantidades de informacion que era decomisada y copiada para
ser almacenada en la famosa biblioteca de Alejandria y para posteriormente, utilizar en

su universidad.

Hacia el siglo IIT a. C. Euclides escribe uno de los monumentos teoricos més importantes
de todos los tiempos; Los Elementos. Esta obra ha sido durante muchos siglos el
principal eje del estudio de las matematicas y durante veintidoés siglos el modelo de
axiomatizacion, hasta que en el siglo XX aparece la propuesta formalista de Hilbert.
Euclides no fue el primero en utilizar el método deductivo en matematicas, puesto que
Platon y Aristoteles ya manejaban esta técnica. Ademaés, la simbologia que manejaba
Euclides, especialmente en los FElementos, era muy retorica, tal vez por falta de

herramientas simbolicas.
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Los Elementos constituyen el primer compendio sisteméatico de la teoria de la medida®
siguiendo las directrices de la filosofia aristotélica: primero hace una distincion tajante

entre nimero y magnitud, de donde surgen las dicotomias:

Aritmética — Geometria
Discreto — Continuo
Finito — Infinito

Contar — Medir

En el sentido mencionado anteriormente, los ntmeros estan relacionados con la
aritmética desde la filosofia pitagorica, pasando por la aristotélica y continuando en
las bases del trabajo euclidiano. De igual forma ocurre con la correspondencia entre
magnitud y geometria. Asimismo, para Euclides los niimeros son discretos, puesto que,
al igual que Aristoteles, acoge al nimero como una pluralidad de unidades. Por otro
lado las magnitudes son continuas pues se pueden dividir en magnitudes més pequenas
indefinidamente, mientras que los nimeros solamente se pueden dividir un nimero finito
de veces debido a que en algiin momento se llegara a la unidad, la cual no cumplia con
su idea de nimero. Ademéas los ntmeros eran usados para contar y las magnitudes
para medir, siguiendo el principio de homogeneidad aristotélico, que establece que los

segmentos se miden con segmentos, los angulos con angulos, entre otros.

Euclides estudia por separado dos corrientes teéricas: una respecto a magnitudes y
otra a nuimeros. La primera es desarrollada en su libro V. Este es titulado Teoria
de la Proporcion, el cual contiene temas de importancia fundamental para toda la
matemaética partiendo de los trabajos de Eudoxo, quien logr6 evitar el problema de
las magnitudes inconmensurables a partir de proporciones. Lo que hace Euclides, a
diferencia de Eudoxo, es definir de manera insatisfactoria el término razoén, y aunque

no precisa lo que es magnitud, define la razén entre dos magnitudes homogéneas.

8Esto teniendo en cuenta que se mide mediante ntimeros, por esa razén el estudio de Euclides ayuda
a fundamentar la teoria sobre ntimeros reales, y en consecuencia sobre los niimeros irracionales.
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En la manera presentada por Euclides, la forma de medir dos magnitudes consiste en
compararlas cuantitativamente de acuerdo con las siguientes definiciones, presentadas

en notaciéon actual, para magnitudes lineales, es decir segmentos:

Definicion 1.1. Un segmento B mide a otro segmento A, si A = nB, para algin

numero n.

Definicion 1.2. Dos segmentos A y B se dicen conmensurables si existen niumeros n

y m, tales que nA = mB.

En estas definiciones es necesario tener en cuenta que en la época era imposible
multiplicar un ntmero por un segmento, porque no cumplian con el principio de
homogeneidad, por lo tanto el nimero n al que se hace mencién, aparte de ser un
numero natural, cumple una funcién de escalar dilatador, es decir que solamente muestra

cuantas veces alcanza el segmento més pequeno en el més grande.

Asi, el proceso para medir un segmento A mediante un segmento B, consiste en tomar
a B como unidad de medida. Puede darse que B esté contenido un ntimero natural
¢, en el segmento A, lo cual se lo escribe como A = ¢B. Puede darse también que B
esté contenido ¢ veces en A y sobre un excedente D, lo cual se escribe A = ¢B + D.
Si la medida comtn de B y D es la medida comin de A y B se dice que hay
conmensurabilidad. Si en la relacion A = ¢B + D, D = D; no divide exactamente
a B, se tiene B = c3 D7 + Dy, donde ¢y es un numero natural. Asi sucesivamente se

tendran las siguientes relaciones:

A=cB+ D, 0<D;<B
B =cyD1+ D, 0< Dy <Dy
Dy =c3Dy+ Dy 0 < D3 < Dy
Dy =c4Ds+ Dy 0< Dy < Dy
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Dn—2 = CnDn—l + Dn 0< Dn < Dn—l
Dn—l = Cn—l—an +0

Teniendo en cuenta que hubiera residuo cero, se ve por cadena de desigualdades, con

numeros naturales:
B>Dy>Dy>D3>Dy>..>D,>0

De esta manera, la medida comun es basada, en términos modernos, en el maximo
comun divisor de ntimeros A y B, que para Euclides eran rectas, o magnitudes lineales,
segun las relaciones escritas seria D,,. Este procedimiento para encontrar la medida

comin de dos magnitudes dadas es conocido como el algoritmo de Fuclides.

Cuando no se puede llegar al residuo cero, se obtiene que este proceso es interminable,
es decir, cuando no hay una medida comun a las dos magnitudes A y B, éstas son

inconmensurables.

Por otro lado, la segunda corriente tedrica, correspondiente a los ntimeros la trabaja
en los libros VII, VIII y IX, en los cuales deja a un lado el desarrollo axiomatico, para
dedicarse a la aritmética. En éstos se estudia a los ntimeros naturales, excluyendo el
cero y el uno, sus propiedades y relaciones. Se aparta la relacion directa entre nimeros
y magnitudes, puesto que las demostraciones realizadas en estos libros no se apoyan en
argumentaciones geométricas. Ademaés, dichas demostraciones se desarrollan en forma
retorica, al igual que en sus demas libros, por la falta de una simbologia algebraica

apropiada.

1.2. Simon Stevin (1548 - 1620)

Nacido en Brujas (Bélgica), se lo reconoce como el padre de los nimeros negativos,
debido a que fue el primero en aceptar los negativos como niimeros. Propuso una

notacion para los nimeros decimales, pero por su complejidad no tuvo éxito, por lo
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que se adoptaron terminologias propuestas por Bartolomeo Pitiscus y John Napier que
se usan en la actualidad. Ademéas mostro como el empleo de fracciones decimales podria

emplearse para extraer la raiz cuadrada de un namero.

Stevin hizo contribuciones originales en areas como en la estatica, la hidrostética, la
teoria de mareas, la navegacion y la tecnologia. En cuanto a desarrollos mateméticos
se refiere, escribi6 libros de contabilidad solicitados por el principe Mauricio, pero
su principal obra en matematicas, es llamada La disme, la cual consta de dos
partes, la primera sobre cuatro definiciones, y la segunda sobre las cuatro operaciones
fundamentales. Se profundizara entonces, en la primera parte que corresponde a

trabajos y concepciones aritméticas de ntimero. En ella Stevin enuncia:’

Definiciéon 1.3. La aritmética es la ciencia de los nimeros.
Definiciéon 1.4. El numero es por lo que la cantidad de cada cosa se revela.

Con esta ultima definicién empieza a cambiar la concepcion que se tenia sobre ntmero.
Stevin defiende su nuevo concepto afirmando que la parte es “del mismo material”
que el todo; la unidad es una parte de una multitud de unidades; por consiguiente la
unidad es “del mismo material” como una multitud de unidades; pero el “material” de
una multitud de unidades es el “ntmero” por consiguiente el “material” de la unidad,
) . . . " . . e
y asi la propia unidad, es “ntimero”. Quien niega este tltimo paso puede compararse
a alguien que niega “que un pedazo de pan es pan”. Por esta razon la unidad es de la

misma naturaleza que los niimeros y por consiguiente es niimero en si misma.

Ademas, Stevin afirma que se ha malinterpretado el signo llamado “punto” que ha sido

heredado de la “edad sabia 7' y era idéntico al signo actual cero (0). Se entendi6 a los

9En |14, pag. 191].

10Stevin menciona dos edades que, segtin ¢l influyeron en el desarrollo y decadencia de las ciencias,
la primera la denomina “edad sabia” y la define como sigue: “Nosotros llamamos la edad sabia al hecho
de que los hombres tenian un conocimiento maravilloso de ciencia que nosotros reconocemos sin fallo
a través de ciertas sefiales, a pesar de no saber quiénes eran ellos, o en qué lugar, o cuando.” [14, pag.
187].
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“puntos” como “unidades”, asi el punto geométrico es el principio de la linea geométrica

y no es por si mismo linea, de igual manera se interpreté al “uno” como el principio de

los ntimeros or consiguiente no a si mismo como ntmero. Asi, Stevin transfiere el
)

papel de principio al cero, quitandole esta asignaciéon a la unidad.

Igualmente, Stevin esclarece esta idea enfatizando en que al igual que una linea no es
extensible por la adiciéon de un punto, un niimero no es extensible por la adiciéon de
ceros. Por lo tanto no pueden, infinitamente, muchos puntos “tomados juntos” formar
una linea, de igual forma, la unién infinita de ceros no forman un nuevo nimero, lo que

se puede hacer tan solo con dos unidades.

También mencion6é que la unidad es divisible como un asunto irrefutable, respecto
a lo cual le llamo6 la atencidon a Diofanto a establecer la divisibilidad de la unidad
en general, ya que él solamente lo aceptaba en algunos problemas. Precisamente por
esta razon se empieza a desligar a los niimeros de la época de la estructura discreta
que posefan, adquiriendo asi, un caricter de continuos, pues la vista antigua de lo
discreto de los niimeros se basa en la indivisibilidad de la unidad. De igual forma
como un pedazo de pan es en si mismo pan, un pequeno segmento, que es parte
de otro segmento es segmento por si mismo, asi un nimero por pequeno que sea
va a ser nimero, por ejemplo los nimeros fraccionarios. A partir de lo mencionado,
para Stevin, surge la correspondencia completa entre nimero y magnitud geométrica,
con lo cual ataca la denominacion de “absurdo” o irracional a los ntimeros conocidos
ahora como irracionales, pues segin Stevin la “inconmensurabilidad no es causa de
que términos inconmensurables sean irracionales”. Igualmente sigue la distinciéon entre

nimero aritmético’! y ntimero geométrico,'? pero desecha los términos diofanticos de

9913 914

“cuadrado”™ y “cubo entre otros. Asi por ejemplo Stevin dice que toda raiz es

1 Correspondientes a los niimeros enteros.

12Equivalentes a los ntimeros fraccionarios e irracionales.
BCorresponden raices cuadradas de ntmeros racionales positivos.
14Raices ctibicas de ntimeros racionales positivos.
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niimero, para generalizar esto establece las siguientes definiciones:!?

Definicion 1.5. Un nimero aritmético es un niumero expresado sin un adjetivo de su

tamano.

Definicion 1.6. El comienzo de cada cantidad es cada nimero aritmético o algun

radical.

A partir de esto, los nimeros geométricos incursionan a entrar en célculos aritméticos,
para lo cual hace una correspondencia con el hecho de que el cero es el principio de
los nimeros aritméticos. Entonces cada nimero geométrico tiene su propio “principio”,
el cual corresponde a un nimero entero o radical segtin la definicién. Por ejemplo, en
términos modernos, si una magnitud equivale al nimero irracional v/2, a éste se le
asigna su principio para poderlo operar, el cual equivale a un niimero que bien puede
ser radical, caso en el cual seria el mismo, o un entero que equivaldria, en este caso, a

uno (1).

Asi, se dio un paso importante en la evoluciéon del concepto de nimero, incluyendo
ahora al uno y al cero, los cuales fueron excluidos desde la antigiiedad griega y so6lo
hasta los trabajos de Stevin se logré6 un cambio en esta concepcion. Ademads, como
Stevin fue quien empezo6 a observar la resta de un nimero como la adicién de un nimero
negativo, sus trabajos dieron pie para establecer a los ntimeros enteros como nimeros.
Por otro lado con las dos tltimas definiciones presentadas promueve la indagacion de la
naturaleza numérica de las magnitudes inconmensurables, tratando de desligarlas de su
referente geométrico para tratarlas independientemente en operaciones aritméticas. Tal
vez fue este trabajo el que promovié la preocupacion de indagar en este aspecto, que
retomaron varios mateméaticos!® del siglo XIX, y que llegd a su apogeo con G. Cantor
y R. Dedekind, quienes gracias a sus estudios y trabajos, los irracionales adquirieron

definitivamente el estatus de niimero u objeto matematico.

15En [14, pag. 196].
16Weierstrass, Meray, Kronecker, entre otros.
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1.3. Richard Dedekind (1831 - 1916)

Julius Wilhelm Richard Dedekind, matematico aleman, nacié en Brunswick en 1831,
aprendi6 matematicas en los departamentos de matemaéticas y fisica de la Universidad
de Gotinga. Su tesis doctoral, asesorada por Gauss, llevaba como titulo Uber die Theorie
der Eulerschen Integrale (Sobre la Teoria de las Integrales FEulerianas). Dedekind
recibié su doctorado en 1852. Estudié la teoria de los nimeros con Gustav Dirichlet,
las funciones abelianas y elipticas con Bernhard Riemann. Sus principales campos de

trabajo fueron el algebra y la teoria de niimeros algebraicos.

En 1872, bajo el contexto de rigorizacién del anlisis'”, presenta su construccién de
los ntimeros reales y en consecuencia de los nimeros irracionales. Esta consiste, a
groso modo, en extender el conjunto de lo nimeros racionales mediante cortaduras
en este mismo conjunto. Inicialmente, Dedekind sefiala y/o resalta tres propiedades de

los ntimeros racionales:

Para todo a, b, c € Q
1. Sia>byb>c, entonces a > c.
2. Entre cualesquiera a y c¢ existen infinitos ntmeros b.

3. Cada numero a divide el sistema de los ntimeros racionales Q en dos clases: A; y

As.

Asi, la esencia de la construccion se basa en la tercera propiedad, la cual origina una
cortadura, de tal forma que divide a los nimeros racionales, mediante un ntmero a,
en dos conjuntos infinitos bien diferenciados, que corresponden a las clases A; y As.
De manera que los nimeros de la clase A; son menores a los numeros de la clase A,,
en cuyo caso la primera clase tiene un dltimo elemento y la segunda tiene un primer

elemento, en donde ese tltimo y primer elemento corresponden al nimero a. Por tanto,

I7E] cual consistié en fundamentar el analisis sobre bases absolutamente aritméticas
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el ntimero a genera la cortadura (A, As).

Por otro lado, Dedekind introduce como un axioma la continuidad de la recta L, que
actualmente equivale a la recta real. Posteriormente establece una relacién entre puntos

de esta recta y los ntimeros racionales!®.

Ahora, traslada las propiedades mencionadas anteriormente a los puntos de la recta L,
teniendo en cuenta que ya no habla de relaciones de orden (mayor y menor que), sino

relaciones de posicion (derecha ¢ izquierda de). De la siguiente manera:

Sean a, by c tres puntos distintos de la recta L, se tienen las siguientes leyes:

1. Si a estd a la derecha de b, y b a la derecha de ¢, entonces también a esté a la

derecha de c¢; y se dice que b esta entre los puntos a y c.

2. Si a, ¢ son dos puntos distintos, hay siempre infinitos puntos b que estan entre a

y c.

3. Si a es un determinado punto de L, todos los puntos de L se descomponen en dos

clases, Ay, As.

De este modo, es posible afirmar que a cada niimero racional le corresponde un tnico
punto de la linea recta. Sin embargo, Dedekind resalta la importancia de advertir que
no se tiene la afirmacién reciproca, es decir, que existen infinitos puntos de la recta que

no corresponden a niimeros racionales.

Ahora bien, esta analogia entre los nimeros racionales y los puntos de la recta, es lo
que le permite a Dedekind observar que existen lagunas en esta tltima, razén por la

cual, advierte la necesidad de crear nuevos ntimeros que completen el dominio de los

18Relacién que consiste en representar un nimero como un punto en la recta L, de tal forma que
este niimero corresponda a la longitud entre el origen y el punto. Habiendo establecido, de antemano,
un segmento como unidad.
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numeros racionales de manera tal, que se adquiera la misma continuidad de la recta.
Asi, Dedekind senala que es sencillo mostrar que existen infinitas cortaduras que no
pueden ser determinadas por nimeros racionales, para cada una de las cuales crea un
nuevo numero irracional, el cual estd definido por la cortadura, es decir que el nimero
irracional corresponde o produce esta cortadura. De esta manera, construye al conjunto

de los niimeros reales como el conjunto de todas las cortaduras de racionales.

Posteriormente, Dedekind define las propiedades mencionadas anteriormente para
este nuevo dominio, el cual corresponde al conjunto de los niimeros reales, logrando
establecer las relaciones de orden y la densidad de los niimeros reales. Ademas, expone
la continuidad de los niimeros reales afirmando que cada cortadura es producida por un
tnico numero. Seguidamente, extiende las operaciones fundamentales con los nimeros
reales, definiendo solamente la adicion y afirmando que a partir de ésta se puede realizar,

de manera anéloga, la definicién de las deméas operaciones.

Con esto, Dedekind ha elaborado una acertada construcciéon de los ntimeros reales y
por ende, de los ntimeros irracionales, determinando también su unicidad y completez,

cumpliendo con los requisitos de la época.

1.4. Georg Cantor (1845 - 1918)

Cantor naci6 en el ano de 1845 en San Petersburgo, fue alumno de Kummer, Kronecker
y Weierstrass, los cuales eran profesores de la Universidad de Berlin, en donde estudio
y se gradud Cantor. Fue este tltimo profesor la persona que mas influyé dentro de los
estudios y desarrollos de Cantor, entre los que se encuentran: La Construccion de los
Niumeros Reales, los Numeros Transfinitos y la Teoria de Conjuntos. Se interesé en

mayor medida, dentro de las matemaéticas, por el analisis y las series trigonométricas.

En 1872 Cantor conoce a Dedekind en Suecia, con quien establece buena amistad
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y comienza una correspondencia mutua. En este mismo ano presenta un articulo
titulado Uber dier Ausdehnung eines Satzes aus der trigonometrischen Reihen (Sobre
la extension de un teorema de la teoria de series trigonométricas), dentro de la revista
Mathematische Annalen tratando de dar soluciéon al problema de analisis que E. Heine
habia planteado, el cual consistia en determinar la unicidad de una serie trigonométrica
que estaria representando a una funcion arbitraria dada ( Teorema de unicidad). En este
articulo, Cantor elabora una construcciéon de los ntimeros reales y en consecuencia de
los ntimeros irracionales, como una herramienta obligatoria, con el objeto de aclarar el

teorema referente a las series trigonomeétricas (teorema de unicidad).

Tanto Cantor como Dedekind,!® se preocuparon por la elaboracién de una construccion
de nimeros reales, la cual s6lo estuviera basada sobre cimientos aritméticos, debido a
que en ese tiempo se estaba presentando un cambio en las mateméaticas mediante el

rigor en el anélisis.

En 1883, en relacion a problemas de la teoria de conjuntos, nuevamente, dentro de la
revista Mathematische Annalen en un articulo llamado Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Fundamentos de una teoria general de conjuntos), Cantor exhibe
una construccion de los ntimeros irracionales més actualizada, pero con la misma esencia
que la de 1872. Ademas presenta una comparacion critica con los resultados obtenidos
por Weierstrass?® y Dedekind, e igualmente dedica unas lineas con motivo de ensefiar
la definicién que tiene para nimero irracional. G. Cantor extendi6 el conjunto de los
nimeros naturales para evidenciar la existencia de otra clase de ntimeros, los niimeros
cardinales. Este mismo método -el de extender un conjunto de ntimeros ya establecidos-
lo utiliz6 para introducir a los ntimeros irracionales, razéon por la cual, Cantor considera

a los nimeros irracionales como una extension de los nimeros racionales.?!

YDedekind elabora una acertada construcciéon de los ntimeros irracionales, mediante cortaduras en
los nimeros racionales, las cuales primitivamente, son definidas en la teoria de proporciones de Eudoxo.

20Weierstrass, Méray y Cantor coinciden en elaborar una construccién de los ntimeros irracionales,
utilizando sucesiones de racionales.

21 Analogamente a otros autores como Weierstrass, Méray, Heine y Dedekind.
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La principal preocupacién de Cantor, en sus dos construcciones, consistié en evitar
caer en el error ldgico® de definir a los nimeros irracionales como limites de sucesiones
infinitas de niimeros racionales, que es equivalente a suponer asi, la existencia inmediata
de los ntmeros irracionales, sin antes haber definido dichos ntimeros o el “conjunto” al

que éstos pertenecen.

Ahora bien, una de las mayores discusiones que se dio en el siglo XIX, entre los
matematicos, fue acerca del término magnitud. Dedekind aseguraba que este término
causaba grandes confusiones e inconsistencias en los estudios en donde se utilizaba,
siendo ademaés inconsistente en si mismo, puesto que en ningin momento, en ningin
lugar, se presenta una definiciéon formal de éste. Y aunque tanto Cantor como
Weierstrass optan al inicio de sus construcciones y resultados por utilizar el senalado
término, en algin momento, deciden (en especial G. Cantor) desecharlo y/o sustituirlo.

En el caso de Cantor, sustituye la expresion magnitud numérica, por nimero.

G. Cantor, no sélo es reconocido por sus construcciones de los ntimeros reales y los

transfinitos, su fama en mayor parte, radica en la elaboracion de la Teoria de Conjuntos.

Asi, gracias al ingenio y dedicaciéon de matematicos como: Weierstrass, Heine, Méray,
Cantor, Dedekind, entre otros. En especial estos dos tltimos, los irracionales dejaron de
verse y asociarse con referentes geométricos, especificamente con magnitudes, para ser
considerados y elevados hasta el estatus de nimero. En otras palabras, los irracionales,
después de tan largo y arduo proceso, ahora eran un objeto matematico més, llamado

numeros irracionales.

22Gegtin G. Cantor el tinico que habia evitado este error era Weierstrass. Aun asi, Méray también
lo habia evitado otorgéndole a cada sucesiéon de racionales que no convergiera a uno de estos mismos
nameros, un limite ficticio.
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Capitulo 2

La Construcciéon de Los Nimeros Reales Por Georg Cantor

En la elaboracion de una construccion de niimeros reales, la cual solo estuviera basada
sobre cimientos aritméticos,! la principal preocupacién del matematico aleman G.
Cantor consisti6 en desarrollar una teoria sobre los niimeros irracionales que resulte
ser apropiada, evitando caer en el error logico de definir a los ntimeros irracionales
como limites de sucesiones infinitas de nimeros racionales, que es equivalente a suponer
asi, la existencia inmediata de los niimeros irracionales, sin antes haber definido dichos

numeros o el conjunto al que éstos pertenecen:

(...)el nimero a definir b no se identifica de antemano con la suma ) a, de
la serie infinita (a,); esto hubiera constituido un error ldgico, porque, antes
bien, la definicion de la suma Y a, sdlo se obtiene por equiparacion con el
numero dado b, que necesariamente debe haberse definido con anterioridad.

6, pag. 110].

Teniendo cuidado de no caer en el mencionado error ldgico, G. Cantor present6d su
truccion de los nt 1 d i * La pri tad
construccion de los nimeros reales en dos versiones.” La primera es presentada en

1872 dentro de la revista Mathematische Annalen en un articulo titulado Sobre la

Interés motivado por la introduccién del rigor en el analisis en el siglo XIX.

2Se precisa en este momento, que en el desarrollo de este capitulo se tendran en cuenta las dos
versiones asociadas: la primera tomada de el libro de Boniface [4] y la segunda del libro traducido y
comentado por Ferreiros [10].
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extension de un teorema de la teoria de series trigonométricas, tratando de dar solucion
al problema del anélisis que E. Heine? habia planteado, el cual consistia en determinar la
unicidad de una serie trigonométrica que estaria representando a una funciéon arbitraria
dada (teorema de unicidad). Dentro de la solucion a este problema, Cantor se vi6 en la

necesidad de desarrollar una teoria satisfactoria de los niimeros reales:

En lo que sigue, daré parte de una cierta extension del teorema segun el
cual las representaciones en series trigonométricas son univocas. (...) Pero
en este objetivo estoy obligado a dar explicaciones preliminares, aunque esto
no es para la mayoria mds que simples indicaciones, que pueden servir
para poner en evidencia las relaciones que aparecen siempre, en cuanto
a las magnitudes numéricas, en cantidad finita o infinita, son dadas; soy
conducido por aqui a dar ciertas definiciones, que serdan adelantadas aqui
con el solo fin de una presentacion tan concisa como sea posible del teorema

considerado, cuya demostracion es dada en el §3.% |4, pag. 73|.

La segunda version fue publicada en 1883, en relaciéon a problemas de la teoria de
conjuntos, nuevamente, dentro de la revista Mathematische Annalen en un articulo
llamado Fundamentos de una teoria general de conjuntos,® en donde presenta también
una comparacion critica con los resultados obtenidos por Weierstrass y Dedekind, y
ademés dedica unas lineas con motivo de ensenar la definiciéon que tiene para nimero
irracional.

6

G. Cantor en sus dos versiones, y andlogamente a otros autores,” considera al nimero

irracional como una extensién del nimero racional.

3Edward Heine, colega de Cantor, trabajaba sobre problemas relativos a la teoria de series
trigonométricas.

4Capitulo tres o tercero.

5Conocidos también como los Grundlagen.

SWeierstrass, Méray, Heine y Dedekind.
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Se presenta en lo que sigue los aspectos mas importantes de la construccién de los

numeros irracionales elaborada por Georg Cantor.

Nota: Se precisa en este momento que los ejemplos que se indicarédn en adelante, se
han elaborado con la teoria ya terminada, en otras palabras, con terminologia y bases

modernas.

2.1. Construccion de Los Numeros Irracionales

G. Cantor considera irrelevante introducirse e indagar sobre el dominio de los nimeros
racionales, al que llama dominio A, ya que este dominio tiene unas bases aritméticas
bien definidas, y que ademads, otros autores como H. Grassmann (Lehrbuch der
Arithmetik, Berlin 1861) y J. H. T. Miiller (Lehrbuch der allgemeinen Aithmetik, Halle
1855), ya han tratado.

Aclarado lo anterior, G. Cantor inicia estableciendo sucesiones’ infinitas de racionales,
A1,092,...,Ap, ...

A continuacion, de estas sucesiones considera sélo aquellas que llegan a ser lo que él

denomina sucestones fundamentales:

Definiciéon 2.1. La sucesion infinita {a,} se llama una sucesion fundamental si existe

un entero N tal que para cualquier ¢ > 0, € Q, se tiene que:

|@pim — an| < €, para todo m, y para todo n > N.

"En la época (S. XIX), el término Reihe era empleado para series y sucesiones. A lo cual hace
mencion Ferreiros en [11, pag. 150].
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n

Ejemplo: La sucesion {a,}, donde a, = > oi 65 una sucesion fundamental.
i=1

Asi, si se tiene

n

20

bD|F4
[\D|}—l

n+m

! <e€
2Z 20
=1 = n+1
n+m m
1 1
Z 2| ZQn-l—i <£
i=n+1 =1

De donde se obtiene la desigualdad,

1
Zg—

"1
li — | =
nLH§o< 2)
=1

Ahora bien, como

entonces en (2.1) se tiene
lo que equivale a:

Por lo tanto:
1
log, — <n
€

1
Asi, para N = {log2 —|, donde [z] denota el menor de los enteros mayor o igual que z,
€

se satisface la definiciéon para la sucesion dada.
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Ahora bien, son estas sucesiones fundamentales las que le permiten ampliar el dominio
A hasta conseguir los ntimeros irracionales y en consecuencia obtener un nuevo dominio

el cual consistird en el de los nimeros reales:

Hablaré de magnitud numérica en sentido amplio para abordar el caso donde

se tiene una sucesion infinita de nimeros racionales:

1,09, ..., Gy, ... (1)

dada mediante una ley que tiene por propiedad que la diferencia anim — ay,
deviene infinitamente pequena cuando n crece, donde m es un numero
entero cualquiera, o, en otros términos, que para un € (racional positivo)
cualquiera, existe un nimero entero ny tal que (Apim — an) < €, Si N > N1,
y st m es un numero entero positivo cualquiera. Expreso asi esta propiedad

de la sucesion (1): “La sucesion (1) tiene un limite determinado b”. |4, pag.

74).

Este criterio o condiciéon propuesta por G. Cantor para determinar sucesiones
fundamentales es equivalente a la llamada condicion de Cauchy ® para determinar

sucesiones de Cauchy.

Cantor precisa que con lo dicho atn no esta definiendo un limite b para la sucesion
{a,}, sino que tan solo le esta asociando a cada sucesion fundamental un “simbolo” b.
Cantor se preocup6 porque se entienda rigurosamente la naturaleza nominal de b, ya
que si a este simbolo se lo entendia como el limite de la sucesion {a, }, se estaria cayendo

en el circulo vicioso -de suponer la existencia del limite, el cual al ser irracional, sélo

8Una sucesion de nimeros reales {x,}, se llama sucesién de Cauchy si Ve > 0 , IN € Z tal que
|€m — xp| < € si n,m > N. A partir de esta definiciéon se puede verificar que la sucesion {z,}, tal
n

que T, = Y, es sucesion de Cauchy. Mientras que la sucesion {x,}, donde x,, = (—1)™ no es

Zin(n+1)
sucesion de Cauchy.
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tendria una existencia logica una vez definidos los irracionales- que tanto habia tratado

de evadir. Por lo tanto aclara:

Estas palabras no tienen pués, otro sentido que el de expresar esta propiedad
de la sucesion, y del hecho que asociemos a la sucesion (1) un signo
particular b, se sigue que se debe también formar, para diferentes sucesiones

de este tipo, diferentes signos b, b/, b". [4, pag. 74].

Teniendo en cuenta lo anterior, Cantor presenta enseguida unas comparaciones de orden
entre las sucesiones fundamentales y en consecuencia entre los simbolos b asociados a

cada una de ellas.

Sean las sucesiones fundamentales {a,}, asociada con b y {a/}, asociada con V.

Entonces:

1. b=V siparatodoe € QT existe N € N tal que |a, — al,| <e&,sin> N.

2. b> b siexiste e € QT tal que para todo n € N, se tiene que (a, — a,) > .

3. b<lV siexiste e € QT tal que para todo n € N, se tiene que (a, — a),) < —¢.
Ejemplos:

1. b=V siparatodoe € QT existe N € N tal que |a, — al,| <e,sin> N.

Sean las sucesiones fundamentales con sus respectivos valores asociados (b y b')

n (_1)2i—1 1
n=3 2 b=log=
¢ ,zzl 12¢ DR
" =1 7'22’
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Entonces

Ahora se tiene que

con lo cual, para todo € > 0 se obtiene
n

Z (—1)2i_1 + 1
12

i=1

=0<e.

. b> b siexiste e € QT tal que para todo n € N, se tiene que (a, —al)) > e.

Sean las sucesiones fundamentales con sus respectivos valores asociados

n _12—1
anzz( z) ,b=log2y

, b= —log2.

i=1 1
1
Ademas, sea 0 < & < 5
Entonces
n —1)-1 n —1)¢
PR oV )
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Ahora, como (—1)"1 = —(—1), se tiene

Como,

Asi

=2log2 > e.

3. b<lV siexiste e € QT tal que para todo n € N, se tiene que (a, — a),) < —¢.
El ejemplo de esta relaciéon de orden, se desarrolla de forma analoga al ejemplo

de la relacion anterior. Tomando a, como a), y viceversa, y b como b’ y viceversa.

Seguidamente y de forma similar, Cantor presenta comparaciones entre las sucesiones

fundamentales y los ntimeros del dominio A:

Sean {a,} una sucesion fundamental asociada con by a € A. Entonces:

1. b=a si para todo ¢ € QT existe N € N tal que |a, —a|] <e&,sin > N.
2. b > asiexiste e € QT tal que para todo n € N se tiene que (a, —a) > ¢.

3. b < asiexiste e € QT tal que para todo n € N se tiene que (a, —a) < —e¢.
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Ejemplos:

1. b=a si para todo ¢ € QT existe N € N tal que |a,, —a|] <e&,sin > N.

3 3 3
Seanan:TZl, ziyazi.Ysea€>O.Asi,
| | 3n 3 6n —6n —3 -3
an_a: — —| = e .
2n+1 2 dn + 2 dn + 2

Dado que lim = 0, se tiene que

n—oodn + 2

‘—3

4n+2’:0<6(cuand0nﬁoo).

|ay, —a| =
2. b > asiexiste e € QT tal que para todo n € N se tiene que (a, —a) > ¢.
1\" 1
Sean a, = [ 1+ — ,b:eya:§.YseaO<5<1. Como se puede llegar a
n
1\" : . .
demostrar a, = | 1 + — | es creciente y acotada; acotada inferiormente por 2.
n
o \"
Ademas lim {1+ — ] =e, donde e < 3.
n— o0 n
Asi,

1 n
2§<1+—) < 3.
n

1
Restando 3 se tiene,
1 1\" 1 1
2—=—<(1+—-) —=<3—=.
<(141) —5<3-;

Observando solo la parte izquierda de la desigualdad

3< 1+1n 1
2~ n 2’



que equivale a

3
donde 3 > ¢, por tanto,

1+ AR >

-] —=>c

n 2

3. b < asiexiste e € QT tal que para todo n € N se tiene que (a, —a) < —e¢.

n

Sean a,, = (1 +—] ,b=eya=05, ademas de 0 < € < 1, multiplicando

n
por (—1), se obtiene —1 < —e¢ < 0. Como se puede llegar a demostrar, la sucesion
{a,} es creciente y acotada (acotada inferiormente por 2). Ademas

1 n
lim <1 + —) = ¢, donde e < 3.
n

n—oo

Asi,

Restando 5 se tiene,
1 n
2_5§(1+ﬁ) -5 <3-5.

Observando so6lo la parte derecha de la desigualdad:

1 n

<1+—) —bH< =2,
n
1 n

(l—l——) —H < —¢.
n

donde (—2) < —g, por tanto,

Estas tltimas comparaciones tienen como fin evidenciar la semejanza que tienen los

numeros racionales y los b, ya que todo nimero racional a puede ser reconocido por
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medio de la sucesion constante? {a}, lo cual refleja el hecho de que todo racional a tiene
el mismo comportamiento que un b. Es por esta razéon que Cantor deja a un lado el
nombre de signo o simbolo y llama magnitudes numéricas'® a todos y a cada uno de los

b. Al mismo tiempo, al conjunto de todas las magnitudes numéricas b, lo llama dominio

B.

En este aspecto, cabe senalar que la utilizacion de la palabra magnitud en la época
del siglo XIX, llevaba consigo un cambio sobre su nocién, ya que ésta comenzaba a
ser vista en un sentido abstracto, al desligarse cada vez més del contexto geométrico.
Esto se evidencia en el hecho de que al usar la palabra magnitud, el significado de ésta
se desenlazaba cada vez mas de lo empirico e intuitivo, para referirse a un significado
que radicaba en una idea netamente mental. Sobre este aspecto, Dedekind se sentia
insatisfecho, puesto que la nocién de magnitud no quedaba nunca definida con claridad,
y en especial la continuidad de las magnitudes del anélisis no se definia ni se empleaba

realmente en las demostraciones.

Es tal vez por esto que Cantor decide en su version de 1883 cambiar el término
magnitudes numéricas por nimeros,'! para referirse a los elementos del dominio B.

En esta misma via, Bell subraya:

Las “magnitudes”, como hemos visto, fueron reemplazadas por “numeros”, y
se expulsaron las intuiciones geométricas para hacer sitio a las de la logica

tradicional. |2, pag. 307].

Ahora bien, continuando con la construccién elaborada por Cantor, éste exhibe que las

operaciones elementales de los numeros racionales, pueden ser extendidas al dominio

B:

9Teniendo en cuenta, ademas, que toda sucesién constante es una sucesién fundamental.

10 Zahlengréssen, en la terminologia utilizada por Cantor (y por Weirstrass), principalmente en la
version de 1872 sobre la construccion de los reales. A esto hace mencion Ferreiros en [11, pag. 147].

1En su version de 1883, en los Fundamentos de una teoria general de conjuntos.
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Sean los nimeros b, b’ y b’ del dominio B, asociados a las sucesiones fundamentales

{a,}, {a,}, vy {al} respectivamente, se definen:
1. b£ b0 =b";si lim(a, £a), —a,)=0.

2. bV =10"; s lim(aya, —ap) = 0.
3. 2y B A0 silim (=2 — " ) =0
Y= ,con b #£0; si lim a_’_a" = 0.

Ejemplos: Se proponen a continuacion ejemplos para el caso de la multiplicacion y la

divisién.

1. 0.0 =10". Asi, lim(ayal, —a,) = 0.

Sean
n (_l)i—i-l 1
= b= —=1log?2
= 2 5 2 %8
a’zz(_),b’:—logQ
i=1
n (—1 i—1
CL” — Z ( ) 7 b// — (log 2)2
i=1 ?
Ahora,
ST R (D) R ()
1/ n ! _ n — l ( _
fm(ana;, — dy) nl—>nolo<; 2(0+1) Zl i ; i

1
) N e ) L e i
=1 . — 1

1

1
= —510g2.(—10g2) 2(log2)2

2. bﬁ — V' si b #0. Asi, lim(Z—Z —a") =0.
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3 n
Seanan:<1+—> ,b=2¢é3

Asi,
3 n
Qp ,
i (—/—ag):hm - n—<1+—)
al, n—00 2 n
n
. n , 1
=lim | —%5 | — lim (l—l——)
n— oo 2 n—oo n
n
lim (1 + §) n
n—0o0 n , 1
= S\ lim (1 + —)
Ifm (1 + —) "
n—0o0 n
3
=e—e
=0.

Como se mostroé, los ntimeros a se pueden expresar a través de sucesiones fundamentales,
al igual que los numeros b. Ademas sobre el conjunto de cada uno se verifican las
operaciones elementales. Asi estas operaciones se pueden trabajar indistintamente con
ntmeros b y/o a. Esto consiste en cambiar un (o unos)'? b (b, ¥, ") por un niimero a, y

su respectiva sucesion asociada ({a,}, {a,}, v {a"n}) por una sucesion constante {a}.

2Tgualmente es valido el hecho de cambiar mas de un b (b, b’, b”) por niimeros a determinados y
consecuentemente sus sucesiones asociadas.
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Con lo anterior se evidencia que un nitimero a, al cumplir con todas las caracteristicas
de un namero b, se constituye claramente en un elemento del dominio B. Esto es lo
que finalmente conlleva a evidenciar que el dominio de los nimeros racionales (A) esta

inmerso en el dominio B.

A partir de los resultados y anélisis obtenidos anteriormente, Cantor afirma:

Después de todos estos prolegomenos, se obtiene como primera proposicion
rigurosamente demostrable que, si b es el nimero determinado por la
sucesion fundamental {a,}, entonces con v creciente, b—{a,} se hace menor
en valor absoluto que cualquier niumero racional concebible, o lo que es lo

mismo, que: lima, = b. [6, pag. 112].

Asi, Cantor ha logrado evitar el mencionado error [dgico, obteniendo una justificacion
apropiada y suficiente de la asociacion dada entre el ntimero b y la sucesion fundamental
{a,}. En otras palabras ha justificado satisfactoriamente la expresion “La sucesion (1)
tiene un limite determinado b”. Ademas, con esto Cantor solidifica el significado de

limite, afirmando:

(...)el concepto de b ha sido establecido sobre los mimeros racionales
mediante nuestras definiciones precedentes con tales propiedades y
relaciones, que de ellas puede extraerse con evidencia logica la conclusion
de que lima, existe y es igual a b (...) el nimero irracional, en virtud
V=00
de las caracteristicas que le confieren las definiciones, tiene una realidad
tan definida en nuestra mente como los nimeros racionales, e incluso los
racionales enteros, y no necesitamos obtenerlos por un proceso de paso al
limite; sino que mds bien, al contrario, por su posesion nos convencemos de
la posibilidad y la evidencia de los procesos de paso al limite en general. |6,

pag. 113].
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2.2. Unicidad y Completez

A partir de lo mencionado, Cantor se ocupa de la unicidad y completez de los nimeros

reales:

Si (by) es un conjunto de nimeros racionales o irracionales cualesquiera con
la caracteristica de que 31_1510(bv+u —b,) =0 (cualquiera que sea u), entonces

existe un nimero b determinado por una sucesion fundamental (a,), tal que:
limb, =0
V=00

Se muestra por tanto que los mismos numeros b, definidos sobre la base de
sucesiones fundamentales (a,) -a las que llamo sucesiones fundamentales de
primer orden -de tal modo que resultan ser los limites de los a,, se pueden
representar también de miltiples maneras como limites de sucesiones (b,),
donde cada b, viene definido por medio de una sucesion fundamental de
primer orden (aj;,) (con v fijo). A un conjunto (b,) tal, si tiene la propiedad
de que Jir?o(bw# —b,) =0 (para un pu cualquiera), lo llamo en consecuencia

una sucesion fundamental de sequndo orden. |6, pag. 113].

Con lo anterior, Cantor realiza una definicion de sucesiones fundamentales de primer
y segundo orden, las cuales convergen a un nimero real determinado por una sucesiéon

fundamental de elementos de A.

Definiciéon 2.2. La sucesion fundamental {a,} es de primer orden, si existe un entero

N tal que para cualquier € > 0,e € R, se tiene que:
|@pim — an| < €, para todo m, y para todon > N.
Y ademds todo elemento de {b,}, pertenece a B.

En otras palabras una sucesiéon fundamental es de primer orden si al cumplir con la
condiciéon de que sus elementos se agrupan a partir de un determinado término, todos

los elementos de esta sucesion pertenecen al primer dominio, es decir a A, sin que esto
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implique que la sucesiéon converja en este mismo dominio. De igual forma, una sucesion
fundamental es de segundo orden si al cumplir con la misma condicién (de agrupacion),
sus elementos pertenecen al segundo dominio, es decir a B. En este caso se sabe que
como los elementos de esta sucesiéon son reales, entonces va a converger en el mismo
dominio. Asi reciprocamente, el orden de una sucesion fundamental lo determina el

orden del dominio'® al que pertenezcan los elementos de dicha sucesion.

De esta forma, Cantor considera sucesiones fundamentales a partir del dominio B
extendido recientemente (R), es decir, con nimeros racionales e irracionales a la vez,
va que A C B. A cada una de estas sucesiones ¢l asocia un nuevo simbolo ¢,'* de esta
manera le asocia a cada sucesion {b,}'® un nimero c. De este modo es construido un
nuevo dominio C', constituido por los nimeros ¢ generados a partir de B. Igualmente, se
definen sobre el dominio C' las relaciones de orden y operaciones elementales definidas
para los dominios A y B, generando un nuevo dominio D, de la misma manera y
bajo el mismo procedimiento A, B,C' y D constituyen el dominio E. Asi, mediante A

construcciones se obtiene un dominio L.

Ahora bien, los elementos que constituyen los dominios de orden superior a B, es decir
C,D,E,..., L, estan determinados por sucesiones fundamentales de orden menor en
una unidad al orden del domino al que pertenecen, en otras palabras, los elementos
que conforman a estos dominios estan determinados por sucesiones fundamentales de
elementos del dominio inmediatamente anterior, pero estos elementos bien podrian
definirse s6lo a partir de sucesiones fundamentales de segundo orden, es decir, con

elementos del dominio B ya que si estas sucesiones (fundamentales de segundo orden)

I3E] orden de un dominio es establecido por el orden alfabético de la letra asociada a éste. Ejemplo:
el dominio A es de primer orden, el dominio B es de segundo orden, el dominio C' es de tercer orden,
y asi sucesivamente hasta L.

14En la versién de 1883 Cantor sugiere que para cualquiera que sea el orden del dominio al que
pertenece un determinado simbolo (¢, d, e, .., 1) éste siga siendo llamado b, asi la terminologia serfa mas
rica y comprensible.

15T sucesion {b,} esta constituida por elementos de B, donde cada uno de éstos viene definido por
una sucesion fundamental de primer orden.
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cumplen con la caracteristica de que lim (b,4, —b,) = 0, entonces existe algtn b definido
V=00
a partir de una sucesion de primer orden (es decir, b pertenece a B) al cual convergen

las sucesiones (de segundo orden) de éstos (elementos de B) van a converger en B.

En otras palabras, las sucesiones de elementos de B convergen en B, asi los elementos
de C' (definidos por sucesiones de elementos de B) van a ser iguales a los elementos de
B (mas no idénticos)!® y de esta forma, los elementos de D (definidos por elementos de
(') van a ser iguales (mas no idénticos, nuevamente) a los elementos que constituyen
C por la misma razéon. De manera equivalente se puede observar que los elementos de
orden superior al del dominio B, van a ser iguales, mas no idénticos, a los elementos
del dominio de orden inmediatamente menor, hasta llegar al dominio B, asi cada uno

de estos dominios es equipotente al dominio B.

Para aclarar lo mencionado anteriormente véase que los elementos de dominios de
orden superior al dominio B, son iguales mas no idénticos a los elementos de orden
inmediatamente menor, hasta llegar a igualarlos a los elementos del dominio B, es decir,
los elementos de los dominios C, D, E, ..., L son iguales a los del dominio B (incluso entre
elementos de B) y reciprocamente. Puesto que éstos pueden estar asociados a sucesiones

fundamentales diferentes que converjan al mismo limite.

Asimismo, al comparar que la igualdad entre dos elementos de B no implica su
identidad, debe hacerse una distincion similar a la de la via anterior (iguales pero
no idénticos), entre dominios de orden superior o igual al del dominio B. Refiriéndose
a lo anterior Cantor, citado en Boniface, compara los dominios B y C. La distincion
explicada anteriormente es mencionada por Cantor en su versiéon de 1872, pero sélo

expone una explicaciéon de ésta en 1883.

16Dos elementos de dominios iguales o diferentes pueden ser iguales sin que esto implique que

sean idénticos, ya que pueden ser determinados por sucesiones diferentes, por ejemplo cero puede
1

ser determinado por las sucesiones {a,,} y {b,}, donde a,, = — y b,, = —, con lo que se puede afirmar,
n

2n
dentro de este contexto, que el cero asociado a a,, es igual al cero asociado a b,,, mas no idéntico.
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En cada dominio de orden superior a B se conservan las relaciones de orden y las
operaciones elementales, y ademas estos dominios son equipotentes con B, razéon por la
cual, el paso de B a C, y de éste a D y asi sucesivamente hasta el paso a L (después de
A pasos o construcciones) no produce extension del dominio, contrario a lo que ocurri6

al pasar de A a B.

El objetivo de Cantor al introducir dominios de orden superior al de B, compuestos por
elementos definidos por sucesiones fundamentales de orden superior a dos, siendo éstos
determinables por sucesiones de segundo orden -como ya se aclaré- era evidenciar que
no habia necesidad de extender el dominio B, puesto que en éste ya estarian contenidos
todos los niimeros reales. Asi, cualquier nimero designado por una sucesion fundamental
de orden mayor a dos, podria ser definido por una sucesiéon fundamental de segundo
orden. De esta manera el dominio B es no extensible, es decir, es completo, en otras
palabras, no existe la necesidad de crear un nuevo dominio en el que converjan las
sucesiones fundamentales de segundo orden, ya que como se mostrd, las sucesiones
fundamentales de elementos de B convergen en B. Sin embargo, el hecho de que Cantor
haya creado nuevos dominios a partir de B, siendo éstos equipotentes con B llego a ser
una cuestion criticada por Dedekind en el prefacio de su obra Continuidad y niumeros

rracionales.

2.3. Objetividad

Ahora, Cantor presenta una analogia entre los elementos del dominio B (ntimeros reales)
y los puntos de la recta geométrica, no para mostrar su existencia o dependencia con
el referente geométrico, si no para darle a este nuevo dominio una objetividad.!” Esta
objetividad entendida como un modo de representaciéon para los nimeros que acaba

de definir, ya que como los racionales eran totalmente aceptados como nimeros y eran

7Principalmente en su version de 1872, después de desarrollar y/o presentar su construccién de los
niimeros reales.
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facilmente representables en la recta geométrica (recta real), Cantor queria acabar de
mostrar que los nuevos niimeros tenfan una naturaleza similar a la de los racionales'®

y que por tanto debian ser igualmente aceptados.

En primera instancia, Cantor define, para la recta, un origen determinado como punto
fijo, y una unidad de medida para establecer la ubicacién de cada uno de sus puntos,

’

asl:

Los puntos de una linea recta estan definidos por el hecho de que, tomando
por base una unidad de medida, se senala sus distancias a un punto fijo 0 de
la linea recta, las abscisas, con signo + o —, segun que el punto considerado
se encuentre en la parte (fijada por anticipado) positiva o negativa a partir

de 0. |4, pag. 77].

Posteriormente, Cantor establece una relacién, en el sentido de Euclides, entre los puntos
de la recta y los nitimeros racionales, pues si entre estos dos elementos se daba una
relacién conmensurable, el punto podria ser representado por un nimero®® del dominio
A, es decir, por un niimero racional. Pero si esta relacién no era conmensurable, el punto
debia ser indicado por una sucesion fundamental de primer orden aq, ao, ..., a,, ..., con
la cual, cuando n crece, esta sucesion se aproxima a la longitud de la distancia entre 0
(cero) y el punto a determinar. Ahora, como cada sucesion fundamental de primer orden
{a,} tiene como limite un namero b (racional o irracional), entonces, a éstos también

se los puede relacionar con los puntos de la recta mediante estas sucesiones.

Enseguida, Cantor aclara que las mismas relaciones de orden establecidas en su
construccion para el dominio B, se mantienen para las distancias determinadas por

cada punto de la linea recta. Con esto se deduce que existe una correspondencia univoca

18Como menciona Cantor: El nimero irracional se establece en nuestro espiritu con la misma
precision, distincion y claridad que el nimero racional. En [6, pag. 110].

19A los cuales Cantor aun los llamaba magnitudes numéricas, pues este analisis lo presenta en su
version de 1872.
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entre los puntos de la linea recta y los niimeros del dominio B. Ya que el reciproco de
esto no es de naturaleza demostrable, como lo dice Cantor, lo introduce entonces como

un axioma:

A fin sin embargo de completar la concordancia, expuesta en este §, del
dominio de las magnitudes numéricas definido en el §1, con la geometria
de la linea recta, solo queda anadir un axioma, que consiste simplemente
en que reciprocamente a cada magnitud numérica corresponde un punto
determinado de la recta, cuya coordenada es igual a esta magnitud numérica,
es decir igual en el sentido expuesto en este §. Llamo esta proposicion un

azxioma porque estd en su naturaleza no ser, en general, demostrable. |4, pag.

7.
Con esto Cantor concluye:

Se llega con esto a una cierta objetividad para las magnitudes numéricas,

de la cual ellas son totalmente independientes. |4, pag. 78].

En esta medida y para finalizar, es valido unirse a la consideraciéon que hace Boniface,

teniendo en cuenta lo desarrollado sobre aspectos aqui expuestos:

No es la representacion geométrica de las magnitudes numéricas por los
puntos de una recta lo que hace que existan estas magnitudes, éstas son
independientes de los puntos que las representan, Cantor se aparta de una
definicion de los “numeros reales” basada en consideraciones geométricas.
Pero esta representacion geométrica provee a estas magnitudes, cuya
existencia hasta ahora abstracta y formal, una objetividad, garantizandoles

un referente concreto. |4, pag. 73|.
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Capitulo 3

Conclusiones y Comentarios

Este capitulo se divide en tres apartados, el primero corresponde a conclusiones
derivadas del recorrido histérico expuesto en el primer capitulo, especificamente lo que
concierne a la antigiiedad griega, el segundo apartado corresponde a conclusiones de la
altima parte de este recorrido, en esencia lo que se referencié acerca de Stevin, Dedekind
y Cantor. Todas éstas han sido motivadas, en cierta medida, en comentarios de autores
que han estudiado desde diversos contextos el surgimiento y la consolidaciéon de los
numeros reales y en consecuencia de los nimeros irracionales. Por tltimo, en el tercer
apartado se presentan conclusiones de tipo técnico del trabajo de Cantor, sobre niimeros

reales, expuesto en el segundo capitulo.

3.1. Antigiiedad griega

= La aparicion de las magnitudes inconmensurables caus6 una inmensa problematica
tanto en la antigiiedad griega como en tiempos posteriores, ya que éstas involucran
uno de los conceptos matematicos mas conflictivos de la historia, el concepto de

infinito.

Para los pitagoricos la aparicion de las magnitudes inconmensurables fue algo
devastador, ya que iban en contra de sus creencias filosoficas, religiosas y
conceptuales por lo que éstas fueron “repudiadas” y “escondidas” por parte de

la escuela pitagoérica. Aun asi, también fueron estudiadas y manipuladas.
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Gracias al Teeteto de Platon, se puede conocer que personajes como Teodoro
y Teeteto, dieron tratamiento a las magnitudes inconmensurables mediante
raices cuadradas (en sentido moderno). Ademés, como se tenian o existian
distinciones y separaciones tajantes entre magnitud y nimero, entre lo aritmético
y lo geométrico, las magnitudes inconmensurables al pertenecer al contexto

geométrico, no podrian ser vistas como nimeros.

Ahora bien, dichas magnitudes contradecian la teorfa de proporciones que se
manejaba hasta entonces, pero es hasta Eudoxo que sucede este problema, ya que
él presenta una nueva definicién para determinar razones entre cuatro magnitudes
tomadas dos a dos sin importar si las magnitudes son o no conmensurables. A
continuacion, la renovada teoria de proporciones es utilizada por Euclides en su
obra los Elementos, en el libro V, en donde ademés presenta una definiciéon errénea

del término razon.

Asi, las magnitudes inconmensurables siguieron causando inconvenientes de orden
ontolégico hasta llegar a Stevin en el s. XVI, quien amplia el concepto de
nimero y promueve la inclusion del 0, el 1 y los ntimeros negativos dentro
de dicho concepto. Ademés, mediante dos definiciones, que él presenta en una
de sus obras, da pie a que a se transforme la concepcién concerniente a los
nameros irracionales (las magnitudes inconmensurables). Posteriormente, en el
siglo XIX dentro del contexto de rigorizacion del anélisis, aparecen personajes
como Cauchy, Weierstrass, Meray, Dedekind, Cantor, entre otros, quienes se
preocuparon por mencionado aspecto. Asimismo, matematicos como Dedekind
y Cantor se interesaron y lograron presentar una construcciéon de los niimeros
reales, libre de todo referente geométrico, basandose tinicamente en los ntimeros

racionales, los cuales ya eran reconocidos y aceptados como niimeros.
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Asi, se dio fin a ese largo proceso el que se embarcaron forzosamente las
magnitudes inconmensurables hasta llegar a ser aceptadas y conocidas como

numeros irracionales. Al respecto, Luis Recalde menciona:

Se puede decir que las magnitudes inconmensurables al ser el primer
antecedente de los numeros irracionales 1y aparecer como entes
contradictorios de los niumeros razonables o ractonales, es decir,
aquellos que pueden expresarse por razones de numeros naturales, tuvo
que ver con el nombre que adquirieron cuando historicamente se paso
del concepto de magnitud al de nimero. En otras palabras, cuando se

paso del contexto geométrico al aritmético. |17, pag. 47].

= Las concepciones matemaéticas de los antigiios griegos estaban, en gran medida,
influenciadas por aspectos y creencias filosodficas y religiosas, tales como: la
armonia de la naturaleza, el no ser, la nada, la finitez y terrenalidad del hombre,
el mundo de las ideas!, entre otras. Lo cual provocé que muchos resultados y/o
aspectos matematicos, entre los cuales se encuentran los ntimeros irracionales o
lo que para ellos fueron magnitudes inconmensurables, carecieran de acogida vy,
en cierta medida, de interés de estudio.? Asi, dicha carencia generé un inmenso
obstaculo en los estudios y desarrollos de los investigadores y pensadores griegos

dentro de las matemaéticas y, probablemente, dentro de otras ciencias.

= La principal causa del revuelo que provoco el descubrimiento de las magnitudes
inconmensurables en el desarrollo matemético de la antigiiedad griega, consiste en

que dichas magnitudes estan relacionadas con uno de los conceptos matematicos

3

més preocupantes y problematicos de la historia® (hasta nuestros dias); el

ITeoria filosofica planteada por Platén. Quien asegura que las mateméaticas no son creadas, sino
descubiertas, extraidas de ese mundo de las ideas.

2Como lo indica L. Recalde, en su obra sin publicar [17], para el caso del cero y el uno.

3Como lo sefiala L. Recalde en la obra Lecciones de historia de las matemdticas|17].
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infinito. Ademas, tal descubrimiento iba, como se dijo anteriormente, en contra de
creencias y concepciones filosoficas y religiosas como las de la escuela pitagorica,
para quienes el principio fundamental o doctrina era que la esencia de todas las
cosas es explicable mediante niimeros y sus razones, que “los nimeros constituyen
el universo entero”. Por lo que las magnitudes inconmensurables (los nimeros
irracionales) se convirtieron en el “monstruo” de las matemaéticas en la antigiiedad

griega.

= Aunque no se sabe a ciencia cierta cuando y donde se presentd la primera

inconmensurabilidad, y especialmente cual fue ésta, se asume?

que aparecio
entre los anos 500 y 430 a.C. Ademas, todo apunta a que se presentd dentro
de la escuela pitagorica al comparar y/o medir la diagonal de un pentagono
regular a partir de uno de sus lados (ligada, en términos modernos, al niumero

irracional #)

, lo cual genera también, la llamada razén o proporcion dorada.
Esta aseveracion de la primera inconmensurabilidad tiene gran acogida ya que el
simbolo distintivo de la escuela pitagorica era el pentagono regular estrellado, més
conocido como pentagrama pitagorico. Lo cual hace evidente que los pitagoricos
lo hayan manejado y estudiado. Por otro lado, esta posicion desplaza a la idea que
comunmente se maneja, o se presenta en los ambientes escolares, la cual afirma que
la primera inconmensurabilidad se dio al comparar la diagonal de un cuadrado

con respecto a uno de sus lados y esta ligada, en sentido moderno, al numero

irracional v/2.

= Gracias al Teeteto de Platon se puede evidenciar que algunos de los personajes que
mas se interesaron y profundizaron en el estudio y tratamiento de las magnitudes
inconmensurables, mediante raices cuadradas, fueron Teodoro de Cirene y su
discipulo Teeteto. No se conocen registros de que Teodoro o Teeteto hayan
analizado la inconmensurabilidad (o en sentido moderno, la irracionalidad) de

V2, ya que estos dos pensadores analizaron la inconmensurabilidad de las raices

4Como se presenta en [17, pag. 45] y en [8, pag.107].
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de la forma /n, a partir de v/3 y terminaron en v/17. En este sentido, teniendo
en cuenta lo afirmado por el profesor A. Campos en |7, pag. 306], se cree que lo
concerniente a v/2 ya habia sido, hasta esos dias, tratado y que por consiguiente
no era necesario dedicarse mas en este punto. De igual forma, se desconoce la
razon por la cual detuvieron sus estudios en V17 y no continuaron con raices de
numeros mayores. Aun asi, tanto Teodoro como su discipulo, lograron realizar un
indiscutible aporte en torno a la consolidaciéon de los ntimeros irracionales, ya que
estaban mostrando que estos “niimeros” no eran tan apaticos y atroces, y que a
pesar de su naturaleza, podian se analizados y manipulados al igual que otros

nimeros.

Fudoxo marca un antes y un después en las mateméaticas de la antigiiedad
griega. Esto debido a que antes de Eudoxo, era posible establecer si cuatro
magnitudes conmensurables estaban en proporcion, o sea si tomadas dos a dos,
cada pareja tiene la misma razén. Ahora bien, hacer esto con las magnitudes
inconmensurables, era una tarea imposible ya que éstas iban en contra de
la teoria de las proporciones que se manejaba hasta ese momento. Y es en
este punto donde Fudoxo presenta una solucién a este problema mediante su
formulacion o definiciéon, la cual permitia determinar si cuatro magnitudes estan
en proporcioén, sin importar que tipo de magnitudes sean; conmensurables o
inconmensurables. De esta manera, la anterior definiciéon sobre igualdad de
razones, fue inmediatamente aceptada; por lo que, uniéndose a la asercion de
C. Boyer presente en su libro Historia de La Matemdtica [5], se estaba hablando
de una nueva Teoria de Proporciones, a través de la cual se permite manipular a
las magnitudes inconmensurables para la solucién y elaboracion de problemas y
demostraciones matematicas.

Esta novedosa teoria es utilizada por Euclides en el libro V de sus Elementos, en
donde se encuentra la formulacién que Eudoxo presentd. Formulaciéon que en la

. . . ., a c . , . .
actualidad es vista con gran sencillez; asi, 7= 4 si y s6lo si ad = be, pero ésta
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solo demuestra la genialidad y agudeza de Eudoxo ya que sus resultados causaron,
sin lugar a duda, una completa renovacion y/o reforma en las matematicas.
Asi, es logico que Eudoxo sea considerado el matematico méas reconocido y

brillante de la Epoca Helénica.

3.2. Sobre Stevin - Cantor

= Gracias a S. Stevin se di6 un paso trascendental en la evolucién del concepto
de ntmero, al incluir al cero (0) y al uno (1), los cuales fueron excluidos desde
la antigiiedad griega y solo hasta los trabajos de éste se logré un cambio en esta
concepcion. Ademas, como Stevin fue el primero en observar la resta de un ntumero
como la adicién de un ntimero negativo, sus trabajos establecieron las bases para
aceptar a los enteros como ntimeros. Por otro lado con las dos tltimas definiciones®
presentadas por Stevin se da pie para indagar sobre las caracteristicas numéricas
de las magnitudes inconmensurables, tratando de desligarlas de su referente
geométrico para tratarlas independientemente en operaciones aritméticas. Tal vez
fue este trabajo el que promovié la preocupacion de indagar en este aspecto, que
retomaron varios mateméticos® del siglo XIX, y que lleg6 a su apogeo con G.

Cantor y R. Dedekind, quienes gracias a sus estudios y trabajos, los irracionales

adquirieron definitivamente el estatus de nimero u objeto matematico.

= La consolidaciéon de los irracionales como niimeros u objeto matematico, pudo
darse gracias a que en el siglo XIX los investigadores matematicos como
Cauchy, Weierstrass, Meray, Dedekind, Cantor, entre otros, vieron la necesidad
de fundamentar el analisis sobre bases totalmente aritméticas. Por lo cual se
necesitaba desligar a las definiciones y demostraciones del anélisis, de todo
referente geométrico. En otras palabras, en el siglo XIX se estaba construyendo

una teorfa matematica rigurosa, estableciendo una rigorizacion en el analisis.

SDefiniciones 1.5 y 1.6 presentes en el apartado 1.2 concerniente a Stevin.
6Weierstrass, Meray, Kronecker, entre otros.
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Es por esto que tanto Cantor como Dedekind (al igual que Weierstrass, Meray,
entre otros) se preocuparon por la elaboracién de una construccion de nimeros
reales, la cual s6lo estuviera basada sobre cimientos aritméticos. Logrando asi, que
los irracionales dejen de ser vistos como magnitudes inconmensurables, y ahora

obtengan el estatus de nimero.

La evolucion de la simbologia matemaética alcanzada hasta el siglo XIX, fue un
aspecto de gran importancia para elaborar una apropiada construccion de los
nimeros reales y en consecuencia de los numeros irracionales, que era el objetivo
fundamental del movimiento de rigorizacion del analisis, ya que permitié que los
procesos y célculos se elaboraran més rapida y satisfactoriamente. Lo anterior se
evidencia en el uso de simbolos para denotar limites, series, sucesiones, cantidades

pequenas (caso para el cual se utiliza la letra griega epsilon (£)), entre otros.

3.3. Sobre el trabajo de Cantor

El método usado por G. Cantor para elaborar una construcciéon de los niimeros
reales consiste, a groso modo, en extender el dominio de los ya reconocidos y
aceptados nimeros racionales (A), usando para ello un tipo de sucesiones llamadas
por él, fundamentales, las cuales son equivalentes a las sucesiones de Cauchy. Estas
sucesiones convergen en un nuevo dominio (B), el cual cumple con las relaciones
de orden y operaciones elementales -tanto entre elementos de este dominio, como
entre elementos de éste y de los ntimeros racionales- de la misma forma que lo hace
los ntimeros racionales. Ademés este nuevo dominio no es extensible, o en otras
palabras es completo (lo cual implica contener también a los nimeros racionales).

Asi, el dominio B corresponde al de los nimeros reales R.

Identificar y exponer el hecho de que el nuevo dominio B y el dominio de los
numeros racionales son de naturaleza similar, en el sentido en que cumplen con

las mismas operaciones elementales y propiedades, y que ademas tienen una forma
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de representacion en la recta geométrica, permite que al igual que los niimeros

racionales a los elementos del dominio B se los reconozca como numeros.

Cantor introduce dominios de orden superior al de B no con el propésito de
extender el dominio de los ntimeros reales, sino para mostrar que este dominio
es completo. Para extender los dominios, Cantor empieza definiendo sucesiones
fundamentales (equivalentes a las sucesiones de Cauchy) de elementos del dominio
A, las cuales pueden converger o no en este mismo dominio. Si no convergen en A
son, los que Cantor llama, elementos del dominio B. Ahora bien, toda sucesion de
Cauchy de racionales es convergente, pero no necesariamente en Q, éstas tienen
un limite en R. Ahora, toda sucesion de Cauchy de ntimeros reales converge en
R, este conjunto es el que Cantor nombra dominio B. Luego define a los limites
de sucesiones de Cauchy sobre B, como los elementos del nuevo dominio C' y asi
sucesivamente hasta definir el dominio L. Cada uno de los dominios entre C'y L
estan compuestos por elementos que podrian ser definidos a partir de elementos
de A, en otras palabras estos dominios son equipotentes al dominio B. Asi la
creacion de nuevos dominios de orden superior a B no tiene otro objetivo que el
de mostrar que el dominio B no se puede extender, pues los dominios posteriores
son equipotentes a este dominio, es decir B, y por lo tanto R, es completo. Por
otro lado se debe tener en cuenta que la equivalencia mencionada entre dominios

no establece la identidad entre éstos, ni entre los elementos que los componen.

La construccion de los ntimeros reales, y en consecuencia de los nimeros
irracionales, no fue el interés central de los trabajos de G. Cantor, ya que como
se puede evidenciar, la primera construccion elaborada en 1872 surgié bajo sus
estudios en series trigonométricas, puesto que para analizar algunos aspectos de
estos estudios, necesitaba un sistema numeérico basado inicamente sobre cimientos
aritméticos, en otra palabras, necesitaba un sistema numérico libre de referentes
geométricos. Nuevamente, la construccion presentada por G. Cantor en 1883, tenia

como objeto central la fundamentacion de la teoria de conjuntos.
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= G. Cantor es claro en la escritura que utiliza, pero su simbologia y terminologia
difiere en detalles a la utilizada actualmente. Por ejemplo cuando se refiere a
limites, lo que actualmente se conoce como “tiende a infinito” y se simboliza
con una flecha (—), Cantor lo simboliza, en algunos casos, con el simbolo de
igualdad lo cual puede indicar la concepcion cantoriana de acoger el infinito en
acto, mientras que la flecha (—) usada actualmente denota mas una concepcion
del limite acercada al infinito potencial. Ademas, el término que él manejaba para
determinar sucesiones (Reihe), era el mismo que se utilizaba para series. Por otro
lado, en 1872 G. Cantor uso el término magnitudes numéricas (Zahlengréssen),
que en 1883 simplemente lo cambi6é por término numeros, para determinar a los

elementos del dominio que acababa de definir.
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Apéndice A

Irracionalidad de Nimeros “Tipicos”

El comtunmente llamado nimero de Fuler fue estudiado inicialmente por el matematico
escocés John Napier, quien introdujo el concepto de logaritmo al célculo matematico,
de hecho las primeras resenas acerca de esta constante se encuentran en un trabajo de
Napier sobre logaritmos publicado en 1618. Aun asi, el descubrimiento de la constante
es atribuido a Jacob Bernoulli, debido a que en el trabajo de Napier no aparece el valor

de la constante.

El uso de la letra e para identificar a esta constante fue utilizada inicialmente por
Leonhard Euler en 1727, y fue usada por primera vez en una publicacién titulada
Mechanica, de Euler, en 1736. Asi, a pesar de que otros investigadores trataron de
denotar a la constante con la letra ¢, la notacion de Euler fue la méas comun y/o
aceptada por lo que se convirtio en la terminologia usual; lo que puede ser la razéon por
la que muchos llaman a e numero de Fuler. Esta constante o nimero e, es comtinmente
representado como ntmero real en diversas formas como fracciéon continua, serie infinita,

producto infinito o como el limite de una sucesion.!

La introducciéon del ntimero e, base de los logaritmos naturales o neperianos, es esencial
en el célculo, debido a que es el Gnico ntimero real que siendo usado como base de

una funcién exponencial hace que la derivada de ésta en cualquier punto coincida

Las anteriores representaciones se pueden observar en: serie infinita en [1, pag. 09]; limite de una
sucesion en [19, pag. 11].
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con el valor de dicha funcién en ese punto. En otras palabras la funcién exponencial
f(z) = €” es la unica funcion no trivial que es su propia derivada, y por lo tanto su
propia antiderivada también. Por lo que dicha funcion suele aparecer en el resultado de

ecuaciones diferenciales sencillas.

El ntmero e y por consiguiente la funcién exponencial estdn presentes al modelar
acontecimientos de la naturaleza, por ejemplo la velocidad de vaciado de un depésito
de agua, el movimiento del sistema de amortiguaciéon de un automoévil o la vibracion
de una construccion ante movimientos sismicos, crecimiento poblacional, concentracion
de iones, entre otros. Con lo cual, se evidencia que la aplicabilidad del nimero e en

campos como la biologia, la quimica, la ingenieria, entre otros.

Justamente por lo anterior y por otras razones, el nimero e, junto con el namero T,
el 0, el 1 y la unidad imaginaria ¢, es uno de los niimeros més importantes dentro de
las matematicas; lo que hace sorprendente el hecho de que la identidad de Euler los
relacione asi: €™ + 1 = 0. Ademaés, el ntimero e, al igual que el numero 7, es irracional
y trascendente, lo que significa que no puede ser obtenido directamente mediante la

resolucion de una ecuacion algebraica (polindmica de coeficientes racionales).

El ntmero 7 es, al parecer, el ntmero irracional més tratado de toda la historia; su
aproximacion surgié al tratar de encontrar la razén de cualquier circunferencia a su
didmetro. Esta constante ha sido conocida durante tanto tiempo que es casi imposible
afirmar cual fue su primera aproximacién y por quien fue hecha. Su referencia més
primigenia data del afio 1700 a. C en uno de los textos mateméticos mas antiguos, el
papiro de Rhind, que muestra al escriba Ahmés cotejando la evaluacion del area de un
circulo inscrito en un cuadrado. Otra resenia de su valor viene dada por la siguiente
cita biblica: “Hizo el Mar de metal fundido que tenia diez codos de borde a borde; era
enteramente redondo y de cinco codos de altura; y cenido todo alrededor de un cordén

de treinta codos” (I Reyes 7,23). Con lo cual la Biblia le asigna a 7 el valor de 3.
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1 8\?
Luego en Babilonia 3 (§>, en Egipto 4 <§> ; los Siddhantas 3,1416; en Brahmagupta
3,162277; v en China 3,1724.

Sin embargo, en Grecia es donde la exacta relacion entre el didmetro y el perimetro
de una circunferencia comenzo a consolidarse como uno de los més interesantes
enigmas a resolver. Antiphon, inscribe en el circulo un cuadrado, luego un octégono
e imagina doblar el nimero de lados hasta el momento en que el poligono obtenido
coincida practicamente con el circulo. Pero el primer calculo tedrico parece haber sido

llevado a cabo por Arquimedes, obteniendo que el valor de 7 est4 comprendido entre

223
71
formulas que, al aportar métodos de calculo nuevos y mucho mas potentes, desvié a 7

= 3,14084 y - = 3,14285. Posteriormente, el calculo infinitlesimal proporciond

de sus origenes geométricos y aclard el papel fundamental que juega en todo el anélisis

matematico. Viete obtuvo, a finales del siglo XVI, la primer férmula de 7 por medio

de un producto infinito convergente que no hace figurar mas que a los nimeros 1 y 2.

Con esto empezaron 2; surgir formulas matematicas para 7. Una de las primeras fue
oo 4n

la de Wallis: [] yromm g y una de las mas conocidas es la formula de Leibniz:
n=1 4N"~ —

o0 _1 n
> 2( +) 1 = % la cual es un resultado para z = 1 de la férmula del arco tangente2
n=0 &M

desarrollada en 1670 por James Gregory.

Asi, a lo largo de la historia han aparecido varias féormulas para aproximar el valor
de 7, en fracciones continuas, series, sucesiones y productos infinitos, entre otros.?
Hasta nuestros dias la competencia por aproximar este valor ha traspasado los limites
de la razon, por ejemplo en 2004 Yasumasa Kanada y Daisuke Takahashi calcularon
1.351.100.000.000 decimales de 7, ayudados por supuesto por un potente computador.
Sin embargo, la precisiéon de 7 no es necesaria para exigencias practicas, con cincuenta

& (="
Zarctany = 5, ———g?nt!
n=0 2TL + 1
3Las anteriores representaciones se pueden observar en: fracciéon continua en [9, pag. 91|; serie en

[9, pag. 92]; secesion en [19, pag. 313]; producto infinito en [9, pag. 91].
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decimales se podria describir la curvatura del Universo con un error més pequeno que

el tamano de un protén.*

Al parecer el motivo de esta biisqueda por parte de matematicos de todos los tiempos
fue: o la tendencia vanidosa de demostrar su tenacidad en el calculo, o el esfuerzo ingenuo
de “agarrar por los cuernos”, con calculos directos, el problema de la determinacion de
la naturaleza del ntimero 7. Mostrando con esto, que el hombre no se resigna ain a

aceptar cosas que no pueda llegar a comprender, como el infinito.

Por otro lado, desde el siglo XVII esta relacion fue identificada con el nombre “Pi” (de
periphereia, nombre que los griegos daban al perimetro de un circulo). Oughtred en
1647 uso el simbolo - para la razon del didmetro de un circulo a su circunferencia.
David Gregory en 1697 uso g para la razon de la circunferencia de un circulo a su
radio. El primer uso de 7 como la razén de una circunferencia a su didmetro, se debe
al matematico galés William Jones en 1706, quien ademas afirmé “3,14159 = 7”. Euler
adopto el stmbolo 7 en 1737 y rdpidamente se convirtié en una notaciéon estandar.

En la actualidad, este nimero es utilizado en numerosas féormulas, principios y leyes de
diferentes ramas de la ciencia, como en la matematica, fisica y quimica. Ademas 7 es

tan reconocido y famoso que el 14 de marzo es denominado por algunos como el dia pi.

Asi, como se puede evidenciar, el nimero e y el nimero 7, son los nimeros irracionales
y trascendentes mas reconocidos® dentro y fuera de las matematicas. Por tal motivo,
estos numeros son frecuentemente usados en diversos cursos académicos como: calculo,
fisica, quimica, entre otros, en los distintos niveles educativos. Sin embargo, son pocas
las personas que conocen y ensenian la demostracion de la irracionalidad de mencionados

nimeros.

4Bailey, David H., Borwein, Peter B., and Borwein, Jonathan M. (January 1997). “The Quest for Pi”.
Mathematical Intelligencer (1): 50-57. Donde el tamano de un proton hace referencia a las dimensiones
de éste.

5Tal vez, el nimero 7 es atn més reconocido que otros nimeros irracionales debido a la facilidad
de su origen préactico: la razon entre la circunferencia de un circulo y su diametro.
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A.1. Irracionalidad de e

Teorema A.l. e es irracional.

Demostracion:

Para todo n € N, se define,

1 1 1 3
e=el=1+—=+—4+..+—+R,, donde 0 < R, < ——.

12! n! (n+1)!
Supoéngase que e es racional, eso quiere decir que e es de la forma %, donde a y b son

nameros enteros positivos (a,b € Z1). Asi,

a 1 1
—=14+1+=+..+—+R,.
b +1+ o + ..+ o +
Tomemos ahora n > by también n > 3, de modo que
| | |
na :n!+n!+&+...+&+n!Rn.
b 2! n!

En la ecuacion anterior se puede observar que todos los términos, a excepcion de n!R,,,
son enteros, en particular el término de la parte izquierda de la ecuacion es entero ya

que n > b. Por tanto, en aras de la igualdad, n!R,, también debe ser entero. Pero

0< R, < L,
(n+1)!
de modo que
0<nR, <nl————,
" SCESN
asi
3
0<nlR, < ,
(n+1)
con lo cual

<§<1 uesto que n > 3

resultado que es imposible para un entero, en este caso n!R,,, por tanto n!R, no puede

0<nlR, <

ser entero, hecho que surgié de suponer que e es racional. Lo cual significa que e es

irracional. H
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A.2. Irracionalidad de 7

Deben hacerse dos observaciones antes de la demostracion. La primera se refiere a la

funcién
(1 —x)”
o lo que es lo mismo
"(1—ax)» 1 .
fn(x> = n = ﬁ (LL’ (1 - SL’) )7

la cual, evidentemente satisface,
1
0< fa(z) < — para 0 <z < 1.
n!

Se puede observar una propiedad muy importante de la funcién f,, al considerar la
expresion que se obtiene en el desarrollo de (1 — x)". La menor potencia de x que
aparece sera n, la cual se obtiene al multiplicar ™ por el primer término del desarrollo
de (1 — z)", o sea 1; y la mayor sera 2n, que resulta de multiplicar z" por el altimo

término del desarrollo de (1 — x)", o sea ™. Asi pues, f, puede escribirse de la forma

donde los niimeros ¢; son enteros y representan los respectivos coeficientes de x en el

desarrollo de (1 — z)™. De esta expresion es evidente que
FE0)=0sik<nok>2n.

Ademés,

fr(bn)(x) = —,[H!Cn + términos en z]
n!
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1
FHD () = —'[(n + 1)!cpy1 + términos en z]
n.

Esto significa que

FM(0) = ¢
fr(znﬂ)(o) = (" + 1)Cn+1

F2M0) = (2n)(2n — 1)...(n + 1)can,
donde los niimeros de la derecha son todos enteros. Asi pues,
,(Lk)(()) es un entero para todo k.

La relaciéon

fn(x) = fu(1 =),

indica que

por lo tanto,

,gk)(l) es también un entero para todo k.
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La demostraciéon de que 7 es irracional exige una observacién maés: si a es un nimero
cualquiera(a € Z*), y € > 0, entonces para n suficientemente grande se tiene

an
— < €.
n!

Para demostrar esto, obsérvese que si n > 2a entonces
n+1>n2>2a.
Asi,
n+1>2a.

Por propiedades de niimeros enteros positivos se tiene

a
n+1

<1
5

Multiplicando ambos lados por a—‘, se obtiene
n!

a a” 1 a™

— < =
n+1 n! 2 nl
O sea

an—l—l 1 a”

< —.—.
n+1)! 2 n!
Sea ahora ngy un numero natural cualquiera con ng > 2a. De igual forma por propiedades

de niimeros enteros positivos se tiene

ng + 2 > ng = 2a.

Asi
ng + 2 > 2a,
en consecuencia
a 1

ano—l—l

Multiplicando ambos lados por ————— se obtiene
a qrotl 1 qrotl
: <
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entonces

CLnO+2 1 CLnO+1
—_— < =
n+1 n
Dado que RSN < 3 se obtiene
n ! n!
amot? _ 1 qgnotl _ 11 a™
Es decir
amot? 1 a™

(0 +2)! ~ 22 (ng)!’

no
Entonces, cualquiera que sea el valor de ()] los valores sucesivos satisfacen
o

a(mo+h) _ 1 a™
amot? 1 a™

(0 +2)! ~ 22 (ng)!

amotk _ 1 a™
(no + k)~ 2% (ng)!

Ahora si k es tan grande que

< 2.
(no)!E
Lo que es lo mismo
an°
— <€
2k (no)!
entonces
an()-i-k: an()




Asi,
CLnO +k

ot B =

Que era lo que se queria demostrar. Después de haber hecho estas observaciones, se

puede realizar la demostracion de la irracionalidad de 7.

Teorema A.2. El nimero ™ es irracional.

Demostracion:

Si el ntimero 7 es irracional ; en efecto 2 es irracional y viceversa.

Supoéngase que 72 fuese racional de modo que

donde a,b € Z*. Sea

(DG(2) = b"[x*" fu(z) — 7 2fl(x) + 72 {0 (@) — o+ (1) F2 ().

Donde cada uno de los factores de f(x) y sus derivadas pares, son de la forma

n_2n—2k _ pn/_2\(n—k) _ pn E n—k: n—kpk
b b (n2) b(b) a"

Cada uno de estos factores (a" *b¥) es entero, ya que es el producto de dos potencias
de enteros®. Dado que f\") 0) y f,(f)(l) son enteros, y los factores en (1) de éstas son
enteros, se tiene que G(0) y G(1) son enteros, puesto que son la suma y/o resta del

producto de enteros.

Al derivar dos veces la funcion (1) se obtiene

(G (&) = V[ f1(x) = 723 o+ (1) )]

SDonde k < n o k > 2n, si se da la segunda opcién la derivada de f(x) es cero.
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Donde el altimo término((—1)" flanr2) (x)), es cero, puesto que Fm (x) es una constante,

asi la derivada de ésta ( ,S%H))(x)) es cero, y por consiguiente las derivadas de ésta

altima son cero.

Si se multiplica (1) por 7 y a esto le sumamos (2) se obtiene:
(3)G"(z) + G (z) = V"7*" 2 f, (x) = 7°a" f, (7).

Sea ahora

H(z) = G'(x)sen(rz) — 7G(x)cos(nz).
Entonces
H'(z) = 7G'(z)cos(nx) + G" (z)sen(nz) — 7G' (x)cos(nz) + m2G(x)sen(nx).
Simplificando y factorizando se tiene
H(z) = [G"(z) + m*G(z)]sen(rx).

Segin (3) se obtiene

H(z) = n*a" f,(z)sen(nz).

Segiin el segundo teorema fundamental del calculo infinitesimal,

Auﬂ@wzﬂuyJﬂw

O sea

/ H(z)=m / a” fn(x)sen(mx)dx
— H(1) — H(0)
= G'(1)senm — 7G(1)cosm — G'(0)sen0 + 7G(0)cos0

= 7[G(1) + G(0)).

Asf pues, 7 fol a" f,(xz)sen(mx) es entero.

1
Por otra parte, 0 < f,(z) < — para 0 <z <1, de modo que
n!
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n

0 < ma" f,(z)sen(mx) < g para 0 < z < 1.
n!

En consecuencia,

L n ma"
0<meyafu(x)sen(rz) < gt

Este razonamiento ha sido independiente por completo del valor de n. Ahora bien, si n
es suficientemente grande, entonces
n

1
0< 7r/ a” fn(x)sen(mx) < g < 1.
0 n!

Pero esto es absurdo, puesto que la integral es un entero, y no existe ningtin entero entre

0 y 1. Asi pues, la suposicién original debe haber sido incorrecta: 72 es irracional.ll

Nota: Como lo menciona Spivak en [18|, es importante senialar el aspecto mistico
que se maneja dentro de la demostracion de que 7 es irracional. Puesto que
dicho nimero es usado dentro de la misma demostracion, sin siquiera haber dado
de antemano una definiciéon de éste, hecho que por el contrario si ocurri6 en la
demostracion de la irracionalidad del nimero e. Ademés, para el desarrollo de esta
altima demostraciéon aparecen consideraciones que no tienen una explicacién mas
inmediata que la conveniencia y que como se dijo anteriormente, surgen de forma

misteriosa.
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