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Resumen

A lo largo de este trabajo, se va a considerar las circunstancias histéricas en las que se
desarrollaron los trabajos de figuras importantes como: Cauchy, Riemann y Lebesgue;
discutiendo con un cierto detalle sus contribuciones a la evoluciéon del concepto de

integral, que tuvo lugar hacia los siglos XIX y XX.

Aunque algunas de dichas contribuciones se formularon en el contexto del espacio n-
dimensional, s6lo se va a remitir al estudio del caso especial de la integral de funciones
definidas sobre subconjuntos de la recta real. Inicialmente, se presentard la nocion de
integral dada por el matematico francés Augustin-Louis Cauchy, alrededor de la idea de
funciéon continua, luego, como extension de la nociéon de integral de Cauchy, se considera
la concepcion de integral establecida por el matemético alemén Bernhard Riemann,
quien instaur6 una definicion de integral que acoge funciones discontinuas. Finalmente
y puesto que la integral de Riemann llevo a ciertas limitaciones, se introduce la nociéon
de integral dada por el matematico frances Henri Lebesgue, que constituye una salida

a dichos problemas.

Ademas, para justificar el desarrollo del concepto de integral promovido por estos
matematicos, se presentaran ejemplos de funciones: integrable en el sentido de Riemann
y no de Cauchy, integrable en el sentido de Lebesgue y no de Riemann y otra no Lebesgue

integrable.
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Introduccion

Durante los siglos XVII y XVIII los matematicos se esforzaron por caracterizar dos
conceptos intimamente relacionados: el de funcién y el de integral, cuya presencia
dentro de las matematicas, demandaba un tratamiento especial y una categoria de

objeto matemético.

Especificamente, fue con Euler y Cauchy donde se dieron los intentos mas importantes
de caracterizar el concepto de funcién como un objeto matemético con su respectiva
representacion simbolica y significado. Euler, al considerar el concepto de funcién como
una dependencia cualquiera de una cantidad respecto a las cantidades variables, fue
conducido a la clasificacion de funciones en continuas y discontinuas, no obstante, en la
biisqueda por obtener el mayor rigor posible, Cauchy define conceptos como: cantidad,
cantidad variable y limite, con lo cual amplia la definicién de funcién dada por Euler y,
con el fin de diferenciar lo continuo de lo discontinuo, logra dar una salida al problema
de la caracterizacion de estas funciones, sin embargo, el punto central de su anélisis
es el estudio de las funciones continuas. Por su parte, a quien de verdad inquiet6 el
tratamiento de las funciones discontinuas fue a Fourier. El, al encaminar sus ideas a
tales funciones, y puesto que cualquier evolucion en el concepto de funcion lo era también
en el concepto de integral e inversamente, tuvo que reconsiderar el significado de las
integrales. De esta manera, Fourier debia considerar si se podia establecer la integral

como area, cuando se admite funciones con cada vez mayor grado de discontinuidad.

Es asi, como en la primera mitad del siglo XIX y en busca de dar una respuesta a
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lo planteado por Fourier, Cauchy introduce una primera definiciéon formal de integral
definida, gracias a sus trabajos sobre limite y funcién continua. No obstante, Dirichlet
extendi6é la integrabilidad de Cauchy para funciones con infinitas discontinuidades y
aunque, penso que era probable la extension de la definicién de integral no llevo a cabo
ningun desarrollo, pero al demostrar que su funcién caracteristica de los racionales no
era integrable en el sentido de Cauchy, otorgd una respuesta negativa a la cuestion

expuesta por Fourier.

Ahora bien, hacia finales de este siglo, la integracion fue formalizada por Riemann, quien
desarroll6 una teoria de integraciéon que soportaba funciones altamente discontinuas.
Pero a pesar de que su definicion acogia algunas funciones con un conjunto denso
de discontinuidades, dicha teoria perdi6é generalidad, cuando se consideraron funciones
como la de Dirichlet, para las cuales su definicion no se aplica. De esta manera, su
nociéon de integral tenfa ciertas limitaciones y esto es justamente el punto de partida
de Lebesgue, quien a principios del siglo XX presenta una extension de la nociéon de

integral basada en la teoria de la medida.

Retomando los trabajos de Jordan y Borel, Lebesgue elabor6 su propia teoria de la
medida, a partir de la cual desarroll6 el concepto moderno de integral. Su definiciéon de
integral, hace posible calcular integrales para una clase mas amplia de funciones, como

lo es la funcién de Dirichlet.

En términos generales, este trabajo pretende describir parte del proceso histérico del
concepto de integral, partiendo de la definicion de integral de Cauchy hasta llegar a
la concepcion de integral de Lebesgue, pasando por la concepcion de Riemann. Este

recorrido histérico, se desarrolla en cuatro capitulos, que se detallan a continuacion:

En el primer capitulo se describen los intentos de poner sobre bases solidas el calculo

integral, destacando principalmente el trabajo de Cauchy, quien introduce un concepto
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de integral que acoge funciones continuas y que se puede extender a algunas funciones
con infinitas discontinuidades, en intervalos acotados. En el segundo capitulo se muestra,
la manera en que Riemann, redefinié la integral dada por Cauchy y la extendi6 a la
integrabilidad de algunas funciones con un conjunto denso de discontinuidades. En el
capitulo tres, se presenta la Integral de Lebesgue, que extiende el concepto de integracion
a una clase mucho més amplia de funciones, asi como también extiende los posibles
dominios en las cuales estas integrales pueden ser definidas. Finalmente, en el cuarto
capitulo se presenta, a manera de conclusiones y/o comentarios, aspectos relevantes de
lo estudiado en los tres capitulos anteriores, se plantea en primer lugar unos comentarios

de corte historico y posteriormente otros de tipo técnico.

Es importante senalar, que la revisiéon del proceso histérico del concepto de integral
durante los siglos XIX y XX, admite un estudio tan profundo como se quiera. De igual
forma, como las discusiones se centran en la evoluciéon del concepto de integral dentro
del contexto de mateméaticos importantes como: Cauchy, Riemann y Lebesgue, algunos

aportes de otros mateméticos se mencionan superficialmente o no se tratan. !

1Si se desea un estudio mas detallado de dichos autores, se pueden consultar los textos [8] y [12].
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Capitulo 1

Integraciéon de Cauchy

Durante el siglo XVII, las matematicas empiezan a sufrir un proceso de algebrizacion,
debido a la preocupacién de manejar conceptos matematicos libres de referentes
geométricos, hecho que da apertura a la formacién de un nuevo campo en las
matematicas: el analisis. Cuando Descartes empieza a establecer un cambio cualitativo
en la manera de abordar los problemas matematicos, lo algebraico se convirtié en un

medio eficaz para descartar los métodos geométricos.

La incorporaciéon de métodos analiticos, constituye un paso fundamental en la formacién
del analisis como una disciplina independiente de las matematicas, dentro del cual
[saac Newton y Gottfried Von Leibniz intentaron dar a sus razonamientos explicaciones
rigurosas y desarrollaron algoritmos que involucraban procesos infinitos. Ahora bien,
con el surgimiento del calculo infinitesimal se buscaba establecer el estatuto de una
nueva operacion ligada a los procesos infinitos, la convergencia y ademas, se trataba de
caracterizar un concepto en proceso de surgimiento, el concepto de funciéon, que aparece

junto a la nocion de integral.

Tanto Newton como Leibniz identificaron la relacion entre diferenciaciéon e integracion
y a lo largo del siglo XVIII se entendian la integraciéon y la derivaciéon como procesos

inversos. Por tanto, el problema de la integraciéon era el de hallar una ecuaciéon que



representara la solucion de una ecuaciéon diferencial. Luego, con la incorporacion de la
palabra “funcion”,! y debido al tratamiento de funciones cada vez mas generales dentro
del analisis, resulto necesario cambiar la interpretacion de integral, como area, que traia

como consecuencia el regreso a un punto de vista orientado a lo geométrico.

Propiamente, el establecimiento del concepto de funcién como objeto matematico, con
su simbologia y significado, se da a partir de los trabajos de Euler y especificamente

con los de Cauchy. Asi, Euler en 1748, define funcion de la siguiente manera:

Una funcién de una cantidad variable es una expresion analitica compuesta,
de cualquier manera que sea, de esta misma cantidad y de nimeros o de

cantidades constantes. ([10], pag. 11).

A partir de la definicion de Euler, el problema de la integral consiste en determinar una
funcién primitiva de una funcién dada y posteriormente, esta concepciéon de funcion,
condujo a Euler a una clasificaciéon de funciones: por un lado estaban la funciones
continuas, es decir, aquellas determinadas por una tnica representacién analitica y
por otro lado estaban las funciones discontinuas que corresponden a aquellas con
representacion precisa de varias expresiones analiticas y aquellas que dan cuenta de
curvas construidas de cualquier manera. Es decir, para FEuler la continuidad de una
funcién no depende de la naturaleza de la curva que representa, sino del hecho que se

obtenga a partir de una tnica expresiéon analitica.?

De otro lado, el francés Joseph Fourier amplia la nocién de funcién y recalca que este

concepto no necesariamente debe estar asociado a la idea de expresion analitica y es

asf como en 1808, presenta la caracterizacion de funciones arbitrarias:?

ILa palabra funcién se debe a Leibniz, quien también introdujo el simbolo f abreviando la palabra
“summa’’.

2Muchas de las funciones definidas a trozos, que en la actualidad se aceptan como continuas, no lo
seran bajo el punto de vista de Euler.

3Entiéndase por funcién arbitraria, como funciones con cada vez mayor grado de discontinuidad.



En general, la funcion f(x) representa una sucesion de valores u ordenadas
cada una de las cuales es arbitraria. Como la abscisa x recibe una infinidad
de valores, hay un ntmero igual de ordenadas f(z) y todas ellas tienen
valores numeéricos concretos, ya sean positivos, negativo o nulos.

No suponemos que estas ordenadas estén sujetas a una ley comun a todas
ellas; se suceden unas a otras de una manera arbitraria, y cada una de ellas

viene dada como si fuera una cantidad aislada. ([4], pag. 199).

Al aventurarse mas alla del dominio de las funciones continuas, Fourier, también tuvo
que reconsiderar el significado de las integrales. En este sentido, el problema de la
integral, ya no era caracterizarlo con base en antiderivadas, si no el de definirlas cuando
f(x) es arbitraria. En consecuencia Fourier, tuvo que recurrir a una interpretacion
geométrica: las integrales deben ser consideradas como areas. Como para cada x existe
una ordenada f(z), estas ordenadas determinan una region del plano, Fourier nunca
dudé de que esta region tuviera un area definida. De esta manera, dejo planteado sin

proponérselo un problema matemético de gran importancia:

., Como se puede definir la integral de una funcién arbitraria, como area, cuando z varia

en un intervalo?.

En la idea de dar una primera respuesta a dicho problema matematico, uno de
los aportes mas importantes dentro de la fundamentacion del célculo integral, fue
precisamente el establecido, hacia la primera mitad del siglo XIX, por el mateméatico
francés Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857), al introducir una primera definicion

formal de la integral definida.

En su buasqueda por obtener el mayor rigor posible, Cauchy define conceptos como:
cantidad, cantidad variable y limite. De acuerdo a éstos, Cauchy en 1821 amplia la

definiciéon de funciéon de Euler, de la siguiente manera:



Cuando las cantidades variables estdn de tal modo relacionadas entre si
que, dado el valor de una de ellas, es posible concluir los valores de todas las
demas, expresamos ordinariamente diversas cantidades por medio de una
de ellas, la cual toma entonces el nombre de variable independiente, y a las
otras cantidades expresadas por medio de la variable las llamamos funciones

de esta variable. ([10], pag. 19).

Después de definir funcién, es primordial para Cauchy caracterizar las funciones

continuas, para ello incorpora la siguiente definicion:

La funcion f(x) sera, entre los dos limites asignados a la variable z, una
funcién continua de esta variable si, para cada valor de x entre esos limites,
el valor numérico de la diferencia f(x 4 a) — f(z) decrece indefinidamente

con a. (|10], pag. 21).

Esta definicion es independiente de la manera en que venga representada f(z) mediante
una o varias ecuaciones, por lo tanto es compatible con la concepcion de Fourier de una
funcién como una sucesion de ordenadas. Asi, para Cauchy es de gran importancia esta

definicion, a tal punto que sus desarrollos tienen que ver con las funciones continuas.

Cauchy, procede a presentar la nociéon de integral definida en base al concepto de funcion
continua, con la cual se plantea una relaciéon entre derivacion e integracion, aunque ya
Newton y Leibniz habian evidenciado esta relacion inversa. Es asi, como en la idea
de fundamentar el anéalisis sobre bases conceptuales firmes, presenta una demostracion
propiamente analitica de lo que hoy se denomina el teorema fundamental del célculo,

que constituye el inicio de la construccion de los criterios de rigor del analisis.

Teorema: Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y sea

F una funcion tal que F'(z) = f(x), para todo x en [a,b]. Entonces,

F(z)= [T f(t)dt = F(x) — F(a).



Ahora bien, la cuestién para Fourier, era determinar si se podia extender la definicion de
integral para funciones con cada vez mayor grado de discontinuidad y en busca de dar
una respuesta a estas observaciones, Cauchy en 1823, establece una nocién de integral.
Su manera de introducir la integral definida venia a demostrar que su existencia no
dependia de la existencia o no de una ecuacién que defina a la funcién f, e implicaba
ademaés que fab f(z)dz tiene un valor determinado para cualquier funcion arbitraria, con
tal de que dicha funcién sea continua en el sentido que él daba. De hecho, la definicién
de Cauchy se puede extender al caso de una funcién acotada con un nimero finito de

puntos de discontinuidad en un intervalo.

1.1. Integral de Cauchy

Para establecer la definicion de Integral de Cauchy es necesario plantear algunas

definiciones.*

Definicion 1.1. Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado de R, entonces se llama
particion de I a todo conjunto finito ordenado P = {x,, 1, ...,x,} de puntos en I tales
que

Aa=20 < T <2< .. <Ti1 <T;<...<Tp_1<x,=0>o

Los puntos de la particion P dividen al intervalo I en sub-intervalos de la forma:

[CI,, zl]a ) [xi—lazi]a ) [zn—1>b]'

Ejemplo 1. Dado un intervalo I = [a, b], los nimeros reales dados por la formula

b—a.
7

T;=a-+
n

para cada ¢ = 0,1,2,...,n, constituyen una particion de I que divide a este intervalo

en n partes iguales.

4Definiciones que se presentan en terminologia y notacién moderna.



Definicion 1.2. Sea P una particion del intervalo I = [a,b], la diferencia mdzima entre
dos puntos consecutivos cualesquiera de la particion, se llama norma de la particion

y se denota por || P||, es decir

|1P|| = maz{z; — x;—1,1 <1 <n}.

Cauchy define la integral f; f(z)dz de la siguiente manera:
Definiciéon 1.3 (Integral de Cauchy). Sea f continua en un intervalo cerrado® y
acotado [a,b]. Considérese una particion de este intervalo

P = {1'0,1'1, T, ... >xn—1>xn}

y la suma

La integral de Cauchy para f en el intervalo [a,b] serd:

b
/f(:)s)dx: lim S.

1Pll—0

Obsérvese que en la definicion de integral de Cauchy se presenta la restriccion de que
f sea continua, sin embargo bajo esta definiciéon se pueden acoger funciones acotadas

con un ndimero finito de puntos de discontinuidad en el intervalo [a, b].

5Cauchy habla indistintamente de intervalos sin diferenciar si se acoge o no, los extremos de éstos.



1.2. Ejemplos

1.2.1. Funciones Cauchy Integrables
Funciones Cauchy Integrables con Finitas discontinuidades

Ejemplo 2. Calcular la integral fol f(x)dx, donde

fa) 1, sizel0,1),
xTr) =

0, siz=1.

Sea P = {xg,x1,%2,...,Tp_1,%,} una particion del intervalo [0, 1]. La suma de Cauchy

correspondiente es

S = Z f(ia)(zi — xio1)

= f(z,)(r1 — o) + f(x1) (X2 — 1) + ... + f(Tp1)(Tn — Tp1)
1 1 1
= §(x1 —x,) + 5(1’2 —z)+ ...+ i(xn — ZTp_1)
1
= 5[(:):1 — o)+ (xg —x1) + ...+ (T — Tp_1)]
1
:§[x1—$0+$2—x1+...+xn—xn_1]
1
= i[xn — ]
1
_ — ]_ —_
S0
_1
2
luego
lim S = lim 1
[I1P||—0 |P|—02
_1
2



por tanto
/1 flo)de =
0 2

Geométricamente la suma i-ésima de Cauchy se puede ilustrar, como sigue:

N[

— @ ——————=0

Figura 1.1: f

Cauchy inicia con una particion cualquiera del intervalo I, de la cual elabora la
construccion de los rectangulos con base (x; — x;_1) y altura f(x;_1) y puesto que
en el ejemplo (funciéon f) el punto de discontinuidad en ningiin momento va a ser un
extremo izquierdo de los sub-intervalos de la particion, las sumas de Cauchy no se

afectan y la integral surge por definicion.

Esta afirmacion permite concluir que



Ejemplo 3. Calcular la integral fol g(z)dz, si

5, size (0,1],

g(x) =
0, siz=0.
Y
% Q ,
|
|
|
|
|
|
| T
0 Ti-1 Z; 1
Figura 1.2: g

El punto de discontinuidad de g se presenta en el extremo izquierdo del dominio. Si se
considera cualquier particion P = {xg, x1, 22, ..., ZTn_1, T, } del intervalo [0, 1], entonces
el punto de discontinuidad coincide con un extremo izquierdo, en particular coincide

con zp. Asi, la suma de Cauchy llega a ser



luego

S = <g (0)(@1 = 20) + 3 glain) wi - gji‘l))

=2
= lim ¢g(0)(z; — x9) + lim Ti_ — T
PO —e0)+ lim <Zg 2 1)>

ahora, como || P|| — 0, entonces (z1 — z9) — 0y por lo tanto

lim ¢(0)(x; —x9) =0

1 Pll—0

finalmente

Esto significa que aunque el punto de discontinuidad coincida con un extremo izquierdo

no afecta la suma de Cauchy. En otros términos

/ g(x)dz = / g(z)dz.

[0,1] (0,1]

Se ha mostrado ejemplos de funciones Cauchy integrables, donde el punto de
discontinuidad se presenta en los extremos del dominio de las funciones, sin embargo, si
el punto de discontinuidad no est& ubicado en algin extremo del intervalo de definicion,
también se satisface la integrabilidad de Cauchy. Este es el caso por ejemplo, de calcular

la integral fo x)dx de la funcion definida como sigue.
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Ejemplo 4.

1 .
s, stz #£1/2,
W) =1 "
I, osiz=1/2
La representacion grafica de h seria
Yy
1 °
2 ° i
|
|
|
1 - |
|
|
|
| x
1
0 1 1
Figura 1.3: h
Sea P = {xg,x1,22,...,2n_1,%,} una particion del intervalo I = [0, 1].
Considérese el intervalo [0,1] = [0, 3] U [3,1] y sean
P =A{xy, 2,2, ... 2,20},
P" ={ay, 2,2y, . al al

particiones de los sub-intervalos [0, %] y [%, 1] respectivamente, tales que P = P’ U P”.

Para el sub-intervalo [0, %] se tiene que el punto de discontinuidad coincide con un

extremo derecho del dominio y por tanto, como se mencioné en el ejemplo 2, las sumas

11



de Cauchy para h en dicho sub-intervalo no se afectan. Asi,
1
/h(x)dx = /h(a:)d:v =1
[0,3] [0,3)

mientras que en el sub-intervalo [, 1] la discontinuidad se presenta exactamente en el

)
extremo izquierdo, es decir en x = % Para este caso al igual que en el ejemplo de g sus

/ h(z)de = / h(x)dz i

[3:1] (3-1]

sumas no se ven afectadas.

Luego, la integral para la particion P en el intervalo I = [0, 1] llega a ser,

/h(z)da:: /h(x)dx+ /h(x)dx

[0,1] [0,3) (1
= /h(a:)dx+ /h(l’)dl’
[0,3] (3.1]
11
44
1
=3

En vista de los ejemplos anteriores, se puede establecer de una forma general, que
si € [a,b] es un punto de discontinuidad de una funciéon cualquiera,la integral es

independiente del lugar donde se encuentre este punto:

/ap(:c)d:c = /go(x)dx—l— /go(x)dx+ /go(x)dx, donde /<p(a:)d:c = 0.

[a,b] [a,b) {=} (a,b] {z}

Con lo anterior, se evidencia que funciones con un numero finito de puntos de
discontinuidad son Cauchy integrables. De hecho, la definicién de integral de Cauchy

se puede extender facilmente al caso de algunas funciones acotadas con un ntmero

12



infinito de puntos de discontinuidad en el intervalo [a,b]. Este es el caso de funciones

escalonadas.

Funcién Cauchy Integrable con Infinitas Discontinuidades

Ejemplo 5 (Funcién Escalonada). Dada

. 0, six =0,
j(x) =
1
nt1’

sixe[l 1), neq0,1,2,3,...}

n+27 n+1

. Qué significaria encontrar la integral de j restringida al intervalo [0, 1]7

Yy
1 .
1/2 — o
1/3 —o
/B
5 i X
O %57 3 3 1

Figura 1.4: Funcion Escalonada (j)

Obsérvese que j es acotada ya que |j(z)| < 1, para todo x. Ademés, en los puntos de la

forma x = n+r2, con n € {0,1,2,3,...} la funcion es discontinua, sin embargo en cada
uno de los sub-intervalos (%H’ %H) la funcién es continua.

Recuérdese que la integral de Cauchy esta motivada en la extension de area bajo una
curva, asi, debe acogerse a la idea de que si una region se divide en sub-regiones, el

area total debe ser igual a la suma de las areas de las sub-regiones. Luego, encontrar

13



el valor de la integral seria equivalente a encontrar el valor de la suma del area de los

rectangulos de base (-7 — —5) v altura j (-15). Asi,

= [/ 1 11
S_Z;j<n+2)<n+l_n+2)

+111+111++1 1 1+
2\2 3 3\3 4 T oon+1\n+1 n+2 o

1 1 1 1

= (14_?—’_?—’_'”_’_7(71—0—1)24_”')_<§+(2)(3)_'_(3)(4)4_'”_'_(n—!—l)(n—i—Q)_'_"'

1
Para los puntos x = Y se tiene que z # 0, sin embargo la integral se debe considerar
n
para el intervalo [0, 1] es decir, debe acoger al punto = = 0, asi la suma S se puede

modelar bajo la suma infinita de integrales de Cauchy, de la siguiente forma:

/j(x)dx: /j(:c)dx+ /j(x)dm—l—...—l— / j(x)dx+...—|—/j(x)dm

[0,1] [2.1] [1.3) [ mtr) {0}

:i / j(2)de + / j(x)dz, donde / j(x)dz = 0.

n=0 {0} {0}

De esta manera, la nociéon de integral dada por Cauchy, acoge funciones continuas
y se puede extender a algunas funciones con infinitas discontinuidades, en intervalos
acotados. No obstante, las consideraciones formuladas por Fourier, proponen un

problema mas general incluso que el que viene a resolver la definiciéon de Cauchy:

14
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(Puede definirse la integral fab f(z)dz para cualquier sucesion de ordenadas © — f(z)?

Un analisis respecto a esta cuestion estaba sugerido por el matematico alemén Peter
Gustav Lejeune-Dirichlet, quien acepté el enfoque del anélisis de Cauchy y también la
interpretacion literal de la definicion de Fourier de lo que es una funcién arbitraria f.
Para Dirichlet f es una funcion, si ella hace corresponder a todo valor de x un valor

bien determinado f(z), sin que necesariamente esté sujeto a ninguna ley analitica.

1.2.2. Una funcién no Cauchy Integrable

Dirichlet pensaba que era posible extender la definicién de la integral de Cauchy, de
modo que acogiera algunas funciones con cada vez mayor grado de discontinuidad
en un intervalo acotado. Sin embargo, en busca de una respuesta al problema de la
integrabilidad de funciones arbitrarias presenta en 1829, la funcién caracteristica del

conjunto de nimeros racionales, que no es Cauchy integrable.

Ejemplo 6 (Funcién Caracteristica de los Racionales).

1, sizeQ,
Xo(r) =

0, sizel
Al contrario de los ejemplos anteriores, Xg es una funcién cuya representacion grafica
no puede ser elaborada, ya que esta funcion es discontinua en cada punto de su dominio,
es decir no tiene tramos de continuidad, que se considera un requisito para ser Cauchy

integrable.
Segun Dirichlet fol Xo(z)dx no tiene sentido bajo la definicion de Cauchy, ya que para

toda particion P de [0, 1] con todas las diferencias (z; —x;_;) arbitrariamente pequenas

y tal que todos los puntos distintos de 0 y 1 sean irracionales, la suma de Cauchy

15



correspondiente seria:
S=> Xo(ria) (@i —zi1) = »_(0)(z; — zi-1) = 0(1 = 0) = 0.
i=1 =1

Por otro lado, para toda particion P’ de [0, 1] con todos los (x} — x}_;) arbitrariamente

pequenos y todos los puntos racionales, la suma S’ es:

n

§' =3 Xolwla)(@h — i) = D_ (1wl —afy) =11 -0) =1

i=1
Asi, para dichas particiones, las sumas S y S’ no se aproximan a un valor limite tnico.

Por consiguiente la integral fol Xg(x)dx en el sentido de Cauchy no existe.

A pesar de haber presentado el anterior contraejemplo, Dirichlet afirma, que una
funcién no necesita ser continua, ni tener como méaximo un ntmero finito de puntos
de discontinuidad para que la integral definida en un intervalo exista. En vista de esto,
parecia necesario imponer algin tipo de restriccion, para garantizar la integrabilidad
de una funciéon. La observacion de Dirichlet (en términos modernos), se hace respecto a
la densidad del conjunto de puntos de discontinuidad de la funciéon. En otras palabras:
si el conjunto de puntos de discontinuidad contiene un sub-conjunto denso.® entonces

f no es integrable en el sentido de Cauchy.

El interés de Dirichlet en extender el concepto de integral a funciones discontinuas,
estaba estrechamente ligado a su deseo de confirmar las afirmaciones de Fourier para
una clase de funciones arbitrarias tan amplia como fuera posible. No obstante, aunque
Dirichlet se propuso generalizar la definicién de integral, no lo logré, sin embargo, esto

le correspondié a un estudiante suyo, Bernard Riemann.

SDirichlet, caracterizaba un conjunto diseminado (denso) de la siguiente forma: “si a y b representan
dos cantidades arbitrarias incluidas en el intervalo [—, 7], siempre es posible encontrar otras cantidades
ry s entre a y b, lo suficientemente préximas para que la funcién permanezca continua en el intervalo
de r a s”. [4], pag. 203
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Capitulo 2

Integracion de Riemann

La generalizacion de la definicion de integral de Cauchy, que Dirichlet, pensaba era
posible extenderla para cualquier funcién arbitraria, y de la cual no llevo a cabo ninguna

demostracion definitiva, fue reconsiderada por el aleman Bernhard Riemann.

El brillante mateméatico Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866), estudiante
de Dirichlet, fue un pensador y generador de métodos, teoremas y conceptos que llevan
su nombre. Ademas de su trabajo en geometria, hizo contribuciones bésicas a la teoria
de las funciones de una variable compleja, a la fisica matematica y a la teoria de
numeros. Clarifico la nocion de Integral, definiendo lo que ahora se denomina Integral

de Riemann.

El trabajo de Riemann significaba ir més alla de los resultados de Dirichlet, es decir
suponia considerar “funciones arbitrarias mas generales”. En este sentido Riemann se
vi6 obligado a reconsiderar las condiciones en las cuales se puede definir la integral de

funciones con cada vez mayor grado de discontinuidad.

17



2.1. Integral de Riemann

La caracterizaciéon de la integrabilidad en el sentido de Riemann sugiere considerar

primero algunas definiciones y algunos aspectos de terminologia y notacion.

2.1.1. Sumas superior e Inferior

Definicion 2.1 (Sumas inferior y superior). Sea f : I = [a,b] — R una funcién
definida y acotada en I y sea P = {x,,x1,...,x,} una particion de este intervalo. Para

cadat=0,1,2,...,n, se denota
m; = nf{f(z) : x € [x;_1, ]},
M; = sup{f(x): x € [z;_1, x;]}.

La suma inferior de la funcion f respecto a la particion P, designada por L(f, P), se

define como
L(f,P) =Y mi(x; — xi1).
i=1

Y la suma superior de la funcion f respecto a la particion P, designada por U(f, P),

se define como

U(f> P) = ZMZ(‘TZ - ZUi—l)-

TN 7

a Ti 1 X b a Ti—1 T b

Suma Inferior Suma Superior

Figura 2.1: Sumas Superiores e Inferiores
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En la Figura 2.1 se representa los rectangulos formados por L(f, P) y U(f, P).

Observacion 1. La condicion de que f esté acotada sobre [a, b] es esencial para que
los nameros m; y M; queden definidos. Ademas, ha sido necesario definir m; y M; como
infimos y supremos en lugar de minimos y maximos ya que la definicién no exige que f

sea continua.
En las sumas superior e inferior, se cumplen las siguientes propiedades:

Propiedad 2.1. Si f : I = [a,b] — R es acotada sobre I y P es una particion cualquiera
de I, entonces L(f, P) < U(f, P), (Una suma inferior es menor o igual que una suma

superior si ambas sumas corresponden a la misma particion).

Ejemplo 7. Considérese una funcién constante f(x) = ¢ en un intervalo I = |a, b].
Entonces, para cualquier particion P = {z,,x1,...,2,} de I y para cada ¢ =
0,1,2,...,n, se tiene

por tanto

3

ahora, bien

> elwi—ximg) = cé(mi —2i1) =c[(x1 —a) + (g —x1) + .o+ (b= 2y )]
— ¢(b—a)

luego

L(f,P)=U(f,P)=c(b—a).

Definicion 2.2. Si P = {x,,21,..., 2.} Yy P ={yo, y1, ..., yn} son dos particiones de
I =la,bl], se dice que P' es mas fina que P si P C P’.

19



Ejemplo 8. Los conjuntos P = {0,1}, P’ ={0,1/3,1} y P" ={0,1/3,1/2,1} son tres
particiones del intervalo [0, 1]. P” es una particién méas fina que P’y ésta es mas fina

que P, ya que P C P" C P".

2.1.2. Definicion de Integral de Riemann

La teorfa de integracion de Riemann fue derivada de la de Cauchy. Mientras Cauchy se
limit6 al analisis de funciones continuas,! Riemann instaur6, hacia mediados del siglo

XIX, una definiciéon de integral que acoge funciones con alto grado de discontinuidad.

Es asf como en 1854 presenta la siguiente definicion:

Definicion 2.3 (Integral de Riemann). Una funcion f definida y acotada en el
intervalo [a,b] es Riemann integrable, si para cada particion P = {xg,x1,...,2,} de

este intervalo la suma

n

S = Z f) (i —wi1), i € [wio1, 2]

i=1

se aproxima a un limite unico cuando | P|| — 0.

Ast, la Integral de Riemann estaria dada por

/abf(x)dx = lim S

1Pl—0

Observacion 2. Si en cada sub-intervalo [z;_1,z;] de la particion de I, se toma un

punto arbitrario ¢;, de tal manera que se formen los productos

flti)(xi —ximy), 1<i<n

'El enfoque del analisis de Cauchy estaba en la idea de funcién continua, sin embargo como se
evidencia en los ejemplos presentados en el capitulo 1, bajo su definiciéon se admite la integrabilidad
de algunas funciones con infinitas discontinuidades.
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la suma de Riemann, corresponde a la suma de las areas de los rectangulos de altura

f(t;) v base [z; — x;_1], es decir

2.1.3. Condiciones (R;) y (Ry) de Riemann

Riemann, formulé dos condiciones equivalentes a su definiciéon, que pueden ser utilizadas

para determinar si una funcién es o no integrable.

(R1) La funcion f es integrable en el intervalo [a, b] si y solo si

||IlDi||rn0(D1Aa:1—|— DyAxy + ...+ DAz, + ...+ D,Az,) =0
en la que:
s D; = M; —m;, denota la oscilacion de f en el intervalo [x;_1, ;], donde

m; = Wf{f(z) : z € [x;,_1, 7]},

Mi = sup{f(x) X e [.flfi_l,l’i]}.

L] A[L’Z =T — Tj—1-

Demostracion.

a) (R;) es condicion suficiente para la integrabilidad en el sentido de Riemann puesto

que si,

Hllgl'ﬁno(Dlel + DyAxs+ ...+ DAz, + ...+ D,Ax,) =



se tendra que

n

lim ti)(x; — x;_1), existe.
IS IUOICEE

b) (Ry) es condicion necesaria para la integrabilidad en el sentido de Riemann puesto

que, Ve > 0, Vi € N, existe t; € [z;_1,x;], tal que f(t;) > M; — €, luego
D ft) @ — xima) > (My — ©)Axy + ... + (M, — ) A,

= M Azx; — eAxy + ...+ M, Ax,, — Az,

= M Azy + ...+ M,Ax, — e(Azy + ...+ Azy,)

=M Az + ...+ M,Ax, —€e(ry —z0+ 22— 21+ ... + Ty — Tp_1)
= M)Az + ...+ M,Ax, — e(x, — x0)

= MiAzy + ...+ M,Ax, — e(b — a)

y asi

n

Z flt)(x; —xiq) > MhiAxy + ...+ M, Az, — (b —a)

i=1

entonces
Z(Mi — () (i — xim1) <e(b—a)

por lo tanto

lim Zf Ty — Ti_1) = lim ZM T — Ti1) (1)

12102 |P||—>0

Por otro lado, Ve > 0 y Vi € N, existe h; € [x;_1, 4], tal que f(h;) < m; + €, asi

se tiene que
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Z fhi)(z; — xiq) < (mq + €)Axy + ...+ (m, + €)Az,

i=1
=miAx; + eAxy + ... + M, Ax,, + eAx,
=miAxy + ... + myAz, + e(Axy + ...+ Axy,)
=mAzr+ ...+ myAx, +e(ry — o+ a2 — 21+ ...+ Ty — Tp_q)
=m Az + ...+ myAx, + €z, — o)
=miAzy + ...+ m,Az, + €(b — a)
luego
Z f(hi)(z; — ximq) < mAxy + - -+ myAx, + (b —a)
i=1
de donde

por lo tanto

lim hi)(x; — x;—1) = lim mi(z; — xiq). 2
||P||~o; Fha) 2 ||P||~oZ 2 @)
A partir de los resultados anteriores (1) y (2) y dado que f es integrable, se tiene

lm Y f(t) (i —xia) = lm Y f(hi) (2 — 2i1)

[[Pll—0 “—= [1Pl—0 <=
=1 =1
lo que demuestra finalmente que

”Plﬁno((]\/[l —my)Axy + ...+ (M, — m,)Az,) =

lim (D1Azy + DyAxy + ...+ D, Ax,) = 0.

1Pl—0
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Observacion 3. En términos de las sumas superior e inferior; para una funcién f
definida y acotada en el intervalo I = [a,b], la condicién (R;) se verifica cuando, para

todo € > 0, existe una particiéon P de I tal que
U(f7P) —L(f,P) <€

(R2) La funcion f es integrable en el intervalo [a, b] si y solo si, para todo e >0y o > 0,
existe d > 0, tal que si para toda particion P, con ||P|| < d, entonces S(P,0) < ¢,
donde S(P, o) denota la suma de las componentes de {Ax; = z; — 2,-1,1 <i < n} en

las cuales D; > o.

Demostracion.

a) Demostremos que (Ry) es condicion suficiente, es decir que dados € > 0y o > 0,
existe d > 0, tal que para toda particion P, ||P| < d se tiene que S(P,0) < ¢,
donde S(P, o) denota la suma de las componentes de {Az; = z;—x;_1,1 < i < n}

en las cuales D; > o.

Como S(P,o) > 0y si se denota por D a la oscilacion en el intervalo [a,b], se

tiene que

D.S(P,o) >0 (3)

Ademas, b —a = Az, + Az + ... + Az, y como o < D;, entonces

o(b—a) < DiAzy + DyAzs + ...+ D, Az, (4)

de (3) y (4), se obtiene?

DyAxy + DyAxy + ...+ D, Ax, < D.S(P,0) 4+ o(b—a)

2Este resultado se logra al establecer la diferencia entre las inecuaciones 0 < D.S(P,o) y
o(b—a) < D1Axy + D2Axg + ...+ DpAxy,.
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finalmente

DiAxy + DyAxy + ...+ DAz, < De+o(b—a), yaque S(Po)<e.

Resultado que significa haber verificado la condicion (R;) y asi f es integrable.

Demostremos que (Ry) es condicion necesaria.
Sea d > 0 un namero fijo y {p,} una coleccion de particiones de I = [a, b].
Si se considera una particion P € {p,}, tal que ||P|| > ||P,.|| para todo n € N

entonces, se define A(d) como:

A(d) = {D1Axy + DyAxy + ...+ DAz, - |P|| < d}.

Sean ¢ > 0 y una particion P € {p,}; se define S(P, o) como la suma de las

componentes de {Ax; = x; — x;_1,1 <i < n} en las cuales D; > o.

Dado que S(P, o) corresponde a la suma de un conjunto de intervalos contenido

en el conjunto total de intervalos producidos por la particiéon P, se tiene que

S(P,o) < Axy 4+ Axs + ...+ Az,

y como o < D;, entonces

0.5(P,0) < D1Axy + DyAxs + ... + DAz, < A(d)

luego

s(p,o) < 29

o

Como por hipdtesis f es integrable, entonces se verifica la condicion (Ry) es decir

lim M

d—0 O

=0

por tanto, existe un d, tal que para cualquier € > 0, S(P,0) < ¢, cuando || P|| < d.
U
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2.2. Ejemplo de una Funcién R-integrable

Para Riemann, una funcién podria ser mucho mas discontinua de lo que habia imaginado
Dirichlet, y ser sin embargo integrable. En este sentido la observacion de integrabilidad
establecida por Dirichlet no era realmente necesaria (véase cap. 1, pag. 16). De hecho,
como se dirfa en términos modernos, una funcién podria ser integrable, aunque el
conjunto de puntos de discontinuidad en cualquier intervalo, por pequeno que fuera,

forme un conjunto denso.?

Una funcién R-integrable y no Cauchy integrable
Como este tipo de funciones mencionadas, no habian sido consideradas hasta el
momento, Riemann presenta un ejemplo de una funciéon R-integrable, con el que se hace

evidente que bajo su definicién se acogen funciones de alto grado de discontinuidad.

Para construir su ejemplo, Riemann se basa en la siguiente funcién:

xr —mn, donde n es el entero mas cercano a =,
g(z) =
_ 41 43 .5
0, cuando x = +35, +5, +3,...

Con base en g(x) se define la sucesion {g,(z)}, donde g,(z) = g(nx) paran € N.

La representacion grafica de las funciones g1(x), g2(x) se ilustran a continuacion:

3En la década de los 1870 la teoria de conjuntos atin no se habia desarrollado. El enfoque conjuntista
se lleva a cabo con los trabajos de George Cantor (1872). Para un estudio mas detallado del desarrollo
de la teorfa de conjuntos de Cantor, véase [4], cap. 5.
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Figura 2.3: g,

La idea de Riemann, es sumar estas funciones para obtener otra funciéon con alto grado

de discontinuidad.
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Asi, a partir de las funciones g, (z) define la funcion:

f(x) = gi(z) + 922(? + 933(295) Foo+ g’fn(f)
o g(na)
— ; wy
f / | x'
/ / aug i !
e ; F f

+ ...

-’J : / n.‘/ -8.2 f .'-‘JIF
Il AN
rf: P‘ f V 0.4 fj: / /r!
r‘ / oy / f
100
Figura 2.4: ) 9
n=1

La Figura 2.4 es un acercamiento al comportamiento de la grafica de la funcion f.

Los puntos de discontinuidad de f son todos los puntos de discontinuidad de las g,, es

decir, los puntos = de la forma 23, donde p es impar y (p,q) = 1.
q

Para demostrar que la funcién f : R — R es discontinua en z = 2£, se debe verificar
q

que Dy(x) > 0, donde D;(z) denota la oscilacion de f en z.* En términos modernos

4Sea f una funcién definida y acotada en un intervalo S. La oscilaciéon de f en x se define como el

namero Dy(z) = hh’IghD(B(x; h)NS). ([1], pag. 207)
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seria probar lo siguiente:®

lim (z % €) = f(@) > 0

Demostracion.
Considérese
- g(n(r +¢€)) — g(nz)
— — ns d d n = .
flx+€) — f(z) nEZI a onde a e

o0

Como g,(z) = g(nx), para Y a, cuandon € {1,2,...,q,...} en z = 2£ se presentan
n=1 q

los siguientes casos:

1) Para n < g, se tiene que ¢ no divide a n, luego:

n
a) si (¢,n) =1, entonces P o una fraccion irreducible, luego no es de la forma
q

P . . .
R en consecuencia nxr no genera discontinuidad en g;.

b) si (¢,n) = d, es decir n = dk y ¢ = ds con (k,s) =1y (s,p) = 1. Entonces,
np  dkp
2¢  2ds’
nz no genera discontinuidad en g;.

luego 2_p es una fracciéon irreducible y no es de la forma g, asi
S

Por lo tanto

q—1
+€)—aq(x +€)—goT _n(x+e€)—gu-nlx
Za": gz 61)2 91( )+92($ 62)2 ga( )+m+9(q H( ( _)1)29(«1 H(z) (5)
n=1 q
2) Cuando n = q, ? = g, luego nx genera discontinuidad en g;. Asi
q

SHipotesis equivalente a f(z + 0) — f(z), donde el simbolo "0"fue incorporado por Newton para
representar, en el desarrollo operativo,una cantidad muy pequena pero diferente de cero.
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. —
q e
95 +qe) —g(b)
— "
Byge—2tt 1
= 2q—22 donde ]% es el entero més cercano
q
B —% + qe
— e
1 €
_ 1 (6)
2¢> ¢

3) Cuando n > ¢, puede darse el caso:

k
a) Sin = gk, donde k es impar, entonces nx = ? = 729 genera discontinuidad
q
en gp.
k
b) Sin = gk donde k es par, entonces nx = ? = ?p €.
q

Por consiguiente

0o (2r+1)g—1

Y an= Z S+ a@e, (7)
r=1

n=q+1 =(2r—1)g+1

donde

oo (2r+1)g—1

> Y w-

r=1 n=(2r—1)g+1

= 9((2r—1)q SC + 6) — 9(2r- 1)q+1)( ) g((2r+1)q—1)($ + 6) - g((2r+1)q—1)($)
> 4o+ _
2r —1)g+1)? ((2r+1)g—1)

r=1
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y

o

= o 9U(@r+ D)@+ €)) — g((2r +1)ga)
Za(2r+1)q = Z ((27” n 1)q)2

P4 (20 + 1) ge — % 2r+1)p+1
((2r+1)q)? ’ 2

—3+ (2r + 1)ge

(@ + 1))

r=1
00 (27"—1—1)

es el entero més cercano

M

r=1

WE

T

NE

1 (2r +1)
1(‘2«mukw@2+<@r+1mv)'

%
Il

Entonces de (5), (6), y (7), la oscilacion de f en x es

limf(z +¢) — f(z) = 13%2_) an
q—1 0o
:11_{% Zan+aq—i— Z an)
n=1 n=q+1

0o (2r+1)g—1

= ll,_r)% Z an + aq + Z Z ap, + Z; A(2r+1)q

r=1 n=(2r—1)q+1

o (2r+1)g—1

= ll_r)% Z ay, + Z Z ap | + ll_r)rol ; a(2r—1)q

r=1 n=(2r—1)g+1

Ahora, para € — 0 se tiene que x y = + € tienen el mismo entero mas cercano. Luego

limg, ( + €) = limg(n(z + €)) = g(nr) = gn(z)

por lo tanto
%) (2r+1)g—1

lim Zan+z > a, | =0

r=1 n=(2r—1)q+1
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=0 =0 2r—1)q)*  ((2r +1)g)?

S a1y  lim (_ 1 n (2r 4 1)ge )
r=1 r=1 2(<
1 > 1 > o +1
= Dy () i S (B e )
2?=04= \(2r = 1)* ) =04 \ ((2r + 1)g)°

Siendo (2r 4 1)ge = 6 y como € — 0 entonces § — 0, y asi
lim = ( (2r 4 1)qe ) lim = ( ) )
i ———— ) =1 —_——
—0=\((2r+1)q)?) -0 \((2r +1)g)?

—lm §
i <r:1 2r+1 )

=0
finalmente
1 1
lingf (@ + ) = f(0) = 550D 5=y
00 X 71'2
donde > W por serie de Euler® converge a g De una forma analoga se verifica
r=1 r—

para f(z —€) — f(x).
Por consiguiente

2q e—0

7T2
limf (e + ) — f(z) = %o lim ( d )

7T2

+ 1642

Asi, h’r%f(x +¢€) — f(x) > 0. Resultado que significa que en los puntos z = 22, p impar
€e— 7
y (p,q) = 1, f es discontinua.
O

5El matematico Leonhard Euler descubri6 el resultado de una famosa serie infinita de sumas, la de
los inversos de los cuadrados de los nimeros enteros positivos (1/1241/2% +1 / 32...), que aunque tiene
2

™
infinitos términos, el resultado no es infinito sino un ntmero real. Es decir, Z =%
n=1"1
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A continuacion se demuestra que los tinicos puntos de discontinuidad de la funcién son

de la forma 22, para los demas puntos f es continua.
q

Para ello se debe probar primero que f(x) = > gn(zx ) converge uniformemente.
- on

Utilizando el Criterio de Weierstrass:’

In() o |gn ()]
n2 | n?
1 )
como |g,(x)| < 5 e tiene que
1
9.0l _ 1
n? 2n2
y asi
gn(x) L
n? 2n?2
como Y converge a T entonces i 9n() converge uniformemente
— ver — verge unifor )
Y oy’ 2n2 & 16 = ng g
Demostracion.

Si xg 7& —, se debe probar que en xy f es continua, es decir lim f(x) = f(xo).
2q’

T—xo

Entonces

lim f(z) =

Tr—xT0 Tr—xT0 7’L2

como f converge uniformemente se tiene

o0 1 )
xh—gclof Z:l xl—>500 n2 N Z_:l ﬁl’h—’rgogn(x)

"Sea {M,,} una sucesmn de nimeros no negativos, tal que 0 < |fn( )| < M,, parane{l,2,...} y
cada = de S. Entonces Z fn(x) converge uniformemente en S si Z M, (z) converge. ([1], pag 271.)

n=1 n=1
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ahora, como g, () es continua en zy para todo n € {1,2,3,...} entonces

lim g,,(x) = ga (o)

T—XT0

luego

lim f(z) = > %gn(xo) => gngo) = f(o).

Asi, entonces f es continua en los puntos xgy # 22, por lo tanto los tinicos puntos de
q

discontinuidad de f son de la forma 2£, donde p impar y primo relativo con gq.
q

O
De esta forma, f es discontinua en una infinidad de puntos en cualquier intervalo.
, _ . _ X g(ne)
Ahora, se demuestra a través de (Rz) que f: R — R definida como f(z) = 3 =
n=1 n

es R-integrable.

Demostracion.

Si se considera las componentes {Az; = z; — x;-1,1 < i < n} C [0,1] en las cuales
D¢(xz) > o, y si para una particion P con ||P| < d, d > 0, la suma de Ax;, donde
D; > o, es menor que ¢, es decir S(P,0) <€, paratodoe >0 y o >0 entonces f es

R-integrable.

Sea A= {x/D¢(x) >0} yporlo visto en la demostracion de que f es discontinua

P
en xr = —, se tlene que
2q

Dy(z) =limf(x + ) = f(z) =limf(z —€) — f(z +¢€) = 8”_q2
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2

luego en Az;, Dy(z) = )
q

> o, para todo o > 0, de lo cual se sigue que

™

< .
1 22

Ahora, como los puntos de discontinuidad de f son de la forma 2£, se tiene que en el
s
V20’

un numero finito de puntos x = 2£ en los cuales Ds(z) > o.
q

intervalo [0, 1], p < 2¢. Por lo tanto p < 2¢ < resultado que significa que existe

Sean {Az; = z; —x;—1,1 <i <n} C |[0,1] las componentes que contienen al conjunto

finito de puntos = € A y sea n el niimero de sub-intervalos Ax;.

Ademas cada Ax; < ||P|| y asi
S(P.o)=> Az; <n|P|
i=1
y como ||P|| — 0, entonces n || P|| < €. Luego S(P,0) < €.

g(nz)

Por lo tanto f(z) = ) es R-integrable en [0, 1].
n=1

O

En base en la funciéon f se define una nueva funcion r que es Riemann integrable més
no Cauchy integrable. Para ello se va a recurrir al artificio de que si A es el conjunto

de discontinuidad de f, A = {z/x = 2£,p impar y (p,q) = 1}, entonces
q
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En primer lugar, se debe probar que r al igual que f es discontinua en los puntos de la

forma 22, donde p impar y (p,q) = 1, y continua en otro caso.
q

1
Por un lado, sea zy = 22 y € < —, en el cual ¢ permanece fijo.
q q

Entonces

y como, para todo ¢ > 0 se tiene que el intervalo (2£ — 0, 2£ + 5) contiene puntos que
q q

no pertenecen a A y siendo asi

Asi, r es discontinua en los puntos de A.

Por otro lado, sea xg € A, entonces

|r(x) = r(xo)| = [r(x) = O] = |r()]

ahora, para todo ¢ > 0 se tiene que el intervalo (zq — 0, ¢ + J) contiene puntos de A,

por lo tanto
=—-<¢ con 0<qg<oo.
En general, si x € A, entonces

r(z)] = 0] =0<e

por consiguiente r es continua en los puntos = ¢ A.

De esta manera, 7 es discontinua en los puntos x € A y continua en = ¢ A.
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En segundo lugar, se verifica a través de Ry que r es Riemann integrable. Para ello, se
considera P = {zg,x1,...,%;_1,;, ..., T, } una particion del intervalo [0, 1], en donde

1
para cada [r;_1,;], la oscilacion (D; = M; — m;) llega a ser D; = — > o, de la cual
q

1
q<—.
g

2
Como 2£ € [0,1] entonces p < 2¢ < —, luego, el conjunto de puntos = = 22 tales
q 9 q
que D; > o, es finito. En consecuencia el namero de sub-intervalos [z;_1,z;], en donde

D; > o también es finito. Supéngase entonces, que m es el nimero de sub-intervalos

Ax; y como cada Ax; < || P||, se sigue que
S(P,0) = Axy + Azg + ...+ Az, <m || P||
ademas, || P|| — 0, entonces m || P|| < ¢, de lo cual se consigue
S(P,o) = iAmi <m|P| <e.
i=1
Finalmente, S(P, o) < €. Luego, r es Riemann integrable.

Por tltimo, se demuestra que la funcién r, R-integrable, no es Cauchy integrable.

Demostracion.

Por un lado, sea P = {zg,x1,...,%Tn_1,2,} una particion del intervalo I = [0, 1].

Considérese ademéas I = [0,1] = [0, %} U [%, 1} y sean

1 2 3 n—1
P:{1 1 V2-1 1 (n—-1)(vV2-1) 1}

ﬁ,ﬁ—l— \/§n,...,\/§+ Jon

para n € N, particiones de los sub-intervalos [0, —] y [— 1} respectivamente, tales

que P= P, UP,.
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Para el intervalo I = [0, 1] la suma de Cauchy, llega a ser:

2 () (@) & () ()

1=

0

Por otro lado, sea

P’:{o,i 3 ...,2n_1,1}
2n

otra particion del intervalo [0, 1], para la cual la suma de Cauchy correspondiente es

n—1 .
1 2i—1\ 1 2n—1Y\ 1
Sy, =1r(0)— — —
n = )2n+2r( 2n )n_l—T( 2n )Qn

1=

lim S, =0
I1Pl—0
y
n—1 1 1
| P|—0 IPI—=0 \ <= n 2n
1=
n—1
. .1
= lim E — + lim —
IPl[—0 <=1 |P|—02n
1=
n—1
’ . ’ 2 .
y como lim # = 0 y ademas, por serie de Euler lim ) # = %, entonces se tiene
I1P[—0 1Pl—0 ;=1
que
2
s
m S, = —
| P]|—0 6
Luego
/ z /
lim S, # lim S,
1Pl—0 1Pl—0
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ya que que los resultados dependen de la particion que se escoja. Asi, las sumas S, y
S;, no se aproximan a un valor limite tinico y por consiguiente la integral fol r(z)dz no
tiene sentido bajo la definicion de Cauchy.

O

El trabajo de Riemann con su manera de presentar el sorprendente ejemplo de funcién
integrable, impresiono6 fuertemente a los matematicos de la época. Asi, se llegb a pensar
que el concepto de integral habia alcanzado su maxima generalizaciéon y de hecho,
resultaba imposible imaginarse la integrabilidad de funciones definidas de cualquier

otra manera méas general.

De otro lado, Cauchy habia probado el teorema fundamental del calculo para funciones
continuas. En base a ello se buscaba que las funciones con derivada F'(z) = f(x)

acotada e integrable en el sentido de Riemann en el intervalo [a, b], satisfacieran que:

/x f(t)dt = F(z) — F(a).

Teorema que fue demostrado por Gaston Darboux en 1875. La demostracion de
este teorema parecia ser el indicativo de que, efectivamente, Riemann habia logrado
caracterizar completamente el concepto de integral; sin embargo, el matematico italiano
Ulisse Dini empezo6 a estudiar, a la luz del teorema fundamental del calculo demostrado
por Darboux, algunas propiedades de las funciones acotadas y sus derivadas, que serviria
de base para construir contraejemplos. Es decir, con el objetivo de proponer un ejemplo

de una funcién no R-integrable.

2.3. Limitaciones de la Integral de Riemann

Dini not6 que si una funciéon f tiene la propiedad de que: en todo intervalo, existen

puntos t, tales que f'(t) = 0y f’ es acotada, entonces para todo = € [a, b] se tiene que

/a b Fi(t)dt = 0.
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Asi, en las sumas que definen la integral,
S =" f(t:)(wi — i)
i=1

se pueden tomar siempre los t; tales que f’(¢;) = 0. Estas sumas se aproximan a un

limite dnico, s6lo cuando el limite es cero, por lo tanto

/a " Py =0

y por el teorema fundamental se sigue que

flz) = fla) =0

de donde f(z) = f(a) para todo x € [a,b], lo que significa que f es constante en el

intervalo |[a, b].

De esta manera, si f cumple con la propiedad mencionada (f'(t) =0y f’ es acotada),
las tnicas posibles alternativas son: f es constante ¢ f’ no es integrable en el sentido de
Riemann. Sin embargo, Dini presentia que podian existir funciones no constantes que

cumplan dicha propiedad, para las cuales f’ no era integrable.

Efectivamente, un ejemplo particular de este tipo de funciones fue construido por el

matematico sueco T. Broden hacia el ano de 1896.
Broden empieza la construccion de su ejemplo con la funcion ¢(z) = 23,z € [-1,1].

1
Para ¢, la derivada ¢'(x) = 327 existe para todo x € [—1,1] —{0}. Es decir en x = 0,
x

'(x) es infinita, para los demés valores ¢’ existe y es finita. Geométricamente en la
y

grafica ¢ tiene una tangente vertical en cero.

Sea ahora, {a,} C [—1,1] un subconjunto denso y se define

On(z) = Gz —an)/®, para ne{l1,2,3,...}
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1

la derivada ¢! (x) = 3w = a) e

n & = ap, ¢,(a,) es infinita y en los deméas valores

¢, existe y es finita.

Luego, se define a sobre [—1, 1] de la forma

a(r) = Z gb"(f)

para «, la derivada

o ()

—_

n=

2.3

n=

3 %le)
> 1
)(27)(

n)(p — an)2/3

[y

existe y es finita para todo x # a,. Asi, para cada a,, &'(a,) es infinita. Desde un punto
de vista geométrico, la grafica de « tiene tangentes verticales en un conjunto denso de

puntos.

Debido a que ¢ es estrictamente creciente, todas las ¢, también lo son, luego a es
estrictamente creciente y por lo tanto es biyectiva. Asi, a tiene una inversa continua

B = a1l definida en el intervalo [a(—1), a(1)].

Siendo a(z) =y y la inversa 3(y) = z, se tiene que

(o B)(y) =y
a(B(y)) =
d dy
d—y[a(ﬁ(y))] =
o' (B(y)B'(y) =
, 1
fly) = )
/6 (y) - Oé/(.ilf>



Ahora, sea {b,} = {a(a,)} C [a(—1),a(1)] un subconjunto denso, entonces

1
o' (x)
B'(b,) =0, para b,,ne{1,2,3,...}.

B'(y) =

Geométricamente, si se establece una relacion entre las graficas de o y (3, se tiene que

[ tiene tangentes horizontales en un conjunto denso de puntos.

Relacionando o' y (3’ se tiene que o/(z) = 0o en = = a,, y para todo x # a,, o/(z), existe
y es finita. Para y # b,,, (3’ existe y es finita, y se anula en un conjunto denso de puntos
{bn}, es decir f'(y) = 0 en a(a,) = b,. Luego (' es acotada, ademés es estrictamente

creciente, luego no es constante y por lo tanto no es R-integrable.

Con el trabajo de Dini y mas especificamente con el ejemplo de Broden, se dejé claro
que existen funciones con derivadas acotadas no integrables, por lo que el teorema

fundamental del calculo se torna inutil para estas nuevas funciones.

Una funcién no R-integrable.

En esta misma direccién, se prueba que la funcién caracteristica de los racionales

planteada por Dirichlet, no es R-integrable.

Obsérvese que

1, sizeqQ,
Xo(z) =

0, sizel

no es R-integrable en [0, 1] ya que la condicion (Ry)

HIlDi”mO(Dlel + DyAxs+ ...+ DAz, + ...+ D, Az,) =0
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no se verifica.

Asi, si P es una particion cualquiera de I, entonces en el sub-intervalo [z;_1,x;], el

infimo m; = 0 y el supremo M; =1, 1 < i < n, de esta manera la oscilacion D; = 1.
Por tanto

1Pl—0

i=1

lim 1(1 —0) =10.

1Pll—0

Luego Xg(z) no es Riemann integrable.

A pesar de que Riemann logré una extension del concepto de integral, mediante la
formulacion de unas condiciones necesarias y suficientes que garantizan la integrabilidad
de una funcién, y a pesar de que esta teoria fue dominante durante el siglo XIX,
su generalizaciéon no fue lo suficientemente satisfactoria y como vienen a indicar los
ejemplos anteriores, la teoria de integracion de Riemann llegd a ciertas limitaciones,
que abrieron las puertas a nuevas perspectivas y en definitiva sugerian la idea de una

nueva generalizacion.
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Capitulo 3

Integraciéon de Lebesgue

Después de que la teorfa de integracion de Riemann se encontré como lo
insuficientemente general y aunque hacia 1872 la teoria de conjuntos, introducida por
George Cantor, formaba parte ya de la matemaética, nadie hablaba explicitamente de
conjuntos y de sus medidas. En efecto, nadie se atrevia a llevar a cabo una teoria
de integracion con un enfoque propiamente conjuntista. Solo hacia 1902 fue cuando el
matematico francés Henri Lebesgue (1875 - 1941), fund6 su propia teoria de integracion

que de alguna u otra manera corregia los defectos de la integral de Riemann.

Justamente el punto de partida de Lebesgue fue la teoria de la medida, teoria que
empez6 a fundamentarse con los trabajos de Camille Jordan y Emilé Borel. Es decir,
Lebesgue para establecer una definicién de integral que solucionase los problemas
implicitos en la integral de Riemann, se apoya en el concepto de contenido de Jordan

y la nocién de medida de Borel.

3.1. Preliminares

Contenido de Jordan

Camille Jordan, en 1882, introduce las definiciones de contenido interior y contenido
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exterior de un conjunto F C |a, b|.

Definicién 3.1. Sea E un subconjunto de [a,b] y P = {xg,x1,...,2,} una particion

de este intervalo, en intervalos Iy, tal que

[a.0] = | L.

Se definen los contenidos interior y exterior de E, denotados Ci(E) y C.(E)

respectivamente, como:
Ci(E)=sup Y I(L),  Co(E)=if Y (L),
IxCE Iy E#¢

donde l(I}) = x — xx_1 (longitud del k-ésimo sub-intervalo).

El contenido interior de E se obtiene considerando, aquellos intervalos contenidos
completamente en F y el contenido exterior, se obtiene considerando todos los intervalos

que contienen puntos de F.

Para Jordan, el conjunto E se dice J-medible si C;(E) = C.(F) y en este caso su

contenido es tnico, el cual se representa por C(F).

La nociéon de contenido de Jordan, sugiere la caracterizacion de la integral de Riemann
en términos de sumas mas generales. Asi, para una particion P de [a,b] en conjuntos
medibles disjuntos, se definen las sumas superior e inferior para una funcién acotada f

de la siguiente manera:

L(P) = ZmzC(Ez) y UP)= ZMZC(EZ)

donde los conjuntos E; son J-medibles, disjuntos dos a dos y tales que [a,b] = |J E;.
=1
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Es evidente, que Jordan, acepta la concepcion dada por Riemann, sélo que la establece
para dominios mas generales. Mientras que, Las sumas de Riemann inferior y superior
L(f,P) y U(f,P) (seccion 2.1.1), estaban definidas para particiones P del intervalo
[a, b] en sub-intervalos, la caracterizacion de Jordan, involucra particiones en conjuntos

medibles.

La Medida de Borel

A partir de las investigaciones sobre ciertos conjuntos del intervalo [0, 1], el mateméatico
frances Emile Borel, en 1898, introduce los llamados conjuntos borelianos o conjuntos
B-medibles.! Asi, la generalizaciéon de conjuntos B-medibles parte de la generalizacion
de la longitud de un segmento. En este sentido, si se considera el intervalo [a,b], la
medida de dicho intervalo sera b — a. Siguiendo con este resultado, Borel pretendia
asignar medidas a subconjuntos mas generales que los sub-intervalos, y afirma que
una definicion de medida so6lo puede ser valida, si ésta verifica ciertas propiedades

fundamentales:

La medida de dos conjuntos sin puntos comunes y con medidas sy s, es s+s’.
En general, la medida de la unién de una infinidad numerable de conjuntos
disjuntos entre si y con medidas si,S2,...,S,,..., respectivamente, es
s1+ S+ ...+ s, +.... La medida de la diferencia de dos conjuntos es

igual a la diferencia de sus medidas. La medida jamés sera negativa. ([10],

pag. 53).

Por otra parte, con objeto de estudiar los conjuntos (de nimeros reales) de medida
nula, que define como aquellos que pueden ser recubiertos por una familia numerable
de intervalos cuya suma de longitudes sea arbitrariamente pequena, y luego de definir la

medida para la interseccion de conjuntos, Borel se encuentra ya en las ideas basicas con

1Borel mismo no utilizé6 el nombre de conjuntos borelianos, fue Lebesgue quien los denominé de
esta manera.
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las que estableci6 los cimientos de la teoria de la medida que llevara a cabo Lebesgue.

En el trabajo desarrollado por Borel, se percibe claramente una gran influencia de las
ideas de Cantor, en particular en lo relativo a los conjuntos numerables. Esta influencia
es evidente, cuando Borel demuestra que los conjuntos numerables tienen medida cero.
Sin embargo, no se entraré en ningin detalle acerca de estas demostraciones llevadas a

cabo.

Cabe senalar que Borel no hace absolutamente ninguna referencia o insinuaciéon sobre

una posible conexion entre su concepto de medida y la teoria de integracion.

La Medida de Lebesgue

En el intento de la caracterizacion de la medida de conjuntos numerables, se llegd a un
resultado de caracter paradojico, asi por ejemplo, el conjunto £ = [0,1]NQ es a la vez
numerable y denso, y tenia la propiedad de que C.(F) =1y C;(E) = 0, luego E no
tendria una J-medida ya que no puede ser recubierto por un ntmero finito de intervalos
de longitud total arbitrariamente pequena. Sin embargo, eso es posible por medio de un
recubrimiento con un conjunto infinito enumerable de intervalos. Posteriormente, Borel
mostro que ciertos conjuntos infinitos no son enumerables y por lo tanto los conjuntos
enumerables, en cierto sentido, deberian tener medida cero. Y puesto que la medida de
un punto es cero, una medida deberia ser enumerablemente aditiva. Justamente, éste

es el punto de partida de la teoria de la medida de Lebesgue.

Al igual que Borel, Lebesgue en 1901 establece una teoria de la medida para los
conjuntos lineales a partir de la generalizacién de la nocién de longitud. El, no s6lo
transcribe los desarrollos de estos dos matemaéticos (Jordan y Borel), sino que les da
una forma mas concreta con el objetivo de otorgar una salida mas general al problema

conceptual de la medida.
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Para Lebesgue el problema de la medida, desde el punto de vista analitico, consiste en
asignarle a cada conjunto acotado un ntimero mayor o igual a cero. Mas especificamente,

se trata de definir una funcién medida p
p:{X/X CR es acotado} — R* U {0},
que satisfaga las siguientes condiciones:

L1) Existe un conjunto cuya medida es diferente de cero. u(E) # 0, para algun E.

L2) La medida es invariante bajo traslaciones. Es decir, cualquiera que sea el
subconjunto de la recta real E, se tiene u(F + a) = u(E),Ya € R siendo
E+a={r+a:z€ L}

L3) La medida de la unién de un namero finito o infinito numerable de conjuntos
disjuntos dos a dos, es la suma de las medidas de estos conjuntos.

,u(UEn>:Z,u(En), con ﬂEn:qb.

n=1

A continuaciéon Lebesgue introduce algunas definiciones necesarias para establecer la

medida de subconjuntos acotados de R.

Definicion 3.2. Sea un subconjunto E acotado de R. Se define la medida exterior de E,
denotada p.(E), como la cota inferior mds grande de las medidas de todos los conjuntos

abiertos acotados que contienen al conjunto E:

pe(E) = égg{m(G) : G es abierto}.

Definicion 3.3. Sea E un subconjunto acotado de R. Se define la medida interior de
E, denotada p;(E), como la cota superior mds pequenia de las medidas de todos los

conjuntos cerrados contenidos en E:

wi(E) = sup{m(F) : F es cerrado}.
FCE
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Basandose en estas dos definiciones, Lebesgue incorpora la definicion de conjuntos
medibles, como aquellos subconjuntos de la recta real cuyas medidas interior y exterior
coinciden y son finitas, asi, la medida de un conjunto medible es el valor comun de sus

medidas interior y exterior:

Definicion 3.4. Sea un subconjunto E acotado de R. Se dice que E es medible (Lebesgue
medible o L-medible), si p;(E) = p.(E).

3.2. Integral de Lebesgue

Un ano después de que Lebesgue introdujo la teoria de la medida que lleva su nombre,

desarroll6 el concepto moderno de la integral.

Para Lebesgue, geométricamente el problema de la integral es el siguiente:

Dada una ecuacion y = f(z) de una curva C. Encontrar el area de un
dominio limitado por un arco de C', un segmento de Ox y dos paralelas al

eje y, de abscisas dadas por a y b, (a < b. (|[12], pag. 24).

Para definir el concepto moderno de integral, Lebesgue realiza un proceso inverso a los
establecidos por Riemann y Cauchy. Es decir, realiza la particion, no sobre el intervalo
en el cual se busca integrar la funcién, sino sobre el codominio y define la integral,
no como la suma de rectdngulos sino como la suma de la medida de una familia de

conjuntos.

Definiciéon 3.5 (Integral de Lebesgue). Sea f una funcion definida y acotada en el

intervalo [a,b], tal que:

1. Ezxisten m y M tales que m < f(x) < M, para todo = € [a,b].

2. Para todo ¢, d entre m y M, el conjunto {c < f < d} es medible.
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Se considera una particion P = {yo, Y1, ..., yn} de [m, M] tales que
m=yo <y <yY2<...<Yp1<Yp=M.

Se define el conjunto medible ¢; = {x € [a,b] : v;i < f(z) < yiz1}, para

ie€{l,2,...,n—1} y sean las sumas:

n—1 n—1
Op = Zyim(€i>a 0p = Zyi+1m(€i)-

Entonces f es integrable, si cuando ||P|| — 0 (n — oo y (y; — yi—1) — 0), las dos

sumas o, y 0, se aproximan a un valor limite inico. Ast, la integral estaria dada por:

b
/ f(z)dz = lim o, = lim §,.

1Pll—0 Pll—0

A las funciones que cumplen la anterior propiedad se les llama funciones L-integrables.

De esta forma, Lebesgue extiende la integral de Riemann a todas aquellas funciones

para las cuales, la preimagen de un conjunto L-medible es L-medible.

3.3. Criterio de Lebesgue para la Integrabilidad de
Riemann

Naturalmente, con el ejemplo presentado en el apartado 2.2, Lebesgue evidencia
que existen funciones acotadas con un conjunto denso de discontinuidades que son
integrables bajo el sentido de Riemann. En vista de esto parece necesario preguntarse:
., Qué condiciones debe tener el conjunto de discontinuidades de una funcién para ser

R-integrable?.

El teorema definitivo respecto a este interrogante lo introduce Lebesgue, en el cual se

hace patente la condicién que se impone al conjunto de discontinuidades de una funcién
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para que sea Riemann integrable.

La idea que se halla detras de este teorema es la misma que introdujeron en algtn
momento matemaéticos como Hankel, Axel Harnack, entre otros, quienes trabajaban
en el desarrollo y exposicion de la teoria de integracion de Riemann. La idea es
que una funcién acotada es integrable si el conjunto de puntos de discontinuidad
puede ser encerrado en un conjunto enumerable, de intervalos de longitud total
arbitrariamente pequena. A este teorema se lo ha denominado, Criterio de Lebesgue

para la Integrabilidad de Riemann.

Para formular dicho criterio, resulta necesario introducir las siguientes definiciones y

teoremas.’

Definicion 3.6. Un conjunto S de niumeros reales posee medida cero si, para cada
e > 0, existe un recubrimiento numerable de S por medio de intervalos abiertos, tales

que la suma de sus longitudes sea menor que €.

Teorema 3.1. Sea F' una coleccion numerable de conjuntos de R, cada uno de los

cuales tiene medida cero. Entonces su union

k=1

tiene medida cero.

Teorema 3.2. sea f una funcion definida y acotada en |a,b], y sea € > 0 un nimero
real dado. Supongase que Dy(x) < € para cada x de [a,b]. Entonces existe § > 0 (que
depende tan sdlo de €) tal que para cada sub-intervalo cerrado T C [a,b], se tiene que

Qf(T) < € siempre que la longitud de T sea menor que 6.

Teorema 3.3. Sea f una funcion definida y acotada en [a,b]. Para cada € > 0 se define

el conjunto J. como sigue:

Je={z 2 €a,b],Ds(x) > €}.

2[1], pags. 206, 207 y 208.
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Entonces J. es un conjunto cerrado.

Teorema 3.4. (Criterio de Lebesgue para la integrabilidad de Riemann.) Sea
f una funcion definida y acotada en [a,b] y se D el conjunto de las discontinuidades de

f en [a,b]. Entonces f es R-integrable en [a,b] si, y sdlo si, D tiene medida cero.

Demostracion.

(Necesidad). En primer lugar se supone que D no tiene medida cero y se demuestra
que f no es R-integrable. Si se considera a D, como el conjunto de puntos z en los
cuales Dy(z) > 1, es decir

D, = {x . Dy(z) > 1}

r

entonces se puede escribir D como una reunién numerable de conjuntos D,

D = [OJ D,.
r=1

Si x € D, entonces Ds(x) > 0. Ahora bien si D no tiene medida cero, entonces alguno
de los conjuntos D, tampoco la tendréa (en virtud del teorema 3.1). Por consiguiente,
existe un € > 0 para el cual cualquier coleccion numerable de intervalos abiertos que
recubra D, tendra una suma de longitudes > e. Para una particion P de [a, ] se tiene
que la diferencia entre las sumas superiores (U(f, P)) y las sumas inferiores (L(f, P))

viene dada por

n

U(f, P) = L(f,P) = > _[Mi(f) — mi(f))|Aw;

i=1
esta suma puede descomponerse en dos partes S7 y Ss, en donde S; contiene los términos
que provienen de sub-intervalos que en su interior contienen puntos de D y Sy contiene

los términos restantes. Asi,

n

STIM(f) = mi(H))Az; = Sy + Sz > Sh.

i=1
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Los intervalos abiertos de S} recubren D, excepto posiblemente a un subconjuntos
finito en D, de medida cero, luego la suma de sus longitudes Ax; es > €. Pero en estos
intervalos se tiene que [M;(f) —m;(f)] > %, entonces

S IM(f) = il F))Aw > -

i=1

) €
es decir, S7 > —.
r

Esto significa que para cada particion P,

S|l

Luego la condicion (R;) de Riemann no se verifica. Por consiguiente, f no es R-

integrable. En otras palabras si f es R-integrable, entonces D tiene medida cero.

(Suficiencia). Ahora, se supone que D tiene medida cero y se demuestra que se verifica

la condiciéon (R;) de Riemann. Nuevamente se escribe

r

o0

D=|JD, donde D, = {x - Dy(z) > 1}.
r=1

Dado que D, C D, cada D, tiene medida cero y asi cada D, se puede recubrir por

medio de intervalos abiertos cuyas longitudes sumen < % En virtud del teorema 3.3,

D, es cerrado y ademas D, es acotado, luego D, es compacto,® asi un ntimero finito de

dichos intervalos recubrira a D,.

La reuniéon de estos intervalos es un conjunto abierto que designaremos A,. El
complementario B, = [a,b] — A, es una reuniéon de un nimero finito de sub-intervalos
cerrados de [a, b]. Sea [ un sub-intervalo de B,, si « € I, entonces Dy(x) < % y entonces,
en virtud del teorema 3.2, existe un § > 0 (que s6lo depende de r) tal que I puede

ser subdividido en un ntmero finito de sub-intervalos 7" de longitud < 9 en los que

3Un conjunto S de R™ se llama compacto si, y sélo si, cada recubrimiento abierto de S contiene un
subrecubrimiento finito; esto es, una sub-coleccién finita que también recubra a S.
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1
Qf(T) < —. Los extremos de todos estos sub-intervalos definen una particion P, de
r

[a,b]. Ahora si P es mas fina que P, se puede escribir

n

S IM(f) = mi( )] Az; = Sy + S

i=1
en donde S contiene los términos que provienen de los sub-intervalos que contienen
puntos de D,, y Sy contiene los términos restantes, es decir, Sy contiene solo los sub-
intervalos en donde Dy (z) < % y en particular los sub-intervalos cuyos puntos son todos

de continuidad de f. Asi, la suma de sus longitudes es < b — a y en el i-ésimo término

de Sy, se tiene [M;(f) —m;(f)] < 1, luego
T

ipﬂn—mmm%<“‘ es decir Sy < L% (8)

- T T
=1

Por otro lado, puesto que A, recubre todos los intervalos que intervienen en Sy, se tiene
[M;(f) —m;(f)] < M —m, donde M y m denotan el supremo y el infimo de f en [a, b].
Como las longitudes de los intervalos abiertos que recubren a D, suman una longitud

< —, entonces
r

n

M — —
M)~ mi( DAz < = luego 5 < . (9)
i=1
A partir de la suma de (8) y (9) se consigue
M — _
S 48, < Momib=a
,
por consiguiente
M-m+b—a
U(-f’P)_L(faP)< ” .

Asi, se verifica la condicion (R;) para cada r > 1, luego f es R-integrable en [a, b]. En
otras palabras si el conjunto de puntos de discontinuidad tiene medida cero entonces f

es integrable en el sentido de Riemann.
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Con el criterio de Lebesgue para la integracion de Riemann, se facilita la demostracion
de que la funcion f (Cap. 2, seccion 2.2) altamente discontinua construida por Riemann,

definida como

fla) = Z g(nzx)

2
n=1 n

donde

xr —mn, donde n es el entero mas cercano a =,
g(z) =
_ 41 43 .5
0, cuando z = +3, £3, £3,...

es R-integrable.

Asi, si se considera D = {z/x = 2£,p impar y (p,q) = 1} como el conjunto de puntos
q

de discontinuidad de la funcién f, dicho conjunto es un subconjunto de Q y dado que

el conjunto de los numeros racionarles es numerable,* D tambien lo es,” y siendo asf,

tiene medida cero.

Finalmente, como el conjunto de puntos de discontinuidad de f tiene medida cero, f es

R-integrable.

La definicion de Lebesgue considera una clase diferente de integrales y permite calcular
la integral desde un punto de vista més amplio de funciones, que la integral de Riemann.
Como se recordard, la integral de Riemann de una funcion f : [a,b] — R se construye
particionando el intervalo [a,b] en sub-intervalos {I;}ren v aproximando el valor de
la funcién f en cada sub-intervalo por un valor constante f(z). Entonces, la integral
f; f(x)dx se obtiene por aproximacion, como el limite de la suma de las areas de los
rectangulos cuyas bases se corresponden con los sub-intervalos [, y cuyas alturas son las
correspondientes constantes, por exceso y por defecto. Ahora, esta idea de ir cortando

en rebanadas el area bajo el grafico de una funciéon f es natural y puede realizarse de

4Una demostracion respecto a este enunciado, puede verse en el texto [1], pag 54.
STeorema: todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.([1], pag 47)
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dos maneras posibles: una es como se hace para calcular la integral de Riemann, es decir
con rebanadas paralelas al eje de las abscisas y la otra es cortando en forma paralela
al eje de las ordenadas. Esta tltima forma fue precisamente la adoptada por Lebesgue,
asi en la teoria de la integral de Lebesgue es de principal importancia la medida de

conjuntos del tipo f~!(A), siendo A C R un subconjunto en el eje y.

3.4. Ejemplos

Se presentan dos ejemplos, de los cuales el primero muestra una funciéon que es Lebesgue
integrable mas no Riemann integrable. El segundo muestra una funcién que no es

Lebesgue integrable.

Ejemplo 9 (Funciéon de Dirichlet). Considérese la funcion caracteristica de los

nimeros racionales

1, sizeQ,
Xo(z) =

0, sizel

La funcién Xg(x) no es continua en ninguna parte y no es derivable y siendo asi:

= No es Riemann integrable en [0, 1], ya que para cualquier particion de [0, 1] en sub-
intervalos, contiene al menos un niimero racional y al menos un niimero irracional,
dado que dichos conjuntos son densos en R. Entonces las sumas por exceso seran
todas iguales a 1 y por defecto seran todas iguales a cero. Por lo tanto, al no
coincidir el limite de estas sumas, a un valor tnico, la integral de Xg(x) no existe

en el sentido Riemann.

= Es integrable en el sentido de Lebesgue® en [0,1], dado que cualquier conjunto

medible en y que contenga a 0 o a 1, tiene como pre-imagen un conjunto medible.

6Una ampliaciéon de la integrabilidad de la funcién caracteristica de los racionales, se describe en
los comentarios finales, conclusiéon 6.
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Como se evidencia en el ejemplo (caracteristica de los racionales), la integral de
Lebesgue permite integrar funciones mas generales, y de esta manera, queda establecido
que la integral definida por Lebesgue es, en efecto, una generalizacion de la integral de

Riemann.

La definiciéon de la integral de Lebesgue obtenida a partir de la generalizacion de la
teoria de la medida, se veia libre de la mayor parte de los inconvenientes que tenia
la integral de Riemann y parecia entonces que Lebesgue habia llevado el concepto de
integral a su maxima extension. En efecto, su generalizacion consiguié confirmar que
funciones arbitrarias no quedaban por fuera del marco general del anélisis matemaético,
cuestion que Fourier habia planteado en el contexto de la integraciéon de funciones
(véase, Cap.1). Sin embargo, Lebesgue mismo se planteo la posibilidad de la existencia
de conjuntos no medibles, pero fue Giuseppe Vitali, quien en 1905 presenté un ejemplo

que contrarresta esta teoria.

Conjunto de Vitali

Vitali demostré que existen conjuntos para los cuales no son vélidas las propiedades
L1, L2 y L3 que Lebesgue habia formulado para hacer efectiva una teoria de la medida.
Asi, el conjunto de Vitali constituye un ejemplo de un conjunto no medible en el sentido
de Lebesgue.

Sea

11
g
il

en donde se define la siguiente relaciéon binaria, para todo x,y € [—%, %}

r~ysiysolosiz—yeQ
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que sera una relacion binaria de equivalencia,” ya que:

l.x~zyaquex—z=0¢eQ.

2. Si xz ~ y entonces y ~ x. Obsérvese que si x ~ y si y s6lo si x —y € Q, entonces

—(x—y) € Qluego y —x € Qsiysolosiy~x.

3.z ~ysiysdlosiz—y € Qyy ~ zsiysolosiy—z e Q, entonces

(x—y)+(y—2)=x—2€Qsiysolosizn~z.

|

-4
Y

N[

Se define el conjunto cociente® denotado

il _fioe[-44])

, COMO:

donde
ol = {ye |51
x) =1y _ 2,2_.y x
-
—{?JE_—§a§_~y—$€@}
-
:{96_—55_1?/—37:7’7 TE@}
-
:{ye_—§,§_:y::ﬂ—l—r, T’GQ}

"Sea K un conjunto dado no vacio y R una relacién binaria definida sobre K. Se dice que R es una
relacion de equivalencia si cumple las siguientes propiedades:
Reflexividad: Todo elemento de K esta relacionado consigo mismo. Es decir, Va € K, xRz
Simetria: Si un elemento de K esti relacionado con otro, entonces ese otro elemento también se
relaciona con el primero. Es decir, Vz,y € K, 2Ry entonces yRx
Transitividad: Si un elemento de K esté relacionado con otro, y ese otro a su vez se relaciona con un
tercero, entonces el primero estara relacionado también con este tltimo. Es decir, Vz, y, z € K, 2Ry, yRz
entonces Rz

8Se llama conjunto cociente al conjunto de todas las clases de equivalencia definidas por ¢ sobre
K, y se lo representa como %.
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que son las clases de equivalencia’ del conjunto cociente, las cuales son conjuntos

disjuntos.

10

Gracias al axioma de eleccion,” se puede tomar un miembro representativo de cada

clase de equivalencia

g=foe |1 vmrin real

y se los colecciona en el conjunto de eleccion V' C [—%, %] llamado conjunto de Vitali.!*

Esto es, para cada real z, el conjunto V N [z] es un conjunto unitario.

El conjunto V' tendréa cardinal no numerable, por haber una cantidad no numerable de

clases de equivalencia en el conjunto cociente.

Como el conjunto de los nitimeros racionales Q es numerable, también lo sera el
subconjunto Q@ N [—1, 1]. Considérese ahora, la sucesion {r;}reny de todos los nimeros

racionales del intervalo [—1, 1], tal que r; # r;, si i # j.

Para cada k € N se define el conjunto V}, como el conjunto de puntos
Vi=rg+tv=r+V, veV

que son conjuntos trasladados del conjunto de Vitali V' al sumarle el nimero 7.

La sucesion de conjuntos {Vj }ren verifica:

1) V;NV; =0,i+# j, es decir, los conjuntos Vj, son disjuntos dos a dos.

9Gi R es una relaciéon de equivalencia en K y z € K, se llama clase de equivalencia de z a
[2] ={y € K : yRa}

10 Axioma de Eleccién: sea un conjunto X no vacio, entonces para cada subconjunto no vacio S de
X es posible elegir algin elemento s de S. Esto es, existe una funcion f que asigna a cada conjunto
no vacio S de X un representante f(S) en S.

"Para la construccién del conjunto de Vitali hay infinitas posibilidades, lo importante es que el
axioma de eleccion estipula la existencia de al menos una de ellas.
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Por reduccion al absurdo: si hubiese v € V;NV; cuando i # j, y como Vi =1, +V

se tiene:
VinV;£0 siysolosi (r;+V)N(r;+V)#0,
es decir, existen v;,v; € V, tal que v = r; +v; = r; + v;, entonces
v,—v;=r;—1r; €Q, siysolosi v~ v,

luego v; = v; pues en V solo hay un representante de cada clase, y como v; ~ v;
entonces [v;] = [v;]. Y si v; = v; = 1; = r;. Por tanto, V; = V; lo que implica

i = j. Contradiccion.

Por lo tanto los conjuntos Vj son disjuntos dos a dos.

La unién de todos los conjuntos Vj, contiene al intervalo [—%, %} y esté contenida
en el intervalo [—%, %}, es decir:
11] [~ 33
-, = Vi ——,=1.
SEESEE S
k=1
Por un lado:
Sea = € [—%, %] y como V' es un conjunto de elecciéon de
11 11
5] = U {iere 53]}
disjunta
se tiene que existe v € V tal que [z] = [v], si y s6lo si z ~ v, es decir x —v € Q
y por lo que
1 < 1 1 < < 1
_— x J— —_ = J— J—
2="=32 ¥ T3=""=3
entonces
—1<z—-v<1.
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Si se denota ¢ = —v € QN [—1,1], de donde x = v + ¢, entonces

reV4gc|Jm+V)=JW
k=1 k=1

por lo tanto

Por otro lado:

0o oo
Sea v’ € |J Vi y en particular v € (J Vi, entonces v' = v + 1y, v €V
k=1 k=1

y como

IN
<
IN

y —1<nr,<1

N =
N —

se tiene que

3
—§§U—|—7’k0§§

de donde

|
RIS
IA

G\
IA
N1 o

por lo tanto
> 3 3
k=1

Finalmente, se tiene que la sucesion {Vj}ren esta formada por conjuntos acotados y

disjuntos dos a dos, que cumple



Por ser V) congruente por traslacion con V', aplicando la propiedad: La medida es

invariante bajo traslaciones, se deberia cumplir:
w(Vie) = u(r +V) = u(V), para todok € N
sin embargo se va a probar que no existe dicha funciéon p.
Por contradiccion, supéngase que existe la funcién p, entonces, por el axioma de eleccion

existe la sucesion de conjuntos {Vj }ren acotados y disjuntos dos a dos, congruentes por

traslacion con V, tal que:

I 3 3
BTG Uvic i

luego
11 > 33
([54]) = (Un) = ([53]) -

k=1

de donde
1§u<UVk> <3
k=1
1<u(V)<3.

Ahora:

m Sip(V)=0entonces 1 <0<3. Contradiccion.
= Sip(V)>0entonces 1 <oo<3. Contradiccion.

Con el axioma de eleccion, se ha asegurado la existencia del conjunto de eleccion V,
llamado conjunto de Vitali, no numerable, al cual no se le puede asignar un valor en
[0, 0o] compatible con las propiedades L1, L2 y L3 exigidas a p. Por lo tanto el conjunto

V' no es medible en el sentido de Lebesgue.
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Una vez establecido el conjunto de Vitali (V), se define la funcion caracteristica de este
conjunto, como

1, sixzeV,
fv(z) =
0, sizgV.

Dado que el conjunto de Vitali no es L-medible, la funciéon fy no es integrable en el

sentido de Lebesgue.

El ejemplo dado por Vitali puso de manifiesto que es imposible construir una medida
para todos los subconjuntos de R, que sea ademas invariante por traslaciones y asigne a
cada intervalo su longitud. Resultado que impide a la teorfa de la medida de Lebesgue,
abarcar todos los subconjuntos de un intervalo acotado de R. Ademés con la funciéon
caracteristica de este conjunto, se permite evidenciar que la integrabilidad de Lebesgue
no se satisface para algunas funciones y por lo tanto se abre las puertas a nuevas

generalizaciones del concepto de integral.
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Capitulo 4

Comentarios Finales

Una vez presentado el panorama general de la evolucion histérica del concepto de
integral, en el contexto de figuras importantes como Cauchy, Riemann y Lebesgue,
se presentan a continuacién, algunos comentarios que muestran un anélisis global de

los tres capitulos anteriores.

1. Los problemas matematicos, como el calculo de areas que se relaciona con la
nocion de integral, se consideraban principalmente en términos geométricos, en
este sentido resultaba necesario instaurar un disciplina que solucionase tales
problemas descartando los métodos geométricos. Una salida a dicha cuestion se
llevo a cabo en el siglo XVIII, con el surgimiento del anélisis como una disciplina
independiente de las matematicas, que tuvo lugar, después de que las matematicas
empiezan a sufrir un proceso de algebrizacion, es decir, cuando el algebra se
convirtié en una herramienta potente para liberar la matematica de todo referente
geométrico. Sin embargo, los resultados de Cauchy, Riemann y Lebesgue dentro de
la teoria de integracion muestran que el anélisis no pudo alejarse completamente

de este enfoque.

Con el auge de la algebrizacion de las matematicas, iniciado por Descartes en

el siglo XVII, se evidenciaba la presencia de un concepto, el de funcién, que
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traia asociado el concepto de integral, y en este sentido, con la incorporacion de
funciones més generales se tuvo que considerar a las integrales como areas y por
lo tanto recurrir a una interpretacion geométrica. Asi, Fourier al encaminar sus
ideas a dichas funciones, no considero la ausencia del area cuando f es una funciéon
arbitraria puesto que para cada x existe una ordenada f(z) y estas ordenadas
determinan una regiéon del plano. De esta manera, el problema que plante6 Fourier
fue el de establecer la integral definida, como un area cuando f es una funciéon

con cada vez mayor grado de discontinuidad.

En busca de dar una respuesta a lo planteado por Fourier, Cauchy introduce una
primera definicion formal de integral definida, sin embargo, para trabajar con
funciones arbitrarias més generales, es necesario generalizar la integral mas alla
de la idea intuitiva del "area bajo una curva", s6lo entonces es posible calcular
la integral de una funcién con un ntmero infinito de discontinuidades, que habia
planteado Fourier. Riemann desarroll6 una teoria de integracion que soportaba
tales funciones, no obstante, su nociéon de integral tenfa ciertas limitaciones y esto
es justamente el punto de partida de la moderna teoria de integraciéon debida
a Lebesgue, quien presenta una extension de la nocién de integral basada en la

teoria de la medida, pero que no se aleja completamente de lo geométrico.

El analisis de Cauchy se restringia al tratamiento de funciones continuas. En
términos generales para Cauchy, una funcion f(z) es continua entre ciertos limites
dados de z, si entre estos limites al darse un incremento infinitamente pequeno
de = siempre se obtiene un incremento infinitamente pequeno f(z +1) — f(z) de
la funcién. En esencia se trata de una concepciéon global de continuidad en la cual
se analiza para todo el intervalo, mientras que la definiciéon actual, una funcién
f es continua en un punto g, si para todo € > 0, existe § (que depende de ),

tal que |f(x) — f(xg)| < € cuando |z — zg| < (€), determina la continuidad de
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una manera puntual. Asi, su diferencia radica en cuanto al objeto sobre el cual se
evalta la continuidad, es decir, mientras que para Cauchy tiene sentido hablar de
continuidad en un intervalo, en la forma actual el anélisis de continuidad se hace

puntualmente y a partir de ahi se determina para intervalos.

Ademas, los términos usados en la definicion de Cauchy, como infinitamente
pequeno y decrecimiento indefinido, guardan reminiscencias del movimiento que
corresponde a un contexto fisico, del cual el anélisis se queria desligar. Este
impasse se soluciona mediante la reformulaciéon de continuidad que involucra
el concepto de limite, que se hace evidente en la definicion actual, con la

incorporacion de las herramientas ¢, .

. La integral de Riemann comprende como caso particular a la integral de Cauchy.
En efecto, para Riemann, una funcion f definida y acotada en un intervalo [a, b],

es integrable si para cada particion P = {xg, z1,...,2,} la suma
S = flt) (@i —zia),
i=1

se aproxima a un limite determinado, para cada t; € [x;_1, z;] y cuando la norma

de la particion ||P|| — 0. Dicho limite define

/ab f(x)dx

Particularmente, se puede considerar ¢; = x;_1, en cuyo caso la suma
n n
S = Z ft)(zi —wi1) = Z flrioa) (@ — 2i1)
i=1 =1

de donde



que es la definiciéon de la integral de Cauchy.

De esta forma, la integral de Cauchy se obtiene como caso particular de la integral

de Riemann cuando t; = x;_1.

En otros términos, toda funcion Cauchy integrable es Riemann integrable, por
lo que cada funcién continua, con un nimero finito de discontinuidades 6 con un
conjunto de discontinuidades no denso en ninguna parte, es integrable en el sentido
de Riemann. Sin embargo, para la integrabilidad de Riemann la condiciéon de
continuidad o numerabilidad en el conjunto de discontinuidades de una funcién, no
es una condicién estrictamente necesaria, pues existen funciones con un conjunto
denso de discontinuidades para las cuales, la integral en el sentido de Riemann
existe. Este resultado, hace evidente que las funciones arbitrarias (funciones
con cada vez mayor grado de discontinuidad), no quedan por fuera del marco
general del analisis, cuestion que inquietaba a Fourier en el tratamiento de dichas

funciones.

De un modo similar, asi como la integral de Cauchy es un un caso particular de la
integral de Riemann, se puede decir que esta tltima, es acogida por la integral de
Lebesgue. Asi pues, las funciones integrables en el sentido de Riemann, también lo
son segtin Lebesgue. Ademas, una funcion es integrable en el sentido de Lebesgue,
si la preimagen de un conjunto medible es medible en este mismo sentido. Ahora
bien, el problema de la medida fue creada en principio para llevar a cabo un
anélisis detallado de la longitud de sub-conjuntos de la recta real, pero como
se llega a evidenciar con el ejemplo de Vitali (seccion 3.4), realmente resulta
imposible asociar una longitud a “cualquier” subconjunto de R de tal manera que

sea invariante bajo traslacion.
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De una manera retrospectiva; existen funciones que no son Lebesgue integrables,
como la funcién caracteristica del conjunto de Vitali; funciones integrables en el
sentido de Lebesgue que no lo son en el sentido de Riemann y asi mismo; funciones

Riemann integrables que no son Cauchy integrables.

. La fundamentacion de la teoria de conjuntos de Cantor, en la década de 1870,
no tuvo efecto inmediato en el problema histérico de la concepciéon de integral; es
decir, para la época, nadie se atrevia a establecer una teoria de integracién con un
enfoque conjuntista. Sin embargo, los efectos de estos descubrimientos, vienen a
vislumbrarse en el contexto de la teoria de la medida que empezd a germinar con
los trabajos de Jordan y Borel. En esta direccién, el surgimiento de la teoria de
conjuntos tuvo relevancia indirecta en el tratamiento que Lebesgue (1902) hace

del problema de la generalizaciéon de la nociéon de integral.

Dentro del contexto de la teoria de integracién de Riemann, en una de las
propias condiciones necesarias y suficientes que Riemann introdujo y que considera
equivalentes a su definicién de integrabilidad: Rs, las componentes del conjunto
{Ax; = x; —x;_1,1 <i < n} son intervalos y aunque la longitud de Ax; — 0, sus
componentes no dejan de ser intervalos y por este mismo hecho, no tiene sentido
hablar de longitud cero. Ahora bien, este impasse respecto a la longitud cero,
se soluciona en el contexto de la teoria de la medida, en la cual la medida nula
cobra sentido, no precisamente como longitud de intervalos sino como medida de

conjuntos.

Este hecho se hace especialmente evidente, cuando Lebesgue, después de
establecer su definiciéon de conjunto medible, demuestra que una funcién es
integrable en el sentido de Riemann cuando el conjunto de sus discontinuidades

tiene medida cero, cosa que no excluye la posibilidad que el conjunto de
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discontinuidades sea denso.

. Uno de los aportes més importantes a la fundamentacion de la integrabilidad de
Lebesgue, lo constituye el trabajo de Camille Jordan. Asi, Jordan llev6 a cabo una
reformulacion de la nociéon de integral con un enfoque en la teoria de conjuntos y
de la medida, es decir, él acepta la misma definicién de integral de Riemann sé6lo
que la establece para conjuntos medibles. De esta manera, el trabajo de Jordan
constituye un puente inquebrantable entre la integraciéon de Riemann y la de

Lebesgue.

Ahora bien, mientras que en la nocion de integral de Riemann, el intervalo [a, b]
se divide en sub-intervalos y se establece la suma de las cantidades obtenidas al
multiplicar la longitud de cada sub-intervalo por uno de los valores de y cuando
x esta en ese intervalo, en la integral de Lebesgue, el anélisis de la discontinuidad
se hace en “conjuntos” més pequenos dentro del mismo intervalo, los cuales son
llamados conjuntos medibles. Asi, en lugar de darse la particiéon en la variacion
de z (dominio), se da la particién en la variacion de y (codominio). Ademas, la
primera nocién de integral, considera al dominio de una funcién como un intervalo
cerrado y acotado, y la segunda admite dominios mas generales, es decir, una
funciéon puede estar ahora definida sobre un intervalo acotado, no acotado, abierto
o semiabierto. De ahi una de las diferencias de la nocién de integral de Riemann

con la establecida por Lebesgue.

. Como lo plantea Jean Paul Pier en [8], pag.124, para una funcién caracteristica
f i |a,b] — R definida y acotada en [a, b], es integrable en el sentido de Lebesgue
si y solo si B C [a,b] es L-medible y necesariamente [, f(z)dz = p(E), donde
“Una funcion Xpg es caracteristica o indicadora si, dado un conjunto E medible

contenido en S, la funcién toma un valor a para los elementos pertenecientes a S
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y b para el resto”. Asi, la funcion caracteristica de los racionales definida como

1, sizeqQ,
Xo(z) =

0, sizel

es integrable en el sentido de Lebesgue, sobre [0,1], dado que E = Q N[0, 1] es
medible y ademas p(Q N [0, 1]) = 0. Luego

| Kateyte = n@nfo.1) <o
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