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RESUMEN

Uno de los intereses mas grandes que ha preocupado al hombre en la historia de la
humanidad es el de entender el comportamiento de la naturaleza. Las matematicas
han permitido en gran parte dar una idea clara de estos comportamientos y en
especial el estudio de la dindamica no lineal lo ha llevado en los ultimos anos a
comprender muchas de las regularidades que ésta posee, logrando alcanzar progresos
significativos en diferentes campos de la ingenieria, la biologia y muchas otras areas

del conocimiento.

Existen diversos y variadas maneras de modelar fenémenos naturales, pero una de
las que ha logrado tener mayor y mejor éxito en esta direccién es la utilizacion de las
ecuaciones diferenciales, en este sentido el presente trabajo estudia, desde la éptica
de la teoria cualitativa, un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias
que modela un sistema de control con un ciclo cerrado. Explicitamente, se estudia la
estabilidad y bifurcacién de los puntos de equilibrio del sistema al variar uno de sus
parametros, complementariamente se realizan algunas simulaciones numéricas en el
mismo, para buscar otros tipos de comportamiento presentes en él, tales como orbitas

cerradas y orbitas homoclinicas.



ABSTRACT

One of the most interest work that had worried in the history of the humanity is to
understand the behavior of the nature. The mathematics had permitted in big part
to give a clear ideal of these behaviors, in special the study of the dynamics not lineal
had permitted in the last years to understand many regularities that this possess,
obtaning go as far as significant progress in different campus of the engineering,

biology and many others areas of the knowledge.

There are several and varied ways of the model the natural phenomenons, but one
of this ways had obtained most and best success in this direccion, it is the use of the
differential equations. In this fuction, the present work study since the optics of the
ordinary differential equations that model one system of the control with one close
cycle. In explicablitly we study the stability and bifurcations of the points of the
equilibrium of the system to the vary some of the parameters; completely we realice
some numerical simulations at the same time to search others class of behaviors, that

be present on it, duch as close orbits and homoclinics orbits.



INTRODUCCION

Debieron pasar miles de anos para que la humanidad comprendiera que la naturaleza
posee muchas regularidades, que pueden ser registradas analizadas, predichas
y explotadas. Durante el siglo XV III, la ciencia tuvo un gran éxito en el
descubrimiento de las leyes de la naturaleza que se creyé que quedaba muy poco

por descubrir.

El movimiento de cada particula del universo estaba determinado por reglas
inmutables y el trabajo de los cientificos radicaba en clasificar las implicaciones
de estas reglas para cualquier fenémeno concreto de interés. Basicamente este fue
el pensamiento introducido por la obra magistral de Isaac Newton “Principios
Matemaéticos de la Filosofia Natural” y fué confirmado a principios del siglo XTX
por el matematico francés Pierre Simon Laplace en su obra “Ensayo filoséfico sobre

)

las probabilidades ” segin la cual no existe el azar y todo sistema es determinista, es
decir, a partir inicamente de datos actuales es posible predecir su futuro o conocer
su pasado y que las unicas limitaciones para su prediccion radicaban en el tamano o

en la complejidad del mismo.

Aunque el siglo X X presencio la renovacion de las teorias de Newton y la caida del
determinismo de Laplace, basicamente por el surgimiento de la mecanica cuantica
y la aparicién de caos debido al crecimiento exponencial de los errores, lo cierto es
que todos los trabajos desarrollados a lo largo del siglo XV III y principios del siglo

XI1X: Euler en dindmica de fluidos, Fourier sobre el flujo del calor, la Teoria del
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potencial de Laplace y Poisson llevaron al surgimiento de un paradigma que aun
en nuestros dias esta y seguird vigente: una de las formas mas representativas de

modelar la naturaleza es por medio de ecuaciones diferenciales.

Sin embargo la situacién no es tan sencilla como parece; obtener las ecuaciones
es una parte del problema, resolverlas es otra muy diferente. Asi por ejemplo, los
principales logros del siglo XV III consistieron en obtener ecuaciones para modelar
los fenémenos fisicos. Hubo menos suerte al resolver estas ecuaciones; a pesar de ello
algunos problemas, incluyendo los basicos e importantes condujeron a ecuaciones
que podian ser resueltas; pero no todas, una ilustracion de esto corresponde a las
ecuaciones del movimiento de tres cuerpos bajo la accion de la gravedad. Estas fueron
intratables hasta 1890 cuando se public, en francés, la memoria de H. Poincaré “el

problema de los tres cuerpos y las ecuaciones de la dindmica”.

Las ecuaciones diferenciales se clasifican en lineales y no lineales. Las ecuaciones
lineales son habitualmente mas faciles de resolver que las no lineales. El procedimiento
clasico para intentar estudiar una ecuacién no lineal consiste en linealizarla, es decir,
eliminar los términos de orden dos y de orden superior de la ecuacion, con lo cual se
obtienen respuestas aproximadas para el problema en cuestion. A pesar de ésto,
la ciencia de hoy muestra que la naturaleza es inexorablemente no lineal, y no
tenemos modo alguno de resolver lo no lineal de modo exacto. Sin embargo fue
Henry Poincaré quien formuld los principios tedricos en base a los cuales, si bien
no se encuentran soluciones exactas a problemas no lineales, es posible determinar
el comportamiento a largo plazo de las soluciones de la ecuacion diferencial; “la

7. Esta teoria fué complementada

teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales
con los trabajos de Smale, Liapunov, Kolmogorov, en lo que en el siglo XX se
denominé Teoria de los Sistemas Dinamicos y es el marco conceptual en cual descansa

este trabajo.

14



Las ecuaciones diferenciales se utilizan para plantear y resolver problemas en
diferentes areas de la ciencia, en particular con ellas se modelan diferentes fenémenos
fisicos entre los que se encuentran los denominados oscilatorios. Mateméticamente
se considera oscilador a cualquier sistema cuyo movimiento esté descrito por una
ecuacion diferencial de segundo orden. Si la ecuacion diferencial es lineal se dice que
el oscilador es lineal y el oscilador es no lineal si la ecuacion diferencial es no lineal.
El oscilador tiene un control, si es posible adaptarle cierto mecanismo que lo lleve,

al cabo de cierto tiempo, a una posicion fijada con anterioridad.

El ejemplo clasico de un oscilador lineal lo constituye un sistema masa-resorte;
como una ilustracién de un oscilador no lineal puede considerarse la dindmica de
los instrumentos musicales o la dinamica de una valvula electrénica de vacio y como
un ejemplo de un oscilador con control de ciclo cerrado podemos seleccionar el sistema
que modela el regulador de watt el cual esta constituido por una caldera de vapor en
la cual la presion de la misma abre la espita si esta es mayor que cierto valor dado y

la cierra si es menor que otro valor.

En 1.985 Phillip Holmes [4] propuso el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales

2"+ +g(x) = -2

7+ az=ayx

como modelo para un oscilador no lineal con un control de ciclo cerrado. En
éste sistema de ecuaciones diferenciales = representa el desplazamiento del sistema
oscilatorio, la funcién no lineal g(z) modela la rigidez del sistema, 0 es el coeficiente
de amortiguamiento y z es la retroalimentacién del sistema. El sistema posee una
o . 1 i .
dindmica de primer orden en el cual — es la constante de tiempo, v es la ganancia
o

y corresponde al modelo méas simple para un sistema elastico no lineal cuya posicién

es controlada por una maquina capaz de regular su actividad por ella misma o

15



equivalentemente capaz de captar informacién del medio y por tanto modificar sus
estados en funcién de las circunstancias y regular su actividad con el propdsito de

conseguir una meta.

Este es un trabajo de caracter monografico en el cual se analiza la dindmica local de
este sistema con base en el problema propuesto por S.Wiggins [5] en el cual se toma

como rigidez no lineal la funcién g(z) = z(z* — 1).

El trabajo se desarrolla en dos capitulos de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se presentan los conceptos basicos sobre los sistemas de control
asi como las definiciones y resultados mas importantes sobre la teoria cualitativa de
las ecuaciones diferenciales ordinarias, que son basicas en el logro de los objetivos
especificos y que serdan suficientes para una lectura autocontenida del trabajo. En
particular se presentan los criterios de estabilidad en base a la linealizacién, el teorema
de la variedad central y un calculo aproximado de ésta.

Referencias [1],[2],[3] y [5].

Por otra parte, el capitulo 2 corresponde al cuerpo del desarrollo del trabajo y en él
se presentan las demostraciones y calculos necesarios para el logro de los objetivos
especificos. En particular se estudian las siguientes caracteristicas del sistema que

corresponden a afirmaciones realizadas pero no demostradas en [4]:

El sistema esta definido para todo t mayor que 0.

1. Si v = 1 el sistema posee un tinico punto de equilibrio no hiperbdlico en el

origen.

2. Si v > 1, el tnico punto de equilibrio es el origen y éste sigue siendo no

hiperbdlico aunque con caracteristicas cualitativas diferentes al caso anterior.

3. Si v < 1, existen tres puntos de equilibrio los cuales bajo ciertas condiciones

son no hiperbélicos.

16



4. Las superficies de bifurcacion que posee el sistema se cortan sobre la curva
1 . . .
v =1, = — en cuyo caso la linealizacion posee un valor propio nulo doble y
o

otro negativo.

5. En este tultimo caso los tres puntos de equilibrio coinciden y aplicar la teoria

de la variedad central para analizar la estabilidad de este punto de equilibrio.

Referencias: [1],[4] y [5] INTRODUCCION
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1. MARCO TEORICO

El marco de referencia sobre el cual se fundamenta este trabajo descansa sobre dos
areas altamente relacionadas entre si: los sistemas de control y aspectos basicos de la
teoria cualitativa de la ecuaciones diferenciales ordinarias. Nos proponemos en este
apartado presentar una revisién, que sin ser exhaustiva, proporcione una panoramica
de estas areas que siente las bases para una lectura autocontenida del desarrollo del

mismo.

1.1. LOS SISTEMAS DE CONTROL Y SU MODELACION

Un sistema se define al establecer relaciones entre los elementos de un conjunto, los

cuales proporcionan la informacion esencial sobre el sistema, es decir, el estado.

El sistema es Dindmico cuando su estado cambia con el tiempo; se puede decir asi que
un sistema dindmico estd formado por un conjunto de estados posibles y por una regla
que describe como evoluciona el estado en el tiempo. Esta regla conocida como la
dindmica, determina, a partir de un estado inicial, un conjunto de estados que se
denomina la trayectoria; esta se representa en el espacio de fase y sus coordenadas

son las componentes del estado.

Un ejemplo de un sistema dindmico es el de un péndulo, su movimiento se determina
por dos variables: posicién y velocidad, un punto en el plano cuyas coordenadas son
estas dos variables es el estado. La ecuaciéon diferencial que describe como evoluciona

dicho estado, y que se deduce a partir de las leyes de Newton, conforma la dinamica



del sistema.

A medida que el péndulo oscila, a uno y otro lado, el estado se mueve a lo largo de
una trayectoria en el plano. Si el péndulo se mueve tinicamente bajo la influencia de
la fuerza de la gravedad, las trayectorias son regulares llegando a ser una espiral o

una circunferencia dependiendo si existe o no rozamiento.

Si al péndulo se le aplica ademas una fuerza periddica que depende del tiempo y
un amortiguamiento entonces, para ciertos valores de la amplitud y la frecuencia, el

movimiento entra en un régimen en el cual las trayectorias no se pueden predecir.

Sistemas dinamicos de singular relevancia son aquellos que estan relacionados con
la teoria de control, estos problemas son especialmente dificiles y solo se han
resuelto para situaciones muy particulares. La idea general de la teoria de control
es la siguiente: se desea que cierto sistema dinamico, modelado por una ecuacién
diferencial, llegue al cabo de algin tiempo a cierto estado prefijado, para tal fin
se introducen en la dindmica ciertos elementos que garantizan la consecucion del

objetivo, estos elementos se llaman controles.

Esencialmente se reconocen dos clases de control, el control circuito abierto y el
control de circuito cerrado (de retroalimentacién). En el control de circuito abierto
se introduce en la dindmica un cierto elemento z(t) para obtener una respuesta en

funcién de un estado inicial dado, esqueméaticamente:

Control z(t) Respuesta x(t)

Y

>
>

Dinamica

Figura 1.1: Control de circuito abierto

En el control de circuito cerrado el insumo z(t) depende de la respuesta z(t), y varia



en funcién de ésta con el objeto de alcanzar cierto estado independientemente de

cuales hayan sido las condiciones iniciales, esquematicamente:

z(t) Respuesta x(t)
N Dinamica >

<«— | Control

A

Figura 1.2: Control de circuito cerrado

Una ilustracion parcial de los conceptos anteriormente expuestos se presenta

enseguida.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

que modela el sistema dinamico correspondiente al péndulo con amplitud pequena y
sin rozamiento. Las trayectorias de este sistema en el espacio fase son circunferencias
con centro (0,0) que se recorren en sentido negativo. Un control tal que, desde
cualquier punto (g, o), vaya al origen en un tiempo finito se obtiene de la siguiente

manera.

Consideremos el sistema anterior anadiéndole un control z(¢) como sigue:



donde z(t) toma tnicamente los valores 1 y —1. Si z = 1, esto equivale a trasladar
el origen del sistema original al punto (—1,0) y si z = —1 equivale a trasladarlo al
punto (1,0). Asi entonces las trayectorias en el plano fase para el nuevo sistema son
circunferencias con centro en (—1,0) y (1,0) de acuerdo a que z =1 o que z = —1,

respectivamente.

Determinemos ahora ciertos subespacios del espacio de fase en los cuales el control

z(t) cambie de signo.

Para ello consideramos la curva:

0 stz < —2,
l—(z+1)? si-2<z<0,

—/1—=(x—=1)2 si0<z<2,

0 six > 2.

Figura 1.3: curva

Alrededor del punto maximo, de esta curva tomamos z = 1 y en el punto minimo
z = —1. Se verifica que desde cualquier punto del plano las trayectorias del sistema
con control llegan en un tiempo finito al origen al realizar los cambios del signo en z

cada vez que se llega a la curva anterior.



1.2. ASPECTOS BASICOS DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS

En este apartado se anuncian algunas definiciones y resultados acerca de la teoria de
las ecuaciones diferenciales ordinarias que serdn basicas en el desarrollo de nuestro

trabajo.

En particular se enuncian el teorema de existencia y unicidad, los teoremas acerca de
la estabilidad de puntos de equilibrio, el teorema de las variedades estable, inestable,

central y el concepto bifurcacion.

1.2.1. Teorema de existencia y unicidad

Debido a las caracteristicas basicas del sistema no lineal que trataremos consideramos

Unicamente la ecuacién diferencial autonoma:

en un abierto U C R™ donde f : U — R" es una aplicacién C*.
Una solucién de X' = f(X) es una funcién diferenciable definida en algiin intervalo
ICR

X:I—-R"

tal que X'(t) = f(X(t)) para todo t € I.

Teorema 1 ([3], cap.8, sec. 2). St U C R™ es un conjunto abierto, f: U — R™ una
aplicacién C, ty un nimero real y Xy un punto en U entonces existen un intervalo

abierto I al que pertenecen to y una unica solucion X (t) de la ecuacion diferencial:
X = f(X),

definida en I y que satisface la condicion inicial X (ty) = X.



Puesto que las soluciones de la ecuacién diferencial auténoma (1) son invariantes por
traslacién, es decir, si X (t) es solucién de (1) sobre I entonces X (t + tg) es también
una solucién de (1) sobre el intervalo trasladado I — t, es suficiente considerar las
condiciones iniciales en ty = 0.

Las ecuaciones diferenciales que se consideran en este trabajo ademas de ser

auténomas dependen de parametros, es decir, son de la forma:

X'=fXpm (2

donde, f :U xV — R"™ es una funcién de clase C", r > 1, U CR"y

V' C RP son conjuntos abiertos.

Puesto que en consideraciones posteriores trataremos acerca de la estabilidad
de puntos de equilibrio los cuales, en general, dependeran de un parametro, es
importante conocer como cambia el comportamiento de (2) a consecuencia de
pequenas variaciones en las condiciones iniciales o en los parametros. En este sentido

se tiene:

Dado que f es al menos C' entonces por el teorema de existencia y unicidad para
cada valor del pardmetro p = o en V, cada tyg en R y cada Xy en U, la ecuacion
diferencial:

X'=f(X,p)
tiene una tunica solucion:

X(t) = ¢(Xo, Lo, o)
definida sobre un intervalo maximal de existencia I(Xy, o) y que satisface la
condicién inicial:
X(to) = p(Xo, t, o, o) = Xo.
En ocasiones es necesario considerar la dependencia continua y diferenciable de una

solucién de la ecuacién diferencial (2) con respecto a las condiciones iniciales o a los
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parametros, el siguiente resultado enmarca esta situacion.

Teorema 2 ([5], cap.1, sec. 1.1G). Se considera la ecuacion diferencial

X' = f(X,p)

donde f(X,p) es clase C", r>1 en UxV CR"xRP.  Para cada Xgyen
U, po enV, tg en I, la solucion ¢(Xo,t, to, o) es una funcion clase C" de

X07t7t0 Y Ho-

1.2.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

En esta seccién consideramos el concepto de punto de equilibrio de la ecuacion

diferencial (1) y los criterios adecuados para establecer la estabilidad de los mismos.

Definicién 1.1 . Un punto X en U es un punto de equilibrio de la ecuacion

diferencial (1) si f(X) = 0.

Un punto de equilibrio X en U es estable si para toda vecindad V de X en U, existe
una vecindad Vi CV tal que toda solucion X (t) con X(0) = Xy en Vi estd definida

y permanece en V para todo t > 0.

Intuitivamente, la anterior definicién nos dice que un punto de equilibrio X es estable
si toda solucion préxima a X en cierto instante, permanece proxima a X para todo
instante posterior y es asintoticamente estable si adicionalmente la solucién se acerca

cada vez mas a X para todo instante posterior.



Figura 1.4: Estabilidad.

Si X es estable y adicionalmente, la vecindad V; se puede escoger de tal manera que;

lim X(t) =X

t— 00

entonces X se dice asintdticamente estable.

Figura 1.5: Estabilidad asintética.

Un punto de equilibrio X que no es estable se dice inestable.

Figura 1.6: inestabilidad.



1.2.3. Linealizacién

Dado que estamos interesados en determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio
del sistema (1), debemos analizar el comportamiento de las soluciones cercanas a X,

para ello consideramos el cambio de variable

X=X+Y

entonces al reemplazar esta expresion en el sistema y desarrollar f en serie de Taylor

alrededor de X, se obtiene

X'=f(X+Y)=f(X)+Df(X)Y + N(X,Y)

donde D(f(X)) es la derivada de f en X y N(X,Y) es una funcién no lineal tal que

N(X,Y)

im ————~==0.
i—o [|Y]|

Bajo ciertas condiciones la estabilidad del punto de equilibrio X = X del sistema no

lineal

X' = f(X)

se puede determinar a través del estudio de la estabilidad del punto de equilibrio
Y =0 del sistema lineal

Y' = Df(X)Y (3)

el cual se llama la linealizacién de f en X.
La derivada de f en X, Df(X), es una matriz que se conoce como la matriz Jacobiana

de f en X, la cual explicitamente es



(on on  on )
Ory Org " °° Oxp

|z e

9fn Ofn %)

Ory Ory """ Oxp

donde fi, fa, ..., fn son las funciones componentes de f y cada una de las derivadas

parciales que conforman esta matriz esta evaluada en X.

La siguiente clasificacién de los puntos de equilibrio X = X del sistema
X'= f(X) (1)

depende de los valores propios de la matriz Df(X) y es bésica para determinar la

estabilidad de los mismos.

Definicién 1.2 . Un punto de equilibrio X de (3) es hiperbdlico si  Df(X) no

posee valores propios con parte real nula.

Definicién 1.3 . Sea X un punto de equilibrio de (1). Si todos los valores propios de
Df(X) tienen parte real negativa se dice que X es un sumidero. Si todos los valores
propios de D f(X) tienen parte real positiva se dice que X es una fuente y si D f(X)
posee valores propios con parte real positiva y valores propios con parte real negativa

se dice que X es un punto silla.

Teorema 3 (/5], cap. 9, sec. 1). Sea X un punto de equilibrio hiperbélico de (1). Si

X es un sumidero, entonces X es un punto de equilibrio asintéticamente estable de

(1).
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Teorema 4 ([5], cap. 9, sec. 2). Sea X un punto de equilibrio de (1). Si X es un

punto silla, entonces X es un punto de equilibrio inestable de (1).

La linealizacién proporciona una descripcion de la dindmica de (1) cerca de un
punto de equilibrio hiperbdlico, sin embargo informacién més completa acerca de

esta dindmica esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 5 TEOREMA HARTMAN - GROBMAN ([5], cap. 2, sec. 2.2D).
Sea X un punto de equilibrio hiperbdlico de (1), entonces existe una vecindad V de

X contenida en U y un homeomorfismo
h:V —R"

que transforma localmente orbitas del flujo no lineal p; de f en orbitas del flujo lineal

etDf(X)

Es decir existe una funcidn h continua con inversa continua tal que h(X) =0 y que
h(pi(X)) = P/ OR(X)

para todo X en V yt en una vecindad de t = 0.

Figura 1.7: Teorema de Hartman-Grobman

Intuitivamente, el resultado anterior nos manifiesta el hecho de que localmente,

alrededor de un punto de equilibrio hiperbélico X el comportamiento cualitativo
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de las soluciones del sistema no lineal (1) estd completamente determinado por el

comportamiento de las soluciones del sistema lineal
Y'=Df(X)Y

alrededor de Y = 0.

1.3. TEOREMA DE LA VARIEDAD CENTRAL

Existen dos maneras de simplificar un sistema dinamico: eliminando la no linealidad
o reduciendo la dimensién del mismo; asi entonces, para estudiar la dindmica local de
un punto de equilibrio hiperbdlico puede ser suficiente eliminar la no linealidad sin
embargo, como mostramos mas adelante, este no es el caso si el punto de equilibrio
es no hiperbdlico y para ello es necesario recurrir a técnicas diferentes. Uno de los
métodos basicos en este sentido es reducir la dimension del sistema lo cual se logra
restringiendo el flujo del sistema original al flujo sobre la denominada variedad central
del punto de equilibrio. En esta secciéon se desarrolla la teoria necesaria para este

proceso.

1.3.1. La forma de Jordan real de una matriz

Si A es una matriz cuadrada real n x n y es diagonalizable, es un hecho conocido que

es posible encontrar una matriz no singular P tal que
P'AP

es una matriz diagonal D. La diagonal principal de D estda conformada por los
valores propios de A y la matriz P es tal que sus columnas son los vectores propios

linealmente independientes asociados a los correspondientes valores propios.

Una condicién suficiente para lograr esto es que los valores propios de la matriz A
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sean diferentes. Sin embargo esta condicién no es necesaria ya que por ejemplo, la

matriz:
3 2 4
B=12 0 2
4 3 2
tiene como valores propios A\; = —1 dos veces y Ay = 8; y la matriz P tal que:
1 -1 2
P=-2 0 1
0o 1 2

cuyas columnas corresponden a vectores propios de B, la transforma en una matriz

diagonal.

Por otra parte, si una matriz A no es diagonalizable es posible hallar una matriz P
no singular tal que la matriz

PlAP

tenga cierta forma especial. Una de estas formas es la denominada forma canénica

real de cuya descomposicion nos ocupamos a continuacion.

Definicién 1.4 . Sea A una matriz real de orden n X n, con wvalores propios
A1, Ag,y ooy Ag de multiplicidad nq,ns, ...,ng respectivamente, entonces el polinomio

caracteristico de A es
PA) = (A= X)" (A= A)" (A = A"

Se llama espacio generalizado de A asociado a N\, al nicleo de la transformacion

lineal asociada a (A — A\ I)™ denotado E(A, \¢I,) es decir

B(A ML) = {X €R": (A — Ay, )" X = 0}.
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Noétese que E(A, \iI,) es un subespacio vectorial de R™ de dimensién menor o igual

que ng.
Los vectores propios de E(A, \;I,,) se llaman vectores propios generalizados de A.
La forma de Jordan real de una matriz se obtiene en el siguiente resultado

Teorema 6 ([2], cap. 5, sec. 5.2). Sea A una matriz real de orden n x n con
valores propios simples reales Ay, Ao, ..., Ag, con valores propios reales o, o, ..., oy de
multiplicidad ny,ns, ..., N, y valores propios complejos a; + by, as + Ibs, ..., a, + Ib,

de multiplicidades ky, ko, ..., k, entonces existe una matriz no singular P tal que

PlAP =]
donde J tiene la forma
D 0 0
H, 0 0
0O Hy, 0 0
0 _ 0
J = 0 0 H,
G
Cy
0 0
o

D es la matriz diagonal real formada por los valores propios Ai, Ao, ..., As, cada H; es
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una matriz real de la forma

a; 0 0

1 o 0
H; = ’

0 1 0

A 0 0 0
I, A 0 0
o=

0 Iy 0 0
0 0 I, A,

1 0 Clj bj

donde I, = y A=
0 1 _bj aj

La matriz P es tal que sus columnas forman una base de vectores propios
generalizados de los espacios generalizados de la matriz A, pero la determinacién
explicita de tal base depende de la demostracion del teorema anterior y puede

consultarse en [2].

En particular, el caso que en este trabajo nos interesa es aquel en el cual la matriz
A no posee valores propios complejos y por tanto en la forma candnica real de A

no aparece el bloque correspondiente a las matrices C}, asi por ejemplo la matriz no

diagonalizable
10 4 13
A=15 3 7
-9 —4 -12
tiene como valor propio doble A = 1 y como valor propio simple A = —1 por tanto la
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forma candnica real de A es:

10 0
J=111 0
00 -1

El calculo explicito de una matriz P similar al caso anterior serd ilustrado en la

seccion 2,4 del capitulo II.

1.3.2. Las variedades estable, inestable y central

Retornamos ahora al estudio de la estructura de las orbitas cercanas a un punto de
equilibrio X en R” del sistema no lineal

/

X = f(X), enR".

De las discusiones anteriores es natural considerar la linealizacion del sistema anterior

’

Y =AY (2)

donde A es la matriz jacobiana de f en X, Df(X), la cual define un operador lineal

sobre R™.

Del algebra lineal se conoce que R" se descompone en suma directa de los siguientes

tres subespacios generados por los vectores propios generalizados de A
£ = <u1,u2, ...,u”‘3>
E° = <U1,U2, ...,v"s>

E" = <w1,w2, ...,w”w>
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donde {u!,u?, ..., um} {vt 02 . o™} {wh w?, ..., w™}, son bases de los espacios
propios generalizados correspondiente a los valores propios que tienen parte real nula,
parte real negativa y parte real positiva respectivamente. Los espacios F*, E*, E¢ se

llaman subespacios estable, inestable y central de A respectivamente.

Estos subespacios son invariantes bajo A es decir, A(E®) C E*, A(E*) C E" y
A(E°) C E°y por tanto son invariantes bajo el flujo del sistema lineal (2).

Lo anterior implica que existe un cambio lineal de coordenadas
X =PU

donde P es la matriz cuyas columnas son los vectores propios generalizados de A,

que permite descomponer el sistema lineal (2) en la forma

u = A
v = Ay (3)
w = A,w

donde A, A,, A, son las restricciones de A a los espacios E¢, E*, E" respectivamente

u

yU=1]y | estaen R"™ xR xR"™ con n.+ ngs+ n, =n.

w

De consideraciones anteriores se conoce que al realizar el cambio de variable
X=X+Y

donde X es un punto de equilibrio del sistema no lineal (1) y desarrollar en serie de

Taylor alrededor de X se obtiene la ecuacién
Y' =AY + N(X,Y)

con A= Df(X),Y en una vecindad del origen y

N(X.,Y
lim —( Y)

=0.
yl—o |Y]|
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Asi entonces el cambio lineal de coordenadas considerado anteriormente induce en el

sistema no lineal (1) una descomposicién de la forma

u = Acu+ Ne(u,v,w)
v = Ay + Ny(u,v,w) (4)

w' = A,w + Ny (u,v,w)

donde N., N, y N, son las componentes de N(X,Y) en los subespacios E¢, E*, E*

respectivamente.

Definicién 1.5 . Sea X un punto de equilibrio del sistema no lineal (1) y ¢, el flujo:

1. El conjunto
WEX)={XeU:¢(X) =X si t—+oo y ¢(X)eU para t>0}

se llama VARIEDAD LOCAL ESTABLE de X.

2. El conjunto
WIHX)={XeU:4X)—>X si t——-o0 y ¢X)eU para t<0}

se llama VARIEDAD LOCAL INESTABLE de X.

Estos conjuntos satisfacen la siguiente propiedad

Teorema 7 Variedades locales inestable, estable y central para puntos
fijos ([5], cap. 1, sec. 1.1C). Sea X un punto de equilibrio de (1), donde f es de clase
C", r > 2 entonces existen variedades locales W7 (X), WY(X), de dimensiones
ns, Ny respectivamente y una variedad central local W (X) de dimensiones ne, que
son tangentes en X a los espacios propios generalizados E°, E*, E* del flujo lineal

asociado.

Estas variedades son invariantes bajo el flujo de f; las variedades W3 (X), WY (X),

son tnicas pero la variedad WE(X), no necesariamente lo es y localmente estas
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variedades pueden representarse como los grafos de ciertas funciones tan suaves como

ellas.

Esta situacion se ilustra en la siguiente grafica

Figura 1.8: Las variedades estable, inestable y central

El teorema nos dice que si un punto de equilibrio posee un valor propio con parte
real positiva, entonces dicho punto es inestable pero si el valor propio posee parte
real nula entonces el teorema de Hartman-Grobman no puede aplicarse para decidir

acerca de la estabilidad de dicho punto; asi por ejemplo:
La ecuacion diferencial real
r=u

tiene un punto de equilibrio no hiperbdlico en x = 0 y sucede que:

1. Para x < 0, 2’ = 23 < 0 por tanto la solucién z(t) es decreciente para todo ¢ y
asi cualquier solucién z(t) con condicién inicial z(0) < 0 tiende a —oo cuando

t aumenta.

2. Para x > 0, 2/ = 23 > 0 por tanto la solucién x(t) es creciente para todo t por
lo que toda solucién z(t) con condicién inicial z(0) > 0 tiende a +o00 cuando ¢

aumenta.
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De 1 y 2 se concluye que el punto de equilibrio z = 0 es inestable.

Por otra parte, la ecuacién diferencial real

tiene un punto de equilibrio no hiperbélico en x = 0 y sucede que:

1. Parax <0, 2/ = —23 > 0 por tanto la solucién z(t) es creciente para todo ¢ y
asi cualquier solucién z(¢) con condicién inicial z(0) < 0 tiende a +oo cuando

t aumenta.

2. Para x > 0, 2’ = —2® < 0 por tanto la solucién z(t) es decreciente para todo
t por lo que toda solucién z(t) con condicién inicial z(0) > 0 tiende a —oo

cuando t aumenta.

De 1 y 2 se concluye que el punto de equilibrio z = 0 es asintéticamente estable.

Las anteriores consideraciones nos manifiestan la necesidad de tener criterios para
estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema no lineal cuya
linealizacion en dicho punto posee valores propios con parte real nula; esta es una de

las principales aplicaciones de la teoria de la variedad central.

Consideramos esto a continuacién:
Supongamos asi que el sistema (1) no posee valores propios con parte real positiva
y tiene un punto de equilibrio en el origen; esto significa que el sistema (4) se puede

expresar en la forma

u' = Acu+ N.(u,v) (5)
v' = Azv + Ny(u,v)
donde u estd en R" y esta en R™, A., A, son matrices cuyos valores propios tienen

parte real nula y parte real negativa respectivamente y las funciones N., N, asi como
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sus primeras derivadas parciales, se anulan en el origen. En esta situacion el teorema

[7] nos dice

Teorema 8 Teorema de la Variedad Central ([1], cap. 2, sec. 2.3). El sistema

(5) posee una variedad central del origen descrita localmente como la grifica
Wre(0) = {(u, h(u)) : venR™, |u| < 0}

de una funcion h de clase C' definida en una vecindad del origen de R™ y tal que

h(0) = 0 y Dh(0) = 0.

Si u es suficientemente pequeno, la dindmica de (5) restringida a la variedad central

esta determinada por la dindmica cerca al origen del sistema
u' = Asu+ Ne(u, h(u)) (6)
donde u estd en R™e.

Se dice que esta ecuacién es la proyeccién de (5) (o de (1)) sobre la variedad central
del punto de equilibrio en consideracién; adicionalmente, la estabilidad del punto de
equilibrio en el origen de (1) (o de (5)) estd determinada por la estabilidad del origen

de (6) como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 9 ([1], cap. 2, sec. 2.4).

1. Si el punto de equilibrio en (6) es asintdticamente estable, entonces el punto de

equilibrio en el origen de (5) (en (1)) es asintéticamente estable.

2. Si el origen en (6) es inestable, entonces el origen en (5) (en (1)) es inestable.

La utilidad real del teorema anterior radica en poder calcular la funcién h, lo cual

consideramos a continuacion.

Puesto que sobre la variedad central las coordenadas (u,v) satisfacen la ecuacién



entonces derivando (7) respecto al tiempo se tiene que las coordenadas (u’,v’)

satisfacen, sobre la variedad central, la igualdad

y como cualquier punto de W¢(0) obedece a la dindmica generada por (5) entonces

reemplazando

u' = A+ Ne(u,v)

v = Ayv + Ny(u,v)
en (8) se tiene la ecuacion diferencial parcial
N(h(u)) = Dh(u) [Acu + Ne(u, h(u))] — Ash(u) — Ng(u, h(u)) =0 9)
y las condiciones h(0) = 0, Dh(0) = 0.
Lo que permite determinar la funcién v = h(u) y por tanto la variedad central.

Infortunadamente, resolver esta ecuaciéon es probablemente mas dificil que resolver
nuestro problema original, sin embargo, el siguiente teorema nos brinda un método

para aproximar por polinomios una solucién de (9) con cualquier grado de exactitud.

Teorema 10 (/1] cap. 2, sec. 2.5). Sea ¢ : R® — R® una funcién de clase C* tal
que ¢(0)= Dp(0) = 0 y que N(p(u)) = O(|u|?) cuando u — 0 para algin q > 1

entonces |h(u) — ¢(u)| = O(|u|?) cuando v — 0.

Consideramos un ejemplo concreto para ilustrar el uso de los teoremas sobre la

variedad central.

El sistema no lineal

7' = 227 (a)

y=-y+tx
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tiene al origen como uno de sus puntos fijos.

Los valores propios de la linealizacién de este sistema alrededor del origen son 0 y
—1 por lo que el origen es un punto de equilibrio no hiperbdlico, razén por la cual

no podemos hacer uso del teorema [5, cap I| para estudiar la estabilidad del origen.

Por el teorema [8, cap. I| este sistema posee una variedad central que localmente

puede ser representada como
We(0) = {(z,y) € R* : y = h(z), |2 < §,h(0) = K'(0) = 0}

para ¢ suficientemente pequeno.

Para calcular W¢(0) se asume que h tiene la forma
h(z) = az® + bz’ + O(z*)
reemplazando h y Dh(x) en (9) y tomando
A.=0,A4, = =1, N.(u, h(u)) = 22% Ny(u, h(u)) = 2°
se tiene

N(h(z)) = (2az + 3ba* + ...) 22* + az® + ba® — 2
=2az3 +6bz + ... +ar? +bad — 2 =0

realizando los célculos correspondientes, agrupando los términos semejantes e

igualando a cero los coeficientes de las diferentes potencias de x se obtiene:

z“:a=0

2:20+b—-1=0=0b=1

por tanto

h(z) = * + O(a*)
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y el sistema restringido a la variedad central estd dado por
v’ =227 4+ O(2®)

para el cual el origen es inestable y por el teorema [9, cap I| lo es también para el

sistema (a).

1.4. EL CONCEPTO DE BIFURCACION

Como hemos mencionado, las ecuaciones diferenciales que tratamos en este trabajo

dependen de parametros, es decir, son ecuaciones diferenciales de la forma

X' = f(X,p)

donde f: U x V — R" es una funcion de clase CV, r > 1,y U C R", V C RP son

conjuntos abiertos.

Un concepto particularmente importante en el estudio de las ecuaciones diferenciales
es analizar como cambia el comportamineto de las soluciones a medida que varian
los valores de los parametros; en ocasiones, una pequena variacion en los parametros
da como resultado una pequena modificacion en la naturaleza de las soluciones.
Sin embargo, en otras, los nuevos valores de los parametros pueden conducir a un
cambio drastico en el comportamiento a largo plazo de las soluciones. Esto se conoce
como el fenémeno de bifurcacion. Es decir, una ecuaciéon diferencial, que depende de
parametros tiene una bifurcaciéon cuando un cambio cuantitativo en los valores de los

parametros produce un cambio cualitativo en el sistema. Formalmente,

Definicién 1.6 . Sea (X, o) un punto de equilibrio de X' = f(X,p), es decir,
f(X, o) = 0. El campo vectorial f(X,u) tiene una bifurcacion en p = g si las
propiedades del flujo para X y ju cercanos a X y pg son diferentes de las propiedades

cualitativas del flujo para X cerca a X y ju = fig.
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Definicién 1.7 . Sea (X, o) un punto de equilibrio de X' = f(X,u). El punto

(X, o) es un punto de bifurcacion del sistema si satisface las siguiente condiciones:

1. En el plano p — X existen una o mds ramas de puntos de equilibrio que pasan

por (X, pio).

2. Si en plano p — X una unica rama de equilibrio que pasa por (X, ug) se situa

a un solo lado de p = pug.

El siguiente ejemplo ilustra las definiciones anteriores.

Considere la ecuacion diferencial real
/ 2
r=a"+2r+p

para la cual, los puntos de equilibrio ocurren en x =1+ /1 — u. Si p < 1 existen
dos puntos de equilibrio; si © = 1 hay un unico punto de equilibrio z =1y si g > 1
no existen puntos de equilibrio. Por tanto, la naturaleza cualitativa del diagrama de

fase cambia cuando p = 1y asi la ecuacién diferencial sufre una bifurcacion en p = 1.

Figura 1.9: Diagrama de bifurcacion.

Existe una variada clasificacién de las bifurcaciones de puntos de equilibrio, y

adicionalmente, criterios para decidir cuando ocurre cada una de ellas, sin embargo,
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puesto que en este trabajo no estamos interesados en esta tematica, no la trataremos

aqui, pero puede consultarse por ejemplo en [5] capitulo 3.
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2. ESTUDIO DE LAS CARACTERISTICAS BASICAS DEL SISTEMA

Iniciamos el estudio del sistema no lineal de ecuaciones diferenciales propuesto por

P. Holmes [4]

2" 462+ w(a?—1) = —2

2+ az=ayx

como un modelo para un oscilador no lineal con un control de ciclo cerrado; en
él J,, v son parametros caracteristicos del sistema que se consideran positivos.
Nuestro principal objeto de estudio es presentar demostraciones de algunos aspectos
no considerados en [4] en cuanto a la estabilidad de los puntos de equilibrio del
sistema asi como las bifurcaciones que en él ocurren. Las referencias bésicas para

este capitulo son [1],[4]y[5].

2.1. OBSERVACIONES PRELIMINARES

Nétese en primer lugar que el sistema anterior puede transformarse en un sistema
no lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden mediante el cambio de variable

x' =y con lo que se obtiene

/

=y
Y =2 — 2%~y — =z (2)

Y =ayr —az
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sistema al que nos referiremos de aqui en adelante como el sistema de Holmes.

En segundo lugar obsérvese que el lado derecho del sistema es continuamente
diferenciable por tanto, como consecuencia del teorema de existencia y unicidad,
para cada eleccién de los pardmetros y cada condicién inicial (zg, yo, 29) existe una
tunica solucién ¢(t) = (z(t),y(t), z(t)) con ¢(0) = (xq, Yo, 20) que esté definida en

algin intervalo [0, a).

En tercer lugar notese que los puntos de equilibrio del sistema de Holmes ocurren

cuando
y=20
r—0y—z—a3=0
ayr —az =0
lo que se reduce a la ecuacién 2® + yv — x = 0, la cual tiene como raices

x =0,z = £y/1—7 y por tanto se tiene el punto de equilibrio Py = (0,0,0)
el cual existe para todo valor de v ysi v <1 ademas de Fy, se tienen los puntos

de equilibrio
Pr=(V1-7%0,9V1-7) y Po=(-y/1-7,0-3/1-7)
los cuales se encuentran en la recta interseccion de los planos y =0y z = yx.
Adicionalmente obsérvese que el sistema es invariante bajo la transformacién
(z,9,2) = (==, —y, —2)

y asi el campo de pendientes es simétrico respecto al origen.
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2.2. ESTABILIDAD Y BIFURCACION DEL PUNTO DE
EQUILIBRIO F,

Tratamos a continuacién aspectos referentes a la estabilidad y bifurcacion de los
puntos de equilibrio del sistema al variar el pardmetro ~y, en particular en esta secciéon

nos referiremos exclusivamente al punto de equilibrio en el origen.

Teorema 11 . 57 0 <y <1 entonces en el sistema de Holmes el origen Py es un

punto de equilibrio hiperbolico inestable.

Demostracién: La matriz jacobiana del sistema de Holmes en el punto P(z,y, z)

esta dada por

J(P)=|1-32> =5 -1

ay 0 —«
por lo que la linealizacion del sistema alrededor de P, es

r =Y
vy =z — 0y —z
2 =ayr —az
que tiene como ecuacion caracteristica
M4 (0 +a)\ 4+ (ba— DA+ (y—1D)a=0

si 0 < v < 1 el término independiente de esta ecuacién es negativo, entonces, por el
teorema [6.3.1]' ésta ecuacién tiene alguna raiz con parte real positiva y las demés

con parte real no nula de lo que se sigue que Py es hiperbdlico e inestable.

'De Guzmin, M. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Teoria de Estabilidad y Control.
Alhambra, Madrid, 1975. Cap. VI, sec. 6.3.
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Teorema 12 . St v = 1 en el sistema de Holmes el origen Py es un punto de
equilibrio no hiperbdlico y en el espacio («,d,v) el plano v = 1 es una superficie

de bifurcacion.

Demostracién:
Por el teorema [11] la ecuacién caracteristica de la linealizacién alrededor del origen

es
M40+ a4+ (0a— DA+ (y—1)a=0
si v =1 esta ecuacién se reduce a = A> + (§d + a)A? + (da — 1)A =0

cuyas raices son:

1
)\1 :0, )\273: 5(—((5—{—@):‘: ((5—0&)24—4)

asi, la linealizacion alrededor del origen tiene un valor propio nulo y por tanto F es

un punto de equilibrio no hiperbdlico con Ay > 0y A3 < 0.

Puesto que si 7 < 1 el sistema posee tres ramas de equilibrio y si v > 1 s6lamente

una, entonces v = 1 es una superficie de bifurcacion.

Teorema 13 . Si v = 1 en el sistema de Holmes, el origen Py es un punto de

equilibrio asintoticamente estable localmente.

Demostracion:
Por el teorema [12] para 7 = 1 el origen tiene un valor propio nulo, por lo que la teoria
lineal y el teorema de Hartman-Grobman no pueden aplicarse y para determinar la

estabilidad del origen se debe aplicar la teoria sobre la variedad central.
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La matriz jacobiana alrededor del origen es:
0 1 O
J(Po)=11 —6 -1
a 0 —«
la cual diagonalizable y, tiene como vectores propios f; = (1,0, 1)

b= (17 B [(5+a)—\/2(5—a)2+4 - )

’ a75+\/(57a)2+4

fe (1. [(+a)+1/(6-a)?+4 -
’ 2 ’ aféf\/(éfa)2+4

por tanto la matriz

1 1 1
S+a)—1/ (6—a)?+4 54a)++/(6—a)?+4
p—|o Lot { ) e >\/2< )
1 2a 2

a—6+4/(6—a)’+4 a—6—v/(6—a)?+4

reduce la matriz J(FP) a la forma normal diagonal

0 0 0

(5+a7 (6—a)?+4

D=10 — . 0

0 0 —

(6+a+ (6—a)?+4
2

y por los resultados del capitulo I, seccién [1.3.2], el cambio de coordenadas

. 1 1 1 "
B [(6+a)— (6—a)2+4 [(5+a)+\/ (6—0)2+4
y[=10 - 2 - 2 v
> 1 2a 2 w
a—8+1/ (6—a)?+4 a—6—1/ (6—a)’+4

es decir
r=u+v+w

v“6+a)f\/(6fa)z+4] __1uh5+a)+' (57a)2+4]

2 2

2va

20w
=u+ +
a—0+1/(6—a)+4 a—0—1/(6—a) +4
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permite reducir el sistema de Holmes a la forma:

v = —a(u4v+w)’
S+a)—/(6—a)?+4
U/:—((+) 2( i v+ (u+ v+ w)’
(6+a)+4/(6—a)?+4
w’:—( § w—((6+a)+ /(6 —a)2+4)(u+v+w)?

Por el teorema [8, cap. I], este sistema posee una variedad central que localmente

puede representarse como

We(0) = {(u,v,w) € R*: v =hy(u),w = hy(u), hy(0) =0,

ha(0) = 0, 71(0) = 0, h5(0) = 0}

donde hy, hy son funciones reales definidas en una vecindad del origen y el flujo del
sistema de Holmes restringido a la variedad central cerca al origen estd determinado
por

u = —a (u + hl(u) + h2(u))3

sistema para el cual debemos calcular las funciones hy y hs.

Por una extensién del teorema [10] y de los resultados de la seccién [1.3.2] al caso en

el cual se incluye la variedad inestable podemos tomar:
hi(u) = ayu® + byu® + ...
ho(u) = agu® + bou® + ...
donde ay, by, as, ba,... son coeficientes reales que se deben determinar.

Utilizando la expresién [9] de la seccién [1.3.2] capitulo I se obtiene:

(2a1u + 3bju? + ) [—oz (u + (a1u2 + biud + ) + (a2u2 + boud + ))]3 +
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[(5+a)f (6—a)?+4

5 (a1u2 + bl + ) — (u + aju? + bud + .+ asu® + boud + )3 =0

(2a2u + 3b2u2) [—oz (u + (aw2 + byud + ) + (a2u2 + bou® + ))]3 +

« vV - 2
[(M v iGar+e (a2u2 + boud + ) +

2

[(a +a) +/(0 - ) + 4} (ut aru® +byu® 4 .+ age? + byu?)” =0

Realizando los calculos correspondientes, agrupando los términos semejantes e

igualando a cero los coeficientes de las diferentes potencias de u se obtiene:

u3:%[(5+a)— (6—04)24—4}—1:0
u2:%{(5+0z)+ ((5—@)2—4—4}—0
u3:b—22[(5+04)+\/(5—a)2+4 —1—[(5—1—04)—1— (5—@)2—1—4}:0
Por lo que
CL1:0
2

bl o (5+a)f\/(67a)2+4

CLQZO

b2:—2

_ 2u3
hl(u) - (5+a)f\/(67a)2+4

hy(u) = —2u®

luego el flujo del sistema reducido a la variedad central esta determinado por:

3
2—2|(64+a)— §—a)?+4
(64a)—/(6—a)?+4
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En el cual, despreciando las potencias superiores a 3 se obtiene:
v =—au®+ 0 (u5)

para el cual el origen es asintéticamente estable localmente y por el teorema [9]

secci6n [1.3.2] del capitulo I lo es también para el sistema de Holmes.

Teorema 14 . 511 < v < g(Oz2 + 0a— 1), el origen en el sistema de Holmes es,

localmente, un punto de equilibrio asintoticamente estable.

Demostracion:
Si v # 1 por el teorema [11], la ecuacién caracteristica de la linealizacién alrededor
del origen es:

N4 (0 +a)\+ (da— DA+ (y—1)a=0

por el criterio de Routh-Hurwitz 2 esta ecuacién tiene raices con parte real negativa si
ysolosi (0+a) >0, (a+0)(awd—1)—(y—1)a >0y (y—1)a > 0 6 equivalentemente

vy>1,7< g (a? +da — 1) y asf el origen es un sumidero local.

5
Teorema 15 . Siv > 1y v = —(a®+ da —1) en el sistema de Holmes, el origen
o

Py es un punto de equilibrio no hiperbolico.

Demostracion:

Por el teorema [14] la ecuacién caracteristica alrededor del origen para v > 1 es:
N4 (0 +a)\+ (ba— DA+ (y—1)a=0
que se puede expresar como:

AN+ (a— 1)) + (5 + a) ()\2+(75_+—2a> _

2De Guzmsén, M. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Teoria de estabilidad y control. Alhambra,
Madrid, 1975. cap. VI, sec. 6.3.
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y puede reescribirse de la siguiente manera:
A+ (0 +a)) (N + (0a—1)) =0,

siempre y cuando

-1
fo—1= 0" Da
0+«
es decir, cuando v = g(a2 +d0a—1) y v > 1, la ecuacién caracteristica posee

una raiz real negativa y dos imaginarias puras, por lo que el origen es un punto de

equilibrio no hiperbdlico.

Teorema 16 . Sivy > g (a® + da — 1) en el sistema de Holmes, el origen es un punto
de equilibrio inestable y en el espacio («,d,7) la superficie v = g(a2 +oa—1) es

una superficie de bifurcacion.

Demostracion:
Por el teorema [14], la ecuacién caracteristica del sistema de Holmes alrededor del
origen es

M4 (0 +a) 4+ (0a— DA+ (y—1)a=0
Por el criterio de Routh-Hurwitz esta ecuacién tiene por lo menos una raiz con parte
real no negativa si y solo si:

d+a<0 6 (0+a)(da—1)—(y=1)<0 6 (y—1)a<0.

Puesto que 0 + @ > 0, (y — 1) > 0, entonces unicamente puede darse que

(6 +a)(6a —1) — (y+1) <0 es decir, cuando v > 2 (a? + da — 1).

Dado que en v = £ (a? + do — 1) dos raices de la ecuacion caracteristica tienen parte
real nula, entonces cuando v > g (a? + dar — 1) éstas raices tienen parte real positiva

y por tanto el origen es un punto de equilibrio inestable.

Puesto que para v < g(oz2 + da — 1) el origen es asintéticamente estable y para

vo> g(oz2 + 0a— 1) el origen es inestable, entonces al pasar v a través de v =
g
(64

(a? + dae — 1) ocurre una bifurcacién.
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2.3. ESTABILIDAD Y BIFURCACION DE LOS PUNTOS DE
EQUILIBRIO P y P,

Continuamos el andlisis de estabilidad y bifurcaciéon de los puntos de equilibrio del
sistema de Holmes para lo cual estudiamos el comportamiento del sistema alrededor
de P, y P,. Tratamos unicamente P, ya que la simetria del sistema, mencionada

anteriormente, produce resultados analogos para Ps.

Teorema 17 . Siy = (a®+da+2), yv <1, el punto Py, en el sistema de

30+«
Holmes, es un punto de equilibrio no hiperbdlico.

Demostracion:

La matriz jacobiana en el sistema de Holmes en el punto P(z,y, z) esta dada por:

0 1 0
J(P)=|1-32> -5 -1

ary 0 —«

por lo que la linealizacion del sistema alrededor de P; es:
=y
y=0Bv-2)z-dy—=z
7 =adr — az

que tiene como ecuacion caracteristica

N+ @+a)N+(fa—-37+2)A—(y—1)2a=0

la cual puede reescribirse de la siguiente manera

NA2 4 (o — 37 +2)] + (6 +a) {v_ %} _
y puede expresarse como
DAt (5 + )] {AZ— %} — 0
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siempre y cuando

~2a(y-1)
5 — 2:—
o — 3+ St > 0,
es decir cuando
Y 2
p— 2 .
v 3(5—1—04(@ + da + )

Asi entonces, la ecuacién caracterisitica posee una raiz real negativa y dos imaginarias

puras, por tanto P; es un punto de equilibrio no hiperbélico.

Teorema 18 . 51 0 < v <

T (0 + 6a+2), el punto Py en el sistema de
«

Holmes es un punto de equilibrio asintoticamente estable.

Demostracion:

Por el teorema [17] la ecuacién caracteristica de la linealizacién alrededor de P; es
N+ (E+a) N+ 0a—37+2) A= (y—1)2a=0

Por el criterio de Routh-Hurtwitz ésta ecuacion tiene raices con parte real negativa
si y solo si
d+a>0,—(y=1)2a>0y (6+a)(da—3v+2)—(y—1)2a>0

o equivalentemente

o
v<1,v< 35+a(a2+5o¢+2)

es decir, en el intervalo 0 < v < (a? 4+ da + 2) las raices de la ecuacién

30 + o
caracteristica tienen parte real negativa por lo que P; es un sumidero local.

Teorema 19 . 5% (a® +da+2) <y <1, en sistema de Holmes, P, es un

30+«

punto de equilibrio inestable y en el espacio («,d,7), v (a® 4+ da+ 2) es

T 3% +ta
una superficie de bifurcacion.

Demostracion:

Por el teorema [14], la ecuacién caracteristica del sistema de Holmes, alrededor de
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P es:
N+ (+a) M+ (6a—37+2) A= (y—1)2a =0.

Por el criterio de Routh-Hurwitz, esta ecuacion tiene por lo menos una raiz con parte
real no negativa, si y solo si:
d+a<0 6 (64+a)(da—3v+2)+(y—1)2a<0 6 —(y—1)2a<0

y puesto que (§ + «) > 0y v < 1, entonces tnicamente puede darse que:
(0+a)(da—=3v+2)+(y—1)2a <0

(> +da+2),v<1.

es decir, cuando vy >
7= 30+«

(a? + da + 2) dos raices de la ecuacién caracteristica tienen

Puesto queen vy = 35
Q@

parte real nula, entonces cuando (@ +da+2) < v < 1 éstas raices tienen

+ «
parte real positiva y por tanto P; es inestable.

Ademaés, como en 0 < v < (a? +da+2), P, es un punto de equilibrio

30 + «

asintéticamente estable y en (> +d0a+2) < v < 1, P, es un punto de

30+«

(a? + da + 2) es una superficie

equilibrio inestable, entonces, la superficie v = Y
o

de bifurcacion.

2.4. EL COLAPSO DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO

En el teorema [13] hemos demostrado que cuando v = 1 el origen P, es un punto de
equilibrio no hiperbdlico que es asintéticamente estable y adicionalmente observamos
que en el valor v = 1 los puntos de equilibrio P, y P, desaparecen y iinicamente existe

F.

A través del analisis de estabilidad de estos puntos de equilibrio hemos también

demostrado que el sistema de Holmes tiene en el espacio («,d,7) como superficie de
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bifurcacion a

)
y=1, 7=—(a*+ad—1), ¥ (0?4 0a+2) para 0<vy<L1.
a

:35—|—a

Obsérvese que las dos tltimas superficies se intersectan cuando

g(a2—|—a5—1): (o® + da + 2)

30 + «

es decir cuando ad = 1.

Lo que nos dice que las superficies de bifurcacion se cortan sobre la curvay =1, = —
e

en cuyo caso el polinomio caracteristico de la matriz jacobiana en Py (6 Py, Ps) es

P = Pay) = ¥ (1 + 12

«

y por tanto Py(A) posee como valor propio doble a A = 0 y el tercer valor propio
1+ a?

es negativo con A = — y asi nuevamente Fy es un punto de equilibrio no
hiperbdlico. ;Cémo es la estabilidad del punto de equilibrio en estas condiciones?.

Tratamos esto a continuacion.

Congetura: Siy =1y d = — el origen Fy es un punto de equilibrio asintéticamente
a

estable.

Demostraciéon Parcial: la matriz jacobiana alrededor del origen es

0 1 0
1
JP)=1|1 —= =1
Q
a 0 -«
. . 1+ a?
la cual tiene como valores propios Ay = 0, doble y Ay = — .
Q

Puesto que el punto de equilibrio en el origen es no hiperbdlico la teoria lineal y el

teorema de Hartman-Grobman no permiten decidir acerca de su estabilidad y por
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ello debe recurrirse a la teoria sobre la variedad central. Para esto en primer lugar se
debe separar el flujo del sistema en su parte central y su parte estable para lo cual
se requiere hallar una matriz P no singular que reduzca a J(Fp) a su forma normal

real.

Puesto que la matriz J(F) no es diagonalizable, la matriz P estaria conformada de
manera tal que sus columnas sean vectores propios generalizados de J(F), los cuales

calculamos a continuacion.

1+ a?
o

El espacio propio asociado a Ay = — es

E(X\s,1) = E(J(Py), X)) = {X €R’: (J(Py) — M) X =0}

~{ )

()

El primer espacio propio asociado a Ay = 0 es:

+a?

:c—l—y:O,:c—i—ay:O,ax—i—g:O}

E(A\,1) =E(J(P), M) ={X eR’: (J(P) — M) X =0}
_ {(r,y,z):y:O,x—%,aa:—az:O}
={(z,y,2) 1y =0,z =2}
= ((1,0,1))

El segundo espacio propio asociado a A\; = 0 es:

E(\,2) = E(J(Ry),\) = {X e R*: (J(P)) = MI)> X =0}

= {(:c,y,z)::c:%—i-z}

((1,0,1), (1, ,0))

consecuentemente un vector que estd en F(A;,2) pero no estd en E(\,1) es
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1

claramente u; = | o

0

Un vector que estd en el espacio complementario de E(Aq,2)-E(A,1) respecto de

1 «
R3—E<)\2,1) €S Ug = (J(Po)—)\zl) al =10
0 o

1
) 1+ a?
Un vector que estd en E(Xg,1) es uz = | — y estos vectores conforman la
a

—a?

matriz

0 0 0
J=110 0
1 2
00 — + «
Q@
y por tanto el cambio de coordenadas
€T 1 « 1 u
1 2
yl=la 0 — ra v
«
z 0 « —a? w

es decir
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2 =u+av+w

w(l + a?)
oY

Y =au —
2 =av — Pw

permite reducir el sistema de Holmes a la forma:

a
u’:m(au+v+w)3
r_ a2 3
v—u+m(&u+v+w)
1 2
w = — +aw—i— - 2(au+v+w)3
o

Por el teorema [8, cap. I], este sistema posee una variedad central que localmente

puede representarse como:

we0) = {(u,v,w)/w =h(u,v), Vu? +v? < 4,

Oh Oh
h(0,0) =0, —(0,0) =0, —(0,0) =0
0.0)=0.5:(0.0) =0, 50,0 =0
para ¢ suficientemente pequeno.
. Oh oh L :
Las condiciones h(0,0) = 0,%(0,0) =0, %(0,0) = 0 implican que la variedad

central W¢(0) es tangente al espacio central E° en el punto (u,v) = (0,0) y el

sistema reducido a la variedad central esta dado por:

u = —%H(au—i-v—kh(u,v)):)’
o?
vV =u+ m(au + v+ h(u,v))?

sistema para el cual debemos calcular la funcién h.

Por el teorema [10] y los resultados de la seccién [1.3.2] podemos tomar:
h(u,v) = a1u® + aguv + azv® + agu® + asuv + aguv® + azv® + ...
donde aq, by, as, b, ... son constantes reales que se deben determinar.
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Utilizando la expresién (9) de la seccién [1.3.2] se obtiene:

a(u + av + a1u2 + asuv + a3v2 + a4u3 + a5u2v + a6u02 + a7v3 + )3

(a2 +1)
(2a1u + av + 3asu’® + 2asuv + agv? + ...) +

u(agu + 2azv + asu® + 2aguv + 3a;v?* + ...) +
2
a
m(u + av + a1u® + aguv + azv? + aqu? + asu®v + aguv® + agvd + ...)3
a
(agu + 2azv + asu® + 2aguv + 3a7v? + ...) +
a?+1

(a1u2 “+ asuv + ang + a4u3 + a5u21) + a6u2)2 + a7v3 -+ ) —

a
m(u + av + a1u® + aguv + azv? + aqu? + asuv + aguv® + agvd + ...)% = 0.

Realizando los calculos correspondientes, agrupando los términos semejantes e

igualando a cero los coeficientes de las diferentes potencias de u y v se obtiene:

2
1
u2:a2+a1—(a i )20
Q@
2
1
uv:2a3+a2M:O
2
1
vQ:ag—(a * ):0
Q
2
3 (® +1) «
: =0
W' i85+ s « (a? +1)2
2 1 2
u2v:2a6+a5(a+ >— @ 5 =0
o (@)
2 1 3
u02:3a7+a6<a+ >— a 5 =0
a (et )
2 1 4
v3:a7(&+)— a 5 =10
« (@)
por lo que
a; =0 " _ a?(5at +1)
o T (a2t 1)
2 at(1 —2a?)
g = ——————
5
a?(3at + 202 — 4a® + 1) =
ay = 7 2 13
(a2 41)° (a® +1)
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asi, la funcion h es

?(3at 4+ 202 —4a8+1) ,  a3(bat+1) ,
i, ) = (a2 +1)° YT ey
at(1—2a%) a®

uv
(1+a2)* (a2 +1)°

v3+...

luego, el flujo del sistema reducido a la variedad central esta determinado por:

) —a a?(3a* +202 —4a® +1) 5, a3(Bat+1) ,
U = | U+ v+ 6 (7 = U
(a2 +1) (a2 +1) (a2 +1)
at(1—2a%) o )3
— '+ ————0° + ...
Gray @y

a?(3at +202 —4a®+1) ,  a3(bat+1) ,
. u —u’v
(a® 4 1) (a?41)

o?
UV =u+ m <'LL + av +
a*(l — 20?2 3
(—4)uv2 + —31)3 + )
(1+ a?) (a2 +1)
en el cual despreciando las potencias superiores a 3 se obtiene:
, —a

W = g () + 0w v))

2
vV =u+ (1f—0zQ)2 (u+ av)® + O((u,v)*)

sistema para el cual debemos determinar la estabilidad del punto (0, 0).

La solucion explicita de este problema requiere la utilizacion de la teoria de las formas

normales, que por el momento esta fuera de los alcances académicos de este trabajo,

sin embargo, las simulaciones numéricas realizadas con el sistema de Holmes (Anexos,

fig 2.9) y con el sistema reducido sobre la variedad central (Anexos, fig 2.8 ) sugieren

que el punto de equilibrio es asintéticamente estable.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se realizd una sistematizacion acerca de algunos resultados
relacionados con propiedades locales de un sistema de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias propuesto en [5] como modelo para un oscilador no lineal con control.

El desarrollo del mismo requirié un estudio detallado de algunas tematicas en
areas de la matematica relacionados entre si, tales como: La Teoria de Control,
La teoria Cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Algebra Lineal.
En particular, en la teoria de control se estudiaron los conceptos de control de
ciclo abierto y control de ciclo cerrado; en ecuaciones diferenciales los criterios
de estabilidad en base a la linealizacién y la teoria de la variedad central y en
algebra lineal, la forma normal de una matriz y el cdlculo de los vectores propios

generalizados.

Explicitamente el trabajo consistié en estudiar la estabilidad de los puntos de

equilibrio y la ocurrencia de bifurcaciones en el sistema

"+ +g(x) = -z

2+ az=ayx

al variar en los niimeros reales el pardametro positivo 7.
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Los resultados mas relevantes en este sentido fueron:

)

,m(a2+a5+2)) el sistema posee una fuente y dos

= En el intervalo (O

sumideros, pero en el intervalo (ﬁ (042—1-046—1-2),1) éstos dos ultimos

_6
30+«

de P, = (v/1—7,0,7y/1 —7) posee dos valores propios imaginarios puros y

ésto complementado con simulaciones numéricas sugiere que la bifurcacion

pierden estabilidad. Para v = (a? 4+ ad + 2) la linealizacién alrededor

que ocurre para este valor 7 es una bifurcacién de Hopf, es decir en

)

V= 355a (a? 4+ ad + 2) los puntos de equilibrio P1 y P2 pierden estabilidad y

aparecen orbitas cerradas.

= En el rango (1, g (a® + da — 1)) el origen es un sumidero y en el intervalo
(g (a2+a(5 — 1),+oo) es una fuente y puesto que nuevamente cuando
v = g(oz2 + ad — 1) la linealizacién en el origen posee dos valores propios

imaginarios puros es posible la existencia de otra bifurcacién Hopf.

» Cuando v = 1, § = é los tres puntos de equilibrio coinciden en el

origen, este punto es no hiperbdlico y simulaciones numéricas sugieren que
es asintéticamente estable, adicionalmente, que existen orbitas homoclinicas,
es decir, trayectorias que tienden al origen hacia adelante y hacia atras en el

tiempo.

Entre los aspectos que no se trataron en el trabajo y que merecen mencionarse pueden

citarse los siguientes:

= La clasificacion de la estabilidad del origen cuando v = g (a? + 6 — 1). Esta,
podria realizarse utilizando la teoria sobre la variedad central pero los célculos
necesarios para ello pueden ser dispendiosos. Estudios numéricos, (Anexos,

fig. 2.7). sugieren que el origen en este caso es asintéticamente estable.
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» La clasificacién de las bifurcaciones que ocurren en los puntos de equilibrio.
Para este caso, las simulaciones numéricas sugieren la aparicion de Orbitas

homoclinicas y bifurcaciones Hopf.

= El estudio de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias para
analizar en el sistema la existencia de otros conjuntos invariantes tales como

orbitas cerradas o atractores extranos.
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ANEXOS

En esta seccién se presentan graficas correspondientes a simulaciones numéricas que
muestran el comportamiento del sistema de Holmes localmente en sus puntos criticos

al variar en los reales positivos el parametro ~.
1. Estabilidad del punto de equilibrio Py = (0,0, 0)

» En el intervalo (0, 1) el origen es inestable.

Figura 2.1: Simulacién numérica cuando vy = 0.7, a = 0.5y 6 = 0.2
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= En el intervalo (1, % (@ + ad — 1)) el origen es asintéticamente estable.

Figura 2.2: Simulacién numérica cuando vy = 2.5, a =15y d = 1.5

= En el intervalo (£(a® + ad — 1), 4+00) el origen es inestable.

[0}

Figura 2.3: simulacién numérica cuando vy =4.8, a =15y d= 1.5
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2. Estabilidad de los puntos P o = (j:\/l — 7,0, £v/1 — fy).

_6

55 (@ +ad + 2)) los puntos de equilibrio son

= En el intervalo (0

asintoticamente estables.

Figura 2.4: simulaciones numéricas cuando vy = 0.2, « = 0.5y 6 = 0.3

_0

s (a® +ad + 2), 1) los puntos de equilibrio son

= En el intervalo (

inestables.

Figura 2.5: simulaciones numéricas cuando v = 0.7, a = 0.2 y 6 = 0.6,
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3. Estabilidad de los equilibrios en los puntos de bifurcacion.

m Para v = 1, se tomé o = 2y 0 = 1 y se concluyé que el origen es

asintoticamente estable.

Figura 2.6: simulaciones numéricas en el valor de bifurcacién v =1

» Para vy = 2(a®+ad —1) se tomé o = 1.5 y § = 1.3, para los cuales

«

v = 2,548. La simulacion sugiere que el origen es asintéticamente estable.

Figura 2.7: simulaciones numéricas en el valor de bifurcacion v = g (@ +ad —1)
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s Cuando v =1, 0 = i se tomo6 o = 0,5 tanto en el sistema reducido a la

variedad central (fig. 2.8) como en el sistema tres dimensional (fig. 2.9).

Las simulaciones sugieren que el origen es asintoticamente estable

Figura 2.8: simulaciones numéricas del sistema reducido a la variedad central

Figura 2.9: simulaciénes numéricas cuando v =1y d = é
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SIMULACIONES 3D

= Para v = ﬁ (a? + ad +2), se tomé a = 0.5 y § = 0.3, para los cuales

v = 0.5142857. La simulacién sugiere que P, 5 son inestables.

Figura 2.10: simulaciones numéricas en el valor de bifurcacion v = ﬁ (a? + ad +2)

_6

3o (a® + ad + 2)) los puntos de equilibrio son

= En el intervalo (O

asintoticamente estables.

Figura 2.11: simulaciones numéricas cuando v = 0.2, a = 0.5y 6 = 0.3
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