El problema de Frobenius en tres variables

Claudia Mercedes Palacios de la Cruz

Sergio Alexander Goémez Noguera

Universidad de Narino
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Matematicas
Programa de Licenciatura en Matematicas

San Juan de Pasto

2008



El problema de Frobenius en tres variables

Claudia Mercedes Palacios de la Cruz

Sergio Alexander Goémez Noguera

Trabajo de grado presentado como requisito

parcial para optar al titulo de Licenciado en Matemaéaticas

John Hermes Castillo Gémez

Director

Universidad de Narino
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Matematicas y Estadistica
Programa de Licenciatura en Matematicas

San Juan de Pasto

2008



Nota de Aceptacion:

Director.

Jurado.

Jurado.

San Juan de Pasto, Julio de 2008



AGRADECIMIENTOS

En primer lugar agradecer a Dios porque soy partidario que sin el nada podemos realizar,
también agradecer a mi asesor, Mg. John Castillo por la atencion, el tiempo, el apoyo
y la ayuda brindada para la realizaciéon de este trabajo.

Ademas agradecer a mi companera de Tesis Claudia Palacios por su entera dedicacién
y colaboracién para la realizacion de este trabajo, a mi familia, particularmente a mi
padre Hernando Gomez, a mi madre Marina Noguera y a mis hermanos Hernan y Diego
Gomez, que aunque desde lejos siempre estuvieron apoyandome a lo largo de toda mi
carrera. Agradecer también a mi novia Ximena Lopez por su paciencia y comprension
en los momentos dificiles que vivi al realizar este trabajo de grado.

SERGIO GOMEZ

Al culminar los estudios de Licenciatura en Matemaéticas quiero agradecer de manera
muy especial a mi asesor Mg. Jhon Castillo, quien con su experiencia y grandes
conocimientos nos ayud6 para lograr alcanzar, a carta cabal, los objetivos de este
trabajo, ademas ¢l con su gran calidad humana y sus consejos posibilité de una u
otra forma el cambi6 de mis espectativas de vida.

A mi gran amigo y companero de trabajo Sergio mis mas sentidos sentimientos de
gratitud por su apoyo en la realizaciéon de este trabajo. De igual forma, a mi familia,
en especial a mi padre y a mi madre, a quienes me debo como persona y quienes con
su comprension y apoyo me han permitido hacer muchos suenios realidad.

Mis agradecimientos a Felipe, quien con su amor ha sabido comprenderme, apoyarme
y muchas veces me ha dado la fuerza y el valor para seguir adelante.

CLAUDIA PALACIOS



DEDICATORIA

A nuestro asesor el profesor John Castillo, quien dispuso su tiempo para colaborarnos
con la realizacion del presente trabajo, a los profesores Saulo Mosquera, Claudia Gomez
y Fernando Soto por los conocimientos brindados a lo largo de la carrera y finalmente,
a nuestras familias por el apoyo incondicional que nos brindaron.

CLAUDIA PALACIOS
SERGIO GOMEZ
UNIVERSIDAD DE NARINO
Julio de 2008



CONTENIDO

pag
INTRODUCCION 12
1. PRELIMINARES 13
1.1. EL PROBLEMA DE FROBENIUS 13
1.1.1. Justificacion del problema de Frobenius 13
1.1.2. El problema general 15
1.1.3. Resultados Generales 17
1.2. FRACCIONES CONTINUAS 23
1.2.1. Fracciones continuas finitas 24
1.2.2. Convergentes 25

2. METODOS PARA CALCULAR EL NUMERO DE FROBENIUS 30

2.1. METODO DE HOFMEISTER 31
2.2. METODO DE SELMER Y BEYER 32
2.2.1. Descripcion del método 32

2.2.2. Calculo del namero de Frobenius para tres variables utilizando fracciones

continuas 40
2.3. METODO DE RODSETH 43
2.4. METODO DE BRAUER 47
2.4.1. Descripcion del método 47
2.4.2. Algoritmo de Davison 52
3. CASOS ESPECIALES 55



3.1. SUCESIONES ARITMETICAS 55
3.2. CASI-SUCESIONES ARITMETICAS 62

3.3. EL NUMERO DE FROBENIUS DE TRES NUMEROS DE FIBONACCI 68

4. PROBLEMAS ABIERTOS Y CONCLUSIONES 76
4.1. PROBLEMAS ABIERTOS 76
4.1.1. Algoritmos eficientes 76
4.1.2. Formulas sencillas 76
4.1.3. Generalizacion: gx(aq, az, as) 76
4.2. CONCLUSIONES 7
A. ALGORITMOS 78
A.1. ALGORITMO REPRES 78
A.2. ALGORITMO DE HOFMEISTER 79
A.3. ALGORITMO DE SELMER 80
A.4. ALGORITMO DE RODSETH 81
A.5. ALGORITMO DE DAVISON 84
A.5.1. Algoritmo de Bisecciéon 84
A.5.2. Algoritmo de Davison 84

BIBLIOGRAFIA 87



2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

INDICE DE FIGURAS

Encasillamiento de 2.6 cuando (¢ + 1)ag > (s — r)az no se cumple.
Gréfica de la region R.

Grafica de la region en forma de L.

Grafica del area de la region en forma de L.

34
48
ol
52



RESUMEN

En el presente documento se realiza un estudio sobre un problema que recae en el interés
de la teoria aditiva de nimeros denominado el problema de Frobenius en tres variables.
En este sentido se presenta un estudio detallado de los resultados conocidos acerca
de este problema que permiten encontrar su soluciéon. Ademas, se aborda el problema
de Frobenius en conjuntos de ntmeros con propiedades particulares. Finalmente, se
plantean algunas cuestiones abiertas para la investigacion las cuales estan relacionadas
al problema de Frobenius y que pueden recaer en el intrés del lector.



ABSTRACT

In the present document it realizes a study on a problem that is of the interest of
the Number Additive Theory called The Frobenius Problem in three. In this sense, it
presents a detailed study of the Knew results about this problem that permit to find
its solution. Also, it takes up The Frobenius Problem in sets of numbers with special
properties. Finally, it plans some open questions for the investigation which are related
with The Frobenius Problem and that can be of the interest of the reader.



INTRODUCCION

El presente trabajo es un requisito parcial para optar al titulo de Licenciados en
Matemaéticas de la Universidad de Narino, fue realizado con la asesoria del profesor
John Hermes Castillo Gémez y tiene como propdsito realizar un recorrido a través de
algunos resultados que sa han obtenido para el célculo del ntimero de Frobenius en tres
variables.

Este trabajo se ha organizado en cuatro capitulos que se han denominado de la siguiente
manera: Preliminares, métodos para calcular g(a,b,c) (ntumero de Frobenius en tres
variables), casos especiales y finalmente un capitulo denominado problemas abiertos y
conclusiones.

En el primero de ellos se muestra algunas definiciones y teoremas que justifican el
problema y ademés que seréan de utilidad para el desarrollo y comprension de los temas
que se abordan en los capitulos posteriores, en el segundo se recopilan algunos de los
métodos para el calculo del nimero de Frobenius como son los métodos de Hofmeister,
Selmer y Beyer, Rodseth, Brauer y Davison, métodos que fueron implementados en
forma de algoritmos con la ayuda del sistema de algebra computacional MuPAD y que
son presentados como apéndices. En el tercer capitulo se estudia el calculo del nimero
de Frobenius para conjuntos de niimeros particulares como sucesiones aritméticas, casi
- sucesiones y una terna de ntimeros de Fibonacci, finalmente se considera algunos
problemas estrechamente relacionados con este y que estan abiertos para la investigacion
segun sea el interés del lector.

Cabe resaltar que la mayoria de demostraciones que aqui se abordan son producciéon
del estudio detallado que los autores realizaron de articulos los cuales se referencian al
final de este documento. En algunos otros casos las demostraciones son el resultado de
una transposiciéon a un lenguaje mas claro de dichos articulos.
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1. PRELIMINARES

1.1. EL PROBLEMA DE FROBENIUS

El problema de Frobenius asociado al matematico Aleman Ferdinand Georg Frobenius,
se utiliza como base matemaética para el estudio del problema del cambio de moneda,
en el cual se busca hacer cambios exactos con monedas de denominaciones especificas
dado un billete o una moneda de denominacién superior.

Los restaurantes McDonald de Estados Unidos venden McNuggets de pollo en
cantidades de 6, 9 y 20. Si se quiere comprar exactamente 26 o 27 McNugget, se podria
hacerlo, pero no se puede comprar 25 o 28. Se puede comprar exactamente 41, pero no
se puede comprar exactamente 43 McNuggets. Si se quiere comprar un nimero mayor
que 43 se puede escoger cualquiera que sea, asi 43 es el mayor nimero de McNuggets de
pollo que no se puede comprar en cajas de 6, 9 y 20 Nuggets. Este es un caso especial
del problema de Frobenius.

1.1.1. Justificaciéon del problema de Frobenius En lo que sigue se denotaré al
méximo comun divisor de dos nimeros a y b como ged(a,b). Ademés se debe tener en
cuenta que dados aq, as, ..., a; enteros positivos, se dice que ay,as, ..., ax son primos
relativos entre si, si ged(ag, as, ..., a;) = 1. Por otro lado ay, as, . .., ax son primos dos
a dos si ged(ai, a;) =1 quadl <i,j <k con i # j.

Es esencial diferenciar entre un conjunto de enteros primos relativos y un conjunto de
enteros primos dos a dos, basta con observar

Ejemplo 1. Dado a1 =4, as = 6 y ag = 9 se tiene que ged(4,6,9) = 1 y por lo tanto
aj,as y ag son primos relativos. Sin embargo, ged(4,6) = 2 y por consiguiente ag, as y
aj no son primos dos a dos.

Un resultado cléasico de la teoria de nimeros es el siguiente

Teorema 1.1. Sean a y b enteros no ambos nulos. Entonces a y b son primos relativos
sty solo si existen x, y enteros tales que ax + by = 1.

Una consecuencia de este resultado es que todo entero n se puede representar como
combinacion lineal de a y b con coeficientes enteros. En efecto, para n € Z

n=n-1=n(ax+by) = a(nx) + b(ny)

Un problema interesante surge cuando se restringe el dominio de x y y a los enteros no
negativos.

13



Teorema 1.2. Si a y b son enteros positivos primos relativos entre si, entonces todo
entero suficientemente grande se puede representar como combinacion lineal de a y b
con coeficientes enteros no negativos. Fs decir, si n es suficientemente grande, existen
enteros no negativos x ey tales que

n = ax + by (1.1)

Demostracion. Primero se prueba que todo entero m > ab se puede representar como
en la ecuacion (1.1). Por el teorema 1.1 existen enteros 2/, 3/, tales que

ax’' + by = m.

Por lo que todas las formas de representar a m como combinaciéon lineal de a y b estan
dadas por
a(z’+bt)+ by —at)=m, t€Z

Asi pues, se necesita probar que existe un entero t tal que
24+0t>0 y y—at>0
Lo que es equivalente a encontrar un entero t tal que

/ /
%ZtZ—% (1.2)

. . . . ' '
para probar la existencia de tal entero t basta ver que la diferencia entre y y —— es
a

b

mayor que 1. En efecto,

y 2 by +ar’  m

a b ab  ab ~
Por lo tanto debe existir por lo menos un entero t que verifica la desigualdad (1.2). De
esta forma, para todo entero suficientemente grande (en realidad todo entero mayor 6
igual que ab), existen enteros no negativos que satisfacen la ecuacion (1.1).

1

O

El teorema 1.2 muestra que, a partir de cierto punto todo entero se puede representar
como combinacion lineal de a y b con coeficientes enteros no negativos. Esto motiva
la siguiente pregunta: ;cual es el mayor entero que no se puede representar como
combinacion lineal de a y b con coeficientes enteros no negativos? En otras palabras,
icudl es el mayor entero tal que la ecuacion (1.1) no tiene solucién en enteros no
negativos? La respuesta a esta pregunta se presenta en el siguiente resultado.

Teorema 1.3. Sean a y b enteros positivos primos relativos entre si, el mayor entero n
que no se puede representar como combinacion lineal de a y b con coeficientes enteros
no negativos esn = ab —a — b.

14



Demostracion. Se comienza por probar que N = ab — a — b, no se puede representar
como combinacion lineal de a y b con coeficientes enteros no negativos. Supéngase que
existen enteros x,y > 0 tales que

ar+by=ab—a—>

De donde, a(x + 1) + b(y + 1) = ab. Por lo tanto aly + 1 y bjx + 1. Entonces a < y + 1
yb<x+1,ydeahique

ab < a(z+1) ab <b(y+1)
Sumando estas desigualdades
2ab<a(x+1)+bly+1) =ab

lo que es una contradicciéon. Para completar la prueba basta con demostrar que para
todo entero m > ab—a — b+ 1, la ecuacion (1.1) tiene solucién en enteros no negativos
x, y. Esto es equivalente a demostrar que para todo r > 1, existen enteros xg,yy > 0,
tales que

axrg+byo=ab—a—b+r

Si esto se cumple entonces a(xg+1)+b(yo+ 1) = ab+r. Asi que es suficiente demostrar
que para todo r la ecuaciéon
ar +by=ab+r (1.3)

tiene solucion en enteros positivos z,y. En la demostracion del teorema 1.2 se probo
que para todo entero r > 1, existen enteros xg, 3 > 0 tales que axg + byy = ab + r. Si
tanto xo como gy son mayores que cero, la demostracion esta completa. Si uno de los
dos es cero, supoéngase por ejemplo que zy = 0, entonces by, = ab + r, y esto implica
que r es divisible por b; es decir, existe un entero ¢t > 0 tal que byy = ab + bt. Por lo
tanto

byo = bla+1t) =ab+r

En consecuencia, para todo entero » > 1, n = ab + r es una combinacién lineal con
coeficientes enteros positivos de a y b. Esto completa la demostracion. O

1.1.2. El problema general

Lema 1.1. Sea A = {ay,as,...,a;} un conjunto de enteros positivos primos relativos
entre si, tales que a; < ap < --- < ag y sea
Sk =S(a1,as,...,ar) =as+az+ -+ ax_1 + ajay.
Entonces, para n > Sy existen enteros positivos xy,xs, ..., Ty, tales que
n = a1Ty + aoxo + - -+ + apxy. (1.4)

15



Demostracion. Se utiliza inducciéon sobre k, el nimero de elementos del conjunto A.
En el caso k = 2, sea n = ajas + r con r > 0. Como ged(ag,az) = 1, existe
un entero 1 < x1 < ao, tal que a;zy = r méd as. Como r = n — ajas se tiene
a1x1 = n — ajag méd ag, luego a1z1 = nmoéd ay asi existe zo tal que zo|n — ajxy

de alli

n—a1x

X2
a2

es un entero positivo. Luego n = ajxy + asxe, y en consecuencia todo entero
n > S(ay,as) = ajas, se puede representar como combinacion lineal de a; y as con
coeficientes positivos.

Ahora supéngase que k > 3 y que el resultado del lema se cumple para conjuntos de
k — 1 enteros positivos primos relativos entre si. Considérese un conjunto de k enteros
positivos primos relativos entre si, A = {a; < ay < --- < ap}. Sid = ged(aq, as, . . ., ax),
entonces ged(asz, d) = 1. De esta forma, para cada entero n la congruencia

n = asx mod d

tiene soluciéon. Es decir, para cada entero n, existe un entero 1 < x, < d, tal que
d|(n — agxs).
Sea A" = {%,%3,-~- ,%“}. Notese que ged (%,%,~-- ,%“) = 1. Por la hipotesis de
induccion, si

n — Gy as Gy Q-1 10k
— >ttt =t —
d d d d d
existen enteros positivos x1, 3, ...,z tales que
n — a9y aq as Q.
7:—1'14-—1'34-"'4'—1’]@
d d d d
Es decir, si
a1ay,
n>a2x2+a3+a4+~-~+ak_1+7
existen enteros positivos 1, x3, ..., xy, tales que

n = air1 + aexo + -+ + ApT.
a1ay

Ahora como 1 < x5 < d, y a; > 0 entonces, todo entero n > asd+ag+---+ap_1+
se puede representar como combinacion lineal de aq, as, . . ., a; con coeficientes positivos.
Sea S; = asd+as+---+a_1+ a%?. Para completar la induccién basta con demostrar
que Sy < S. Esto se verifica, pues se tiene que

d—1

S—Sd :CLg(l —d)+a1ak
a

= (@~ 1)(77" —a)

16



Teorema 1.4. Dado un conjunto de enteros positivos primos relativos entre st,
A ={ay,a9,...,a;} entonces, todo entero suficientemente grande se puede representar
como combinacion lineal de aq,as, . .., a con coeficientes enteros no negativos.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que a1 < as < -+ < ay.
Del lema 1.1, se tiene que todo n > as + ag + - -+ + ax_1 + aia; se puede representar
como una combinaciéon lineal de ay,as,...,a; con x; > 0, ¢ = 1,...,k, es decir
n = a1x] + asTs + - - - + apxk. De esta manera para todo r > 0 se tiene que

n=as+as+---+aa +r=a1x1 + a9 + - - - + arxs, r; >01=1,...k
luego
n=aytaz+---+aag+r—a;—as—---—a = ay(r1—1)+az(xe— 1)+ +ap(zrp—1)

Sea ahora y; =x;, —1>0, ,i=1,... k asi
n=aay —ay —a+1r=ay +ays + -+ ay, yi > 0,i=1,...k

de donde para todo n > ajar —a; —ap + 1 = (a3 — 1)(ax — 1) se tiene que n se puede

expresar como combinacion lineal de aq, as, . . ., a; con coeficientes enteros no negativos,
lo que termina la demostracion. O
El teorema anterior justifica que se plantee el siguiente problema, dados ay,as, ..., ax

enteros positivos primos relativos entre si, ;Cual es el mayor entero que no se puede
representar como una combinaciéon lineal con coeficientes enteros no negativos de
ai,as,...,a? Este problema se conoce con el Problema de Frobenius, en honor del
matematico aleman Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) quien parece ser menciond
repetidamente el problema en sus conferencias.

Definicién 1.1. Dado un conjunto de enteros positivos primos relativos entre si

A = {ay,aq,...a}, se dice que el entero n es representable por ay,asg,...,a; (0
simplemente representable por A) si existen enteros no negativos my, ma, ..., my tales
que

n =mya, + moas + - - + muag (1.5)

El problema de Frobenius consiste en encontrar el mayor entero que no es representable
por A. Este ntimero se denomina el niimero de Frobenius de A, y se le denota por

glay,ag, ... ax) 6 g(A).

1.1.3. Resultados Generales El caso particular de un par de enteros primos relativos
a1, ay fue resuelto, segin Selmer ! por J.J Silvester en 1884. Sin embargo, cuando el
numero de enteros primos relativos crece el problema se hace méas dificil. El caso de tres

ISELMER, Ernst. (1977) On the linear Diophantine problem of Frobenius.

17



enteros primos relativos entre si fue resuelto por Selmer y Beyer en 19782, utilizando
un algoritmo de fracciones continuas.
Del teorema 1.3 se tiene que para k = 2

glay,az) = ajag —a; —as = (ag — 1)(ag — 1) — 1 (1.6)
Y de la demostracion de teorema 1.4 se tiene que si a1 < as < --- < a; entonces
g(a17a27"'7ak> < (a1_1>(ak_1>_1 (17>

Lema 1.2. Sean ay,as,...,a; enteros positivos primos relativos entre si. Si existe
1 < j < k tal que a; es representable como combinacion lineal de los otros a; con
coeficientes enteros no negativos entonces

glay,ag,...,ar) = glay,...,aj_1,aj41,...,ax)
Demostracion. Sea  t = g(ai,as,...,a;), se requiere probar  que
t=g(ay,...,a;-1,aj41,...,a;). Para este fin es necesario demostrar
1. Que para todo r € Z*, t 4+ r es representable por a1, ..., a;-1,aj41, .. ., Q.

En este sentido, si existe j tal que a; es representable por los a; con ¢ # j, entonces
toda combinacion lineal de los a; con coeficientes enteros no negativos se puede
expresar como una combinacién lineal solamente de ay,...,a;_1,aj41,...,a; con
coeficientes no negativos.

2. Que t no es representable por ay,...,a;_1,a;41,. .., Q.

Supoéngase que t es representable por ay, ..., a;_1,a;41, ..., ax, luego
t= a1, + -+ aj_la:j_l + aj+1a:j+1 + -+ AT}
con z; enteros no negativos e 1 <7 <k, i # j. De esta manera

t = a1 + -+ aj_la:j_l + aja:j + aj+1a:j+1 + -+ AT}

con z; = 0, asi t es representable por aj,as,...,a; lo que es una contradiccion
puesto que t = g(ay, as, ..., ax).
De (1) y (2)
glar, ..., a5-1,a541,...,ax) = g(auy, ..., ax)
Que era lo que se queria demostrar. O

?BEYER, Oyvind. SELMER, Ernst. (1978) On the linear Diophantine problem of Frobenius in three
variables.
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Del lema 1.2 se sigue que el problema de calcular g(ay,as, ..., a;) se puede reducir a
calcular el namero de Frobenius de £ —1 elementos siempre que exista 1 < 7 < k talque
a; sea representable por los a; con 7 # j.

Sea f(ai,as,...,a;) el mayor entero que no es una combinacion lineal de aq, as, . .., ax
con coeficientes enteros positivos. De las definiciones de f y g se tiene que

glar, az, ... a) = flar, ag, .. a) =01 —az — -+ — ap
De la igualdad (1.6) y la desigualdad (1.7) se tiene que
f(al, CLQ) = 103 (18)

flai,as, ... a;) <ax+ag+-- -+ ap_1 + ara (1.9)

La importancia de definir f se vera reflejada en los siguientes resultados pues a partir
de f se puede caracterizar el nimero de Frobenius y obtener propiedades que seran
fundamentales en lo que sigue.

Teorema 1.5. Sean aq,ao, ..., a; enteros positivos primos relativos entre si, entonces

k
flay,ag, ... a;) = inai
i=2

para ciertos enteros positivos Ty, T3, ..., Tk-

Demostracion. De la definicion de f(aq,as, ..., a) se tiene que

k
flay,az, ... ar) <ar+ flay,ag,... a) = a2 +Zaifﬂi
1=2

con z; > 0 luego f(ai,as,...,a;) = ay(zy — 1) + Zf:z a;x; vy de la definicién de
k

f(ai,as,...,a) se tiene que x; = 1 y por tanto f(ay,as,...,ar) = > x;a;. O
i=2

Lema 1.3. Sean ay,as,...,ar enteros positivos primos relativos entre si. Si d es un

divisor comun de as, . .., ag, entonces

Qo as Qg
f(al,ag,...,ak) = df <CL1,E,E,...,E)
Demostracion. Sean a; = da, i =2,...,ky f(aj,as,...,ar) = N. Por el teorema 1.5

k 2
N = inai = deia; (x; > 0)
i—2 i—2

19



, ... . k .
Asi N es divisible por d; es decir, N = dN', con N' = > ", a,x;. Para terminar la
demostracion basta probar que N’ = f(ay,d), ..., a}). Se prueba primero que N’ no se
puede expresar como una combinacion lineal de ay,daj, ..., a) con coeficientes enteros
positivos. Supongase lo contrario; es decir, que existen enteros positivos y; tales que

k
N/ =101 + Z yiaé (yz > O)
i=2
entonces

k
f(al,a2,...,ak):N:dN':(y1d)a1+Zyiai (yi > 0)

=2

lo que lleva a una contradiccion.

Ahora se prueba que si n > N’, entonces n se puede expresar como combinacion lineal
de ay,dl, ..., a) con coeficientes enteros positivos. En efecto, pues

nd > N'd=N

entonces nd se puede expresar como

k k
nd = Z 2;0; = 2101 + dz za; (2 > 0)
i—1 =2
luego

k
nd = za, + dz 2, (z; > 0)

1=2

1
Ahora multiplicando por p a ambos lados se tiene

k
n:@%—Zzia; (2 > 0)

214
Dado que n € Z se tiene que t = % € Z, y por hipotesis d t a; luego d divide a z;.

Sea z; = dz}, entonces
K
n=zia + E 2,
i=2

Por lo tanto, N’ = f(aq,db, ..., a}) O

Lema 1.4. Sean ay,as,...,a; enteros positivos primos relativos entre si. Si existe
1 < j < k tal que a; es representable como combinacion lineal de los otros a; con
coeficientes no negativos entonces

f(a1>a2a~~~aa'k):.f(a'la"'>aj—1>aj+1a"'>ak)+aj

20



Demostracion. Del lema 1.2 se tiene

glar, ..., a5-1,a541,...,ax) = g(auy, ..., ax)
y por lo tanto,
flay,ag, ... ax) =glay,...,ar) + a1 +as+ -+ ag
=g(a1,...,aj_1,0541,...,05) + a1+ as + -+ ay
= f(al, ey aj_l, aj+1, ey ak) + aj
O
De los lemas 1.3 y 1.4 se sigue que el problema de calcular f(aq,...,a;) se puede reducir
al caso en el que cada subconjunto de £—1 ntimeros de ay, as, . . ., a; son primos relativos

entre si y ninguno de los a; es una combinacion lineal de los a; restantes con coeficientes
no negativos.

Definicion 1.2. Se dice que un conjunto de n enteros ay, as, ..., a,, forma un sistema
completo de residuos modulo n si cada uno de ellos es congruente maodulo n a algin
t€{0,1,2,...,n— 1} y que cada pareja de ellos sea incongruente modulo n.

Definiciéon 1.3. Un sistema completo de residuos mddulo n se dice minimal st esta
conformado por los residuos positivos mds pequenos maodulo n.

A continuaciéon se obtiene un resultado que proporciona los fundamentos necesarios
para construir un algoritmo que permite calcular el niimero de Frobenius de un conjunto

de enteros positivos primos relativos entre si. Dado, A = {aj,as,...,a;}. Cada clase
residual modulo a; contiene ntimeros representables por as, as, ..., a,. En cada una de
estas clases residuales se escoge el menor entero positivo representable por as, as, . . ., ay.

Se denota este entero por t;, donde t; = | méd aq, y por w se denota el méximo de estos
numeros. Es decir

t; = min {n = xeas + w303 + - - - + Ty : x; > 0,n =1 mbd ay }.

w= max 1
1<I<a;—1

De esta manera los t;, 0 <[ < a;— 1 forman un sitema completo minimal de residuos
moédulo ag.

Se puede ver que si N = 0 mdd a;, entonces N es representable por aq,as,...,a;. El
siguiente lema presenta una manera de caracterizar a los enteros que son representables
por ai, as, ..., ax a partir de los t;.

Lema 1.5. Sean aqy,as,...,a; enteros positivos primos relativos entre si. Sea N =1 #
0 méd aq. Entonces N es representable por ay,as,...,ax sty solo si N > t;.
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Demostracion. Supéngase que N tiene una representacion por ag, as, ..., ag; es decir
que existen enteros no negativos x; tales que

N:x1a1+x2a2+~-~+xkak
entonces N — xja; tiene una representacion por as, ..., ag, y por definicion de t;
NZN—xlal Ztl

Por otra parte si N > ¢; y como t; = [ mdd ay, entonces existe un entero positivo m tal
que N =t; 4+ aym, de donde N tiene una representaciéon por ay, as, . . ., Gj. O

Teorema 1.6. Sean ay, as, . .., a; enteros positivos primos relativos entre si. Para cada
entero l = 0,...,a1 — 1, por t; se denota el menor entero positivo congruente con [
modulo a; que es representable por as, . .., ax, entonces

glar,ag, ... a5) = w—a.

Demostracion. Sea w = maxt;, de donde w = t, para algin 0 < s < a; — 1. Supongase
que w — ay es representable por aq, ..., ax; es decir, existen enteros z; > 0, 1< <k,
para los cuales

W — ay = 101 + To0g + -+ + TiAg

lo que implica que w — (x1 + 1)a; = z2a9+ -+ -+ xpar < w —ay; < w, asi w— (x1 + 1)ay
es un entero menor que w = t4, representable por as, ..., ar y ademés congruente con
w = ty, moédulo ay, lo que contradice la escogencia de t,, pues ts es el menor entero
representable por as,...,a; en su clase residual. Por lo tanto tal representaciéon no
puede existir, y esto implica que g(ay,...,ax) > w — a;.

Para probar que g(ai, as, ..., ar) = w — a1, basta con demostrar que si N > w — a;, N
tiene una representacion por ai, as, ..., ar. Sea N = [ mdd a, si N > w — aq, entonces
N > t; — a;. Supoéngase que N no es representable por aq, as, ..., ax. Del lema anterior
N < t;. Entonces existe un entero m > 0 tal que

t; =N+ ma;.

Ahora como N + a; > t; entonces m = 1. Esto implica que w > ¢, = N + a;. De donde
w —ay; > N, lo que es claramente una contradicciéon. En conclusion todo entero mayor
que w — a es representable por aq,as, ..., ag. O

Definicion 1.4. Sea A = {aj,as,...,ar} un conjunto de enteros positivos primos
relativos entre si. Se dice que A es un conjunto independiente si ningun a;, 1<1i<k
es representable por los demds elementos de A.

Teorema 1.7. Si A = {ay,aq,...,ar} es un conjunto independiente entonces
k < mina,.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad sea a; = gugk a;. Supongase que k > a; + 1,
AN

asi el nimero de elementos de as,as,...,a; es al menos a;. De esta manera en este
listado podrian haber a; elementos incongruentes modulo a; o en caso contrario debe
haber por lo menos un par de ellos congruentes médulo a;. En el primer caso se debe
cumplir que existe ¢ > 2 tal que a; = 0 méd a; y por lo tanto a; = kay, contradiciendo
el supuesto de independencia del conjunto. En el segundo caso debe ocurrir que existen
i,7 > 2 tales que a; = a; méd a; con a; > a; y entonces a; = a; +ta; con t > 0
que contradice nuevamente el supuesto de independencia del conjunto. Por lo tanto
k < a; = mina;. O

1.2. FRACCIONES CONTINUAS

Una Fraccion Continua es una expresion de la forma,

b

a1+

as + ———
ay _|_ e

donde los a; y b; son ntimeros reales o complejos. Si todos los b; son 1, a; es un entero
arbitrario y todos los a; con 7 > 2 son enteros positivos, se dice que la fracciéon es una
Fraccion Continua Simple; es decir, una fraccion continua simple tiene la forma,

1
ai +

as +

donde a; es entero y a; > 0 para i > 2.

Los niimeros a; en una fraccion continua simple se llaman los términos de la fraccion. Si
el niimero de términos de una fraccién continua simple es finito, se dice que la fraccion
es una Fraccion Continua Simple Finita y esta representa un ntmero racional. Si el
numero de términos es infinito, se dice que la fracciéon es una Fraccion Continua Simple
Infinita.

En adelante, cuando se hable de Fracciones Continuas se asumird que son Fracciones
Continuas Simples.
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1.2.1. Fracciones continuas finitas La fraccion continua simple finita,

1
a; +
1
a9 +
1
as +
1

ag+ ———
1
G,

se representa con la notacion [aq,as,...,a,] y es un namero racional que se obtiene

efectuando las operaciones indicadas. El reciproco de esta afirmacion también es cierto
y se vera en el siguiente resultado.

Teorema 1.8. Todo niumero racional se puede expresar como una fraccion continua
simple finita.

Demostracion. Sea r = IT; un namero racional con ¢ > 0. Aplicando repetidamente el
algoritmo de la division se tiene

p=qai+r1, 0<r <gq
q = riag + 7o, 0<ry <y
Ty = Toa3 + T3, 0<ryg<ry
Th—3 = p—20p—1 + Tn_1, 0 < Tpo1 < Th_2
Tp—o = Tp—1Gn + Ty con r,=0
Como los residuos ri,rg,... forman una sucesion decreciente de enteros positivos

menores que ¢, el proceso debe terminarse en un ntimero finito de pasos con un residuo
r, = 0 como se ha indicado.

Las ecuaciones anteriores pueden escribirse en la forma

r
p:a1+j:a1+z

q "
q T2 1
—:a2+—:a2+q
™ & s
T T3 1
— =a3+ — =0a3+
) T2 o
r3
T'n—3 n—1 1
” :an—l‘i‘r = Op—1 + 77
n—2 n—2 a1
T'n—2
:an
Tn—1
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y por sustituciones sucesivas se obtiene

= [al,ag....,an]
0

En general todo ntimero racional puede expresarse como una fraccién continua simple
. . . D -
finita de dos formas diferentes. En efecto, si = = [ay, as, . .., a,] con a, > 1, escribiendo

el ultimo término a,, en la forma a, = (a, — 1) + 1 se tiene

p
5 = [a17a27"'7an] = [a17a27"'7an—17an_ 171]7

y si a, = 1, se puede escribir

1 1
Up1+— =01+ =01+ 1
an 1
y por lo tanto
p
- = [0,1,0,2,. .. ,an] = [al,aQ, vy Qp_2,0p_1 + 1]

El razonamiento anterior también muestra que si una representaciéon de un ntmero
racional como fracciéon continua finita tiene un nimero par de términos, su otra
representacion tiene un nimero impar de términos.

1.2.2. Convergentes Dada una fraccion continua simple [ay, as, .. .|, que puede ser

finita o infinita, se define sus convergentes o reducidas como los nimeros racionales
Ci = lay,as,...,a;-1,0; donde i = 1,2,3, ...
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Ejemplo 2. Considérese la fraccion continua finita [2,4, 1, 6]. Sus convergentes son

O =[2] =2
Cy=12,4 =2 1—9
2= [2,4] = TI1T1
1 11
C;=12,4,1=24 ——= —
3 [77] +4 1 5
1
1 75
Ci=12,4,16=24 ——= —
4 [aaa] +4+ 1 6
1—|—1
6

P . : : .
Teorema 1.9. Sea C,, = — la convergente n-ésima de una fraccion continua simple

[a1,as,...]. Se define ademds Py =1, gqo = 0, Py =0 y g1 = 1. Entonces se tienen
las formulas de recurrencia
P,=a,P,_1+ P,_
! ? (1.10)
Gn = AnQn-1 + Gn—2

vdlidas para todo n > 1.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre n. Si n =1 las formulas (1.10)
se transforman en
P1:a1-1+0:a1
q1:a1~0+1:1,
Py

luego €1 = — = a; = [a1] como se requiere.
q1

Supoéngase ahora que el resultado es cierto para n = k y cualquier fracciéon continua.

Se tiene
1

Ak41

Crt1 = [a1, a9, ..., a, apq1] = |:a17a27 ey A1, G +

y por la hipétesis de induccion

1
(ak + ) Py 4+ P
ag+1

Ck+1 = 1
(ak + —) k-1 + Qr—2
Ag+1

~ap1(apPe1 4 Pr_o) + Prq

g (ARGe—1 + Q2) + @1
:ak-i-lpk + Py

Ok+19k + Q-1
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En consecuencia
Pyi1r = ap1 Py + Pyy

Q+1 = Qk+1qk + Gr—1

Por lo tanto, las formulas (1.10) son vélidas para todo entero n > 1. O

P, . . . .
Teorema 1.10. Sea C,, = — la convergente n-ésima de la fraccion continua simple
dn
lai, as,...], entonces

PnQn—l - Pn—lQn = (_l)n (111)
para todo n > 1.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre n. Sin = 1 se tiene
Plf_Io—PoCh=a1'0—1'1:(—1):(_1)1

puesto que P, = ay, ¢ = 1 y por definicion Py =1y ¢y = 0.
Supoéngase que el resultado es cierto para n = k. Por las férmulas (1.10) se tiene

Po1qi — Peqierr =(ap1 P + Pec1) @ — Pr(akr1q6 + qe—1)
= — (Pe@r—1 — Peoaqr)
= ()= (1

y por el principio de inducciéon matematica, la ecuacion (1.11) es cierta para todo
n>1. ]

Corolario 1.1. Para todo n > 2
(=1)"

Cp— Chy = (1.12)
Gndn—1

Demostracion. Dividiendo (1.11) por ¢,q,_1 se tiene el resultado deseado. O
Corolario 1.2. Para todo n > 1, (P,,q,) = 1.
Demostracion. De (1.11) se sigue que

Gn-1 Pn—l

Pn— N aNo1 1

07 e
y por el teorema 1.1 (P,,q,) = 1. O
Teorema 1.11. Sea C,, = — la convergente n-ésima de la fraccion continua simple

dn
lai, as, .. .], entonces

PnQn—2 - Pn—2Qn = (_]-)n_lan
para todo n > 1.
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Demostracion. Para n > 1, por las férmulas de recurrencia y el teorema 1.10 se tiene

PnQn—2 - Pn—2qn :(a'npn—l + Pn—2)Qn—2 - Pn—2(anQn—1 + Qn—2)
:a'n(Pn—lqn—2 - Pn—Qqn—l)

=a,(—1)""1.
O
Dividiendo por ¢,q,_2 se tiene el siguiente corolario.
Corolario 1.3. Para todo n > 3,
Cpn—Cho= ﬂ (1.13)
Andn—2

P
Teorema 1.12. Si C,, = —= es la convergente n-ésima de la fraccion continua simple
n
lai, as, ...], entonces para todo n > 1
an 2 qn—1
y la desigualdad es estricta para n > 1.

Demostracion. Sin =1 la desigualdad se reduce a q; > gy = 1 que es verdadera puesto
que ¢; = 1. Usando el Teorema 1.9 y observando que a, > 1, se tiene

Ok = AkQr—1 + Qe—2 = Qk—1 + Qk—2 > Q1.
Por lo tanto el resultado es cierto para todo entero positivo n > 1. O
Corolario 1.4. Para todon > 1,q, > n.
Demostracion. Como gy = 1, el resultado es consecuencia de la desigualdad estricta. [

Teorema 1.13. Las convergentes C,, de una fraccion continua simple satisfacen las
desigualdades
Cl<03<05<"',

CQ>C4>CG>"'.

Ademds toda convergente de subindice impar es menor que toda convergente de subindice
par.

Demostracion. Sin > 3 y n es un entero impar, el lado derecho de la ecuacion (1.13)
es positivo y por lo tanto las convergentes impares forman una sucesion creciente. En
forma similar se ve que las convergentes pares forman una sucesion decreciente.
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Por el corolario 1.1 se tiene que

(=n"

C,—C,_1 = ,para n > 2
dnqn—1
tomando n = 2k se tiene
1
Co — Oy = —— >0,
Q242K —1

luego

Co, > Co,_1 para todo k> 1. (1.14)

Sean ahora r y s enteros positivos tales que r sea par y s impar. Se pueden presentar
dos casos

1. Sir > s. Como r es par, se tiene r = 2k para algin k € Z* luego
s€{1,3,5,...,2k — 1} entonces

Cr = Oy, > Oy > C.

2. Sir <scons>3. Como s esimpar, se tiene s = 2t + 1 para algin t € Z" luego
r€{2,4,6,...,2t} asi

Cr > Cy > copyg > Oy = C

De 1y 2 se concluye que toda convergente impar es menor que toda convergente par. [
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2. METODOS PARA CALCULAR EL NUMERO DE FROBENIUS

En lo que sigue se presentaran de forma detallada algunos métodos para encontrar
el nimero de Frobenius en tres variables. Estos métodos fueron presentados por
algunos matematicos como: Hofmeister, Selmer, Beyer, Rodseth, Brauer y Davison.
Sin embargo, en ninguno de ellos se obtiene una férmula simple para el célculo de dicho
numero. En efecto, todos se reducen a la aplicacion del teorema 1.6.

Dado un conjunto A = {ay, as,...,a;} de enteros positivos primos relativos entre si, el
método de Hofmeister! consiste en la construccién de un sistema completo de residuos
moédulo aq, para calcular 1.6.

Selmer y Beyer? hicieron una extensiéon del sistema propuesto por Hofmeister y
presentaron una reduccion a la férmula de Hofmeister para el calculo de 1.6 utilizando
fracciones continuas®. Por su parte Rodseth? también implementa fracciones continuas
utilizando residuos negativos. En contraste a los anteriores Brauer® propone un método
geométrico para el calculo del nimero de Frobenius, método que fue implementado en
un algoritmo por Davison®.

De lo anterior se debe tener claro que los métodos de Selmer y Rddseth son extensiones
del método de Hofmeister los algoritmos que se presentan como apéndice se comportan
de la misma manera.

El interés del presente trabajo es ver que cada uno de los métodos es capaz de calcular
el nimero de Frobenius para ternas de ntimeros cada vez mas grandes y sin tantas
condiciones, lo que se hace evidente en la tltima secciéon del presente escrito. Sin
embargo, determinar cual de lo métodos llevado a un algoritmo es el més eficiente
no recae entre los objetivos de este documento ya que nunca se calcul6 el tiempo de
ejecucion de cada algoritmo ni fueron comparados bajo ningtn criterio.

Por otro lado deacuerdo al lema 1.2, g(ay, as, az) puede reducirse al célculo del numero
de Frobenius en dos variables cuando uno de los elementos de a1, as y a3 es representable
por los dos restantes.

ISELMER, Ernst. (1977) On the linear Diophantine problem of Frobenius.

?BEYER, Oyvind. SELMER, Ernst. (1978) On the linear Diophantine problem of Frobenius in three
variables.

3GORDILLO, Enrique. JIMENEZ, Rafael. RUBIANO, Gustavo. (2004) Teoria de Nimeros.

*RODSETH, Oystein. (1978) On a linear Diophantine problem of Frobenius.

SBRAUER, Alfred. SHOCKLEY, James. (1962) On a problem of Frobenius.

SDAVISON, J.L. (1994) On the linear Diophantine problem of Frobenius.

30



2.1. METODO DE HOFMEISTER

Hofmeister mostré que todas las formulas para k& = 3 previas a su articulo” de 1966
pueden ser deducidas del resultado que se muestra a continuacion.

Sea A = {ay, as, a3} un conjunto de tres enteros positivos independientes primos dos a
dos. Como ged(aq,az) =1y A es independiente, la congruencia asx = az méd a; tiene
solucion tnica moédulo aq, es decir existe s € {0,1,...,a; — 1} tal que

ass = az mod a; (2.1)

Sin embargo, si s = 0, se tendria a3 = 0 mdéd a; y si s = 1 se tiene ay = ag + a,p para
algtin p € Z*. En ambos casos se contradice la independencia de A. Asi 1 < s < a; — 1.

Ademas de (2.1) existe, t € Z, unico, tal que ass — ag = a;t de donde
asz = as8 — ayt. (2.2)

Dado que A es independiente se debe tener t > 0.

Por otro lado, por el algoritmo de la division, existen enteros q y r tales que
ap =qs+r 0<r<s-—1 (2.3)

Puesto que si 7 = 0, a; = ¢s, de esta manera de (2.1) se tiene

ass = az mod aq multiplicando por ¢

qass = qaz mod aq dado que a; = gs

ai1as = qaz mod aq

0 = gas méd a; luego existe m € Z* talque
qas = a1m asi

az = sm

De manera que ag = sm y como a; = ¢s resulta que ged(ag,as) # 1, contradiciendo
que aq,as y az son primos dos a dos.

En el diagrama (2.4) se presenta un conjunto de enteros representables por ay y as.

as Qay e (s — 1)as
as as + as T e - (S — 1)a2 + as
................................................ (2.4)
(g—Das as+ (q—1)ag 2as+ (gq—1)ag -+ vorvenee (s—1)az + (¢ — 1as
qaz a2 + qas 2az +qaz - - (r —1)az + qas

"THOFMEISTER, G. R. (1966) Zu einem Problem von Frobenius.
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Los elementos que estan en el diagrama son de la forma asx + azy donde (z,y) € T1UT,
y

Ty =A{(z,y):0<2<s-1,0<y<q—1, z,y € Z* U0}
To={(z,y):0<a<r—1l,y=gq, v,y € Z" U0}

De la ecuacion (2.1)
as + azy = asx + sasy = as(x + sy)(mdday)

Como ged(ag,az) = 1 y se puede probar que 0 < = + sy < ay, los elementos en el
diagrama constituyen un sistema completo de residuos modulo a;.

Luego para utilizar el teorema 1.6 se debe tener que el diagrama representa un sistema
minimal moédulo a;. Esto se muestra en el siguiente resultado de Hofmeister.

Teorema 2.1. Sea A = {ay,a9,a3} un conjunto de enteros positivos independiente
primos dos a dos. Sean q,s yr como en la ecuaciones (2.1),(2.2) y (2.3). Si (¢+1)az >
(s —r)ag entonces

g(a1, as, a3) = méx{(s — 1)ag + (¢ — V)as, (r — 1)az + qaz} — ay (2.5)

Demostracion. Sea t; el menor entero representable por as y a3 congruente con [ médulo
ay. Ahora los elementos del diagrama (2.4) son los ¢;. En efecto, primero se demostrd
que cada elemento que esta en el diagrama (2.4) es congruente con algin ¢; médulo a;.
De la ecuacion (2.1) y como az < sag, no tiene sentido extender el diagrama maés alla
de la ultima columna. Los s — r elementos restantes de la tdltima fila, son congruentes
modulo a; con los primeros s — r elementos de la primera fila en el diagrama. Ademas,
como (q+ 1)ag > (s —r)as, esto implica que no se obtienen enteros menores que los que
ya se tienen en el diagrama al agregarle mas filas. De esta forma en el diagrama (2.4)
se encuentran los enteros ;.

Finalmente del teorema 1.6, y como los elementos del diagrama estan en 7 U T5, el
méaximo de los t; es (s — 1)as + (¢ — 1)as 6 (r — 1)ag + qas se tiene que

g(ab az, CL3) =maxt —a; = méX{(S - 1)612 + (q - 1)a3, (7’ - 1)612 + qag} —m

2.2. METODO DE SELMER Y BEYER

2.2.1. Descripcion del método A continuacion se presenta un método para calcular
el niimero de Frobenius encontrado por Beyer cuando realizo su tesis bajo la asesoria
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de Selmer®. Su resultado fue presentado en el décimo séptimo congreso Escandinavo de
Matematicas en Aabo(Turku) en Finlandia en agosto de 1976.

Beyer introduce la M-funcion, la cual escoge en una lista de nimeros ordenados el entero
méas pequeno de la segunda mitad de dicho listado. Esta funcién fue introducida para
calcular el nimero de Frobenius en tres variables. Este método se basa en los resultados
obtenidos por Hofmeister cuando la condicion (g + 1)asz > (s — r)ag no se cumple.

Como se mencioné anteriormente se puede asumir ai,as y as primos dos a dos e
independientes. Sean s, t y 7 enteros como en las ecuaciones (2.1),(2.2) y (2.3).

El diagrama (2.4) presentado en el método de Hofmeister se puede reescribir como un
sistema de coordenadas cartesianas (z,y) como sigue

(0,0) (1,0) (s —1,0)
(0,1) (1,1) (s—1,1)
: : : : (2.6)
0,¢—=1) (1,¢g—1) (s—1,¢q—1)
(0,q) (Lg) -+ (r—1,q)

Como en el método de Hofmeister dentro de este diagrama las combinaciones (2.4)
representan todos los residuos (méda;) sélo una vez, asi bajo las condiciones del
teorema 2.1, se obtiene el nimero de Frobenius en una de las dos esquinas inferiores
derechas del diagrama anterior.

Si la condicion (¢+ 1)as 2 (s —r)ag no se cumple, entonces Selmer y Beyer demuestran
que al diagrama (2.6) se le pueden agregar otras lineas. En este caso el diagrama debe
ser extendido para encontrar representaciones mas pequenas xas + yaz para algunos
residuos modulo a;. Sin embargo no es 1til extender el diagrama hacia la derecha dado
que sap puede siempre ser reemplazado por un entero més pequeno congruente con él,

a3 . Del mismo modo en la posicion (r, q) se tiene
ras + qaz = ras + q.sas = (¢s + r)as = ajas = 0 méd a4

Por esto ninguna representacion minimal xas + yas serd encontrada en una extension
hacia la derecha. De alli la tinica extension posible del diagrama sera por lo tanto abajo
de la dltima linea incompleta.

Para llevar a cabo esta extensién considérese

s=mr+p, 0O<p<r (2.7)

SBEYER, Oyvind. SELMER, Ernst. (1978) On the linear Diophantine problem of Frobenius in three
variables.
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y se asume p > 0. El primer paso de este proceso esta en la construccion del siguiente
diagrama.

Figura 2.1: Encasillamiento de 2.6 cuando (g + 1)as > (s — r)as no se cumple.

P A, Ay Ay

5 |\

{

=
|
3

AN

0

La franja horizontal y la linea estrecha debajo de esta, corresponden a los puntos del
diagrama (2.6) y el resto de la franja vertical es la extension.

Ambas franjas son divididas en m bloques de ancho r y alto ¢. Estos bloques son
congruentes por pares, en el sentido que puntos correspondientes de los bloques A; y B;
representan combinaciones congruentes modulo a;. Esta propiedad se puede verificar
comparando las esquinas inferiores derechas de los pares de bloques correspondientes
que tienen la siguiente forma

de A;: (s—1—-(G(—1rq—1),

2.8
de B;: (r—1,(i+1)q). (28)

y sus respectivas combinaciones lineales son:
a;=(s—1=(0G—Dr)as+ (¢ —1)as, G;=(r—1)az+ (i + 1)qas. (2.9)

Entonces se tiene que a; = (; méd a,.

En efecto, se sabe que
ras + qas = 0 méd aq

multiplicando por —i a ambos lados se tiene

—i(ras + qasz) = 0 méd a,
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de alli

—iras = iqaz mod aq

ahora como say = a3 mod a; podemos sumar sas y restar as
sas — iras — az = iqas mod aq
restando a, y sumando ras y gaz a ambos lados de la congruencia se tiene
Sas — ag — iras — ag + rag + qaz = (iqaz — ag + ras + qaz) méd a;

(s —1)ag — (i — D)rag + (g — 1)az = (i + 1)gaz + (r — 1)az méd ay
(s—1—=(G—1)r)az+ (g —1)az = (i + 1)gaz + (r — 1)az méd ay

luego
a; = (; mod aq

Lo que demuestra la congruencia de los bloques.

En particular la clase residual 0 no se encuentra en ninguno de los bloques B;. Esta
clase esta representada debajo de B,, por el punto (r —p,(m + 1)g+ 1).
Basta con demostrar que

(r—plag+ ((m+1)g+ 1)az = 0 méd a;

Sea entonces
a1 = 0 méd aq

como a; = ¢s + r se tiene
(gs+ 1) =0mdbd a4

multiplicando a ambos lados por mas
mras + mqsas = 0 mod aq
sumando y restando sas
—Say + mras + mqsas + sa; = 0 mod aq

—as(s —mr) + mgsay + say = 0 méd ay

Como s = mr + p se deduce que
—pas + mqsas + sas = 0 mod aq
Como ajas = 0 méd a; podemos sumar ajay sin que se afecte la congruencia

a1as — pas + mqsas + sas = 0 mod aq
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Dado que a; = gs + r se tiene
(gs + r)ay — pag + mqsas + saz = 0 méd ay

qsas + ras — pas + mgsas + sas = 0 mod ay
(r —p)ag + (m + 1)gsas + sas = 0 mdd a,
(r—p)ag + ((m+ 1)g+ 1)sag = 0 méd a,

que era lo que se queria demostrar.

De este modo los primeros r — p puntos de la linea inmediatamente abajo de B,
seran por lo tanto congruentes a los tltimos r — p puntos en la franja estrecha arriba
de Bj. Si los primeros puntos representan combinaciones més grandes xas + yas que
los tltimos no es necesario extender el diagrama abajo de B,,. La condicién para
esto puede ser encontrada al comparar los dos puntos representantes del residuo 0
(r—p)ag+ ((m+1)g+ 1)as y ras + qas, es decir el diagrama no debe extenderse abajo
de B,, si
(r —p)az + ((m+1)g + 1)az > ras + qaz

o lo que es lo mismo

ras — pas + mqas + qas + as > ras + qas

(mq + 1)as > pay

Luego

a
as P

2.1
as mq+1 (2.10)

Lema 2.1. Con la notacidon anterior. Si

a
w3 > p
as mq+1
entonces
g(ab ag, a3) = —a; + méx{ﬁo, i, min {ab ﬁl}, ..., min {Oém—b ﬁm—l}}

Demostracion. Cuando la condicion (2.10) se satisface los candidatos para los t; son
encontrados en el diagrama de la figura 2.1 Para determinar el méxt; es suficiente
comparar las esquinas inferiores derechas de cada bloque A; y B;, que son los valores «;
y Bi (ver (2.9)). Ademas, se debe considerar el elemento 3, encima de By, (ver teorema
2.1). Sin embargo se puede eliminar 3, de la lista ya que como se demostrd [3,, =
y ademas (3,, > «,, que se puede demostrar como sigue

a
a P
as  mq+1
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(gm + 1)asz > asp
(gm + 1)ag > as(s — mr)
maqas > Sag — Mrag — a3

si se suma ras y qaz a ambos lados de la desigualdad se tiene
ras + maqas + qas > Sas — Mras — az + ras + qas
ras + (m+ 1)gag > (s — (m — 1)r)azs + (¢ — 1)as
Y restando as a ambos lados de la desigualdad
(r—1as+ (m+1)gag > (s—1—(m—1)r)as+ (¢ — 1)as

de alli
Bm > o,

Parai=0,1,...,m — 1, se debe escoger el correspondiente t; = a; = (3; como el mas
pequenio de «y; y [3; (esto por la definicion de los ¢;). Bajo la condicion (2.10), el teorema
1.6 implica que

g(ay,ag,a3) = —ag + max{fy, apm, min {ay, H1},...,min{au,_1,Bm-1}} (2.11)
U

Indudablemente, esto es una forma explicita para calcular g(aq,as,as), aunque muy
dificil de manejar. Sin embargo es posible simplificar esta férmula con la introduccion
de la funcion M{xq,zs, ..., xe,} de un nimero par de argumentos, dada por

M{zy, @2, Tom} = Ty, Tiy S Tipg < Ljg <00 S Ty, (2.12)

Es decir se organizan los argumentos en orden creciente y se selecciona el niimero méas
pequeno de la segunda mitad.
Con m =1 se tiene que M{xy,zo} = max{z, 2}

Lema 2.2. Con la notacidon anterior. Si

entonces

g(al,a2,a3) = —a; + M{OQ,OK% e Oy Bos B 7ﬂm—1}
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Demostracion. Volviendo a (2.9) se nota que

Q1 > Qg > 0 > Qy, Bo < B <+ < B

Estas desigualdades hacen que la funcién méaximo de (2.11) pueda ser reemplazada por
la funcion M de 2m argumentos «; y 3; (ver ecuacion (2.12)).
Se debe probar que

M{Oél, Qg, ...y Oy, /60a /617 cee >ﬁm—l} - méx{/@Oa A, min {ala /Gl}a ) min {am—b ﬁm—l}}

Para este fin sea t = max{fy, am,, min{ay, 51}, ..., min{o,_1,0Bn_1}}. Para que se
cumpla la igualdad, ¢ debe estar en la posicion m + 1, ya que la funciéon es de 2m
argumentos, es decir antes de ¢ debe haber m elementos y después de ¢ deben haber
m — 1 elementos, cuando se encuentran organizados en forma creciente los a; y ;.

Se va a demostrar que después de ¢ hay m — 1 elementos y que ademéas no se puede
introducir otro elemento en esta lista.

Por hipoétesis se tiene que
ap>ag> >, Y Lo< << Bt
Ahora, existen dos opciones para el maximo
1. Sit=p

n =0 <Bir1 < < Bmor = Birm-1)—i
Asi a la derecha de t hay (m — 1) — i elementos.

» Por otro lado t = 3; = min {«oy, 5;}
asit=(; < a; < a;_1 < --- <« ala derecha de t hay ¢ elementos.

De los dos items anteriores se tiene que a la derecha de t hay (m — 1) —i 41
elementos es decir hay m — 1 elementos.

Ahora se demostrara que so6lo son estos los elementos que estén a la derecha de ¢,
para esto se intentara introducir un elemento mas.

Supéngase entonces que existe 7 > ¢ tal que ¢ < «; para lo cual se tiene dos
opciones

a) min{o;, 5} = a;

a; no puede estar a la derecha de ¢ por que contradice la escogencia de t
CcoOmo maximo.

38



b) min{o;, 5;} = B; Como j > i se tiene t = 3; < 3, lo que es absurdo porque
t es el maximo.

Como ninguna de las dos opciones es posible, queda demostrado que no se
puede introducir ningin elemento mas a la derecha de ¢

nt=o; < a1 <@g <--- < aladerecha de t hay (i — 1) elementos.

» Por otro lado t = a; = min{ey;, 5;} < 5 < Biv1 < -+ < B
por esto a la derecha de ¢t hay m — 1 — ¢ + 1 elementos, es decir hay m — ¢
elementos .

Por tanto a la derecha de ¢t hay m — 7417 —1 = m — 1 elementos.

Nuevamente se debe demostrar que sbélo son estos los elementos. Para esto se
intentaréd introducir un nuevo elemento en la lista.

Supoéngase entonces que existe j < 7 tal que t < [3;. Para lo cual se tienen dos
opciones
a) min{w;, f;} = a; como j < i se tiene t = a; < «a; lo que contradice la
escogencia de ¢t como maximo.
b) min{e;, 5;} = B;. B; no puede estar a la derecha de t ya que contradice la

escogencia de ¢ como maximo.

Como ninguna de las dos opciones es posible, queda demostrado que no se puede
introducir ningin elemento a la derecha de ¢.

De (1) y (2) se deduce que a la derecha de t sélo hay m — 1 elementos y como la funcion

M es de 2m argumentos incluyendo t es claro que a la izquierda de ¢ se encuentran m
elementos, llegando asi a lo que se queria probar y por lo tanto

M{O&l,OQ, .- '7am;607517 e 'aﬁmfl} = méx{ﬁo,am,min {051751}7 s ,rm’n {amflvﬁmfl}}

Asi la ecuacion (2.11) es reescrita

g(al,a2,a3) = —a; + M{OQ,OK% e Oy Bos B 7ﬂm—1}

Teorema 2.2. Con la notacion anterior. Si

entonces

g(ar,a,a3) = —ay+ (r — Dag + (¢ — V)az + M{(s — (i + 1)r)ag, (1 + jq)as}
i,j=0,1,....,m—1.
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Demostracion. Dado que

a;=(s—=1—(i—1)r)as+ (¢ — 1)as,
Bi = (r —1L)ag + (i + 1)qas.

g(a1,az2,a3) = —a; + M{(s —1)az + (¢ — 1)as, ((s — 1) —r)az + (¢ — 1)as, . ..,
(s —1)— (m —1Drag + (¢ — D)as, (r — )az + qas, (r — 1)az + 2qas, . .., (r — 1)az + mgas}

Sacando de la funcion M el término (¢ — 1)as que aparece en todos las componentes
donde se calcula la funciéon M se tiene

g(ar,az,a3) = — a1 + (¢ — L)as + M{(s — 1)az, ((s = 1) = r)az,..., ((s = 1) = (m — 1)r)as,
(r—1az +as, (r—az + (1 + glas, ..., (r — Laz + (1 + (m — 1)q)as}
ya que
(r—1)ag+mqas—(¢—1)az = (r—1)as+(m—1)gas+as = (r—1L)as+ (1 +(m—1)q)as
Si ademas se extrae de la funcion M (r — 1)ay se obtiene

= —a1+(¢—1Das+(r—1)as+M{(s—7r)az, (s—2r)asg, ..., (s—mr)az, a3, (1+q)as, ..., (1+(m—1)q)as}

esto por que

(s—=1)—(m—1Dr)ay — (r —1)ay
= Sa9 — Ay — Mray + as =

sas —mras = (s —mr)as

glai,az,a3) = —a; + (r — Dag + (¢ — 1)az + M{(s — (i + 1)r)ag, (1 + jq)as}

- (2.13)
1,7=0,1,....m—1.

O

La formula es valida para la condicion (2.10). Si (2.10) no se satisface se debe extender
la figura 2.1 justo debajo de B,,. Los nuevos bloques seran méas angostos. La forma de
la figura 2.1 depende de el algoritmo de la fracciéon continua para el radio a; : s.

2.2.2. Calculo del ntimero de Frobenius para tres variables utilizando
fracciones continuas A continuanciéon se presenta un procedimiento encontrado
por Selmer. Este es una extension del teorema 2.2 el cual se aplica cuando es necesario
hacer una ampliaciéon en la figura 2.1.

Los primeros dos pasos de este algoritmo son de hecho ya mostrados por las ecuaciones
(2.3) y (2.7), donde a;,ay y ag son primos relativos e independientes, los cuales se
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escribirdn como

a1 = qs+1r = qys+ 1o 0<ro<s (2.14)
s=mr+p=qro+n 0<r <ro (2.15)

el paso general es dado por

T'n = qn4+-2Tn+1 + T'n+2 0< Tn+2 < Tn+l

Como ged(ay,asz) = 1 entonces ged(aq, s) = 1, el altimo residuo diferente de cero es 1,
luego la préxima divisiéon termina el procedimiento.

Con los cocientes qq, q1, go,. - ., se construye la fraccion continua simple [qo, ¢1, g2, - - - , |
y se consideran los convergentes de la forma usual (ver 1).

P
Cp= =2 = do
Qo 1
P Qg1 +1
Ci=— =g, ql=——
! Q1 [0 1] q1
Py (qo¢1 +1)g2 + qo
C = —— = , , —
=0, (90, 01, 4] p—
p

a

Por otro lado de la ecuacion (2.10) se tiene que — >
as qam

si es necesario o no extender el diagrama de la figura 1 abajo de B,, y de la ecuacién

(2.9) se tiene p = s — mr, ademés ¢ = qo y m = ¢; entonces

es la condicion para saber

as s—mr s—mr
— >

ao QOQ1+1_ P

Mas aun de las ecuaciones (2.14) resulta 1 = s — q179, ¢1 = m y r = ry de este modo
r1 = s — mr, luego la ecuacion (2.10) puede ser reescrita como

as Tl
— > = (2.16)
ag Pl

que serd ahora asumida como la condicion para la extension del diagrama.

En esta notacion las esquinas o los ceros del diagrama de la figura 2.1 pueden ser
reescritas como

(Tv Q) = (TOv PO)
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Ademas el siguiente cero que se muestra en el diagrama dado por (r —p, (m+1)g+ 1)
puede ser reescrito por

(r—p,(m+1)g+1) ro — $ + mrg,(m+1)go + 1)

To — S+ 170, qo + mqo + 1)

ro — (S — q170)s Qo + ¢1q0 + 1)
ro — 11, Py + P1)

= (
= (
= (
=

Si
as (&1
o <P (a)

el diagrama permite extension y el préximo cero que se encuentra esta en
(’l"() — 2’/"1, P() + 2P1)

Comparando (rg — 11, Py + P1) con (rg — 2r1, Py + 2P;) para detener la extension del

diagrama se tiene

(’l“() — 2’/“1)(1,2 + (PO + 2P1)CL3 > (’l“() — 7’1)0,2 + (P() + Pl)a,g
roGo — 27"1@2 + P(]Cbg + 2P1(L3 > oo — 7109 + P(]CLg + P1a3

Pias > rias
a3 T
az P
Que es una contradiccion de (a); asi se debe seguir extendiendo.
Los préximos ceros se sittian en

(7’0—3’/“1,P0—|—3P1)
(7’0—4T1,P0+4P1)

(ro—krl,P0+kP1), k‘:1,2,...,q2—1
k va hasta ¢, — 1 porque cuando es ¢y se tiene
(ro — q2r1, Po + @2 1) = (12, )

ya que

B T — @271 = 'y PpOrque ro = @27 + 1o en las divisiones sucesivas.
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s Py + ¢ P, = P, por propiedad de los numeradores de los convergentes
P, = QnPn—l + P,_s.

el proximo cero es
(ro — 73, P2+ )
Comparando (13, Py) con (ro — r3, Py + P3)

(TQ—Tg)CL2+(P2+P3)a3 >7’2a2+P2a3
T209 —r3a3+P2a3+P3a3 > Tgag—l—Pga,g

P3a3>7’3a2
as T3
a P
de (a) y (b)
T3 as &
Py “ay  Pu

. as T3 . s -
Si— < oS¢ debe proceder extendiendo. El proximo cero estard en
az 3

(7’2—]{37’3,P2—|—]€P3), ]{321,2,...,614—1

k va hasta g4 — 1, porque cuando k = q4, quedaria (ro — qurs, Po + 4 Ps5) = (14, Py)
De esta forma utilizando las ideas presentadas en la demostracion del teorema 2.2, se
tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Con la notacion anterior, dado un entero n determinado por:

Ton+1 as Ton—1
— < — <

2.17
Popiq a2 Py, 1 ( )

Luego

g(ay,as,a3) = —ay + (1o, — )ag + (P, — 1)ag
+ M{(rop—1 — (i + 1)ran)ag, (p2n—1 + jPon)as},
i =0,1,. . ot — 1 (2.18)

2.3. METODO DE RODSETH

Rodseth se encontraba entre la audiencia del décimo séptimo congreso Escandinavo
de matematicas en Aabo(Turku) y se interesé en el método de solucion por fracciones
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continuas para simplificar el resultado que en dicho congreso Selmer presento, ver (2).

El método de Rodseth? para el calculo del nimero de Frobenius en tres variables consiste
en la implementacién de fracciones continuas utilizando residuos negativos obtenidos
de la aplicacion del algoritmo de la division a a; : sg. Se definen los convergentes
de la fraccion continua'’, para formar una sucesion decreciente de los cocientes entre
los residuos y los numeradores de los convergentes respectivos, esto con el fin de

. . ., . as
encontrar dos términos de la sucesion entre los cuales se encuentra el cociente —, para
a

2
posteriormente llegar a una expresion que permita el calculo del ntimero de Frobenius
en tres variables.

Sea A = {ay, as, az} un conjunto de enteros positivos independiente y primos dos a dos;
sg determinado por

assy = az mod a;, 0 < sy < ay. (2.19)

Por las caracteristicas de A, s, existe y es tnico.

Se aplica el algoritmo de Euclides a a; : sg utilizando residuos negativos.

_ _ N
ay =S_1 = 180 — S1, 0 <51 < sp;
50 = (251 — S2, 0 <59 < 815
51 = (352 — S3, 0 < 53 < s9;
(2.20)
Sm—2 = qmSm-1—Sm;, 0 =< 8m < Spm_1;
Sm—1 = dm+15m 0= Sm+1 < Sm- )

Se definen los numeradores de los convergentes P; de enteros con condiciones iniciales
P, =0, Py=1, y con la recurrencia lineal

Pi+1 ZQi—l-lPi_F)i—la i:O,l,...,m. (221)
S_1 Sm+1 ., . . Si
Dado que — =00 y = 0. Se forma una sucesion decreciente de cocientes —
-1 Pm+1 7
Sma1 S S S_1
0= 2 o o Do 2 =, (2.22)
Prni1 Pn Py P
. ., . Sit1 S - L.
Se demuestra por induccién sobre ¢ que Iz < X utilizando como hipotesis s; 11 < s;
i+l i

y Py > B

YRODSETH, Oystein. (1978) On a linear Diophantine problem of Frobenius.
Y GORDILLO, Enrique. JIMENEZ, Rafael. RUBIANO, Gustavo. (2004) Teoria de Niimeros.
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= Sea i =0 p P
S0 S1 So41 — S1470 .
— — —=———>0yaque sy > sy, P, > Fyy P, son enteros positivos o
Cero.

= Se supone cierto para i = k

Sk Sk4+1 Sk Pry1 — Sk41 P .
— — = > 0 es decir s Pry1 — Sp1 P > 0
P, Piy PPy

= Se demuestra para i =k + 1

Sk41 Skt+2  Sk+1Dkt2 — Sk12Pria

Prv1 Pryo Pry1Pryo
Sk (@2 Pryr — Pr) — Spq0 P
Pry1Pyio
Sk Qrr2Pryr — Ski1 Py — Sk2Pra
B Pk+1P]€+2
_ (sk+ Sk42) Prr — Sp1 P — Spa2 Pr ver (2.20)
P11 Py .

Sk Pt + Sp2 L1 — Sk1 5% — Skr2 D1

P Pyps
S Prt1 — Sk+1P%
. + + <0

Py 1Pyio
Por hipoétesis de induccion, queda demostrado.
En la sucesion (2.22) existe un tnico entero v, —1 < v < m, que satisface

Sv+1 as Sy
<= < —. 2.23
Pv+1 o a2 Pv ( )

Teorema 2.4. Dados ay,as, a3 enteros positivos, donde ay y as son primos relativos,
entonces

g(a1,ag,a3) = —ag + as(s, — 1) + az(Pyyq1 — 1) — min{ass,i1, asPy}, (2.24)

donde v es el inico entero determinado por (2.23).

1
Demostracion. Sea R; = —(ags; —asP;), 1= —1,0,...,m+ 1. Se definen los enteros
a1

R; con las condiciones iniciales Ry = — (ags9 —asz), R_1 = as y con la recurrencia lineal
ax

Riyy=q Ry — Ri—y, 1=0,1,...,m.
Para los cuales se tiene

Ry <Rp<-- <Ry 1 <0<R,<---<R_
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Sean

1
Ri = —(ag2s; — a3P;), Riy1 = —(agsip1 — azPiyy).

ay ay

1
Ry — R, = a—(CLzSi —azP; — ass;1 + agPiiq)
1
1
= [az(si — siy1) + az(Pp1 — P;)] > 0.

1

Dado que P, — P;y; <0 < s; — s;41. Entonces R; > R;y1.
Ryt1 = a—(a28u+1 - G3Pv+1) =08l 5y41 = a3z y Pop1 = ay.
1

Considerando t; = t;(ay, as, az). Dado [, existen parejas (y, z) de enteros no negativos
tales que t; = asy + azz y sea (y;, z;) una pareja para la cual z; es minimal.

Sea
1
L —a Ry = ayy +azz — a; L—(azsv - agpv)]
1
= gy + azz — azs, + azl,
= a2(yl — Sv) + CL3(Z[ + Pv)

como R, es un entero positivo y por definicion de t;, y; < s,.

De forma analoga
ti+a1Ryi1 = ag(yr + sup1) + as(z — Pogr)

como R, ;1 < 0, por definiciéon de t;, z; < P,11. Si Ryyq = 0, por la minimalidad de z,
Zl < Pv+1.

y
ti — a1 (Ry — Ryy1) = ag(yr — Sy + Spp1) + as(z + Py, — Pot1)

como R, > R,.1, por definicién de ¢;, y; < s, — Sps1 0 21 < Py — P,.
Asi (y;,2z) € AU B, donde A y B son conjuntos disjuntos de puntos latices (es decir
con coordenadas enteras), tales que

A={(y,2)/0 <y <sy,—sps1, 0<z2< P}
B:{(yvz)/sv_sv+1§y<5v, 0§Z<Pv+1—Pv}

El ntimero |A U B| de elementos en AU B esta dada por
|AU B| = [A] + [B| = (sv = s041) (Pot1) + (s041) (Poa — F)

= Svpv—i-l - Sv-i—va-l—l + Sv—i—lpv—i-l - Sv—l—va

= SvPv—l—l - Sv+1Pv =

Puesto que para cada i, s;Pii1 — s, P =ay, i=—1,...,m.
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= Seai=—1
8_1P0 - 80P_1 = al(l) - S(](O) = a

= Se supone cierto para i = k
8P — Sk P =

= Se demuestra parai =k + 1

Sk+1Pkr2 — Skq2Pry1 = Skt (G2 Prr — Pr) — sp2 P
= (Sk41Gk+2) Prt1 — Sp41Pe — Skr2Prsa
= (8% + Skt2) Prt1 — Su1 Pk — Ser2 P
= Sk P11 + Skr2Prr1 — Skr1 Pk — Sp2 P
= 5, Prr1 — Sp1 P = ay

por hipétesis de inducciéon, queda demostrado.

Sea {t;\l € L} = {asy + asz/(y,z) € AU B}, un sistema completo de residuos modulo

ai.

Ahora
max {asy + azz} =as(sy — Spyr1 — 1) +az(Pyyg — 1).
(y,2)€A
max {asy + azz} =as(s, — 1) + az(Ppy1 — P, — 1).
(y,2)eB

Y por consiguiente

g(ay,a2,a3) = —a; + r}ieazxtl

= —qa ma a
1t (y,z)ej{UB{ 2y + a3Z}

= —ay + méx{as(s, — sp11 — 1) + az(Pp1 — 1), (sy — Dag + a3(Ppy1 — P, — 1)}
—ay + as(sy — 1) + az(Pyyry — 1) + méx{az(—sy,41), as(—P,)}

= —ay + as(s, — 1) + ag(Pyy1 — 1) — min{assy41, asP,}

2.4. METODO DE BRAUER

2.4.1. Descripcion del método En 1962, Brauer y Shockley!! dieron un resultado
importante para el calculo explicito de f(a, b, c). En este apartado se presenta una breve
descripcion de este método.

HBRAUER, Alfred. SHOCKLEY, James. (1962) On a problem of Frobenius.
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Sean a, b, ¢ tres enteros positivos primos relativos entre si. Sin pérdida de generalidad se
puede suponer que a, b, ¢ son primos relativos dos a dos, a < b < ¢y ¢ no es representable
por a, b.

Sea S = {(z,y) : bx = cy(méda),0 <z < a,0<y<a. xzy€Z}ysean

Th={(z,y):bx>cy,0<z<a,0<y<a xyeZ'}
To={(z,y): b <cy,0<x<a0<y<a z,yeZ'}
Sea (x,y) € S, luego (x,y) es una solucion de la congruencia lineal bx — cy = 0(mdd a).
Siy = 1, se tiene que existe una soluciéon que satisface bx — cy > 0, pues de lo contrario
¢ serfa representable por a,b. De forma anéloga si x = 1 y como b < ¢ se tiene que
existe una solucién tal que bx — cy < 0. Asi se tiene que SNT; y S NT5 son no vacios,
entonces se pueden encontrar los siguientes enteros
ry =min{z : (z,y) € SNT}
yo =min{y : (z,y) € SNT>}

y sean yy, To, tales que (x1, 1), (z2,42) € S.

Sea H(x,y) = bx+ cy, considerando un sistema de coordenadas cartesianas. Se dice que
dos puntos latices (es decir con coordenadas enteras) (z',y’), (x”,y") con coordenadas
no negativas son congruentes si

H(2',y") = H(2",y")(mébda) (2.25)

Sea R el rectangulo que consiste de todos los puntos latices (z,y) tales que
O0<z<z, 0<y<uype.

Figura 2.2: Grafica de la region R.

y2 ————————————————— 1 (I17 y2)
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Primero se prueba que para cada punto latice (x,y) con coordenadas no negativas en
el exterior de R existe un punto latice congruente (u,v) tal que H(x,y) > H(u,v). Sea
(x,y) un punto latice con coordenadas no negativas en el exterior de R. Si x > 1, sea
u=z—x1,v=1y+ vy . Entonces

H(u,v) =bu+cv="0bx —x1)+cly+y1) = bz + cy — (bxy — cy1)
= H(z,y) — (b1 — cyn)

De esta forma, H(z,y) > H(u,v)y H(x,y) = H(u,v)(mbd a), puesto que bx; —cy; > 0
y bry — cy; = 0(méda).

Por otra parte si y > 4o, sea u =  + 22, v = y — Yo y como antes se tiene que
H(z,y) > H(u,v) y H(z,y) = H(u,v)(mdda). Asi, empezando con un punto latice
arbitrario (xg,yo) con coordenadas no negativas en el exterior de R y usando las
dos traslaciones anteriores se obtiene una cadena de puntos latices congruentes con
coordenadas no negativas para los cuales los valores de H(z,y) son decrecientes, cuyo
ultimo punto esta en R. De aqui, H(z,y) toma valores en cada clase residual modulo a

en R.

Comenzando en particular con (xg,yo) el cual es congruente con (0,0) se obtiene una
cadena cuyo ultimo elemento no puede ser el punto (0,0), dado que en cada paso en
la construcciéon de la cadena una de las coordenadas ha sido incrementado y la otra
disminuida. Asi, debe existir en R al menos un punto latice congruente al punto (0, 0)
y diferente de este punto.

Supdngase que existen dos de estos puntos (o1, A1) v (02, A\2) que son congruentes a
(0,0) con oy > 1. Entonces, (03 —01)b+ (Ay — A1)ec = 0(mébd a). De donde Ay — Ay debe
ser positivo, puesto que de otra forma se obtiene una contradiccion a la escogencia de
x1 si (09 — 01)b+ (Ay — Ap)c es positivo y una contradiccion a la escogencia de ys si es
negativo. De esta forma oy < g9 y A\ < As.

Sea (x3,ys3) el punto de R congruente con (0,0) con las menores coordenadas positivas.
Ahora se prueba que este punto se puede obtener a partir de (z1,41) y (22, y2). Como
bry —cy1 > 0y —(bxy — cys) > 0, entonces (bzy — cyy) — (brg — cyz) > 0 y ademas es
congruente con cero modulo a. Si ys —y; < 0, se tiene una contradiccion a la escogencia
de x1 y si x1 — o < 0 una contradiccion a la escogencia de y,. De esta forma x; — o
Y Yo — Y1 son positivos y el punto (x; — x2, Yo — y1) es congruente al punto (0,0) y esta
en R. Si x3 # x1 — o, supdngase sin pérdida de generalidad

T3 < X1 — Ta, Ys < Y2 — U

(w2 4+ 23)b — (y2 — y3)c = 0(mdda)
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Dado que, x5 + 23 < 1 vy 0 < yo — y3 < yo se tiene una contradiccion a la escogencia
de x1 6 yo. En conclusion x3 = 1 — x5 v y3 = Y2 — y1.

Sea U la uniéon de las regiones 0 <z <2, 0<y<ys;y0<z <23, 0 <y < ys.
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Figura 2.3: Grafica de la region en forma de L.

Yy
Yo —=—7 (Ila Z/2)
| |
|
e .
I ]
I I
I |
I |
| 1 €T
T3 x1

Si (0, A) es un punto de R que no esté en U entonces

H(o,\) = H(o — 23, A — y3)(mbda)

H(o,\) > H(o — z3, A\ — y3).

De aqui los puntos latice en U representan todas las clases residuales moédulo a. Ademas,
los puntos latices en U son incongruentes médulo a. De otra forma si existen puntos
latices congruentes (o1, A1) v (02, A2) en U, entonces

0< |O'1—O'2‘ <$1,0< ‘)\1—)\2‘ < Y2

0<|0’1—0'2|<[L'3 0 O<|)\1—)\2|<y3

Como (07 — 02)b + (A1 — A2)c = 0(mdbda) se sigue que 01 — g9 y A1 — Ay deben tener
el mismo signo pues podrian llevar a la contradiccion de la escogencia de 7 y ys. Esto
no se puede tener dado que (x3,ys3) es el punto con las menores coordenadas positivas
congruente con (0,0). De aqui los puntos latices de U son incongruentes modulo a y
representan todas las clases residuales. Ademas los valores H(z,y) que se tienen en
estos puntos latices son los més pequenos para cada clase residual moédulo a. Asi, del
teorema 1.6, basta con calcular el punto de U donde la funciéon H alcance el maximo.
Ahora H(z,y), alcanza el maximo en U en (z; —1,y3 — 1) o en (x5 — 1,yo — 1). Asi,

f(a,b,c) = max{z1b + ysc, x3b + yac} (2.26)

g(a,b,c) = max{x1b + ysc,x3b + yac} —a—b—c (2.27)
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2.4.2. Algoritmo de Davison En lo que sigue se muestra la implementacion del

método de Brauer en un algoritmo computacional realizado por Davison'2.

Primero se presenta unos resultados previos necesarios en el algoritmo de Davison.

Lema 2.3. Supdngase que

0<a2’" <2 <a, br' = cy'(mdda), bx' > cy,
[/ A—

0<y <9y <a, br" = cy”(mdéda), b < cy”,

ljy/l _ lj/y/ = a.

Entonces
(.CL’/, y/7 ,’L'//, y//) = (xh Y1, L2, y2)
En la notacion de la seccion anterior.
Demostracion. Por definicion 27 < 2’ y yo < y”. Ademaés, b(z' — ") + c(y — ") =

0(méda). Del analisis hecho en el resultado de Brauer, se sigue que
x3 <2 —a" y3 <y”" — 1. Se representa esta informacion en la siguiente gréafica.

Figura 2.4: Grafica del area de la region en forma de L.

Yy
yl/ _________ ]
|
Yo ——----q : (x'—x”,y”—y')
| __________
Y3 I 1'
““““““ |
(933>?/3) : :
Lo
| |
@
T3 r1 o

El area interna en forma de L, tiene area igual a x1ys — 22y = a, y el area de la figura
exterior en forma de L tiene area z'y” — 2"y’ = a, de esta forma las dos figuras deben

ser iguales, de donde se tiene el resultado del lema. O

Algoritmo 1 (Algoritmo de Davison). Sean a, b, ¢ tres enteros positivos.

12DAVISON, J.L. (1994) On the linear Diophantine problem of Frobenius.
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1. Calcular ged(a, b, ¢). Si ged(a, b, c) # 1, entonces f(a,b,c) no existe.
2. Sean dis = ged(a, b), d13 = ged(a, ¢), deg = ged(b, ¢) y a == a4 ,
dizds

a c

b:= ,C = .
da3dy2 di3da3

3. Ordenar a,b,c, de tal forma que a < b < c.

. Resolver la congruencia lineal bs = c¢(méda), con 0 < s < a. Si bs < ¢ entonces
c es representable por a,b; y entonces f(a,b,c) = ab+ c.

E N

5. Usar el algoritmo de Fuclides en la pareja (s, a)

a=as+1r
S = aor1 + 19

71 :CL37“2+7“3

Tm—2 = AmTm—1 + Tm,

donde s == 19 > 11 > 19 > +++ > 1y =1 > 1, = 0. De esta forma,
sfa = [0,a1,a9,...,a,). Y se denotan los convergentes de la fraccion s/a por
pi/q; parai=0,...,m.

6. Encontrar k, tal que

@k b Qo
Como bs > ¢, se tiene que k > 1.

T2k c T2k—2
— < =<

7. Sea
_ Top—2 — trap—

 Qok—2 + tgan—1
Usar el método de biseccion para encontrar el valor t* que satisface que
o(t*) < ¢/b < ¢(t* — 1), donde 1 < t* < agg. ¢ es decreciente en el intervalo

[O,CLQk].
8. Sea

' =rop_g — (" — 1)rop—1, Y = qop—2 + (t* — 1)qog—_1,

& = rop_o — t'Top_1, Y = Qok—2 + t" 1.
Entonces f(a,b,c) = max{bx’ + cqox_1, brox_1 + cy"}.
Lema 2.4. Con la notacion del algoritmo, se tienen las siguientes identidades.

1. broy = cqor(mdda), para 0 < k < [%}
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2. bro_1 + cqor—1 = 0(méda), para 1 < k < [%]

8. TrQre1 + Theqr = @, para 0 <k <m — 1.

Demostracion. Las sucesiones {p;} v {¢;} satisfacen las ecuaciones de recurrencia
Gi+1 = Qi41Gi + ¢i=1, Pit1 = Qip1Pi + pi—1 donde ¢ = 1,¢1 = a1,po = 0,

p1 = 1. Por induccién se puede demostrar que r; = (—1)"(¢;s — p;a), para 0 < i < m.
Como bs = ¢(méda) y de la formula de r; se obtienen las partes a) y b). Para la parte
c) se tiene que

TeQr+1 + Tht1Qk = (—1)k+1@(pk%+1 — Pet1Qk) =@

donde se usa que PrQri1 — Prr1Qr = (—1)k+1- =

Teorema 2.5. El Algoritmo de Davison calcula f(a,b,c).

Demostracion. Dado que {r;} es una sucesion decreciente y {¢;} es creciente, se tiene
que 7;/q; es una sucesion decreciente, con 7o/qo = S Y Tim-1/qm-1 = 1/qm-1 < 1 < ¢/b.
Ademas, como, ged (b, ¢) = 1, es imposible que 7;/¢; = ¢/b. Asi, existira un entero k > 1,
tal que

@k b Q-2
La demostracion estara completa si se puede establecer que los valores «/, 1/, 2", y” que
se encuentran en el algoritmo satisfacen las condiciones del lema 2.3 y del lema 2.4, se
tiene que bz’ = (cy’ méd a), bx” = cy’(mbda) y de su definicion bz’ > cy’,  bax” < cy”.
Finalmente

T2k c T2k—2
— < =<

2y — 2"y = (rog—2 — (" — V)rak—1)(qar—2 + t*qor—1)
— (rop—2 — t"1rok—1)(qok—2 + (t* — 1)qor—_1)

=Tok—2Q2k—1 + T2k-1G2k—2 = @

del lema 2.4. O
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3. CASOS ESPECIALES

A continuaciéon se presentard el calculo del nimero de Frobenius en algunos
conjuntos numéricos particulares como son: sucesiones aritméticas finitas, casi-
sucesiones aritméticas finitas y una terna de ntimeros de Fibonacci.

Para el calculo del niimero de Frobenius en los conjuntos de niimeros mencionados se
tendran en cuenta propiedades de cada conjunto, posteriormente se encontraran los #;,
y se aplicaré el teorema 1.6.

En lo que sigue [z] se entendera como la parte entera de z.

3.1. SUCESIONES ARITMETICAS!'

La sucesion aq,...,a, se denomina sucesiéon aritmética si a;+1 = a; + d para cada
i=1,...,n—1,cond e Z".

El siguiente teorema presenta una forma para calcular el nimero de Frobenius de un
conjunto cuyos elementos forman una sucesion aritmética. A continuacion se presentan
dos versiones del mismo resultado. La primera se debe a Selmer ? en 1977 y la segunda
a Bateman® en 1958.

Teorema 3.1 (Selmer). Sean a,d y k—1 enteros positivos con ged(a,d) = 1. Entonces,

-2
g(a,a+d,...,a+(/€—1)d):[: 1]a+(a—1)d.
Demostracion. Sean
ap=a, aa=a+d, az=a+2d,...,ap =a+ (k—1)d, (3.1)

donde d > 0, ged(a,d) = 1, y k < ay por el teorema 1.7. Es facil ver que ay,as,. .., ay
son independientes.

Por el algoritmo de la division se tiene que existen enteros ¢ y m tales que
a—1=tk—1)+m; 0<m< k-1 (*)

En el diagrama (3.2) hay k — 1 columnas, ¢t filas completas y una fila incompleta de m
clementos, asi se tienen ¢(k — 1) +m = a — 1 elementos los cuales son representables

'GOMEZ, Sergio. PALACIOS, Claudia. (2008) El niimero de Frobenius en Sucesiones Aritméticas.
2SELMER, Ernst. (1977) On the linear Diophantine problem of Frobenius.
SRAMIREZ, J.L. (2005) The Diophantine Frobenius problem.
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por as, as, ..., ax. Estos elementos son los menores enteros positivos representables por
as,as,...,ag; en otras palabras, los elementos del sistema forman un sistema minimal
{t;} modulo a;.

as A3 eeeseeeans ag_1 ar

as + ag az + ar e ap_1 + ax 2ap
................................................ (3.2)

az+(t—Dax az+({E—1Lag -ooeeees ap—1+ (t —1)ag  tay

as + tag as + tag - - - Am+1 + tag

Sim > 0, la ultima linea aparece, en este caso el elemento maximo de {¢;} es el ultimo
elemento de la fila incompleta asi aplicando el teorema 1.6 se tiene
g(ay,ag,a3) = maxt, — a3 = apmy1 +tag —ag =a+md+tla+ (k—1)d) —a
=md+ta+t(k—1)d por (¥)
=md+ta+(a—1—m)d
=md+ta+ (a—1)d—md
=ta+ (a—1)d (a)

Sim =0, el elemento maximo es el ultimo elemento de la fila completa asi

glay,as,a3) = maxt; —a; =tay —a; =tla+ (k—1)d) —a
=ta+t(k—1)d—a por (*)
=a(t—1)+ (a—1)d (b)

Como a—1=tk—-1)4+m; 0 < m < k —1; se tiene, si m > 0 entonces

m—1>0, 0<m-1<k-—2.

Restando 1 a ambos lados de a — 1 = t(k — 1) + m se tiene
a—2=tk—1)4+m—1.

Dividiendo por k£ — 1 se obtiene

a—2_t+m—1
k—1 k—1
dado em 1<1
ado qt k—1
a—2
=t. .
{k_l} (3.3)

Si m = 0 entonces, restando 1 a ambos lados de a — 1 = t(k — 1) resulta

a—2=tk—-1)—1=(t—1)(k—1)+ (k—2).
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Dividiendo por k£ — 1 se deduce

a—2 1 k—2
k—1 k—1
dad — <1
ado que +—
a—2
=t—-1 3.4
= 3.4
En efecto, por las ecuaciones (3.3) y (3.4), las expresiones (a) y (b) para el célculo de
gla,a+d,... a4+ (k—1)d) pueden ser resumidas como sigue

a— 2
k—1

g(a,a+d,...,a+(k—1)d):[ ]a+(a—1)d

U
Teorema 3.2 (Bateman ). Sean a,d y s enteros positivos con ged(a,d) = 1. Entonces,

a—2

gla,a+d,...,a+sd) = <[ }+1)a—|—(d—1)(a—1)—1.

S
Demostracion. Sea y; = Y x; para ¢ = 0,1,...,s. Un entero positivo L tiene

=i

representacion por » (a + id)x; si y solo si L = ayy + d(y; + y2 + -+ + ys) con
i=0

Yo = Y1 =+ 2 Ys.

Se demostrara primero que si L tiene representacion por Y (a + id)x; entonces
i=0
L=ayo+dyi +ya+-+ys)

(ax; + idx;)
i=0

= ZS: x; +d 28: 12
i=0 i=0

= ayo + d(x1 + 20 + - - - + sx)
=ayo+d[(zv1 + 224+ x5) + (T2 + -+ )
+(r3+ 24 + -+ x5) + o+ 2]

:ay0+d ZSL’Z—FZSL’Z—F‘FZLL’S
=1 =2 i=s

=ayo+dypn +y2+ - +ys).

L= Z(a +id)x;
i=0

57



Ahora se demostrara que si L = ayy + d(y1 + yo + -+ + ys) entonces L tiene una
representacion por Y (a + id)z;
i=0

L=ayo+dy1 +y2+ -+ ys)

—a Zx]>+d<z% +;xj>
(S a(E) e a(50)

—a Z:@)ﬂl Ty o+t xy) + (T T)

+(x3+3:4 - xg) - ay)

=Za:cﬂrd((xl+x2+-~-+x5)+(x2+~-.+x5)
i=0
+(r3+xs+ -+ x5) + -+ x5)

= ax; +d(z; + 2wy + -+ + s2,)
=0

= Zs: axr; + zs: diz;
i=0 i=0

= i(a +id)x
i=0

Ahora para un entero positivo dado ¥, los enteros positivos z que se pueden representar
como
2=ty Ys

con yg > Y1 > --- > Ys, son precisamente los enteros z tales que 0 < z < syq.
Efectivamente, si z = y; + y2 + - - - + ys, entonces

0<z=mi+y+ - F+Ys <Y +Y+ -+ Yo = 5Yo.

En consecuencia un entero L es representable por a,a + d,...,a + sd si y solo si
L=ay+dzcon0<z< sy.

Como resultado de la anterior afirmacion, demostrar que un entero L es representable

por a,a +d,...,a+ sd, es equivalente a demostrar que se puede escribir en la forma
ay +dz con 0 < z < sy.
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a—2

SeaRz(

} + 1) a+(d—1)(a—1); se probara que g(a,a+d,...,a+sd) = R—1.

De esta forma se mostrara que todo entero mayor o igual que R es representable por
a,a+d,...,a+ sdy que R —1 no lo es. Entonces basta demostrar lo siguiente

1. Paratodor > R, r =ay + dz con 0 < z < sy.

2. R — 1 no se puede representar como ay + dz con 0 < z < sy.

En efecto,

1. Sea r > R. Dado que ged(a,d) = 1 entonces existe un entero z tal que

dz = r(méda) y 0 < z <a-—1
Ademés,

. De aqui, r — dz = ay donde y es un entero.

ay=r—dz>r—d(a—1)

> R—d(a—1)
-2
:qa }+1)a+(d—1)(a—1)—d(a—1)
s
o
= at+a+da—1)—(a—1)—d(a—1)
s
f o
= |2 a+1
L 8 -
o 9]
> a.
s
a— a— 2
Asi, y > {—];esto es, y > { } + 1.
s s
Como
a— 2 [a—2] a—2
—1< <
s s s
—2 -2
a <[a }+1
s s
se tiene 5
a—2<s<[a_ }+1)<sy
s
entonces

Asi, r =ay+dz con 0 < z < sy.
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2. Sear = R—1 y supdéngase que y y z son enteros tales que r = ay +dz con z > 0.

Dado que

R—1= ([“_2} +1)a+(d—1)(a—1)—1

S

_ ({a;ﬂ +1)a+d(a—1)—a.

Entonces como » = R — 1 se tiene que

ay + dz = qa;ﬂ +1)a+d(a—1)—a

implica que

({a— 2} )a+d(a_ 1) — a(méda)

—1)(mdda) ycomo (d,a)=1
( 1)(méda).

De aqui, z > a — 1 y entonces,

Luego, sygs{ <a—2<a—1<z Entonces sy < z. Asi, r = R— 1 no

s
puede representarse de la forma r = ay + dz con 0 < z < sy.
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Finalmente, se ha demostrado que todo entero r > R es representable por
a,a+d....,a+ sdy que R —1 no lo es, por lo tanto

gla,a+d,...,a+sd) = ([“72] +1)a—|—(d—1)(a—1)—1.

Teorema 3.3. Dados a, h,d y k enteros positivos con ged(a,d) = 1. Entonces,

a— 2
k—1

gla,ha+d,ha+2d,... ,ha+ (k—1)d) = (h{ ]+h—1)a+(a—1)d.

Demostracion. Sean

a; =a, ay=ha+d, a3=ha+2d,...,ap =ha+ (k—1)d.
donde d >0, h>1yk<a.

El diagrama (3.2) no cambia y se puede hacer un andlisis similar al hecho en la
demostracion del teorema 3.1, para demostrar que los elementos en este diagrama
forman un sistema minimal {¢;} modulo a;.

Sim > 0, la ultima linea del diagrama aparece, en este caso el elemento maximo es el
altimo elemento de la fila incompleta asi

g =Maxt; — a3 = Qpme1 + tagy — a = apmyq +t(ha+ (k—1)d) —a
= Qi1 +tha+t(k—1)d —a
= Qmi1 +tha+(a—1—m)d—a
= ha+ md+tha+ (a —1)d —md — a
=(ht+h—1)a+ (a—1)d.

Si m = 0, el elemento maximo es el ultimo elemento de la fila completa asi

g =maxt; —a; = ta —a; =t(ha+ (k—1)d) — a4
=tha+tlk—1)d—a
=tha+ (a—1)d—a
=(ht—-1)+h—1a+ (a—1)d.
En efecto, por las ecuaciones (3.3) y (3.4) las dos expresiones para el célculo de
g(a,ha+d,... ha+ (k —1)d) pueden ser resumidas como
a—2
k—1

gla,ha+d,ha+2d,... ,ha+ (k—1)d) = (h[ }+h—1)a+(a—1)d.
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3.2. CASI-SUCESIONES ARITMETICAS

En lo que sigue se presentara un teorema atribuido a Rodseth* que posibilita el calculo
del namero de Frobenius para un conjunto de niimeros que constituyen una casi-sucesion
aritmética.

Dado el conjunto A = {ag, a1, ..., ax}, se dice que A forma una casi-sucesion aritmética
si existen e y ¢ en los enteros no negativos tales que

a;=ag+ie para t=1,....k y ar1 =c.

En el siguiente teorema se utilizara la definicion de convergentes dada en la seccion (1)
en la pagina (25) y la construccion de los residuos s;, 1 < i < k dada en la secciéon
(2), en el diagrama (2.20).

Teorema 3.4. Dados a,d, ¢,k enteros positivos con ged(a,d) = 1; Sea s1 = a, y so por
dsg = cmod s;, 0 <59 < s_q1. Entonces

gla,a+d,a+2d,...,a+ kd, c) =

d(sy, — 1)+ ¢(Pyy1 — 1) + méx {a {W] —dsyy1,a [Svk_ 2} — cPv}

1

Demostracion. Sea R; = —(aps; — keP;), i = —1,...,m + 1 que satisface la
Qo

recurrencia lineal

Ri-i—l = qi+1Ri — Ri—la 1= 0, oo, (35)

con las condiciones iniciales

1 1
R(] = —(CLkSO - ]{ZCP()) = —(akso — ]{IC)
Qo Qo

ya que por definicién de lo convergentes Py =1y

Ry = S ags s — kePy) = () = ay
Qo Qg

debido a que P-4 =0y s_1 = ao.
Como se tiene la sucesion

a,a+d,a+2d,...,a+ kd
con ged(a, d) =1 se tiene que existe sy tal que

dsy = ¢ méd ag 0<syg<s_1=ag

*RODSETH, Oystein. (1978) On a linear Diophantine problem of Frobenius II.
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de este modo
kdsy = ke méd ag 0<syg<s_1=ay

se puede sumar aysg sin afectar la congruencia asi
aopsSo + kdsg = ke mdd ag 0<sy<s_y
de aqui
(ag + kd)sg = ke méd ag

como ay, (el k — simo término de la sucesion) es a + kd resulta

arSo = ke mod ayg.

. 1
Luego ag|(agso — kc) es decir ag|(arso — kcPy) de esta manera Ry = —(agso — kcFy) es
Qo
un entero y por obvias razones R_; = ay es entero.

Por lo tanto de la ecuacion (3.5) se tiene que todos los R; son enteros puesto que los
numeros enteros con las operaciones de suma y multiplicaciéon respectivamente forma
monoides.

Ademés por la construccion de los convergentes se sabe que P; < P i es decir
P,— Py <0y s; > s asi s; — s;11 > 0 de donde

Py — Py <0< 5 — 581
de alli se tiene lo siguiente
Si+1 < 8;

y multiplicando a ambos lados por a; se obtiene
agSi+1 < aES;
ademéas como P,y > P; se puede escribir
arsiv1 — kePipy < agsi — keb;

Luego

1 1
—(arsiy1 — kePiyr) < —(ags; — kelb;)
Qg ap

y por lo tanto
R < R;

De aqui se tiene que los R; forman una sucesiéon decreciente
Rpii<..<Ry 1 <0<R,<...<R,

Donde se us6 el hecho que
Su+1 < % < ﬁ

Pv—i—l_a'k Pv
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Lema 3.1. Dados a,,...,a; enteros que satisfacen a; = ag +ie, 1 = 1,... ax para
algun entero e. Entonces un entero N es representable por ag,ay,...,ax Sty solo si N
se puede representar como

N = apx + ey, 0<y<kzx

Continuando con la prueba, dado [, considérese ahora t; = t,(ag; a1, ..., ax, ¢) como el
entero mas pequeno representable por ay, as, ..., ax,c y congruente con [ moédulo ag.

Por el lema (3.1) ¢; tiene una representacion entera
th=apx+ey+cz, 0<kx,z>0. (3.6)

Por la minimalidad de ¢;, x debe ser minimal con respecto a la condiciéon y < kx, es
decir x debe ser el menor entero que cumpla con dicha condicion.

A continuacién se prueba que

1
1. ——-1<z—-1 Comoygkxentonces%gxyporlotanto%—z<xluego

—1 —1
yT<xyasiyk

—1<ax—1.

2. z—1< y% Por otro lado se sabe por hipotesis que z es el menor entero tal que
-1
y < kz de este modo k(x —1) <y deaqui k(x —1) <y—11luego x — 1 < yT

-1
De esta manera 4 —1l<z—-1< yT y de la definicién de la funcién parte entera

k
y—1
r—1=|——|.
"
La ecuacion anterior podria ser reescrita como
y—1
r=|——]|+1
"

y multiplicando a ambos lados por ay

-1
agl = Qg [yT:| + ag

y sumando a ambos lados de la igualdad ey + cz y por la ecuacion (3.6) resulta

-1
apT + ey + cz = ag {yT] +ag+ey+cz=1
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por lo tanto

-1
tl:aolyk ]—l—a0+ey—|—cz. (%)
Se define ahora 7; como el entero més pequeno con una representacion entera

7 = apy + kez,ey + cz =1l méd ag, y,z>0 (3.7)

De donde de la ecuacion (*) se tiene que

y 1
tt=ay+ay |- — | +ey+cz

ko k

- . y y 1| ey

multiplicando y dividiendo a z por ag y sumando y restando dentro de T a —
Qo
se tiene )
a e e
t; = ag + ag w__+_y__y +ey+cz
k‘ao k Qo Qo
Ademas sumando y restando & resulta
Qo
a 1 e e cz  cz
ti=agtao |2~ LY E L eyt
kagy k ay ayg a9 ap

- o .. ey cz )

multiplicando y dividiendo los términos —~ y — por k y tomando como factor comin
ap Qo
a y resulta
ap+ke)y+kez 1 ey+cz
ty =ap+ey+cz+ag (ag )y oY
kag k agp
como ag + ke = ag y por (3.7) se deduce
ary +kez 1 1
t) = ao+ 1+ ap {L————}
k’CLQ k Qo
1 1 [
tt=ay+l+ay|—7——— — 3.8
! 0 0 |ik’a,0 ! k’ CLQ:| ( )

Sea ahora (y, z) = (y;, z;) un par de enteros que satisfacen la ecuacion (3.7) y para los
cuales z; es minimal.

1
Por la ecuacion (3.7) y como R, = —(axs, — kcP,) se sigue que
Qo

1
7 — agR, = apy + kcz — a, (—(aksv — k:cPv))
Qg

= apy + kez — aps, + kcP,
= ak(yl — Sv) + ]fC(Zl + PU)
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1
Por otro lado, dado que R; = — (axs; — kcP;) 1=1,...,m+1ycomo R; es entero
a

se deduce que ag|(ags; — kcP;) luego ags; — keP; = 0 méd ay de aqui ags; = keP; méd ag
y como ay = ag + ek se obtiene (ag + ek)s; = kcP; méd ag luego eks; = kcP; méd ag y
de esta manera

es; = cP; méd ag i=1,....m+1

De la congruencia anterior sumando [ a ambos lados se sigue que cuando i = v
[+ es, —cP, =1mdd qq
y como (y;, z;) cumple con la ecuaciéon (3.7) se tiene
ey, + cz; — es, + cP, =1l madd ag

asi
e(y — sy) +c(z + P,) =1 mdd ay.

Dado que R, es un entero positivo se tiene por la definicién de 7, que 3, — s, < 0 de lo
contrario se tendria una contradiccion ya que no puede haber un entero mas pequeno, en
este caso 7, —ag R,,, que cumpla con la definicién de 7;. Donde claramente 7, —a, R, < 7.

De manera similar se tiene
7+ apRy+1 = ar(yr + sps1) + ke(z — Pyyr)

21 < Pyy1 ya que 7 > 1, + agRy1q por ser R,1 < 0, luego por las caracteristicas de 7,
21 < P,y1. Del mismo modo ocurre si R, = 0 pero en este caso por la minimalidad de
Zl-

Ademas, dado que
T — ag(Ry — Ryt1) = ar(yr — Su + Su1 + ke(z + Py — Poy1))

se tiene que y; < S, — Syp1 ya que 7, > 7, — ag(R, — Ry11) y 7y debe ser minimal. Por
otro lado puede ocurrir z; < P,;; — P, nuevamente por las caracteristicas de 7, (ver
ecuacion (3.7)).

Se define ahora A; y Ay como

AL ={(y,2): 0<y <sy = 5041, 0<2< Py}
Ay ={(y,2) 1 80 = 501 <Y <8y, 0<z< Py — P}

De esta manera como y; < S, — Sy41 0 21 < Pyi1 — P, se tiene que (y;,2) € A1 U Ay
donde A; y A, son subconjuntos de puntos latices.
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Sea ahora T' = {t; : | € L}, donde L es un sistema completo de residuos modulo ag y
se define S; = {o(y,2)/(y,2) € A;}, i=1,2 donde

oy, z) = ag + ag {y _ ] +ey + cz (3.9)
De las ecuaciones (3.7), (3.8) y (3.9) resulta
tr=o(y, =) (3.10)
asi
T C S5 U8, (311)

dado que (y;, z) € Ay U As. Ademas dado que S; P11 — Sip1P; = ag i=-1,....m
se tiene

|A; U As| = |Aq] 4+ |[A\A1] = (Sy — Sps1) Por1 + So1 (Popr — Py) =

SvPv-l—l - Sv—i—lpv—i-l + Sv—l—va-‘rl - Sv—i—lpv = Qo (312)

Como T'={t; : |l € L} donde L es un sistema completo de residuos modulo ag entonces
ap = |T'| y por (3.11)
‘T| S |Sl U Sg| S |A1 U A2| = Qo

Por (3.12), de este modo
T=25US, (3.13)

Y en consecuencia

g(ag,ap+d,ag+2d,...,a0+kd, c) = —ao—i-r%léthl = —ap+max{sup Sy, sup Se} (3.14)
€

Ahora dado ay = a, e = d entonces para encontrar sup Sy se debe encontrar el maximo
de la funcion o(y, z) donde (y,z) € A, por obvias razones esta funcién alcanza su
valor méximo cuando cada coordenada (y,z) sea lo mas grande posible, esto ocurre
precisamente segun la definicion de Ay en (y,2) = s, — Sy11 — 1, Pyy1 — 1y del mismo
modo

sup Sy = 0 (8y — 1, 841 — Sy — 1)

luego de (3.9)

Sy — Spr1 — 2

a(sv—sv+1—1,Pv+1—1):—a+a[ .

:|+d8U—SU+1_1+CPv+1—1

Sy — Spr1 — 2
a _—
k

} —dsy1 +d(sy, —1)+c(Py1 — 1)+ 1

Sy — 2

k

O'(Sv_l,Pv+1—PU—1):CL|: :|+d(8v—1)+C(PU+1—PU—1)
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k
de (3.14) y sacando el factor comtn d(s, — 1) + ¢(P,41 — 1) + a se tiene

-2
alsv ]—cPU+d(sU—1)+c(PU+1—1)+a

gla,a+d,a+2d,....a+kd c)=—ay+sup{Sy, Sa}
Sy — Sp+1 — 2

k

Sy

J - dsv-l-lv GL;

e cP,}

= —ap + max{a {

que era lo que se queria demostrar. O

3.3. EL NUMERO DE FROBENIUS DE TRES NUMEROS DE
FIBONACCI

A continuacién se presenta un resultado de Ramirez Alfonsin, Marin y Revuelta® para
calcular el nimero de Frobenius de tres niimeros de Fibonacci.

Los ntimeros de Fibonacci, descubiertos por Leonardo Fibonacci (1170-1240) se definen
por las siguientes condiciones Fy =1, Fy,=1yparan >2 F,.1 =F,+ F,_1.

En lo que sigue se estudiara el calculo del ntimero de Frobenius para una terna de
ntmeros de Fibonacci, es decir g(Fj, F;, F}) para 3 < i < j < [ (se asumird que
ged(F, Fj, F)=1).

Los numeros que son representables por F;, Fjiq,F;,, | > ¢ + 2 también son
representables por Fj, F;.; . En efecto, ya que los enteros que son representables por
F;, F; 1 son de la forma zF; 4+ yF;,1 con x y y enteros no negativos, y los enteros que
son representables por F;, Fj, 1, F; vienen descritos por la forma xF; + yF;. 1 + zF; con
2,y y z enteros no negativos de alli

N =xF,+yF 1+ 2F = (v + 2F1)F 4+ (y + 2F5) Fiqr.
Este resultado se debe al siguiente lema.
Lema 3.2. Para todo m > 2, F; = F;,, = F,F;.1 + Fo, 1 F;.
Demostracion. Aplicando inducciéon completa sobre m > 2 se tiene
1. Se prueba param = 2. Iy = Fyyp = Fipn + Fi = 1F . + 1F, = BhF + IV F;

2. Supongase que es valido para m < k de esta manera, ) = F; , = Fi.F; 1+ Fp 1 F;

SMARIN, J. M. RAMIREZ, J. L. REVUELTA, M. P. (2007) On the Frobenius number of Fibonacci
numerical semigroups.
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3. Ahora se demostrara para m = k + 1,
Fr=Fiityr) = Figr + Fip1 = FpFipn + Fo o+ B 1 Py + Fi o F;
esto por el supuesto de induccién. Luego factorizando se tiene
Fii(Fy + Fr—) + Fi(Fp—1 + Fr—2)

de alli
Fiyy1) = Fig1 b + FiFy

De 1, 2 y 3 se tiene que
Fy=Fim=F,Fi1+ FnF,. (3.15)
Para todo entero m > 2. O

Considérese entonces g(F;, Fiio, F;) con | > i + 3. Notese que cuando [ = 7 + 3
resulta que {Fj, Fi.o, F;13} forma una sucesion aritmética dado que Fjio = F; + Fj 1y
Fis=F+Fy=Fa+F+ Fyo=F+2F,, de aqui

{F Figa, Fiys} = {F;, Fi + Fipr, Fi + 2Fia ).

Por tanto para el célculo de g(F;, Fiio, Fi13) se utiliza el teorema 3.2. Sin embargo,
{F;, Fi42, Fi1} no forma una sucesion aritmética cuando k& > 3, dado que de ser asi
Foop=EFFi + F 1 F,=F,+2F, 1 = [ZF, + F3F;, 1 de aqui al comparar coeficientes
se obtiene Fj, = F3 y F,_1 = F5 de esta manera lo anterior solo puede ocurrir cuando

k=3.

En lo que sigue se centra la atencion en el calculo de g(Fj, Fiio, Fi1x) cuando k > 3. De
esta manera se tiene el siguiente resultado

Fiq

Teorema 3.5. Dados los enteros i,k > 3 y sea r = [ ] . Entonces

k

(F; — )Fipo — Fy(rFr_o+ 1) sir=0o0r>1y

Fy— Fz < FZ—’I”F E ,
9(Fi, Figo, Fiyr) = k—2 ( k) Fito

(rFy, —1)Fiyo — F;((r —1)Fy—2 + 1) en otro caso

Sea T = {t§,...,ty ,} donde t; es el entero positivo més pequefio congruente
con [ moédulo F; que es representable como combinacion lineal de Fj o y Fji; con
coeficientes enteros no negativos. Por teorema 1.6 para calcular g(F;, Fiio, Fiyk) es
suficiente encontrar ¢; para cada | = 0,1,..., F;_;. Para este fin se considera todas las
combinaciones enteras no negativas de Fj.o v Fj. . Se construye la tabla 77 que tiene
como entradas t,, las combinaciones de la forma zFj o + yFj ) con enteros z,y > 0
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2\y 0 1 2
0 0 Fiyr 2Fi 1y
1 Fio Fiip + Fipo 2Fi ik + Figo
2 2F; 1o Fiip +2F9 2F  + 2Fi40
3

3Fii2 Fiik +3Fi 2Fik + 3Fi2

Fk -1 (Fk - 1)Fi+2 Fi+k + (Fk - 1)Fi+2 2Fz’+k + (Fk - 1)Fi+2

Usando la ecuacion (3.15)

Fivr = FrpFiy1 + P F
= Fp i+ Feoa(Fige — Figa)
= Fip+ Frabie — FraFin
= (Fp = Fr1)Fin + Fra Figo
=FroFiv1 + FraFio

Luego
Fiop=Fe ol + FpaFio = F o(Fipo — Fi) + Fy 1 Fiyo = FioFy — Fp o F)
Asi se obtiene que
tFipo +yFivr = 2Fio + y(Fipo iy — FroFy) = (v 4+ yFy) Fipo — yFh—oF.

Por tanto, T} puede ser dada por la siguiente tabla, denotada por 15,

z\y 0 1 r
0 0 FpFiva — FpoF; E rFpFiyo —rFg_oF;
1 Fiio 1+ Fy)Fiyo — FpoF; -+ (14+7Fy)Fipp —rFp_oF;
2 2F; 0 (24 Fy)Firo — FpoF; -+ (24 7F)Fp2 —1Fp oF;
l [Fito (4 Fy)Fipo — FrpoF; -+ (I4+71Fy)Fiio —rF,_oF;
F,—1|(Fy —1)Fipo (2F, —1)Fj10 — Fi_oF;

Sea S el conjunto formado por las Iy — 1 entradas de las columnas 0,1, 2, .. .; es decir

S - {t(),(), t170, [N ,tFk_LQ, t0,1> t171, [N ’tFk—lvl’ [N ,toﬂn, tlﬂn, e >tFk—1,r> .. }

Lema 3.3. Con la notacion anterior se tienen las siguientes propiedades
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F, -1

k

1. Seanr = [ } y F; — 1 =rF,+1 para algin entero 0 <[ < Fj, — 1. Sea

I
S"={to0. 11,0, s tE—1.0: 0,1, T11, - - s EF—1,15 - - - s tors Ly ooy L }

Entonces, cada t,, = (v + yFy) Fipe — yFr_oF; € 5, se tiene que 0 < x + yF), <
F; — 1. Ademds, dado que gcd(Fiya, F;) = 1, entonces S’ constituye un sistema
completo de residuos modulo F;.

T

FJ Fy—oF; para

2. Los elementos de S se pueden representar como S, = xF; o — [
r=0,1,2....

De esta forma se tiene que S = Ug>0Sy, donde

Sq = {Squ> SqF+1y -+ S(q—i—l)Fk—l} = {tO,qa ce atFk—l,q}

para cada entero q =0,1,2,....
3. 8ii<kyj<l, entoncest;; < tyy.

Demostracion. 1. Para probar que S’ constituye un sistema completo de residuos
modulo F; basta demostrar que |S’| = F;, y que los elementos de S’ son
incongruentes modulo F;. Como los elementos de S’ son de la forma ¢,, con
0<z<F,—-1,0<y<r—1yt,,con0 <z <[ entonces |S'| =rF,+Il+1=F,
Sea ty, = (v + yFp)Fiyo — yFyoF, € S, con 0 < z + yF, < F, — 1. Como
ged(Fy, Fip9) = 1, entonces los elementos (z + yFy)Fiie forman un sistema
completo de residuos modulo F; y en consecuencia S’ también lo es.

2. Note que S = quo{t07q, ce 7tFk,1,q}- Y como
qf

SqF, = qFkFit2 — {Tk} FyoF; = qFFivo — qFroF; = to,

Fr.+1

SqFy+1 :(qu + 1)E+2 - |:q b } Fk_gFi

k

=1+ qFy)Fip2 — qFpoF; =t

SqFtFo—1 =S(q+1)Fo—1 = ((¢ + 1) Fj, — 1) Fy Fip — [% Fr o F;
=(Fr = 1+ qFy)Fiqo — qFpoF = tp—14
Entonces Sq = {sqrm, SgFut1s- > S@g+1)F—1} = {tog ---»tr—1,4) ¥ por lo tanto

S = Uy0S,.
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3. De la definicion de ¢; ;.
O

Lema 3.4. Sea t,, una entrada de Ty, tal que t,, ¢ S'. Entonces, existe t,, € S, tal
que tyy =ty (MmOdE;) yty, > tey.

Demostracion. Se tienen los siguientes casos

1. Caso A Supoéngase que t,, € S\ S’. Entonces t,, es de la forma s,r,4, para
algunos enteros p > 1y 0 < g < F; — 1. Se sigue que

Sg = gFit2 — [Fik] FiFy o
pki+g
k

= (pFi+9)Fipe — { } FFy_9 = spp,4+4(méd F)

A continuacion se prueba que s,r,14 > S4. Para esto, es suficiente demostrar que
SE+g > Sy (dado que Spp4g > Sp4g). Se tienen entonces dos subcasos

a) Sir =0 entonces F), > F;. Si F}, = F}, entonces

Fi+yg
SFi+g:(Fi+9)Fz‘+2—l F } —21L
k

=(g+ Fi)Figo — FpoF; = t41

y del lema 3.3 se tiene que t, < tg1. Es decir t50 = Sy < Sk4g < Spritg-
Si Fj, > F; entonces

£+
Sk+g =(Fi + 9) Fiya — [ g
k

(F;+9+0F,)Fiyo Sea q=F+g>F
=(q+ 0Fy) Fiya = tg0

} FiFy_»

Sp4g = lgo Pata q = F; + g > F, y del lema 3.3 t,90 < t40. Asi
Sg < SF4g < SpFi-I—g'

b) Sir > 1, entonces sgp4q > S, siy so6lo si

Fi+g
F,

9
F,

(Fi+g)Fipa — [ } FiFy_o > gl — { } FiFy_o

o equivalentemente si

Fiyo > Fyy ({F;,;g} N [%D
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Sea g = mF, +ncon 0 <n < F,—1. Dado que F; — 1 = rFy + [ con
0 <1< Fy — 1, entonces

Fi—1+g+1] [rE+l+mF +n+1
{ F }_[ F
<7’Fk+l+ka+n+1
< 7
[+n+1
Fy
<r+m+1.

<r+4+m+

Ahora dado que
g=mkF,+n

Dividiendo ambos lados entre Fj, se obtiene

g 4 n
— =m N
Fy, Fy

n
Sea — < 1 entonces
k

-+

F;
[ F_:g] —[F%J <r+m+l-m=r+1

En consecuencia es suficiente demostrar que Fj.o > (r + 1)Fy_2 o lo
que es equivalentemente mostrar que F; + Fj; 1 > (r + 1)F;_5. Dado que
F;, = rFy, + 1 + 1 entonces la ultima desigualdad se tiene si y solo si
rF+14+ 14+ Fiiy >rFy_o+ Fip_o, y esto es cierto si y solo si

y asi

(e — Fe—2) + 1+ 1+ Fipy = r(Froy) 1+ 14 Fipy > Fro
lo que es cierto dado que r > 1.

2. Caso B Supoéngase que t,, ¢ S. Entonces se tiene que 0 < z < Fj, — 1 < w.
Si v > y, entonces, del lema 3.3, t;, < t;, < t,,. Mientras que si v < y. Dado
que t,, = t,;,(méd F;) entonces u + vFy = x + yFi(médF;) y del lema 3.3 como
0 <x+yky < F,—1, entonces u + vFj, = d(x + yF}) para algiun entero d > 1
y asi u + vF), > =+ yFy. Ademas, como v < y, entonces —vFy_oF; > —yF}._oF;.
Luego, de estas dos desigualdades

tupw = (U +VE) Fig — o F; > (0 + yFy) Fipo — yFroF; =ty
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Ahora se presenta la prueba del teorema 3.5
Demostracion del Teorema 1. Sea T = {t,...,t5_,} donde ¢ es el menor entero
positivo congruente con [ médulo F; representable por F; o, F;i ). Sea

Se = aFj0 — [ :|Fk oF

F,

para x = 0,1,.... Del lema 3.4, se tiene que para cada x = 0,...,F; — 1, s, es el
menor entero positivo congruente con [ médulo F; representable por Fj. o, Fj ; es decir
S" = T*. Ahora del lema 3.3, si 7 > 1 entonces

tFk—l,i = Imax {tmz it zi € S/}

0<z<Fy—1
para cada i = 0,...,r — 1. Ademés
t = max {t 0t /
Fr—1r—1 — 0<i<r— {Fk 1,4 - UFy_ 1ZES}
y

. !
tl,r — &gg{tmr . tw,r € S}

Asi,
ti, sir=20
mix{s:se S} = { b

max{tp _1,-1,t-} en otro caso

Ahora t;, > tp,_, ,—1 siy s6lo si

= (rFy + 1) Fipg —1FoF; =(F; = 1) Fipo — rF o F;

>(rFy — 1)Fiyo — (r —1)Fy_oF;

>(rE+ Fy — F, — 1)Fiio — (r — 1) Fy o F;
>(Fp—1+(r—=1)Fy)F2— (r—1)F,_oF;
=tp,_,r—1-

o de forma equivalente si

(F; — 1) Fipo — rEyoF;, >(rFy — 1)Fipo — (r — 1) F o F;
FiFiio >rFpFio+ Fr_oF;
Fiio(Fy —1rFy) >Fy_oF;
de donde se obtiene el resultado del teorema 3.5 es decir
m Sir=0o0sir>1y FuoF; —rFy) > Fy_oF; entonces
g(E7 Fi+27 E-{-k) :tl o E
(TFk+l) H_Q—’I“Fk 2F F
:(E — 1)}7’“_2 — Fi(’f’Fk_g + 1)
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s De otra forma

9(F, Fiyo, Fipg) =tp—1,-1 — F;
=(rFy —1)Fiy0 — Fy((r —1)Fr_o + 1).
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4. PROBLEMAS ABIERTOS Y CONCLUSIONES

4.1. PROBLEMAS ABIERTOS

Recae en el interés de los autores mostrar algunos problemas relacionados al presente
trabajo que aun estdn abiertos para la investigaciéon y que se espera sean tenidos en
cuenta para futuras investigaciones.

4.1.1. Algoritmos eficientes Todos los algoritmos que se presentan en el apéndice
y en general los estudiados a lo largo de este trabajo, funcionan de manera eficiente
cuando el tamano de los nimeros es relativamente pequenio. En general un problema
dificil es encontrar algoritmos eficientes'.

4.1.2. Féormulas sencillas Ademés son problemas abiertos el encontrar féormulas
simples para el calculo particularmente de g(ai,as,as) y n(ai,as, as), en donde esta
altima permite calcular el nimero de enteros no representables por aj,as y as.
En general se requiere encontrar formulas simples para calcular g(aq,as,...,ax) y
n(ai,as, ..., a), entendiendo por formula simple aquella cuya estructura sea polinomial.

4.1.3. Generalizacion: gi(a;,as, a3) En general como el lector podra haber observado
en este trabajo, no interesaba el nimero de representaciones que pueda tener un nimero,
sin embargo es interesante recalcar que un nitimero puede ser representable mas de
una vez por un conjunto A = {ay,as, asz}, es decir dicho nimero se puede escribir de
diferentes manera como combinacién lineal de aq,as y as con coeficientes enteros no
negativos. En este sentido, gx(ai, as, az) indica el mayor nimero no representable por
A con k + 1 representaciones. Vale la pena mencionar que

go(a1, az, a3) = g(ai, as,asz).
En una manera formal sea
U(n) = #{(zvyv Z) La1r + asy + asz =n,xr,y,z 2 O}

Con gi(ay,as,a3) se denota el mayor entero n tal que o(n) > k + 1. Encontrar
gr(a1, as,az), que es un problema que merece ser estudiado en futuras investigaciones.

ISHALLIT, Jeffrey. (2001) The Computational complexity of the local pastage stamp problem.
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4.2. CONCLUSIONES

A lo largo de este documento se not6 la importancia del teorema 1.6 en todos
los métodos para el célculo de g(aq,as,as) puesto que en cada uno de ellos se
construye un sistema completo minimal de residuos médulo a; y por consiguiente
se obtienen los t;, posteriormente todo se reduce a aplicar el teorema 1.6. Vale la
pena recalcar que el procedimiento empleado para calcular el nimero de Frobenius
para conjuntos de ntmeros especiales es similar al sequido en cada uno de los
métodos.

La utilizacion de Fracciones continuas en el desarrollo de algunos de los métodos
es esencial para la implementacion de estos en algoritmos que permitan el calculo

de g(a1, as, az).

En el método de Selmer y Beyer se hace necesario la introduccion de la funcion M
para simplificar su formula explicita para el célculo de g(ay, as, az) lo que permite
implementar este método de forma menos compleja en un algoritmo.

Las formulas explicitas obtenidas por Selmer y Bateman (ver seccién 3) para
el calculo del ntimero de Frobenius en Sucesiones Aritméticas finitas son
equivalentes, basta con observar que s = k — 1 y proceder a efectuar algunos
procedimientos aritméticos.

El calculo del nimero de Frobenius para casos especiales, es decir para conjuntos
de nimeros con ciertas caracteristicas, fue posible gracias a la utilizacion de
propiedades aritméticas de cada uno de estos conjuntos.
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A. ALGORITMOS

Los algoritmos que se presentan a continuaciéon fueron utilizados en el desarrollo del
trabajo. Estos algoritmos estan implementados en el sistema de algebra computacional
MuPAD.

En realidad estudiar la complejidad de estos algoritmos se sale de los objetivos del
presente trabajo y podria ser estudiado en un trabajo posterior.

A.1. ALGORITMO REPRES

Este algoritmo recibe cuatro enteros positivos n,a,b,c, si n es representable por
a,b y c el algoritmo muestra las ternas y el nimero de ellas que son de la forma
[i,7,2] € ZT X ZT x 7T, tales que n = ai + bj + cz, en caso contrario devuelve la
nota ‘No es representable’.

repres:=proc(n,a,b,c)
local i,j,z,t,1,p,q;

begin
q:=n div a;
1l:=n div b;
p:=n div c;
t:=0;

for i from 0 to q do
for j from 0 to 1 do
for z from 0 to p do
m:=1i*a+j*b+z*c;
if m=n then
print([i,j,z]);
t:=t+1;
end_if;
end_for;
end_for;
end_for;
if t=0 then
print(‘No es representable®)
else
print(t)
end_if;
end_proc;

Ejemplo 3. Como 12 no es representable por 13,5 y 17, esto significa que el algoritmo
repres retorna ‘No es representable’
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repres(12,13,5,17)
‘No es representable’

Pero como 30 es representable por 13,5 y 17, el algoritmo entrega la lista de ternas,
ademés del numero de veces que 30 es representable por 13,5 y 17 asi

repres(30,13,5,17)

[0, 6, 0]
(1, 0, 1]
2

A.2. ALGORITMO DE HOFMEISTER

Este algoritmo recibe tres enteros positivos. Si los tres enteros no son primos relativos el
algoritmo retorna ”"cambie de base”, en caso contrario produce el niimero de Frobenius
aplicando el método de Hofmeister.(ver seccion 2).

hofm:=proc(al,a2,a3)
begin

if gcd(al,a2,a3)>1 then
print("cambie de base")
else
M:=sort([al,a2,a3]);
al:=M[1];

a2:=M[2];

a3:=M[3];
dil:=igcd(al,a2);
d2:=igcd(al,ad);
d3:=igcd(a2,a3);

al:=al div (d1xd2);
a2:=a2 div (d1*d3);
a3:=a3 div (d2x*d3);

if al=1 or a2=1 or a3=1 then

g:=-1

else
L:=numlib::lincongruence(a2,a3,al);
s:=L[1];

t:=(s*a2-a3)/al;

q:=al div s;

r:=al mod s;

if (g+1)*a3>=(s-r)*a2 then

g:=max ((s-1)*a2+(q-1)*a3, (r-1)*a2+q*a3)-al;

end_if;

end_if;

d1*d2*d3*g+d1*d2*al* (d3-1)+a2*d1*d3*(d2-1) +a3*d2*d3*(d1-1) ;
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end_if;
end_proc;

Ejemplo 4. Particularmente para 13,25 y 26 el algoritmo hofm muestra que el ntimero
de frobenius de dichos ntimeros es

hofm(13,25,26)
287

A.3. ALGORITMO DE SELMER

El siguiente algoritmo recibe tres enteros positivos. Si los tres enteros no son primos
relativos el algoritmo entrega como respuesta el mensaje "cambie de base”. Si los tres
enteros son primos relativos el algoritmo retorna el nimero de Frobenius utilizando el
método de Selmer y Beyer expuesto en la secciéon 2.

selmer:=proc(al,a2,a3)

local r0,q0,r1,q1,r2,92,r3,93,P0,P1,P2,P3,m,g;
begin

if gcd(al,a2,a3)>1 then
print("cambie de base")

else

M:=sort([al,a2,a3]);
al:=M[1];

a2:=M[2];

a3:=M[3];

dil:=igcd(al,a2);
d2:=igcd(al,ad);
d3:=igcd(a2,a3);

al:=al div (d1xd2);

a2:=a2 div (di1*d3);

a3:=a3 div (d2%*d3);

if al=1 or a2=1 or a3=1 then

g:=-1

else
L:=numlib::lincongruence(a2,a3,al);
s:=L[1];

r0:= al mod s;
q0:= al div s;
if (q0+1)*a3>=(s-r0)*a2 then
return(max ((s-1)*a2+(q0-1)*a3, (r0-1)*a2+q0*a3)-al);

end_if;
rl:= s mod 1r0;
ql:= s div r0;
P0:=q0;
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P1:=q0*ql+1;

m:=float(a3/a2);
q3:=ql;

P:=1;

r:=s;

r2:=r0;

P2:=P0O;
while float(r1/P1)> m do
r2:= rO mod ri;
g2:= r0 div ri;
r3:= rl mod r2;
g3:= rl div r2;
P2:=P0+q2*P1;
P3:=P1+q3*P2;

P:=P1;

r:=ri,;

r0:= r2;
q0:= q2;
rl:=r3;
ql:=q3;
PO:=P2;
P1:=P3;
end_while;
L:=[];

for i from 0 to q3-1 do

L:=[op(L), (r-(i+1)*r2)*a2, (P+i*P2)*a3];
g:=-al+(r2-1)*a2+(P0-1)*a3+op(sort (L) ,nops(L)/2+1);
end_for;

end_if;

d1*d2*d3*g+dl*d2*al*(d3-1)+a2*d1*d3*(d2-1) +a3*d2*xd3*(d1-1) ;
end_if;

end_proc;

Ejemplo 5. Particularmente para 137,251 y 256 el algoritmo selmer muestra que el
numero de frobenius de dichos niimeros es

selmer(137,251,256)
4948

A.4. ALGORITMO DE RODSETH
El algoritmo de rodseth recibe tres enteros positivos, si estos son primos relativos

retorna el ntimero de Frobenius utilizando el método de Rodseth presentado en la
seccion 2, en caso contrario el algoritmo produce la nota "cambie de base”.
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rodseth:=proc(a,b,c)
local i,j,d1,d2,d3,r;
begin

if igcd(a,b,c)>1 then
print("cambie de base")
else

dl:=igcd(a,b);
d2:=igcd(a,c);
d3:=igcd(b,c);

a:=a div (d1*d2);
b:=b div (d1*d3);

c:=c div (d2%d3);

if a=1 or b=1 or c=1 then
r:=-1 else
L:=numlib::lincongruence(b,c,a);
s0:=L[1];

gql:=a div s0;

ql:=ql+1;

sl1:=(a mod s0)-s0;
s:=-s1;

t:=s80;

PO:=1;

P1:=q1*P0;

P:=P1;

while not(s/P<c/b and c¢/b<t/P0) do
=t div s;
1=q+1;
1=s;
:=(t mod s)-s;

‘. ot 0w - QO

:=q*P-PO;
PO:=j;
end_while;
r:=-a+b*(t-1)+c*x(P-1) -min(b*s, c*P0) ;
end_if;
d1*d2*d3*r+d1*d2*a* (d3-1)+b*d1*d3* (d2-1)+c*xd2*xd3*(d1-1);
end_if;
end_proc;

Ejemplo 6. Particularmente para 137,251 y 256 el algoritmo rédseth muestra que el
numero de frobenius de dichos niimeros es
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rodseth(137,251,256)
4948
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A.5. ALGORITMO DE DAVISON

A.5.1. Algoritmo de Biseccién El algoritmo bisecciond se utiliza en el método
de Davison y en la implementacion del algoritmo davison presentado en esta misma
seccion.

bisecciond:=proc(s,t,c,b,rl,r2,q1,q92)

local pl,p2,m;

begin

pl:=poly(r2-x*rl);

p2:=poly(g2+x*ql) ;

if (p1(s)/p2(s)-c/b)<0 and (pl(s-1)/p2(s-1)-c/b)>0 then
return(s);

end_if;

if (p1(t)/p2(t)-c/b)<0 and (p1(t-1)/p2(t-1)-c/b)>0 then
return(t) ;

end_if;

m:=floor((s+t)/2);

while not ((pl(m)/p2(m)-c/b)<0 and

pl(m-1)/p2(m-1)-c/b)>0) do
if (p1(s)/p2(s)-c/b)*(p1(m)/p2(m)-c/b)<0 then
t:=m

else
S:=m;

end_if;

m:=ceil((s+t)/2);

end_while;

m;

end_proc;

A.5.2. Algoritmo de Davison
El algoritmo davison, se basa en lo presentado en las secciones 2 y 2.3. Este algoritmo
recibe tres enteros positivos primos relativos entre si y retorna su nimero de Frobenius.

davison:=proc(a,b,c)
local s,rl1,r2,91,92,t0,m;
begin

if igcd(a,b,c)>1 then
print("cambie de base")
else

di:=igcd(a,b);
d2:=igcd(a,c);
d3:=igcd(b,c);
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a:=a div (d1*d2);

b:=b div (d1*d3);

c:=c div (d2x*d3);

if a=1 or b=1 or c=1 then
g:=-1

else
L:=numlib::lincongruence(b,c,a);
s:=L[1];

r0:=s;

q0:=1;

rl:=a mod s;

al:=a div s;

ql:=al;
r2:= s mod ril;
a2:= s div ri;

gq2:=a2*ql+q0;

while not(r2/92<c/b and c/b <r0/q0) do

r:= rl mod r2;

r0:=r2;

q0:=92;

m:= rl div r2;

ql:=m*q2+q1l;

rl:=r;

al:=m;

r:=r2 mod ril;

m:=r2 div ri;

r2:= r;

a2:= m;

q2:=a2*ql+q2;

end_while;
t0:=bisecciond(0,a2,c,b,r1,r0,q91,90);
x1:=r0-(t0-1)*ri;
x2:=r0-t0*rl; yl:=q0+(t0-1)*ql;
y2:=q0+t0x*ql;

g:=max (b*x1l+c*xql,b*ri+c*y2)-a-b-c;
end_if;

d1*d2*d3*g+d1*d2*a* (d3-1) +b*d1*d3* (d2-1)+c*d2*d3*(d1-1);
end_if;

end_proc;

Ejemplo 7. Particularmente para 137,251 y 256 el algoritmo davison muestra que el
numero de Frobenius de dichos niimeros es

davison(137,251,256)
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