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RESUMEN

En este trabajo se realiza un estudio de cardcter monografico sobre la estabilidad
lineal de las soluciones de equilibrio de un modelo matematico propuesto por Lour-
des Esteva y Cristobal Vargas para la enfermedad del dengue. Se inicia presentan-
do la enfermedad desde un punto de vista biolégico y su relacién con los modelos
matematicos, se presentan algunas definiciones y resultados conocidos de diferentes
areas tales como dlgebra lineal, ecuaciones diferenciales, sistemas dindmicos y es-
tadistica para una mejor comprensién del trabajo. Una vez realizada la deduccién
del modelo se encuentran los puntos de equilibrio y se determina el tipo de estabili-
dad de cada punto.

Con datos reales de Tumaco, proporcionados por el Centro de Salud Malaria (Tuma-
co) vy el Instituto Departamental de Salud de Narino (Pasto) se ajustan los pardme-
tros del modelo, algunos de estos se aproximaron utilizando el método de Méxima
Verosimilitud, los demas fueron proporcionados por el centro de salud Malaria y se
hace un analisis numérico con los datos obtenidos.

Finalmente se presenta un capitulo de anexos donde se desarrollan las demostra-
ciones necesarias para justificar la deduccion del modelo matematico y el andlisis de

estabilidad.



INTRODUCCION

La idea de seres vivientes invisibles como agentes de enfermedades inicia con los es-
critos de Aristételes (384-322 a.c.), pero no fue hasta el siglo XVI que esta teoria
fue desarrollada. Leeuwenhoek (1632-1723) con la ayuda de los primeros microsco-
pios demostro la existencia de microorganismos. En 1840 el Bio-quimico Jacob Henle
encontr6 la primera expresiéon para la teoria del germen en una enfermedad, pos-
teriormente Robert Koch (1843-1910), Joseph Lister (1827-1912) y Louis Pasteur
(1827-1875) a finales del siglo XIX e inicios del siglo XX establecieron bases mas
solidas a esta teoria. En la actualidad las enfermedades mas conocidas son las trans-
mitidas por agentes virales como la influenza, el sarampién, la rubeola y la varicela,
las cuales confieren inmunidad contra la reinfeccién; pero hay enfermedades que no
la confieren, como las ocacionadas por bacterias entre ellas estan la tuberculosis,
meningitis y gonorrea. Otras enfermedades como la malaria, la fiebre amarilla, el
dengue no se transmiten directamente de humano a humano, pero si por vectores
(normalmente los insectos) quienes transmiten la enfermedad a los humanos por via
sanguinea. Los cambios de temperatura, las precipitaciones, la humedad causan la
mayoria de las enfermedades virales de la poblacién mundial, el dengue es una de
estas enfermedades (véase [1]).

El término “dengue” se originé en América entre 1827 y 1828, a raiz de una epidemia
en el Caribe que cursaba con fiebre y erupciones en la piel. Los esclavos provenientes
de Africa identificaron a esta entidad patoldgica como dinga o dyenga, homdénimo del

swahili “Ki denga pepo” que significa ataque repentino (calambre o estremecimiento)
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provocado por un “espiritu malo” que para nosotros es el mosquito. El reporte mas
antiguo de esta enfermedad, data de la Enciclopedia China de Sintomas de las Enfer-
medades y Remedios, publicada por primera vez durante la Dinastia China (265-420
d.c). Esta enfermedad fue llamada por los chinos como “agua venenosa” y ellos pen-
saban que de algin modo estaba conectada con insectos voladores asociados al agua
(véase [14]).

El dengue es transmitido por mosquitos de la familia Aedes (principalmente A. Ae-
gypti), v es causado por cuatro serotipos de un virus de la familia Flaviviridae. Esta
enfermedad se propaga rdpidamente en zonas tropicales por debajo de los 2200 msnm
(metros sobre el nivel del mar), tiene mayor influencia en zonas donde hay poca elimi-
nacion de aguas residuales y desechos sélidos. Existen dos clases de dengue, el dengue
clasico (DC) y la fiebre por dengue hemorragio (DHF), la primera se caracteriza por
el desarrollo rapido de fiebre que puede durar entre 5y 7 dias, con dolores intensos de
cabeza y articulaciones musculares; la segunda es méas grave, es asociada con perdida
del apetito, vémitos, fiebre alta, dolor de cabeza y dolor abdominal (véase [2, 4]).
En 1906 Bancroft publica las primeras evidencias del Aedes Aegypti como el vec-
tor principal del dengue, basandoce en investigaciones hechas anteriormente por el
médico Cubano Carlos J. Finlay, el cual anunciaba que este mosquito es el agente
transmisor de la fiebre amarilla.

Sin el tratamiento adecuado el DHF puede causar la muerte hasta en un 50 % de
los casos, este es asociado al virus tipo III, aparece en personas que previamente
han tenido infecciones con serotipos similares. En Colombia, los serotipos que mas
prevalecen son tipo I y tipo II localizados con mayor proporcion en la zona Pacifica
Colombiana; el DHF no se ha presentado ain en esta regién, pero si en otras regiones.
El dengue constituye en Colombia uno de los problemas mas importantes en lo que
respecta a la salud publica, aumentando descontroladamente la invasion del mosquito

en la regién (véase [9, 10]).
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La Biomatematica nacié como Ciencia en los anos 1926 y 1927 con los trabajos de
Volterra (1926), Lotka (1927) y Kostitzin (1927) quienes iniciaron la aplicacién de
la Biologia con la matematica. Volterra, motivado por un problema que le sugirié su
yerno, el zo6logo Humberto D “Ancona, demostré usando un modelo matemaético,
que las fluctuaciones de la pesca en el Mar Adridtico (mar mediterraneo al sur de
Europa) podian deberse a la interaccién entre depredadores y presas. A partir de
alli, la mayoria de los conceptos de la Ecologia y la Biologia han tenido expresion en
forma de modelos matematicos que explican o predicen lo que pasa en la naturaleza,
con mayor o menor grado de realismo y precision; en donde el objeto de trabajo son
los fenémenos que involucran salud, ambiente y sus consecuencias. El estudio de las
enfermedades virales por medio de modelos mateméticos ha tenido un amplio desa-
rrollo en los 1iltimos anos y ha demostrado ser una gran arma para entender patrones
y procesos epidemiolégicos siempre y cuando estos modelos sean lo suficientemente
reales y basados en conocimientos bioldgicos, de no ser asi su aplicacion puede llevar
a resultados incoherentes no satisfactorios. La importancia de estos modelos se debe
a que aportan potentes herramientas para describir las relaciones que se hallan pre-
sentes en los sistemas biolégicos. Los modelos matematicos epidemioldgicos ayudan
a modelar la forma como se transmite el virus en una poblacién y dan sugerencias
para prevenir su propagacién (véase [3, 5]).

Teniendo en cuenta los distintos estados relacionados con un proceso infeccioso, los

modelos matematicos epidemioldgicos se dividen en tres grupos:

= SIR: El modelo susceptible-infectado-recuperado, relacionado con las enfer-
medades que confieren inmunidad permanente. Esto no quiere decir que todos
los individuos de una poblacién deban pasar por estos estados, algunos no seran
infectados y permaneceran en estado susceptible, otros serdn inmunizados ar-
tificialmente por vacunacién, o algin otro método y pasaran a ser recupera-

dos sin haber estado infectados. Es justamente el interés del modelo tener en
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cuenta todas estas posibilidades y tratar de predecir el comportamiento de
una epidemia. El modelo a seguir en esta investigacion es de este tipo, pero
se descarta la inmunizacién artificial, ya que no hay una vacuna para prevenir

esta enfermedad.

= SIRS: El modelo susceptible-infectado-recuperado-susceptible, idéntico al ante-
rior, pero aplicable a casos en que la inmunidad no es permanente y el individuo

vuelve a ser susceptible después de un cierto periodo, tal como la gripe.

= SIS: El modelo susceptible-infectado-susceptible; se usan en casos en que la
enfermedad no confiere inmunidad y el individuo pasa de estar infectado a

susceptible nuevamente, saltando la etapa R.

No hay duda acerca de la necesidad de contar con una vacuna contra el dengue que
brinde inmunidad de larga duracién contra los cuatro serotipos del virus. Sin em-
bargo, diversos factores han impedido la elaboracion de vacunas especificas contra el
dengue; la comunidad cientifica no espera contar con una vacuna en los proximos 10
anos, por lo que en la actualidad, la erradicacion del vector continua siendo la tinica
alternativa viable para controlar esta enfermedad. Diferentes investigadores han tra-
bajado en este campo como Hyun Mo Yang vinculado al Instituto de Matematica,
Estadistica y Computacién Cientifica (Imecc) de la Universidad Estatal de Campinas
(Unicamp-Brasil), Yang aborda el estudio de modelos matematicos para los factores
que intervienen en la transmision de la enfermedad por el mosquito Aedes Aegyp-
ti (vedse [3]). Jonny Duque, Anibal Munoz y Mario Navarro de la Universidad del
Quindio (Colombia) han hecho investigaciones sobre un modelo de simulacién para
el contro del mosquito Aedes Aegypti (vedse [5, 6]).

Lourdes Esteva y Cristobal Vargas presentan un modelo para la transmision de la
enfermedad del dengue en una poblaciéon humana constante, ellos presentan un anali-

sis global y completo de estabilidad, iniciando con la estabilidad de las soluciones de
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equilibrio y posteriormente utilizan resultados de la teoria de sistemas competitivos
y estabilidad de orbitas periddicas para establecer la estabilidad global del equilibrio
endémico.

En este proyecto de ivestigacion se realizé un estudio de caracter monogréfico de
este modelo. En concreto, se hizo el andlisis de estabilidad lineal de las soluciones
de equilibrio, completando todos los calculos y demostraciones que no aparecen en
el articulo, ademas se complementé el trabajo con un andlisis numeérico con la ayuda
del software Phaser 2.1.

El documento esta organizado de la siguiente forma. En el primer capitulo se hace una
breve descripcion bioldgica de la enfermedad. En el segundo, se presenta un capitulo
de preliminares mateméaticos donde se encuentran definiciones y resultados conocidos
de diferentes areas como algebra lineal, ecuaciones diferenciales, sistemas dindmicos y
estadistica, que son indispensables para desarrollar el trabajo. En el tercero, se deduce
el modelo matematico representado por un sistema no lineal de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. En el cuarto, se encuentran los puntos de equilibrio del sistema y
se hace un estudio del tipo de estabilidad de cada punto de equilibrio. En el quinto,
con datos proporcionados por el Centro de Salud Malaria de Tumaco y el Instituto
Departamental de Salud de Narino se hace el ajuste de los parametros del modelo;
algunos de ellos se aproximaron utilizando el método de Maxima Verosimilitud, para
asi hacer un andalisis numérico con los datos obtenidos. Finalmente se complemento el
trabajo con un capitulo de anexos, donde se encuentran los calculos y demostraciones
necesarios para argumentar la deduccion del modelo y el andlisis de estabilidad de

sus puntos de equilibrio.
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1. ENFERMEDAD DEL DENGUE

En este capitulo se presenta la enfermedad desde un punto de vista biol6gico. Primero
se anuncia los antecedentes de la enfermedad, luego se hace una descripcion de la
enfermedad y por ultimo se citan algunas investigaciones hechas acerca de la enfer-

medad.

1.1. ANTECEDENTES DEL DENGUE

A finales del siglo XX el dengue en las Américas fue catalogado como uno de los
problemas mas importantes en la salud publica, debido a la rapida propagacién del
vector en la region. Desde entonces se han venido desarrollando diferentes campanas
de erradicacion del mosquito bajando la tasa de transmisién en la poblacion, pero
esto no es suficiente ya que a medida que pasa el tiempo la enfermedad tiende a
propagarse con mas rapidez en las regiones tropicales (véase [13]).

En América el dengue ha tenido un incremento significativo en los 1ltimos veinte
anos debido a los profundos y desestabilizados cambios climaticos que alteran el
ecosistema y por ende ayuda a mejorar la reproduccion del mosquito. Controlar la
transmisién de la enfermedad es cada vez mas dificil, ya que el mosquito prevalece
en mas de 28 paises (véase [12]).

Las primeras epidemias compatibles con el D.C en Latinoamérica y el Caribe ocu-
rrieron en las Antillas Francesas en 1635 y en Panama en 1699, mucho antes de los
primeros reportes clinicos encontrados en la literatura médica entre 1779 y 1780. El

DHF fue descrito por primera vez como una entidad clinicamente definida en Fili-



pinas en 1954. En las dos ultimas décadas previas al siglo XXI, el dengue vuelve a
tomar notoriedad en las Américas con el brote epidémico de dengue hemorragico en
Cuba (1981) marcandola como una enfermedad emergente en las Américas, seguido
del segundo gran brote durante el intervalo diciembre de 1989 a abril de 1990 en
Venezuela; hitos que indicarian la propagacién progresiva de dicha enfermedad co-
mo un fenémeno emergente en la regién, asociada a la reemergencia del dengue en
América del Sur.

En la actualidad el dengue es una de las enfermedades que mas afecta la salud publi-
ca a nivel mundial, anualmente se reportan de 50 a 100 millones de casos de dengue
clasico y de 250.000 a 500.000 casos de dengue hemorragico transformandose en la
principal causa de hospitalizacién y muerte entre los ninos del mundo (véase [10]).
Probablemente entre 1987 y 1988 se produjo el primer brote de la enfermedad en
América Central, América del Sur y las islas del Pacifico, aunque en Colombia en
1978 ya se habian presentado algunas infecciones similares por el mosquito Aedes
Albopictus, de la misma familia del mosquito A. Aegypti, en Leticia (Amazonas).
El primer caso de dengue hemorragico en Colombia se presenté en Puerto Berrio
(Antioquia) en el ano de 1989 siendo este la base de propagacién en todo el pais,
desde entonces se ha observado un alto indice de incremento de esta enfermedad,
llegando a infectarse gran parte de la poblacién. En el afio de 1999, los departamen-
tos con mayores tasas de incidencia de dengue fueron: Arauca, San Andrés, Huila,
Santander, Norte de Santander y Casanare, en tanto para el 2002 ya se habian con-
tagiado los departamentos de Atlantico, Boyacd, Caldas, Cundinamarca, Magdalena,
Narino (Tumaco), Meta y Caquetd, reportando 61.910 casos de dengue; de los cuales
el 89.3% corresponden a dengue clasico y el 10.7% a dengue hemorragico (véase
[10]).

Segin la Organizacién Panamericana de la Salud (OPS) la transmisién del dengue

ha aumentado significativamente en nuestra regién y hoy en dia mas de la mitad de



la poblacién mundial vive en riesgo de infectarse (véase [13]).

1.2.  ENFERMEDAD DEL DENGUE

El dengue es una enfermedad infecciosa, aguda y grave propia de Africa, causada
por un virus (género Togaviridae, familia Flaviviridae) y transmitida por el mosquito
Aedes Aegypti, su origen se remonta al ano 1823 donde esclavos procedentes de
Africa Occidental introdujeron en América los términos dinga o dyenga con los cuales
nombraban a esta enfermedad en su tierra natal, mas adelante fue transformada a la
expresion espafiola originando el sustantivo dengue (véase [14]).

El DC no presenta sintomas, pero en ocaciones presenta fiebre alta que perdura entre
5y 7 dias, fuerte dolor de cabeza, dolor de las articulaciones, musculos y en los ojos,
y erupcion en la piel. EI DHF presenta sintomas mucho mas graves, pero suelen
ser indistinguibles con los del DC, aunque las manifestaciones hemorragicas avanzan
mas rapidamente. Los sintomas iniciales son: fiebre, tos, dolor de cabeza, nauseas,
vomitos, dolor abdominal y debilidad general, con duraciéon de 5 a 14 dias, después
puede llegar a producir hemorragias; a menudo con inflamacién del higado, y en los
casos criticos dar lugar a un estado de shock y provocar la muerte si los enfermos
no reciben atencion médica pertinente. El DHF sin tratamiento puede causar la
muerte hasta en el 50 % de los casos; no existe un tratamiento adecuado para esta
enfermedad, sin embargo con un buen cuidado clinico se puede reducir la mortalidad
a menos de un 1 por ciento (véase [10]).

Los criterios para diagnosticar esta enfermedad son:

» Las pruebas de laboratorio clinico como exdmenes de sangre, de leucositos y

plaquetas, pruebas de funcién hepdtica, exdmen general de orina.

s Las pruebas especificas para el virus del dengue como aislamiento del virus

(método directo) y serologia (método indirecto).



1.2.1. El Virus

Tanto el dengue clasico como el hemorragico son causados por el mismo virus, es un
flavivirus del género Togaviridae y la familia Flaviviridae de 40, a 50u,,, el grupo
virus dengue esta representado por cuatro serotipos (o subespecies): virus tipo I o
dengue 1 (DEN-1), virus tipo IT o dengue 2 (DEN-2), virus tipo IIT o dengue 3 (DEN-
3) y virus tipo IV o dengue 4 (DEN-4); los cuales muestran caracteristicas distintas,
estos son biolégicamente transmitidos a humanos susceptibles a traves de la picadura
del mosquito. La infeccién del hombre por un serotipo produce inmunidad para toda
la vida contra la reinfeccién con ese serotipo, pero solo proteccion temporal contra
los otros (véase [15]).

La transmision del virus esta determinada por varios factores, entre ellos: el medio
ambiente, el vector y la susceptibilidad de la poblacion. Los virus son transmitidos
a los humanos a través de los mosquitos infectados permaneciendo infectados de por
vida que pueden ser semanas o incluso meses. Los 1inicos que transmiten el virus
son los mosquitos hembra, el macho sélo se alimenta del nectar de las plantas. Un
mosquito hembra puede trasmitir el virus a la siguiente generaciéon de mosquitos por
transmisién transovarial, el virus se multiplica en el epitelio intestinal del mosquito
hembra infectado, luego de 7 a 14 dias puede infectar al hombre por una nueva pi-
cadura. Los humanos son los receptores principales del virus, aunque investigaciones
han demostrado que en algunas partes del mundo los monos también pueden infec-
tarse y probablemente servir como fuente del virus para mosquitos no infectados. Una
vez el virus se introduce en el organismo el periédo de incubacién es de 3 a 21 dias,
en promedio de 5 a 7 dias; después de los cuales el paciente puede o no experimentar

sintomas dependiendo del estado en que se encuentre (véase [11, 15]).



1.2.2. Mosquito Vector

El principal transmisor del virus del dengue (cldsico y hemorragico) es el mosquito
Aedes Aegypti, en la actualidad es conocido como el transmisor del virus de la
fiebre amarilla. La hembra tiene habitos domésticos y peridomésticos, se reproduce
en cualquier ambiente donde haya acumulaciones de agua generelmente limpia, de-
positando los huevos en las paredes de los recipientes donde ésta se estanca. Luego de
un corto peridédo que va de 2 a 15 dias los mosquitos Aedes contaminados adquieren
la capacidad de transmitir el virus durante toda su vida, que puede llegar a durar
hasta dos meses, picando a individuos susceptibles a esta enfermedad (véase [11]).
La transmisién esta constituida por el ciclo mosquito-hombre-mosquito, es decir, des-
pués de que una persona es picada por un mosquito infectado, el virus lleva su peridodo
de incubacion, donde la persona puede experimentar inicios de fiebre aguda, acom-
panada de sintomas no especificados. Si en este estado, otro mosquito A. Aegypti
no infectado pica a la persona enferma, estos mosquitos pueden infectarse y subse-
cuentemente transmitir el virus a otras personas no infectadas (véase [15]).

El mosquito Aedes Aegypti es una especie del subgénero Stegomya, probablemente
originada en Africa, hasta el momento se cree que fue exportado del viejo al nuevo
mundo a traves de barriles llenos de agua que se transportaban en barcos durante
las primeras exploraciones y colonizaciones. El mosquito habita en areas tropicales
y subtropicales del planeta, comprendidas entre los 45° de latitud norte y los 35° de
latitud sur, en las zonas isotermales intermedias a los 20°C. Establece sus criaderos
en depdsitos de agua limpia, ubicados en objetos o construcciones como: neuméticos,
baterias viejas, recipientes de todo tipo, entre otros (véase [11, 15]).

El ciclo de vida del A. Aegypti comprende: el huevo, cuatro estados larvales, un
estado de pupa y el adulto (Figura 1.1). Los huevos no miden mas de un milimetro

de largo, inicialmente son de color blanco, tornandoce de color negro a medida que se
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Figura 1.1: Ciclo de vida del Mosquito.

va desarrrollando el embrién entre 2 o 3 dias en ciertas condiciones de temperatura y
humedad; una vez culminado este periédo, los huevos ya pueden soportar tempera-
turas extremas y deshidrataciones con sobrevida de 7 meses a un ano. Las larvas que
surgen pasan por cuatro estados larvarios, pasando por tres transformaciones desde
un largo de 1mm. a los 6 o 7mm. finales. Su desarrollo se completa en condiciones
favorables de nutricién y con temperaturas de 25 a 29°C. Son incapaces de resistir
temperaturas inferiores a 10°C o superiores a 44 o 46°C, pasando a un estado pupal
cerca de los 13°C. La pupa no requiere alimentacién y completa su desarrrollo hasta
adulto de 1 a 3 dias. El ciclo completo de huevo a adulto en éptimas condiciones de
temperatura y alimentacion es de 10 dias. E1 A. Aegypti adulto es un mosquito de
color negro, con manchas blancas-plateadas en el dorso del térax y un caracteristico

diseno en forma de anillo en tarso, tibia y fémures de las patas (Figura 1.2) (véase

[11]).



Figura 1.2: Mosquito Aedes Aegypti.

1.3. OTRAS INVESTIGACIONES

De las investigaciones consultadas acerca de la transmisién del dengue podemos citar

las siguientes:

= El estudio de modelos matematicos para los factores que intervienen en la
transmisién de la enfermedad por el mosquito Aedes Aegypti. Hyun Mon Yang,

Universidad Estatal de Campinas (Brasil) [3].

= Modelo de simulacion para el control del mosquito Aedes Aegypti. Jonny Duque,

Anibal Munoz y Mario Navarro, Universidad del Quindio (Colombia) [5].

= Modelo estocastico de transmision del dengue en poblaciones estructuradas.
Tesis para obtener el titulo de Doctor en Ciencias, Area Biotecnologia. Juan

Ruiz Ramirez, Universidad de Colima (México) [15].



2. PRELIMINARES MATEMATICOS

En este capitulo se presentan algunos tépicos necesarios para la lectura y la compren-
sién del trabajo, organizados en tres grupos: Algebra lineal, Ecuaciones diferenciales

y sistemas dinamicos, y Estadistica.

2.1. ALGEBRA LINEAL

Criterio de Routh-Hurwitz. Representa un método para determinar el signo de
la parte real de las raices de un polinomio con coeficientes constantes reales, sin
obtenerlas. Sea

p(A) = ag\" + a A"+ . 4 a, =0,

un polinomio de grado n con coeficientes constantes reales. Entonces, todos los ceros

de p(\) tienen parte real negativa si p(\) cumple las siguientes condiciones:
» Todos los coeficientes de p(\) tengan el mismo signo.
= Ninguno de estos coeficientes se anule.
s Todos los determinantes de Hurwitz deben ser positivos.

Los determinantes de Hurwitz para p(\) son:

a; ay O
ap Qo
D, = ay, D, = ) D3 = as Qo a1 s
as as
as Qa4 a3



ap Qg 0 ‘e 0
a3 a a; ... O
Dn = las a4 ag 0
0O 0 0 ... a,

Para el caso particular cuando p(A) es de grado 3; es decir,
P(AN) = ag)® + a1 A2 + ag\ + a3 = 0.

Los determinante de Hurwitz son:

ap Qo 0
ap Qo

D, = ay, D, = ; D3 = |as ay a;
az az

0 0 as

2.2. ECUACIONES DIFERENCIALES Y SISTEMAS DINAMICOS

Sea E un espacio vectorial con una norma; W C E, un conjunto abierto en E; y

f W — FE una aplicaciéon continua. Por solucion de la ecuacién diferencial

se entiende una funcién derivable
z:J—>W

definida en cierto intervalo J C R y tal que para todo ¢t € J

Aqui J puede ser un conjunto de niimeros reales abierto, cerrado, semiabierto (semice-

rrado) o infinito.



Una condicion inicial para una solucion z : J — W es una condicion de la forma

x(to) =1x9, con tyg € J, xg € W.

El resultado siguiente es el teorema local fundamental de las ecuaciones diferenciales
ordinarias. Se dice que es un teorema “local” porque se refiere a la naturaleza del

campo vectorial f : W — F en el entorno de un punto xy de W.

Teorema 1 (Existencia y Unicidad.) Sean W C E un subconjunto de un espacio
vectorial normado, f : W — E una aplicacién C (continuamente diferenciable), y

x9 € W. Entonces existe un a > 0 y una unica solucion

z:(—a,a) > W
de la ecuacion diferencial
z = f(z)
que satisface la condicion inicial
z(0) = .

El siguiente teorema, estudia el comportamiento de una solucién cuando se aproxima
a los extremos de su dominio. Establece el resultado sélo para el extremo derecho,

siendo andlogo el otro caso.

Teorema 2 (Prolongacién de Soluciones) Sea W C E un abierto y sea
f: W — E una aplicacion C*. Sea y(t) una solucién en un intervalo abierto mazimal
J = (a,3) CR con 8 < co. Entonces, dado cualquier conjunto compacto K C W,

existe un t € (o, §) tal que y(t) ¢ K.
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Este teorema dice que si una solucién y(¢) no se puede prolongar a un intervalo mas
amplio, entonces sale de cualquier compacto. Esto implica que t — [ o bien y(¢)

tiende a la frontera de W.

La ecuacién

X = F(X), (1)

es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de R™, con X = (x1, 9, ..., x,).
Si F' no depende del tiempo, (1) es un sistema de ecuaciones diferenciales autdnomo,
de lo contrario es no auténomo. A lo largo de este capitulo, (1) representa un sistema

de ecuaciones diferenciales no lineal.

Un Sistema Dinamico es un modo de describir el recorrido a lo largo del tiempo de
todos los puntos de un espacio dado. Para obtener una visualizacion de la direccién

de las soluciones de (1) se dibuja el campo vectorial.

El campo vectorial es una aplicacién 6 : R® — R”™ tal que a cada punto x € R" le
asignamos el vector 6, € R". Con el fin de tener una visualizacién de la direccion
de las soluciones dibujamos 6, como un vector “basado en z”; es decir, asignamos
a r el segmento dirigido que va desde z hasta x + 6,. Asi, asociamos a cada punto
x € R™ una flecha comenzando en z con la punta en z + 6,, el conjunto de todos

estos vectores representa el campo vectorial de (1).

El retrato de fase de (1) es la familia de todas las curvas solucién, que a su vez es
equivalente al flujo del sistema. Es una aplicacion ¢, : R — R", t € R, tal que a
cada punto x € R" le corresponde la solucién ¢;(x) € R™. Este estd determinado por

el campo vectorial.
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Conjunto Invariante. Un conjunto 7' C R" es invariante de (1), si para todo z € T,
pi(x) € T conteR.

Si sélo se cumple para t > 0, se dice que T es Positivamente Invariante.

Punto de Equilibrio. Sea T € W, T es un punto de equilibrio de (1) si F(Z) = 0.

Lo cual implica que T = 0 por lo tanto, T es una solucién constante de (1).

El estudio de los puntos de equilibrio juega un papel fundamental en las ecuaciones
diferenciales ordinarias y sus aplicaciones. Un punto de equilibrio, ha de satisfacer
un criterio de estabilidad para ser importante fisicamente. La nocién de estabilidad
mas frecuentemente considerada es la que ordinariamente se atribuye a Lyapunov!.
Un punto de equilibrio T de (1) es estable si las soluciones préximas permanecen
préximas en todo instante posterior; de lo contrario se dice que es inestable.

Punto de Equilibrio Estable. Sea T € W un punto de equilibrio de (1), T es un
punto de equilibrio estable, si para todo entorno U de T € W existe un entorno U,
de T de U tal que toda solucién x(t) con x(ty) en U, esta definida y permanece en U
para todo ¢ > 0. En consecuencia, T se dice estable si para todo € > 0 existe () > 0

tal que ||z(tg) — Z|| < ¢ implica que ||z(t) — 7| <€, Vt > 0.

{24
. _ /’\
e

U

.

! Alexander Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) fue un matemético ruso cuyos trabajos, que
aparecieron publicados a mediados de 1892, dieron origen al estudio de estabilidad mediante un
enfoque tedrico que hoy lleva su nombre.
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Punto de Equilibrio Asintéticamente Estable. Sea T € W un punto de equili-
brio de (1), Z es un punto de equilibrio asintéticamente estable si es estable y ademés

|z(to) — Z|| < n implica que lim z(t) =7, Vt > 0.
t—00

U

Punto de Equilibrio Inestable. Sea T € W un punto de equilibrio de (1), T es
un punto de equilibrio inestable si no es estable; es decir, para todo entorno U de
T € W existe un entorno U; de T de U tal que existe al menos una solucién z(t) que

comienza en x(tp) en U; y que no permanece enteramente en U.

B

a
AN

La estabilidad es una de las caracteristicas mas importantes de los sistemas dinami-
cos. Al analizar la estabilidad de dichos sistemas surgen diferentes problemas de-
pendiendo el sistema que se considere. Por ejemplo, considerando sistemas lineales
existen métodos para poder determinar su estabilidad; en cambio los sistemas no

lineales pueden tener varios puntos de equilibrio, y la convergencia a uno estable
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depende del estado inicial. Debido a esto, no es facil estudiar directamente la esta-
bilidad en los sistemas no lineales, para ello se recurre a la linealizacién alrededor del

punto de equilibrio.

Sea T € W un punto de equilibrio de (1); es decir, F'(Z) = 0. Para analizar la
estabilidad de ¥ en el sistema no lineal recurrimos a la linealizacién alrededor de 7.
Por conveniencia consideremos T = 0 lo cual no representa perdida de generalizacién
va que todo punto de equilibrio T # 0 puede ser trasladado al origen mediante el
cambio de variable Y = X — T de donde se tiene que X = T + Y. Sustituyendo en
(1) tenemos

X =7 +Y =F@+Y),

como Z = 0 por ser un punto de equilibrio, entonces
X =Y =F@+Y).
Aplicando el teorema de expansion de Taylor tenemos:

Y:ﬂ@+F@Y+F©WV

para algin c entre T y T+ Y. Como F(Z) = 0 entonces

Y = F ()Y +h(Y),

FI
con h(Y) = 2('6) (Y)2. La funcién h(Y) se hace mds pequena cuando ||Y]| tiende a
desaparecer asi, @ — 0, cuando Y — 0; es decir, para todo € > 0, existe d() > 0

talque ||A(Y)]| < €]|Y]| cuando ||Y|| < 6.

Luego, la linealizacién del sistema (1) alrededor de T esta relacionada con el sistema

lineal homogéneo

! /

V' = F @)V 2)
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Si 7 es un punto de equilibrio de (1), entonces F'(Z) = DF(T) es una matriz n xn con
entradas constantes (matriz jacobiana) y la solucién del sistema (2) con v(tg) = g
se puede escribir como

’U(t) — ,UOBDF(E)t’

el polinomio caracteristico p(A) de DF(ZT) esta representado por la ecuacién
Det(DF(z) — \I) = 0.

El siguiente teorema brinda un simple procedimiento para determinar la estabilidad

del origen como punto de equilibrio del sistema no lineal.

Teorema 3 (Método Indirecto de Lyapunov) Sea T = 0 un punto de equilibrio
del sistema no lineal X' = F(X) donde F : U — R*, con U C R", es continuamente

diferenciable y U es un entorno del origen. Sea la matriz jacobiana

OF
DF = — (), -
ox (®)e=0
Entonces, notando con \; a los autovalores de DF (i =0,...,n).

» T es asintdticamente estable si todo valor propio tiene parte real negativa (Re{\;} <

0, para todo;).

» T es inestable si para uno o mas valores propios de DF' tienen parte real positiva

no nula (Re{\;} > 0 para algin i).

Cuando se presenta la situacién Re{);} < 0 para todo i, y Re{\;} = 0 para algin
7. En este caso, la linealizacién no es suficiente para determinar la estabilidad de 7.

Para ello se utiliza el siguiente teorema

Teorema 4 (Método Directo de Lyapunov) Sea T € W un punto de equilibrio
del sistema no lineal X' = F(X). Sea V : U = R una funcidn continua definida en

un entorno U C W de X, derivable en U — T, tal que
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a) V()=0 y V(z)>0 si x#T7,
b). V<0 en U-—T.

Entonces T es estable. Si ademds se cumple
¢) V<0 en U-T,

entonces T es asintoticamente estable.

Una funcién V' (z) que cumple con las condiciones impuestas en el teorema anterior
se denomina funcion de Lyapunov. Este método es una herramienta de andlisis
muy poderosa. Sin embargo, presenta dos desventajas. La primera es que no hay un
método sitematico para hallar una funcién de Lyapunov por lo tanto hay que pro-
poner una funciéon candidata a funcién de Lyapunov y probar si la misma cumple con
los requisitos de estabilidad. La segunda es que el teorema solo brinda condiciones
suficientes por lo tanto el hecho de no encontrar una funcion candidata a Lyapunov
que satisfaga las condiciones de estabilidad o de estabilidad asintdtica no significa

que el origen es inestable o no asintéticamente estable.

Derivada Orbital. Sea V una funciéon de Lyapunov, la derivada orbital de V se

define por el producto escalar entre el gradiente de V' y el campo vectorial F,

VV(z)e F(z).

2.3. ESTADISTICA

Probabilidad. La probabilidad p de un evento A se define como sigue: si A puede

ocurrir de s maneras entre un total de n igualmente posibles, entonces
p=P4)=

S
o
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Probabilidad Condicional. Sea E un evento arbitrario de un espacio muestral
S con P(E) > 0. La probabilidad de que un evento A suceda una vez que E haya
sucedido o, en otras palabras, la probabilidad condicional de A dado E, que se escribe

P(A||E), se define
P(ANB)
P(E)

P(A|E) =
Estimacion de Maxima Verosimilitud. Este método representa un procedimien-
to que permite estimar los pardmetros de un modelo probabilistico, o los coeficientes
de un modelo matematico, de tal manera que sean los mas probables a partir de los

datos obtenidos.

Dada la dencidad fp(z) y un conjunto de valores aleatorios muestreados (1, ..., z,),

se conforma la funcién de dencidad de la muestra, o funcién de verosimilitud,

L(0) = H folzi).

Dado que las x son valores conocidos, la cantidad L sélo depende del parametro 6.
Es decir, si h representa el nimero de aciertos de un evento A, con n el total de veces

que ocurrio, y n — h el nimero de fracasos; la funcién de verosimilitud para el evento

A es

n! e
L(0) = meh(l -,

y su representacién grafica es
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Estimacion de Maxima Verosimilitud

1.0

La funcién L(f) es diferenciable y tiene un méximo local en un punto interior del

intervalo. El estimador maximo verosimil @ satisface:

por lo tanto, su maximo valor es

18



3. DEDUCCION DEL MODELO MATEMATICO

Los modelos matemdticos epidemiolégicos permiten describir y predecir el compor-
tamiento del virus sobre una determinada poblacién. Para formular el modelo se toma
dos poblaciones, la poblacién humana y la poblacién vector (poblacién del mosquito).
En el presente modelo la poblacion humana se considera constante, sélo puede ser
infectada por un tipo de virus y ningin individuo nace infectado; la poblacién vector
tiene una razon de reclutamiento constante y las muertes proporcionales al tamano
de la poblacién.

Durante el proceso infeccioso los individuos de la poblacién humana pueden pasar
por todos o algunos de los siguientes estados: susceptible (estado en el cual el in-
dividuo puede ser picado por un mosquito infectado), infectado (estado en el cual
el individuo se halla infectado de la enfermedad) ¢ recuperado (estado durante el
cual el individuo presenta inmunidad a la infeccién); por otro lado, en la poblacién
vector los mosquitos pueden pasar por: susceptible (estado en el cual el mosquito no
esta infectado, pero si expuesto a contraer dicha infeccién) ¢ infectado (estado en
el cual el mosquito se encuentra infectado por el virus y puede transmitir el virus
a individuos susceptibles). La poblacién vector pasa de susceptible a infectado al
picar a individuos infectados de la poblaciéon humana, una vez un mosquito ha sido
infectado, este puede infectar a individuos susceptibles de la poblacién humana por
medio de picaduras.

Sean Ny yv Ny los tamanos de la poblacion humana y poblacion vector respectiva-

mente, sea py la razon constante de crecimiento y muerte de la poblaciéon humana y
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py la razéon de mortalidad en la poblacién vector. Las muertes totales en la poblacién
vector estan estimadas por la razén iy Ny .

Si A es la razon de reclutamiento constante en la poblacién vector, la variacion de la
poblacién esta dada por la diferencia entre la razén de reclutamiento y el nimero de

muertes totales, este hecho se ve representado por la siguiente ecuacién diferencial:
Ny = A — py Ny,

una observacion interesante es que la solucién de la ecuacién diferencial (Ny =

A

v T Ke "t donde K es un numero real) se aproxima a la solucién de equili-

brio ”iv a medida que transcurre el tiempo.

Sean Sy (t), I (t) y Ry(t) el ntimero de individuos susceptibles, infectados y recu-
perados en la poblacién humana respectivamente, y sean Sy (t) y Iy/(t) el nimero de
mosquitos susceptibles e infectados en la poblacién vector respectivamente.

En la poblacién humana, los individuos susceptibles pasan a ser infectados cuando
son picados por mosquitos infectados, estos se recuperan permanentemente a una
razén costante vy pasando a ser recuperados o inmunes, es decir, no vuelven a ser
susceptibles, asi:

En la poblacion vector, los mosquitos susceptibles pasan a ser infectados cuando
pican a un humano infectado. Los mosquitos nunca se recuperan de la infeccion, es

decir, su periodo de infeccion termina cuando ellos mueren, asi:
S v — I V.

Sea b la razén constante de picaduras del mosquito por dia (esta depende de diferentes
factores, en especial los climdticos), y sea m el nimero de hospederos disponibles
alternativos como fuente de sangre. Entonces, la probabilidad de que un mosquito

elija a un individuo humano como un hospedero viene dado por:

Nu
NH—|—m
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Ny

asi el mosquito toma del humano una razén b
Ht+mM

de picaduras. Y el humano recibe
del mosquito, la razén de picaduras que toma un mosquito del humano susceptible

multiplicada por la dencidad entre mosquitos y humanos, es decir:

b Ny Ny

La probabilidad de trasmisién es la probabilidad de que una picadura infecciosa
produzca un nuevo caso en un miembro susceptible de la otra especie. Si By es la
probabilidad de transmisién de vector a humano y fy es la probabilidad de trans-
misién de humano a vector, entonces la razén de infeccién en humanos susceptibles
esta dada por la probabilidad de trasmision de vector a humano multiplicada por
el nimero de picaduras que recibe el humano y por la probabilidad de escoger un

mosquito infectado entre la poblacion vector, asi:

NH NV TV /BHb T
b—- | — )| —=—1I 3.1
BH NH+77'L<NH> NV NH+m v ( )

la razon de infeccién en mosquitos susceptibles esta dada por la probabilidad de trans-
misién de humano a vector multiplicada por la razén de picaduras de un mosquito a
humanos susceptibles y por la probabilidad de escoger a un humano infectado entre

la poblaciéon humana, es decir:

Ny TH_ Bvb  —

b—-——-— = Iy. 3.2
Py Ny +m Ny NH+mH (3.2)

Debido a que los individuos de la poblacién humana no nacen infectados, el incre-
mento en la poblacién susceptible esta estimado por la razén de crecimiento en la
poblacién humana multiplicada por el tamano de la poblacién humana (ugNg), v el
nimero de muertes entre los humanos susceptibles esta dado por el producto entre
la razén de muerte en la poblaciéon humana y el niimero de individuos susceptibles

en la poblacién humana (g Sg).
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El nuevo nimero de infectados en la poblaciéon humana esta dado por el producto
entre la razén de infeccién en humanos susceptibles (3.1) y el nimero de individuos

susceptibles en la poblacién humana (S ), es decir:

Pub - <
— IS
N H+m Ve
el nuevo numero de infectados en la poblaciéon vector esta dado por el producto
entre la razén de infeccién en mosquitos susceptibles (3.2) y el nimero de mosquitos

susceptibles en la poblacién vector (Sy), es decir:

Bvb - —
VT 7.5,
Ny +m Sy

La variacién de humanos susceptibles esta dada por el incremento en la poblacion
humana susceptible, menos el nuevo niimero de infectados en la poblacion humana,
menos las muertes en los humanos susceptibles; de esta forma se ve representada en

la siguiente ecuacién diferencial:

_ OBub — = _
SH(t) = pgNyg — Timsl{lv — puaSH.

El niimero de muertes en la poblacién humana infectada esta dado por el producto
entre la razén de muerte en la poblaciéon humana y el nimero de individuos infecta-
dos (pugIg). Bl nimero de individuos que se recuperan de la enfermedad esta dado
por la razén de recuperacion en la poblacién humana multiplicada por el ntiimero de
infectados en la poblacién humana (yg1y).

La variacion de individuos infectados en la poblacion humana esta dada por el nuevo
nimero de infectados en la poblacién humana, menos el nimero de muertes en la
poblacién humana infectada, menos el niimero de individuos infectados que se re-
cuperan de la enfermedad; este hecho se ve representado en la siguiente ecuacién

diferencial:

- Bub

Iy(t) = mgHTV — (pm + )1 w,
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El nimero de muertes en los humanos recuperados esta dado por el producto entre
la razén de muerte en la poblacién humana y el nimero de individuos recuperados
(uzRp) asi, la variacién de individuos recuperados en la poblacién humana esta
dada por la diferencia entre el nimero de infectados que se recuperan y el nimero
de recuperados que mueren; este hecho se ve representado en la siguiente ecuacién

diferencial:

]

RH(t) = ’YHTH - NHEH-

La variacién en la poblacion vector ocurre de manera similar. La variacién de mosquitos
susceptibles esta dada por la razén de reclutamiento constante A menos el nuevo
nimero de mosquitos infectados en la poblacion vector, menos los mosquitos sus-
ceptibles que mueren (1 Sy ); este hecho se ve representado en la siguiente ecuacion
diferencial:

Byb

v _ _
———SvIg — uyS
NH+mVH Hvov,

la variacion de mosquitos infectados esta dada por la diferencia entre el nuevo niimero
de mosquitos infectados y el niimero de mosquitos infectados que mueren (uyIy); la

cual esta representada en la siguiente ecuacion diferencial:

7 Bvb

Iv(t) = mgvj}[ - /,ijv.

Finalmente el modelo queda planteado mediante el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:

' Bib

§H(t) = puNy — ]\[HﬁgHTV - NHgH:

TlH(t) = Nf%ngv — (pm + )T w,

Ry (t) = vuTn — prRa. (3.3)
St = A %g@ S

T,V(t) = %EVTH — pvly,
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junto con las condiciones:
§H+TH+EH =Ny y §V—|—TV = Ny.

Este modelo estd bien planteado, por cuanto satisface el teorema: el sistema (3.3)

subconjunto

T {(?H,TH,EHEV,TV) €R) Sy+Ty+By=Ny A Sy+Ty= Mﬁv}
es una regién invariante para el sistema (3.3). 2 Mas atin, dado que Ny permanece
constante y Ny — A/puy toda trayectoria se aproxima a T'. Por lo tanto, es suficiente
estudiar el comportamiento asintético de las soluciones del sistema (3.3) en este
conjunto invariante (véase [1]).
Como la poblacién humana y vector son constantes en 7', sin perdida de generalidad

podemos trabajar con las siguientes proporciones:

Sy Iy

Ry Sy Iy
= x5 IH_ 9 = 7
Ny Ny

= = — = ———
SH RH NH’ SV A/LLV, 14 A/,UV’

donde Sy, Iy, Ry representan la probabilidad de escoger un susceptible, infectado
y recuperado dentro de la poblacion humana respectivamente, Sy, Iy, representan
la probabilidad de escoger un susceptible e infectado dentro de la poblacion vector
respectivamente.

Dadoque Ry =1—Sy— Iy y Sy = 1— Iy, el sistema (3.3) en el conjunto invariante

T puede ser escrito como el sistema no lineal tridimensional equivalente de ecuaciones

"Ver demostracién Teorema 5, Anexo A pag. 40.
2Ver demostracién Teorema 6, Anexo A pag. 42.
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diferenciales ordinarias *

/ A
Sy(t) = pg(l —Sy) — bﬂHi/MV Sulv,

NH +m
) A
Iy(t) = bﬁHNH/%SHIV — (pwr +vm) 1,
/ N
Iy (t) = bﬁvﬁ(l — Iv)Iy — pvly.

3Ver desarrollo de los cdlculos, Anexo B pag. 43.
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4. PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ANALISIS DE ESTABILIDAD

En este capitulo, se encuentran los puntos de equilibrio del modelo matematico an-
teriormente mensionado. Ademas, se estudia el tipo de estabilidad de cada punto de
equilibrio a nivel local. Todos los calculos y demostraciones de los resultados presen-

tados en este capitulo, pueden ser consultados en el capitulo Anexo.

4.1. PUNTOS DE EQUILIBRIO DEL MODELO

Iniciemos definiendo la regién de interés biolégico €2 por
Q={(Su,In.Iv) R’/ 0<Iy/<1, Syp>0, Ip>0, Syp+Iy<1}
Dado que el sistema de ecuaciones diferenciales (3.4) esta bien definido en ' pode-

mos calcular sus puntos de equilibrio, para ello igualemos a cero la primera y tercera

ecuacion, de donde se obtiene

ﬂIH +1
Sy = , 41
T (B+ MRy Iy +1 (4.1)
Bl
Iy = : 49
V=T (4.2)
siendo
2
_ bBy Ny M= Vi + i Ry = b 5Hﬂ;/NHA/Mv o (43)
pv(Ng +m) [ (Ng +m)?uy (var + pnr)
ahora, de (4.3) se tiene que
b2 B By Nu A/
R = . 4.4
o(va + tm) (Nu + m)2py (4.4)

Ver Teorema 7, Anexo C pag. 44.
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Sustituyendo (4.1), (4.2) y (4.4) en la segunda ecuacién del sistema (3.4), se obtiene

que Iy debe ser solucion de la siguiente ecuacion cuadrética:
—(B+ MRy)I7 + (Ry — 1)Iyg = 0. (4.5)

Asi, las soluciones de (4.5) son:

Ry—1

In=0 e Iy=—2"-_
" T 3+ MR,

Al sustituir estas soluciones en (4.1) y (4.2) obtenemos los puntos de equilibrio del
sistema (3.4). 2
E1 = (1,0,0) y EQ = (S;},I}k_],l‘*/),

donde
. B+M . Ry—1 . B(Ry —1)

=84+ MR, "7 p+MRy, "V Ry(f+M)"

El nidmero reproductivo bdsico, determina el nimero de nuevos casos de infecciones
generados por un individuo infeccioso en la poblacion susceptible, se denota por Rj.
Si Ry > 1, la enfermedad se convierte en epidemia; mientras que si Ry < 1, la
enfermedad tiende a desaparecer.

En nuestro caso, se demostré que si Ry < 1, E; es el tinico punto de equilibrio en €2,
y si Ry > 1, el punto de equilibrio Fy también pertenece a .4

El punto de equilibrio F; se denomina equilibrio libre de la enfermedad, ya que en
éste la enfermedad se muere en el sentido que los infectados tienden a desaparecer, y
el punto de equilibrio F5 se denomina equilibrio endémico de la enfermedad, porque
en él la enfermedad persiste todo el tiempo.

El nimero de mosquitos que pueden picar a un humano susceptible esta representado

pAlv Ny

por el producto entre el niimero de picaduras que recibe un humano ( N N +m) y

2Ver desarrollo de los calculos Anexo D pag. 47.
3Ver demostracién Teorema 8, Anexo E pag. 50.
4Ver demostracién Teorema 9, Anexo E pag. 50.
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la densidad VH}L“H, asi un humano infectado introducido en la poblacién susceptible

es picado durante su periédo infectivo por

Al/pvy  Nu 1 _ ., Alpy 1
b =0
Ny Ny +m) \vu+ pu Ny +myn + pu
mosquitos. Como [y es la probabilidad de transmision de humano a vector, entonces

A/MV 1
Ny +myg+ pg

Pvb (4.6)

representa el numero de mosquitos que pasan al estado de infeccion.
El niimero de picaduras que distribuye un mosquito infectado en la pobacion hu-

mana esta representado por el producto entre la cantidad de sangre que toman los

) v la densidad —+—. Como 3 es la probabilidad

- N
mosquitos de los humanos (b 4 v

NH’ITZ

de transmision de vector a humano, entonces

Ny 1
NH—|—mA/pV ’

Brb (4.7)

representa el nimero de picaduras que se transforman en nuevas infecciones en la
poblacién humana.

En los modelos epidemiolégicos es conveniente usar la media geométrica para calcular
el nimero reproductivo basico, ya que ésta es muy utilizada para el uso de procesos
biolégicos tal como la llegada de agentes infecciosos a una poblacién susceptible.
Por lo tanto, el nimero reproductivo basico para este modelo es igual a la media

geométrica de (4.6) y (4.7), es decir

5 A/[LV 1 NH 1
Ho= \/(ﬂvbNH +m vy + uH> <ﬂHbNH + mA/uV>
_ V2 BuBv Ny A/
(Nu +m)?py (v + o)

=/ Ry
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La cantidad Ry = /Ry representa el nimero promedio de casos secundarios que
un mosquito infectado puede producir si es introducido en la poblacién humana

susceptible.

4.2. ANALISIS DE ESTABILIDAD

El estudio de estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema (3.4) se hard a nivel
local. Célculos directos muestran que la matriz jacobiana asociada a la linealizacion

del sistema (3.4) esta dada por

A
S —pr — bBu lei‘;lfv 0 —bBy N}fﬁgﬂ
DF | Iy | =| bBuyitsl ~(vu + ) DBy S
Iy 0 by Fl(1 = Iy) —bﬂvmh[ %

Ahora, evaluando la matriz jacobiana en Ey, tenemos

~pn 0 ~0Bn 5
DF(E)=| 0 —(yg+pn) bBnals
0 bﬂV NH—|—m —Hv

Por otro lado, los valores propios de DF(FE;) ® estan dados por

—(yi + pr + pv) £/ (v + A+ pv)? — Apy (v 4 pa) (1 — Ro)
2

—HH,

Una vez obtenidos los valores propios de DF(FE}), se demostré que si Ry < 1, es
localmente asintéticamente estable ¢ y si Ry > 1, E; es inestable.”

Debido a que para Ry = 1 un valor propio de DF'(FE}) se anula, entonces para analizar
la estabilidad de E; en este caso, se utiliza la teoria de Lyapunov. Una funcién de

Lyapunov para el punto de equilibrio £, cuando Ry < 1 es

V= ( bBu A/ v

Iy + Ig.
(NH+m)Mv> o

5Ver desarrollo de los calculos Anexo F pag. 52.
6Ver demostracién Teorema 10, Anexo G pag. 52.
"Ver demostracién Teorema 11, Anexo G pag. 54.

29



Se verifico) que para Ry < 1 la funcién V satisface todas las hipotesis del Teorema
4 de estabilidad de Lyapunov. Por lo tanto, si Ry < 1 el punto de equilibrio F; es
también asintéticamente estable. &

La matriz jacobiana asociada a la linealizacién del sistema (3.4) evaluada en Fj

esta dada por

B+MR MR, B+M
_“H< ﬁ+M0) 0 —Hg (5+MR0)
DF(Ey) = | wki(fo-1) —pgM R ( Bﬁ}jﬁ)) (4.8)
B+MR B+M
0 ¥y ( ;+MO> —hv iy (/3—:1;/[30)
El polinomio caracteristico de DF(FEy) es:
p(A) = X3+ AN2 + BA + C,
donde
pa (B + MRy) pv Ro(8 + M)
A= g 4 Py BB+ M)
g+m M B+ MR,
2 M MR MpB(Ry—1
g - Hu (8 + 0)+#VNHR0+MVMH B(Ro — 1)

B+ M B+MR,
C = pyvpyM(Ry —1).

Por el Teorema 8, si Ry < 1 el punto de equilibrio F5 no esta en €2. Se demostro que

si Ry > 1, el punto de equilibrio F5 es localmente asintéticamente estable. 19

8Ver demostracién Teorema 12, Anexo H pag. 56
9Ver desarrollo de los cdlculos Anexo I pag. 57.
10Ver demostracién Teorema 13, Anexo J pag. 60
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5. ANALISIS NUMERICO

En este capitulo se ajustan los pardmetros del modelo matematico con datos de la
poblacién de Tumaco en el ano 2005. Estos datos fueron proporcionados por el centro
de salud Malaria (Tumaco) y el centro epidemilégico del Instituto Departamental de
Salud de Narino (Pasto).

Para estimar los valores de algunos parametros se utilizé el Método de Maxima
Verosimilitud, un método muy utilizado por los investigadores para estimar coefi-
cientes en un modelo matematico.

En los siguientes datos la tasa es por 10.000 habitantes. En Tumaco se reportaron
10.500 viviendas con un total de 169.454 habitantes, el 100 % de estas viviendas
utiliza reservas (recipientes) para almacenar el agua, cada una tiene en promedio 4
reservas; de las cuales el 70 % estén infectadas con larvas del mosquito A. Aegypti.
Un mosquito hembra deposita en promedio de 100 — 150 larvas por recipiente, de las
cuales unas 90 llegan a la etapa adulto con 57 hembras y 33 machos aproximada-
mente. El ciclo de vida del mosquito es de 25 a 30 dias y la razén de muerte en la
poblacién vector es 30 %.

En el 2005 se reportaron 19 casos de dengue, con una razén de contagio de 0,11. El

total de muertes por diferentes enfermedades infecto-contagiosas fue de 411.

5.1. ESTIMACION DE PARAMETROS

En esta seccion los pardmetros py y b se ajustan por el método maxima verosimilitud,

Ny v (g son tomados de los indicadores basicos de salud del departamento de Narino
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[8]; los demds parametros fueron proporcionados por el centro de salud Malaria.

» Ny (Tamano de la poblacién humana).

El tamano de la poblaciéon humana en Tumaco es de 169.454 habitantes, dado
que los datos obtenidos fueron sacados en base a 10.000 habitantes, entonces

Ny =10.000.

» A (Razén de reclutamiento en la poblacién vector).

El reclutamiento en la poblacién vector es A = 42 (Centro de Salud Malaria).

» 1y (Razén de crecimiento y muerte en la poblacién humana).

Para el modelo se asume que el nimero de muertes es igual al nimero de

nacimientos en la poblacién humana, es decir 411.

La funcién de verosimilitud para py es

169454!

Lnm) = gy 1go0a ) (0 = )%,

a continuacion se muestra algunos valores de py para los cuales tiene mayor

probabilidad de suceder:

[ L(pm)
0.0022 | 0.002
0.0023 | 0.011
0.0024 | 0.019
0.0025 | 0.016

Si graficamos estos valores obtenemos:

= 1 (Razén de muerte en la poblacién vector).

La razén de muerte en la poblacién vector es py = 0,30 (Centro de Salud

Malaria).
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0019 {------------mmsomeooes
0016

0.011]

0.002

0.0022 0.0023 0.0024 0.0025
Ky

Asi, la estimacién de méxima verosimilitud para py esta alrededor de 0,0024/ano.

Br (Probabilidad de transmisién de vector a humano).

Este parametro se toma igual a la razén de contagio en la poblacién humana,
yva que la tnica posibilidad de que se transmita el virus es por la picadura del
mosquito, es decir Sy = 0,11/ano.

By (Probabilidad de transmisién de humano a vector).

En el modelo se asume que la picadura de un mosquito infectado produce un
nuevo individuo infectado en la poblacién humana, por lo tanto Gy = 1.

vu (Razén de recuperacién en la poblacién humana).

La razén de recuperacién en la poblacién humana es v = 0,8 (Centro de Salud
Malaria).

b (Razén de picaduras de un mosquito).

10.500x70 % = 7.350 viviendas con recipientes infectados.

7.350x500 = 3.675.000 larvas.

3.675.000x72 % = 2.646.000 mosquitos adultos.
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2.646.000x63 % = 1.666.980 mosquitos adultos hembra.

Teniendo en cuenta que los tnicos que pueden transmitir el virus son los

mosquitos hembra, la funcién de verosimilitud para b es

3675000!
_ 1666980 (1 __ 12008020
(®) 1666980! 2008020! ( )

Y

a continuacién se muestra algunos valores de b para los cuales tiene mayor

probabilidad de suceder:

b L(b)
0.44 0.003
0.45 0.009
0.4536 | 0.013
0.46 0.001

Si graficamos estos valores obtenemos:

0,013 |--sssmsmenunasananins
0.009
0.003
0.001
0.44 0.45 0.4536 0.46
b

Asi, la estimacién de maxima verosimilitud para b esta alrededor de 0,4536 /ano.

= m (Numero de hospederos disponibles como fuente de sangre).

Por conveniencia se toma m = 0, para que la probabilidad de que un mosquito

escoja a un humano como un hospedero sea del 100 %.
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La siguiente tabla muestra los parametros del modelo estimados por dia, mes y ano.
Los parametros Ny, A, By, yg ¥y m se mantienen constantes en la tabla, para no
alterar los datos que fueron proporcionados. Por comodidad en los calculos numéricos

utilizamos los parametros estimados por mes.

Parametro Dias Meses Ano
Ny 10.000 10.000 10.000
A 42 42 42
11528 0,66 x 107° | 0,198 x 1073 | 0,24 x 1072
Lty 0,82 x 1073 | 0,24 x 10! 0,3
By 0,3x107% | 09 x 102 0,11
By 1 1 1
YH 0,8 0,8 0,8
b 0,125 x 1072 | 0,375 x 10~* 0,4536
m 0 0 0

Tanto para la proporcién susceptible como la infectada,

(0,0375)2(0,009)(1)(10000)(42,/0,024)

Ry =
™ (10000 + 0)2(0,024)(0,8 + 0,000198)

=0,00011 ,

y el nimero reproductivo basico es

Ry = 1/0,00011 = 0,01073.

Las gréaficas de la figura 5.1 ilustran el comportamiento de la proporcion humana
susceptible con las condiciones iniciales Sy (0) = 0.3 y Sy (0) = 0.8, la cual crece
hasta el valor de equilibrio 1; es decir, en el transcurso del tiempo toda la poblacion
tiende a ser susceptible.

La gréfica de la figura 5.2 ilustra el comportamiento de la proporcién infectada con

las condiciones iniciales I (0) = 0.2 e Iy/(0) = 0.1, la cual decae exponencialmente
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Proporclén Susceptible

Proporclén Susceptible

1.0

=
[
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08
0 1000 2000 3000 4000

tiempo / meses.

Figura 5.1: Proporcién Susceptible
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hasta cero; es decir, en el transcurso del tiempo la proporcién infectada tiende a
desaparecer, tanto en la poblacién humana como en la poblaciéon vector; mas atn,
los infectados en la poblacion humana mueren mas rapido que los infectados en la

poblacion vector.

025

_[H

02

01

Proporcién Infecciosa

tiempo | meses.

Figura 5.2: Proporcion Infectada

A partir de los teoremas 8 y 10 !, el modelo matemdtico simulado con los anteriores
datos presenta un tnico punto de equilibrio (E; = (1,0,0)), el cual es localmente
asintoticamente estable; es decir, toda solucién que comienza en €2 tiende al punto

de equilibrio E; cuando ¢t — 0o, como se puede ver en la gréafica de la figura 5.3.

1Véase Anexos E y G, pag. 50 y 52
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Retrato de Fase

(0,0,1)

Condiciones Iniciales

S,0=08 S,0=06 S,0=03 8,0)=0
LO=07 L0)=04 L[©O)=01 L0)=06
LO)=03  L©O=07 L0)=001 L{0)=04

Figura 5.3: Retrato de Fase
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CONCLUSIONES

Se ha hecho un estudio de caracter monografico de un modelo matematico propuesto
por Lourdes Esteva y Cristobal Vargas para la transmisién de la enfermedad del
dengue, desarrollando todos los cdlculos y demostraciones de los resultados que no
aparecen en el articulo. Ademas se hizo un estudio de estabilidad a nivel local de los
puntos de equilibrio del modelo. Para Ry < 1 (o lo que es equivalente E(] <1), E; es
el inico punto de equilibrio en € el cual es localmente asintéticamente estable. En
el caso Ry > 1 (o lo que es equivalente Ry > 1), se prob6 que E; es un punto de
equilibrio inestable y Fs, es localmente asintéticamente estable.

Se ajustaron los parametros del modelo con datos reales tomados de la poblacién de

Tumaco (Narifio) y se hizo un andlisis numérico del cual se concluye que:

» La proporcién susceptible (Figura 5.1) tiende al valor de equilibrio 1 cuando

t — o0.

» La proporcién infectada (Figura 5.2) decae exponencialmete a cero; es decir, la

enfermedad se muere en el sentido que los infectados tienden a desaparecer.

» [ es el inico punto de equilibrio para el modelo matematico simulado con estos
datos, ademas es localmente asintoticamente estable; es decir, toda solucion

dentro de €2 tiende a este punto de equilibrio cuando t — oo.

En este trabajo no se busco nuevos resultados para el modelo, tinicamente entenderlo
y aplicarlo a la poblacién de Tumaco (Narino); con lo que se cumplié a cabalidad los

objetivos propuestos.
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ANEXOS

En este capitulo se presentan cdlculos y demostraciones de resultados que se utilizan

en capitulos anteriores.

Anexo A

Teorema 5 FEl sistema (3.3) esta bien definido en el primer ortante del espacio

SulyRuySvIy.
Demostracion. Sea el conjunto

52 {(EH,TH,RH,gv,T\/) c R5/ §H > 0/\7}] > OAEH > 0/\§V > 0/\TV > O}

Si zy € 0V, se presentan 5 posibilidades:

i). Zo = (Sk,0,0,0,0), reemplazando en el sistema (3.3) se llega a

] ] !

Su(t) = (N — Sn), Tu(t) =0, Ry () =0, Sy (t) = A e T,.(t) = 0. Luego,
To + bz, = (S#,0,0,0,0) + (ua(Ny — Sn), 0,0, A4,0),
= (Su + pu(Ny — Sy),0,0, 4,0).
Dado que Ny > Sy, To + 0z, € 0.
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ii).

iii).

iv).

v).

7o = (0,15,0,0,0), reemplazando en el sistema (3.3) se llega a
Spu(t) = unNu Ty(t) = =(ui+vu)Tu. Ry(t) = v, Sy () = Ae Ty (t) = 0.
Luego,
To + 0z, = (0,11,0,0,0) + (u Nu, — (o + vu) L, yulm, A,0)
= (paNu, (L= pg —yu) g, valn, A,0) .
To+0z, € 9, si g+ < 1. El no cumplimiento de esta condicién no garantiza

que la solucién salga del primer ortante, ya que el campo vectorial sélo muestra

la direccién de las soluciones.

7o = (0,0, Ry, 0,0), reemplazando en el sistema (3.3) se llega a

] !

_ )

Sy(t) = puNu, Iy(t) =0, Ry(t) = —puRu, Sy(t) = A e I;/(t) = 0. Luego,
To + 050 = (0,0,RH,0,0) + (MHNH,O, —,U/HEH,A, O) ,

Dado que puy <1, 75+ b0z, € 9.

7o = (0,0,0,Sy,0), reemplazando en el sistema (3.3) se llega a

] ! ]

S (t) =0, Ty(t) =0, By(t) =0, Sy(t) = A — 1Sy e T (t) = 0. Luego,
Ty + bz, = (0,0,0,5v,0) + (0,0,0, 4 — y/-Sy,0) ,
=(0,0,0,A+ (1 — puv)Sy,0).
Dado que py < 1, Tg + 0z, € V.

7o = (0,0,0,0, Iy), reemplazando en el sistema (3.3) se llega a

] ! ]

Su(t)=0,Ty(t) =0, Ry(t) =0, Sy(t) = A e Ty(t) = —py Ty Luego,
To + 07, = (0,0,0,0,1y) + (0,0,0, A, —pyIv)
=(0,0,0,4, (1 — u)Iv).
Dado que py < 1, T + b5, € 0.
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El campo vectorial sobre 99 no apunta al exterior. Luego, el sistema (3.3) esta bien

definido en . =

Teorema 6 FEl subconjunto T definido por
- — 5 _ — — _ — A
T = (SH,IH,RH,Sv,Iv)GR/ SH+IH+RH:NH A SV—FIV:M—
v

es una region invariante para el sistema (3.3).

Demostracién. Sea z(ty) = ¢y un punto cualquiera de T, por el teorema de
existencia y unicidad (véase Teorema 1), existe una tnica solucién ¢ : [a,b] — T del
problema de valor inicial
X =F(X)
z(to) = o
(X' = F(X) representa el sistema (3.3)).
Sea p(t) = (Su(t), Iu(t), Ru(t), Sv(t),Iv(t)) la solucién del sistema (3.3). Entonces

! ! ]

Su@)+Iy(t)+ Ry(t) = ppNyg — puSu — (ww + vu)Iu + vuly — puRy
= pugNy — puSy — puly — pn Ry
= puagNg — ,UH(gH + Iy + RH)

= ug Ny — puNg = 0.

rad 7 Bvb

S () +To(t) = A frb

- STy — uySy + ————Sv Ty — uy T
NH+mSVH Mvsv+NH+mSVH pv Iy

=A- Nvgv - ,UVTV

=A-— /lV(gV + Tv)

124%

Esto prueba que ¢(t) € T para t € [a,b] =
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Anexo B

La poblacién humana y vector son constantes en 7', sin perder generalidad podemos

trabajar con las proporciones

_ Sn
-

I PR VR
NH’ 1% A/HV’ 14 A/,UV’

De esta forma, Sy + Iy + Ry =1, yv Sy + Iy =1 dedonde Ry =1— Sy — Iy

I

S
H N,

y szl—lv.

Por otra parte,

Sy = NySy, asi §H:NHSH,
Ty=Nyly, asi  Ty=Nyl,

Ry =NyRyg, asi Ry =NgRy,
Sy =A/uySy, asi Sy = A/uy S,

TV = A/uvl\/, asi TV = A/,U;v[{/

Sustituyendo en la ecuaciones del sistema (3.3) tenemos:

» NuSy(t) = puNu — 225 (NuSu)(A/pv Iv) — pr(NuSn),

Su(t) = nn — F2=(A/ ) Suly — puSu,

!

= Nyly(t) = Nglfm(NHSH)(A/MvIv) — (uw +vu)Nelu,

Ty (t) = bBu Sy v — (nu + ) In-

= NyRy(t) = yuNuly — g NgRu,
R'H(t) =vyly — pgy Ry, como Ry =1— Sy — Iy entonces
Ry (t) = vuly — pu(1— Sy — In),
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/

Ry(t) = vyuluy — pu + paSu + puly,

/

Ry(t) = —pu(1 = Su) + (va + pu)ln,

sumando y restando b3y N/ EV_G. Iy obtenemos:

Ry (t) == (Su(t) + In(t)) .

= Ay Sy(t) = (A/MVSV)(NHIH) pv (A/pyvSy),

S;/(t) bﬁVN SVIH — pv Sy,

Sy (1) = (1 — Sy)py bﬁvN —Sylg, como Sy =1—1Iy entonces

Sy (t) = (bﬁVN —(1—1Iy)Iy — #VIV>

Sy (t) = ~Iy(0).

w Ay Iy (t) = Ni‘fm(A/MvSv)(NHIH) — v (A/pvly),

( ) = bﬁvN —Syly — pyly, como Sy =1-1, entonces

V( ) = bﬁVN Tm (1= Iv)Ig — pvly.

Asi el sistema (3.3) se puede escribir como la equivalencia del sistema no lineal

! _ Al py

Sy(t) =pu(l—Sy) — bﬂHNH n mSHIV:
! _ A/Mv

Iy(t) = bﬂH SHIV — (g +vm)1n,
) NH

I, (t)=0b 1—1Iv)Ig — uyly.
V() ﬂVNH—Fm( V)H Hviy

Anexo C

Teorema 7 El sistema (3.4) esta bien definido en Q.

Demostracion. La frontera de €2 estd definida por
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00N ={(Sy, Iy, Iy) €R?/(Sy >0ANIg > 0Ny =0A Sy + Iy < 1)V
0<Sg<IANIg=0AN0<Iy <1)V(Sg=0A0<Ig<1IA0LIy<1)V

(SH > 0NIg > 0N0 < Iy < 1IASy+Ig = 1)\/(5}[ > 0Nl > OANLy = INSy+Ig < 1)}
si xg € 0L, se presentan 5 posibilidades:

i). g = (Su, Iy,0), reemplazando en el sistema (3.4) se llega a

Su(t) = pu(1 = Sg), Iy(t) = —(pg + yu)ln e Iy (t) = bﬁvN —Ip. Luego,

N
2o+ 0z, = (Su, Iy, 0) + <,UH(1 —Su), —(pm +v) 1o, bﬂVNH :_ImIH> ,

= <SH(1 pr) + pms (1 — (pa +’YH))IH7b5VNH +mIH> -

Mediante la realizacion de algunos cdlculos se llega a demostrar que

SH(]- - [LH) + ng + (1 - (/,LH + ’)/H))IH S ]_, asi To + 9330 e Q.

ii). zo = (S, 0, Iy), reemplazando en el sistema (3.4) se llega a

Sy(®) = urr(1 — Su) — b 280 Sy Iy, Iy (t) = bBu 2 Syly, e

Iy (t) = —pyIy. Luego,

A
1‘0+0x0 = (SH,O,I\/)+ <,UH(1—SH) —bﬁH /,MvaH vV,
A
bﬁH / v SHIV,—NVIV>,
Al py
=Syl = pug)+pug—b Syly,
( H( #H) 123: ﬁHNH+ Hlv
A
bﬂH /MV SHIV: (1 - MV)IV> .

Para que xy + 0,, € €2 debemos probar que

Su (1 - /LH) + pg — bﬂHN/uV Suly -I—bﬂHN/”V Suly <1 es decir,
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iii). o

iV). i)

V).

Su(l—pwu) +pr <1, Su(l—pu) <1-—pm, S < 1.

Luego, z¢ + 0,, € €.

= (0, Iy, Iv), reemplazando en el sistema (3.4) se llega a

Su(t) = pu, Ty(t) = —(uu + vu)Iu e Ly (t) = by ot (1 — Iv) Iy — pvly.

Luego,

Ny

H

2o + 0z = (0, I, Iv) + (MH, —(pw +ve)ln, bﬂv (1 —Iy)Iy — ,UVIV> ,

= <MH= (1= (pur +vu)) us bﬂVNNH m(l —Iy) g+ (1 - MV)IV> :

Mediante la realizacién de algunos calculos se llega a demostrar que

pg 4+ (1= (pg +vm)) g <1, asi zg + 0, € Q.

= (Su, Iy, Iv), reemplazando en el sistema (3.4) se llega a

Sy(t) = (1= S) = bu 2 Sy Iy, Ty (t) = bBu 2 Sy Iy — (par +vu) I,
e Iy (t) = bBy (1 = Iy) Iy — pv Iy. Luego,

xo + 0y = <MH(1 — Su) — 0By /_,t't_v Sulyv,bBu /_,t't_v Suly — (pm + ve)lm ,

H

Nu

bﬁv (1 —Iy)Iy — vav> ,

<(1 — pg)Su + pu — 0B /_'tv Suly,bBu /_'tv Suly
Ny

+(1 — (/,LH + ’)/H))IH,bﬁvN m(l — Iv)IH + (1 — ,uv)lv> .

Mediante la realizacion de algunos cdlculos se llega a demostrar que

(1—[/JH)SH+NH bﬁHN/MV SHIV-FbﬁHN/MV SHlv+(1— ([/JH-F’)/H))IH S 1,

asi xg + 0, € Q.

x9 = (Su, Iy, 1) reemplazando en el sistema (3.4) se llega a
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Su(t) = pu(l — Su) - bﬁH}? S, Ty(t) = bﬂH%SH — (pm +yu)ln e

I, (t) = —py. Luego,

A/MV
Ng +m

A/MV
b — Iy, —
Bu N, ————Su — (uu +vu)ln, /~bv> ,

/,Uv
— 1 Sy,
Ny +m "

Alpy )
— Sy +(1-— + Iy, 1— .
Ny +m ( (MH 'YH)) H 4%

= <(1 — pg)Su + i — bBu

bBu

Mediante la realizacién de algunos calculos se llega a demostrar que

(1= pr)Su + pm — 0By N;W Su+ bﬂHN/”V Sy + (1= (pu +vu)) I <1, asi
To + 9330 e Q.

Dado que el campo vectorial sobre 02 no apunta al exterior, el sistema (3.4) esta

bien definido en €2. =

Anexo D

Al igualar a cero la primera y tercera ecuacién del sistema (3.4) se obtiene:
= S (t) =0siy sélo si

pr(l—Sy) — bﬁHﬂSHIV =0,

A
M — paSH — bﬁH#SHIV =0,
o+
A
peSH + bﬂH%SHIV = H,
Sy = ] . (5.1)

bBu N;W Iv + pn
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!

» [,(t) =0siy solo si

bﬂv + (1 —Iv)lg — pvly =0,

b —b Iyly — pyly =0,
5VNH Tm 51/ + vig — pviv
Nu
b 1
ﬂvNH+ " _,
NH — 1V,
b Iy +
5VNH+ H T Mty
Ny
b I
g™
NH — 1V,
b Ig+1
ﬁV,UV(NH my A
sea (= bﬁvm entonces
vV — .
Oly +1

Al hacer la sustitucién de (5.2) en (5.1) se tiene

HH
S = A/py BI ’
H
b Ny tm (mHH) +
simples calculos permiten obtener
Blg +1

2 I
(5 + Gttt ) T +1

Bly +1

b28aBy NuAlpuy  (yu+pm) .
(6 + (Ng+m)?pv (ya+pm)  pu ) Iy +1

(Yu + pw) R — Y Bu v NuA/ v
[ " (Nu +m)2uv(yy + )
Bl +1
(B+ MRy) Iy +1°

Sy =

Sea M =

Sy =

Por otra parte,

V2 Bu v NuA/ py
(Nu +m)2uy (v + pwr)
_ bBv NubBu Al uv
~ pv(Na +m)(Ng +m)(vy + )
bBu Al v
(Nu +m) (v + p)

Ry =
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de donde
(v + 1m)Re _ bBuA/py
I} Ng+m
Sustituyendo (5.2), (5.3) y (5.4) en la segunda ecuacién del sistema (3.4) se tiene:

(5.4)

!

I, (t) =0siy sdlo si

A/ py
Ny +m

(v ) By Bly +1 By _
p ((5+MRO)IH+1> <5]H+1> — (pg + i)y =0

Mediante la realizacién de algunos calculos se obtiene

bBu Sulv — (pg +vu)Iy =0

—(8+ MRo)I}; + (Ry — 1)1y =0,

Iy [(8+ MBo)Iy — (Ro —1)] =0,

de donde

IH:() é IH:ﬂﬁ?\;;Zo

Sustituyendo estas soluciones en las ecuaciones (5.2) y (5.3) obtenemos

_ _ B(0) — _ B8O _
In =0, Su=gmmoma =L =504 =0
Ro— 0—
Iy = Bl = ﬁ(ﬂﬂuio)“ — _B+M = ﬁ(ﬁiMf‘lio) — B(Ro—1)

Asi, los puntos de equilibrio del sistema (3.4) son
E, =(1,0,0) y Ey = (Sy, I, 1),
donde

. _ B+M ., Ry—1 . B[Ry —1)
B3+ MRy " B4+ MRy 7V Ry(B+ M)

49



Anexo E

Teorema 8 Si Ry < 1, entonces E; es el unico punto de equilibrio en ).

Demostracién.

» Si Ry < 1, entonces

B+ M Ry—1 B(Ry — 1)
* —>1, [[;j=——"<0, [[[=——7—-<0,
77 3+ MR, T B+ MR, V' Ro(B+ M)
luego, Ey ¢
» Si Ry =1, entonces
B+ M 1-1 6(1—1)

luego, E2 = E1 € Q.

Por lo tanto, E; es el inico punto de equilibrio en €2. =

Teorema 9 Si Ry > 1, entonces el punto de equilibrio FEy también esta en §2.

Demostracién. Para que Ey € () se debe cumplir que 0< Iy <1 vy
0< Sy +1I; <1
Dado que Ry > 1,

H — Z ’ H — Z ’ v = ZO
B+ MR, 8+ MRy Ry(B+ M)

1 1
s Si Ry > 1, entonces — < 1y 1 — — < 1. Por otra parte,
Ry Ry

B B 1
<1 S0y M>0 1 1— =<1
Gy < Lporauwe f>0y ) B0 T g R
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asi,
B B Rp-§
B+M Ry(B+M) Ry(B+ M)
BB - 1)
Ro(B+ M)

< 1.

Por lo tanto 0 <1I; <1.

s MRy > M, sumando a ambos lados 3 tenemos [+ MRy > 6+ M,

luego
—ﬂ—i_M <1 —5+M >0,
6+ MR, 6+ MR,
de donde
1_ B+M  B+MRy,—f3-M
B+ MRy, B+ MRy
_ MRy—M
B+ MRy
_ME 1)
B+ MR,
DadoqueM:%zl,entonces%glasi%<%§l.

B+ M Ry—1

Si 5+ MR +[3+MR0 < 1, entonces debe cumplir que
B+ M <1_ Ry —1
B+ MRy — B+ MRy
Ry —1 o— 1 B+ M
P 1—-— <1 ——— < 1. Ent — < 1,d
ero 51 MR, = porque 51 MR, = ntonces 31 MR, , de
donde

B+ M < [+ MRy,
M < MR,

1 < Ry.
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Luego, 0 < Sy + I, < 1.

Lo que prueba que F; € ). =

Anexo F

La matriz asociada con la linealizacién (matriz jacobiana) del sistema (3.4) en E)

esta representada por

—HH 0 —bBn %
DF(E)=1| 0 —(yu+pu) bBx ]?,f’i?n
0 b/BV NH+m —NV

y su polinomio caracteristico es

PO = =+ 0 (g4 ) G+ 0+ (0 (2 ),

V2 By BuNg A/ )}
Ny +m)?py(ve + pim)

= (pm + A) [N+ (v + pw + )N+ v (v + 1) <1 7
= (uw + ) [)\2 + (v + pr A pv) A+ v (ve + ) (1 - RO)} )

U By BN A/ py

(Nu +m)?uy (vi + pn)
DF(FE) se encuentran hallando las soluciones de la ecuacién caracteristica P(\) = 0.

donde Ry = . Sabemos que los valores propios de la matriz

Por consiguiente, los valores propios de DF(F;) estan dados por

— (v + p + pv) £ (v + i+ pv)? = Apy (v + pe) (1= Ry)
2

—HH,

Anexo G

Teorema 10 Si Ry < 1, entonces el punto de equilibrio E es localmente asintdtica-

mente estable.
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Demostracion. E; tiene como valores propios

p —(vi + p + ) £/ (v + o + pv)? — dpy (v + pa) (1 — Ry)
—MH, :
2

Entonces

" \=—uy, como pg >0 entonces RNe{\} <0

(v + pm + pv) + /(v + pu + pv)? — dpyv(ve + pw) (1 — Ry)

l)\: 2

Para que fe{\} < 0 se debe probar que

(var + o + pv) > (v + s+ )2 — 4y (v + p) (1 — Ry),
(var + pom + pv)? > (vm + pm + ) — 4py (ve + pm) (1 — Ry),
0 > —4py(ve + pe)(l — Ry),

0 < 4py(yg + pr)(1 — Ry).

Como Ry < 1, entonces Re{\} < 0.

C = —(vu + pu + ) — /(v + o+ pv)? — Apy (ve + pa) (1 — Ry)
2

Se sabe que 0<1—Ry<1, porque Ry<1l. Ademds 0< puyg <1,

O<puy <1 y 0<~vg <1 vporlotanto, 0 <~y +puy <2. Asi,
0 < pv(ve + pr) < 2,

0 < pv(ve +pa)(l— Ry) <2,

0 < 4py(ym + pr)(1 — Ro) < 8. (1)
Por otra parte, 0 <~yyg+ pug+ puy <3, entonces
0 < (ym + pur + pv)? < 9. (i)
Restando (i) de (i) se tiene
0 < (v + pur + pv)? — dpv (v + pm) (1 — Ro) < 1,
por lo tanto, Re{A} < 0.
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Por el Teorema 3 el punto de equilibrio E; es Localmente Asintéticamente Estable. u

Teorema 11 Si Ry > 1, entonces Ey es un punto de equilibrio inestable.
Demostracion.

s \=—uy, como py >0 entonces RNe{\} <0

. = —(vir + pm + pv) + A/ (ve + i + pv)? — dpy (ve + pa) (1 — Ro)
2

Sumando (i) y (i7) del anterior teorema tenemos

0< (va + o + pv)® + 4py (v + p) (1 — Rg) < 17,

0 < (v + pu + )2 + 4y (v + p) (1 — Ro) < V17,

como 0 < vy + pg + py < 3, entonces

(Yt + 1w+ pv) < N (v + g + pv)? 4 Ay (v + ) (1 — Ro).

Luego, Re{A\} > 0.

(va + pw + pv) — /(v + par + pv)? — dpy (v + pa) (1 — Ro)
2

como (v +pmg+py)? —4py (yg+pr)(1—Ry) >0, entonces Re{A\} < 0.

l)\:_

Por el Teorema 3 el punto de equilibrio E; es inestable. =

Anexo H
Sea V : 2 — R, una funcién de clase C! tal que:
V(SH,IH,Iv) = OSH + CL/IH + HIV = aIH + Klv.

El propédsito de esta seccion del anexo es encontrar los niimeros « y  para los cuales

V' define una funcién de Lyapunov para F; cuando Ry < 1. Observemos que en Fj
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se satisface la condicién V(E;) = 0. Ahora verifiquemos la condicién V(z) > 0, si
x # Ei, x € Q. Para esto se debe hallar o y k tales que la derivada orbital de V' sea

negativa. Ahora, la derivada orbital V esta dada por

' Al py Ny
V= b Suly — 1 b 1— 1Ly — I
a(ﬂHNH_'_mHV (m +vm) H>+H<5VNH+m( v)In Mvv>a
A/ py ( /W(NHer))
=0 aSy— k——— | I
o N+ m VoAl )
Ny Ny
— I — Iy.
+ ( mbﬁVNH v+ </~@bﬁVNH — a(vm +uH)>> I
Para que V < 0, debemos encontrar o v k tales que
NV(NH + m)
aSy — k———= <0, a
A =Y @
N
Kby N, :le —afyg + pg) <0. (0)
Dado que Ry < 1, entonces
V2 Bu By Ny Al <1
(Ny +m)2py (ve + pm) =
b BuBv Nu Al
< —+ ,
(NH + m)2IJJV = ('7H ,U/H)
b BuBv Nu A/
— + <0,
bBu Al v ) ( bBy Ny )
— (yu + pm) < 0.
(MV(NH +m)) \(Ng +m) (s + ) <
Observemos que para
I V2 VI ©
,UV(NH + m)
se tiene que kb N,]jim —a(yg +pg) < 0. Con lo que queda probado la desigualdad

(b)-
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Por hipétesis 0 < Sy < 1, luego

Sy —1<0,

0B A/py <0,
bﬂHA/MV

_ 0BuA/ppy (N +m)
/«LV(NH + m)bﬁHA/uV -7

bBy A
o _ intiptmny (N +m)

- <
bBu A/ wy

Su

Su

Utilizando los valores de @ y x definidos en (c) la anterior desigualdad es equivalente

a

Ky (Ng +m) <0

S _
R T By Ay

lo cual verifica la desigualdad (a).

De esta forma, la funciéon de Lyapunov para E; cuando Ry < 1 es

Teorema 12 Si Ry < 1, entonces el punto de equilibrio E, es asintoticamente es-

table.

Demostracién. Sea

V:IH—|—< bﬂHA/MV )1\/,

(Ng +m)py
una funciéon de Lyapunov para F; con Ry < 1. La derivada orbital de V' es

Alpy

V=0
BHNH—Fm

Suly — (pu + ve)lu

bBu A/ py Ny
! <m> (bﬁ‘/ Ny + m(l —Iyv)Iy - ,uva> :
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Mediante la realizacién de algunos cédlculos se obtiene

V =bsy Ni/ :‘_Vm(SH — Iy
(et a4 = )
= 035 (1= Sy () [1 — Bol1 = 1) T,
- <bﬂH N‘i/ivmu = Sy + |1 = Ro(1 = )| (v + ,uH)IH> .
Con  Ry— b* BBy Nu A/ pv

- (Ng+m)uyv (v + pa)
Para que V' < 0, se debe probar que 1 — Ry(1 — Iy/) > 0.

= Si Ry < 1, entonces

—Ry > —1,

= Si Ry = 1, entonces

1—(1—Iv)zlv>0

Luego, V < 0. Por el Teorema 4 E; es asintéticamente estable.

Anexo 1

La matriz asociada con la linealizacién (matriz jacobiana) del sistema (3.4) en Ej

esta representada por

DF(Ey) =
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A/ B(Ro—1) A B+M
—pr — bBu NHiZn <R0(50+M)) 0 —0Bu N;% (5+MRO)

A/ B(Ro—1) A B+M
bin NHI‘C':TZ <Ro(ﬂO+M)> —(vm + ) bBu N;l—:—‘:n <ﬁ+MR0>
N B(Ro—1) N Ro—1
0 by N +m (1 N Ro(ﬁO—I—M)) —bpv No tm (ﬁﬁ\mo) —Hv

Para reducir los cdlculos se simplifican las entradas de la matriz DF(Es).

v (o)

apn = —pg — bBu

reemplazando y simplificando los valores de Ry, 'y M dados en (4.3), se obtiene

o <6+MRO>
11 = —HH 75+M .

19 = 0.

a3 = —bﬂH

Al <5+M>
NH+m ﬂ—FMRO ’

Mediante la realizacién de algunos calculos se obtiene

#HMR0< g+ M )

h3=""g B+ MR,
_ Alpy  ( B(Ry—1)
a2 _bﬁHNHer <R0(6+M)> ’

reemplazando y simplificando los valores de 3y Ry en el numerador y denominador

de a9 respectivamente, se obtiene

a :MHM(RO—l)
21 —ﬁ—i—M .

aze = — (v + pu)

(vir + 1)
127

= —/LHM

= _l'l’H
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BNy +m \B+ MR, )’
Alpvy [ B+ M paMRy ( B+ M
=) = — t
como a3 ﬁHNH g (ﬂ MR 3 3+ MRg entonces
a _ kaMRy < g+ M >
* B B+MRy)"
as) = 0.
Ny B(Ry — 1) )
=b 1-— ,
32 6VNH+m< Ro(B+ M)
Mediante la realizacién de algunos cédlculos se obtiene
B <5 + MR0>
39 = .
Ry 8+ M
t3 = b Ny <R0—1>_
33 = VNH+m 5+ MR, 4%
reemplazando y simplificando los valores de Ry, #y M, se obtiene
o = — oo (PEM
33 = —Hvitg B+ MR,)
Asi, la matriz DF(E3) se transforma en
MR, MR M
. (ﬁ;+M0) 0 _#Hﬂ 0 (ﬂf—LRo)
DR(E) = | SRt e ()
o () o (i)

donde 3, M y Ry estén dados en (4.3). Su polinomio caracteristico es

= (558 ) 1)+

B <MHM(R0—1)> <Mvﬂ <5+MRO>> (MHMRO ( B+ M
b+ M Ry \ B+M 3 B+ MR,

+Mvﬂ <5+MR0> (MHMR0< B+ M ))( <5+MRO>+)\>
R, \ B+ M 5 \BrMr))\""\ 51 M ’
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Mediante la realizacion de algunos calculos se obtiene

N pvRo(B+ M)\ 5
P(A)_A+< B+ M B+ MR, >A

2
+ + R+ A
( B+ M Hvhto 3+ MR,

+ pv iy M(Ry — 1),

B+ MRy)

+,UHM+

Sea
pu(f+ MRy) pv Ro (B + M)
A= +opug M+ =
B+ M Ha 3+ MR,
2
parM(B + MRy) pv g MB(Ry — 1)
B = + Ry + ,
B+ M Hv Y 5+ MR,
C = pyprM(Ry — 1),
entonces

p(A) =X+ AN+ BA+C.

Anexo J

Teorema 13 Si Ry > 1, entonces el punto de equilibrio Fy es localmente asintdtica-

mente estable.

Demostracién. Los valores propios de DF(F5) se encuentran hallando las solu-

ciones de la ecuacién caracteristica P(\) = 0. Como los coeficientes de P(\) depen-

den de muchos parametros, no es facil encontrar sus raices; para ello utilizamos las

condiciones de Routh-Hurwitz.

Las condiciones necesarias para que P()) tengan raices con parte real negativa son:

= Todos los coeficientes de P(\) tengan el mismo signo.

= Ninguno de estos coeficientes se anulen.
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» Todos los determinantes de Hurwitz para P()\) deben ser positivos.

Dado que Ry > 1, todos los coeficientes de P(\) son positivos no nulos.

Los determinantes de Hurwitz para P()\) son:

D1:A,
(4 C
DQZ :AB—C,
|1 B
A C O
D;=1|1 B O|=ABC —-C*=C(AB-C).
0 A C

D, es positivo porque A > 0. Para probar que D, y D3 son positivos, se debe probar
que AB > C.

AB:(MH(5+MRO)+ M+MVR0(5+M)>

B+ M i B+ MR,
2
piM (B + MRy) HVHHMﬂ(RG—1)>
+ Ry + ,
( B+ M Ky Lt 3+ MR,
Mediante la realizacién de algunos cédlculos se obtiene
AB :M%M(ﬂ + MRy)? |y MRyS(Ry — 1)(6+ M)
(B+ M) (8 + MRqg)?
n % (o MP?(B + M Ro) + py Ro(8 + M Ry) 4 piy MB(Ry — 1))
B+ M
pv i (e MB(Ry — 1) + py B3 (8 + M)) 2
+ +2 MR,.
(B + M) H
> py s MR,

Pero

uvﬂ%[MRg > MVM%—IM(RO — 1) = C,
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entonces,

AB > pyuy MRy > C.

Luego, Dy y D3 son positivos.

Por lo tanto, P()) tiene raices con parte real negativa. Por el Teorema 3, Ey es

localmente asintoticamente estable. =
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