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METODOS DE FISICA ESTADISTICA EN EL PROCESAMIENTO DE
IMAGENES: CAMINANTES ALEATORIOS, DIFUSION Y MODELO
DE POTTS

Resumen

En esta tesis se exponen diversos métodos de la fisica estadistica aplicados al procesamiento

de imdgenes digitales, en particular, el proceso de identificacion de estructuras en imdgenes.

Se analizan a los caminantes aleatorios en imdgenes digitales mediante un modelo que descri-
be a la imagen como una red cuadrada con pesos donde los nodos representan a los pixeles de
la imagen y las lineas tienen un valor que mide la diferencia o similitud entre pixeles. En es-
ta estructura se definen caminantes aleatorios con probabilidades de transicion expresadas en
términos de informacion local o no local contenida en las lineas y se obtienen analiticamente
cantidades que describen a este proceso dindmico. El estudio de los caminantes aleatorios en
imdgenes se complementa con el andlisis de su descripcion estadistica dada por la ecuacion de
difusion, en este contexto se analiza la segmentacion de imdgenes mediante diferentes estrate-

gias de movimiento empleadas por un caminante aleatorio.

Finalmente, se analiza el modelo de Potts que se utiliza en algoritmos de deteccion de comu-
nidades que permiten establecer conjuntos de nodos que son el equivalente en redes de los
dominios magnéticos. Se aplica este esquema con el fin de detectar estructuras y patrones en
imdgenes digitales que son descritas por una red con pesos. Mediante simulaciones Monte
Carlo del modelo de Potts se buscan configuraciones de minima energia, se analizan diferentes
tipos de pesos en las lineas y las consecuencias que tienen estas elecciones en la segmentacion,

identificacion de estructuras ocultas y formacion de patrones en imdgenes digitales.
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STATISTICAL METHODS FOR IMAGE PROCESSING: RANDOM
WALKS, DIFFUSION AND POTTS MODEL

Abstract

In this thesis we present diverse methods of statistical physics applied to digital image proces-

sing, in particular, the process of identifying structures in images.

We analyze random walks in digital images by using a model that describes the image as a
square lattice with weights where nodes represents the image pixels and lines have a value that
measures the difference or similarity between pixels. Random walkers in this structure are de-
fined with transition probabilities expressed in terms of local or non-local information in the
lines; quantities that describe this dynamical process are obtained. The study of random walkers
in images is complemented by the analysis of its statistical description given by the diffusion
equation, in this context we study the segmentation of images by means of different movement

strategies used by the random walker.

Finally, we analyze the Potts model used in community detection algorithms that establish sets
of nodes that are the equivalent on networks of magnetic domains. We apply this scheme in order
to detect structures and patterns in digital images modeled by a weighted network. By means of
Monte Carlo simulations of the Potts model we obtain minimum energy configurations, also we
study different types of weights assigned to the lines and the consequences of these choices in

the segmentation, identification of hidden structures and pattern formation in digital images.
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Capitulo 1

Caminantes aleatorios en redes

Este capitulo introduce algunos conceptos utilizados a lo largo de todo el
trabajo. Inicia con una breve descripcion de la teoria de grafos, del concepto
de red y de los diferentes tipos de redes de mundo grande y mundo pequeio.
Finalmente, se define a los caminantes aleatorios en redes y se describe casos
comunmente estudiados como son el caminante aleatorio normal, la navega-

cion preferencial y la matriz de Google.

1.1. Introduccion

El estudio de redes en los ultimos afos ha resultado fundamental en el anélisis de sistemas com-
plejos debido a que estas estructuras permiten describir a sus elementos por medio de nodos y
las interacciones entre sus elementos por medio de lineas en un grafo. Como consecuencia, se
han establecido redes asociadas a diversos sistemas en campos como la fisica, biologia, socio-
logia, teoria de la informacidn, entro otros. La teoria de grafos es el formalismo matemaético que
permite un andlisis cuantitativo de la estructura de las redes; esta teoria estudia aspectos como
la conectividad de una red, las caracteristicas de cada nodo, la forma en la que se agrupan en

comunidades los nodos, entre otros problemas [1].

Adicional a las propiedades estructurales de las redes estdn los procesos dindmicos que toman
lugar en estos sistemas. Procesos como la difusion, la propagacion de rumores, el problema
de busqueda, reacciones quimicas, transporte, entre otros fendmenos pueden realizarse en una
red. La pregunta fundamental en este tipo de problemas es establecer la relacion entre las ca-
racteristicas de la red y el proceso dindmico que tiene lugar en esta estructura [1]. Asi pues,
este capitulo presenta una introduccién a estos conceptos. Las secciones 1.2 y 1.3 introducen
aspectos generales de la teoria de grafos y del concepto de red asi como diferentes tipos de re-
des y de medidas de centralidad que describen las caracteristicas de cada elemento de la red, en
particular estas secciones describen las redes aleatorias de Erdds-Rényi y de Barabasi-Albert.
La seccién 1.4 define los caminantes aleatorios en redes, la matriz de transicion de un caminan-

te aleatorio y presenta varios casos conocidos en la literatura como son el caminante aleatorio
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normal, la navegacion preferencial y la matriz de Google. Todos los conceptos mencionados se

utilizan en los capitulos 2 y 3 en el contexto de imagenes digitales.

1.2. Teoria de grafos

Con el fin de estudiar procesos dindmicos que tienen lugar en redes es preciso trabajar dentro
de un formalismo matematico denominado teoria de grafos. Hoy en dia la teoria de grafos es
un campo activo de investigacién con diversas aplicaciones en la ciencia [1]. En su forma mas
general, un grafo G consiste de un conjunto ¥ de N nodos o vértices y un conjunto de lineas £

formado por pares de nodos [1, 2].

Como muestra la Figura 1.1, un grafo general puede presentar multiples lineas entre dos nodos,
también pueden existir bucles que son lineas que unen a un nodo consigo mismo. Adicional a
los conjuntos V, & los grafos pueden tener valores asociados a cada uno de sus nodos o a cada
una de sus lineas, este tipo de grafos se denominan grafos con pesos. Al advertirse el orden de
las parejas de nodos en &, el grafo se denomina grafo dirigido. Con esta definicion el concepto
de grafo es muy amplio y permite describir una gran variedad de estructuras. Una forma comun
de representar grafos es asignando un punto por cada elemento de V' y a cada elemento en £
se le asigna una curva que une los dos nodos respectivos. En el caso de grafos dirigidos, la

direccion de cada linea se representa con una flecha.

Un caso particular en la teoria de grafos lo constituyen los grafos simples que representan
estructuras no dirigidas, sin multiples lineas y sin lineas que conectan a un nodo consigo mismo.

Los grafos simples generalmente son representados con una matriz de adyacencia A de tamafio

Figura 1.1: Grafo con el conjunto de nodos V = {1,2,3,4,5} y el conjunto de lineas £ =
{{1,1},{1,2},{2,3},{2,3},{3.4}, {3,5} }. Fuente: Esta investigacion.
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N x N con elementos A;; = A;; = 1si{i,j} € £y A;; = 0 para otros casos, en particular,
A;i = 0 representa la no existencia de bucles. En grafos simples el grado de un nodo i es
definido como k; = Zf\; Ay y representa el nimero de nodos a los que se encuentra conectado

el nodo 7 mediante una linea. Por lo general, a este conjunto de nodos se les llama vecinos de .

A continuacion se presentan otras definiciones relacionadas con la forma en la que se conectan

los nodos en un grafo [2]:

» Un camino en un grafo G(V, £) es una secuencia de nodos y lineas:
W =, €1, v1, ..., €n, Uy, (1.1)

donde {v;}?, € V,{e;}}.; € . Paraj =1,...,nlos nodos v;_; y v; son los extremos
de la linea e;. En grafos simples un camino es representado por una secuencia de nodos
W = vy, v1, ..., v, con la condicion que los nodos v;_; y v; estén conectados por una

linea, o en otras palabras que sean adyacentes.
= Un ciclo es un camino en el cual unicamente los nodos inicial y final coinciden.

= La distancia d;; entre los nodos 7, j en un grafo es el nimero de lineas del camino mas

corto que conecta a los nodos 7, j.
= Un grafo se denomina conexo si existe por lo menos un camino entre cada par de nodos.
= El didmetro de un grafo conexo es la médxima distancia entre dos nodos del grafo.

Con las definiciones mencionadas, esta seccion completa una breve introduccién a los conceptos

de la teoria de grafos. En la siguiente parte, esta teoria es aplicada en el contexto de las redes.

1.3. Redes

El término red cominmente es utilizado para hacer referencia a grafos simples conexos, también
son comunes los términos redes dirigidas, caso en el que se tiene en cuenta la direccion de las
lineas y redes con pesos cuando cada linea tiene un valor asociado denominado peso. En los
ultimos diez afios el estudio de redes ha experimentado un desarrollo significativo debido a
que una gran variedad de sistemas complejos pueden ser modelados asignando un nodo a cada
elemento del sistema y representando las interacciones por medio de lineas entre nodos. Este

tipo de estructuras han sido utilizadas en el estudio de redes eléctricas, sistemas biolégicos,
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Figura 1.2: Redes de mundo grande: (a) Red regular con grado k = 4, N = 60. (b) Arbol con
N = 46 . Fuente: Esta investigacion.

redes sociales, sistemas de transporte, telefonia, internet, entre otras aplicaciones [1, 3].

Cuando el numero de nodos es N >> 1 se distinguen dos tipos de redes: las de mundo pequefio
donde la distancia promedio entre pares de nodos (d) escala como log(/N) y las de mundo

grande donde (d) escala como una potencia de N.

1.3.1. Redes de mundo grande

Para este caso la distancia promedio entre nodos escala como una potencia del nimero de nodos
en la red, de esta manera, las distancias entre nodos son comparables al tamafio de la red y no
se encuentran nodos que faciliten la conectividad de la estructura. Entre las redes de mundo
grande se encuentran los arboles, los anillos, las redes cuadradas y triangulares entre otras redes
regulares bien conocidas en modelos de fisica del estado sélido [1]. En la Figura 1.2 se presenta
una red cuadrada con condiciones de frontera periddicas y un arbol; esta representacion hace

evidente que la distancia promedio entre nodos es comparable al tamaiio de la red.

Adicionalmente, redes de mundo grande describen redes reales en diversos contextos, por ejem-
plo, en medios de transporte como la red formada por estaciones de metro, las redes eléctricas
[1], los pixeles en una imagen digital [4, 5], las redes resultantes en la propagacion de enferme-

dades [6] entre otros.
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1.3.2. Redes de mundo pequeno

En las redes de mundo pequefio la distancia promedio entre nodos es mucho menor que el
tamafo de la red. Esta propiedad es comtn en muchas redes reales. Entre los modelos mas
conocidos para crear redes aleatorias que capturan esta caracteristica estan el de Erd6s-Rényi
(1959) y el de Barabdési-Albert (1999).

Modelo de Erdos-Rényi [1].

Este modelo parte de N nodos, donde la existencia de lineas entre cada par de nodos depende
de una probabilidad fija p. De esta manera, al construir la red se decide si se conecta o no
cada par de nodos, situaciones que aparecen con probabilidad p y 1 — p respectivamente. Un
grafo generado por este modelo manteniendo N y p fijos se denota con Gy ,, una red conexa
de este tipo se presenta en la Figura 1.3(a). El valor promedio del nimero de lineas en Gy, es
pN (N —1)/2y su grado promedio es (k) = p(N —1). Por otra parte, la probabilidad de obtener
un nodo con grado £ esta dada por [1]:

P = (s W ep( ) )

para un (k) fijo. La igualdad en la ecuacién (1.2) se da en el limite N — oo. Asi, cuando

N — o0, la probabilidad P(k) sigue una distribucion de Poisson. En general Gy, no es un gra-

fo conexo, cuando p = % para algin b positivo, la probabilidad de que Gy, sea un grafo
conexo tiende a exp(— exp(—b)). En la literatura se hace referencia al valor p = %% como

limite de percolacion [1].

El modelo de Erdds-Rényi fue el primero en sugerir un método para crear grafos en forma
aleatoria. En éste modelo surgen fendémenos de percolacién y en la actualidad es una de las

estructuras cominmente utilizadas para el estudio de procesos dindmicos en redes.

Redes libres de escala: Modelo de Barabasi-Albert [1].

Este modelo crea una red donde las lineas se agregan con una tendencia a establecer conexiones
con nodos de mayor grado, esto da como resultado que P(k) siga una ley de potencias para
nodos con £ >> 1. Con el fin de construir la red se inicia con un grupo pequeiio de nodos m.
En cada paso del crecimiento de la red se conecta un nuevo nodo a m < my de los nodos que
ya se encuentran en la red con una probabilidad de conectarse a un nodo ¢ de grado k; dada
por p; = k;/ > ", ki. Este algoritmo con conexiones preferentes permite establecer una red

de mundo pequefio y libre de escala, para una red de Barabasi-Albert my = 1, esto da como
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Figura 1.3: (a) Red de Erd6s-Rényi con N = 100, p = 0.08. (b) Red de Barabdasi-Albert con
N = 1000. Se identifican unos pocos nodos con bastantes conexiones en la red y muchos nodos
que tienen pocas conexiones. Fuente: Esta investigacion.

resultado P(k) oc k3 para k >> 1. El modelo de Barabdsi-Albert permite construir redes con
una ley de potencias en la distribucion de grados de nodos. En estas redes existen unos pocos
nodos que poseen una gran cantidad de vecinos y un gran nimero de nodos con pocos vecinos

como se ilustra en la Figura 1.3(b).

Redes reales

Hasta el momento unicamente se han mencionado algunas redes comunes en teoria de grafos y
métodos para construir redes de manera aleatoria. Sin embargo diversos sistemas reales se pue-
den describir por medio de redes y el anélisis de estas ha revelado estructuras con la propiedad
de mundo pequefio. En particular, se han encontrado redes libres de escala en el caso de las
paginas de internet, las redes sociales que surgen en colaboraciones entre cientificos, las redes
sociales en linea como Facebook o Twitter, los actores en Hollywood, las redes de aeropuertos
en el mundo, entre un sin ndmero de redes reales [7]. Diversas caracteristicas de las redes com-
plejas y la forma en la que surgen en casos reales son estudiadas en detalle en [1, 3]. Adicional
a esto, en el estudio de redes reales se ha identificado la apariciéon de comunidades; grupos de
nodos con mayor cantidad de conexiones con respecto a la estructura total. La Figura 1.4 mues-
tra la red formada por los contactos de una persona en Facebook, las diferentes comunidades
estdn asociadas a grupos formados por familiares, compaiieros de trabajo, amigos de la univer-

sidad, entre otros grupos. Actualmente, el estudio de algoritmos que permitan la deteccién de
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Figura 1.4: Red de contactos de una persona en Facebook con N = 386. La grafica identifica
diferentes comunidades asociadas al grupo familiar, a los compafieros de trabajo, amigos de la
universidad entre otros tipos de comunidades. Estructuras con estas caracteristicas se encuentran
en diversos tipos de redes reales. Fuente: Esta investigacion.

s,

&

o

comunidades en redes reales es un area importante de investigacion.

1.4. Caminantes aleatorios en grafos simples

Una vez definidos los conceptos basicos de teoria de grafos y explicados los modelos tipicos
para generar redes aleatorias se pueden estudiar procesos dindmicos que toman lugar en estas
estructuras. Esta seccion introduce algunos de los modelos para caminantes aleatorios en redes;

en adelante se consideran unicamente grafos conexos de N nodos.

1.4.1. Ecuacion maestra

Un caminante aleatorio en una red es un proceso estocastico descrito por la ecuacién maestra

con tiempo discreto [8, 9]:
N

Py(t+1) =Y Pu(t)wi; (1.3)

=1
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donde P;;(t) es la probabilidad de encontrar al caminante en el nodo j al tiempo ¢ partiendo del
nodo i en el instante ¢ = (0. La cantidad w;_,; es la probabilidad de pasar del nodo 7 al nodo j en
un solo paso. De esta manera w;_,; contiene la informacion de como el caminante aleatorio se
mueve en la red y resulta conveniente definir la matriz de transicion W con elementos W;; =

w;—;. A continuacion se presentan algunos modelos tipicos de caminantes aleatorios en redes.

Caminante aleatorio normal:

En este caso el caminante aleatorio se desplaza en cada paso a un nodo vecino del que se
encuentra. Esto define al caminante aleatorio més simple. La probabilidad de pasar a cualquiera

de estos vecinos es la misma, en consecuencia, w;_,; estd dada por:

A,
Wiy = k?. (1.4)

Este tipo de movimiento es estudiado inicialmente en redes cuadradas regulares con el fin estu-

diar difusion [8, 9] y en redes generales se define en [10]. En los dltimos afios se han estudiado

en diversos articulos las consecuencias de esta dindmica para diferentes tipos de redes [11].

Navegacion preferencial:

El caminante aleatorio normal pasa de un nodo a sus vecinos con igual probabilidad. Una gene-
ralizacion de esta dindmica tiene en cuenta la preferencia a pasar a nodos vecinos dependiendo

de su grado. Para este caso w;_,; toma la forma [12, 13]:

Ayikf
= —N 5’ (1'5)
21:1 Ak,

donde (3 es un pardmetro real que define el proceso. Para 5 = 0 se recupera al caminante normal,

Wi— 5

cuando 3 > 0 se da preferencia a pasar a nodos con mayores conexiones y para § < 0 se tiende
a pasar a nodos con menor grado. El caminante preferencial se introduce en [12] en el contexto
de enrutamiento y trafico, también es utilizado en [14] para modelar reacciones quimicas. Las

consecuencias de esta eleccion para w;_,; han sido exploradas en [13].

Matriz de Google:

En los modelos de navegacion clésica y preferencial el caminante aleatorio solo puede pasar a
los nodos vecinos. Un proceso que permite un paso entre nodos que no son vecinos se da en la
matriz de Google que para grafos simples toma la forma [15]:

Ajj 1 =0

wi_)j:ak_i+(1_a)N—1’

(1.6)
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donde 0 < a < 1y J;; denota la delta de Kronecker. En esta navegacién se presenta con
probabilidad ¢ una dindmica similar al caminante normal y con probabilidad (1 — a) es posible
pasar a cualquier nodo de la red independiente de si se trata de un nodo vecino. Una forma
mads general de la matriz Google aplicable a grafos dirigidos se utiliza para que programas de
computadora exploren el contenido de pédginas de internet. Estos programas crean una base
de datos con la ubicacién de palabras clave en internet. La informacion recolectada es parte del
funcionamiento del buscador Google donde se ha encontrado favorable utilizar el valor a = 0.85

[1, 15].

1.5. Procesos dinamicos en redes

Los caminantes aleatorios son uno de los tantos procesos dindmicos que pueden ocurrir en una
red, otros mecanismos en los que se encuentran caminantes aleatorios se dan en el contexto de la
difusion en redes, la propagacién de rumores y epidemias, el problema de busqueda, reacciones
quimicas, entre otros [1]. También son de interés otros problemas relacionados con la sincro-
nizacion, la teoria de juegos, el andlisis de imédgenes [5]; campos donde resulta fundamental
establecer relaciones entre las caracteristicas de una red y la forma del proceso dindmico que

tiene lugar en esta estructura [1].

El capitulo 2 estudia procesos dindmicos en imdgenes modeladas como redes, estos tratamien-
tos se enfocan como procesos Markovianos, de tal manera que la dindmica en la red se da por
medio de caminantes aleatorios. En un proceso Markoviano de X, variables aleatorias con x,,
estados respectivamente, la distribucién de probabilidad P(x,1) de X,, ;1 condicionada a sus
estados pasados estd dada por [16] : P(2y41|%n, Tn_1; Tn_2...T0) = P&p41|2s), donde z,, es el
estado de la variable X, en el tiempo n. Esta ecuacién indica que si se conoce la historia del
sistema hasta su instante actual, su estado presente resume toda la informacion relevante para

describir en probabilidad su estado futuro.

1.6. Caminantes aleatorios en redes con pesos

Esta seccion presenta un método general que permite estudiar diversos caminantes aleatorios
en redes por medio de procesos estocdsticos definidos en términos de una red y una matriz de
pesos. Considerando una red con /N nodos ¢ = 1,..., N y con pesos, la estructura de la red

es descrita por la matriz de adyacencia A con elementos A;; = Aj;; = 1 silos nodos iy j se
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encuentran conectados y A;; = A;; = 0 en otros casos; en particular se elige A;; = 0 con el fin
de evitar lineas que conecten a un nodo con si mismo. Adicional a esta red se tiene una matriz
de pesos €2 con elementos €2;; = Q2;; > 0y {; = 0. La matriz 2 puede contener informacién
de la estructura de la red o dar informacion adicional sobre las conexiones o los nodos. Una
generalizacion de la definicion del grado de cada nodo permite establecer el concepto de inten-

sidad S; del nodo i definida por S; = EZJL Q.

Una vez introducidos estos conceptos se proponen caminantes aleatorios guiados por los ele-
mentos de {2 y se asume que la red descrita por la matriz de adyacencia es conexa. La probabi-
lidad P,;(t) de encontrar un caminante aleatorio en el nodo j al tiempo ¢ que parte del nodo ¢ al

tiempo ¢t = 0, satisface la ecuacion maestra [8, 9]:

N
Pi(t+1) = Pun(t) Wy (1.7)
m=1

donde las probabilidades de transicion w;_,; estan dadas por:

Wisg = =y = 22, (1.8)

El]il Qu S

Las probabilidades de transicion definen la matriz W con elementos W;; = w;_, ;.

Con el fin de ilustrar algunos de estos conceptos se define un caminante aleatorio preferencial
que se mueve en un grafo descrito por la matriz de adyacencia A tal como muestra la Figura
1.5. Para definir el caminante aleatorio se construye la matriz de transicion W. Si ¢; = k; y

B = 0 se obtiene al caminante normal descrito por la matriz W dada por:

Figura 1.5: Grafo en el que se mueve un caminante preferencial descrito por la matriz de adya-
cencia A. Fuente: Esta investigacion.
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o 1 0 0 0 0
1/4 0 1/4 1/4 1/4 0
0 1/4 0 1/4 1/4 1/4
0 1/2 1/2 0 0 0
0 1/2 1/2 0 0 0
o 0 1 0 0 0

Por otra parte la eleccién S = 1 retoma la navegacion preferencial. Para este caso W es:

O 1 0 0 0 0
1/9 0 4/9 2/9 2/9 0
4/9 0 2/9 2/9 1/9
/2 1/2 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0

0o 1 0 0 0

o O o O

Estos resultados muestran que la matriz de transicion cambia drasticamente con respecto a lo
establecido para el caminante aleatorio normal, haciendo evidente que las probabilidades de

paso son mayores a los nodos con mas conexiones.

1.6.1. Distribucion estacionaria

Hasta el momento se ha estudiado las diferentes caminatas aleatorias en grafos simples y en gra-
fos con pesos. Una medida que caracteriza estas entidades dindmicas en redes es la distribucién
estacionaria. Aunque la matriz de transicion W no es simétrica, como consecuencia directa de

la ecuacioén (1.8) y de la simetria de la matriz de pesos €2, se obtiene
Sinj = Sjwj_m (19)

relacion que establece una conexion entre w;_,; y w;_,;. Por otra parte, iterando la ecuacion

maestra (1.7), la probabilidad P;(¢) toma la forma:

Pij(t) = Z Wi—jy Wiy —ja « - Wi _g—jr 1 Wip_1—j - (1.10)

J1seesdt—1
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Combinando los resultados (1.9) y (1.10) se obtiene:

T PO TR

Pi(t) = 2. 55,5, Sjtileejtfletfﬁjtfz e Wiy Wy
i (1.11)
= gf_Pji(t).

De esta manera se deduce la condicién de balance detallado S;P;;(t) = S;P;;(t) que es una
consecuencia directa de la simetria de 2. Para la distribucion estacionaria P]‘?" = lim; . Pi;(t),
que es la probabilidad de encontrar al caminante aleatorio en el sitio j cuando ¢ es muy grande,
la condicién de balance detallado permite obtener:

ST
’ Zi\; Si 7

resultado que establece que la distribucion estacionaria 7, de la ecuacion maestra (1.7) con

(1.12)

probabilidades de transicion (1.8), es proporcional al valor de la intensidad S; del nodo j.

Existe una gran variedad de caminantes aleatorios que pueden ser descritos a partir de una
eleccion especifica de la matriz de pesos €2. Esto permite por ejemplo, representar la diferencia
de intensidades en una imagen y un caminante aleatorio moviéndose con esta informacién en

los pixeles de esta imagen. Esto se estudia en el capitulo 2 con detalle.

Figura 1.6: Distribucion estacionaria P en términos del grado k; para caminantes aleatorios
descritos por las probabilidades de transicion (1.5). Se utiliza una red de Barabasi-Albert (BA)
con (k) = 6 y N = 5000. Fuente: Esta investigacion.



Capitulo 1: Caminantes aleatorios en redes 13

En particular, la eleccién ;; = A;;(k;k;)? recupera al caminante preferencial definido en la

ecuacion (1.5). La distribucion estacionaria en este caso toma la forma:

P> — Z;\il (kikl)ﬁAil
L (Kik)B A,

(1.13)

La eleccién 8 = 0 en el resultado (1.13) permite deducir la distribucién estacionaria P>° =

k;
N
1=1 k1

[1, 10].

de un caminante aleatorio normal que es un resultado bien conocido en la literatura

La Figura 1.6 presenta los valores de la distribucién estacionaria para un caminante aleatorio
preferencial sobre una red de Barabdsi-Albert. Se calcula P utilizando la ecuacién (1.13) y
se grafica en términos de k;. Esta grifica muestra que para un caminante aleatorio normal la
probabilidad de encontrarse en un nodo es proporcional al grado k; de éste, para un caminan-
te preferencial con § = 2 existe mayor probabilidad a mayor nimero de conexiones posea
el nodo, mientras que para 5 = —2 el caminante aleatorio tiende a tener mayor probabilidad
de encontrarse en nodos con menos conexiones. Asi pues, la distribucion estacionaria es una
medida que permite caracterizar al caminante aleatorio. Este resultado se utiliza con el fin de

describir diferentes tipos de caminantes aleatorios en imédgenes digitales en los capitulos 2 y 3.

De esta manera, este capitulo introdujo los conceptos necesarios sobre redes y caminantes alea-
torios. Estas definiciones serdn utilizadas a lo largo del trabajo. Las ideas presentadas para
navegantes aleatorios en redes se contindan desarrollando en el capitulo 2 en el contexto de
imagenes digitales, en el capitulo 3 en la difusion con condiciones de contorno de caminantes
aleatorios en imagenes. En el capitulo 4 se utiliza un esquema similar para analizar un modelo

de segmentacion de imdgenes basado en el modelo de Potts.



Capitulo 2
Caminatas aleatorias en imagenes

En este capitulo se introduce un método que permite estudiar imagenes di-
gitales aplicando los resultados conocidos para el andlisis de un caminante
aleatorio y el transporte difusivo en redes expuestos en el capitulo 1. Se de-
finen caminantes aleatorios, en imagenes digitales representadas como redes
con pesos, con probabilidades de transicion expresadas en términos de in-
formacién local o no local contenida en las lineas. Se estudian diferentes
tipos de estrategias que definen el movimiento en la imagen y se obtienen
analiticamente la distribucion estacionaria y el tiempo medio de primer re-
torno del caminante aleatorio resultante. Por medio de estas cantidades se
deduce un método que permite, en forma rdpida y concreta, caracterizar el
efecto de matrices de pesos introducidas en el contexto de la segmentacion
de imdgenes, la segmentacion de imdgenes por comunidades, la identifica-

cion de estructuras en imagenes digitales, entre otras.

2.1. Introduccion

El procesamiento y andlisis de imdgenes digitales es un concepto muy amplio que involucra
desde el hecho de importar una imagen desde cualquier formato (TIFF, PNG, JPEG, DICOM,
...) ya sea en 2-D o 3-D, pasando por la extraccion de la informacion que ésta contiene co-
mo el valor de cada pixel dependiendo del nimero de canales que la imagen posea, asi como
su tamano, tipo, y demads; hasta la manipulacion de la misma como agregar un simple efecto,
ajustar los niveles de brillo contraste agregar filtros, entre otros [17, 18]. De este proceso hay
un topico en particular llamado segmentacion de imagenes el cual busca dividir la imagen en
grupos de pixeles con el fin de simplificar o cambiar la representaciéon de una imagen en otra
mas significativa y més facil de analizar [5, 19, 20]. Este método se estudia constantemente
por sus muchas aplicaciones en el contexto de la tecnologia asi como en medicina [21, 22, 23].
Este proceso se analiza en los capitulos 3 y 4. Si bien hay varios métodos de segmentacion de

imégenes propuestos y de software especializado en ésta tarea, diversos procesos de segmen-

14
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tacion involucran caminantes aleatorios en su teoria, aunque en gran parte de ellos es cuestion

heuristica la eleccién de un caminante en particular y de sus pardmetros [5, 19, 24].

Asi pues, este capitulo expone desde un marco cientifico un algoritmo 4gil para el andlisis de
cualquier caminata aleatoria en imdgenes basado en las herramientas probabilisticas de éstas
entidades dindmicas en redes. El algoritmo funciona al proponer un caminante aleatorio me-
diante una matriz de pesos simétrica y caracterizar su dindmica con la distribucion estacionaria
y el tiempo de primer retorno en diferentes imagenes digitales modeladas como redes cuadradas
con pesos, para ello la seccion 2.2 retoma las ideas de caminantes aleatorios en redes expuestos
en las secciones 1.4, 1.5, 1.6 y explica como se trasladan estos conceptos a imagenes. Los resul-
tados numéricos de la caracterizacion de los caminantes aleatorios en imagenes son presentados
en las secciones 2.3 y 2.4. Finalmente en la seccion 2.5 se mencionan resultados generales del

algoritmo propuesto.

2.2. Caminantes aleatorios en imagenes

Una imagen digital se modela como una red cuadrada con pesos. De esta manera, la imagen
es una red de N nodos 7 = 1, ..., N, donde cada nodo representa un pixel de la imagen. Cada
pixel contiene la informacién de su composicién acorde al nimero de canales de la imagen
[17, 18]. De este modo para una imagen de tres canales, cada pixel contiene en el espacio de
color RBG la composicién del color en términos de la intensidad de los colores primarios rojo,
verde y azul; estas intensidades definen un vector g, cuyos componentes son los valores “R”,
“G”, “B”del pixel y la norma del vector g denota la intensidad total. De igual manera cada pixel
contiene una coordenada en el modelo de escala de grises, o cuatro coordenadas en el modelo
CMYK (Cian, Magenta, Yellow, Key) [17, 18]. Cabe aclarar que en este trabajo siempre que se

refiera a una imagen, se hace alusion a imdgenes en formato digital.

Como se detall6 en el capitulo 1, los caminantes aleatorios en redes con pesos se definen me-
diante la matriz de transicion dada por la expresion (1.8) con los elementos asignados por la
matriz de pesos simétrica 2. Asi, una vez definida la manera en que se representa una imagen
como un grafo, es necesario definir a los caminantes aleatorios en imdgenes guiados por la ma-
tiz de pesos {2 con elementos €;; = §2;; > 0, Q; = 0. La matriz 2 da informacién sobre el
cambio de la intensidad de la imagen, de tal modo que, {2;; se interpreta como una medida de la

diferencia o similitud de los pixeles i y j. La intensidad .S; del nodo ¢ es definida como:
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$=S"qy @1
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De forma que, un caminante aleatorio se mueve a través de una red cuyos nodos identifican los
pixeles de la imagen digital. La dindmica de un caminante aleatorio en una red, tal como se

detall6 en el capitulo 1, estd dada por la ecuacién maestra (1.7):
N
Pzg(t + 1) = Z Pimwm%ja
m=1

donde P;;(t) denota la probabilidad de encontrar un caminante aleatorio en el nodo j al tiempo
t partiendo del nodo i al tiempo ¢ = 0 y el término w,,_,; representa las transiciones de pro-
babilidad de ir del nodo m al nodo j dadas por w;_,; = % Este proceso se estudi6 de forma

general con la expresion (1.8) en el capitulo 1.

A continuacién se proponen caminantes aleatorios en imagenes guiados por los elementos de
Q. Esto quiere decir que cada definicion de 2;; representa una forma particular de movimiento
para los caminantes aleatorios en imdgenes digitales. Estas formas de navegacion pueden ser

locales o globales de acuerdo a las siguientes definiciones:

Figura 2.1: (a) Representacion esquemadtica de un entorno local para un caminante aleatorio en
el que la probabilidad de ir a un vecino o a otro esta relacionada por la funcién peso 2;;. (b)
Simulaciéon Monte Carlo de caminantes aleatorios en imagenes con estrategias locales guiados
por los elementos de la matriz de pesos de la forma Q;; = exp(—||g; — ¢;||*), donde |]..|| indica
norma de un vector. Cada caminante se mueve con informacion local, es representado por un
color y realiza 5000 pasos. Fuente: Esta investigacion.

(a) (b)
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= Estrategias locales.

En este tipo de estrategias el caminante aleatorio estd guiado por los elementos (2;; pro-
porcionales a A;;, donde A es la matriz de adyacencia con elementos A;; = Aj; = 1 i
los nodos 7 y j son nodos adyacentes y A;; = A;; = 0 en otros casos. En esta forma de
conectar los nodos la informacién del caminante aleatorio en el nodo 7 estd restringida
a un entorno local de cuatro vecinos. En la Figura 2.1 se presentan simulaciones Monte

Carlo para caminantes aleatorios con una navegacion local.

= Estrategias globales.

Por otra parte, en estudios de deteccion de comunidades en imédgenes [20], es necesario
introducir conexiones mas amplias entre los pixeles, en las que un caminante aleatorio
tenga probabilidad de paso de ir a uno de los cuatro vecinos cercanos o a otro pixel que
se encuentre dentro de una comunidad o un entorno de muchos maés pixeles. Asi pues, se
define un entorno conectado de dimensiones £, x FE,. Los elementos 7, j de éste entorno
estdn dados por: 1 — ¢;;, donde d;; es la delta de Kronecker. Esta forma de conectar los

nodos 7, 7 se denomina entorno global. Asi pues, el caminante aleatorio se guia por los

Figura 2.2: Simulaciones Monte Carlo de caminantes aleatorios guiados por la funcion €2;; =
Ai;exp(—||g: — g4]*), donde [|..|| indica norma de un vector. (a) Representacion esquematica
de entornos globales para los nodos naranja, azul y rojo. Cada entorno es un bloque de tamafio
E, x E, = 3 x 4. (b) Caminantes aleatorios que se mueven con informacion de un entorno de
dimensiones £, x I, =9 x 9, muestran saltos no mas grandes que el entorno. Cada caminante
aleatorio realiza 1000 pasos. Fuente: Esta investigacion.

(a) b)
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elementos €;; proporcionales a 1 — ¢,;. Para crear el entorno global, se divide la imagen
de dimensiéon N = L, x L, en N cajas que se superponen entre si. Estas cajas de dimen-
siones I, x F, estan centradas en cada pixel de laimagen, con F, X E,, << L, x L,.La
Figura 2.2 representa esquematicamente esta idea y presenta simulaciones Monte Carlo

para caminantes aleatorios que se mueven con una estrategia global.

Ahora bien, para caracterizar las caminatas aleatorias en imdgenes no es importante la simu-
lacién Monte Carlo de cada navegacion en particular, si no observar el comportamiento del
caminante aleatorio cuando ha alcanzado el equilibrio a ¢ — oo mediante un tratamiento es-
tadistico, esto permite observar estructuras y patrones en imdgenes. Con el fin de caracterizar
al caminante aleatorio en la imagen se utiliza la distribucion estacionaria (1.12), cantidad que
expresa la probabilidad de encontrar al caminante aleatorio a t — oo, P; = limy_,», P;():
o 5
! leil Si
Por otra parte, el inverso de la distribucidn estacionaria es el tiempo medio de primer retorno
(T};), cantidad que expresa el nimero de pasos promedio en los que el caminante aleatorio

retorna a su posicion de inicio [10, 11]:
(Tiu) = (P) " (2.2)

Los elementos P definen el vector P de ¢ = 1.../V elementos. La distribucién estacionaria P,
asi como el tiempo medio de primer retorno (73;) son las cantidades que sirven para caracterizar

los caminantes aleatorios en este trabajo.

2.3. Distribucion estacionaria

Esta seccion presenta los resultados numéricos de la distribucion estacionaria para diferentes
formas de navegacién que son comunes en el contexto de segmentacion de imagenes. También
propone el uso de la navegacion preferencial, conocida en enrutamiento y trafico [12] e intro-
ducida en el capitulo 1, con el fin de observar su comportamiento en imdgenes. La seccion se

divide en estrategias locales y globales.



Capitulo 2: Caminatas aleatorias en imdgenes 19

2.3.1. Estrategias locales

En las estrategias locales, el caminante aleatorio estd guiado por los elementos de la matriz de
adyacencia, la cual se forma modelando la imagen como un grafo regular de grado cuatro. A

continuacion se especifican algunas funciones acorde a este tipo de definicion.

= Navegacion exponencial

La navegacion exponencial se ha empleado ampliamente en el contexto de segmentacion
supervisada de imagenes [5, 19, 24] , aunque su eleccion y la definicién de su pardmetros
es una cuestion heuristica en estos trabajos. Para este caso los elementos de matriz de

peso estan dados por:
Qi = exp(—|lgi — g;1|") Ay, (2.3)

donde 5 € R™, g; y g, representan los vectores RGB de los pixeles ¢ y j respectivamente,
A;; es la matriz de adyacencia y ||...|| denota norma de un vector. El pardmetro (3 es un
parametro libre. Un caso particular de esta definicion es la navegacion Gaussiana dada

para el caso especial § = 2.

La Figura 2.3 muestra graficamente la distribucion estacionaria para un caminante conducido
por los elementos de la matriz de pesos dados por la expresion (2.3). Esta grafica permite obser-
var como este tipo de navegacion resalta las fronteras de la imagen, lo cual es 1til en el contexto
de segmentacion de imdgenes. La gréfica representa en colores la probabilidad de encontrar al
caminante aleatorio en una regién especifica dentro de la imagen, siendo las fronteras los lu-
gares que el caminante tiende a evitar con probabilidades cercanas a cero. Se observa que para
B = 0.2 la textura de la imagen desaparece pero se detectan objetos en la misma, para § = 0.4
el caminante aleatorio empieza a detectar las lineas de las fronteras en la imagen de manera
mas clara. Finalmente la grafica indica que para los parametros § = 0.8 y # = 1, el caminante

aleatorio tiene probabilidad nula de estar en las fronteras.

= Navegacion preferencial

La navegacion preferencial no ha sido estudiada en el andlisis de imagenes aunque se
analiza en otros campos [12, 13]. En la navegacion preferencial el caminante pasa de un
nodo ¢ a un nodo j dependiendo del valor del vector RGB de sus vecinos. Para este caso
(2;; toma la forma:

Qi = Aillaall“llg;[|* a€R, (2.4)
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Figura 2.3: Resultados numéricos de la distribucién estacionaria para una caminante aleatorio
guiado por la expresion (2.3). La barra de color muestra la probabilidad de encontrar al cami-
nante aleatorio en cada punto de la imagen en el equilibrio. Se aprecia el cambio significativo de
la imagen como consecuencia la eleccioén del parametro 3. Este tipo de navegacion es esencial
en segmentacion de imdgenes y se estudia en el capitulo 3. Fuente: Esta investigacion.

2.0e—05 1.0e—05
11.2¢—05 11.0e—06
1.0e—07
5.0e—06
3=0.6 B=0.8 B=1.0
1.0e—05 1.0e—06 1.0e—08
41.0e—08 41.0e—14 41.0e—28
1.0e—12 1.0e—24 1.0e—56

« es un pardmetro libre. El resultado del calculo de la distribucion estacionaria para cami-
nantes aleatorios orientados por la expresion (2.4) se muestra en la Figura 2.4. La grafica
sugiere que este tipo de navegacion conserva la informacion de la textura y del color;
ademads, no se definen los bordes en la imagen sin importar el valor del pardmetro «.
Por consiguiente, no contribuye mucho en la segmentaciéon de imdgenes ya que precisa-
mente sin importar el valor pardmetro «, el caminante aleatorio no excluye informacion

importante como la textura ni detecta los bordes presentes en la misma.
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= Navegacion por diferencia de intensidades

Este modelo de navegacion se utiliza para la deteccion de comunidades en una imagen
y se introduce particularmente para la segmentacion de imagenes mediante el modelo de
Potts [20] que se estudia en el capitulo 4. Para ello, se definen los pesos de las lineas
basados unicamente en la similitud o diferencia entre pixeles vecinos ¢ y j y en un valor

umbral V' de la siguiente manera:

donde la funcion O(z > 0) = a, ©(x < 0) = b, los valores a y b son nimeros reales;
generalmente se toman como 1 y 0 respectivamente. V;; en este caso representa la norma
de la diferencia de los pixeles i y j, Vi; = ||g; — g;]|. Finalmente V es el valor umbral.

Este valor se puede ajustar libremente.

La Figura 2.5 muestra los resultados de la distribucion estacionaria para una imagen en esca-

la de grises. El valor umbral V permite filtrar la cantidad de informacién. Un valor pequefio

Figura 2.5: Distribucién estacionaria para una navegacién determinada por los pesos (2.5) para
difierentes valores umbral V. El caminante aleatorio muestra las fronteras de los objetos de la
imagen para V = 16. Este tipo de navegacién es propuesta para segmentacién de imagenes
mediante el modelo de Potts. La imdgen original muestra una tomografia computarizada de
una tuberculosis peritoneal descargada del servidor de imdgenes médicas IMAGEMED.COM
http://www.imagenmed.com/imagen_mes/2009/05_tuberc.html.
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de V' para esta imagen no permite observar estructuras, mientras que con un valor V' = 36 se
pierde mucha informacién. Por otro lado, para un valor adecuado del umbral se observan todas
las regiones de la imagen segmentadas aportando una ayuda al diagnostico de esta tomografia

computarizada (TC) de una tuberculosis peritoneal.

De esta manera, hasta el momento se han estudiado diferentes formas de navegacion mediante
una estrategia local, encontrando de manera gréfica la forma en que operan los diferentes cami-
nantes aleatorios en imdgenes al caracterizar su dindmica mediante la distribucion estacionaria.

La siguiente seccion estudia caminantes aleatorios que se mueven con informacion global.

2.3.2. Estrategias Globales

A diferencia de las anteriores navegaciones en donde el caminante aleatorio era capaz de ver
a través de la funcién peso a sus cuatro vecinos cercanos y moverse en una direccion, en las
estrategias globales, el caminante aleatorio se mueve con la informacién de un entorno de ta-
mafio £, X F,, incorporando mas informacion a cada pixel de la imagen. Esta estrategia fue
propuesta en el contexto de segmentacion de imagenes por medio de comunidades mediante el

método de Potts [20].

= Navegacion por comunidades.

Esta navegacion fue propuesta en un contexto completamente diferente, para segmentar
imagenes mediante el modelo de Potts [20]. El modelo de Potts permite estudiar el com-
portamiento de elementos ferromagnéticos, los vidrios de espin, se aplica en deteccion de
comunidades en redes complejas y recientemente se ha visto potencial en el contexto de
segmentacion de imagenes [25, 26, 27, 28]. Este método en el contexto de imagenes se
estudia en el capitulo 4. Para este tipo de navegacion, el peso entre lineas se asigna te-
niendo en cuenta la informacion del bloque de pixeles y un factor geométrico que incluye

la distancia que los separa:

O, = D, exp (—w) 5 eR*, (2.6)
g

donde D,,,, contiene la informacién del entorno y es la suma de la norma de las diferen-
cias de las intensidades entre los bloques m y n, donde cada bloque tiene dimensiones

E, x E,:
Ez Ey

Dmn = (1 - 5mn) ZZ(Hg(Zv])mH - ||§(Z7])n||) (2-7)

i=1 j=1
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Figura 2.6: Distribucién estacionaria para un caminante aleatorio no local determinado por los
pesos (2.6) en un entorno de dimensiones £, X E, =9 x 9. Se aprecia el efecto del pardmetro
de escala ¢ para: (a) e = 0.1 y (b) ¢ = 10. Fuente: Esta investigacion.

(a) (b)

Figura 2.7: Distribucion estacionaria para un caminante aleatorio con estrategias globales defi-
nidas por medio de los pesos 2.6 con € = 2, para entornos de dimensiones (a) £, X F, = 4 x 4,
(b) 9 x 9, (c) 17 x 17. Fuente: Esta investigacion.
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En la ecuacién (2.6) el término ||r; — 77 ||, representa la norma de la diferencia en la distancia del

_ Hﬁn*ﬁn“)

entorno de pixeles ¢ y j respectivamente. El factor geométrico exp( con una variable
¢ se puede ajustar para incorporar ciertas escalas en la imagen, tal como se exhibe en la Figura
2.6 mediante la distribucién estacionaria. La Figura 2.7 muestra la distribucién estacionaria para
esta forma de navegacion para entornos de diferentes dimensiones, donde es posible observar
como al aumentar el tamafo del entorno el resultado tiende a difuminar los contorno de la
imagen original. Por otra parte, en la Figura 2.8 se compara la navegacion exponencial descrita
en la ecuacion 2.3) mencionada en las estrategias locales, con la forma de navegacion global
(2.6). De esta grafica se infiere que la navegacion global permite una mejor definicion de bordes

y una reduccién de ruido en la imagen. Permite identificar ademds, dreas de la imagen que

comparten caracteristicas similares en color, con mayor precision.

Figura 2.8: Distribucion estacionaria para caminantes aleatorios locales y globales. (a) Imagen
digital original descargada de la base de datos de Microsoft Research http://research.
microsoft.com/en-us/projects/objectclassrecognition/. (b) Resultado
del algoritmo para una caminante aleatorio guiado informacion global dada por la ecuacion
(2.6), los parametros son: ¢ = 2, L,, = 9 x 9. (c) Distribucion estacionaria para un ca-
minante aleatorio que se mueve con informacién local y estd descrito por los elementos:
Qi = Ay exp(—0.2 % ||g; — g;]|°®). Fuente: Esta investigacion.

(a) (b) ()


http://research.microsoft.com/en-us/projects/objectclassrecognition/
http://research.microsoft.com/en-us/projects/objectclassrecognition/
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2.4. Tiempo medio de primer retorno

Hasta el momento se ha analizado la dindmica de cada caminante aleatorio con la distribucion
estacionaria dada por la ecuacién 1.12. Por otra lado, el tiempo de primer retorno de un cami-
nante aleatorio estd expresado en la ecuacion (2.2). Esta cantidad expresa el nimero de pasos
promedio en los que el caminante aleatorio retorna a su posicion de inicio partiendo del nodo
t. Un promedio general de esta cantidad para los /N nodos de la imagen da una cantidad global
que ayuda a comprender la manera en que operan los caminantes aleatorios en imagenes. La
cantidad (T") se define como el tiempo de primer retorno global, calculado para cada caminante

aleatorio que se mueve en una imagen. De esta manera, (T') se calcula como:

(T) = %Z}Tn) (2.8)

La Figura 2.9(a) muestra el tiempo de primer retorno global (7") dado por la ecuacién (2.8), en
funcién del pardmetro [ para un caminante aleatorio guiado por la expresion (2.3). Esta grifica
indica que el tiempo de primer retorno promedio, aumenta en varios 6rdenes de magnitud a
medida que el parametro § aumenta. Esto quiere decir que el caminante aleatorio queda atra-
pado dentro de regiones en la imagen a medida que el pardmetro [ crece, puesto que le toma
mucho tiempo retornar a su posicion inicial. Esto se debe a que no puede cruzar por los bordes
de los objetos en una imagen, los cuales, para este caso se empiezan a marcar cuando 3 = 0.8.
Cabe recordar que, para observar graficamente el efecto de los caminantes aleatorios es preciso
utilizar la distribucion estacionaria definida en el contexto de imédgenes digitales, tal como se

hizo durante el desarrollo de éste capitulo.

De igual manera, La Figura 2.9(b) muestra el tiempo de primer retorno global para un cami-
nante aleatorio definido por una navegacion por diferencia de intensidades de la forma (2.5).
Para este caso la gréfica de la distribucion estacionaria de un caminante aleatorio en una ima-
gen presentada en la Figura 2.4, muestra que los bordes de los objetos de la imagen son menos
evidentes a medida que el umbral V' tiene mayor valor. De este modo, la grifica del tiempo de
primer retorno global en funcién del pardmetro muestra que el caminante aleatorio tiene mas
libertad de movimiento a medida que las fronteras en la imagen empiezan a desaparecer, en este

caso cuando V' = 36.
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Figura 2.9: Tiempo de primer retorno promedio (7') calculado para caminantes aleatorios defi-
nidos por: (a) los elementos de matriz de pesos dados por la navegacion exponencial (2.3), (b)
el caminante aleatorio estd guiado por los elementos definidos en la navegacion por diferencia
de intensidades (2.5). Se utiliza V;; = |¢g; — g;| y ©(x > 0) = 1, ©(z < 0) = 0. Fuente: Esta
investigacion.

(a) (b)

2.5. Resultados

En este capitulo se introdujo un método que permite estudiar imdgenes digitales aplicando los
conceptos de distribucidn estacionaria y tiempo medio de primer retorno de un caminante alea-
torio en redes, expuestos en el capitulo 1. Asi, una imagen es representada como una red con
pesos en donde los nodos describen a los pixeles de la imagen y las lineas tienen un valor que
mide la diferencia o similitud entre pixeles. En esta estructura se definen caminantes aleato-
rios con probabilidades de transicién expresadas en términos de informacién local o no local
contenida en las lineas. Se estudiaron diferentes tipos de estrategias que definen el movimiento
en la imagen para las cuales se obtienen analiticamente la distribucion estacionaria y el tiempo
medio de primer retorno del caminante aleatorio resultante. Esto permitié ver que la distribu-
cién estacionaria posibilita, para algunas estrategias, identificar fronteras y bordes de objetos
de una imagen en términos de probabilidad del caminante aleatorio; mientras que, el tiempo de
primer retorno resulta una ayuda a la hora de interpretar los resultados numéricos. Los cami-
nantes aleatorios propuestos en este capitulo son conocidos en el andlisis de imagenes, aunque
en los articulos que se mencionan no se explica el porqué de su eleccion en particular, siendo
el método propuesto en este capitulo una herramienta que da una razon clara de por qué estas

navegaciones en particular son especialmente buenas para segmentar imagenes.
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Con base en los resultados numéricos es posible concluir ademds, que con simplemente pro-
poner de manera heuristica un nuevo caminante aleatorio no se tiene intuicidén sobre su com-
portamiento en la imagen aunque pueda aparentemente ser evidente lo que hace el caminante
aleatorio. Sin embargo, la propuesta de éste capitulo permite ver claramente las consecuencias
de los pesos propuestos en cada imagen en particular lo que comprueba la utilidad de la teoria
general implementada en este capitulo. Esto permite ver que la navegacion preferencial no pare-
ce ser adecuada para modelos de segmentacion de imagenes ni para deteccion de comunidades
en las mismas. Por el contrario, las navegaciones: exponencial, por diferencia de intensidades
y la navegacion por comunidades definida en entornos globales; expuestas en este capitulo, son

mas eficientes a la hora de encontrar bordes de objetos y estructuras en imigenes.

De esta manera, se deduce un método que permite, en forma ripida y concreta, caracterizar
el efecto de matrices de pesos introducidas en el contexto de la segmentacion de imagenes
mediante la difusién de caminatas aleatorias en imagenes con condiciones de contorno en el
capitulo 3 y la segmentacion de imagenes por comunidades mediante el modelo de Potts de

fisica estadistica en el capitulo 4.



Capitulo 3
Difusion en imagenes digitales

En este capitulo se estudia la segmentacion de imédgenes mediante la di-
fusiéon de caminantes aleatorios en imdgenes con condiciones de contorno
establecidas. Se inicia con los conceptos que explican el proceso de segmen-
tacion de imdagenes, se estudia el problema de Dirichelt y su solucién en
sistemas discretos y finitos. Finalmente, se expone la implementacion de la
teoria mencionada en el contexto de segmentacion de imagenes digitales y se

resalta la importancia que tiene la distribucion estacionaria en este proceso.

3.1. Introduccion

Hasta el momento se ha estudiado la dindmica de los caminantes aleatorios en imagenes y su
comportamiento en el equilibrio sin condiciones de frontera. De esta manera, surge un nuevo
interrogante que plantea el escenario que permite al caminante aleatorio moverse en una ima-
gen con condiciones de frontera establecidas. De este interrogante surge un proceso conocido
como segmentacion de imdgenes y tiene como propdsito localizar un contenido particular en
una imagen [5, 19, 20]. Diversas técnicas y métodos mateméticos han sido propuestos con el fin
de lograr dicha tarea, en estos se incluyen campos Gaussianos y funciones armonicas [29], nor-
malizacion de cortes [19], caminantes aleatorios deterministas para el andlisis de texturas [30],
métodos que involucran medidas de la teoria de la informacién en redes [31], entre otros. La
tarea de segmentar iméagenes trasciende en sus aplicaciones en campos como medicina [23], en
tecnologia para problemas como la deteccion de rostros [22], la vision artificial [21], el andlisis

de imégenes satelitales [31] entre otras [32].

Asi pues, en este capitulo se estudia el tratamiento estadistico de la difusion de los caminantes
aleatorios en imagenes con condiciones de frontera. De ese modo, el proceso de segmentacion
de imagenes es una solucidn particular al problema de la difusion estacionaria dada por la ecua-
cion de Laplace [33] en medios discretos. Se muestra ademads, la relevancia de la distribucién

estacionaria de un caminante aleatorio descrita en el contexto de imdgenes en el capitulo 2 para

29
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éste proceso. El capitulo se organiza de la siguiente manera: la seccion 3.2 introduce las ideas
y conceptos de la segmentacién de imédgenes, el algoritmo de caminatas aleatorias para este
fin y como se relaciona con el problema de Dirichelt. La seccion 3.3 soluciona el problema de
Dirichelt para sistemas discretos y finitos, para luego en la seccién 3.5 implementar numérica-
mente el algoritmo de segmentacion de imagenes mediante el algoritmo de caminatas aleatorias
y relacionar los resultados con los obtenidos en el capitulo 2. La seccién 3.6 estudia una nueva
forma de navegacion para caminantes aleatorios con la distribucion estacionaria analizada en el
capitulo 2 y mide su efecto en la segmentacion de imagenes. Finalmente la seccion 3.7 presenta

las conclusiones de este capitulo.

3.2. Segmentacion de imagenes mediante caminantes aleato-
rios

La segmentacion de imagenes se refiere al proceso de particion de una imagen digital en multi-
ples objetos en funcidn de ciertas caracteristicas visuales. Esta tarea se utiliza tipicamente para
localizar objetos y sus bordes en una imagen [20]. Esto con el fin de simplificar o cambiar la

representacion de una imagen en otra mds significativa y mas fécil de analizar [5, 19, 20].

Para empezar, tal como en el capitulo 2, una imagen digital se representa como una red cuadra-
da con pesos. De esta manera, la imagen es una red de N nodos 2 = 1, ..., NV, donde cada nodo
representa un pixel de la imagen. La matriz de pesos €2 da informacién sobre el cambio de la
intensidad de la imagen; asi, {2;; se interpreta como una medida de la diferencia o similitud de

los pixeles i y j.

El modelo de difusién de caminantes aleatorios para la segmentacion de imagenes fue propuesto
en [33]. Este modelo parte de la identificacion inicial por parte del usuario de objetos dentro de
la imagen mediante marcas en la misma. Es decir, pixeles dentro de la imagen que representan
un objeto de interés son marcados mediante la asignacion de una etiqueta s, donde s € Z, tal
como se presenta en la Figura 3.1. Estos pixeles marcados se conocen como pixeles semilla. En
total habran K etiquetas o también llamadas fases, donde K € Z, 0 < s < K. Ahora, una vez
marcadas las fases en la imagen, se busca encontrar cual es la probabilidad de que un caminan-
te aleatorio que empiece en un pixel semilla, alcance cualquier pixel que no esté marcado. La
solucion se puede lograr sin hacer exactamente la simulacién del caminante aleatorio. De esta

manera, aunque el algoritmo estd motivado en por el proceso de caminatas aleatorias en una
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Figura 3.1: (a) Imagen original. (b) Marcas de pixeles semilla representadas por las lineas azules
y rojas indicando un objeto en la imagen. Los pixeles azules son una fase, mientras que los
pixeles rojos otra. En este caso /' = 2. Fuente: Esta investigacion.

(a) (b)

imagen, un muestreo adecuado de ésta distribucién de probabilidades no muestra informacién
significativa para los problemas de segmentacion de interés. Por otra parte, se ha establecido que
encontrar la probabilidad de un caminante aleatorio que empiece en un pixel semilla alcanze un
pixel no marcado, es exactamente igual a la solucion de la difusion estacionaria de las fases
marcadas en la imagen. De esta manera la solucién al problema de la difusion estacionaria de
las fases marcadas en la imagen, se logra al resolver el problema de Dirichlet con condiciones

de contorno en las ubicaciones de los pixeles semilla [5, 24, 33, 34, 35].

Asi, la tarea de segmentar imagenes mediante caminatas aleatorias estd relacionada con un pro-
ceso de difusion de la siguiente manera: al fijar los pixeles semilla en principio se esté etique-
tando a los pixeles con la fase que tiene la mayor probabilidad de difundir en primera instancia
el caminante aleatorio hacia los demds pixeles. Esta interpretacion surge de igual manera en
muchos otros problemas tales como la ecuacién de calor, en donde fijadas las condiciones de
contorno en un dominio, la temperatura fluye de fuentes puntuales hasta alcanzar un estado es-
tacionario en el que el valor de la temperatura en cada punto del dominio no cambia més. La
distribucion de la temperatura en un entorno, asi como la distribucion de probabilidades de que
una fase alcance un pixel cualquiera por difusion, serd entonces la solucion correspondiente al
problema de Dirichlet [36, 37]. Por otra parte, el equivalente eléctrico del problema de Dirichlet
para caminantes aleatorios en un grafo, es la distribucion de los potenciales eléctricos en los
nodos de un circuito eléctrico con resistencias que representan la inversa de los pesos y las con-
diciones de contorno dadas por fuentes de tension, que fijan el potencial eléctrico en los nodos

semillaen Oy 1 [33, 34].
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3.2.1. La integral de Dirichlet

Una vez introducida la forma en que se aborda el problema de segmentacidon de imagenes se
introduce la integral de Dirichlet. En matematicas, el problema de Dirichlet consiste en hallar
una funcién que es la solucién de una ecuacion en derivadas parciales en el interior de un
dominio de R". Esta funcion necesariamente toma los valores establecidos sobre el contorno
de dicho dominio [36]. El problema de Dirichlet puede resolverse para muchas ecuaciones
diferenciales parciales, aunque originalmente fue planteado para la ecuacion de Laplace [37]. La
formulacién variacional del problema de Dirichlet se expresa a través de la integral de Dirichlet
definida como [38]:

T2

para una funcion u diferenciable en la regién o, que toma los valores establecidos u = f en el

Dlu] 1/\vu\2da, (3.1

contorno Jo tangente a 0. Esta integral aparece en muchos problemas fisicos incluyendo trans-
ferencia de calor, potenciales electrostaticos para regiones desprovistas de carga y caminantes
aleatorios, entre otros [36, 37, 38]. Por otra parte, se define una funcién arménica como aquella

que satisface la ecuacion de Laplace [36, 38]:
Viu =0, (3.2)

donde u es una funcién escalar. La ecuacion (3.2) es una ecuacién diferencial de segundo or-

2 . N 2 ;. . . L. .
den de n términos donde V2 f(z1,...,z,) = Y1, 8—xf. Asi, si la funcién arménica u satisface

2

k
las condiciones de frontera u = f en el contorno de o, minimiza entonces la integral de Diri-
chelt dada por la ecuacién (3.1). El problema de encontrar una funcién armoénica sujeta a las

condiciones de frontera es el llamado el problema de Dirichelt.

3.3. Problema de Dirichlet para sistemas discretos finitos

En esta seccion se establece el equivalente de la ecuacion de Laplace dada por la expresion (3.2)
y la integral de Dirichelt expresada en (3.1), para sistemas discretos finitos. De tal manera que
si se encuentra una funcién armoénica v utilizando ecuaciones matriciales, se encontraran las
probabilidades de que un caminante aleatorio empezando en un pixel semilla alcance un pixel

cualquiera, mediante el proceso de difusion estacionaria en grafos con pesos.

La funcién armoénica que satisface las condiciones de contorno y minimiza la integral de Dirich-

let se deduce a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange [5, 38]. Asi pues, para establecer un
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equivalente en redes de la ecuacién de difusion (3.2) es preciso representar en forma matricial

el operador Laplaciano en grafos con pesos. El operador Laplaciano L se define como [39]:

SZ' sit = j,
Lij =  —Q;; siiy jsonnodos adyacentes, (3.3)
0 en otros casos.

S; es la intensidad del nodo ¢ y estd dada por la ecuacién (2.1), S; = > jeN €2;;. La matriz

Laplaciana que representa la ecuacion de Laplace es una matriz cuadrada de NV x N elementos.

Con el fin de establecer la ecuacion de Laplace en forma matricial se introduce la matriz de
incidencia I' [33]:
+1 sii=k,
Feijvk = _1 Slj - k,
0 en otros casos.

Esta matriz es definida para cada linea e;; y cada nodo vy. Es asi que la dimension de esta matriz
es m x n, donde m es el nimero de lineas de la imagen y n el nimero de nodos. La matriz I
puede ser interpretada como un operador gradiente y I'"’ como una divergencia [33, 34]. En
consecuencia el operador Laplaciano para grafos simples es dado por L = I''T". En grafos con
pesos el operador Lapaciano involucra una matriz llamada constitutiva C [33], cuyos elementos
son los pesos de las lineas €);;. La matriz C es una matriz diagonal de dimensiones m x m,
donde m es el nimero total de lineas de la imagen. En consecuencia, la multiplicacion de
matrices ' CT resulta una nueva matriz de dimensiones n x n, donde n es el nimero total de

nodos de la red. Esta es la matriz Laplaciana en grafos con pesos L = I''CT..

Hasta el momento se ha establecido la ecuacion de difusion que describe el comportamiento
estadistico de los caminantes aleatorios en redes con pesos. El siguiente paso es encontrar una
funcién armonica que satisface la ecuacion de Laplace en grafos Lx = 0 y que minimiza la
integral de Dirichelt. La integral de Dirichelt para estructuras discretas y finitas es dada por
[33]:

1

1 1
Dlx] = 5(Tx)"Crx = _x'T"CTx = x"Lx, (3.4)

x representa todo el conjunto de nodos en el grafo. Un vector x, cuyos elementos son funciones
armonicas es tal que minimiza la ecuacién (3.4) y toma los valores establecidos en las fronteras

x = f. De esta manera esta seccién introdujo la definicién del problema de Dirichelt para
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sistemas discretos en general. En la siguiente seccion se detalla la solucién de este problema

para el caso particular de la difusion estacionaria de fases en imagenes digitales.

3.4. Problema de Dirichelt en imagenes digitales

Hasta el momento se ha definido el problema variacional de Dirichelt en sistemas discretos en
general. En esta seccion se presenta una aplicacion particular de este método en la solucion de
la difusion de las fases marcadas en imagenes digitales. De esta manera, los valores prescritos
de la funcién z en la frontera son los que se definen el los pixeles semilla. Asi, para separar
los nodos marcados de los no marcados, el conjunto total de nodos V' se parte en: V), que
representa el conjunto de nodos marcados o pixeles semilla y V; como el conjunto de nodos
no marcados. Vy; U Vy =V, Vi NV = @. El conjunto V), contiene los nodos semilla sin
importar su etiqueta. Continuando, es posible asumir sin perder la generalidad, que los nodos
en L estdn ordenados de tal manera que los nodos marcados estdn primero y luego los nodos no
marcados [33]. En consecuencia, ordenando la expresion (3.4):

T

LM B M
Dlav) = 4[of af]

BT LU Ty

= %([L‘TMLQCIJ\/[ + 25[’%;BT$M + ZUELU,IU),

donde z; y xy son los vectores asociados a los pixeles marcados y no marcados respectiva-
mente. Puesto que la matriz L es positivamente definida, solo los puntos criticos de D[z/| serdn

minimos [33]. Diferenciando D[x/] con respecto a z; y encontrando los puntos criticos:

1
5(0 +2BTxy + 2Lpay) =0
BTIM + LUIU =0

y finalmente [5]:
Lyxy = —BTxyy,. (3.5)

Este es un sistema de ecuaciones lineales con |V{;| incgnitas. De esta manera, al solucionar la
ecuacion (3.5) para cada pixel no marcado en la imagen en principio se resuelve el problema de
Dirichelt con condiciones de contorno dadas por x;; y por tanto se soluciona la ecuacion de di-
fusién en un estado estacionario de las fases marcadas por los pixeles semilla. La interpretacion
probabilistica en términos de caminantes aleatorios del proceso de difusion de fases ubicadas

en los pixeles semilla, estd dada precisamente por la probabilidad x, que tiene un caminante
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aleatorio de alcanzar cualquier pixel de la imagen si parte en los pixeles semilla.

El vector =), contiene el conjunto de pixeles marcados como semillas sin importar el valor s
de las mismas. En consecuencia, la probabilidad de que un caminante aleatorio presente en un
pixel ¢ alcance la fase s se define como ;. Definiendo el conjunto de etiquetas para cada pixel
semilla como una funcién Q(v;) = s, Vv; € Vjydonde s € Zy 0 < s < K. K es el niimero
total de etiquetas definidas en la imagen. El vector m; contiene la informacion de los pixeles
marcados para cada fase s de la siguiente manera:

1 siQ(v;
e siQ(vj) = s, (3.6)

0 siQ(v;) #s.

S.w

Asi pues, para la etiqueta s, la solucidn al problema de Dirichelt se encuentra al resolver:

Lyz® = —B'm". 3.7
Para todas las etiquetas la expresion (3.7) se puede simplificar como:

LyX = —-B™M, (3.8)

donde X es un vector de /K columnas que contiene la difusién de cada etiqueta dada por x° y

M tiene K columnas dadas por m?°.

De esta manera en esta seccion se presenta la solucion general al problema de la difusion de
caminatas aleatorias en imagenes digitales. En la siguiente seccion se introduce la manera en
que se logra la segmentacion final de la imagen al resolver K sistemas de ecuaciones de la

forma (3.5).

3.5. Difusion de caminantes aleatorios para la segmentacion

de imagenes

En esta seccion se implementa la teoria general expuesta hasta el momento con el fin de seg-
mentar objetos en una imagen. Como se ha mencionado, la tarea de segmentacion se logra al
encontrar la probabilidad que tiene cada fase marcada en la imagen de difundir al caminan-
te aleatorio a todos los pixeles de la imagen. En otras palabras, esto es resolver la ecuacién
(3.8). Para implementar numéricamente, la segmentacion de imdgenes mediante la solucion de

la ecuacion (3.8) es necesario en primera instancia definir caminantes aleatorios en imédgenes
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mediante la expresion w;_,; = %, donde §2;; define los elementos de la matriz de pesos y .S;
es definida como Zl]il 2. Los pesos €2;; dan toda la informacién de la imagen al caminan-
te aleatorio. Diferentes estrategias definidas a partir de la matriz de pesos se analizaron en el
capitulo 2 en las que, para observar el comportamiento una definicién particular de €2;; en una
imagen, es conveniente utilizar la distribucién estacionaria P>°. De esta manera, al aplicar el
algoritmo propuesto en el capitulo 2 se obtiene de manera rapida la mejor definicion de €;; para
una imagen en particular. Para estudiar la mejor definicién de €;; es preciso definir antes los

siguientes pasos en la aplicacion del algoritmo de segmentacién de imagenes.

Una vez definida la forma adecuada de navegacion para el caminante aleatorio mediante el al-
goritmo de caminantes aleatorios en imagenes propuesto en el capitulo 2, se define el conjunto
Vi de pixeles marcados como semilla. Este conjunto contiene K semillas diferentes, donde
K € Z. Cada semilla tiene valor s, donde s € Z. Una vez determinados estos aspectos, es po-
sible definir el operador Laplaciano L, para finalmente resolver el sistema de ecuaciones dado
por la expresion (3.8). Cabe resaltar que, un algoritmo eficiente en este proceso debe tener en
cuenta los siguientes aspectos: primero, definir el Laplaciano L; puesto que éste contiene N x N
elementos en funcién de la ecuacién (3.3), donde N es el niimero total de pixeles de la imagen
de dimensiones L, x L, = N. Segundo, resolver un sistema de NV x N ecuaciones K veces
de manera independiente, donde K es el nimero de etiquetas definidas en la imagen. Asi por
ejemplo, para una imagen VGA de dimensiones estdndar 640 x 480, el Laplaciano tendria un
niimero aproximado de 9 x 10'° elementos y por ende el mismo nimero de ecuaciones en el caso
de una sola etiqueta. Por tal razdn, al resolver este sistema de ecuaciones de manera exacta con
el método de factorizacion LU [40] por ejemplo, ocuparia una memoria RAM que excederia
las capacidades de un computador con 8 Gigabytes. Afortunadamente, la mayoria de elementos
de la matriz L son cero lo que permite definir dicha matriz como una matriz dispersa [40] y
utilizar técnicas especiales propuestas para este propdsito tales como métodos iterativos o de

convergencia [40, 41].

Retomando, una adecuada definicion de la funcién peso €);; permite al caminante aleatorio ob-
servar los contornos de objetos en la imagen pero con la posibilidad de moverse entre ellos. Los
contornos de los objetos de una imagen, para un caminante aleatorio se miden en funcién de
probabilidades. Es decir, el caminante aleatorio va a experimentar barreras o probabilidades de
transicion w;; muy bajas en los bordes de un objeto dentro de la imagen. Estas probabilidades

de transicion le van a impedir al caminante aleatorio salir o entrar en cierta medida, a regiones
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especificas en la imagen. Tal como se detallo en el capitulo 2, la localizacion de estas barreras

en la imagen se observan mediante la distribucion estacionaria definida en la expresion (1.12).

La Figura 3.2 presenta tres definiciones de caminantes aleatorios en imdgenes, las cuales se
analizan con la distribucion estacionaria. La grafica muestra ademads el efecto de cada una de
estas definiciones en la difusion de las semillas. Para el caso de la Figura 3.2(a), las fronteras

de los objetos de la imagen no se definen con claridad en funcién de la probabilidad; en otras

Figura 3.2: Efecto de diferentes funciones peso Q;; = A;; exp(—7||g;—g;||?) para la difusién de
las semillas en una imagen. La forma en que cada caminante aleatorio se mueve en la imagen se
analiza mediante la distribucion estacionaria definida en la expresion (1.12). La gréafica muestra
ademds, la manera en que ocurre la difusién de semillas para cada funcién peso (2;;. Las semillas
son marcadas con los cuadros azules en la imagen. Las barras de color en la difusién muestran
la probabilidad en cada punto que tiene un caminante aleatorio de alcanzar un pixel cualquiera
de la imagen partiendo de los pixeles semilla. Se utilizan los pardmetros (a) v = 1072, 3 = 1.
(b)y=1073,8=1.(c) v = 0.2, § = 1.5. Fuente: Esta investigacion.
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palabras, se observa mediante la distribucién estacionaria que la probabilidad del caminante
aleatorio de estar o no en un borde es del mismo orden de magnitud. A diferencia, en la Fi-
gura 3.2(b) la probabilidad dada por la distribucion estacionaria, de que el caminante aleatorio
esté en las fronteras o en una estructura de la imagen difiere en dos 6rdenes de magnitud. Esto
se traduce en que la difusion de las fases marcadas se propaga por ciertas regiones de la imagen,
evitando otras. Finalmente en el caso de la Figura 3.2(c), el caminante aleatorio encuentra un
medio que en principio es totalmente inhomogéneo y el resultado de la difusiéon de semillas
contiene singularidades en varios puntos de la imagen lo que es inapropiado para el algoritmo

de segmentacion de imdgenes mediante caminatas aleatorias.

En resumen, el algoritmo de segmentacion de imdgenes por difusién de caminantes aleatorios

con condiciones de frontera, se puede expresar en los siguientes pasos:

= Se propone una funcién peso que hace un mapa de la imagen el cual se puede analizar
por medio de la distribucidn estacionaria de un caminante aleatorio dada por la expresion

(1.12).

= Una vez definida la funcion peso que guia al caminante aleatorio, se obtiene el conjunto
Vs de pixeles marcados con K etiquetas, en la imagen a segmentar. Esto con el propdsito
de localizar objetos de interés en la misma, tal como el la Figura 3.1. De este modo es po-

sible construir la matriz Laplaciana L en funcién de los pixeles marcados y no marcados.

= Se resuelve numéricamente la ecuacion (3.8) para cada etiqueta. En este paso es con-
veniente utilizar métodos de matrices dispersas y métodos que agilicen la solucién de

sistemas de ecuaciones matriciales [40].

= Finalmente, a partir de los resultados de la ecuacién (3.8) la segmentacion final se lo-
gra mediante la asignacién a cada nodo v; de la imagen, la etiqueta correspondiente al
maximo valor de z;. Asi, al graficar cada etiqueta para la cual se obtiene la maxima
probabilidad z° se obtiene la segmentacion de la imagen en funcién del nimero K de

etiquetas.

En la Figura 3.3 se muestra todos los pasos de este proceso en una tomografia axial computari-
zada, desde de la adecuada definicion de la funcion €2;; mediante la distribucion estacionaria,
la adquisicion la semillas para el célculo de las probabilidades y la segmentacion resultante al
graficar la etiqueta para la cual se obtiene la maxima probabilidad x°. La Figura 3.4 muestra el

resultado de la segmentacidn de la misma tomografia con tres etiquetas.
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3.6. Navegacion por componentes

Hasta el momento se ha estudiado un método de segmentacion de imédgenes que se pude imple-
mentar para todas las definiciones de caminatas aleatorias analizadas en el capitulo 2. En esta
seccién se introduce una nueva definicion para la funcién peso €2;;. La funcién peso hace un
mapa de la imagen con la informacion presente en cada canal de ésta. Sin embargo en imagenes
a color, es posible hacer filtros de canales de las mismas. Es decir, favorecer un canal o ciertos
canales especificos de la imagen, esto con el fin de lograr definir y eliminar ruido sistematico
en la imagen. De este modo, para imdgenes en el modelo de color RGB, en este capitulo se
propone una forma de navegacion exponencial que tenga en cuenta solo un canal de la imagen.
En otras palabras, el caminante aleatorio es capaz de moverse solo con informacién presente en
un solo canal. Por ejemplo, si se mueve por el canal rojo, el vector g; del pixel ¢ solo tendra la
componente (x,0,0) donde x es la intensidad de color rojo correspondiente. Con el fin de ob-
servar el efecto que tiene en la imagen un caminante aleatorio guiado por los elementos (2;;
que tienen en cuenta solo la informacién de un canal de la imagen, es preciso hacer uso de la
distribucion estacionaria del caminante aleatorio analizada en el contexto de imédgenes digitales

en el capitulo 2.

La Figura 3.5 muestra la distribucion estacionaria para caminantes aleatorios que se mueven con
solo la informacion de ciertos canales de la imagen. La imagen original es construida solo con
colores rojo, verde y azul, con el fin de detallar de manera clara el efecto de cada navegacién en
particular. La imagen contiene ademas un fondo blanco, el cual se forma al combinar los colores
rojo, verde y azul, a su maxima intensidad. En el caso de la Figura 3.5(b), la funcion peso se
define inicamente para la componente R del vector g;. En este caso, se resaltan los bordes entre
las estructuras que limitan con objetos rojos o blancos. No se definen las fronteras entre los
objetos rojos y blancos, puesto que el color blanco estd compuesto por los colores rojo, verde y
azul en su maxima intensidad. En la Figura 3.5(c), la funcion peso se define solo para la compo-
nente G del vector g;. Para esta definicion se definen los bordes de los objetos que limitan con
estructuras verdes y blancas. Tal como en el caso anterior, los objetos verdes que limitan con el
fondo blanco no se definen. La Figura 3.5(d) muestra finalmente la distribucion estacionaria de
un caminante guiado por los elementos €);; definida solo para la componente B del vector g;,
donde siguiendo la misma ldgica, se resaltan los bordes que existen entre estructuras que limitan
con objetos azules o blancos. De esta manera, el proceso de segmentacion de estructuras dentro

de esta imagen resulta més sencillo con la adecuada definicién de la componente del vector g;.
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Figura 3.5: Distribucion estacionaria para caminantes aleatorios guiados por los pesos €2;; =
Aijexp(—B(g; — gj)7), con § = 15 x 10~* y v = 1.3. (a) Imagen original construida con solo
colores rojo, verde, azul y blanco. (b) El vector g; solo contiene la informacién del canal R. (c)
El vector g; contiene solo informacidn del canal G. (d) g; da informacién inicamente del canal
B. Fuente: Esta investigacion.

(a) (b)

Figura 3.6: Segmentacion de i(rclgégenes por componentes meé%nte el algoritmo de difusion de
caminatas aleatorias con condiciones de contorno en los pixeles semilla. En la gréifica se muestra
la imagen a ser segmentada con las semillas representadas por los pixeles negros y su correspon-
diente segmentacion. (a) La funcion peso estd determinada unicamente por la componente R del
vector g;. (b) El vector g; solo contiene la informacion del canal G. (c) El vector g; contiene uni-
camente informacion del canal B. La funcion peso estd dada por €2;; = A;; exp(—S(g; — g;)7)s
con 3 = 15 x 10~* y v = 1.3. Fuente: Esta investigacion.

(a) (b) (©)
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Figura 3.7: Distribucion estacionaria para una caminante aleatorio guiado por una funcién peso
de la forma (2.3), con B = 15 x 10~ y v = 1.4. (b) La funcién peso estd determinada por
todos los componentes del vector g;. (c) La funcién peso estd determinada tinicamente por la
componente B del vector g;. Fuente: Esta investigacion. (a) Fuente de la fotografia: [42]

() (b) (c)

En la Figura 3.6 se presentan ejemplos de segmentacion de objetos para cada caso analizado
en la Figura 3.5 mediante el algoritmo de difusion de caminatas aleatorias con condiciones de
contorno, descrito en este capitulo. De esta manera, primero en la imagen construida con unica-
mente los colores del modelo RGB sin combinaciones, se marcan pixeles semilla representados
en la imagen como cuadros negros. Estos pixeles marcan el fondo y los objetos en la imagen,
los cuales se buscan segmentar. Se definen pesos definidos con la informacién de inicamente
ciertos canales de la imagen. Estos pesos se analizaron previamente con la distribucion estacio-

naria en la Figura 3.5.

En el caso de una imagen real, tal como se hizo anteriormente, primero se analiza el efecto de
cada definicién peso mediante la distribucion estacionaria. En la Figura 3.7 se presenta el célcu-
lo de la distribucién estacionaria para una caminante aleatorio guiado por una funcién peso de
la forma (2.3). Se analizan dos casos, primero en la Figura 3.7(b) la funcion peso se define con
la informacién de todas las componentes del vector g;, lo que muestra que para esta imagen en
particular hay muchas estructuras y definir una de ellas con el fin de segmentarla necesitaria un
gran numero de semillas. De esta manera ésta navegacion no estd dando una informacion repre-
sentativa de la imagen. Por otra parte, en la Figura 3.7(c) la funcién peso se define inicamente
para la componente B del vector g;, lo que logra definir de manera clara los bordes de la flor,
eliminando ruido presente en el fondo del objeto y estructuras presentes dentro de la flor. Esto
sugiere que el resultado de la segmentacion va ser mds preciso y eficiente con una navegacion
exponencial definida tinicamente para la componente B del vector g;. Esto se comprueba en la
Figura 3.8, donde se muestran paso a paso el proceso de segmentacion por difusion, analizado

durante todo este capitulo.
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3.7. Resultados

En este capitulo se estudié la difusion estacionaria de caminatas aleatorias en imagenes con
condiciones de frontera en los lugares marcados como pixeles semilla. Se presenta el problema
de Dirichelt en sistemas continuos y en sistemas discretos finitos. De esta manera, el proceso de
segmentacion es una aplicacion particular a la solucién del problema de Dirichelt en sistemas
discretos. En este proceso, se comprueba la utilidad de la teoria del andlisis de caminatas aleato-
rias propuesto en el capitulo 2. De esta manera, se estudi6 en detalle el algoritmo de caminatas
aleatorias para la segmentacion de imigenes mediante caminatas aleatorias y se hizo uso de
la distribucion estacionaria como herramienta fundamental en la aplicacion de este algoritmo.
Con el fin de estudiar la difusion de semillas en imdgenes, se elaboré un propio método compu-
tacional que da solucion al problema de Dirichelt en funcion de la difusion de semillas tratado
en [33]. El algoritmo disefiado hace uso de las matrices dispersas y de técnicas propuestas para

este proposito tales como métodos iterativos y de convergencia.

Se propuso ademds una nueva forma de definir la funcién peso que privilegia ciertos canales
de la imagen. La distribucion estacionaria de caminantes aleatorios definidos segun esta nave-
gacién muestra que, estas funciones peso logran obtener una mejor definicién de contornos de

objetos en una imagen, logrando obtener una segmentacion mas precisa y agil.



Capitulo 4

Analisis de imagenes mediante el modelo de
Potts

Este capitulo presenta un modelo de segmentacion de imagenes basado en
la deteccion de comunidades mediante el modelo de Potts de fisica estadisti-
ca. Inicia con el andlisis de los procesos fisicos que dan lugar a la ecuacién
maestra y al equilibrio termodindmico, seguido hace una breve descripcién
del modelo de Ising y expone los conceptos de las simulaciones Monte Carlo
en fisica estadistica. Finalmente aborda el modelo de Potts asi como la detec-
ciéon de comunidades en grafos mediante este modelo para tratar el problema

de la segmentacion de imédgenes.

4.1. Introduccion

Hasta el momento se ha estudiado procesos de segmentacion de imdgenes basados en funciones
armoénicas que obedecen la ecuacion de Laplace V2u = 0, otros proceso fisicos pueden llevar a
diferentes anélisis. Asi pues, nuevas estrategias que sean mds ripidas y efectivas en el proceso
de segmentacion de imagenes son activamente estudiadas [43, 44]. Con esto en mente y en
virtud de que las imdgenes se pueden representar como redes, recientemente en [20] se propone
un método de segmentacion de imdgenes basado en la “detecciéon de comunidades”, problema
que es conocido en grafos y redes [26, 27]. Este problema busca identificar grupos de nodos
densamente conectados entre los miembros de una comunidad y débilmente conectados con
otros grupos [26] y aparece en sistemas fisicos reales tales como los sistemas cristalinos, las

redes bioldgicas o en redes sociales [45, 46].

El problema de deteccion de comunidades en grafos se puede abordar desde distintos enfoques
tales como la agrupacion jerarquica, la agrupacion por particiones, la agrupacion espectral entre
otros [45, 47]. En fisica estadistica las comunidades aparecen de forma natural en el modelo de

Potts como regiones de espines alienados, esto ha permitido estudiar el problema de deteccién

46



Capitulo 4: Andlisis de imdgenes mediante el modelo de Potts 47

de comunidades mediante este modelo, lo que ha sido de gran utilidad y una herramienta valiosa
en problemas de este tipo [25, 26, 27, 48] Este capitulo expone un algoritmo de segmentacion
de imagenes digitales basado en el modelo de Potts de fisica estadistica; para ello, la seccidon
4.2 presenta los conceptos de mecdnica estadistica que se utilizan a lo largo del capitulo, la
secciones 4.3, 4.4 introducen el modelo de Ising y las simulaciones Monte Carlo, para luego
exponer en las secciones 4.5 y 4.6 el modelo de Potts en fisica estadistica, en deteccion de
comunidades y en segmentacion de imagenes. Finalmente la seccion 4.7 presenta los resultados

de este capitulo.

4.2. Ecuacion maestra y equilibrio termodinamico

Esta seccion inicia con una revision de los conceptos de mecanica estadistica que se utilizan
durante todo el capitulo, para luego introducir la ecuacion maestra y el concepto de equilibrio
termodindmico. Expone ademads los conceptos necesarios para entender las simulaciones Monte

Carlo en el equilibrio termodindmico.

La mecdnica estadistica se enfoca principalmente en encontrar propiedades de sistemas com-
puestos por pequeias partes, tipicamente &tomos o moléculas, las cuales obedecen ciertas ecua-
ciones de movimiento; permitiendo expresar el comportamiento de todo el sistema en funcién
de estas ecuaciones [49]. Estos sistemas estdn gobernados por la funcién Hamiltoniana 1, la
cual representa la energia total del sistema en un estado en particular. Asi pues, cada estado
discreto posee su propia energia, Fy, I/1, Es . . .. Si el sistema esta totalmente aislado, este es un
sistema Hamiltoniano en el que se conserva la energia lo que significa que el sistema siempre
va a tener el mismo valor de energia en cualquier estado que se encuentre. Sin embargo, hay
otro componente importante que es preciso tener en cuenta. Este componente adicional es un
sistema externo llamado depdsito térmico, que actia como fuente de calor y estd constantemen-
te intercambiando energia con el sistema Hamiltoniano, esto pone el sistema frecuentemente
de un nivel de energia a otro. El depdsito térmico produce unas leves perturbaciones en el Ha-
miltoniano / las cuales en este trabajo se ignoran para el célculo de los niveles de energia del

sistema. El ensamble de estos sistemas se conoce como ensamble candnico [50].

Para incorporar el efecto del depdsito térmico es necesario implementar dindmica al sistema,
es decir una regla por la cual el sistema cambia periddicamente de un estado a otro. Para esto

si se supone que el sistema esta en el estado i, la probabilidad de que éste se encuentre en un
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estado v en un tiempo dt es R(u — v)dt, asi la razén de transicion de i a v es R(u — v).
Estas razones de transicién no dependen del tiempo y son usualmente todo lo que se conoce
del sistema. De manera que, si el sistema estd en un estado p dentro de un intervalo corto de
tiempo, éste ya habrd pasado por una gran cantidad de nuevos estados [49]. Es aqui cuando el

tratamiento probabilistico es necesario.

Definiendo un conjunto de pesos w,,(t), los cuales representan la probabilidad de que el sistema
esté en el estado y en el tiempo ¢, se escribe la ecuacion maestra para la evolucion de w,,(t) en
términos de las probabilidades R(u — v) [49]:

dw,
— =D LR — ) —w () R(p — v)], (4.1)
siendo el término del lado derecho de la igualdad la razon de probabilidad del sistema pasando
al estado p menos la probabilidad de que el sistema estando en x4 vaya a otros estados. Las
probabilidades w,(t) generalmente representan toda la informacién que se pude conocer del

estado del sistema, estas también satisfacen la condicion:
D wu(t) =1. (4.2)
o

Asi pues, la solucién de la ecuacion (4.1) sujeta a la condicidn (4.2), establece la forma en
la que los pesos w,, varian con el tiempo. Estos pesos estdn intimamente relacionados con las
propiedades macroscOpicas del sistema, asi el valor esperado de una cantidad (), la cual toma

el valor (), en el estado p se define como [49, 50]:
(@) =D Quuu(t). (4.3)
%

Generar estados acorde a las probabilidades w,,, es uno de los retos que se imponen para el
calculo de los valores esperados, de modo que, estas cantidades son uno de los propdsitos fun-

damentales en la mecanica estadistica y de las simulaciones Monte Carlo en fisica estadistica.

Por otra parte puesto que la ecuacion maestra (4.1) es de primer orden en sus derivadas, con
pardametros reales y los pesos w,, estdn restringidos a tomar valores entre 0 y 1, el sistema debe
alcanzar el equilibrio térmico dentro de determinado tiempo [50]; asi, todas las técnicas Monte

Carlo a lo largo de este capitulo estan concentradas en alcanzar el equilibrio termodindmico.
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Equilibrio

Las razones de transiciéon R(u — 1) toman valores particulares que surgen de la interaccion
entre el depdsito térmico y el sistema. Es asi que, en las siguientes secciones de este capitulo se
escogerdn valores de estas cantidades de tal manera que imiten las interacciones con el deposito
térmico de forma adecuada. Para ello, es importante saber que se conoce a priori cuales son
los valores de los pesos w,, en el equilibrio, estas cantidades se denominan probabilidades de
ocupacion en el equilibrio y estdn dadas por p, = lim;_, w,(t). De hecho fue Gibbs quien
demostré que para un sistema en equilibrio térmico con un depdsito a temperatura 7', las pro-
babilidades de ocupacién en el equilibrio son [50]:

1 _
Pp= e Bu/KT (4.4)

donde E,, es la energia del estado y, k es la constante de Boltzmann cuyo valor es 1.38 X
1072 JK~'. En este capitulo la cantidad (k¥T')~" se representa con el simbolo 3. La ecuacién
(4.4) es conocida también como la distribuciéon de Boltzmann, donde Z es una constante de

normalizacién cuyo valor es:

7 = Z e Eu/kT — Z e PEu (4.5)
n

I

Z es conocida también como la funcién de particion y tiene un valor importante en mecani-
ca estadistica. En virtud de la ecuacion (4.3) la funcion de particion puede expresar toda la

informacion acerca del comportamiento macroscépico del sistema [50].

4.3. El modelo de Ising

En este trabajo se aplica el modelo de Potts con el fin de detectar estructuras y patrones en
imagenes y puesto que €ste es una generalizacion del modelo de Ising, esta seccion incluye una

recapitulacion de los conceptos basicos de éste modelo.

El modelo de Ising en un modelo para estudiar el comportamiento de materiales ferromagnéti-
cos. La premisa esencial detrds de éste y de muchos modelos de ferromagnetismo, es que la
propiedad de magnetismo es producto de la combinacién de momentos dipolares magnéticos

de muchos espines dentro del material [S1], es decir, la presencia de dominios magnéticos. El
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modelo de Ising postula una red o grafo regular el cual puede ser de cualquier geometria, con
un momento dipolar magnético o espin en cada nodo. En el modelo de Ising, los espines re-
presentados por las variables escalares s;, pueden tomar solo dos valores: £1; representando la

direccion arriba o abajo de los dipolos magnéticos.

En un material magnético real el sentido del espin queda determinado mediante la interac-
cion de la particula con sus vecinas, el modelo de Ising imita esto incluyendo términos en el
Hamiltoniano proporcionales a los productos s;s; de los espines. En el caso mds simple, las
interacciones son todas de la misma intensidad, denotadas por .J, la cual posee dimensiones de
energia y existe solo entre los espines vecinos més cercanos en el grafo regular. Se puede intro-

ducir ademds un campo magnético externo 5. Por lo tanto, el Hamiltoniano toma la siguiente

forma [50]:
H=-J]) s;si—B) s, (4.6)
(i) i

donde la notacion (i5) indica que los sitios ¢ y j que aparecen en la suma son los vecinos mas
cercanos. El signo negativo es por convencioén y simplemente dispone la eleccién del signo
para el parametro de interaccion J y el campo magnético externo 5. Con esta disposicion de
signos un valor positivo de J hace que los espines traten de alinearse entre si, mientras que
un modelo anti-ferromagnético es cuando .J es negativo. Los espines tienden a alinearse en la

misma direccién que el campo magnético externo: s; = 1si B > 0,s;, = —1s1 B < 0.

Los estados en el modelo de Ising son los diferentes conjuntos de variables s; que los espines
pueden tomar en un grafo regular, de esta manera, puesto que cada espin puede tomar uno de

dos posibles valores s; = =1, en total hay 2V estados para un enrejado con N espines.

La funcién de particién de este modelo es:
Z = Z Z Z exp BJZSZSJ + ﬂBZsZ 4.7)
s1=+1 so==+1 sy==%1
la cual escrita en una notaciéon mas compacta toma la forma:
Z = exp|-pH]. (4.8)
{s:}

Desarrollando esta suma ya sea de manera analitica o utilizando un computador, se puede cal-

cular medidas tales como la energia interna U = dlog Z

,donde 5 = 1/kT y k es la constante

de Boltzman, el calor especifico C' = 6T, o la entropia S = —kB%5 alog Z + klog Z [50]. Se puede
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calcular también la magnetizaciéon M como [50]:

oF
M=— 4.9
8/8 ) ( )
donde F' = —kT log Z es la energia libre de Helmholtz [50]. Sin embargo es posible calcular

la magnetizacion promedio (M) directamente de la suma de todos los estados del sistema [49]:
(M) = (3 i) (4.10)

y la magnetizacion por espin como:
(m) = %(Z 5i)- @.11)

Si bien la solucion analitica de este modelo para un enrejado de dos dimensiones ya es conocida
[49], una solucién analitica para un enrejado de més de dos dimensiones atn es incierta. Esto
sin embargo, con los computadores actuales no es un impedimento para encontrar una solucién
a este problema. Para esto, en la siguiente seccion se exponen métodos numéricos que dan so-

lucidn no solo a este modelo si no a muchos modelos de la fisica estadistica.

4.4. Meétodos numéricos en fisica estadistica

En esta seccidn se incluyen las ideas que se emplean a lo largo del capitulo, con el fin de desarro-
llar métodos numéricos que den solucion al problema de Ising, al método de Potts y finalmente

a la segmentacion de imagenes mediante el modelo de Potts.

Calcular las propiedades de un modelo en particular es muchas veces muy complicado analiti-
camente, por ejemplo para calcular la funcién de particiéon Z de la cual se deducen una gran
cantidad de propiedades de interés, es necesario realizar una cantidad infinita de sumas para
alcanzar el equilibrio termodindmico, puesto que es necesario proponer un nimero infinito de
estados. Debido a esto, es necesario desarrollar estrategias y métodos computacionales para re-
solver problemas de fisica estadistica tales como el modelo de Ising o el modelo de Potts. La
estrategia mas sencilla es considerar un red finita, asi habrd un numero finito de términos en la
suma para calcular la funcién de particién Z, y con ésta técnica utilizar otras como el escalona-
miento de tamafio finito para extrapolar los resultados y extraer buenos resultados en el limite

termodindmico [49]. Aunque esta técnica puede ser adecuada para ver el comportamiento del
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sistema en el limite termodindmico, su precision siempre va a estar en funcion del tamafio del
enrejado, haciendo de esta técnica insuficiente para grandes redes. Asi pues, en este trabajo se
estudia el método numérico conocido como Monte Carlo, €l cual permite calcular la funcion de

particién en sistemas de gran tamafio en el modelo de Ising o el modelo de Potts.

4.4.1. Simulaciones Monte Carlo.

La idea bésica de las simulaciones Monte Carlo es reproducir las fluctuaciones térmicas alea-
torias del sistema de un estado a otro que ocurren sobre el curso de un experimento. Para esto,
se crea de manera computacional un sistema el cual pasa por una variedad de estados en don-
de la probabilidad de estar en cualquier estado particular 4 al tiempo ¢ es igual al peso w, (1),
probabilidad que tendria en un sistema real. Para alcanzar esto es necesario tener una regla para
cambiar de un estado a otro durante la simulacién. En las siguientes secciones se discuten es-

trategias particulares para hacerlo en el modelo de Ising y en el modelo de Potts.

Aunque hay muchas estrategias para darle dinamica a la simulacion, la idea esencial es tratar de
simular el proceso fisico que da lugar a la ecuacién maestra (4.1). Para ello, se escogen un con-
junto de probabilidades R(; — v) para transiciones de un estado a otro, de tal manera que la
solucion en el equilibrio de la ecuacion maestra sea precisamente la distribucion de Boltzmann
(4.4), luego se utilizan €stas razones para escoger los estados por los cuales va a pasar la simu-
lacién y de estos estados calculamos los valores esperados de acuerdo a la ecuacion (4.3). La
ventaja de los métodos Monte Carlo es que solo es necesario un nimero pequefio de muestras
de estados del sistema con el fin de conseguir valores de interés del sistema. La desventaja es
que precisamente, al no incluir todos los estados del sistema se introduce ruido estadistico en
la funcion de particion lo que quiere decir que calcular los valores esperados directamente de
la funcién de particién no es un método adecuado; por eso, es normalmente aceptado calcular
tantos valores esperados sea posible directamente de la simulacion Monte Carlo puesto que es

mads preciso [49].

Por otra parte, en esta seccion se incluyen los principios de las simulaciones Monte Carlo en el
equilibrio, principios que se van a utilizar a lo largo de este capitulo en diferentes algoritmos. Pa-
ra calcular los valores esperados en el equilibrio las simulaciones Monte Carlo utilizan un sub-
conjunto del conjunto total de estados del sistema, cuyos elementos se escogen aleatoriamente

de una distribucion de probabilidad p,. Suponiendo que se tienen M estados {1, o, ..., fiar }
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el calculo del valor estimado de una cantidad () estd dada por [49]:

M -1,-B8E
o Zl:l Qﬂlp,ul € P
- M 1 —-BE,.

Zj:lpu1€ B K

7

Qum (4.12)

@ es llamado el estimador de () y a medida que el ndmero de estados M aumenta (),; se
acerca al valor esperado de (). Pero, es evidente que no seria practico escoger todo el conjun-
to de estados con el fin de calcular esta cantidad. Asi que, es necesario distinguir cuales estados
hacen contribuciones importantes a (()) y asi escoger estos estados e ignorar los demas. En con-
secuencia, con un nimero pequefio de estados se tendria un buen estimado del valor esperado.
Esta es la esencia detrds de las simulaciones Monte Carlo en el equilibrio térmico. La técnica
de recoger los estados importantes de un gran nimero de posibilidades es conocida como el

muestreo de importancia [49].

Siguiendo con esta idea, normalmente se trata de tomar una muestra de estados del sistema de
acuerdo a la distribucién de probabilidad de Boltzmman (4.4), es decir que la probabilidad de

escoger un estado particular y es p, = Z e #F asi el valor esperado de acuerdo a la ecuacién
(4.12) es:

1 M
Qu = M;Qm- (4.13)

Pero la cuestion ahora es como exactamente se recogen estados correctamente de acuerdo a la
probabilidad de Boltzmman, puesto que no es posible simplemente escoger un estado y decidir
si aceptarlo o no, de acuerdo a una probabilidad proporcional a e #F«. La solucién estdn en
hacer uso de un proceso Markoviano, siendo éste el motor que genera el conjunto de estados
de manera adecuada [49]. Tal como se utiliz6 en los capitulos 1 y 2, en un proceso Markoviano
dado un estado y, se genera un nuevo estado v acorde a una probabilidad. Esta probabilidad
es llamada probabilidad de transiciéon P(u — v) la cual satisface las condiciones de no variar
con el tiempo y la probabilidad de generar un nuevo estado solo depende del inmediatamente
anterior. Ademds de > P(u — v) = 1. De este modo, se genera una cadena de Markov de
estados que surgen con probabilidades dadas por la distribucién de Boltzmman. Con este fin
son dos condiciones necesarias en todo proceso Markoviano que son: la ergodicidad y 1a la

ecuacion de balance detallado [52].

La condicién de ergodicidad supone que debe ser posible para el proceso Markoviano alcanzar
cualquier estado desde cualquier otro estado. Mientras que la condicion de balance detallado

es la que asegura que es la distribucion de probabilidad de Boltzmann la que surge al alcanzar
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el equilibrio termodindmico en nuestro sistema. La ecuacion de balance detallado se expresa
como [49]:
puP(p—v) =p,P(v— p). (4.14)

Sin embargo, aunque ya se han dado las herramientas para generar nuevos estados acorde con
la distribucién de Boltzmann, el disefio de algoritmos para simulaciones Monte Carlo necesitan
de un método que asegure escoger de todas las cadenas de Markov que se puedan generar la
mas apropiada. Esto se logra introduciendo un concepto llamado porcentaje de aceptacion en

las probabilidades de transicion. La probabilidad de transicién P(u — v) se divide en [52]:
Plpu—v)=g(p—1v)A(p —v), (4.15)

donde g(;1 — v) es la probabilidad de que dado el estado i se genere un nuevo estado vy
A(p — v) es el porcentaje de aceptacion de los nuevos estados, el cual expresa que si se em-
pieza en un estado ;1 y se genera mediante el algoritmo un nuevo estado, solo una fraccion de

veces se acepta este cambio el resto de veces permanece en el estado inicial.

Es necesario saber que para mantener los porcentajes de aceptacion mads altos, se trata de in-
corporar en g(; — v) tanto como se pueda la dependencia de P(yu — ) como funcién de los
estados 11 y 'y poner tan poca dependencia como se pueda en los porcentajes de aceptacion. En
las siguientes secciones se introducen todos estos conceptos en el disefio de un método Monte

Carlo que permita obtener la solucion al modelo de Ising y al modelo de Potts.

El modelo de Ising y el algoritmo de Metropolis

En el algoritmo de Metropolis se generan nuevos estados cambiando la orientacién de cada
espin en una red. Si hay N espines en el grafo regular de grado z, hay /N diferentes espines a
los cuales se podria cambiar su direccion y por lo tanto hay N posibles estados v los cuales se
pueden alcanzar dado un estado . Asi hay N probabilidades de seleccién g(u — v), las cuales
cumplen la condicién de ergodicidad [49] y toman el valor de:

1

gl —v) = N

Con estas selecciones de probabilidad, la condicion de balance detallado (4.14) toma la forma:

Plp—=v) _gu—=v)Alp—v) Ap=v) _ sm,-m) (4.16)
P glv = mAW =) Al p) | |

De forma que, para maximizar el porcentaje de aceptacion de cambiar el estado, se toma para

cierto rango de valores en A E' el maximo valor para A(u — v), es decir 1. Mientras que para el
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resto de valores en AE la probabilidad de aceptar el cambio estd sujeta a la restriccion (4.16).

Puesto que el fin es alcanzar el equilibrio térmico A(y — v) toma la forma [49]:

e PE—E)  GiE —FE,>0
Al — v) = n 4.17)
1 en otras ocasiones.

Esto quiere decir que si se selecciona un estado en el cual el cambio de energia sea negativo,
definitivamente se acepta el nuevo estado. Si por el contrario se selecciona un estado para el
cual la diferencia de energia es positiva se acepta el cambio en proporcién a e ?AF . Este es
entonces el algoritmo de Metropolis que satisface la ecuacion de balance detallado (4.14) y es
eficiente a la hora de aceptar de manera rapida los movimientos de espines con el fin de alcanzar

el equilibrio térmico.

Para implementar el algoritmo se toma el caso especial de B = 0 y las medidas de temperatura
T en unidades de energia es decir £ = 1. Se define un conjunto de N espines, los cuales pueden
tomar los valores s; = =+1, en un grafo regular de grado 4, esto con el fin de asegurar que
todos los espines tienen el mismo nimero de vecinos y por lo tanto asegurar que no hay espines
diferentes que otros. Las condiciones iniciales del sistema pueden seral’ = 0 0 7' = o0, es
decir lo espines totalmente alienados o puestos de manera aleatoria respectivamente. Estos dos
estados son generalmente los adecuados para inicializar el sistema puesto que son los Unicos
que estan bien definidos a estas temperaturas. El primer paso en la simulacién es generar un
nuevo estado v el cual difiere del presente estado solo en la direccién de un solo espin dentro
del grafo, es decir que para generar el nuevo estado se escoge de manera aleatoria un espin en el
grafo y se le cambia su direccion. Luego se calcula £, — E,. Para hacer este calculo de manera
eficiente hay que tener en cuenta que solo cambia un solo espin en la red y por lo tanto hay
solo ciertos términos que en realidad contribuyen al Hamiltoniano, es decir hay un muestreo de
importancia. Puesto que solo se cambia el valor de la variable de espin s;, se tiene [49]:

E,—E,=-J) s/s{+J> sist = —J> st(sy—sh),
(ig)

(17) (ik)

donde s!' es la variable que representa al espin 4, en el estado p. Para simplificar la anterior
ecuacion se sabe que si el espin s} vale 1 entonces s} debe tener un valor de —1 y si por
el contrario sj = —1 entonces necesariamente s, = 1. Por lo que s} — s, = —2s; y en

consecuencia [49]:

E,—E,=-2]) sis}. (4.18)
(ik)



Capitulo 4: Andlisis de imdgenes mediante el modelo de Potts 56

Figura 4.1: Simulacién Monte Carlo mediante el algoritmo de Metropolis del modelo de Ising
descrito por el Hamilatoniano (4.6), en un grafo regular de grado 4 de dimensiones 100 x 100.
Los parametros son J = 1y B = 0. Los cuadros blancos representan los valores de espin 41y
los verdes —1. Las imagenes fueron tomadas at = 1, 1x10%, 5x10%, 10x10%, 15x10%, 30 x 10%.
Fuente: Esta investigacion.

Esta ecuacion expresa que el cambio de energia se conoce antes de cambiar el espin, es decir se
calcula solo en el estado p. La suma incluye z términos, donde z es el grado del grafo regular,

lo cual es sencillo de calcular.

En la Figura 4.1 se presentan los resultados obtenidos de la simulaciéon Monte Carlo del modelo
de Ising mediante el algoritmo de Metropolis. El tiempo ¢ de la simulacion se mide por la canti-
dad de iteraciones que se realizan. Por ejemplo, al realizar un paso Monte Carlo, sin importar si
se redirecciona o no un espin en la red, ha trascurrido un tiempo ¢ = 1. Por otra parte, si bien las
imagenes muestran la formacion de dominios magnéticos, con solo éstas no se puede deducir
que el sistema ha alcanzado el equilibrio térmico. De un grifico de una cantidad tal como la
magnetizacidn por espin m o la energia del sistema H en funcién del tiempo ¢ de la simulacion,
es facil deducir que el sistema ha alcanzado el equilibrio; puesto que, éstas cantidades fluctian
en un promedio constante alrededor de un tiempo ¢ especifico, tal como se muestran en las Figu-
ra 4.2. En este trabajo una medida adicional a ¢, es el numero de bucles o barridos del sistema.
Un barrido del sistema se define al desarrollar L, x L, pasos Monte Carlo, donde L, y L, son

las dimensiones de la red.
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Figura 4.2: Resultados numéricos obtenidos mediante el algoritmo de Metropolis para: (a) la
energia, dada por la expresion (4.6) y (b) la magnetizacion por espin expresada en la ecuacion
(4.11), en el modelo de Ising para una red cuadrada de dimensiones 100x100. Los parametros
de la simulacién son: J = 1y B = 0. El sistema ha alcanzando el equilibrio alrededor del
tiempo 8000, puesto que los valores de energia H y magnetizacién m fluctdan alrededor de un
valor constante. Fuente: Esta investigacion.

(a) (b)

4.5. El modelo de Potts

El modelo de Potts es similar al modelo de Ising excepto que en este modelo los espines pueden
tomar mas de dos valores discretos. Estos estados se pueden representar mediante vectores
ortogonales, colores como en este capitulo, o mediante nimeros enteros. El modelo de Potts
de ¢ estados es uno en el que cual cada espin toma valores enteros entre s; = 1,2,...,q. El

Hamiltoniano del modelo en ausencia de un campo magnético externo es [50]:

H=-J> 0, (4.19)
(i)

donde J representa la energia de interaccion, J;; es la delta de Kronecker. Para el caso ¢ = 2 el
modelo de Potts es equivalente al modelo de Ising en un factor Jy,y = 1/2Jposts:
1 1 1
H=—3 Z 2Bsis, = 5) Z 57
(i5) ij
En el ensamble candnico, tal como en el modelo de Ising, 1a probabilidad de encontrar un estado

particular ¢ dentro de todo el conjunto de estados posibles es [50]:

1
_ — —BEL
n - e b
Pn="7

donde Z es la funcion de particion. Con el fin de hacer una simulacion Monte Carlo del modelo

de Potts, es necesario un algoritmo apropiado. Si bien el algoritmo de Metropolis funciona
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para este modelo, no es tan eficiente a bajas temperaturas especialmente cuando hay un gran
numero de estados posibles ¢ [49]. Debido a esto se propone el algoritmo de bafios térmicos

para estudiar el modelo de Potts en el equilibrio.

El algoritmo de baiios térmicos

Este es al igual que el algoritmo de Metropolis un algoritmo de redireccionamiento de espines en
la red, a diferencia que es mucho mas eficiente para encontrar los estados de energia adecuados
para grandes valores de ¢q. El algoritmo funciona al escoger aleatoriamente de la red un espin
k, luego sin importar su valor, se escoge un nuevo valor s, para el espin en proporcion a la
distribucion de Boltzmann (4.4). En otras palabras se da al espin un valor n entre 1 y g con la
probabilidad [49]:

e_ﬁEn

pn_ q_ e*ﬁEm7
m=1

(4.20)

donde E,, es la energia del sistema cuando s; = n. Este algoritmo satisface la condicion de
ergodicidad puesto que movimientos de este tipo pueden llevar de cualquier estado a otro en N

movimientos o menos, donde N es el nimero de espines en la red [49].

La probabilidad de hacer la transicién de un estado en el cual s, = n auno en el que s, = n' es
Py la de regresar es p,,, es decir solo dependen del estado final [49] (a diferencia del algoritmo

de Metropolis). En consecuencia, la ecuacion de balance detallado satisface:

P(n—n') _ bw o= BB —En)

= = 4.21
P —=mn) py (“4.21)
La eficiencia de este algoritmo radica en que se escogen estados que tienen una mayor probabi-

lidad de Boltzmann en la mayoria de los casos en un solo movimiento.

Para implementar el algoritmo, hay que tener en cuenta que una vez se escoge cual espin £ se
va a cambiar, es posible dividir el Hamiltoniano (4.19) en términos que involucran s; y los que
no de la siguiente manera:
H==J Y g =T o
(i5) (1,5 #k) (ik)
La primera suma es la misma para todos los ¢ posibles valores de s, y por lo tanto no contribu-
ye en la ecuacién (4.20). La segunda suma solo tiene 2z términos donde z es el grado del grafo

regular, esto quiere decir que hay al menos z términos que contribuyen al Hamiltoniano.

Enla Figura 4.3 se presentan fotografias la simulacion Monte Carlo del modelo de Potts median-

te el algoritmo de bafios térmicos. Estas gréficas alcanzan el equilibrio termodindmico puesto
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Figura 4.3: Simulacién Monte Carlo mediante el algoritmo de bafios térmicos del modelo de
Potts descrito por la expresion (4.19) con J = 1. La simulacion estd hecha para ¢ = 4 en un
grafo regular de grado 4 de dimensiones 100 x 100. Las imagenes fueron tomadas a los barridos
numero 1, 10, 25, 100, 210, 410, 710, 910. Fuente: Esta investigacion.

que la energia del sistema desde un tiempo determinado permanece constante. En la Figura 4.4

se muestra la simulacion Monte Carlo del modelo de Potts para ¢ = 10.

Figura 4.4: Simulacién Monte Carlo mediante el algoritmo de bafios térmicos del modelo de
Potts descrito por la expresion (4.19) con J = 1. La simulacién estd hecha para ¢ = 10 en un
grafo regular de grado 4 de dimensiones 100 x 100. Las imagenes fueron tomadas a los barridos
nimero 1, 500, 1000, 2000, 2500, 3000, 3500, 4000. Fuente: Esta investigacion.
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4.5.1. El modelo de Potts en deteccion de comunidades

Hasta el momento los grafos han representado una red donde se estudia el comportamiento de
los espines mediante el modelo de Potts o el modelo de Ising. Pero el hecho es que los grafos
pueden representar muchos sistemas fisicos reales, tal como se mencioné en el capitulo 1. En
estos sistemas fisicos se encuentra que hay un orden en la distribucion de nodos y lineas, pre-
sentdndose concentraciones altas de lineas en determinados nodos formando grupos los cuales
tienen la caracteristica de conectarse débilmente entre ellos [46, 53]. Estos grupos densamente
conectados se denominan comunidades [45] y se forman en diversos contextos tales como las
redes sociales, redes bioldgicas, redes de transporte, redes de produccion, sistemas cristalinos
entre otras [27, 45]. Recientemente en [20] el problema de segmentacion de imédgenes se ha
propuesto como un problema de detecciéon de comunidades, problema que se aborda en la si-

guiente seccidn de este capitulo.

Aunque el problema de deteccion de comunidades se ha tratado desde distintos métodos [45],
en el modelo de Potts, las comunidades en un grafo aparecen de manera natural como dominios
magnéticos. Esto permite en cierta manera utilizar todas las estrategias que se han mencionado
con el propdsito encontrar comunidades en un sistema real, tal como una imagen digital, en
analogia con un sistema de espines. Esto quiere decir que si las variables de espin del modelo
de Potts se asignan a los nodos de un grafo y puesto que las interacciones son entre espines
vecinos, es probable que los grupos estructurales o comunidades pueden ser encontrados como
dominios magnéticos, es decir como grupos de espines alienados en cierta direcciéon. Con esta
idea en [27] se propone un modelo de Hamiltoniano para encontrar comunidades mediante el
modelo de Potts de la siguiente manera:

H(s) = —= 3 as Ay — Abig(1 — Aiy))d(s:5,). 4.22)

Ay
7]

a;j, bj; son los pesos de las lineas, A es la matriz de adyacencia y « es llamado factor de
resolucion y permite relacionar mediante una escala las lineas en la comunidad con las lineas
que estan fuera. s es la variable que representa el espin, la cual estd definida en el rango 1 <
s; < q, donde g representa el nimero de comunidades. De esta manera, un sistema representado
por las variables de espin {s;} | corresponde a una particion de el sistema en ¢ comunidades,

las cuales se encuentran minimizando el Hamiltoniano (4.23) [20, 26, 27, 45].

La energia dada por la ecuacion (4.22) es la suma de dos componentes, el primer componente

es el modelo de Potts tal como se lo defini6 en la ecuacion (4.19), con la diferencia de que
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ahora la intensidad J de interaccion entre los espines no es constante. Este término como se
observo en las secciones anteriores favorece el alineamiento de los espines. El segundo término
en cambio es un modelo anti-ferromagnético que se interpreta como una penalizacion a los
nodos no conectados es decir cuando el elemento de la matriz de adyacencia A;; es nulo [20, 45].
El parametro v permite variar entonces el grado de penalizacion de los nodos que no estdn en
una comunidad; asi, para un valor de 7y alto los nodos van tratan de incluirse en una comunidad
para evitar la penalizacion. Para v = 0 no existe penalizacion y por lo tanto los nodos que
no estdn en una comunidad no van a tratar de unirse a una y la energia mds baja del sistema

generalmente va a corresponder al sistema sin cambios [25, 26, 27].

4.6. Segmentacion de Imagenes mediante el modelo de Potts

En esta seccion se presenta un algoritmo de deteccion de comunidades con el fin de segmentar
imagenes digitales, es decir dividir una imagen en diferentes regiones o comunidades basados
en un cierto criterio expresado en la matriz de adyacencia. En este caso cada region corresponde

a un objeto de la imagen original.

Para empezar las imédgenes se representan como grafos tal como se detallo en el capitulo 2. Para
retomar brevemente algunas ideas, los pixeles de la imagen representan los nodos del grafo y
las lineas la similitud o diferencia entre pixeles vecinos. En este capitulo se retoman los pesos

en imagenes definidos en el capitulo 2.

En la segmentacion de una imagen de )V pixeles mediante el modelo de Potts, la variable s; de un
nodo ¢ pertenece a una comunidad [ cuando s; = [. Si hay ¢ comunidades en la imagen entonces
s; asume un valor entre 1 < s; < ¢. Un estado {sk}ff:l corresponde a una segmentacion de la
imagen en g comunidades u objetos. En el contexto de imdgenes el modelo de Potts se encuentra
en [20, 54, 55, 56]. Particularmente en [20] se introduce un Hamiltoniano para la deteccion de
comunidades en imigenes modeladas como grafos sin pesos, esto quiere decir que para los
nodos 7y j, A;; = 1 si estdn conectados y A;; = 0 de otra manera. El Hamiltoniano se expresa

como:
1
N
H({st}r=1) = =5 D (A = (1 = Ay))das,. (4.23)
i#]
Por otra parte, en grafos con pesos, se asignan lineas con pesos V;; entre los nodos ¢ y j basados
en la intensidad de la interaccion entre pixeles vecinos de la imagen. Estas intensidades definen

por ejemplo la similitud o diferencia entre pixeles vecinos. El Hamiltoniano se define como
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[20]:
1 e _
H=5% > (Viy = V)0V = Viy) + 70 (Vij = V)]s, (424)
a=1 i,jEcq

La suma interna corre para los nodos 7,7 que pertenecen a una comunidad c,. El nimero de
comunidades ¢ puede ser definido o el algoritmo puede decidir para cuantos ¢ se produce la
optima minimizacion de H, ya sea para la ecuacion (4.23) o la ecuacion (4.24). La funcién
©(z) es la que conecta o no, los pixeles de la imagen [O(z > 0) = 1y O(z < 0) = 0]. La
inclusién de un umbral V' permite una mejor particién del grafo [20]. Este valor umbral es una

constante y permite filtrar ruido en la imagen.

Para implementar el algoritmo de deteccion de comunidades mediante el modelo de Potts con
el fin de segmentar imagenes se utiliza como primera instancia el algoritmo de bafios térmicos
definido en la seccion 4.5 con el fin de minimizar las ecuaciones (4.23) y (4.24). En principio
se analiza imagenes modeladas como redes sin pesos cuya segmentacion se logra al minimizar
el Hamiltoniano descrito por la ecuacién (4.23). En este caso los nodos de la imagen estan

conectados o no, de acuerdo a la siguiente condicion:
Aij = O(V = Dy), (4.25)

donde D;; = ||g; — g;||. Con estas definiciones se ejecuta el algoritmo de baflos térmicos con
el fin de encontrar un minimo global para la funcion de energia dada por la ecuacién (4.23);
de tal manera, en el punto en que la energia fluctiia sobre un valor constante se ha alcanzado
la segmentacién de la imagen. La siguiente pregunta es como escoger el valor V' de manera
adecuada, en [20] esto se logra al hacer varios intentos con diferentes valores y escoger el
mejor resultado. En este capitulo el proceso de escoger el valor umbral V' se hace mediante el
algoritmo de andlisis de caminatas aleatorias en imagenes propuesto en el capitulo 2. La Figura
4.5 presenta el analisis de diferentes valores umbrales V' para una determinada imagen con el fin
de seleccionar el que en principio es el mas adecuado. Con esto en mente se efectia el algoritmo
de bafios térmicos ¢ iteraciones independientes con V' = 51 hasta alcanzar la minimizacién
de la ecuacion (4.23). En la Figura 4.6 se presentan los resultados durante el proceso hasta
alcanzar la segmentacion de la imagen. La segmentacion de la imagen se logra en el barrido 30
aproximadamente a 3 = 10J'. Por otra parte, al aumentar la temperatura, el sistema tiende
al desorden [49] y por lo tanto toma mds tiempo segmentar la imagen y no se obtienen buenos
resultados puesto que se presentan regiones de pixeles que no corresponden a estructuras de la

imagen, tal como se observa en la Figura 4.7.
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Figura 4.5: Distribucién estacionaria para caminantes aleatorios guiados por la exprexion (4.25)
con el fin de analizar diferentes valores umbral. (a) V = 10 (b) V =30 (c) V = 51 (d) Imagen
original tomada de la base de datos de Mathematica 9. Se observa que para (a) y (b) el umbral no
es lo suficientemente sutil y no permite observar objetos en la imagen. Por el contrario para (c)
el umbral es lo suficientemente leve para observar objetos en la imagen y excluir ruido. Fuente:
Esta investigacion.

En cuanto a el pardmetro de resolucién ~ tal como se menciond, favorece la formacion de
comunidades en un grafo; asi pues, para un valor de v alto los pixeles de la imagen tratan de
incluirse en una comunidad, mientras que para un valor de y cercano a cero la minimizacién
del sistema no va a sugerir una buena segmentacion de la imagen. Esto se puede observar en
la Figura 4.7 en la que para 7 = 0.8 los contornos de los objetos de la imagen no se definen
de manera clara. La eleccién de un parametro de resolucién adecuado para cada imagen es un
problema abierto que hasta el momento solo se ha tratado en [20] mediante medidas de entropia

e informacioén mutua.
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Figura 4.6: Segmentacién de imdgenes con el modelo de Potts para deteccion de comunidades
(4.23), mediante el algoritmo de bafios térmicos. La imagen es modelada como una red sin pesos
en funcién de la relacion (4.25). En este caso § = 10J~', V =51, ¢ = 2, v = 0.8. Las gréficas
fueron tomadas a los barridos 1, 5, 10, 20, 25, 30, 40, 50, 100. Fuente: Esta investigacion.

Figura 4.7: Segmentacion de imagenes con el modelo de Potts, mediante el algoritmo de bafios
térmicos. (a) Se observa el efecto de aumentar la temperatura del deposito térmico. En este caso
los pardmetros son (a) vy = 10, 8 = (3J7') y V = 51. (b) Efecto de un valor del parametro
de resolucién v muy bajo. En este caso los paramentros son v = 0.8, 3 = (10J7) y V = 51.
Cada imagen es tomada al barrido 100. Fuente: Esta investigacion.

(a) (b)
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Sumando a la segmentacion de imagenes mediante el algoritmo de Potts y con la finalidad de
hacer de este proceso un método mds viable computacionalmente, se propone un algoritmo
llamado algoritmo a temperatura cero [20]. En este algoritmo se busca segmentar una imagen
digital sin la interacciéon del Hamiltoniano (4.23) y (4.24) con un depdsito térmico. Este al-
goritmo propone entonces, llegar a una configuracion del sistema en la que ocurra la minima

fluctuacion de energia de la siguiente manera:

= Se inicializa el sistema con la identificacion aleatoria de cada pixel con una etiqueta g,
donde ¢ es el numero de comunidades. En principio cada pixel puede ser miembro de su
propia comunidad, es decir que en total habran /N comunidades de las cuales el algoritmo
decidira la cantidad 6ptima de comunidades. Otra opcion es que el nimero g puede ser
fijado para que el algoritmo no forme mas de las ¢ comunidades que se especifiquen. En
este trabajo ¢ siempre va a ser un nimero que se especifica al iniciar el algoritmo puesto
que dejar que el algoritmo decida el total de comunidades posee un costo computacional

mayor.

= A continuacién se recoge cada nodo y se posiciona en la comunidad que disminuye la

energia de las ecuaciones (4.23) y (4.24) de acuerdo al estado actual del sistema.

= Se repite este proceso para todos los nodos y se continua iterando hasta que la energia del

sistema ha alcanzado un minimo global.

De este modo, se presentan en la Figura 4.8 las imdgenes del algoritmo de deteccion de co-
munidades a temperatura 7' = 0 hasta alcanzar la minimizacion de la energia. Este algoritmo
es mucho mas rapido que el algoritmo de bafios térmicos aunque su eficiencia es ain motivo
de estudio. Adicionalmente, en la Figura 4.9 se presenta el algoritmo de anélisis de caminatas
aleatorias en imagenes y el algoritmo de deteccion de comunidades a temperatura 7' = ( para
diferentes imagenes. En comparacién con los dos algoritmos se puede deducir que el algoritmo
de caminatas aleatorias es mucho mads eficiente en la deteccion de bordes de una imagen y posee

un costo computacional menor.
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Figura 4.10: Segmentacion de imdgenes en el modelo de Potts con pesos dado por la ecuacién
4.24. En la imagen del centro los pesos estan definidos por la ecuacién 426 y VV = 48. En la
imagen de la izquierda los pesos son una distribucion exponencial tal como en los capitulos 2 y
3, Vi; = exp(—0.2||g; — g;]|>8As;) y V = 0.0096. Fuente: Esta investigacion.

Ahora, en el modelo de Potts con pesos descrito por la ecuacion (4.24), el conjunto de pesos
Vi; se puede definir arbitrariamente y observar su comportamiento en la segmentacion de la
imagen, tal como se hizo con el algoritmo de caminatas aleatorias en imagenes propuesto en el
capitulo 2 en el que se analizaron diferentes formas de navegacion en imagenes. Por el momento
se tratard un caso particular en el que V;; se define como la diferencia en la intensidad de los

pixeles 7 y 7 respectivamente de la siguiente manera:
Vij = llgi = 941l Asj. (4.26)

Minimizando la ecuacion (4.24) con V;; dado por la ecuacion (4.26) mediante el algoritmo de
deteccion de comunidades se obtiene el resultado mostrado en la Figura 4.10. Estos resultados
aun no permiten observar de manera clara la formacidn de estructuras en la imagen, esto sugiere
que la definicién de un Hamiltoniano apropiado, asi como la forma de representar la imagen en
un grafo con el fin de la segmentacion por el modelo de Potts, es un tema abierto que en principio

requiere de mas andlisis.

4.7. Resultados

Este capitulo analizé el modelo que estudia el comportamiento de materiales ferromagnéticos
en el contexto de segmentacion de imdgenes. Inicia con una revision del modelo de Ising para
el cual se disefio un cédigo Monte Carlo del algoritmo de Metropolis, el cual simula la inter-
accion del Hamiltoniano del modelo con un depésito térmico tal como en un experimento de
laboratorio. Los resultados obtenidos mediante el algoritmo que se diseié estdn de acuerdo a
los resultados que se encuentran en la literatura. Las siguientes secciones introdujeron de ma-

nera tedrica el modelo de Potts de fisica estadistica para el cual se estudi6 el algoritmo de bafios
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térmicos; método Monte Carlo que se emplea por su agilidad y eficiencia a la hora de simular
el equilibrio térmico en este modelo. Se disefié un cddigo en lenguaje de programacién Python
que implementa el algoritmo de bafios térmicos en un enrejado que es definido por el usuario,
al igual que todos sus pardmetros tales como la energia, el nimero de iteraciones, entre otros.
El algoritmo disefiado tiene como salidas la energia del sistema y las imdgenes que muestran al
sistema en diferentes momentos durante el proceso de simulacién. Al igual que con el algoritmo
de Metropolis, los resultados obtenidos mediante el algoritmo de bafios térmicos que se disefio,
obedecen las predicciones tedricas que se encuentran en la literatura. Con estos resultados en
mente, las ultimas secciones abordan el problema de deteccion de comunidades en grafos me-

diante el modelo de Potts.

En el campo de la segmentacion de imagenes el modelo de Potts se utiliz6 para encontrar comu-
nidades en una imagen digital. Se propuso Hamiltonianos tanto para imagenes modeladas como
redes sin pesos como redes con pesos. En cuanto a las imdgenes modeladas como redes sin pe-
sos, la segmentacion de la imagen se produce por medio de la minimizacién del Hamiltoniano.
La tnica forma de minimizar las ecuaciones (4.23) y (4.24) en imagenes, es mediante métodos
numéricos. Como primera instancia se hizo una adaptacion de las técnicas del algoritmo de
bafios térmicos con el fin de segmentar imdgenes mediante el Hamiltoniano dado por la ecua-
cion (4.23). Los resultados obtenidos muestran que el algoritmo computacional propuesto, logra
la segmentacion de la imagen. Un pardmetro importante en el disefio tedrico de este método de
segmentacion es el valor umbral V, este pardmetro se analizé con el método de caminatas alea-
torias en iméagenes propuesto en el capitulo 2. En cuanto al pardmetro de resolucion adecuado
para cada imagen aun se requiere de estudio adicional. Si bien el algoritmo de bafios térmicos
logra segmentar una imagen digital, su costo computacional no permite extenderlo para iméage-
nes VGA (640x480 pixeles) o superiores de manera préctica. Por tal razén se implementa un
nuevo algoritmo para segmentar imagenes mediante el modelo de Potts. Este algoritmo se de-
nomina a temperatura cero y minimiza las ecuaciones (4.23), (4.24) sin la interaccién con un
deposito térmico. Los resultados de este método muestran que efectivamente segmenta cual-
quier imagen digital modelada como una red sin pesos, con V;; dado por la ecuacion (4.26) con
un costo computacional 10 veces menor que el algoritmo de bafos térmicos. Por otra parte, la
evaluacion de la calidad de una segmentacion, o la validacién de cada segmentacion en parti-
cular requiere de nuevas técnicas y herramientas que se pueden analizar en un nuevo trabajo
como complementacion a éste. Pero, en comparacion del algoritmo de caminatas aleatorias con

el algoritmo de segmentacion de Potts, se pude concluir que la distribucion estacionaria es una
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cantidad que permite ver bordes y estructuras en cualquier imagen y con cualquier forma de
navegacion, a diferencia del algoritmo de segmentacién de imagenes tal como se define en [20],
el cual funciona solo en ciertos casos y solo para ciertas definiciones, esto se comprueba en
los resultados encontrados para imdgenes en redes con pesos, en la Figura 4.9 y en la Figura
4.10 en donde la deteccion de bordes de objetos en la imagen es mas precisa en el algoritmo de
caminatas aleatorias. Finalmente, la segmentacion de imdgenes mediante el algoritmo de Potts
con el disefio computacional propuesto aun requiere de mds estudio para hacerlo un método

viable, preciso y 4gil para segmentar imdgenes.



Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo se estudiaron procesos dindmicos en imagenes digitales modeladas como re-
des con pesos. Se presentd la segmentacion de imdgenes mediante la difusion de caminatas

aleatorias y el modelo de Potts. Como resultado de este estudio:

= Se observa que el cdlculo de la distribucion estacionaria del caminante aleatorio es un
método que permite caracterizar este proceso dindmico en imdgenes digitales. Esta técni-
ca permite estudiar diferentes tipos de estrategias que definen el movimiento en la imagen,
se encuentra que la distribucion estacionaria posibilita identificar fronteras y bordes de ob-
jetos de una imagen. Los caminantes aleatorios analizados en este trabajo son conocidos
en otros problemas de andlisis de imdgenes, aunque en el contexto en el que se mencionan
no se explica el porqué de su eleccién en particular, siendo el método propuesto una he-
rramienta que permite determinar si una navegacion en particular es especialmente buena

para segmentar una imagen.

= Se analiza la difusién de caminantes aleatorios en imagenes con condiciones de con-
torno dadas por pixeles marcados en ciertas regiones de la misma con el fin de segmentar
una imagen digital. De esta manera, se proponen caminantes aleatorios los cuales fue-
ron analizados mediante la distribucion estacionaria, lo que dio una herramienta sencilla
y préactica a la hora de escoger las definiciones de caminantes aleatorios adecuadas en
funcién de detectar objetos en la misma. Mediante la implementacion numérica de este

algoritmo se logra segmentar objetos de interés dentro de una imagen digital.

= Se estudia el modelo de Potts al igual que el modelo de Ising con configuraciones que
minimizan la energia del sistema mediante simulaciones Monte Carlo. En el contexto de
redes, el modelo de Potts se utiliza en la deteccion de comunidades permitiendo establecer
conjuntos de nodos que son el equivalente en redes de los dominios magnéticos. Con esto
en mente se aplica este esquema con el fin de detectar estructuras y patrones en imagenes
digitales. Para esto, se disefid simulaciones Monte Carlo del modelo de Potts que buscan
segmentar imdgenes digitales como resultado de configuraciones de minima energia del

sistema.

Con esto se han presentado resultados generales del trabajo. Por otra parte, debido a que el

problema de segmentacidon de imdgenes busca constantemente nuevos métodos que hagan de
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este proceso una tarea sencilla, precisa y practica, se recomienda para futuras investigaciones:

= Desarollar una extension de las herramientas expuestas en este trabajo para imdgenes
médicas en tres dimensiones definidas con voxeles con el fin de incorporar los resulta-
dos obtenidos, por ejemplo, en la tomografia axial computarizada o para las resonancias

magnéticas [5].

= Investigar y proponer otros procesos dindmicos propios de la fisica con el fin de analizar
imagenes digitales, es de interés la incorporacion de efectos de memoria en el sistema

con el fin de analizar texturas en imagenes.

= Desarrollar métodos computacionales que involucren programacion en paralelo y ma-
nipulaciones numéricas con tarjetas de video para mejorar los cédigos disefiados en el
desarrollo de este trabajo con el fin de hacerlos mas eficientes y practicos computacional-

mente.
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