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Resumen

El desarrollo del siguiente trabajo consiste en obtener ciertas condiciones para las funcio-

nes involucradas en la ecuacién
Up = Ugy + alx, t)u,

de modo que se encuentre la forma de la solucién u(z,t), para ello, un concepto tedrico
importante en la consecucién del mismo es la Transformada de Fourier, la cual por medio
de un proceso formal se obtiene su definicién, se demuestran o enuncian sus propiedades,
una de las cuales es la propiedad de convolucién, de la que se desprende la conocida fun-
cion de Green, 1til para el desarrollo y posterior solucién de problemas de valor inicial
relacionados con la ecuacién del calor; otro momento importante se presenta en la aplica-
cién de la Transformada de Fourier en la solucién de la ecuacion del calor, por ultimo con
las herramientas presentadas en los capitulos 1 y 2 se obtiene como resultado un teorema
en el cual se presentan las condiciones que deben cumplir las funciones presentes en la
ecuacion anterior y del cual se realiza su demostracion para asi obtener la solucién de la

ecuacion antes mencionada.



Abstract

In this work we obtain some conditions for the functions involved in the equation:

Up = Ugy + alx, t)u,

The treatment of this equation is developed by means of the Fourier transform, a method
for which we present definitions and properties with emphasis in the convolution property
that is related to the Green function method. All this formalism is useful in the analysis
and solution of PVI related with the heat equation. By using the mathematical techniques
presented in chapters 1 and 2, we obtain a theorem that establishes the conditions that
satisfy the functions involved in the equation presented before. Finally, we present the

proof of this theorem and, in this way, solving the problem proposed.
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Introduccion

El Anélisis de Fourier, que es el estudio de las series, de las integrales y de la Trans-
formada de Fourier; se llama asi en honor a Joseph Fourier, un matematico francés que
vivié durante la época napolednica.

Aunque Fourier ha sido justamente reconocido al darle su nombre a esta importante rama
del analisis, muchos de sus contemporaneos y predecesores inmediatos contribuyeron a sus
logros. Es por ello que podemos encontrar a la Transformada en los primeros escritos de

Cauchy y Laplace, a partir de 1782.

La introduccién de las series de Fourier, de las integrales de Fourier y de las transformadas
de Fourier han representado uno de los mayores avances en la historia de la aplicacion
de las matematicas a la fisica y a la ingenieria, puesto que son, probablemente, las he-
rramientas mas importantes para la resolucion de problemas con condiciones iniciales y

problemas de contorno.
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Por otra parte, cabe destacar la aplicabilidad de la Transformada de Fourier en la solucién
de las Ecuaciones Diferenciales Parciales Lineales, método bajo el cual es importante el

estudio de la Transformada de Fourier, su inversa y sus diferentes propiedades.

En este sentido el trabajo se desarrollara en tres capitulos. En el primer capitulo se des-
criben una serie de definiciones y teoremas que constituyen una base sélida para entender
qué elementos definen la Transformada de Fourier, donde su base fundamental es el teo-
rema de la Integral de Fourier. Ademds, se mostrara las condiciones bajo las cuales es
posible su aplicacién a una funcion dada, cémo esta determinada su inversa y cuales son
sus propiedades fundamentales; ademas de ello, se destaca de manera especial el teorema
de convolucién y la funcién de Green pues son conceptos que estan muy relacionados. Su
importancia se vera en el desarrollo del capitulo 3. En el segundo capitulo se muestra, un
andlisis de las Ecuaciones Diferenciales Parciales Lineales de tipo parabdlico, con el fin
de estudiar su definicién y sus caracteristicas, luego determinar la aplicaciéon que tiene la
Transformada de Fourier en las mismas, para ello se mostrard la soluciéon de una ecua-
ciéon muy conocida dentro de la historia del analisis de Fourier como lo es la ecuacion del
calor; el desarrollo del los dos capitulos corresponden al cumplimiento de los objetivos
especificos. Por 1ltimo en el tercer capitulo se estudiara la Transformada de Fourier como
herramienta en la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial Lineal de tipo parabdlico de
la forma:

wp = kg, + alx, t)u, (1)

Para llegar a esto, se considerd la solucion de ecuaciones semejantes a la anterior, en un
proceso de dificultad gradual y donde finalmente se analizara las condiciones que debe
cumplir cada una de las funciones que conforman dicha ecuacién para su solucién y la
intervencién de manera decisiva para la consecucién de este objetivo del principio de
Duhamel, todo aquello presentado en un teorema que es la fase final y que corresponde al
objetivo general de este trabajo. En cuanto a la realizacion del mismo se puede apreciar

los siguientes aspectos en todo su desarrollo:

= Se hizo una delimitacién propicia y adecuada de las tematicas que confluyen en la

construccion y consecucién de este trabajo.

= Todo su desarrollo se hizo de una manera sencilla facilitando su comprensién pues
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es matematicamente coherente y asequible a todo lector que tenga una formacién

matematica a nivel universitario.

A pesar de que la teoria de Ecuaciones Diferenciales Parciales lineales esta resuelta
casi en su totalidad existen ambitos en esta donde se puede trabajar siendo esta
labor significativa para la construccion y fortaleza de los conceptos en esta teoria, es
asi como al vincular dos grandes conceptos, como lo son las Ecuaciones Diferenciales
Parciales lineales de segundo orden de tipo parabdlico y la Transformada de Fourier,
este ultimo propio de la teoria del analisis de Fourier, resulta un teorema relacionado
con la forma que tiene la solucién de la ecuacién (1) el cual no aparece en los libros
de texto universitario a nivel de pregrado, y que es una construccién producto de la

riqueza conceptual adquirida al estudiar estas teorias.

Uno de los aspectos mas relevantes en la presentacion de este trabajo ademas del
resultado en cuestion, se da en la forma como se construyo con un elegante y minu-
cioso proceso formal el concepto de la Transformada de Fourier, dificil de encontrar
en textos de formacién universitaria, comprendiendo este desde la estructura del
producto hermitiano, pasando por el concepto de serie de Fourier, el teorema de la
integral que lleva el mismo nombre, la formula de inversion hasta la definicion de

Transformada de Fourier.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se define el espacio vectorial donde existird la Transformada de Fourier
ademas se hace un recorrido formal desde la representacion de una funcion en su respectiva
serie de Fourier pasando por la integral de Fourier hasta la transformada del mismo
nombre y su inversa. Todo lo anterior basado en definiciones y teoremas que se muestran
a continuacion, siendo menester citar que los siguientes conceptos y definiciones se pueden

consultar en [1], [6], [8] ¥ [11].

Abreviaturas y Notacién

EDP: Ecuaciones diferenciales parciales
s EDO: Ecuaciones diferenciales ordinarias

EDPL: Ecuacion Diferencial Parcial Lineal

PVI: Problema de valor inicial
= F[f(z)] Transformada de Fourier de la funcién f(x)

= F[f](x) = F(\) Transformada de Fourier de la funcién f(z).

1.1. Producto Hermitiano

Definicién 1. Sea V un espacio vectorial sobre C. Un producto (,) “hermitiano™ sobre

V es una funcion

(,) :VxV—C

14



(u,v) — (u,v)
que satisface las siguientes condiciones:
(H) (u,v) = (v,u) para todo u,v € V.
(Hy) siu,v,w estan en V, (u,v+w) = (u,v) + (u, w).
(H3) sia esta en C, (au,v) = alu,v).
(Hy) para todo v € V, (u,u) > 0.

El producto hermitiano no garantiza que si (f, f) =0 entonces f = 0. Un ejemplo para
ilustrar la anterior afirmacién es:

Sea el espacio vectorial
D= {f:[a,b] CR — R tal quef(b) =t; para algin t € R}
con el producto hermitiano definido asi:

(f.9) = [ F(€)g()de

f(t):{ 2, sit=a;

0, sia<t<h.

4, sit=a;
|f(t)|2={ o

entonces

0, sia<t<b.

1) = / FO)PdE =0

Esta situacién es la que lo distingue del producto escalar.

1.2. Norma

Definicién 2. Sea V un espacio vectorial, la funcion que asigna a cada elemento f de V

el numero || f|| € R tal que:

a) [[fl =0y [lf[l =0 siy solosi f=0.
b) [IAfll = |A||f]| para todo A € C y todo f €V

c) If+gll < IS+ llgll para todo f,g € V (desigualdad triangular)

se llama una "norma”sobre V.
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1.3. Longitud

Definicién 3. Sea V un espacio vectorial en el cual se tiene definido un producto hermi-

tiano (,), si f € V se define la longitud de f como:

1A= S 1)

Teorema 1. Sea V un espacio vectorial con producto hermitiano (,), entonces Yu, Vv € V
[(w, ) < flul] o] -

Demostracion. Si v es cero la desigualdad es trivial. Supongamos entonces que v # 0.

), o)
e N T
§< ||v||2

o) - (e ) et
= <“ v r|v||2 > [o]? < " ﬁﬁ|>> porfly
)~ ( = (1 %» porft

= (u,u) — {u,v) (u,v) — (u,0)

o] il

(v,u) + ERIEE (v,v) porH,

— - 4 w) - e

lul?[lvll* — [, v)?

B il

0 < [lull*[lv]l* = |{u, v)|?

esto implica que
[(u, 0) 2 < [lul?[lo]®

de donde se obtiene la desigualdad deseada. La desigualdad considerada en el teorema

anterior se llama DESIGUALDAD DE CAUCHY SCHWARTYZ. O
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Definicién 4. Sea V un espacio vectorial con producto Hermitiano. Dos vectores u,v de

V se dicen ortogonales si (u,u) >0, (v,v) >0 y (u,v) = 0.

Definicién 5. Un conjunto B C V es ortogonal si sus elementos son ortogonales dos a

dos, es decir todo par de elementos distintos son ortogonales.

Un ejemplo de la anterior definicién se da continuacion
El conjunto B= {e*™/o¢ 1 q << b, fo=7,n€Z}, Ty =b—a,

07

con el producto hermitiano definido como:

(f.9) = [ F(€)g(€)de

es ortogonal.

Demostracion. Sean f, g € *B entonces,

i
f=e ﬂnﬂfof’

rmoi
g=e ﬂnzzfof’

Por tanto

b b
(5) = [ emteonmig— [Tag—b-a>0,

y de forma similar (g, g) > 0
Ahora,

b
() = [ @i

1
- 27Tif0(n1 — ng)
1

- 27Tif0(n1 — ng)

627Tif0€(n1 —ng) ‘ Z

(627Fif0 b(ni—n2) _  2mifoa(ni—nz) )

y puesto que fy = ﬁ se tiene

_ . 1 <e2ﬂi(ﬁ)(n1—n2) _ 627ri(ﬁ)(n1—n2))
27T7,f0(’n,1 — ng)

17



—_

_ 1 (e2m'(ﬁ)(n1—n2) _
27T’if0(n1 — ’n,g)

1 e2m’(ﬁ)(nl—n2)6—27ri(ﬁ)(n1—nz) 1
)

e—27ri(ﬁ)(n1—n2) )

~ 2rifo(ng — o e~ 2mi(5=g)(ma—na)

b—a

1 627ri(b:—a)(n1—n2) - 1
= Snifolm — ) \ e T )

1 627ri(n1—n2) -1
o 27m'f0(n1 — n2) <6_27”'(ﬁ)(”1—n2)>

Por formula de Euler se tiene que, e2™("~"2) = cos27(n, — ng)+isen2m(n, — ny) y puesto

que m(ny — ny) € Z entonces sen2m(ny —ng) = 0y cos2n(ng —ng) =1

concluyendo asi que,

T P L

27Tif0(n1 — n2) 6_2”2'(&)("1—”2)

Por lo que el conjunto B es ortogonal. O

1.4. Sistemas ortogonales y ortonormales

Definicién 6. Sea V un espacio vectorial con producto hermitiano. Un subconjunto E C V
es un sistema ortogonal si (f,g) = 0 para todo par de elementos distintos f y g € E. Si

ademds (f, f) = 1 para todo f € E el sistema es ortonormal.

Definicién 7. Un conjunto numerable {uy, us, us, ..., U, ...} de un espacio vectorial V es

linealmente independiente (L.1.) si para todo m, cada vez que
a1U] + QoUs + ... + apt,, = 0 entonces vy = ag = ... =, = 0

y se llama una sucesion linealmente independiente.

1.5. Base Aproximada

Se dice que una sucesién que es L.I, es una base aproximada de V si para cada f € V y

cada € > 0, existe una combinacién lineal

18



a1U1 + g + ... + ApUp,

Tal que

| f — (q1ug + agug + ... + apuy)|| <.
Teorema 2. Si uq,us,... es una base aprorimada ortogonal de V y f € V, entonces la
serie apu; + g + ... donde oy, = % converge a f.

Demostracion. Si B = {f,z+} es una base aproximada ortogonal de V, entonces para

todo f €V, existe o, inico, n € Z* tal que

f = Zan.fn

En efecto sea f,, € 5. Luego,

<fa fm> = <Zanfna fm>

<fa fm> = Zan<fna fm>

(1.1)

y puesto que f,, fi € B, entonces para evitar el caso trivial donde (f,, f,) = 0 se tiene

que

= Ean<fm7 fm>

- <Zan.fma fm>

como ‘B es una base aproximada, f = Xa,, f,, se puede ver como
Hf — (Oélfl + OéQfQ + ...+ Oénfm)H <€

por lo cual se puede asegurar que n = m, es decir

- <Zam.fm> fm)

= ZO‘m<.fm> fm)
(fsfm)

de donde, «,, = Ty param € 7",

O

Los a;, son llamados coeficientes de Fourier y (1.1) es la serie de Fourier de la funcién f .
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1.6. De la Integral a la Transformada de Fourier

El punto de partida lo constituye la representacion integral de Fourier y los coeficientes
integrales de Fourier que se hallan a partir del producto hermitiano antes definido. En esta
seccion se mostrara la importancia de definir la Integral de Fourier como base fundamental,
en lo que corresponde a la definicion formal de la Transformada Exponencial de Fourier
de esta manera:

Sea V7, el espacio vectorial,

Vo ={f:[-L,L] » C/f(§+ L) = /f )d¢ < o0, L > 0},

que tiene al conjunto

. 1
B = {e2mnfof’n c Z}’ fO N

2L
(f.g) = / GG

como base aproximada, de ahi que:
Sea f(&) € VL y g(§) = ¥nfos g decir g € B.

luego por definiciéon del producto hermitiano se tiene:

/ 1(6)9@)de = / F(E)e it g

ahora bien, utilizando parte de la demostracion del teorema 1 se pueden calcular los

con el producto hermitiano

coeficientes de Fourier de la siguiente manera:

(L) JEf©ermmitdg [T f(g)etminiedg
(9,9) J*, de élr,

JE Ferminhgde J——
N 2L T 2L / U dc

luego por conveniencia sea fo = reemplazando en la ultima expresion se tiene:

2L7

1 [t nmé

= o [0 (cos ™55~ sen("T) )

obteniendo asi los coeficientes de Fourier a,, y b,

w=1 [ NG (cos(”%)) d (12)



=1 [ NG (sen(”%)) dé. (13)

L
dado que el objetivo es llegar a la Transformada de Fourier, entonces es necesario tener

en cuenta la convergencia de la Serie de Fourier. Por ende, se debe establecer hacia donde

converge, para ello se tiene los siguientes hechos o definiciones, siendo el primero de estos

1.6.1. La convergencia de la Serie de Fourier

Definicién 8. Una funcion f(x) definida en un intervalo I se dice suave a trozos si dicho

intervalo admite una particion en un nimero finito de subintervalos I;, de manera que:

a) Tanto f(x) como su derivada f'(x) sean ambas funciones continuas en cada uno de

estos subintervalos abiertos.

b) Las discontinuidades de f(x) consisten exclusivamente en discontinuidades de salto

finito necesariamente, localizadas entre los extremos de estos subintervalos.

y a continuacién se presenta un teorema el cual se enuncia de acuerdo a la definicion 9.

1.6.2. Teorema de Dirichlet

Teorema 3. Sea f : I — R una funcion suave a trozos (I es un intervalo de cualquier
tipo de extremos) entonces, la serie de Fourier de f(x) converge:

a) A f(x), en los puntos en los que f(x) es continua.

b) A w en los puntos x en los que f(x) presenta una discontinuidad de salto
finito. Donde f(x+) y f(x—) son los limites por la derecha e izquierda respectiva-

mente de cada punto x.

Nota:La demostracion del anterior teorema se puede consultar en [11].
Es decir, si es f(x) una funcién suave a trozos para —oco < z < 00, para cada valor de L

podemos representar f(z) en el intervalo —L < x < L Por su serie de Fourier.

_a0y n nr
flz) = 5 +;<ancos 7 + b,sen 7 ) (1.4)

donde a,, y b, son los coeficientes de Fourier mostrados en (1.2) y (1.3)
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y donde f(z) es discontinua se tiene que

flz+)+ f(z—) = ao + QZ (ancos 7+ b sen?) (1.5)

Con base en los anteriores conceptos, se puede definir, la Transformada de Fourier, para

ello se tomard en cuenta la formula dada en (1.4), de este modo, se comienza por definir

1 L
S RGL (1.6

ahora, reemplazando las expresiones (1.2),(1.3) y (1.6) en la serie de Fourier de f dada

n (1.4), se tiene

ag la cual se presenta de la forma

2L/ f(& dﬁ—i—Z( /f cos—cosn—zxdg

/ f(& sen — sen ni;dg)

Agrupando términos tenemos:

2L/ f(¢ d§+2( /f cos—cosniLx

+ sen nwa sen @))dg

Asi por diferencias y sumas de senos y cosenos, se obtiene:

2L/f d5+2 / { ”—ﬁ—?ﬂdf

St IRGLED Sy IR (GLES SR (1.7

De este modo se puede entender que la funcion f tiene representacién mediante serie de
Fourier en el intervalo [— L, L], por lo tanto para una mayor aproximacion a la definicién de
la Transformada de Fourier como tal, se toma limite a la expresién (1.7) cuando L — oo,

entendiéndose que si (1.6) estd acotada, entonces

22



L—oco2l, _L

Y esto es cierto si f es absolutamente integrable en R es decir,
|15l < 0
Supongamos por conveniencia que esto se cumple. De esta manera (1.7) se transforma

como sigue.

23{;2 /f )cos " (& — )de,

Llamando a A, = 7, luego AN = A\,;;1 — A, = T y sea

(L) = / H(©cos Az =€),

Asi (1,7) puede escribirse como:

Ahora AN — 0 cuando L. — oo y la sumatoria de esta ultima ecuacion se asemeja a
la sumatoria que aparece en la definicién de integral. Sin embargo, al llegar a esta con-
clusién se asumié que AX — 0 independientemente de L, lo cual no es asi, ademas se
ignora el efecto de que esa integral sobre un intervalo estd definida como valor principal
y no directamente como el limite de una suma, por lo tanto se requiere tener en cuenta
estos hechos y para ello la funcién en cuestién debe sujeta a ciertas condiciones. Todas
las anteriores consideraciones se presentan en el siguiente teorema el cual es fundamental
para la comprensién de la Transformada de Fourier, siendo necesario para la prueba de
este ultimo un procedimiento propio de la variable compleja, posteriormente se definira la
Transformada de Fourier y su inversa y finalmente se presentan la prueba de un lema
Riemman extendido y un corolario los cuales permiten la prueba del teorema en cuestion.
Puesto que es importante la prueba del lema de Riemman extendido la cual se presen-
tard mas adelante, esta utilizara la aplicaciéon de la formula integral de Cauchy presente

de la siguiente manera:




., . 1T —ix . . .
Demostracion. Primero se va a reemplazar senz por “—— y tomar la parte imaginaria

. . T . iz .,
de la integral que resulta. Sin embargo, <~ es singular en z = 0. Pero <~ también es
analitica para z = 0, y se puede utilizar este hecho como se sigue: Se toma el contorno
que esta formado por el semicirculo superior de radio R y el semicirculo pequeno de radio

e cerca del origen como se puede apreciar en la siguiente grafica

Fuente: De esta investigacion.

= = 0, puesto que el integrando es analitico dentro y sobre el contorno. Si

Entonces f e

restringimos el integrando al contorno, se obtiene:

€ el o i0 . R giz 4 i Reid .
/ —d:v—l—/ e'ee zd@—l—/ —d:v+/ e idf =0
-R 7 7 e T 0

La primera y la tercera de las integrales se combinan, dando

R eix _ e—ix . R senx
——dx =21 dx
€ a’: € x

Se puede evidenciar el resultado si se hace € — 0 y R — 0. Entonces

o 0
lim e’ idf :/ idf = —im

e—0
y con esto,
T e m 2
|B| — |/ 62Re Zd9| S / e—RsenGde — 2/ e—RsenGde
0 0 0
y sobre (0, 7), % decrece uniformemente, de manera que

sent S seny

0 = 3

2
m
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sent > 2—6 sobre (0,
T

3
N——

e—RsenG S 6727“128 0 S 0 S z
™
De donde,
1B < 2/2 e~ send g < 2/2 e df
0 0
2m _R
:ﬁ[l—e ]—0 cuando R — o0
Finalmente,

o0
) senx )
21 der =im
0 T

0

A continuacién se cita la Transformada de Fourier y su inversa para efectos de la prueba del

teorema de la integral de Fourier y que posteriormente se definira con mayor formalidad.
Definicién 9. Sea f una funcion que cumpla con:

a) ffooo |f(&)|dE < oo es decir que f(&) sea absolutamente integrable en R

b) f(&) posea un nimero finito de discontinuidades en cualquier intervalo finito.

Se define la Transformada de Fourier de f por

POy = [ renas (18)
y la Transformada inversa de Fourier dada por
1 [~ ,
fz) = 7 /_OO F(\)e 2 d\ (1.9)

A continuacién se establece basicamente un criterio para saber cuando una funcién es
absolutamente integrable, debido al comportamiento de la funcién en cuestion y que se

presenta de la siguiente forma
Lema 1. Si f es absolutamente integrable entonces f(x) — 0 cuando |z| — oc.
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Demostracion. como f es absolutamente integrable entonces,
/ |f(z)|de = A  paraalgin A € R*
y puesto que f es absolutamente integrable y derivando a ambos lados de la anterior

desigualdad se tiene,

d [~ d
dr . |f(2)|de = %A
d o
& i@z =o
[f(@)l]Z, =0
Por tanto f(xz) — 0 cuando |z| — oo. O

El lema que se presenta a continuacién es de de fundamental importancia puesto que por
medio de este se asegura que para toda funciéon absolutamente integrable, su transformada
también tiene un comportamiento de decaimiento en el infinito presente en el lema anterior

y que se da a continuacién

Lema 2. De Riemman- Legesgue Si f es absolutamente integrable entonces F'(A) — 0

cuando A — o0

Para la prueba de este lema, es necesario utilizar el Lema anterior (lema 1) de la manera

en que se muestra a continuacion

Demostracién. Sean f, f' absolutamente integrables en R tal que f es de la clase C!, f
R R 6@')@
/
— d
R /—Rf(g:)<i)\) )

1w () e (o) - [ rw (G ) (1.10)

Cuando R — 400, se debe evidenciar que la primera expresién dada en (1.10) es cero

es acotada. Entonces podemos integrar por partes:

[ swesin= [ st (A)d -1 (%)

es decir,

puesto que f(R) — 0 cuando R — ooy para la segunda expresién se observa un compor-

tamiento exponencial el cual tiende a cero. Por lo tanto se tiene que
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FO\) = /_ Z F@)edy = _LM /_ Z F(2)edz

En consecuencia:
1 & .
FOI = | =5 [ f@eaa

[E(A)] =

/_Z f(z)e™de

= ﬁ' /_ f(x)e™da

Lo
F(V)| < W/_oo|f<x>|az9:

por lo que F(A) — 0 cuando |A\| — 400 y donde era necesario que f'(x) sea absoluta-

‘
A

mente integrable puesto que si no lo fuera, no tendria sentido la desigualdad presentada

anteriormente es decir, |F(\)| < oo. O

Una consecuencia inmediata del anterior lema se presenta a seguidamente, pues es nece-
saria para la consecucion de la prueba del Teorema de la integral de Fourier, debido a que
es por medio del siguiente concepto en cuestion y a su uso constante que la prueba de la

integral de fourier se hace mucho mas sencilla de entender.

Corolario 1. De Riemmman extendido. Si f es absolutamente integrable, entonces

lim / f(z)senAzdz =0

A—00

Demostracion. La formula de inversion para la Transformada de Fourier afirma que es
posible reconstruir la funcion f a partir de su transformada, siendo estas las expresiones
presentadas en (1.8) y (1.9). Estas expresiones tienen sentido si f y F' son absolutamente
integrables. La cuestion es encontrar las hipétesis y el sentido sobre los cuales serd valida
dicha expresién. Debe tenerse en cuenta que la integral que aparece en la formula de

inversion tiene que interpretarse siempre como un valor principal, es decir,

f(zo) = lim 1 / ’ F(\)em®moAg) (1.11)

R—+00 27T -R

Llamando,

I(R) ! / "’ F(\)e ™rd\

e % e
a las integrales parciales que aparecen en dicha formula. Se va a probar que si f es derivable
en el punto xy entonces la formula de inversién (1.9) es vélida. Utilizando la definicién de

la transformada, podemos escribir
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I(R) = % /_ Z[ /_ " (@)ePmdale = )

En esta integral podemos cambiar el orden de integracién, hecho justificable puesto que la
convergencia de la integral que define la Transformada de Fourier respecto al parametro

A es uniforme, pues f es absolutamente integrable.

1= [~ 1] i

2 R

Donde la integral f_RR eMe=20) g\ se puede calcula as

ei)\(m—xo) R 62’R(w—mo) _ e—iR(w—mo)

i(x — xg)

senR(x — xg)

=2
r — 2o
Asi,
/ fla 2 sin R(x — xo)dx
T or (x — z9)
/ fla st:c—xo)dI
.CL’ — Io)
Y la funcion
1 sin Rx
DR(I’) = —
T T

que aparece en la formula se llama ntcleo de Dirichelt, asi el objetivo es probar que si f
es derivable en xy entonces I(R) — f(xy) cuando R — oo, de este modo por la aplicacién
de la expresion fooo 2 dx = 5 presente en la pdgina 23, se tiene que

1 o
—/ senRxdx =1 para todo R >0

™ xT

—00

Utilizando esta propiedad podemos escribir,

/ Flag) 2 E = 0) (1.12)
T — 2o
y en COHSGCUGHCia,
1R) = fan) = £ [ 17() — fla) =20 (113
™ J_co T 0



De la prueba de la formula de inversion, el objetivo ahora es probar que la integral (1.13)
tiende a 0 cuando R — oo Para ello, haciendo el cambio de variable h = x — xy; dh = dx

es posible reescribir (1.13) del siguiente modo

IR) - fao) =+ [ ot h) — Flao) M gy

También se puede separar la integral en los puntos que estdn cerca a xy y los que estan

lejos. Dado M > 0 de la siguiente forma

I(R)~F(x0) =~ /Ih<M[f<xo+h>—f<xo>]Seffhdml /lh>M[f<xo+h>—f<xo>]“7;fhdh

™ ™

comenzando por la integral perteneciente al segundo término se tiene,

dh

1 senRh 1 senRh 1 senRh
1 /|h>M[f(xo+h)—f(xo)] = /|h>Mf(9:o+h) R f (o)~ /h|>M .

™ ™ ™

f sin Rh
|h|>M  h

1 sin u 1 sin u 1 sin u
— du = — du = — du
T JRIh|>RM U T JIRh|>rM U T Jju>rM U

En consecuencia para esta integral, se utiliza la propiedad del niicleo de Dirichlet, es decir,

/ sin xdx:w

oo

Para la integral % dh haciendo el cambio de variable u = Rh; %‘ = dh se tiene

Para concluir que,

1 senu 1 [ sinw 1 (M sinuy
— du = — du — — du
T Jju>rMm U TJeoo U T J-rMm U

:1_1/RM sinudu
T —RM u

Asi,

Suponiendo para efecto de la prueba que M — oo se tiene que 1 — %(7?) = 0, de manera

uniforme para R > 1. Y para la integral

1/ sin Rh 1 sin Rh
— flxog+h dhg—/ flxog+h dh
o R U AR

puesto que |h| > M, entonces,
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1/
< f(zo+ h)|dh
37 ., @R

y como h = x — xqy se tiene que

B 1
™ |h|>M

|f (x)|dx
por lo tanto f es absolutamente integrable. y puesto que se supuso anteriormente que
M — oo, entonces,

1
lim —— f(x)lde =0
M—oo M |h\>M| ( )|

De este modo,

1 senRh
_/Ih>M[f(x0+h)—f(xo)] —da =0

™

en consecuencia, dado € > 0 y eligiendo M suficientemente grande, se tiene

1 h
‘_/ [f(xzo+h) — f(x0)] senkt dh| < e paraR > 1.
\h|>M h

™

Una vez fijado el M, solo falta probar que

1
—[MMU@WHO—ﬂ%H

™

senRh

dh| < e,

si R es suficientemente grande y para ello se utiliza el lema de Riemman- Lebesgue, es

decir, afirmamos que si f es derivable en zg, la funcién ¢ definida por,

{ f(~’00+h}3—f(xo) si |h| <M

0, si |h| > M

es absolutamente integrable, es decir se debe probar que g es acotada.
En efecto, como f es derivable en x, entonces g serd acotada en |h| < J para todo ¢

suficientemente pequeno, notando que

[fMWMzLWWMWM+AQMMM

Para la integral,

h)|dh = h)|dh h)|dh
Lol = [ igtians [ o)
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Y puesto que M es fijo, se tiene que |g(h)| esta definida en los intervalos [—M, —4] y
[—d, M| y como no existe ninguna indeterminacién de la funcién f en la vecindad de o,
entonces la integral anterior es finita.

Como se aprecia en la siguiente grafica.

Fuente: De esta investigacion.

Luego, sean

/ lg(h)|dh < T y/ lg(h)|dh < S para alginT, S € Z*,
0<|h|<M |h| <6

por lo tanto,

/ g(W|ldh <P P=T+S

o0
es decir, g es absolutamente integrable; se concluye asi que es posible aplicar el lema de

Riemman- lebesgue a la funcion g , esto es,

[ latsentryiae =~ [ o lasentnias + % [ lgsenanas < L

T oo T T
Se puede deducir que,

ttm [ oo+ h) — flae)) 2

R—oo J_

dr =20

O

Finalmente después de toda esta linea de pensamiento formal, nos serviremos de los hechos

presentados anteriormente para demostrar el teorema de la integral de Fourier.
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Teorema 4. de la integral de Fourier. Si f(x) esta definida para —oo < z < 00 y

es suave a trozos en un intervalo finito y absolutamente integrable en R, entonces,
ﬂ””+f /qu/ F(€) cos Az — €)dE. (1.14)

Demostracion. Puesto que el objetivo es llegar a la igualdad presentada en (1.14), se

considera el miembro derecho de la misma,
1 o o0
S an [ r@esae - s
0 —00

mn—/<m/’f ) cos \(z — €)de,

A—oco T

El intercambio de integracién que se hard a continuacién se sustenta en f(&) cos A(z — &)

es absolutamente integrable y la desigualdad |f(£) cos AM(x — &) < |f(§)]

:—lm&/ /‘f €) cos Az — &)dNdE,

T A—o0
1 0 A
= f}l’m f(f)/ cos \(x — &)dNd¢,
— 00 — o0 0
sen)\
= i [ O
senA - &)
=—1 d
s [ o M
haciendo el cambio de variable £ = x + ¢ obtenemos
1 [ A At
tin = [ g = g 2 [ g™ e )

usando (1.12) y el hecho de que [ At = ffoo sendt gt = 2. A > 0 se observa que

(1.14) es equivalente a

[fa=) + S+

™

flz=) + fla+) = lim

= lim
A—o0 e

[f(z=) + f(z+)] /°° senAtdt
t

—00
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De esto,

(o @] (o @] A
lfm 1/_00 f(x+t)867zAtdt: lfm l/ [f(x—)+f(x+)]sez Lat

A—o0 T A—oo T o

de aqui que,

A—oo |0 J_o T

lim [1/ [f(xﬂ)—f(x—)]sezAthl/Ow[f(Ht)—f(x+>]862Atdt 0

Y la segunda integral dada anteriormente puede escribirse en la forma

1 [ At
;/ Fa+t)— )2t =1+ I, — Iy
0
Donde,
1 [t senAt
= [+t - ran 5 e
0
I, = l/ fle+t) senAtdt,
T )y t
I — f(x—l—)/ SenAtdt,
s 1 t
Se puede apreciar que
o senAt
| i+ - san
0

o At o At
/ flz+1) Sez dt — / fla+) Sez dt
0 0

[ 1 [e'e)
/ f(x+t)867zAtdt— / f(:c+)se7zAtdt— / f(:c+)se7zAtdt
0 0 1

' A o0 A o] A
[ s [7 a0 - [ s

Si sustituimos 7 = At, se obtiene,

/°° senAtdt _ /°° sem‘dT7
1 3 A T

y la integral de la izquierda converge a cero cuando A — oo, asi I3 — 0 cuando A — oo,

ademas g(t) = @ es absolutamente integrable en 1 < t < oo, y por el corolario de
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Reimman Extendido I — 0 cuando A — oo, finalmente se debe mostrar que I; — 0

cuando A — oo que es similar a la prueba del corolario de Reimman para el abierto (0, 1),

1 [ senAt 1 /! senAt 1/t senAt
11:—/0[f(x+t)—f<x+)] : dt:;/o fla+ 0™ dt—;/o Fla+) ™ e

™

Puesto que f(z) es continua en [0,1] y f'(x) es continua en ese mismo intervalo porque

f(x) es suave a trozos en intervalos finitos, entonces es inmediato que

senAt

dt =0

A—o00

lfm / f(:c+t)867; dt=0  ylim [ f()
0 — Jo

En consecuencia,

lim (Il + IQ - Ig) =0.
A—o0
Es decir,
o At
fm [ [fle+1t) — fat) "D = 0
A—o0 0
Finalmente solo falta probar que
0 At
fm [ [fle+t) — fa—) gt =0
A—oo J_ t

Para ello, se considera la primera integral

%/;[f(x +1) — f(:c+)]867zAtdt L+ L1
Donde,
I - flxz—) /_1 senAtdt’
T VU
I, = % RRACED) senAtdt,

L= [ e+t - el

T J_ t

Si sustituimos 7 = At, se obtiene

-1 —A
At
/ sen g — / senTt ir,
PV o T
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Y la integral de la derecha converge a cero cuando A — oo, de este modo Iy — 0

cuando A — oo sin embargo, puesto que g(t) = [ztt) (x;rt)

es absolutamente integrable en
—o00 < t < —1, asi por el corolario de Reimman I, — 0 cuando A — oo, finalmente
I; — 0 cuando A — oo. Esto concluye la prueba del teorema de la integral de Fourier.

O

Por otro lado, utilizando este resultado ya demostrado y de una manera algoritmica se
puede llegar a la Transformada de Fourier, procedimiento el cual tiene su desarrollo como
a continuacién se muestra:

Cabe senalar que la Integral de Fourier converge en los puntos de discontinuidad de f al
valor medio del salto, por esta razon la igualdad anterior puede ser falsa pero esto ocurre
a lo mas en finitos puntos ya que f es suave a trozos.

La integral de Fourier tiene el integrando en la variable A como una funcién Par. Por las
propiedades de las funciones pares se puede escribir equivalentemente

flz+) ‘;‘ flxz—) _ %/_Z /_0; f(&) cos Az — &)dEdA

que es la igualdad (1.14) De ahora en adelante se escribird f(x) en lugar de W
teniendo en cuenta lo anterior.

Por las propiedades de las funciones Impares es inmediato para la integral en la variable
A que,

/_OO /_00 f(&)sen Az — &)dEd\ =0 (1.16)

En consecuencia multiplicando por 5% a ambos lados de (1.16)

= /_OO /_OO F(€)sen Mz — €)dédA = 0 (1.17)

Sumando cero a la expresién (1.14), reemplazando el cero por la férmula (1,17) y reagru-

pando las integrales se obtiene

F@) == [ [ H©leosxw - &) — isenr(z — ¢)}deax

Por otra parte por la identidad de Euler se sabe que:
eMe=8) = cos ANz — &) +isen\(z — €) con A\(z — &) € R.

Obteniendo asi la version compleja de la La Integral De Fourier.

f@) =5 [ @i
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la cual se puede reescribir de la siguiente manera,

f@) =5 | Z (A / Z f(£)e“5d£) i\ (1.18)

La existencia de las integrales impropias en (1.18) permite definir la funcién en la variable
A es la Transformada De Fourier, expresion que se cité en (1.8) Nétese que introduciendo
la funcién F'(X\) en (1.18) se recupera la funcién f pues se tiene:

fla) = /w F(\)e=d)

:ﬁ .

que corresponde a la expresién (1.9) la cual es Tranformacion Inversa De Fourier.

Si se recuerda la definicién 10, la condicién para que exista F'(\) generalmente dada por:

a) [7° | f(€)]dE < oo es decir que f(€) sea absolutamente integrable en R

—00

b) f(§) posea un nimero finito de discontinuidades en cualquier intervalo finito.

Se puede inferir que la condicién (a) es una condicién suficiente pero no necesaria para la

existencia de F'(A). Observando esto con mas detalle,

/ T F(©)ede = / " 1A(©)lde < oo

oo

Lo cual implica que:

/_ F(©)e€de

[e.e]

Es absolutamente convergente, por lo tanto existe la Transformada.

Lo anterior muestra que la condicion es suficiente; con el siguiente ejemplo se muestra que
no es necesaria, para ilustrar este hecho se hallara la Transformada de Fourier de la funcion
senAot, la cual no es una funcién absolutamente integrable y para ello es necesario obtener
las transformadas de Fourier de otras funciones, comenzando por una funcion destacada
en el estudio de las EDO llamada delta de Dirac o funcién generalizada d(t), la cual
corresponde a un impulso unitario en ¢ = 0, un impulso unitario en un punto arbitrario
t = to esta dado por §(t — ty) de los cual se deduce que

/wé(t—to)dtzl

[o¢]
y finalmente, mostrando que la Transformada de Fourier de la funcion sen\gt es la suma

de dos funciones delta.
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F(6(t) = / h S(t)eMdt = M|y = 1

y se tiene la identidad

5(t) = / gy, (1.19)

=5 N
Asi, aplicando la Transformada de Fourier inversa se tiene:
1 o ) 1 &0 )
o(t) = F7H(1) = o / Le™ ™M\ = o— / e"d\
—o0 —o0

Pero como la integracién ordinaria de ffooo e~ d\ no tiene significado en este caso pues
necesariamente la Transformada Inversa de Fourier tiene que ser absolutamente integrable,
hecho que entraria en contradicciéon con la integracién ordinaria, por lo tanto esta es
una funcién simbdlica llamada funcion generalizada, de este modo se puede definir la

Transformada de Fourier de una constante. Sea A una funcién constante, asi:

FlA] = / AeMdt = 27TA2—/ e gy
_ L

o0

Ahora por la identidad (1.19) se tiene 2mAd(y) donde haciendo x =t y —\ = y se tiene

1 [

2 J_ o
Es decir F[A] = 2rAd(—)\) = 2mA6(N) porque §(N) es simétrica. Si A = 1 se tiene
F[1] = 2mo(\)

Un ejemplo relacionado a lo anterior y a una propiedad de la Transformada de Fourier es:

e "dx

Hallar la Transformada de Fourier de e*ot.

Por la propiedad de desplazamiento en la frecuencia presente en la seccién 1.7 se tiene
que F[f(t)e!] = F(X — \g) entonces,

Fle] = F[1e™'] = 216(X — \o)

Finalmente el objetivo serd hallar la Transformada de Fourier de la funcién sen\gt

1 . ,
F[sen)\ot] = F[_(el)\ot _ e—z)\ot)] .

= L 127800 = Ag) — 2760\ + Ao)]

l

= —imd(A — Xg) + im0 (A + Ao)
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Para ilustrar el uso de la Transformada de Fourier en las funciones con condiciones des-
critas con anterioridad en los incisos (a) y (b) de la definicién 10, se presenta el siguiente

ejemplo.

Obtener la Transformada de Fourier de la funcion:
fx)y=e"l a>0

Solucion:
Primero se analiza si la funcién f(z) es absolutamente integrable y ademds sea suave a
trozos o posea un numero finito de discontinuidades. Es claro que,

o
/ le= | dz < oo

— 0o
Ya que,

lim el — 0
r—+o00

Y es suave a trozos en cada intervalo de la forma [—p, p|, con p > 0.
Dado que cumple con las condiciones se puede usar directamente la definicion de Trans-

formada de Fourier.

F()\):/ e~aleleiT gy,

o

0 . o0 .
— / e—a|:c|ez)\xdx + / e—a|:c|6z)\:cdx
—00 0

0 00
— / e:c(a—i—i)\) dr + / e—:c(a—i)\x) dr
—00 0

0 e—x(a—i)\)

e:c(a—i—i)\) 0

a—+ 1A

a—1i\ |,

—00

Ahora bien dado que e™* — 0 si z — 00

2a
a? + )2

F(\) = / e~ leleiT gy —
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1.7. Propiedades de la Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier al igual que otro tipo de transformaciones integrales presen-
tan una serie de particularidades en cuanto a su uso, en este caso cuando la Transformada
es aplicada a ciertos tipos de funciones con caracteristicas muy definidas aparecen algunas
propiedades las cuales son numerosas, sin embargo se destacaran a continuaciéon aquellas
que seran de utilidad en en la comprension paulatina de conceptos los cuales converjan

en la fase final de este trabajo.

Linealidad de la Transformada de Fourier

Si Fi(A\) = Ffi(z)] y Fo(A) = F[fa(x)] y a1, az son constantes arbitrarias, entonces
F[a1f1 (LL’) + C@fg(l’)] = CL1F1 ()\) + CLQFQ()\)

Demostracion.

e}

Flay fi(x) + ax fo(w)] = / a1 f1(2) + asfo(x)]e™dx

o0

= / fi(@)e™dz + ay / folx)e™dx

= CL1F1(>\) + CLQFQ()\)

Escalonamiento de la Transformada de Fourier

Si a es una constante real entonces:

Demostracion. para a > 0 se tiene,
F(f(az)) = / flaz)edz.

Sea ax = t,dr = %, entonces,

a

1 [ ,
F(flar) =7 [ foetae
a — 0o
Puesto que la variable se puede representar por cualquier simbolo, se tiene que
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F(f(az)) = = / " fa)eede.

Para a < 0,

F(f(az)) = /_ " Ha)e™da.

haciendo el mismo cambio de variable del caso anterior, se tiene,

F(f(az)) =+ / et

oo

Puesto que la variable se puede representar por cualquier simbolo, se concluye que

F(f(ar)) = — / " f@)ernde,

O

En cuanto a esta propiedad de la Transformada de Fourier, es importante saber que la
funcién f(ax) representa la funcién f(x) contraida en la escala de tiempo por un factor a.
Andlogamente la funcién F'(2) representa la funcién F expandida en la escala de frecuencia
por el mismo factor a.

Desplazamiento en el Tiempo de la Transformada de Fourier

Sea F'(\) = F[f(x)] y a € R. La funcién f,(z) = f(x — a) se llama Desplazamiento de la

funcion f(x) Se verifica que:
P(f(z —a)] = e*F(})
Demostracion. Sea f(x) una funcién absolutamente integrable y a € R. Luego,
Fi—al= [ f-aeas

y efectuando el cambio de variable £ =  — a se tiene

Flf(z — a) = / T F©)eNErge = e / R
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Flf(z —a)] = ™ F())
0

Formula de Desplazamiento en la Frecuencia de la Transformada de Fourier

Sea F[f(x)], f(z) absolutamente integrable y a € R. Entonces:
Fle f(z)] = F(A+a)

Demostracion.

Fle"™ f(z)] = /_OO f(x)e" e dy = F(\ + a)

Transformada de una Derivada

En las aplicaciones de la Transformada de Fourier a la resolucién de las ecuaciones dife-
renciales, la propiedad fundamental es que la Transformada de la derivada de una funciéon
corresponde a la multiplicacion de la transformada de la funcién original por el factor 2.

En efecto se tiene:

Demostracion. Sea una funciéon f = f(x) derivable. Si existe la Transformada de f'(z)

entonces se tiene:
Flf'(z)] = —iAF(})

Condiciones suficientes que aseguran la existencia de esta Transformada son; por ejemplo:
f continua en R, f(x) — 0 cuando |x| — oo y f’ absolutamente integrable en (—o0, c0).

A partir de estas condiciones es facil ver que:

Ff ()] = / " fe)edr =

f(:)s)ei)‘x‘(io — (i) / f(z)e?de =0 — iAF(\)
donde se ha integrado por partes y se usa el hecho de que f(z) — 0 cuando|z| — co. O

Transformada de Derivadas de Orden Superior
Dos aplicaciones sucesivas de la formula de la propiedad anterior dan como consecuencia

que:
Flf (2)] = —iAF[f'(2)] = (—iN)*F[f(2)]
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En efecto se tiene: Sea una funcién f = f(x) que tiene derivadas suaves absolutamente
integrables hasta el orden m y todas éstas, igual que la funcién f(z) tienden a cero, cuando

|x| — +00. Se tiene:
F[f*(x)] = (—iN*F[f(2)], k=0,1,...n

Demostracion. Utilicemos induccién matematica para la demostracion de esta propiedad.
Para k = 1 se cumple como se vi6 en la propiedad 6. Supongamos que se cumple para
n==k—1
Flf*(@)] = (=N P (@)] = (=N (=id) T F[f(2)]
= (=N F[f(2)]

Teorema de Convolucion

Uno de los teoremas utilizados al momento de resolver un EDPL de segundo orden del
tipo parabdlico por medio de la Transformada de Fourier es el teorema de convolucion
En muchos problemas de representacion integral de la solucién, esta no puede ser evaluada,
pero puede transformarse en otras representaciones mas sencillas de resolver, esta situacion
surge cuando U (A, t) es producto de dos funciones de A cada una de las cuales es la
Transformada de Fourier de una funcién conocida. La pregunta que tiene como respuesta
al Teorema de Convolucién es la siguiente:

Si f(z), g(x) son funciones conocidas con transformadas de Fourier F/(\),G()\) scual es
la funcion h(zx) la cual tiene transformada de Fourier H(A) = F(AN)G(\)?

La respuesta, se encuentra en:

Teorema 5. Sean f(x),g(x), h(z) funciones suaves a trozos y absolutamente integrables

en R si:

entonces, .
ha) = [ #(©ate - )i
la funcion h(x) definida anteriormente es la convolucion de f(x) y g(x), se escribe h = fxg

Por otro lado, si en lugar de £ se introduce la variable de integracion ¢ en la expresion

¢ = x — t obtenemos:

) = [ glt)s (o vy

oo

Es decir, la convolucion es conmutativa.
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Demostracion. Para ello se utilizara la Transformada Inversa de Fourier de h(z) asi:
1 [ ,
h(z) = — H(\)e ™ d\
@) =5 [ HOe

hz) = — j/ugzr(A)c:(A)e-ikfdA

T or

Sustituyendo F'(A) por definicién se obtiene:

o) =5 [ ( | f(&)e“fc%)) GNP

Ahora como f(§) es absolutamente integrable en R y G()) es absolutamente integrable

—0o0

en R podemos aplicar el teorema de Fubbini e intercambiar el orden de integracion:

o= [~ (% | G(A)e“@-ﬂdx) e

Donde,
1 [ .
= Ne 2.
oa) = 5 [ G

O

Se puede destacar que uno de los origenes del siguiente concepto en mencion se debe a la

utilizacién constante del teorema de Convolucion.

1.8. La funcion de Green

Dado un PVI con una EDPL genérica de variables (x, t), si la solucién adquiere la expresién

integral o
u(et) = [~ 16~ € e

—(e—g)?
La funcién G(x — ,t) = \/41”?6 ‘" se llama funcién de Green asociada al PVIL. Una

caracteristica de esta funcién es que G(z — &, t) € C'™ con respecto a la variable espa-
cial, este hecho sera de mucha utilidad posteriormente. Ya que, la funcién de Green es
una expresion constante muy utilizada en la resolucion de diversos PVI asociados con la
ecuaciéon del calor no homogénea.

Ademas de ésta, otro concepto importante al momento de encontrar la solucién de una
EDP por medio de la Transformada de Fourier es la derivacién bajo el signo de la integral,
a continuacion se presenta un teorema que explica qué condiciones deben cumplir una

funcién y su derivada para que este hecho sea posible.
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1.9. Derivacion bajo el signo integral

Sea H(y) = [~ h(z,y)dz donde,
(a) h:R x (a,b) — R es absolutamente integrable respecto de x para todo y.

(b) Existe g—;‘ en R x (a,b) y es absolutamente integrable sobre todo intervalo finito.

(c) Existe g absolutamente integrable tal que }g—}y‘(z, y)‘ < lg(z)|.
entonces,
c) H es derivable
d) H'(y) = |7, Ge(x,y)da
es decir
d [~ > Oh
L e = [ P yo)e
dy J o —0 Oy

Demostracion. Sea yo € (a,b). El cociente incremental de H en yq se puede escribir como

H(y> _H(y0> o 1 /oo h(SL’,y) —h(x,yo)dx: /OO h(l’,y) _h(x7y0>d£(}

Y—Yo _y—yo —0 —o0 Y—Yo
La idea es aplicar el resultado anterior. Sea f(z,y) = W
con esto, la F' de la proposiciéon anterior resulta
H(y) — H(yo)
Fly) = ————
Y—%
es decir, se debe probar que
> 0h
lim F(y) = —(x,y)dx
Jim Fly) = | 5, @)

Luego se debe mirar si f cumple las hipdtesis:
= f:R X (a,b) — R es integrable respecto de = para todo y porque h lo es

w | f(x,y)] < |g(x)| para todo x,y con g absolutamente integrable, pues

h(!)ﬁ',y) —h(l',yo) oh
= |17 \TCyz
Y — Yo (‘9@/(:5 ve)

[f(z,y)] = < |g()]

B, y) — b, o) = ’

|y—yo|

donde ¢, , es un numero entre y, e y con lo cual: (z,¢,,) € R x (a,b).

'h(:):,y; : ZO(ZL“, )| _ 'g_Z(x, Cy)
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h(l’,y) — h’(xvy0> oh

f(:lf,y)z lim :_(Iay())
y—=Yo Y — Y Ay
para todo z. Si llamamos ¢(x) = g—Z(x, Yo) resulta integrable sobre todo intervalo

finito.

El resultado anterior nos garantiza entonces que,

a) p(z) = g—Z(:E, Yo) es absolutamente integrable.
b)
H(y)— H *°
W) = Hw) _ 0y py) = / o(a)da
Y—1Yo Y=o oo

Por lo que podemos asegurar que H es derivable en vy y que su derivada es

, > oh
H'(yo) :/ a—y(%yo)dfb’

0

El teorema que a continuacion se presenta, es fundamental en la resolucién de PVI en los

cuales se encuentra la EDP del calor no homogénea, en general se utilizara en la solucion
de las los PVI del capitulo 3.

Teorema 6. Sean las funciones f,a : R* — R donde f(z,y) es una funcién acotada e
integrable y a(x,y) una funcion absolutamente integrable entonces f(z,y)a(x,y) es abso-

lutamente integrable.

Demostracion. Por hipdtesis f(x,y) es acotada, es decir |f(z,y)| < A para algin A € RT
y ademaés ffooo la(z,y)|dz < oo Luego,
| vewetslde= [ lf@plotlde <A [ lateg)lds = 40 < oc

Por lo tanto,

/ " f (e y)ate, y)lde < oo

oo
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Capitulo 2

Conceptos de Ecuaciones

Diferenciales Parciales

En este capitulo se realiza una introduccién a los conceptos elementales de EDP, entre los
cuales estan: la definicién de una EDP, solucién y orden de una EDP, cabe senalar, que las
EDP son una extension de las EDO, ya que en relacién a las EDO se puede establecer que
la variable de estado es finito-dimensional. Por ejemplo, el movimiento de una particula en
el espacio necesita de tres variables dependientes del tiempo y para describir su dinamica
un sistema de tres ecuaciones diferenciales en la que la variable independiente es el tiempo.
Por otra parte, si se centra en las EDP se encuentra que la variable de estado es infinito-
dimensional, por ejemplo, la temperatura de un cuerpo sélido, en los que la temperatura
en cada uno de los puntos de ese medio continuo constituye una variable o incognita del

sistema.

Las EDP se clasifican en dos tipos principales: las lineales y no lineales, y la mayoria
de problemas fisicos son modelados por estas ultimas. Ademéas su clasificacién inclusive

puede variar dependiendo del orden y sus variables.

El problema objeto de las EDP es el estudio de soluciones y por solucion de una EDP se
entiende una funcién u teniendo todas las derivadas parciales que ocurren en la EDP y que
cuando se sustituye en la ecuacién la reducen a una identidad en todas las variables. Las
soluciones se pueden clasificar como en el tratamiento de las EDO en soluciones genera-
les y soluciones particulares. Para la determinacién de soluciones particulares se requiere
de condiciones auxiliares las cuales constituyen las llamadas las condiciones iniciales y

las condiciones de frontera en esta forma el problema de las EDP consiste en hallar las
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soluciones bajo las condiciones iniciales y de frontera, obteniendo asi los problemas de
frontera o problemas de valores iniciales que se restringen a tres situaciones: la existencia
de soluciones, la unicidad de soluciones y la estabilidad de la soluciéon. Para la determi-
nacion de una solucién particular se usan las condiciones iniciales o de frontera que se
pueden ser: las condiciones de Cauchy, de Dirichlet, de Neumman y de Robin; en cuanto
a la primera se desean soluciones donde las funciones desconocidas y posiblemente sus de-
rivadas u;, donde 0 < ¢ < oo son predeterminadas en la frontera cuando ¢ = 0. Este tipo
de soluciones son catalogadas como condiciones iniciales. Para un mayor acercamiento al
desarrollo trabajo este tendra como consideraciones el estudio de las condiciones iniciales
o de Cauchy para intervalos infinitos, ademas de la existencia y unicidad de la solucién

u(z,t). Estos conceptos pueden consultarse en los textos referenciados por [4], [6], [7], [11]

y [8].

2.1. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Definicién 10. Una ecuacion diferencial parcial de una funcion u(xy, s, ...) €s una igual-
dad de la forma:

F (21, Toy ooty Ugy s Ugyy oo Uiy g s Uy s --) = O (2.1)

donde u,, representa la derivada parcial de u con respecto a la variable independiente x;,
asi F' es una funcion que depende de las variables independientes x1, xs, ... y de una fun-
cion(o variable dependiente) desconocida u, junto con un nimero finito de sus derivadas

parciales.

Una funcién u(xy, z,...) es solucién de (2,1), si en alguna regién del espacio de sus va-
riables independientes, la funcién y sus derivadas satisfacen la ecuacién idénticamente en
x1,T,.... Una EDP es de orden n, si las derivadas de mayor orden que ocurren en F
son de orden n. Decimos que una EDP es lineal, si es lineal en la funciéon desconocida y
en cada una de sus derivadas. Una ecuacién que no satisface esta condicién se llama no

lineal.

2.1.1. Ecuacién Diferencial Parcial Lineal de segundo orden
Una EDPL de segundo orden es un operador lineal dado que tiene la siguiente forma:
Au=f
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Donde A es el operador lineal, v y f son funciones que dependen de dos variables. Si
f = 0 es una ecuacién lineal homogénea de lo contrario se dice no homogénea, se puede

evidenciar de este hecho se da de la siguiente manera

La expresién general de una EDPL de segundo orden en dos variables independientes
sobre un conjunto €2 del plano es una igualdad que puede ser expresada de la siguiente
forma

AUy + DUgy + cuyy + huy + kuy +eu+ f =0 (2.2)

Donde los coeficientes a, b, ¢, h, k, e, f: son funciones de dos variables z y y donde a?+ b +
c? # 0 sobre Q.

De este modo, dados los operadores de derivacién parcial %,8%,..., estos sean reemplazados
por Dy,D, ... D;donder =1, 2, 3... es un operador lineal entonces la EDPL de segundo

orden se puede escribir como:
A =aD}+bDDy+ D3+ hD; + kDy + ¢

luego por un teorema basico de la teoria del Anélisis Funcional se tiene que la suma de

operadores lineales es lineal, entonces A es lineal.

Una propiedad importante al momento de resolver una EDPL se da a continuacién

2.1.2. Principio de Superposicién de Soluciones

Sean las funciones fi, fo,..., fn v ¢1,Co,...,c, constantes. Si A es un operador lineal,
y si uq,us,...,u, son respectivamente soluciones de las ecuaciones Au; = fi, Aus =
fa, ..., Au, = f,, entonces u = cju; + cous + ... + c,u, es una solucién de la ecuacién

Au = lel + Cng + ...+ Cnfn asi

Au = A(cuy + coug + ... + cpuy) = cAug + coAus + ... + ¢, Auy,

=cafitcfot..+enfn

y se presentan de acuerdo a este principio dos particularidades:

= Siug,Us, ..., U, son soluciones de una EDPL homogénea Au = 0, y si ¢, ¢o, ..., ¢, sOn

constantes, entonces ciuq + catg + ... + ¢ u, es también una solucién de la ecuacion.
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= Si u es una soluciéon de Av = f y v es una soluciéon de Av = 0, entonces w = u + v

es una solucion de Aw = f

2.1.3. EDPL de Segundo Orden de Tipo Parabdlico

Una EDPL de segundo orden en dos variables independientes sobre un punto (z;,y;) de

un conjunto € tiene la forma.

AUgy + DUy + clyy + du, + fu =G

donde a, b, ..., G pueden depender de x y y pero no de u. Por tal razén de la naturaleza de
las soluciones de la anterior ecuacién, las EDP se clasifican frecuentemente como eliptica,

parabdlica e hiperbdlica, segtin el valor del discriminante b? — 4ac, es decir:

» > —4ac < 0 EDP del tipo eliptica
» > —4ac = 0 EDP del tipo parabdlica

» > —4ac > 0 EDP del tipo hiperbélica.

y es parabdlica en dicho punto si cumple con la segunda condicién y es parabdlica en €2
si para todo punto del dominio se cumple esta condicién.

Las EDP del tipo parabdlico se obtienen al investigar fenémenos tales como la conducti-
vidad térmica, difusion de particulas, propagacion del campo electromagnético en medios
conductores, entre otros.

Una de las situaciones clasicas en las que intervienen EDP parabdlicas, es en la teoria de
la conduccion del calor que habla sobre la temperatura en cada uno de los puntos de un
medio continuo lo que constituye una variable o incognita del sistema el cual lo representa
la EDP con condiciones iniciales. Por otra parte es homogénea cuando G(z,y) = 0, en el
caso de que G(z,y) # 0 se dice no homogénea.

El trabajo se centrard en el estudio de las siguientes EDPL de segundo orden de tipo

Parabdlico del siguiente tipo:

wp = kg, + alx, t)u,
up = kg, + q(z,t)
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El problema tipico es encontrar una solucién de la ecuacion diferencial, la cual satisfaga

ciertas condiciones auxiliares, estas seran condiciones lineales, es decir, de la forma:

Bu=g

Donde B es un operador lineal y g es una funcién dada. Las condiciones auxiliares linea-
les pueden ser también homogéneas (¢ = 0) o no homogéneas (g # 0). Como ejemplo

consideremos el siguiente PVI.

Up = Ugy, si|x| <oo,t>0
u(x,0) = f(x), si|z]|<oo,t=0

La primera es la EDP y la segunda es la condiciéon auxiliar o también llamada condicion
inicial. Generalmente, estos problemas unidimensionales en donde el dominio del espacio
es no acotado, se llaman problemas en dominios infinitos; el PVI anterior describe la
conduccién de calor en una varilla infinita,el método de solucién adecuado para este tipo

de casos es la Transformada de Fourier.

2.2. La Transformada de Fourier y su aplicacién a la

Ecuacion del Calor

La Transformada de Fourier es un medio muy importante para la soluciéon de una EDP,
y en el que se aplican sus diferentes propiedades para poder dar solucion. Especialmente
abarca una EDP de gran estudio dentro de la historia del andlisis de Fourier como lo es:
la Ecuacion del Calor.

Por otra parte, hay que tener en cuenta en que consiste la ecuacion del calor. Cuando
se estudia el flujo de calor en cuerpos térmicamente conductores, se encuentra un tipo
de problema completamente diferente, que conduce también a una ecuacién en derivadas
parciales. En el interior de un cuerpo en el que esta fluyendo calor de una zona a otra, la
temperatura varia en general de un punto a otro en todo instante, y también varia con
el tiempo en cada punto. Asi pues, la temperatura u es una funcién de las coordenadas
espaciales x, y, z y del tiempo ¢, digamos u = u(z, y, z,t). La forma precisa de esta funcién
depende, claro estd, de la forma del cuerpo, de las caracteristicas térmicas del material, de
la distribucién inicial de temperatura y de las condiciones mantenidas sobre la superficie

del cuerpo. Fourier analizo este problema en su clasico tratado de 1822, Théorie Analytique

50



de la Chaleur. Utilizo principios fisicos para probar que la temperatura u debe satisfacer
la ecuacion del calor

k(ux:c + Uy + uzz) = Uy,

La cual se conoce con el nombre de ecuacidén del calor tridimensional. De acuerdo a lo
anterior encontramos a la Transformada de Fourier frente al problema de valor inicial

asociado a la ecuacion del calor unidimensional dado por:

Uy = klyy, si|z] < oo, t>0

u— 0, si|z| = o0, t >0

u(x,0) = f(z), silz|<oo,t=0
Donde |z| < oo denota el eje real. La constante k£ > 0 representa un coeficiente de difusion,
u(x,t) (la incégnita) es la concentracién de una especie quimica y f(x) (dato inicial) es
la concentracién de la sustancia presente inicialmente. La condicién limite en el infinito
(u — 0 cuando |z| — +00) se interpreta como una condicién de decaimiento en el infinito,
mateméaticamente expuesto en el capitulo (1) bajo el nombre de lema.
Tenemos, por tanto, un proceso de difusién en un dominio infinito. La técnica adecuada

para su tratamiento es la técnica de la Transformada de Fourier.

2.2.1. Solucién al problema de la ecuacién del calor

Considere el PVI presentado en la seccién anterior Se requiere que f(x) sea suave a trozos
en un intervalo finito y absolutamente integrable en R. Ahora se supone que este problema,
tiene una solucién u(z,t) y que ademds es absolutamente integrable,

Entonces para cada t > 0, u(x,t) es una funcién suave de z, y utilizando la Transformada

de Fourier se tiene:

u(z,t) = 2i / U\ t)e " d),

a 00

U()\,t):/ u(z, t)e™ dx

[e.9]

Derivando con respecto a t, asumiendo que la derivacion se la realiza bajo el signo de la

integral y aplicando la propiedad de linealidad, presente en la seccién 1.7, se obtiene:

%—Ii :/ ut(:c,t)ei’\xdx:/ Ktige (z,)e™ dx
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aplicando la propiedad para derivadas de orden superior de la Transformada de Fourier,

expuesta en la seccién 1.7, se tiene la siguiente EDO

U )
U 2.
5 = A\ t>0 (2.3)

y como t — 0 en la EDO anterior tenemos por la condicién inicial:

U(X0) = /_ h f(x)e™dr = F(\)

resolviendo la EDO (2.3) se tiene:
UAt)=Ce M >0, (2.4)
donde C puede ser C' = F'()\),es decir:
U\ t) = F(\)e M* (2.5)

y asi la solucién del PVI es:

™

1 [~ , 1 [~ ,

u(z,t) = — / U\ 1)e™d\ = — / N E(N)e M dA

2r J_ o 21 J_

es posible ahora aplicar el teorema de convolucién presente también en la seccién 1.7, si
encontramos una funcién w(z, t) la cual tiene como Transformada de Fourier con respecto

axa
WA t) = e Nkt
entonces podemos escribir la igualdad (2.5) como:
U\ t) = F(NW (A1),

y concluyendo por el teorema de convolucion que:

ule,t) = / " H(©wlr— €. tyde

donde,

’UJ(ZZI',t) = %/ W()\, t)e_”‘td)\ = %/ e—)\2kte—2)\md)\

—00

_ i = e—)\zkt(

coSAT + isenAz)dA
2w

— 00
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A2kt

Separando la parte real de la imaginaria se observa que e~ es una funciéon par con

A2kt

respecto a A y senAx es una funcion impar, tenemos que e~ **senx es un funcién impar

de .

Por tanto
/ e M sendzd\ = 0

—\2kt

teniendo en cuenta que e cosA\x es una funcién par de A

1 [ 1 [
w(z, t) = / e eoshy = —/ e M eosAzd\
0

2 7r

—00

y sea la variable A = ﬁ & d\ = \C/% y se obtiene:

I(n) = / e cospzdz
0
de esto,
dr —d [~
dp dp Jo
e integrando por partes la integral de esta ultima expresiéon se tiene

[e.e]

52 _ .2

e ? cosuzdz:/ —ze * senuzdz
0

S 2

—z2 0o —z _
- |-£ senjiz —i—/ ‘ pcospzdz = —'u[(,u)
2 . 0o 2 2
es decir,
dl  —p
Rl o
2 (1)

luego resolviendo este EDO se obtiene:
2
I(p) = Ce™+
evaluando C' cuando p = 0 y usando el valor conocido

1(0) = / e dz = g entonces ¢ = ?
0

asi,



Para cada t fijo, esta funcién es suave y absolutamente integrable en R, en consecuencia
si se asume que f(x) es suave a trozos y absolutamente integrable en R entonces puede

aplicarse el teorema de convoluciéon para obtener

u(a, 1) = @ / &) de.

De este modo se se encuentra la funciéon u. Es oportuno destacar que esta funcion es la

solucién clasica de este PVI con condicién inicial de tipo Cauchy.

Hasta ahora se ha evidenciado el proceso a seguir para la ecuacién del calor homogénea,
con condicion inicial no homogénea. Pero ;que tratamiento tendréa el PVI que se compone
de la ecuacién del calor no homogénea con condicién inicial homogénea 7. La respuesta al

anterior planteamiento se encuentra en siguiente concepto.

2.3. El Principio de Duhamel

Es menester citar el siguiente lema para la demostracion del teorema relacionado con el

principio de Duhamel.

Lema 3. Dada una funcion g(t,s) tal que g(t,s) y gi(t,s) son continuas, se cumple que

%(/O g(t; 7)dr) :g(t,t)+/0 gi(t; T)dr

Demostracion. Se define G(r,y) = foy g(r,7)dT y se nota que,

t
/ o(t: 7)dr = Gt 1),
0
Ademas,

Gr(ny)zfoygr(r;f)df y o Gylry) =g(ry)

Ahora como,

d t
EG(t t) = Gr(t> t) + Gy(t> t) = Gr(t> y)|r=t;y:t + Gy(t> y)|r=t;y:t = / gt(t; T)dT + g(t> t)
0

O
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EL principio que a continuacién se presenta es un método general para la obtencion de
soluciones a las ecuaciones de EDPL no homogéneas relacionadas con la ecuacion del
calor, la esencia de este radica en la posibilidad de pasar de las soluciones de un PVI a

las soluciones del problema no homogéneo.

Teorema 7. Principio de Duhamel Sea h(x,t) una funcion C* y para cada T > 0 consi-

deremos el siguiente problema
we(x, 6 7) = wee (2,8, 7),  si|x] <00, t>T
u(z,t;7) = h(x, 1), st |z| < oo

entonces la unica solucion de

up — kg, = h(z,t), silr]<oo,0<t<T
u(z,0) =0, si |z < o0

estd dada por la formula

u(z, t) = /Ot’w(:lf,t;T)dT

Demostracidn. como u(zx,0) = foo w(0,0;0)dr = 0. Donde,
a t
up = a(/o w(z, t;7)dr)
t
=w(z,t;t) + / wy(x, t;7)dT esto, por el lema anterior

0

t
= h(z,t) + / kwy,(z,t; 7)dT por definicién de  w(z,t;7)

0

2

t
= h(z,t) + k‘%(/ w(x, t;7)dT) por derivacién bajo el signo de la integral
= Jo

= h(x,t) + kug(x,t).

Es decir,

ug(x,t) — kug,(z,t) = h(x,t).

55



Su aplicacién en la ecuacién del calor no homogénea se da de la siguiente manera, por

ejemplo hallar la solucion de
up — kg = h(z,t), silz| <oo,t>0
u(x,0) =0, si x| <oo,t=0

Segtn este principio, la solucién viene dada por

u(z, t) = /Ot’w(:lf,t;T)dT

donde w(x,t;7) es la solucién de

wy(x,t;7) = kwee(x,t;7), si|x| <oo,t>T1

u(z, ;1) = h(x,7), si|z] <oo,t=r7
Y siguiendo un proceso similar, a la presentacion de la solucién de la ecuacion del calor
homogénea citada en la anterior seccion, se aplica el Teorema de convolucién, obteniendo

asi

UJ(I’,t,’T) = / h(y,’T)(I)(ZIZ' -y, t— T)dya |ZI§'| <oo,t>T

o

Y donde la funcién @ es la funcién de Green asociada al PVI presentado en (2.6),

Asi las cosas, se tiene que,

t 00
u(z,t) = / / h(y, 7)®(x — y,t — 7)dydr. |z] < o0o,t>0
0 J—oo
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Capitulo 3

Solucién de las EDPL de segundo

orden de tipo parabdlico.

En este capitulo se mostrara la importancia de las propiedades de la Transformada de
Fourier en la solucién de las EDPL de Segundo orden de Tipo Parabdlico, cuyo fundamento
es convertir una EDP en una EDO. Ademads, es necesario mostrar las condiciones que
deben cumplir las funciones que conforman la EDPL, del tal forma que tenga sentido
la aplicacién de la Transformada de Fourier; es necesario resaltar que este capitulo se
compone de tres secciones y en cada una de las cuales se presentan las ecuaciones del calor
no homogéneas y también las formas de solucién de las mismas, siendo estas soluciones
diversas, es decir, en las ecuaciones presentadas en las secciones (3.1) (3.2) y (3.3) utilizan
una forma distinta de solucién en cada caso, siendo importante en la seccién (3.3) la
aplicacion del Principio de Duhamel. A su vez la solucién del PVI de la seccién (3.3)
pertenece a la fase final del trabajo y como resultado se presentan las condiciones que
cumplen ciertas funciones presentes en este PVI, todas ellas consignadas en un teorema

que permite con mayor claridad la manera de solucién del mismo.

Para un mayor acercamiento al desarrollo del trabajo, este tendrd como consideraciones
que la solucién u(z,t) es clasica y las condiciones presentes en los PVI de cada seccién
pertenecen a las condiciones iniciales o de Cauchy, ademas de que se asegura la existencia
y unicidad de la solucién u(z, t) los cuales son factores determinantes al momento de tener

una aproximacién a la forma de la funcion u(zx,t).
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3.1. Ecuacion del calor no homogénea con termino
q(z, 1)

Considere el siguiente PVI con condicién inicial de tipo Cauchy, donde es necesario que
la funcién g(x,t) sea absolutamente integrable y f(z) sea suave a trozos y absolutamente

integrable para efectos de su solucion, entonces para

up = kg, + q(z,t), silz| <oo,t>0
u(x,0) = f(x), si x| <oo,t=0

Se aplica la Transformada de Fourier a ambos lados de la EDPL y se tiene:

/ ute"md:)s:/ kume"“d:)ﬂ—/ q(z,t)e™dx

[e.e] [e.e] —00

Luego por la propiedad de la derivada presente en la seccion 1.7 se obtiene:

du

= = (CIARU + Q1)

Donde Q(A,t) es la Transformada de Fourier de la funcién ¢(x,t). La expresién anterior

representa una EDO lineal no homogénea

% + N2kU = Q(\, 1) (3.1)

cuya solucién general se compone de la suma de las soluciones homogénea y no homogénea
respectivamente.

Para la homogénea se tiene la solucion,

U t) = ce” S ARt — co=VF 0 c R

Para la ecuacién no homogénea se aplica el método de la variacion de las constantes:

U, t) = c(t)e MH (3.2)

Ahora derivamos U con respecto a t

% = (e NM = Nke(t)e N (3.3)

Reemplazando (3.3) en (3.1), se obtiene,
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¢ () e ™" — Xke()e N 4 Nhe(t)e ™ H = Q(A, 1)

de donde,

d(t) = QN t)eN

Ahora se puede integrar a ambos lados de la igualdad como se sigue

/Ot d(r)dr = /Ot QN )N dr

asi

() — ¢(0) = /0 QN )N dr

o(r) = /0 QN )eM*dr + ¢(0)

Luego para determinar ¢(0) necesitamos de la condicién inicial

u(x,0) = f(x)

igualdad la cual también esta presente con sus respectivas Transformadas de Fourier, de

este modo
U(A0)=F()\)

Asi tomando t =0
UM 0)=c(0) = F())

Por lo tanto,

t
U\ 1) = e MH / QA T)eMdr + F(X)e MH
0

Agrupando términos

t
U\ t) = / QN 1)e M dr 4 P(X)e N
0

A partir de la convolucion que se encuentre en la seccién 1.7 obtenemos la solucién general
u(x,t) de la siguiente forma: Para el primer término del anterior expresion, se sabe que la

funcién Q(A, t) es la Transformada de Fourier de ¢(z,t) y que la funcién ekt tiene como

. ., G . .,
Transformada de Fourier a la funcién \/ﬁe Tt ,proceso que tiene su fundamentaciéon

—)\zk(t—T)

tedrica en seccion 2.2.1, por lo tanto la funcién e tiene como Transformada de
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. —(@=8)>2
Fourier a ﬁe k(=7 ; para el segundo término la tnica salvedad que se hace es que
vy —T

F(\) es la Transformada de Fourier de f(z). Asi las cosas aplicando convolucién se tiene

3.2. Ecuacion del calor no homogénea con termino

o 1
/—oo 761 Amk(t —7')6 e T) &

au,

Considérese el siguiente PVI de condicion inicial de tipo Cauchy, donde a es una constante
y u absolutamente integrable y f(z) es suave a trozos y absolutamente integrable, entonces

para

Uy = kg, + aug, si|zr| <oo,t>0,a R
u(z,0) = f(z), si|x] <oo,t=0

Se aplica la Transformada de Fourier a ambos lados de la EDPL y se tiene:

o0 (o] [o¢]
/ u e dy = / kug e dr + / auze™Ndx
— 0o — 0o — 0o

Luego por la propiedad de la derivada presente en la seccion 1.7 se obtiene:

% = (—i\)?kU + a(—i\)U

La cual representa una EDP lineal homogénea

d
d—[i + U (kN + ai)) =0

Cuya solucién viene dada por
U()\, t) _ ae—f(k)\2+ai)\)dt

Por otro lado por la condicién inicial se tiene a = F'()\), de esta manera

U()\, t) _ F(}\)e—(kA2+ai)\)t

Seguidamente el objetivo es encontrar la Transformada Inversa de Fourier de las siguientes
funciones, puesto que de este modo es factible aplicar el teorema de convolucién que se

encuentra en la seccion 1.7
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H(\) = e*OF(N) y G(A) = e™FX

Se puede observar que la funcién G(\) tiene su Transformada de Fourier, la cual ya
es conocida; en cambio para la funcién H(A) su Transformada de Fourier no lo es, sin
embargo es posible encontrarla al aplicar la propiedad de desplazamiento en la frecuencia

o de traslacion, presente en la seccién 1.7, obteniendo,

FHM) = FACD PO = f(a+ at)

Por otro lado

_ 11 —)2 1 —a?
F 1[G()\)] =F 1[6 kA t] = 7—47%156 akt

Por 1ltimo aplicando convolucién, la solucion se da de la siguiente manera

1 & —(ztat—6)2
uat) = o | soe

En las anteriores secciones se ha evidenciado la necesidad de establecer algunas parti-
cularidades a las funciones que conformaban los PVI anteriores, siguiendo con el mismo
procedimiento para el PVI citado en la siguiente seccién se induce a formular un resultado

el cual es un Teorema que se presenta a continuacion.

3.3. Ecuacion del calor no homogénea con termino
a(x, t)uy

Teorema 8. Sean las funciones u,u,, a : R?* — R tales que u,u, son absolutamente inte-
grables, w € C™ y a,a¢ acotadas e integrables. Si f(x) es suave a trozos y absolutamente

integrable, entonces el PVI

= kug, + LT ' <oo,t=0,t>0
{ut u a(z,t)u st |z| < o0 (3.4)

u(z,0) = f(x), si|x] <oo,t=0

tiene como solucion a la funcion
= h G(r— — [ Glr—&,t— Ge(x—¢&,t— d.
wat) = [ 1O~ [ [ a6 066 1=t aleGela—€ t=rulde
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Demostracion. Puesto que a(x,t) es una funcién acotada e integrable y como u,(x,t) es

una funcion absolutamente integrable, entonces por teorema 6, se tiene que

/ la(z, t)u,| dx < oo,

—0o0
y a(x,t)u, es una funcién suave a trozos porque u € C°° Ahora tenemos que resolver dos

problemas los cuales se derivan de nuestro PVI (3.4), estos se presentan a continuacién:

vy — kv =0, x| <oo,t>0
(3.5)
v(z,0) = f(z), [z]<oo, t=0
Wy — kwey = a(x, t)w,, |z] < oo, t >0 (3.6)
w(z,0) =0, |z] < o0, t=0

La solucién de ambos problemas determina la solucién de (3.4); claramente basados en
el principio de superposicién,asi v = v + w. El problema (3.5) tiene como solucién a la
solucién de la ecuacién del calor homogénea, pero para resolver el problema (3.6), se hace

uso del principio de Duhamel y considerando el problema,

{ we(x, ;7)) = kwgy (2, t;7), (3.7)

w(z, t;7) = a(x, t)u,, {t =1},

y por la hipétesis del principio de Duhamel, para que este problema (3.7) tenga sentido
necesariamente a(x, t)u, tiene que ser suave a trozos en un intervalo finito y absolutamente
integrable en R, es decir, que a(x,t)u, € C?

Asi la tnica solucién de (3.7) esta dada por la expresion:

w(z,t;7) = /_OO a(§, tue(&, 7)G(x — &t —7)dE (3.8)

oo

Integrando (3.8) con respecto a T, se encuentra que la solucién del problema (3.6) es

w(a ) = /0 et 7)dr

de manera que la solucién al problema (3.4) es:

ule,t) = / T HOG( — £ t)de + /0 t / T ale 6,1 C e — €t — Tdedr (3.9)
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En cuanto al primer integrando correspondiente a la segunda integral de (3.9), se puede
evidenciar que la derivada esta presente en la funcién u, sin embargo esta no es la forma
adecuada de presentacién, pues el objetivo es que la derivada pase bien sea a la funcion
a(&,t) o ala funcion G(z — &, t — 7) que acompafian a la funcién ug y es por tal razén que

se considera la integral,

/ma@JWd&ﬂG@—£J—TM£

—00

Donde es necesario integrar por partes, siendo w = a(§,t)G(x—¢,t—7), dv = ug, entonces
dw = aeG + aGe,v = u

= CL(&, t)G(LL’ - gvt - T)u‘iooo - ffooo [a(gv t)gG(LL’ - 57 t— T>u + a(gv t>G£u]d£
De este modo,

/fa@iMd&ﬂG@—&J—fms:mawau—at—ﬂmaﬂﬁ;

[e.e]

—[%waﬂ%@wG@—at—ﬂ%

oo

-/ T u(,T)alE )Gl — €.t — )

oo

y puesto que, lo que se desea saber es si la integral del lado izquierdo de la igualdad es
finita, para ello se toma el primer termino del lado derecho de la anterior igualdad, de

donde se puede apreciar que

1 —@=?
lfm Gz — &t —7) = lfm ———— @t =
E—too E—doo 47-(-]{;([‘/ — 7—)

Ademéds, a(&)u(&, 7) es absolutamente integrable, por el teorema 5, entonces cuando £ —
+oo se tiene que a(&)u(§, 7) — 0, de esta forma a(§)u(&, 7)G(x —&,t — T)‘iooo = 0 cuando
& — Fo0.

Entonces,

| alevuete Gl — g —mde = - [ e maele 06 - -

— 00 — 00

-/ T u(T)alE )Gl — €.t — )

oo
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y para la primera integral,

| ate e Gl - &0 - rag (3.10)

el objetivo es el mismo: probar que (3.10) es finita de la siguiente manera.
Se sabe que G(z — &, t — 7) es integrable, y puesto que a¢(§) es acotada y por tanto no

tendra comportamiento exponencial en R asi que se puede garantizar que,

lim ag(§,t)G(z — &t —1) =0,

E—Fo0

en consecuencia,

/00 [u(é, m)ag(§,t)G(x — &t —7)|dE = A < o0 para algin A € R

o

y para

/00 u(é,m)a(&, t)Ge(x — &t — 7)dE (3.11)

—00
lo primero que se debe tener en cuenta es que a(&,t)u(, T) es absolutamente integrable

por teorema 5, pero

00 00 g_ T —(z—)?
Ge(x — &t —1)|d :/ ‘ e =) |d,
/—oo Gelr=¢ I oo |2k(t — T)\/ATk(t — T) .
o 1 E—x —@=9?
e 4k(t—7) d
/_oo 2k\/m(t — 7) | \/4k(t — T) ¢

realizando el cambio de variable n = fk_(j_ ) ;dn = \/4]:@—_)0[5 se tiene,

/ e |dn = 2/ ne dn = —e " |¥=1

oo oo

asi,

& o 1 - —n? _ ;
[ esta—ee=nte= [ s [ e = 5

es decir, G¢(x — &, t — 7) es absolutamente integrable con respecto a la variable espacial,
por tanto no se puede garantizar que la integral (3.11) sea finita puesto que no se puede
aplicar el teorema 5 a las funciones u(&, 7)a(§,t) y Ge(z — £, t — 7) porque ambas son

absolutamente integrables. Por otro lado utilizando el hecho presentado anteriormente,
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como Ge¢(zr — &,t — 7) es absolutamente integrable con respecto a la variable x entonces
la funcién es también acotada con respecto a la misma variable, es decir,
|Ge(x — &,t — T)| < M para todo x € R ; M € RT Empleando ese hecho se obtiene la

siguiente desigualdad

/ " ule, P)ale, ) Cele — .t — 7)|dE < M / " Jule ra(e, 1)]de

oo

finalmente, se conoce que u(§, 7) es absolutamente integrable por hipdtesis y que a(&,t)
es acotada, entonces aplicando el teorema 5 para el producto de estas dos funciones, se

tiene que

/ lu(&, m)a(é,t)|dE = F < oo para algiin F € Rt

—00

o0 sea,

M /_ (e, T)a(é, t)|de < ME.

por tanto, usando los hechos presentados con anterioridad se puede establecer que

/ " Ja(€, Duel€. )G — €.t — 7)|de

o0

— [ laele 06 — €t — 7+ al€.0Gelw - &t = )l

luego,
< / lae(&, )Gl — &1 — T)ulde + / a(6,0)Ge(z — €.t — 7)ulde
<A+ ME
es decir,

/OO (&, t)ue (&, 7)G(x — £t —7)|dé < A+ ME

[e.e]

por lo tanto es absolutamente integrable y en consecuencia integrable, finalmente, la

integral )
/0 | ate.ucle.n6te - .t - rde,

existe y es finita porque 7 estd variando en el intervalo [0, ¢], asf las cosas u(z,t) se puede

escribir correctamente en la forma que se presenta a continuacién
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ula, 1) = / T OG- 1) / / " lag(6.)Ga— €.t — TYu-tal€, )Ce(x— €.t — r)ulde

0
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Conclusiones

= Si bien es cierto que este trabajo es de tipo monografico, cabe senalar que el trata-
miento y valor que se le dio a cada uno de los conceptos pertinentes en su consecuciéon
los cuales convergen en un resultado final de tipo tedrico el cual es producto de la
riqueza conceptual adquirida por parte de sus autores y que permite al lector com-
prender de una mejor manera la metodologia y aplicabilidad de la Transformada de
Fourier sobre Ecuaciones Diferenciales Parciales Lineales de tipo parabdlico, ya que
se ha profundizado en ella, se dieron a conocer las pruebas de una manera minu-
ciosa para finalmente entender el tratamiento que se ha hecho sobre la ecuacién de

estudio.

= Una de las limitaciones dentro de la consecucién del trabajo fue la resoluciéon de
la EDPL con termino a(z,t)u,(x,t), puesto que al resolver los dos problemas de
valor inicial como lo fueron las ecuaciones del calor no homogéneas con término
q(z,t) y aug(z,t), con a constante, respectivamente tuvieron tratamiento analitico
unicamente con la Transformada de Fourier y sus propiedades, las cuales fueron
accesibles, en cambio la primera ecuaciéon no tuvo el mismo tratamiento ya que no
era suficiente la aplicacion de la Transformada, sino que se recorrié a un concepto
mucho mas fuerte, el cual nos permitié encontrar la forma de la solucién de la funcién

u(z,t) que es el principio de Duhamel.
De los aportes que se consiguié con la realizacién del este trabajo fueron:

= La recopilacion y organizacion conceptual de varios elementos tedricos los cuales
fueron propicios para el desarrollo del trabajo permitiendo su comprensién paulatina

de una manera sencilla de entender.

= A partir de nuestras fuentes bibliograficas se pudo establecer y consolidar el teorema

8 el cual fue el objetivo del trabajo.
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Quedan atn como cuestiones inquietantes para la ampliacién del mismo:

= El no considerar la integrabilidad absoluta de las funciones presentes en el teorema
8 que requieran esta condicion para que la Transformada de Fourier exista y si es
posible la aplicacion de esta transformada integral ; que condiciones deberian cumplir
las funciones involucradas en este teorema para que se pueda hallar la forma de la

solucién u(z,t) en tal caso?

= Otro aspecto y creemos es el mas enriquecedor desde el punto de vista académico
es el plantear la posibilidad de anadir una funcién no lineal al PVI presente en la
seccién (3.3) lo cual implicarfa un estudio concienzudo de la teorfa de Ecuaciones
Diferenciales Parciales no Lineales y profundizar aun més en la teoria del andlisis

de Fourier.

= Es claro que se trabajé con Ecuaciones Diferenciales Parciales Lineales de segundo
orden de tipo parabdlico y la Transformada de Fourier de manera unidimensional,
es menester que se indague en la posibilidad de extrapolar estos hechos en R". Y en
ese caso jcomo seria la forma de solucién, qué condiciones cambiarian y cuales se
conservarian con respecto al trabajo ya realizado en el capitulo 3, sobretodo cuando

nos referimos al teorema 87
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