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Presentacion

Los nimeros complejos fueron conocidos inicialmente en los trabajos de G. Cardano y Bombelli rela-
cionados con el calculo de las raices de la ecuacion de tercer grado hacia la mitad del siglo XV I. Un
avance en la comprensién del concepto de niimero complejo, tanto constante como variable, se logra hacia
mediados del siglo XV III y esta relacionado con nombres tales como D’Alembert, J. Bernoulli, L. Euler
v G. Leibnitz. Sin embargo, tales logros no fueron significativos; tanto asi que en 1702 Leibnitz escribia:
”Los nimeros imaginarios son un hermoso y maravilloso refugio del espiritu divino, casi como la dualidad
entre la existencia y la no existencia”.

Los primeros tratados sistematicos del analisis complejo se encuentran en los trabajos de Agustin Cauchy
del ano 1825, esencialente en ”Memorias sobre las integrales definidas tomadas entre limites imagina-
rios”punto de referencia para el estudio de las integrales curvilineas en el cual se introduce el concepto
de ”variacién continua de una curva’que en la actualidad se conoce como homotopia.

Complementariamente estdn los trabajos de Bernard Riemann quien introduce el concepto de deriva-
bilidad en el sentido complejo y temas tales como prolongacién de funciones armonicas y de prolongaciéon
analitica y finalmente los trabajos de Karl Weierstrass, quien realizé una fundamentacién rigurosa de
la teorfa, independiente de la intuicién geométrica, utilizando el concepto béasico de funcién analitica a
través de la representacién local de una funcién en serie de potencias.

La teoria de las funciones analiticas es una de las dreas de la matematica que posee diversas aplica-
ciones en diferentes disciplinas aplicadas y tedricas. Circuitos eléctricos, sistemas vibratorios, conduccién
de calor y mecénica de fluidos son algunos de los campos en los cuales esta teoria ayuda a su comprensién
y estudio. Algunas de las técnicas utilizadas en diferentes ciencias tienen su fundamento en la teoria de
funciones de variable compleja y por ello en la estructura curricular de programas tales como: Ingenieria
eléctrica, Ingenieria electrénica, Fisica y Matematicas, se desarrolla un curso en esta rama de las Ma-
tematicas que permite a sus estudiantes adquirir los conocimientos basicos de la misma y las competencias
necesarias para resolver problemas atinentes a ellos.

Este trabajo tiene como propdsito presentar los aspectos introductorios de las funciones de variable
compleja para que sirva como texto orientador de los académicos interesados en este tema y, en particu-
lar, de los cursos que sobre esta area se ofrecen en los Programas de: Licenciatura en Matemaéticas, Fisica
y, parcialmente, Ingenieria Electrénica de la Universidad de Narino.

El desarrollo del texto se realiza en siete capitulos, cada uno de los cuales presenta la teoria necesa-
ria para una lectura autocontenida de los mismos. A través del desarrollo de cada capitulo se presentan
ejemplos ilustrativos de la teoria, asi mismo, se desarrolla una seccién de problemas resueltos que per-
miten afianzar los aspectos tratados y ejemplificar los conceptos tedricos y finaliza con un apartado de
problemas propuestos, sobre la teméatica abordada, que se espera sean resueltos por el lector para com-
plementar integralmente lo expuesto en el desarrollo del mismo, a la vez que fortalecer conceptualmente
los topicos presentados.

El primer capitulo presenta los conceptos bésicos sobre nimeros complejos, su operatoria, su repre-
sentacion geométrica e incluye una seccién que muestra su relacién con la proyeccién estereografica.

El segundo trata brevemente el concepto de funciéon de variable compleja, de limite y de continuidad.
En general, se omiten las demostraciones de los resultados relacionados con estos temas ya que ellas son



analogas a las que se encuentran en los textos de calculo de variable real.

El tercer capitulo desarrolla el concepto basico de derivada compleja de una funcién de variable compleja,
su relacién con el concepto de funcién holomorfa y lo relacionado con las ecuaciones de Cauchy Riemann
las cuales proporcionan condiciones necesarias y suficientes para que una funcién de variable compleja,
expresada en términos de su parte real e imaginaria, sea diferenciable, asi como una expresiéon para el
calculo de su derivada.

El cuarto presenta lo relacionado con las funciones elementales, uniformes y multiformes, fundamen-
talmente aspectos algebraicos y geométricos y llama la atencién sobre las semejanzas y las diferencias de
estas con su contraparte en las funciones de variable real.

El capitulo quinto trata lo atinente con la integraciéon de funciones de variable compleja y enfatiza en el
Teorema de Cauchy y sus resultados relacionados tales como, la Férmula Integral de Cauchy y el Teorema
de Cauchy para derivadas.

El sexto capitulo centra su atencién en las series de potencias, su relaciéon con el concepto de funcién
analitica, en tratar la relacion existente entre funcién holomorfa y funcién analitica y en las Series de
Taylor y de Laurent. En este punto es necesaria una observacion. La derivada e integracién de una serie
requiere del concepto de convergencia uniforme, sin embargo, limitaciones de indole académico impuestas
por los autores al desarrollo del texto, no permiten presentar este concepto con la profundidad requerida,
por lo cual inicamente se exponen los resultados bésicos sin las correspondientes demostraciones.

El capitulo séptimo presenta los aspectos relacionados con la teoria de residuos y su aplicacién al calculo
de diferentes clases de clases de integrales reales definidas que no se tratan en los cursos de calculo integral
de variable real.

Este trabajo es el fruto de la experiencia de los autores en la orientacion de la asignatura, en los pro-
gramas mencionados, a lo largo de varios periodos académicos y su sistematizacion se ha logrado con los
aportes y observaciones de los estudiantes quienes con su inquietud e interés han escrito a trozos el ideal
pedagdgico que sonamos y que tenemos la obligacién de construir.

Agradecemos a los evaluadores externos su voluntad, disposicién y rigurosidad en la evaluacién, sus
observaciones estan reflejadas en esta version del trabajo y han permitido un mejor desarrollo del mismo.

SAULO MOSQUERA LOPEZ.
OSCAR FERNANDO SOTO AGREDA
San Juan de Pasto, Febrero de 2016.
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Capitulo 1

El plano complejo y el plano complejo
ampliado

En este capitulo se presentan las propiedades algebraicas y geométricas béasicas de los niimeros complejos,
se extienden algunos conceptos topoldgicos de andlisis al plano complejo y complementariamente se analiza
el concepto de punto al infinito como un punto ideal que permitird posteriormente unificar las diferentes
definiciones de limite tratadas en el calculo diferencial de una variable real.

1.1. El plano complejo

De acuerdo al matematico Alemén Leopold Kronecker ”Dios creo los ntimeros naturales N, el resto es
obra del hombre”. Bajo esta concepcién los niimeros naturales negativos surgieron de la necesidad de
efectuar la sustraccién ya que si a y b son niimeros naturales, inicamente cuando b > a existe un niimero
natural n tal que a +n = b y se tiene asi el conjunto de los nimeros enteros Z. En este sistema no toda
ecuacion de la forma ax + b = 0 tiene una raiz, problema cuya solucién requirié la introduccién de los
nimeros racionales Q. La inconmensurabilidad de la diagonal de un cuadrado con su lado permitié el
surgimiento de los niimeros irracionales y los niimeros reales R son la unién de los niimeros racionales y los
irracionales. Es conocido el hecho de que los nimeros reales no son suficientes para encontrar soluciones
reales a toda ecuacion cuadritica con coeficientes reales. La ecuacién cuadrédtica méas simple que carece
de soluciones reales, es
2 4+1=0

y se tiene asi el siguiente problema:

“Ampliar el conjunto de los ntimeros reales hasta encontrar un sistema de niimeros, en el que la ecuacion
z2 + 1 = 0 tenga solucién”.

Presentamos a continuacion el esquema bésico de la solucién a este problema.

1.1.1. EL conjunto de los humeros complejos y sus operaciones basicas
Definicion 1.1. El conjunto de los nimeros complejos se denota con C y se define como
C={z=(a,b):a,ben R}

Esta definicion permite identificar un nimero complejo como una pareja ordenada por lo que como
conjunto no existe diferencia entre C y R2, la diferencia bésica se obtiene al dotar a C de una estructura
algebraica, para lo cual es necesario definir en C ciertas operaciones.

Definicion 1.2. Sean z = (a,b), w = (¢,d) nimeros complejos, se define la igualdad, adicion y multipli-
cacion de numeros complejos como

1. z=wsiysolosia=cyb=d

2. z4+w=(a+c¢,b+d)



3. z-w = (ac — bd, ad + bc)

La demostracién del siguiente resultado depende bdsicamente de las propiedades del sistema (R,+, )
€Omo cuerpo

Teorema 1.1. El sistema (C,+,+) es un cuerpo.

Noétese que en este sistema el neutro aditivo es el par (0,0), el neutro multiplicativo es (1,0), el inverso
aditivo de z = (a,b) en C es —z = (—a, —b) y que si para z = (a,b) # (0,0) en C existe 27! = (z,y) en
C talque z - 27! =1 es por que

ar —by =1

ay+bxr=0

y resolviendo este sistema de ecuaciones se encuentra que

po_0 b
T g2 4 b2 y_a2—|—b2
con lo que el inverso multiplicativo de z = (a, b) # (0,0) es (a2 b
q p - ’ ) Z_ a2+b2’a2+b2 .

Ejemplo 1.1. Dados los ntimeros complejos z = (—3,2), w = (5, 1), calcular z + w, z - w, —
z
Solucién. De acuerdo a la definicién 1.2

2w =(-3,2)-(5,1) = (~17,7)

y con base a la observacién que sigue al teorema 1.1

1 -3 2 ) _ (‘3 —2)
2 \(=3)7+227 (-3 +22)  \ 13713

La presentacion usual de los nimeros complejos se obtiene a partir de las siguientes observaciones:

1. Dado que (a,0) 4 (¢,0) = (a4 ¢,0) v (a,0) - (¢,0) = (ac,0) entonces las parejas de la forma (a,0)
se comportan como los nimeros reales, esto permite identificar la pareja (a,0) con el nimero real
a y asi "C es una ampliacion de R”

2. Si se denota la pareja (0,1) con i entonces i2 = (0,1) - (0,1) = (—=1,0) = —1 y asf la ecuacién
22 4+ 1 = 0 tiene solucién en C.

3. Dado que b-i = (b,0) - (0,1) = (0,b) entonces
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a+ bi
por lo que también es posible definir el conjunto de los nimeros complejos como

(C:{z:a—i—bi:mbeR i2:—1}

4. La diferencia esencial entre los sistemas (R, +,) y (C,+,-) es que mientras el primero es un cuerpo
ordenado, el segundo no lo es ya que si lo fuera entonces con algin orden 1 > 0 por lo que —1 < 0
y para todo z en C, z # 0 deberfa cumplirse que 22 > 0, en particular 2 > 0 es decir —1 > 0, lo
cual es una contradiccion.

Obsérvese que de acuerdo a la observacion 3, las operaciones de adicién y multiplicacion de numeros
complejos pueden expresarse asi:

Definicion 1.3. Sean z = a + bi, w = ¢+ di ndmeros complejos entonces
1. z4+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
2. z-w=(a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i



De esta manera la adiciéon y multiplicacién de niimeros complejos pueden realizarse considerandolos como
polinomios de primer grado en la variable 4, teniendo en cuenta que i = —1.

Definicion 1.4. Sea z = a + bi un numero complejo, el conjugado de z se denota Z y se define como
zZ=ua—bi

Los numeros reales a y b se llaman la parte real de de z y la parte imaginaria de z lo cual se
denota como

a = Re(z), b=1Im(z)
Si Re(z) =0 se dice que z = bi es imaginario puro y el complejo i se llama la unidad imaginaria.

Teorema 1.2. Sean z, w numeros complejos entonces

Demostracion. Sean z = a + bi y w = ¢+ di entonces

a-ztw=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+di=(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+(c—di)=Z4+w

b- Z-w = (a+bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i = (ac—bd) — (ad+bc)i = (a—bi) - (c—di) =Z-w
c-z+zZ=(a+bi)+ (a—bi) =2a=2Re(2); z—Z = (a+bi) — (a — bi) = 2bi = 2iIm(z)
e-2-z=(a+bi) (a—bi)=a®>+b>>0

Observe que la relacién e del teorema 1.2 permite deducir que:

1 a —-b . a—bi z

1. - = = =
z a2+b2+a2—|—b21 a?24+b2 zz

por lo que para hallar el inverso multiplicativo de un ntiimero complejo z # 0 es suficiente mul-
tiplicar y dividir por su conjugado Z.

21 1 22 2122
2. — = 21— =21 — = —
22 22 2222 2222

Por lo que para dividir dos niimeros complejos es suficiente multiplicar y dividir por el conjugado
del denominador

IS

g |

Ejemplo 1.2. Dados los nimeros complejos z = 3 — 2i, w = 4 + 4, calcular z - w,

)

Solucidén. la definicién 1.5 y las observaciones al teorema 1.2, nos dicen que:

zow=(3—20)(4+i) = (12+2) + (3 —8)i = 14 — 5i

L1 342 3 2.
> 3-2 (3-20(3+2) 13 13

2 _3-2 (3-2)(d-i) _(12-2+(3-8)i 10 11

44 A+ —i) 42 +12 17

Definicion 1.5. Sea z = a + bi un ndmero complejo entonces el mdédulo de z (El valor absoluto de z,
la norma de z, la longitud de z) se denota |z| y se define como

|z| = V2Z



noétese que de la parte e del teorema 1.2 se deduce que

|z| = Va? + b2

Teorema 1.3. Sean z y w numeros complejos entonces

a-1z| >0y|z| =0 siysolosiz=0

b- |z =z

¢ - |zw| = |z]w|

d- |Rez| < |z| y [Imz| < |z

e- |z+w| <|z|+ |w| la Desigualdad Triangular
Demostracion.

c- Jzwl* = (zw)(zW) = (2w)(z W) = (27) (ww) = (|2]|w])?

d - |Rez| = |a| = Va2 < Va2 + 12 = |2

e - Observe que

por tanto
2W+ Zw = 2W + 2W = 2Re(2wW) < 2 |Re(zw)| < 2 |zw0| = 2 |2| [w] = 2 |2| |w]
luego

lz4+w]’=(z+w) (ZFw) =(z+w)(Z+T) = 2% + 20 + wz + wo
< |2 + 212l Jel + [wl* = (2] + |w])?

1.1.2. La forma polar de un numero complejo

Consideremos un sistema de coordenadas rectangulares xy; puesto que
C={z=(n,y):v,ycR}={z=a+iy: 2,y € Ri*=—1}

entonces existe una biyeccién entre los nimeros complejos z = © + iy y los puntos (z,y) del plano, por

lo que es posible interpretar geométricamente un ndmero complejo z = x + iy como un punto (z,y) del
plano o como un vector con origen en el origen de coordenadas y extremo el punto z = (x,y)

Eje Imaginario

=z +iy = (z,y)

™2

2= iy = (2,y) ¥

B§———————=-

Eje Real



El eje de las abscisas (z,0) = = se llama eje real y el eje de la ordenadas (0,y) = yi se llama eje
imaginario. El plano zy se denomina el Plano Complejo o el z-plano.

Si se considera un sistema de coordenadas polares (r, ) con polo en el origen de coordenadas y eje polar
la parte positiva del eje x entonces

2=+ 1y

r= |z

el nimero complejoz = x + iy se expresa como
z = r(cost + isend)

donde r = |z| = /22 4+ 32, 0 = arc tg¥ y se debe explicitar el cuadrante en el que esta ubicado z. El
numero real § se llama un argumento de z y se denota 8 = Argz, geométricamente Argz denota el
angulo, medido en radianes, entre el semieje real positivo y el vector z. De esto se deduce que un niimero
complejo z # 0 posee un nimero infinito de valores de Argz y dos de ellos difieren en un multiplo de 2;
el tinico valor de § = Argz que estd en el intervalo (—m, 7] se llama argumento principal y se denota
argz por lo tanto

Argz = argz + 2km, —r<argz<m y keZ

Definicion 1.6. La representacion de un numero complejo z = x + iy en la forma
z = r(cost + isend)

conr =zl y O = argz, —m < 0 < 7 se llama forma polar o forma trigonométrica del nimero
complejo z.

Ejemplo 1.3. Hallar la forma polar del nimero complejo z = —1 — v/3i

Solucién. Como |z| = 1/(=1)2 + (—V/3)2 = 2, z estd en el tercer cuadrante y
-3 2 2 2
argz = arctg (:{) = —g entonces la forma polar de z = —1—2v/3ies z = 2 (cos (—;—) + isen (—;))

1.1.3. Interpretacion geométrica de las operaciones entre numeros complejos

La representacion de un nimero complejo en forma rectangular proporciona una manera adecuada de
interpretar la adicién y sustraccién de niimeros complejos pero no es satisfactoria para la multiplicacion
y la divisién, para este caso utilizamos la representacién en forma trigonométrica.



1.1.3.1. Adicion y sustraccion

Sean z =a+biyw=c+dientonces z+w=(a+c)+ (b+d)i=(a+c,b+d)yz—w=z+(—w) =
(a—c)+(b—d)i = (a—c¢,b—d) por lo que geométricamente la adicién y sustraccién de nimeros complejos
se corresponden con la suma y resta de vectores en el plano.

Observe que |z — w| representa la distancia entre los puntos del plano correspondientes a los nidmeros
complejos z y w

Ejemplo 1.4. Dado un nuimero complejo zy y un nimero positivo R dar una interpretacién geométrica
de los conjuntos

a-|z—2| =R
b- |z—z| <R
c- |z— 2> R.
Solucién.

a-Sea z = x + 1y, 20 = o + Yo con T, Y, Tg, Yo en R entonces z — 29 = (x — xo) + i(y — yo)
por lo que |z — 29| = R equivale a \/(z — 20)? + (y — y0)2 = R y elevando al cuadrado se obtiene
(x —10)? + (y — ¥0)? = R? que representa una circunferencia de centro (g, o) y radio R.

b - La expresién |z — zg| < R se puede interpretar como el conjunto de puntos en el plano complejo
cuya distancia al punto zy es menor que R, por lo tanto el conjunto dado representa el interior de
la circunferencia de centro en (zo,yo) y radio R.

¢ - Andlogamente el conjunto |z — z9| > R representa el exterior de la circunferencia mencionada.

1.1.3.2. Multiplicacién y division
Sean z = r(cosd + isenf) y w = p(cos¢ + iseng) entonces

1. zw = rp[(cosbcosp — senbsend) + i(cosdsend + senbcosd)] = rp(cos(0 + @) + isen(0 + ¢))
es decir que para multiplicar nimeros complejos en forma polar se multiplican los médulos y se
suman los argumentos.

z _ 2w _ r(cosb + isend)p(cos(—¢) +isen(—¢))

T .
2 T uw = P = el =) tisen(0 = 9)) w0

de lo que se deduce que para dividir nimeros complejos en forma trigonométrica se dividen sus
médulos y se restan sus argumentos.




B |

1+ o fl

! —

|r)I |||I r‘:;- "ll

Noétese que el producto zw equivale a rotar el vector z un angulo ¢ en sentido contrario a las manecillas
del reloj y luego ”alargar” este vector p veces.

Adicionalmente el producto zw muestra que
Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w)

pero esta relacién no es valida para argumentos principales.
Interpretaciones andlogas se tienen para el cociente —, w # 0.
w

Ejemplo 1.5. Mostrar que la multiplicaciéon de nimeros complejos en forma polar no necesariamente
produce un nimero complejo en forma polar.

Solucién. Considere los nimeros complejos en forma polar

5 5
=2 (§) vin (5)) v = (o (F) i (7))
zw =6 | cos 1—1—5—77 + 1sen 1—1—51 =6 cosﬁ—&—isen?—ﬂ-
B 36 3°6)) 6 6

’ T . .
que no estd en forma polar ya que su argumento ‘- no es el argumento principal de zw puesto que no

estd en el intervalo (—m, 7], la forma polar de zw es

(o () ()

entonces

Ejemplo 1.6. Mostrar que la relacién Argzw = Argz + Argw no es valida para argumentos principales

Solucién. Considere los nimeros complejos z = —2, w = 4, para ellos se tiene que zw = —2i y
0 7
argzw = 3 #argz + argw =7+ 3

1.1.4. Potenciacion y radicacion de un niumero complejo

La representacion de un nimero complejo en forma polar brinda una manera sencilla de calcular las
potencias enteras y las raices de un nimero complejo.



1.1.4.1. Potenciacion

Sea z = r(cosf + isend) un nimero complejo en forma polar y n un entero entonces

1. Si n es positivo entonces por la multiplicacién de nimeros complejos en forma polar se tiene que
2% = r%(cos20 + +isen26)

e inductivamente resulta que
2" = r"(cosnd + +isenn)

2. si n es negativo digamos n = —p con p > 0 entonces
2 =P = (2P = [7’71 (cos(—0) + sen(fe))]p = (ril)p [cos p(—0) + isen p(—0)]
=1r"P[cos(—p)f + isen(—p)f] = r" (cosnb + isennh)
luego para todo n en Z se tiene que

2" =r" (cosnb + isennf) La Férmula de De Moivre

1.1.4.2. Radicacion

Una aplicacién bésica de la férmula de De Moivre es el cdlculo de las raices de un ntimero complejo no
nulo

Definicion 1.7. Sea z un nimero complejo no nulo y n un entero positivo. Un nimero complejo w es
una raiz n-ésima de z si y solo si la potencia n-ésima de w es z

Teorema 1.4. Sea z = r(cost +isend), z # 0 un nidmero complejo en forma polar y n un nidmero entero
positivo entonces z posee exactamente n raices n-ésimas dadas por la expresion

0+ 2kw . 0+ 2km
§———— +15en——

wg = V7 |co , k=0,1,2,...,(n—1)

Demostracion. Dado z = r(cost + isenf)) se debe hallar w = p(cos¢ + iseng) en C tal que w™ = z, por
la férmula de De Moivre

w" = p"(cosng + isenngd) = z = r(cosl + isend)
de donde
pt=r y np=0+2kn, ke’
es decir 0+ 9%k
p=f v =" kel

Aunque en apariencia la expresion para ¢ proporciona infinitos valores, unicamente se obtienen n valores
diferentes, ya que cuando k = n entonces
0+2nt 0

:f+27r:Q:¢0 (mod 27)
n n n

Pn

es decir los valores de ¢ cuando kK = n y k = 0 coinciden y por tanto a partir de k = n los valores de ¢
se repiten ciclicamente, asi entonces las n-raices n-ésimas del nimero complejo z estan dadas por

. k=0,1,2,...,(n—1).

1/n argz +2kw . argz+ 2kmw
wi = |2| c0s———— +isen———
n

O

Nétese que geométricamente las raices n-ésimas de z representan los vértices de un poligono regular de
n lados.

Ejemplo 1.7. Hallar la parte real y la parte imaginaria del niimero complejo (1 + 4)%°
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Solucién. Sea z = 1 + i entonces |z| = /2, argz = arc tgl = T luego
T 7r
z2 =12 COS4 +zsen4
y al usar la formula de De Moivre se tiene que

(14 )" = (V2)1% (cos25m + isen25m) = 2°° (cosm + isent) = —2°°

con lo que
Re((1+9)) ==2 y 1m((1+9)'*) =0

Ejemplo 1.8. Calcular las raices cuartas de —1

Solucién. Las raices cuartas de —1 estan dadas por la expresion

wg = |—1|1/4 (cosaTg(_li + 2km + isenarg(_li + 2k7r) , k=0,1,2,3
= (cosmr + isen7r+2]<m> , k=0,1,2,3
4 4
cos% + isen%w = g(l +1)
) cos??T7T + isen%élw = g(—l +1)
cos% + isen%rw = —?(1 +1)
cos%r + isen%rw = g(l —1)

1.2. Conjuntos de puntos en el plano complejo

En andlisis se estudian algunos conceptos topoldgicos tales como: Punto interior, conjunto abierto, con-
junto cerrado, frontera de un conjunto, punto de acumulacién, conjunto acotado y otros. Naturalmente
estos conceptos tienen, en variable compleja, definiciones e interpretaciones analogas; en esta seccién
presentamos aquellas que son estrictamente necesarias para nuestros propdsitos.

Definicion 1.8. Sea zg un niumero complejo y € > 0 un nimero real dado. Se llama vecindad de centro
20 y radio €, denotada V.(zo) al conjunto

Ve(z0) ={z € C: |z — 2| < ¢}
geométricamente este conjunto corresponde al interior de una circunferencia de centro zy y radio €

Definicion 1.9. Sea K un subconjunto de C y zg un punto en K. zg es un punto interior de K si existe
una vecindad de centro zg y radio € > 0 totalmente contenida en K.

Definicion 1.10. Sea K un subconjunto de C, K es abierto en C siy solo si todo punto de K es interior.

Definicion 1.11. Sea K un subconjunto de C y zy un punto en C. zg es un punto frontera de K si
toda vecindad de centro en zy y radio € > 0 contiene puntos que estdn en K y puntos que no estan en K

Definicion 1.12. Sea K un subconjunto de C. K es cerrado en C si K contiene a su frontera.

Ejemplo 1.9. Sea zp un punto en C y € > 0 dados, demuestre que toda vecindad de centro zy y radio €
es un conjunto abierto.
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Sea z un punto en V(zp) y tomemos 6 < € — |z — zp| entonces si w es un punto en Vs(z)

Yy
TN

// \ ._.\\

// \\E /// ‘i/\'\\\\
// \ . < 1
h \\ \\-lﬂ// \\
I v |
\ 20 )
\ /
\ /

\ /

N /

\\ //

x
se sigue que |z — w| < § por lo que
lw—20] =|w—24+2—20| <|w—2|+|z— 20| <d+ |z — 20| <e—|z— 20| +|2— 20| =€

y asi w estd en V.(2p) lo que nos dice que Vs(z) estd totalmente contenida en V. (zp)
Ejemplo 1.10. Clasifique el conjunto K = {z € C:a < |z] <b, a >0, b > 0} como abierto y/o cerrado

Solucién. Geométricamente K representa un anillo de centro en el origen y radios a y b, K es un
conjunto abierto , la frontera de K estd formada por las circunferencias |z| = a y |z| = b que no estén en
K por lo que K no es un conjunto cerrado.

Los puntos exteriores de K son los puntos en el interior de la circunferencia |z| = a y fuera de la
circunferencia |z| = b.

Y
-7 T
~ N
/ b h
/ 1. \
, - o \
I 4 K A
/ i \
[ | } |
[ [ 1 ! T
z
\ \ . ]
LS N )
\ S -7 /
AN 7/
N 7
< .
o -

Los subconjuntos de C no se clasifican necesariamente en abiertos o cerrados como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.11. Muestre que el conjunto K = {z € C: Rez > 0 y Imz > 0} no es ni abierto ni cerrado.

Solucién. Geométricamente este conjunto corresponde al primer cuadrante del plano en el cual se incluye
la parte positiva del eje real y no se incluye la parte positiva del eje imaginario.
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Este conjunto no es abierto ya que los puntos de la parte positiva del eje x estan en el conjunto y no son
interiores, tampoco es cerrado ya que la parte positiva del eje y pertenece a la frontera del conjunto y no
estd en K.

Definicion 1.13. Sea K un subconjunto de C y zg un punto en C. zy es un punto de acumulacion de
K si toda vecindad de centro zy y radio € > 0 contiene por lo menos un punto de K diferente de zg

Ejemplo 1.12. Sea K ={z € C: Rez >0y I'mz > 0} entonces z = i es un punto de acumulacién de K
que no esta en el conjunto y z = 1 es un punto de acumulaciéon de K que esta en el conjunto.

Ejemplo 1.13. Sea K = {z € C: a < |z| < b} U{0}, geométricamente este conjunto representa un anillo
de centro en el origen y radios a y b junto con el origen y obsérvese que el origen estd en el conjunto pero
no es un punto de acumulacion de K

Los ejemplos precedentes muestran que un punto de acumulacién de un conjunto puede o no estar en el
conjunto y que un punto del conjunto no necesariamente es un punto de acumulacién del mismo.

Definicion 1.14. Sea K un conjunto abierto en C. K es conexo si todo par de puntos de K se puede
unir por una poligonal contenida en el conjunto.

La definicién anterior no es la que usualmente se encuentra en los textos sin embargo es suficiente para
nuestros propésitos.

Definicion 1.15. Sea K un subconjunto de C. K es una Region(Dominio) si simultdineamente K es
abierto y conexo en C.

Definicion 1.16. Sea K un subconjunto de C. K es acotado si existe un numero k > 0 tal que para todo
z en K |z| < k, asi entonces un conjunto es acotado si existe una circunferencia en cuyo interior estdn
los puntos del conjunto.

Definicion 1.17. Sea K un subconjunto de C. K es compacto si K es cerrado y acotado.
Ejemplo 1.14. El conjunto K = {z € C: a < |z| < b} es un conjunto abierto, conexo y acotado

Ejemplo 1.15. El conjunto K = {z € C: Imz > 0} representa geométricamente el semiplano superior y
es un conjunto abierto, conexo y no acotado.

Ejemplo 1.16. El conjunto K = {z € C:|z| <10 |z —3i] <1} es un conjunto abierto, no conexo y
acotado.

Ejemplo 1.17. El conjunto K = {z € C: |z| < Rez + 2} representa geométricamente el interior y la
frontera de la pardbola y? = 4z 4+ 4 y es un conjunto cerrado no acotado.

Ejemplo 1.18. El conjunto K = {z € C: |z + 1| + |z + i| < 2} representa geométricamente el interior y
la frontera de la elipse 3% + 3y? + 42 + 4y + 2xy = 0 y es un conjunto compacto.

Ejemplo 1.19. El conjunto S = {z € C: Rez € R, yp < Imz < yo + 27} representa geométricamente
una franja de ancho 27 limitada por dos rectas paralelas al eje real y es una Regién(Dominio).
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1.3. El plano complejo ampliado

Asi como al estudiar, en analisis, el conjunto de los nimeros reales R es ttil ampliar este conjunto con
dos puntos especiales denominados mas infinito y menos infinito denotados 400 y —oo, consideraremos,
en esta seccion, una relaciéon andloga para los niimeros complejos.

Definicién 1.18. Los puntos del plano complejo C con la inclusion de un punto especial denominado
punto al infinito, denotado oo, forman el plano complejo ampliado que se denota con C.

El punto al infinito co satisface las siguientes relaciones algebraicas
l.z+40=00+2=00, 2€C

Lz—oo=x0—z=00, z€C

L2000 =002 = 00, zeC

=0, =00, 2z€C

S =

8l

2
3
4.
5. 5 =00, 2€C, z#0

Un modelo geométrico de C puede obtenerse utilizando la denominada Transformacién Ptolemaica 6 Pro-
yeccion Estereografica.

1.3.1. La proyeccion estereografica

Consideramos en R? la esfera unitaria S de ecuacién 12 + 252 + 232 = 1, llamada Esfera de Riemann
la cual asimilaremos a la tierra, el punto N(0,0,1) como el polo norte, el plano 3 = 0 como el plano
ecuatorial, la circunferencia intersecciéon de la esfera de Riemann y el plano ecuatorial es el Ecuador
cuya ecuacién es 2124+ 22 =1, 23 =0.

Si P es un punto cualquiera de la esfera S, P # N, y se traza la recta que pasa por el polo norte
N y el punto P, esta recta intersecta al plano ecuatorial 3 = 0 en un tnico punto P’. Reciprocamente,
si P’ es un punto del plano ecuatorial entonces la recta determinada por P’ y N intersecta a la esfera de
Riemann en un dnico punto P.

Definicion 1.19. La transformacion considerada en el pdrrafo anterior tal que a cada punto P de la
esfera de Riemann con coordenadas P(x1,x2,23) le asocia un tinico punto P’ con coordenadas P'(x,y)
en el plano ecuatorial, se llama Proyeccion Estereogrdfica.

I3

xI9

Pl

I
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Notese que bajo esta aplicacién el polo norte N no posee imagen y por tanto la proyeccién estereografica
no es biyectiva, para que lo sea debemos definir su imagen; para ello dejamos que el punto P sobre la
—

esfera se acerque al polo norte NV entonces la recta PN tiende a ser tangente a la esfera en el punto N y
P’ no existe en el plano ecuatorial, asf entonces asociamos al polo norte N de la esfera el punto al infinito
oo del plano complejo ampliado C.

Obsérvese que bajo la proyeccion estereografica los puntos en el hemisferio superior de la esfera

212 4+ 292 + 232 = 1, £3 > 0 se aplican en el exterior de la circunferencia ecuatorial 212 + 222 = 1, los
puntos en el hemisferio inferior de la esfera se aplican en el interior de la circunferencia ecuatorial, en
particular el polo sur (0,0, —1) se aplica en el origen de coordenadas (0, 0) y los puntos de la circunferencia
ecuatorial quedan fijos.

Las relaciones algebraicas entre un punto P de la esfera de Riemann y su imagen P’ en el plano ecuatorial
se obtienen en el siguiente resultado.

Teorema 1.5. Si P(x1,x2,x3) es un punto sobre la esfera de Riemann y P'(x,y) = z es su imagen bajo
la proyeccion estereogrifica entonces

Z1 Z2

x:1—$3’ yzl—l’g

2z 2y \z|2—1
=179 1 2= 53 3= 5 -
|z|"+1 ||+ 1 |z + 1

—
Demostracion. En el plano determinado por O, P’ y N al trazar por P’ una paralela a ON, por N
>

una paralela a OP’ y proyectar ortogonalmente el punto P sobre el z-plano se obtienen los tridngulos
semejantes NV P’y NUP por lo que

VP NP
UP NP
Asf mismo de la semejanza de los tridngulos NOP' y PQP’ se sigue que
NP OP
NP  0Q

Iy

- e o e o o

P'(z,y)

Iy

y de la semejanza de los tridngulos OT P’ y ORQ se tiene que
or _or 1/
0Q OR RQ’
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Al aplicar la ley transitiva a las tres relaciones enteriores obtenemos que

VP Or TP
UP ~ OR  RQ

es decir

O

1-— X3 o I o To

y por tanto

T T2

T = = .
1-— T3 Y 1-— I3
. . , 1 + 122 . o @+ a?
Reciprocamente si z = x + iy entonces z = ———= es decir |z|” = ﬁ y puesto que el punto
— T3 — I3

P(x1,79,73) estd sobre la esfera entonces x12 + z22 = 1 — 232 por lo que

|Z|2 _ 1 -+ I3
1-— I3
expresion en la cual despejando x3 se obtiene
B
3= 5
12> +1

Al remplazar el valor de x3 en el valor de z resulta que

1 1
2= 5 (1P +1) @ +iwa) y 2= (1o +1) (21— ia2)

y al sumar y restar estas expresiones se obtiene

z2+7z i(z—2)
TN =195 - P2= "3
|z|” +1 |z|” +1
es decir
2z 2y

1= % 5, T2= —5
12?4+ 1 12> +1

Ejemplo 1.20. Muestre que la proyeccién estereografica no preserva las distancias.

Solucién. Consideremos los puntos de la esfera P; (0,0, —1) y P, ( %, —%, %), al aplicar las férmulas dadas

por el teorema 1.5 se obtiene que las imagenes bajo la proyeccion estereografica son
z21=04+07 y 20=1—1

la distancia entre P; y P» estd dada por

\/<§_0>2+ (—§—0)2+ (§—<—”>2:2§6

y la distancia entre z; y 29 esta dada por

\/(170)%(—170)2:\/5

y por tanto la proyeccion estereogréfica no es una isometria.

Obsérvese que si z; = a1 +ias y 2o = by + by son dos puntos en el plano complejo C entonces la distancia
entre z1 y 2o estd dada por

d(z1,22) = |z2 — 21| = \/(bl —a1)” + (b2 — a2)”
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y que si Py (z1,y1,21) ¥ P2 (2,92, 22) son dos puntos sobre la esfera de Riemann, 6 el plano complejo
ampliado entonces la distancia entre P; y P» estd dada por

d(Py, Py) = \/(1‘2 —2) 4 (g — )’ + (22— 21)°

una manera de expresar la distancia entre dos puntos P; y P, de C en términos de sus proyecciones
estereograficas z; y 2z en C, estd dada en el siguiente resultado.

Teorema 1.6. Si Py (x1,x2,23) y Py (y1,y2,y3) son dos puntos sobre la esfera de Riemann y z1, zo son
las correspondientes imagenes estereograficas en el plano ecuatorial entonces la distancia entre Py, y Ps

estd dada por
2 ‘ZQ — 21|

S+ l) (1+12F)

en particular si Py coincide con el polo norte N entonces

(P, P) =

2

1+ |21)?

Demostracion. De las relaciones obtenidas en la demostracién del teorema 1.5 se tiene que si Py (21, x2, ©3)
es un punto sobre la esfera y z; es la correspondiente imagen estereografica entonces

d(PlaN):

. Ty +ixg | |2_ z12 + 252 Yz _‘21|2—1
1= — == g ==
1—ay (1 - 252)? la ] + 1
1— |z 2 2
porloque 1—z3=1+ ‘Z1|2: 2 ;-Tl‘f'l'ﬂ?z:zl(l—l'?,):%
L4 |z [aa"+1 |21]” + 1

y dado que a? + b? = (a + bi) (a — bi) entonces la distancia entre P, y P, se puede expresar como

d(P1,P)°* = (g1 — 21)" + (y2 — 22) + (y3 — v3)°
= [(y1 — 21) + i (y2 — 22)] [(y1 — 1) — i (Y2 — 22)] + (y3 — z3)°
= [(y1 + iyo) — (21 +iz2)] [(y1 — iy2) — (21 — iz2)] + [(1 — y3) — (1 — z3)]?

2
2z1 2% 2z 2 2
= 2 2 - 2 + 2 - 2
ZQ| +1 ‘Zl| +1 |22| +1 |Z1‘ +1 |22| +1 ‘Z1| +1

Az 4 (2173 + 2271) 4|z 1
- 9 2 2 2 + 5 3+ 5 2
(=P +1) (1) (2P +1) (1) (1P +1)
8 n 4
(|Z2\2+1) (|Zl|2+1) 2 [® + 1
1 2129 + 2221 1 2
=4 2 B 2 — 12 T N 2 2
2" +1 (|zQ| + 1) (\z1| + 1) 2] +1 (|z1| + 1) (|22| n 1)
_4 |1 > +1 — 2175 — 2077 + |20 +1 -2 IR T e e )
(1217 +1) (I +1) (1217 +1) (I +1)
_AEmEm-a)-ZT(e-a)] _ 4(m—2)(Hm-7)
(|z1\2+1) (|22|2+1) (|z1|2+1) (\zg|2—|—1)
4|29 — 21\2

- (|,z1|2 + 1) (|ZQ|2 + 1)
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Si P» coincide con el polo norte N (0,0, 1) entonces
d (Pl, P2)2 = 1‘12 + 1322 + (1 — 1‘3)2
=lz1* (1= 23)" + (1 — 23)°
— (|z1|2 + 1) (1 - z3)?
4
= (laaf +1) ———
(1)
- 4
2> +1
L]

En la seccién 1.2, definicién 1.8 de este capitulo, estudiamos que en el plano C, una vecindad de un punto
zo corresponde al interior de una circunferencia de centro zp, analogamente una vecindad del polo norte
corresponde a un ”casquete esférico”, lo cual analiticamente puede definirse de la siguiente manera.

Definicion 1.20. Una vecindad de centro el polo norte N y radio € > 0 se denota V. (N) y se define
como el conjunto de los puntos P en la esfera de Riemann S tales que d (P,N) < e.

El teorema 1.6 permite expresar este conjunto en términos de la imagen estereogréfica z del punto P, de
la siguiente manera.

Teorema 1.7. Una vecindad del polo norte en la esfera de Riemann corresponde en el plano complejo al
exterior de una circunferencia de centro en el origen de coordenadas.

Demostracion. Sea P un punto de la vecindad de centro en el polo norte N y radio € > 0 entonces
Ve(N)={P € S:d(P,N) <¢}

2
- ZGC:7<E

l2|* +1

:{ZG(C:|z|2>j;—l}

4— €2
=q2€C:|z] > 5 donde 0 <e<2
€

O

Notese que este resultado muestra que en el plano complejo ampliado una vecindad del punto al infinito
corresponde en C al exterior de una circunferencia de centro en el origen.

1.4. Problemas resueltos

En esta seccién se enuncian y resuelven problemas que ilustran la teoria expuesta hasta el momento,
algunos de los cuales tienen el propdsito de complementar la teoria expuesta.

Problema 1.1. Hallar el conjunto de todos los niimeros complejos cuyo cuadrado coincide con su conju-
gado.

Solucién. sea z = x + iy un ntimero complejo tal que 22

corresponde al sistema no lineal de ecuaciones

= Z es decir (a:2 - y2) + 2zyi = x — 1y que

22—y =z
22y = —y
la segunda ecuacién equivale a la igualdad
y(2x+1)=0

y se deben considerar dos casos
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a - si y = 0 entonces de la primera ecuacién se tiene z2 = x la cual tiene como soluciones z =0, x = 1

con lo que se obtienen los nimeros complejos z =0, z = 1.

b - siy # 0 entonces x = f% y al reemplazar en la primera ecuacién se obtiene la ecuacién cuadrética
2 _ 3 , . o 1 V3
y“ = 7 lo que produce los ntimeros complejos z = —5 & 524.

Asfi la solucién al problema propuesto estd conformado por los niimeros complejos

—1+/3i —1—/3i

= 07 = 17 )
<1 22 z3 D) 24 D)
Problema 1.2. Simplificar completamente la expresién
(1—14)* (1+4)%°
. 15 ) 15
(-1+iv3)"  (-1-14V3)
Solucién. Sean z =1 — i, w = —1 + iy/3 cuyas formas trigonométricas son respectivamente

con lo que al utilizar la formula de De Moivre y la divisién en forma trigonométrica se obtiene que

(1—4)% (1+4)%
(-1+iv3)"  (~1-iv3)”
220 720 219 (cos (—5m) 4 isen (—5)) 219 (cos (5) + isen (5m))

w'® w215 (cos (107) + isen (10m)) 215 (cos (—107) + isen (—107))
=277 (cos (—15m) + isen (—157)) 4+ 27° (cos (157) + isen (157))
=275 (-1)+27°(-1)=-271

z—1

Problema 1.3. Sea z un numero complejo tal que |z|] = 1y z # —1 demuestre que 5

puro.

es imaginario

Solucién. Sea z = x + iy con z, y en R, puesto que |z| = 1 entonces 2% + y? = 1 con lo que

z—1 (-1 +iy [(z—1)+ayl[(x+1)—iy] (:E2+y2—1)+2yi oy

= — = 1
z+1 (z+1)+y (z+ 1) + 32 22+ 2x 4+ 1+ y? rx+1

que es imaginario puro ya que = # —1

Problema 1.4. Hallar el conjunto de todos lo nimeros complejos que satisfacen la ecuacion
z4+alz+14+i=0

en la cual a es un ntmero real, a > 1.

Solucién. Sea z = x + yi con z, y en R un nimero complejo entonces la ecuacion dada se convierte en
z4a\/(z+1)+12+i(y+1)=0

con lo que se obtiene el sistema no lineal

z+a\/(z+1)°+12=0

y+1=0
de la segunda ecuacién y = —1 y al reemplazar en la primera se obtiene
a/(z+1)2+12=—z
si en esta expresién se eleva al cuadrado y se simplifica resulta la ecuacién de segundo grado
(a2 — 1) 2?4+ 2d%r +2a®> =0

y se tiene que
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1. si a =1 entonces z = —1 y por tanto z = —1 — ¢

2. si a > 1 la ecuacién de segundo grado tiene como solucién

a2 ++2—a2

r=——
a® —1

y la existencia de x como numero real depende del discriminante 2 — a? de la siguiente manera:

21 Si2—a®2=0es decira:\/ientoncesx:2yportantozzQ—i
2.2 Si2—a? > 0 es decir a < v/2 entonces x es real y por tanto

a2+v2—-a2 |
=X = _

a? -1
2.3 Si2—a? <0 es decir a > /2 entonces z es complejo y la ecuacién dada no tiene solucién.
En resumen las soluciones de la ecuacion
z4alz+1+i=0
con a > 1 son
= sia=1, entonces z = —1 —1
m sia=+/2entonces z =2 —i

. 2 —_ .
» sil<a<+/2entonces z = “Ey2-a® V2—a® _

a2—1
= si a > /2 entonces la ecuacién no tiene solucién.

Problema 1.5. Sean z y w ntimeros complejos tales que |z| < 1y |w| < 1 demostrar que

Solucidén. El enunciado dado es equivalente a
|z —w|> < |1 —wz|

y para demostrar esto obsérvese en primer lugar que si |z| < 1y |w| < 1 entonces 1— \z|2 >0y1— |w|2 >0

por lo que
0< (1= 1) (1= fwl®) = 1= |2 = jwf + |2 fw]?
es decir
|2 + |wl* < 1+ |2 w]?
y por tanto

|z = wf* = (z = w) (z ~ W)
= 2)° + Jw|® — 2w — wz
<1+ |z |wf - 20 — wz

=(1—2w) —wz(l—2w) = (1—2w) (1 —wz) = |1 —wz|?
Problema 1.6. Hallar el lugar geométrico de los puntos z en el plano complejo tales que

|2 =3[ = |z +1|
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Solucién. El médulo |z — 3| es la distancia entre el punto z y el punto que representa el nimero 3,
asi mismo |z + | es la distancia entre el punto z y el punto que representa el ntimero —i y de acuerdo con
el problema se deben hallar los puntos z que estan a igual distancia de 3 y —¢. De la geometria elemental
se conoce que este conjunto de puntos forma una recta perpendicular en el punto medio del segmento de
extremos —i y 3, es decir, la mediatriz del segmento AB.

Algebraicamente esto corresponde a la recta de ecuacién 3x + y — 4 = 0 que se obtiene con z = x + iy,
con z, y en R y efectuar las simplificaciones correspondientes.

Problema 1.7. Hallar el 4ngulo que debe rotarse el vector 8 — 67 para obtener el vector —v/2 4 7v/2i

Solucién. De acuerdo a la interpretacion geométrica de las operaciones con nimeros complejos una
rotacion de un vector equivale a la multiplicacién del nimero complejo que representa el vector por otro
nimero complejo por tanto el problema dado se puede formular de la siguiente manera: Hallar el nimero
complejo z = z 4+ iy con x, y en R tal que

(8 — 6i) (z + iy) = —V/2 + TV/2i

es decir x + 1y = ? (=1+1) que estd en el segundo cuadrante y argz = arc tg(—1) = Sf por lo que
para obtener el vector V2472 a partir del vector 8 — 6i este debe rotarse un angulo de %Tﬂ en sentido
contrario de las manecillas del reloj.

Problema 1.8. Sea K = {z € C: Rez€Q, ImzeQ, [Imz| <1y |Rez| < 1}. Justificar o refutar las
siguientes afirmaciones:

a - K es acotado b - K es abierto ¢ - K es cerrado d - K es una regién(Dominio) e - K es compacto
f - Todo punto de K es un punto de Acumulacion

Solucién. Geométricamente K es el conjunto de parejas con coordenadas racionales que estdn dentro
del cuadrado de vértices en los puntos 1 +i. —1 414, —1 —¢ y 1 — 4, entonces

a- K es acotado ya que por ejemplo cada punto z de K es tal que |z| < /2, es decir, los puntos de K
estén contenidos en la circunferencia de centro en el origen y radio /2.

b - K no es abierto ya que ningun punto de K es interior puesto que cualquier circunferencia con centro
en un punto de K contiene por lo menos una pareja con una coordenada irracional y que por tanto
no esta en K.

¢ - K no es cerrado ya que la frontera de K es el conjunto de todos los puntos sobre los lados y dentro
V2 V2

del cuadrado y este conjunto no esta contenido en K, por ejemplo el punto ( ot ) es un punto

frontera y no estd en K.
d - K no es regién ya que no es abierto.
e - K no es compacto ya que no es cerrado.

f- Si, ya que si 2y es un punto en K entonces cualquier circunferencia de centro zy contiene puntos
diferentes de zg, con coordenadas racionales.
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Problema 1.9. Hallar bajo la proyeccién estereogréfica, las preimagenes de los conjuntos en el plano,
definidos por las siguientes desigualdades.

a-Imz>0 b-Imz<0 c-Rez>0 d-Rez<0 e-|z|<1l f-[z]|>1
Solucién. Sea z = z + iy un punto en el plano complejo y P (z1, z2,23) con
2z 2y 4y -1
= -5 JjQ = —m- xs = —-————_mormYe
2 +y2+1 22 +y?2+1 2 4+y2+1
su preimégen sobre la esfera, entonces.

a- SiImz > 0 es decir y > 0 entonces x1, x3 son reales y zo > 0 por lo que el punto P (x1,x2,x3)
corresponde a un punto que estd en el hemisferio oriental de la esfera.

b - Si Imz < 0 es decir y < 0 entonces x1, x3 son reales y x5 < 0 por lo que el punto P (x1,x2,x3)
corresponde a un punto que estd en el hemisferio occidental de la esfera.

c- Si Rez > 0 es decir > 0 entonces x1 > 0y za, 3 sén reales por lo que el punto P (z1,z2,3)
corresponde a un punto que estd en el hemisferio ”anterior” de la esfera.

d- Si Rez < 0 es decir z < 0 entonces 7 < 0 y x2, x3 son reales por lo que el punto P (x1,x2,x3)
corresponde a un punto que estd en el hemisferio ”posterior” de la esfera.

e- Si|z] < 1esdecir z24+y?—1 < 0 entonces x1, 22 son reales y x3 < 0 por lo que el punto P (1, 22, 3)
corresponde a un punto que esté en el hemisferio sur de la esfera.

f- Si|z| > 1 es decir 22 +y%—1 > 0 entonces 1, x5 son reales y o3 > 0 por lo que el punto P (x1, 72, 73)

corresponde a un punto que estd en el hemisferio norte de la esfera.

Problema 1.10. Demostrar que bajo la proyeccién estereografica las circunferencias sobre la esfera se
transforman en circunferencias o en rectas en el plano. ;Cuédles son las circunferencias sobre la esfera que
se transforman en rectas?

Solucién. Una circunferencia en la esfera es la interseccién de esta con un plano por lo que la circunfe-
rencia estd determinada por el sistema de ecuaciones

m12 —|—x22 —|—x32 =1
A’JJl +B1172 +Cf133 = D

con A, B, C, Den Ry 0 < D < 1. Al utilizar el teorema 1.5 para expresar el punto P (x1,x2,x3) sobre
la esfera en términos de su imagen z en el plano, se tiene

2 2y 22 4+y2 -1
x = R a—— To = - SEr-u—— T = —————
Tyt S | M |
que al ser reemplazados en la expresion algebraica de la circunferencia y realizar las operaciones corres-
pondientes se obtiene

(C—D)(a*+4°) + 242+ 2By=C+D
y se deben considerar dos casos:
1. si C = D se obtiene Az + By = C que corresponde a una recta en el plano.
2. si C' # D entonces al dividir entre C'— D y completar cuadrados se obtiene

o A 2+ N B 27A2+BQ+CQ_D2
C-D YTe-Dp) T (c-Dp

. . . /A2 2 2_D2
que corresponde a una circunferencia de centro (ﬁ, %) y radio % > 0.

Noétese que cuando C = D la circunferencia se determina como

1'12+£C22+.’E32 :1
A:C1+BI2+C(.T3*1):O

y puesto que el punto (0,0,1) estd en la circunferencia entonces las circunferencias que se transforman
en rectas son aquellas que pasan por el polo norte.
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1.5. Problemas propuestos

1.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Realizar las operaciones indicadas y simplificar completamente

5 1425 | 2—i 5 (1429)2—(1—4)"
@ 3iE bt ¢ mooeaaemn % GrenToero?
24
71 —i i —i
e (= () s =

Simplificar la expresién ((Hi)n

==z donde n es un entero positivo.

Hallar el conjunto de todos los nimeros complejos cuyo cubo coincide con su conjugado. Es posible
generalizar este resultado?

Halle el conjunto de todos los nimeros complejos z tales que 1, z, 1 4+ 22 sean colineales. Qué re-
presenta geométricamente?

Exprese los siguientes nimeros complejos en forma trigonométrica
a. —2 b. 27 c. —V2+iV2 d. cosa —isenaq, 7r<a<37”

. 1+ cosa + isena
e. 1—sena+icosa, 0<a<3 I - , 0<a< g
1+ cosa — isena

Simplificar (1+ z)" cuando z = cosZ +isen®f, n € N.

Sean z y w numeros complejos tales que z + w y zw son nimeros reales negativos, demuestre que
z v w deben ser reales.

Resuelva en C la ecuacién z = 2" 1

, n un nimero natural, n # 2.
Sean z y w numeros complejos, demuestre que
a. |z —w| > ||z] - |w]|

b. |z 4w + |z — w]? =2 (\z|2 n |w\2>
e |1— 2w — |z —w| = (1 - |z|2) (1 - |w|2>

Sean z, w numeros complejos tales que z = w y a = %, hallar la relaciéon que debe existir entre
z y w para que g sea un numero real.

Demuestre que ambos valores de v/22 — 1 se encuentran sobre la recta que pasa por el origen de
coordenadas y es paralela a la bisectriz del angulo interior del tridangulo con vértices en los puntos
—1, 1 y z trazada por el vértice z

Demostrar que todo nidmero complejo z talque |z] = 1 y 2z # —1 puede expresarse en la forma
_ 141t i a . . .
z = 1% para algin ntimero real . ;Es cierto el reciproco?
, sy . . _ t—41
Sea t un nimero real, hallar el lugar geométrico de los complejos z tales que z = 1 T

Clasifique los siguientes conjuntos de acuerdo a los conceptos de: abierto, cerrado, acotado, conexo,
compacto, etc.

a. >1,z# —bi b 1<|z+2i[ <3y §<argz< 73 c. Argz<3%

1
[z+5i] =
d. |z+i|—|z—i <6 e. |z| —Rez <0 o122l < |1+ 22

Hallar en la esfera las preimédgenes de los puntos 1, —1, ¢, %(1 —1)

Hallar en la esfera las preimdgenes de los rayos argz = 6 y las circunferencias |z| = a, a > 0.
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17.

18.

19.

; Qué posicién reciproca tienen en la esfera las preimagenes de un par de puntos simétricos con
respecto de a - El punto z=0 b - El eje real ¢ - La circunferencia unidad?

Demuestre que z y w corresponden a puntos diametralmente opuestos sobre la esfera si y solo si
2w = —1.

Expresar en forma compleja las siguientes ecuaciones.

a. Az+By+C =0 b. 22 41°4+22+4+2y =0 c.y==x d. 22—y? =a? e. o241y +2y = 0.
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Capitulo 2

Funciones de variable compleja.
Limites y continuidad

Aunque los esbozos iniciales sobre nimeros complejos, su representacién geométrica y algunos aspectos
relacionados se deben a Wessel, Argand y Gauss; los fundamentos de la teoria general de funciones de
variable compleja fueron desarrollados y formalizados por Agustin Cauchy alrededor de 1825. En este
capitulo se presenta, la definicién de funcién de variable compleja, su interpretacién geométrica como una
transformacién y se reformulan en este contexto, los conceptos de limite y continuidad.

2.1. Funciones de variable compleja.

Definicion 2.1. Sea K C C. Una funcién de variable compleja es una correspondencia que a cada z
en K asocia uno o varios valores w en C.

Si f es tal que a cada z en K le asocia un unico w en C, diremos que f es un funcion uniforme.

Si existe zg en K tal que f le asocia mds de un w en C, diremos que f es una funcion multiforme.

Si f es uniforme, w el valor de f en z se llama la imagen de z bajo f, lo cual se escribe como w = f(z)
Ejemplo 2.1. La funcién f: C — C tal que f(z) = 2% es uniforme

Ejemplo 2.2. La funcién f : C* — C tal que f(z) = Arg z es multiforme ya que f(z) = arg z + 2k,
keZy—-n<argz<m

Notése que si z = z + 1y, w = u + v entonces
w = f(2) = f(z +1y) = u(z,y) +iv(z,y)

y asi w estd determinado por dos funciones reales de dos variables. Reciprocamente si u(z,y), v(z,y) son
dos funciones reales de dos variables entonces

w=u(z,y) +iv(z,y) = f(2)

define una funcién de variable compleja y por tanto la teoria de las funciones de variable compleja tiene
como soporte, en gran medida, la teoria de los pares de funciones de dos variables reales.

Supondremos que el término funcién de variable compleja se refiere a una funcién uniforme a menos
que de manera explicita se realice otra referencia.

Si K C C entonces la imagen de K bajo f es el conjunto
f(K)={weC:w= f(z), para algin z en K}

No es posible una representacion geométrica adecuada de una funcién de variable compleja, sin embargo
si el conjunto K se representa en un plano, el z — plano, y su imagen, f(K) se representa en otro plano,
el w — plano, es posible obtener informacién de la funcién utilizando esta representacion. Se dice en este
caso que f es una transformacién y que f transforma K en f(K).
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K

Plano =z Plano w

Ejemplo 2.3. Para la funcién f(z) = 23 se tiene que
f(2) = (x +iy)® = (2° - 3y°2) + (32%y — %) i

y por lo tanto
u(z,y) =a° =3’z y v(z,y) =327y —y°

Ejemplo 2.4. Bajo la funcién f(z) = 22 el conjunto K definido por
K:{z:x+iy:x2—y2:—4, 22—y =-2 ay=1, :cy:2}
se transforma en el conjunto
f(K)={w=u+iv:u=—-4, u=-2, v=1 v=2}

ya que para dicha funcién u = 22 — y?, v = 2xy y por tanto las hiperbolas 2 — y? = —4, 22 — y? = -2,
zy = 1, xy = 2 del z-plano se transforman respectivamente en las rectas u = —4, u= -2, v=1yv =2

y asi la region del z-plano limitada por las hipérbolas se transforma en la regién limitada por las rectas.

Y v
u=—4 u=—2 I
22
~
o<
x
\‘J
\ v=2
\.]/8
= - v=1
2 _ . I
Ty =2
zy =1 U
> T I | o
Plano z Plano w
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2.2. Limites

En esta seccion se extiende el concepto de limite de funciones de variable real al plano complejo ampliado
en el cual el stmbolo p (21, 22) denotard la distancia entre los puntos z; y z2. Se observard que, en términos
formales, las definiciones y propiedades son anélogas a las tratadas para funciones de R? en R2.

Definicion 2.2. Sea f : K C C — C una funcién de variable compleja definida en K excepto posiblemente
en un punto de acumulacion zg en K. Diremos que

A, f#) = wo

sty solo si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si z estd en K y0 < p(z,29) < 0 entonces p (f(z),wp) < €.
De la definicién anterior se desprenden cuatro casos, dos de los cuales son los siguientes

a. 20 y wo son finitos entonces lim f(z) = zg si y solo si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que si
zZ—r20

0 < |z — 20| < & entonces |f(z) — wg| < €.

Esto puede geométricamente interpretarse de la siguiente manera:

Dada una vecindad de centro wq y radio € existe una vecindad de centro zp y radio § tal que si z
es un punto de K que se encuentra en el interior de la vecindad de centro zy entonces f(z) estd en
la vecindad de centro wy.

I o

Y '

£
LL

b. zgp = 00 y wy es finito entonces lim f(z) = wp si y solo si dado € > 0 existe R > 0 tal que si [z] > R
Z—r00
entonces, |f(z) —wo| < e.
Esta definicién puede interpretarse geométricamente de la manera siguiente:
Dada una circunferencia de centro wg y radio € existe una circunferencia de centro en el origen y
radio R talque si z es un elemento de K en el exterior de la circunferencia de centro en el origen y

radio R entonces f(z) estd en el interior de la circunferencia de centro wy y radio e.

Una ilustracion geométrica de esta definicion es la siguiente.
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(1

Se deja al lector proporcionar las definiciones para los casos no considerados asi como las interpretaciones
geométricas correspondientes.

Ejemplo 2.5. lim (2z +y) 4 (3y — 2)i = —1 4 4i ya que dado € > 0 si se toma § < £

z——i+1
entonces

[£(2) = wol = (22 +y) + Bz —y)i = (=1 +40)| = |2z +y + 1) + Bz — y — 4)i
<SPRet+y+1[+By—z—4[=2@+1)+ G- DI+ By -1 —(z+1)

<3lr+1]+aly—1 <T@ +1)2+ -1’ <To<e

El siguiente resultado muestra que para funciones de variable compleja se tienen propiedades anédlogas a
aquellas para funciones de variable real, sus demostraciones son similares y por tal motivo se omiten.

Teorema 2.1. Sean f, g : K C C — C funciones de variable compleja, zg un punto en K y lim f(z) = wo,
zZ—r20

lim g(z) = wy entonces
Z—r20

1. lim (f 4+ g)(2) = wo + wy

Z—r2z0

2. lim (af)(z) = awg para todo o en C
z z0

3. lim (fg)(z) = wowy

Z—r20

4. 1im (L)(2) = %0 siempre que wy # 0.

z—z0 9 w1
El teorema siguiente asegura la unicidad del limite.

Teorema 2.2. Sea f: K C C — C una funcion de variable compleja, que puede o no estar definida en

un punto zo en K. Si lim f(z) existe entonces su valor es inico.
Z—r20

Demostracidn. Supongamos que lim f(z) = wo, lim f(z) = w; con wy # wy y sea € = & |wy — wi| > 0
zZ—r20 Z—r20

entonces existen dg, 91 > 0 tales que |f(z) — wo| < € siempre que 0 < |z — 29| < do v |f(2) —w1| < €
siempre que 0 < |z — zg| < &1

Si se escoje 6 = Min {dg, 1} entonces
|wo —w1| = Jwy — f(2) + f(2) —wi] < |f(2) — wol+|f(2) — w1| < 2e = |wg — wy| siempre que 0 < |z — 2| < §

lo cual es una contradiccién, por tanto wy = wo O
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. , 21 . .
Ejemplo 2.6. lim - no existe ya que si se toma
Z2—=1z — 1

S1={2€C:Rez=0, Imze R}y Sy ={z€C: Rez € R,Imz = 1} entonces

lim 2= = tim 2 )Z, = lim —u =lim(-1)=—-1y
g r—i pzpr—(y—1i w=l (y—1i wol
_ Y
lim 2 l_:lfmx+(y l)Z.ZIme:liml:l
seg, © Tt ;z%w—(y— i =0z 20

lo cual por la unicidad del limite es una contradiccion.

2.3. Continuidad

Andlogamente a la secciéon anterior aqui se presentan los conceptos relativos a la continuidad de una
funcién de variable compleja asi como sus propiedades.

Definicion 2.3. Sea f : K C C — C una funcion de variable compleja y zy un punto en K. La funcién
f es continua en zy si y solo si lim f(2) = f(z0).
Z—r 20

Como en el caso de la definicién de limite se tienen cuatro casos por considerar, tres de los cuales son:
2o finito y f(z0) = 00, 20 = 00 y f(20) finito, zo = 0o y f(z0) = oo. Si f es continua en alguno de estos
casos, se dice que f es continua generalizada en z;

Ejemplo 2.7. La funcién f(z) = L es continua en C — {0} y continua generalizada en C.

2iz—1
z—1

Ejemplo 2.8. La funcién f(z) = puede redefinirse de manera que sea continua generalizada en C

como
o S1Z2=1

f(z)= 721‘22_21 siz#£iyz#
21 sl z =00
ya que lim f(z) = ooy lim f(z) =2i
Z—1 Z—r00
Los siguientes resultados expresan las propiedades de las funciones continuas

Teorema 2.3. Sean f, g: K C C — C funciones continuas en un punto zg en K entonces f + g, af, fg
son continuas en zy para todo o en C y 5 es continua en zg siempre que g(zp) # 0

Teorema 2.4. Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) una funcidn de variable compleja y zo = o + iyo un punto
en C entonces f(z) es continua en zy si y solo si las funciones u(x,y) y v(x,y) son continuas en (xq, Yyo)

Ejemplo 2.9. Puesto que las funciones f(z) = o, a € C y g(z) = z son continuas en C se deduce, por
aplicacién reiterada del resultado anterior, que todo polinomio con coeficientes complejos

p(2) =ao+ a1z 4+ +ap2", an #0
es continuo en C.

Ejemplo 2.10. Toda funcién racional f(z) = 28 es una funcién continua en todo punto z en C para el
cual ¢(z) # 0.

Ejemplo 2.11. Puesto que la funcién u(z,y) = cos (x2 + y2) es continua en R? y la funcién
v(z,y) = m?i’;ﬂ es continua siempre que z? — y? # 0 entonces la funcién f(z) = cos (z? + y?) + m?fzg

es continua en el conjunto

1

K={z=zx+iy:y#2x6y+# —z}
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2.4. Problemas resueltos

En esta seccion se ilustra la teoria tratada con la resolucion de algunos ejercicios atinentes a la misma

1z+1
1+z

Problema 2.1. Hallar la parte real de la funcién f(z) =
Solucién. Sea z = x + iy con z, y en R entonces

iz+1 (e +iy)+1  (1—y)+iv

M@ =375~ 1+ @ —iy) (1+z)—iy
-y +ig[A+a)+iy]  (t+a—y—2ay)+ @y -y’ +a+2°)i
(14 2)% + 92 (1+2)° +y?
por lo que . )
_ltae—y—2xy
Re 1lz) = (1+2)° + y2

Problema 2.2. Bajo la transformacién w = z2 hallar la imagen del conjunto
K={z=z+iy: 2=k, yeR}

Solucién. Sea z = x 4 iy con z, y en R entonces w = 22 = (z + iy)* = (2% — y?) + 2zyi = u+ vi con lo
que u = 22 — 9%, v = 2zy.
Puesto que x = k entonces

u=k?—19?

v =2ky

con y en R que corresponden a las ecuaciones paramétricas de la curva imagen de la recta paralela al eje
y determinada por la condicién x = k.
Para eliminar el parametro y, consideramos dos casos:

= Si k = 0 entonces
u=—y? yeR
v=20
que corresponde, en el plano w, a la parte no positiva del eje u.
= Si k # 0 entonces y = 5 y al reemplazar este valor en u = k? — y? se obtiene
2_ v
4k2

que corresponde en el plano w a la pardbola de vértice (k2,0) que se abre hacia la izquierda.

u =
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Asi: El eje y se transforma en la parte no positiva del eje u, y rectas paralelas al eje y, diferentes de este,
se transforman en las pardbolas descritas anteriormente. Notese que si las rectas se acercan al eje y, las
parabolas se contraen al eje u y su vértice se acerca al origen.

1
Problema 2.3. Bajo la transformacién w = — determinar la imagen del conjunto
z

G={e=atiy: y=u, y=—x, 2 +y’ =2}

. s ) 1 . x Yy
Solucidén. Sea z = x + iy entonces de w = ; se sigue que u = ———, v =————.
e+ vy ety
Para hallar la imagen del conjunto, determinamos en primer lugar las imagenes de las curvas fronte-
ra de la regién. Asi se tiene

_ _ _ 1 _ 1 _ u—iv
a- Lasrectasy=xy y = —z. Como w = S entonces z = o = Wiz POT tanto
U v
r = ———— y —
u? + 2’ u? + 02
con lo que z = y se transforma en v = —u, y y = —x en v = u.

b - La circunferencia z? + 4% = 2. De w = % se sigue que u =

T _ vy _ @
g7 V= gz con lo que u = 5=
1

es decir u = % y asf la circunferencia 2% 4+ y? = 2z se transforma en la recta u = 5-

v

)1 o1 "
Y= 0= u
D B _
. J(G)
z=1 A
i G T w=1 u
)
B A’
Yy = —1 1 v= —u
u=g
0

Puesto que el punto z = 1 la regién K tiene como imagen w = 1 entonces el conjunto limitado por y = x,
y = —x, 22 + y% = 2z se transforma en la regién ilimitada determinada por v = u, v = —u, u = % que se
muestra sombreada en la figura.

Nétese que si la preimagen se recorre en el sentido OABO la imagen se recorre en el sentido O’A’B'O’.

Problema 2.4. Demostrar, utilizando la definicién, que

224
lim

2= 2 — 1

= -3
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Solucién. Dado € > 0 se debe hallar § > 0 tal que si 0 < |z —i| < § entonces

%+3‘<6.

Puesto que
3 . 3 . . 2 .
2>+ 2+ 32— 21 z—1||z° +iz+ 2 . .
,+3‘: 2| | - |=I(z—l)(z+2z)|
z—1 z—1 |z — i
=|(z=i)[(z—0)+3{]| < |z—i]* + 3|z —i| < 6>+ 36
entonces si se toma § < —+y+ie V29+4€ se tiene que Z;ff—l—i’)‘ < € siempre que 0 < |z —i| < 0

Problema 2.5. Demostrar, utilizando la definiciéon de limite, que

1
z—1 (Z _ 1)

Solucién. Dado M > 0 se debe hallar 6 > 0 tal que si 0 < |z — 1] < ¢ entonces ‘ﬁ > M.
Si se toma § = g,/lﬁ entonces
1 1 1 1
= > —=— =M
(z—1% |z—1P " & ( 1 )3
VM
por lo que
, 1
lim

=1 (z—1)°

Problema 2.6. Sea f una funcién de variable compleja, demostrar que si f es continua en zy entonces | f|
es continua en zg

Solucién. Obsérvese en primer lugar que
[f(2)] = [f(2) = f(20) + f(20)| < [f(2) = f(20)| + | f(20)]

y por lo tanto |f(2)| — |f(20)| < |f(2) — f(20)|. Andlogamente — |f(z) — f(20)] < [f(2)| — |f(20)| ¥ de
estas desigualdades se sigue que

1F ) = [f(z0)ll <1 (2) = f(20)]

Sea ¢ > 0 dado, puesto que f es continua en zy existe 6 > 0 tal que |f(2) — f(z0)| < € siempre que
0 < |z — 20| < € por lo que

f(2)] = |f(z0)]] <|f(z) — f(20)| < € siempre que 0 < |z — zp| < & y asi | f(2)] es continua en z

Problema 2.7. {Es posible redefinir la funcién f(z) = ZIIZT;Z de manera que se continua en z = 07

Solucién. No, puesto que si se toma S; ={z€ C: Imz=0}y Sy ={z€ C: Rez =0} entonces

(z +iy)y 0

Iim f(z)=lm-——>">=1im — =0
20 f(z) am0 12 + g2 z—0 12 y
z€S51 y=0

- 9
lim f(2) = lim Y i B
2 T P Ty

y por lo tanto lim f(z) no existe.
z—0

Problema 2.8. Para z = x + iy se define e* como

z

e” = e"(cosy + iseny)

z2

con base en esta definicién hallar la parte imaginaria de f(z) = e®
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Solucién. Sea z = x + iy entonces z? = (z + iy)2 (x2 — y2) + 2zyi por lo que

(z2 7y2)+2zyi
e

— ee”’2 -v* (cos(2zy)+isen(2zy))

1‘2712
ee” T cosay) (cos (6”2_?4256712373/) + isen (eIQ_yzseHny))

y asi

22 g2
Imf(z) = e " o5 gep (ez?_y2 sen2xy>

Problema 2.9. Expresar la funcién f(z) = (222 — y? + y) + (2y)i en términos de z y z.

z+Zz

Solucién. Sea z = x + iy, dado que v = 3=, y = zz_f entonces
N2 N2 _ _
z+Z z—Z z2+2zZ z—2Z
=2 — I . ;
f(z) ( < 5 ) ( % > + mz>+( 5 % >z
22 4227 4 72 22 — 227 4 7Z* 22— 72
=92 + Imz+
4 4
422+ 22° + 227 z+Z

+Imz:z2+( )z—l—[mz:zQ—l—zRe(z)—FImz

4
Problema 2.10. Bajo la tranformacién w = (4 + 3i)z — 2 4 ¢ hallar la imagen del conjunto

G={zeG:|z—-1<1}

Solucién. La inversa de la funcién w = (4 4 3i)z — 2 + i estd definida por z = “’4123_/ el cual puede ser
sustituido en |z — 1] < 1 es decir
w+2—1
— -1 <1,
‘ 4+ 3i ’
expresion en la cual al efectuar las operaciones se obtiene
|lw — 2 — 4i| < 5.
Asi la imagen del circulo |z — 1] < 1 bajo la transformacién dada es el circulo
|lw — 2 — 4i| < 5.
Y v
- -7 T~ "
-
& ,
£ A
| ne \
5 4
! \
I |
| , I
\ 24+ 4 |
I \ /
d 1,/ v /
! ! 4
| G, N /
o . d ~ #
\ 1 & 1 -
\ ! S — - ]
~ g i

33



2.5. Problemas propuestos

1. Hallar la parte real e imaginaria de las siguientes funciones

. . . z 1+72
a. f(z)=%z—iz? b, f(z)=i-2° c. f(z):; d. f(z)= T+ iz
2. Bajo la transformacién w = z2 hallar las imégenes de
a. larectay=u b. la circunferencia |z| = a, a > 0 ¢ El rayo argz =0
3. Bajo la transformacién w = % hallar las imagenes de las curvas
a. =k, kelR b. 22+’ ==z c. 2+’ =ky, keR d. y==2?
e. y==1a foy=ax+b g. argz =0 h. |z—1]=1
4. Usar la definicién de limite para demostrar que
a. Zl_l/)H_li(ﬁlz —-3)=1—4i b. Zl_l/}H_li 224+1=0 c. Zlingi(Qx +iy?) = 4i
d it g e. lim 270 _
z—>i 2 — 1 2500 2+ 1

5. Muestre que las siguientes funciones son continuas para z # 0. ;Puede reedefinirse la funcién de
manera que sea continua en z = 07

(Rez)? — (Imz)?
E

a f(z)=ZR|62Z b= . f<z>:Rez'|§mZ d f(z) =

|2 z |2

|z

Definicion 2.4. Una funcion de variable compleja w = f(z) estd definida en z = 0o si y solo si la funcidn
g(z)=f (%) estd definida en z = 0.

6. Utilizar la definicién anterior para verificar, si o no, las siguientes funciones estan definidas en
z = o0.

2241 3 5z — 1 322 —4
c. =

RS a7 s A A

7. Calcular el valor de los siguientes limites

224322 , c0s2z ., senz , €% +1
a. llm —m8 b. lim —m c. lim - d lim -
z——i z+1 z—Z chiz + ishiz z—0 shiz 2zl €%+

8. Considere la funcion
zRez . 20
— s oz
f(z) = 2|
0 si z2=0
demuestre que f es continua en C.

9. Considere la funcién f(z) = In|z| + iargz con —7 < argz < m, demuestre que f no es continua en
cada punto del eje real negativo.
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Capitulo 3

Diferenciabilidad. Funciones
holomorfas

Existen dos enfoques diferentes bajo los cuales es posible estudiar la teoria de funciones de variable
compleja; uno de ellos se debe a Riemann y en este, el concepto bésico es el de derivada de una funcién
de variable compleja conectado a la nocién de funcién holomorfa. El segundo, se debe a Weierstrass y
se desarrolla a partir de la nocién de serie de potencias convergente en una vecindad de un punto y el
concepto fundamental es el de funcién analitica. Este capitulo se desarrolla desde el punto de vista de
Riemann por lo cual en primer lugar se extiende el concepto de derivada de una funcién real a funcién de
variable compleja y se estudian sus propiedades. A continuacién y debido al hecho de que una funcién de
variable compleja equivale a dos funciones reales de dos variables, se observara que unicamente cuando
estas funciones satisfacen ciertas condiciones, las ecuaciones de Cauchy - Riemann, es posible calcular la
derivada de la funcién.

3.1. Funciones holomorfas

Definicion 3.1. Sea K una region (conjunto abierto y conexo) en C, f: K — C una funcién de variable
compleja y zo un punto en K, la derivada de f en zg se denota f'(z9) y para z en K se define como

Fon) — 1w £ = TC0)

Z—20 zZ— 20
si este limite existe y es finito en C. En este caso se dice que [ es diferenciable en z

Notese que si se llama z — zg = h entonces la definicién anterior puede expresarse como

f(z0 + 1) = f(20)
h

f/ (2’0) = lim

Ejemplo 3.1. La funcién f(z) = 2", n en N es diferenciable en todo el plano complejo con f’(z) = nz""!

ya que

n n n 7} n—ipi _ ,n
o FEE N f) e T (i)
L i h
Z:’iil (7’;> zn_ihi n n n n
R 1 - R 1 4 n—t1,i—1 __ 1z n—1 e n—i1i—1 _ n—1
=i = 3 () = iy (e 3 () A | e

Ejemplo 3.2. La funcién f(z) = Z no es diferenciable en ningin punto zy de C ya que si se toma

S1={2z€C:z=2+hheR} ySo={2€C:z=2 +ik,k € R} entonces

) — . Z—Z0 ., +h+iyo) — (xo+iyo) . h
/ -1 f(z) f(Zo):1 Z 20:1 (o _ My
Ts:(20) A 20 Sz — 20 K0 h K0 h Y

z€S1 z€S1
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5, (20) = lim FE) = FGo) _ g 2250 _ gy @ot i+ R) = (@otiye) _ g B
e AT ggrma ko ik $20 R

Puesto que los valores de estos limites son diferentes entonces la derivada de f(z) = Z no existe.

Ejemplo 3.3. Toda funcién de variable compleja diferenciable en un punto zy en C es continua en dicho
punto ya que

lim (f (2) — f(20)) = lim fE) = Fz0) (z— 2p) = lim FE) =10 lim (z—20) = f'(20)-0=0
zZ— 20 Z—20 Z— 20 zZ—20 zZ— 20 Z— 2o

Usted puede proporcionar un ejemplo para mostrar que el reciproco de este resultado no es véalido.

Los siguientes resultados nos muestran que las reglas usuales para la derivacién de funciones de variable
real también son vélidas para funciones de variable compleja.

Teorema 3.1. Sea K una region en C, f, g : K — C funciones de variable compleja diferenciables en K

entonces f + g, af, a € C, fg, % cuando g(z) # 0 para z en K son diferenciables en K y ademds

a- (f+9)(z)=1f(2)+4(2)

b- (af)(z)=af'(2)

c- (f9)'(2) = f(2)d'(z) + f'(2)g(2)
Y ) = g(2)f'(z) = f(2)g'(2)

‘- <g> (2) = 9%(2)

Demostracion. La demostracion de estos resultados es andloga a la del caso para funciones de variable
real, asi por ejemplo

o U9 = (0)z0) _ (o F(2)() — 1 Go)g(=) + [(z0)9(2) = F(z0)a(z0)

zZ— 20 Z— 20 Z— 20 zZ— 20

i IR =L))o S Go) (9(2) = 9 ()

zZ—2zo Z— 20 Z—20 zZ— 20

9(20)f'(20) + f(20)9' (20)

siempre que g(z) # 0

(f9)"(z0) =

O

El siguiente resultado se conoce como la regla de la cadena y permite calcular la derivada de la funciéon
compuesta

Teorema 3.2. Si g es diferenciable en zy y f es diferenciable en g(zy) entonces f o g es diferenciable en
!

20 y (fog) (20) = [ (9(20)) -9 (20)-

Obsérvese que si K y R son dos regiones en Cy f: K — R es una funcién de variable compleja biyectiva

entonces existe la funcién inversa g = f~! : R — K biyectiva tal que f o g = I y se tiene el teorema de
la funcién inversa.

Teorema 3.3. Si f es diferenciable en zg € K con f'(z0) # 0 y g la funcidn inversa de f es continua en
f(z0) entonces g es diferenciable en f(zy) con

v !
(7 (o) =
Demostracion. Sea w = f(z), wo = f(z0) entonces
gw)—glwo) _  z-z 1
w — W f(z) = f(20) ()= f(20)

z—2o

y puesto que cuando w tiende a wy se sigue por la continuidad de g que g(w) tiende a g(wy) es decir z
tiende a zg entonces

cog(w) —g(wo) _ =
Wy wowe ek TR Fia)
zZ—2z0
1
el cual existe y es finito en C, por lo que (fil), (/(z0)) = f'(z0) D
0
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Definicion 3.2. Sea K una region en C, f: K — C una funcién de variable compleja y zo un punto en
K, entonces

a - f es holomorfa en zy si y solo si f es diferenciable en todo punto de alguna vecindad de zy.
b - f es holomorfa en K si y solo si f es holomorfa en cada punto zy de K.
c - f es entera si y solo si f es holomorfa en C.

Ejemplo 3.4. La funcién f(z) = 2", n en N es entera ya que f/(z) = nz""! existe en toda vecindad de
cada punto z en C.

Ejemplo 3.5. La funcién f(z) = |z|2 es diferenciable en zy = 0 pero no es holomorfa en ningin punto z
en C ya que

- F(0) = lim LD=1O) _ VR i
a- f'(0)= hm lg% - ;g%z (x,y%lin(o,o)x yi=10

=12

b - f no es diferenciable en ningtin punto zg # 0 ya que si lo fuese entonces lim %ﬁéz") deberia
Z—rZ0

existir y ser el mismo independientemente de la manera de acercarse al punto zy pero si se toma
S1={2€C:z=2+h, heR}ySa={2€C:z=z +ik, k€ R} entonces

f(z) = f(z0) ., |Z|2 - |250|2 o ($0+h)2+y()2 —z0% — yo?
— " = lim = lim

fél (Zo) = lim

=20 Z— 2 2oz0  z— Z h—0 h
z€S1 0 z€S1 0
, 2$0h + h2
= lim ——— =2z
h—0 h

f(z2) = f(z0) . 2% = |20/ oz (yo + k)? — 202 — yo?
—r——— = lim = lim

févz (Z()) = h'm

=20 Z— 2 2920z — 7% k—0 ih
2€8y 0 z€Ss 0
. 2yok + k2 .
= lim —— = -2y,
k—0 ]

y puesto que los dos valores son diferentes para zg # 0 entonces f’(zp) no existe para zg # 0.

Obsérvese que de los teoremas 3.1, 3.2 y 3.3 se deduce que la suma, el producto, el cociente (con denomi-

nador diferente de cero), la composicién y la inversa de funciones holomorfas en una regién K son también

funciones holomorfas en la misma regién, en particular, puesto que f(z) = k; k constante en C, g(z) = z y

h(z) = 2", n € N son enteras con f'(z) =0, ¢'(z) = 1 y h/(2) = nz""! se sigue del resultado anterior que

todo polinomio p(z) = ag + a1z + -+ -+ a, 2" es una funcién entera con p'(z) = aj +2asz + -+ - +na,z" '
y que toda funcién racional Z g ; es holomorfa donde ¢(z) # 0.

3.2. Las ecuaciones de Cauchy Riemann

Como hemos mencionado en la seccién 2.1 una funcién de variable compleja f(z) = u(x,y) + v(x,y)
estd definida por dos funciones reales u(z,y), v(x,y) de dos variables reales z, y y la continuidad de f
esta determinada por la continuidad de u y v. ;De la misma manera, la diferenciabilidad de v y v implican
la diferenciabilidad de f7 la respuesta a este interrogante es negativa ya que por ejemplo las funciones
u(r,y) =z y v(z,y) = —y son diferenciables en todo punto de R? sin embargo como muestra el ejemplo
3.2 de la seccién 3.1 la funcién f(z) = z — iy = Z no es diferenciable en ningin punto de C.

En esta seccién se presentan las condiciones sobre las funciones u(x,y) y v(x,y) para que la funcién
de variable compleja f(z) = u(z,y) + iv(z,y) sea diferenciable.

Teorema 3.4. Sea K una region en C, zg = xg+1yo un punto en K y f : K — C una funcion de variable
compleja f(z) = u(z,y) + iv(z,y).
Si f es diferenciable en zg entonces g;‘;, gZ, g;, % existen en (xo,yo) y en dicho punto se satisfacen las

ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Oou Ov Ou v

dx 9y dy Oz
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(zo+h)—f(z0)
h

Demostracion. Si f es diferenciable en zy entonces existe y es tnico f/(z9) = lim ! indepen-
h—0

dientemente del camino seleccionado para acercarse h a 0, por tanto si se escoge
S;={heC:heR} ySy={heC:h=ik, keR}
entonces fg (20) = fg,(20) y como

f(z0+h) = f(20) (u (o + P, yo) +iv (zo + h, yo)) — (u (20, y0) + v (0, Yo))

/ s 12
Ts,(20) = lim h = Jim h
heSy
— lm & (zo + h,yo) — u (0, %0) 4ilim Y (w0 + h,yo) — v (0, Y0)
h—0 h h—0 h
ou Ov
= (%0,%0) + l%(xmyo)

flzo+h) = f(z0)

, L o (u(zo,yo + k) 4 v (w0, yo + k) — (u (0, yo) + iv (x0,y0))
fs,(20) = lim h = jm ik
heSs
_ 1 lim u (20, Y0 + k) — u (w0, y0) + m v (0,0 + k) — v (20,%0)
7 k—0 k k—0 k
.au( )+ 81)( )
=—i—(x —(z
8y 0, Y0 8y 0;Y0
0 0 0 0
se sigue que az (%0,%0) = a*Z(xmyo) y aiyl(l‘o,yo) = —£($o7yo) O

Una manera equivalente y en la practica mas 1til, de presentar el resultado anterior es la siguiente. Si una
funcién de variable compleja no satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann entonces no es diferenciable.
Tlustramos esto a continuacion.

Ejemplo 3.6. La funcién f(z) = Z no es diferenciable en ningtin punto en C ya que para ella u(z,y) = x,
v(x,y) = —y por tanto g—g =1# %Z = —1 y asi no se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
ningin punto de C. (

Las condiciones del Teorema anterior no son suficientes, es decir, pueden darse ejemplos de funciones
f(z) = u(z,y) + iv(z,y) que satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann pero que no son diferencia-
bles, ver por ejemplo el problema resuelto 3.4 de la seccién 3.3.

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para que una funcién de variable compleja sea
diferenciable, sin embargo antes de dar su enunciado y demostracién se recuerdan algunos resultados de
Calculo de varias variables que son necesarios para este propdsito.

Observacién (1). Sea g : R? — R una funcién de dos variables y (x¢, o) un punto en el dominio de g.
El incremento de g en (xg,yo) se denota Ag(zo,yo) v se define como

Ag(zo,y0) = 9(=,y) — g(0,Y0)

Observacién (2). Sea g : R? — R una funcién de dos variables y (o, yo) un punto en el dominio de g.
g es diferenciable en (xg,yo) siy solo si el incremento de g en (xg,y0), Ag(xo,yo), puede expresarse en la
forma

0 0
Ag(zo,y0) = a*i(ﬂﬁo,yo)(l" — o) + a*Z(ﬂﬁo,yo)(y — o) +€(x — 20,y — Yo)

donde  lim € — 70,y — Yo)
(z,y)—(z0,Y0) \/(I B :CO)Q + (y . y0)2

Observacién (3). Sea g : R? — R una funcién de dos variables y (2o, yo) un punto en el dominio de g.

09 09
ox’ Oy

=0.

, existen y son continuas en (xg, yo) entonces g es diferenciable en (zg, yo).
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Teorema 3.5. Sea K una region en C, f: K — C una funcion de variable compleja tal que

f(z) =ulz,y) + vz, y) y 20 = o + iyo un punto en K.

g Ju OJu Ov Ov
Bt R

0z’ Oy’ O0x’ Oy

entonces [ es diferenciable en zy y

existen, son continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en (g, yo)

ou ou
"(20) = =—(z0,y0) — 1= (o,
f(z0) = 5 (0, 50) ay( 0:%0)
» Oou du Ov dv ) L
Demostracion. Puesto que —, —, —, — existen y son continuas en (g, yo) entonces por la observacién
Oz’ Oy’ Ox’ Oy

1 anterior, se tiene que

ou ou
uw(z,y) — u(wo,yo0) = %(mo,yo)(x —29) + afy(ffoyyo)(y —yo) + a1(x — xo,y — Yo)
donde lim ! =0
(z,y)—(z0,y0) \/(x _ $0)2 + (y — y0)2

ov ov
v(w,y) — v(To,Y0) = %(Qfoayo)(x — o) + a*y(xo,yo)(y — o) + a2 (x — 0,y — o)

Q2

2 2
\/(ﬂf—xo) + (¥ — vo)
por lo tanto al usar las condiciones de Cauchy-Riemann observamos que

donde lim =0

(z,y)—(0,y0)

f(z) = f(20)

zZ— 20
_ (u(@,y) +iv(z,y) — (ul®o,50) + v(zo,y0)) _ (u(x,y) — u(@o, y0)) + i (v(z,y) — v(z0,¥0))

Z— 20 Z— 20
0 0 (0 0

(8z<zo,yo><z — o)+ 5 (0,y0)(y — o) + a1> +i <8Z<xo,y0><x ~ o) + 5 (0,30 (y — 90) + a2>

B Z— 20
0 0 N 0 .

(5ot — o)+ G0 ) )+ (= ) — ) + G o) = ) ) + e + i)
N Z— 20

ou , Ou . :

%(l’o,yo) (= 2o) +i(y — o)) — la*y(ﬂﬂo’yo) ((z —z0) +i(y — yo)) + (1 + i)
- Z— 20
_ (9u Ou (r —x0) +i(y —yo) | o1 +iaz
N (8x<x0’y0)_28y(xo’yo)) Z— 20 + zZ— 20
_ Ou Ou a1 +iag
= %(JUOJJO) - Z@(%JJO) + P
y puesto que a1t o < ] | tiende a 0 cuando z tiende a zy entonces

z— 2o |z —z0] |z — 20|
f(z) = f(z0) _ Ou du

f/(Zo) = lim

z—20 Z— 2o

= %(xoyyo) - iafy(mﬁ%)

y asi f es diferenciable en z O

Ejemplo 3.7. La funcién f(z) = e*(cosy—+iseny) es entera puesto que u(x,y) = e*cosy, v(z,y) = e*seny
por tanto % = e"cosy = g—;, g—; = —e%seny = —% y estas derivadas existen y son continuas en todo

(z,y). Nétese que f/(z) = % - i%: = e“cosy + ieseny = f(z).
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Teorema 3.6. Si f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es una funcidn holomorfa en una region K C C y u(z,y),
v(x,y) son continuas hasta orden 2 en K entonces u y v satisfacen la ecuacion de Laplace, es decir

6‘2u+82u70 820+82v70
ox?  oy? Y o2 oy
Demostracion. Si f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es holomorfa en K entonces f es diferenciable en K y por
tanto se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann es decir

ou Ov Ou v

5oy oy 0w
Al derivar, respectivamente, estas igualdades con respecto a x y a y se obtiene que

0%u 9% 0%u 0%v

922 0zdy ° 9y Oyox

2 : : : . 9% . 9%
y puesto que v es de clase C“ en K entonces las derivadas mixtas son iguales, es decir 0y — dyos POT

lo que al sumar miembro a miembro las igualdades anteriores se obtiene que

0?u  0%u
4 — =9
0x2  Oy?
Analogamente v satisface la ecuacién de Laplace. O

Una funcién u(z, y) que satisface las condiciones del resultado anterior se llama una funcién arménica
y se dice que u(z,y) v v(z,y) son armdnicas conjugadas.

3.3. Problemas resueltos

En esta seccién se resuelven algunos problemas que se utilizan para ilustrar o complementar la teoria
tratada

Problema 3.1. Considérese la funcién f(z) = zarg(z + i) demostrar que f'(0) = 7

Solucién. Al utilizar la definicién de derivada se obtiene que

£(0) = lim f(z) ~ f(0) — lm zarg(z +1)

= lim arg(z + 1) = argi =
z—0 z—0 z—0 z z—0 g( ) 9

2
Problema 3.2. Hallar los puntos donde la funcién f(z) = zRez es diferenciable y holomorfa

Solucién. Dado que f(z) = zRez = (z + iy)x = x? + iyz entonces g—; = 2z, g—; =0 % =y %Z =z

por lo que % = %Z y g—z = —% siysolosiz =y =0y asi f(z) = zRez es diferenciable inicamente en

z = 0. Naturalmente f(z) = zRez no es holomorfa en ningin punto.
Problema 3.3. Para la funcién f(z) = (22 — y* + 2z) + i(y + 2xy) calcular f'(2)

Solucién. Dado que u = 22 —y? +2z, v =y +2zy y g—g =2x+2+# %Z = 14 2z entonces no se satisfacen
las condiciones de Cauchy-Riemann para ningtin (z,y) por lo tanto f no es diferenciable y asi f/(z) no
existe.

Problema 3.4. Muestre que la funcién
=3
Z—Q siz#0
fz) =1 I
0 siz=0

satisface las condiciones de Cauchy-Riemann en z = 0 pero que no es diferenciable en dicho punto.
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Solucién. Obsérvese que f(z) puede expresarse como

(x?’ — 3:cy2) +1 (y3 — 3x2y)

si (z,y) 7 (0,0)

2 1 .2
()= vy
0 si (z,) = (0,0)
con lo que
(x,0) = z sie#0 (0,y) =0 para todo y en R
WY =10 sig=0 Y TU PA yen

0(079)2{ g :izig v(z,0) =0 para todo z en R

por lo tanto

Ou B u(r,0) —u(0,0) r

AR R R P

I _ e v0y) —0v(0,0) oy

0 (0,0)—1}1_)0 y—0 7@}1—>0y71

ou (0,0) = lim u(0,y) — u(0,0) | 0-0 _ 0

0 y—0 Yy y—=0 y

0 0 0,0 0-0
U(O,O) = lim v(,0) = »(0,0) = lim =0

0 z—0 T z—0

y asi se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann en (0,0).

Sise toma S; ={2€C: Rez=0, Imz=y} So ={z€ C: Rez =2 = Imz =y} entonces

_ =3 N\ 2 2 N2
1 20 z—0 220 o |Z| z—0 \ Z :00 x+ iy y—0 iy

z€S1 z€S1 z€S1 ym
_ _\ 2 N
z)— f(0 z3 Z xr—1
5,0 = 1 1O =IO g Z gy () = lim ( y)
Zzgé)z - 0 Zzgé)z < |Z Zzgsgz # ;:;/O z + Zy

z—iz\> 1—4\?
h'm( - ) :h’m( ) =-1
z—=0 \ x + iz z—0\1+71

y puesto que estos valores son diferentes entonces f es no diferenciable en z = 0.

Problema 3.5. Hallar los valores de las constantes reales a, b, ¢ tales que la funcién f(z) = z+ay+i(bx+cy)
sea entera.

Solucién. Puesto que u(z,y) = = + ay, v(x,y) = bz + cy entonces

ou ou ov ov
b—=c
dy

% = s 67y = a’ % =
y del teorema 3.5 se sigue que f es diferenciable siempre que ¢ = 1, b = —a por lo que f puede expresarse
como
fR)=z+ay+i(—ax+y)=(1—ia)x+iy(l —ia) = (1 —ia)(x +iy) = (1 —ia)z.

Problema 3.6. Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) una funcién entera tal que v = u? demostrar que f es
constante

Solucidén. Si f(z) = u(x,y) +iv(z,y) es entera entonces f es diferenciable en C por lo que se satisfacen
.. . s Ou _ Qv Ou _ _ v 9 .
las condiciones de Cauchy-Riemann es decir 37 = oy Y oy = oz Puesto que v = u~ entonces al derivar

con respecto a x y a y se obtiene que

or ~ or Y oy oy

ov 9 ou ov 9 ou
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igualdades que al utilizar las condiciones de Cauchy-Riemann se expresan como

v 00 v, o
or u@y Y oy hrr

es decir

ox * dy 0
sistema lineal homogéneo de ecuaciones cuyo determinante 1 + 4u? es diferente de cero por lo que posee
solucién tnica
v Ov
or  dy
por lo que v es constante respecto de x y y asi v es constante.
Andlogamente u es constante con lo que se concluye que f es constante.

Problema 3.7. Sea f(z) = u(z,y) +iv(x,y) una funcién holomorfa en cierta regién K del plano complejo
talque v(z,y) = arc tg%, x > 0y f(1) = 0. Reconstruir la funcién f.

Solucién. Si f(z) = u(x,y) +iv(z,y) es holomorfa en K entonces f es diferenciable para todo z en K
y por tanto se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann, es decir

ou Ov ou ov

or oy Y oy 0w

= Y v _ =y _ v _ __x i : :
PuestF) que v = arc tggg entonces or = 737 Y oy = i Y utilizando la primera igualdad de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann se sigue que
ou @
Or a2+ 12

integrando esta expresién con respecto a x se obtine que
1
u(z,y) = 5in(2* +y*) + h(y)

donde h(y)es una funcién que uinicamente depende de y que debe determinarse. Al derivar, esta dltima

igualdad, con respecto a y resulta

ou Y

=7 W
oy " (v)

y utilizando la segunda igualdad de las ecuaciones de Cauchy-Riemann se obtiene que

) ’ )
Y )= Y
2 1 2 +h(y) 212

con lo que h'(y) = 0y asi h(y) = ¢, ¢ una constante real. De esto se deduce que
f(z)= %ln(:c2 +4?) + c+iarc tg%7 x> 0.
De la condicién f(1) = 0 se deduce que ¢ = 0 y por tanto
f(z) =1n(2® + y2)1/2 + tarc tg%, x>0
=In|z| +iargz.

Problema 3.8. Sea f(z) = u(z,y) + iv(x, y) una funcién entera tal que uv es constante demostrar que f
es constante

Solucién. Si f(z) = u(x,y) + iv(z,y) es entera entonces f es diferenciable en C y por tanto se cumplen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann es decir

ou Ov ou ov

or oy Y oy 0w

Si uv = k, k constante, consideramos dos casos k =0y k # 0
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1. Si wv = 0 entonces u = 0 0o v = 0. Supongamos v = 0 entonces por las ecuaciones de Cauchy-

Riemann % =0y g—; =0 por lo que v(z,y) =c¢, ¢c € Ry asi f(z) =0+ ic, constante.

2. Si wv = k # 0 entonces u6 + Uaz =0y ua + vay = 0. Utilizando las ecuaciones de Cauchy-

Riemann estas expresmnes se pueden escribir como

v n ov 0
U—— V— =
ox dy
v ‘u ov —0
=
or ay
sistema lineal homogéneo de ecuaciones con determinante u? + v? # 0 por lo que posee solucién
Unica
v Ov
or Oy

por lo que la funcién v(z,y) es constante. Anadlogamente u(z,y) es constante y asi f es constante.

Problema 3.9. Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y) una funcién holomorfa en cierta regién K, demostrar que en

dicha region
Oudv Oudv

%%4_ 8y8y

Solucién. Si f es una funcién holomorfa en K entonces f es diferenciable en K y por lo tanto se satisfacen

las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir

ou Ov ov ou

or oy Y o oy

Al multiplicar miembro a miembro estas igualdades resulta

dudv _ oudn

drdx  Oydy
es decir

Ou dv L Bu Oudv ~0

Jr Ox 8y8y

3.4. Problemas propuestos

1. Encuentre las regiones donde las siguientes funciones son diferenciables y/o holomorfas

1(2) = 222 b f(z) = |2z e f(z)=¢

d~ f(z) = Iﬂﬂ2 —y?| + 2ilzy| e. f(z)=(a®—y?) +i(a® +y?)

2. Demuestre que las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z = 0 pero

que no son diferenciables en dicho punto.
=3

_ 1 . z
i@ =vam  nfEe={ g 1 e 12)=1 [F

siz=#0
0 siz=0

3. Exprese las ecuaciones de Cauchy - Riemann en forma Polar y muestre que la funcion

f(2) = r®(cosb0 + isen50) satisface estas ecuaciones para z # 0

4. Verifique que las siguientes funciones u(x,y), (v(z,y)) son arménicas y halle la correspondiente

v(x,y), (u(z,y)) sila funcién f(z) = u(z,y) + iv(z,y) es holomorfa en cierta regiéon K

a. u(ac,y):aﬁLer2 b. v(x,y) =In(z? +y?) + 2z — 2y c. u(x,y):mz—y2+5x+y—wzyﬁ

d. v(m,y):3+x2—y2—2($27?jryg)

43

e. u(x,y) = e*(xcosy — yseny) + 2senwshy + 3

Y

—3zy*+y



10.

11.

12.

13.

14.

En los siguientes ejercicios hallar todas las funciones armonicas del tipo indicado

a. u= f(ax +by) ay b constantes b. u= f(zy) c. u=f(¥)

d. u=f(z® —y?) e. u=flz+ a2 +y?) f.u:f(%)

Demuestre que si f(z) = u(z,y) + iv(x,y) es holomorfa en cierta regién K y f'(z) = 0 para todo z
en K entonces f es constante en K.

Demuestre que si f(z) = u +iv y f(z) = u(z,y) — iv(z,y) son holomorfas en cierta region K
entonces f es constante

2 = 2 demuestre que f es constante

Sea f(z) = u(z,y) + tv(z,y) una funcién entera tal que u
Sea f(z) = u(x, y)+iv(z,y) una funcién entera tal que |f| es constante demuestre que f es constante

Sea z = x + iy, demuestre que no existe una funcién entera F(z) cuya derivada sea la funcién

) ==

Demuestre que el teorema de valor medio para funciones reales no es valido para funciones complejas,
demostrando que para la funcién f(z) = 23, z; = 1, 29 = i no existe un punto zy sobre el segmento
de recta que une z; con z tal que

f(z2) = f(21) = f'(20) (22 — 21)
Demuestre las siguientes proposiciones

a) Si para la funcién w = f(z) existe en el punto z = zy el limite lim [Re%ﬁo(zo)] entonces

Z—Z20
las derivadas parciales %, g—; existen y coinciden en zq.
b) Si existe lim [Imw] entonces existen las derivadas parciales %, % y % = —% en
220 zZ—20 y x T y

20-
¢) Si se supone que las funciones u y v son diferenciables, entonces la existencia de uno de los
limites en 1 o 2 implica la existencia del otro y por tanto la diferenciabilidad de la funcion f.

Sea f una funcién holomorfa en C tal que f/(z) # 0 para todo z, demuestre que la funcién g(z) =
f(Z) no es holomorfa en ningin punto.

Sea f una funcién holomorfa no constante en una regiéon K, demuestre que la funcién g(z) = f(z)
no es holomorfa en K.
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Capitulo 4

Las funciones elementales

El objetivo principal de este capitulo es extender algunas de las funciones elementales que se estudian
en matemaéticas bésicas a funciones de variable compleja. En particular se trataran funciones holomorfas
de variable compleja z que se reducen a funciones reales cuando z = z es real, tales como: la funcién
exponencial, las funciones trigonométricas, la funcién potencial y las inversas de estas. Se observara que
algunas de ellas poseen propiedades que no tienen sus equivalentes reales.

4.1. Las funciones elementales uniformes

En esta seccién se estudian las funciones elementales uniformes tales como: la funcién potencia, la funcion
exponencial, las funciones trigonométricas y las funciones hiperbdlicas. Se tratan fundamentalmente sus
propiedades algebraicas y en algunos casos sus propiedades geométricas como una transformacién.

4.1.1. La funcion potencia
La funcién polinomial
p(2) = ag + a1z + asz® + -+ 4+ a2, ag,a1,az,...,a, en Cy nen N

es una funcién uniforme, tiene como dominio C y es entera con derivada p'(z) = a1 +2agz+- - ~4na,z" L.
Un caso particular es la denominada funcién potencia f(z) = 2". Consideramos algunos resultados
relacionados con esta funcién a continuacién.

Teorema 4.1. consideremos la funcion f(z) = z™, n en N entonces
1. f es sobreyectiva pero no inyectiva
2. Bajo f la imagen del conjunto K = {z € C: argz = 0} es el conjunto K' = {w € C: Argw = nf}
3. Bajo f la imagen del conjunto K = {z € C: |z| =7, r > 0} esel conjunto K’ ={w € C: |w|=r"}

4. Bajo f la imagen de la region K = {z € C: 0y < argz < 01} es la regién
K' ={weC: nby < Argw < nb;}

Demostracion.
1. Dado w € C se debe hallar z en C tal que w = z". Del resultado 1.4 del capitulo 1, se concluye que
existen n valores de z dados por

+ ise , k=0,1,2,...,(n—1)

1/n < argw + 2kmw
zr = |w| cos———
n

argw + 2k:7r>
p YW T ART
n

y que estos puntos son los vértices de un poligono regular de n lados con centro en el origen de
coordenadas por lo que f(z) = 2™ es sobre pero no uno a uno.
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2,3. Sea z en C talque z = r(cosf + isenf)), r > 0, —m < 6 < 7 entonces w = " (cosnd + isennf) y por
lo tanto |w| = "™ y Argw = n# es decir la circunferencia |z| = r se transforma en la circunferencia
|w| = r™ y el rayo argz = 6 se transforma en en el rayo Argw = nf. Nétese que si un punto z
recorre la circunferencia |z| = r una vez, entonces la correspondiente imagen recorre la circunferencia
|w| = r™ n veces.

4 Del resultado anterior se sigue que si K es una regién angular en el z-plano con vértice en el origen
y angulo # = A3 — 6, entonces su imagen en el w—plano, es una regién angular de vértice en el
origen y dngulo nf = n(6 — 61).

n(ps — 61) //

O

Nétese que si 6 = 0y — 6, = 2& entonces la imagen bajo f de los rayos argz = 61 y argz = 61 + 2—? es el

n T

unico rayo Argw = nf; y la imagen de la regién K talque
27
K=<¢2€C:0,<argz<0,+ —
n

es el plano complejo C menos el rayo Argw = nb.

Puesto que cada w en C posee n-preimagenes que en el z—plano que representan los vértices de un
poligono regular de n lados y que dos lados del poligono subtienden un angulo %’T entonces en la region
K considerada anteriormente tnicamente existe una preimagen y por tanto la funcién f(z) = 2" con
dominio K y rango C — {I} donde [ es el rayo Argw = n#; es biyectiva. La regién K considerado se llama

un dominio de biunicidad de la funcién f(z) = 2".

4.1.2. La funcion exponencial

En este aparte se tratan algunas propiedades algebraicas y geométricas de la funcién exponencial compleja
que muestran las semejanzas y diferencias entre esta y la funcién exponencial real.

Definicion 4.1. Para z =z + 1y en C, se define la exponencial de base e, e*, como
e” = e”(cosy + iseny)

Es claro que esta relacién define una funcién que corresponde a la funcién exponencial f(z) = e* la cual
tiene como dominio el plano complejo, es uniforme y coincide con la funcién exponencial real cuando
z =z estd en R.

El siguiente resultado, presenta algunas propiedades de esta funcién, en particular, el inciso 5 permi-
te concluir que esta funcién es periddica de periodo fundamental 277 lo que muestra una diferencia
fundamental con la funcién exponencial real

Teorema 4.2. La funcidn exponencial compleja f(z) = €* es una funcidn entera que satisface las siguien-
tes relaciones

1. (€*) =e* para z en C
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2. si 0 estd en R entonces e’ = cosf + isenf

3. Para z1 y zo en C, e®11%2 = ¢#1e*

4. €* # 0 para todo z en C

5. e#T2kmi — % para todo z en C y k en Z

6. Para w # 0 la relacion w = e* define una funcion que es sobreyectiva pero no uno a uno
Demostracion.

1. Puesto que f(z) = e* = e” (cosy + iseny) entonces u(z,y) = e®cosy, v(x,y) = e*seny y como
ou _ x _ 9v Ou _ _ _ _Ov Faa : . o 3 ; . 2 o
gs = €Tcosy = 5o, Gn = —e®seny = —5_ y estas funciones existen y son continuas en R? se

concluye por el teorema 3.5 seccién 3.2 que f(z) = e* es entera con derivada

ou Ou C B
= — —i7— =e“cosy +ie“seny =e

z\/
(€*) = o=
) ox dy
2. Si Rez = 0 entonces de la definicién e = cosy + iseny, y en R.
Noétese que si z = r (cosf + isenf) es un nimeto complejo en forma trigonométrica entonces z puede
expresarse como z = re'? que se conoce como la forma exponencial de z.
i0

La expresién €' = cos + isenf, 6 en R se conoce como La féormula de Euler.

3. Sean z1 = x1 + iy9, 29 = T + iys entonces

z1

e*1e*? = ™ (cosyy + isenyy) e¥? (cosys + isenys)

= ™12 [(cosycosys — senyysenys) + i (senyycosys + senyzcosyy )]

— e$1+$2 ( z1+22

cos (y1 +y2) +isen (y1 +y2)) = €

: : —z _ pzt(—2) — 0 — —z_ 1
4. De la propiedad anterior e?e=* = e*+(=%) = ¢ = 1 por lo que e* # 0 para todo z y e * = =

5. e# 2k — 22kl — o% (cos2kT + isen2kT) = € cuando k estd en Z.

6. Dado w en C, w # 0 se debe hallar z en C, z = z + iy talque w = €e*.
Siw = e* = e (cosy + iseny) entonces |w| = ey Argw = y por lo que z = In |w| y y = argw+2km,
k € Z; asi z = In|w| + i (argw + 2k7), k € Z y por tanto la funcién f(z) = e* es sobreyectiva pero
no inyectiva.

O

Noétese que este resultado muestra que cada w # 0 posee infinitas preimagenes, que estas se ubican en
el z—plano sobre la recta paralela al eje imaginario © = In|w| y que dos preimagenes contiguas estdn
separadas una distancia 2.

Este resultado también nos dice que si para la funcién f(z) = e* se toma como dominio el plano complejo
C esta funcién no es biyectiva. jEs posible restringir el dominio de la funcién f(z) = e* de manera que
sea biunivoca?. La respuesta es positiva y se obtiene en el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Un dominio de biunicidad de la funcion f(z) = e es la region
Gr={z€C:yp+2kn <Imz<yo+2k+1)r, Rez€R, ke€Z}.

Demostracion. Sean z1 y z2 en C 21 # 2z tales que e*! = e*2 entonces e™! (cosy; + iseny1) = €72 (cosys + isenys)
y por tanto 1 = x2 v yo = y1 + 2k7m, k € Z, asi zo = z1 + 2k7i, es decir z1 y 2o estan en el z—plano en
una franja limitada por dos rectas paralelas al eje real separadas una distancia 2. O

El siguiente teorema muestra algunos aspectos geométricos de la funcion exponencial, en particular, que
la imagen de un dominio de biunicidad es el plano complejo excepto un rayo que parte del origen.

Teorema 4.4. Consideremos la funcion f(z) = e* entonces
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1. La imagen de una recta paralela al eje real es un rayo que parte del origen.
2. La imagen de una recta paralela al eje imaginario es una circunferencia de centro en el origen.

3. La imagen de la region K = {z € C: Rez € R, yo < Imz < y1} es la region
K' ={weC:yy < Argw < y1, |w| € RT}

Demostracion.
1. Una recta paralela al eje real tiene por ecuacion z = x + iyy, « € R entonces
w = e* = e* (cosyo + isenyo)

por lo que u = e®cosyg, v = e*senyy y al dividir v entre u se tiene v = (tgyo)u que, cuando
cos(yo) # 0, representa en el w—plano un rayo que parte del origen y forma un dngulo yo con el eje
u positivo.

Argw = yo

z=z+ 1Yo

Yo

si cosyy = 0 es decri y = nmw, n en Z entonces u = 0, v = +e” que corresponde a la parte negativa
del eje v 0 a la parte positiva segiin n sea impar o par.

2. Una recta paralela al eje imaginario tiene por ecuacion z = xg + iy, y € R entonces
w = e*°(cosy + iseny)

por lo que u = e®cosy, v = e™seny y elevando al cuadrado y sumando se obtiene u? + v? = 20
que representa en el w—plano una circunferencia de centro en el origen y radio e*°.

v

z=1xo+ 1y

-
-

3. Del resultado del inciso 1 se sigue que si en el z—plano K es una franja limitada por dos rectas
paralelas al eje real separadas una distancia ys — y; entonces la imagen de K en el w—plano es una
regién angular K’ limitada por dos rayos que parten del origen con dngulo ys — y1
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z=x+1ys

GI

4<— Y
z=x+ 1y
/X Y1

O

En particular, si yo — 1 = 27 entonces la imagen de las rectas z = z + iy y 2 = « + i(y1 + 27) son los
rayos Argw = y1 y Argw = y; + 27 es decir del mismo rayo Argw = y; por lo que la franja tiene como
imagen el plano complejo y si la franja no contiene las rectas frontera entonces su imagen no contiene el
rayo Argw = 1

z=z+i(y1 + 2m) /Argw = yx

e /

o / el

4.1.3. Las funciones trigonométricas

Tratamos en este apartado dos funciones de variable compleja z que se reducen a las funciones reales
f(z) = cosz, g(x) = senx cuando z = x es real. Las definiciones correspondientes son las siguientes.

Definicion 4.2. Para z € C se define

e’LZ + 6722 612 _ 6712
08z = ————  senz = ————
2 21

Es claro que estas relaciones definen las funciones f(z) = cosz, g(z) = senz que tienen como dominio
C y son uniformes. El siguiente teorema muestra que estas funciones tienen propiedades analogas a las
correspondientes funciones reales.

Teorema 4.5. Las funciones complejas f(z) = cosz y g(z) = senz satisfacen las siguientes relaciones
1. Las funciones f(z) = cosz y g(z) = senz son enteras con (cosz) = —senz y (senz) = cosz.
. La funcién f(z) = cosz es par y la funcidn f(z) = senz es impar.
. Las funciones f(z) = cosz y g(z) = senz son periddicas de periodo fundamental 27 .

2z2=1

2
3
4. cos®z + sen
5. cos (21 + z2) = cosz1c0829 — senzisenze y sen (21 + 22) = S€nz1c08za + Senzecoszy

Demostracion.

iz —iz\ '/ - iz g —iz iz — iz
1. (cosz)' = (e e ) = 2@6 = —( 5; ) = —senz
i
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i(—2z) _ ;,—i(—2) iz ,—iz
2. sen(—z) = ¢ 22_6 = 2: = —senz

3. Para k en Z se tiene

6i(z+2k7r) _ e*i(z+2k7r) etz 2kmi _ o—iz o —2kmi etz
sen(z + 2km) = 5; = 5 = 5 = senz
(3 1 1

iz —iz\ 2 iz —iz\ 2 2iz —2iz 2z —2iz
— 2 -2
4. cos?z + sen?z = (e—i—e) +<€€) _er 4+e G 4+e .

5. Obsérvese que puesto que
_ e—iz
2i

—iz eiz
oSz = ———— 'y senz =
2
entonces al multiplicar senz por i y sumar estos resultados se obtiene

e'* = cosz + isenz

que se conoce como la férmula de Euler.
De la férmula de Euler se sigue que
cos (21 + z0) +isen (21 + 22) = €772 = ™ e*2 = (cosz; + isenzy) (coszo + isenzs)

= (cosz1c08z9 — senzisenzs) + i (coszysenzs + senzicoszy)  (a)
Sien (a) se reemplazan z; y z2 por —z1 y —z2 y se utilizan los resultados del inciso 2 se obtiene
cos (z1 + 2z2) —isen (21 + 2z2) = (cosz1coszo — senzisenze) — i (senzicosze + senzocoszy)  (b)
Al sumar (a) y (b) resulta
cos (21 + z2) = c08z1C0829 — Senzysenzs.
Al restar (a) y (b) se obtiene

sen (z1 + 29) = senzicoszo + $€N22C087] .

O

Notese que de estas expresiones es posible obtener las formulas usuales de la trigonometria, asi por ejemplo
sl z1 = z9 entonces se obtiene

c0s2z = cos’z — sen’z 'y sen2z = 2senzcosz

4.1.4. Las funciones hiperbolicas

Definicion 4.3. Para z en C se definen

z —Zz z —Zz

e’ +e

— e
hz = ——— hz =
cnz ySZ

2
Obsérvese que estas relaciones definen las funciones de variable compleja f(2) = chz y g(2) = shz las

cuales tienen como dominio C, son uniformes y que para z = x real se obtienen las funciones hiperbdlicas

reales
e’ +e e’ —e
cht = ——— y sht = ———

cuyas graficas se muestran a continuacion.
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y = chx
y = shx

©.1)

y nétese que el rango de y = chx es el intervalo [1,+00) y el rango de y = sha es R.

El siguiente resultado ilustra algunas propiedades de estas funciones.

Teorema 4.6. Para z en C se tiene

1. Las funciones f(z) = chz y g(z) = shz son enteras con (chz) = shz y (shz)' = chz.
2. ch?z — sh?z = 1.
3. ch(z + 2kmi) = chz y sh(z + 2kmi) = shz para k en Z.
4. shiz =isenz, chiz = cosz, seniz = ishz, cosiz = chz.
5. ch(z1 4 22) = chzichze + shzyshzy y sh (21 + 22) = shzichze + shzachzy
6. |cosz| = \/ch?y — sen’zx y |senz| = \/sen?x + sh?y
Demostracion.
z _ ,—z\' z —z
1. (shz) = i s chz
2 2
z —z\ 2 z —z\ 2 2z —2z 2z —2z
+e ef —e e*+2+e e —2+e
2. ch?z—sh?z= 1% ) — = - =1
ch®z — sh’z ( 5 5 1 1

z4+2kmi —(24+2kmi) z 2kmi —z ,—2kmi z —z

3. ch(z+2k7m'):€ T _ce Fe e _cte = chz

2 2 2
Notese que este resultado indica que las funciones hiperbélicas complejas son periddicas de periodo
fundamental 2.
Si en las relaciones
eiz + e—iz eiz _ e—iz e + e~ % e? — e %
COsz = ————, senz=——p—), chz = — shz = ——

se reemplaza z por iz se tiene

) e~ % + e? ) e~ % — ¢ eF —e* )
cosiz = —— = chz, seniz = =1 =ishz

chiz = — = cosz, shiz = — =1 - =isenz
Si en las relaciones
cos (21 + z2) = c08z1c0829 — senzi1senzy y sen (z1 + z2) = Senz1cosze + S€NZ2C0821
se reemplazan z1 y zo por iz y 122 se tiene
cosi (z1 + 22) = cosizicosizy — senizisenize vy seni(z1 + z2) = senizicosize + senizecosizy
y al utilizar las relaciones obtenidas en 4, resulta

ch (z1 + 2z2) = chzichza + shzishzy  y  sh(z1 + 22) = shzichzy + shzachzy
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6. Sea z = x + 1y entonces
cosz = cos(x + 1y) = cosxcos(iy) — senxsen(iy) = cosxchy — isenxshy y

senz = sen(x + iy) = senxzcos(iy) + sen(iy)cosx = senxchy + shycosx
por lo que
cosz|? = cos®mch®y + sen®zsh?y = (1 — sen®x)ch?y + sen®zsh’y
= ch®y + senx(sh®y — ch?®y) = ch®y — sen*z y
senz|? = sen?zch?y + sh?ycos®x = sen®wch®y + (1 — sen’z)shy
= sh?y + sen’z(ch®y — sh*y) = sh’y + sen’z.
O

Nétese que |cosz| y |senz| tienden a 400 cuando y tiende a +oo por lo que las funciones senz, cosz no
son acotadas por médulo.

Algunos aspectos geométricos de las transformaciones w = senz se presentan en el siguiente resulta-
do.

Teorema 4.7. Para la transformacion w = senz se tiene,
1. La imagen de una recta paralela al eje de real es un elipse.
2. La imagen de una recta paralela al eje imaginario es la rama de una hipérbola.
Demostracion.
1. La ecuacion de una recta paralela al eje real es z = x + iyg, ¢ € R por tanto
w = senz = sen(x + iyo) = senxzcos(iyo) + sen(iyo)cosx = senxchygy + ishygcosx

con lo que
u = senxchyyg

v = cosxshyg

y x en R son las ecuaciones paramétricas de la curva imagen.
Para eliminar el pardmetro x consideramos dos casos, yg = 0y yg 7 0 con lo cual se tiene:

a- Siyp =0 entonces u = senz con x en Ry v =0, es decir —1 < u <1, v =0 y por tanto la
imagen del eje real en el z—plano es el intervalo [—1, 1] del eje u en el w—plano.

b - Siyp # 0 entonces Y senz y Y
chyo

e = cosz por lo que elevando al cuadrado esta expresion
ShYo
y sumando resulta
u? v?

—_ = ]_

ch?yo ~ sh2yo
y asi la imagen de una recta paralela al eje real, diferente de este eje, es una elipse con centro
en w = 0 y semiejes chyg y |shyol.
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Obsérvese que si un punto z recorre la recta entonces, su correspondiente imagen w recorre infinitas
veces la elipse y si la recta coincide con el gje x la elipse degenera en el intervalo [—1,1].

. La ecuacién de una recta paralela al eje y es z = xg + iy, y en R por tanto

w = senz = sen(xg + iy) = senxocos(iy) + sen(iy)cosxg = senxochy + ishycoszg

con lo que

u = senxochy

v = coszoshy

v y en R son las ecuaciones paramétricas de la curva imagen. Para eliminar el parametro y consi-
deramos tres casos: xg =nm, n € Z, x9 = 2n+1)5, n € Zy xg #nny x9 # (2n+1)F con lo que
tenemos

a-

b -

Si xg = nm, n € Z entonces u = 0, v = (—1)" shy, y en R por lo tanto las rectas paralelas al
eje y por los multiplos de 7 se transforman en el eje imaginario.

Sizg= (2n+1)%, n € Z entonces u = (—1)" chy, v =0, y en R es decir 1 < u < 400, v =0
sin par, 6 —oo < u < —1, v = 0sin es impar. Por lo que las rectas de ecuaciéon z = (4k+1)7F,
k en Z se transforman en el intervalo [1,400) del eje u y las rectas de ecuacién x = (4k +3)7,
k en Z se transforman en el intervalo (—oo, —1] del eje w.

Siwg # nmwy xo # (2n + 1) entonces v chy y = shy con lo que elevando al
senxg

€oST
cuadrado y restando se obtiene

u? v?

_ -1
sen?xy  cos?xg

y por tanto en este caso, una recta paralela al eje imaginario se transforma en una rama de
esta hipérbola de la siguiente manera.
e si senxzg > 0 entonces u = senzochy > 0 y por tanto el punto (u,v) estd en la rama
derecha de la hipérbola.

e si senxzg < 0 entonces u = senzgchy < 0y por tanto el punto (u,v) estd en la rama
izquierda de la hipérbola

z=x+ 1y
Y e
Gi| G2| Gs G/
) T v
‘ ‘ ‘ z G [eX
xg = g xy =T 2

4.2. Las Funciones elementales multiformes

Las funciones elementales estudiadas en la seccién anterior son uniformes pero no inyectivas, por tanto al
considerar las transformaciones inversas, estas resultan multiformes. Para poder aplicar a las funciones
multiformes los resultados y conceptos obtenidos para funciones uniformes es necesario separar las funcio-
nes multiformes en ramas uniformes; esto se logra definiendo las funciones uniformes pero no biyectivas
en un dominio de biunicidad. Realizaremos este trabajo para la funcién raiz n—ésima, para la funcién
logaritmo y para las funciones trigonométricas e hiperbdlicas inversas nos ocuparemos bédsicamente de
aspectos algebraicos.
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4.2.1. La funcion raiz n-ésima
Definicion 4.4. Para z en C se define, la funcion raiz n-éstma por la relacion

w=F(z)=2"" siysolosi z= f(w)=uw"

de la seccién 4.1.1 de éste capitulo la funcién z = f(w) = w™ no es uno a uno por lo que la funcién
inversa w = F(z) = 2z'/" es multiforme de n valores dados por la relacién

. ohr 2%
Y, (CO;WMTHS@“UWMT) k=0,1,2,...,(n—1)
n n

Y v
z woy wy
f(w) = w"
-
|Z wo
27
n argz
argz n
x N u
Wn—1

El inciso 4 del teorema 4.1 nos dice que un dominio de biunicidad de la funcién f(w) = w™ es una regién
limitada por dos rayos que parten del origen y forman entre si un angulo 27? y su imagen es el plano

complejo excepto el rayo que es la imagen comun de los dos rayos considerados anteriormente.

Y v
,
/
/
/
. /
\ n /
\ f(w) =w 4
\ 4 -
N . /2w /
| p =
\ . n
\ \ ”/
\ p
\ ;
. né / e
D i
xr U

Esto significa que si para la funcién F'(z) = 21/ se toma como dominio K el plano complejo excepto un
rayo argz = 0 entonces el rango de esta funcién es una regién G, tal que

b= {wEC:H—Fka < Argw < H—I—Q(k‘—l—l)w} k=0,1,...,(n—1)

n n
y puesto que el z—plano puede ser dividido en n de estas regiones entonces la funcién F(z) = 21" puede
separarse en n funciones uniformes F(z) = 1/, Z y para cada z # 0, Fj(2) es el tinico valor de la raiz
n—ésima de z que estd en la regién Gj.. Cada una de estas funciones se llama Una rama uniforme de
la funcién F(z) = z'/™.
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argz =0
pe—d \ I
Fk(z) = ViR Y / /
\ G1 /
———— \ ’
Y /! ’
\ Gy
\ / 9
\ p -
v \ ’ -7
, \ 4 -7
,
0 Nk 9
\|/ n
T Tl Gt u

Obsérvese que puesto que la funcién f(w) = w™ es holomorfa con f’(w) = nw™ ! entonces por el teorema
de la funcién inversa, para z # 0 cada rama uniforme de la funcién inversa F(z) = z'/" tiene derivada

1/n ’ 1 1 1
(Z ) - T n—1 n—1
(wm)”  nw n (z1/m)

luego F(z) = z/™ es holomorfa en su dominio K = C — {I} donde [ es el rayo tal que argz = 6 pero esta
funcién no es continua en los puntos del rayo (.

Complementariamente nétese que una rama uniforme de la funcién F(z) = z'/" queda determinada
fijando un valor de k, o limitando el valor de argz a un intervalo de longitud 27, o dando el valor de la
funcién en un punto, asi por ejemplo, la rama principal de F(z) = 21/2 queda definida cuando k=0 o
por la condicién —7 < argz < w y que esta funcién no es continua en el semieje y = 0, < 0. Los puntos
2=07y z =00 que "unen” este semieje se llaman, puntos de ramificacién de la funcién F(z) = z'/™.

Ejemplo 4.1. Definir las dos ramas uniformes de la funcién F(z) = z'/2

Solucién. Puesto que los dos valores de la funcién raiz cuadrada estan dados por

2k 2k
we = |2[1/2 (COSW;W +isenm“922+7f> k=01

entonces si z = re’?, r = |z| y § = argz entonces la rama principal de F(z) = 21/2 se obtiene para k =0

y la segunda rama para k = 1, con lo que resultan las funciones

0 0 .
Fo(z) = P12 (6082 + isen2> — p1/20i%

2 2 ,
Fi(z) =r'/? ((:0504_2 Ty Z,S€n€+2 ﬂ) — p1/24i(5+n)

donde r > 0y —7 < 0 < 7. El dominio y el rango de Fy(z) = /= se ilustran en el siguiente grafico

” e
Fz)=+z |
|
Go | Go'

——————————— ———— - : u
\
\
\
\
\

Go={z€C: —w <argz <=} Go'z{wEC:—g<argw<g}
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Ejemplo 4.2. Determinar la rama uniforme de la funcién F(z) = z'/3 que satisface la condicién /—i = i

Solucién. Los tres valores de F(z) = 2/ estan dados por

2k 2k
wy = |2|/? (Cosargz;— T +isenargz;— 77) , k=0,1,2.

la condicién v/—: = i significa que

-5 +2kn =T 42k
cos—-—— + isen—=——— =i

3

y esto se cumple cuando k£ = 1, por tanto la rama uniforme pedida estd definida por

2 2
Fi(z) = |2|'/? (Cosargz;—w + isenW) .

4.2.2. La funcion logaritmo natural

Definicion 4.5. Sea z € C, z # 0, el numero complejo w se llama logaritmo natural de z si y solo si
z es la exponencial de w. Asi:

w=F(z) =Lnz siysolosi z= f(w)=e".

Noétese que si z = e* = e%(cosv + isenv) entonces |z| = e* y v = Argz, asi u = In|z|, v = argz + 2km,
k € Z es decir w = Inz + i(argz 4+ 2kw), k € Z y por tanto la relacién

Lnz = In|z| +iargz + 2kmi, k € Z
define para z # 0 una funcién multiforme que se llama la funcién logaritmo natural.
El valor del logaritmo natural para k& = 0 se llama el valor principal del logaritmo, se denota Inz

asf
Inz = ln|z| +iargz

y por tanto

Lnz = In|z| 4+ iargz + 2kmi
=Inz+2kmi, k€ Z

lo que indica que todo numero complejo z # 0 posee un conjunto infinito de valores de la funcién loga-
ritmo los cuales estén sobre la recta x = In|z| paralela al eje imaginario y dos de estos valores difieren en
un multiplo entero de 2mi.

El siguiente resultado muestra que para la funcién multiforme f(z) = Lnz son vilidas algunas de las
propiedades usuales de logaritmos.

Teorema 4.8. Sean z1 y zz numeros complejos no nulos, entonces:

1. Ln(z122) = Lnzy + Lnz,.
2. Ln (%) = Lnz — Lnzs.

3. Ln (%) = —ILnz.

Demostracion. Consideramos la propiedad 2, las restantes se demuestran de forma anéloga
2.
21
2

Ln <Zl> =lIn + iArg <Zl>
z9 z z9
= (In|z1| — In|za|) + i(Argz; — Argzs)

= (In|z1] + iArgz1) — (In|z2| + iArg|z2|)

= Inz — Lnzy
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Obsérvese que estas igualdades se refieren a conjuntos infinitos de niimeros complejos pero no, por ejemplo,
a la rama definida por el valor principal del logaritmo como se ilustra enseguida.

Ejemplo 4.3. Muestre que para la funcién F(z) = Inz no es vilida la relacién In(z122) = Inzy + Inze

Solucién. Considere los nimeros complejos z; = —1 — \/§i, 29 = —v/3 — i entonces 2125 = 44 con lo que
In(z129) = In(4d) = In|4i| + iarg(4i) = Ind + gz
De otro lado

Inzy + Inze = In(—1 — V/3i) + In(—v/3 — i)

=In| — 1 —V3i| +iarg(—1 — V3i) + In| — V3 —i| + iarg(—V/3 — i)
2
:Zn2—§i+ln2—5%i:ln4— 37“@

con lo que In(z129) # Inzy + In(z2)

El teorema 4.2 de la seccién 4.1.2 nos dice que un dominio de biunicidad de la funcién f(z) = e* es una
region limitada por dos rectas paralelas al eje real separadas una distancia 27 y que su imagen es el plano
complejo excepto el rayo que es la imagen comun de las rectas que definen el dominio.

, argz = v w = u + (v + 27)

Vo |

Esto significa que si para la funcién F(z) = Lnz se toma como dominio el plano complejo excepto un
rayo argz = 0 entonces el rango de esta funcién es una region

»={weC:ReweR, 0+2kr <Imw<0+2k+1)r, kelZ}

y puesto que el w—plano puede dividirse en infinitas de estas regiones entonces la funcién F(z) = Lnz
puede separarse en infinitas funciones uniformes Fj(z) = Lnygz donde para cada z # 0 Fj(z) = Lngz es
el tnico valor de la funcién logaritmica que pertenece a la franja Gj,, es decir, Imw es el tnico valor de
Lnz que satisface la relacion

0+2kr <Imw<0+2(k+1)m, keZ
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7777777777777777777777777777 w = u+ (0 + 4mw)
Y Gy
Largz=6 w=u—+ (0 + 2m7)
Gy’
s ”W”””W”j‘l 777777777777 w=u-+10
9 \
x G_/ U

w=u+1(0 — 2m)

Puesto que la funcién f(w) = e* es holomorfa con f'(w) = e entonces por el teorema de la funcién
inversa, para z # 0, cada rama uniforme de la funcién F'(z) = Lnz tiene derivada

(Lnz) :W:e—zz

y por tanto cada rama de la funcién F(z) = Lnz es holomorfa en su dominio K = C — {I} donde [ es el
rayo talque argz = 6 pero esta funcién no es continua en los puntos del rayo [.

Adicionalmente una rama uniforme de la funcién F(z) = Lnz queda determinada por una de las tres
siguientes maneras

1. Fijando un valor de k
2. Dando el valor de la funcién en un punto.
3. Limitando el valor de argz a un intervalo de longitud 2x.

Como ilustracién, la rama principal de F(z) = Lnz se determina por el valor de k& = 0, por la condicién
Lnl = 0, 6 limitando el valor de argz al intervalo (—m, ) por lo que esta funcién no es continua en el
semieje real negativo.

4.2.3. Las funciones inversas de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas.

En este apartado se tratan brevemente algunos aspectos algebraicos de las funciones trigonométricas
inversas e hiperbdlicas inversas, explicitamente se describe la funcién F(z) = Arc senz y la funcién
G(z) = Arc chz

4.2.3.1. La funcioén inversa del seno

Definicion 4.6. Para z en C, se define la funcién inversa del seno, denotada w = Arc senz, por la
relacion
w = Arc senz siy sélo si z = senw.

El siguiente resultado expresa la funciéon F(z) = Arc senz en términos de la funcién logaritmica y
proporciona la férmula usual para el cdlculo de su derivada.

Teorema 4.9. Sea z un numero complejo, entonces

1. Arc senz = —iLn (zz ++1— 22)
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2. (Arc senz) = —

V1—22
Demostracion.
eiw — e~ tw e2iw -1
1. Puesto que z = senw = % = oo se obtiene la ecuacién de segundo grado
i ie

e _ 2jze™ —1 =0
cuyas raices estan dadas por
e =iz+V1—22
por lo que

w:fiLn(iz+ 1722).

Obsérvese que la relacién
Arc senz = arg (zz +v1- z2) + 2km —iln ‘zz +4v1-— 22‘

muestra que la funcién F(z) = Arc senz es multiforme y que cada z € C tiene dos conjuntos
infinitos de valores de la funcién Arc senz los cuales se ubican sobre dos rectas paralelas al eje real
y simétricas con respecto a este eje.

Si se fija un valor de k en Z obtenemos una rama uniforme de la funcién Arc senz para la cual
calculamos su derivada.

2. Por el teorema de la funcién inversa y la relacién cos?w + sen?w = 1 se tiene

/ 1 1 1 1
(Arc senz) = S = = =
(senw) cosw  /1—sen2w V1—22

Ejemplo 4.4. Calcular los valores de Arc seni.
w o efiw
Solucién. Sea w = Arc seni entonces senw = i es decir — = i, de lo que se obtiene la ecuacion
i
e 4 2 1 =0
es decir €% = —14++/2 0 sea w = —iln(—1+ \/5) y por tanto

Arc seni = arg (—1 + \/5) + 2km —iln| — 1 £V/2]

 arg(vV2 1)+ 2km —iln(vV2 - 1)

T arg(—1 —+2) + 2k1 —iln(1 + V/2)

B 2k —iln(v/2 — 1)

Tl @k+D)7r—iln(vV24+1), keZ
4.2.3.2. La funcion inversa del coseno hiperbolico

Definicion 4.7. Para z en C se define la funcion inversa del coseno hiperbdlico, denotada w =
Arc chz, por la relacion
w = Arc chz siy solo si z = chw.

El teorema que se enuncia y demuestra a continuacién expresa la funcién F(z) = Arc chz en términos
de la funcién logaritmica y proporciona una expresion para el calculo de su derivada

Teorema 4.10. Sea z un numero complejo cualquiera, entonces

1. Arc chz = Ln (z—l—\/z2 — 1)
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2. (Arc chz) = ——
22 —1

Demostracion.
ew _|_e—w €2w + 1

1. Delarelacion z = ch w = 5 = —gow  Se sigue que e?* —2ze® +1 = 0 ecuacién cuadrética
e

e =z+vz2-1
Arcchz:Ln(z+\/z2—1>.

cuya solucién es
es decir

Notese que la expresion
Arc chz = ln’z+ V22— 1‘ + targ (z+ V22— 1) + 2kmi, k€ Z.

muestra que la funcién F(z) = Arc chz es multiforme de infinitas ramas uniformes, que una rama
de estas ramas se obtiene, por ejemplo, con un valor fijo de k y que cada z en C tiene dos conjuntos
infinitos de valores que se sitian sobre las rectas u = In ‘z + V22— 1| yu=In |z — V22— 1| las
cuales son paralelas al eje imaginario y simétricas con respecto a este eje.

2. Al fijar una rama uniforme de la funcién F'(z) = Arc chz, utilizar el teorema de la funcién inversa
y la relacién ch?w — sh?w = 1 se tiene que
1 1 1 1

(Are chz) (chw)  shw  ch?2w—1 22-1

4.2.4. Lafuncion potencia generalizada

De las propiedades de los nimeros reales se conoce que si a es real, entonces

1% = ealnw

Una generalizacion de esta relacion a los niimeros complejos, permite la siguiente definicion.

Definicion 4.8. Sea a un numero complejo dado, para todo nimero complejo z, z # 0 se define la

potencia generalizada z* como

20 — eaan.

De la relacién anterior se deduce que la funcién
F(Z) — 0 — eaan — eal7z\z\+zaargz+2ak7rz’ Le?

es una funcién multiforme de infinitas ramas uniformes y que cada una de ellas se obtiene para un valor
de k fijo. La rama uniforme de esta funcién para k = 0 se llama la rama principal.

Si la funcién F(z) = z* es una de estas ramas entonces por la regla de la cadena

, I , Ima @ eaan I
(Za) — (ea nz) = etlnzZ _ - — ae(a—l) nz _ aza—l
2 elnz

Obsérvese que si en la funcién F'(z) = 2 consideramos los casos particulares a =nenZy a = = en Q
se tiene:
1. si a = n entonces
= enlnz _ enln\z\Jrz(narngernﬂ')
— eln\z\"—&-in(argz+2k7r)
i 2k

|Z‘nezn(argz+ 7r), kel
es decir
"=

|z zI" 'y Argz =nArgz

lo cual coincide con los resultados obtenidos en el capitulo 1.
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2. si a = 7 entonces andlogamente

= |z|% =]zlm y Argzw = %Argz

resultado que coincide con lo ya tratado.

4.2.5. La funcion exponencial generalizada.
Definicion 4.9. Sea a un nimero complejo dado a # 0, para todo z en C se define la exponencial de

base a por la relacion

a® = eana

de esta expresién se sigue que la funcién

F(Z) —af = 6ana

_ ez(ln|(JL|—i—iarga—‘,—ZkTri)7 LeZ

es una funcién multiforme y que una rama uniforme de esta funcién se obtiene con un valor dado de Lna
y que la rama principal de la funcién F(z) = a* ocurre cuando k = 0.

Al considerar una rama uniforme de esta funcién se deduce, de la regla de la cadena, que

(a®) = (eZL"“)/ =e*I" [ na = o Lna.

Consideremos la funcién z = a y fijemos un valor para Lna, digamos, b = In|a|+iarga+2koni, ko € Z,
entonces se obtiene la rama fija de la funcién exponencial
= aq¥ = ew(ln|a|+mrga+2ko7rz) — ebw.

La inversa de esta rama es la funcién I
nz

w= —=
Lna

lo cual sugiere la siguiente definicién.

Definicion 4.10. Sea a un nimero complejo dado, a #0 y z € C, z # 0. El logaritmo en base a de z
se denota Log,z y se define por la relacion

Log,z = —
09a% Lna

donde el valor de Lna ha sido fijado con anterioridad.
Los siguientes ejemplos ilustran las relaciones anteriores.
Ejemplo 4.5. En C el valor de 1V2 es 17

Solucién. Dado que
1V2 _ oV2Lnl _ V2(In|l|+iargl+2kmi) _ 2v2kmi _ cos(Qk\/ﬁw) +isen(2k\/§7r) £1

a menos que k = 0, as{ en general 1v2 # 1en C.

Ejemplo 4.6. Calcular Log;(—i + 1) cuando para Ln ¢ se toma su valor principal.

Ln(=1+14) In|—1+i|+iarg(—1+ i+ 2kni)
Lni N In)i| + iargi

InV2+ 3%i 4+ 2kmi 3 j
_ V2 AT 2 gk~ Yin2, ken Z.
51 2 T

Logi(—i+1) =
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4.3. Problemas resueltos

Finalizamos este capitulo con la seccién de problemas resueltos los cuales tienen el propésito de comple-
mentar e ilustrar los conceptos y resultados desarrollados.

Problema 4.1. Resolver en C la ecuacién cosz = senz

Solucién. La relacién cosz = senz equivale a

i(eiz + e—iz) _ eiz _ e—iz

es decir ‘ .
(1—-de”+(1+i)e =0
o0 sea )
2iz L+
(& = — = —
1—14
y por tanto
2iz = Ln(—i) = In| —i| + iarg(—i) + 2kni, k € Z
es decir

1
z:<k‘+4)7r, k € Z.

Problema 4.2. Demuestre que senz = senz

Solucién. Sea z = x + iy entonces

senz = sen(x + iy) = senxzcos(iy) + sen(iy)cosx

= senxchy + ishycosx
por tanto

senz = senxchy — ishycosx

senzcos(iy) — sen(iy)cosx
= sen(x — iy) = senz
1+ z

11—z

Problema 4.3. Demostrar que Arc tgz = %Ln

Solucién. Puesto que w = Are tgz siy solo si z = tgw, entonces
; senw et w e
z =tgw = = — — = ——
cosw  i(et +e~w) erw 41

w_ e~ 2zw_1

es decir (z +i)e?"™ =i — z y por tanto
] . . N
w=—Ln Z : YIn Z z
21 14z 2 1+ 2z

Arc tgz = %Ln <Z+Z> .

y asi;

11—z

Problema 4.4. Hallar la parte real y la parte imaginaria de cth(2 + 7)
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Solucién. Dado que

~  ch(2+14)  dcos(—1+ 29)
A+ =307 = sen(—1120)
i (cos(—1)cos(2i) — sen(—1)sen(2i))
sen(—1)cos(2i) + sen(2i)cos(—1)
i(coslch2 + isenlsh2)
—senlch2 + ish2cosl
(—senlsh2 + icoslch2)(—senlch2 — ish2cosl)
sen21ch?2 + sh?2cos?1
(sen213h2ch2 + 005218h20h2) +1 (8h2236n16081 — ch22coslsen1)

sen?1ch?2 4 sh?2(1 — sen?1)

_ 2sh2ch2 — 2isenlcosl shd — isen2

~ 2sen?1 +2sh?22 (1 —cos2) + (chd —1)
_ sh4 —isen2

~ chd — cos2

entonces la parte real y la parte imaginaria de ch(2 + i) son, respectivamente

sh4 sen2
chd — cos2 cos2 — ch4

Problema 4.5. Demuestre que para z y a en C, z # 0 todos los valores del médulo de 2® forman una
progresién geométrica y todos los valores del argumento de z% forman una progresién aritmética.

Solucién. Sea a = o + i3, o, 5 en R entonces
20 — e(aJriB)an _ e(aJriﬂ)(ln|z|+iargz+2k7ri), LeZ
In|z|— —28km)+i(8l , k
— e(a n|z|—Bargz—2Bkn)+i(Bln|z|+aargz+2 oz-rr), ke?Z
- —2Bkm (Bl 2k

_ |Z|a€ Bargz—2[3 7rez(,8 n|z|+aargz+ 0471')7 LeZ

por lo que
20| = |z|@e=Par92=2BkT v Apg(2) = Bin|z| + aargz + 20k, k € Z

y como el cociente entre dos valores consecutivos de |2%| es e™2°7 y la diferencia entre dos valores

consecutivos de Arg(z®) es 2am entonces los valores de |z%| forman una progresién geométrica de razén
e~287 y los valores de Arg(z®) una progresién aritmética de diferencia 2a-.

Problema 4.6. Hallar la imagen de la region K = {z =r+iy:0<x <3, y> 0} bajo la transformacion
f(z) = senz

Solucién. Geométricamente la region K representa la semifranja infinita limitada por las rectas

Puesto que para z = x + iy se tiene que

w = senz = sen(x + iy) = senxcos(iy) + coszsen(iy)

= senxchy + ishycosx

entonces u = senxchy y v = shycosx.

Se hallan las iméagenes de las rectas que son la frontera de la regién.

= Para la recta x = 0 se tiene u = 0, v = shy y como y > 0 entonces v = shy > 0 con lo que se
obtiene el intervalo (0, +o00) del eje imaginario.

» Para la recta z = 7 se tiene u = chy, v = 0 y como y > 0 entonces u = chy > 1 y por tanto se

tiene el intervalo (1,400) del eje real.
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= Para la recta y = 0 resulta u = senz, v =0y como 0 < z < g entonces 0 < u = senx < 1 que
corresponde al intervalo (0, 1) del eje real.

Puesto que z = T + 4% estd en el region K y w = f (5 +i%) = @ (chZ +ish%) = u+ iv punto para el
cual u > 0 y v > 0 entonces la imagen de la regién considerada es el primer cuadrante del w—plano . La
grafica ilustra esta situacion.

v

(&)

2 f(z0) @

Problema 4.7. Bajo la transformacién f(z) = e™*, hallar la imagen de la regién
K={z=zx+iy:|z| <1, |y <1}

Solucién. La region K representa geométricamente el interior del cuadrado de lado 2 y centro en el
origen de coordenadas:

Puesto que para f(z) = €™ se tiene que u = e™cosmy, v = e™ senwy entonces, en primer lugar,
para hallar la imagen de la region considerado, se determinan las imédgenes de los segmentos de recta,
frontera de la region. En este sentido se tiene:

a- Paralarectaz =1, —1 <y < 1 se obtiene u = e™cosmy, v = e”" senmy relaciones de las que resulta
u? +v% = €®™ que representa una circunferencia de centro en el origen y radio e™. Obsérvese que
cuando y recorre el intervalo [—1, 1] el punto (u, v) recorre la circunferencia en sentido negativo con
punto inicial y final (—e™,0).

b - Paralarecta z = —1, —1 < y < 1 de manera ansloga se obtiene la circunferencia u? + v? = e =27
recorrida en sentido negativo con punto inicial y punto final (—e™™,0).
c- Paralarectay =1, —1 <y < 1 se obtiene u = —e™, v = 0 y puesto que la funcién exponencial

s

es creciente y —1 < < 1 resulta —e™ < u < e~ ™, v = 0 que corresponde al intervalo (—e™,e™™)

del eje real.
d - Paralarectay = —1, —1 < y < 1 se obtiene el mismo resultado que en el inciso c.

Puesto que z =0estden Ky e™™ < f(0) =1 < €™ entonces bajo la transformacién f(z) = e™ el interior
del cuadrado dado se transforma en el anillo de radios e™™ y €™ al cual se le ha realizado un corte en el
intervalo (—e™™, —e™) del eje real.

La regién K, su imagen y el sentido de recorrido de las mismas se muestran en el siguiente grafico.
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Problema 4.8. Hallar la transformacion lineal que transforma el triangulo de vértices 0, 1, i en el tridngulo
de vértices 1 + ¢, 0, 2 y bajo la transformacién determinar la imagen de la regién

K={z=z+iy:|z—i <1, y>1}

Solucién. la transformacién buscada tiene la forma f(z) = az + b con a y b en C. Puesto que f(1) =0
y f(#) = 2 resulta el sistema de ecuaciones

a+b=0
ai+b=2
del cual se obtiene a = —(i + 1), b =144 y por tanto la transformacién buscada es

w=—1+i)z+(1+i) = (1+i)(1 - 2)

Geométricamente la region K representa el interior de la mitad superior de la circunferencia
2 2
4+ @y-1)°"=1

Para hallar la imagen de la regién se encuentran, en primera instancia, la imagen de la recta y = 1
y la circunferencia |z — i| = 1.

Para ello obsérvese en primer lugar que de la relacién w = (1 + ¢)(1 — z) al despejar z se obtiene
141) —
z= % y al reemplazar w = u+iv, z =z + iy en w = (1 +¢)(1 — 2) y separar la parte real y la
i
. . . 2—u—v uU—0 .
parte imaginaria resulta z = 5 yy=-—5 por lo tanto se tiene:
1+17)—w 1+17)—w
a - Al reemplazar z = % en |z —i| = 1 resulta % — 4| =1 la cual se convierte en
i i

|2 — w| = V2 y por tanto la circunferencia 2% + (y — 1)> = 1 se transforma en la circunferencia
(u—2)72 402 =2.

v .
se obtiene que la recta y = 1 se transforma en la recta u—v = 2.

b - Alreemplazary =1leny = “-

Puesto que el punto z = %z estd en la regiéon Ky f (%z) = %(5 — 1) entonces bajo la transformacién

w = (1+14)(1 — 2) la regién dada se transforma en la regién cuya grafica se ilustra enseguida.
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Problema 4.9. Bajo la transformacién f(z) = 21 hallar la imagen de la regién
iz
K={zeC:|z|<1, Imz>0}
Solucién. La regién K representa el interior de la semicircunferencia superior de z2? + 3% = 1.
., 2z —1 . 2w+ ., .
De la relacién w = — al despejar z resulta z = 5w Y al reemplazar en esta expresion, z = x + iy,
iz —w
w = u + iv y realizar las operaciones indicadas se tiene
U 2u? + 202 + 5v + 2
=g Y= SR
2+v)" +u 2+v) " +u
en estas circunstancias se tiene:
2w +1 w+1 . , ;
a - Al reemplazar en |z| < 1 el valor z = 5 resulta —| < 1 es decir 2w+ < |2 —iw|y

al poner w = u + iv se obtiene 4u® + (20 + 1)> < (2 +v)? 4+ u? es decir u2 + v? < 1 y por tanto el

interior de la circunferencia |z| < 1 se transforma en el interior de la circunferencia |w| < 1.

2u® + 20° + 50 + 2
(2+ ) +u?

es decir u? + (v + %)2 > % asf el semiplano y > 0 se transforma en la regién |w + 5i| > 2

resulta 2u2+2v24+50+2 > 0

b - Al reemplazar la condicién y > 0 en la relacién y =

Asf la regién determinada por las condiciones |z| < 1, y > 0 se transforma en la regién determinada por
las condiciones |w| < 1y ’w + §z| > %, lo que se ilustra en la siguiente grafica.

H(G)

Problema 4.10. Demuestre que la rama principal de la funcién rafz cuadrada F(z) = z1/2 es continua

en la region
K={zeC: —w<argz <mw}

pero no es continua en la parte negativa del eje x
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Solucién. La rama principal de la funcién F(z) = z'/2est4 definida como

Fi(z) = |z|Y/? (cos (%) +isen (aTQgZ)) , —m<argz <.

Si se llama r = |z| y = argz entonces en forma exponencial esta funcién puede expresarse como

9
Fi(z) = r2et3 1 >0, —m<argz<m

y puesto que las funcién fi(r,0) = /2, fo(r,0) = €’
entonces la funcién Fy(z) = r'/2e'% es continua en la regién considerada.

6 .
2 son continuas para r > 0y —7m < argz < 7

Para demostrar que F; no es continua en la parte negativa del eje x se consideran los conjuntos

S1={2€C:Imz>0}, So={z€C:Imz<0}

y 20 = r9e™™, 19 > 0 un nimero cualquiera en el eje real negativo.
Como
. . . 0. 1/2
lim Fi(z) = lim Fi(z)= lim /22 = 27‘0/
z—rz(Q z—rz( [ s
z€S, Imz>0 (r,8)—=(ro,m)
y
. . . 0 . 1/2
lim Fi(z) = lim Fi(z) = lim r/2eiz = —zro/
z—rz( z—z( (T',e)—>(7'0,—ﬂ')
z€Ss Imz<0

y estos limites son diferentes, entonces lim Fj(z) no existe y por tanto la rama principal de la funcién
Z—r20

raiz cuadrada no es continua en puntos del eje real negativo.

4.4. Problemas propuestos

1. Represente en forma exponencial los nimeros complejos i, —i 4+ 1, v/3 —i, —1 — 4, —1 + /30
2. Halle los argumentos principales y los médulos de los niimeros complejos e 117, 2137 2451 g5—4i

3. Halle las partes reales e imaginarias de los siguientes nimeros
cos(2+1), sen(2i), tg(2—1), ctg (% - ian) , th(2+1), cth (ln3 + %z) .
4. Para cada una de las funciones e*, cosz, senz, tgz, chz, cthz halle el conjunto de puntos z en C

donde ellas toman

a. Valores reales
b. Valores imaginarios puros.

5. Halle todos los valores de z en C para los cuales:
a. |tgz| =1

b. |thz| =1

senz + cosz = 2

o

d. senz —cosz =3
e. 2chz +shz =1

6. Calcular

. . : N 1+
a (2% b2 e 17 d -4 e ()

7. El valor inicial de I'm f(z) para z = 2 se ha tomado igual a cero. El punto z realiza una vuelta
completa en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj, manteniéndose en la circunfe-
rencia de centro en z = 0 y volviendo al punto z = 2. Si se acepta que f(z) varfa de forma continua
durante el movimiento del punto z, senale el valor de Im f(z) después de dicha vuelta cuando:

a. f(z)=2Lnz b. f(z)=Lnt c. f(z)=Lnz—Ln(z+1) d. f(z)=Lnz+ Ln(z+1)
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

Demuestre las siguientes igualdades

_ 4 itz 1 141z
a. Arctgz = 5Ini= = - Ini==

b. Arc chz = Ln(z+ V22 — 1)

c. Arc thz = %Lnﬁz
—ZzZ

Halle todos los siguientes valores

a. Arc sens b. Arccos2  c¢. Arctg(l+ 2i) d. Arcth(l—1)

;Cual es el error en el siguiente argumento
1 % 3
i=(-1)7 = {(_1)3} = (1) =i=—i?

Halle los valores de las sumas
a. 14 cosx + cos2x + - - - + cosnx
b. cosx + cos3x + cosbr + - - - + cos(2n — 1)z
c. senx + sen2x + sendx + - - - 4+ sennx

d. senz + sen3x + senbx + --- + sen(2n — 1)z

Hallar la imagen del conjunto K = {z =z +iy: 0 <z <1, 0 <y <1} bajo las transformaciones

1) = o™, f(z) = o5~
Hallar la imagen de la region K = {z € C: |z| <1, 0 < argz < 5} bajo la funcién f(z) = 2>+ 1

Hallar la imagen de la regién K ={z€ C: 1< |z| <e, 0 < argz < e} bajo la funcién
f)=Ilnz+1

Bajo la funcién f(z) = 2 hallar la imagen de la regién K = {z=x+iy: >0, y >0}
Bajo la transformacién f(z) = 32 hallar la imagen de la regién K = {z € C: |z| <1, Imz > 0}

z
z—1

Hallar la imagen de la regién K = {z € C: 0 < argz < %} bajo la funcién f(z) =

1

7757 hallar la imagen de la regién K = {2z € C: [z[ < 1,Imz > 0}

Bajo la funcién f(z) =
Bajo la funcién f(z) = cosz hallar la imagen de las regiones

a. la red rectangular x = ¢, y = ¢
b. la semifranja 0 <z < 5,y >0
c. la semifranja 0 <z <7,y <0

d. la semifranja —5 <x < 5,y >0
Hallar la imagen de las siguientes regiones bajo la funcién f(z) = chz

a. la red rectangular x = ¢, y = ¢
b. la franja 0 <y < 7
c. la semifranja x > 0,0 <y <m

Cudl es el efecto geométrico de las siguientes transformaciones. ;Tienen puntos fijos?

1. w=z+B, BeC 2. w=Az, AeC 3. w=Az+ B, A, BenC

a. Hallar la imagen de la regién y > 1 bajo la transformacién w = (1 — i)z

b. Hallar la imagen de la regién z > 0, 0 < y < 2 bajo la transformacion w =iz + 1

68



Capitulo 5

Integracion compleja

El propdsito de este capitulo es estudiar el teorema integral de Cauchy y algunas de sus consecuencias,
para ello es necesario el concepto de integral de linea. Iniciamos definiendo la integral definida de una
funcién de variable real y de valor complejo y estudiando sus propiedades, a continuacién se definen los
objetos sobre los cuales se calcula la integral de linea, la definicién de esta para luego estudiar el “anédlogo”
del teorema fundamental del célculo y finalizar con el objetivo bésico.

5.1. La integral definida de una funciéon de variable real y valor
complejo

Definicion 5.1. Sea f(t) = u(t) + iv(t) una funcion de variable real t y de valor complejo, continua en

el intervalo [a,b], es decir, u y v son funciones reales continuas con t en [a,b]. La integral definida de
b

| sobre el intervalo [a,b] se denota como / f@)dt y se define como

a

b

/bf(t)dt—/b u(t)dt+/v(t)dt.

a

Obsérvese que para a < t < b por el teorema fundamental del cdlculo, para funciones reales de variable
real, la funcién definida por

F(t) = /tf(s)ds - /tu(s)ds—k/tv(s)ds —Ut) + V()
es una primitiva de f(t) y por :anto “ a
[H0ar=v6)-v@+ i e - Vi)
Ejemplo 5.1.

1 1
t4
/t+2z (t3 — 2t) dt+z/ (6t —8)dt = <4t2>
0 0

El siguiente resultado pone de manifiesto que esta integral tiene propiedades semejantes a aquellas de las
integrales reales.

! 3
+i(26% —8t)|, = —5 6

0

O\H

Teorema 5.1. Sean f(t) = ui(t) +vi(t), g(t) = ua2(t) + va(t) funciones continuas sobre el intervalo |a, b]
y k = k1 4+ 1 ko un numero complejo, entonces:
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b b

b
1 [® +a@ae= [ foaes [gar

2. /bkf(t)dtzk/bf(t)dt

/bf(t)dt S/be(t)ldt

Demostracion. 1. Como f(t) = ui(t) + v1(t) y g(t) = ua(t) + v2(t) entonces

b

b
/ (1) + () dt = / [t () + un(£)) + (00 (£) + va(£))] it

a

b b

=/<u1<t>+u2<t>>dt+i/<v1<t>+v2<t>>dt

a a
b b b

—/ul(t)dtJr/ug(t)dtJri/vl(t)dtJri/bvg(t)dt

a a a

b b

=/<u1<t>+wl<t>>dt+/<u2<t>+m2<t>>1dt

/bf(t)dtJr/bg(t)dt

Obsérvese que en las lineas anteriores se ha utilizado la definicién de integral definida de una funcién
de variable real y valor complejo asi como la aditividad de la integral de funciones reales.
2. La demostracién es andloga a la anterior.
b

3. Supongamos en primer lugar que / f(t)dt # 0y consideremos el nimero complejo de médulo 1

a

entonces
b

—k/f dt—/kf()dt—/bkul()dt+l/kv1()d
/ml dt</|k:u1 |dt—/|u1 |dt</|f | dt

ya que / k() dt =0y Jus ()] = |Rez(f(1))] < |F(2)].

b
Si /f(t) dt = 0 la propiedad es clara.

a

fdt
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5.2. Integrales de linea

Definicion 5.2. Una curva en el plano complejo es la imagen bajo una funcion continua

a:fa,b] - C

I
~
SO |
S
~
N

Notese que esto significa que la curva a puede describirse por una funcién compleja de variable real de
la forma
a:z(t)=z(t)+iy(t), a<t<b

se dice que z(t) es una parametrizacién de la curva «, z(a) es su punto inicial y z(b) su punto final.

= Una curva « es suave si la derivada de la parametrizacion 2/(t) = a/(t) + i/'(t) es continua y
diferente de cero en el intervalo [a, ]

= Una curva « es suave por partes (spp) si « consiste de un niimero finito de curvas suaves unidas
por sus extremos.

= Una curva « es simple si la funcién que la define es inyectiva, es decir, si no se autointersecta.
= Una curva « es cerrada si su punto inicial y final coinciden.
= Una curva « es de Jordan si es cerrada y simple excepto en sus extremos.

La siguiente grafica ilustra de forma intuitiva estos conceptos.

Curva simple y suave Clurva suave por partes Curva no simple

Curva de Jordan Curva cerrada no simple
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Ejemplo 5.2. La parametrizacién z(t) = 2o + Re'’ 0 <t < 27 con zg = 2o + iyo y R > 0 representa
la. circunferencia (z — 0)> + (y — yo)° = R? recorrida en sentido (positivo) contrario a las manecillas del
reloj. La curva es suave ya que z’(t) = iRe" # 0 para 0 < t < 27 con el mismo punto inicial y final ya
que z(0) = z(2m) = 2o + R = (zo + R) + iyo

20 Zo+R

Ejemplo 5.3. Las parametrizaciones

it o<t<1i int  1<t<e .. .
al.zl(t){ (t—1)+i 1<t<2 OZQ.ZQ(t){ (E—1)+i e<i<2e ag:zg(t) =t+it, 0 <t <1

representan las curvas que se muestran en la siguiente figura las cuales tienen el mismo punto inicial 0 y
final 144

- 141

-
Qo2 7

,/ [e%]

Las dos primeras son diferentes parametrizaciones de la misma curva formada por los segmentos de recta
que unen 0 con ¢ y luego i con 1+ i y la tercera corresponde al segmento de recta que une directamente
0 con 1+ 1.

Noétese que a1 y g son curvas suaves por partes con

i 0<t<1 ; 1st=e
7 (t) = 2(t) =
1 1=t=2 1 e<t<2e
c <

y a3 es suave con z5(t) =1+4, 0 <t < 1.

Definicion 5.3. Sean « una curva suave con parametrizacion z(t), a < z < b y f una funcién de variable

compleja continua sobre o, la integral de linea de f a lo largo de o se denota [ f(z)dz y se define

a
como

b

[eraz= [ ez @ a
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Noétese que puesto que la funcién f(z(t))z’(t) es continua en el intervalo [a, b] la integral de Riemann del
lado derecho de la definicién anterior siempre existe.

Si « es una curva suave por partes aj, Qa,..., «, entonces la integral de linea de f sobre « se ob-
tiene al aplicar la definicién anterior a cada una de las curvas ai, as,..., a, y sumar los resultados, es
decir

a/f(z) dz_;lf(z) dz

y a la curva definida como en el ejemplo 5.1 z(t) = zo +Re 0<t<2rm

Ejemplo 5.4. Sea f(z) =

entonces

Z— 20

27

/f(Z)dz:/Z_ZO RethReltdt_Z/dt_%”
@ «

0

Ejemplo 5.5. Sea f(z) = z y considere las curvas a1, as, y ag definidas como en el ejemplo 5.2, entonces

a_
/ 2t ?
/f(z)dz:/zdz—/ztzdt+/ t-1)4i)dt=——| + (—t+i> =1
2 0 2 1
[e51 [e3] 0
b -
e ) 2e 1 1 e 1 e
/f(z)dz:/zdz:/ilntfdm/ o) +i) ta= —Li + —t2—7t+ t =i
t e e 2 2¢2 2
(e} [e %) 1 e
C_
1 1
/f dz—/zdz—/zH—zt )(1+i)d :/ (1+1) tdt:/Qitdt:z‘tﬂé:
0 0

Obsérvese que los resultados de las partes a y b del ejemplo anterior nos muestran que la integral de
linea es independiente de la parametrizacién de la curva y conjuntamente los resultados de a, b y ¢ nos
dicen que el valor de la integral de linea depende tnicamente de los extremos de la curva y no de la curva
misma. Estudiar bajo que condiciones sucede esto es uno de los objetivos de este capitulo.

El siguiente resultado expresa algunas propiedades de la integral de linea.
Teorema 5.2. Sean f y g funciones de variable compleja continuas sobre una curva suave o entonces
1. Para todo numero complejo ¢ y k se tiene que

/(cf(z)+kg(z)) dz:c/f(z) dz—i—k/g(z) dz.

[0 (o3 [0

2. [ f(z)dz=— [ f(2)dz donde —a denota la curva o recorrida en sentido contrario al recorrido de

— e
.

3. Si f(2) es acotada, es decir, existe M > 0 tal que |f(z)| < M para todo z sobre a entonces

/f(z) dz| < ML

donde L es la longitud de «.

Demostracion.
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2. Una parametrizacién de —a es 8(t) = z(a + b —t), a <t < b entonces

b
/f(z)dz:/f(z(a+b—t))z'(a+b—t)(—dt)

si se llama v = a + b — t entonces du = —dt, y sit = a, t = b entonces u = b y u = a, por tanto

/ J(z)dz = / F(2(u))2' (w) du = — / F(2(u))2" () du = — / J(2) dz
—a b a «

3. Sea z(t), a < t < b una parametrizacién de « y escribamos [ f(z)dz en forma polar, es decir
«

f f(2)dz =€ | [ f(z) dz| para algin 6 en R, entonces
b b
/ F(2)dz| = e / F(z)dz = / =10 F(+(1))2/(t) dt = Re / =10 F(x(1))2'(t) dt

b

= [ (e ) 0 ) /\f DI 0] dt = /|f [ldz| < ML

a

ya que |f(z)| < M para todo z en ay [ |dz| = f |2/ (t)| dt =

[e3
La parte 1. se deduce de la definicién de integral de hnea y de las propiedades de la integral de Riemann
para variable real. O

Ejemplo 5.6. Una estimacién para el valor de
/ dz
22+1
lz|=2

se obtiene de la siguiente manera.

Por la desigualdad del tridngulo |22 + 1| > ‘|z|2 - 1’ > 3 para todo z sobre |z| = 2 se tiene que

dz 1 1
< _ < — = —
/22+1 = / T / 4z

| z|=2 |z|=2 |z|=2

5.3. El teorema fundamental de las integrales de linea

El teorema fundamental del calculo para una funcién real continua sobre un intervalo establece que dicha
funcién posee una primitiva y proporciona una ”férmula” para calcular la integral definida de esta funcién
sobre dicho intervalo. En esta seccién se desea probar un resultado andlogo para la integral de linea de
una funcién de variable compleja que satisface determinadas condiciones.

Definicion 5.4. Sea f(z) una funcidn de variable compleja continua en una region K C C. Una funcidn
F(2) holomorfa en K es una primitiva de f(z) si F'(z) = f(z) para todo z en K.

Teorema 5.3. Sea f una funcién continua en una region K y F una primitiva holomorfa de f en K. Si
a es una curva suave por partes contenida en K con parametrizacion z(t), a <t < b entonces

/ f(2) dz = F(=(b)) — F(2(a))

en particular si a es cerrada entonces [ f(z)dz = 0.
«@
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Demostracion. Consideremos en primer lugar que « es una curva suave entonces escribiendo F' = U + iV
y aplicando la regla de la cadena y el teorema fundamental del calculo para variable real, se tiene

b b b
/f dr/ @z= [Fe@)ma= [ 5Eeo /% )+ V(L) dt
b b
/% dt—&-z/% ydt = UG0)]" +i U(0))°

= [U(2(b)) + iV (2(b))] = [U(2(a)) + iV (2(a))] = F(2(b)) — F(2(a)).

Si « es una curva suave por partes oy, ai,..., &g con puntos iniciales 21, zs,..., zs respectivamente y
zs+1 es el punto final de a entonces aplicando lo que se acaba de demostrar se tiene que

/ fydz =3 / F(2)dz = 3 (F (511) = F (2)) = F (2041) = F (1)
o k=1 k=1

Nétese que si a es cerrada entonces F(z(b)) = F(z(a)) y por tanto [ f(z)dz = 0. O

El resultado anterior establece que bajo las hipdtesis consideradas el valor de la integral de linea es
independiente la trayectoria y que su valor depende tinicamente de su punto inicial y final.

Ejemplo 5.7. Una primitiva holomorfa de la funcién f(z) = chaz, a # 0 es la funcién f(z) = %sh az

por tanto el valor de [ chazdz alo largo de cualquier trayectoria que une —i con i es
«

i 9 9
= —shai = —Zsha
a a

—shaz
a —i

Ejemplo 5.8. Si se aplica el teorema fundamental para calcular [ e*dz donde « es el arco de la curva

«
y = senz, 0 < z < 7 se tiene que una primitiva holomorfa de f(z) = e* es F(z) = e* por tanto

si a es |z| = 1 orientada positivamente [ e?dz =0 ya que « es cerrada.
[0

5.4. Elteorema de Cauchy y resultados relacionados

El teorema fundamental proporciona condiciones condiciones para garantizar que [ f(z)dz = 0 cuando

(03
« es una curva cerrada suave por partes, para ello se requiere que f sea « la derivada continua de una
funcién holomorfa F' en una regién K. En esta secciéon se muestra que este resultado se mantiene cuando
f es holomorfa y a es una curva cerrada cualquiera en una regién K simplemente conexa. El siguiente
resultado es necesario para la demostracion del teorema integral de Cauchy.

5.4.1. El teorema de Cauchy-Goursat.

Teorema 5.4. Sea f una funcién holomorfa en una region K y R un rectdngulo contenido en K cuyos
lados son paralelos a los ejes coordenados. Si « es la frontera de R entonces

JECS

Demostracion. Se divide el rectangulo R en cuatro subrectdngulos congruentes R; con frontera oy,
1 =1,2,3,4 de manera que tanto R como R; estén orientados positivamente.
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4
Puesto que [ f(z)d Z f 2) dz entonces por la desigualdad triangular

/f(z)dz <§ /f(z)dz <4 /f(z)dz

para algin rectangulo Ry con frontera ag.

yJ=

Si se denota Ry, con RV, ap con oM, J; = | [ f(2)dz
D)

continuando indefinidamente este proceso se obtiene una sucesiéon anidada de subrectdngulos

J f(z)dz| entonces J < 4.J;

RO>RM 5. . oR*"> R o

tales que J,, < 4J,41 en donde J,, = v« (") es la frontera del rectangulo R™ por tanto

| f(2)dz

aln)

J <4, n=1,2,....
Si se denota con L el perfmetro de R y con L, el perimetro de R entonces puesto que L; = 2L,
Ly = %Ll, se sigue inductivamente que L, = (%)n Lin=12,...
(o]
Por una extensién del teorema de Cantor existe zg € () R™ luego 29 € Ry asi f es holomorfa en z,

n=1
por tanto f(z) puede expresarse como

f(z) = f(20) + f (20) (z — 20) + h(2) (z — 20) donde lHm h(z) =

|z—z0|—0

/f(Z)dZZf(Zo)/dz—i-f'(zo) /(z—zo)dz—i—/h(z)(z—zo)dz.

aln) aln) aln) an)

luego

Por el teorema fundamental [ dz=0y [ (z— 2¢)dz =0 de manera que
aln) a(n)

/ f(z)dz / h(2)(z — 20) dz| < ma(x)\h( 2)(z — 20)| L, < Ay, mé(x)|z—zo\Ln
zealn zealn
(n) (n)

donde h,, = ma(x |h(2)].

z€a(n)
2
Como z, zp estdn en R(™ entonces |z — 20| < La de manera que J, < & “—hy y ast
h h
J<4mg, < 7”4”Ln2 < 7"L2
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y puesto que cuando n tiende a oo se tiene que |z — zg| tiende a 0 entonces lim h,, = 0, por tanto dado
n—oo

€ > 0 se puede tomar n suficientemente grande tal que
I o
f(z)dz] < ?L <€
yasi [ f(z)dz=0 O

5.4.2. El teorema integral de Cauchy

Definicion 5.5. Sea K una region en el plano complejo. K es simplemente conexa si toda curva de
Jordan suave por partes contenida en K tiene en su interior inicamente puntos de K.

Ejemplo 5.9. Las regiones K = C— {0} y K = {#z€C:a<|z| <b, a,b> 0} no son simplemente
conexas. La region K ={z € C: |z — z)| < R, R> 0, zy € C} es simplemente conexa.

Obsérvese que la definicion 5.5 intuitivamente nos dice que una region es simplemente conexa si no posee
huecos. Una regién simplemente conexa se dice que es 0-conexa, una regiéon con un hueco es 1-conexa,
con dos huecos es 2-conexa y en general con varios huecos es multiplemente conexa.

Una propiedad de las curvas de Jordan intuitivamente obvia pero dificil de demostrar se conoce como
“El teorema de la curva de Jordan” y es la siguiente.

Teorema 5.5. Una curva de Jordan divide el plano complejo ampliado en dos regiones simplemente
conexas que tienen a la curva como su frontera

La region que contiene el punto al infinito se llama el exterior de la curva, la otra regién es el interior.
Una curva de Jordan estd parametrizada en sentido positivo si al recorrer la curva su interior siempre
se mantiene a la izquierda.

Orientacién positiva Orientacion negativa

Teorema 5.6. Sea [ una funcion holomorfa en una region simplemente conexa K entonces para toda
curva de Jordan o suave por partes contenida en K se tiene que

/f(z)dz =0

Demostracion. Sea K = {z € C: |z — 29| <r} y definamos F(z) = [ f(z)dz donde a, es la curva que

une zp con z a través de un segmento horizontal y uno vertical. Si «, es la curva que une zg con z a lo
largo de un segmento vertical y un segmento horizontal entonces «, — o, es la frontera de un rectdngulo
R contenido en K luego por el teorema de Cauchy-Goursat

/ f(z)dz=0 y asi /f(z)dz=/f(z)dz.

’
a—a,
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zo = ®o + 1Yo

Puesto que

F(z):/f(z) dz:/mf(t—kiyo)dt—i—i/yf(x—i—it) it

F(z) :/f(z) dz_i/yf(xo+it) dt+]f(t+iy)dt
o) Yo o

se sigue que

Yy x
F F
é;—y :i(%/f(x+it)dt =if(x+1y) =if(z) y Z—x = gy/f(tJriy)dt: flxz+1y) = f(2)
Yo xo
asi %—i = f(z) = —i%—g es decir F' satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y puesto que f es continua

en K entonces %—5, %—I; son continuas en K luego por el teorema 3.2.2 F es diferenciable en K con

F'(2) = f(2) en K asi que por el teorema fundamental

/f(z) dz = 0.

O

Notese que esta demostracién es valida cuando la region K es un circulo, una formulaciéon méas general y
la correspondiente demostracién del teorema integral de Cauchy, basada en el concepto de homotopia se
puede encontrar en [1].

22

Ejemplo 5.10. Calcular [ f donde f(z) = ¢, donde « estd dada por la parametrizacion

2(t)=2+¢€", 0<t <2

« corresponde a la circunferencia de centro (2,0) y radio 1 recorrida en sentido positivo, f es holomorfa
en C excepto en z = 0y z = 6 que no estan en el interior de « ni sobre su frontera, asi por el teorema
integral de Cauchy se concluye que [ f = 0.

(0%

5.4.3. El teorema de Cauchy para regiones multiplemente conexas.

En algunas ocasiones es necesario considerar regiones que no son simplemente conexas, por ejemplo
para calcular integrales en las cuales el integrando no es analitico en mas de un punto en el interior de la
curva. En estos casos es 1til el siguiente resultado que se conoce como el teorema de Cauchy para regiones
multiplemente conexas.
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Teorema 5.7. Sea cg una curva de Jordan suave por partes tal que en su interior contiene las curvas de
Jordan suaves por partes oy, Qa,...,as disjuntas dos a dos, ninguna de las cuales estd contenida en el
interior de la otra.

Si f es una funcion holomorfa en la region K formada por los puntos en el interior de ag pero no en los
interiores de a, aa,. .., entonces

a{f(z)dz—kz_:llf(z)dz

Demostracion. Sean lq,lo,...,ls arcos que unan respectivamente, oy con aq, ; con s, y por ultimo a;
con « y tales que formen dos curvas de Jordan suaves por partes y que determinen

dos subregiones de K simplemente conexas entonces por el teorema de Cauchy la integral de f sobre
estas curvas; cada una de ellas recorrida en sentido positivo tiene como valor 0. Pero el recorrido sobre

estas dos curvas equivale al recorrido de o en sentido positivo, al recorrido de aq, as, ..., ay es sentido
negativo y al recorrido de Iy, 1o, ..., en direcciones opuestas por lo que las integrales sobre los arcos de
l1,1s,...,1ls se cancelan, asi que que
S
/ f(z)dz =0 es decir /f(z) dz = Z/f(z) dz.
. k=1
ap— > ag o Xk
k=1
O

El razonamiento anterior es tomado de [3], pag 79, y en el debe observarse que se tienen afirmaciones
que aunque intuitivamente son claras, formalmente requieren una demostracién la cual para nuestros
propositos no es necesaria.

5.4.4. La formula integral de Cauchy

El resultado del siguiente teorema expresa el hecho de que los valores de una funcién holomorfa en el
interior de una curva de Jordan estdn determinados por los valores de la funcién sobre la curva. En la
practica este resultado se utiliza para calcular una integral de linea por medio de la evaluacién de una
funcién.

Teorema 5.8. Sea f una funcion holomorfa en una region simplemente conexa K y a una curva de
Jordan suave por partes contenida en K entonces para todo punto zg en el interior de « se tiene que

1 f(z)
f(z0) = i dz.

Demostracion. Sea R > 0 tal que el circulo definido por |z — zg| < R esté contenido en el interior de «
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y consideremos la funcién
f(z)

zZ— 20

9(2) =

entonces g es holomorfa en la regién interior a « pero exterior a la circunferencia C' de ecuacién |z—zp| = R
entonces por el teorema de Cauchy para regiones multiplemente conexas

/g(z) dz:/g(z) dz.

a c

Puesto que f es diferenciable en zy entonces f puede representarse como

f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20) + h(2)(z — z0) donde lim h(z) =0,

es decir
g(z) = () = @ + f'(20) + h(z) donde lim h(z) =0,
zZ— 20 zZ— 20 220
por tanto
d
L g pe0) [ ) [+ [he)a,
C c C

d
perofiz:QWiyfdz:Oporloque
CZ_ZO C

(2) : _
p— dz — 2mif(z) = /h(z) dz,
c c

por tanto

z

/ 1@ 4. omif(z0) §/|h(z)||dz\ < mix |h()[27R.
A — 20 P |[z2—z0|=R

Puesto que lim h(z) = 0 entonces existe § > 0 tal que  méx  |h(z)] < 1 por tanto dado € > 0 si se
z2=r20 |z—z0|=R<6

toma R < min (6, 55 ) entonces g % —27if(20)

< € y por tanto

/% dz = 2i f(0).

Ejemplo 5.11. Calcular [ 22 dz donde « estd dada por z(t) =1+ %e”, 0<t<2m.
«
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senz

Como o representa la circunferencia de centro en el punto (1,0) y radio 1 y la funcién f(z) = *<

holomorfa sobre y en el interior de o entonces

senz

senz . senz .

5 dz = 2 —dz = 2mi = 2misenl
22—z z—1 z lz=1

(03 (03

€s

5.4.5. Laformula de Cauchy para derivadas

Si consideramos la féormula integral de Cauchy

1 f(z)
f(zo)f% . dz

y derivamos formalmente con respecto a zy dentro de la integral para calcular f'(zo), f”(20) v f"'(z0) se

obtiene
N B (O
f (ZO) / ( P d

_%a z— 20)
w2 f(2)
f (Zo)zm./(zz())gdz
" _ 3! f(Z)
/ (ZO)_Zm'/(Z_ZO)“dZ

[e3%

lo que sugiere el siguiente resultado cuya demostraciéon omitimos pero puede consultarse por ejemplo en
[3] pag 97.

Teorema 5.9. Sea f una funcion holomorfa en un region simplemente conexa K y a una curva de Jordan
suave por partes contenida en K entonces para todo punto zy en el interior de o se tiene que

(m) :L!/L _
[ (20) 9 (z—zo)"HdZ’ n=0,1,2,...

Ejemplo 5.12. Calcular [ éfﬁ’ﬁz dz donde « es la circunferencia |z — 1| = 1.
(a7
., senmz .
La funcién g(z) = W no es holomorfa en los puntos z = 1, z = —1 de los cuales tinicamente el
22

punto z = 1 estd en el interior de . El denominador (22 - 1)2 sugiere utilizar la férmula de Cauchy para

derivadas para lo cual reescribimos la funcién g en la forma g(z) = ( Zf_(zl))g donde f(2) = % la cual es

holomorfa sobre y en el interior de a por tanto al aplicar el teorema de Cauchy para derivadas se obtiene

senmz B f(2) . omif!

[e3 [e3%

7w (24 1) cosmz — 2sennz

3 entonces f/'(1) = T y asf
(z+1)

4

/ senmz d )
——dz = ——.
@1 i

[e3

Como f'(z) =

Notese que el teorema de Cauchy para derivadas nos dice que que una funcién holomorfa posee derivadas
de todos los ordenes y que por tanto la derivada de una funcion holomorfa es también una funcién
holomorfa. Esta observacién se utiliza para demostrar el reciproco del Teorema de Cauchy que se conoce
como el Teorema de Morera cuya demostracién puede consultarse en [3], pag 83, y que explicitamente se
enuncia a continuacion.
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Teorema 5.10. Si f es una funcion continua en una region simplemente conexa K y para toda curva de
Jordan suave por partes contenida en K se satisface que

/f(z)dz =0

entonces f es holomorfa en K.

5.5. Problemas resueltos

Como es usual finalizamos este capitulo con una seccién en la cual se resuelven algunos problemas que
sirven para ilustrar, en mayor medida, la teoria tratada y para mostrar algunas de las técnicas que se
pueden utilizar en la resoluciéon de los mismos.

Problema 5.1. Calcular [Zdz a lo largo de las siguientes curvas definidas en el intervalo 0 < ¢ < 1.

a - Qué representa « en cada caso?

b- a(t)=i+it
c- at)=e ™
d- a(t)=em
e- at)=1+it+t?

Solucién. Notese que el unico medio para calcular estas integrales es utilizar la definicién de integral de
linea por tanto en cada caso se tiene:

b - « representa el segmento de recta que une los puntos 1 y 1+ ¢ y obtenemos

/zdz—/l(lz't)idt—/l(i+t)dt— (it+;t2)
a 0 0

c - « representa la semicircunferencia inferior de |z] = 1 que une 1 con —1 y obtenemos

1 1
/Edz = /emt (—Mef’m) dt = fm'/dt = -7
o 0 0

d - « representa la semicircunferencia superior de |z| =1 que une 1 con —1 y se tiene

1

1+.
=_—+1i.
2

0

1 1

/Zdz = /e‘”t (me”it) dt = m’/dt =73
« 0

0

e - « representa el arco de parabola z = 1 + 32 que une (1,0) con (2,1) y se tiene

1 1
3 j 1
/2dz:/(1+t2—it)(i+2t)dt:/(i+3t—it2+2t3)dt: <it+2t2—;t3+2t4)
« 0 0

Problema 5.2. Evaluar [ ydz en los siguientes casos
[0

a- « es el segmento de recta que une 1 con @
b - «es el arco de la circunferencia |z| = 1 en el primer cuadrante que une 1 con i

¢ - « esta formado por los segmentos de recta sobre los ejes coordenados que unen 1 con ¢
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d - ;Por qué estos resultados no contradicen el Teorema Fundamental?

Solucion.

a - Una parametrizacién de « es z(t)

= (1—-t)+1it, 0 <t <1 por tanto al aplicar la definicién de
integral de linea se tiene

1

/ydz:/t(—1+i)dt: (—1+2)§

0

1

2( 1414)

b - Una parametrizacién de a es z(t) = et = cost +isent, 0 <t < % por tanto

b 3 b
. 2t—1 4
/ydz = /sent (ie”) dt = / (fsenzt + isentcost / <COS ;sen%) dt
@ 0 0 0

1 1 ; 2
= (4sen2t — it — icos2t>

0 4 2
¢ - Una parametrizacién de «a es

—t -1<t<0
Z(t)_{it 0<t<1
por lo tanto
1
/ydzz/t(idt):f :;
« 0

d -

Notese que las curvas consideradas en los incisos anteriores poseen los mismos puntos iniciales y

finales y los resultados son diferentes, esto no contradice el teorema fundamental ya que la funcién
f(2) = y no es la derivada de una funcién holomorfa en C.

Problema 5.3. Calcular f 4z g, donde

a- aeslel=1y>0yvi=-
b- aes|z|=1y+/—-1=1

Solucién.
a - La funcién f(z) = /z es multiforme con dos ramas uniformes dadas por
|z

A

—1 se satisface cuando k£ = 1 por lo tanto la rama considerada es

\/E:|z|% (cos (ar2gz >—|—isen(ar2gz+7r))

Por el teorema fundamental

(cos aTIZ 1 jsen Mzgz) k=0

(cos (‘“"29’2 + 7r) + isen (‘”"Qi + 7r)) k=1

[SIE T

La condicién v/1 =

—==2 2(vV-1-+v1
[ -2l D
y como /=1 = cos (5 + 7) +isen (§ 4+ ) = —i entonces

a jz:z(_iﬂ):zu_i).
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. . . i _(t .
Alternativamente: Una parametrizacién de v es z = €', 0 <t < 7, /2 = ¢ (2+”)7 dz = ie dt
entonces

s T

= /ef(%J”T)iieit dt = ie_”i/e% dt = —2¢%
vz 0
0 0

=-2 ((cosg —H’seng) - 1) =2(1—1).

b - La rama uniforme de la funcién f(z) = y/z que cumple la condicién /—1 = i se obtiene cuando
k = 0 por tanto

Vz = |z|% (cos ar2gz + isenar292>

Por el teorema fundamental
dz z2=—1 (final)

VET AV

Para z = —1 inicial, v/—1 = i y para z = —1 final, su argumento; al recorrer |z| = 1 completamente,
ha variado en 27 por tanto

V—1 = cos (Wgél) +7r) + isen (mﬂgél)ﬂ)

3 i 3m .
= cos— +isen— = —i
2 2

z=—1 (inicial)

Por tanto d
72 = 2(—i— i) = —4i

[0}

Problema 5.4. Demostrar que

T
/e‘”cosbt g — eT (acosbT + bsenbT) — a
; a? +b?
0

integrando la funcién f(z) = e* a lo largo del segmento de recta que une 0 con (a + ib)T
Solucidén. La funcién f(z) = e* es continua en C y en dicha regién es la derivada de la funcién holomorfa

F(z) = e®. Si « es el segmento de recta que une 0 con (a + ib)T" entonces por el Teorema Fundamental

/e dz=¢e |(a+7b)T = elat)T _ 1 — (e“TcosbT — 1) + ie*" senbT (1)

[0
Una parametrizacion de « es z(t) = at + ibt, 0 <t < T por tanto

T

T
/ez dz = / eVt (g 4 ib) dt = (a + ib) /e (cosbt + isenbt) dt (2)
0

o" 0

Igualando (1) y (2) se tiene

T
/e (cosbt + isenbt) dt = - _'1_ = ((evtcosbT — 1) + Z'eaTsean)
0

T2 _1|_ b2 ((e"*cosbT — 1) + ie*" senbT) (a — ib)

= (127_1'_()2 [((e*TcosbT — 1) a + be*” senbT) + i (ae®" senbT — b (e cosbT —1))]
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y al igualar las partes reales de estos nimeros complejos se obtiene que

T
/e“tcosbt dt =
0

pr [e*T (acosbT + bsenbT)) — al
Noétese que al igualar las partes imaginarias incidentalmente se obtiene que

T

/eatsenbt dt =
0

prR [eT (asenbT — bcosbT') + b]

Problema 5.5. Calcular [ cos(senz)dzy fezz dz donde « es |z| = 1 orientada positivamente
[0 e

Solucién. Observese que las funciones f(z) = cos(senz) y g(z) = %" son continuas sobre y en el interior
de « sin embargo no es posible aplicar el teorema fundamental puesto que estas funciones no son la
derivada de ninguna funcién holomorfa sin embargo puesto que f y g son holomorfas en C y « es cerrada
entonces por el teorema de Cauchy

/cos(senz) dz=0 y /ez2 dz=0
o o
Problema 5.6. Calcular [ (2_5#_6) donde « es una curva de Jordan suave por partes y para la ubicacién
de a y b se tiene lo siguignte
a- aybestan en el exterior de «
b - a esta en el interior de a y b en el exterior
c - a esta en el exterior de a y b en el interior

d - ay bestan en el interior de «
_r
(z—a)(z—b)

descomponer f en fracciones parciales se obtiene

f(z):aib(zia_zib>

a - Puesto que a y b estdn fuera de « entonces f es holomorfa sobre y en el interior de o entonces por
el teorema de Cauchy
/ dz
—— =0
(z—a)(z—b)

[e%

Solucién. La funcién f(z) = es holomorfa en C excepto en los puntos z =ay 2 =0by al

por tanto

b - Utilizando la descomposicién en fracciones parciales se tiene que

/(z—acj?z—b)_aib /z(fjai/ad—zb

[e% (0% [e3%

d_zb =0y como z = a estd en

puesto que z = b estd en el exterior de a por el teorema de Cauchy [ .
«

dz

zZ—a

= 27 aplicando la férmula integral de Cauchy, asi

/ (z — ac)l?z —b) aziib

«

el interior de o, [
«
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¢ - Andlogamente al caso anterior se observa que Zd_za =0y [ zd_zb = 2mi por lo que
o «@

/ (z — a(j?z —b) B bQiria

[e%

d - por combinacion de los casos b y ¢ se obtiene que

/@—5@—@‘0

[e3%

22
Problema 5.7. Evaluar [ 75(z—7y @z donde o es |z| = 2.

22
Solucién. En la regién |z < 2 la funcién f(z) = =5 no es holomorfa en 2 =0y z =i por lo que no
es posible aplicar la férmula integral de Cauchy (o el teorema de Cauchy para derivadas) directamente,
sin embargo, es posible resolver esta dificultad con el siguiente razonamiento.

Sean ay y ap las circunferencias |z| = % y |z — i| = 3 entonces por el teorema de Cauchy para re-
giones multiplemente conexas se tiene que

e e’ e’
e L i

[e% aq a2
La primera integral del lado derecho de la igualdad anterior se puede reescribir como [ ﬁT(f) con
o
22 22
fi(z) = Z= y puesto que fi(z) = %= es holomorfa sobre y en el interior de ai, |z| = % entonces

por la férmula de Cauchy para derivadas con n = 2 se tiene que

2

/2;3(62;—1) dZ = Wif{/(z)|z=0

—4z 2+ 422 2
+ — +

- 3] entonces fi'(z)| _ =0 por lo que

(z—i)* =i (z—i)
2
eZ
———dz=0
/ 23(z — 1)
(651
z2
La segunda integral se puede reescribir como [ fj—&? con fy(z) = S5 y puesto que esta funcién es

Q2
holomorfa sobre y en el interior de as, |z —i| = % entonces por la férmula integral de Cauchy

2

/z3(edz = 2mifa(2)|,_;, =

z—1) e

2T
o

con lo que se obtiene que
2

e® 27
e

[e3

Problema 5.8. Si f es una funcién holomorfa en una regién simplemente conexa K y zy en K, demuestre
que para r > 0 suficientemente pequeno se tiene que
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Solucién. Sea r > 0 tal que la circunferencia « definida por la ecuacién |z — zg| = r esté contenida en
K, entonces por la formula integral de Cauchy

f2)

omi ) 2 — ZO
[e3

f(20) =

Una parametrizacién de a es z(t) = 2o + rett, 0 < t < 27 por lo que aplicando la definicién de integral
de linea se tiene que

27
20 + rett . )
/ f (z0 ciret dt = i/f (20 + 7€) dt
z— ZO reit
a 0
asi que
27
1 )
f(z0) = 2 /f (20 4+ re') dt
0

Problema 5.9. Integrando la funcién f(t) = e* a lo largo de la curva de Jordan en el primer cuadrante
formada por el segmento de recta que une 0 con a, el cuarto de la circunferencia |z| = a y el segmento de
recta que une ¢a con 0 demostrar que

sena
a>0

a

/e“COStcos(t + asent) dt =
0

Solucién. La funcién f(z) = e* es holomorfa sobre y en interior de la curva «, por el teorema de Cauchy

/ezdz:O (a)

[0

)
ia
\
0 = a T
Una parametrizacién de « es
t 0<t<a
2(t) =< ae’ 0<t<%
(a—t)i 0<t<a
por tanto
a bl
/ez dz = /et dt + /e“e” aie’ dt + / (a=t)i(_
a 0 0
asi
5 2
it |a it )
/ez dz = et|g + az’/eae eitdt + elo| =er 1+ az’/eae etdt+1— e (b)
0
a 0 0
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Igualando (a) y (b) se obtiene

,r
Bl
i it .
at / e et dt = ¥ — ¢
0

es decir B

2

ai / ealeostrisent) (cost +isent) dt = e — e
0
0 sea i
at / et (cos(asent) + isen(asent)) (cost + isent) dt = cosa — e* + isena
0

asi

/ acost [(cos(asent)cost — sen(asent)sent) + i (cos(asent)sent + sen(asent)cost)] dt = cosa—e®+isena
0

luego
/ e®teos(asent +t) + isen(asent +t) dt = cosa — e* + isena
0
es decir
cosa —e®  sena
/ e®teos(asent +t / e®Stsen(asent +t) dt = +1
a a
0 0
e igualando las partes imaginarias se obtiene que
sena
/ e"teos(asent + t) dt = , a>0
a
0

5.6. Problemas propuestos

1. Calcular las siguientes integrales a lo largo de los contornos indicados

a. f + i — 2Z) dz donde « es la curva que une los puntos z; = 0, z2 = 1 + ¢ por medio de

i. El segmento de recta que une los puntos

ii. El segemento de la parabola y = 22

iii. La quebrada z1z329 donde z3 =1

b. [e*dz donde « es el segmento de la recta y = —z que une los puntos z; =0, 20 = 7 — im
«@

c. [ eI’ Rez dz donde « es el segmento de recta que une los puntos z; =0, zo0 =1+ 1
«

d. [zsenzdz donde « es el segmento de recta que une z; = 1 con 25 =i
«

2. Calcular [ Lnzdz a lo largo de los siguientes contornos

a. aes |z| =1, Ln(—1) = wi y el recorrido es negativo
b. aes|z| =1, Lni = % y el recorrido es positivo

c. aes |z =R, LnR =InR + 2mi y el recorrido es positivo

3. Calcular f a lo largo de los siguientes contornos
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10.

11.
12.

13.

14.

a. aes |z| =1, /=1 =iy el recorrido es positivo
b. aes|zl=1,y>0yV1=-1

c.aes|zl=1L2>0y+/— zg(l—i)
Calcular f%dz donde a es |z| =1 con Rez >0, Imz >0

[e3

coszdz

Calcular [ N donde « es el segmento de recta que une —1 con i y \/sen(—l) = iv/senl
«

Sea f una funcién holomorfa en una regién K y « una curva de Jordan suave por partes que contiene
al origen, demuestre que cualquiera que sea la rama de Lnz se cumple que

/f’(z)an dz = 2mi(f(z0) — f(0))

donde zg es el punto inicial de integracién.

Calcular [ 22Ln2t dz si Lna = Ina, a > 0y la curva o es
[0

a. La circunferencia |z| = 2
b. La circunferencia |z — 1| = 1 y el punto inicial de integracién z; = 1 +4

Integrar la funcién f(z) = e* alo largo del segmento de recta que une 0 con (a+ib) R para demostrar
que

R R
at _ e**(acosbR+bsenbR)—a
a. Ofe cosbt dt = i

R aR
at _ e**(asenbR—bcosbR)+b
b. 6[6 senbt dt = e

Calcular las siguientes integrales

2 cos(z+mi zdz
a. [ z2(i-16 b J z(éu-z))d'z ¢ J (zf2)g(z+4)

|z|=5 |z|=3 |z—3|=6
che™ senzsen(z—1) e
d. | &5sde e. [ S dz I e
|z—2|=3 |z|=2 |z|=3
1/z
_e’®
’ \ ‘1f| 2 (2 +4)*
z—1|=

n
az
€

Integrar la funcién f(z) = sobre |z] =1y n en Z* para demostrar que
27

/eacosnecos(asenﬂ) do = 2w
0

Usando la definicién demuestre la férmula de Cauchy para derivadas cuando n = 1

Sean f y g dos funciones holomorfas en z = 2z con f(z09) = g(20) =0y ¢'(20) # 0. Demuestre que

f(z) _ f'(20)

im
=20 g(2)  ¢'(20)

(er%)Qn

Integrar la funcién f(z) = ~—

sobre |z| = 1 para demostrar que

/0032”0d0 _ _(@n)) m
@m)? 2
0

Integrar la funcién f(z) = Z(ZE_RZ) sobre |z| = a con 0 < a < R para demostrar que

27

/ df 27
R2—2aRcosf+a?2 R2—a?

0

89



Capitulo 6

Series. Funciones analiticas.

El objetivo central de este capitulo es estudiar las series de potencias, en particular, las denominadas
series de Taylor y series de Laurent para lo cual se requieren algunos conceptos béasicos de sucesiones y
series de nimeros complejos. En las dos primeras secciones se tratan los conceptos bésicos relacionados
con estos temas, el resto del capitulo se dedica a las series de potencias, su relacién con el concepto de
funcién analitica y funciéon holomorfa y sus temas relacionados.

6.1. Sucesiones de nhumeros complejos.
Definicion 6.1. Una sucesion en C es una funcion f entre N y C.
f N—C
n— f(n) =zp = Tn + Yy
como es usual la sucesion se denota por {z,} y z, se llama el término n-ésimo de la sucesion.

Definicion 6.2. Sea {z,} una sucesion en C y zo un nimero complejo, diremos que {z,} converge a zy
si y solo si para todo € > 0 existe N en N tal que |z, — 20| < € para todo n > N.

El ntimero complejo 2y se llama el limite de la sucesién y se escribe

Iim z, = z
n—oo

Obsérvese que geométricamente esto significa que para toda vecindad de centro zg un nimero finito de
términos de la sucesién estan por fuera de ella.

Ejemplo 6.1. La sucesién {z,} = {—2 + (;i)lni} converge a zg = —2 ya que dado € > 0 si se toma
1—¢

entonces para todo natural n tal que n > N se tiene que

N como el menor natural tal que N >
n—|—1>N—|—1>%yp0rtant0

(=1)"
n+1

1 - 1 -
= €.
n+1 N+1

|z — 20| =

El siguiente resultado proporciona un criterio para la convergencia de una sucesiéon en C en términos de
la convergencia de las sucesiones correspondientes a su parte real e imaginaria.

Teorema 6.1. Sea {z,} = {xn + iyn} una sucesion en C y zg = x + iyo un nimero complejo entonces
{zn} converge a zy si y solo si {x,} converge a xo y {yn} converge a yo

Demostracion. En un sentido la demostracién procede como sigue. Sea € > 0 dado, entonces puesto que
{zn} converge a z; entonces existe N € N tal que |z — zg| < € para todo n > N.
Dado que @, — xg = Re(z — 20) ¥ Yn — Yo = Im|z — zp| entonces

|2n — 20| = |Re(zn, — 20)| < |2 — 20| <€ ¥ |yn —yo| = |Im(z — 20)| < |2 — 20| < € Para todo n > N

por lo que {z,} converge a o y {y,} converge a yo.

90



En el otro sentido sea € > 0 entonces puesto que {z,} converge a xo v {y,} converge a yo entonces
existen N1 y Ny en N tales que |z, — zq| < —5 para todon > Ny y |yn — Yo| < ~5 para todo n > Ny.

Sea N = Max{Ny, N2} entonces
120 — 20]” = (#n — 20)” + (yn — v0)” < € para todo n > N

y por tanto lim =z, = zg. O
n—aoo

5n
n249

Ejemplo 6.2. La sucesion {%} converge a 2¢ ya que su parte real { } converge a 0 y su parte

2n243
n2+9

imaginaria { } converge a 2.

3n2+(2n3+n)i
2n2+1

. 3n? 3
} diverge ya que aunque su parte real {Ll} converge a 3

Ejemplo 6.3. La sucesion { TnET

su parte imaginaria {n} no converge.

Definicion 6.3. Sea {z,} una sucesion en C, entonces la sucesion {z,} es acotada si y solo si existe
M >0 tal que |z,| < M para todo n en N.

Obsérvese que geométricamente esto significa que existe un circulo de centro en el origen tal que todo
término de la sucesién queda en el interior del mismo.

D" z} es acotada ya que por la desigualdad triangular |z, | < 3

. - _ (-
Ejemplo 6.4. La sucesién {z,} = {—2 +

para todo n en N.
Teorema 6.2. Toda sucesion {z,} convergente en C es acotada.

Demostracion. Sea zg en C tal que lim 2z, = 2y entonces para ¢ = 1 existe N en N tal que
n—aoo

|zn| = |2n — 20 + 20| < |20 — 20| + |20] < 1 + |20| para todo n > N.

Sea M = max {|z1], |22|,--., |#n]|, 1 + |20]} entonces para todo n en N, |z,| < M y por tanto {z,} es
acotada. O

Obsérvese que el reciproco del resultado anterior no es cierto ya que por ejemplo la sucesién {z,} =
{(—=1)" + i} es acotada pero no es convergente.

Definicion 6.4. Sea {z,} una sucesion en C y zg un punto en C: zg es un punto de acumulacion de
{zn} si toda vecindad de zy contiene un nimero infinito de términos de la sucesion.

Ejemplo 6.5. La sucesién {z,} = {i"} tiene a 4, 1, —i, 1 como puntos de acumulacién.

El siguiente resultado, que presentamos sin demostraciéon, se conoce como el Teorema de Bolzano-
Weirtrass.

Teorema 6.3. Toda sucesion {z,} en C acotada tiene por lo menos un punto de acumulacidn.

Presentamos a continuacién una prueba para la convergencia de una sucesién que no requiere conocer el
limite de la misma. El resultado se conoce con el nombre de el criterio de Cauchy.

Definicion 6.5. Sea {z,} una sucesion en C. La sucesion {z,} es de Cauchy si y solo si para todo
€ > 0 existe N en N tal que |z, — zm| < € para todo n, m > M.

_1\n+1 .
Ejemplo 6.6. La sucesién {z,} definida por z, =1 — % + % 4+ (% es de Cauchy ya que si para
€ > 0 se toma N como el primer natural tal que N > % entonces para todo m > n > N se tiene que

1 1 1
|zm — 2n| = g | <

1 1
n+1 n+2 m n

< —=<e
- N

Teorema 6.4. Sea {z,} una sucesion en C entonces {z,} es convergente si y solo si {z,} es de Cauchy.
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Demostracion. Sea zg en C tal que lim z, = 2z entonces para todo ¢ > 0 existe NV en N tal que
n—oo

|zn — 20| < § ¥ |2m — 20| < § para todo n, m > N, luego
|20 — Zm| = |2n — 20 + 20 — 2m| < |20 — 20| + |2m — 20| < € para todo n, m > N
y asi {z,} es de Cauchy.

Reciprocamente, si la sucesién {z, } es de Cauchy entonces para € = 1 existe N en N tal que |z, —zn]| < 1
para todo n > N. Sea M = méx {|z1],|22|,...,|2n|} entonces para todo n > 1

lzn] <lzn —2n|+|2n| <1+ M

por lo tanto la sucesién {z,} posee un punto de acumulacién zy por el teorema de Bolzano-Weirstrass.
Sea € > 0, puesto que zg es un punto de acumulacién de {z,} podemos escoger m > N tal que

€
|2m — 20| < =

2
luego para todo n > N se tiene que
|2n — 20l = |20 — 2Zm + 2m — 20| < |20 — 2m| + |2m — 20] < €
y asi la sucesion {z,} converge a zp. O

6.2. Series de numeros complejos

Sea {z,} una sucesién en C y construyamos una nueva sucesién {S,} de la siguiente manera.

51:2’1
So = 21 + 29

Spn=z1+z+ -+

Definicion 6.6. La sucesion {S,} construida anteriormente se llama serie y se escribe
o0 o0
n=1 n=1

El término n-ésimo de la sucesién, S,, = 21 + 22 + - - - + 2z, se llama n-ésima suma parcial de la serie.

Si la sucesién {S,} converge a un nimero complejo, S se escribe

S = izn
n=1

o0
y se dice que la serie Y z, es convergente y S se llama suma de la serie. Si la sucesién de sumas
n=1

o0
parciales diverge se dice que la serie > z, es divergente.

n=1
o] o0 o0
Es claro que Y z, converge si y solo si las series reales > x, y Y. y, convergen.
n=1 n=1 n=1

Ejemplo 6.7. Sea zg un nimero complejo y considere la serie

o0
Ltzgtzd+ tzh+=> 2

n=0
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entonces la serie converge si |zg] < 1y diverge si |zo| > 1.
En efecto, la n-ésima suma parcial de la serie es
_ 2 n—1
Sp=1+420+25+ -+ 2

la cual se puede expresar como

12 1 e
Sn = = —
].—Z() ].—Z(] ].—Z()
Puesto que |2{/| = |z0|™ y si |20] < 1 se tiene que |zo| > |20/> > |20/*> > --+ > |20|™ > --- entonces

lim |z| =0y por tanto lim z{ =0 cuando |z| < 1.
n—=o0 n—=o0

1 1

oo}
cuando |zg| < 1 porlo que Y z§ =

Si|zg| > 1 entonces lim 2z = coy por tanto lim S, =
n—»0o0 n—-> 00

1—=2p 1—20
n=1
cuando |zp| < 1y la serie diverge cuando |zg| > 1.
La serie 1+ z9 + zg + .-+ 20 + - sellama serie geométrica, el valor 2, se llama razén de la serie y
ﬁ es la suma de la serie.
El siguiente resultado expresa el criterio de Cauchy para convergencia de series.
(o)
Teorema 6.5. Una serie Y, z, converge si y solo si para todo € > 0 existe un entero no negativo N
n=1

talque |S,, — Sim| = |Zm+1 + Zma2 + - + 25| < € para todo n >m > N

El teorema que se presenta a continuacién proporciona una condicién necesaria para la convergencia de
una serie.

oo
Teorema 6.6. Si Y z, converge entonces lim z, =0
n=1 n—oo

Demostracion. Sea S la suma de la serie es decir si {S,} es la sucesién de sumas parciales de las serie
entonces lim S, = S.
n—oQ

Puesto que z, = S, — S,—1 entonces lim z, = lim S, — lim S,;; =5—-5=0. O
n—oo n—oo n—oo
. . 2, . ’ ’ 2 2, .
Ejemplo 6.8. La serie % es divergente puesto que lim z, = lim % =3i #0.
n—oo n—oo

n=

La condicién del teorema anterior es necesaria pero no suficiente como lo muestra el ejemplo tipico
siguiente.

o0
Ejemplo 6.9. La serie arménica . 1 satisface que lim 2, = lim 1 = 0 sin embargo la serie es
a1t n—s00 n—soo "

divergenteyaqueSn=1+%+~-~+%,Sgn:Sn+n%r1—|—~--+ﬁluego

—1+1++1>
T in+1 n+2 2n

1

1 1
|San, — Shl — + = =n-g-=3 cuando n > 1

1
n %4—” 2n 2n

(oo}
. . . 1 . 1 3.
por tanto no se satisface el criterio de Cauchy para e = 5 y asi ) ] = diverge.
ne

e} (oo}
Definicion 6.7. Sea Y z, una serie en C. La serie Y z, es absolutamente convergente si la serie
n=1 n=1

&)
> |zn| converge.
n=1

oo 00

Ejemplo 6.10. La serie ) -5 converge absolutamente, ya que la serie # es convergente por ser una
n=1 n=1

p-serie con p = 2 o por aplicacién del criterio de la integral.

o0 o0 o0
Teorema 6.7. Si la serie compleja Y, z, converge absolutamente entonces converge y | > zn| < D |zn]
n=1 n=1 n=1
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o0 o0

Demostracion. Sila serie Y z, converge absolutamente entonces la serie ) |z,| converge y por tanto
n=1 n=1

satisface el criterio de Cauchy para series es decir si S], y S/, son sumas parciales de esta serie entonces

dado € > 0 existe N en N talque

195, = Sl = lzmsa] + [zms2l + -+ |2nll = [2mi1] + [2mia| + - + 20| <€ paratodon>m >N

[ee]
por tanto si S, y Sy, son sumas parciales de la serie Y z, entonces para el N seleccionado anteriormente
n=1
se tiene que

S0 = Sl = |zms1 + zmi2 + -+ znl <lzmp1| + [2mi2| + -+ + 20| <€ paratodon >m > N

o0
y asi por el criterio de Cauchy la serie Y z, converge. O
n=1

Obsérvese que el reciproco del resultado anterior no es valido como lo ilustra el siguiente ejemplo.
S .

Ejemplo 6.11. La serie ) (—1)"% converge a —iln2 pero la serie de los médulos de sus términos
n=1

o0
corresponde a la serie arménica » % la cual diverge.
n=1

A continuaciéon demostramos el siguiente test de comparacion el cual serd utilizado mas adelante, en
particular, para demostrar el denominado criterio D’Alembert.

o0

Teorema 6.8. Sea Y z, una serie compleja tal que |z,| < a, para todo n en N entonces si la serie de
n=1
o0 (o]

términos positivos Y a, converge entonces la serie Y z, converge absolutamente
n=1 n=1

(e}

Demostracion. Sea € > 0 dado, puesto que > a, converge entonces por el criterio de Cauchy existe N
n=1

en N talque |41 + a2 + - + an| = amt1 + Gma2 + -+ + a, < € para todo n > m > N.
o0

Puesto que para la serie Y |z,| se tiene que
n=1

= lzmt1] + |zma2]| + -+ 20| = @my1 + @my2 + -+ an < € Paratodon >m > N

o0 o0

entonces por el criterio de Cauchy la serie ) |z,| converge y por tanto la serie Y z, converge absolu-
n=1 n=1

tamente. O

Para finalizar esta seccion demostramos un resultado sobre convergencia de series reales de términos
positivos conocido como el criterio D’Alembert el cual serd utilizado en el estudio del criterio de la razén
para series de potencias en C.

o0
Teorema 6.9. (El criterio de D’Alembert) Consideremos la serie de nimeros reales Zan con a, > 0
n=0
para todo n y tal que
, An+41
r= lim

n—00 (O
existe, entonces

oo

1. sir <1 entonces la serie Z a, converge.
n=0
o0

2. sir > 1 entonces la serie Z an diverge.

n=0

Demostracion.
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-T .. , Gp41
es positivo y menor que 1 y puesto que lim =r
n—00 @y

Si r < 1 entonces el nimero k = r +

Am+1

entonces para todo m suficientemente grande se tiene que < k o equivalentemente existe N en N

am

talque a1 < kay, para todo m > N.

La desigualdad anterior implica que

Amy1 < kan,
Am+2 S kam+1 S k2 (079%
Am4-3 S kam+2 S kS Am

amas < k®a,, paratodo s>1

oo

y puesto que la serie Z k° es una serie geométrica de razén k < 1y

s=1

oo oo
E ap+k < ap E k*
s=1 s=1

[ee]
entonces por el test de comparacion la serie g an converge.
n=0
oo
Si r > 1 un razonamiento semejante muestra que E a, diverge. O

n=0

6.3. Series de potencias

Definicion 6.8. Se llama serie de potencias de centro zy y coeficientes complejos ag, a1,. .. a una serie

de la forma
(oo}

Zan(z— 20)™ = ap + a1(z — 20) + az(z — 29)% + - -

n=0

Una pregunta que surge inmediatamente es la siguiente: ; Para qué valores de z en C la serie de potencias
converge y para cuales diverge?

Como una ilustracion inicial consideremos la serie geométrica
1+Z+22+~~~+Zn+~~~
tratada en el ejemplo 7 de la seccién 6.2. De los resultados obtenidos podemos afirmar que
a - La serie geométrica converge para todo z en el interior del circulo |z| < 1.

b - Si z estd en este circulo es posible calcular su suma, esta es

l+z4+22 442"+ =

c - La serie diverge para todo z talque |z| > 1.

El objetivo central de esta seccién es obtener resultados andlogos para una serie de potencias definida
como en 6.8. El siguiente resultado es 1til en este propdsito

o0

Teorema 6.10. Si la serie Y an(z— 2z9)™ converge en el punto z; entonces converge absolutamente para
n=0

todo punto z talque |z — 29| < |21 — 20|
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o0
Demostracion. Sila serie Y an(z — 29)™ converge entonces por el teorema 6.6 seccién 6.2 se deduce que
n=0
lim a,(z1 — 29)™ = 0 por tanto la sucesién (a,(z1 — z0)™) es convergente, luego por el teorema 6.2 de
n—o0

la seccién 6.1 la sucesion (an(z1 — 20)™) es acotada es decir existe M > 0 talque |a, (21 — 20)"| < M para
todo m en N.
Obsérvese que

lan(z — 20)"| = Z720 | — My donde r = | 222

an(z — 20)" (Z_ZO> ‘ <M

Z1 — 20

Z1 — X0 21— 20

(oo}
Si z en C es talque |z — 29| < |21 — 20| entonces r < 1, la serie geométrica Y, Mr™ converge y por

n=0
o0 o0
el criterio de comparacién la serie Y |an(z — z0)"| converge y asi la serie > an,(z — z9)" converge
n=0 n=0
absolutamente. O

o0
Nétese que el resultado anterior implica que si la serie > a,(z — 29)™ diverge en un punto z; entonces
n=0

o0

diverge en todo punto z talque |z — 29| > |21 — 20| ya que de no ser asf la serie Y a,(z — 29)" seria
n=0

convergente en 2.

Del teorema anterior se deduce que toda serie de potencias posee una region de convergencia, que puede

ser todo el plano o Unicamente el punto zy, €l siguiente caracteriza la regién de convergencia de una serie.
o0

Teorema 6.11. Si la serie de potencias Y an(z — 29)"™ converge para algin valor de z en C entonces
n=0

existe un numero real R > 0 talque

1. La serie converge absolutamente para todo z talque |z — 29| < R

2. La serie diverge para todo z talque |z — zo| > R

&)
Demostracion. Silaserie Y an(z— z)™ converge para algin valor z; en C entonces por el teorema 6.10
n=0
la serie converge en el interior de un circulo de radio |21 — zg|. Si se considera el conjunto formado por la
unién de todos los circulos con centro zg, sin incluir la frontera, en los cuales la serie converge entonces

este conjunto es un circulo con centro en zy que no incluye su frontera y que por tanto posee un radio

(oo}
R > 0. Por la construccién es claro que la serie Y a,(z — 2z9)™ converge para todo z talque |z — 29| < R.

n=0
Si consideramos ahora z en C talque |z — 29| = R; > R entonces la serie debe diverger en z o por el
teorema 6.10 converger en lq regién |z — 29| < R; la cual es estrictamente mds grande que la regién
|z — 20| < R. Esto contradice la construccién de la regién |z — zg| < R. O

Obsérvese que el resultado anterior no se refiere al comportamiento de la serie en la frontera de la region
|z — 20| < R. En un punto de la circunferencia |z — zg| = R la serie puede o no ser convergente, sin
embargo esto no es simple de tratar y en este texto no nos ocuparemos de ello.

Complementariamente es importante mencionar el hecho de que si R = 0 la serie converge tinicamente
en el punto zy y si R = oo, la serie converge en todo el plano complejo.
o0
Definicion 6.9. Sea > a,(z — 29)"™ una serie de potencias. El nimero R del teorema anterior se llama
n=0
radio de convergencia y la region |z — zg| < R en la cual la serie converge se llama circulo de
convergencia.

El teorema 6.10 asegura la existencia del radio de convergencia de una serie, sin embargo, la demostracién
no proporciona un método efectivo para su cdlculo. Mostramos a continuacién dos criterios para el cdlculo
del radio de convergencia de una serie en términos de los coeficientes de la misma. Requerimos en primera
instancia el siguiente concepto

96



Definicion 6.10. Sea {z,} una sucesidn no negativa de nimeros reales. Un nimero real p es el limite
superior de la sucesion {x,} denotado

p= lim x,
n— oo
si se satisface que
1. p es un punto de acumulacion de {x,}

2. Sip' es otro punto de acumulacidn de la sucesion {x,} entonces p' < p.

Noétese que esta definicién nos dice que el limite superior de una sucesién es el extremo superior del
conjunto formado por los puntos de acumulacién de la sucesién.

Ejemplo 6.12. La sucesién {x,} con x,, = cos™y" tiene como puntos de acumulacién 0, —1y 1 por tanto

lim z, =1

n—roo
o0 —
Teorema 6.12 (Cauchy-Hadamand). Para la serie de potencias Y an(z — zo)" sea p = lm {/|ay|
n=0 n—oo
entonces el radio de convergencia es R = %.
(o]
Demostracion. Se debe probar que la serie > a,(z—29)™ converge para todo punto z talque |z —zp| < R
n=0

y diverge para todo z talque |z — zg| > R.
Sea r en R talque |z — 29| < r < R. Puesto que p es el mayor punto de acumulacién de la sucesién
(%/|an]) entonces para todo € > 0 existe N en N talque {/|a,| < p+ € para todo n > N, en particular,

para € = % — % > 0 se tiene que {/|a,| < % para todo n > N es decir |a,| < T% para todo n > N.
Puesto que
[e%e] 0 2 — 2 n | zZ—20 |N
Z |an||Z_ZO|n< Z r = 1_7’2—20’
n=N n=N r

(&)
entonces por el criterio de comparacién la serie > a,(z — 2z9)™ converge absolutamente en |z — zg| < r
n=0

para todo r < Ry por tanto en |z — zg| < R.

Para la segunda parte consideramos ahora r en R talque |z — zg| > r > R. Puesto que p es el mayor punto

de acumulacién de { {/|a,|} entonces para todo € > 0 existe un entero no negativo N talque {/|a,| > p—e¢

para todo n > N, en particular para € = % - % > 0 se tiene que {/|a,| > % para todo n > N, es decir

lan| > - por tanto |a,(z — zo)"| > | =2 ’n > 1 para todo n > N luego lim |a,(z — 20)"| # 0 y asi la
n—r oo
(o]
serie > an(z — z9)™ es divergente. O
n=0

El siguiente resultado conocido como criterio de la razén, proporciona una forma alternativa para calcular
el radio de convergencia de una serie de potencias.

o0
Teorema 6.13. (El criterio de la razon) Para la serie de potencias Z an (z — 20)" con a, # 0 para todo
=0
n, sea "
a
p= lim ntl
n—oo | G
) . ) 1
entonces el radio de convergencia de la serie es R = —.
o0
Demostracion. Se debe probar que la serie Z an(z — 2z9)" converge para todo z talque |z — 29| < Ry
n=0
o0
diverge para todo z talque |z — zg| > R. Para ello consideremos la serie real de términos positivos Z Cn
n=0
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C a - .
donde C), = |a,]| |z — z0|™ entonces g“ = [=2tL1 |2 — 2| y por el criterio de D’Alembert se tiene que
n a”ﬂ
Cn+1
r= lim =plz —z
n—oo O, 7l ol
S 1
y la serie converge si r > 1 y diverge si r < 1, es decir , la serie Z converge si |z — 29| < — = Ry diverge
1 n=0 P
si |z — 29| > — = R de lo cual se deduce la convergencia de la serie considerada. O
p

Una observacién importante es que a diferencia del criterio de la raiz, el criterio de la razén no siempre
se puede aplicar ya que el limite considerado en él, no siempre existe como se observa por ejemplo al
considerar la serie

1432+ 224323 4 422" 43227 ...

Ap+41

1
para la cual los cocientes toman alternadamente los valores 3 y 3

Qn

Ejemplo 6.13. Determinar el radio de convergencia de las siguientes series

a— i(l—i—i)”z” b— iz—:l c— in!(z—i)"
n=0 n=o " n=0

_ _ An| n _ 17 n _ 17 n % _ 1 , _ 1
a - Puesto que |a,| = |(1 +i)"| = (v/2)" entonces p nl;rlgo Ylan| = lim v2 2z, asi R y la

n—00 2
serie converge en la regién |z| < %

b - Utilizando el criterio de razén se tiene que

= lim

p= lim
n—roo

(n-"l-l)! ‘ 1

por tanto R = oo y la serie converge en todo el plano complejo.
¢ - En este caso a,, = n! por tanto

An+41

!
=t P i 1) = o
an

n— 00 n! n— 00

p= lim
n—oo

por tanto R = 0 y la serie converge tinicamente cuando z =

6.4. Derivacion e integracion de una serie de potencias. Funcio-
nes analiticas

En la seccién anterior se mostré que una serie de potencias

Z an(z — 2z9)"

converge para todo z en el interior del circulo |z — z9| < R y se presentaron férmulas explicitas para el
calculo de R. Esto significa que en dicha region la serie define una funcién

F(2) = an(z = z0)"

1, Qué propiedades posee esta funcion en la regién? ; Es continua, holomorfa, integrable?. Un estudio deta-
llado de estos temas requiere del concepto de convergencia uniforme de una sucesién (serie) de funciones.
Las respuestas a las preguntas anteriores, en el caso general, no es obvia y en ocasiones negativa como se
ilustra en el caso de la continuidad, con el siguiente ejemplo tomado de [7], pag.84.

Considere la sucesién de funciones continuas {f,,(z)} definidas por

fo(z)=2"—2""1 n=23,...
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y la serie de funciones
an(z):(z—1)—|—(z2—z)—|—(23—22)—|—---—|—(2”—z”71)—|—---
n=1

Es claro que la n-ésima suma parcial de la serie es
Sp(z) = -1+ 2"

La serie converge a 0 en z = 1, para todo z tal que |z| < 1 y puesto que en este caso lim S,(z) = —1
n—oo

entonces la suma de la serie es la funcién

f(z){ —(1) si|z] <1

si|z] =1

la cual claramente no es continua en z = 1 y por tanto: la funcién suma de una serie de funciones conti-
nuas no necesariamente es continua.

;Cual es la dificultad? Precisamente el inconveniente radica en el hecho de que la serie
(z—1)+(22—z)+-~-—|—(z”—z"*1)+-~

no es uniformemente convergente como se muestra en el texto mencionado.

Desafortunadamente, los limites académicos de este trabajo no nos posibilitan el estudio de la gonvergencia
uniforme de series y sus consecuencias”de manera que nos limitaremos a enunciar, sin demostracion, los
resultados para las series de potencias en cuyo caso, afortunadamente, son positivos precisamente por
que toda serie de potencias es uniformemente convergente en su regién de convergencia.

Recordemos que en la introduccién del capitulo 3 hemos comentado que existen dos maneras bésicas
para para tratar la teoria de las funciones de variable compleja:

= A la manera de Riemann, definiendo funcién holomorfa en un punto como una funcién que tiene
derivada compleja en una vecindad del punto.

= A la manera de Weierstrass, definiendo funcién analitica en un punto en términos de una serie de
potencias convergente en una vecindad del punto.

Formalizamos a continuacion la segunda idea y relacionamos los conceptos de funciéon holomorfa y funciéon
analitica, mostrando en esta y en la siguiente secciéon que son equivalentes.

Definicion 6.11. Sea f(z) una funcion de variable compleja definida sobre una region K y zo un punto
en K, entonces:

o0 o0
1. f es analitica en z si existe una serie de potencias > an (z — 2z0)™ talque f(2) = > an (2 —20)"
n=0 n=0

para todo z en K y algin r > 0 tal que |z — zo| < 7.

2. f es analitica en K si f es analitica en cada punto zy de K.

1
Ejemplo 6.14. La funcién f(z) = T es analitica para z # 1 ya que f es analitica en z = 0 puesto
—z

que
1 (oo}
. :Zz” siempre que |z| <1
-z n=0
y para zg # 0 se tiene que
1 1 B 1
1—2z (1—2)—(2—2) -
z (1—20)— (2 — 20) (1— 2) {l_z ZO:|
].—ZO
1 i z—20\" . Z— 20
= siempre que
Z—20 = 1— 2 pred 1— 2
= 1
:ZW(Z—ZO)” siempre que |z — zo| < |1 — 2.
n=0
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nay (z —20)" ! tienen el mismo

118
118

Lema 6.1. Las series de potencias f(z) = an (z—20)" yg(z) =

n=0 n=1

radio de convergencia.

o0 o0

Demostracion. Es claro que g(z) = Y nan (z—20)" ' = Y (n+1) ap1 (2 — 20)" y lamemos Ry y R,
n=1 n=0

los radios de convergencia de las series definidas por las funciones f y g. Entonces

J - - 1
— = lim {/(n+1)|aps1] = Im ¥Yn+1 lim ¥/ |aps1] = im "/ |apst1] = =—.

g

O

o0
Teorema 6.14. La funcidn analitica definida por f(z) = > an (2 —20)" en |z — 20| < Ry es holomorfa y

n=0
Fl(2)=g() =Y man(z—20)""", |2—20]<Ry.

Demostracion. Se debe demostrar que para z talque |z — zg| < Ry se tiene que

flz+h) - f(2)

lim o =g(2)

h—0

para ello suponemos que |h| < r — |z — zp| para algin r talque 0 < r < Ry y consideramos la expresién

flz+h) = f(z)

7 =3 et h ) (2 20) (- 20)

en la cual al simplificar y factorizar h se obtiene

f(Z"f'h}z_f(Z)_g(z):Z[an(2+h_Z0)(n—1)+(z_ZO)(z+h_ZO)n—2+ +(Z_Z0)7L 1 n(Z—Zo)

= Z gn(z,h)
n=2

donde g,,(z, h) es el polinomio de grado (n — 1) en la variable h definido por la expresién
gn(zh) =an [(z+h—20)"" 1+ (z—20)(z+h—20)" 2+ 4 (2 —20)" ' =z — 2)" ]
para el cual g,(z,0) = 0 cuando n > 2.

Puesto que |z — 29| < 7, |z +h — 20| < |h| + |2 — 20| < 7 mtonces |gn(2,h)| < 2nla,|r"~! y dado
que Ry es el radio de convergencia de la serie de potencias definida por la funcién g(z) entonces para
todo € > Oexiste N en N talque

i gn (2, h)

n=N+1

2 > el

n=N+1

I\D\m

o0

Asf mismo puesto que > gn(z, h) es un polinomio que toma el valor 0 cuando h = 0 entonces para todo
n=2

€ > 0 esiste > 0 talque

oo

D

n=2

<§ para |h| <4

por lo que siempre que |h| <r — |z — 20| y h < § se tieme que

N oo
W— <@+ Y galzh)| <€
n=2 n=N+1
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y asi f(z) es holomorfa para todo z talque |z — z9| < Ry = R con

o0
"(z) = Z nay (z — 20)"
n=1

O

Del lema 6.1 y del teorema 6.14 se deduce que las series Z nan (z—20)" 'y Z n(n—1)ay, (z — 20)" >
=2

n=1
tienen el mismo radio de convergencia y procediendo inductivamente se concluye que la serie

Z n=1)(n—k+1an(z—2)""

tiene el mismo radio de convergencia R y representa una funcién analitica en |z — zp| < Ry por tanto se
tiene el siguiente resultado.

o0

Teorema 6.15. Toda serie de Potencias Y. an (2 — z0)" representa en el interior de su circulo de con-
n=

vergencia una funcion indefinidamente diferenciable cuya k-ésima derivada estd dada por

oo

F®(2) Z (n—1) (n—k—!—l)an(z—zo)”_k, k=1,2,...,n.

Noétese que para z = z se tiene que f(k)(zo) =klag, k=0,1,2,... por lo que los coeficientes de una serie

de potencias
oo
Z an (z — 20)"
n=0

estan completamente determinados por los valores de su funcién suma en una vecindad de zy y se tiene
el siguiente resultado conocido como el teorema de unicidad de las series de potencias.

o0 o0

Teorema 6.16. Sean > a, (2 —20)" y . by (2 — 20)" dos series de potencias que tienen la misma
n=0 n=

funcion suma en una vecindad de zy entonces a, = b, paran=20,1,2,...

o0
Ejemplo 6.15. La serie de potencias > i" (z —i)" tiene a R = 1 como radio de convergencia por tanto
n=0
o0
en la regién |z — i| < 1 representa una funcién f(z) = > i" (z — )" indefinidamente diferenciable con

n=0
f®)(3) = kli*. ;Cial es la funcién f?

Puesto que £ = i+(iﬂ.) = 172.(1271.) =1+i(z—14) + (i(z —9)>+-- = i"(z—9)" sl |z —d <1

entonces por la unicidad de las series de potencias f(z) = <.

i

El siguiente resultado cuya demostracién omitimos muestra que la funcién analitica definida por una serie
de potencias es continua e integrable.

o0
Teorema 6.17. Sea > a, (2 — z0)" una serie de potencias convergente en la region |z — 29| < R y f(2)
n=0
su funcion suma es decir
oo

Z (z—20)" en |z—z| <R

entonces

1. f(z) es continua en |z — 29| < R
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2. f(z) es integrable en |z — 29| < R, y

/f

para toda curva o suave por partes contenida en la region, y la serie tiene el mismo radio de
convergencia R

o0
)n+1

en |z—z| <R

Una observacion final para terminar esta secciéon. Hemos llamado la atencién sobre la importancia del
concepto de convergencia uniforme de una serie de funciones, sin definir de manera explicita, lo que esto
significa; continuando con esta idea presentamos dos afirmaciones que seran utilizadas en la préxima
seccidn.

1. Si cada término de la sucesién de funciones que define una serie de funciones es acotada en todo
punto de su dominio y la serie definida por las cotas es convergente entonces la serie de funciones
converge uniformemente.

2. Si una serie de funciones continuas converge uniformemente entonces la serie puede ser integrada
término a término

6.5. Series de Taylor

En la seccién anterior se demostré que la funciéon analitica definida por una serie de potencias representa
en el interior de su circulo de convergencia una funcién holomorfa. En este apartado se demuestra el
reciproco del resultado anterior y que por tanto: ”Una funcién f es holomorfa en una region si y sélo si la
funcién f es analitica en tal region”.

Teorema 6.18 (Teorema de Taylor). Sea f una funcion holomorfa en una regidn K y zo un punto en K
entonces en todo circulo |z — zg| < r contenido completamente en K, f es una funcion analitica en K,
es decir, f puede representarse por una serie de potencias de radio de convergencia R > r >0

z) = Z an(z — 2z9)"
n=0

donde f( )( ) 70
Y 20) 1 ¢ .
fin n! 2mi / (¢ — zp)"t! ¢ n=0,1,2,...
[¢—zo|="

Demostracion. Sea « la frontera del circulo |¢ — zo| < r entonces para todo z en el interior de « se tiene

n
que Z: < 1, asi la serie geométrica Z (Z §°> tiene como suma ————— y por tanto
Z—Z
- ()
11 I | i<220>
(=2 (=2 1-%F22 (—20 = \C— 2

Por la férmula integral de Cauchy

):217m'a g(g)z 2m/Z n+1 dc (= = Qm/zg”

Si z en el interior de « se considera fijo y se llama s = |z — 2|
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entonces Z:;g = 2 < 1 por tanto
f(©) n| _ QL s\ _ Ms” :
lgn (O] = ‘(C»Z())”H(z_ z0)"| = T (;) < ot donde M = r?g;ﬂf(C)\

o0 o0
. n .7 . .
y puesto que la serie Y %% converge entonces por la observacién 1 anterior la serie Y g,(¢) converge
n=0 n=0
uniformemente para todo ¢ en « luego por la observacién 2 esta serie se puede integrar término a término,

es decir - -
[Xm@d=3 [aa
o #=0 z=07,
y por tanto
| 1 () S
f(z) = —/7(1( z—2z9)" = an(z — 20)"
O =% | | e | 0 = Dl
donde )
1 f(©) S (20)
n — o _. d¢ = s =0, ]., 2, .
“ 2mi / (¢ — zp)nt! ¢ n! n=0
con « definida como |{ — 29| =, con r < R, R el radio de convergencia de la serie. O

Definicion 6.12. Para una funcion analitica la serie
20 fm) (4 .
> -
— nl

se llama desarrollo en serie de Taylor de la funcion f alrededor del punto zp.

Ejemplo 6.16. Desarrollar en serie de Taylor alrededor del origen las funciones
a— f(z) = senz b— f(z) = cosz
= a - Para f(z) = senz se tiene que

senz sin =4k

cosz sin=4k+1
f(”)(z)z para k =0,1,2,...
—senz sin=4k+2

—cosz sin=4k+3
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por tanto
0 sin=2k

F™(0) = 1 sin=4k+1 k=0,1,2,...

-1 sin=4k+3
y asi
_ = (71)71 2n+1
SENZ = Z mz

n=0

y esta serie es valida en C

(=1 )!Z2n+1

oo}
b - Por el teorema 6.14 la serie senz = Y puede derivarse término a término, por tanto
n

2 1
:o( +

y esta serie es vélida en C

Obsérvese que el problema de expresar una funcién analitica en serie de Taylor estd resuelto por el calculo
de los coeficientes a,, aplicando la férmula

_ ™ (2)

n=1,2
n!

Qn )2, ..
sin embargo la realizacién directa de estos calculos suele resultar en ocasiones laborioso, por tal motivo
se suelen utilizar métodos indirectos que se basan en desarrollos conocidos y en algo de ingenio. La parte
b del ejemplo 6.14 es una ilustraciéon de ello, aqui esta otra.

Ejemplo 6.17. Desarrollar en serie de Taylor las ramas dadas de las siguientes funciones multiformes
alrededor del punto zy dado.

a. f(z) =Lnz, Lnl=0, z =1 b. f(z)=In(z+1), Ln1=0, 2 =0

o0

a. Puesto que ¢g(¢) = % =1 = (A=) = i (=1)™(¢ —1)",si |¢ — 1] < 1y dado que una

n=0 n=0

primitiva analitica de g(¢) = % en la regién | —1| < 1 es la rama principal de la funcién f(z) = Lnz
que ademas satisface la condicién inl = 0 entonces por el teorema 6.17 se tiene que

n

Inz = Z/(—n”(g BRI e AL o e S | R T
n:Ol n=0 ’I’L+1

n=0

o n—1
b. Sien la serie inz = %(z —1)™ cuando |z — 1] < 1 se sustituye z por z 4+ 1 y se obtiene

n=0
0 (_1)n—1
l 1) = g ——2" s <1.
n(z+1) 2y 2" siempre que |z]

Nétese que f(z) = In(z+1) es la rama uniforme de la funcién F(z) = Ln(z+1) que satisface la condicién
Inl =0 en la regién K cuya frontera es el rayo z < —1, y = 0.

6.6. Series de Laurent

Las series de Taylor incluyen tinicamente potencias positivas, en esta parte del texto estamos interesados
en determinar, si existe, la regién de convergencia de una serie que incluya tinicamente potencias negativas
0 que simultdneamente incluya ambos tipos de potencias. Consideramos en primera instancia las que
incluyen potencias negativas.
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Teorema 6.19. Consideremos una serie de la forma

b b by,
1 2 —

b L _n
OJrz—zojL(z—zOPJr (z — zo)"

Yy sear = H\/E entonces
n—oo
1. Sir =0 entonces la serie (1) converge para todo z en C, excepto en z = zy
2. Sir = o0 entonces la serie (1) converge inicamente en z = 00
3. 8510 <r <400 la serie (1) converge en |z — zp| > r y diverge en |z — zo| < 7.

Demostracion. Si en la serie (1) se realiza el cambio de variable

la serie se convierte en
bo+b1C+ b2+ + b (" - (2)

Por el teorema de Cauchy-Hadamard la serie (2) converge para todo ¢ talque |(| < R = % y diverge para
todo ¢ talque |¢| > R = % Cuando R = 0 la serie (2) converge solamente en { = 0 y cuando R = ¢ la
serie (2) converge para todo ¢ en C.

Al trasladar estas conclusiones a la serie (1) con ¢ = —*

—— se tiene:
Z—Z0

1. Sir =0 (R = o0) la serie (1) converge para todo z en C excepto z = zp.
2. Sir =00 (R=0) la serie (1) converge inicamente en z = o0.

3. Si0 < r < +oo la serie (1) converge para todo z talque |z — z9| > 7 y diverge para todo z talque
|z — 20| < r

O

Por el teorema 6.14 esta serie representa una funcién analitica f(z) en su regién de convergencia.
Consideramos a continuacion la serie obtenida al combinar una serie de potencias positivas y una serie
de potencias negativas.

Definicion 6.13. Una serie de potencias de la forma

oo

Z an(z — 20)"

n=—oo

se llama serie de Laurent alrededor del punto z = zp.

(o] o0
Laserie Y. an(z—20)™ se interpreta como la suma de la serie > a_,(z—2p) " que se llama la parte
n—=—oo n=1

principal de la serie, la cual converge en la regién |z — zo| > r con r dado por r = lim {/|a_,| y la serie
n—oo

(o]
> an(z — 20)™ que se llama la parte regular de la serie, la que converge en la regién |z — 29| > R con
n=0

R dado por
1

- i /el

n—oo

La serie de Laurent se considera convergente si y sélo si la parte regular y la parte principal son con-
vergentes. Se sigue entonces que si R > r entonces la parte principal y la parte regular convergen
simultdneamente en el anillo r < |z — z9| < Ry por tanto la serie de Laurent converge en la misma regién
y representa una funcién analitica en el anillo de convergencia.

Las observaciones anteriores se resumen en el siguiente resultado
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o0
Teorema 6.20. Una serie de Laurent Y, an(z—20)" representa una funcion analitica f(z) en el anillo

n=—oo

r<|z—z|<R.
El reciproco del resultado anterior es véalido y se conoce como el Teorema de Laurent.

Teorema 6.21 (Teorema de Laurent). si f es una funcidn holomorfa en el anillo K ={z € C:0<r <
|z — 20| < R < 400} entonces [ es una funcidn analitica en K, es decir, f puede representarse en dicho
anillo por una serie de Laurent convergente

@)=Y anlz—2)"
donde ) #0)
= — L =0,£1,42,...
an s (C—Zo)"ﬂdc para n = 0,£1,+2, y r<s<R
[(—z0|=s

Demostracion. Sea z un punto fijo en el anillo Ky r/, R’ tales que el anillo K’ = {z € C: r < |z—z9| < R’}
esté totalmente contenido en K y a > 0 tal que la circunferencia | — z| = a esté en el interior de K'.
Puesto que la funcién

J©)

9(¢) = =z
es holomorfa en K excepto en el punto ( = z entonces por el teorema de Cauchy para regiones multiple-

mente coneas G L[ 1)
el R bl R LRl ks

Qpr (e Qg

-

Por la férmula integral de Cauchy

L[ FQ e e

(67
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entonces

_ 1 fQ . 1 [ f©)
1z) = 2mi (¢ —2) d 2t ) (C—2)

Qpr [e 3

g

r

Para la primera integral se procede como en el teorema de Taylor, Teorema 6.18 para obtener

1 1O = Ooa z—z)"
5o <<—Z>d<_nzzo”( 0)

Qprs

donde

_ f©) _
an—%/mdc, 7’L—0,172,...

QR

Para la segunda integral se procede como sigue:

-1 _ 1 1 1 _ 1 i C—z\" o e ¢ — 2
-z z—2z9) — (€ — % z—zy 1-— $=% zZ— z Z— z yad z— z
¢ ( 0) = (¢ = 20) 0 0= 0 0

zZ—2z0 0

para ¢ sobre a,+ lo que nos permite expresar la segunda integral como

Y Y (YR f(©) ()
27ria (¢ —2) d 2wt ) (C—z0)™™ (2= ) d

’ «

r !

Puesto que f(¢) es acotada sobre a, y la serie dentro de la integral es uniformemente convergente
entonces la ultima serie se puede integrar término a término, por tanto

IR (GRS o B I N R A I L))
27ria (sz)cZC nZ:() 27Tia (sz)*”dC (2= )

-> |5 «—%)—mdc (2= 20)7" =D a-n(z = 20)7"

=1

3

«

L !

donde . £
n=—— | —15L e, n=1,2,3,...
@ 271 (¢ — zg)— ! Gon
En resumen: - . .
f(z) = Z an(z — 20)" + Z a—n(z—20)"" = Z an(z — 20)"
n=0 n=1 n=—o00
donde
1
an = 37 / (Cf,(zgnﬂ d¢ con n=0,1,2,... y ag es la circunferencia |{ — 29| = R’
OLR/
1
an = 5 (C—C«’(OC))_W d¢ con n=0,1,2,... y a, es la circunferencia | — 29| = r’
Qs

Finalmente si s es un ntimero real tal que r < s < Ry « es la circunferencia | — zg| = s entonces puesto

que (g_fz(f))nﬂ vy (C_jo(f)nﬂ son holomorfas en el interior de ag' — a 'y a — o, el teorema de Cauchy para

regiones multiplemente conexss implica que las circunferencias agr y «,+ se pueden reemplazar por la
circunferencia « por lo tanto

oo

1
f(z) = n;m an(z — 2z9)" donde a, = i (g—fig;"“ con n=0,+1,4+2, ...
y « la circunferencia | — zg| = s con r < s < R. O
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En los problemas resueltos se ilustrara el calculo de los coeficientes utilizando la integral, el siguiente
ejemplo obtiene la serie de Laurent de una funcién de forma indirecta.

Ejemplo 6.18. Desarrollar en serie de Laurent f(z) = z(;ﬂ.) en el anillo 0 < |z| < 1

Al expresar f(z) en fracciones parciales se obtiene f(z) = =* + Z%H

por tanto

i i —i i i = Y ) i = n _n :
f(z):—;+z+l_:—7—&—@:—;—1—;(%) :—;—i—nzzoz 2", siempre que 0 < |z| <1

6.7. Problemas resueltos

En esta parte del capitulo se presenta la acostumbrada secciéon de problemas resueltos que ilustran la
teoria tratada asi como algunas técnicas para desarrollar en serie de Taylor o de Laurent, cierta clase de
funciones.

Problema 6.1. Estudiar la convergencia de las series

o0 oo .
1 14+
— /n+in —= nl
Solucion.
a - Puesto que \/Hl+m =V = n){i — 5 entonces la parte imaginaria de la serie dada es la serie

o0 o0
— 2. w7 que corresponde a la serie arménica la cual es divergente por tanto la serie ) \/ﬁim

diverge.

o (14)" ~ . - (v2)" o .
b - Para ) ‘= la serie de sus médulos es ) *—— la cual por el criterio de la razén
n=0 i n=0 i

WD

m ——— = 11l =0<1

o0
. 1 S\ T
es convergente por tanto la serie % es absolutamente convergente y por tanto convergente.
n=0 ’

o0
Problema 6.2. Calcular la suma de la serie > 362#
n=0

o0
Solucién. Consideremos de manera auxiliar la serie ) 53" y la serie compleja z, = x, + iy, donde
n=0
o0

oo
_ cosn _ senn
Tn = Z on Y Yn = Z on -

n=0 n=0

Puesto que

0 oo 0 . 00 iN T
cosn . senn cosn +1senn e
W= ot = =23
n=0 n=0 n=0 n=0

ei

. . 7 . ’ i .
se tiene una serie geométrica de razén 5 y como = % < 1 entonces esta serie converge a

1 2 2((2 — cosl) +isenl) 4 —2cosl 2senl

1-¢  (2—cosl)—isenl  (2—cosl)2+sen2l 5 — 4cosl * 5 — 4cosl

asi
senn 2senl

25— 4cosl

hE

n=0

o0
Problema 6.3. Calcular la suma de la serie > nz"si|z] <1
n=1
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Solucion. La serie dada se puede expresar como:

an”:z+222+323+--~+mzm---

n=1

=2(1+22+322 4+ +mz""14..0)
y puesto que la serie entre paréntesis, es decir,
142243224 4mz""1 ...

es la derivada de la serie
l+z+2°+2° 4 42" 4

entonces la serie considerada se escribe como
oo
Z z(l+z+22 422+ 42"+

y como la serie
1+z+2°+2° 4 42" 4

o0
siempre que |z| < 1, entonces la serie Y mz™ se puede
n=1

es una serie geométrica que converge a 11

expresar como

o0 1 !/
E nz"=z (1> siempre que |z| < 1
—z

n=1

y asi
o
Z st |z] < 1.
- )

Problema 6.4. Hallar la regién de convergencia de las series

oo ""L o) o ]
Z 7 b. Z B+ (=1)"" (z — i)™ c. Z(l 4y 2
n=1 n=0 1
Solucién.
a - Puesto que
On41 n"(n+1)n! 1
a | DTl (14 1)

entonces p = lim

—L - =1y la serie converge para todo z tal que |z] < e
n— 00 (1+g) e

b - En este caso V/|an| = V/[3+ (-1)"] " y puesto que la sucesién {3+ (—1)"} posee dos

puntos de acumulacion 2 y 4 entonces p= 4 y la serie converge para todo z talque |z — i| < i

o0
. . 2 n (n+1)
¢ - La serie dada puede expresarse como E (I+4)™ z7 2 por lo que

n=1

o — (1—}—2')”C2 si n=7%k(k+1) paraalgin k€N
"10 si n#3k(k+1) paratodo k€N

entonces

p= hm Vlan| = hm ’ (1+4) K

1 1
asi R = R la serie converge para todo z tal que |z| < 7

k(k+1) — Tim (ﬁ)k I _9,

n—oo

Problema 6.5. Hallar la serie de Taylor alrededor de zp = 7 para la funcién f(z) = cosz
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Solucion. Como

o~ (D" (D"
cosz = Z 22"y senz = Z mz%ﬂ, si |z < +o0
n=0 ’ n=0 ’

entonces si se llama w = z — 7 se tiene que

\/ioo_ln2n \foo 1 2n1
D D DT U

™ ™ ™
cosz = cos |w + Z = COS—COSW — Ssen—Senw = —

r
4 4 2 & (2n)] +1

> V2 nr V2 nm \ w"
= —cos— — —sen— | —

Z\ 22 2 )

= r amy (23" .
= Zcos (f + —) ~——=/— siempre que |z| < 400

rd 4 2 n!

Problema 6.6. Hallar la serie de Taylor de la funcién

1
Z) = —3
f( ) (1 . Z)Q
alrededor del origen
/ o0
Solucién. Puesto que (le) = ﬁ Yy =1+z422+---= 3 2" si|z| <1 entonces derivamos
término a término la serie de i y se tiene que
oo
(e Z nz"" = Z (n+1)2", siempre que |z| <1
—2)
n=0

Tambien se puede proceder de la siguiente manera:
Dado que para f(z) = (1 — 2)~2 se tiene que f/(2) = —2(1 — 2)73, f”(2) = 6(1 — 2)~* e inductivamente

f™(2) = (n+ 1)1 —2)~ "2

entonces f(™(0) = (n+ 1)! y por tanto

m) (o
an:f '():n+1, n=20,1,2...
n!
y nuevamente
1 o0
(=E = Z(n—i— 1)z" siempre que |z] <1
n=0

Problema 6.7. Hallar una funcién analitica f(z) que satisfaga la ecuacién diferencial

f'(z) = f(z) =0
y las condiciones iniciales f(0) =0y f/(0) =

Solucién. Supongamos que la funcién f tiene la forma

(@)
= E apz"”
n=0

y determinemos los valores de los coeficientes a,,.

Puesto que
'(z) = Z n(n —1)a,z" "% = Z(n +2)(n+ Dap22"
n=0 n=0
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entonces al reemplazar en la ecuacién diferencial f”(z) — f(z) = 0 se tiene que

oo

3 [ +2)(n + Dagss — an) 2" =0
n=0

y por tanto los coeficientes a,, de la serie satisfacen la ecuacién de recurrencia

a
Cln+2=( = n=20,1,2,...

nt+2)n+1)’

de la cual inductivamente es posible mostrar que as, = % Y Qont1 = %
Dado que las condiciones f(0) =0y f’(0) =1 implican que ap = 0 y a; = 1 entonces

agn =0 y A2n41 = ﬁ
por lo tanto
N 1 2n+1
1z) = gﬂ @n+1)°
=shz siempre que |z] < +o0

Observacién: Mostramos que ag, 11 = ﬁ
De la relacién a
n .
aop19 = ————  se tiene que
T+ 2)(n+ 1) d

ai

ay
3x2 — 3!

1. Paran=1, ag =
2. Supongamos que para n = 2k — 1 se tiene que agi_1 = ﬁ entonces

a2k—1 1 ax ax

a2k+1 = Q(2k—1)+2 = 2k +1)(2k)  (2k+1)(2k) (2k—1)!  (2k+1)!

Problema 6.8. Desarrollar en serie de Laurent alrededor de zy = —1 la funcién

1
f(@zm

Solucion. La serie buscada tiene la forma

o0

g X

n=—oo

donde

1 f(2) 1
n=— | — e dz = dz, =0,+1,+2, ...
“m=omi ) Gy & /(271)2(”1)%3 -

(03 [e3

y a es por ejemplo la circunferencia |z 4+ 1| = 1 y se tiene

1. Para n < —3 la funcién g(z) = W es holomorfa (analitica) sobre y en el interior de «
por tanto aplicando el teorema de Cauchy

1 1
a7l_/(z_1)2(2+1>n+3d20 para n < —3

2. Para n > —3, por la férmula de Cauchy para derivadas

1
1 1 1 (=P}
omi) 12+ 0T i ) G @

« «

1 2m 1\t
C 21 (n42)! \ (2 —1)2
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(n+2) (n+2)
puesto que ((Z_ll)Q) % entonces (ﬁ) = ( (1)2)(,?Lz) = J;jfg’
Zz=—
entonces a,, = fm (;ljf?,)‘ = fﬁ, n > —3 y por tanto
1 1

m:— Z 2n%(z—&—l) siempre que |z +1] <1

Problema 6.9. Desarrollar la funcién f(z) = ig—s en serie de Laurent en las regiones

a. 1<zl <3 b. 0<|z—1] <4 c. |z+3]>4 d. |z| <1

Solucién. Al descomponer la funcién f(z) = i—zifg en fracciones parciales se tiene

2 1
f(z>_zfl_z+3
por tanto:
a_
2 /1" 1/ -2\
- - ) - | > -1 <1 ‘—‘<1
z <J 3§:(3> ﬁ” Y |3
n=0 n=0
SRR N G
ZQZszrl Z gn+l1 2", s 1<|Z|<3
n=0 n=0
b -
f(Z)_Z—l_Z+3_Z—1_4+(Z—1)_Z_1_4(1+211)
2 I z—1\" L1
= —_ — _ . 1 Z—-1 1
z—1 4n_0< 4 )’ si z#1 y ’ 1 ‘<
2 o (=1)" S
:z_l_z Ant1 (z—=1)", st 0<|z—1]<4
n=0
C_
f&=r1- +3  (24+3)-4 z+3 i) 243
z z z z (z+3)(1_m> z
2 0 4 n 1 A
23 () o e |
:22 - si|z+3]>4
(z+3)mtt 243
d-
s s () ey [
f(z) z—1 z+43 1—=2 3(1_,_%) ,;JZ 31; si |z <1y 3<

> -1

"\ 0
_Z<2+ it , szl <1

Problema 6.10. Desarrollar en serie de Laurent alrededor de zg = 1 la funcién

f(z)= zQSenZ
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Solucién. Puesto que senz = Z (2n+)1),22"+1

si |z| < +o0 entonces

sen

0 n 1 )
Z 2n+1 R si 0<|z—1] <+

yeomo 22 = (22— +1=(z-1D(z+1)+1=(z-1)((z—=1)+2)+1=(2—1)2+2(2 — 1) + 1 entonces

f(z)= z2sen1 1 = (1 +2(z-1)+(z— 1)2) Z Q(n__li_):)u (z — 11)2n+1

—Z

N (D - )" 1 = (-)n 1
_Z(2n+1)!( 1)2n+ ;) 2n—|—1 z—1)2"+;(2n+1)!(z—1)2”—1

n=0

_ SN S N BN L
_(z_l)+2+;(2n—l)! 1) 1+221(2n+1) e 1)%*%(2%1)!(2—1)2”*1
—-D+2+ Y | — (£(2n1)12):1_1(2n+1)|} (2n+21<)_!(1z)n1)2n si 0<]z—1] <+oo.

Problema 6.11. Usar los coeficientes de la serie de Laurent de la funcién f(z) = e* en |z| > 0 para

demostrar que
2
/ e“*%cos(send — nb) df = 77:3 n=012,...
n!

—T

o0
.2 1 .
Solucién. Puesto que e* = Y 12" para |z| < co entonces para e= la serie de Laurent es

1
— para |z| >0
n

.:\H

o]
1
z Z

y por tanto a, = % paran =0,1,2,
1

De otro lado el desarrollo en serie de Laurent de f(z) = e> para |z| > 0 tiene la forma

1 Z
ez — an

n=-—oo
donde
_ L [fE) dz, n=0,=£1,+2 « es, por ejemplo, |z| =1
nizﬂ'l Zn+1 K - ) ) 90 y 7p J p Y -
[e3%
Una parametrizacién de |z| = 1 con punto inicial en z = —1 es z = e —r<h<nm por tanto

1 [ e* 1 [ edniel? 17 1T

_ z o et _ —i0 0 - 0—isend .

an =5 | 53 dz = 5 / @t dh = 5 /ee e gp = o /ecos wend (cosn — isennd) d
a - —7 —r

7!'

= QL / %% (cos(sen) — isen(send))(cos nh — isennb) do
T
1 cosf .

Tor € (cos(senf — nb) + isen(send + nh)) df
T

—T
y puesto que los coeficientes del desarrollo en serie de Laurent de una funcién son tnicos entonces

T

1 1
il e (cos(senf) — nb) + isen(send +nh))dd, n=0,1,2,...
n! 7T

—T
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de donde se deduce que
2
= n=0,1,2,...

/ % cos(senh — nb) df = —,
n!

—T

Noétese que ademas
/ ecosasen(sene + 77/9) dd =0, n=0,1,2,...

—Tr

Problema 6.12. El teorema de Taylor establece que una funcién de variable compleja holomorfa en una
regién es analitica en tal regién, muestre que este resultado no necesariamente es cierto para funciones

de variable real y de valor real.
Solucién. Consideremos la funcién de variable real x

f(m):{ — s x#0

e
0 si =20

cuya grafica se presenta a continuacion.

Obsérvese que esta funcion es par, no negativa, definida y continua en R y unicamente se anula en x = 0.
Veamos que esta funcion tiene derivadas de todos los érdenes pero que su serie de Taylor no converge a

la funcién alrededor de x = 0.
Noétese que:

1. Si z # 0 entonces:
1 1
» fl(z)=e 222273 = e P <) donde Ps () es un polinomio de grado 3 en
x
1 1 . .
() donde Py () es un polinomio de grado 6 en
x

1

(436_6 — 696_4) =e 22 P

1 1
= Supongamos que f(")(z) = ez Ps, < ) donde Ps, () es un polinomio de grado 3n en
x

8 =

T

1

+» entonces inductivamente vemos que

1\’ 3 1 1 1
) - (4 2) o (1)
X X X

FUrD () = (6_;2 Psp (
x
_a 1 1 1
o <P3<"“> () g2 ())

1 1
—e w7 Q3(n+1) <x> , donde  Q3(n41) (x> es un polinomio de grado

3 1 (S -
(n ) n



2. Si z = 0 entonces

Ju—

f(x) = £(0) e 1/+

—z2 x

| | / pu— { = { P { E p— I —_— T { —_— T
FO) = lim == = =l —— = I 5 = Iy e ) T M g
2
@) =) 2e7e 2
| | // pu— —_— p— —_— T
f (O) :lli% rxr—0 xhg%) x4 ili% x4 el/’C2 0.

= Supongamos que f(™(0) = 0 entonces inductivamente vemos que

1 1
(n) () _ £(n) € 3n 3(n+1)

z—0 x—0 z—0 x z—0 el/z?

de 1 y 2 se sigue que
1

f(”)(:zr): e_z%Pgn <m) si x#£0
0 st =0

1 . . . .
donde Ps,, ( es un polinomio de grado 3n en la variable %, asi entonces la funcién
x

_ e7 s x#0
f(x)_{o si x=0

es diferenciable en R.
Puesto que f(™ (0) =0paran=0,1,2,... la serie de Taylor alrededor de z = 0 es
22

FO) + £+ £7(0) %

+...=0

la cual converge para todo z en R, su suma es siempre cero pero converge a f(z) Unicamente cuando
x = 0.

6.8. Problemas propuestos

1. Estudiar la convergencia de las siguientes series

R

en cosin nsenin
n=1 n=1 n=1 n=1

2. Si |z| < 1, hallar la suma de las series

8
gL

Zn oo Z2n+l
n

C. —_—
n=0 n=0 2n+1 n=1 n

3. Determinar la region de convergencia de las siguientes series

a. Y. cosin(z —i)" b. > (1{;)” c. Y ge2" d. S i+ E=D)"" (z+1)"
n=0 n=0 n=1 n=0
- n! n

€. nTZ
n=0

4. Desarrollar las siguientes funciones en serie de Taylor alrededor del punto indicado y hallar el radio
de convergencia

a. sen(2z+1), zp=-1 b. ch?z, z =0 ¢ 73 0=0
2

d. oz 20=0 e. €, z=1 f. %ﬁ-i’ 2o = —2

g. m(2—2), 20=0 h. In(2+2z—2%), 2=0 i i3 20=1



10.

. Determinar la region de convergencia de las siguientes series

o YFEm b Lame oo L)X )" 4 Yt

= n= n=1 n=0 n=1 n=1

6.2@$+Zﬁb fJ;mﬁﬁﬂ%W+km g > L+ Y A bAD

. Analizar si las siguientes funciones admiten desarrollo en serie de Laurent alrededor del punto

indicado

2
a. cost, z=0 b cosit, z=00 e ctgz, z=o00 d. =1, z=0 e. InY., 2=
z? z) ’ senz’ z—17

. Desarrollar en serie de Laurent en la regién dada. Si éste no se da, hallar la regién de convergencia.

a. @, z=0 b. z3e§, z=0 c 1+Zcfsz, z=0

d. ﬁ z=-1 e. 22, z2=2 I ﬁ, z=—1i

9wt 2<|21<3 h. Z=t=5 |21>3 i 2R, 1<z <2
Joomms 1<lz+2/<4 ko g, 0<|z—i]<2 L i, z=o00

m. ﬁ, z=1 n. m, z =00 0. (sz;)?ij;fl), z=2y 1<|z|<2

Demuestre que los coeficientes a,, del desarrollo en serie de Taylor de la funcién

1
1—2z—22

f(z) =

satisface la relacién a,, = a,—1 + an—2, para n > 2. Hallar los coeficientes a,, y el radio de conver-
gencia de la serie.

El teorema 6.15 establece que una funcién de variable compleja analitica (y por tanto holomorfa) es
indefinidamente diferenciable. Muestre que este resultado no es necesariamente cierto para funciones
de variable real.

a) Considere la funcién de variable real

1

@) =152

Desarrolle esta funcion en serie de potencias alrededor del origen y halle su intervalo de con-
vergencia ;jPuede explicar porque esta funcién aunque es indefinidamente diferenciable en R
su intervalo de convergencia es ”pequeno” ?

b) Considere la funcién de variable compleja

1

fe =1

Desarrolle esta funcién en series de potencias alrededor del origen y halle su circulo de con-
vergencia. Es esta funcién indefinidamente diferenciable en C? Concuerda este hecho con su
circulo de convergencia?
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Capitulo 7

El Calculo de residuos

Si f es una funcién analitica en el interior de una curva cerrada y simple a entonces, por el Teorema
de Cauchy, el valor de la integral de f sobre « es cero. Si la funcién no es analitica en un nimero finito
de puntos en el interior de « la afirmacién anterior no es necesariamente cierta y en este caso para cada
uno de los puntos existe un nimero denominado residuo que determina el valor de la integral. En este
capitulo se desarrolla la teoria de residuos y se utiliza para el calculo de integrales definidas reales.

7.1. Ceros y puntos singulares aislados de una funcion

Definicion 7.1. Sea w = f(z) una funcidn de variable compleja en una region K y zo en K El punto
2 = zy es un cero de orden k de la funcion f siy solo si f(z0) =0, f'(20) =0,..., f*D(z) =0y
f%®) (29) #0. Un cero de orden 1 es un cero simple de f.

Ejemplo 7.1. Los ceros de la funcién f(z) = chz + 1 son los z en C tales que chz = —1 es decir
cosiz = —1 y por tanto z = (2k + 1)mi, k en z. Como

I (2k+1)mi) = sh((2k+1)7mi) = sen(2k+1)m =0y f"((2k+1)7i) = ch((2k +1)mi) = cos(2k+ 1)1 # 0
entonces los ceros de la funcién ocurren en los puntos z = (2k + 1)7i y tienen orden 2.

El siguiente resultado es una consecuencia de la definicién anterior y del hecho de que una funcién
holomorfa es desarrollable en serie de Taylor.

Teorema 7.1. Sea f una funcidn analitica en un punto zy. El punto z = zy es un cero de orden k de f
sty solo si

f(2) = (z = 20)"g(2)

donde g(z0) # 0 y g(2) es una funcion analitica en alguna vecindad de z.

Demostracion. Si f es analitica en 2y entonces f admite desarrollo en serie de Taylor en alguna vecindad
de zg es decir

S (n)
F) =3 an(z—20)" en sz <R R>0 y ap =L -0
n=0 n.
Puesto que z = 2y es un cero de orden k de f entonces f(z9) = f'(20) = -+ = f(k_l)(zo) —0y
F®(20) # 0 es decir, ag = a1 = --- = a1 = 0y ax # 0 por lo que la serie para f puede expresarse como

F2) = an(z—20)" = (2= 20)" Y _ anyn(z — 20)" = (2 — 20)¥g(2)
n=k n=0

o0
donde g(z) = > anyr(z — 20)™ es analitica en zg y g(z0) = ax # 0.
n=0

Reciprocamente si f(z) = (z — 20)¥g(2) con g(z9) # 0 y g analitica en zy entonces por la Regla de
Leibnitz

@) = S (j)g(sj)(z)k(k—1)-~-(k—j—|—2)(z—zo)kj, s=0,1,2,... k.

J=0
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por lo que f(z0) = f'(20) = -+ = fF"Y20) = 0, f¥)(20) = g(20) # 0 y por tanto z = 2y es un cero de
orden k de f. O

Ejemplo 7.2. La funcién
7

f(2)

tiene en z = 0 un cero de orden 5 puesto que al utilizar el desarrollo en serie de Taylor de la funcién
h(z) = cosz se tiene

1 — cosz

27 -1
f(z)= — T _ (1 _1.2. 1.4 1.6 . .
1 — cosz 1 (1 52" + 312 5iZo + )
1
5

donde g(z) = es analitica en z =0y g(0) =2 # 0.

=

1
1 1
o Laan L

)

Definicion 7.2. Sea w = f(2) una funcidn de variable compleja y zo un punto en C. zg es Un punto
singular aislado de f siy solo si f es analitica en la region 0 < |z — zo| < R para algin R > 0, es decir
f es analitica en alguna vecindad de zy con excepcion de z = zy.

Ejemplo 7.3. La funcién f(z) = % tiene puntos singulares aislados en los puntos z = 2kw, k en Z.

Los puntos singulares de una funcién se clasifican en tres clases, a saber.
Definicion 7.3. Sea z = zg un punto singular aislado de una funcion de variable compleja f, entonces

1. z = zy es una singularidad remowvible de f siy solo si lim f(z) existe y es finito.
Z—r20

2. z=2zy es un polo de orden k de f siy solo si la funcidn g(z) = f(lz) tiene un cero de orden k en

zZ=2Z0-

3. z = zy es una singularidad esencial de [ siy solo si lim f(z) no existe
Z—r 20

Ejemplo 7.4. 1. La funcién f(z) = # tiene en z = 0 una singularidad removible ya que

2

1 — cosz sen‘z

lim = lim =0
20z 20 z(1 + cosz)
2. La funcién f(z) = —22 tiene en z = 0 un polo de orden 2 ya que si se considera la funcién
g(z) = Z;ffz entonces el punto z = 0 es un cero de orden 3 de la funcién g;(z) = z — shz ya que

91(0) = 0, g4(0) = (1 — ch(0)) = 0, g§(0) = —sh(0) = 0, g}'(0) = —ch(0) = —1 0.

El punto z = 0 es un cero de primer orden de la funcién go(z) = shz por lo que z = 0 es un cero de

orden 2 de la funcién g(z) = z;hs:,z y as{ z =0 es un polo de segundo orden de f(z) = ziZZz'

3. El punto z = 0 es una singularidad esencial de la funcién f(z) = e e ya que si se toma
Si={zx+iy:x=0}y Se={x+iy:y =0} entonces

-1 , -1 , _ , _ 1
lime 22 =lime > =00 y lime 22 =lime 22 =0
2—0 y—0 z2—0 x—0
z€S1 z€S2

_L . , . . .
por tanto hr% e~ 2% no existe y as{ z = 0 es una singularidad esencial.
z—r

El resultado que se presenta a continuacién permite caracterizar la clase de singularidad aislada de
una funcién de variable compleja en términos del desarrollo en serie de Laurent alrededor del punto
considerado.

Teorema 7.2. Sea z = zg una singularidad aislada de una funcion de variable compleja f, entonces
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1. z = zy es una singularidad removible de f si y solo si el desarrollo en serie de Laurent de f alrededor
de zg mo tiene parte prinicipal.

2. z =z es un polo de f si y solo si la parte principal del desarrollo en serie de Laurent de f alrededor
de zg tiene un numero finito de términos.

3. z = zy es una singularidad aislada de f si y solo si la parte principal del desarrollo en serie de
Laurent de f alrededor de z = zy tiene un nimero infinito de términos.

Demostracion. 1. Si f tiene una singularidad removible en z = 0 entonces f es analitica en alguna
vecindad 0 < |z — 20| < Ry lim f(z) = wy # oo por lo tanto la funcién definida como
Z— 20

wo siz = 2o

g(z):{ f(z) siz#

es analitica en |z — zg| < R y asi admite desarrollo en serie de Taylor en |z — 29| < R es decir

g(z) = > an(z—20)" en 0 < |z — 29| < R.
n=0
Pero f(z) = g(z) para z # 2y entonces

f(2) = an(z—z)"
n=0

en la serie de Laurent de f en 0 < |z — 20| < R y por tanto la serie de Laurent de f alrededor de
z = zp no tiene parte principal.

Reciprocamente si el desarrollo en serie de Laurent de f alrededor de z = zg no tiene parte principal
entonces f puede expresarse como

f(Z) = Zan(z_zo)n en 0< ‘Z—Zo| < R
n=0

o0
luego lim f(2) = lim > an(z — 20)™ = ap # oo y asi f tiene una singularidad removible en zg.
Z—Z20 Z—20 n=0

2. Supongamos que f tiene un polo de orden k en z = zy entonces la funcién g(z) = ﬁ tiene un

cero de orden k en z = zq es decir g(z) = (2 — 20)*g1(2) con g1(20) # 0y g1(2) es analitica en una
vecindad de zg por tanto

1
f@) =(z—2)"—
e
~ . 1 1 .
Puesto que G ©s analitica en zg y Zlgrzlo & = TGy # 0 entonces el desarrollo en serie de

Laurent de g%(z) alrededor de z = zg no tiene parte principal, es decir

1 = 1
= an(z —29)" con ag = 0
e ~ 2o 2) "= ) T

por tanto
f2)=(=20)" ) an(z—20)" = an(z —2)" "
n=0 n=0

= Z b (z — 20)™

m=—k

donde b_j, = ag # 0 y asi el desarrollo de Laurent de f alrededor de z = zy posee un niimero finito
de términos.
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Reciprocamente, si el desarrollo en serie de Laurent de f tiene, digamos, k-términos, k > 1 en-

tonces
oo

f(z) = Z an(z —20)" con a_ #0 en 0<|z2— 2| <R
n=—=k

(z — zo)kf(z) = Z an—1(z — 20)"

n=0

por tanto

y como lim (z — 2)* f(2) = a_ # 0 entonces la funcién g(z) = (z — 20)* f(2) tiene en z = 2 una
zZ—r20

singularidad removible con g(zg) = a_g # 0.
Puesto que para la funcion ﬁ se tiene que

1 (2 — 20)* k
= =(z—2z9)"h(z
1E RTE R
con f(z =0, h(z) analitica en z = zg y h(zp) # 0 entonces la funcién ﬁ es analiticaen z =z y

tiene, por el teorema 7.1 un cero de orden k en z = 2, asi por aplicacién de la definicién 7.3, f(z)
tiene en z = 2y un polo de orden k.

La parte 3 del teorema se deja como un ejercicio.

O
Ejemplo 7.5. Para las siguientes funciones clasificar los puntos singulares indicados
1
a. f(z):ﬂ7 z=7 b. f(2) =2 (2 — senz), z=0 c. f(z)z(z+2)eﬁ, z= -2
z—
a. Puesto que cosz = cos(m + (z — m)) = —cos(z — ) entonces la serie de cosz alrededor de z = 7 es
o~ (D" (z - )"
cosz = — Z —_—
|
— (2n)!
por tanto
1 oo (_1)n(z_ﬂ_)2n oo (—1)”(Z—7T)2n -
‘) 1+ cosz + nXZ:O T (2n)! 712::1 2n)! Z (z — ﬂ.)Qn—l
zZ) = = = =
z—m z— z— —

y este desarrollo no tiene parte principal entonces en z = 7 la funcién tiene una singularidad
evitable.

b. Utilizando la serie de la funcién senz la funcién dada se puede expresar como

. 7 1 s ( 1)n 2n+1
f(&) =z = senz) = ( Z(2n+1)>

=0
1 s n+1 2n+1 s n+1 2n—6
:?; 2n—|—1 zz: 2n—|—1
1 1 1 22
e — s+ +-

34 522 7 9l
Por tanto el desarrolo de Laurent de f alrededor de z = 0 tiene un nimero finito de términos en su
parte principal y asi z = 0 es un polo de funcién dada y puesto que la menor potencia negativa es
—4 el polo z = 0 tiene orden 4.
= 1

c. Puesto que e = Y ‘Z—, entonces al poner en esta serie w = 743 se tiene que
n=0

> 1 > 1

f()=(+2e7 = (423, emn =3 g

1 1
= 2 1
G+t oy T e
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y por tanto el desarrollo de Laurent de f alrededor de z = —2 tiene un nimero infinito de términos
en su parte principal y asi z = —2 es una singularidad esencial de la funcién.

Definicion 7.4. Sea f una funcion analitica en una vecindad de infinito, excepto posiblemente en dicho
punto, entonces

1. la funcion f tiene una singularidad aislada en z = oo si y solo si la funcion g(z) = f (%) tiene
una singularidad aislada en z = 0.

2. La singularidad aislada de f en z = oo es una singularidad removible, un polo ¢ una sin-
gularidad esencial si y solo si la singularidad de g(z) = f (%) en z = 0 es remouible, un polo
0 esencial.

Ejemplo 7.6. Clasificar la singularidad en z = oo de las siguientes funciones
z+1 1 e®

a. f(z) = por b. f(z) = 23 c. f(2) 5
a. Puesto que la funcién g(z) = f (%) = 2* + 7 tiene una singularidad removible en z = 0 entonces la
funcién f(z) = Z&

= tiene una singularidad removible en z = oo.

z

b. Dado que la funcién g(z) = f (l) = Z%ez = - nl

z

tiene un polo de orden 3 en z =0

K
eI
Il

n!
n

.z 3 1 ..
entonces la funcién f(z) = z3e= tiene un polo de orden 3 en z = oo.

c. La funcién

S S S
=z VA — —_— _— e
2 3lz 4122
tiene una singularidad esencial en z = 0 por tanto la funcién f(z) = z—z tiene un punto singular
esencial en z = oo.

7.2. El teorema del residuo

El teorema de Cauchy y los resultados que son consecuencia de este, a saber, la férmula integral de
Cauchy, la férmula de Cauchy para derivadas y el teorema de Cauchy para regiones multiplemente
conexas, proporcionan métodos para calcular integrales de funciones uniformes sobre curvas cerradas
cuando el integrando deja de ser analitico en un ntmero finito de puntos que estan en el interior de la
curva. Los resultados de esta seccion permiten realizar este calculo cuando en el interior de la regién la
funcién tiene un numero finito de singularidades aisladas. El concepto central en este objetivo es el de
residuo el cual fue introducido por A. Cauchy, alrededor del 1826, al intentar encontrar la diferencia entre
los valores de dos integrales sobre dos curvas, con el mismo punto inicial y final, que encerraban polos de
la funcion.

Definicion 7.5. Sea f una funcidn analitica en la region 0 < |z — zo| < R y zo un punto singular aislado
de f. El residuo de f en el punto zy, denotado Res,, f(z), es el coeficiente a_y en el desarrollo en
serie de Laurent de f alrededor de zg

Observe que de la definicién anterior se deduce que
1
Res,, f(z) = o /f(z) dz

donde «, por ejemplo, es la circunferencia |z — zp| = s con 0 < s < R.

Ejemplo 7.7. Puesto que el desarrollo en serie de Laurent de la funcién f(z) = 2’28671% alrededor de su
punto singular z = 0 es

1 = (=) 1 = (=) 1
.2 .2 . _ .
f(Z) =z senz z ngo (27’L + 1)[ 22n+1 ngo (27’L + 1)[ 22n—1

y el coeficiente a_; se obtiene para n = 1 entonces Resgf(z) = —¢.
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Teorema 7.3. Sea f una funcion de variable compleja analitica en una region K excepto en un niumero
finito de singularidades aisladas 2y, z1,..., 2z que estdn en el interior de una curva de Jordan o suave
por partes completamente contenida en K, entonces

k
/f(z) dz = 2mi Z Res,_f(z)
o s=1

Demostracion.

Puesto que z1, 29,. .., 2; son singularidades aisladas de f entonces se pueden construir circunferencias ay,
|z — 2| = Ry de radio lo suficientemente pequeno de tal manera que estén completamente en el interior
de o y que no se intersecten entre si. Por el teorema de Cauchy para regiones multiplemente conexos

[rea=3 [ 110

Para calcular [ f(z)dz donde a; es la circunferencia |z — z,| = R, consideramos el desarrollo en serie de

«
Laurent de f alrededor de zs, es decir

o0

f(z)= Z an(z —2zs)" en 0 < |z — z4| < Ry

n—=—oo

y puesto que esta serie converge uniformemente en esta region, entonces

/f(z)dz=/ i aP(z— z)"dz = i agf)/(z—zs)"dz

n—=—oo n=—oo

na._J O sin# -1 (e
y como [(z —z5)"dz = { ori  sin . 1 entonces [ f(z)dz = a’*{2mi y por tanto

As As

k k
/f(z) dz=2miy o =27 Res. f(2).
o s=1 s=1

2
z

Ejemplo 7.8. Calcular [ f(z)dz donde f(z) = 2"e> con k entero positivo y a es |z| =1

La funcién f(z) = zFe? tiene una singularidad aislada en z = 0 que esta en el interior de « por tanto

/f(z) dz = 2miReso f(2)
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Se calcula Resgf(z) desarrollando f en serie de Laurent alrededor de z = 0.

o0 o0
Como f(z) = zFe? =28 3 2+ = Y. —2— entonces para obtener el coeficiente a_; debe ocurrir que
n= n=
n —k =1 es decir n = k + 1 por tanto
2k+1
a_1 =
YT k4 1)
asi fio
ko2 284y
z'e= dz = .
/ (k+1)!
|z|=1

La aplicacion del teorema del residuo, como es natural, requiere el calculo de los mismos, por tanto, en la
practica, el resultado es ttil si se dispone de algoritmos sencillos que permitan determinar los residuos.
En este sentido las siguientes observaciones pueden ser utiles

1. Si la singularidad es removible, el desarrollo en serie de Laurent no contiene parte principal y por
tanto el residuo es cero.

2. Si la singularidad es esencial, necesariamente se debe obtener el desarrollo en serie de Laurent.

3. Si la singularidad es un polo el siguiente resultado proporciona una manera explicita de calcular el
residuo

Teorema 7.4. Sea f una funcidn analitica en la regidn 0 < |z — 29| < R y z = zo un polo de orden k de

f entonces
dkfl

Res f2) =5 - pyp Jm, e (= 20)7(2)

Demostracion. Si z = zp es un punto de orden k£ de f entonces su desarrollo en serie de Laurent de f es

f(Z):(zi;))k‘F”"F(za_;O)-Fnz:oan(Z—Zo)nM

La convergencia uniforme de la serie nos permite derivar (k — 1) veces término a término con lo cual se
obtiene:

% [(z—20)f(2)] = (k= Dla_y + k(k —2) -+ 2a0(z — 20) + (k + 1)k(k — 1) - - 3ag(z — 20)* + - -~
y asi
dkfl
lim —— [(2 — 20)" f(2)] = (k — 1)!Res., f(2).

Z‘%m)dzk_l

Este resultado permite considerar los siguientes casos particulares.

1. Si z = zp es un polo simple entonces Res,, f(z) = lm f(z)(z — 2o)
zZ—r 20

2. 81 f(z) = % y h(z) tiene un polo simple en z = 2y entonces

Y B _ e 9()(z—20) 9(2) _ g(20)
Ressy f(2) = Jim (2 = 20)(2) = Jim S0 = Min oy = 3700
zZ—Zz0

3. Si f(z) = g(2)h(2), g(2) tiene un polo simple en z = zg y h(z) es analitica en z = zy entonces

Res., f(z) = Res.,g(2)h(z) = ZILIBD(Z — 20)9(2)h(2) = h(z0) ZILHZIO(Z —20)9(2) = h(z0)Res,,g(2).

Ejemplo 7.9. Calcular el residuo de la funcién f(z) = =13y ©n sus puntos singulares.

Los puntos singulares de f son z = 1, polo simple, y z = 2 polo de orden 2, por tanto
Resif(2) = lim (f(2)(z — 1)) = lim o5 =1y
Resa(2) = lim & (1()(= —2)2) = limy & (27 = Jimy o=hys = 1

&Ade Z—2
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Definicion 7.6. Sea f una funcion analitica en una vecindad del punto al infinito, digamos el exterior de
la circunferencia «, |z| = R, R suficientemente grande. El residuo de [ en el punto al infinito se

define como
Resoof(2) = 2m/f

De esta definicién se deduce que Ress f(z) = —a_1 donde a_; es el coeficiente de 271 en el desarrollo
de Laurent de f alrededor de z = oco.

El siguiente resultado, cuya demostracion se presenta en el problema resuelto 7.3, relaciona los resi-
duos de una funcién en el plano complejo y en el plano complejo ampliado y en ocasiones simplifica el
calculo de ciertas integrales.

Teorema 7.5. Sea f una funcion de variable compleja analitica en el plano complejo ampliado excepto
en un numero finito de singularidades aisladas z1, z2,..., zi entonces

Z Res. f(z) + Resoo f(2) =

Una aplicacion de este teorema se presenta a continuacion.

Ejemplo 7.10. Calcular

/ %% jond z—i]= 2 ykesent iti
——— donde a es |z —i| = = es entero positivo.
2k (22 +1) 2 ¥ P

(0%
La funcién f(z) = #Q_H) tiene un polo de orden k en z = 0 y polos simples en z = £ y una singularidad
aislada en z = co. En el interior de o estdn z =0y 2z =i y en el exterior z = —i y z = c0.
Por aplicacion del teorema del residuo

/ zk(z(;lz—i—l) = 2mi(Reso f(z) + Res; f(2))

e

y puesto que por el teorema 7.5

Resof(z) + Resif(z) = — (Res_;f(2) + Resoo f(2))

entonces d
/ Wz-&-l) = —27i (Res_; f(2) + Resoo f(2))
Dado que z = —i es un polo simple de la funcién entonces
i 1 1
Res_if(z) = m - = gk

z—> izk(224+1)  zo-iZk(z—d) 2

Para calcular el residuo en z = oo, consideramos el desarrollo de Laurent de la funcién en dicho punto.
Asf se tiene:

) = R M S D
zZ) = = = — —_ = _—
Zk (22 + 1) Zk+2 (1 + Z%) Zk+2 — Z?n 22n+k+2

n=0

que no contiene potencias z~! por lo que Resoo f(2) =
Por tanto

d 1
/W/:»D = —27TZ‘R6871‘f(Z) = _27T'L§'Lk+1 = Wik

Observe que utilizar directamente el teorema del residuo requiere calcular la derivada (k—1) de la funcién
g(z) = ﬁ, calculo que usted puede realizar como ejercicio.
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7.3. El calculo de integrales reales definidas

Una de las aplicaciones més sorprendentes de la teoria de funciones de variable compleja es el calculo de
ciertas clases de integrales definidas reales que son dificiles, o en ocasiones imposible de calcular, con los
métodos usuales del cédlculo integral real. La herramienta fundamental en este propédsito es el teorema
del residuo, la seleccion de una funcién apropiada y de una trayectoria cerrada adecuada. Trataremos en
esta seccién el problema de proporcionar algoritmos para el calculo de cuatro tipos de estas integrales

7.3.1. Resultados basicos preliminares

Antes de considerar el cdlculo de estas integrales se enuncian y demuestran algunos resultados que son
utiles en este objetivo.

Lema 7.1. Sea f una funcion analitica en C excepto por un nimero finito de polos ninguno de ellos sobre
el eje real. Si existe K > 0 tal que |f(z)| < £, m > 1, entonces

R—o0

lim /f(z) dz=0

donde Si es la semicircunferencia de centro en el origen y radio R orientada positivamente.

Demostracién. Puesto que | [ f(z)dz| < [ |f(2)||dz] < 25 [ |dz| = £57R = £25: y m—1 > 0 entonces
Sk Sk Sk
Rh—I>n<>0 s{f(z)dz =0y asf Rll_r)r;os{f(z)dz:o. O

Definicion 7.7. sea Sg la circunferencia del lema anterior y f una funcion de variable compleja. La

funcion f tiende uniformemente a cero sobre Sp cuando R tiende a oo si y solo si existe una

constante Mg > 0, que depende inicamente de R, talque |f(z)| < Mg para todo z en Sg y Rh’m Mg = 0.
—00

Lema 7.2 (Lema de Jordan). Sea f una funcidn de varible compleja analitica en el semiplano superior
excepto en un numero finito de polos simples y tal que f tiende uniformemente a cero respecto a argz
cuando |z| tiende a infinito entonces

lim | e f(2)dz =0
R—o00
SR

donde a > 0 y Sg es la semicircunferencia considerada anteriormente.

Demostracion. Sea z = Re®, 0 < § < 7 entonces

™ T

/emzf(z) dz| < / " f(2) dz| = / eiaRewf(Rew)‘ do = /e‘aRsengR | f(Re™)| o
Sk 0 0

R

K

z
< MRR/e—aRsenede — QMRR/e—aRsenQde
0 0

y puesto que cuando 0 < 0 < 7 se tiene que senf > % entonces

Just Jus

, . Mp _z2amo|®  7M
/ezzf(z)dz SQMRR/e_aRse"‘gdG§2MRR/6_2EGCZ0: _THR —2epe)\" _ T R(l—e—“R)
a a
R 0 0 0
entonces lim | [ e f(z)dz| =0y por tanto lim [ e f(z)dz =0 O
R—o0 SR R—>OOSR

125



Lema 7.3. Sea f una funcion de variable compleja analitica en C excepto en un numero finito de polos
simples con por lo menos uno de ellos sobre el eje real. Si zy es uno de estos, entonces

lim / f(2)dz = miRes,, f ()

e—0

donde s. es la semicircunferencia de centro zy orientada positivamente.

Demostracion. Si f tiene un polo simple en zo entonces el desarrollo en serie de Laurent de f alrededor

de zg tiene la forma f(z) = —~ + Z an(z—20)" en 0 < |z — 20| <€, es decir f(z) = 7= +g(z), donde

Z—Z0

g(z) es una funcién analitica en la reglon 0 < |z — 29| < € y por tanto acotada en dicha regién, asf existe
K > 0 talque |g(2)| < K en |z — z| < € y puesto que f “=L = miRes,, f(z) entonces

/f )dz — miRes,, f(z /|g )| |dz| < Kmwe por lo que

Se

e—0
Se Se

lim /f(z) dz — miRes,, f(z)| =0 es decir 11’_I>I(1) / f(2)dz = miRes,, f(2).

7.3.2. Integrales trigonométricas

El propésito de ese apartado es proporcionar un algoritmo para calcular integrales de la forma
27
/F(cos@, send) df
0

donde F' es una funcién de cosf y senf que satisface ciertas condiciones. En este sentido se tiene

Teorema 7.6. Si F(cosf, senf) es una funcidn de dos variables continua sobre el intervalo [0, 27] entonces

27

/F(cos@,sen@)d@z / F <1 (2-1- 1) ,l. (z— )) .
2 z) 2 z 1z

0

|z]=1

Demostracion. Sea z = €%, 0 < 0 < 27 entonces cosf = % (ew + e_w) = %(z + z_l)7
senf = % (ew — e_w) = L(z—271), dz = izdf y por tanto la integral dada se transforma en

EASEEE

y puesto que F es una funcién racional en cosf y senf continua sobre el intervalo [0, 27| entonces F' es
una funcién racional de z sin polos sobre |z| = 1 la cual se puede evaluar por aplicacién del teorema del
residuo. H

2
Ejemplo 7.11. Calcular [ ﬁ%, a>1
0

Sea z = €', 0 < @ < 27 entonces dz = ie’? = izdf y cosh = % (z + %) por tanto
7o 1 2d k
z
/a+cos€ 1 / 22 +2az+1 sz_:l esz; f(2)
0 ‘z‘:l -
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donde z; son los polos en el interior de |z| =1y f(z) = m

El tnico polo de f en el interior de |z| =1 es z; = —a + Va? — 1 y puesto que

27

1 1 do 21
Reszlf(z):Zl+a: = entonces /a—&-cost ——

7.3.3. Integrales impropias
Ahora se desean calcular integrales impropias con limites de integracion infinitos, es decir

(o}

[ o= tim /R f(@)d
“oo “R

donde f es una funcién continua en R. El siguiente resultado proporciona condiciones para que la integral
converja. EL valor de este limite se llama valor principal de la integral

Teorema 7.7. Sea f una funcion analitica excepto en un nimero finito de polos ninguno de ellos sobre
el eje real y de la cual f(x) es la restriccion al mismo eje.

Si existe K > 0 talque |f(2)] < % siempre que |z| sea lo suficientemente grande y m > 2 enton-
ces

/ f(z)dx = QWiZRGS f(2)

y>0

Demostracion. Sea « la trayectoria cerrada orientada positivamente que consiste del segmento del eje real
Jr entre —R y R y la semicircunferencia Sk de centro en el origen y radio R, R > 0 lo suficientemente
grande para que los polos de f en el semiplano superior estén en el interior de «, entonces por el teorema
del residuo

/f(z) dz = QWiZRes f(2)

pe y>0

R
Como [ f(z)dz = Jf f(z)dz —I—Sf f(z)dz :_fR f(z)dx +Sf f(2)dzy |f(2)] < ‘;‘(m = 4% para z sobre

sg y m > 1 entonces por el lema 7.1 lim [ f(z)dz =0y por tanto
R—)ooSR

y>0

/ f(z)dx = 2mi ZRes f(2).
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Ejemplo 7.12. Calcular [ @gfr%, a > 0.

. .-/ 2 . . . 7 .
Consideremos la funcién f(z) = m que en el semiplano superior tiene uUnicamente como polo

doble z = ai y coincide con f(z) = ﬁ a lo largo del eje real.

Puesto que |22 + a?| = |22 — (—a?)| > ||z?| — |—a?|| = R? — a® entonces
22 R? 4 .
lf(2)] = EEYDE < =22 < gz Slempre que |z| > V2a

entonces aplicando el teorema 7.7 y el hecho de que f(z) es par, se concluye que

i x? 1 7 x?
——dx = = ———— dx = mi Resyi f(2)
J@ea? ™ T2 @y
—0o0

como

d 22 d 22 2aiz 1
Resgy; = lim — —a)— | =1lm — [ ——— ) = fm —% = —
©s f(z) zggz dz <(Z al) (22 + a2)2> zg%z dz ((Z + ai)2> zg{iz (z + ai)3 daz

entonces

7.3.4. Transformada de Fourier

Se conoce con este nombre una integral de la forma [ e%® f(z)dz donde f(z) es una funcién continua
— 00
sobre el eje real y a > 0. El célculo de estas integrales lo proporciona el siguiente resultado.

Teorema 7.8. Sea f(z) una funcidn analitica excepto en un nidmero finito de polos ninguno de ellos sobre
el eje real. Si f(z) tiende uniformemente a cero respecto de argz cuando |z| tiende a 0o entonces

/ ei“f(fr) dr = 27i Z Res emzf(z), a > 0.
. y>0

Demostracion. Sea « la trayectoria considerada en el teorema 7.7 entonces por el teorema del residuo

/ei‘”f(z) dz = / €% f(2) dz + / e f(2)dz = /R e f(x) dx + / e f(2)dz

@ Jr Sk —R o
entonces
R
/ € f () da + / € (=) dz = 2mi Yy Rese™™* f(2)
7 Sn y>0

y puesto que por el lema 7.2, Lema de Jordan

lim [ e f(z2)dz =0
R—o0
Sr
entonces al tomar limite cuando R tiende a oo resulta
/ ' f(x) dx = 2mi ZRes e f(2), a>0

— 0o y>0
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Ejemplo 7.13. Demostrar que f ”ffgf = ge_ab, a>0,b0>0.

iax

Obsérvese en primer lugar que la funcién g(z) = 25555 es par y que g(z) = Im (;ZW) por tanto

o0
xsenax :ce“””
Im
22 4+ b2 b2
0
Si se considera la funcién f(z) = =5z entonces en el semiplano superior f tiene unicamente el polo

z = tb y puesto que, andlogamente al ejemplo 7.12, se tiene que

|z R
<
[22 + 02| = R2 —b?

1f(2)| = =Mgr y lim Mr=0
R—o0

entonces por la definicién 1 de esta seccién, la funcién f(z) = ﬁ tiende uniformemente a cero respecto
de argz cuando |z| tiende a co. Por el teorema 7.8

oo

rsenax eta® ze'%* ibe Y T _ab
/x2—|—b2 m/ 2+b2 Im <27mReszb 2—|—b2> 2Im(2m 5% ):56

0

7.3.5. Integrales con polos sobre el eje real
Definicion 7.8. Si f(x) es una funcidn real que se hace infinita para © = ¢, a < ¢ < b el valor principal
b

de Cauchy de la integral [ f(z)dx se define como
a

lim /f d:v—i—/f

ct+e

Las técnicas utilizadas en algunos de los casos anteriores pueden modificarse adecuadamente para calcular

integrales de la forma
“+o0

/em‘”f(:zz) dr, a>0

donde f(z) es una funcién real con por lo menos un punto 2 = ¢ en el cual la funcién se hace infinita.
En este caso se entendera que el valor principal de Cauchy de la integral estd dado por

0o c—e R
/ e f(xr)dr = lim lim / e f(x) dr + / e f(x) dx
R—00 €—0
e "R ce

Teorema 7.9. Sea f(z) una funcidn analitica con un nidmero finito de puntos singulares en el semiplano
Superior zi, zo, ..., 2k, un numero finito de polos simples c1, ca, ..., ci sobre el eje real y de la cual
f(x) es la restriccion al eje real. Si f(z) tiende uniformemente a cero respecto de argz cuando |z| tiende
a infinito entonces

o0

/ ' f(x) dx = 2mi

— 00

Z Rese' f(z Z Res e'* dz] , a>0

y>0

Demostracion. Se considera la integral [ e'* f(z) dz donde « es la trayectoria cerrada de la siguiente
[e3

figura
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T
Por el teorema del residuo
/ e f(2) dz = 2mi Z Res e’ f(z)
p y>0
como
s+1
/zade_Z/ zaZf dZ_Z/ zaz]z- dz+/ zaZf()
o k=17
Cr—€ CcC—E€
/eiaZf(Z) dz = / emzf(z) de, k=2,3,...,s; /eiazf(z) dz = / Eiaxf(CC) dx
Ji Cr—1+€ Ji R
R
/ eiaZf(Z) dz = / eiawf(x) dx
Jst1 cste
se sigue que
c1—€ s cipte R
/ m’;f dx—kz / “”f (z)dz + / ei‘”f(x) dz
_R Ck 1+e€ cste
*271’12]%686”2‘]0 +Z/ ez f(z dz—/ €' f(z) dz
y>0 Skr
pero por el lema 7.3
lfr% €' f(2) dz = TiRes.,e""* f(z)
e—
sk
entonces al tomar limite cuando € tiende a cero se tiene
R
/ eiaxf( )dx = 27i Z Res ewzf + iz Z Res emzf( ) /6mzf(2) dz
“r y>0 Sr

y puesto que por el lema de Jordan hm f e'* f(z) dz = 0 entonces al tomar limite cuando R tiende a
R—o0
Sr

infinito resulta que

/ e f(x) do = 2mi Z Rese' f(z Z Rese™* f(z ]
“oo y>0
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+oo

Ejemplo 7.14. Calcular [ £257Z (g

4x2—1
—00
Puesto que cosmx = Re (e’”) entonces [ st dr = Re Ik 1oz—7 dr | consideramos ahora la funcién
—0o0 — 00

f(2) = 75— la cual tiene polos simples sobre el eje real en z = +1.

Como f(z)| = =2

o 1 o 1 o . 1 ’ o .
PSR vy iy - Mpg,si R > 5y ngI;OMR = 0 entonces la funcién

f(2) = 73— tiende uniformemente a cero respecto de argz cuando |z tiende a oo.

Por el teorema 7.9

oo +oo .
COSTX er'® . inz inz
/ w1 dx = Re / w1 dx | = Re [71'2 (Res_%e f(z) + Res e f(z))}

iz -1 i i1 i

y puesto que Res_%emzf(z) =e 2z -F =7y Res%e”izf(z) =e2 - ; = y entonces

+00 . +oo

/ e d T asi / coswzd ™
——dr = —— si Y dr = ——
422 1 2 v Az 1 2

Observacion: En este texto no consideramos la integracién de funciones multiformes, sin embargo, en
este caso, las técnicas utilizadas en los casos anteriores pueden aplicarse sin modificaciones esenciales. Es
decir, se deben considerar trayectorias cerradas que no pasen por singularidades aisladas, se deben evitar
los puntos de ramificacion de las funciones y debido a que el teorema del residuo es vélido inicamente
para funciones uniformes, se debe seleccionar apropiadamente una rama uniforme o tener en cuenta que al
llegar nuevamente a un corte de ramificacién se estd en la “siguiente” rama de la funcién. los resultados
fundamentales para tratar esta clase de integrales pueden consultarse por ejemplo en [3], y para una
ilustracion sobre la técnicas utilizadas se puede revisar el problema resuelto 10.

7.4. Problemas resueltos

Conservando la filosofa de nuestro trabajo finalizamos la penultima seccién de este capitulo corresponde
a la acostumbrada seccién de problemas resueltos, los cuales posibilitan la ilustracién de los teoremas y
técnicas tratadas.

Problema 7.1. Calcular [ f(2)dz donde f(z) = 4% aes [z| =3

.2 __ctgmz __  cosTmz
Solucién. Puesto que f(z) = “&5% = 272 i
z = 0y ceros simples en los puntos z = n, n en Z entonces la funcién f(z) = 4= tiene en z = 0 un polo

de orden 3 en el interior de a y polos simples en los puntos z = n, n en Z en el exterior de a.

Por el teorema del residuo .
ctgmz .
/ 2 = 2miReso f(z)

2senmz tiene un cero de orden 3 en

y la funcién g(z) = =z

lz1=3
y puesto que por el teorema 7.4
1 d? [ .ctgrz 1 d? 1 d
Respf(z) = B ll_I)I}) Fr) (2‘3 52 ) =3 ll_r&) @(z ctgmz) = 5 ll_I)I%) ﬁ(ctgﬂz — mzcscinz)
TZ COSTZ — Senz
= lim csc®rz (mz ctgnz — 1) = m lim e
z—0 z—0 Sen-mz

y dado que este limite corresponde a una indeterminacién de la forma %7 lo evaluamos aplicando la regla
de L’hopital, asi se tiene

2
, —Tesenrwz T, TZ 1 T
Resof(z)=nlim ——— = —— lim . =——
03 2 2—0 3

z—0 3wsenmwz cosmz z senwz cosTz
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por tanto
ctgmz 27124

22 3

1=

Problema 7.2. Calcular for4 donde v es |z — 1| =2

Solucién. La funcién f(z) = Z%H tiene polos simples cuando z* = —4 es decir en los puntos 2o = 1+ 1,

z1=—1+14,20=—1—1y 23 =1—1 de los cuales solamente zy y z3 estan en el interior de .
Por el teorema del residuo

/ 24(17; = 2mi(Res,, f(z) + Res., f(2))

Para calcular el residuo en zy y z3 utilizamos la observacién 2 del teorema 7.4, por tanto

1 20 1414 1 23 1—1
ez (2) 43 T 1 U +f(2) 3 T T 16

y asi

Problema 7.3. Demostrar el teorema 7.5, es decir, si f es una funcién analitica en el plano complejo
ampliado excepto en un numero finito de singularidades aisladas z1, 23,. .., 2 entonces

k
Z Res. f(z) + Resoo f(2) =0
s=1

Solucidén. Sean s1, sa,. .., s las circunferencias |z —zs| = €5, s = 1,2,..., k de radio €, lo suficientemente
pequeno para que no se intersecten dos a dos orientadas positivamente y Sk la circunferencia |z| = R
orientada postitivamente de radio lo suficientemente grande talque en su interior estén las circunferencias

S1y 824+ Sk-

S2
R
S1

@ $
Sk
La regioén interior a Si y exterior a si1, So,..., Si es multiplemente conexo y la funcién f es analitica en

dicha region, por el teorema de Cauchy para regiones multiplemente conexas

—zk:/f(z)dz+/f(z)dz20
s=lg, Sk
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RT 1 . .
y multiplicando por —5— se obtiene

1 1
Tm; / f(2)d —Tm/f(z)dz:o
—Ss Sr
es decir .
Z Res,, f(z) + Rese f(2) =0
s=1

Problema 7.4. Calcular [ (z—ls)d(#—l) donde «a es |z| =2
Solucién. La funcién f(z) = m tiene polos simples en z = 3, en el exterior de «, y en los cinco

puntos que corresponden a las raices quintas de 1, en el interior de a.
Por el teorema del residuo

[
—————————=2mi » Res,, [()
J (z=3)(z%-1) P

donde zi, k =1,...,5 representan las raices de 1.
El célculo de las raices quintas de 1 y de los residuos del integrando en estos valores es dispendioso por
lo cual al recurrir al teorema 7.5 se obtiene que

5
Z Res,, f(z) = — (Ress f(z) + Resoo f(2))
k=1

como

, 11
Ress f(z) = lim(z —3)f(2) = lim S-1 o

y Ress f(2) puede calcularse al desarrollar en serie de Laurent alrededor de dicho punto, y

1 1 1 =3k 1
e ([ R PR P

25

S C - 14 = 4+
T 46 z 22 25 Zl0

se observa que este desarrollo en serie no contiene términos en % por lo que Resy f(2) = 0.

Por tanto
/ dz _
(z=3)(z5-1) 121

|z|=2

Problema 7.5. Sea f una funcién analitica en una regién simplemente conexa K y « una curva de Jordan
orientada positivamente contenida totalmente en K. Si z = zy es el tnico cero de f en la regién K y zg
esta en el interior de o demostrar que
!/
z
/ f(( ) dz = 2mik
(03

f(2)
donde k es el orden de cero en zj.

Solucién. Si f posee un cero en zy de orden k en zy entonces por el Teorema 7.1 f(2) = (z — 29)¥g(2)
donde g es analitica en una vecindad de zp y g(20) # 0.
Como f'(2) = (2 — 20)* 1 (kg(2) + (2 — 20)¢'(z)) entonces

1'G) 4, [FE) 4= .
a/ () dza/ G-

Puesto que la funcién




es analitica sobre, en el interior de v y posee inicamente un polo simple en dicho interior entonces por el
teorema del residuo

/h(z) dz = 2mi Res h(z)

[e%

y como Res, h(z) = zlinzlo(z —20)h(z) = zlin;g W =k se sigue que O[ J;((ZZ)) dz = 2kmi
Problema 7.6. Demostrar que
[ s = i fa
_ 17’;2 silal <1 0
/172acos¢9+a2 { 37 i fal>1 a7
0
Solucién. Sea z = ¢?, 0 < § < 27 entonces cosf = % (z + %), df = ?—j por tanto
2T
/ do 1 / dz ) / dz
- O @ @ @ @@= = =1
1 —2acosb + a2 i z(l—a(z—i-%)—i-a?) az2—(a2+1)+a
0 |z]=1 |z]=1

y puesto que f(z) = ML(G;H)ZJM = tiene polos simples en z; = a, 2o = %, a # 0 entonces

1
a(z—a)(z—%)
1. Si |a|] < 1 entonces z1 = a estd en el interior de |z| = 1 por tanto

2

do dz
T2 = —27R — 97 lim(z —
/1—2@0039+a2 ! / az2— (a2 +1)+a TResq f(2) Wzlifi(z a)f(z)
0 |2|=1
, 2
_27T;1—I>If11a(z—é) T 1—a2

2. Si |a| > 1 entonces 2; = 1 estd en el interior de |z| = 1 por tanto

27

de dz 1
S —— = -2 R 1 = -2 1, —_ =
/ 1— 2acosf +a2 / az? = (a>+1)+a mRes, f(2) WZLm% (z a) 1)
0 |2j=1
1 2m
— 21 I =
sz%a(z—%) a?—1

2m
Problema 7.7. Calcular [ cos®"60df, n entero positivo
0

Solucién. Sea z = €', 0 < § < 27 entonces cosz = 5 (2 4+ 1) y d§ = % por tanto

27
1 1\*" dz
2n o
/cos t‘)d@fﬁ / <z+z) 2
0

Puesto que la funcién f(z) = 1 (z+ %)2" tiene en el interior de |z| = 1, un polo en z = 0 de orden
(2n + 1) entonces por el teorema del residuo

on 2
1 1
/ - (z + ) dz =2miReso f(z) asi /0052”9 do = 2:;1 Resof(2)
z z
lzj=1 0

Calculamos el coeficiente de % en el desarrollo en serie de Laurent de f alrededor de z = 0.

Por el teorema del binomio el coeficiente del término del lugar (k + 1) en (z + %)Zn estd dado por

2
( :) 22n—2k
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y el término que no contiene z ocurre cuando k = n por tanto en el desarrollo de f(z) = % (z + %)Qn el

. 2 ’
coeficiente de L es ( ") y asi
z n
27

om T (2n
/COS 0 d9 = 22717—1 ( n )
0
+oo
Problema 7.8. Calcular [ Wﬁ% a>0,b>0

Solucidén. Se considera la funcién f(2) y que en el semiplano superior tiene polos simples

_ 1

= @ra) @)
enz=aty z=bi.

Puesto que |f(z)| = |Z2+a2‘1‘22+b2| < (R27a2)1(RLb2) < % para R suficientemente grande entonces por el

teorema, 7.7

—+oo

dx
— 97 , ,
/ @ +a2)(az+b2) (Resos(2) + Resyi f(2)
y como
Resaif(2) = lim (= — ai) f(z) = i ! . Resyif(2) = =————
ai = m (z — = lim = - i — .
Coai 2 = e T T = (@2 +a?)(z2 + b)) 2ai(b? — a?) Yo e 2bi(a? — b?)

entonces

+oo

/ dx _om 1 B 1 B T

(22 + a?) (22 +b2) 2bi(a? —b2)  2ai(a® —b2))  ab(a+b)

oo

Problema 7.9. Demostrar que [ (;figf)Q de = ”(H;:s)eiab, a>0,b>0

Solucién. Al considerar la funcién f(z) = W se concluye que en el semiplano superior tiene un
polo de orden 2 en z = ib, como
1 1 1

(2022 (a2 02 ~ (2 -2 "

£(2)

y Rh’m Mp = 0 entonces por la definicién 1 de la seccién 7.3.4, f(z) tiende uniformemente a cero respecto
—00

de argz cuando |z| tiende a infinito.
Por el teorema 7.8

(oo} (oo}
cos azx et .
/ m d,fE = RG / m dl' = R€(27T’LR€Sz'bf(Z))

' )Qf(z)) = lim & ( e ) g 7 ia(z+0b) —2) e *(1 + ab)

zib dz sib dz \ (2 + ib)2 z—+ib (z +1ib)3 N 4ib3
entonces
o0
/ cosazr e (1 + ab)
€T =
(22 +b2)2 263
—+o0
Problema 7.10. Demostrar que [ (a??lﬁigz)z dr = {5(lna—1),a >0
0

Solucidén. Sea « la trayectoria cerrada de la siguiente figura, f(z) la funcién definida por
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T
Lnz
Z)= ——>=
f( ) (22 + CL2)2
y seleccionamos la rama principal de la funcién logaritmo, es decir
Lnz = In|z| +iargz, —m <argz <.

Puesto que f(z) = W tiene un polo de orden 2 en z = ai y es analitica en el interior de o excepto
en dicho punto entonces por el teorema del residuo

Inz ,
/(22722 dz = 2miResq; f(2)

+a?)
y Como
o, d 9 d Inz L z4ai —2zinz\ 74 2i(1 - Ina)
Resaif (2) = Mm, o= (2 +ai)*f(2)) = Mmoo (<z n >) = lim, ( et ai? ) =T s
entonces

/f d2+/f dz+/f dz+/f lna4—a31)+7r2i

1. Sea z = Re'?, 0 < # < 7 entonces

Obsérvese que:

linz| = |In|z| + iargz| = VIn?R + R? < \/In?R + = < 2InR por tanto

/f dz</|f ) 1dz| = /\

y como, por la regla de L hopital

2rRInR
( —a2)2

lm 2tRInR T 2r(1+InR) lm 27
R=oo (R2 —a2?)2  R-oo 4R(R? —a?) R=oo 4R3(3R% —a2)

entonces hm | f(z)dz=0
R—ocog .

2. Sea z = ee™ 7 (0 < @ < 7 entonces procediendo andlogamente al caso anterior se encuentra que

; 27relnf I 27reln% _o
|nz|<f f(z 62)2’ El—%m_
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por lo que lim [ f(z)dz =0
6—)086

por tanto

m - w2
}%gnwl% (l/f(z)dz—k/f(z)d2+/f(z)d2+/f(z)dz _ 2 (lna4a;)+ 7
) Se Ja Sr

es decir o N
/ Inx 4 / Inx i 27(lna — 1) + 72%i
—_— x =
(22 + a2)2 (22 + a2)2 443
—oo 0

Puesto que para x en (0, +00) se tiene que

In(—z) = In| — z| + targ(—x) = lnz + 7i

entonces
0 +oo “+o00
/ Inx d / Inx 4o + i / dx
" dr = e T =
(22 + a?)? (22 + a2)2 (22 + a?)?
s 0 0
por tanto
+oo —+o0
5 / Inx da 4 i dx 2m(lna — 1) n w2 ;
= axr 1 = _
(22 + a?)? T (22 + a?)? 4a3 4a3
0 0
de lo que se concluye que
+oo
Inx T
0

7.5. Problemas propuestos

1. Hallar el orden de todos los ceros, incluyendo al punto al infinito, de las siguientes funciones

2 2_ 2 3
2249 (2 —m“)senz tgz sen”z
b. = c. d. e e. >

a. zsenz

2. El punto zp es un cero de orden k para f(z) y un cero de orden s para g(z). Hallar el orden del
cero, en el punto zg, para las funciones

a. f(2)9(2) b f(2) +9(2) ¢ 35

3. Hallar los puntos singulares de las funciones dadas, analizar su naturaleza y discutir el comporta-
miento de las funciones en el punto al infinito

1
1 ) 1 1 22 +1 P . 1
a. . - = c. . e . —_—
z— 23 e#—1 =z e? 23(1 — cosz)
f e*1 cosz
Cer—1 22

4. Discutir el comportamiento en los puntos indicados de cada una de las ramas uniformes de la funcién
dada. Si el punto es singular determinar el caracter de la singularidad

2243 =1

4 J—
a. z=4 b a3

1
V3 © @E)eos(2V7)

z=4 c.
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10.

11.

12.

13.

14.

Hallar los residuos de las siguientes funciones respecto a sus puntos singulares incluyendo el punto
al infinito

1 22 1 sen2z 3 1 1
a. 5= D — — ¢ T3 . P e. senzsen;
23—z (22 4+1) z (z+1)
! 224z-1 sal b Bt
YT E A
22(z—1) g

Calcular las siguientes integrales

2
e” —1 2 1 2
a. [ ztgrzdz b. f S—=dz c. [ ZPsentdz d. [ H—d
j2i=1 |o—il=3 lei=3 Joi=1
3eom L e
e. [ Zsenidz f. [ agSamdz g [ Fmde
|z|=1 |z—i]=1 |z4+1|=4

Clasificar la singularidad del punto al infinito para las siguientes funciones

a. f(z)zza_zj%+6 b f(z)=% c. f(z)=23%

=

d. f(z)=cosl

Sea f una funcién que se puede expresar en la forma f(z) = g(%) donde la funcién g(w) es analitica
en w = 0. Demostrar que Res,— f(z) = —¢'(0)

Utilizando el residuo respecto al punto al infinito calcular las siguientes integrales

2 9

z°+1 dz 2 1 z

a. f = dz b. f T2 c. f z=sen; dz d. f Py dz
|z[=1 |z|=2 lz]=1 |z]=3

Calcular las siguientes integrales de funciones trigonométricas

27 o o
d9 cosf sen20
‘!W’ a>b>0 b. Omd&, O<axl1 C. -!a-‘rbcos@de a>b>0
3 2
d. [ a+§fn29 a>0 e. [ e¥cos(nd — send)do
0 0

Calcular las siguientes integrales con limites infinitos

2

x
@rar? dz c.

f (z2+1)3

e’} 2
T
a. J P dz b.

o3

Demostrar que
oo

/( e _ (oln o

x2 + 1)n+1 2271(”!)2’

—o00
Demostrar que
o0 -
dx -
/1 —=—"—, neN, n>2
J +x sen_

Sugerencia: Considere la trayectoria de 0 a R, luego de R a Re = y regrese a 0.

Calcular las siguientes integrales

o0

a. Ofc"s‘”"dx, a>0 b. f Cost a>0 c. f (“;cse"”dx, a>0,b>0

224-‘1-1 2+a2 2+b2)2

d. fﬂ;zejgfdx a>0,b>0
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15. Calcular las siguientes integrales con polos sobre el eje real

senx

a Ofm(sjznj;) dr, a>0,b>0 b. {%dm c. f TG 4@

d. fcos‘””m;zwmdm, a>0,b>0 e f%dm a>0,b6>0

16. Calcular las siguientes integrales sobre funciones multiformes aplicando el método utilizado en el

problema resuelto 10

(o)
Inz 2
a. g’mdx, a>0 b. Ofmda:, -1<a<1,b6>0
¢ [Hmds, —1<a<1,b>0 d. fffﬁin da
0
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