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Presentacion

El objetivo fundamental de este trabajo es presentar un texto introductorio que trate las trans-
formaciones geométricas basicas: Ortogonales, de semejanza, afines y la transformacién por
inversion.

El texto tiene origen en el programa elaborado para la asignatura GEOMETRIA DE TRANS-
FORMACIONES que se ofrece a los estudiantes de VI semestre del programa de Licenciatura
en Matemadticas de la Universidad de Narino, el cual forma Educadores mateméaticos para la
ensenanza media de nuestro pais.

El trabajo sigue la orientacién propuesta por Felix Klein en el denominado ”Programa Erlan-
gen”, segun el cual:

”Una geometria es el estudio de aquellas propiedades de un conjunto G que permanecen inva-
riantes cuando los elementos de G se someten a la acciéon de un cierto grupo de transformaciones
de G.”

El texto esta conformado por seis capitulos cada uno de los cuales se describe brevemente en-
seguida:

En el capitulo 1 se presentan los conceptos basicos para el desarrollo de los capitulos posteriores.
Inicia con un recorrido histérico de la geometria, desde la denominada geometria subconsciente
hasta las nociones que son el fundamento del concepto de transformacién, cual es la idea de
movimiento de una figura geométrica de un lugar a otro y sus consecuencias en las diferentes
geometrias tratadas. Aqui también se define el concepto de grupo de Transformaciones, el de
orientacion y la clasificacion de una figura geométrica de acuerdo a la orientacién que posea.
En el capitulo 2 se estudia la geometria métrica del plano, es decir, las isometrias del plano y
las propiedades de una figura geométrica que permanecen invariantes cuando se les aplica una
transformacion ortogonal.

Los capitulos 3 y 4 tienen un enfoque analogo al esbozado en el parrafo anterior, aplicado la
geometria equiforme y a la geometria afin en el plano, es decir, el estudio de los invariantes

geométricos del plano bajo las transformaciones de semejanza y afines.
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El capitulo 5 desarrolla una de las transformaciones més tutiles para simplificar figuras planas,
a saber, la transformacion por inversién, sus invariantes y su relaciéon con uno de los conceptos
bésicos en geometria moderna, el de razon cruzada.

Cada uno de los capitulos finaliza con un secciéon de aplicaciones y de problemas resueltos que
ilustran los diferentes conceptos tratados y que sirven de modelo para desarrollar los problemas
propuestos.

El trabajo termina con el capitulo 6, sobre problemas propuestos el cual contiene 76 ejercicios,
con diferente grado de dificultad que corresponden a cada una de las tematicas tratadas y cuya
resolucién tiene como proposito béasico afianzar la teoria desarrollada.

El texto es la sistematizacion de la experiencia desarrollada por los proponentes al impartir
durante varios periodos académicos la asignatura GEOMETRIA DE TRANSFORMA-
CIONES y aunque toda la bibliografia referenciada, se utilizé de una u otra manera en el
desarrollo del trabajo, es necesario reconocer la influencia en el mismo de los libros: ” Geometric
Transformations” de Modenov and Parkhomenko y ”Estudio de las Geométrias” de Howard
Heves.

Actualmente este trabajo se utiliza como texto guia en el desarrollo de la asignatura menciona-
da anteriormente y su sistematizacion se logré con base en la discusion y andlisis de diferentes
fuentes referenciales asi como en las observaciones y sugerencias de docentes y estudiantes del

programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad de Narino.
Saulo Mosquera Lopéz

Edwin Insuasty Portilla
San Juan de Pasto, Junio de 2015.
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Capitulo 1
Conceptos preliminares.

Este capitulo se centra en el desarrollo de los conceptos fundamentales que soportan ulteriores
teorias, por ejemplo, se desarrolla el concepto de funciéon concepto basico en todas las ramas de
la matemdtica y particularmente en el estudio de la geometria de transformaciones. Otro con-
cepto fundamental en este modelo geométrico es el de grupo de transformaciones que permite
establecer y clasificar algunas propiedades invariantes en concordancia con la geometria que se
esté estudiando.

En este capitulo suponemos que las transformaciones geométricas que se tratan preservan co-
linealidad, por tanto la no colinealidad, las posiciones relativas de los objetos y la orientacién
de un triangulo, lo cual permite clasificar las transformaciones como de primera o de segunda
clase. Las transformaciones que se estudian en este texto preservan la forma y algunos de los
conceptos mencionados anteriormente, excepto la transformacion por inversion que se estudia
en el dltimo capitulo.

Para forjar una idea adecuada del método geométrico se realiza una revision histérica resumida
que inicia con la que se denomina ” Geometria subconsciente” iniciada con los egipcios, griegos y
arabes; se continua con el periodo de oscurantismo y el Renacimiento hasta llegar al desarrollo
de la geometria elemental moderna, las geometrias no Euclideas desde Sacheri hasta Reimann,

hasta llegar al cuerpo bien definido de la Geometria de Transformaciones.

1.1. Resena Historica

Las ideas geométricas iniciales de las que se tiene noticia se originan en periodos remotos de los
que no se guarda memoria y se conectan con las observaciones realizadas por el hombre para

reconocer la forma fisica de los objetos y para componer en su mente las formas y tamanos.
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Las nociones de recta, perpendicularidad, distancia, rectangularidad, y otras fueron sugeridas
al hombre, por ejemplo, por la nocién del tiempo invertido para desplazarse de un lugar a otro,
la cuerda tensa tensa de un arco, las paredes de una vivienda y la necesidad de buscar un
método para delimitar terrenos, respectivamente. Consideraciones similares pueden elaborarse
para la adquisicion de conceptos como curva, area, volumen, para las secciones conicas, grado
de curvatura, rectas tangentes y otros conceptos. Esto indica que la Geometria se origina en las
actividades practicas del hombre, el ejercicio de diversos oficios y la resolucion de problemas de
la cotidianidad de esas épocas.

No existen registros que permitan estimar el tiempo que transcurrié antes de que el hombre
fuera capaz de llevar a la Geometria al estado de ciencia; los escritores griegos son unanimes en
opinar que en el valle del Nilo, en el Egipto Antiguo, fue el sitio en el que la llamada Geometria
Subconsciente se transformé en Geometria Cientifica.

De acuerdo con Aristételes, la Geometria no tuvo su origen en Egipto, por la necesidad de medir
tierras, sino también, porque los sacerdotes disponian de tiempo para cultivarla, no solo por sus
aplicaciones, sino como un vestigio claro de ciencia pura; consta en papiros de aquella época que
para obtener el area de un circulo basta restar al diametro un noveno de su longitud y elevar esto
al cuadrado; esto equivale a tomar un valor aproximado de 7 como 7 ~ 3,16049382716 = (2—% 2,
Al igual que los egipcios, los babilonios también se consideran pioneros en el desarrollo de la
Geometria como se puede evidenciar con los numerosos ejemplos que muestran como calculaban
correctamente areas rectangulares y areas de triangulos rectdngulos e isosceles. Los babilonios

W para calcular el area de un cuadrilatero de lados

usaron la féormula incorrecta s =
consecutivos a,b,c y d. Esta formula aparece en una inscripcién en la tumba de Tolomeo XI,
quien murié en el ano 51 a. de C.

De acuerdo con los historiadores, la fuente de todas estas afirmaciones sobre hechos geométricos
y de muchos otros son los papiros de Rhind y de Moscu en los cuales aparecen 110 problemas
entre los que se destacan 25 de ellos que son de caracter geométrico. Es importante recalcar
que ni los egipcios, ni los babilonios tenian a la Geometria como una ciencia tedrica provista de
teoremas y demostraciones; en lugar de esto existen descripciones de algin proceso llevado paso
a paso aplicado a interpretaciones numéricas en particular. La Aritmética, por aquel entonces
no se distinguia de la Geometria y sobre este transfondo, todo problema de tipo geométrico era
también un problema de tipo aritmético.

En el siglo VII a. de C. la Geometria paso de Egipto a Grecia debido a los cambios politi-

cos y econdmicos que provocaron que el poder de Egipto y Babilonia decayera. En Grecia la

Geometria se desarrollé bajo la direccion de Thales, Demécrito y Solon entre otros. Los grie-



gos, entonces, transformaron la Geometria en un cuerpo diferente del conjunto de conclusiones
empiricas desarrolladas hasta entonces. Esto es, los griegos no se conformaron con saber el qué,
sino que trataron de establecer el por qué, por esto, la Geometria, se vio encausada hacia la
recopilacion de nuevos hechos y a la clasificacion de las relaciones de unos con otros objetos.
Esto conllevd poco a poco a trabajar en torno de las deducciones logicas de las proposiciones
geométricas a partir de algunas otras, actividad que produce dos resultados fundamentales: El
concepto de teorema geométrico ligado a su demostracion y la clasificacion de aquellas propo-
siciones fundamentales a partir de las cuales se pueden deducir las restantes y es a partir de
este instante que la Geometria se convierte en una teoria matematica.
Lo que se conoce de la Geometria griega es un resumen del llamado SUMARIO DE EUDEMO
escrito por Proclo, el cual recibe este nombre debido a que admite que se basa en un trabajo de
él. Segun este tratado la Geometria griega empieza con el trabajo de Thales de Mileto (Siglo VI
a. de C.). Luego aparece Pitdgoras (Siglo VI a. de C.), quien fue alumno de Thales. La escuela
Pitagorica establecio las propiedades de las paralelas, desarroll6 la teoria de las proporciones y
descubrié la inconmensurabilidad de la diagonal de un cuadrado con su lado. De acuerdo a las
referencias bibliograficas en el sumario de Eudemo se menciona el hecho de que, el pitagérico
Hipocrates de Quios fue el primero en intentar una presentacion légica de la Geometria en la
forma de cadena de proposiciones basadas en unas cuantas definiciones y suposiciones béasicas.
Hacia fines del siglo IV a. de C. aparece el libro que inmortalizé a Euclides (330-2757 a. de C.)
pues se considera que es el primer gran progreso en la historia del pensamiento y la organizacién
matemadtica, ya que en él, la Geometria se presenté como un sistema tan bien constituido que
sus fundamentos no sufrieron ninguna alteracién fundamental durante mas de dos milenios.
El trabajo de Euclides (primer profesor de Matematicas de la Universidad de Alejandria), es una
recopilacion de los trabajos de sus predecesores, pero su mérito fue el de presentar la matemati-
ca como una ciencia tedrica independiente, pues escogiendo un pequeno grupo de suposiciones
iniciales (23 definiciones, 5 postulados, 11 nociones comunes) dedujo todas las proposiciones
en una sucesion légica y deductiva. Los ELEMENTOS de Euclides, constan de 13 libros y
contienen 465 proposiciones y que los libros VII, VIII y IX contienen 102 proposiciones, tratan
de Teoria de Numeros y en ellos se encuentra la primera demostracién de la infinitud de los
nimeros primos.
Luego de Euclides es pertinente citar los trabajos de Arquimedes (287-212 a. de C.), quien
realizé creaciones altamente originales. Entre sus obras estan: Medidas de una Circunferencia,
Cuadratura de la Pardbola y Sobre Espirales. En la primera describe el método clasico para el
223
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Arquimedes escribe: Sobre la Esfera y el Cilindro y sobre Concoides y esferoides; en la prime-
ra propone una suposicién geométrica establecida explicitamente y que puede enunciarse asi:
"Dados dos segmentos de recta desiguales, siempre existe un multiplo finito del menor que es
mayor que el otro”. Este postulado recibe el nombre de Postulado de Arquimedes y en Anélisis
es fundamental para el desarrollo del concepto de continuidad.

Otro matematico importante es Apolonio de Perga (262-200 a. de C.), su trabajo fundamental
fue ”Secciones Cénicas” y por este trabajo recibié el titulo de "El Mayor Gedémetra”. Pap-
pus desarrollé brevemente otros seis trabajos de Apolonio: Sobre Seccién Proporcional, Sobre
Seccién Espacial, Sobre Seccién Determinada, Tangencias, Tendencias y lugares Geométricos
Planos.

Con la muerte de Apolonio, la geometria griega llegd practicamente a su fin y tan solo merecen

citarse como sucesores a Heron, Menelao, Claudio Tolomeo y Pappus. Heron estudié las medicio-

nes de figuras planas y tridimensionales y destaca en su obra la férmula s = \/ p(p—a)(p-b)(p-c)

para calcular el area de un triangulo de lados a,b y ¢ donde p = %”*c

es el semiperimetro del
triangulo.

Menelao y Tolomeo trabajaron en trigonometria para colaborar con los astrénomos. Tolomeo
es autor del ” Almagesto” libro en el que aparece una tabla de senos para el angulo de (%)0
hasta 180 y que se deduce a partir del teorema que lleva su nombre: En un cuadrilatero convexo
inscrito en una circunferencia, el producto de sus diagonales es igual a la suma de los productos

de los pares de lados opuestos.

D .
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.'/
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AC xDB = ADxBC + ABxDC

figura 1

Pappus vivié al final del siglo III a. de C. y su gran trabajo es la ”Coleccion”, que resulta ser
el libro guia de los trabajos geométricos existentes en esa época, mejorando muchas demostra-
ciones, anadiendo teoremas originales y una variedad de comentarios histéricos valiosos.

Roma domino el periodo final de los tiempos antiguos, en el cual Grecia, Mesopotamia y Egipto
fueron conquistados por los romanos. Durante esa época, el trabajo cientifico original se hizo

dificil y practicamente desaparecié. La escuela de Alejandria fue desapareciendo poco a poco y
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se extinguié totalmente en el afio 641 d. de C. cuando los arabes tomaron Alejandria.
Después de la caida del Imperio Romano (desde el siglo V, hasta el siglo XI d. de C.) los cono-
cimientos de Matematicas sufren un estancamiento, tanto asi, que esta época se denomina la
edad del oscurantismo en Europa.

En este periodo los principales cultores de las Matematicas fueron los Hindues y los arabes, sin
producir algo de importancia ni en Geometria, ni en Matematicas. Las Matematica hindies son
en gran parte empiricas y no tienen las caracteristicas griegas que subrayan claridad y légica.
Durante el Imperio Arabe, los califas de Bagdad se preocuparon mucho por la cultura e invita-
ron a escolares distinguidos a sus cortes. En esta época, muchos trabajos Hindtes y griegos en
Matematicas, medicina y astronomia fueron traducidos a la lengua arabiga, lo que ayudo a su
conservacién pues de no ser asi habrian desaparecido. A finales del siglo XI se reanudaron las
relaciones comerciales de oeste de Europa con el Levante y el mundo Arabe y en consecuencia
los trabajos conservados por los musulmanes se traducen al Latin.

En el siglo XII nacieron las universidades de Oxford, Cambridge, Padua y Napoles y en este
siglo Campanus realizé una traduccién de los Elementos que se convirtié en 1482 en la primera
version impresa de la obra de Euclides.

En el siglo XVI, en la época del renacimiento, aparece la primera realizacién matematica pro-
funda mas alla de los griegos y los arabes; aparecieron también muchas traducciones, entre
las que merecen relacionarse: Traduccion del libro I de comentarios sobre Fuclides de Proclo,
Traduccion de los libros I-1V de las Cénicas de Apolonio que fue realizada por Comandito en
1556 y en 1572 el mismo realizé una traduccién de los Elementos.

El periodo que siguié al Renacimiento Europeo y que corre hasta la época actual se conoce
con el nombre de la "Era Moderna” en la cual la Geometria heredada de los griegos ha sido
enriquecida con numerosas proposiciones acerca de la circunferencia y las figuras rectilineas y
constituye lo que se denomina Geometria Moderna Elemental, pero en la préactica es una con-
tinuaciéon de los Elementos de Euclides. El siglo IXX fue fructifero en Geometria, tanto asi que
en 1906 Maximiliano Simén traté de realizar un catalogo de aportes a la Geometria elemental
del siglo IXX, en este texto aparecen mas de diez mil referencias. Entre algunos investigadores
de este siglo estan: Georgonne, Angel, Feurbach, Simson, Peaucellier, Gauss y Euler.

En el siglo IXX ocurre un hecho fundamental para el desarrollo de la geometria; se inventa una
geometria conceptualmente diferente de la gemotria Euclidiana. Esta geometria tiene su origen
en el malestar que la teoria de las paralelas causé a los antiguos griegos y que en aquel tiempo la
teoria comprendia una circularidad ilégica. Euclides salvo este inconveniente definiendo rectas

paralelas como rectas coplanares que no se cortan por mas que se prolonguen en uno u otro



sentido y adoptando como postulado su famoso postulado de las paralelas, que enuncié asi:
"Si una recta al cortar a otras dos, forma de un mismo lado dngulos internos menores que dos
rectos, esas dos rectas prolongadas indefinidamente se cortan del lado en que estdn los dngulos
menores que dos rectos.”

Este postulado de Euclides, el quinto postulado, no satisfacia cabalmente los requerimientos
que en ese entonces se exigian para un postulado y por tal motivo Proclo dice que fue atacado
desde el principio, ya que muchos geémetras pensaron que podia deducirse a partir de los cuatro
restantes o por lo menos sustituirse por un equivalente mas aceptable.

Se han dado muchos postulados equivalentes al postulado de las paralelas y entre ellos el mas
popular es el formulado por el matematico y fisico escocés Jhon Playfair (1748-1814).

”Por un punto exterior a una recta unicamente se puede trazar una paralela a ella.”

Durante mas de dos mil anos los intentos por ”demostrar” el postulado de las paralelas mantu-
vo ocupados a los gedmetras. Aparecieron muchas ”demostraciones” pero tarde o temprano se
demostraba que cada una de ellas se basaba en una suposicion equivalente al propio postulado
de las paralelas.

En 1733 se publica el primer trabajo serio acerca del analisis del postulado de las paralelas; el
padre jesuita Girolano Sacheri (1667-1733) quien era profesor de Matematicas de la universidad
de Pavia, publicé su obra ”Euclides liberado de toda culpa” en el cual se demostraba que el
postulado de las paralelas era equivalente a ”la suma de los dngulos internos de un triangulo
es equivalente a dos rectos.” En este texto, en realidad, se sientan las bases de la primera Geo-
metria No Euclidea, 33 anos mas tarde, Hemrich Lambert (1728-1777) con ideas muy similares
a las de Sacheri escribié una investigacion titulada ”Sobre la teoria del paralelismo”, avanzando
un poco mas que el trabajo del jesuita pero fundamentalmente obteniendo el mismo resultado.
Fundamentalmente el trabajo de Sacheri consistié en lo siguiente: demostré que si en un cua-
drilatero ABCD los angulos A y B son rectos y los lados AB y CD son iguales entonces los

angulos C'y D son congruentes.

c

N

.
As B
figura 2

De esta forma existen tres posibilidades: los angulos C' y D son agudos e iguales, los angulos C
y D son rectos, los angulos C' y D son obtusos e iguales. Estas posibilidades fueron llamadas,

la hipotesis del angulo agudo, la hipdtesis del angulo recto y la hipdtesis del dangulo obtuso.
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Suponiendo la infinitud de la recta fue eliminada la hipétesis del dngulo obtuso. La hipdtesis
del dngulo agudo fue eliminada de una forma confusa y no satisfactoria y por tal motivo de-
beria verificarse la tinica posibilidad restante, es decir, la del angulo recto, lo cual llevaba a una
demostracion del postulado de las paralelas.

Lo que sucedi6 en realidad fue que la buscada contradiccién en el caso del angulo agudo no
existia y esto es lo que precisamente un siglo mas tarde lleva al descubrimiento de las Geo-
metrias No Euclideas.

Los primeros en sospechar la no existencia de contradiccion en el caso del dngulo agudo fueron:
Karl Friedrich Gauss (1777-1855) de Alemania, Janos Bolyai (1802-1860) de Hungria y Nicolai
Ivanovich Lobachevsky (1783-1856) de Rusia. Ellos retomaron el postulado de las paralelas en
la forma de Playfair considerando tres posibilidades: "por un punto exterior a una recta puede
trazarse mas de una, o Unicamente una o ninguna paralela a ella”, las cuales son equivalentes
respectivamente a las hipotesis del angulo agudo, recto y obtuso respectivamente. El caso del
angulo obtuso fue descartado suponiendo nuevamente la infinitud de la recta; pero imaginan-
do una Geometria compatible con el caso del angulo agudo desarrollaron toda una serie de
proposiciones totalmente validas. Gauss fue el primero en llegar a conclusiones avanzadas en
esto pero por temor al que dirdn, no publicé nada al respecto y de esta manera el honor del
descubrimiento de la primera Geometria No Euclidea recae sobre Bolyai y Lobachevsky. Bolyai
publicé su obra en 1832 en un apéndice de la obra de su padre, pero Lobachevsky separado del
mundo cientifico por la distancia y el lenguaje, habria publicado sus hallazgos entre 1824-1830.
Debido entonces a la prioridad de la publicacion de Lobachevsky, a la geometria de la hipdtesis
del angulo agudo se le ha llamado Geometria Lobachevskiana (Hiperbdlica).

La independencia real del postulado de las paralelas de los deméas postulados de la geometria
Euclidiana no fue establecida hasta que Eugenio Belltrami, Arthur Cayley, Felix Klein, y Henri
Poincaré y otros, proporcionaron las demostraciones de la compatibilidad del angulo agudo. El
método consistié en presentar un modelo dentro de la geometria Euclidiana de tal manera que
al desarrollo abstracto de la hipotesis del angulo agudo se le pudiera dar una interpretaciéon
Euclidiana en el modelo. De este modo, cualquier inconsistencia en la Geometria no Euclidiana
se transformaria en una inconsistencia en la Geometria Euclidiana.

En 1854 Bertrand Riemann (1826-1866) en la conferencia de su tesis de grado demostré que si
se descarta la infinitud de la recta, solamente se considera indefinida y si adema&s se realizan
pequenas modificaciones en los postulados, se puede desarrollar una geometria compatible con
la hipétesis del angulo obtuso. Esta Geometria No Euclidea se ha llamado desde entonces Geo-

metria de Riemann (Eliptica).



Después del descubrimiento de estas dos geometrias No Euclideas que resultaron de las hipotesis
de los angulos agudo y obtuso se han identificado otras geometrias No Euclideas. Por ejemplo:
Si no se acepta el postulado de Arquimedes, se obtiene una Geometria No Arquimediana, la
Geometria Euclidiana sin el postulado de las paralelas se llama geometria Absoluta, si no se
acepta el teorema de Desargues se obtiene la Geometria No Desarguesiana, si no se acepta el
teorema de Pappus- Pascal se obtiene la geometria No Pascaliana, si no se acepta aun para
triangulos rectangulos infinitesimales el teorema de Pitagoras se obtiene la Geometria no Pi-
tagorica en la cual, por ejemplo, dos tridngulos rectangulos pueden tener los mismos catetos
pero distinta hipotenusa.

Del enfoque Euclidiano adoptaremos varias referencias en nuestro curso; por ejemplo tomare-
mos la cuarta nociéon comin; ”Cosas que se pueden superponer la una a la otra hasta coincidir
son iguales entre si.” En esta nocién, la idea de superponer, lleva implicita la nocion y ejecucion
de un "movimiento” que lleve una figura sobre otra y precisamente la manera de llevar una
cosa sobre otra para decidir acerca de su igualdad, es una de las caracteristicas basicas de cada
geometria.

Euclides en forma muy vaga vislumbré que en geometria para definir igualdad necesitaba la
definicién de movimiento (transformacion) que permita llevar una figura sobre otra. Esto fue
ampliamente discutido por Helmholtz y constituye la base de la Geometria segin Klein.

Para observar en que consiste la Geometria segiin Klein examinese lo siguiente:

Los movimientos que permiten decidir si dos figuras en un plano limitado coinciden o no son las
traslaciones, rotaciones y reflexiones sobre rectas. Por consiguiente, bajo este punto de vista se
estudian las propiedades de las figuras de un plano que resultan invariantes bajo las llamadas
isometrias del plano. Pero veremos que el producto de dos isometrias planares es otra isometria
planar y que la inversa de una isometria es otra isometria y por lo tanto el conjunto de todas
las isometrias constituye un grupo de Transformaciones. Por tanto, se puede afirmar que la
GEOMETRIA METRICA EUCLIDIANA es el estudio de aquellas propiedades de las
figuras de un plano limitado que permanecen invariantes bajo el grupo de las isometrias plana-
res. Entre estos invariantes aparecen los conceptos de colinealidad, interestancia, paralelismo,
perpendicularidad, concurrencia de rectas, amplitud, area, entre otros.

La Geometria Euclidea también trata sobre las figuras semejantes y en este caso, los movi-
mientos que transforman una figura en otra semejante son las rotaciones, las traslaciones, las
reflexiones en rectas y las homotecias. Estos movimientos se llaman semejanzas del plano y

también constituyen un grupo de transformaciones y en consecuencia se puede considerar la

GEOMETRIA EQUIFORME PLANA como el estudio de las propiedades de las figuras



de un plano limitado que permanecen invariantes bajo el Grupo de Semejanzas planares. Entre
estos invariantes estan: la colinealidad, interestancia, paralelismo, perpendicularidad, amplitud
y puntos medios, pero desaparecen por ejemplo, area, longitud y congruencia.

En la misma forma, la GEOMETRIA AFIN PLANA es el estudio de aquellas propie-
dades de las figuras de un plano limitado que permanecen invariantes bajo el grupo de las
transformaciones afines. Entre estos invariantes estan: colinealidad, paralelismo, puntos me-
dios, concurrencia de rectas pero desaparecen por ejemplo, amplitud y perpendicularidad.

La Geometria Proyectiva es el estudio de aquellas propiedades de las figuras de un plano ilimi-
tado que permanecen invariantes bajo el grupo de las transformaciones proyectivas: Entre estos
invariantes estan: colinealidad, concurrencia de rectas, razén doble pero desaparecen paralelis-
mo y puntos medios.

Consideraciones como las anteriores llevaron a Felix Klein (1849-1925) en su discurso de acep-
tacion de una cétedra en la Universidad de Erlangen y basado en su propio trabajo y en el de
Sophus Lie (1842-1899) a dar una definicién notable de "una Geometria”, esta es:

"Una Geometria es el estudio de aquellas propiedades de un conjunto G' que permanecen in-
variantes cuando los elementos de GG se someten a las transformaciones de un cierto Grupo de
transformaciones de G.” El discurso de Klein y sus consecuencias reciben el nombre de ”Pro-
grama de Erlangen de Klein”.

El punto de vista de Klein es el que basicamente se desarrollard aqui y en el que aparecen: la
Geometria Métrica Plana, la Geometria Equiforme Plana, la Geometria Afin y la geometria

Inversiva.

1.2. El concepto de Aplicacion

Se trata en un comienzo, de establecer uno de los conceptos mas familiares a todas las ramas de
la Matemaéticas y que permite definir correspondencia entre objetos y la posterior clasificacién
de las mismas de acuerdo a las propiedades que posea. Las aplicaciones o funciones aparecen por
doquier; por ejemplo existe una correspondencia que asocia a cada estudiante de Geometria de
transformaciones el cédigo de su matricula y que es diferente al de cualquier companero; el de la
correspondencia que asocia a cada clase de caramelos en una tienda su precio, el valor mensual
del pago de los servicios en concordancia con el estrato y el consumo. En el caso particular de
la Geometria, el concepto de correspondencia es fundamental, ya que mediante este, se puede

transformar una figura en otra y asi estudiar més facilmente sus propiedades.

Definicién 1. Una aplicacién o de un conjunto X # @ en un conjunto Y #+ @ es una corres-
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pondencia bajo la cual a cada elemento x de X se le asocia un unico elemento perfectamente
definido y de Y .
El elemento y de Y se llama la imagen de x bajo «v y se escribe y = a(x). El elemento x de X

es una imagen inversa de y bajo a.
Definicion 2. Sea a: X — Y wuna aplicacion; entonces:

= El Dominio de « es el conjunto de valores x de X para los cuales esta definida la aplica-

cion; es decir: D, ={x en X : existe y en'Y tal que y = a(x)}.

= Kl Rango de « es el conjunto de valores que toma la aplicacion, es decir:

R,={y enY : existe x en X tal que y =a(x)}.
Definicion 3. Sea a: X — Y wuna aplicacion; entonces:
= « es sobreyectiva si y solo si cada elemento y de Y posee al menos una imagen inversa.
= « es inyectiva si y solo si ningun elemento y de Y posee mas de una imagen inversa.

= « es biyectiva si y solo si cada elemento y de Y posee una unica imagen inversa; es decir

a es sobreyectiva e inyectiva.
Ejemplo 1. Sea o: X — R tal que a(z) = 2% donde X = {z € R;z > 0}, entonces:

» 1) « es una aplicacién ya que si x; = x5 entonces 2z = 2x5 y o1 + 1 = 29 + 1 por tanto

2r1 _ 2x9
Z1+1 - x2+1

es decir a(z) = a(xs).

» 2) El dominio de « es todo X ya que a(x) existe para todo x en X. (a(z) no existe

unicamente para z = -1y —1 no estd en X ).

» 3) El Rango de « es el conjunto [0,2) ya que para todo y con 0 < y < 2, podemos tomar

III—y

=5, 20y este elemento es tal que a(z) = y.

» 4) ax) es inyectiva ya que si z7 y 22 en X son tales que a(x1) = a(xy) entonces 213311 = 22

x T xo+l
o sea 2w (29 + 1) = 2wo(x1 + 1), es decir x1 = zs.

= 5) Por 3) a no es sobreyectiva.

Definicion 4. 5t o : X - R es una aplicacion biyectiva, entonces la aplicacion inversa de

a, (a™) es aquella bajo la cual a todo y en'Y se le asocia su inica imagen inversa bajo c.

Definicion 5. Sea a: X — Y wuna aplicacion, entonces:

10



1. Si Ac X entonces la imagen Directa de A por a es el conjunto de las imdgenes de

los elementos de A; asi a(A) ={yeY :3x € A tal que y = a(z)}.

2. Si AcY entonces la itmagen Inversa de A por « es el conjunto de los elementos de

X cuyas imdagenes estan en «(A); es decir,
at(A)={zeX:a(r)ecA}.

ejemplo 2. Sea o : R - R tal que a(x) = z2. Hallar las imédgenes inversas de los siguientes
conjuntos:

a).(—o0,-1], b).(1,1], c).(-1,1), d).[4,9].

solucion a). x € a~(—oo,-1] si y solo si a(x) € (—oo,—1] si y solo si 22 € (—o0,-1] si y solo si
22 < -1 siy solo si z € @ luego a!(-o0,-1] = @.

b). x € a71(-1,1] si y solo si a(z) € (-1,1] si y solo si 22 € (=1,1] si y solo si -1 < 22 < 1, es
decir 22 <1 si y solo si |z| <1 siy solosi -1 <x <1 luego a~!(-1,1] =[-1,1].

De igual modo se elaboran los demés literales.

Ejemplo 3. Sea X - Y una aplicacion y A, B subconjuntos no vacios de X, demostrar que
a(AnB)ca(A)na(B).

Sea y € a(An B) entonces existe © € An B tal que y = a(x) y por ello existe x en Ay x en B

tal que y = a(z) entonces existe x en A tal que y = a(z) y existe x en B tal que y = a(x) y en

consecuencia y estd en a(A) y y estd en y = a(B) lo que demuestra que a(AnB) c a(A)na(B).

Definicidén 6. a). Una aplicacion biyectiva o de un conjunto X # @ en si mismo se llama una
transformacién de X.

b). Si a es una transformacion de X y existe a en X tal que a(a) = a se dice que a es un
punto fijo (invariante) bajo .

c). Una transformacion en que todo x en X sea punto invariante se llama Transformacién
Identidad.

Ejemplo 4 Sea « la correspondencia bajo la cual a todo punto M del plano 7 se le asocia su
reflexion M’ sobre la recta [. jEs a una transformacién de 7 ?

Bajo esta correspondencia cada punto M del plano 7 tiene una imagen, a saber, el punto M’
situado simétricamente opuesto de M con respecto de [ y cada punto P la recta, coincide con

su imagen P’, por tanto « es una aplicacion de 7.

11



L]
figura 4

Como cada punto M’ tiene una unica imagen inversa que es el punto situado simétricamente
de M' respecto de [ se tiene que: "una reflexiéon en una recta es una transformacién del plano
que a la vez es su propia inversa.”

Notese que una reflexion en una recta tiene como puntos fijos los puntos de la recta centro de
la transformacién y que, dada la recta de reflexién, la transformacién queda completamente
determinada.

Ejemplo 5. Sea « la correspondencia tal que a todo punto M del plano 7 le asocia el punto
M’ de 7 tal que el vector MM es igual a algtin vector dado @. ;Es o una transformacién de
w7

Bajo esta correspondencia cada punto M del plano 7w tiene una imagen M’ que se obtiene
moviéndose una distancia dada en una direccion dada, es decir, todo punto M determina con
su imagen M’ un vector paralelo con @ y del mismo sentido, asf también, cada punto M’ tiene

una Unica imagen inversa que se obtiene moviéndose la misma distancia en la direccién opuesta.

o)

figura 5

)

Luego. ” « es una transformacion de 7, que se llama traslacion.”

Obsérvese que una traslacion estd determinada por un vector y que no posee puntos fijos a
menos que a@ = 0 y en este caso se obtiene la transformacion identidad.

Ejemplo 6. Sea m un plano en el cual se ha dado un sistema de coordenadas rectangulares
XOY, M un punto diferente del origen y (r,6) sus correspondientes coordenadas polares. Sea «
la correspondencia tal que a cada M(r, ) le asocia el punto M'(r,260). ; Es a una transformacién

de 7w 7

12



N,I'(r, 20) M(r,0)

o
X
o
figura 6

Si se hace corresponder al origen consigo mismo se obtiene una aplicacién del plano 7 en si
mismo ya que dado cualquier angulo € siempre existe su angulo doble, pero obsérvese que
cada M'(r,0) tiene dos imdgenes inversas M (r, %) y Ms(r,m + £). En consecuencia a es una
aplicacion sobreyectiva pero no inyectiva y siendo asi no estamos frente a una transformacion.
Ejemplo 7. Sea a la correspondencia que a cada punto M del plano le asocia su proyeccién

ortogonal sobre una recta dada [. ;Es « una transformacién de 77

M

! M
figura 7

Cada punto M del plano tiene una unica imagen M’ sobre la recta [, a saber el pie de la
perpendicular trazada por M a [ y por tanto esta correspondencia es una aplicacién; pero cada
punto M’ sobre la recta [ tiene infinitas imagenes inversas, que configuran la perpendicular por
M" al y ademas los puntos que no estan sobre la recta [ no tienen imagen inversa lo que significa

que esta aplicacion no es uno a uno ni sobre y en consecuencia no es una transformacion.

1.3. Grupo de Transformaciones.

En diversas situaciones de Geometria es necesario aplicar no una sino varias transformaciones
sucesivamente. Es importante considerar el caso de una coleccién de transformaciones tal que
el efecto de aplicar sucesivamente cualquier ntimero finito de ellas es el mismo que aplica tan
solo una transformacién de la coleccién y que la inversa de una transformacién de la coleccién
también esté en la coleccién. Una coleccidén que satisface estas condiciones conforma un Grupo

de Transformaciones.

Definicién 7. Sean o y [ transformaciones de un conjunto X # @, entonces:

a). El producto (compuesta) de o y [ es la aplicacion denotada por avo B y tal que
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(aof)(x) =a(B(x)) para todo x en X.
b). a=0 siy solo si a(x) = B(x) para todo x en X.

—
Ejemplo 8 Sea « la reflexion en una recta dada y S la traslacion en un vector PQ) perpendicular
al. (JEsaof=0Foa?
IVI1

R

M5

1 ]
o M;

.Mz
figura 8

Se observa que 8 lleva M en M; y « lleva My en M, luego (o 8)(M) = Ms, en la misma forma
alleva a M en M|y g lleva M{ en M} es decir (8o a)(M) = M) pero nétese que aunque My,

M v M son colineales, se tiene que:

MM, = MM, - My M, = PQ — (MR + RMs) = PQ - 2M\ R
— —_ — — — —_—
= PQ-[2(M,M + MR)] = PQ-2PQ - 2MR

MM}, = MM, - M{M} = MR+ RM! - PQ = 2MR - PQ
luego,

MM} =2MR+ PQy MM;=]2MR - PQ),
es decir, My # M y por tanto ao 3 # Soa.

N
Ejemplo 9. Sean o y 3 traslaciones definidas por los vectores @ y b respectivamente. ;Es

aoff=poa?
M M’
4"1 --------- I.,z
S s M,
Vd
’ 4
¥
4
F 4
Vs
4
'I
i - .
M1
figura 9
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Sea M un punto del plano entonces « lleva M en M; y [ lleva My en My luego f o« lleva M

en My, andlogamente avo 8 lleva M en M via M| y como

MMQ:MM1+M1M2

—>
=ad+b
a

—
a
_b) —

"
se sigue que My = M y por tanto, ao 3= Boa.

Ejemplo 10. Si o y ( son transformaciones de X entonces [ o o también lo es.

a). f o« es inyectiva, esto es, si (foa)(z1) = (o a)(xe) entonces x1 = xs.

Sean x1 y x2 en X tales que (Boa)(x)=(Boa)(xz) entonces se encuentra que
B(a(x1)) = B(a(xzz)) v entonces a(x1) = a(x2) ya que [ es inyectiva y en consecuencia xj = T
debido a que a también es inyectiva.

b). o« es sobreyectiva. Para cada z en X, existe z en X tal que z = (fo«a)(x). Como f es
sobreyectiva, para todo z en X, existe y en X tal que z = f(y).

Puesto que a es sobre entonces cada elemento de X posee al menos una imagen inversa en X,
en particular para y en X existe x en X tal que y = a(x) y en consecuencia de z = §(y) se sigue
z = fB(a(x)) = (B oa)(x). En resumen, para todo z de X existe z en X tal que z = (o «a)(x)
y siendo asi o « es sobreyectiva.

Las partes a). y b). aseguran que foa: X — X es biyectiva y por tanto una transformacién de
X.

Ejemplo 11. Si o, 3, son transformaciones de X entonces (a0 ) oy =ao (o).

En efecto, al tomar cualquier x de X se ve como:

[(aef)or](z) = (aeB)(7(x)) = a(B(7(2))) = a(Boy)(x)) = [ae (Beoy)](2),

y por lo tanto se obtiene que (awo 3) oy =ao (fo7).

Ejemplo 12. Existe una transformacién I de X tal que aol = Joav = a para cada transformacion
ade X.

Sea I : X - X tal que I(x) = z, para cada = en X entonces I es una transformacién de X ya

que la aplicacion identidad es biyectiva. Ademas, si x esta X entonces:

(Iea)(z) = I(a(x)) = a(z) = a(I(x)) = (a o I)(x),
por esta razonm aol =loa =«

Ejemplo 13. Para cada transformacién o de X existe una transformacién o' de X tal que
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aoal=aloa=1.
Si a es una transformacién de X entonces a : X — X es biyectiva y por ello existe a! :
X — X que también es biyectiva y tal que a~'(y) = = si y solo si a(x) = y y en consecuencia

(atoa)(z)=a(a(x)) =a(y) =x=I(x) y también se encuentra que

(aoa)(y)=ala(y)) =a(z) =y =1(y).

Luego o~ ! es una transformacién de X y tal que acal=aloa=1.
De los cuatro tltimos ejemplos se puede concluir que: Si T es el conjunto de todas las transfor-

maciones de un conjunto X # @&, entonces (7', 0) es un Grupo.

Definicion 8. Sea T el conjunto de todas las transformaciones de un conjunto X # &, entonces
(T,0) es un grupo de transformaciones si y sélo si:
a). Si oy B estan en T entonces fo« estd enT.

b). Para cada o en T, su inversa o' también estd en T

Ejemplo 1. SeaT ={I,«a} donde « es la reflexién en alguna recta dada [, I la transformacién
identidad, entonces (7', 0) es un grupo Abeliano de orden 2.

Efectuar avo« significa reflejar un punto M sobre [ para obtener M’ y luego reflejar nuevamente
M’ sobre [, con lo que se encuentra de nuevo M, es decir aoa = 1.

Es claro ademas que [ oa=a,aol =a,l ol =1 con lo cual se obtiene la siguiente tabla.

Ejemplo 15. Sea T el conjunto de todas las traslaciones del plano, entonces (T, 0) es un grupo.
—
a). Sean a y 3 traslaciones definidas por los vectores @ y b respectivamente y M un punto

del plano, entonces lleva M en M; y (8 lleva M en Ms, luego

2

figura 10
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Boalleva M en Ms, donde W =3ay W = Z) Como M My = M My + MM, se sigue que
[ o« esta definida por el vector @ + Z) y por tanto 3o a es una traslacion del plano.

b). Sea a una traslacién del plano definida por el vector @ entonces a lleva a cada punto de
M del plano en el punto M’ tal que MM = @, entonces a~! debe ser tal que lleve a M’ en M
y esto claramente lo efectiia —a, luego a! estd definida por el vector —@ y en consecuencia
a~! es una traslacion del plano.

En conclusion: ” El conjunto de las traslaciones del plano con el producto de las transformaciones
constituye un grupo abeliano de orden infinito.”

Ejemplo 16. Sea (T, 0) el grupo de las traslaciones del plano, sea T} € T el conjunto de todas
las traslaciones en la direccién del eje z, en cualquiera de los dos sentidos. Es obvio que (77, 0)
es un grupo y sea 1y € 7T el conjunto de las traslaciones en la direccién del eje z en un solo
sentido. j (75,0) es un grupo?

a). El producto de dos traslaciones de T3, es de nuevo, una traslacién de T, ya que la suma de
dos vectores de un mismo sentido es otro vector del mismo sentido.

b). la inversa de una traslacién « de Ty, no estd en Ty, (Excepto I) ya que a! estd definida
por el vector opuesto al que define a y por tanto no tiene el mismo sentido que el dado. En
consecuencia (7»,0) no es grupo.

Ejemplo 17. Sea B el conjunto de todas las reflexiones en rectas de la forma = = k con k € R,
en el plano XOY', incluida I. jEs (B, o) un grupo?

Nota: Una reflexién « en una recta de la forma x = k con k € R, analiticamente estda definida
por la regla a(x,y) = (2k - x,y).

a). Sean « y [ reflexiones en las rectas x = a y x = b, M(x,y) un punto cualquiera del plano,
entonces a lleva M (x,y) en M'(2a-x,y) y 5 lleva M’ en M"(2b—(2a-x),y) = M"(2(b-a)+x,y).
Luego, (S o) lleva a M(x,y) en M"(2(b—-a)+ x,y) el cual no es de la forma (2c - x,y) para
algin ¢ € R y por tanto el producto de dos reflexiones de B no es otra reflexion de By asi (B, o)

no es un grupo.
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M Ml M" Mlll
L ] & L] —
(M) B
X
X=a x=b x=b-a
figura 11

Qué es (Boa) 7 Observe que (M) =M"y S(M") = M" por tanto (Soa)(M)=M"y como
A(M) = M" donde A es la reflexién respecto de la recta = = b—a y se observa que M" + M",
entonces efectivamente o« no es la reflexiéon en la recta x = b— a como aparentemente puede
pensarse; pero nétese que foa traslada el punto M una distancia igual a 2(b—a) en la direccién

del eje x y por tanto foa es una traslacion en la direccion del eje x, es decir Soa, es un elemento

de Tl.

Definicién 9. Sea (T,0) un grupo de transformaciones de X y sea @ +T' €T, entonces (1", 0)
es un subgrupo de (T, 0) si y sélo si:
a). Siay f estin enT’, foa estd en T".

b). Para a cada T'. o' estd en T".

Ejemplo 18. Sea (T,0) el grupo de las traslaciones del plano y sea Ty el conjunto de todas
las traslaciones del plano en la direccién de una recta dada [, entonces (7p, o) es un subgrupo
de (T,0).

Ejemplo 19. Sea @ un vector dado y A el conjunto de todas las traslaciones en vectores de
la forma na, con n en Z, entonces (A, o) es un subgrupo de (7, 0).

Ejemplo 20. Si en el ejemplo anterior se toma @ paralelo al eje z, entonces (A, o) es un
subgrupo de (7, 0).

Obsérvese ademds que el conjunto de todas las transformaciones del plano es en si mismo un
grupo del cual todos los grupos considerados son subgrupos.

El siguiente teorema, cuya demostracion queda a cargo del lector, enuncia algunas propiedades

de los grupos, que en particular son vélidas para los grupos de transformaciones.

Teorema 1. . Sea (T,0) un grupo de transformaciones de X # @, entonces:
a). Si oS =aop entonces f=yp. Cancelativa a la izquierda.

b). Si foa=ypoa entonces f =p. Cancelativa a la derecha.
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En particular, si o =0 entonces a=1 1y si foa = entonces a=1.

c). Dadas dos transformaciones o y [ entonces existe una unica transformacion ¢ tal que
aop=/[.

d). Dadas dos transformaciones o y [ entonces existe una unica transformacion ¢ tal que
poa=f.

Nota: En ocasiones utilizaremos la ley cancelativa en la siquiente forma: Supongamos que
foa=aoa y de alguna manera podemos demostrar que o = oy (0 que 8 = (1) entonces

debemos concluir que B =1 (0 que av = oy ).

1.4. Orientacion

Para tratar mas detalladamente las transformaciones (ortogonales, de semejanza, afines,...) se
hace necesario introducir el concepto geométrico de orientacién. Una ilustracién grafica de este
concepto se puede dar por la comparacion de dos figuras cuyas fronteras son recorridas en un

sentido definido. La siguiente grafica ilustra esta situacion:

C, Cll

Vd
<—

B Al ] All - P B"

figura 12

Los triangulos ABC'y A’B’C" tienen las misma orientacion ya que en ambos casos los vértices
son recorridos en la misma manera, pero los triangulos ABC y A”B"”C" tienen orientacién
opuesta ya que en este caso los vértices son recorridos de diferente manera. Esta percepcién del

mundo real puede definirse en el mundo matematico.

Definicién 10. Un Tridngulo Orientado es una terna ordenada (A, B,C) de puntos no
colineales. Los puntos A, B,C son los vértices del tridngulo y la orientacion estd dada por el

orden en el cual aparecen los vértices.

Definicién 11. Una Cadena de Tridngulos que une los tridngulos orientados ABC' y
A'B'C" es una sucesion finita de triangulos orientados, el primero de cuyos triangulos es ABC,
y el ultimo A'B'C" y tal que cada par de tridngulos adyacentes difieren solamente en el orden

de los vértices o en un vértice, el cual ocupa el mismo lugar en cada uno de los triangulos.
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Teorema 2. Cualquier par de tridngulos orientados se pueden unir por medio de una cadena.
Demostracion. Es suficiente con exhibir una cadena de triangulos, tal cadena es:
ABC - ABP - AQP -A'QP-A'B'P-A'B'C",

donde P es un punto que no estd en AB ni en A’B’ y () es un punto que no estd en AP ni en
A'P.

c figura 13
La anterior figura ilustra la cadena descrita. [

Definicién 12. a). Dos tridngulos orientados con los mismos vértices son coorientados, si
los vértices del uno se pueden obtener mediante una permutacion ciclica de los vértices del otro;
en caso contrario diremos que los tridngulos son antiorientados.

b). Dos tridngulos orientados que difieren en un vértice que ocupa el mismo lugar en ambos
tridngulos son coorientados si estos vértices estan del mismo lado de la recta que une los

otros dos y antiorientados si estin en lados opuestos.

Ejemplo 21. Los triangulos ABC,CAB y BCA son orientados por pares, asi mismo los
triangulos BAC' y C'BA son coorientados, pero cada uno de ellos esté orientado con cada uno
de los primeros.

Ejemplo 22. Si ABC y ABD son tridangulos orientados y C, D estan del mismo lado de AB
entonces los triangulos ABC'y ABD son coorientados y si C, D estan en lados opuestos de AB

entonces los tridangulos ABC' y ABD son antiorientados.

B Antiorientados

figura 14 D

A Coorientados

Teorema 3. Sean (z;,y;), (x},yl),i=1,2,3... las coordenadas de los vértices de los tridngulos

orientados ABC y A’B'C’, y sea S una cadena que los une, entonces en S el numero de parejas
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de triangulos adyacentes antiorientados es par si y solo si los
rr oy 1 x)

A=lxzy yo 1 Yy A=z

r3 ys 1 x4

poseen el mismo signo.

Demostracion. Sea S la cadena S; = ABC,S,, ...

triangulos adyacentes en S, entonces puede ocurrir que:

determinantes.
yp 1
yy 1
ys 1

.S, = A'B'C" y sean S;,5;;1 una pareja de

a). S; y Siy1 difieren en un vértice, sea S; = MNS y S;;1 = MNT entonces la ecuacién de la

T Ym 1
recta que pasapor My Nes| z, vy, 1
z y 1

=0, por tanto los tridngulos M NS y MNT estan

<>
coorientados si y sélo si S'y T estan del mismo lado de M N si y solo si ocurre que:

Tm Ym 1 Tm  UYUm

Ag* Ar=| 2, y, 1|*| 2, un

rs ys 1 T Yr
Tm Ym 1 Tm Ym 1
y estoesciertosiysolosi | =, vy, 1|y |z, y, 1
s yYs 1 zp yr 1

b). S; y Siy1 difieren en el orden de los vértices, sea S; = M N S entonces A; = Ag =

1
11>0
1

poseen el mismo signo.

Tm Ym 1
Tn Yo 1|7
Ts ys 1

0 luego: los triangulos S; y S;,1 estan coorientados si y solo si los vértices de S;,1 se obtienen

permutando ciclicamente los vértices de .S; y esto es cierto si y sélo si A;,; se obtiene mediante

un numero par de permutaciones en las filas de A; y esto es cierto si y sélo si A; y A;,1 posee

el mismo signo.

Luego de a). y b). se obtiene que los tridngulos S; y S;;1 son coorientados si y sélo si en los

determinantes A; y A;;1 no hay cambios de signo o equivalentemente, los tridangulos S; y ;1

estan antiorientados si y solo si en los determinantes A; y A;;; hay cambio de signo, es decir,

cada cambio de signo en la sucesiéon de los determinantes de los tridngulos de la cadena equivale

a una pareja de triangulos consecutivos antiorientados, esto significa que: El nimero de parejas

de triangulos consecutivos antiorientados en S es igual al nimero de cambios de signo en la

sucesion de los determinantes de los triangulos de S.
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Por tanto: A y A’ posee el mismo signo si y s6lo si el niimero de cambios de signo en la sucesién
de los determinantes de los triangulos de la cadena es par, si y sélo si el nimero de parejas
de tridngulos adyacentes antiorientados en S es par, o equivalentemente A y A’ poseen signos
diferentes si y sélo si el nimero de cambios de signo en la sucesion de los determinantes de
los triangulos de la cadena es impar, si y solo si el nimero de parejas de tridngulos adyacentes

antiorientados en S es impar. O

Teorema 4. Si en una cadena que une los triangulos orientados ABC y A’B'C" el numero de
parejas de tridngulos adyacentes antiorientados es par (impar) en cualquier otra cadena que los

una, el nimero de parejas de triangulos adyacentes antiorientados es par (impar).

Demostracion. Sea S una cadena que une AABC con AA’B'C’, y suponga que el numero de

parejas de tridngulos adyacentes antiorientados en S es par (impar), entonces los determinantes

Tq Yo 1 Tq Yo 1
A=|x, y 1|yA' =]|a, vy, 1| poseen el mismo (diferente) signo. Sea T otra cadena
Te Ye 1 Te Yo 1

que una, AABC con AA’B'C’ como A y A’ tienen el mismo signo por el teorema precedente

el nimero de parejas de tridngulos adyacentes antiorientados en T' es par (impar). O]

Observe que el teorema anterior significa que la clase de nimero (par, impar) de parejas de
tridngulos consecutivos antiorientados en una cadena que una dos triangulos orientados es

independiente de cual sea la cadena y esto da lugar a la siguiente definicion:

Definicion 13. Sean ABC y A’B'C" tridngulos orientados, entonces AABC y A A'B'C tienen
la misma orientacién si y solo si el numero de parejas de tridangulos consecutivos antiorientados
en una cadena que los una es par; en caso contrario diremos que los tridngulos AABC gy

AA'B'C' tienen orientacién opuesta.

De esta definicién es claro que triangulos coorientados tienen la misma orientacién y triangulos

antiorientados tienen orientacién opuesta.

1.5. Transformaciones de Primera y Segunda clase.

Teorema 5. Sea o : ™ - m una transformacion del plano que preserva no colinealidad, rectas
y posiciones relativas de puntos respecto de rectas, entonces:
1). Si existe un tridngulo orientado ABC' tal que €l y su imagen bajo « tienen la misma

orientacion, entonces, cualquier otro triangulo orientado y su imagen bajo o poseen la misma
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orientacion.
2). Si un tridngulo orientado ABC y su imagen bajo « tienen orientacion opuesta, entonces,

cualquier otro tridngulo orientado y su imagen bajo o tienen orientacion opuesta.

Demostracion. Sea PQR un triangulo cualquiera, P'Q)’R’ su imagen bajo a y AA'B'C" la
imagen bajo « del tridngulo ABC'. Sea 51,59, ...,.S, una cadena que une el triangulo PQR con

el triangulo ABC' entonces la imagen bajo o de esta cadena es una cadena que une AP'Q)'R’
con AA'B'C.

PQR > P'Q'R'
S' Ll
1 Si
ABC > A'B'C'
T
figura 15

1). Como « preserva rectas, no colinealidad y posiciones relativas de puntos respecto de rec-
tas, entonces cada pareja de triangulos adyacentes antiorientados en la cadena 57,55, ...,.5, se
transforma en una pareja de tridngulos adyacentes antiorientados en la cadena S7,S5,...,5) vy
por tanto el nimero de parejas de tridngulos adyacentes antiorientados en la cadena S; es el
mismo que en la cadena S!; es decir si en S; es par (impar), entonces en S! también es par
(impar).

Sea T1,T5,...,T,, una cadena que une AABC con AA'B'C'" como estos tridngulos tienen la
misma orientacién entonces el nimero de parejas de triangulos adyacentes antiorientados en T;

es par, entonces
Sl = PQR, SQ, ceey Sn = ABC = T17T2, ,Tm = A,B,C, = Sn,Sn_l, ceny Sl = P’Q,R,,

es una cadena que une A PQ) R con su imagen bajo a, A P'(Q' R’ y en la cual el niimero de parejas
de tridngulos antiorientados es par; luego APQR y AP'Q)'R’ poseen la misma orientacion.

2). Sea ABC un tridangulo y A’B’C" su imagen bajo a que poseen orientacion opuesta. Sea PQR
un triangulo cualquiera, P’Q)’R’ su imagen bajo o y suponga que tienen la misma orientacién
entonces por la parte 1, cualquier otro triangulo y su imagen bajo « tienen la misma orientacién,
en particular AABC'y suimagen bajo a, A A’ B’C" poseen la misma orientacién (absurdo), luego

APQRy AP'QQ'R' poseen orientacién opuesta. O]

Definicion 14. Sea o : m - 7w una transformacion que preserva rectas, no colinealidad y
posiciones relativas de puntos de rectas, entonces:

1). a es Directa (Primera clase) si y sdlo si, existe un triangulo ABC' tal que él y su imagen
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bajo o« AA’B'C" tienen la misma orientacion.
2). a es Opuesta (Sequnda clase) si y sélo si, existe un tridngulo ABC' tal que él y su imagen

bajo a AA’B'C’ tienen orientacion opuesta.

Teorema 6. Sea T, el conjunto de todas las transformaciones de primera clase del plano ,

entonces (T),,0) es un grupo.

Demostracion. Sea ABC' un triangulo cualquiera, el A A’B’C” su imagen bajo ay AA"B"C"
la imagen del AA’B’C” bajo [ entonces AA”B"C" es la imagen del AABC bajo o a. Con-
sideremos ademas una cadena S; = ABC, 95, ..., S, = A’B'C" que une AABC con AA’B'C" y
Tl =A'B'C"T,....T, = A”B"C" una cadena que une AA’B’C" con AA”B"C", entonces:

1). Como « estd en T}, entonces « es directa, por tanto AABC y AA'B'C’ tienen la misma
orientacion asi en la cadena S; hay un nimero par de de parejas de triangulos consecutivos an-
tiorientados y como 3 esta en T}, es decir, 3 es directa entonces AA'B'C" y AA"B"C" tienen
la misma orientacién por lo que en la cadena 7; hay un nimero par de parejas de tridngulos

consecutivos antiorientados pero
S1=ABC,S,,....,S,, T, 15, ..., T,, = AA"B"C",

es una cadena que une AABC con, su imagen bajo foa, AA”B"C" en la cual hay un ntimero
par de parejas de triangulos consecutivos antiorientados asi AABC' y su imagen bajo [ o «,
AA"B"C" tienen la misma orientacién y por tanto o « es directa.

2). Sea v en T), entonces existe un tridngulo ABC tal que él y su imagen bajo o, AA’B'C" tie-
nen la misma orientacioén, entonces si Sy, Ss, ..., 5, es una cadena que los une, se sigue que
en ella hay un nimero par de parejas de triangulos adyacentes antiorientados, pero S, =
A'B'C' S, 1,....,51 = ABC es una cadena que une AA’B'C’ con AABC' y en el cual hay un
numero par de parejas de triangulos adyacentes antiorientados por tanto AA’B’C’ y su imagen
bajo a7, AABC tienen la misma orientacién y asi a1 estd en T),.

De las partes 1). y 2). se concluye que (7),0) es un grupo. ]

Teorema 7. Sean a y (3 transformaciones de un plano 7, entonces,
1).- Si a y B son opuestas entonces o« es directa.
2).- Si a es directa y 5 es opuesta entonces 5o« es opuesta.

3).- Si a es opuesta entonces a~! es opuesta.

La demostraciéon es analoga a la anterior.
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Capitulo 2
Transformaciones Ortogonales.

El concepto de transformacién ortogonal en Geometria se origina al considerar un desplaza-
miento, es decir el movimiento de cuerpos rigidos de un lugar a otro. Una propiedad de tal
movimiento y la mas importante desde el punto de vista Geométrico es la conservacion del
tamano y de la forma del cuerpo.

A través del desplazamiento, un cuerpo en movimiento conserva su forma y sus dimensiones,
de tal manera que al final del movimiento permanecera idéntico, tal y como era al principio;
de acuerdo con esto, si solo se consideran los momentos inicial y final del movimiento se puede
establecer una correspondencia entre los puntos del cuerpo, entre su posicion inicial y final de
tal modo que al segmento M N en la posicién inicial le corresponde el segmento M'N’ en la
posicion final que tiene igual longitud que el segmento original.

En Geometria, un desplazamiento no se considera como un proceso real de movimiento de
un punto a otro, sino simplemente como una correspondencia entre los puntos ocupados por
la figura en su posicién inicial y en su posicién final; este punto de vista permite considerar
los desplazamientos como aplicaciones que llevan a intervalos en intervalos iguales (preservan
la distancia). Este tipo de transformaciones conservan las dimensiones y las formas de las fi-

guras y sélo modifican su posicién. A estas transformaciones se les llama APLICACIONES
ORTOGONALES.

2.1. Aplicaciones Ortogonales.

Antes de definir el conjunto de aplicacién ortogonal, se propone una convencioén para la notacién

que se utilizara a lo largo del texto.

s 7, ', w"... denotaran planos.

25



» A, B,C,...,M,N,... puntos de estos planos.
s [,m,n,r,s,t,... rectas de estos planos.
s A- B - significa que A, B y C son colineales, con B entre Ay C.
» PQ =d(P,Q): distancia entre los puntos Py Q.
» PQ: segmento determinado por los puntos Py Q.
_9 .
= P() :vector de origen en P y extremo en Q).
. ﬁ@ rayo de origen en P en la direccién de Q).
<~ .
= P() : recta determinada por Py Q.
= Si z es un punto del plano, 2’ representara su imagen bajo una aplicacion a.

Definicién 15. Sea o : 7 — 7' una aplicacion. « es una aplicacién ortogonal (isometria) si

y solo si para cada par de puntos P y Q) en w, se cumple que:
PQ =a(P)a(Q) = P'Q’,
es decir, una aplicacion ortogonal es una aplicacion que preserva distancias.

Teorema 8. Sea o : 7 — n" una aplicacion ortogonal, entonces:

a). St P,Q y R son puntos colineales en w con Q) entre P y R entonces P',Q" y R’ son puntos
colineales en 7' con Q' entre P' y R'.

b). a es inyectiva.

¢). « preserva no colinealidad.

d). a es sobreyectiva.

Demostracion. a). Sean P, y R puntos colineales en 7 tales que P —-Q - R y sean P’,Q', R’

sus respectivas imégenes bajo «, como « es aplicacion ortogonal entonces:
PR=PR PQ=PQ yQR=QR.

Puesto que P -(Q — R entonces PR = PQ + QR luego P'R' = P'Q"+ Q'R' y por tanto P’,Q’, R’
son colineales con @)’ entre P’y R'.

b). Sean Py @ en 7 tales que P + @) y sean P’ = a(P) y Q' = o(Q) en 7’. Como P # () entonces
PQ >0y como « es ortogonal P'Q)' = P() en consecuencia P'Q)" > 0 luego P’ + Q' y por esta

razén « es inyectiva.
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¢). Sean P,() y R puntos no colineales en 7y P’,(Q)’, R’ sus respectivas imdgenes bajo a.. Como
P, Q) y R son puntos no colineales, entonces PR < PQ +QR, pero a es una aplicacion ortogonal
y en consecuencia P'R' = PR, P'Q)' = PQ, R'Q)' = R(Q) entonces P'R' < P'Q)"+ )’R' y por tanto
P’.()" y R' son puntos no colineales.

d). Todo punto M’ en 7’ posee por lo menos una imagen inversa en 7.

Sean P, () y R puntos no colineales en m, entonces sus imagenes bajo «, P’,()’, R’ son no
colineales y por tanto M’ no estd en por lo menos una de las rectas determinadas por los
lados del tridngulo P'Q)'R’. Sea este lado P'R’, y M" su reflexién sobre la recta PR’ entonces
PM =PM'" «M'PR >«M"P'R'y PPR' = PR’ por tanto AP'M'R' = AP'M"R'.

Sean M; y Mj en 7 tales que los triangulos PM; R y PMsR sean congruentes respectivamente
con los tridangulos P'"M'R’ y P'M" R’ entonces PM, = PMy = P'M' = P'M" y ademas

MiR=M;R=MR =M"R'.

Sea N; = a(Mj) entonces como « es una isometria se tiene que PM; = P'a(M;) = P'N; y
RM, = R'a(M;) = R'N; entonces P'Ny = P'M' = P'M" y R'"Ny = R'"M' = R'"M", por lo tanto

N; coincide con uno de los puntos M’ o M".

Qe

o

figura 16

Andlogamente, si Ny = a(My) se obtiene que N; coincide con uno de los puntos M’ o M, pero
como « es inyectiva y M; # M, estos puntos no pueden tener la misma imagen y por lo tanto

uno de ellos tiene como imagen M’; es decir, a(M7) = M' o a(Ms) = M' exclusivamente.  [J

Teorema 9. a). Si a: 7 — 7' es una isometria, o' también lo es.

b) Sia:m—>7"y " - 7" son isometrias, o« también lo es.

Demostracion. a). Si a: m — 7' es una isometria, en particular a es biyectiva y por lo tanto
existe ! : 7/ - m que también es biyectiva.

Sean P, Q)" en n’ y P, sus respectivas imagenes bajo a~!, es decir a'(P") =Py o }(Q") = Q
entonces a(P) = P’y a(Q) = Q' y como « es ortogonal se cumple que PQ = a(P)a(Q) o sea

a ' (P)a (@) = P'Q" y en consecuencia o' es una isometria.
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b). Sean P,Q en 7, P’ ()’ sus imagenes bajo a y P” Q" las imagenes de P’ y Q' bajo 3,

entonces como « y [ son isometrias se tiene que PQ) = P'Q)" y P'Q)' = P"Q)", por tanto

(Bea)(P)(Bea)(Q) =S(a(P))B((Q)) = B(P)B(Q") = P'Q" = P'Q" = PQ,

y asi foa:m— 7' es una isometria. O

Definicion 16. Una aplicacion ortogonal o : m — 7 se llama Transformacion Ortogonal

de w. Con O(m) se denota al conjunto de todas las transformaciones ortogonales del plano .
Teorema 10. (O(7),0) es un grupo. Se denomina Grupo Ortogonal del Plano.
El teorema es una consecuencia directa del teorema 9 en el cual se toma 7 =7’ = 7".

Teorema 11. Si o : 7 — 7' es una aplicacion ortogonal entonces la imagen bajo o de una recta

l en ™ es una recta l' en .

Demostracion. Sea | = AB una recta en m, A #+ By A’, B’ las iméagenes de A y B bajo «,
entonces A’ #+ B’ ya que « es inyectiva y en consecuencia A’ y B’ determinan una recta [’ en
7'/, entonces:

a). C'un punto en [ entonces A, B 'y C son colineales y dado que « preserva colinealidad A’, B
y a(C') son colineales, es decir, a(C') estd en A’B’ =1, luego se tiene que a(l) €I’

b). Sea C' un punto en I’ entonces A’, B’ y C' son colineales y dado que a~! es ortogonal se
tiene que A, By a~1(C") son colineales, es decir, a~1(C") estd en AB =1, o sea a~'(I') Sl o en
forma equivalente que I’ € a(1).

Uniendo las partes a). y b). se concluye que a(l) =1'. O

Observe ademas, que cualquier punto de [ es transformado por a en un tnico punto de I’ y
reciprocamente cada punto de [’ tiene una tunica imagen inversa en [, es decir, o induce una

aplicacion biyectiva entre [ y [’.

Teorema 12. Sea o : ™ — 7’ una isometria, entonces:

a). Sil es paralela a m en 7, entonces a(l) es paralela a a(m) en 7'.

b). Si Py Q estin en lados opuestos de 1, entonces a(P) y a(Q) estan en lados opuestos de
a(l).

c). a preserva dngulos.

Demostracion. a). Supongamos que «(l) no es paralela a ao(m), en consecuencia se interceptan
en un punto M’, como [ es paralela a m en 7, se sigue que M’ posee dos iméagenes inversas

diferentes M; en [y My en m y esto significa que « no es inyectiva (absurdo). De aqui se deduce
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que «(l) es paralela a a(m) en 7’

b). Si Py @ estédn en lados opuestos de [, entonces F@ intercepta a [ en un punto R, luego
P-R-Q y como « preserva colinealidad e interestancia se sigue que a(P)—-a(R)-a(Q) donde
a(R) es la intercepcién entre a(l) y a(F@) y como Py @ no estdn en [, se tiene que a(P) y
a(Q) no estan en «(l) y por tanto a(P) y a(Q) estan en lados opuestos de a(l).

c). Sean a y _b\ dos rayos que se intersecan en un punto O y A, B dos puntos sobre @ y Z\
respectivamente, entonces a(a ) y a(?) se interceptan en a(0), a(A) estd en a(a) y a(B)
estd en a(—b\). Como «a es una isometria se tiene que OA = a(O)a(A), OB = a(O)a(B) y
AB = a(A)a(B) entonces por el criterio L — L — L se tiene que AOAB = Aa(O)a(A)a(B) y
por lo tanto se concluye que < AOB 2 <a(A)a(O)a(B). O

Teorema 13. Teorema de los tres puntos. Sean A, B y C tres puntos no colineales en
y sean A',B" y C" tres puntos en w' tales que AB = A'B’', BC = B'C" y AC = A’C" entonces
existe una unica aplicacion ortogonal o : m — 7' tal que las imdgenes de A, B y C son A’", B’ y

C" respectivamente. )
Demostracion. 1. Existencia.

i. Construccion. Definimos o : m — 7/ tal que a(A) = A", a(B) =By o(C) =C"y sea P un
punto diferente de A, B y C' entonces:

a). Si P esta en AC del lado de A en que estda C', definimos «(P) como el inico punto P’ en
AC7 del lado de A’ en que estd C' y tal que AP = A’P'.

Si P estd en AC del lado de A en que no estd C, definimos «(P) como el inico punto P’ en
A'C" del lado de A en que no esta C’ y tal que AP = A’P’.

b). Si P estd en AB entonces y andlogamente al caso a). se hace corresponder a P, un dnico
punto P’ = «a(P) tal que AP = A'P".

c). Si P no esta en AB ni en AC entonces por P trazamos paralelas [ y m a AC y AB
respectivamente. Sea S el punto de corte de [ con AB y T" el punto de corte de m con A<—C>’ .
Por S” = a(S) se traza una paralela [’ a Ac y por T" = a(T) se traza una paralela m’ a /W,
como A'B’ no es paralela a ,W entonces, I’ no paralela con m’; sea P’ su punto de corte,

entonces se define a(P) = P'.

B m A T c
P
/ / I Pl
s §
c \ m’
A T

figura 17
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De las partes a)., b). y ¢). queda definida a(X') para todo X en 7.

it. a es ortogonal. Sean P y () puntos cualesquiera del plano 7 entonces puede ocurrir que:
1). Py Q estan en AB o en AC entonces se tiene que A-P-QoP-A-Q:

Si A- P - (@ entonces AQ = AP+ PQ y P’,Q)" estan en A’B’ o en A’C", son colineales con A
y AP = A'P', AQ = A'Q’" luego PQ = PA+ AQ = P'A’ + A’Q" = P'Q)’ o sea PQ = a(P)a(Q).
andlogamente se trata el caso P - A - Q.

2). Si P estd AB y @ en AC entonces P’ esti en A'B y Q' estd en ac y son tales que
AP =A'P'y AQ = A'Q)'. Como por hipotesis AABC = AA’B'C" entonces « BAC' = « B'A'C"
o sea « PAQ ~ «P'A'QQ" y entonces por el criterio de congruencia L — A — L se tiene que
APAQ = AP'A'Q" y asi PQ = P'Q" = a(P)a(Q).

3). Si Py @ estéan sobre una paralela a AB o a, jﬁl—C) , digamos (]3@) paralela con 1(4—5' . Sean [y

m las paralelas con AB que pasan por P y () respectivamente y R y S los puntos de corte de
[y m con AC respectivamente, entonces se tiene que PQ = RS. (1).

Si se construyen R’ y S’ de acuerdo con a) obtenemos RS = R'S’. (2).

Si se construyen P’ y @' de acuerdo con c) se obtiene P'Q)’ = R'S" y que P’y ()’ estan sobre
una paralela a AC (3).

Combinando (1)., (2). y (3). se obtiene que PQ = P'Q" = a(P)a(Q).

4). Sean P y ) puntos cualesquiera en .

Sea [ la paralela a jﬁl—C)’ que pasa por Py m la paralela a AB que pasa por Q.

Como AB no es paralela con AC entonces | no es paralela con m, llamemos R su punto de
corte. Sea S el punto de corte de AC y la paralela a AB que pasa por P y T el punto de corte
entre m y 1(4_6)’ y se construyen las imagenes de Py @, R, S y T de acuerdo con las partes a) y

// /o VL
/// VAV

figura 18

Como los lados del <« BAC' son paralelos a los lados del < QRP se tiene que estos angulos son
congruentes o suplementarios y por la misma razéon <B'’A’'C" y <@Q'R'P’ son congruentes o
suplementarios. Cuando <« BAC' @ <QRP entonces < B’A'C" 2 «@Q'R'P’ y cuando < BAC'y
<@ RP son suplementarios, los angulos < B’A’C" y <@Q'R'P’ también lo son.
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Como ABAC = AB'A’C" entonces < BAC 2 <QRP 2 <B'A'C" 2 <Q'R'P' y por 3).
PR=PR yQR=QR, sesigue por L-A-L que AQRP = AQ'R'P' y por tanto se tiene:
PQ =P'Q" = a(P)a(Q).

En resumen de 1)., 2)., 3)., y 4). se tiene que « es una aplicacién ortogonal.

2. Unicidad. Sea 3 : ™ — 7' otra isometria tal que B(A) = A’, 5(B)=B"y (C)=C"y P sea
un punto en 7 entonces puede ocurrir que:

2.1). P estd en AC entonces AP = A’/B(P) y CP = C'"B(P) ya que ( es isometria y como
AP = A'B(P) y CP = C'B(P) se sigue que A'B(P) = A'a(P) y C'"B(P) = C'"a(P). En conse-
cuencia a(P) = B(P) y asi « = § para todo punto P de la recta AC.

2.2). Anédlogamente se demuestra que « = 3 para todo punto P de la recta AB.

2.3). P no estd en AC ni en AB.

Sean [ y m las paralelas a AC y AB trazadas por P, S el punto de corte de m y AC y T el
punto de corte de [ y AB y sean ademas S’ y T" las imagenes de S'y T bajo 5.

Como [ es isometria se encuentra que (1) = I’ es paralela con ac y pasa por S(T) = o(T)
debido a 2). y f(m) = m' es paralela con A y pasa por 3(S) = a(S) debido a 1)., pero el
punto de corte de I’ y m’ es B(P) que por construccién también es a(P), luego a(P) = B(P)
para todo punto P de 7 y siendo asi a = 3. O

Observe que el teorema de los tres puntos significa que toda aplicacion ortogonal queda deter-
minada por el efecto sobre tres puntos no colineales, es decir, para probar que dos aplicaciones
ortogonales son iguales es suficiente demostrar que producen las mismas imagenes para tres
puntos no colineales.

Notese ademas que a través de algunos de los teoremas anteriores se ha probado que las transfor-
maciones ortogonales preservan rectas, no colinealidad y posiciones relativas de puntos respecto
de rectas, por tanto se ha adquirido el derecho a hablar de transformaciones ortogonales de
primera y segunda clase segin se preserven o inviertan la orientacién de un tridngulo.

Con la ayuda del concepto de orientacion, se mejorara el resultado del teorema anterior demos-
trando que toda transformacion ortogonal queda determinada por su orientacion y las imagenes

de dos puntos diferentes. Este resultado se usara con frecuencia a lo largo de este capitulo.

Teorema 14. Teorema de los dos puntos y la orientacion. Sean A, B dos puntos diferentes
de m y sean A', B puntos del mismo plano tales que AB = A'B’, entonces existe una unica
Transformacion Ortogonal Directa y una unica Transformacion Ortogonal Opuesta tales que

las imdgenes de A, B son A’, B' respectivamente.

<~
Demostracion. Sea C un punto de m que no esta en AB y sean C’ y C" en lados opuestos de
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A'B’ tales que AABC = AA'B'C" vy AABC = AA’B'C" entonces por el teorema de los tres
puntos existe una unica transformacién ortogonal « tal que a(A) = A, a(B) =B’y a(C) ="
y existe una tnica transformacién ortogonal § tal que B(A) = A’,8(B) = B' y 3(C) =C".

Como C" y C'" estan en lados opuestos de A'B’ entonces los triangulos A’B'C" y A’B'C" tienen
orientacion opuesta, que de esto se sigue que una de las dos v 0 [ es directa y la otra es opuesta.
No hay mas transformaciones porque cada transformacién ortogonal que envie A en A’y B en

B’ necesariamente envia C en C' o en C". OJ
)

2.2. Transformaciones Ortogonales Fundamentales.

Aunque se ha garantizado la existencia de las transformaciones Ortogonales Directas y Opues-
tas, hasta en momento no se ha mostrado ningin ejemplo concreto de ellas, es mas, se han
tratado transformaciones ortogonales en abstracto sin proponer una ilustracién de las mis-
mas. En esta seccion se consideran los tipos fundamentales de transformaciones ortogonales en
términos de los cuales es posible expresar cada una de tales transformaciones y se clasifican las

transformaciones ortogonales fundamentales segtin la clase a la que pertenecen.

2.2.1. Traslacion.

Definicién 17. Sea @ un vector dado del plano 7, la aplicacion T : @ — 7 tal que T=(P) = P’

. , . S — ., . —
sty solo st PP" = a, se llama Traslacion del plano asociada al vector a .
Teorema 15. Una traslacion T del plano es una transformacion ortogonal directa.

Demostracion. 1). T es ortogonal. Sea T : © — 7 una traslacién del plano en el vector @
y sean A y B dos puntos en 7 entonces T=(A) = A’ y T=(B) = B’ si y sdlo si AA =T y
BB’ = a, luego AB = AA + AB' = AB + BB' = A'B’ entonces AB = A'B’ y en consecuencia

T- es ortogonal.

2). Tw es Directa. Sea A un punto de w, A’ su imagen bajo T—, A” la imagen de A’ bajo
T-, C' un punto fuera de AA y C’ su imagen bajo T% entonces, T (A) = A", T>(A") = A" y
T(C)=C"siysélosi AA = A’A"=CC"=7d.
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figura 19

<>
Como ACC'A’ es un paralelogramo se sigue que A y C’ estan en lados opuestos de A’C' y por
tanto AAA'C' 'y AC"A'C' son antiorientados, andlogamente C'A’C'y C'" A’ A" son antiorientados

y como C"A’A" y A’ A”C" son coorientados, se tiene que en la cadena
AA'C-C'A'C-CTATA" - ATA" (',

hay dos parejas de triangulos adyacentes antiorientados, y por tanto AAA’C' y su imagen bajo

T- AA’A"C" tienen la misma orientacién y en consecuencia 1% es directa. ]

Observe, ademas, que toda transformacion del plano que transforma vectores en vectores iguales

es una traslacion.

2.2.2. Reflexion en una Recta.

Definicion 18. Sea | una recta dada del plano, la aplicacion ¢, : m — 7 tal que:
1). ¢i(P) =P siy solo si P estd en l.
2). pi(P) =P’ siy solo sil esla mediatriz de PP" y P no estd en | se llama Reflexién en la

recta l. La recta | es el eje de la reflexion.
Teorema 16. Una reflexion ¢; en una recta l es una transformacion ortogonal opuesta.

Demostracion. 1). ¢, es ortogonal. Sean Ay B puntos del plano my A’, B’ sus respectivas
imégenes bajo ¢; entonces puede ocurrir que:

a). Si Ay B estdn en [, entonces por definiciéon ¢;(A) = Ay ¢(B) = B luego se tiene
AB = ¢1(A)eu(B).

b). Aestdenly B estd fuera de [, entonces p;(A) = Ay ¢ (B) = B’ siy sélo si [ es la mediatriz
de BB'. Si se llama P el punto de corte de | y BB’ entonces BP = B'P, <APB = < APB’
(rectos) y AP = AP por tanto por el criterio de congruencia L—A- L se tiene AAPB = AAPB’
y asi AB = AB’ = ¢;(A)pi(B).

¢). Ay B del mismo lado de . Se traza por B y B’ paralelas a [ y sean C'y C’ los puntos de

<>
interseccién de ellas con AA’ entonces la figura BB’C'C' es un rectangulo y siendo asi
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CB=C'B',CC'"=BB'y <ACB = < A'C'B’ (rectos).

Como [ es la mediatriz de AA’ entonces AP = A’P donde P es el punto medio de AA’.

figura 20

Pero AP=AC+CPy A'P=A'C"+C'Py como C'P = C"P se sigue que AC' = A’C", luego por
criterio de congruencia L — A — L se tiene que AACB = AA'C'B' y asi,

AB = A,B/ = @Z(A)SOZ(B)

d). Ay B estén en lados opuestos de . Se procede como en el caso anterior y se traza por By

B’ paralelas a [ y se llaman C' y C’ a los puntos de corte de estas paralelas con AB’

figura 21

entonces se obtiene que AACB’ = AA'C'B por tanto AB’ = A’/B 'y <AB'C = < A’BC’, pero
como <C'BB’'~ «CB'B ya que ambos son rectos, entonces se tiene que AB’ = A’B,

<AB'B 2 <A'BB’" y BB' = BB’ luego por el criterio de congruencia L — A — L se tiene que
AAB'B=AA'BB’ y por tanto AB = A'B’ = p;(A) i (B).

2) ¢ es opuesta. Sean A y B puntos de [ y C' un punto fuera de ella, entonces ¢;(A) = A,
©1(B) = B, ¢(C) = C" donde [ es la mediatriz de CC”; entonces la imagen bajo ¢; del tridngulo
ABC es el tridngulo ABC" y como C'y C” estan en lados opuestos de AB entonces los tridngulos

ABC y ABC" son antiorientados y en consecuencia ¢; es de segunda clase. O]

Una transformacion ortogonal que deje dos puntos fijos y que no sea la transformacion identidad

es la reflexion en la recta determinada por tales puntos.
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2.2.3. Reflexion en un Punto.

Definiciéon 19. Sea O un punto del plano w, la aplicacion ¢o : © — 7 tal que o(0O) = O y

wo(A) = A" siy sdlo si O es el punto medio de AA’, se llama reflexién en el punto O.
Teorema 17. Una reflexion po en el punto O es una transformacion ortogonal directa.

Demostracion. 1). po es ortogonal. Sean Ay B puntos diferentes de O y A’, B’ sus imagenes
bajo ¢, entonces:

a). Si A, By O son no colineales, se tiene por definicién de oo que OA=0OA" con A-O-A"y
OB =0OB' con B-0 - B’ entonces <« BOA =~ <B'OA’ y por el criterio L — A — L se tiene que
ANAOB = AA’OB, luego AB = A'B' = po(A)po(B).

b). Si A, B y O son colineales, puede ocurrir que:

i) A-O - B entonces AB = AO + OB pero como OA = QA" con A-O-A"y OB = OB’ con
B-0 - B entonces AB=A0O+0OB=A'0+0B"=A'B" = po(A)po(B).

ii) O - A - B entonces OB = OA + AB pero como OA =0OA" con A-O-A"y OB =0B' con
B -0 - B’ entonces AB=|0B-0A|=|0B"-0A"|= A'B" = po(A)po(B).

2). po es directa. Sea A un punto de 7, B un punto en 7 que no esta en A0 y sean A’y B’
las imégenes de A y B bajo ¢o entonces AA’OB’ es la imagen bajo o de AAOB.

Como en la cadena AOB-A'’OB-A’OB’ hay dos pares de triangulos adyacentes antiorientados
se sigue que AAOB y su imagen bajo po A A’OB’ tienen la misma orientacién y por tanto ¢o

es directa. O]

Observe que bajo una reflexion en un punto, cada segmento se transforma en un segmento de
—_— —_

la misma longitud pero de orientacion opuesta, es decir A’B’ = —AB para cada par de puntos

Ay B y que reciprocamente, cada transformacién del plano que invierte cada vector, es una

reflexién en un punto.
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2.2.4. Rotacion.

Aunque la idea intuitiva de rotacion existe en cada persona es necesario presentar una definicién
rigurosa de ella para lo cual se requieren algunos conceptos tales como el de dngulo orientado

y el de angulos equivalentes, entre otros.
. . » 7/ ./ — —_— . e
Definicién 20. Un dngulo MON es la union de los rayos OM y ON con un origen comin O.

Notese que si S es una circunferencia, dos puntos M y N de ella, determinan dos arcos sobre

S de M a N, esto da lugar a la siguiente definicién:

Definicion 21. Sean M y N dos puntos sobre una circunferencia S de centro O y ABC un
tridngulo orientado. Si para un punto P en uno de los arcos de M hacia N se tiene que los
tridngulos M PN y ABC' tienen la misma orientacion, se dice que el arco M N estd orientado

positivamente y en caso contrario se dird que el arco M N estd orientado negativamente.

Es claro que no existe ambigiiedad en la definicién anterior ya que:

1). Si Py P; son puntos del mismo arco de M a N los tridngulos MNP y MP,N tienen la
misma orientacion.

2). Si P y P, son dos puntos sobre arcos diferentes de M a N entonces los tridngulos MNPy
M P, N tienen orientacién opuesta.

De lo anterior se sigue que:

a). Si uno de los arcos de M a N estd orientado positivamente, el otro estd orientado negativa-
mente.

b). Si el arco M N esté orientado positivamente, el arco NM estd orientado negativamente y
reciprocamente. Esto se justifica en el hecho de que los tridngulos MNP y NPM son anti-
orientados.

¢). El concepto del arco orientado positivamente (Negativamente) depende del tridngulo ABC
escogido, para que esta definicién coincida con la usual, basta elegir adecuadamente el tridangulo

orientado ABC', pero una vez escogido, este queda fijo.

A B

figura 23
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Matematicamente no existe ninguna diferencia si se elige una orientacién o la opuesta, lo im-

portante en un problema es elegir de manera coherente las orientaciones.

Definicién 22. Sea AOB un dngulo, S una circunferencia de centro O y M, N los puntos de
interseccion de S con el dngulo AOB, se dice que el angulo MON estd orientado positiva-
mente si el arco M N lo esta. En caso contrario se dice que el angulo MON estd orientado

negativamente.

Para indicar que el angulo MON esté orientado se escribe M ON y para €l se dird que OM es
el lado wnicial y ON es el lado final.
Observe que de la definicién dada se deduce que si el angulo M ON esta orientado positivamente

entonces el angulo NOM estd orientado negativamente y reciprocamente.

Definicién 23. 1). Si la circunferencia S tiene radio 1 se dice que la medida del dngulo
orientado positivamente MON es la longitud del arco M N orientado positivamente y se escri-
bird m(MaN) =0, 0 en R para indicar que el dngulo MON tiene medida 6 en radianes.

2). Si el dngulo MON estd orientado negativamente entonces su medida es la longitud del arco
MN multiplicada por -1, es decir: m(MON) = =Long(MN) = -m(NOM) cualquiera que sea

el caso, se consideran unicamente dngulos con medidas entre 0 y 27.

Definicion 24. Dos dngulos orientados M ON y M "O'N" son equivalentes si existe una trans-

formacion ortogonal de primera clase que lleve OM en O'M' y ON en O'N'.

De esta definicién es claro que si dos angulos orientados son equivalentes, son en particular

congruentes y por tanto, tienen la misma medida.

Definicién 25. Dados dos dngulos orientados MON y M'O'N" se define su SUMA, denotada
por MON + M'O'N como el angulo orientado MOP donde NOP es un angulo equivalente con
M'O'N’ cuyo lado 1nicial m es el lado final de M@N, es decir:

MON + M'O'N'" = MOP si y sélo si NOP = M"O'N".

M

N’ ""\

®

P
Vo (N
o L]
. 6 s
figura 24
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Noétese que como la medida de cada angulo es un nimero entre 0 y 27 entonces la suma de dos

angulos no tiene como medida, necesariamente la suma de sus medidas.

M

figura 25

Intuitivamente no existe ninguna diferencia ya que una rotacién por 27 + a produce el mismo
efecto que una rotacion por a. Asi se puede pensar que el angulo orientado M ON tiene medida
a cuando un punto mévil en el sentido contrario de las manecillas del reloj va desde M hasta
N recorriendo una longitud de arco a.
Esto lleva a la situacion de aceptar infinidad de medidas para un mismo dangulo M ON, entre
estas, a, a+27m, a+4m, ...,a—2m, a—4m, ... para evitar esto, en lugar de realizar toda la aritmética
en los nimeros reales se realizara en los nimeros reales "maodulo 277, es decir se realiza la suma
en el grupo aditivo de los niimeros reales modulo 27, en este sistema se cumple la relacién:

m(MON + M'O'N'") = m(MON) + m(M'O'N")(mod2r).
2). Dados dos éngulos orientados M ON y M'O'N' se define su resta como:

MON - M'O'N' = MON + N'O'M' ya que —~M'O’N'" = N'O"M".

M ' M

271' - [)’N. ;n- ~

P
figura 26

MON-M"O'N' = MON + N'O'M' = MOP si y s6lo st NOP = N'O'M' y ademas se tiene que:
m(MON + M'O'N") =m(MON + N'O'M’)
=m(MON) +m(N'O'M")
=a+ (2r-p)
=21+ (= f).

Con estas definiciones preliminares definimos formalmente la transformaciéon rotacién.
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Definicién 26. Sea O un punto fijo del plano y AOB un dngulo orientado de medida 6. La
aplicacion pg : m — 7 tal que pe(O) = O y pg(M) = M’ siempre y cuando OM = OM' y
m(MOM') =0 se llama Rotacién del plano alrededor de O seqin el dngulo AOB.

El punto O es el centro de rotacion y el dngulo AOB es el angulo de rotacidn.

Teorema 18. Una rotacion py del plano con centro en un punto O y en un dngulo orientado

de medida 6 es una transformacion ortogonal directa.

Demostracion. 1).py es ortogonal. Sea py : m — 7 la rotacién de centro en O en el angulo
MON de medida 6 y A, B puntos del plano diferentes de O, entonces pg(A) = A’y pg(B) = B’
siysolosi OA=0A", OB=0B"y m(AGA’) = m(B@B’) =0, entonces puede ocurrir que:
1.1). A, By O son no colineales. Llamemos « = m(AaB)

entonces, puesto que A’OB’ = A’OA + AOB + BOB' por la definicién de suma de dngulos,
entonces: m(A’@B’) = m(A’@A) + m(AaB) + m(B@B’)(modZw) =-0+a+60=ay por tanto
se tiene que OA = OA’', <« AOB 2 <A’OB’' y OB = OB'. Aplicando el criterio L — A— L se tiene
que AAOB = AA’OB’ y por tanto AB = A’B’ = pg(A)pe(B).

A

figura 27

1.2). A, By O son colineales. En este caso puede suceder que:
1.2.1). Ay B estdn del mismo lado de O; como por definicién de py se tiene que
AOA" = BOB',0A = OA’ y OB = OB’ se sigue que A’, B’ y O son colineales con A’ y B’ del

mismo lado de O y en consecuencia se tiene que:
AB=|0B-0A|=|0B"-0A"|= A’B’ = pg(A)pye(B).

1.2.2). Ay B estan en lados opuestos de O, entonces, por definicién de py  se tiene que
AOA" = BOB',0B = OB' y OA = OA’, luego A’, B’ son colineales con O y estén en lados

opuestos de él, por tanto:
AB=A0O+0B=A'0+0B'=A'B' = pg(A)pg(B)
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2). pp es directa. Sea A # O un punto en 7wy A’, A” en 7 tales que pg(A) = A"y pp(A’) = A”
entonces la imagen bajo pg del tridngulo OAA’ es el tridngulo OA’A”.

Como en la cadena OAA’-OA"”A'-OA’ A" hay dos pares de triangulos antiorientados entonces
el triangulo OAA’ y su imagen bajo py el tridngulo OA’A” tienen la misma orientacion y por

tanto py es directa. O

“A

figura 28

2.2.5. Representaciéon de una Transformacién Ortogonal como pro-

ducto de Transformaciones Ortogonales Fundamentales.

Hasta el momento se han estudiado cuatro transformaciones ortogonales fundamentales, a saber:
reflexion en una recta, reflexién en un punto, traslacién y rotacion. El objetivo fundamental de
esta seccion es demostrar que cualquier transformacion ortogonal coincide con una de ellas o se

puede expresar como producto de tales transformaciones especiales.

Teorema 19. Cualquier transformacion ortogonal de primera clase es una traslacion, una

reflexion en un punto o una rotacion.

Demostracion.  Sea « : m — 7 una transformacién ortogonal de primera clase, A, B,C en
7, A # B tales que a(A) = By a(B) = C entonces AB = BC'y puede ocurrir que:
1) A, B y C son colineales con B entre Ay C.

9 9 §—
A B Cc
figura 29

— T3 <y -5 —
Sea @ = AB y la traslacién T+ en el vector AB = a entonces T2(A) =B, T>(B)=C y T3 es
directa, luego se tiene que: T2 (A) = a(A), T%(B) = a(B) y como ambas son directas, por el
teorema de los dos puntos y la orientacién se concluye que o = 7%

2). A, B y C son colineales pero A coincide con C.
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A o B
figura30

Sea O el punto medio de AB y @ la reflexién en O entonces wo(A) = B, wo(B) =C v ¢o es
directa; luego se tiene que: a(A) = po(A), a(B) = po(B) y como ambas son directas, se sigue
del teorema de los dos puntos y la orientacion que « = ¢g.

3). A, By C son no colineales.

@
o]
figura 31

Sean [ y m las mediatrices de AB y BC respectivamente, como AB y (Eg' no son paralelas, [
y m tampoco lo son, sea O su punto de corte.

Como [ es la mediatriz de AB entonces A y B equidistan de O, luego, OA = OB anslogamente
OB =0C y como por hipétesis AB = BC' se sigue por criterio L — L — L que AAOB = ABOC
y asi AOB =~ BOC.

Sea pg la rotacién de centro en O segiin el angulo 8 = m(AOB), entonces pg(A) = B, pg(B) = C
v pe es directa, luego se tiene que:

a(A) = pa(A), a(B) = pg(B) y como ambas son directas se concluye al aplicar el teorema de

los dos puntos y la orientacién que a = py. O]

Teorema 20. Cualquier transformacion ortogonal de sequnda clase se puede representar en
forma tinica como el producto de la reflexion p; una recta | y una traslacion T— en direccion

paralela a l.

Demostracion. Sea « : m — 7 una transformacién ortogonal de segunda clase, A, B,C en ,
A+ B tales que a(A) = By a(B) = C entonces AB = BC, luego puede ocurrir que:
1). A,By C colineales con B entre Ay C.

=
A B Cc
figura 32
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Sea T- la traslacién en el vector AB = @, ¢; la reflexién en la recta | = AB y = T 0 ¢

entonces:

B(A) = (Tg o @) (A) = Tz (wi(A)) = Tz (A) = B = (g0 T3)(A)
B(B) = (T o v)(B) = T3 (@i(B)) = T3 (B) = C' = (w0 T3)(B),

y ademéds [ es opuesta, entonces S(A) = a(A) y B(B) = a(B) y como ambas son opuestas se
concluye aplicando el teorema de dos puntos y la orientacion que, a = =T= oy, = ;0 T-.

2). A, By C colineales pero A coincide con C.

C :
— $ >
A :I B
1

figura 33

Sea [ la mediatriz de AB, ¢; la reflexién en la recta [, T la traslacién en el vector nulo y

B =1T% o ¢, entonces:

B(A) = (Tz o @)(A) = B = (w10 T3)(A), B(B) = (Tg o 1)(B) = C = (g o T3)(B),

y [ es opuesta, luego se tiene que: a(A) = 5(A), a(B) = B(B) y como ambas son opuestas se
desprende del teorema de los dos puntos y la orientacion que, a = 3 =T% o, = ;0 T>.
3). A, By C no colineales.

A figura 34

Sea [ la recta que pasa por los puntos medios de AB y BC, D el punto medio de AC. Sea ¢;

—_— —
la reflexién en la recta [, T la traslacién en el vector @ = AD = DC'y 3 = T o ¢; entonces:

B(A) = (Tz o 1)(A) = Tz (¢i(A) = Tz (E) = B
B(B) = (Tz o w1)(B) = Tz (@u(B)) = Tz(D) = C.

Por tanto a(A) = 5(A), a(B) = f(B) y como ambas transformaciones son opuestas, se aplica
el teorema de los dos puntos y la orientacién para afirmar que, a =3 =T o ;= ;0 T5.

Sea a = ;0o T donde [ es el eje de ¢; y T- diferente de la transformacion identidad. Sea m
una recta diferente de [, entonces:

i). Si m intercepta a [ en un punto P entonces su imagen m’ bajo « intercepta a [ en un punto
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P’ # P luego m' = a(m) # m.
ii). Si m es paralela a [ entonces su imagen bajo « es la recta m’ reflejada en [ por tanto

m' =a(m) +m,

figura 35

luego [ es la unica recta que queda fija bajo «, por lo tanto, si ocurre que a = @, o T* - donde
m es el eje de ¢y, y T la traslacion en un vector E), se deduce de la conclusién anterior que
[ =m ya que m es invariante bajo «, es decir ¢; = ¢, y por tanto, como ¢,, o T? =g oT%, se
sigue por la ley cancelativa que T =T por lo que a = ¢; o T tiene una unica representacion
cuando T4 # I.

Si para toda representacién se tuviera que T- = I entonces « tendria como tinica representacion

a=pol. [

Teorema 21. Sea o : 7™ - w una transformacion ortogonal directa, entonces « es de primera

clase si y solo si v se puede representar como el producto de dos reflexiones en rectas.

Demostracion. En un sentido procede como sigue: Sea a una transformacion ortogonal directa,
entonces puede ocurrir que:

., —_ - . . A
a). v es una traslacion T en el vector ‘@ = AB. Sea m la mediatriz de AB, [ la paralela a m

trazada por B; M y N puntos en 7 tales que ABN M sea un rectangulo, entonces AM = BN.

. B
i
i
; —————— L el N
M
m |
figura 36

Como (propm)(A) = B =T53(A),y (propm)(M) = N = To3 (M) y ambas son directas, entonces
por el teorema de los dos puntos y la orientacion T3 = ¢y 0 p, es decir: ”Una traslacion en un
vector @ se puede expresar como el producto de dos reflexiones en rectas paralelas de modo
que la distancia entre ellas sea la mitad de la longitud del vector.”

b). a es una reflexién en un punto O, ¢o.
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figura 37

Sean [ y m rectas perpendiculares en O, A en m, A # O y A’ su imagen bajo o entonces
OA =0A" y (propm)(A) = A" = po(A), (¢r°pm)(O) =0 =po(0) y ambas directas, por

ello se sigue del teorema de los dos puntos y la orientacién que po = ;0 @, es decir: "una
reflexion en un punto se puede expresar como el producto conmutativo de dos reflexiones en
rectas perpendiculares en el centro de reflexion.”

¢). a es una rotacién de centro en O en un dngulo de medida 6 = m(A@B), Po-

A\m

figura 38

Sean m la recta O<—1)4, [ la bisectriz del dngulo AOB y A’ la imagen de A bajo pp entonces
OA=0A", ADA’ = ADB y A’ estd en OB. Como AADA’ es isésceles entonces [ es la mediatriz
de AA” y asi ¢ (A) = A"

Puesto que (¢; 0 ¢m)(A) = A" = pg(A), (wiopm)(0) = O = py(O) y ambas son directas, se
sigue por el teorema de los dos puntos y la orientacion que py = ¢; © ©,,, €s decir "una rotacién
se puede expresar como el producto de dos reflexiones en rectas que pasen por el centro de
rotacion y de forma que el angulo dirigido entre ellas sea la mitad del angulo de rotacion.”

En el otro sentido se tiene.

Sean [ y m dos rectas en 7wy ¢y, ¢, las reflexiones en ellas, entonces puede ocurrir que:

a). I ym son paralelas. Sean Ay B en m, A+ B, sy t las rectas perpendiculares a m por A
y B respectivamente; M y N los puntos de interseccién de s y t con [ respectivamente y A’ en
sy B’ en t tales que AM = MA" y BN = NB' entonces, como s es paralela a t se tiene que
AB=A'B"y (giopm)(A)=A", (¢10pn)(B) =By es directa.
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Sea T la traslacién en el vector @ = AA = 2AM  entonces se tiene que T>(A) = A"y
17 (B) = B', por tanto: (¢ 0 ¢m)(A) = T7(A), (¢10pm)(B) =T7(B) y ambas son directas,
entonces por el teorema de los dos puntos y la orientacion se concluye que, ;o ¢, = T= es
decir: ”el producto de dos reflexiones en rectas paralelas [ y m es una traslacién en un vector
de longitud igual al doble de la distancia entre las rectas y dirigido en el mismo sentido que el
orden del producto o sea ¢; o ¢, = T> donde @ = Qd(m—,li J

b). I y m son perpendiculares.

*==—m

-—
A o) A

figura 40

Sea O su punto de corte, A en m, A+ O, entonces:

(010 0m)(0) =0, (010 0m)(A) = pi(em(A)) = p(A) = A’ donde [ es la mediatriz de AA’.

Sea o la reflexién en el punto O, entonces: po(0O) = Oy po(A) = A’ ya que OA = OA" y
O,A y A’ son colineales con O entre A y A’, entonces se tiene que (¢, 0 ¢©,,)(0) = ©o(0),
(vrowm)(A) =po(A) y como ambas son directas se sigue por el teorema de los dos puntos y la
orientacion que ;o @, = o, es decir: el producto de dos reflexiones en rectas perpendiculares
es una reflexion en el punto de corte y este producto es conmutativo.”

¢). m y [ no son paralelas ni perpendiculares.

figura 41

Sea O el punto de corte de m y [, A un punto de m, A # O, entonces (¢; o ¢,,)(0) = O,
(w10 pm)(A) = A’ donde [ es la mediatriz de AA'. Sea B el punto de corte de [ y AA entonces
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AB = BA' y como <« ABO = < A’'BO por ser rectos entonces AABO = AA’BO, y por tanto
OA = OA" y asf el tridngulo AOA’ es isésceles y por tanto [ la bisectriz de < AOA!, es decir,
ADA" =2<(m,1).

Sea py la rotacién de centro O y 6 = m(AOA’) = 2<(m,1) entonces pg(O) = O = (o0 ¢ )(O)
y po(A) = A" = (pr0pn,)(A) = A"y como ambas son directas se concluye por el teorema de los
dos puntos y la orientacion que ¢; o ¢, = pg, es decir, ”El producto de dos reflexiones en rectas
que se cortan es una rotacién de centro en el punto de corte y en un angulo de medida el doble

de la medida del angulo orientado comprendido entre la recta m y [.” O]

Teorema 22. Toda transformacion ortogonal de sequnda clase es una reflexion en una recta o

el producto de tres reflexiones en rectas.

Demostracion. Sea o :m — 7 una transformaciéon ortogonal de segunda clase, entonces:

Si « es una reflexion en una recta no hay nada que probar, por tanto supongamos que « no es
una reflexion en una recta, entonces, por el teorema 20 se tiene que a = ¢; o T— donde el vector
@ es paralelo a [, pero por el teorema 21 se tiene que 7= = ¢, o ¢,, donde m y n son paralelas
y a=2d(m,n) por tanto a = @0 T% = @0 (¥n © Pm) = P10 Pn © Py

Es importante observar que la representacién de una transformacién ortogonal como producto
de reflexiones en rectas no es tnica. Se puede demostrar que existen otras formas de representa-
cién cuando se trata de transformaciones ortogonales de primera clase, para transformaciones

ortogonales de segunda clase, el problema resulta mas laborioso. O]
Teorema 23. El producto de dos traslaciones es una traslacion.

—_—

Demostracion. Sean T y T+ traslaciones del plano definidas por los vectores @ y b entonces
—

existen rectas m,l y n,t tales que T = ;0 ¢, con [ paralelaamy a =2d(l,m) y T% = pnopy,

— —_
con n paralela aty b =2d(n,t). En consecuencia,

T5 0Ty = (no @) o (proem)

y se deben examinar dos casos:

1). I y t son paralelas.

an

3
=2

s| It n

figura 42
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Sea s una recta paralela a [ tal que d(t,n) = d(l, s) entonces p, o p; = 50 ¢, = T, luego:

Ty 0Tz = (pnow) o (wrowm)
= (pso@i) o (proem)
=pso(prowr)oom
= 0lop,
= 050 P
=T%,

ya que m es paralela a s y donde,

-
a
2

T =2d(m,s) =2[d(m,1) +d(l,s)] = 2|

Es decir, Tg o T4 =T, +.

2). Supongamos ahora, que [ y t no son rectas paralelas. Sea A su punto de corte s la perpen-
dicular a m trazada por Ay B su punto de interseccién, entonces: ¢ o ¢, =g (1).

Como m es paralela a [ se tiene que s es perpendicular a [ en A por tanto: ¢; 0 @ = @4 (2).
Sea p la perpendicular a ¢ en el punto A entonces @0, = p4 (3). y como n es paralela a ¢ se
tiene que p es perpendicular a n, sea C' su punto de corte, entonces ¢, © ¢, = ¢ (4).

Sea r la recta EB y sean u y v las rectas perpendiculares a r en B y C' respectivamente,
entonces se tiene: . 0@, =g (5). y v, 09, = pc (6).

De las partes (2). y (3). se tiene: ¢y 0 ¢y = ¢, 0 @y a).

De las partes (1). y (5). se tiene:ps o ¢, = ¢ 0, b).

De las partes (4). y (6). se tiene: ¢, 0 ¢, = @, © @, ¢).

figura 43
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Reemplazando estas partes literales a).,b)., y (c). en T o Tz se obtiene:

T 0Ty = (pnowr)o (piopm)
=@n o (Propr) o pm
= pn o (pops)opm
= (n o wp) o (ps 0 Pm)
= (puo @) o (¢ropu)
=y o (prow,)op,
=, 000,
=y © Dy
=Tz,

oo

)=E)+€). Es

]

N —_— — _ — —
ya que u y v son paralelas y donde ¢ = 2d(u,v) =2BC = 2(BA+AC’) = 2(% +
decir Tg o T—b) = TE’+—b}'

Teorema 24. El producto de dos rotaciones es una rotacion o una traslacion.

Demostracion. Sean p, y pp dos rotaciones, entonces existen rectas [, m,n y t tales que
Pa = 1 © @y donde m y [ no son paralelas y pg = ¢, o ¢y con n y t no paralelas y ao=2<(m,l),
f =2<(t,n), entonces puede ocurrir que:

a). po v pp tienen el mismo centro de rotacién O.

figura 44

Sea k una recta que pasa por O y tal que < (m,l) = <(n, k), entonces

poczgﬁloqu:(pkogbm
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luego,

Pa© pg = (P10 dm) o (pn o)
= (pr © Pn) o (¢n o 1)
= © (P © pn) 0 Py
= ppolog,
= Pk © Pt
= Po;

ya que k no es paralela a t y donde # es un angulo tal que:
0=2<(t,k)= 2[< (t,n) + <(n, k:)] = 2(% + g) = a + f(mod2r).

Es decir, "El producto de dos rotaciones con un mismo centro de rotacion, es una rotaciéon con
centro en el mismo punto y en un angulo cuya medida es la suma de las medidas de los angulos
que las determinan.”

b). pa ¥ ps poseen diferentes centros de rotacién; sean estos, A y B respectivamente.

figura 45

Sea k la recta AB y 7 una recta que pasa por A y tal que <(m,l) = < (k,r) asi

Pa = PL O Pm = Pr O Pk

Sea s una recta que pasa por By tal que <(s,k) = <(t,n), entonces:

PB = Pn O Pt =Pk O Ps.

Por lo tanto se tiene que:

Pa°ps=(0room)o(pnow)=(ropr)o(wrows)=pro(Propr)ops=wrolop,=p.op,
por ello:

s
1). Si s y r son paralelas entonces p, o ps = ¢, o 5 es una traslacién en el vector @ = 2d(s,r).
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2). Si sy r no son paralelas entonces p,opg es una rotacién en un angulo de medida 6 = 2< (s, 7)

y centro de rotacion en el punto de interseccion entre s y r. O]

Teorema 25. El producto de dos reflexiones en puntos A y B es una traslacion en el vector
—
2AB.

Demostracion. 1). Si A = B entonces ppopa =94 =1 = T’z que es la traslacion en el vector
nulo.

2). Si Ay B son diferentes, sea k = Zﬁ, m la perpendicular a k en el punto A y [ la perpendicular
a k en el punto B, entonces ¢y, o ¢, es una reflexion en el punto A y ¢; o o es una reflexién en

el punto B, en consecuencia: ¢4 = @, 0 @, v ©p = ;o pi. Por tanto:

wpowa=(piowr)o(Prowm)=wo(Prowr)o@m=v olowy,=yopnm,

_ —
y como m y [ son paralelas se sigue que pog 4 es una traslacién en el vector @ = 2d(m, 1) = 2AB5.

figura 46

2.3. Representacion Analitica de una Transformacién Or-

togonal .

En esta seccion se considera un sistema rectangular de coordenadas XOY donde e; y ey re-
presentan los puntos de coordenadas (1,0) y (0,1) respectivamente y si M(z,y) es un punto
cualquiera del plano, M'(z',y") representa su imagen bajo una transformacién ortogonal a.

El objetivo de esta seccién es deducir féormulas que expresen M (z',y") en términos de M (z,y).

2.3.1. Traslacion.

Sea T- la traslacién en el vector @ cuyo origen coincide con el origen del sistema de coordenadas
—
y extremo en el punto A(h, k), es decir @ = OA.

Sean M(z,y) y M'(z,y) tales que T (M) = M’ entonces MM’ ="d y como
MM =(z' -2,y -y)y @ = (h, k)

20



se sigue que (' —x,y’ —y) = (h,k) es decir 2’ =z + h, ¢y’ =y + k y por tanto:

Tz (2,y) = (x+h,y+k).

2.3.2. Reflexion en una Recta.

Se presentan dos casos.

a). El eje de la reflexién, pasa por el origen del sistema de coordenadas. Sea [ una
recta que pasa por el origen de coordenadas y forma un angulo orientado « con el eje z y
M'(x',y") y M(x,y) tales que ¢ (M) = M.

Si las coordenadas polares de M (x,y) son (r,0) entonces OM =r y m(zOM) = 0 y como
©i1(M) = M’ se obtiene que las coordenadas polares de M'(x',y") son (r,2a —0), es decir:

x =rcosh, y=rsenl, ' =rcos(2a-0) y y' = rsen(2a —0)

Por lo que
x' =rcos(2a - 0) = r[cos2acosh + sen2asend] = xcos2a + ysen2a.
y =rsen(2a—0)
=r[sen(2a)cost — cos(2a)send]
= zsen(2a) — ycos(2a),
Y {
O] 5 X
figura 47

es decir:

oi(z,y) = (zcos(2a) + ysen(2a), zsen(2a) — ycos(2av) ).

b). El eje de la reflexién, no pasa por el origen de coordenadas.
Sea [ una recta que pasa por el punto A(h, k) # (0,0), « el 4ngulo orientado que forma [ con el

eje x, M (z,y) un punto cualquiera del plano y M (z’,y’) su imagen bajo ;, entonces:
J Y y ) g JO ¥
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70/ figura 48 x

Si se llama T la traslacion que lleva A en O y @ la reflexion en la recta I’, donde 1" = TA—O>(l)
se obtiene:

1). Tig(w,y) = (v - h,y - k) y Tys(M) = M”

2). Como I’ pasa por el origen y es paralela a [ se tiene, por la parte a). que:

or(x,y) = (mcos(Za) +ysen(2a), xsen(2a) — ycos(2a)) y ou(M") = M".

3). Como ¢; = T;l_,(l) o o Tz se tiene que:

wi(,y) = (T 0 o © T ) (2,9)
= T (or(Ts(2,9))
T L (v (x = h,y—k))

((:L‘ - h)cos(2a) + (y — k)sen(2a), (x = h)sen(2a) - (y - k)cos(Qa))

|

Il
b
= O

~
sl

= ((z - h)cos(2a) + (y - k)sen(2a) + h, (z — h)sen(2a) - (y - k)cos(2a) + k),
es decir,
wi(,y) = ((x - h)cos(2a) + (y - k)sen(2a) + h, (x - h)sen(2a) - (y - k)cos(2a) + k).
Si en particular la recta I es paralela el y se tiene o = I y por tanto que:
pi(x,y) = ((@=h).(=0) + (y = k).(0) + I, (z = h).(0) = (y = k) (=1) + k),

es decir, ¢i(z,y) = (2h - a:,y) donde x = h es la ecuacién de la recta [.

2.3.3. Reflexion en un punto.

Se presentan dos casos:

a). El centro de reflexién es el origen del sistema de coordenado.

Sea o la reflexién en el punto O(0,0), M(z,y) y M'(2',y") tales que po(M) = M’ entonces
O es el punto medio de MM, esto es O, M y M’ son colineales y OM = OM’.
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Al proyectar OM y OM' sobre el eje x se encuentran los puntos P y P’ de corte de estas
proyecciones con el eje x respectivamente y de acuerdo con el criterio de congruencia A—L— A se
concluye que los tridangulos OM P y OM'P' son congruentes entonces: OP = OP'y PM = P'M’
por ello 2’ = —x y ¢/ = —y y por tanto

vo(r,y) = (-x,-y).

M!

figura 49

b). El centro de reflexién no es el origen del sistema coordenado.
Sea @4 la reflexion en el punto A(h, k) # (0,0), M(z,y) y M'(x',y") tales que:
wa(M) = M’ por tanto si se considera la traslacion segun el vector A0 y la reflexion en el

origen O se tiene que:
). Tyg(z.y) = (- h,y—k) y Tyg(M) = M".
2). gpo(x,y) = (—x,—y) y (PO(M") = M.

3). Como @4 = T% © o o Tz se sigue que:

pale,y) = (T 0 o o Tyg) (2, y)

:T;(ﬁpo(T@(I?y)))

0]
=T X(vo(x~h,y-k))
ST (= (- ) -Gy 1)
= (2h—:c,2k y),

y asi

oa(z,y) = (2h -z, 2k - y).
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_ figura 50

Una manera diferente para deducir la expresion anterior es la siguiente: Se conoce que una
reflexién en un punto A(h, k) es el producto de dos reflexiones en rectas perpendiculares que
se cortan en el punto A(x,y), por eso si x = h y y = k son las ecuaciones de las rectas m y [
perpendiculares en el punto A(h, k) entonces ¢,,(z,y) = (2h-x,y) v pi(x,y) = (x,2k—-y) vy

puesto que w4 = ;o ,, se tiene que

ea(z,y) = (@rovw)(@,y) = oi(en(z,y)) =@(2h-z,y) = (2h - 2,2k - y).

2.3.4. Rotacion

Se presentan dos casos.

a). El centro de rotacién es el origen del sistema coordenado.

Sea py la rotacion de centro en O(0,0) en un dngulo orientado de medida 6, M (x,y) y M'(z',y")
puntos del plano tales que pg(M) = M’ entonces OM = OM' y m(M@M’) = 6 por tanto se
tiene que si (r,a) son las coordenadas polares de M entonces (7,« + ) son las coordenadas

polares de M’ y en consecuencia:
T =Trcosa Y = rsena x' =rcos(a+0) y =rsen(a+0)
luego,

x' =rcos(a+0) = rcosacosh — rsenasent = xcost — ysend

x' =rsen(a+0) = rsenacost + rcosasent = xsend + ycoso,
es decir,

po(x,y) = (mcos@ —ysenf, xsenf + ycos@).
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figura 51

b). El centro de rotacién no es origen del sistema coordenado.

Sea py una rotaciéon de centro A(h,k) # (0,0) en un angulo orientado de medida 6, M(z,y) y
M'(z',y") puntos del plano tales que pg(M) = M’, por tanto, al considerar la traslacion T35
segun el vector A0 y la rotacion pj, de centro en O se obtiene:

1). Typ(z,y) = (@ - h,y—k) y Tyz(M)=M".

2). pp(z,y) = (xcos@ —ysend, rsenf + ycos@) y pp(M") = M".

3). Como py = T;O o pp © Tz se tiene que:
pe(z,y) =T 750 pyo Tys(z,y)
=T 5(p0(Ta5(2,9)))
=T (pp(z = hy— k)
= T%((:v — h)cost — (y - k)senf, (x — h)send + (y — k)cost)
= ((z = h)cos - (y - k)senf + h, (x — h)send + (y - k)cost + k),
de manera que
po(z,y) = ((x - h)cost — (y — k)send + h, (x — h)senf + (y — k)cosh + k).

X;

figura 52

Nétese que si 6 = 7 entonces py(x,y) = (2h — z,2k —y) que corresponde a la expresién analitica
para una reflexion en el punto A(x,y) y esto significa que la reflexién en un punto es un caso

particular de la rotacion.
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2.3.5. Caso General de una Transformacion Ortogonal.

Teorema 26. Toda transformacion ortogonal del plano tiene como representacion analitica las

ecuaciones:
'=ax-by+h
y = +(bx - ay) +k,

»o»

con a®+b%> =1 y donde es signo en y" corresponde al caso de una transformacion ortogonal

de sequnda clase.

Demostracion. Sea « :m — 7 una transformacién ortogonal del plano tal que «(0,0) = A(h, k)
y T55 la traslacion en el vector A—C)) Si se llama § la transformacion = T3 o a, entonces
a=Ts550fy (3 tiene como punto fijo el origen de coordenadas por lo que:

1). Si « es de primera clase entonces [ es de primera clase, luego § es una traslacién, una
reflexion en un punto o una rotacion, pero S no es una traslaciéon ya que deja al origen de
coordenadas fijo, asi que /3 es una rotacién (que incluye una reflexién en el origen) en un éngulo
orientado de medida 6, en consecuencia, si M (x,y) y M'(z’,y") son puntos del plano tales que

a(M) = M' entonces:

a(M(z,y)) = (T5z 0 8)(M(z,y))
= T5(8(M (.y))
= TA—O>(1:0039 —ysend,rsenf + ycos@)
= TA—O>(x0059 —ysenf + h, zsent + ycost + k’)
= M'(«",y"),
y por tanto,

2’ = xcosl —ysenb + h y' = xsend + ycosl + k. (2.1)

2). Si « es de segunda clase entonces [ es de segunda clase y por esta razén 3 solo puede
ser una reflexiéon en una recta [ que forma un angulo orientado de medida € con el eje x, en

consecuencia, si M (x,y) y M'(x',y") son puntos del plano tales que a(M) = M’ entonces:

a(M(z,y)) = (Toz 0 B8)(M(z,y))
= T53(B(M(z,y)))
= T (w0526 + ysen26, wsen26 — ycos20)
= (:ECOSQ@ +ysen20 + h, xsen260 + ycos260 + k)
- M),
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por lo que

x' = xcos20 + ysen26 + h y' = xsen20 — ycos20 + k, (2.2)
Sien (2.1) se hace a = cosf y b= senfl se obtiene que
' =ar-by+h, y' =bx+ay+k,
con a?+b%=1. Si en (2.2) se hace a = cos20 y b = sen20 se obtiene que
x'=ax—-by+h y'=-br—ay+k,

con a+b*=1.
Al unir las dos expresiones anteriores se obtiene que la transformacién ortogonal « se puede

representar analiticamente por las ecuaciones

x'=ax—-by+h, y' = £(br+ay) +k,

% N

con a® +b? =1y donde el signo en y' corresponde al caso en que « es opuesta. [

2.4. Problemas Resueltos.

Los siguientes problemas ilustran la utilizacién de los aspectos tedricos estudiados y son fuente
de inspiracion en el planteamiento y solucion de otros problemas.

Problema 1. Probar que si T en una traslacién en un vector dado @, ¢; es la reflexién en
una recta dada [, entonces ;0o T y T o ¢; son opuestas.

Solucion. Sean A y B puntos diferentes en [ y C' un punto fuera de [, entonces:

1). T o ¢, es opuesta.

(To 0 @1)(A) = T (21(A)) = T (A) = A’ donde AA' = @

(T% 0 0)(B) = T= (¢1(B)) = T (B) = B donde BB' = @

(T 001)(C) =Tz (0i(C)) = T2 (C") = C” donde [ es la mediatriz de CC" y CC" = @, entonces
la imagen del triangulo ABC' bajo T4 o ¢; es el triangulo A’B’'C".

figura 53
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Como en la cadena: ABC' - A’BC — A’B'C — A’B'C" hay una pareja de triangulos adyacentes
antiorientados, se sigue que AABC' y su imagen bajo T o ¢;, AA’B'C" tienen orientados
opuesta y en consecuencia 712 o ¢; es opuesta.

La demostracién de que ¢, o 1> es opuesta es andloga a la anterior.

Problema 2. Probar que las diagonales de un paralelogramo se interceptan en su punto medio.

Solucion. Sea ABC'D un paralelogramo y O el punto medio de la diagonal DB entonces,

figura 54

DO = OB luego T35 = T,53 es decir po © pp = ¢p o po. Como AB = DC se tiene que
Ty = Type 0 s€a ppopa = oo o pp, luego Yo (oo o) o pa = pco (poopo)opp y asi,
(B opo) e (poepa)=(pcepo)o(poeyp)=(poe° SOD)O_(:PC Ofo) = (B o o) e (¢co o)
por tanto o © A = pc o Yo, 0 sea T,z =T, 5> de donde AO = OC'y por tanto O es el punto
medio de AC.

Problema 3. (Teorema de Varignon) Los puntos medios de los lados de un cuadrilatero
forman un paralelogramo.

Solucion. Sea ABC'D un cuadrilatero, M, N, Py @ los puntos medios de los lados AB, BC,CD

y DA respectivamente. entonces

figura 55

ppopn =T,5p Y puopq = TzQ_M por lo que ppopnopryopg = T2]W50T2Q_M es una traslacién

y como

(SOP OYNOPMO SDQ)(D) = op(en(pm(po(D))))
= or(en(en(A)))
= ¢pr(pn(B))
=p(C)
=D,
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se sigue que la traslacion ¢p o oy o par 0 g posee un punto fijo y por lo tanto es la traslacion
segun el vector nulo, es decir pp oy o 0@y = 1y por ello ppopy = pgopyu o sea
Twp = TQM—>Q, luego NP = M—)Q y por lo tanto el cuadrilatero M N P() es un paralelogramo.
Problema 4 Las mediatrices de los lados de un tridngulo son concurrentes. Este punto de
concurrencia se llama ezrcuncentro.

Solucion. Sea ABC un tridngulo, [ la mediatriz de AB, m la mediatriz de AC'y k = A0 donde
O es el punto de interseccién de m y [.

Sea s una recta que pase por O y tal que <(s,l) = <(m,k) entonces ¢; o ps = Py © P, Por
tanto 0 (C) = (@10 o om)(C) = w0 Pe(em(C)) = wi(wr(A)) = @i(A) = B. Ast p,(C) = By

por tanto s es la mediatriz de C'B y de ahi que [, m y s son concurrentes.

figura 56

Problema 5. Las medianas de un tridangulo son concurrentes y el punto de concurrencia es un
punto de triseccién de cada mediana. El punto de concurrencia se llama baricentro.
Solucion. Sea ABC un tridngulo, P,) y R los puntos medios de los lados AB, AC' y BC

respectivamente y G el punto de la mediana CP tal que GC =2PG, entonces

C

QW ¢

P
figura 57

pcope=T,zz=T,5z=T,5z° T,z = (¢copr) o (pcopp)

es decir: ¢ o pg =g o ppopaopp. (1)

_— —
Como f :éf entonces T =z =T, 0 sea Yp o Yp = ppopa luego pp =yppopsopp. (2)
Como RC = BR entonces T,zz =T, 5= 0 sea pcopr =proppy por ello pr = pcopropp. (3)
Al reemplazar (2) en (3) se obtiene, pr =@copro(@powsopp). (4)
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Pero

PR 0G0 PR Pa = [Pcopro (Ppopacpr)]epaepropa
= (¢pcopr)o(ppowa)o(ppowa)o(prowa)
= (ppowa)o(pcopr)eo(propa)o (ppopa)
=ppowao oo (ProWYR) O WYa o PP oYy
=ppowao(pcowa)oppopa
=ppowao(paoppopaopp)oppopg
=ppoYaopaoppo (G oppoppopg)
=ppowaopaowpo(paoya)
= (ppowa)o(pcoyp)
=PaOPpOoPYpOPA
= 0G0 A

Luego propcopropa = paopa o sea T zpol, — =T —=, es decir T\ = = T) = y en consecuencia

2GR = AG y por lo tanto la mediana AR pasa por G vy la divide en la razén 2.

3
Problema 6. Calcular el producto de tres reflexiones en puntos no colineales.

<~
Solucion. Sean A, B y C puntos no colineales, n = AB y m la paralela a n trazada por C'. Sean
ademads, p, q,r rectas perpendiculares a n trazadas por los puntos A, B y C' respectivamente y

s la recta perpendicular a m en un punto D y tal que d(p, q) = d(s,) entonces @, o p, = @, 0 g

0 sea s = P ° Py © Y, ¥ por tanto
gpmogps:(pmongogpqogpp:gpmogprogpqogpnogpnogpp:((pmo%)o(gpqogpn)o(gpnogpp)’

y como m es perpendicular a s en D, p perpendicular a n en A, ¢ perpendicular an en By m
ar en C se sigue que:
PmOPs = PD, PrnOPp =PA, Pqg°Pn =B, PmOPr =pc, y porello op = pcoppopa, es decir "El
producto pc o pp o, de tres reflexiones en puntos no colineales es otra reflexion en un punto
D tal que DC = AB.

1| B n
i
1
1
i
1D Cc m
CH o] r q
figura 58
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Problema 7. Si CABP, ABCM, BCAN son paralelogramos, entonces ABC' es el tridangulo
medial de PMN.

Definicién 27. El tridngulo ABC' es el tridngulo medial del tridngulo PM N si y sélo si A, B
y C' son los puntos medios de los lados del tridngulo PM N .

Solucion. Como BCAN es un paralelogramo entonces BC = NA entonces T, vge = Lon es

decir, pcopp=paopn. (1)

—_— ——
Como ABCM es un paralelogramo entonces BC' = AM entonces T, zz =T = 0 sea

pcopp =puepa (2)
Comparando (1) y (2) se obtiene:

_—  — R
paopn =ppopaoseal =T = luego NA=AM y por ello A es el punto medio de N M.
De igual manera se demuestra que B es el punto medio de PN y C' es el punto medio de PM
y por tanto AABC' es el tridngulo medial del AM N P.

B
figura 59

Problema 8. Si A, By C son puntos diferentes demostrar que ¢4 0 ppo e =pcopropa.

Solucion 1.
pcopacppopc=(pcopa)o(ppepc)=Tyeo Ty = Tgm =T, 55 = ¥B o pa es decir,
PCcoPaACPBOPC =PBOPA.
Solucion 2.
(pacppowc)’=(pacppopc)o(pacpnopc)

= (pacpp)o(pcopa)o(vpopc)

= (paopp)o(propc)o(vcopa)

=@ac(ppopp)e(pcopc)epa

=PAa0pa

=1.
Es decir, (¢acppopc)e(pacppepc) =1y porellopsoppope=pcoppopa.
Problema 9. Demostrar que si A, B,C, D son cuatro puntos de 7 tales que AB = C'D entonces
AB=(CD.
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Definicion 28. Dos figuras son congruentes si y solo si existe una aplicacion ortogonal o tal

que la 1tmagen bajo v de una de ellas es la otra.

Solucién. Sea m la mediatriz de AC entonces ¢,,,(A) = C'y pm(B) = B’ y se tiene que:
1). Si B’ = D entonces ¢,,(AB) = CD y por tanto por definicién de congruencia AB = CD.

"~‘
S ONE)
figura 60

2). Si B’ #+ D entonces ¢,,(AB) = CB’ luego AB = CB’ = CD, entonces el tridngulo B’C'D
es isosceles y en consecuencia, la mediatriz n de B'D lleva a B’ en D y deja fijo C, es decir
©n(CB’") = CD, luego (¢n 0 om)(AB) = ¢, (om(AB)) = ¢,(CB’) = CD y por la definicién de

congruencia se concluye que: AB = CD.

figura 61

Problema 10. Si dos rectas paralelas son cortadas por una transversal entonces los dangulos
agudos alternos internos son congruentes.
Solucion. Sean m y n rectas paralelas, ¢ la transversal y A, B los puntos de interseccién de ¢

con m y n respectivamente.

' iP i
C! ! A!/
o ! m
1 1
| |
e — g —— —— i ——
1 : : q
: ! I
7?3 ' ?f) n

figura 62
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. ——> . ——s
Se construyen las perpendiculares BC'y AD a m y n respectivamente, entonces BC' es perpen-
<~
dicular a n y DA es perpendicular a n y por ello el cuadrilatero ABC'D es un rectangulo, los
angulos CAB y DBA son agudos y alternos internos entre las paralelas m y n.

Sean p y ¢ las mediatrices de AC'y AD entonces,

(p 2 0 )(C) = (0 (C)) = p(B) = D
(p 0 9a)(A) = 0p(9q(A)) = 0p(D) =B
(0p o) (B) = pp(pe(B)) = 0, (C) = A.

Luego (¢, 0 ¢,)(<CAB) = <DBA y por la definicién de congruencia se concluye que
<CAB =~ <«DBA.

Observe que como los angulos son agudos son congruentes sus suplementos también lo son y
si t es perpendicular a m y n entonces los angulos son rectos y por tanto congruentes y asi en

todos los casos, los angulos alternos internos entre paralelas son congruentes.
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Capitulo 3
Transformaciones de Semejanza.

Se han estudiado las transformaciones ortogonales del plano las cuales dejan invariante la forma
y el tamano de las figuras; se consideran ahora las transformaciones del plano que dejan inva-
riante la forma, con ello se obtiene el conjunto de las semejanzas del plano el cual mostraremos
que también forma un grupo de transformaciones con el producto usual de aplicaciones. Como
se verd, las semejanzas disminuyen o aumentan las longitudes de lados de lados en un mismo
factor pero dejan inalterada la forma.

La Geometria Elemental estudia aquellas propiedades da las figuras que son invariantes bajo las
transformaciones ortogonales y también aquellas propiedades que se conservan bajo las trans-
formaciones de semejanza. Por ejemplo, propiedades como el drea y la longitud de los lados de
un tridngulo son invariantes bajo las transformaciones ortogonales pero en general no lo son
bajo las transformaciones de semejanza; pero propiedades como la congruencia de angulos, la
interestancia, la posicién del baricentro son invariantes bajo este tipo de transformaciones.

En este capitulo se estudia el concepto de transformacién de semejanza, algunas de sus propie-
dades, el grupo de semejanzas del plano, la forma de expresar una semejanza como producto de

homotecias e isometrias y por 1ltimo la representacion analitica de cada una de las semejanzas.

3.1. Aplicaciones de Semejanza.

Definicion 29. Sea o : 7w — 7’ una aplicacion y k un nimero real positivo. a es una aplicacion
se semejanza de coeficiente k si y solo si para cada par de puntos A, B en mw se tiene que
kAB = a(A)a(B) = A'B'.

St k=1, a es una transformacion ortogonal y reciprocamente toda aplicacion ortogonal es una

aplicacion se semejanza de coeficiente 1.

64



A continuacién se estudian algunos de los invariantes bajo una transformacién de semejanza.

Teorema 27. Sea a: 7 — 7' una aplicacion se semejanza de coeficiente k >0, entonces:
1). « preserva colinealidad e interestancia.

2). « es inyectiva.

3). «a preserva rectas.

4). a preserva dngulos y su medida.

5). a es sobreyectiva.

Demostracion. 1). Sean A, B,C' en 7 tales que A— B—C' entonces AC = AB+ BC'y puesto que

« es una aplicacion de semejanza de coeficiente k, entonces
A'C"'=kAC =k(AB+ BC)=kAB+kBC =A'B'+ B'C’,

y por tanto A’ - B’ - C".

2). Sean A, B en m, A + B entonces AB >0y como k > 0 entonces kAB > 0, pero kAB = A’B’
lo que implica A’B’ >0 y por tanto A’ # B’, es decir « es inyectiva.

3).Sean A,Benm, A+Byl= AB como a es inyectiva, a(A) = A’ + B’ = a(B), sea l' = B
entonces:

a). Sea C en [ tal que A—-C — B entonces A’ —a(C) - B" o sea a(C) el = A y esto significa
que a(l) cl.

b). Sea C" en I’ tal que A'=C"- B’ y sea C' en | de modo que A-C-By AC = %A’C”, entonces
se tiene que a(A)a(C) = kAC = k(3 A'C") = A’C" y como a(A) = A’ se sigue que a(C) = C”
ya que si a(C) = D' # C’ se tendrian dos puntos diferentes C' y D’ del mismo lado de A’ y
colineales con él y tales que A’C" = A’D’ (Absurdo), luego C" € a(l) y asi I’ € ().

De las partes a). y b). se concluye que «(l) =1'.

Esta parte del teorema muestra que toda aplicacion se semejanza induce una aplicacion biyec-
tiva de una recta [ en m sobre una recta !’ en 7’.

4). Sean @ y D dos rayos de m que se intersecan en un punto O, Ay B sobre @ y T respecti-
vamente; entonces oz(E)) y oz(E)) se intersecan en a(0) = 0" y a(A), a(B) estdn sobre a(ﬁ’)
y a(?) respectivamente.

Como « es una semejanza de coeficientes k > 0 se tiene que a(A)a(B) = kAB, a(A)a(O) = kAO
y a(O)a(B) = kOB luego por criterio de semejanza L— L - L se tiene que los tridngulos A AOB
y 2a(A)a(O)a(B) son semejantes y por tanto < AOB = <a(A)a(O)a(B).

5). Cada M’ en 7’ posee al menos una imagen inversa en .

Sean A, Benm, A+Byl-= AB entonces a(l) = A’B" =1’ en 7', entonces:
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a). Si M’ esta en I’ por 3). existe M en [ tal que a(M) = M’ y en consecuencia « es sobreyec-
tiva.

b). Si M’ no esta en l’, sea entonces m' la perpendicular a I’ que pasa por M’ entonces m'
interseca a !’ en un punto @', luego por la parte a). existe @) en [ tal que o(Q) = @', se traza
por @ la recta m perpendicular a [.

Sean M; y M, en m tales que My — Q — My y kM,Q = M'Q)’, kM@ = M'Q)'. Como A + B
entonces A # @ o B # (). Suponga que A # (), entonces como « es una transformacion de
semejanza con k > 0 se tiene que « preserva angulos y por ello < AQM; = <a(A)Q'a(M;) y
<AQM; 2 <a(A)Q a(Ms).

\ N

M

figura 63

En consecuencia, los déngulos <a(A)Q'a(M;) y <a(A)Q'a(M,) son rectos y por ello a( My M)
es una recta perpendicular e I’ en @' luego a(M;Ms) = m' y como M; — () — My entonces

a(My) - Q' —a(My) y EMQ = a(M;)Q', kM@ = a(M3)Q' por lo tanto se tiene que
a(M)Q'=M'Q"y a(Mz)Q' = M'Q)’,

y como M’ a(M;) y a(Ms) son colineales se concluye que a(M;) = M’ o a(Ms) = M’ es decir

« es sobreyectiva. O

Teorema 28. Sea a: 71 — w' una semejanza de coeficiente k>0, entonces:

1). Bajo « las imagenes de dos rectas paralelas son dos rectas paralelas.

2). Bajo « la razon de las longitudes de cualquier par de segmentos es igual a la razdn de las
longitudes de sus imdgenes.

3). Bajo « la imagen de una circunferencia es una circunferencia.

Demostracion. 1). Sean | y m dos rectas paralelas en 7 entonces (1) y a(m) son rectas en 7'.
Suponga que a(l) no es paralela con a(m) y sea M’ su punto de interseccién, entonces como
« es inyectiva, M’ posee una tunica imagen inversa M en [ y m y siendo asi [ y m se intersecan
en M (absurdo), luego a(l) es paralela a a(m).

2). Sean AB y C'D dos segmentos en m y A’B’, C"D’ las respectivas imagenes bajo a en 7. (La

imagen de un segmento es un segmento bajo una transformacion de semejanza ya que respeta
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la colinealidad y la interestancia) entonces kAB = A'B" y kCD = C'D’ luego % = %, es
A'B' _ AB

decir, 557 = 29+
3). Sea S una circunferencia de centro en O y radio r y A un punto sobre S, si se llama O’ y
A’ las imagenes de O y A bajo « entonces kOA = O'A’ y como OA = r entonces O'A’ = kr y
por lo tanto se puede construir una circunferencia S’ de centro en O’ y radio kr.

a). Sea X un punto cualquiera de S y X’ su imagen bajo « entonces kOX = O’ X’ = kr y por
esto X’ estd en S’, es decir, a(S) ¢ 5.

b). Sea Y’ un punto de S’ y se traza por O un didmetro de S paralelo a O(’—>Y’, entonces este
didmetro interseca a S en dos puntos Y; yv Y5 y como O'Y' =1’ = kr = kOY; = kOY5 y «
es inyectiva y la paralela por un punto a una recta dada es unica se tiene que a(Y;) =Y’ o
a(Yy) =Y’ 0 sea que Y’ estd en «(S) y asi S’ ¢ a(S).

De las partes a). y b). se concluye que «(S) = S". O

Teorema 29. 1). Si a: 7 — 7' es una semejanza de coeficiente k > 0 entonces a~! es una
- - 1

semejanza de coeficiente 1.

2). Sta:m—>n"yf:n" > x" son semejanzas de coeficientes k y t respectivamente, entonces

Boa:m— 7" es una semejanza de coeficiente k.t

Demostracion. 1). Sia:m — 7’ es una semejanza de coeficiente k > 0 en particular « es biyectiva

L: 7" > 7 la cual es biyectiva.

y por lo tanto existe la funcion inversa a~
Sean A’ B' en 7' y A, B sus respectivas imagenes bajo ! entonces a™'(A’)=Ay o' (B") =B
y por ello a(A) = A’ y a(B) = B’ y como « es una semejanza de coeficiente k > 0, se tiene
kAB = A'B' o sea AB = tA'B', es decir tA'B" = o' (A")a}(B') y en consecuencia a~! es una
semejanza de coeficiente %

2). Alser a:m - 7'y f:71" - 7" semejanzas de coeficiente k y ¢ respectivamente se tiene que si
A, Bestan en my A’, B’ son sus respectivas imagenes bajo « entonces: kAB = A'B’ = a(A)a(B)
y si A” y B" son las imagenes bajo 5 de A’ y B’ entonces: tA’B’ = A”B" = f(A")5(B’) por lo

que:
(Boa)(A)(Bea)(B)=p(a(A))B(a(B)) = B(A")B(B') = A"B" = tA'B" = t(kAB) = (t.k)AB,
y asi 8 o v es una semejanza de coeficiente k.t n

Definicion 30. Una semejanza o : m — © se llama una transformacion de semejanza de .

Con S(m) se denota el conjunto de las transformaciones de semejanza del plano .

Teorema 30. (S(ﬂ'), 0) es un grupo. Se denomina Grupo de Semejanzas del plano .
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Demostracion. Es una consecuencia directa del teorema 29 en el que 7 =7/ = 7”. O
Teorema 31. (O(),0) es un subgrupo normal de (S(r), o).

Demostracion. (O(’]T), 0) y (S(w),O) son grupos y es claro que una transformacién ortogonal
es un caso especial de semejanza en el cual el coeficiente es k = 1 por lo que O(w) € S(w), de
modo que (O(7), o) es subgrupo de (S(),0).

El subgrupo (O(W),O) es normal a (S(ﬂ'),o) si y solo si para cada o en S(7), y para cada
f € O(m) se tiene que ao foa~! estd en O(m).

Sean o en S(7) y B en O(7) entonces « es una semejanza de coeficiente k y [ es una transfor-
macién ortogonal, por tanto y por el teorema 29, aco 3 es una semejanza de coeficiente k,1 =k y
o' es una semejanza de coeficiente 1 y aplicando el mismo teorema se encuentra que oo Soa™!

es una semejanza de coeficiente k% =1, es decir o Soa! es una transformacién ortogonal. []

3.2. Transformaciones de Semejanza Fundametales.

3.2.1. Homotecia

Definicion 31. Sea O un punto fijo del plano @ y k € R*, la aplicacion X\ : # — 7 tal que
MO)=0 y MA)=A" siysdlo si A € OA y kOA=0A" se llama Homotecia del Plano de

centro O y coeficiente k.
Teorema 32. Una homotecia A del plano es una Transformacion de Semejanza.

Demostracion. Sea A :m — m una homotecia de centro en O y coeficiente k, k € Rt y sean A, B
en my A’, B’ sus respectivas imagenes bajo A entonces A’ € OA y kOA =0A"y B’ ¢ OB y
kOB = OB’, entonces:
a). Si A—- O - B se tiene que A’ = O’ — B’, luego

A'B'=A0+0OB'=kAO + kOB = k(AO + OB) = kAB.
b). Si A-O - B se tiene que O - A’ - B’ y asi

A'B'=|0B"- OA'| = |[kOB - kOA| = k|OB - OA| = kAB.
c). Si O, Ay B son no colineales entonces O, A’ y B’ son no colineales y como kOA = OA’,
kOB =0B"y <« AOB 2 < A’OB’ entonces por el criterio L - A- L los triangulos AOB y A'OB’

son semejantes y por tanto kAB = A’B’.

De las partes a)., b). y ¢). se concluye que A es una transformacién de semejanza. O]
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Teorema 33. Sea H(w) el conjunto de todas las homotecias de centro O y de coeficientes en

R*, entonces (H(?T), 0) es un grupo de transformaciones.

Demostracion. a). Para cada «, 5 en H(w), 5o« estd en H().

Sean a y B homotecias de centro en O y coeficientes k y t respectivamente y sea X un punto
cualquiera del plano, entonces:

(Boa)(X) = B(a(X)) = B(X') = X" donde X' € OX, kOX = OX', X" € OX' y tOX' = OX",
luego OX” = tOX" = t(kOX) = (tk)OX, X" € OX y (B0a)(0) = O.

Ahora bien, si A es una homotecia de centro en O y coeficiente kt, como OX" = (kt)OX y
X" e OX se sigue que A(X) = X y por tanto (ﬁ o a)(X) = AM(X) para todo X en 7, luego
Boa=AeH.

b). Para cada A en H(7) su inversa \~! estd en H (7).

Sea A una homotecia de centro en O y coeficiente k en R*, o la homotecia de centro en O y
coeficiente % y X un punto del plano, entonces:

AMX) = X’ siy solo si X/ € OX y kOX = OX"y a(X') = X" siy sélo si X" € OX' y
%OX’ = OX", por tanto: OX = %OX’ =0X" y como O, X"y X" son colineales, con X" y X
del mismo lado O, entonces X = X" es decir (a0 A)(X) = I(X) = X, para todo X en 7 y en
consecuencia \™! =« € H.

De las partes a). y b). se concluye que (H(7r), 0) es un grupo. ]

Notese que como la transformacién identidad es una semejanza de coeficiente 1, también puede
ser considerada como una homotecia de coeficiente 1 con centro en cualquier punto del plano.
A continuacién se demuestra el teorema analogo para las transformaciones ortogonales que
asegura que toda transformacion de semejanza queda determinada por las imédgenes de tres

puntos no colineales cualesquiera.

Teorema 34. (Teorema de los tres puntos). Sean A, B, y C tres puntos no colineales en
m y sean A',B" y C' tres puntos en ' tales que kAB = A'B', kKAC = A'C" y kBC = B'C",
k e R*, entonces existe una unica aplicacion de semejanza de coeficiente k tal que las imdgenes

de A,B y C son A’", B" y C" respectivamente.

Demostracion. Sean Bf,C] sobre los rayos A'B y AC" tales que AB = A'B] y AC = A'CY.
Como AABC ~ AA'B'C’ se sigue que < BAC = <« B'A'C" @ < B A'CY, luego por criterio
L - A-L se tiene que AABC = A A B{CY y de acuerdo con el teorema de los tres puntos para
aplicaciones ortogonales existe una unica aplicacién ortogonal /3 tal que B(A) = A’, 5(B) = B]
y B(C) = 1.

Sea A : 7’ — 7' la homotecia de centro en A’ y coeficiente k entonces A(A’) = A’, A(By) = B’,
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A(C1) = C" y considerando « = A o 3 se aplica el teorema 27 de esta seccién para concluir que
« es una semejanza de coeficiente 1.k = k que lleva A en A’, Ben B’, C en C".

Sea ¢ : m — 7’ otra semejanza de coeficiente k que lleva A, B,C' en A’, B’ y C’ respectivamente,
entonces 0~ 'oq es una transformacion ortogonal que deja fijos A, By C, por lo tanto o =1,

0sead=q. O]

Dado que una transformacion de semejanza envia rectas en rectas, puntos no colineales en
puntos no colineales, preserva la orientacién, la relacion de ”estar entre” y respeta las posiciones
relativas de puntos respecto de rectas, en particular preserva la orientacién de cada triangulo, es
decir cada triangulo del plano tiene la misma orientacion que su imagen o invierte la orientacién
de cada triangulo, es posible hablar, como en el caso de las transformaciones ortogonales, de
transformaciones de semejanza de primera o segunda clase y en consecuencia se puede deducir el
teorema analogo, al de transformaciones ortogonales, de que una transformacién de semejanza

queda determinada si se conoce su orientacion y las imagenes de dos puntos diferentes.

Teorema 35. De los puntos y la orientacion. Sean A, B, A’, B' puntos de 7 tales que
A+ By A"+ B' entonces existe una unica semejanza directa y una unica semejanza opuesta

tales que las tmdgenes de A y B son A’ y B’ respectivamente.

Demostracion. Como A # By A’ +#+ B" entonces AB >0y A’B’ >0 y por esto existe k € R*
tal que kAB = A’B’. Sea C' un punto fuera de AB y sean C’ y C" en lados opuestos de B
tales que el triangulo ABC sea semejante con los tridangulos A’B'C" y A’B’C" entonces, por el
teorema de los tres puntos para semejanzas existe una unica semejanza « tal que a(A) = A’
a(B) = B"y a(C) = C" y una tnica semejanza [ tal que f(A) = A’, 5(B) = B" y 5(C) =C".
Como C" y C" estan en lados opuestos de A'B' se tiene que los triangulos A’B'C" y A’B'C"
tiene orientacion opuesta y uno de ellos tiene la misma orientacion que el triangulo ABC', en

consecuencia, una de las dos, a 0 f es directa y la otra es opuesta. 0

Teorema 36. Sea o : 7 — m una semejanza de coeficiente k + 1, entonces a es una homotecia

sty solo st la imagen bajo o de una recta es ella misma o una recta paralela a ella.

Demostracion. En un sentido consideremos la homotecia o de centro en O y coeficiente k y [
una recta en m entonces:

<> D EEE—
a). Sil pasa por O, y llamamos [ = OA con O # A entonces a(l) = a(O)a(A) y como a(O) = O
y a(A) = A" siy sélo si A’ € OA y KOA = OA’ se sigue que O y A’ estan en OA = [, en
consecuencia «(l) = 1.

b). Si I no pasa por O, sea [ = 1(4—3), A#0, B#0O, entonces a(A) = A’ siy sélo si A’ € OA y
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kOA=0A"y a(B) = B’ siy solo si B’ € OB y kOB = OB’ por tanto AB determina segmentos
proporcionales sobre los lados del tridngulo OA’B’ y por el reciproco del teorema de Thales se
concluye que AB es paralela con AB = a(l).

En el otro sentido, supongamos que bajo « la imagen de cada recta es ella misma y sea X un
punto de 7w y I,m dos rectas diferentes que pasan por X, entonces a(X) estd en a(l) y a(m)
pero a(l) =1y a(m) =m y I #+ m entonces a(X) = X y siendo asi « es la transformacién
identidad (absurdo) y por tanto existe una recta [ en 7 tal que su imagen bajo « no es ella

misma, entonces «(l) =1’ es una recta paralela a .

<~ <

Sean A, Benly A" = a(A), B’ = a(B) en I, como AB es una paralela con A’B’ pero las
longitudes de AB y A’B’ son diferentes entonces el cuadrildtero ABB’A’ no es un paralelogramo
y por ello las rectas AA y BB’ no son paralelas, sea O su punto de corte.

<> . <> <>

Puesto que a(OA) es una recta paralela a ella que pasa por A’ se sigue que a(OA) =0Ay
analogamente 04(5?) - OB de donde O es un punto fijo de a y como por el teorema de Thales
los triangulos AOB y A’OB’ son semejantes entonces kOA = OA’ , A’ € 0_1\4, kOB = OB’
B'e 5_B> Sea A la homotecia de centro en O y coeficiente k entonces a y A tiene el mismo efecto
sobre los puntos no colineales O, A y B y por el teorema de los tres puntos para semejanzas

a= A O]

Observe que el teorema anterior caracteriza una homotecia por su comportamiento sobre una
recta y que hasta el momento se han tratado semejanzas directas y opuestas pero no se han
mostrados casos concretos de ellas, los siguientes resultados muestran la existencia de ambos

tipos de transformaciones de semejanza.

Teorema 37. 1). Una homotecia del plano X de centro O y coeficiente k >0 es una semejanza

directa.
2).-Sea \ una homotecia del plano de centro en O y coeficiente k € R* y ¢, una reflexion en una

recta que pasa por O, entonces Aoy, y @0\ son semejanzas opuestas y ademds Ao @; = @0 \.
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Demostracion. Sean A, B puntos de 7 no colineales con O entonces, A\(4) = A’ y A\(B) = B’ son

no colineales con O y por tanto la imagen bajo A del tridngulo AOB es el triangulo A’OB’.

figura 65

Como en la cadena AOB-AOB'—A'O B’ hay cero parejas de tridangulos consecutivos adyacentes
antiorientados se sigue que el triangulo AOB y su imagen bajo A, el triangulo A’OB’ tiene la
misma orientacion y por tanto A es directa.

a). Aoy es opuesta. Sea A en [, A+ O y un punto B fuera de [, entonces:

B ..
W
A
\\ ~\~
\\\‘ \§~\\’.
o ' -
(o] A ’: A
'
'
*
/I
o,
B \ S
" l’
B"/
. 4
figura 66

0(0) =0y MO) =0, p(A) = Ay A(A) = A’ siysilosi A’ e OAy kOA = OA’, pi(B) = B’
si y sélo si [ es la mediatriz de BB’ y A\(B’) = B" si y s6lo si B” € OB’ y kOB’ = OB", luego
(Aew))(O) =0, (Aow)(A)=A"y (Aoy)(B) = B” por lo tanto, la imagen bajo Ao ¢; del
tridangulo AOB es el triangulo A’OB".

Como en la cadena AOB-A'OB - A’OB" hay una pareja de triangulos adyacentes antiorienta-
dos, se sigue que el tridngulo AOB y su imagen bajo Aoy, el tridngulo A’O B” tienen orientacién
opuesta y en consecuencia la semejanza A o ; , es una transformacion opuesta. Analogamente
@10 A es opuesto.

Mostramos ahora que Ao, = ¢, 0 A Sea A en [, A # O, entonces, (Ao ¢)(0) = Oy
(1o A)(0)=0 yaque O estaen [y O es el centro de A, (apl o )\)(A) =i (A(A)) = (A7) = A
ya que A’ € 0A y kOA = OA" y por esto A’ estd en L'y (Ao w;)(A) = Mpi(A4)) = M(A) = A’ ya

que A esta en [. Es decir las transformaciones Ao ¢; y ;o A tiene las mismas imagenes sobre
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O y A como ambas son opuestas se sigue por el teorema los dos puntos y la orientacién para

semejanzas que Ao ;= @; o \. O]

Teorema 38. 1).-Si A es una homotecia de centro O y coeficiente k y po es la reflexion en O
entonces Ao @, Y @, 0 A son directas y ademds Ao p, = p,0 \.
2).- Si A es una homotecia de centro O y coeficiente k y py es la rotacion de centro O en un

angulo orientado de medida 6 entonces Ao pg y pgo X son directas y Ao pg=pgo A.

La demostracién es analoga a la del teorema anterior y se propone como un ejercicio.

En la definiciéon de homotecia se consideraron coeficientes positivos, al aceptar coeficientes
negativos (—k,k > 0) para las homotecias se tiene que cada punto A del plano es llevado a un
punto A’ de la recta OA del lado de O en que no estd A y tal que kOA = OA’; utilizando la
intuicién podemos afirmar que una homotecia de coeficiente negativo —k y de centro en O se
interpreta como el producto en cualquier orden entre una homotecia de centro en O y coeficiente
|k| y una reflexién de centro en O. Con ello se deduce que el conjunto de todas las homotecias
de centro O y coeficiente en R es un grupo conmutativo, del cual el de las homotecias con
coeficientes positivos es un subgrupo. En lo que resta de este capitulo se referird como homotecia

tan solo a las de coeficiente positivos, excepto en la secciéon de problemas resueltos.

3.2.2. Representacion de una Transformacién de Semejanza como el

Producto de una Homotecia y una Transformacién Ortogonal.

Teorema 39. Una transformacion de semejanza « de coeficiente k # 1 puede expresarse como
el producto de una homotecia de coeficiente k y centro en un punto dado O y una transformacion

ortogonal.

Demostracion. Sea « :m — m una transformacion de semejanza de coeficiente k#1y A:m > 7
una homotecia de centro O y coeficiente k, entonces oo o A7 es una semejanza de coeficiente 1
y por ello o A7! es una transformacion ortogonal /3. Si se llama 3 = awo A~! entonces av = Fo .
Observe que A y (8 estan univocamente determinadas por « y el centro O con la condicion de
que S sea una transformacion ortogonal ya que si tuviera que a= fo A = 31 o \; donde, \; es
una homotecia de centro en O y f; una transformacién ortogonal, entonces f;' o f = A1 o \;
y como ;! o B es una transformacién ortogonal y como semejanza tiene coeficiente 1, se sigue
que A7! o \; es una homotecia de centro en O y coeficiente 1, y por tanto A; es una homotecia
de coeficiente k, luego A = A\ y dado que o\ = 51 0 Ay, se deduce de acuerdo con la propiedad

cancelativa que (3 = (. n
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Teorema 40. Sea o : ™ - ™ una semejanza directa de coeficiente k # 1, entonces o puede
expresarse de manera unica como el producto de una rotacion de py con el centro en O y de

una homotecia A de coeficiente k y centro en el centro de rotacion.

Demostracion. Sea « : 1 — m una semejanza directa de coeficiente k # 1, y sean A, B,C en ,
A # B tales que a(A) = By a(B) = C entonces kAB = BC'y debemos considerar los siguientes
casos:

a). A, By C colineales con B entre Ay C. entonces:

i). Si k> 1, sear = % y O del lado de A en que no estd B, sobre AB y tal que OA = r,

entonces:

L, P . . 9
O A B C
figura 67

OB =0A+AB =0A+(k-1)OA=kOA y OC=0B+BC =kOA+kAB =k(OA+AB) = kOB.
ii). k<1, sear= f‘_—i y O en AB del lado de B en que no estd A tal que r = OA, entonces:

(o} —r_ . d
(0] C B A
figura 68

OB=0A-AB=0A-(1-k)OA=FkOA

y como

OB=kOA=k(OB+AB)=kOB+kAB =kOB + BC,
entonces OB > BC' y por tanto C' estd entre O y B, luego
OC=0B-BC=kOA-kAB=EkE(OA-AB) =kOB.

Sea A la homotecia de centro en O y coeficiente k y py la rotacién de centro en O y 6 =0 Rad

entonces,

(Ao pg)(A) = )\(pg(A)) = )\(A) = B porque B ¢ OA y kOA=0B.

(Ao ps)(B) = A(ps(B)) = A(B) = C porque C € OB y kOB = OC,
en consecuencia ()\ o pg)(A) = a(A), (Ao py)(B) = a(B) y como ambas son directas se sigue
aplicando el teorema de los dos puntos y la orientacién para semejanza o= A o py.

b). A, By C colineales pero B no esta entre A y C' entonces A esté entre By C.
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y se tiene:
i.Sik>1,sear= % y O en AB entre A y B tal que OA = r, entonces:
OB=AB-0A=(k+1)OA-0OA=kEOAyOC=BC-0B=kAB-kOA=k(AB-0OA)=kOB

c A R O B B
figura 69

Sea A la homotecia de centro O y la rotaciéon py de centro O y 6 =7 Rad, entonces:

(oo A)(A) = po(A(A)) = pp(A’) donde A’ € OA y kOA = OA’
=B ya que A"y B estan en los lados opuestos de O y ademas OB = kOA =0A'.

(9o A)(B) = ps(A(B)) = ps(B') donde B' ¢ OB y kOB = OB’
=(C ya que B' y C estan en los lados opuestos de O y ademéas OC = kOB =0DB'.

Por lo tanto (pg o A)(A) = a(A) y (psoA)(B) = a(B) y como ambas son directas se sigue, por
la aplicacion de teorema de los dos puntos y la orientacién para semejanzas que pgo A = a.

ii). Si k < 1, se considera a!, entonces ot lleva C'en By B en Ay como A, By C son colineales
y B no estd entre Ay C' vy el coeficiente de a1, es % > 1, estamos en el caso anterior, por lo
tanto a~! = Ao py donde A es una homotecia de centro O y coeficiente % > 1y py es rotaciéon de
centro O y 0 =7 Rad, luego o = ()\ o pg)_1 = pp o A~t con A~ una homotecia de centro en O y
coeficiente k y py es una rotacion de centro en O y 6 =1 Rad.

c). A, B y C son no colineales.

figura 70

<~

Sea S la circunferencia que pasa por A y B tangente a BC en B y T la circunferencia que pasa
<~

por B y C tangente a AB en B, entonces S y T se intersecan en dos puntos uno de los cuales

B y el otro se denota con O.
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Sean P y () dos puntos tales que P—- B-Cy A- B - () entonces < PBA~ <«QBC

por opuestos por el vértice, < PBA~ <« AOB y <« BOC = <@QBC por subtender el mismo arco,
entonces por transitividad se tiene <« BOC = <« AOB y como < ABO = < BCO por subtender el
mismo arco que sigue que < ABO 2 < BCO por lo tanto A ABO es semejante con A BC'O con
factor de semejanza k ya que kAB = BC por lo tanto kOA =0OB y kOB = OC.

Sea py la rotacion de centro O en un angulo de medida 6 = m(AaB) = m(BaC) entonces
,09(071) - OB y ,09(5§) -0C luego, si se llama A a la homotecia de centro O y coeficiente k

se obtiene que:

()\ o pg)(A) = )\(,09(14)) = A(A") donde A’ esta sobre OB y es tal que OA=0A".
- Byaque Be OA' y kOA' = kOA = OB

(Ao pe)(B) =A(pe(B)) = M(B') donde B’ estd sobre oC y es tal que OB =OB'.
- C yaque Cc OBy kOB' = kOB = OC.

Por tanto:
()\ opg)(A) = a(A) y ()\ o pg)(B) = a(B) y como ambas son directas se sigue del teorema de
los dos puntos y la orientacién para semejanzas que Ao py = a.
Supongamos ahora que o = Ao py = A o py, donde A es una homotecia y py, es una rotacién en
un angulo de medida 6, y centro en el centro de A;.
Como « es una semejanza de coeficiente k # 1 y tiene a O como punto fijo, se sigue que este
es el Unico punto fijo de «, ya que si P en 7 fuera otro punto fijo se tendria que a(O) = O y
a(P) = P, luego kOP = OP, de donde sigue que k =1 lo que es absurdo y por tanto el centro
de Ay y pg, es O.
Como a = Ao pg = Ay o p, entonces A\;' o X = py, o p* v puesto que pp, y p,' tienen el mismo
centro de rotacién entonces pp, o p, es una rotacién con el mismo centro por tanto que Ay o A
es una transformacién ortogonal, es decir A! o A es una homotecia de coeficiente 1 y por ello
Aftod =1, luego A = \; y como Ao py = A1 opg, por la aplicacién de la ley cancelativa se concluye
que pg = P, - L
Teorema 41. Cada transformacion de semejanza opuesta o de coeficiente k # 1 se puede

expresar de forma tunica como el producto de una homotecia \ de centro O y coeficiente k y

una reflexion ;, en una recta | que pasa por el centro de .

Demostracion. Sea o : 1™ — 7 una semejanza opuesta de coeficiente k # 1, A, By Cennw, A+ B
tales que a(A) = By a(B) = C entonces kAB = BC'y se deben considerar los siguientes casos:

a). A, By C colineales con B entre Ay C. Sea A la homotecia del caso a). del teorema anterior
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y ¢ la reflexién en la recta [ = ZE, entonces A\(A) = B, pi(B) = B, p(B) =C y ¢ (C) =C
y por tanto (¢; 0 A\)(A) = a(A), (pioA)(B) = a(B), y como ambas son opuestas se sigue del
teorema de los puntos y la orientacién para semejanzas que o = ;0 \.

b). A,B y C colineales pero B no estd entre A y C entonces A estd entre B y C. Sea A la
homotecia del caso b). del teorema anterior y ¢; la reflexién en la recta [ perpendicular a AB
en el punto O, entonces:

(1o A)(A) =i (A(A)) =i (A") = B donde A’ € OA y es tal que kOA = OA’ y [ es la mediatriz
de A'B.

(1o A)(B) = pi(M(B)) =¢(B') =C donde B’ € OB y es tal que kOB = OB’ y [ es la mediatriz
de B'C.

En consecuencia, (¢;0A)(A) = a(A), (g0 A)(B) =a(B) y como ambas son opuestas se sigue
del teorema de los dos puntos y la orientacion para semejanzas que a = ;o .

¢). A, B y C no colineales. Sean t = % , T = ]]fTC{ y P, Q dos puntos sobre AB y BC respecti-
vamente tales que t = AP y r = B(Q) entonces:

figura 71

PB=AB-AP=(k+1)AP-AP=kAP y QC=BC-BQ =(k+1)BQ - BQ = kBQ.

Sean [ = ﬁé, A= (A) y B"=¢(B), como Ay C estan del mismo lado de [ el cual es el lado
opuesto de donde esta B se sigue que en un lado de [ estdan A’y B en el otro A, B’ y C.

Sean A” y B” los puntos medios de AA’ y BB’ entonces A” y B” estan sobre | y como
A, P y B son colineales, entonces sus imagenes bajo ¢;, A’, P y B’ son colineales y por
tanto <« A’PA 2 < BPB’ y como kAP = PB, kA'P = PB’ entonces AA’PA 2 AB'PB, luego
kAA'= BB’ y por tanto kA’A” = BB"” y como k # 1 entonces AB 1o es paralela con W, sea
O su punto de corte.

Dado que BC = (k+1)BQ y BC = kAB se sigue que BQ = ’Z’f y como AB = (k+1)AP y
kAP = PB se sigue que PB = ",ff y por tanto PB = BQ. Luego el tridangulo PBQ es is6sceles
lo que implica que < BPQ = <« BQP y como <BPQ = < B'QP se sigue que < B'PQ =~ < BQP

«—> <~ <> <—> prgg
y por ello B’ A’ es paralela a BC' pero OB’ no es paralela con B’A’, entonces OB’ no es paralela
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<~
a BC, sea C’ su punto de corte.
c¢'Q _ B'P B'P _ BP _ CQ

cQ _ CQ
QB ~ Pa’ PCTO = P4 <GB

<« <~ .
Como B'A’ es paralela con BC' se tiene que entonces Gz = 55

y por tanto C' = C".
Ahora bien, los tridngulos OA’B’ y OBC' tienen un angulo comtn y paralelos los lados de la

base, es decir, son semejantes y por tanto % = % = % = % = k entonces OB = kOA" y

OC =kODB'.

Sea A la homotecia de centro en O y coeficiente k y ¢; la reflexién en la recta [ = (]3@) entonces:
(Aowi)(A) = A(@i(A)) =A(A") = B ya que Be OA y kOA' = OB,

(Ao@)(B) = Mi(B)) = A(B') = C ya que C e OB y kOB’ = OC.

Por tanto ()\ o @l)(A) = a(A), (Ao gpl)(B) = a(B) y como ambas son opuestas se sigue del
teorema de los dos puntos y la orientaciéon para semejanzas que o = A o ;.

Supongamos que o = Ao = A\ o ¢, donde A\; es una homotecia de centro en un punto P
y i, es una reflexién en una recta [; que pasa por P, entonces O coincide con P ya que si
O # P entonces como « es una semejanza y O, P son puntos fijos de « se tendria que a(O) = O,
a(P) = P y por tanto kOP = OP, luego k =1 lo que es absurdo.

Como a=Xo ;=\ oy, entonces A\j1 o\ =, o <pl‘11 y como el producto de dos reflexiones es
rectas que se intersecan es una rotacién se sigue que A7 o A es una transformacién ortogonal y
en consecuencia, es una homotecia de coeficiente 1 o sea A\j* o X = I, luego A\; = \ aplicando la

ley cancelativa se obtiene que ¢; = ¢y, . O]

3.3. Representacion Analitica de una Transformacion de

Semejanza.

En esta seccion se considera un sistema rectangular coordenadas XOY', como base se toma la
base candnica {(1,0)(0,1)} y si M(x,y) es un punto cualquiera del plano, entonces el punto
M’ (x'y") representa su imagen bajo la transformacién de semejanza «.

El objetivo central de esta seccién es encontrar férmulas que expresen M'(z'y’) en términos de
M(x,y).

3.3.1. Homotecia

a). El centro de la homotecia es el origen.
Sea A una homotecia de centro en O(0,0) vy coeficiente k y M(x,y), M'(x',y") tales que
A(M) = M’ entonces M’ esta en OM y kOM =OM'.
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figura 72

Al proyectar los puntos M y M’ sobre los ejes coordenados X y Y se obtienen los puntos P, P’
y Q, Q' respectivamente tales que OP =z, OP' =2/, 0Q =y, OQ' =vy'.
Como AOMP = AOM'P’ entonces 22 = %_1\]\44' =k, luego OP' = kOP, o sea z' = k.

oP
Como AOMQ = AOM'Q' entonces %% = Oo—g =k, luego OQ' = kOQ, o sea y' = ky.

Por lo tanto:

Az, y) = (kz, ky).
b). El centro de la homotecia no es el origen.

Sea A una homotecia de centro en A(a,b) # (0,0) y coeficiente k y sean M (z,y) y M'(z'y")
tales que A\(M) = M’, entonces M’ € AM y kAM = AM’, entonces:

— _ —
1). Sea Ty la traslacién en el vector AO, entonces Toz(M) = M” donde MM" = AO y
TA_O>('CBa y) = ("E -a,y- b)
2). Sea A’ una homotecia de centro en O y coeficiente k entonces N'(M") = M"" donde

M"eOM" y kOM" = M" N(z,y) = (kx, ky).
\

o figura 73

3). Puesto que A =T o X o T entonces:

Mz, y) = (T@» o\ oTA—O>)(x,y)
= T (N (T (2,9)))
= Tz (N (2 —a,y-1))
= Tz ((k(z —a), k(y 1))
= (k(z-a) +a,k(y-b)+b)
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es decir,
ANz, y) = (k(z - a) + a,k(y - b) +b).

Observe que A se puede representar en las siguientes formas:
i). A(z,y) = (kz+a(1-k),ky+b(1-k)) que expresa A en la forma A =T} o A; donde A; es una

—
homotecia de centro en O(0,0) y coeficiente k, y T es una traslacién en el vector (1 -k)OA.

ii). Mz,y) = (k[:vﬂz(% - 1)], kly+b(% - 1)]) que expresa A en la forma A = Ay o Ty donde Ay es

una homotecia de centro en O(0,0) y coeficiente k y T5 es una traslacién en el vector (% - 1)OA.

3.3.2. Caso general de una transformaciéon de semejanza.

Teorema 42. Toda transformacion de semejanza o del plano tiene como representacion analiti-

ca las ecuaciones,

¥=cr—-dy+a

y' =+(dr+cy)+b,

donde A(a,b) es la imagen de O(0,0) bajo o, V/¢® +d? =k es el coeficiente de « y el signo ”-”

en y' corresponde cuando la transformacion es opuesta.

Demostracion. Sea a una semejanza del plano de coeficiente &k y XOY un sistema de coorde-
nadas rectangulares.

Como « es una transformacién de semejanza, aplicando el teorema 39, o se puede representar
en la forma « = fo A donde A es una homotecia de centro en O(0,0) y coeficiente k y 5 es una
transformacion ortogonal, en consecuencia se tiene:

a). Si « es directa, § también lo es y asi, por el caso general de una transformacién ortogonal

[ se representa analiticamente en la formas:
B(x,y) = (xcosl — ysenb + a, xsend + ycosh + b),

donde A(a,b) es la imagen de O(0,0) bajo a y € es el angulo en el que cada vector es rotado
bajo 5.
Como A tiene centro en O se tiene que:

Mx,y) = (kx,ky) y por lo tanto si M (z,y) y M'(x',y") son tales que ao(M) = M’ entonces:
a(M(z,y)) = (B0 A)(x,y) = B(alz,y)) = B(kz, ky)
= (kxcosh — kysend + a, krsen + kycosd + b) = M'(x',y"),
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es decir,

x' = kxCosh — kySenf + a y' = kxSend + kyCosO + b. (3.1)

b). Si «v es opuesta, § también lo es. Puesto que 3 es una transformacién ortogonal entonces 3
se expresa como:
B = oT= donde T=(0,0) = (a,b), ¢; es una reflexién en una recta que pasa por A, B, forma

un angulo # con el eje X y analiticamente [ se expresa en la forma:
B(x,y) = (xcos20 — ysen20 + a, xsen26 + ycos26 + b).

Como A tiene centro en O entonces A(z,y) = (kz, ky) y por lo tanto si M (z,y) y M'(z’,y’) son
tales que a(M') = M’ entonces:

a(M(z,y)) = (8o (z,y)=B(Az,y)) = B(kz, ky)
= (kxcos20 + kysen20 + a, kxsen26 — kycos20 + b) = M'(z',y").

es decir,

2’ = kxcos20 + kysen26 + a y' = kxsen20 — kycos20 + b. (3.2)

En consecuencia:

Sien (3.1) se hace ¢ = kcosfl y d = ksenf, se obtiene:

¥=cr—-dy+a

Yy =dr+cy+Db
con k=+vc?+d?. Sien (3.2) se hace ¢ = kcos20 y d = ksen20, se obtiene:

¥=cr—-dy+a

Yy =dr-cy+b,

con k =+/c?+d? Al unir las dos expresiones en una sola se obtiene que a se puede representar

analiticamente en la forma:

I —
x'=cr-dy+a,

y' = +(dx —cy) +b,

donde A(a,b) es la imagen de O(0,0) bajo o, V2 +d? = k y el signo ”-” de y’ corresponde

cuando « es opuesta. O]
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3.3.3. Problemas Resueltos.

En esta seccion se resuelven algunos problemas de geometria elemental utilizando semejanzas,
problemas que ilustran el uso de esta clase de transformaciones e inspiran las soluciones de
problemas similares a los que aqui se presentan.

Problema 1

Sea P un punto dado de una circunferencia S, hallar el lugar geométrico de los puntos medios
de las cuerdas que tienen un extremo en P.

Solucion. Sean Ay, A, ..., A,... en S los segundos puntos que determinan las cuerdas PA;,

i=1,2...y By, Bs,...,B,, ... los respectivos puntos medios de las cuerdas PA;.

Sea A la homotecia de centro en Py coeficiente k = 3, entonces A(P) = Py AM(A;) = By,i=1,2, ...
Noétese que para

alguna cuerda PAj se tiene que B = O el centro de la circunferencia S, por tanto que
AMAg) = By = O y dado que la imagen de una circunferencia bajo una semejanza es una
circunferencia, se concluye que A(S) es una circunferencia de radio igual a la mitad del radio
de S, tal circunferencia es tangente internamente a S en P.

Problema 2

La bisectriz de un dngulo exterior de un triangulo divide al lado opuesto exteriormente en seg-
mentos proporcionales a los otros dos lados.

Solucion. Sea ABC un tridangulo cualquiera y BE la bisectriz del angulo exterior en B.
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figura 75

Sea k = 4% y A la homotecia de centro en A y coeficiente k, entonces A\(A) = A, A\(E) = C
ya que C' ¢ AE y kAE = AC y AM(B) = B’ donde B’ € AB y kAB = AB’ se concluye que
AAEB « AACB' y B'C paralela a BE ia, A = AB

“ y paralela a(_) y en consecuencia 5% = %=. a).
Como <DBE = <CBFE por ser BE la bisectriz del angulo DBC, < EBC = <B'C'B por
alternos internos entre paralelas y < BB'C' @ < DBFE por correspondientes se sigue que
<BB'C'2z <« BCB' y por tanto el triangulo A BB'C' es isésceles, de este modo BB’ = BC'y que
reemplazando en a). se tiene que é—g = g—g.
Problema 3
Demostrar que las alturas de un triangulo son concurrentes. El punto de concurrencia recibe el
nombre de Ortocentro, y se denota con H.
Solucién. Sea ABC un tridngulo cualquiera P, Q, R los puntos medios de los lados AC, BC'y

AB respectivamente y G el punto de corte de las medianas del tridgngulo ABC.

B' figura 76 A

Sea A la homotecia de centro en G y coeficiente -2 entonces A(A) = A’ si y sélo si 2GA = GA’
yA-G-A". N(B)=B'siysélosi2GB=GB'y B-G-B. A\(C)=C"siy sblosi 2GC = GC'
yC-G-C,

Por tanto la imagen bajo A del triangulo ABC' es el triangulo A’B’C" y asi las rectas Zﬁ, BC

y AC son paralelas a las rectas A’B’, B'C" y A’C" respectivamente.

Puesto que G es el punto de triseccién de cada mediana entonces 2GR = GC'y R- G - C;
2GP=GBy P-G-B;2GQ =GAy Q-G- A por tanto la imagen bajo A del triangulo PQR
es el tridngulo BAC'y como P, @), R son los puntos medios de AC, BC'y AB y una semejanza
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(homotecia) preserva puntos medios, sus imagenes bajo AB, A y C son los puntos medios de
A'C" B'C"y A'B'.

Dado que los lados del triangulo ABC' son paralelos a los lados de los tridngulos A’ B’C” enton-

ces las alturas del tridngulo ABC' son perpendiculares a los lados del triangulo A’B’C" en su
respectivos puntos medios y por tanto coinciden con las mediatrices de los lados del triangulo
A'B'C" y como las mediatrices del tridangulo A’B’C" son concurrentes, las alturas del tridngulo
ABC' también lo son.

Problema 4

El centroide G, el ortocentro H y el circuncentro O de un tridngulo son colineales, con G entre
Oy H y tales que 20G = GH.

G: Centroide. Punto de concurrencia de las medianas.

H: Ortocentro. Punto de concurrencia de las alturas.

O: Circuncentro. Punto de concurrencia de las mediatrices.

Solucion. Sea ABC un triangulo cualquiera, G su centroide, O su circuncentro, H su orto-
centro y P, @, R los puntos medios de los lados AB, BC'y AC' del triangulo ABC.

Sea A la homotecia de centro en GG y coeficiente _71 Como %AG =GRy A-G-Q; %BG =GR
y B-G - R; %C’G =GP y C -G - P se sigue que la imagen bajo A\ del triangulo ABC' es el
triangulo QRP.

Me—-=-
o)

P
figura 77

Sea C'E la altura correspondiente al lado AB bajada desde C, entonces la imagen bajo A de la
recta 82?) es una recta paralela a ella que pasa por A(C') = P y por tanto )\((C_’E) es una recta
perpendicular a AB en P, 6 sea que A(gﬁ) es la mediatriz de AB.

Analogamente, la imagen bajo A\ de las otras alturas coincide con las mediatrices y como una
semejanza preserva puntos de corte entonces la imagen bajo A del punto de corte H de las

alturas es el punto de corte O de las mediatrices, es decir A\(H) = O; en consecuencia se tiene
que 2GH =GO y porello 2GO=GHyO-G-H.

2
Problema 5

Sean « y 3 homotecias de coeficientes k y % y centros Ay B, A+ B demostrar que ao [ es
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una traslacion. ;Qué Traslacién?
Solucion. Sea X un punto cualquiera del plano, entonces (X)) = X’ si y sélo si
X'¢BX y 1BX =BX'y a(X') = X" si y s6lo siX" ¢ AX' y kAX' = AX"

xll

&ﬂxf‘
A

L ]
figura78

por tanto
(a05)(X):X” BX :AX’:k.

Y Bx? T axr

Pero

XX"= XX+ X'X"

=XB-X'B+AX"-AX'

=kX'B-X'B+kAX' - AX'
—(k-1)X'B+(k-1)AX'

= (k-1)(AX'+ X'B)

= (k-1)AB.

Sea T la traslacién en el vector @ = (k- 1)223> ,asi T»(X) = X" = (ao §)(X) para cada punto
X del plano, es decir a0 f=T= donde @ = (k - 1)Z§

Problema 6

Sean S y S’ dos circunferencias de centro y radios diferentes, demostrar que existen dos homo-
tecias que llevan una en otra.

Solucion. Sean S y S’ dos circunferencias de centro Ay A’, A+ A’ yradiosry ', r+r'y

sea X un punto de S no colineal con Ay A’
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figura 79

X7 x"717 .7 AN~ é é . .
Sea X'X" el diametro de S’ paralelo a AX con A’X’ y AX en el mismo sentido.
<> <>
Como A’X' es paralela a AX pero A’X’ # AX ya que son radios de S’ y S respectivamente,
<> <>

entonces A’A no es paralela con X’X, sea O su punto de corte entonces X y X’ estan en un

. <> <> A <>
mismo lado de AA’" y X" en el lado opuesto por tanto X”X interseca a AA’ en un punto O’
entre A’ y A y obtenemos dos situaciones:
a). Como los tridngulos A’OX’ y AOX tienen un édngulo comin en O y sus bases respectiva-

mente paralelas, entonces AAOX ~ AA’OX’ y por tanto

Sea A la homotecia de centro en O y coeficiente k = = > 0, entonces A\(O) = O, A\(A) = A" y
A(X) = X'y por tanto A(S) = S’ ya que si M es otro punto cualquiera de S entonces A(M) = M’
siy solo si kOM =OM'y M' e OM luego OM'" = kOM = kr =r" y por tanto M’ esta en S’.

b). Como <« A’O'X" = <« AO'X y AX es paralela a A X7 entonces AQ'AX ~ AQ'A’X" | luego

OO,’fl, = OO,,))((” = A/;))((” = %, =k>0Ocon A -0 -Ay X"-0-"X.

Sea A’ la homotecia de centro O’ y coeficiente —k entonces A'(O') = O', N (A) = A’y N(X) = X"
y por tanto A'(S) = S’ ya que si M es otro punto cualquiera de S entonces N'(M) = M’ siy
s6lo si My M’ estan en lados opuestos de O' y kO'M = O'M’ o sea O'M' =kO'M =kr=1r"y

por tanto M’ esta en S’.

Observe que si S y S’ son concéntricas se tiene O = O' = A = A’ y cualquiera de las dos
homotecias lleva S en S’. jcual es la homotecia si las dos circunferencias S y S’ coinciden?
Los puntos O’ y O reciben el nombre de centros de semejanzas interior y exterior de las
circunferencias S y 5.

Problema 7

Sea ABC'D un trapezoide en el cual las prolongaciones de los lados AD y BC se cortan en

punto P’, sea Q el punto de corte las diagonales AC'y BD demostrar que:
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a). Las circunferencias S y S’ circunscritas a los tridngulos ABP y DCP son tangentes.
b). Las circunferencias Ry R’ circunscritas a los tridngulos ABQ y DC(Q son tangentes.
c¢). La razon de los radios S y S’ es igual a la razén de los radios Ry R'.
Solucién. Sea ABC D un trapezoide, P el punto de corte de las prolongaciones de AD y BC,
Q el punto de corte de las diagonales AC' y BD, entonces:
a). Sea A la homotecia de centro en P y coeficiente k = g—g > 0 como las rectas DC y AB son
paralelas por ser las bases del trapezoide y el dngulo en P es comun para los triangulos D PC'
y APB entonces ADPC' ~ AAPB y por lo tanto:
PA PB AB
PD PC DC
luego A(D) = A, \(C) = By AM(P) = P, es decir, la imagen bajo A del triangulo DPC' es el
triangulo APB y por tanto A lleva la circunferencia S que pasa por los puntos D, Py C en la

k,

circunferencia S’ que pasa por los puntos A, Py By como S’ se obtiene de S por una homotecia
de centro en P sobre S’ se sigue que S y S’ son tangentes en P.
b). Sea X la homotecia de centro en @ y coeficiente t = 22 < O (considerando AB y CD como
segmentos dirigidos).

oo <~ <~
Como < DQC = < AQB por opuestos por el vértice y C'D es paralela con AB por ser las bases

del trapezoide entonces <C'QD = < AQB, por lo tanto:

figura 80

g—é = 8—5 = é—g =tcon A-Q-C'y B-Q-D entonces N(C)=A, N(D) =B,y N(Q) = Q luego

la imagen A’ del triangulo CQD es el triangulo AQB y por tanto X lleva la circunferencia R

que pasa por los puntos C, D y @ en la circunferencia R’ que pasa por los puntos A, B y @)

y como R’ se obtiene de R por una homotecia de centro ) sobre R’, se sigue que R y R’ son

tangentes en ).

c). Como S’ se obtiene de S por una homotecia de coeficiente k = g—g y por el problema 6
Rs _ AB

_ Bs Rs _ AB
k= Ro entonces Re = DO

Dado que R’ se obtiene de R por una homotecia de t = é—g < 0 y por el problema 6 se tiene
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|t] = g—;, entonces 44 = |é_g| = g_g’ - I%S/

Rps
Problema 8
a). Conectar un punto dado M con el inaccesible” punto de interseccién de dos rectas dadas m
y L.
b). Trazar por un punto M una recta paralela a un resta "inaccesible” [, dos de cuyos puntos
estan determinados por la intersecciones de los pares de restas ay,as, y by, bs.

Solucion. a). Sea A homotecia de centro M y coeficiente k

figura 81

lo suficiente pequeno para que las imagenes bajo A de las rectas m y [ se intersequen dentro de
los limites de la accesible, entonces, la recta que une el punto M con el punto de interseccién
de las rectas A(m) =m' y A(l) =1’ es la recta buscada.

b). Sea A un homotecia de centro M y coeficiente k lo suficientemente pequeno

figura 82

tal que las rectas a;, as, y b1, by sean llevadas en las rectas aj, al, y b}, de modo que las
recta que une los puntos de interseccion de af y al, b} y b}, esté dentro de los limites de la parte
accesible, entonces la recta que pasa por M paralela a esta recta es la recta buscada.

Se ha probado que toda semejanza directa « de coeficiente k, se puede expresar como el producto
de una homotecia A de coeficiente k£ y centro O y una rotaciéon de py de centro O y que este
producto es conmutativo, es decir & = Ao py = pp o A. Una semejanza de esta forma se llama

semejanza en espiral (Rotacion dilatativa). El siguiente problema es un ejemplo de esta
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clase de semejanza.

Problema 9

Dado un punto P sobre el lado AB de un tridngulo dado ABC, inscribir en él, un tridngulo
PXY semejante a un triangulo dado LM N.

Solucion. Suponga que el tridngulo PXY ha sido construido.

A Yy ¢ 1 N
figura 83

Como ALMN ~ APXY entonces % = % = % y asi % = %. Sea A la homotecia de centro
en Py coeficiente k = £ entonces A\(X) = X’ si y s6lo si X' € PX y kPX = PX'.

Sea pg la rotacién de centro Py angulo 5 =m(<MLN).

Como <« MLN = «XPY y PX' = kPX = PY se sigue que pg(X’) =Y y por lo tanto (pg o
A)(X) =Y, es decir, Y se obtiene X por una semejanza en espiral de centro en Py éngulo
B=m(< MLN) y como X esta sobre BC entonces Y esté sobre la recta I’ = (pso )\)(Eg'), por
tanto:

1). Si I’ interseca a AC entonces Y es este punto de interseccion.

2). Si I’ paralela a 54_6>Y entonces el problema no tiene solucion.

3). Si I’ coincide con AC el problema es indeterminado.

Se ha probado que toda semejanza opuesta « de coeficiente k, es el producto de una homotecia
A de centro O y coeficiente k y una reflexién ¢; en una recta [ que pasa por O y este producto
es conmutativo, esto es a = ;0 A = X o ;. Este producto se denomina reflexion dilatativa,
se ilustra su uso en la solucién del siguiente problema.

Problema 10

Sea [ una recta, A un punto en ella y 57,55 dos circunferencias dadas. Construir un triangulo
ABC' de modo que [ sea la bisectriz del angulo en A, los vértices B y C' estén respectivamente
sobre las circunferencias S; v S, v la razén de los lados AB y AC tenga un valor dado .
Solucion. Suponga que el tridngulo ABC' ha sido construido y sea A la homotecia de centro

en A coeficiente k = 2 = 4% entonces A(B) = B’ si y s6lo si B’ € AB y kAB = AB'.
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figura 84

Sea ¢, la reflexion de la recta [, puesto que [ es la bisectriz del angulo A entonces ¢;(B’) € AC
y como AB' = kAB = AC entonces AB'AC es isosceles y por ello [ es la mediatriz del lado
B'C, luego pi(B') = O, y asi (g0 A)(B) = C, es decir, C se obtiene de B por medio de una
reflexién dilatativa de centro A y eje [ con coeficiente .

Por lo tanto C' estd en la interseccion de las circunferencias Sy y S7 obtenida de Sy bajo la refle-
xion dilatativa. Este problema puede tener dos, una o ninguna solucién. jen qué circunstancia

ocurren?
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Capitulo 4

TRANSFORMACIONES AFINES.

En los capitulos anteriores se han estudiado, en primera instancia, las transformaciones que
conservan la forma y el tamano y luego las que conservan solo la forma; este tipo de transfor-
maciones pertenecen a un grupo mas amplio, aquellas que preservan colinealidad y paralelismo
pero no en general la longitudes de segmentos, congruencia de angulos o areas. Este tipo de
transformaciones son llamadas transformaciones Afines. El estudio de estas transformaciones
se realiza andlogamente, es decir, basados en el concepto de aplicacion afin se deduce algunas
de sus propiedades hasta llegar al Grupo Afin del plano, se tratara luego la forma de expresar
una transformacién afin como el producto de transformaciones afines elementales, para concluir

con la expresion analitica correspondiente.

4.1. aplicaciones Afines.

Definicion 32. Sea a: 7 — 7’ una aplicacion biyectiva.
a es una Aplicacién Afin si y solo si la imagen bajo o de tres puntos colineales en m son tres

puntos colineales en m'.

Teorema 43. Sea o: m — 7' una aplicacion afin, entonces la imagen bajo v de tres puntos no

colineales de w son tres puntos no colineales de '

Demostracion. Sea « : m — 7' una aplicacién afin y suponga que las imagenes bajo « de tres
puntos no colineales A, B y C' son puntos colineales A’, B’ y C" respectivamente.

Sea X un punto cualquiera de 7 y sea [ una recta cualquiera diferente a AX entonces [ interseca
a dos de las rectas determinadas por los lados del triangulo ABC'. Suponga que [ interseca a las
rectas AB y ac y sean P, (@ los puntos de interseccion; entonces A, P y B son colineales al igual

que la terna A, Q) y C. Como « es una aplicacion afin las imagenes A’, P’ y B’ son colineales al
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igual que la terna A’, Q)" y C" y con esto P’ esta en AB y Q' esta en j@)’, pero P'+ Q" y a es
inyectiva con lo cual P’ # ()'. Sea I’ = W dado que « es afin y X, P y @) colineales entonces
sus imagenes X', P’ y ()’ son colineales, es decir X’ estd en ]W =" asi cualquier punto X del
plano 7 tiene su imagen en [’ y siendo asi, a no es sobreyectiva (Absurdo) y por ello A’, B" y

C" son no colineales.

X A P figura 85

O

Teorema 44. 1). Sea o : ™ — 7' una aplicacion afin, entonces a™' : 1’ — 7w es una aplicacion
afin.
2). Sean a:m - 7w y B : 7 -« aplicaciones afines entonces foa:m — 7" es una aplicacion

afin.

Demostracion. 1). Como a : ™ — 7’ es biyectiva existe a~! : 7’ — 7 que también es biyectiva.
Al suponer que existen tres puntos A’, B, C' en 7’ colineales tales que sus imdgenes bajo o~}
, A, By C son no colineales y aplicar sobre ellos el resultado del teorema 44, se encuentra que
las imagenes bajo a de estos tres puntos A, B y C' son colineales, es decir, A’, B’ y C’ son no
colineales (Absurdo). Asi A, By C son colineales y por tanto a~! es una aplicacién afin.

2). Puesto que o : ™ — ' y f: ' - 7" biyectivas entonces o« : m — 7' es biyectiva. Sean
A, By C en 7 puntos colineales entonces y como « es afin se tiene que a(A) = A’, a(B) = B’
y a(C) = C' son colineales en 7’ y como (3 es afin entonces f(a(A)) = A”, B(a(B)) = B" y
B(a(C)) = C" son colineales o sea (foa)(A),(foa)(B)y (Bea)(C) son colineales y con esto

queda probado que 5o« es una aplicacion afin. O

Definicién 33. Una aplicacion afin o : 7w — 7 es llamada una transformacion Afin.

Se denota con A(m) al conjunto de todas las transformaciones afines del plano .
Teorema 45. (A(7r), 0) es un grupo, llamado Grupo Afin del plano 7
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Demostracion. Es una consecuencia inmediata del teorema 44. En el cual es suficiente tomar
m=7"=7".

Observe que (O(7),0) y (S(m), o) son subgrupos de (A(7),0). O

4.2. Transformaciones Afines Fundamentales.

En esta seccién se estudian algunas transformaciones afines importantes que permitan expresar
cualquier transformacién afin como el producto de alguna de ellas y de una transformacién

ortogonal.

4.2.1. Reflexion Oblicua.

Definicion 34. La aplicacion « : m - 7 que lleva a el punto M en el punto M' se llama

Reflexion oblicua en OX paralela a OY.

B <«——>
Sean OX y OY dos rectas cualesquiera y M un punto del plano, por M se traza una paralela

<«——> <<
a OY que intersecan a OX en un punto P y se escoge sobre esta paralela un punto M’ tal que

/ /
/ X
0 /P

A

figura 86

Teorema 46. Una transformacion oblicua o del plano es una transformacion afin.

Demostracion. 1). a es biyectiva. Como en los lados opuestos de la recta b—))( sobre la paralela,
unica por M a 5}_} existen unicamente dos puntos M y M’ tales que M P = PM' donde P es el
punto de corte de la paralela a oY y OX se sigue que cada M’ en 7 posee una Unica imagen
inversa M en 7w y por tanto « es biyectiva.

2). « preserva colinealidad. Sean A, B, y C puntos colineales en 7, entonces puede suceder que:
a). A, By C estan sobre una paralela OY entonces por definicion de reflexion oblicua A’, B' y
C" estén sobre esta misma paralela y por tanto A’, B’ y C’ son colineales.

<>
b). A,B y C estan sobre una recta [ paralela a OX entonces como segmentos de paralelas
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<>
comprendidos entre paralelas se sigue que A’, B’ y C’ estan sobre una paralela [ a OX.

<>
c). A, By C estan sobre una recta [ que intercepta a OX en un punto P.

>

figura 87

Sea A’ = a(A) y Ag el punto de corte de AA y OX entonces AAg = AgA’ y AA es paralela a
OY . Lldmese I' = PA/ y B’y C" los puntos de corte de I’ y las paralelas a OY trazadas por B
y C respectivamente. Probaremos que B’ = a(B) y C' = a(C).

Sean By, Cy puntos de corte de BB’ y C'C" con OX entonces AA’, BB’ y C'C" son respectiva-
mente paralelas por lo tanto APAAy -~ APBBy -~ APCCyy APA’Ay~» APB'By ~ APC'Ch,

luego
AAy PAy BBy PBy A'Ay  PAy B'By PBy

BB, PB, CC, PC, ~ BB, PB, CC, PCy

por lo tanto

AAy _ A'Ag BBy _ B'Bg asi BBy _ CCo _ AAg _
BBy ~ B’'Bg CCy ~— C'Cy B'By ~ C'Co ~— A’Ag —

opuestos de OX se sigue que a(B) =B’y a(C) = C" y por lo tanto A’, B" y C" son colineales.

1y como By B'; C'y C'" estdn en lados

De las partes 1). y 2). se desprende que « es una transformacién afin.
Observe que:
i). Como AA’ es paralela a BB’ entonces AA’ determina segmentos proporcionales sobre los

lados del triangulo BPB’, por lo que % = ;14,1; y por ello AB #+ A’B" a menos que AP =A'Py

esto solo se logra si OY es perpendicular a OX y por tanto en general o no preserva distancias

y siendo asi « no preserva congruencia de segmentos.

ii). Como en el caso b) del teorema la figura AA’B’B es un paralelogramo y en un paralelogra-
mo angulos adyacentes son suplementarios entonces los angulos en A y en A’ son diferentes a
menos que sean rectos y esto solo se logra si OY es perpendicular a OX y por tanto, en general

« no preserva congruencia de angulos.

iii). Si OX y OY se consideran como ejes de un sistema oblicuo de coordenadas y M (x,y), M'(z',y")
son tales que a(M') = M’ entonces M P = PM’ con M y M’ en lados opuestos de OX entonces
OP=x=0P =2', PM =y y PM =y’ = -y por tanto,

Oé(l’,y) = ({L‘,—y).
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Es decir, la representacién analitica de una reflexién oblicua es a(z,y) = (z,-y). O

4.2.2. Compresion.

Definicion 35. La aplicacion o : m — 7w que aplica M en el punto M’ se llama compresion

de eje | y coeficiente k.

Sea k en R*, una recta dada del plano, M un punto cualquiera del plano m, MPla perpendicular
a [ trazada por M’ en 7 tal que kMP = M'P.

P
figura 88

Observe que segun la definicién anterior M y M’ deben situarse del mismo lado de [ y que en
particular si M estd en [ entonces a(M) = (M).

Si k < 1, se tiene una compresion propia y cada punto que no esta en [ es llevado en un
punto mas cercano a [.

Si k> 1, se tiene una dilatacion y cada punto que no estd en [ es llevado en un punto mas
alejado de .

Si k=1, todo punto queda fijo y por tanto « es la trasformacion identidad.
Teorema 47. Toda compresion o con eje | y coeficiente k en R* es una trasformacion afin.

Demostracion. 1). « es biyectiva. Como para cada M en 7 existe por M una tnica perpendicular
a | y sobre esta para cada M’ del mismo lado de [ existe un tnico M tal que kM P = M'P se
sigue que cada M’ de 7 posee una unica imagen inversa M en m y por tanto « es biyectiva.
2). a preserva colinealidad. Sean A, B y C colineales en 7y n = AB entonces:

a). Si n es perpendicular a [ entonces por definicién de compresién A’ B’ y C" estan sobre n o
sea a(n) = n.

b). Si n es paralela a [, se llaman A’, B’ y C’ las imagenes de A, By C bajo ay Ag,Byy Co

los pies de las perpendiculares trazadas por A, By C a l entonces kAAy = A’Ay, kBBy = B' By,
kCCy = C'"Cy y como n es la paralela AAy = BBy = CCy o sea kAAy = kBBy = kCCy y por
tanto A’Ayg=B'By=C"Cy y asi A’, B' y C" son colineales sobre una paralela a [.

¢). Si n interseca a [ en un punto P.
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P AO B-o 60
figura 89

Sean Ay, By v Cy los pies de las perpendiculares a [ trazadas por A, By C y sean A", B" y C’

sobre AAq, BBy, CCy respectivamente tales que

A%_H&_O%_k
AA, BB, CC,

AAg _ BBy _ CCyh
PA. = P~ pow ¥ las rectas

Como la recta n = AB tiene pendiente m,, tal que m, =
PA’', PB', PC" tiene pendientes

A4y _B'B, JReles
ma=pa T eyt MY T pa,

respectivamente, se sigue que my = mpg = mer = km,, y por tanto A’, B’ y C'" estan sobre una
recta n/ que pasa por el punto P de interseccién de n y [ y de pendiente k veces la de la recta

ny asi, de 1). y 2). se concluye que « es una transformacién afin. O]

Observe lo siguiente:

1). Si v es una compresion con eje [ y coeficiente k y 5 es una compresion con eje [ y coeficiente
% y X es un punto cualquiera del plano, entonces:

(Boa)(X)=pB(a(X))=B(X")=X"donde kXP = X'P y P es el pie de la pie de la perpendi-
cular por X aly 1 X'P=X"P.

Es decir, kXP = kX"P y por tanto X = X” luego a~! = f y esto significa que a~! es una
compresion con eje | y coeficiente %

2). Si a es una compresién con eje [ y coeficiente k, 8 es una compresion con eje [ y coeficiente
t y X es un punto cualquiera del plano, entonces:

(Boa)(X)=p(a(X))=B(X") = X" donde kXP = X'P y P es el pie de la perpendicular por
XalytX'P=X"P.

Por lo tanto (8o a)(X) = X" donde X"P =tX'P = t(kXP) = (tk)XP, es decir, foa es una
compresion con eje | y coeficiente tk.

En consecuencia, si se llama I' al conjunto de todas las compresiones con eje [ y coeficientes en

R* se concluye de las dos observaciones anteriores que (I",0) es un grupo.
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3). Andlogamente al caso de las homotecias se puede considerar para las compresiones coefi-
cientes negativos y en este caso, cada compresién con eje [ y coeficiente k < 0 se interpreta como
el producto en cualquier orden de un compresion con eje [ y coeficiente —k > 0 y una reflexién
ordinaria en [.

4). Si se considera [ como eje X y cualquier perpendicular a [ en un punto O como eje Y, en-
tonces se tiene que si M (z,y) y M'(z’,y") son puntos del plano tales que a(M) = M’ entonces
kEMP = M'P y se tiene que: OP =2 =2/, PM =y y PM’ =4 por tanto 2’/ = x y 4’ = ky, luego

la representacion analitica para una compresién de eje X y coeficiente k.

a(z,y) = (v, ky).

4.2.3. Compresion Oblicua.

Definicion 36. La aplicacion o : m — 7 que aplica el punto M del plano en el punto M' se

., . . <> . ., <——> .
llama compresion oblicua con eje OX en la direccion de OY 1y coeficiente k.

«——> <>
Sean OX y OY dos rectas, no necesariamente perpendiculares y k en R*, para cada punto M

<——> <<
del plano se traza una paralela a OY, la cual interseca a OX en un punto P y sea el punto M’
<>

<>
sobre esta paralela tal que kM P = kEM'P.

y \‘M
v

o\ P\ X
figura 90

Observe que segin la definicion M y M’ deben situarse del mismo lado de O<_>X y que en

<>
particular si M esta sobre OX entonces M’ = M.
Teorema 48. Pruebe que una compresion oblicua o y coeficiente k es una transformacion afin.

La demostracion es analoga a las presentadas anteriormente.

Observe lo siguiente:

1). Al aceptar coeficientes negativos en la definicién de compresién oblicua se puede interpretar
una compresién oblicua con eje OX en la direccién de OY y coeficiente k < 0 como el producto
en cualquier orden de una compresion oblicua de coeficiente —k > 0 y una reflexion oblicua con
eje OX en la direccién de OY.

2). Dados OX y OY si k =1 entonces « es la trasformacién identidad y si k = —1 entonces « es
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una reflexién oblicua con eje OX en direccién de OY.

3). Anédlogamente a lo realizado para las compresiones se puede probar que el conjunto de todas
las compresiones oblicuas con OX y OY dados y coeficientes en R* es un grupo abeliano.

4).Si OX y OY se consideran como ejes oblicuos de un sistema de coordenadas y M (x,y), M'(2',y)
son puntos del plano tales que a(M) = M’ entonces una compresién oblicua o con eje OX en

la direccion de OY y coeficiente k, tiene como representacion analitica la expresion

a(z,y) = (z,ky).

4.2.4. Rotacion Hiperbdlica.

. e <> <——> . ., . X <>
Definicion 37. Sean OX y OY rectas diferentes, k en R* ala compresion oblicua con eje OX

«——> ) L ) R <«—> )
paralela a OY y coeficiente k y B la compresion oblicua con eje OY paralela a OX 1y coeficiente

1

%, entonces el producto p, = o« se llama Rotaciéon Hiperbdlica.

\\
A"\

0\ - X
figura 91

Observe que:

1). Una rotacién hiperbdlica es una transformacién afin ya que es el producto de transforma-
ciones afines y cada punto M del plano en un punto M’ a través de P.

2). Si OX y OY se consideran como ejes de un sistema de coordenadas y M (x,y), M (x',y")

son tales que pi (M) = M’ entonces:

xz ! I,/
pr(M(w,)) = (B a)(z,y) = Bla(w,y)) = Blw, ky) = (7, ky) = M'(z'y").
Es decir, una rotacion hiperbdlica p, de coeficiente k tiene como expresién analitica:

pi(z,y) = (£, ky).

3). La razén del nombre de esta transformacion es: ”Si un punto P(r,s) esté sobre la hipérbola
xy = C entonces su imagen bajo pi, P'(r’,s") esta sobre la misma hipérbola,” ya que si P(r,s)
estd sobre la hipérbola, entonces rs = C' entonces 1’'s’ = 7, ks =rs = C'y asi P'(r’,s") estd sobre
la hipérbola zy = C'.

<——> <>
4). Bajo una rotacion hiperbdlica puntos sobre OX y OY van en puntos sobre las mismas rectas
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y el punto O es invariante.

5). Bajo una rotacién hiperbdlica las dreas de figuras se preservan ya que bajo la compresién
<>

sobre el eje OX y coeficiente k todas las areas son multiplicadas por k pero la compresién con

<«——>
eje QY y coeficiente % todas las areas se multiplican por %

4.2.5. Rotacién Eliptica.

Definicion 38. Sea | una recta dada, k un real positivo, o la comprension con eje | y coe-
ficiente k y pg la rotacion con centro en un punto O de | y dngulo de medida 6, entonces la

transformacion tal que p; = ao pgoa~t se llama Rotacién Eliptica.

Nt

figura 92

Observe que:

1). Una rotacion eliptica es una transformacién afin por ser el producto de transformaciones
afines y que ella lleva a cada punto M del plano en un punto M’ a través de Py P'.

2). Sea [ la recta [ se toma como eje X y una recta perpendicular a [ en un punto O de ella

como eje Y definiene un sisitema rectangular de coordenadas y
M(z,y)y M'(2',y'),

son puntos del plano tales que p;(M) = M’ entonces:

p(M(z,y)) = (o pgoa™)(z,y)

= Oz(po(ofl(l“, y)))
- a(pof. 1))
= a(xcos@ - %sen@, rsenf + %cos@)
= (xcos@ - %senﬁ, kxsenf + ycos@)
=M'(z'y").

Es decir, p; tiene como representacion analitica la expresion:

pi(z,y) = (mcosQ - Zsend, krsent + ycos@).
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3). La razén para el nombre de rotacion eliptica es que ella deja invariantes las elipses con
centro en O, eje mayor sobre [ y cuya elipticidad k esté dada por la razon ente los semiejes de
la elipse (menor-mayor). Para probar esta afirmacion obsérvese que si P(x,y) es un punto del

plano que esta sobre una elipse dada de ecuacion

con a > b entonces su imagen P’(x',y’) bajo p; esta sobre la misma elipse, ya que

2?2 y?  (wcosd - Lsend)? . (kzsend + ycos@)2

@ e a? b?
_ 2%c0s*0 - 22 coshsent) + z—zserﬂ@ k2x%sen? + 2kxycosl + senf + y?cos?0
- a? ’ b2
_ k%x%cos?0 - 2kxycosfsend +y?sen?0  k2x?sen?0 + 2kxycosl + send) + y*cos?0
- K2a? ' 2
_ k2x2cos?0) - 2kwzycostsent) + y*sen?) . k2x2sen?0 + 2kxycost + senb + y?>cos?0
B b b
_ k2x2(cos?0 + sen?0) + y?(cos?0 + sen?0) + 2kxycostsent — 2krycostsent
- B
k2x2(00329 + sen29) + y2(00329 + sen29)
k222 4 42
22 oy g2
=+ =+ —
Z_z b2 g2
y?
T
=1,

donde k = g, asi P'(x,'y") satisface la ecuacién de la elipse dada y por tanto P’(z,”y") esté sobre

ella.

4.2.6. Cizallamiento.

<> <——>
Definicién 39. Sean OX y OY los ejes de un sistema de coordenadas cartesianas, no nece-

sariamente perpendiculares en el plano, entonces la aplicacion o : ™ — 7w que lleva cada punto

M(x,y) en el punto M'(x',y") donde:

r'=x+ ky
y'=y keR,
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o\ X

figura 93

se llama cizallamiento del plano.

El significado geométrico de esta aplicaciéon es el siguiente:
<>
Cada punto M del plano va en un punto M’ sobre una recta paralela OX por M y como

MM' = (2'-z,y"-y) = (ky,0) entonces |M M| = |k||y| y por tanto cada punto M es desplazado

horizontalmente una distancia proporcional a su distancia al eje X.

Si ky > 0 la direccién de MM apunta en la direccion positiva del eje X y si ky <0 la direccion
de MM’ coincide con la direccién negativa del eje X. De lo anterior se deduce que si k > 0,
puntos por encima del eje X se mueve hacia la derecha y puntos por debajo del eje X se mueve
hacia la izquierda y viceversa para el caso en que k < 0. Cualquiera que sea el caso, los puntos
del eje OX quedan fijos y esto significa que los semiplanos de frontera OX se mueve en sentido
opuesto como las cuchillas de una cizalla. !

Un cizallamiento esta determinado por el eje X y un par de puntos correspondientes, M y M’
que no estén sobre O(—))( con esta informacién la imagen de un punto N se puede obtener como

se ilustra en la siguiente figura.

o figura 94

Teorema 49. En un sistema dado de coordenadas, un cizallamiento o del plano de coeficiente

k es una transformacion afin.

Demostracion. Sea a:m — m un cizallamiento y k£ un real positivo entonces:

1).cv es biyectiva.

a).« es funcién. Sean (x1,y1), (2, y2) en 7 tales que (z1,41) = (22, y2) entonces x1 = xa, Y1 = Yo,y
por ello x1 = 9, v ky1 = kya, luego x1+ky; = To+kys y Y1 = yo entonces (z1+kyr,y1) = (va+kya, y2)

o sea que a(xy,y1) = a2, 92).

!Cizalla es una herramienta compuesta por dos hojas con bisel, para cortar planchas delgadas de diversos

materiales. Un cizalla se asemeja a unas tijeras grandes y cortan en frio planchas de metal.
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b). a es inyectiva. Sean (x1,y1), (z2,y2) en 7 tales que a(x1,y1) = a(x2,y2) entonces

(w1 +kys,y1) = (T2 + kyz, y2), luego w1+ kyy = 22+ kya y 11 = y2 0 sea (w1 —x2) +k(y1 —92) =0y
Como ¥y = ¥o se sigue que 1 = Tz y por tanto (x1,41) = (22,92).

¢). « es sobreyectiva. Sea Y en 7 y tal que Y = (z,y), es suficiente tomar X = (z - ky,y), ya

que

a(X) =a(z-ky,y) = (r - ky+ ky,y) = (z,y) =Y.
2). « preserva colinealidad.

Sean A(Za,Ya), B(xp,yp) y C(2¢,y.) puntos colineales 7 entonces

Ta Yo 1
Tr Yb 1 = 0
Te Yo 1

y por tanto si A’ (24, Yya), B' (s, yp) y C'(x¢,y.) son las imagenes de A, B y C bajo «, entonces:

To Yo 1 Lo+ kYo Yo 1 Ta Yo 1 To Ya 1
zpoyy L= a+kyy wo 1|=|ay w 1|+k|lay y 1]=0
re Yo 1 Tet+kye ye 1 Te Yo 1 Te Yo 1
y asi A’, B’ y C" son colineales. O

Observe ademas que:

1). Si « es un cizallamiento de coeficiente k y 5 es un cizallamiento de coeficiente ¢ entonces:

(aoB)(z,y) =a(B(z,y)) = a(r +ty,y) = ((x +ty) + ky,y) = ((z + ty) + ky,y) = (x(k +1)y,y),

y por tanto aco 3 es cizallamiento de coeficiente k +¢.

2). Si a es un cizallamiento de coeficiente k y /5 es un cizallamiento de coeficiente —k entonces:

(Boa)(z,y)=pB(alz,y)) = B(x+ky,y) = ((z+ky,y) - ky,y) = (z,y) = [(z,y),

y por tanto 5 = a~! y esto significa que o es un cizallamiento de coeficiente —k.
Si se llama = al conjunto de todos los cizallamientos de coeficientes en R se concluye de las

partes anteriores que en un sistema de coordenadas dados (Z,0) es un grupo abeliano.

4.3. Propiedades de las Aplicaciones Afines.

Teorema 50. o : 7 — 7’ una aplicacion afin, entonces:

a). Sil es una recta en 7 entonces a(l) es una recta en 7.
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b). Sil es paralela a m entonces a(l) es paralela a a(m).

c). Si l interseca a m en P entonces a(l) interseca a a(m) en a(P).

Demostracion. a). Sea | = AB una recta en 7 con A + B entonces « es inyectiva y por esta
razén A’ # B, sea l’ = A

i). Al tomar C en [ se tiene que A, By C son colineales y siendo « una aplicacién afin preserva
la colinealidad, por ello A’, B’ y a(C') son colineales, en consecuencia o(C') esta en AB =1 y
esto significa que «(l) €',

ii). Al tomar C’ en I’ se encuentra que A’, B’ y C"' son colineales y como a~! es aplicacién afin,
sus imédgenes inversas A, B y a~'(C") son colineales y asi a~1(C") estd en AB =1 y por ello
I'ca(l).

De las partes i). y ii). se concluye que a(l) =1'.

b). Supongamos que a(l) no es paralela con a(m) entonces a(l) y a(m) se intersecan en un
punto P’, como « es inyectiva, la unica imagen inversa P de P’ esta en [ y m, es decir, [
interseca a m en P (absurdo) por tanto a(l) y a(m) son paralelas.

c). Sea P el punto de interseccion de | 'y m entonces a(P) estd en a(l) y a(m) y esto significa

que a(l) interseca a a(m) en a(P). O

Cuando se desarrollé la teoria de las transformaciones Ortogonales y de Semejanza se probaron
teoremas analogos al teorema 50 y se prob6 que la imagen de un segmento de recta es otro
segmento de recta y que la razén en que un punto divide a un segmento de recta es invariante.
Estas propiedades también son ciertas para las transformaciones afines, sin embargo su demos-
tracién es complicada. Por mucho tiempo se creyé que estas propiedades no se deducian desde
la definicién de aplicacion afin y que inicamente se podrian tener si se adicionaban exigencias a
la definicién; por ejemplo, la exigencia de que una aplicacién afin sea continua o la exigencia de
que preserve el orden entre tres puntos colineales. Esta fue la primera aproximacién hecha por
los fundadores de la teoria de las Transformaciones afines y proyectivas entre los que cuentan
Poncelet, Mobius y Chasles. Fue hasta 1880 que el geémetra francés Darboux’s establecié que
estas condiciones adicionales no son necesarias, y que estas condiciones, como las siguientes
dos propiedades que a continuacién se probaran, pueden ser deducidas de las propiedades ya
mencionadas y establecidas para una transformacién afin.

En su articulo ” El teorema fundamental de la Geometria Proyectiva ” (Math, Ann. 17, 55-61,
1880) Darboux’s prueba que la razén cruzada es preservada por una transformacién proyectiva
y el método de prueba se reduce esencialmente a la prueba de preservacion de la razén ordinaria

sobre una recta bajo una proyeccién afin.
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Antes de considerar las propiedades mencionadas anteriormente, se probara un teorema ele-

mental que se deduce de la definicién de una aplicacién afin.

Teorema 51. Sea o : m — m una aplicacion afin. Si C es el punto medio del segmento AB

entonces a(C) = C" es el punto medio del segmento determinado por A’ = a(A) y B = a(B).

Demostracion. Sea C' el punto medio de AB y [y, 1, rectas diferentes de AB que pasan por A
y mq,mg rectas que pasan por B y respectivamente paralelas a [; y [y entonces Iy v mao y o
y my se intersecan en los puntos E' y D respectivamente y con esto, la figura ADBE es un
paralelogramo y de hecho, sus diagonales se cortan en su punto medio, es decir, AB y ED se

intersecan en su punto medio C.

m1 D I2

figura 95

Por el teorema 50, una aplicacion afin preserva paralelismo y puntos de corte con lo que se
encuentra que: a(my) y a(ly), son paralelas a a(ms) a(ly), a(A) = A’ es el punto de corte de
a(ly) ~ a(ly), a(D) = D' es el unto de corte de a(ly) ~ a(msz) y a(my) ~ a(ms) es a(B) = B,
por tanto la figura A’D'B’E’ es un paralelogramo y como tal sus diagonales se cortan en el
punto medio.

De este modo, A’B’ interseca a E'D’ en a(C') = C" y asi C" es el punto medio de A’B’. n

Corolario 1. Si Cy,C,,...,C, son puntos que dividen al segmento AB en n partes iguales
entonces sus imdgenes bajo una aplicacion afin C1,C5, ...,C!, dividen al segmento determinado

por A" = a(A) y B' = a(B) en n partes iguales.

Demostracion. Si C7,CY,...,C} dividen al segmento AB en n partes iguales entonces se tiene
que ACY =Ci{Cy=...=C! By por ello C] es el punto medio de AC5 lo que indica como Cf,

es el punto medio de A’CY y asi sucesivamente se razona para los demas puntos. O

Suponga ahora que A y B son dos puntos fijos sobre una recta [ y A’, B’ son sus im&genes
sobre una recta I’ bajo una aplicaciéon afin. Al tomar A como origen y B como el punto de
coordenada 1 sobre [, de manera natural se puede tomar A’ como origen sobre I’ y A’B’ como

segmento unidad y aplicando el corolario anterior se tiene como consecuencia inmediata que
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todo punto del segmento AB que tiene coordenada racional r va en un punto de A’B’ con la
misma coordenada r y que puntos sobre [, no necesariamente dentro de AB, con coordenada
racional tienen como imagen puntos sobre [’ con la misma coordenada racional.

Observe ademas que puntos con coordenadas irracionales se aplican, a través de una transfor-
macién afin, en puntos con coordenadas irracionales, ya que si esto no sucediera, la aplicacién
inversa que también es afin, llevaria puntos con coordenada racional en puntos de coordenada
irracional lo que es contradictorio con lo ya establecido. A continuacién se demuestra que el

orden de puntos colineales es preservado, lo mismo que la razon de segmentos y la continuidad.

Lema 1. De Darboux’s. Bajo una aplicacion afin o : 7 — ' la imagen de un punto X en el

anterior de AB es un punto X' en el interior de A'B’, donde A’ = a(A) y B' = a(B).

Demostracién. Es suficiente mostrar que un punto C' en el exterior de AB colineal con A y B
tiene una imagen bajo « en A'B' en el exterior de A7B7 ya que si un punto X en el interior de
AB fuera llevado por a en un punto X’ de A'B' en el exterior de A7B7 entonces la aplicacion
afin o ! llevarfa el punto X’ del exterior de A’B’ en el punto X del interior AB, lo que es
contradictorio con lo que se demostrard a continuacién:

Sean A y B puntos diferentes en 7 y C' un punto de la recta AB fuera de AB. Como AC y CB

tiene sentido opuesto su razon es negativa y se puede escribir como % = —k? para algtn real
positivo k.

AB AB AR : : ar :
Sean t = =5, 7 = 77 vy P, Q puntos de AB con P en el interior de AB y @ en el exterior de

AB tales que PB =ty BQ =r entonces
AP=AB-PB=(k+1)PB=kPBy AQ=AB+BQ=(k-1)BQ+ BQ =kBO

y por tanto AP = kPB y AQ = —k@B.
Al introducir un sistema de coordenadas en AB con A como origen y AB como segmento

unidad se tiene que:

_ _k _ _k

y por lo tanto zp = 5 vV g = 175
AC Xc

Como == T om

= —k? se obtiene que = —k? es decir,

2
Xp = k 1( k k

o PR e EE IR
21 o\k+1 k-1 2\PTe

y por tanto C' es el punto medio de PQ.
Al trazar por A y B rectas paralelas [ y m diferentes de AB y escoger sobre [ dos puntos M y
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_ <> <>
N de manera que A sea el punto medio de M N se encuentra que M) y ML intersecan a m

en dos puntos, sean tales puntos K y L respectivamente.

\L
figura 96

Como [ es paralela a m entonces AAMQ ~ ABKQ vy AANQ ~ ABLQ por lo tanto:
<MAQ =~ < KBQ; g—%:g—g:kyg—]g:%:kesdecir, g—%:%:kluegoBK:BLypor
consiguiente se tiene que ’}‘3—]‘5 =k-= % y como < MAP = < PBL se sigue que AAMP ~ ABLP
por tanto < APM = < BPL y asi M pasa por P. En forma la recta N K anéloga pasa P con
lo que se concluye que MT y NK se intersecan en P.

Como una aplicacién afin preserva colinealidad, paralelismo, punto medios y puntos de corte,
entonces la imagen de la figura bajo o es una figura de las mismas caracteristicas y siendo asi,

uno de los puntos P’ = a(P) o Q' = a(Q) esta en el interior de A’B’ y el otro en el exterior.

Al suponer que Q' estd en el interior de A’B’ se tiene que P’ estd en el exterior y por ello

A'Q"=3Q'B"y A’P' = —jP' B’ para algin nimero real positivo en j.

Como C’" = a(C) es el punto medio de P'Q)’ entonces en un sistema de coordenadas en A’B’

con A’ como origen y A’B’ como segmento unidad, se tiene:
iy,
71

1 1, j

r =\ = r + r) = — +

ror= (grrrag) = 5(7 o+ 7

A'C! _ XCI—XAI

y por tanto o5 - XX

j?y asi C" estd en A'B’ fuera de A’B’. O

=—j2 y en consecuencia C' divide a A’B’ exteriormente en la razén

Corolario 2. Bajo una aplicacion afin o la imagen de un segmento de recta es un sequndo de

recta.

Demostracion. Segun el lema de Darboux’s, la imagen bajo la aplicaciéon afin o de un punto
del segmento AB es un punto del segmento A’B’, es decir a(AB) ¢ A’B’.
Pero a~! también es una aplicacién afin y por ello todo punto de A’B’ tiene su imagen a través

de o' en el segmento AB o sea a~'(A’B’) ¢ AB y en definitiva se tiene que a(AB) = A’/B’ [
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Corolario 3. Bajo una aplicacion afin los puntos interiores de un tridngulo (paralelogramo)

tienen su imagen en el interior de un tridngulo (paralelogramo).

Demostracion. a). Sea ABC' un triangulo dado, esto indica que los puntos A, B y C son no
colineales y sus imagenes a(A) = A’, a(B) = B’, a(C') = C" son no colineales por tanto la figura
A'B'C" es un triangulo.

Sea X un punto en el interior del tridngulo ABC' entonces AX interseca a §8 en un punto D
en el interior de BC' v X estd en el interior de AD, por tanto, aplicando el lema de Darboux’s
D’ es un punto de B'C’ y X’ un punto de A’D’ y asi X’ est4 en interior del tridngulo A’B'C".
b). Sea ABC'D un paralelogramo, como una aplicacién afin preserva paralelismo y puntos de
corte se sigue que su imagen bajo «, A’B'C’D’ es también un paralelogramo.

Sea X un punto del interior del paralelogramo dado entonces X es el centro del paralelogramo
o es un punto del interior de alguno de los cuatro tridngulos que se obtienen tomando dos lados
adyacentes del paralelogramo y una diagonal. Si X es el centro del paralelogramo entonces X
es el punto de interseccion de sus diagonales y puesto que una aplicaciéon afin preserva puntos
medios y puntos de corte se tiene que X’ es el punto de corte de las imagenes de las diagonales
del paralelogramo ABC'D y por tanto X' es el centro del paralelogramo imagen A’B'C'D’.

Si X estd en el interior de uno de los cuatro triangulos descritos anteriormente se encuentra, por
la parte a). que X’ estd en el interior del correspondiente tridngulo imagen y en consecuencia

X" esta en el interior del paralelogramo imagen. O

De este corolario se desprende que la imagen de un conjunto acotado bajo una aplicacion afin
es un conjunto acotado ya que todo conjunto acotado puede encerrarse con un triangulo, es
decir, puede hacerse consistir enteramente en puntos del interior de un triangulo y por tanto su
imagen puede hacerse consistir en puntos del interior del tridngulo imagen y por consiguiente

esta imagen también es acotada.

Teorema 52. Bajo una aplicacion afin o la imagen de un punto C que divide al segmento AB
interna o externamente en la razon k es un punto C' que divide al segmento A’ B’ en la misma

TaZON.

Demostracion. consideramos diferentes casos de acuerdo con el hecho de que k sea racional o
irracional y la posicién de C' con respecto de Ay B.

a). C' entre Ay B.

i). k racional. Sea | = X_B>, como é—g = k entonces AB = (k+1)CB y por tanto AB queda dividido
por los puntos Cy,Cs, ...,C, = C en (k + 1) partes iguales a CB, por el corolario al teorema del

punto medio A’B’ queda dividido por los puntos C7,C%,....C; = C' en (k + 1) partes iguales a
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C'B', es decir A’B" = (k+1)C'B’ y como A’ - C" - B’ entonces A'C' = A’B'-C'B' = kC'B'.
ii). k irracional. Suponga é,g, > ég k,seal = AB y establezca en [ un sistema de coordenadas
con A como origen y AB como segmento unidad, entonces se puede establecer en I’ un sistema

de coordenadas con A’ como origen y B’ como el punto de coordenada 1.

A Dwec g
A\\
M ¢
. B
figura 97

Sea D’ entre A’ y B’ tal que g—g = % = k entonces C" # D', luego se puede escoger M’ entre

D'y C" tal que la coordenada M’ sea racional.

Y el , .
Como % = é—g < % entonces C' estd situado entre D’ y B’ y por tanto C’ se encuentra

entre M’ y B’ lo que significa que W ;\4/1,,3: y C' estd situado entre a~'(M') =M y By por

ello:

AC A'D’ c A'M  AM

CB D'B M'B MB

y asi, AM > kM B (absurdo) ya que para que esto fuera posible se deberia tener M entre C'y

B.
. A’C’ AC . s
De la misma manera se muestra que 55 < gp lleva una contradiccion y por tanto que se debe

tener que éig: = ég k.
<~ —_
b). C' en AB por fuera de AB.

<~ -
k racional o irracional. Si C' en AB fuera de AB se tiene que B estd entre Ay C' o A estd entre

k::

B y C. Suponga que B esta entre A y C’ entonces B’ estd entre A’ y C' y por la parte a). se

! ! ! ,
tiene que gg g,g, entonces +1 = B,C, - +1 vy por tanto g,g, y como C'y C’ estan fuera
A'C' _ AC
de ABy A'B’ respectlvamente entonces &5 = &5 = k- O]

Teorema 53. Teorema de los tres puntos. Sean A, B y C puntos no colineales en ©
)
A" B" y C" puntos no colineales en ' entonces existe una unica aplicacion afin o :m — 7' tal

que las imdgenes de A, B y C son A’ B" y C" respectivamente.

Demostracion. 1.FExistencia. Se introduce en 7 un sistema afin de coordenadas con C' como
origen C<'—1>4 y 8§ como ejes coordenados y A y B como los puntos unidad sobre los respectivos
ejes.

Analogamente se introduce un sistema afin de coordenadas en 7’; esto significa que las coorde-

nadas de los puntos mencionados son las siguientes:
C(0,0),A(1,0),B(0,1) y C'(0,0),A’(1,0), B’(0,1).
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Se construye una aplicacién afin o de 7 en 7’ de la siguiente manera: sea M un punto de 7 de
coordenadas (z,y) y sea M' el punto de 7’ que tiene las mismas coordenadas (z,y) que M en
el sistema de coordenadas para 7', definimos a : m — 7’ tal que a(M (x,y)) = M'(x,y).

a). a es biyectiva. ya que es posible definir la aplicacién inversa de la misma manera que « con
los papeles de 7 y 7’ intercambiados.

b). a preserva colinealidad. Se demuestra a continuacién que la imagen de una recta [ en 7 es
una recta [’ en 7’.

Sea [ una recta en m entonces [ tiene una ecuacién de la forma Pr+Qy+ R =0 donde P,QQ y R
son numeros reales y P, () no son simultdneamente nulos. Sea M (z,y) un punto en m entonces
M (z,y) esta sobre [ si y sélo si sus coordenadas satisfacen la ecuacién de [. Sea I’ la recta de 7’
que tiene la misma ecuacion de [, entonces M’ esta sobre [’ si y sélo si M esta sobre [ porque
las coordenadas de M y M’ son las mismas y las ecuaciones de [ y I’ son las mismas. Por tanto
la imagen de una recta en [ en 7w es una recta [’ en 7w’ y asi « es una aplicacion afin.

2. Unicidad. Sea (: 1 — 7" otra aplicacién afin tal que 5(A) = A", B(B) =B'y (C) = C". Sea
M (x,y) un punto cualquiera de 7 y se traza por M paralelas a CA y C'B entonces estas rectas
intersecan a CA y CB en dos puntos, sean estos Py () entonces CP=x2CA y 5@ = ygg
Sean P’, ()’ las imagenes de P y () bajo  entonces como una aplicacion afin preserva la razén

se tiene que

CTA CA
O'Q' - 5_@\
C'B’ CB

Como adicionalmente una aplicacién afin preserva paralelismo y puntos de corte entonces las
<> <> <> <> .
rectas M'P"y M'Q)" son paralelas a C'B’ y C'A’ respectivamente y por tanto las coordenadas

de M’ son (z,y) es decir, S(M(x,y)) = M'(z,y) = a(M(x,y)) y en consecuencia « = 3. O

Observe que el teorema anterior es analogo a los teoremas denominados de los tres puntos para
aplicaciones ortogonales y aplicaciones de semejanza y en consecuencia, este teorema asegura

que toda aplicacion afin queda determinada al conocer las imagenes de tres puntos no colineales.
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4.4. Representacion de una Transformacién Afin como el
Producto de Transformaciones Afines Fundamenta-

les.

En el contexto de esta seccién se llaman transformaciones afines fundamentales a las estudiadas
en la seccion 4.2 del presente capitulo, como también a una transformaciéon ortogonal o a una

Afinidad que se corresponde con la siguiente definicién.

Definicién 40. Una transformacion afin del plano se llama una Afinidad de 7 si deja fijo

cada punto de alguna recta l. La recta | se llama eje de la afinidad.

De acuerdo con la definicién, una compresién oblicua y un cizallamiento son ejemplos de afini-
dades.

Lema 2. Toda transformacion afin o del plano m se puede expresar como el producto de una

afinidad p de m y una transformacion de semejanza f3.

Demostracion. Sean A, B y C' puntos no colineales de 7w y A’ B’, C" sus respectivas imagenes
bajo la transformacién afin .. Sea C" fuera de AB tal que AABC" y AA'B'C’ sean semejantes
entonces por el teorema de los tres puntos para semejanzas existe una tnica semejanza (3 tal
que B(A) = A", B(B) = B"y f(C") = C'". Sea p la afinidad de eje AB y tal que p(C) = C",
entonces: (80 p)(A) = A’ = a(A), (8o p)(B) = B' = a(B) y (Bop)(C) = C" = a(C) luego por

el teorema de los tres puntos para transformaciones afines 5o p = a. O

Existen dos posibles lugares para escoger C" en el lado de AB donde esta C y en el lado
opuesto y por tanto de acuerdo con el siguiente resultado se puede limitar la afinidad a un
cizallamiento o a una compresién oblicua con coeficiente positivo o negativo segin el caso,
ademas la semejanza puede ser directa u opuesta y por consiguiente no hay unicidad en la

representacion de la transformacién afin.

Lema 3. Sea p una afinidad de w que lleva A en A’, con A fuera del eje | de la afinidad,
entonces:

<>
a). Si AA" es paralela a l entonces es un cizallamiento.

<>
b). En cualquier otro caso p es una compresion oblicua sobre | en la direccion de AA’.
La demostracion se deja como ejercicio para el lector.

Lema 4. Sea p una afinidad de w con eje | y A un punto de w, entonces existen dos rectas

perpendiculares que pasan por A tales que sus imdgenes bajo p también son perpendiculares.
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Demostracion. Sea l el eje de py A, A’, en 7 tales que p(A) = A’, entonces:
a). Si p(A) = A’ = A entonces p es la transformacién identidad y en este caso se pueden tomar
cualquier par de rectas perpendiculares en A ya que sus imagenes bajo p serian las mismas y
por tanto perpendiculares.
b). Si p(A) = A’ # A, entonces:
e . <>
1). Si AA’ es perpendicular a [, sean las rectas AA’ y m la paralela a [ que pasa por A,
. <> . ., <> <>
entonces m es perpendicular a AA’. Sea P la interseccién de AA’ y [, como p(P)=Pe AA"y
<> . <> <> ., /
p(A) = A"e AA’ se sigue que p(AA’) = AA’. Como m es paralela a [ y toda transformacién afin
preserva paralelismo entonces p(m) es paralela con p(l) =1 y por tanto p(m) es perpendicular
<> <> , <>
a p(AA’) = AA" y asi m y AA’ son las rectas buscadas.
2). Si AA" 10 es perpendicular a [, sea O el punto de corte de la mediatriz de AA’ y 1y S
la circunferencia de centro en O y radio OA, entonces S pasa por A’ y corta a l en Py @,
luego Py @ quedan fijos bajo p y como PQ es un didmetro de S entonces las rectas AP y 1(4_)62

subtienden un angulo de 7 radianes y por esta razén son perpendiculares.

figura 98

<> <> <> <> <> <>
Por la misma razon, las rectas A’P y A’() son perpendiculares y p(AP) =A'P, p(AQ) =A'Q

. >
se sigue que AP y A(Q) son las rectas buscadas. O]

Teorema 54. Toda transformacion afin del plano se puede representar como el producto de

una transformacion ortogonal y dos compresiones con ejes perpendiculares.

Demostracion. Sea « una transformacién afin del plano, por el lema 2 de esta seccién se tiene
que « = fop donde § es una semejanza y p es una afinidad. De acuerdo al lema 3, por un punto
O del plano 7 existen dos rectas perpendiculares cuyas imagenes bajo p son perpendiculares en
p(0), dado que [ preserva angulos las imagenes, bajo (3, de este ultimo para de rectas también
son perpendiculares en S(p(0)) = O’, es decir bajo « existe un par de rectas OX y OY tales

. , <> <> .
que sus imagenes O’ X’ y Q'Y son perpendiculares.
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B¢

figura 99

Sean A y B puntos sobre OX y oY respectivamente y diferentes de O y sean A’ y B’ sus
imégenes bajo «, es decir «(0) =0', a(A)=A"y a(B) = B".
Sea A” Y B’ en los rayos O'A’ y O’ B’ respectivamente tales que OA = O’A” y OB = O'B", por
el teorema de los tres puntos para transformaciones ortogonales existe un tinica transformacién
ortogonal p tal que p(O) =0" p(A)=A"y p(B) = B".

<> <>
Sea A1 la compresién con eje O’ X’ que lleva B” en B’ y Ay la compresion con eje O'Y’ que lleva

A" en A’, entonces
(A20A100)(0)=0"=a(0), (AoXoog)(A)=A"=a(A) vy (Aol oo)(B)=B"=a(B).

Por aplicacion del teorema de los tres puntos para transformaciones afines se concluye que
)\2 o )\1 00 =«. U

. rp/’ . 1 Al
Observe que el coeficiente de Ay es k; = % y el coeficiente de Ao, es ko = %

Teorema 55. Toda transformacion afin o se puede representar como el producto de una se-

mejanza y una compresion.

Demostracion. Por el teorema 54, a = Ay 0o \; o0 donde ¢ es una transformacion ortogonal y \;
es una compresion con eje (()’_X)’ coeficiente k; = % y es Ay es una compresion con ejes (()’—Y)’
y coeficiente ko = %.

Sea A la homotecia de centro en O y coeficiente k; entonces A(O') =O’, \(B") =B’y

A(A") = A" donde A" esté en OA y k1O'A" = O’ A",

Sea 0 la compresién con eje oY’ y coeficiente Z—f entonces §(0') = O', §(B') = B" y como
%(O’A”’) = i—f(l{:lO’A”) = kO’ A" = O' A’ entonces 0(A"") = A’, por tanto:

(00A)(0") = O = (A20A1)(O),  (6oA)(A”) = A" = (A0A1) (A7), (02A)(B") = B' = (A0M1)(B").

Por el teorema de los tres puntos para aplicaciones afines do A = A\yo A1 v por tanto « se expresa

como:
a=Xoloag=(NoN)og=(loN)g=§(Aoo)=000

112



<>
donde 8 = X oo es una semejanza de coeficiente k, y 6 es una compresion con eje O'Y" y

coeficiente ’,:—f O]

Teorema 56. Toda aplicacion afin « : m — 7w puede expresarse como el producto de una

aplicacion ortogonal de m en ©' y dos compresiones de ejes perpendiculares en m'.

La demostracion de este resultado se deja como ejercicio.

4.5. Representacion Analitica de una Transformacion Afin.

En esta secciéon consideramos un sistema afin de coordenadas XOY con origen O y Ei, Es
puntos sobre el rayo OX y OY respectivamente los cuales representan los puntos unidad sobre
los ejes OX y OY. Ex presiones que relacionen El objetivo central de esta seccion es encontrar
expresiones que expresen un punto M (x,y) con su imagen M'(x',y’) bajo un transformacién

afin a.

Teorema 57. La aplicacion o : 7 — 7' tal que a cada M(x,y) lo transforma en el punto
M'(x',y") donde

' =ax+by+c

y' = asx + by + c2, (a)

con

b
A = a 1

# 0, representa una transformacion afin.

as bo

Demostracion. a). « es inyectiva: Sean (x1,v1), (z2,y2) puntos de 7 tales que
a(zy,y1) = a(za,y9) entonces: (121 +biy; +c1, agy +boyr +¢2) = (129 +b1ya + 1, A2x2 + boya + C2)

luego a1(xy —x2) +b1(y1 —y2) =0y as(x1 —22) + ba(y1 —92) =0 y como A # 0 entonces x1 = o

Y Y1 =Y2.

b). a es sobre ya que dado Y’ = (z1,22) la condiciéon A # 0 garantiza que el sistema (a) tiene
2ot L4 _ . _ ng'—bly'+b102—b201 _ aly'—agx'ﬂlzcl—alcg

una unica solucién X = (z,y) con: X = X yy= X .

¢). a preserva colinealidad: Para examinar esto es suficiente mostrar que la imagen de una recta
es una recta.
Sea I’ una recta dada en 7’ que tiene como ecuacién A’X’+ B'Y'+(C" =0 con A’, B’, C' reales

y mbos no nulos entonces la imagen inversa de I’ bajo «, tiene como ecuacion:
A(a1x + b1y + 1) + B'(asx + bay + c2) + C' =0
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osea (A’ay+B'ay) X +(A'b1+B'by)Y + A'ci+ B'ey+¢’ = 0 que es de la forma AX + BY +C =0 con
A=Aa1+B'ay, B=A'b1+B'by y C' = A'lc1+ B'co+(C" y en la cual A 'y B no son simultaneamente
nulos ya que si lo fueran entonces se tendria que A’a; + B'as =0y A’by + B'by =0y como A # 0
se seguird qué A’ y B’ son simultdneamente nulos(absurdo) luego la expresién AX + BY +C' =0

representa una recta [ y de aqui es claro que (1) =1'. O

Hemos demostrado que las expresiones (a) representa una transformacién afin, probaremos a
continuacién que toda transformacién afin tiene una representacién analitica de la forma (a),
con la cual la representacién en coordenadas de una transformacién afin quedara univocamente

determinada.

Teorema 58. Sea «: 7w — 7' una transformacion afin que lleva el punto M(x,y) en el punto

M'(x',y") entonces existen niumeros reales ay,as, by, be, c1,co tales que:

r=ax+biy+c

y' = asx + boy + co

con
a; b

A= +0

as by

Demostracion. Sean O'(cy,¢2), E1(p1,p2), E5(q1,¢2) las imédgenes bajo « de los puntos
0(0,0), E1(1,0), E5(0,1) y lldmese ay = p; — ¢1, az = pa — ¢2, by = g1 — ¢1, by = go — 2 entonces,

O', E] y E' son no colineales se tiene que:

1 1 1 1 0 0
- ¢1-¢ a; b
O#lc pr o |=|ca pr—-a q-a |= =
P2—C g2—Co as by
C2 P2 Q2 Co P2—C (G2—Co
Sea f la transformaciéon afin dada por
r=ar+by+c
y' = asx + by + Co
con aq, as, by, by, c1, ¢, dados anteriormente, entonces:
ﬁ([)?O) = (61762) = 04(0,0),
£(0,1) = (ay + cras + ¢2) = (p1,p2) = a(1,0)
B(O, ].) = (bl + Cq, b2 + CQ) = (q17q2) = O[(O, 1)
Por el teorema de los tres puntos para aplicaciones afines se deduce que a = f3. O
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Observe ademés lo siguiente:

1). Bajo una transformacién afin «a todas las dreas cambian en la misma razén, esta es ky * ko
donde k; y ko son los coeficientes de la compresiones determinadas por a y puesto que el area
del triangulo OF; E5 es % y el drea del tridngulo imagen bajo o, O'E]E} es %| A | se concluye
que kiks =| A |.

2). Los coeficientes que aparecen en el teorema 57 dependen del particular sistema de coorde-
nadas escogido ya que en un sistema de coordenadas diferente las ecuaciones cambian, pero el
determinante asociado al sistema tiene el mismo valor absoluto, es decir | A | es un invariante
de a.

3). Una transformacién afin « preserva o invierte la orientacién de todo tridngulo ya que como
« se puede expresar en la forma a = § o § donde  es una semejanza y 6 una compresion, se
sigue de esto que para probar la afirmacién hecha es suficiente mostrar que una compresién
preserva la orientacién de cada triangulo como se prueba a continuacion.

Sea ¢ una compresién con eje [ y coeficiente k > 0. Sean A y B puntos sobre [ y C' un punto
fuera de [, como 6(A) = A, §(B) = B, §(C) = C" sblo si kCD = C'P donde P es el pie de
la perpendicular trazada por C' a [ se sigue de esto que C' y C” estan del mismo lado de [ y
por tanto el AABC' y su imagen bajo a, AABC” son coorientados y por tanto § preserva la
orientacion de cada triangulo.

4). De lo anterior se deduce qué es licito hablar de transformaciones afines de primera y segunda
clase segin que la semejanza lo sea. No es dificil probar que una transformacién afin dada por
el teorema 57 es de primera clase si A es positivo y de sequnda clase si A es negativo, por tanto
no unicamente | A | es un invariante de « sino también A es decir, este valor es intrinseco de «

y en consecuencia no depende del particular sistema de coordenadas seleccionado.

4.6. Problemas Resueltos.

En esta seccion se resuelven algunos problemas que ilustran la teoria y que pueden ser utilizados
como modelo y orientacion para la resolucion de los ejercicios propuestos.

Problema 1. Demuestre que toda compresién queda determinada por su eje, un punto y su
imagen.

solucion: Sea o una compresion de eje [ coeficiente k >0 y M, M’ dos puntos del plano tales
que 6(M) = M’ entonces kMP = M'P donde P es el pie de la perpendicular a [ trazada por
M.
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Xl
X' M
M
K |
Q P 0
figura 100

Si X es un punto cualquiera del plano entonces la recta XM corta a [ en un punto O y si se
traza la perpendicular a [ por X entonces la recta <O_M>’ interseca a la recta )<(_Q) en un punto
X' tal que §(X) = X’ puesto que las rectas, MP y )((—é son paralelas por tanto los triangulos
OXQ y OMP y los tridngulos OX'Q) y OM’P son semejantes por lo que

MP PO
XQ QO
M'P PO
X'P QO
es decir, % = );g =k y puesto que X y X' estan en el mismo lado de [ se concluye que X’ es

la imagen de X bajo la compresién 9.

. <> <>
Si la recta XM es paralela a [ entonces por M’ se traza la paralela a [, la cual corta a X@Q
en un punto X’ tal que §(X) = X’ ya que en este caso se obtienen los rectangulos M XQP y
M'X'QP.

Q
figura 101

Problema 2. Pruebe que la imagen de una circunferencia bajo una compresion cuyo eje es el
didmetro de la circunferencia es una elipse.

solucion: Sin perdida de generalidad podemos considerar que la circunferencia tiene centro
en el origen de coordenadas y que el eje de la compresion es el eje X entonces la circunferencia
tiene por ecuacion z2 +y% = r? y si M(x,y) es un punto sobre la circunferencia entonces su

imagen bajo la compresién de coeficiente k > 0 es tal que

=z

y' = ky,
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figura 102

por lo tanto la expresién x2 +y? = 2 se convierte en f—f + 1512—’:2 =1 que corresponde a la ecuacién
de una elipse.
Problema 3. Sea p una afinidad del plano con eje [, A un punto fuera de [ y A’ su imagen
bajo p, demuestre que

. H . .
a). Si AA’ es paralela a [ entonces p es un cizallamiento.

. H .7 . . .7 H
b). Si AA’ no es paralela a [ entonces p es una compresién oblicua sobre [ en direccién de AA’.

<> —_

solucion: a). Si AA’ es paralela a [, sea y la distancia dirigida del segmento AA’ a [ entonces

existe un numero k en R tal que Ak’ = ky.

P——

: A'
A y

figura 103

Consideremos un sistema de coordenadas rectangulares con [ como eje x y una perpendicular a
[ como eje y, si las coordenadas de A son (z,y) entonces las coordenadas de A’ son (z + ky,y)
y por tanto A’ es la imagen de A bajo un cizallamiento.

b). Si AA" no es paralela a [, llamemos P el punto de corte de AA" con [ y k € R definido como
k= % entonces kAP = AP’ y por tanto A’ es la imagen de A bajo la compresion oblicua con el

eje [ en la direccién de AA". Por el problema 1 la compresién esta completamente determinada.
\
A'
\ |

N\
P figura 104

Definicion 41. El segmento de recta determinado por los puntos medios de un sistema de

cuerdas paralelas de una elipse se llama diametro de la elipse.
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Un didmetro Dy es conjugado a un didmetro Dy, si Dy pasa por los puntos medios de todas

las cuerdas de la elipse paralelas a D-.

Problema 4. Sea S una elipse y rq, ro radios conjugados de S, demuestre que el area del
paralelogramo con radios r; y ro es igual al area del rectangulo que tiene como lados los
semiejes de la elipse.

solucion: Sea S la elipse de ecuacion b2z? + a?x? = a?b? entonces S puede obtenerse mediante
la aplicacién con eje 6z en la direccién de o7 y coeficiente k = 7 mediante la aplicacién de una
compresién a la circunferencia 2 + y? = a?.

Sean OP'"y OQ' dos radios conjugados de la elipse con P'(x1,y1) y Q'(z2,y2) entonces el area
del paralelogramo de lados OP” y OQ’

figura 105

estda dado por el valor absoluto del determinante

1 0 0

I @z w»n

€1 T2 Y2
y €Omo
Yo = BQ' = kB(Q = kasenf = bsent
T9 = OB = acosf
x1=0A =acos(0 +F) = —asent
y1 = AP' = kAP = kasen(0 + ) = bcost
se sigue que el area del paralelogramo es:

A = |x1ys — oy | = | — absen?d — abcos®0| = ab.

Problema 5. Demuestre que la suma de los cuadrados de las longitudes de dos radios conju-
gados de un elipse es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los semiejes.
solucion: De acuerdo al problema 4 se tiene que

BQ' = bsen, OB = acosh, OA = |- asenf| = asenf y AP' = Bcosf entonces
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Q
A o B, X
figura 106

OP? +0Q"” =0A* + AP”? + OB? + BQ"”
= (acosf)? + (bcosh)? + (acosh)? + (bsend)?
=a®+ b
Problema 6. Hallar la transformacion afin a que convierte el tridngulo de vértices
A(1,2),B(3,4),C(0,3) en el tridngulo de vértices A’(0,0), B’(1,1) y C'(1,-1).
solucion: La representacién analitica de una trasformacién afin tal que a(z,y) = (2/,y")

esta dada por:

r=ax+by+c

y' = asx + boy + co

con Cllbg - CLle +0.
Puesto que «(1,2) = (0,0), «a(3,4) = (1,1), «(0,3) = (1,-1) entonces al reemplazar estas

condiciones en las expresiones anteriores se obtienen los sistemas de ecuaciones

a; +2by +c¢1 =0 as + 2byy +co =0
3@14‘4614‘01:1 3@2+4b2+€2:1

3b1+01:1 3b1+C1:—1

que tienen como solucién, respectivamente, a; = —}l, b = %,cl =-37ya= %, by =—7,02 = —i y

por tanto la ecuacién de la transformacion afin deseada es:

(5.4) 1.3 5.3 1 1
alz,y)=|--z+-y-—-,——x—-y—-|.
Y AT T T T Ty
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Capitulo 5
Transformacién por Inversion.

En este capitulo se estudiard una transformacion especial que recibe el nombre de Inversion
y que de acuerdo al criterio de diversos autores, es la mas 1til que se tiene para simplificar
figuras planas. A diferencia de las transformaciones anteriores, se observara que el conjunto
de las inversiones (con el mismo centro y potencias diferentes) no constituye un grupo dado
que la aplicacion inversa de inversién es una inversion pero la compuesta de dos inversiones es
una homotecia que no es una inversién. Sin embargo esta transformacién es importante por las
variadas aplicaciones que tiene, por ejemplo, la inversién es el fundamento del primer aparato
mecanico construido para trazar lineas rectas sin necesidad de reglas.

La historia del estudio de esta transformacién no es muy clara, pero se conoce que en el siglo
XVI Francisco Vieta conocia los puntos inversamente relacionados; en 1749, Robert Simson
en la restauracion de la obra perdida de Apolonio Lugares Geométricos Planos incluyé uno
de los teoremas fundamentales de la teoria de la inversién (El inverso de una recta o una cir-
cunferencia es una recta o una circunferencia). Esta inclusién fue hecha tomando como base
algunos comentarios hechos por Pappus. Sin embargo, el uso de la inversién como transforma-
cién simplificadora para el estudio de figuras inicia en el siglo XIX y entre los precursores de
este tipo de trabajo aparecen Jacobo Steiner en 1824, Adolphe Quetelet en 1825, L.J. Magnus
en 1831 y J. Bellavitis en 1836. Lo interesante, es que cada uno de los mencionados estudié la

transformacién de inversién de manera independiente.

5.1. Definiciones Generales.

Definicién 42. Sea S una circunferencia de centro en O y radio r y M un punto del plano ,

M + O, el inverso de M con respecto a la circunferencia O(r) es el punto M' en OM tal que
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OMzOM' =12
La circunferencia O(r)se llama circunferencia de inversién, el punto O el centro de in-

versién, el radio r radio de inversién y r? la Potencia de Inversién.

De la definicién anterior se deduce que todo punto del plano 7 a excepcion del centro de
inversiéon O, posee un tnico punto inverso y por tanto, para que la definicion dada conduzca
efectivamente a una transformacién se debe definir la imagen de O. Para efectuar esto, a todos
los puntos del plano 7 se le aumenta un punto ideal Z en el infinito y que se considera como
un punto que esta en toda recta del plano, este punto ideal Z se convierte en la imagen de
O, y reciprocamente la imagen del punto ideal Z serd el centro de inversién O. El plano 7
aumentado en esta forma se llamara plano inversivo y se denotara como 7*. Es claro que

con esta convencién se tiene una transformacién del plano 7*.

Definicién 43. Sea O(r) una circunferencia de centro en O y radio r, la aplicacion I : m* — 7*
tal que a cada punto M + O en m le hace corresponder su inverso M', a O le aplica Z y a Z le

aplica O se llama Inversién de centro en O y potencia r? y se denotara como I1(O,r?).

Teorema 59. Sea [ : 1 - 7 una inversion de centro O y potencia r?, entonces:

1).La imagen bajo I de todo punto en el exterior de la circunferencia de inversion es un punto
en el interior de ella.

2).La imagen de todo punto sobre la circunferencia de inversion es él mismo.

3).La inversion es una transformacion involutiva, es decir, I*(O,r?) es la aplicacion identidad.

Demostracion. Sea O(r) la circunferencia de inversién, M # Z un punto en el exterior de O(r)

y M(—>A, MB las tangentes a O(r) trazadas desde M.

figura 107

Como los triangulos rectangulos OAM y OBM tienen un cateto y la hipotenusa respectiva-
<>
mente iguales se sigue que son congruentes y por tanto AAM B es isésceles, entonces OM es
<~
perpendicular a AB. Sea M’ el punto de interseccion, entonces se tiene que: « OAM = «OM'A

por ser rectos y < AOM = < AOM’ por lo tanto AOAM ~ AOM'A, entonces:
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OO—]X = % osea OMxOM' = (0OA)? y como M' estd en OM se sigue que I(M) = M’y como por
definicién de inversién 1(Z) = 0 se deduce que todo punto por fuera de O(r) tiene su imagen
bajo I en el interior de 0(r).

2). Si M es un punto que estd sobre 0(r) entonces OM = r luego, OMzOM = r? y como la
imagen bajo una inversién es unica se tiene que (M) = M.

3). Sea M en 7* tal que M +# 0, M # Z. Como I(M) = M’ si y sélo si OMxzOM' =r? y la
imagen bajo I de un punto es tnica entonces I(M') = M luego I?(M) =M y como I%(0) =0,
I12(Z) = Z entonces I2(X) = X para todo X en 7* de donde se sigue que I es involutiva. [

Observe que la demostracion de la parte 1. del teorema exhibe un método para construir
geométricamente el inverso de un punto M # Z fuera de O(r), si el punto estéd en el interior
de O(r) se efectiia el proceso inverso, es decir, se traza la cuerda de longitud minima que pasa
por M y por cada uno de sus dos extremos de esta cuerda se trazan las tangentes a O(r); el
punto de interseccion de estas dos tangentes y la recta OM es el punto M’ inverso de M. El
trazo de la cuerda de longitud minima que pasa por M se realiza conociendo que este punto es
el punto medio de la cuerda buscada y por tanto esta cuerda es perpendicular a la recta OM.
Observe que de la demostracion del teorema 59 se obtienen implicitamente los siguientes resul-
tados.

i). Las rectas que pasan por O se invierten en si mismas.

ii).Una circunferencia de centro en O se invierte en una circunferencia de centro en O. y sus

radios tienen razén inversa.

5.2. Propiedades de la Inversion.

Teorema 60. Sean I1(0,ky), [(O, k) inversiones entonces la transformacion compuesta
I,(0,ky) o [1(O, k) = )\(O, %)7 donde A es una homotecia.

Demostracion. Sea M + 0, M # Z un punto de 7* entonces I1(M) = M’ si y s6lo si M’ € OM
y OMxOM' = ky; Io(M") = M" siy s6lo si M" e OM' y OM'xOM" = ky entonces

2
(IyoI1)(M) =M" donde M" e OM y %zz—% o sea OM" = (2—2) OM y M"eOM.
1 1

2
Sea A la homotecia de centro en O y coeficiente (%) entonces A(M) = M" y por tanto

(Iyo I1)(M) = \(M) para todo M + O en 7*.
Si M = O entonces I1(0) = Z e I,(Z) = O y como A(O) = O entonces (Iy011)(0) = A\(O) luego
(Iy011)(X) = A(X) para todo X en 7% y asi Iyo [ = A. O
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El teorema anterior muestra que el conjunto de las inversiones con el mismo centro y diferentes

potencias no es un grupo.

Definicién 44. Sea 1(O,r?) una inversion y M un punto de 7*. S7 el punto M se considera

movil entonces describe una curva S y el inverso M' describe una curva S' que se llama inversa
de S.

Definicién 45. a). Una recta es una circunferencia de radio infinito.

b). Se llamard circunferencia a una recta o a toda circunferencia.
Los siguientes teoremas explican la naturaleza de las inversas de rectas y circunferencias.

Teorema 61. Sea I(O,r?) una inversion, entonces el inverso de un punto con respecto a una

circunferencia de radio infinito (recta) es su reflexion ordinaria en la recta.

Demostracion. Sea S una circunferencia de centro O y radio r, M un punto del plano y M’ su
inverso bajo 1(0,r?). Como OM =1+ DM, OM'=r - DM’ entonces

r2=0M x OM'=(r+ DM)(r—-DM")=r?>+rDM —rDM'—- DM x DM’
luego

DM x DM’
" .

rDM —rDM' - DMxDM' =0y asi DM - DM’ =

gl

figura 108

Si se permite que O se mueva indefinidamente hacia la izquierda y se mantiene D fijo se

: . <~ ,
evidencia que r — oo, por ello S - AB y D2MxDAC

tanto en el limite DM = DM’ o sea M’ es la reflexién de M en la recta ZE) OJ

- 0 ya que DM’ permanece finita y por

Teorema 62. Sea I(O,7?) una inversion, la inversa de una recta | es ella misma o una
circunferencia que no pasa por O y tal que el didmetro que pasa por O es perpendicular a la

recta dada.
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Demostracion. Sea [ una recta dada en 7*; se consideran los siguientes casos:

a). [ pasa por O entonces para cualquier punto M en [ se tiene que I(M) = M’ si y sélo si
M’'e OM y OMxOM' =1r? es decir M’ esté en [, luego I(1) = 1.

b). Si I no pasa por O, sea P el pie de la perpendicular trazada por O a [, P’ su inverso bajo
I, M otro punto cualquiera de [ y M’ su inverso bajo I, entonces por la definicién de inversién

se tiene que:

OP xOP'=r?2=0MzOM' luego OO—]\Z = %—Alf,, y como < MOP = < M'OP' entonces

figura 109

AOMP ~ AOP'M' y por consiguiente <OM'P"=2 <«OPM y como el angulo < OPM es recto
entonces < OM'P’ también lo es, luego independientemente de la posicién de M sobre [, el angu-
lo <«OM'P' es recto y siendo asi, al moverse M sobre [ el punto M’ describe una circunferencia

que pasa por O y de diametro OP’. n

Teorema 63. Sea I(O,1?%) una inversion entonces la inversa de una circunferencia S que pasa
por O es una recta que no pasa por O y perpendicular a la recta determinada por el didmetro

de S que pasa por O.

Demostracion. Sea P un punto diametralmente opuesto de O y M un punto de S diferente
de O y P, sean ademés P’ y M’ los inversos de P y M bajo I(O,r?) entonces OP x OP' =
OM x OM' =r? y asi %—Alf = g—ﬁ’, y como < MOP = < M'OP' se sigue que

AOMP ~ AOP'M' y asi se tiene que <OMP = <OP'M' y puesto que el angulo < OM P recto
se sigue que el angulo < OP’M’ también es recto y por ello la recta MP es perpendicular a la

<~
recta OP.
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‘M

Como para cualquier otro punto X sobre S diferente de O y P se tiene que <OXP es recto y
también < OP’X’ es recto, se tiene que X’ estéd sobre la perpendicular por P a OP y como la
perpendicular por un punto a una recta es tnica entonces X’ estd sobre la perpendicular P’M’
a OP, luego I1(S) = S’ donde S’ es una recta que no pasa por O y es perpendicular a la recta

que contiene al diametro de S que pasa por O. O

Teorema 64. Sea 1(O,r?) una inversion, entonces la inversa de una circunferencia S que no

pasa por O es una circunferencia S’ que no pasa por O.

Demostracion. Sean Py Q dos puntos sobre S tales que PQ sea un didmetro de S y M otro
punto cualquiera sobre S, entonces el angulo < PM() es recto.

Sean P’ M’ @' las imagenes bajo I(O,r?) entonces.

de los puntos P, M y () respectivamente, entonces OPxOP' = OMxOM' = OQx0OQ' = r? como
g—]\]} = OO—]\g,’ y < MOP 2 <M'OP' se sigue que AOMP ~ AOP'M' y asi <OM'P’' 2 <OPM. a).
Como % = %—%[,' y <MOQ 2z <M'OQ) se sigue AOMQ ~ AOQ'M' y por tanto

<OM'Q" = <OQM D).

figura 111

De las partes a). y b). se tiene que
<P'M'Q)'=<OM'Q)) = <OM'P' = <OQM - <OPM = <PMQ
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y como < PM(Q) es recto entonces < P’ M'()" es recto y por tanto < P’M'()’ estd inscrito en una
circunferencia de didmetro P'()' y asi M’ esta sobre una circunferencia de didmetro P'Q)’ que

no pasa por O ya que OP' > Q'P’. n

Definicién 46. Sean S y T dos curvas coplanares; el angulo de interseccion entre ellas en

un punto comun es el dngulo que forman las tangentes a las curvas en dicho punto.

Teorema 65. Si dos curvas se intersecan en un punto diferente de O entonces su dngulo de
interseccion en ese punto es igual en magnitud pero de signo opuesto al dngulo de interseccion

de las curvas inversas en el punto inverso.

Demostracion. Sea S la curva dada, S’ su inversa y P un punto de S entonces el punto inverso

P’ de Pestden Sy es tal que P'€e OP y OP x OP' = 2.

Sea M otro punto sobre S, entonces I(M) = M'siy sélo st M'e OM y OM x OM' =r2.

Se trazan las cuerdas PM y P'M’' y las tangentes [ y [’ a Sy S’ en Py P’ respectivamente,

<>

sean a y «' los angulos entre OP’ y las tangentes [ y ', y sean 3 y [’ los angulos entre las
<> <> <> <>

rectas OM y PM y entre las rectas OP' y P'M'’.

Como % = %]g,' y <POM =z < P"OM’ entonces APOM ~ AM'OP’, luego

<OPM = <«OM'P’ pero tienen orientacién opuesta, es decir 5 = -/".

Si el punto M se mueve a lo largo de S hacia el punto P entonces el punto M’ se mueve hacia P’
y por tanto en la posicién limite la secante PM se confunde con la tangente [, luego el dngulo
3 tiende al dngulo o y como la secante P'M’ se corresponde con la tangente I’ se sigue que el
dngulo f' tiende al dngulo o y por tanto @ = —a’. Es decir, una secante OP forma angulos de

la misma medida pero de orientaciéon opuesta con una curva y su inversa.
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Si se traza otra curva T' por el punto P entonces, por lo demostrado anteriormente esta curva
y su inversa 7" forman angulos de la misma medida con la misma secante OP y como el angulo
entre dos curvas es la suma algebraica del angulo que forman con la secante comun entonces el
angulo entre las curvas S 'y T en el punto P es el mismo angulo que entre las curvas inversas

S"y T" en el punto P’ aunque de sentido opuesto. O

Definicion 47. Dos curvas S y T son ortogonales si y sdlo si su dngulo de interseccion es

recto.

Teorema 66. 1). Considérese dos circunferencias ortogonales, si se traza una secante por el
centro de una de ellas, los puntos de interseccion de la secante con la sequnda circunferencia
son inversos entre si con respecto a la primera circunferencia.

2). Si dos puntos sobre una circunferencia son inversos entre si con respecto a una segunda

circunferencia entonces las circunferencias son ortogonales.

Demostracion. Sean Sy S’ circunferencias ortogonales en un punto P entonces las tangentes

en P a Sy S’ forman angulo recto y los radios de S y S’ estan sobre estas tangentes.

figura 114

Se traza por el centro O de S la secante a S’ que la interseca en los puntos A y B.

Al unir Ay B con P se encuentra que <OAP % <OBP por subtender el mismo arco y
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<POA = <POB por lo tanto AOAP ~ AOPB entonces % = 8—; y por ello OA x OB =

(OP)? =r2 y como B e OA entonces B es el inverso de A con respecto a O(r).

La demostracion de la parte 2 se deja como ejercicio para el lector. O]

Teorema 67. 1). Si una circunferencia y dos puntos inversos se invierten con respecto a un
punto que no esté en la circunferencia de inversion se obtiene una circunferencia y dos puntos
1NVErsos.

2). Si una circunferencia y dos puntos inversos se invierten con respecto a un punto sobre la
circunferencia de inversion se obtiene una recta y dos puntos que son las reflexiones el uno del

otro en la recta.

Demostracion. Sea O(r) = .S una circunferencia, A y B dos puntos inversos respecto a ella, K
un punto en el plano que no esta en Sy Sy, y Sy dos circunferencias que pasan por Ay B
pero no por K, entonces como A y B son inversos con respecto a O(r) se sigue por el teorema
anterior que S; y Sy son ortogonales a S.

Al invertir la configuracién con respecto a K se tienen dos casos:

1). Si S no pasa por K, puesto que S, S; y Sy son circunferencias que no pasan por K, se
obtienen las circunferencias S’, S] y S5 y como A y B son puntos comunes a S; y Sy entonces
sus inversos A’ y B’ respecto de K son comunes a S7 y S5 y dado que una inversiéon preserva
magnitud de angulos entonces S7 y S son ortogonales a S’ y de acuerdo con el teorema anterior
existe un punto sobre S| que es inverso de A’ con respecto a S’, pero A’ estd también sobre 5,
entonces el inverso de A’ también esta sobre S}, por lo tanto, el inverso de A’ (con respecto a

S’) es comun a S; y Ss, lo que significa que el inverso de A’ con respecto a S’ es B'.

S,

N

figura 115

2). Si S pasa por K, puesto que las circunferencias S; y S no lo hacen, entonces se obtiene
una recta S’ perpendicular al didmetro de S que pasa por K y dos circunferencias y S| y S} y
como Ay B son comunes a S7 y Sy entonces sus inversos respecto de K, A’ y B’ son comunes

a Sy y S
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Como una inversién preserva magnitudes de dngulos, entonces S] y 5% son ortogonales a S’
pero por el razonamiento de la parte 1, A’ y B’ son inversos con respecto a S’ y como por el
teorema 61 de esta seccién, el inverso de un punto con respecto a una circunferencia de radio
infinito es su reflexién en la recta se sigue que A’ y B’ son las reflexiones en uno del otro en la

recta S’. O]

El teorema anterior proporciona un ejemplo de otro invariante de la transformacion por inver-
sion, que no es claro desde su formulacién y por ello se espera que sea develado por el lector.
El siguiente teorema de caracter métrico muestra como influye la inversion en las distancias

entre puntos.

Teorema 68. Si A y A’, B y B’ son dos pares de puntos inversos con respecto a la circunfe-

. IR _ ABxr?2
rencia O(r) entonces A'B' = $57355.

Demostracion. 1). Los puntos O, A y B son no colineales.

figura 116
Como Ay A’, By B’ son dos pares de puntos inversos se tiene OA x OA’ = OB x OB’ =%y
por ello 8—2 = g—ff y como < AOB 2 < A/OB’ se sigue que AAOB ~ AB'OA’ entonces

A'B’ ~ OB’ ~ OB xOB ~ r2
AB ~ OA OAxOB OAxOB

IR _ ABxr?
luego A'B' = 55765 -

2). Los puntos O, A y B son colineales. Como Ay A’, By B’ son dos pares de puntos inversos;

entonces:

O BA, A B'
II
’/
figura 117

OAxOA"=0Bx OB’ =12y por ello se tiene que OA’ x (OB + BA) = OB x (OA’ + A’B’) de
donde,
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OA'xOB+0OA’"xBA=0OBx0OA'"+0OB x A'B’.

por tanto

A'B’ = ABxzOA’ _ ABzOA'zOA

OB OBzOA

1 s _ ABzr?
osea A'B = 508 O]

5.3. Razon Cruzada.

Este concepto tiene origen en los antiguos griegos, quienes construyeron alrededor de este tema
un tratado casi completo el cual actualmente se conoce como razén doble o razén anarménica.
En el siglo IXX este tema fue retomado nuevamente y con la ayuda de las magnitudes con
sentido (vectores), recibié un tratamiento mas elegante y mejor desarrollado, el nuevo enfoque
fue realizado de manera independiente por varios autores entre los que cuentan Mobius y Michel
Chasles.

Aunque el concepto de razén cruzada es independiente de la teoria de inversion se trata una
importante relacion entre ellas, principalmente en el caso de la llamada razon armoénica, en parti-
cular, uno de los resultados fundamentales de esta seccion es mostrar que la razén anarmoénica
es invariante bajo una inversién. Es importante anotar que el concepto de razon cruzada es
bésico en el desarrollo de la geometria Proyectiva donde adquiere significados de poder y apli-
cabilidad.

Antes de definir lo que se entiende como razén cruzada, se anota que en esta seccién sélo se
consideran magnitudes con sentido y aunque no se utiliza ninguna notaciéon especial se sobre-
entiende que las distancias son dirigidas. Desde este punto de vista, el hecho de que AB y BA
sean iguales en magnitud pero con sentido contrario se expresa por la ecuacién AB = -BA.

Los siguientes lemas son utiles en el desarrollo de esta seccion.
Lema 5. Si A, B y C son tres puntos colineales cualesquiera, entonces AB+ BC + CA=0.

Demostracion. Si A, B 'y C son tres puntos colineales entonces C' esta entre Ay B, C' estd en
la prolongacién de AB o C estd en la prolongacién de B_zzl, por ello:

1). Si A-C - B se tiene que AC+CB=AB osea AB-AC-CB =0, luego AB+BC+CA=0.
2). Si A— B-C se tiene que AB+ BC = AC o sea AB+ BC - AC =0, luego AB+BC+CA=0.
3). Si B-A-C se tiene que BA+AC = BC osea BC-BA-AC =01luego AB+BC+CA=0. O

Lema 6. Si O es un punto cualquiera de AB entonces AB = CO - OA.

130



Demostracion. Por el lema 5 se tiene que OA + AB + BO =0 entonces AB = -BO - 0OA o sea
AB=0B-0A. m

Lema 7. Teorema de Euler, 1747. Si A, B,C y D son cuatro puntos colineales cualesquiera,
entonces AD x BC'+ BDxCA+CD x AB = 0.

Demostracion. Como A, B,C, D son colineales entonces:
ADxBC+BDxCA+ABxCD =(BD-BA)x BC+(BA-BC)xBD+ (BD-BC)xAB
=(BDxBC-BAxBC)+(BAxBD-BCxBD)+(BDxAB-BC x AB)
=BDxBC-BAxBC+BAxBD-BCxBD+BDxAB-BCxAB

=0. [
Definicion 48. 5i A, B,C' y D son cuatro puntos diferentes sobre una recta l, la relacion

AC

CB

AD

DB

se llama razén cruzada (razén doble, razén anarmdnica) de los puntos A,B,C y D en
ese orden, lo que se denota como (AB,CD).
Los puntos A,B,C y D se dice que forman una Alineacion y la recta | es la Base de la

alineacion.

Es claro que la razon cruzada depende del orden en que se elijan los cuatro puntos colineales
y como el numero de permutaciones con cuatro letras es 4! se tienen 24 formas en que esta
relacién puede escribirse, sin embargo, estas relaciones no tiene diferentes valores, ya que como
se demuestra en el siguiente teorema se pueden agrupar de 4 en 4 para producir 6 valores
diferentes y que si por ejemplo, se denota por k la relacion (AB,CD) los otro cinco valores se

pueden expresar en funcién de k.

Teorema 69. Si A, B,C y D son cuatro puntos colineales cualesquiera y (AB,CD) =k en-
tonces:

1). Si se intercambian dos puntos cualesquiera y simultdneamente se intercambian los otros
dos, la razon doble no se altera.

2). Si se intercambia el primer par de puntos entonces la razon doble que resulta es %

3). Si se intercambia el par del puntos del centro entonces la razén doble que resulta es 1 —k.

Demostracion. Se debe probar que (AB,CD) = (BA,DC) = (DC,BA) = (CD,AB) = k,
entonces, por ejemplo:

CA AC
(CD,AB)ZE—ACXDB—C_—B

% AD xCB %

2). Se debe probar que si (AB,CD) =k entonces (BA,CD) = 1.

= (AB,CD) =k
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_ BCxDA _ CBxDA _

1T _ 1 _ 1

(BA,CD) =

U‘mHm
=lola

T CAxBD ~— ACxDB =~ ACxDB ™
CBxAD

N
Q)
=

= (4B.CD) ~

3

3). Se debe probar que si (AB,CD) =k entonces (AC,BD) =1-k.
Por el lema 7 AD x BC'+ BD x CA+ AB x CD =0 y dividiendo por AD x BC' se tiene:

BDxCA , ABxCD BDxCA _ _ABxCD
ADxBC T apxpe = Vosea 1+ 355 = — 45 5

1+

Teorema 70. Si (AB,CD) =k entonces:

1). (AB,CD)=(BA,DC)=(CD,AB) =(DC,BA) =
2). (BA,CD)=(AB,DC)=(DC,AB) =(CD,BA) =
3). (BC,AD) =(AD,BC)=(DA,CB)=(CB,DA) =
4). (CB,AD)=(DA,BC)=(AD,CB) =(BC,DA) =
5). (AC,BD) =(BD,AC)=(CA,DB)=(DB,CA) =
6). (CA,BD)=(DB,AC)=(AC,DB)=(BD,CA) =

entonces 1 - 4565 = Abxpo
es decir 1 - (AB,CD) = (AC,BD) y por tanto (AC,BD) =1-k.

Ac
osea l1-4£& =
4D

1- ACxDB _ ABxDC

U:J
O SRk

k
1
k
k-1
k
_k_
k-1
1-k

Demostracion. 1). Aplicando a la relacion (AB,CD) la operacién de la parte 1 del teorema 69

se obtienen las igualdades 1.

2). Aplicando a las igualdades 1 la operacion de la
igualdades 2.

3). Aplicando a las igualdades 2 la operacién de la
igualdades 3.

4). Aplicando a las igualdades 3 la operacion de la
igualdades 4.

5). Aplicando a las igualdades 1 la operacién de la
igualdades 5.

6). Aplicando a las igualdades 5 la operacién de la

igualdades 6.

parte 2 del teorema 69 se obtienen las

parte 3 del teorema 69 se obtienen las

parte 2 del teorema 69 se obtienen las

parte 3 del teorema 69 se obtienen las

parte 2 del teorema 69 se obtienen las

]

Teorema 71. Dados A, B y C colineales y k un numero real existe un unico punto D colineal

con ellos tal que (AB,CD) = k.

Demostracion. Sean A, B 'y C' colineales, se traza por

y se escogen sobre ella puntos M y N tales que & CM
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A B D C
figura 118

<> <>
Se unen B con N y A con M entonces AM y BN se intersecan en un punto P por este punto
<> <>
se traza la paralela a CN, la cual interseca a AB en el punto D deseado como se muestra a
continuacioén.

Como PD es paralela con C?V entonces AADP ~ AACM y ABPD ~ ABNC, por tanto
CM _ AC , CN _ BC

bP = 4p Y bp = Bp Y st
45 CMDP CM
LC " CNDP CN

lo que significa que (AB,CD) = k.

La existencia y la unicidad de punto D se evidencian de la construccion realizada. O]

. e '(——) > > <—> . .
Definiciéon 49. Si VA VB, VC,V D son cuatro rectas diferentes que pasan por el punto ordi-

nario V', la relacion
SenAVC
SenCV B

SenA\ZD
SenDV B

> > > ——>
se llama Razdén Doble del haz de rectas VA,V B,VC,V D tomadas en ese orden, que se denota

por V(AB,CD). El punto V se llama vértice del haz.

Observe lo siguiente:
> >

> «——
1). Si A’, B',C", D' son otros cuatro puntos sobre las rectas VA,V B,V C,V D respectivamente,

entonces
senA'x:/c' senAch
SenC'V B’ — SenCV B
Sen A’V D’ SenAVD’
SenD'V B’ SenDV B

es decir V(A'B',C'D") =V (AB,CD) y por tanto la razén doble de una haz de rectas es inde-

pendiente de las posiciones de los puntos A, B, C, D sobre sus rectas respectivas rectas y esto

significa que se pueden tomar los puntos A, B,C, D de la manera més conveniente posible.

133



figura 119

2). Si cuatro rectas paralelas a, b, ¢, d son cortadas por dos transversales en los puntos A, B,C, D

y A’, B',C", D' respectivamente, entonces, por la aplicaciéon del teorema de Thales se sigue que:

AC B A'C’ AD ~ A'D’!
cB-cB Y DB DB’
luego
AC A
G- CB esdecir,  (AB,CD)=(A'B',C'D").
DB D

AN V4
be A\ /&
] BXB'
N VALN
/D' D\

figura 120

Esto da lugar a la siguiente definicién.

Definicion 50. La relacion doble de una haz de cuatro rectas paralelas es la razon doble de
la alineacion A, B,C, D determinada por cualquier transversal a ellas y en este caso el punto

ideal se considera como vértice del haz.

El siguiente teorema es la base del poder y aplicabilidad que tiene la razén anarmoénica en la
Geometria Proyectiva y el cual en términos de Transformaciones proyectivas dice lo siguiente: La
razén anarmonica es invariante bajo una Perspectividad y en los términos que se han utilizado

en este texto corresponde al siguiente teorema.

Teorema 72. La razon doble de una haz de rectas es la misma que la de cuatro puntos en la

que una transversal ordinaria corta al haz.

Demostracion. Si el vértice V' del haz es el punto ideal, el teorema se deduce de la definicién
(49). Si el vértice V es un punto ordinario, sea h la altura trazada desde V' a la transversal [

entonces: O
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/A /B &\ b

figura 121

AC ihxAC

CB %th’B

A(AVAC)
A(AVCB)

lVC x AVSenAVC
lWVBxVCSenCVB
AV SenAVD
VBSenCV B

AD ihxAD

DB~ lhxDB
A(AVAD)
A(AVBD)

VD x AVSenAV D
VD xVBSenDV B
_ AVSenAVD
 VBSenDVB

Por lo tanto _ _
AC AVsenAVC senAVC

(AB,CD) = CB - VBSenCVE _ senCVE _\/(AR (D)
) AD AV SenAV D senAV D ’ '
DB VBSenDV B senDV B

donde, por ejemplo, A(AV AC') denota el drea del tridngulo V AC.

Observe que como se demostro con anterioridad, el valor de la razén doble de una haz de rectas
no depende de los puntos escogidos sobre ellas, es decir V(AB,CD) = V(A'B',C'D") y segun el
teorema que se acaba de demostrar V(AB,CD) = (AB,CD) y V(A'B',C'D") = (A'B',C"D")
por lo tanto (AB,CD) = (A’B’,C"D’), lo que se corresponde con la afirmacién hecha respecto
de la Geometria Proyectiva, la razon cruzada es invariante bajo una perspectividad.
Noétese ademas que del teorema 72 se deduce que si V'’ es un punto diferente de V' que no esta en

la recta que contiene los puntos A, B,C'y D entonces V(AB,CD) = (AB,CD) =V'(AB,CD).
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A B C
figura 122

Los siguientes corolarios son consecuencias del teorema anterior y de la observacién 1 de la

definicion 49.

Corolario 4. Sean A,B,C,D y A’",B’,C", D' dos alineaciones de bases diferentes tales que

<>
AA', BB" y CC" son concurrentes entonces DD’ pasa por el punto de concurrencia.

<>
Demostracion. Sea V' el punto de corte de AA’, BB' y C'C" y se traza la recta VD entonces

<> . <> .
V' D interseca a A’B’ en un punto D", con lo cual se tiene que por el teorema 72,

V(AB,CD)=(AB,CD) y  V(A'B.C'D')=(A'B',C'D").

figura 123

Por la observacién 1 de la definicién 48, V(AB,CD) =V (A’B’,C'D") por lo que
(AB,CD) = (A'B',C'"D") y como por hipétesis (AB,CD) = (A'B',C"'D'") se sigue que
(A’B",C'D") = (A'B',C'D"), pero el punto que completa una alineacién dados tres puntos es

unico lo que nos permite concluir que D’ = D" y por tanto DD’ pasa por V. O

Corolario 5. Sean A,B,C,D y A’,B',C", D' dos alineaciones de bases diferentes tales que
(AB,CD)=(A'B",C'D'") y que A y A’ coinciden, entonces BB',CC" y DD’ son concurrentes.

., > > > i
Demostracion. Sea V' el punto de corte de BB’ y C'(C’, se trazan las rectas AD, V' D y llamese

> <>
D" el punto de corte de VD con B’C’, entonces por el teorema 72,

V(AB,CD)=(AB,CD) vy  V(AB,C'D”)=(AB',C'D").

136



Bl C D
B'
c' o
Dll \"\
figura 124

Por la observacién 1 de la definiciéon 49 V(AB,CD) =V (AB’,C'D") por lo que
(AB,CD) = (AB',C'"D") y como por hipétesis (AB,CD) = (AB’,C'D’) se sigue que
(AB',C'D") = (AB',C'D’") y puesto que el punto que completa una alineaciéon dados tres

puntos de ella, es tinico se concluye que las rectas BB’, CC" y DD’ son concurrentes. O

> —> ——>
Corolario 6. Sean VA, VB,VC, VD y V'AV'B,V'C,V'D dos haces coplanares de vértices
diferentes V' y V' tales que V(AB,CD) =V'(AB,CD) y que A estd en VV' entonces B,C y

D son colineales.

Demostracion. Sea A’ el punto donde BC corta a VV , D" el punto donde VD interseca a BC

<« <~
y D" el punto donde V'D corta a BC entonces A’, B,C, D’ y D" son colineales.

figura 125

Por la observacion 1 de la definicién 49 se tiene que
V(AB,CD)=V(A'B,CD") y V'(AB,CD)=V'(A'B,CD")

y como por hipétesis V(AB,CD) =V (AB,CD) entonces V(A’'B,CD") =V'(A’B,CD") pero
por el teorema 72 V(A'B,CD') = (A'B,CD") y V/(A'B,CD") = (A’B,CD'") en consecuencia
(A'B,CD") = (A'B,CD").

Pero el punto que completa una alineacién dados tres es inico entonces D' = D", y puesto que
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dos rectas no paralelas tienen un tinico punto comun, de donde D = D’ = D" y asi los puntos

B,C' y D son colineales. O]

Corolario 7. Sean 1</71,\</_’B,X75, VD y VA V'B,V'C,V'D dos haces coplanares de vértices
diferentes V y V' tales que V(AB,CD) =V'(AB,CD) y que A, B y C' son colineales, entonces

D estd en la recta de colinealidad.

<> <> <>
Demostracion. Sea D' el punto donde V' D interseca a BC' y D" el punto donde V'D corta a

(Eg', entonces A, B,C, D" y D" son colineales.

\

A B C D p

figura 126

Por la observacién 1 de la definicién 49 se tiene que

V(AB,CD)=V(AB,CD') y  V'(AB,CD)=V'(AB,CD")
como por hipétesis V(AB,CD) = V'(AB,CD) entonces V(AB,CD’) = V'(AB,CD") y dado
que por el teorema 72 V(AB,CD") = (AB,CD") y V'(AB,CD") = (AB,CD") se sigue que
(AB,CD') = (AB,CD") pero el punto que completa una alineacién arménica dados tres puntos

es unico y asi D' = D" y como dos rectas no paralelas se intersecan en un tnico punto entonces

<~
D"=D" =D y en consecuencia D esta en la recta BC O

Definicion 51. Si A, B,C, D son puntos diferentes sobre una circunferencia diremos que ellos

son Conciclicos.

Corolario 8. Sean A, B,C,D puntos conciclicos y V y V' dos punto diferentes sobre la cir-
cunferencia entonces V(AB,CD) =V'(AB,CD).

Demostracién. Como los puntos A, B,C, D son conciclicos entonces los pares de dngulos AVC
vy AV'C; CVBy CV'B; AVD y AV'D; DV B y DV'B subtienden los mismos arcos entre ellos,
y por tanto son congruentes dos a dos.

y por tanto:

138



C
figura 127

senA\:/C SenAzC
!
V(AB,CD) = 2B - SenCl B _ (AR, CD),
SenA\’/\D SenAL/LD
SenDV B SenDV'B

R
donde, por ejemplo V' A se tomaria tangente a la circunferencia si V' coincide con A. O]

Lo anterior significa que la razén doble de un haz determinado por cuatro puntos en la misma
circunferencia es independiente del punto sobre ella que se escoja como vértice.

Esto da lugar a la siguiente definicién:

Definicién 52. Si A, B,C, D son puntos conciclicos diferentes y V' es otro punto sobre la
misma circunferencia, se notard la relacion anarmdnica V(AB,CD) por el simbolo (AB,CD)
y se llamard la relacion anarmonica de la serie ciclica de los puntos A, B,C, D en ese

orden.

Teorema 73. Si A, B,C, D son puntos conciclicos diferentes entonces
AC

(AB,CD) = e(j—g)

DB

donde AC,CB,AD y DB son las longitudes de las cuerdas y e es -1 o +1 segqun que los pares

A, B y C,D estén o no separados entre si.

Demostracion. Sean O y r el centro y radio de la circunferencia, entonces:

139



figura 128

- AOC  AC - CcOB CB AOD AD
senAVC = sen = — senCV B = sen = —senAV D = sen = —;
2 2r 2 2r 2 2r
DOB DB
sen = —
2 2r
por lo que
_ Ac Ac
senAVC 027”"3 AC é AC
(AB,CD)=V(AB,CD) = % =45 =4p =35 = an-
senDV B 3275 DB ﬁ DB

]

Observe que para la posicién de los puntos A, B,C, D en la figura corresponde +1 pero es facil
. . > —> > > 3 3

verificar que si los pares de rayos VA, VB y VC,V D estan separados entre si, corresponde -1.

El siguiente teorema proporciona la primera muestra de la relacién existente entre la teoria de

la inversion y la razén anarmonica.

Teorema 74. La razon anarmdnica de cuatro puntos sobre una circunferencia es invariante

bajo una inversion cuyo centro es diferente de los cuatro puntos.

Demostracion. Sean A, B, C, D cuatro puntos diferentes sobre una circunferencia S'y A’, B',C", D’
sus respectivas iméagenes sobre S’ que es la imagen de S bajo I(O,r?), entonces:

1). Sy S’ son circunferencias, en cuyo caso se tiene:

B AN et
(AB,CD')=€( )=e - :e(OBXDA):e(E):(AB’CD)

A'D’
D'B’ OAxOB DB
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2). Se tratan de manera anéloga los casos en que S sea una recta y S’ una circunferencia, S

una circunferencia y S’ una recta, S una recta y S’ una recta.

Definicién 53. Si A, B,C, D son cuatro puntos colineales tales que (AB,CD) = -1 entonces
se dice que el segmento AB estd dividido arménicamente por los puntos C y D. Los puntos
C' y D se llaman conjugados armoénicos con respecto a A y B y los cuatro puntos A, B,C, D
que constituyen una Alineacién Arménica (hilera armdnica).

Si V(AB,CD) = -1 entonces se dice que m, {/—B), {78’ Yy ﬁ constituyen un haz armonico.

Observe que:

1). 8i C' y D son conjugados armdnicos con respecto a A y B entonces (AB,CD) = -1 luego por
el teorema 2 de la seccion 3 de este capitulo (CD, AB) = -1 y por tanto A y B son conjugados
armonicos con respecto a C' y D.

2). Si P es un punto que se aleja indefinidamente a lo largo de la recta determinada por los

puntos A y B entonces 4L B tiende al valor -1, esto conduce a la siquiente definicion.

P

Definicién 54. Si A y B son dos puntos ordinarios de AB y Z es el punto ideal de la recta

AZ - -1

entonces =5

3).El conjugado arménico con respecto a A y B del punto medio de AB es el punto ideal AB
ya que si @ es el punto medio de AB entonces S—g =1y si P es el conjugado arménico de ()
con respecto a Ay B se debe tener que = —1 y por tanto de la definicién 54 se deduce que
P es el punto ideal de AB.

4).El conjugado arménico de un punto C' con respecto a un segmento dado AB puede construirse

geométricamente como sigue:

C\“VB D

figura 129

Sea P un punto fuera de ZE), se une P con Ay C' y por B se traza la paralela a AP 1a cual
interseca a <138 en un punto M. Se toma sobre BM un punto N tal que M B = BN entonces
<> . <> . L. <>
PN interseca a AB en un punto D que es el conjugado arménico buscado, puesto que M B
es paralela a ap y ACP =~ BCM entonces AACP ~ ABCM vy por tanto & = g—]\]} 0 sea

gg = AP 5 Y como AP s paralela a BN y ADP =~ BDN entonces AADP ~ ABDN y por
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4D = 2 v dado que M B = BN entonces —4% = 45 v asi (AB,CD) = -1y por tanto C'y D
son conJugados armoénicos con respecto a Ay B.

Los siguientes dos teoremas brindan criterios ttiles para que cuatro puntos colineales formen
una hilera armonica, el segundo de ellos muestra ademas, la relacién entre una inversién y una

hilera armoénica.

Teorema 75. (AB,CD) = -1 si y sdlo si los segmentos AC, AB y AD estan en progresion

armonica.

- _ AC _ _AD CB __ _BD
Demostracion. Suponga que (AB,CD) = -1 entonces 55 = B v asl 4555 = apaap © sea
AB-AC _ AD-AB 1 1 1

1 N R
ACTAB = AD 4p entonces 55 - 45 = 55 — xp Y Por tanto E = AC AD luego AC, ABy AD
forman una progresiéon armonica. La implicacion en el sentido contrario se establece invirtiendo

los pasos anteriores. []

Teorema 76. 1). Si C y D son inversos respecto a O(r) entonces (AB,CD) = -1 donde AB
es el didmetro de O(r) que pasa por C' y D.

2). Si (AB,CD) = -1 entonces C' y D son inversos con respecto a O(r) donde O es el punto
medio de AB.

2

Demostracion. 1). Si C'y D son inversos con respecto a O(r) entonces OD x OC = r? o sea

OD =27
Si AB es el didgmetro de O(r), que pasa por C'y D, entonces OA = -OB y por ello:
(AB.CD) - &5 ACxDB (0C-0A)(OB-0D) (OC+0OB)(OB-0D)
’ - 4AD - OBxAD (OB-0C)(OD-0A) (OB-0C)(OD +0B)

DB

(OC+T)(OBoc) r(OC +7r)(0OC -r)
(r- OC’)(OC +7) — —r(OC =7)(r+0C)

=-1

2). Si O es el punto medio de AB entonces OA = -OB.
Si (AB,CD) = -1 se tiene 45 = 48 Juego 96-94 - _(Ooé) 005‘) y asi

OCOB = 9D+OB  sea (OC + OB)(OD -0B)=(0D+0B)(OB-0C) por lo que

OC x OD-0C x OB+ 0B x OD - (OB)?=0D x OB - 0D x OC + (OB)? - OB x OC

osea OCxOD =(0OB)?*=7r? y como D esté en OC se tiene que C'y D son inversos respecto a
O(r). O
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5.4. Aplicaciones de la Inversion y la Razén Cruzada.

En esta seccion se mostraran algunas aplicaciones de la teoria de la inversién en las cuales
se observara la potencia y belleza de ella como transformacion simplificadora; también se re-
suelven algunos problemas con la aplicacion del concepto de razén cruzada y algunas de sus

consecuencias.

5.4.1. Mecanismo Inversor de Peaucellier.

Uno de los problemas Geométricos mas notables de la tltima mitad del siglo IXX fue descubrir
un mecanismo articulado para trazar una recta. Este problema fue resuelto en 1803 por un
oficial del ejército francés A. Peaucellier, pero el anuncio de tal hecho no tuvo la trascendencia
debida, hasta que mas tarde Lipkin, Alumno de Chebishev reinventé de manera independiente
el mecanismo en 1861, y por lo que recibié un importante premio del gobierno ruso; después
de ello el mérito de Peaucellier fue reconocido y se le otorgd el Gran Premio Mecénico del
Instituto de Francia. El mecanismo de Peaucellier consta de siete barras y en 1874 Henry Hart
descubrié un mecanismo articulado para trazar rectas que contiene cinco barras, después de
esto no ha sido posible disminuir el nimero de barras, ni demostrar que es imposible una
disminucién mayor.

El mecanismo inversor de Peaucellier se describe a continuacion.

Sea PABP’ un rombo, O un punto colineal con P y P’  se unen los puntos A y B con O
de modo que OA = OB, OA > PA, si todos los puntos de la figura, excepto O quedan en
libertad de moverse se tiene que los puntos P y P’ describen curvas inversas bajo la inversion

I(O,0A% - PA?), como se muestra a continuacion.

figura 130

Sea T el punto de corte de PP’ y AB entonces
OP x OP' = (OT - PT)(PT +OT) = (OT)? - (PT)* = ((OA)* - (AT)?) - ((PA)* - (AT)?)
=(0A)? - (PA)?* =12
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que es una constante y por lo tanto P y P’ son inversos bajo la inversion I(O,0A? - PA?).
Observe en particular que si C' es un punto fijo sobre OP tal que OC = C'P, se aumenta una
barra por tanto los puntos O y C son fijos sobre la mesa, el punto P describe una circunferencia

que pasa por O y por lo tanto P’ describe una recta perpendicular a OC.

5.4.2. Inversion de teoremas.

Por medio de la inversion se pueden deducir y probar nuevos teoremas a partir de teoremas y
resultados conocidos. Este procedimiento se conoce como inversién de un teorema y se ilustra
con los siguientes ejemplos:

5.4.2.1. Invertir el teorema las alturas de un triangulo son concurrentes.

Sea ABC un tridangulo cualquiera, H el punto de concurrencia de las alturas (ortocentro) y

P,Q, R los pies de las alturas sobre los lados BC, AC y AB o sus prolongaciones respecti-
vamente, al invertir el teorema con respecto a H se obtiene el siguiente resultado: ”Si tres
circunferencias tienen un punto en comun entonces la cuerda comun de dos de ellas pasa por

el centro de la tercera.”

Rl

figura 131

Para probar esto observe que ninguna de las tres alturas del triangulo se altera por la inversién

ya que pasan por el centro de ella y por tanto se convierten en las rectas A'P’, B'Q)" y C'R’
y los tres lados del tridangulo AB =1 , BC =m y AC = n se invierten respectivamente en las
circunferencias I’, m/,n’ que pasan por H y que se intersecan dos a dos en los puntos B’,C" y
A’ que son inversos de B, (' y A respectivamente.

Como la altura AP pasa por H su inversa A’P’ pasa por H y por tanto es la cuerda comin
de las circunferencias n’ y I’, andlogamente C'R’ es la cuerda comin de n/ y m’ y B'Q’ es la

cuerda comun de m’ y I’ y dado que las alturas de un triangulo son ortogonales a sus lados
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respectivos y las magnitudes de los angulos no se alteran por la inversion, entonces las rectas

A'P'. B'Q)',C' R son ortogonales a las circunferencias m’,n’ y I’ respectivamente, es decir H P,
HQ' y HR' son diametros de las circunferencias m’,n’ y I’ y por tanto son cuerdas que pasan

por el centro de cada una de ellas.

5.4.2.2. Invertir el teorema: El dngulo inscrito en una semicircunferencia es

recto.

Sea S una circunferencia y OPA un 4ngulo recto inscrito en ella, al invertir la figura con
respecto a O se obtiene el siguiente resultado: ”Si dos rectas se intersectan perpendicularmente
y una circunferencia que pasa por su punto de intersecciéon también pasa por un punto fijo de
una de ellas y por un punto variable en la otra entonces el segmento determinado por los puntos
fijo y variable es un diametro de la circunferencia.” El teorema en menciéon queda demostrado

al observar que:

figura 132

Invirtiendo con respecto a O se tiene que la circunferencia S se invierte en la recta S’ que no
<«——> <«——>

pasa por O, la recta OA se invierte en si misma y es perpendicular a S’ en A’, la recta OP

<>
se invierte en si misma, el punto P en un punto P’ sobre S’ y la recta AP se invierte en una
circunferencia T que pasa por los puntos O, A" y P’.
<> <> . ., . ,
Como OP y AP son ortogonales y una inversion preserva magnitud de angulos entonces la recta

<> —_
OP' y la circunferencia 7' son ortogonales y en consecuencia el segmento OP’ es un didmetro

de T.
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5.4.3. Teorema de Tolomeo.

La proposicién que recibe este nombre fue empleada por Claudio de Tolomeo para el desarrollo
de una tabla de cuerdas en el primer libro de su ALMAGESTO, el gran trabajo griego sobre
astronomia. Aunque esta proposicion fue conocida antes de la época de Tolomeo, la demostra-
cién realizada por este, es la primera que se conoce y su enunciado es el siguiente: "En una
cuadrilatero convexo inscrito en una circunferencia el producto de sus diagonales es igual a la

suma de los productos de los pares de lados opuestos.”

figura 133

Demostramos a continuacion este resultad.

Sea ABC'D un cuadrilatero convexo inscrito en una circunferencia S y sea [ la inversién de
centro en A y potencia r? entonces el punto A se invierte en el punto ideal Z y los puntos B, C'
y D en los puntos B’,C" y D’ la circunferencia S se invierte en una recta que pasa por los
puntos B’,C" y D’ y por tanto los puntos B’,C" y D’ son colineales con B’ — C" — D’ luego
B'C"+ C'D" = B'D" y como para cualesquiera par de puntos X,Y y sus inversos X', Y’ se

cumple la relacion XY’ = 5()}/;5; donde O es el centro de inversion, entonces:
BC xr? CD xr? BD x r?

BICI:— CIDI:— B/D/:—

AB x AD’ AC x AD’ AB x AD

y por tanto
BCxr?2  CDxr? BD x r?

ABxAC T ACXxAD - ABxAD’

lo que produce la igualdad

r2(BCx AD+ ABxCD) r*(BD x AC)
AB x AD ~ ABxAD

y asi

BCxAD+ ABxCD = BD x AC.
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5.4.4. Encontrar, utilizando exclusivamente compas, el inverso de

un punto M bajo la inversién I(O,r?).

Sea O(r) la circunferencia de inversiéon y M un punto fuera de O(r), con centro en M y radio
OM se traza un arco de circunferencia el cual interseca a O(r) en los puntos A y B. Con A
y B como centros y radio OA se trazan dos arcos que se intersecan en el centro O y en otro

punto M’ sobre OM. Este punto OM es el inverso de M bajo 1(O,r?) ya que:

figura134

Los triangulos AOM' y AOM son isésceles y como <« AOM’ = < AOM, adyacentes a la base se
sigue que los triangulos AOM y M'OA son semejantes y por lo tanto

OM OA
OA  OM’

es decir, OM x OM' = (OA)? =r? y como M’ esta en OM se tiene que M’ es el inverso de M
bajo I(O,r?).

5.4.5. Encontrar, usando solo compas, el punto medio entre dos pun-

tos dados, cuando la recta determinados por ellos no se da.

Sean A y B los puntos dados, se traza con centros en Ay By radio AB las circunferencias S y
T y con el mismo radio desde A se marcan sobre 7" los puntos P, () y R, entonces R es colineal
con Ay B ya que cada uno de los angulos ABP, PB(Q), ) BR mide 60 puesto que los triangulos
ABP,PBQ y QQBR son equilateros, sus lados tienen longitud AB entonces R esta situado a
una distancia de A igual a 2AB.

Invirtiendo con respecto a I (A, (AB)?), Por el método de la aplicacién 4 se tiene que su inverso

R’ es el punto medio de AB ya que:
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figura135

AR x AR = r? = (AB)? o0 sea AR’ = % = % = ATB y R’ es colineal con Ay B y con
A-R -B.

5.4.6. Teorema de Stewart.

Este teorema fue enunciado sin demostracion por Matthew Stewart en 1746, fue redescubierto
y demostrado por Thomas Simpson en 1751, por Leonard Euler en 1780 y por Carnoten en

1803. El caso en que P es colineal con A, B y C' se halla en la coleccion de Pappus.
Teorema 77. Sean A, B y C tres puntos colineales y P un punto cualquiera, entonces
PA2xBC+PB?>?xCA+PC?xAB+BC xCAxAB=0.

Demostracion. a). Si P es colineal con A, By C, escribimos la expresién de la parte izquierda
en funcién de P para obtener:

PA%2x BC+PB?xCA+PC?xAB+BCxCAx AB

= PA2x(PC-PB)+PB?*x(PA-PC)+PC?x(PB-PA)+(PC-PB)x(PA-PC)x(PB-PA)
= PA?2xPC-PA?xPB+PB?xPA-PB?*xPC+PC?xPB-PC?xPA+PCxPBxPA+PC?xPA-
PC?xPB-PB?>xPA+PB?xPC-PA?xPC +PA?xPB+PB?*xPC-PB?*xPC-PCxPBxPA
=0.

b). Si P no estd en la recta determinada por A y B;

I
P

B P C
figura136

h-X
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—> —>
sea [ la perpendicular trazada por P a AB y P’ el punto de corte de [ y AB entonces P’ es

colineal con A, By C'y por la parte a). se tiene que:
P'A2x BC+P'B2xCA+P'C?xAB+BCxCAxAB=0

luego,

PA%2x BC+PB?xCA+PC?xAB+BCxCAx AB

=(PP?+P'A?)x BC+(PP?+P'B?)xCA+(PP?+P'C?)x AB+BC xCAx AB
=PP?xBC+P'A2x BC+PP?xCA+P'B?>xCA

+PP? x AB+P'C?x AB+BC xCAx AB

=(P'A2xBC+P'B?xCA+P'C?x AB+ BC x CAx AB)

+PP?(BC+CA+ AB)

=0+ PP"?x0

= 0. O

5.4.7. Teorema de Desargues de los dos triangulos.

Definiciéon 55. 1. Dos triangulos ABC y A'B'C" se dicen COPOLARES si y solo si las
rectas determinadas por A y A’, B y B, C' y C" son concurrentes.

2. Dos triangulos ABC y A’B'C" se dicen COAXIALES si y solo si los puntos de interseccion
de las rectas determinadas por los lados AB y A'B', BC' y B'C", AC y A’C" son colineales.

Teorema 78. Dos triangulos son copolares si y solo si son coaxiales.

Demostracion. 1).suponga que los tridngulos ABC' y A’B’C" son copolares entonces las rectas

AA' BB', CC" son concurrentes, sean V este punto de concurrente y P,(Q) y R los puntos de
<> > <> > <—> <>
interseccion de ABy A’B', BC'y B'C", AC'y A'C" respectivamente, llamese M, M’y O los pun-
<> <> ——> <>
tos donde BB’ interseca a AC, A’C" y P() respectivamente, entonces aplicando repetidamente

la observacién 1 de la definicién 3 y el teorema 72, se obtiene que:

figura 137
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B(OP,QR)=B(MA,CR)=(MA,CR)=V(MA,CR)=V(M'A",C'R) = (M'A",C'R)
=B'(M'A",C'R) = B'(OP,QR).
Puesto que O esta en BB se sigue por aplicacion del corolario 3 al teorema 72 que P,Q y R
son colineales y en consecuencia los triangulos ABC' y A’B’C’ son coaxiales.
2). Suponga que los tridngulos ABC'y A’B'C" son coaxiales entonces los puntos de interseccién
> > > > > ——>
de ABy A’B",BC'y B'C", AC'y A’C" son colineales, es decir P, () y R son colineales y aplicando

reiteradamente el teorema 72 y la observaciéon 1 de la definicion 3, se obtiene:

(MA,CR) = B(MA,CR) = B(OP,QR) = B(OP,QR) = B'(M'A",C'R) = (M'A’,C'R)

y por el corolario 2 del teorema 72 se sigue que las rectas MM’ = BB', AA" y C'C" son

concurrentes y en consecuencia los triangulos ABC' y A’B’C" son copolares. O

El teorema de Desargues para dos triangulos parece haber sido formulado por éste en 1636, tres
anos antes de que se publicarda su maxima obra BROUILLON PROJECT y que es un texto
bésico para el desarrollo de la Geometria Proyectiva ya que como se observa, lo establecido por
el teorema de Desargues implica propiedades como las de concurrencia de rectas y colinealidad,
propiedades que estan desconectadas de la nocion de medida y por tanto son esencialmente
proyectivas, por esto se toma, en algunas ocasiones, el teorema de Desargues como el teorema
fundamental de la Geometria Proyectiva. Las propiedades geométricas pueden ser clasificadas
como Métricas y Proyectivas. Son propiedades métricas aquellas que estéan relacionadas explicita
o implicitamente con la nocién de medida (Por ejemplo, congruencia de segmentos, semejanza
de tridngulos) y son propiedades proyectivas aquellas que estdn desconectadas de la nocién de

medida (Por ejemplo, concurrencia de rectas y colinealidad).

5.4.8. Teorema del Hexagrama Mistico de Pascal para una Circun-

ferencia.

Teorema 79. Los puntos de interseccion de los pares de lados opuestos de un hexdgono, no

necesariamente convexo inscrito en una circunferencia son colineales.

Demostracion. Sea ABCDFEF un hexagono inscrito en una circunferencia, P, (), R los puntos

de interseccion de los pares de lados opuestos, o sus prolongaciones si es necesario ABy DE, BC
<~ <——>
y EF,AF y CD respectivamente y sean ademas M el punto de interseccién de AF y BC, N

. ., <—> <>
el punto de interseccion de CD y AB.
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Aplicando sucesivamente la observacion 1 de la definicién 50, la observacion 1 de la definicién

49 y el teorema 72 se obtiene que:

figura 138

F(BM,CQ) = (BM,CQ) = F(BA,CE) = D(BA,ND) = (BA, NP)

es decir, (BM,CQ) = (BA,NP)

«—> «——> P
Por tanto por el corolario 5 del teorema 72 se sigue que las rectas M A, CN y P(Q) son concu-
rrentes y como M A y C<T>V se intersecan en R entonces (]5@) pasa también por R, es decir, P, Q)

y R son colineales. O]

El teorema del hexagrama mistico para una cénica general fue descubierto en 1639 por Blaise
Pascal cuando solo tenia 16 anos. Las consecuencias de este teorema son singularmente atrac-
tivas y numerosas y sea ha realizado estudios sobre su configuracién, por ejemplo, la recta en
la cual estan los puntos P, Q) y R se llama recta de Pascal del hexdagono. Si los mismos seis
puntos son unidos consecutivamente en cualquier otro orden se obtiene un hexagono diferente
con los mismos seis puntos conciclicos como vértices y para cada uno de estos hexagonos hay
una recta de Pascal. Como hay sesenta maneras de formar un hexdgono con los 6 puntos da-
dos hay entonces 60 rectas de Pascal, las cuales pasan de tres en tres por 20 puntos llamados
Puntos de Steiner que a su vez estan de cuatro en cuatro sobre 15 rectas llamadas Rectas
de Pliker.

5.4.9. El Teorema de Pappus en la Adicién y la Multiplicacién.

En uno de los textos de matemaéticas utilizados como referencia en la ensenanza bésica, se
presenta un método geométrico para multiplicar nimeros enteros jcual es la justificacion de
este procedimiento? La respuesta a este interrogante, como se vera mas adelante, se obtiene
como una aplicaciéon del teorema de Thales, sin embargo al profundizar en él, se encuentra

que existe un teorema geométrico, el teorema de Pappus, que guarda una estrecha relaciéon con
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algunas propiedades aritméticas de la adicién y multiplicaciéon. En esta seccion presentamos

esta interrelacidn.

5.4.9.1. EIl Teorema de Pappus.

Pappus de Alejandria fue un matematico de la antigua Grecia que vividé a finales del siglo
IIT A.de C. Su gran obra La coleccion se puede considerar como el libro guia de los trabajos
geométricos existentes en su época ya que en ella aparecen numerosas proposiciones originales,
versiones mejoradas de otras, extensiones y comentarios historicos valiosos. Segun los histo-
riadores, Pappus fue el ultimo de los geémetras griegos creadores, ya que después de él, la
matematica griega practicamente desaparecié y solo fue perpetuada por escritores y criticos

secundarios.

Teorema 80. Si los vértices de un hexdgono se encuentran alternadamente sobre dos rectas

entonces los puntos de interseccion de los pares de lados opuestos son colineales.

Demostracion. Sea ABCDEF un hexagono cuyos vértices A, C, E estan sobre una recta [ y

los vértices B, D y F sobre una recta m. Sean ademas P, y R los puntos de interseccién de

<> <> <> R S <> <> . .

ABy DE, BCy EF y CD y AF respectivamente, entonces pueden ocurrir dos casos:

a). Las rectas [ y m se cortan en un punto O. Si se llaman K, H los puntos de corte de las
<> <> <> <> . ., .

rectas CD y AB y ED y AF respectivamente entonces por la segunda observacion realizada

al teorema 72

figura 139

A(OB,DF)=C(OB,DF),
Puesto que por la observacién 1 de la definicién 49 y el teorema 72 se tiene que
A(OB,DF)=A(EB,DF)=A(EP,DF)=(EP,DH)

y C(OB,DF)=C(EB,DF)=C(EQ,KF)=(EQ,KF) entonces (EP,GH) = (EQ,KF).
Por el corolario 5 del teorema 72, las rectas ﬁa, DR y HF son concurrentes y puesto que las

“—> < . s )
rectas DK y HF se intersectan en R entonces la recta P(Q) pasa por R y asi los puntos P,Q y
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R son colineales.

b).las rectas [ y m son paralelas. La demostracién de este caso se deja como ejercicio.

m
Obsérvese que la existencia de los puntos P, Q) y R como puntos ordinarios, depende esencial-

mente, de la disposicién de los puntos A, E,C y B, D, F sobre las rectas [ y m, por tanto es
posible considerar algunos casos particulares, entre los cuales esta el siguiente que tiene singular

relevancia. jqué sucede si en el hexdgono hay dos pares de lados opuestos paralelos?
Se deben considerar dos posibilidades:

a). [ es paralela a m.

E
figura 140

Puesto que AB es paralela a ED y EF es paralela a (Eg’ entonces los cuadrilateros ABDFE

y ECFB son paralelogramos por lo que AF = BD y EC = BF por tanto AC' = F'D o sea el
cuadrilatero ACDF es un paralelogramo y asi AF es paralela a CD.
b). Il y m se interceptan en un punto O.

~

.
1
1
1]
1
[
]
1
1
1
1
]
1
A

figura 141

<> «—> «——> <“~——> . .,
Dado que las rectas AB y ED y las rectas BC' y EF son paralelas se sigue que los triangulos
AOB y FEOD vy los tridangulos FOF y COB son semejantes por tanto

A0 _EO EO _FO
BO DO Y CO BO

es decir, £9 = DO

L > <>
46 = ¢o v ast AF es paralela a C'D.

De esta manera se ha demostrado que:
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”Si los vertices de un hexagono estan alternadamente sobre dos rectas | y m y el hexagono tiene
dos pares de lados opuestos paralelos entonces los lados del tercer par también son paralelos.”
El caso de que | y m son paralelos se denomina: El pequeno teorema de Pappus y el caso

en que m y [ no son paralelas, El teorema de Pappus.

5.4.9.2. El pequeno teorema de Pappus y la adicién.

La adicion tiene geométricamente su fundamento en la nocién intuitiva de colocar, en la misma
recta, un segmento a continuacion de otro. Puesto que, dada una recta [, un punto de ella como
origen y un segmento unidad, existe una correspondencia biunivoca entre los puntos de la recta

y los numeros reales, no haremos diferencia entre los puntos de la recta y los niimeros reales.

Definiciéon 56. Sean [ una recta y O un punto sobre ella. St se consideran tres puntos A, B y C
sobre ella, diremos que C' es la suma de A y B, denotado C' = A+ B si y solo st OC' = OA+0OB,

consideradas como distancias dirigidas.

o A B C=A+B
figura 142

El siguiente algoritmo, implementa geométricamente la definicién anterior.
Algoritmo

Sea [ una recta, O un punto sobre ella y A, B dos puntos cualquiera sobre [, entonces
a). Se traza por O una recta m diferente de .

b). Se traza una recta !’ paralela a [ entonces I’ corta a m en un punto D.

c). Por B se traza una recta paralela a m la cual intercepta a I’ en un punto E.

<«~——>
d). Se une A con D y por E se traza una paralela a AD la cual intersecta a [ en un punto C.

n/ E '

0 A | C=A+B
/ figura 143 /B ’

El punto C es tal que C'= A+ B ya que OC=0A+AC=0A+DFE=0A+0B.
Teorema 81. FEl pequeno teorema de Pappus es equivalente a la conmutatividad de la adicion.
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Demostracion. Sea | una recta, O un punto en ella y consideremos dos puntos cualesquiera

A, B en [, entonces:

a). Construimos A + B de acuerdo con el algoritmo dado, figura 143, con lo cual obtenemos los

puntos D y E sobre la recta I’ paralela a [, el punto C sobre [ tal que C'= A + B y las rectas
> —> > <—— <> <> <——> <«~——

m=0D,EB,AD y EC tales que OD es paralela a BE y AD es paralela a CE

/6 figura 144 C=A+B

b). Construimos B+ A, para lo cual trazamos por A una paralela a m que determina un punto
E’"en I, unimos B con D y luego E’ con C'.
. “«——> >
El punto C' es B + A, siempre que BD sea paralela a E’C'. Veamos esto.
., <> <> <> <>
Puesto que por construccion BE es paralela a OD y AE’ es paralela a OD entonces por
L. <> <> ., <> <>

transitividad BFE es paralela a AE’ y dado que por construccion AD es paralela a C'E entonces
el hexdgono ADBECE' posee dos pares de lados opuestos paralelos, luego por el pequeno
teorema de Pappus DB es paralela a E'C, luego C representa a B + A y asi la adicién es
conmutativa.
Reciprocamente, se realiza la construccién de C' = A+ By C' = B+ A con lo cual se obtiene

D — «—> “—> > «~—— D —— «—>
que OD es paralela a AE" y BE, AD es paralela a EC'y DB es paralela a E'C" entonces el

, D — PR
hexdgono EBDAE'C posee dos pares de lados opuestos paralelos, BE y AE', AD y EC'y
puesto que A+ B =B+ A, C coincide con ', es decir, DB es paralela a E’C' y por tanto se

cumple el pequeno teorema de Pappus. O

5.4.9.3. El teorema de Pappus y la Multiplicacién.

Definicion 57. Sea | una recta dada del plano y O un punto sobre ella, se ubica un punto U
en | diferente de O y se adopta OU como el segmento unidad. Si A, B y C son tres puntos
cualquiera de l, diremos que C es el producto de A y B si y solo si se cumple la relacion
oC OB
OA OU’
Esta definicién se convierte en el siguiente algoritmo geométrico.

Algoritmo.
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Sea [ una recta del plano, O y U puntos sobre ella, O diferente de U y OU el segmento unidad.
Sean ademas A y B puntos cualquiera sobre [ entonces

a). Sea traza por O una recta [’ diferente de [.

b). Se selecciona sobre I’ un punto U’ tal que OU = OU".

¢). Se une U con U’ y por B se traza una paralela a UU’, esto determina en I’ un punto B’ tal
que OB =0B'.

d). Se une U con A y por B’ se traza una paralela a U’A la cual corta a [ en un punto C.

C=AB

figura 145

El punto C es el producto de A y B ya que los tridngulos OU’A y OB’C' son semejantes por lo

que
oC OB OB
OA OU' OU’
Notese que este algoritmo proporciona una tabla de multiplicar por un niimero dado ya que es

suficiente colocar en [ el primer factor A, en I’ el segundo factor B y el segmento unidad OU,
<>
unir U con A y por B trazar una paralela a UA. El punto C' en el cual esta paralela corta a [

es el producto de Ay B.

u

_4\. |

o A C=AB
figura 146

Teorema 82. El teorema de Pappus es equivalente a la conmutatividad de la multiplicacion.

Demostracion. Sea | una recta del plano, O y U dos puntos diferentes sobre ella y OU el
segmento unidad. Sean ademas A y B puntos arbitrarios de [, entonces:

a). Se construye AB de acuerdo con el algoritmo establecido, con ello se obtienen los puntos
> > > <~——>
U', B’ sobre I, el punto C sobre | que representa AB y las rectas U'U, UA, BB’ y BC tales

que W es paralela a BB y ﬁ es paralela a B<TC>’

156



figura 147

<>
b). Se construye BA, para lo cual se traza por A una paralela a UU’ que determina en I’ un
punto A’, se une B con U’ y A’ con C.
. —>
C es el producto de B y A, siempre que las rectas U'B y A’C' sean paralelas. Veamos esto.
L, == — L
Puesto que por construccion UU' es paralela a las rectas BB’ y AA’ entonces por transitividad
<> <> ., <> <> ,
BB’ y AA’ son paralelas. Como por construccién U’A es paralela a B’C entonces el hexagono
U'BB'CA’A tiene dos pares de lados opuestos paralelos y por el teorema de Pappus los lados
<> <>
del tercer par también lo son, es decir, U’B es paralela a A’C'y por tanto C' representa a BA.

La demostracion en el otro sentido es andloga a la de la adicién. O]

Como tltima consideracién obsérvese que la tabla de multiplicar dada, proporciona un proce-
dimiento para verificar las leyes de los signos de la multiplicacion, como se puede deducir de

las siguientes graficas.

Yy y
1 (+).(+)=(+) (+).(0=0) ]
b u
‘ ab T\' ’.i
o a
|\ X
_01 ; ar) \‘
th
\Y y
(-)-(+)=(-) ‘ T (-)-(-)=(+)
eb '/TU );
a ‘0 ab
T

figura 148
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Capitulo 6
Ejercicios Propuestos.

En este apartado final, se considera un grupo de ejercicios para cada una de las tematicas trata-
das en el texto. Esta conformado por 76 problemas de moderada dificultad que complementan
la teoria desarrollada. La resolucion de cada uno de ellos permitira afianzar los conceptos y

seran una autoevaluacion de la comprension de la teoria.

6.1. Capitulo 1

1). Demuestre que la férmula antigua babilénica
1
A= Z(CH c)(b+d)

para el area de un cuadrilatero, de lados consecutivos a,b, ¢, d proporciona una respuesta de-
masiado grande para todos los cuadrilateros que no son rectangulos.

2). Siay b son los catetos de un tridngulo rectdngulo, los geémetras babildnicos calcularon
aproximadamente la hipotenusa C por la férmula

C=a+—
a+2a

justifique esta aproximaciéon por medio de la relacién pitagorica y el teorema del binomio. 3).
Supongamos que tenemos dos curvas a y 3, un punto O y que permitimos marcar, en una regla,
un segmento AB y luego ajustar la regla de manera que pase por O y corte a las curvas o y
con A sobre vy 3, sobre . La linea trazada sobre la recta se dice que se ha construido por el
principio de insercion. Algunos problemas més alld de las herramientas euclidianas pueden

resolverse si se permite utilizar el principio de insercion. Demuestre que las dos construcciones
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siguientes son correctas.

a). El problema de la duplicacion del Cubo. (Vieta 1646, Newton 1728). Sea PQ
un segmento dado, tracese el angulo PQA = 90 y el angulo PQB = 120. Tracese ahora PRS
que corte a QA en Ry a @B en Sy tal que PQ = RS, entonces (PR)3 =2(PQ)3.

b). El Problema de la Triseccion del Angulo (Arquimedes 240 a. de C.) Sea POQ
un angulo central de una circunferencia dada. Por @) tracese una recta QRS que corte a la cir-
cunferencia en R, la prolongacién de OP en S y tal que RS = OP el radio de la circunferencia,
entonces la medida del angulo POQ es tres veces la medida del angulo PSQ.

4). Demuestre el teorema de Tolomeo: En un cuadrilatero inscrito en una circunferencia, el pro-
ducto de las diagonales es igual a la suma de los productos de los dos pares de lados opuestos.
5). Utilizando el teorema de Tolomeo demuestre las siguientes relaciones. Si P estd en el arco
AB del circuncirculo de

a). Un tridngulo equildtero ABC' entonces PC' = PA+ PB.

b). Un cuadrado ABCD, entonces (PA+ PC)PC =(PB+ PD)PD.

¢). Un pentdgono regular ABCDE, entonces PC' + PE= PA+ PB+ PD.

d). Un hexdgono regular ABCDEF, entonces PD + PE = PA+ PB+ PC + PF.

6). En los problemas hindies aritméticos intervenia frecuentemente la relacién pitagérica. Re-
suelva los siguientes tres problemas, los dos primeros adaptados (?77) de los textos de Brahma-
gupta (630) y el ultimo de un problema de Bhaskara (1150).

a). Dos ermitafios vivieron en la cima de una montana de altura h, cuya base estaba a una
distancia d de un pueblo vecino. Uno de ellos descendi6 de la montana y camino hasta el pueblo.
El otro, que era mago, volo hasta una altura X y luego vol6 en linea recta hasta el pueblo, si
la distancia recorrida por cada uno fue la misma, halle el valor de X.

b). Un bambi cuya altura era 810 cms fue quebrado por el viento. Su punta quedé tocando la
tierra a 270cms de la raiz. Halle longitud de las partes del bambi.

¢). Una madriguera de una vibora esté en el pie de un poste cuya altura es de 675 cms y una
ave de rapina estd posada en su cuspide. Esta ve a la vibora, a una distancia tres veces la de la
altura del poste, que va deslizandose hacia su madriguera y se lanza oblicuamente sobre ella.
A cudntos centimetros de la madriguera de la vibora se encuentran si ambas han recorrido la
misma distancia?

7). La pobreza de la geometria en el oeste de Europa durante las épocas del oscurantismo se
ilustra por los dos problemas siguientes tratados por el famoso escolar francés y clérigo Gerbert
(950-1003) quien se convirtié en el papa Silvestre II.

a). En su Geometria, Gerbert resolvié el problema, considerado muy dificil en esa dpoca, de
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determinar los catetos de un tridngulo rectangulo dados su area y su hipotenusa. Resuelva este
problema.

b). Gerbert expresé el drea de un tridngulo equildtero de lado a como %(a - %) Demuestre que
esto es incorrecto y equivale a tomar /3 = 1,7114.

8). Sean X,Y dos conjuntos no vacios, f : X - Y una funcién y A, B subconjuntos de X,
demuestre que

2). f(AUB) = f(A) U f(B).

b). f(AnB) c f(A)n f(B) y de un ejemplo para mostrar que, en general, la igualdad no puede
darse.

c). Si Ac B entonces f(A) c f(B).

9). Sean X,Y dos conjuntos no vacios, f : X - Y una funcién y A, B subconjuntos de Y,
demuestre que:

a). f1(AUB) = f(4)U f1(B).

b). F1(ANB) = f1(A)n f1(B).

c). Si A c B entonces f~1(A) c f~1(B).

10). Mostrar que la aplicacién inversa de una aplicacién biyectiva es una aplicacién y que tam-
bién es biyectiva.

11)

a). Sea G={f:R->R: f(z) = gﬁs,ad—bc =1}, demuestre que (G,0) es un grupo.

b). Sea G = {f:R? > R?: f(x,y) = (kx + ¢, £ +d),k >0}, demuestre que (G,0) es un grupo.
c). Sea G={f:R?2->R?: f(x,y) = (xcosh —ysend, xsend + ycosh) }, demuestre que (G,0) es un

grupo.
12).

a). Sea G={f:R? > R?: f(z,y) = (ax + by + h,dz + ey + k),ae — bd + 0}, demuestre que (G, o)
es un grupo.

b). Si en la transformacién anterior a? + d? = b2 + €2 y ab + de = 0, hallar la imagen bajo f de la
expresion (z—p)?+ (y-q)%

13).Considere un hemisferio de una esfera tangente a un plano 7 y sea a la correspondencia
tal que a cada punto M de 7 le asocia el punto M’ del mismo plano el cual hace que PM' sea
perpendicular a 7, donde P es el punto de interseccion del rayo OM con el hemisferio y O es
el centro de la esfera. ;Es o una transformacién de 77

14). Sean Sy, s, ...,.S, una sucesion de tridngulos orientados, no necesariamente una cadena,
demuestre que S; y S, tienen la misma orientacion si y sélo si el niimero de pares de triangulos

consecutivos que tienen orientaciones opuestas es par.

160



15). Sean «, 8 transformaciones de un plano 7, demuestre que:
a)
b)

¢). Si « es opuesta entonces a~! es opuesta.

Si oy 3 son opuestos entonces o « es directa.

. Si « es directa y [ es opuesta entonces (5o« es opuesta.

6.2. Capitulo 2

1).

a). Demuestre que toda isometria cuyo cuadrado es la identidad es una reflexién en una recta
o una reflexién en un punto.

b). Demuestre que si una isometria deja dos puntos fijos entonces es la identidad o una reflexién
en alguna recta.

¢). Demuestre que si a es una isometria opuesta entonces o es una traslacién.

2).

a). Pruebe que el producto de una traslacién por una reflexiéon en un punto es otra reflexién en
cierto punto O’.

b). Pruebe que el producto de una reflexién en una recta por una traslacién en la direccion de
la recta es el producto de tres reflexiones en rectas dos de ellas perpendiculares a la tercera.
3).Sea p la rotacién en un angulo de 7 alrededor del punto O y ¢; la reflexién en una recta que
pasa por O, demuestre que

a).piop=p*ogp.

b).Si se lama Dy = {1, p, p2, p?, 01,010 p, 1 0 p2, 1 0 p?} entonces (Dy, o) es un grupo de trans-
formaciones. Este grupo se denomina cuarto grupo Dihédrico.

4). Demuestre que el producto de dos rotaciones, en el mismo sentido y dngulos de § alrededor
de dos puntos A y B es una reflexién en el centro del cuadrado que tiene a AB como lado.

5). Demuestre que si ¢, ©m, @, son reflexiones en rectas entonces (@, © @, © Y 0 Yy 0 ;)% es
una traslacion a lo largo de .

6).

a). Sean py y pj rotaciones con centros diferentes en puntos O y O’ demuestre que
/ 00 = AR
Tz 0poo Ty = py donde OO" = AB.

b). Sea Il = OO" y py la rotacién de centro en O demuestre que ¢; o pg = ¢, donde m es una

9

recta que pasa por O y el dngulo orientado de m a [ es 3

7).
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a). Sea | = AB pruebe que ;04 =40 =@, donde m es la perpendicular a [ en A.
b). Si pg, p_g son rotaciones en puntos diferentes O y O demuestre que pgop_g es una traslacion.
8).

9). Demuestre que el producto de tres reflexiones en rectas paralelas o concurrentes es una

Si AB se transforma en A’B’ por una rotacion, hallar el centro de rotacién.

reflexion en alguna recta.

10).Se llama deslizamiento al producto de tres reflexiones en rectas que no son paralelas
ni concurrentes. Demuestre que un deslizamiento se puede expresar como el producto de una
reflexién en una recta y una traslacion en la direccion de la recta.

11). Demuestre que si dos tridngulos tienen dos lados respectivamente paralelos y congruentes
entonces los lados restantes son paralelos y congruentes.

12). Pruebe que las bisectrices de los angulos de un tridngulo son concurrentes. El punto de
concurrencia se llama tncentro.

13). Considere un triangulo ABC'y sean P, (@, R los puntos medios de los lados AB, BC'y AC

respectivamente. Si se llaman Oy, O y O3 los centros de las circunferencias circunscritas a los
triangulos APR,BPQ y CQR y Q1,Q2,Q3 los centros de las circunferencias inscritas a los
mismos tridngulos demuestre que los triangulos 010203 v QQ1Q2()3 son congruentes.

14). Sea S una circunferencia, AB y C'D dos cuerdas de S y P un punto sobre la cuerda CD.
Hallar un punto @) sobre la circunferencia S de tal manera que las cuerdas AQ y B(Q) corten a
la cuerda C'D en un segmento M N tal que P sea su punto medio.

15). Sobre los lados de un tridngulo ABC' se construyen tridngulos equildteros. Pruebe que los
centroides de estos triangulos forman un tridngulo equildtero.

16). sobre los lados de un tridngulo ABC' se construyen triangulos equilateros BC' Ay, AC' B
y ABC} de tal manera que los vértices A y A; estén en lados opuestos de BC, B y B estén
en lados opuestos AC' 'y C'y C estén del mismo lado de AB. Sea G el centroide del triangulo
ABC, pruebe que el triangulo A; B1G es isosceles con un angulo de %’T en el vértice G.

17). Establecer analiticamente los siguientes invariantes con respecto a las isometrias directas
a). (r1 —x2)? + (y1 — y2)? como un invariante de los puntos (z1,y1) v (22, y2).

b). % como un invariante de las rectas a1z + asy + a3 =0y byx + boy + bz = 0.
C) ai1ro+azyo+as
. 1

(a%+b%)2

d). 22 + y2 + a120 + agyo + a3 como un invariante del punto (x¢,40) y la circunferencia

como invariante del punto (xo,%0) v la recta ajx + asy + az = 0.

2 +y? + a1x + agy + az = 0.
e). Cudl es el significado de cada uno de estos invariantes?
18). Demuestre analiticamente que:

a). En una rotacién en tinico punto fijo es el centro de rotacién y que ninguna recta queda fija.
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b). En una reflexién en una recta [ los puntos fijos son los punto de ! y las rectas fijas son las
perpendiculares a [.

¢). En una reflexién en un punto O, el unico punto fijo es O y las rectas fijas son las que pasan
por O.

d). En una traslaciéon T4, a # 0 ningin punto es fijo y las rectas fijas son las paralelas a @ .

6.3. Capitulo 3.

1).

a). Demuestre que una semejanza directa que no es una traslacién tiene un punto fijo.

b). Demuestre que una semejanza opuesta que no es el producto de una reflexién en una recta
y una traslacién en un vector paralelo a la recta tiene un punto fijo.

2). Demuestre que si « es una semejanza opuesta entonces o2 es una traslacién o una homotecia.
3). Sean O y O’ los centros de semejanza exterior e interior de dos circunferencias S y S’ (ver
problema resuelto 6 del capitulo 3) de radios diferentes R y R’ entonces la circunferencia que
tiene a OO’ como didmetro se llama Circunferencia de Semejanza de S y S’ entonces:
a). Pruebe que si A y A’ son los centros de S y S’ entonces A’ es la imagen de A bajo el
producto de una homotecia y una rotacién que tienen el mismo centro.

b). Hallar el lugar geométrico de un punto P tal que sus distancias a dos puntos fijos B y B’
tienen una razon constante.

4). Demuestre que si dos circunferencias tienen tangentes exteriores comunes estas pasan por el
centro de semejanza exterior de las dos circunferencias y si tienen tangentes interiores comunes
estas pasan por el centro de semejanza interior.

5). En un tridngulo ABC, sean P, @, R los puntos medios de BC', AC'y AB; M, N, L los pies de
las alturas sobre estos lados; S, T, U los puntos medios de los segmentos AH, BH,C'H donde H
es el ortocentro del tridngulo ABC'. Demuestre que los nueve puntos P,Q, R, M,N,L,S,T,U

estén sobre la circunferencia cuyo centro E es el punto medio del segmento HG donde G es el
circuncentro del triangulo ABC'y cuyo radio es la mitad del circunradio del mismo triangulo.
La circunferencia que pasa por estos puntos se llama circunferencia de los nueve puntos
o circunferencia de FEuler.

6). Sean M, N, P tres puntos sobre los lados, o sus prolongaciones, de los lados AB, BC'y AC
de un tridngulo ABC, demuestre que:

. . -« AM BN CP _
a). Los puntos M, N, P son colineales si y sélo si 537 - &% - ap = 1- Este resultado se conoce
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como el teorema de Menelao.

b). L CM,AN,BP 5 paralelas si y sélo si 44 . BN . CP _ _| R
). Las rectas , , son concurrentes o0 paralelas s1 y solo s1 537 - &5 - 4p = —1. Iste

resultado se conoce como el teorema de Ceva.

7). Sean «, 3 homotecias de centros O y O y coeficientes k y ¢ respectivamente con kt # 1,

demuestre que:

a). El producto a o 5 es una homotecia A con centro A colineal con O y O’ y coeficiente kt.

b). El punto A divide al segmento OO’ en la razén %

c)Sik#1,t+1 entonces af # fa.

d) AO' _ k-1

" 00 T k-1
8). Considere el tridngulo ABC, k paralela a BC que corta a AC'y BA en los puntos K y L,
m la paralela a AC que corta a ABy BC en M y N y n la paralela a AB que corta a AC' y
BC en Py Q. Demuestre que los puntos de interseccién de AB y KM , de BC y (M—C)Q, de AC
y <P_I)L, si existen, son colineales.
9). Sea ABC' un triangulo P un punto cualquiera del plano. Si K, L, M son los simétricos de
P con respecto a los puntos medios D, FE, F' de los lados AB,BC' y AC del triangulo ABC,

demuestre que CK, AL y BN se interceptan en un punto @ que es el punto medio de cada uno

de estos segmentos.

10). Sean S y S’ dos circunferencias tangentes, M su punto de tangencia y [ una recta a través
de M. Sil corta a S en un segundo punto A y a S’ en un segundo punto A’ demuestre que la
tangente a S en A es paralela a la tangente a S" en A’

11). Demuestre que las tres rectas que pasan a través de los puntos medios de los lados de un
triangulo y que son paralelas a las bisectrices de los dngulos opuestos son concurrentes.

12).

a). ;, Mediante qué transformacién el punto (z,y) se transforma respectivamente en los puntos
(z+a,y), (-, y +b), (kz,-ky), (y,2), (-y, ).

b). i Mediante qué transformacién el punto (r,0) se transforma respectivamente en los puntos
(r,0+a),(r,0+m),(r,-0),(r,2a-0), (kr,0), (kr,2a - 0) ?.

13). Sea a una semejanza de coeficiente k # 1, hallar una representacién analitica para «
cuando esta se expresa en la forma o = Ao § donde 3 es una transformacién ortogonal y A es
una homotecia.

14). Una homotecia de centro en un punto A diferente del origen tiene como representacion

analitica

' =-2x+3

y' = -2z -4,
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hallar el centro de la homotecia.

15). Demuestre que dos parabolas son semejantes.

16). Si « es una semejanza tal que a(1,2) = (0,0) y a(3,4) = (3,4), hallar la razén de semejanza
de a.

17). Si «a es una semejanza tal que «(0,0) = (1,0),a(1,0) = (2,2) y «(2,2) = (-1,6), hallar
a(-1,6).

6.4. Capitulo 4.

En la seccion 4.5 del capitulo 4 se demostré que una transformacion afin « tiene una represen-
tacién analitica de la forma a(x,y) = (a2 + b1y + ¢, asx + bay + o) con a;bs —asb; # 0, demuestre
que el conjunto de las transformaciones afines para las cuales a1by — asb; = 1, es un grupo. Si
se cumple unicamente que a1by — asb; = 1. jEs un grupo?

2).

a). Demuestre que la transformacién afin para la cual a?+a3 = b3+b3 y a1by +azbe = 0 transforma
(1 —x2)%+ (y1 —y2)? en K2[(x] — %)% + (y] — y4)?]. icudl es el valor de k2?7

b). Demuestre que también debe cumplirse que a? +b? = a3 + b2 y ajas + byby = 0.

3). En el ejercicio 11b del capitulo 1, se pidié demostrar que el conjunto
G={f:R2->R2: f(z,y) = (kx+c,%+d)}

con la operacion composicion de funciones es un grupo. Cada elemento de este conjunto se
denomina transformacion Planar de Lorentz.

La Transformacién de Lorentz

' =kx+c(1-k) y'=%+d(1—%),

se llama Lorrotacion (Rotacion de Lorentz) de centro en el punto (¢,d).

a). Demuestre que una traslacion es una transformacion planar de Lorentz.

b). Demuestre que el conjunto de todas las lorrotaciones alrededor del punto (¢,d) es un sub-
grupo del grupo de transformaciones planares de Lorentz.

¢). Demuestre que una lorrotacién transforma una recta en una recta y, en particular, una recta
que pasa por el centro de lorrotaciéon en una recta que pasa por dicho centro.

d). Demuestre que una lorrotacién transforma una recta en si misma si y sélo si k = 1.

e). Demuestre que una lorrotacién preserva el area de un tridngulo.

f). Demuestre que una lorrotacién transforma una circunferencia con centro en el centro de
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lorrotacion en una elipse con centro en el mismo punto y cuyos ejes son paralelos a los ejes
coordenados.

g). Se define una Lorcircunferencia (circunferencia de Lorentz) como el lugar geométrico de
todos los puntos que se obtiene a partir de un punto dado mediante lorrotaciones alrededor de
un punto fijo. Demuestre que una Lorcircunferencia es la rama de una hipérbola equilatera que
pasa por el punto dado y cuyas asintotas son las paralelas a los ejes de coordenadas trazadas
por el centro de Lorrotacion.

4). Demuestre que una transformacién afin preserva la razon de las areas de dos tridngulos.

5). Considere una transformacién afin o demuestre que:
a). a preserva el drea (« es equiafin) de un tridngulo si y sélo si |a1by — agby| = 1.

. v es una semejanza si y s6lo si af + a3 = b3 + b3 y arby + agbe =0

b

¢). « es una transformacién ortogonal si y s6lo si a? + a2 =02 + b3 =1y a1b; + agby = 0.

6). Hallar una representacién analitica para una compresién de coeficiente k y de eje la recta
Yy =mx.

7). Hallar el drea del tridngulo de vertices A(-2,-1),B(1,2) y C(3,-6). ;cudl es el area del
tridngulo imagen bajo una compresién con eje, el eje y? jcudl es el area del tridngulo imagen
bajo un cizallamiento?

8). Demuestre que un cizallamiento queda determinado por su eje, un punto y su imagen.
9).Demuestre o de un contraejemplo para la siguiente proposicion.

Si a es una transformacion afin involutiva entonces o es una reflexiéon en una recta o una

reflexion en un punto.

6.5. Capitulo 5.

1). Construya la grafica que resulta al invertir un cuadrado con respecto a su centro y con
respecto a uno de sus vértices.

2). Demuestre que si (}3@) y RS son tangentes comunes a dos circunferencias PAR y QQAS en-
tonces las circunferencias QAP y RAS son tangentes.

3). Dos circunferencias se cortan ortogonalmente en un punto P, O es un punto de otra circun-
ferencia tangente a las anteriores en () y R, demuestre que las circunferencias que pasan por
OPQ y OPR se cortan en un angulo de 7.

4). Considere un tridngulo ABC' y un punto M. Si se construyen las circunferencias M BC,
MCA, MAB y las tangentes a ellas en M, de manera que corten a BC,CA,AB en R,S,T

respectivamente demostrar que estos puntos son colineales.
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5). Considere cuatro puntos conciclicos A, B,C, D. Si una circunferencia que pasa por A y B
es tangente a otra circunferencia que pasa por C'y D, demuestre que el lugar geométrico del
punto de contacto es una circunferencia.

6). Sean A, B, C' puntos diferentes sobre una recta [, construir un punto D sobre [ de tal manera
que la razén anarménica (AB,CD) tenga un valor de k.

7). Teorema de Brianchon. Si ABCDEF es un hexdgono, no necesariamente convexo, cir-
cunscrito a una circunferencia entonces las rectas XB, BE y C'F son concurrentes.

8). Si A, BC, D, E son puntos colineales, demuestre que:

a). (AB,CE)(AB,ED) =(AB,CD)

b). (AE,CD)(EB,CD) =(AB,CD)

9). Si 0,A,B,C,A’, B',C" son puntos colineales y OAzOA’ = OBxOB' = OCxOC" demuestre
que (AB',BC) = (A’B,B'C").

10). Sean A, B,C, D, A", B',C", D', M, N puntos colineales tales que
(AA',MN)=(BB',MN)=(CC'"MN) =(DD', MN) demuestre que (AB,CD) = (A’B',C'D").
11).

a). Demuestre que las rectas que unen un punto de una circunferencia con los vértices de un
cuadrado inscrito forman un haz arménico.

b). Demuestre que las rectas que unen un punto de una circunferencia con los extremos de
un didmetro dado y con los extremos de una perpendicular a este didmetro forman un haz
armonico.

c). El tridngulo ABC' est4 inscrito en una circunferencia en la cual DE es el didmetro per-
pendicular al lado de AC. Si las rectas BD y EB cortan a 1(4_C>' en Py @, demuestre que
(AC, PQ) = -1.

d). Demuestre que el didmetro de una circunferencia perpendicular a uno de los lados de un
tridngulo inscrito queda dividido arménicamente por los otros lados.

13). Dos circunferencias se cortan en los puntos A y B. Los puntos de contacto de una tangente
comun a las circunferencias son P y () y esta tangente corta a una tercera circunferencia que
también pasa por A y B en los puntos de L y N. Demuestre que (PQ,LM) =-1.

14). Sean A, B,C' tres puntos colineales, P un punto tal que (BC,AP) = -1, () un punto tal
que (CA, BQ) =-1y R un punto tal que (AB,CR) = -1 demuestre que (QR, PA) = -1.

15).

a). Sea O un punto de una circunferencia con centro C'y supongamos que la inversa de esta
circunferencia con respecto a O como centro de inversién cortan a 56’ en B. Si C" es el inverso

de C, demuestre que OB = B(".

167



b). Demuestre que si dos circunferencias son ortogonales, el inverso del centro de una de ellas
con respecto a la otra es el punto medio de su cuerda comun.

16). Si AC es el didgmetro de un circunferencia dada y las cuerdas AB y C'D o sus respectivas
prolongaciones, se cortan en un punto O, demuestre que la circunferencia OB D es ortogonal a

la circunferencia dada.
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