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Caṕıtulo 1

Introducción

Si bien, el sector gauge del Modelo Estándar (ME) con la simetŕıa SU(3)C⊗SU(2)L⊗U(1)Y es
muy exitoso, el sector de Yukawa del ME sigue siendo aún poco conocido. El origen de las masas
de los fermiones, los ángulos de mezcla y la violación CP permanecen como problemas abiertos de
la f́ısica de part́ıculas. Ha habido una gran cantidad de estudios sobre las simetŕıas fundamentales
posibles en las matrices de acoplamiento de Yukawa del ME [1, 2, 3]. Por consiguiente, en ausencia
de una teoŕıa más fundamental de las interacciones, un enfoque independiente del modelo feno-
menológico para buscar posibles texturas o simetŕıas en las matrices de masa fermiónicas sigue
jugando todav́ıa un papel importante.

En el ME, el término de masa está dado por

−LM = ūRMuuL + d̄RMddL + h.c, (1.1)

donde las matrices de masa Mu y Md son matrices complejas tridimensionales. En el caso más
general, estas matrices contienen 36 parámetros reales, siendo este valor mucho mayor que los
diez observables f́ısicos que van a describir: seis masas de los quarks, tres ángulos de mezcla
de sabor y una fase que viola la simetŕıa carga-paridad (CP). Por este motivo, en principio, el
modelo no es predictivo. Sin embargo, modelos como el ME o sus extensiones, donde los campos
derechos son singletes bajo SU(2), siempre es posible elegir una base adecuada para los quarks
derechos haciendo uso, para ello, del teorema de la descomposición polar del álgebra matricial, en
el que siempre se puede expresar una matriz general como el producto de una matriz hermı́tica
y una matriz unitaria. Podemos entonces considerar que las matrices de masa de los quarks son
hermı́ticas, puesto que la matriz unitaria asociada, puede ser absorbida por los campos de los
quarks derechos. Por esta razón, sin perder generalidad, las matrices de masa de los quarks Mu y
Md pueden considerarse hermı́ticas [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]:

M †
u = Mu, y M †

d = Md. (1.2)

Esto reduce inmediatamente el número de parámetros libres de 36 a 18. Este número sigue
siendo aún grande comparado con los diez parámetros f́ısicos correspondiente a las seis masas de
los quarks y a los cuatro parámetros f́ısicos de la matriz Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM).
Esta redundancia está estrechamente relacionada con el hecho de que uno tiene la libertad de
hacer transformaciones de base débil (en inglés weak-basis (WB) transformations) en virtud de lo
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cual las matrices de masa de los quarks cambian, pero las corrientes gauge permanecen diagonales
y reales. En el siguiente caṕıtulo estudiaremos en más detalle las transformaciones de base débil.

Por otro lado, tomando en cuenta que actualmente no hay una teoŕıa viable para la f́ısica
de sabores, se recurre, por lo general, a modelos fenomenológicos; entre ellos, las texturas en las
matrices de masa. Texturas expĺıcitas en las matrices de masa fueron introducidas por Fritzsch [11,
12, 13, 14], a fin de comprender el patrón de mezclas de quarks y la violación CP. Detalles
adicionales al respecto son discutidas en [15, 16, 9, 11, 12, 13, 14, 17, 2, 3, 18, 19, 20, 21].
Espećıficamente, la estructura de las matrices de masa de los quarks, que regulan las caracteŕısticas
que mezclan los sabores de los quarks, se desconoce completamente en el Modelo Estándar (ME)
electrodébil. Una teoŕıa más fundamental que el Modelo Estándar debeŕıa ser capaz de determinar
las matrices de masa de los quarks, de tal modo que los parámetros f́ısicos relevantes (la masa de los
seis quarks, los tres ángulos de mezcla y una fase que viola la simetŕıa CP) podŕıan ser calculados.
Intentos en esta dirección, es decir, partiendo de las teoŕıas de la gran unificación supersimétrica y
supercuerdas, son alentadoras, pero no han probado ser muy exitosas. Fenomenológicamente, un
enfoque usualmente usado, es investigar las texturas simples de las matrices de masa de los quarks
que puedan reproducir relaciones consistentes y comprobables experimentalmente entre las masas
de los quarks y los parámetros de mezcla [4]. Las simetŕıas discretas de sabor ocultas en tales
texturas podŕıan finalmente proporcionar información de la dinámica subyacente responsable de
la generación de masa de los quarks y la violación CP.

Una propuesta simple e instructiva considera seis ceros de textura para las matrices hermı́ticas
de masa de los quarks. Esta propuesta la hizo Fritzsch por primera vez en la Referencia [1]. Un
caso diferente con seis ceros de textura, no paralelos, fue propuesto en [22]. Ambas texturas son
f́ısicamente descartadas actualmente [20, 21], porque, entre otras cosas, no reproducen algunas
entradas de la matriz de mezcla (V ) de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM). En concreto, en
ambos casos, la magnitud de |Vub/Vcb| predicha, dada por

√

mu/mc, es demasiado baja (Vub/Vcb ≈
0.05 o menor para valores razonables de las masas de los quarks mu y mc [23]) de acuerdo
con el resultado experimental actual (|Vub/Vcb|ex ≈ 0.09 [23]). Debido a esto, algunos autores
han recomendado enfáticamente usar sólo cuatro ceros de textura [20, 15, 16]. Mostraremos en
este trabajo que con cuatro ceros textura las predicciones son fácilmente factibles e, incluso,
podemos conseguir texturas de cinco ceros viables. Pero primero, estudiemos la textura de seis
ceros propuesta por Fritzsch.

1.1. Textura de Fritzsch con seis ceros

Como ya dijimos, la hermiticidad de las matrices de masa de los quarks, establecido en la
ecuación (1.2), reduce el número de parámetros libres de 36 a 18, que, sin embargo, es todav́ıa un
número grande comparado con el número de observables (10 en total). Con la idea de reducir el
número de parámetros libres, Weinberg habló de texturas, y luego Fritzsch [24, 11, 12] propuso
texturas espećıficas en las matrices de masa, que por un lado resultan en relaciones experimentales
favorables y auto-consistentes entre las masas de los quarks y los parámetros de mezcla de sabor;
y por otro lado, las simetŕıas discretas de sabor ocultas en estas texturas de las matrices de masa,
podŕıan finalmente proporcionar evidencias útiles hacia la dinámica de generación de masa de los
quarks y la violación CP en un marco teórico más fundamental. A fin de entender las texturas y
su utilidad, consideremos el caso espećıfico de la textura de seis ceros propuesta inicialmente por
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Fritzsch [12], dado por

Mu =





0 AU 0
A∗

U 0 BU

0 B∗
U CU



 , Md =





0 AD 0
A∗

D 0 BD

0 B∗
D CD



 , (1.3)

donde ambas matrices tienen un paralelismo respecto de los tres ceros de textura que cada uno
contiene. Esta propuesta de Fritzsch se descartó debido al valor grande de la masa del quark “t”,
de tal manera que la predicción |Vcb| está muy lejos de los datos experimentales [6, 25]. Además,
como dijimos anteriormente, la magnitud predicha de |Vub/Vcb| =

√

mu/mc es demasiado baja
(Vub/Vcb ≈ 0.05 o menor para valores razonables de las masas de los quarks mu y mc [10]) de
acuerdo con el resultado experimental actual (|Vub/Vcb|ex ≈ 0.09 [23]).

Una textura diferente con seis ceros, no todos paralelos, fue dada en [22]

Mu =





0 Cu 0
C∗

u 0 Bu

0 B∗
u Au



 , Md =





0 Cd 0
C∗

d Bd 0
0 0 Ad



 . (1.4)

que es descartada por las mismas razones que el modelo de seis ceros de textura propuesto por
Fritzsch.

En consecuencia, el siguiente caso a considerar es la textura de cinco ceros, que ha sido estu-
diada ampliamente por un grupo de investigadores, pero los resultados han sido contradictorios.

1.2. Cinco ceros de textura

Varios autores han explorado, en trabajos recientes, las matrices de masa de los quarks con
cinco ceros de textura [26, 19, 7, 27, 8, 6, 15, 28, 29, 30]. Una conclusión general dada por ellos
es que las texturas de cinco ceros no son modelos viables, o que tienen una viabilidad limitada.
Sin embargo, ejemplos numéricos que muestran la viabilidad del modelo fueron dados por mı́
en el art́ıculo [9], donde se comprueba su validez mediante la adición de fases no f́ısicas en las
matrices de diagonalización [31]. Por lo tanto, en su momento, presentamos un método anaĺıtico
para poder determinar modelos que contengan varios ceros textura en el sector matricial de masa
de los quarks, teniendo en cuenta los últimos datos experimentales disponibles [23]. Utilizamos
de forma simultánea, en nuestra investigación, dos enfoques muy usuales: un enfoque consiste en
colocar ceros (llamados ceros de textura) en ciertas entradas de las matrices de masa de los quarks,
que pueden predecir relaciones consistentes y favorables experimentalmente, entre masas de los
quarks y los parámetros de mezcla de sabor [22, 32, 33]; el cual se utiliza en conjunción con el otro
enfoque, conocido como la transformación WB (transformación de base débil), que transforma
las representaciones matriciales de masa de los quarks a representaciones equivalentes [15].

1.3. Datos experimentales

Antes de introducirnos a calcular ceros de textura para las matrices de masa de los quarks,
necesitamos dar los datos experimentales más recientes de las masas de los quarks y los ángulos
de mezcla CKM.
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1.3.1. Masas de los quarks y la CKM

Como los parámetros de la matriz CKM |Vij| están dados a la escala de enerǵıa µ = mZ ,
donde mZ es la masa del bosón neutro Z, demos las masas de los quarks (en unidades de MeV)
a esta escala (µ = mZ) [10, 34, 35, 36].

mu = 1.38+0.42
−0.41 , mc = 638+43

−84, mt = 172100± 1200 ,

md = 2.82± 0.48 , ms = 57+18
−12 , mb = 2860+160

−60 .
(1.5)

La matriz de mezcla CKM [37, 38, 23] es un matriz unitaria 3× 3, que puede ser parametrizado
por tres ángulos de mezcla y la fase de Kobayashi-Maskawa (KM) que viola la simetŕıa carga-
paridad (CP) [38]. Es usual escoger la siguiente representación estándar [39]

V =





Vud Vus Vub

Vcd Vcs Vcb

Vtd Vts Vtb



 =





c12 c13 s12 c13 s13 e
−iδ

−s12 c23 − c12 s23 s13 e
iδ c12 c23 − s12 s23 s13 e

iδ s23 c13
s12 s23 − c12 c23 s13 e

iδ −c12 s23 − s12 c23 s13 e
iδ c23 c13



 , (1.6)

donde sij = sin θij , cij = cos θij , y los ángulos se encuentran en el primer cuadrante, aśı que
sij , cij ≥ 0. Y δ es la fase responsable de la violación CP en los procesos de cambio de sabor en
el ME.

La parametrización de Wolfenstein [40, 41, 42]

s12 = λ, s23 = Aλ2,

s13 e
iδ =

Aλ3(ρ̄+ i η̄)
√
1− A2λ4

√
1− λ2 [1−A2 λ4(ρ̄+ i η̄)]

,
(1.7)

exhibe la jerarqúıa experimental s13 ≪ s23 ≪ s12 ≪ 1. El pequeño rango permitido para algunos
elementos de la matriz de mezcla CKM, y debido a la unitariedad, permite ajustar de acuerdo al
método dado en las Referencias [40, 43, 42], los parámetros de Wolfenstein de la ecuación (1.7)

λ = 0.22537± 0.00061, A = 0.814+0.023
−0.024,

ρ̄ = 0.117± 0.021, η̄ = 0.353± 0.013.
(1.8)

Los resultados de ajuste para los valores de los nueve elementos de la CKM son

V =





0.974267 0.225369 0.00355431 e−i1.25135

0.225222 e−i3.14099 0.97343 e−i3.23011×10−5
0.0413441

0.00886248 e−i0.379708 0.0405392 e−i3.12285 0.999139



 , (1.9)

con magnitudes

|V | =





0.97427± 0.00014 0.22536± 0.00061 0.00355± 0.00015
0.22522± 0.00061 0.97343± 0.00015 0.0414± 0.0012
0.00886+0.00033

−0.00032 0.0405+0.0011
−0.0012 0.99914± 0.00005



 , (1.10)

Y la cantidad invariante de Jarlskog es

J = Im(VusV
∗
ubV

∗
csVcb) =

(

3.06+0.21
−0.20

)

× 10−5. (1.11)
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Caṕıtulo 2

Transformaciones de Base Débil

La transformación de base débil (conocido en inglés como Weak Basis Transformation o WB
Transformation) más general que deja el contenido f́ısico invariante y las matrices de masa Hermı́ti-
cas, consiste en la transformación

Mu −→ M ′
u = U †MuU,

Md −→ M ′
d = U †MdU,

(2.1)

donde U es una matriz unitaria arbitraria. Podemos decir que las dos representaciones matriciales
de masa Mu,d y M ′

u,d son equivalentes respectivamente. Lo que implica que el número de repre-
sentaciones equivalentes es infinita. Este tipo de transformaciones lo vamos a usar bastante más
adelante.

Una cosa interesante es que las transformaciones WB puede generar todas las representaciones
matriciales de masa a partir de una base matricial espećıfica. Empecemos con una representación
matricial Hermı́tica espećıfica para las matrices de masa de los quarks dado por (Mu,Md), cuya
diagonalización

U †
uMuUu = Du y U †

dMdUd = Dd. (2.2)

nos da las masas de los quarks “up” (u) y “down” (d) contenidos en las matrices diagonales Du

y Dd. De donde obtenemos la matriz de mezcla CKM

Vckm = U †
uUd. (2.3)

Ahora consideremos otra base igualmente válida (M ′
u,M

′
d), tal que

U ′†
u M

′
uU

′
u = Du and U ′†

d M
′
dU

′
d = Dd, (2.4)

y
Vckm = U ′†

u U
′
d. (2.5)

Igualando las expresiones (2.3) y (2.5) nos da que

U †
uUd = U ′†

u U
′
d ⇒ U ′

uU
†
u = U ′

dU
†
d . (2.6)

E igualando (2.2) y (2.4), nos da respectivamente

U ′†
u M

′
uU

′
u = U †

uMuUu y U ′†
d M

′
dU

′
d = U †

dMdUd, (2.7)
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que nos permite expresar a Mu y Md en términos de M ′
u y M ′

d de la siguiente manera

Mu = UuU
′†
u M

′
uU

′
uU

†
u, (2.8)

Md = UdU
′†
d M

′
dU

′
dU

†
d . (2.9)

Al usar (2.6) en (2.9), obtenemos que

Md = UuU
′†
u M

′
dU

′
uU

†
u. (2.10)

donde U = UuU
′†
u es una matriz unitaria, que nos permite afirmar lo siguiente

“En el ME, dos bases matriciales Hermı́ticas para las masas de los quarks, dadas por

(Mu,Md) y (M ′
u,M

′
d), con las mismas masas y parámetros de mezcla de sabor, a una

escala espećıfica de enerǵıa, están relacionadas a través de una transformación WB,”

(2.11)

2.1. Matrices de masa iniciales para los quarks

Como dijimos anteriormente podemos usar una base espećıfica para las matrices de masa de
los quarks, de donde podemos determinar cualquier otra base usando la transformación WB. Hay
dos bases muy simples, generales y cómodas para trabajar [10, 15, 31, 44, 45]. Una de ellas es la
base diagonal “up” dada por

Mu = Du =





λ1u 0 0
0 λ2u 0
0 0 λ3u



 ,

Md = V DdV
†,

(2.12)

y la otra es la base diagonal “down”

Mu = V †DuV,

Md = Dd =





λ1d 0 0
0 λ2d 0
0 0 λ3d



 ,
(2.13)

donde V es la matriz de mezcla CKM, y los autovalores de masa de los quarks |λiu,d| (i = 1, 2, 3)
para “up” (q = d) y “down” (q = u) satisfacen

|λ1u| = mu, |λ2u| = mc, |λ3u| = mt,

|λ1d| = md, |λ2d| = ms, |λ3d| = mb.
(2.14)

Los λiu,d pueden ser positivos o negativos, donde el signo menos puede ser luego absorbido por
los quarks derechos, y satisfacen la jerarqúıa

|λ1u,d| ≪ |λ2u,d| ≪ |λ3u,d|, (2.15)
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Las bases (2.12) y (2.13) son generales y pueden ser deducidas a partir de cualquier repre-
sentación matricial de masa Hermı́tica Mu and Md. Hagamos una transformación WB usando la
matriz unitaria Uu que diagonaliza a Mu, de la siguiente manera,

Mu −→ M ′
u = U †

u Mu Uu = Du,

Md = UdDd U
†
d −→ M ′

d = U †
u (Ud Dd U

†
d)Uu,

= (U †
u Ud)Dd (U

†
d Uu),

= V Dd V
†,

donde de la matriz de mezcla V = U †
u Ud. En el otro caso nos da que

Md −→ M ′
d = U †

d Md Ud = Dd,

Mu = Uu Du U
†
u −→ M ′

u = U †
d (Uu Du U

†
u)Ud,

= (U †
d Uu)Du (U

†
u Ud),

= V †Dd V .

2.2. Un sólo autovalor de masa negativo

Como algunos ceros de textura se encuentran en las entradas diagonales de las matrices de
masa de los quarks “up” y “down”, al menos uno y a lo sumo dos de sus autovalores deben ser
negativos [15]. Para el caso de dos autovalores negativos, las matrices de masa pueden reducirse
a un sólo autovalor negativo, añadiendo un signo a las matrices de masa de la siguiente manera

Mu = −(−Mu) y/o Md = −(−Md),

y aplicando la transformación WB a los términos entre paréntesis. Aśı que consideraremos que
cada matriz de masa Mu y Md contiene sólo un autovalor negativo.
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Caṕıtulo 3

Texturas de Cinco Ceros

Analicemos primero el siguiente problema que luego usaremos en casos especiales. Considere-
mos la siguiente estructura para las matrices de masa de los quarks

Mq =





0 |ξq| 0
|ξq| γq |βq|
0 |βq| αq



 , (3.1)

donde q = u para la matriz de masa “up”, y q = d para la matriz de masa “down”. La matriz
de masa (3.1) no contiene las fases de los parámetros, puesto que pueden ser incluidos después a
través de una transformación WB. Como Mq es una matriz hermı́tica, los parámetros γq y αq son
números reales.

La matriz Mq se diagonaliza con la matriz unitaria Uq de la siguiente manera

U †
qMqUq =





λ1q

λ2q

λ3q



 , (3.2)

donde los λiq (i = 1, 2, 3) son definidos en (2.14). Observemos que γq, |βq| y |ξq| pueden ser
expresados en términos de los λiq y αq usando las funciones matriciales invariantes trMq, trM

2
q y

detMq de la siguiente forma.

γq = λ1q + λ2q + λ3q − αq, (3.3a)

|βq| =
√

(αq − λ1q)(αq − λ2q)(λ3q − αq)

αq

, (3.3b)

|ξq| =
√

−λ1qλ2qλ3q

αq

. (3.3c)

Las ecuaciones (3.3) son números reales, debido a esto αq se encuentra en un intervalo. Miremos
las diferentes posibilidades.

Si λ1q < 0, λ2q > 0 y λ3q > 0 entonces

|λ2q| < αq < |λ3q|. (3.4)
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Si λ1q > 0, λ2q < 0 y λ3q > 0 entonces

|λ1q| < αq < |λ3q|. (3.5)

Si λ1q > 0, λ2q > 0 y λ3q < 0 entonces

|λ1q| < αq < |λ2q|. (3.6)

En el anterior análisis, tomamos en cuenta la jerarqúıa (2.15) y sólo se consideró un autovalor
negativo de acuerdo a lo establecido en la Sección 2.2.

El resultado anaĺıtico exacto para la matriz de diagonalización Uq dado en (3.2) es [20, 9, 46]

Uq =















eixq |λ3q|
λ3q

√

λ2qλ3q(αq−λ1q)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)

eiyq
|λ2q|
λ2q

√

λ1qλ3q(λ2q−αq)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

√

λ1qλ2q(αq−λ3q)
αq(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

−eixq |λ2q|
λ2q

√

λ1q(λ1q−αq)
(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)

eiyq
√

λ2q(αq−λ2q)
(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

|λ3q |
λ3q

√

λ3q(λ3q−αq)
(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

eixq |λ2q|
λ2q

√

λ1q(αq−λ2q)(αq−λ3q)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)

−eiyq
|λ3q |
λ3q

√

λ2q(αq−λ1q)(λ3q−αq)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

√

λ3q(αq−λ1q)(αq−λ2q)
αq(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)















,

(3.7)

donde las fases incluidas xq y yq hacen compatible la matriz de mezcla CKM obtenida, con la
convención escogida en (1.6). No necesitamos incluir una fase en la tercera columna puesto que
puede ser absorbida en las otras fases. Demostremos que estas fases no tienen ningún significado
f́ısico.

3.1. Fases no f́ısicas

Las fases adicionales introducidas en en la matriz de diagonalización (3.7) dejan el contenido
f́ısico invariable, incluida la cantidad invariante de Jarlskog. Esto puede ser visto realizando los
siguientes productos en (3.7), para q = u y q = d

Uu = U ′
u f1 y Ud = U ′

d f2,

donde las matrices de diagonalización U ′
u y U ′

d no contienen las fases dadas en (3.7), puesto que
estas fases se encuentran en las matrices diagonales f1 y f2,

f1 =





eixu

eiyu

1



 y f2 =





eixd

eiyd

1



 .

De acuerdo con la fórmula (2.3) la matriz de mezcla CKM que obtenemos es

Vckm = Uu Ud = (U ′
u f1)

† (U ′
d f2) = f †

1 (U
′†
u U ′

d) f2,

aśı que
U ′†
u U ′

d = f1 Vckm f †
2 . (3.8)

Por tanto la matriz de mezcla CKM se puede obtener con las matrices de diagonalización U ′
u y

U ′
d, o con Uu y Ud. La diferencia se presenta en las fases incluidas en las matrices diagonales f1

y f2, que no tienen ningún significado f́ısico y se pueden obviar [47]. La cantidad invariante de
Jarlskog, como cualquier otra cantidad f́ısica, no se ve afectada al incluir estas fases en (3.7).
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3.2. Textura numérica de cinco ceros

Las matrices de masa de los quarks realistas contienen a lo sumo tres ceros de textura en sus
elementos matriciales. Además, tenemos sólo dos patrones matriciales de masa dependiendo de
cómo los tres ceros de textura se distribuyen en las entradas de las matrices de masa. En un caso
tenemos una matriz con dos ceros en la diagonal (patrón con dos ceros en la diagonal) y en el otro
una matriz con un cero en la diagonal (patrón con un cero en la diagonal), tal como se indica en
la Tabla 3.1. En esta tabla podemos observar que haciendo transformaciones WB con matrices de
permutación p, obtenemos todos los casos viables para cada patrón. Es importante resaltar que
no se pueden obtener más configuraciones viables con tres ceros. Por consiguiente, la Tabla 3.1
resume todos los casos viables con tres ceros para las matrices de masa “up” y “down”. Estos
patrones son generales y nos es necesario incluir fases. Estudiemos cada patrón.

Matrices de

Permutación

Patrón con dos

ceros en la diago-

nal (pi Mq p
T
i )

Patrón con un

cero en la diago-

nal (pi Mq p
T
i )

p1 =





1
1

1









0 |ξq| 0
|ξq| 0 |βq|
0 |βq| αq









0 |ξq | 0
|ξq| γq 0
0 0 αq





p2 =





1
1

1









0 0 |ξq|
0 αq |βq|
|ξq| |βq| 0









0 0 |ξq|
0 αq 0
|ξq| 0 γq





p3 =





1
1

1









αq |βq| 0
|βq| 0 |ξq|
0 |ξq| 0









αq 0 0
0 γq |ξq|
0 |ξq| 0





p4 =





1
1

1









0 |ξq| |βq|
|ξq| 0 0
|βq| 0 αq









|γq| |ξq| 0
|ξq| 0 0
0 0 αq





p5 =





1
1

1









αq 0 |βq|
0 0 |ξq|

|βq| |ξq| 0









αq 0 0
0 0 |ξq|
0 |ξq| γq





p6 =





1
1

1









0 |βq| |ξq|
|βq| αq 0
|ξq| 0 0









γq 0 |ξq|
0 αq 0
|ξq| 0 0





Tabla 3.1: Patrón con uno y dos ceros en la diagonal. No es necesario incluir las fases.

3.2.1. Patrón con dos ceros en la diagonal

En lo que sigue vamos a trabajar los dos casos “up” y “down” simultáneamente, que serán
indicados indistintamente con q, donde q = u o q = d dependiendo si trabajamos respectivamente
con la matriz de masa “up” o con la matriz de masa “down”. La representación estándar para el
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patrón de dos ceros en la diagonal, de acuerdo con la Tabla 3.1 es

Mq =





0 |ξq| 0
|ξq| 0 |βq|
0 |βq| αq



 , (3.9)

donde la matriz de diagonalización Uq satisface la siguiente relación

U †
qMqUq = Dq =





λ1q

λ2q

λ3q



 , (3.10)

donde la matriz masa diagonal de los quarks Dq contiene los autovalores de masa de los quarks
|λiq|. Los operadores matriciales invariantes “determinante” y “traza” aplicados sobre (3.10), nos
da

αq = λ1q + λ2q + λ3q, (3.11a)

|βq| =
√

−(λ1q + λ2q)(λ1q + λ3q)(λ2q + λ3q)

αq

, (3.11b)

|ξq| =
√

−λ1qλ2qλ3q

αq

. (3.11c)

La expresión (3.11c) debe ser un número real, y además, debido a que asumimos un sólo autova-
lor λiq negativo (Sección 2.2), tenemos que

αq > 0, (3.12)

que junto con (3.11b) y la jerarqúıa (2.15) sólo se permite una posibilidad

λ1q, λ3q > 0 y λ2q < 0. (3.13)

De acuerdo a (3.7), y asumiendo γq = 0 en (3.1), tenemos que la matriz de diagonalización
para (3.9) es

Uq =















eix
√

λ2qλ3q(αq−λ1q)

αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)
−eiy

√

λ1qλ3q(λ2q−αq)

αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

√

λ1qλ2q(αq−λ3q)

αq(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

eix
√

λ1q(λ1q−αq)

(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)
eiy

√

λ2q(αq−λ2q)

(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

√

λ3q(λ3q−αq)

(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

−eix
√

λ1q(αq−λ2q)(αq−λ3q)

αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)
−eiy

√

λ2q(αq−λ1q)(λ3q−αq)

αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

√

λ3q(αq−λ1q)(αq−λ2q)

αq(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)















, (3.14)

donde αq está definido en (3.11a).
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La base diagonal “down”

Haciendo una transformación WB para la base diagonal “down” (2.13), usando en este caso
la matriz unitaria dada en (3.14) con q = d, es decir con Ud, tenemos que

M ′
d = Ud(Dd)U

†
d =





0 |ξd| 0
|ξd| 0 |βd|
0 |βd| αd



 , (3.15)

M ′
u = Ud (V

†DuV )U †
d , (3.16)

donde usamos la relación (3.10). De acuerdo a (3.12) y (3.13), tenemos en este caso

λ1d, λ3d > 0, λ2d < 0, αd = λ1d + λ2d + λ3d > 0. (3.17)

El cálculo se facilita si definimos las siguientes nuevas variables para las fases introducidas en (3.14)

eix = x1 + ix2, with x2
1 + x2

2 = 1,

eiy = y1 + iy2, with y21 + y22 = 1.
(3.18)

Por consiguiente, las variables satisfacen

|x1|, |x2| ≤ 1, and |y1|, |y2| ≤ 1. (3.19)

Con las anteriores definiciones y usando los datos disponibles para la matriz de mezcla CKM
en (1.9), los elementos de la matriz M ′

u en (3.16) son hipersuperficies para el conjunto de puntos
(x1, x2, y1, y2) en R

4 al considerar cada uno de los siguientes casos: λ1u = −mu o λ2u = −mc

o λ3u = −mt. El análisis de estas hipersuperficies, al tomar en cuenta las condiciones (3.19),
muestra que las entradas (1, 2) y (1, 3) de M ′

u podŕıan tener soluciones nulas (ceros de textura).

λ1u = −mu: En este caso los resultados se obtienen considerando las siguientes masas para los
quarks (en unidades de MeV): mu = 1.71604, md = 2.9042, ms = 65, mc = 567, mb = 2860,
mt = 172100 los cuales están cerca de los valores centrales y están dentro del rango permitido
por (1.5). Las variables (x1, x2, y1, y2) satisfacen las ecuaciones impĺıcitas

Re[M ′
u(1, 2)] = −138.321 + 201.317x1 − 80.6426x2 + 204.719y1

− 164.358x1y1 + 21.6323x2y1 + 3.85055y2 − 21.6323x1y2

− 164.358x2y2 = 0,

Im[M ′
u(1, 2)] = 80.479x1 + 200.909x2 − 4.02965y1 − 23.6558x1y1

− 179.732x2y1 + 214.241y2 + 179.732x1y2

− 23.6558x2y2 = 0,

cuyas soluciones son:

x1 = 0.684994, y1 = −0.500433,

x2 = 0.728548, y2 = −0.865775,
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de tal manera que la entrada matricial M ′
u(1, 1) = 0. La correspondiente textura de cinco ceros

para las matrices de masa de los quarks obtenidas son

M ′

u =





0 0 −79.32299208381 + 154.7195315i
0 5539.23021 28125.945500584217 + 6112.7938593i

−79.32299208381 − 154.7195315i 28125.9455 − 6112.7938593i 167126.0537497



MeV, (3.20a)

M ′

d =





0 13.891097 0
13.891097 0 421.41405

0 421.41405 2797.9042



MeV, (3.20b)

y sus matrices de diagonalización son respectivamente:

Uu =





0.6762634914995 + 0.734812367i −0.050244372843746 + 0.01389198632i −0.0004494994264332 + 0.00088826384734i
0.027504657705 − 0.0431835830349i −0.4970428606 − 0.849312285i 0.1665852443687 + 0.03528548775i

−0.00340858221659 + 0.00924818235635i 0.1150663143 + 0.12513711i 0.98538127634 − 0.00519998920457i



 ,

(3.21a)

Ud =





0.67017852 + 0.71279034i 0.10351850 + 0.17909241i 0.00070804245
0.14011366 + 0.14902248i −0.48438959 − 0.83801926i 0.14577693

−0.021125534 − 0.022468754i 0.071301225 + 0.12335484i 0.98931723



 , (3.21b)

que da el valor exacto de la matriz de mezcla CKM (1.9) U †
uUd = V y la fase de violación de CP,

en concordancia con los valores medidos a 1σ [27, 30]. En el proceso se incluyeron bastante cifras
significativas.

λ2u = −mc: Las masas de los quarks que mejor se ajustan a los resultados son (en unidades de
MeV): mu = 1.38, md = 2.82, ms = 70.8356, mc = 592.3, mb = 2860, mt = 172100 donde las
ecuaciones impĺıcitas

Re[M ′
u(1, 2)] = 69.8779 + 212.583x1 − 84.5059x2 + 203.455y1

+ 66.7775x1y1 + 21.9698x2y1 + 3.80114y2

− 21.9698x1y2 + 66.7775x2y2 = 0,

Im[M ′
u(1, 2)] = 84.3394x1 + 212.165x2 − 3.99422y1 − 23.7916x1y1

+ 72.3149x2y1 + 213.789y2 − 72.3149x1y2

− 23.7916x2y2 = 0

tiene las soluciones x1 = −0.99609, x2 = −0.0883441, y1 = 0.949769, y2 = 0.312952, de tal forma
que M ′

u(1, 1) = 0. Las correspondientes matrices de masa con cinco ceros de textura son

M ′
u =





0 0 101.16321 − 273.96222i
0 1649.3286 19419.195 − 2159.2334i

101.16321 + 273.96222i 19419.195 + 2159.2334i 169859.75.



MeV, (3.22a)

M ′
d =





0 14.304633 0
14.304633 0 441.0438

0 441.0438 2791.9844



MeV, (3.22b)

y sus respectivas matrices de diagonalización

Uu =





−0.99358138− 0.098207896i 0.039092042− 0.040251962i 0.0005870283− 0.0015803942i
0.020016032+ 0.052233615i 0.94574516+ 0.29911097i 0.11321111− 0.012367896i

−0.0011910042− 0.0045650693i −0.10404534− 0.046096344i 0.99349071+ 0.0019085337i



 ,

(3.23a)

Ud =





−0.97682387− 0.086635334i −0.18589492− 0.061253052i 0.0007623121
−0.19257000− 0.017079196i 0.92053883+ 0.30332089i 0.15241321
0.030450627+ 0.0027006918i −0.14181749− 0.046729377i 0.98831656



 , (3.23b)
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que da la matriz CKM exacta (1.9): U †
uUd = V . Un análisis completo de este último caso fue

hecho en [44].
Debemos decir que hemos tomado en cuenta todas las posibilidades, pero sólo encontramos a

lo sumo cinco ceros de textura. En consecuencia, texturas con seis ceros no son modelos realistas.
Adicionalmente, para la base diagonal “up” (2.12) no se encontraron ceros de textura. Igualmente,
para el patrón de un cero en la diagonal dado en la Tabla 3.1, no se encontraron texturas de cinco
ceros.

3.3. Textura de cinco ceros anaĺıtica para las matrices de

masa de los quarks

Se conoce bien de la existencia de ciertas relaciones entre las matrices de masa de los quarks,
los ángulos de mezcla CKM y la fase de violación CP, aśı que debemos hacer un estudio anaĺıtico
para desentrañar aspectos más profundos de la f́ısica de sabores. En nuestro caso, la textura
numérica de cinco ceros para las matrices de masa de los quarks dadas en (3.20) y (3.22) son
modelos viables de acuerdo a los últimos datos a bajas enerǵıas. Aśı que consideremos la estructura
estándar anaĺıtica del modelo de cinco ceros de textura

Mu = P †





0 0 |ξu|
0 αu |βu|
|ξu| |βu| γu



P, (3.24a)

Md =





0 |ξd| 0
|ξd| 0 |βd|
0 |βd| αd



 , (3.24b)

donde todas las fases están incluidas en la matriz diagonal P = diag(e−iφξu , e−iφβu , 1), (con
φβu ≡ arg(βu) y φξu ≡ arg(ξu)), y no se necesita considerar las fases para Md, puesto que
pueden ser absorbidas a través de una transformación WB. Como Mu y Md son matrices hermı́ti-
cas los parámetros αu, αd y γu son números reales. Aśı que tenemos nueve parámetros libres
|ξu|, |βu|, αu, γu, |ξd|, |βd|, αd, φξu , φβu, a fin de reproducir diez cantidades f́ısicas: las seis masas de
los quarks, los tres ángulos de mezcla y la fase de la matriz CKM, lo que implica relaciones f́ısicas
entre las masas de los quarks y las mezclas. Los cinco ceros de textura no son de tipo Fritzsch
debido a que su patrón de ceros no se ajusta con los ceros de textura propuesto por Fritzsch
en (1.3).

Haciendo la permutación P2 = [(1, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0)] para la matriz Mu en (3.24), ésta
puede ser escrita en la forma

Mu = P †P2





0 |ξu| 0
|ξu| γu |βu|
0 |βu| αu



P2P, (3.25)

tal que la matriz permutada tiene la misma forma de (3.1) con q = u. Aśı que considerando el
caso

λ1u = −mu, λ2u = mc, y λ3u = mt,
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de acuerdo a las Ecuaciones (3.3), obtenemos que

γu = mt +mc −mu − αu,

|βu| =
√
αu −mc

√
mt − αu

√
αu +mu√

αu

,

|ξu| =
√
mc

√
mt

√
mu√

αu

,

(3.26)

y usando (3.4), tenemos la siguiente restricción

mc < αu < mt. (3.27)

De acuerdo a (3.7) y (3.25), la matriz aproximada Uu (→ P † P2 Uu) que diagonaliza a Mu, está
dada por

Uu ≈









ei (φξu )
√
αu−mc

√
mue

i (φξu
)

√
αu

√
mc

√
mc

√
mt−αu

√
mue

i (φξu
)

√
αu mt√

αu−mc
√
mt−αu

√
mu e

i(φβu
)

√
αu

√
mc

√
mt

−
√
mt−αu e

i(φβu
)

√
mt

√
αu−mc e

i(φβu
)

√
mt

−
√
αu

√
mu√

mc
√
mt

√
αu−mc√

mt

√
mt−αu√

mt









, (3.28)

donde tuvimos en cuenta la jerarqúıa (2.15) y la relación (3.27). No incluimos las fases puesto
que sólo estamos interesados en las magnitudes.

De la matriz de masa Md en (3.24b), en el caso (q = d), tomando en cuenta los resulta-
dos (3.11), tenemos que

αd = md +mb −ms,

|βd| =
√
md +mb

√
mb −ms

√
ms −md√

md +mb −ms

,

|ξd| =
√
mb

√
md

√
ms√

md +mb −ms

.

(3.29)

Y la matriz unitaria Ud que diagonaliza Md, de acuerdo a (3.13) y (3.14), nos da el resultado
aproximado

Ud ≈









1 −
√
md√
ms

√
md ms

(mb)3/2√
md√
ms

1
√
ms√
mb

−
√
md√
mb

−
√
ms√
mb

1









, (3.30)

donde de nuevo se tuvo en cuenta la jerarqúıa (2.15), y no consideramos las fases x, y.
Encontremos los valores aproximados de la matriz CKM, V = U †

uUd. En particular, usando
las matrices de diagonalización (3.28) y (3.30) para Uu y Ud, respectivamente, que sobreviven a
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las pruebas de corriente experimentales. A los órdenes preponderantes, obtenemos

|Vud| ≈ |Vcs| ≈ |Vtb| ≈ 1, (3.31a)

|Vus| ≈
∣

∣

∣

∣

√

αu −mc

αu

√

mu

mc

− ei(φβu−φξu )

√

md

ms

∣

∣

∣

∣

, (3.31b)

|Vcd| ≈
∣

∣

∣

∣

√

αu −mc

αu

√

mu

mc

− ei(φξu−φβu )

√

md

ms

∣

∣

∣

∣

, (3.31c)

|Vcb| ≈
∣

∣

∣

∣

√

ms

mb

− eiφβu

√

αu −mc

mt

∣

∣

∣

∣

, (3.31d)

|Vts| ≈
∣

∣

∣

∣

√

ms

mb

− e−iφβu

√

αu −mc

mt

∣

∣

∣

∣

, (3.31e)

|Vub|
|Vcb|

≈
√

mu

mc

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

αu

mt
− e−iφβu

√

αu−mc

αu

√

ms

mb

√

αu−mc

mt
− e−iφβu

√

ms

mb

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (3.31f)

|Vtd|
|Vts|

≈
√

md

ms

, (3.31g)

donde se consideró αu ≪ mt. Por consiguiente αu es un parámetro aparentemente libre que
debe ser ajustado para que den las cantidades f́ısicas. Observemos que si αu ≫ mc entonces
|Vub|
|Vcb| ≈

√

mu

mc
, pero consideraremos αu & mc a fin de ajustar a los datos experimentales. También,

podemos observar que la famosa relación de Gatto-Sartori-Tonin (GST) se sigue manteniendo [48].
Es obvio que las ecuaciones (3.31a), (3.31b), (3.31c) y (3.31g) son consistentes con los re-

sultados previos [20, 49, 21]. Un buen ajuste de las ecuaciones (3.31) y la CKM a los datos
experimentales sugiere que

αu = 5539.2302MeV, φβu = 0.214008, φξu = 2.044543, (3.32)

que no difiere de los valores dados en [20, 49, 21] para φ1 ≈ −π/2 ∼ (φβu − φξu), que es un
término importante de contribución a la violación CP en el contexto de las masas matriciales, y
φ2 ≈ π/15 ∼ φβu → 0.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

Hemos hecho una búsqueda completa de ceros de textura en las matrices de masa de los quarks
usando las transformaciones WB [9, 45]. Hemos sido capaces de reproducir todos los posible ceros
de textura, a partir de bases matriciales espećıficas, como por ejemplo (2.12) o (2.13). De esa
manera, hemos encontrado sólo dos patrones de textura de cinco ceros numéricos diferentes: se
trata de las bases matriciales (3.20) y (3.22), que dan valores exactos para las masas de los
quarks, los ángulos de mezcla, y la cantidad invariante de Jarlskog a un nivel de confianza de
un 1 σ. Debemos enfatizar que sólo estos patrones de cinco ceros son posibles, incluyendo las
permutaciones, para el patrón de dos ceros en la diagonal, lo cual es indicado en la Tabla 3.1. Una
base estándar de cinco ceros para este modelo viable es dada en (3.24). Tiene nueve parámetros
para reproducir diez cantidades f́ısicas: 6 masas de los quarks, tres ángulos de mezcla y 1 fase
de la matriz CKM, lo que implica relaciones f́ısicas entre las masas de los quarks y las mezclas,
resumidas en las relaciones (3.31), que han sido estudiadas antes; aunque, sus estructuras no son
tan simples como las presentadas por Fritzsch en (1.3); y dependen de un parámatro libre. Sin
embargo, la relación GST se preserva, y una importante contribución de violación CP está todav́ıa
presente en el contexto del modelo. Además, nuestro modelo de cinco ceros no es del tipo Fritzsch,
porque no tiene la misma distribución de ceros como las presentes en (1.3).

Recientemente algunos autores han cuestionado los modelos de cinco ceros de textura. De
acuerdo a estos autores las texturas de cinco ceros tienen una viabilidad limitada en el contexto
de los modelos de tipo Fritzsch, y en consecuencia recomiendan sólo trabajar con modelos con
texturas de cuatro ceros [50, 26, 51, 7, 8, 6]. Sin embargo ha habido muchas propuestas de
texturas de cinco ceros [26, 7, 27, 28, 29], aunque la mayoŕıa de ellos son texturas de ceros de
tipo Fritzsch, aśı que no coincide con la configuración obtenida por mi en (3.24). En ese sentido
hemos encontrado una nueva textura de cinco ceros de tipo no Fritzsch que es un modelo viable
y que reproduce los datos experimentales.
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Apéndice A

Productos del Proyecto de Investigación

A.1. Acuerdos
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A.2. Ponencias y Congresos

Ponencia “Técnicas de Investigación en la F́ısica de Altas Enerǵıas”, realizado en el TALLER
INTERNACIONAL DE TÉCNICAS DE INVESTIGACIÓN de la Universidad de Nariño el 25
de septiembre de 2014.
Resumen: El grupo de F́ısica de Altas Enerǵıas de la Universidad de Nariño, que se encuentra en
categoŕıa A de Colciencias, cuenta con diferentes técnicas para hacer investigación. Contamos con
el internet y la base de datos donde los f́ısicos guardan sus art́ıculos y los resultados de sus inves-
tigaciones, todo con acceso libre. Contamos con un sistema operativo gratuito como el LINUX,
que tiene disponible software libre de muy alta calidad para hacer cálculos matemáticos, numéri-
cos y estad́ısticos. El LATEX, es el procesador de textos más ampliamente usado para escribir
textos cient́ıficos, el cual utilizamos permanentemente. Contamos con estudiantes monitores y de
investigación que han contribuido a nuestro trabajo e investigación de diferentes formas.
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Ponencia “El descubrimiento del bosón de Higgs” realizado durante la Jornada Académica y
de Integración, Universidad de Nariño, 24 de octubre de 2014.
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Participación en el X Simposio Latinoamericano de F́ısica de Altas Enerǵıas (X SILAFAE),
que se realizó en la ciudad de Medelĺın durante los d́ıas 24 al 28 de noviembre de 2014. En el
simposio expuse el póster “Texture Zeros and WB Transformations in the Quark Sector of the
Standard Model ”.
Resumen: Stimulated by the recent attention given to the texture zeros found in the quark mass
matrices sector of the Standard Model, an analytical method for identifying (or to exclude) texture
zeros models will be implemented here, starting from arbitrary quark mass matrices and making a
suitable weak basis (WB) transformation, we are be able to find equivalent quark mass matrix. It
is shown that the number of non-equivalent quark mass matrix representations is finite. We give
exact numerical results for parallel and non-parallel four-texture zeros models. We find that some
five-texture zeros ansatz are in agreement with all present experimental data. And we confirm
definitely that six-texture zeros of Hermitian quark mass matrices are not viable models anymore.
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Ponencia “Tripletes Escalares Linealmente Dependientes que no Inducen Axiones en los Mode-
lo 3-3-1.en el “3th National Meeting on Heavy Flavor physics”, que se realizó en Ibagué (Colombia)
del 9 al 12 de Diciembre del presente año 2015.
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A.3. Art́ıculos publicados

Publicación del paper “Reply to “Comment on ‘Texture zeros and weak basis transformations
in the quark sector of the standard model”’ en la revista Physical Review D.
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Trabajo titulado “Seeking Texture Zeros in the Quark Mass Matrix Sector of the Standard
Model”, publicado en la revista “Nuclear and Particle Physics Proceedings”.
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