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Resumen

En este trabajo se propone estudiar la formulaciéon de Hamilton Jacobi para sistemas
cuya matriz Hessiana es singular, a partir del planteamiento hecho por Carathéodory
desarrollado en principio para sistemas regulares. Se muestra el formalismo aplicado a
sistemas que poseen un numero finito de grados de libertad. Ademas de generalizar este
procedimiento, se analiza las condiciones de integrabilidad y cémo es posible determinar

las respectivas ecuaciones de movimiento para un sistema en particular.



Abstract

This work is dedicated to study the Hamilton Jacobi formulation developed by Ca-
rathéodory, applied to systems whose Hessian matrix is singular. We propose to solve
some problems with a finite number of degrees of freedom. In addition, we will also
show an integrability conditions analysis and how to determine the respective motion
equations of such systems.
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Glosario

MATRIZ HESSTANA: Se denomina matriz Hessiana a aquella matriz cuadrada de n xn

elementos de segundas derivadas parciales de una funcion de n variables.

SISTEMA SINGULAR: Aquel sistema en el cual el determinante de la matriz Hessiana

es igual a cero. En caso contrario, se conoce como sistema regular.

VINCULO: Tipo de ligadura que surge del lagrangiano que describe el sistema bajo

estudio.



Capitulo 1

Introduccion

A partir de la mecanica Hamiltoniana y de la teoria de las transformaciones canénicas
de Jacobi, existe un formalismo comun entre dos disciplinas como son la mecanica y
la éptica conocido como el formalismo de Hamilton-Jacobi, el cual sirvié a Schrodinger
como punto de partida para la descripcién de la mecénica cuantica (Pimentel, Bertin
y Pompeia,2007). La formulacién de Hamilton Jacobi es un método muy poderoso que
permite encontrar clasicamente la solucion general de las ecuaciones de movimiento, el
cual involucra determinar una funcion generatriz de una transformacién canodnica, que
permita el paso de las coordenadas y momentos (g, p) en algin instantante de tiempo t,
a un nuevo conjunto de variables constantes para las cuales, la solucién de las ecuaciones
de movimiento sea trivial (Calkin,1996;Goldstein,1980), de este modo, se lo considera

un medio para hallar la solucién de las ecuaciones de Hamilton (Ferreira,2006).

La formulacion de Hamilton Jacobi a la Carathéodory se basa en la analogia que puede
presentarse entre la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, la teoria de las
ecuaciones diferenciales parciales y el cédlculo de variaciones, similitud que tiene una
fuerte interpretacién geométrica y que fue estudiada con detenimiento por Constantine
Carathéodory y que denomina como cuadro completo (Carathéodory,1967). La formu-
lacion de Hamilton Jacobi a la Carathéodory puede utilizarse para describir sistemas
regulares, es decir, sistemas para los cuales el determinante de la matriz Hessiana del
lagrangiano asociado a un sistema es diferente de cero. Sin embargo, existen otro ti-
pos de sistemas en los que se viola la condiciéon Hessiana, esto es, el determiante de la
matriz Hessiana es igual a cero, estos sistemas son conocidos como ”Sistemas singula-

res” (Pimentel,Bertin y Pompeia,2008).
El procedimiento para tratar sistemas singulares fue desarrollado por Dirac en la déca-
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da de los afnos 50’s (Dirac,1950,1950,1964) y aunque este formalismo es ampliamente
aceptado, no limita la aparicion de nuevos enfoques que brindan nuevos puntos de vista
para los mismos problemas. Uno de ellos es el formalismo de Hamilton Jacobi basado
en el método de lagrangianas equivalentes de Carathéodory. Método desarrollado para
tratar en principio sistemas regulares con primeras derivadas y como una manera alter-
nativa de obtener la ecuacién de Hamilton Jacobi a partir del formalismo lagrangiano
(Carathéodory,1967). Mdas adelante, Guler hizo una generalizacién del método de Ca-
rathéodory para tratar sistemas singulares, conduciendo a un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales de Hamilton Jacobi (Guler,1992a). Luego analizé las condiciones
de integrabilidad de un sistema singular en términos de los hamiltonianos respectivos
(Guler,1992b).

Desde entonces, diferentes aplicaciones y avances se han realizado al respecto, como
el estudio de sistemas singulares con derivadas de orden superior(Pimentel y Teixei-
ra,1996,1998) o sistemas descritos por acciones de primer orden, donde se estudian
sistemas cuyos lagrangianos son lineales en las velocidades y como paréntesis generali-
zados pueden ser construidos en relacion con la existencia de una estructura simplécti-
ca dentro del formalismo de Hamilton Jacobi (Pimentel,Bertin y Pompeia,2005). En
(1998) Pimentel, Teixeira y Tomazelli hicieron una extension para tratar con sistemas
singulares descritos por variables de Berzin. Este formalismo no emplea argumentos
fisicos, como lo hace el formalismo Hamiltoniano, pero usa la teoria de las ecuaciones

diferenciales parciales, siendo su principal caracteristica.

Aplicaciones importantes de este método se pueden encontrar en la literatura, inclu-
yendo el estudio de la teoria electromagnética mediante la formulacién de Hamilton
Jacobi para sistemas ligados (Guler y Rabei, 1994), en el estudio del movimiento de una
particula relativista en presencia de un campo electromagnético (Guler y Farahat,1996)

o su aplicacion al teleparalelismo (Pimentel, Pompeia,Da Rocha y Teixeira,2003).

Se propone a continuacién presentar un estudio clasico de los sistemas singulares em-
pleando la formulacién de Hamilton Jacobi a la Carathéodory de la siguiente manera:
En el primer capitulo se hace una descripcion del formalismo de Hamilton Jacobi basa-
do en la forma tradicional de la mecanica clasica. Comenzando por la deduccion de las
ecuaciones de Hamilton empleando transformaciones de Legendre, que dan origen a las
diferentes funciones generatrices (goldstein,1980) y que permite la descripcién de un sis-
tema en funcién de las coordenadas y momentos generalizados (Landau y Lifshitz,1994).

Posteriormente, a partir de un principio variacional, se presenta la importancia de una
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transformacién de coordenadas y momentos que preserve la esctructura de las ecua-
ciones de Hamilton mediante el estudio de las transformaciones candnicas y algunas
propiedades de los paréntesis de Poisson. En seguida se deduce la ecuaciéon de Hamilton

Jacobi.

En el segundo capitulo, se presenta el formalismo de Hamilton Jacobi a la Carathéodory
aplicado a sistemas regulares, indicando que la ecuaciéon de Hamilton Jacobi puede
obtenerse a partir del principio de accién estacionaria. Se menciona la importancia del
método de separacién de variables en la solucién de la ecuacion de Hamilton Jacobi y
se resuelven dos problemas sencillos; el oscilador arménico unidimensional y el de una
particula dentro de un campo magnético, a partir de ellos, se analizan las caracteristicas
de las soluciones.

Finalmente, en el tercer capitulo se aplica el formalismo de Hamilton Jacobi en base
a Carathéodory esta vez aplicado a sistemas singulares, es decir, aquellos sistemas que
violan la condicién Hessiana. Se introduce por tanto el concepto de lagrangianas singu-
lares y se determina las ecuaciones caracteristicas para estos sistemas. Mas adelante, se
analiza las condiciones de integrablidad y como determinar las respectivas ecuaciones
de movimiento en dos problemas; un ejemplo artificial y la particula libre sobre una

esfera.
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Capitulo

Formulacion de Hamilton Jacobi

2.1. Deduccion de las ecuaciones de Hamilton

La formulacién Lagrangiana hace una descripcion de la mecanica en funcion de las coor-
denadas y velocidades generalizadas, empleando el tiempo como parametro. Se trata
de deducir entonces, otra formulacién en la que la descripcion del estado de un sistema
sea en funcién de las coordenadas y momentos generalizados, es decir, que representen
las variables independientes del problema. El paso de un conjunto de variables (q, ¢, t)
al (¢,p,t), se logra usando un proceso denominado transformacion de Legendre (Golds-

tein,1980). A partir de la funcién Lagrangiana:

L= L(d',d, ). (2.1)

donde ¢' y ¢* representan las coordenadas y velocidades generalizadas respectivamente,

se calcula el diferencial correspondiente

dL = —d ' —dt (2.2)

teniendo en cuenta que por definicién p; = 0L / d¢’ representan los momentos generali-

zados, la ecuacion (2.2) se puede expresar como

dL = Za—dq +Z idd’ +—dt (2.3)

A partir de las ecuaciones de lagrange, resulta una expresiéon para la derivada con

respecto al tiempo de los momentos generalizados
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d (0L . OL
at (aqz') =Di= 6_qi’ (2.4)

que permite escribir (2.3) de la siguiente manera

dL = Zpldq - szdq + —dt (2.5)
Expresando el segundo término de esta ecuacion en la forma
> pidd' = d(pig’) — ¢'dp;, (2.6)
la ecuacion (2.5) se convierte en

d(z pid' — szdq + Z g'dp; — —dt (2.7)

La cantidad dentro del diferencial de la parte izquierda de (4.3) se denomina Hamil-
toniana o funcion de Hamilton y se denota por la letra H. Estd es funcion de las

coordenadas, los momentos y el tiempo, esto es

H(q,pt szq — (2.8)

Considerada como funcién de (g, p,t), se calcula su diferencial

dH = d s Z dpz + —dt (2.9)

y al compararla con las ecuacioznes (2.7) v (2.9), se llega al siguiente sistema de 2n + 1
ecuaclones

i = gZ, (2.10)

pi = —ZZ, (2.11)

aa—]j - —g—f. (2.12)

Las relaciones (2.10) y (2.11), representan las ecuaciones de movimiento de un sistema
en el espacio de fase (q,p) y constituyen un sistema de 2n ecuaciones diferenciales de
primer orden que son equivalentes a las n ecuaciones de Lagrange. Estas expresiones se
conocen como ecuaciones canonicas de Hamilton.
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2.2. Deduccién de las ecuaciones de Hamilton a par-

tir del principio variacional

De acuerdo al principio de Hamilton

to
S = 5/ Ldt =0, (2.13)

t1
el cual establece que el movimiento del sistema entre los tiempos ¢ y 5 es tal, que el
funcional S llamado accién, es un extremo para la trayectoria real del sistema entre to-
das las trayectorias posibles (Goldstein,1980;Oller,2007), se puede plantear un principio
variacional que permita deducir ademés de las ecuaciones de Lagrange, las ecuaciones
de movimiento de Hamilton. Por lo tanto, la ecuacién (2.13) en virtud de (2.8) se puede

reescribir en el espacio de fase en la forma:

to
68 = 5/ O pid' — H)dt = 0. (2.14)
t1 i

De aqui, es posible deducir las ecuaciones de Hamilton correspondientes, simplemente
considerando variaciones independientes de ¢ y p. Por tanto, a partir de (2.14) se obtiene
(Goldstein,1980;Landau y Lifshitz,1994)

f2 - . OH 0H
/ > {q’zépi + b’ — =——0q — 5;4 dt = 0. (2.15)
t1 i aql 8p1
El segundo término de esta ecuacion puede intergrarse por partes de la siguiente manera
to ; t2 d . 1o t2 . )
[ poide= [ pgodae= pod); - [ psdar (2.16)
1 t1 t1

donde el primer término de (2.16) se anula, puesto que las variaciones en los extremos
son iguales a cero, es decir, las trayectorias variadas poseen los mismos extremos y en

consecuencia d¢'(tz) = d¢'(t;) = 0. De acuerdo a esto, la ecuacién (2.15) se convierte en

2 y QHN .
05 =/ Z q — opi — | pi + _aqi dq" | dt =0, (2.17)
t1 i

como las variaciones dq' y dp; son independientes y arbitrarias (Soldovieri,2011), la

oOH
Op;

integral es igual a cero solo si se anulan los respectivos coeficientes por separado, esto
es
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oOH

— 2.1
oH
)y = ——— 2.1
pZ aqz7 ( 9)

que corresponden a las 2n ecuaciones canénicas de Hamilton, en concordancia con (2.10)

y (2.11) deducidas en la seccién anterior.

2.3. Transformaciones canonicas

En ocasiones es conveniente elegir un sistema de coordenadas generalizadas apropiado
para poder analizar y resolver un problema dinamico en particular, asi que es necesa-
rio un procedimiento que transforme un conjunto de variables en otro mas adecuado.
De este modo, la eleccion de las coordenadas no esta limitada, permitiendo elegir un
conjunto de magnitudes cualesquiera que definan el estado del sistema en el espacio de
fase (Landau y Lifshitz,1994).

En principio, se transforma de un conjunto de coordenadas ¢* a otro nuevo conjunto )

mediante las ecuaciones de transformacion

Q' = Q' (¢, 1), (2.20)
que son funciones de las antiguas coordenadas y del tiempo. Sin embargo, dentro de la
formulacion de Hamilton los momentos p; son también variables idependientes, siendo
necesario ampliar el concepto de transformacion de coordenadas para incluir la trans-
formcién simultanea de las 2n variables independientes ¢' y p; a otro nuevo conjunto
Q' vy P, las cuales son funcién de las antiguas coordenadas, los antiguos momentos y el

tiempo. Resultan entonces, las ecuaciones de transformacion

Q' = Q' (¢g,p, 1),

(2.21)

Debido a que las ecuaciones de movimiento para toda transformacién de la forma (2.21)
no conservan su forma canonica, al desarrollar la formulacién Hamiltoniana se requiere
de un conjunto de transformaciones para las cuales las variables () y P sean coordena-

das candnicas. Esto se cumple, si existe cierta funcién H'(Q, P,t) que permite que las
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ecuaciones de movimiento (2.10) y (2.11) en el nuevo sistema de coordenadas conserven

la forma canénica, es decir; sean de la forma

.. OH'
Q' =>5
Op;

o oI (2.22)
T aQZ’

en este caso, H' representard la Hamiltoniana en el nuevo sistema de coordenadas.
Las transformaciones (2.21) que garantizan las ecuaciones (2.22) reciben el nombre de

transformaciones canonicas (Goldstein,1980).

Si las nuevas variables Q' y P; son coordenadas canénicas, deben satisfacer un principio

de Hamilton, es decir:

5 /t § (Z PdQ' — H'dt) =0, (2.23)

del mismo modo que las antiguas variables también satisfacen un principio variacional
(2.14). Las ecuaciones (2.14) y (2.23) seran equivalentes si sus integrandos difieren a lo

sumo en el diferencial de una funcién arbitraria F', esto significa

Y PdQ — H'dt = pidq' — Hdt + dF, (2.24)

que se puede escribir como

dF = pidg' =Y PdQ' + (H' — H)dt. (2.25)

La funcién F se conoce como funcion generatriz de la transformacién, puesto que
si se conoce esta funcién, serd posible determinar completamente las ecuaciones de

transformacion (2.21) al igual que la nueva Hamiltoniana.

Para efectuar una transformacion entre dos conjuntos de variables canénicas, la funcion
generatriz debe ser funcién tanto de las antiguas como de las nuevas coordenadas ademas
del tiempo. De este modo, la funcién generatriz serd funcién de 4n variables en total, de
las cuales, solo 2n son independientes debido a que ambos conjuntos estan relacionados

por las 2n ecuaciones de transformacién (2.21).

Por lo tanto, la funcién generatriz puede expresarse de una de las siguientes cuatro

formas como funcién de las variables independientes (Goldstein,1980):
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Fi(q, Q' t), (2.26)
By (q, Py t), (2.27)
Fs(pi, Q' 1), (2.28)

) (2.29)

F4 (pu Pza l )
Si la funcién generatriz es de la forma (2.26) la ecuacién (2.25) se escribe

dFi(q, Q1) szdq - ZPdQ’ H)dt, (2.30)

en tanto que el diferencial de F} se puede desarrollar como

dF, — E:thzl E:aﬂ’ ' 8ﬂdu (2.31)

comparando las ecuaciones (2.30) y (2.31) resulta

o aFl((LQvt)
Pi= g (2.32)
o 8F1<q7Q>t>
/ o aFl(Q7Q7t)
H' —H === (2.34)

Las ecuciones (4.91) representan n relaciones entre las variables p;, ¢*, Q" y el tiempo,
que se pueden resolver para las nQ)’ en funcién de p;, ¢°, t; obteniendo de este modo la
primera mitad de las ecuaciones de transformacion (2.21). Al establecerse la relacién
entre Q' y p;,q',t; las ecuaciones (2.33) proporcionan la otra mitad de las ecuaciones
de transformacién en las que P; es funcién de p;, ¢, t. Por tltimo, (2.34) da la relacién

entre la antigua y nueva Hamiltoniana.

Si las variables independientes de la funcién generatriz F' han de ser las ¢' y P, esta
funcion sera de la forma (2.27). El paso a este conjunto de coordenadas se lleva a ca-
bo mediante una transformacién de Legendre (Landau y Lifshitz,1994;Goldstein,1980).
Reescribiendo el segundo término de (2.30)

D PdQ' =d |} PQ

21
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dicha ecuacién se convierte en

d|Fi(q,Q.t)+> PQ'| =Y pdd +Y_ QdP; + (H' — H)dt. (2.36)

El argumento del diferencial del lado izquierdo de (2.36) es F5, lo que sugiere que esta

funcién se defina en terminos de I} de acuerdo con

Fy(q,Pt) = Fi(q.Q.t) + > _ PQ:. (2.37)

Se calcula entonces su diferencial

0F, ., O0F, 0F,
dFs(q, P,t) = ~dq' dP; + —~dt, 2.38
5(q, P, t) iaqquraPi + = (2.38)
y al comparar las ecuaciones (2.36) y (2.38) resultan las ecuaciones de transformacién
aFZ(Q? P7 t)
Di=—(f7 2.39
o (239)
;. O0Fy(q, Pt
Q' = —2((913‘ ), (2.40)
Fy(q, P
H — H= w (2.41)

Las ecuaciones (2.39) proporcionan los p; en funcién de las variables ¢', p;,t represen-
tando la segunda mitad de las ecuaciones de transformacién (2.21). La mitad restante
se deducen a partir de (2.40).

En el caso en el que las variables independientes sean las cantidades p; y Q° la funcién
generatriz es de la forma (2.28). Para realizar el paso de las variables ¢ y Q a ¢y P
se hace nuevamente una transformacién de Legendre. De acuerdo a (2.30) el primer

término se puede expresar como
> pidg' =d [Z qipi] — ¢'dp;, (2.42)
por lo que la ecuacién (2.30) se escribe como

d

Fi(g, Q) =) qipi] == gdp;— Y PdQ + (H' — H)dt. (2.43)
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Identificando mediante el mismo proceso de comparacion con el diferencial de Fj3, se

obtiene las ecuaciones de transformacion

i aFS(paQ?t)
o aF?)(paQ?t)
! o 8F3(p7Q7t)
H' — H = =50 (2.46)

De este modo, las ecuaciones (2.44) proporcionan las variables Q° en funcién de las
cantidades ¢', p;, t, que representan la primera mitad de las ecuaciones de transformacién

(2.21), mientras que las (2.45) dan la mitad restante, es decir, los P; en funcién de ¢', p;, t.

Por dltimo, en el caso en el que las variables independientes sean p; y P; la funcién
generatriz es de la forma (2.29). De acuerdo a esto, para encontrar las ecuaciones de
transformacién se efectua una doble transformacién de Legendre. En virtud de (2.35)

y (2.42), la ecuacién (2.30) se puede expresar de la siguiente manera

d|Fi(q.Q.t) =) api+ > QP| == qdp+Y QdP,+ (H — H)dt. (247)

Al comparar con el diferencial de la funcién Fy(p, P, t) resultan las ecuaciones de trans-

formacion
i 8F4(p7 P7 t)
b 7 1 7 2.4
i 8F4(p,P,t)
Q' = P, , (2.49)
H — H = %. (2.50)

En consecuencia, las ecuaciones (2.48) dan las variables P; como funcién de las canti-
dades ¢', p;, t; es decir, la segunda mitad de las ecuaciones (2.21). Las ecuaciones (2.49)
determinan las variables Q? en funcién de las antiguas variables proporcionando de este
modo la mitad restante.

A partir de las ecuaciones (2.34), (2.41), (2.46) y (2.50), se puede identificar que la
derivada parcial de la funcion generatriz con respecto al tiempo representa la diferencia
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entre la nueva y antigua Hamiltoniana. De acuerdo a esto, cuando la funcién generatriz
es independiente del tiempo, la nueva hamiltoniana resulta de sustituir en H los valores

de las variables ¢* v p; en funcién de la nuevas variables Q' y P;.

2.4. Paréntesis de Poisson

Dentro del formalismo Hamiltoniano, la derivada total con respecto al tiempo de una

funcién que depende de las coordenadas, los momentos y el tiempo f(q,p,t) es

i of of . of .
T-TY ( i 8pipz) | (2.51)

sustituyendo las ecuaciones de Hamilton (2.10) y (2.11) se obtiene

g_g+z(afaﬂ of 0H

of
dt ot op ¢ g 3}%) =5 T} (2.52)

donde

B of 9H Of OH
{rHy =) <8_p7; i 3qia_pi) : (2.53)

La expresion (2.53) se define como Paréntesis de Poisson para las funciones f y H.
En el caso de dos funciones f y g cualesquiera que dependen de las coordenadas, los
momentos y el tiempo es decir, f(q', p;, t) y g(¢', p;, t), se define el Parentesis de Poisson

entre f y g con respecto a un conjunto de variables canénicas ¢' y p; como

_ of g  0f 9g
{f.ay =) (aqia_pi - a_pi@qi) (2.54)

Algunas de las propiedades mas importantes de los paréntesis de Poisson para f, gy h

funciones arbitrarias de ¢*, p;, t, siendo ¢ es una constante arbitraria son las siguientes:

{f.9t=—{9./} (2.55)
{f.f}={g9.9} =0, (2.56)
{f.g+ht={f g} +{f I}, (2.57)
{fg.h} = f{g.h} + g{f h}, (2.58)
{cf, g} ={f,cq} =c{f. g}, (2.59)
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%{f,g}z {%,g%{ 7%}7 (2.60)

Si una de las funciones coincide con una coordenada o momento y la otra es funcion de

q',pi, t, de acuerdo a (2.54) los paréntesis se reducen a una derivada parcial:

of of

i _ a9 2.61
{f.d'} ooy {f,pi} 97 (2.61)

Si en (2.61) la funcién f es igual a ¢* o p;, se obtiene en particular
{d, @}y =A{pip;} =0, {d.p;} =20, (2.62)

conocidos como los paréntesis fundamentales de Poisson entre las variables dindmicas
que expanden el espacio de fase. Finalmente, los paréntesis de Poisson para tres funcio-
nes se relacionan mediante la identidad de Jacobi(Landau y Lifshitz,1994;Desloge,1982).

{f 49, h}} +Hg.4h, f1} +{h.{[, 93} =0, (2.63)

La prueba de cualquiera de estas propiedades se puede obtener de la definicion de los

paréntesis de Poisson ecuacién (2.54) y el uso de algunas de las propiedades anteriores.

2.5. Ecuacion de Hamilton Jacobi

Para un sistema de n grados de libertad cuya dindmica se describe mediante el conjunto
de variables ¢' y p;, vy cuyo comportamiento se define mediante la funcién Hamiltoniana
H(q',p;,t), se puede buscar una transformacién que permita pasar de las coordenadas
q y momentos p en un determinado instante de tiempo ¢, a un nuevo conjunto de
coordenadas constantes (Goldstein,1980). Esto se logra si la nueva Hamiltoniana H’
es igual a cero. Se trata por tanto de determinar una transformacién canénica de tal
manera que en el nuevo sistema la Hamiltoniana sea cero, de este modo, las ecuaciones

canonicas de Hamilton estaran representadas por

oP;
: (2.64)
b _O0H _
T oQ

que se pueden integrar directamente resultando
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Q =08, P=uw, (2.65)
siendo «; vy (; 2n constantes arbitrarias. Para poder efectuar dicha transformacién
candnica, es necesario una funcién generatriz que transforme las variables ¢* y p; en
las nuevas variables (; y «;, que representan las nuevas coordenadas y momentos res-
pectivamente. Eligiendo la funcién generatriz de modo que sea funcién de las antiguas
coordenadas, de los nuevos momentos constantes y del tiempo. Se tiene entonces una
funcién del tipo (2.27) que se representa en este caso por S. Asi, las ecuaciones de

transformacion (2.39) a (2.41) pueden escribirse como

0S(q, a,t
0S(q,a,t
g = Pl (2.67)
H =H+ %. (2.68)
Ahora, si la nueva Hamiltoniana se anula, (2.68) se convierte en
0S
H(q,p,t)+ T 0. (2.69)
y de acuerdo a (2.66) resulta
. 0S8 oS
H(q¢, —,t — =0 =1,... 2.70
(Q7aqz7 )+ at ) {7’ ? ’n}7 ( )

denominada ecuacion de Hamilton Jacobi. Corresponde a una ecuacion diferencial par-
cial de primer orden, no lineal, con n + 1 variables representadas por las cantidades ¢* y
el tiempo. Mediante esta ecuacion, se puede determinar la funcién generatriz S'y de este
modo la transformacién candnica que anula la nueva Hamiltoniana. Asi, la ecuacién de
Hamilton Jacobi (2.70) representa la base de un método general de integracién de las

ecuaciones de movimiento (Landau y Lifshitz,1994).

Para determinar la funcion S, se debe integrar n+ 1 veces la ecuacién (2.70), resultando
entonces n + 1 constantes de integraciéon independientes «; (Soldovieri,2011). Debido a
que la funcién principal de Hamilton aparece solo a traves de sus derivadas parciales
respecto de ¢' o t, significa que puede ser encontrada pero con una constante de in-
tegracién sumada a ella, es decir, si S es solucion, S + « también es solucién, puesto
que « no afecta a los valores de las derivadas parciales. Por lo tanto, una de las n + 1

constantes de integracién debe ser aditiva a S.
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Sin embargo, esta constante no tiene importancia dado que en las ecuaciones de trans-
formacion solo aparecen las derivadas de S. Se establece entonces, una solucién completa

de la forma:

S = S(q", a,t). (2.71)

De acuerdo con la ecuacién (2.65) y teniendo en cuenta (2.67) las nuevas coordenadas

constantes se obtienen a partir de

oS

(9061"

cuya solucién suministra n ecuaciones algebraicas para las n variables ¢* en funcién del

Bi (2.72)

tiempo y de 2n constantes arbitrarias, tales constantes «; y ; se determinan por las
condiciones de frontera (Desloge,1982). Finalmente, se encuentran las relaciones para

los momentos

08
= 5

En virtud de las ecuaciones (2.72) y (2.73), las variables ¢’ y p; son ahora funciones del

Di (2.73)

tiempo y de las 2n constantes, obteniéndose entonces la solucion dinamica completa del

sistema caracterizado por un Hamiltoniano H(q, p, t).

2.5.1. Ecuacion de Hamilton Jacobi independiente del tiempo

En el caso en el que la funcion Hamiltoniana no dependa explicitamente del tiempo, es

decir, H(q",p;), la ecuacién de Hamilton Jacobi (2.70) puede escribirse como
.08 08
H\|q¢ — — =0 2.74
(q ) aql) + at ? ( )
donde en el primer término solo aparece la dependencia con respecto a ¢, y en el

segundo, unicamente la de t. En este caso se puede separar el tiempo si se escoge una

solucién (2.71) de la forma:

S(q', i, t) = S'(¢", o) + T(t), (2.75)

que representa la suma de una funcién S’(¢’, ;) que depende solo de ¢’ y «;, y una
funcién T' que depende solo del tiempo. Reemplazando (2.75) en la ecuacién de Hamilton
Jacobi (2.74) se obtiene
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- 05’ dT'(t)
H ¢, — ——==0. 2.76
<q o7 ) +— (2.76)
Aqui, el primer término es funcién dnicamente de las ¢*, mientras que el segundo término

solo depende de ¢, por lo tanto, la ecuacién (2.76) se verifica solo si los dos términos

son constantes iguales y de signo contrario, es decir,

dcg—]@ = —Qp, (277)
. 0S5’
H <qz7 a—(ﬂ) = Q. (278)

La primera ecuacién (2.77) puede ser integrada facilmente dando como resultado

T(t) = aot, (2.79)

mientras que la segunda ecuacién (2.78) se conoce como la ecuacién de Hamilton Jacobi
independiente del tiempo. La constante «q representa el valor constante de la funcién
Hamiltoniana, que normalmente es la energia total del sistema. En consecuencia, la

solucién completa de la ecuacion de Hamilton Jacobi (2.74) es

S(q', eu,t) = S'(q", u) — ao t, (2.80)

la cual permite encontrar las n ecuaciones del movimiento para las variables ¢'.
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Capitulo 3

Sistemas Regulares

En este capitulo se estudia el formalismo de Hamilton Jacobi para sistemas regulares
(Pimentel,Bertin y Pompeia,2005), es decir, aquellos que obedecen la condicién Hessia-
na, a partir de los aspectos mas importantes dentro del planteamiento de Carathéodory
e identificando como estan relacionados el calculo variacional, la teoria de las ecuacio-
nes diferenciales parciales de primer orden y la teoria de las ecuaciones diferenciales
ordinarias. También se plantean algunas herramientas necesarias para la solucion de
sistemas de tipo regular, en los cuales, es posible resolver directamente las ecuacién de

Hamilton Jacobi y por ende determinar las ecuaciones de movimiento.

3.1. Lagrangianas Equivalentes

Se considera la integral de accién para un sistema con n grados de libertad,

to
Ac:/ L(q',¢", t)dt, (3.1)

t1
a lo largo de una trayectoria C' entre dos puntos o posiciones que el sistema ocupa en

dos instantes t; y to. Sea ademas, otra curva en las vecindades de C' que coincide con
los instantes ¢; y £» v que se representa por C. Se define para ella también la integral

de accién correspondiente

B to y dq—z
Ap = / (@, 5 ). (3.2)
t1

Para que C sea un extremo de A, esta accién debe tener un minimo o maximo con rela-
cién a la curva de comparacion C. Por otro lado, se construye una funcién lagrangiana

que tiene la siguiente forma
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- as
L=L-2 .

donde L representa la lagrangiana tradicional del sistema y S una funcién de las coor-

denadas y del tiempo, es decir, S(q',t). La accién en este caso es

_ t2 ds t2 _ _
A= / [L _ E} it — / Ldt — (@, ) + S(1, 61) (3.4)
t1 t1

Ahora, se calcula la primera variacién de la ecuacién (3.4) entre los mismos limites para

la curva C, esto es, entre los tiempos t; y t5. Por lo tanto se obtiene

to
5A = 5/ Ldt — 65(ga, t2) + 5S(qu, t1) = A — 385 + 651, (3.5)
t1

Puesto que la accién esta calculada entre dos instantes fijos, que para nuestro caso

corresponden a t; y tp, d¢ serd nulo y en consecuencia

0A = 6A — a—Séqg + 6—55611,
0q2 oq

JA = SA. (3.6)

Lo que indica que la trayectoria que extremiza a A es la misma trayectoria que ex-
tremiza a A y por lo tanto, se puede afirmar que L v L son lagrangianas equivalentes
representando en consecuencia la misma dindmica. De la ecuacién (3.3) se puede dedu-
cir que S representa una funcién generadora de una transformacion de coordenadas en

el espacio de configuracion.

La trayectorfa dindmica ¢‘(t) que caracteriza a la curva C, corresponde a la solucién

del conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias

dq’ : _
dt - ¢ <Qa t) - 07 (37)

siempre y cuando todos los ¢'(q, t) existan y se puedan determinar. Segiin Carathéodory

(Carathéodory,1967), si se puede encontrar las funciones ¢, la condicién para que A sea

un maximo o un minimo radica en determinar la funcién S(q,t) que cumple con

I:(q’ o, t) =0, (38)

y que para cualquier curva en la vecindad de C', esta lagrangiana sea mayor o menor

que cero.
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3.2. Ecuacion de Hamilton Jacobi para sistemas re-

gulares

Se busca ahora determinar la funcién S(g,t) y la forma que esta tiene, para ello, se
tiene en cuenta que la curva C' es el extremo de A, lo cual es posible si

OL 0L
o9t 0¢ ’ (39)
por lo tanto, a partir de la ecuacién (4.10) esta condicién se puede escribir como
0 ds oL 0 (dS
—|L-——|=5=—5=| ) =0. (3.10)
¢’ dt ¢t 0¢* \ dt

Como S depende de las coordenadas y del tiempo, al reemplazar el segundo término de

la ecuacién (3.10) por la derivada de S con respecto al tiempo, se obtiene

oL 0 [0S . a5 0
o¢  od |og? " ot ’
oL 0 [9S 0?8
ot ¢ | 0¢d 0¢ ot
2 A - 2
oL 0°S . 05 0q 0*S _ 0 (3.11)

o dgog! T g ag  dgior ’

dado que S no depende de las velocidades, el segundo y cuarto término se anulan.

Teniendo en cuenta que d¢’ /¢ = &7 la ecuacién (3.11) se puede escribir como

oL 08
- — — = 3.12
d¢ Iq ’ (3.12)
puesto que p; = L/0q, se tiene
08
P = T 3.13
Pi= g0 (3.13)

y segun la ecuacion (3.9), debe representar la condicién para que C' sea un extremo de
A. Por otra parte, teniendo en cuenta que L = L(¢’, ¢,t), la condicién (3.8) se puede
expresar, al reemplazar el diferencial de la funcién S con respecto al tiempo, de la
siguiente manera

ds oS 08

L-=2=r-22_2
dt ot  0¢

q' =0, (3.14)
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reorganizando términos y en virtud de la ecuacién (3.13), se tiene

S y B
N +pig —L=0. (3.15)

La ecuacion (3.15) representa una ecuacion diferencial parcial para la funcién S, siempre
y cuando se pueda eliminar las velocidades y expresarlas en funcion de las coordenadas
q vy los momentos p. Para esto, la lagrangiana del sistema debe ser regular y la matriz

Hessiana invertible, es decir, su determinante debe ser diferente de cero, esto es

W = detW, — det 2L £0 (3.16)
= detW;; = de D3i0q . .

A los sistemas que cumplen con esta condicién se les llama Sistemas Regulares(Pimentel, Bertin
y Pompeia,2007). De acuerdo a esto, se puede escribir las velocidades como ¢' =
n'(q, p,t), es decir, como una funcién que depende de las coordenadas, los momentos y

el tiempo. De esta manera, la ecuacién (3.15) se escribe como

a5 A
= ipni—L = 1
5p TPl 0, (3.17)

se define dentro de esta ecuacion, la funcion de Hamilton o hamiltoniana H(q,p,t), la

cual depende de las coordenadas, los momentos y el tiempo como

H(q,p;t) = pn' — L(g,n,1). (3.18)
En virtud de (3.18) y (3.13), la ecuacién (3.17) se transforma en

% H(q, %,t) =0, (3.19)
conocida como la ecuacion diferencial parcial de Hamilton Jacobi . Esta ecuacién re-
presenta la segunda condicién sobre la funcién S, y al igual que las ecuaciones de
Lagrange y de Hamilton, representa la base de un método general para la integracion

las ecuaciones de movimiento.

La ecuacién (3.19) tiene como solucién una funcién o integral completa, que posee
tantas constantes arbitrarias independientes como variables independientes hayan. En
un sistemas que tiene n grados de libertad esta integral ha de tener n + 1 constantes
arbitrarias, de las cuales una de ellas debe ser aditiva, y en consecuencia, la solucién de

la ecuacion de Hamilton Jacobi sera

S =5'(¢", i, t) + C, (3.20)
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donde «; representa n constantes independientes y C' una constante arbitraria. Sin
embargo, para determinar la relacién que existe entre la solucién de la ecuacién (3.19), es
decir, la funcién S'y las ecuaciones de movimiento, dentro de la formulaciéon de Hamilton
Jacobi se busca una transformacion candnica de la variables p y ¢ a unas nuevas variables
«; v B; que representan los nuevos momentos y coordenadas respectivamente que haga
que la nueva hamiltoniana H’ sea nula. En este caso, las nuevas ecuaciones candnicas

en las nuevas variables corresponden a

OH' :
=0=0; 21

OH' ,
~55 ~ 0= di (3.22)

de donde se observa que las nuevas coordenadas y momentos son todos constantes. La

solucion del problema original se obtiene mediante la transformacién inversa, es decir:

(95((]’, (679 t)
aOéi

Esta ecuacién permite expresar las n coordenadas ¢ en funcién del tiempo y de las 2n

constantes a y 3, las cuales se determinan de acuerdo a condiciones iniciales apropiadas.

3.3. Interpretacion Geométrica

En esta seccién se considera un sistema de coordenadas cartesianas (z, vy, z) en el cual
se puede plantear la ecuacién p; = 95/9q" como

—

p=VS, (3.24)
que establece que p representa el gradiente de una funcion escalar, en este caso S = o,
siendo ¢ un parametro real, y en consecuencia, el momento es ortogonal a la superficie
asociada con la funcién S. Para un sistema con n particulas, la funcién S representa una
familia de superficies que se diferencian por el valor del pardmetro o en diferentes ins-
tantes de tiempo tal como se ilustra en la figura 3.1 (Pimentel,Bertin y Pompeia,2007),
A partir de la condicién L = 0, resulta

- ds _dS(¢',t)

L=L-="=0 [ =2 3.25
dt T dt (3.25)
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(2]

Figura 3.1: Familia de superficies

y puesto que la funcién S depende de las coordenadas y del tiempo, la anterior ecuacion

se puede escribir como

a5 85
L= 2

Si se calcula la accion asociada a esta lagranglana y teniendo en cuenta que la variacién

se hace entre dos instantes de tiempo diferentes se obtiene

to
A = / Ldt,
t1
to
) / (as+65 >dt /@dt /dS /da—02—017(327>
n \ Ot g’

esto indica que la accién entre dos puntos de la misma curva C' estd representada por

la diferencia entre dos superficies de la familia ¢ para los tiempos t; y ts.

3.4. Ecuaciones Caracteristicas

Dentro del formalismo de Hamilton Jacobi se encuentra que la ecuacién (3.19) depende
de las primeras derivadas de S, siendo por tanto, una ecuacién diferencial parcial de
primer orden. Para encontrar las soluciones de este tipo de ecuaciones existen varias
técnicas, entre las que se puede mencionar el método de las caracteristicas (Arfken y
Weber,1985), el cual reduce el estudio de una ecuacién diferencial parcial de primer

orden a resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Para determinar dicho sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, se calcula la de-

rivada con respecto al tiempo de la ecuacién (3.13) teniendo en cuenta que la funcién
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S depende de las coordenadas y del tiempo, por tanto

dpi_i o5\ 0 3_S.j+(7_5 _325 dij_i_éﬁS
dt _dt\og)  og \og" T ot ) " ogog dt  dgor
que se puede escribir como
0*s . 0°S
) = 7 : 2

Al derivar la ecuacién de Hamilton Jacobi (3.19) con respecto a ¢' y teniendo en cuenta

que p; = 0S/0¢’ se obtiene

o [(8S(¢,t)\ O oS B
L) (o) o

0?S OH OH 0%*S
S e |
dqiot = 0q'  Op; 0¢'0¢’

organizando la anterior ecuacion y despejando el segundo término de la izquierda resulta
OH 0H 09*S n 0928
Oq¢i  Op; 0¢d0qi ~ Oqiot’

Ahora, derivando la funcién de Hamilton, ecuacién (3.18), con respecto a p; se obtiene

(3.29)

0 0 . . ,
H — — (p;nt — L — =g .
3])1( (¢,p,1)) o, (pin (¢,n,t) =n"=4¢, (3.30)
es decir,
. OH
i 2 31
= (3.31)

Al introducir este resultado en (3.29) se tiene

OH . 0°S  0°§
o7~ Logog " agor (3.32)

y comparando las ecuaciones (3.28) y (3.32) resulta

. _OH
=G

Las ecuaciones (3.31) y (3.33) representan un sistema de 2n ecuaciones ordinarias de

(3.33)

primer orden, conocidas como las ecuaciones caracteristicas de la ecuaciéon de Hamilton
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Jacobi, y coinciden con las ecuaciones de Hamilton. Finalmente, se calcula el diferencial

de la funcién S(q,t) con respecto al tiempo

ds S , 05

— = - 3.34

i "ol Tar (3:34)
que se puede expresar en virtud de las ecuaciones (3.13), (3.19) y (3.26) como

ds OH

— =pi— — H. 3.3

Las ecuaciones (3.33) y (3.35) representan un sistema de 2n + 1 ecuaciones ordinarias

de primer orden y definen un espacio de fase en términos de las variables q y p.

3.5. Meétodo de Separacion de Variables

El método de separacién de variables permite encontrar la solucién a problemas fisi-
cos que involucran ecuaciones diferenciales parciales, las cuales, se pueden separar en
ecuaciones diferenciales ordinarias relacionadas por constantes arbitrarias. Cuando es
posible esa separacion la solucién se reduce a cuadraturas. En el caso de la ecuacion
de Hamilton Jacobi, es posible en ciertas ocasiones separar sus variables y encontrar su

solucion conocida como la integral completa.

Para describir este método dentro de la formulacion de Hamilton Jacobi, se considera
que una de las coordenadas del sistema bajo estudio, por ejemplo la coordenada ¢; y
su respectiva derivada 05/0q;, estan presentes dentro de la ecuacién (3.19) como una
combinacién de la forma ¢1(q, ﬁ), la cual no depende de otras coordenadas, de otras

q1
derivadas ni del tiempo. Es decir, el hamiltoniano tiene la forma (Fasano y Marmi,2006)

05 aS S

H=H — Q= — 1], 3.36
((bl (q17 aCh) ) 42, , g aQ2 aqn ) ( )

de acuerdo a esto, la ecuacion de Hamilton Jacobi se puede escribir como

oS oS oS oS
H — e Qpy =y, — — =0. 3.37
(¢1 (q17 aql) , 42, 4 8(]2 8(]“ ) + ot ( )
Se propone una solucién de la forma

S = Si(qr, 1) + S5 (qay -y Gny 2y - o,y 1), (3.38)
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donde S es la funcién asociada a la coordenada ¢; y S’ a las otras coordenadas y el

tiempo. Reemplazando esta solucién en la ecuacién (3.37) se obtiene

dSh 05’ 05’ 98"
H <¢l (ql’d_(]l) 7q27--'7Qn78_q2a"'78_qn7t> + ot _Oa (339>

la cual debe constituirse en una identidad, valida en particular para cualquier valor de

la coordenada ¢;. Cuando ¢; varia solo se ve afectada la funcién ¢;, de este modo, la
ecuacion (3.39) permite determinar que ¢; debe ser una constante (Goldstein,1980). En

consecuencia, se originan dos ecuaciones

ds
¢ (qh d_q11> = 0y, (3.40)

oS’ 05’ oS’
H<al7q27--'7Qn7 ) =

a—qz,...,a—qn, T =0, (3.41)
donde «a; representa una constante de separacién arbitraria. La primera ecuacion es una
ecuacién diferencial ordinaria de primer orden, a partir de la cual, se puede determinar la
funcién S; por integracion. La segunda ecuacion corresponde a la ecuacién de Hamilton

Jacobi para las restantes variables.

Si se puede separar sucesivamentes estas variables junto con el tiempo, la busqueda de
la funcién S se reduce simplemente a cuadraturas, y en consecuencia la ecuacién de

Hamilton Jacobi se dice que es completamente separable (Fasano y Marmi,2006).

3.5.1. Variables Ciclicas

Una coordenada ciclica es aquella variable que no aparece explicitamente en el hamil-
toniano y por ende en la ecuacién de Hamilton Jacobi. Si se quiere aplicar el método de
separacion de variables en un sistema que contiene una o mas variables de esta clase, la

funcién asociada a esta coordenada, por ejemplo la coordenada ¢y, es a partir de (3.37)

oS
) = 3.42
¢1 <Q1, aql) oy, ( )
que se reduce a
05
i 4
8q1 Qq, (3 3)

y a partir de la cual se obtiene
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51(Q1) = a1qq- (3-44>

De este modo, a partir de (3.44) la ecuacién (3.38) se puede escribir como

S =oa1q1+5 (g2, -, Gny 2, ...,y T). (3.45)

donde se puede identificar, teniendo en cuenta la ecuacién (3.13), que la constante oy
representa el momento asociado a la coordenada ¢ la cual como ya se habia mencionado

es ciclica.

3.5.2. Sistemas conservativos

Cuando las ecuaciones de transformacion para las coordenadas generalizadas presentes
dentro de un sistema fisico no dependen explicitamente del tiempo, y ademas, el po-
tencial en cuestion es independiente de las velocidades, el hamiltoniano coincide con la

energia total del sistema, y en consecuencia, el sistema es conservativo.

Dentro de la ecuaciéon de Hamilton Jacobi se puede considerar al tiempo ¢ como otra

variable separable, y de acuerdo a esto, se puede buscar una solucién de la forma

S = So(t,an) + S (q1, -y qn, 01,5+ -, ), (3.46)

donde Sy es la funcién que depende del tiempo y S’ de las deméas coordenadas. Si H
no es una funcién explicita del tiempo, la ecuacién de Hamilton Jacobi en relacién con

esta solucion se convierte en

05’ 05’ 0S5y
H . —_— L, — — =0. 4
(QD y dns (9q1 ) 9 aqn ) ) + at 0 (3 7)

Puesto que en este caso el primer término solo depende de las coordenadas y el segundo
solo del tiempo, esta igualdad se cumple solo si los dos términos son iguales a una

constante, es decir

9So

E = —Qp, (348)

05’ 05’
H . — ., —, | = 4
(qb » qns aql ) ) aqn 9 ) Oy, (3 9)
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siendo aq la constante de separacion. Al resolver la primera de estas dos ecuaciones se

obtiene

S()(t) = —Oéot. (350)

Si se tiene en cuenta que la hamiltoniana es independiente del tiempo y el sistema es
conservativo, la hamiltoniana en la ecuacion (3.49) representa la energia del sistema
(Landau y Liftshitz,1994). En consecuencia, la constante g es igual a la energia F y

la ecuacién (3.46) se puede expresar como

S=5q, - Gn,1,...,a,) — Et. (3.51)

3.5.3. Coordenadas parabdlicas

Para aplicar el método de separacion de variables, se considera el movimiento de una

particula descrito por el siguiente lagrangiano en coordenadas cilindricas

L=T-V= % (;‘P + P2+ z'2> —Ulp, ¢, 2). (3.52)

Ahora, se efectua una transformacién a coordenadas parabdlicas (&, 7, ¢) mediante las

siguientes ecuaciones de transformacion

§—1n
c=2 o= Ve o=0, (3.53)
donde £ > 0,7 >0y 0 < ¢ < 27w Se expresa cada término de la lagrangiana con

relacion a las nuevas variables. Derivando las ecuaciones (3.53) con respecto al tiempo

se obtiene
d 1/d d 1 .
£:§(d—§—d—¥> — £=5(E 1), (3.54)
dp _ 1oy (€ dn N e
dt 2(577) (dthrgdt) - P= 2@(57]‘1‘577), (3.55)
d d . )
d_f = d—(f ¢ =¢. (3.56)

Reemplazando las ecuaciones (3.54) a (3.56) en la ecuacién (3.52) resulta
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L= et i+ 1 - M—U@,n,@,
_ % %(é%%zén@jtf 2+ End® + - (5 —2§n+n)}—U(§,n,¢),
~ om € (e n+é
_ E_Z( ! )+4( } >+5¢ UE,n, ),
2
= e 55 4 m§n¢> —U(&, ). (3.57)

Para plantear la funcion Hamiltoniana se debe determinar los momentos asociados a las

nuevas coordenadas y a partir de ellos las nuevas velocidades. Puesto que p; = 9L/9¢*

se obtiene
OL m ¢ oL m n aL ,
= — = — + -, = - = — + -, — .
de donde,
. 4 . 4 .
6 - p££ , N = il ) ¢ = p_¢a
m(§ +n) m(§ +n) mén

sustituyendo estas velocidades en la ecuacién correspondiente al Hamiltoniano se tiene

H = pe+pyii+ps¢ — L
_ 4 dpin  vh [m(E+n) 16 }

m+mn)  mE+n)  méy 8  m2(§ +n)?
m(E+n) 16pn*  mén g
8n  m2A(E+n)? 28 mrEn?
o 2pE 2p2n v
T omEtn  mE+rn omer UiEm. 9),
2026 +2pin) P

T T zmg Ve )

Que representa el hamiltoniano del sistema en términos de las variables (£, 7, ¢). Para

—U(é,n,cb)},

desarrollar el método de separacion de variables se supone que la energia potencial U,

expresada en coordenadas parabdlicas, sea de la forma

_a(§) +b(n)
£+
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en consecuencia, la ecuacién de Hamilton Jacobi para este sistema es
2

e < () +1(5)

A partir de (3.58) se puede observar que el sistema es conservativo y que ¢ es una

v dS

* e TUEM )+ G =

0. (3.60)

coordenada ciclica. De acuerdo a esto, y como el potencial no depende de las velocidades,

para resolver la ecuacién (3.60) se considera una solucién de la forma

sustituyendo las ecuaciones (3.59) y (3.61) en la ecuacién de Hamilton Jacobi se obtiene

S (dSI(g))Q K (M)Ql g P GOFMD) g

m(& +1) dg dn 2mg1 £+

multiplicando la ecuacién (3.62) por el término m(€ + n) y agrupando términos seme-
jantes resulta

dsy(6)\* Py dsy(n)\’ v
26 | —== —méE+—=+42n | ———— b(n) —mnE+— =0. (3.63
() ma(e) - mer+ 02 o () bt mn + 22 ~0. (369
Se observa que los cuatro primeros términos son funcién tnicamente de la coordenada
¢ y los restantes de la coordenada 7, para que la ecuacién (3.63) sea igual a cero, los
terminos asociados con cada coordenada deben ser iguales a una misma constante pero

de signo contrario, esto es

2

2

2¢ <d%€(§)> +ma(§) — mEE + g—z =, (3.64)
2 2

2n (_d%én)) + mb(n) — mnE + ]29—:; =—0, (3.65)

se resuelve entonces cada ecuacién y se determina los valores de las funciones S;(§) y

Sa(n). En este caso para & se obtiene
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d¢ 2¢’
d$i(§) _ B mE ma§) ¥
a 28 2 26 4€2°
& E 2
i) = /f FnE- 7”2—25) - e (3.66)

de igual manera para 7,

2
(d% ) = —B—mb(n)+my -—g%,
dS(m) _ | B mE _mbn) P
dn N 2n 2 2n 4n?’
w8 mE  mby) P
Sa(n) = / -t —— - — — —dn. (3.67)
m 2n 2 2n 4n?

Finalmente, la solucién de la ecuacién de Hamilton Jacobi (3.60) para este sistema en

coordenadas parabdlicas de acuerdo a (3.61) es

&2
SEmon) = [ —+m—E—m“—@—p—¢df

31
/ \/ mE _mb(n) ﬁdn
2n Ay
+pe — Et, (3.68)

donde las constantes arbitrarfas en este caso corresponden a las cantidades py, 8 vy E.
Al derivar la ecuacién (3.68) con respecto a estas cantidades e igualar el resultado a
otras constantes, se puede obtener las ecuaciones de movimiento. De acuerdo a esto y
en virtud de (3.23) se obtiene

9T T2 e
~1/2
R mE mb(n) 5 ! B
/ [ Tl | a-t=a (3.69)



95(&m,o.1) _ 1/&1 {5 mE  ma(§) pi}—lﬂdg
13

op Ay ]2 2 26 48
~1/2
1 /”2 1 [ B mE mb(n) P ]
- i dn = B, (3.70)
4/ nl 2 2 2n 4n?

05(Em.0.t) _ 1 /%ﬂﬁ L mE_ma(g) pir” "

Opy 4, e 2 2 26 4€2
— /2
1 [™p B mE mb PR
Z/ 77_(2{_%—{—7_#_4_(2} dn+ ¢ = Bs. (3.71)
m

Al resolver las ecuaciones (3.69), (3.70) y (3.71) y combinar los respectivos resultados

se puede determinar las caracteristicas del movimiento (Desloge,1982).

3.6. Aplicaciones

Se ha mencionado anteriormente que al resolver la ecuacion diferencial parcial de Ha-
milton Jacobi se puede determinar la forma de la funcién S(qi, ..., qn, a1, ..., an,t), vy
en base a ella, encontrar las ecuaciones de movimiento basado en la utilidad que pre-
senta el manejo del método de separacion de variables. De acuerdo a esto, se analiza
la solucion de dos sistemas regulares; un oscilador armoénico en una dimensién y una

particula cargada en interaccién con un campo magnético uniforme.

3.6.1. Oscilador Armonico Unidimensional

Se considera un oscilador arménico unidimensional descrito por la siguiente lagrangiana

1
L= 5m(:'c2 —w?r?), (3.72)

donde w = /k/m, siendo k la constante del resorte. En este caso, la matriz Hessiana

de rango 1 tiene la forma
0*L
0x?

por tanto, como det W;; # 0, el sistema es regular y es posible entonces escribir las

W, = =— =m, (3.73)

velocidades en funcién de los momentos, es decir
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L

De acuerdo a esto, la Hamiltoniana para este sistema es

2 2.2
pa omwin
—= . 3.75
ot (3.75)
Como p, = 0S/0x para el caso unidimensional, en virtud de (3.19) la ecuacién de

H=pzax—-L=

Hamilton Jacobi correspondiente es
1 (0S\* mw??® 9S
— | =— — =0 3.76
2m (835) LR ’ (3.76)

de acuerdo a (3.75), la Hamiltoniana no depende explicitamente del tiempo, por tanto,

se puede plantear una solucién de la forma

S(z,t) = Si(x) — Et, (3.77)
en donde Sy es funcién tdnicamente de x. En consecuencia, la ecuacion de Hamilton

Jacobi se reduce a

1 [/dS; 2 mw?a?
— | — =F 3.78
2m < dx ) L ’ (3.78)
multiplicando por 2m
dSi\?  m2wia?
_ =2mE 3.79
( s ) + I o, (3.79)

y resolviendo para dS;/dx se tiene

s [ ()
Si(z) = \/ﬁ/ \J1— m;u;Ide. (3.80)

Para calcular esta integral se hace el cambio de variable a = /gEwx en la ecuacion

(3.80) encontréndose una expresion en la que S; depende unicamente de a, esto es

2F 2F 1
51:—/\/1—a2da:— CVI—a@+ =cos'a , (3.81)
w w |2 2
en consecuencia, la solucién general en términos de las cantidades a, ' y t es
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2F 1
Si(a, E,t) = — %\/1 —a’+ 5 cos ta| — Et. (3.82)
w

Por otra parte, del momento asociado a la coordenada x se establece que

p, =93 05 da_ s T, (3.83)
ox Oa dx

COMoO @ = y/5EWT resulta

2
P = V2| E — m;” 22, (3.84)

Ecuacion que permite identificar a £ como la energia del sistema y que se relaciona con

los valores tanto de x como de p,. Para encontrar la ecuaciéon de movimiento, es decir,

x en funcién del tiempo ¢, se emplea la ecuacién (3.23), por lo tanto

s  9S  9Sda 1
3% = 3B + %6 dE ;arccos(a —t) = j, (3.85)

resolviendo para a resulta

cos (w(B + 1)) =a,

y teniendo en cuenta que a = /5Ewx se llega a

() = l\/%cos (@(B+1)). (3.86)

w
Finalmente, definiendo las cantidades to = —f y A = % %, la ecuacién (3.86) se
escribe en la forma

x(t) = Acosw(t — ty), (3.87)

que representa la conocida solucién de un oscilador arménico unidimensional.

3.6.2. Particula cargada en un campo magnético

Como segunda aplicacién se considera una particula de carga ¢, en interaccién con un

campo electromagnético (E, B). En general, la lagrangiana para este sistema es
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donde T representa la energia cinética, 1 el potencial escalar, v la velocidad de la

particula y A el potencial vectorial.

Ahora, se analiza el movimiento de una particula con carga ¢ = e, que se mueve sobre
el plano (z,y) y bajo la accién tnicamente de un campo magnético constante en la

direccion z. De acuerdo a esto, la lagrangiana de este sistema tiene la forma
1 2 1 ) %) . .
L= SV = e +ev-A= §m(aj + %) + e(zA; + yA,) — e, (3.88)

Se calcula la matriz hessiana, la cual es de orden 2 x 2 y sus elementos vienen dados

por
2 2 . .
W, - ‘327% %@Ly _ %(mw +eA,) %(my +eA,) _(m 0
aagaLag ?975 sp(ma +edy)  ge(my+eA,) 0 m

al calcular el determinante se obtiene

det(W;;) = m* # 0, (3.89)

a partir de la ecuacién (3.16), este resultado indica que el sistema es regular y por tanto
se puede expresar las velocidades en funciéon de los momentos. En general, el campo

magnético corresponde por definicion a

B=VxA, (3.90)

como este campo es uniforme y constante, el potencial vectorial en este caso es

1
A= Bxt, (3.91)

donde t representa un vector unitario. Como se trata dentro del problema de un campo

Unicamente magnético, el campo eléctrico E es nulo. Teniendo en cuenta que

10A
E=-V¢Y— — 3.92
si E = 0, esta ecuacién se puede escribir de la siguiente manera
10A
Vi = —— 3.93

reemplazando la ecuacién (3.91) y puesto que B es constante, se obtiene
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10 /1 1 0B
= —— —B r = — r = . 4

Vi c@t(Q xr) 208txr 0, (3.94)

De acuerdo a esto, se puede concluir que el potencial escalar ¢ es constante y dado que

es siempre arbitrario, por conveniencia se escoge igual a cero.

Finalmente, como el campo B debe estar orientado en la direccién z se asume B = Bz
y debido a esto el problema posee simetria azimutal. Se debe por tanto, buscar las
componentes del potencial vectorial que hacen que dicha simetria se cumpla. Para ello,
se adiciona a la ecuacién (3.91) el gradiente de cierto escalar ¢ que se considera puede

ser de la forma ¢ = zyB/2. En consecuencia

1 1 1
A = §B XT+ V= 5[—@/3&: + 2By + Q[yB:f: + 2 Bj] = x By,

esto da como resultado que las componentes del potencial vectorial A sean

A, =xB, A, =0, A, =0.

Por lo tanto, la lagrangiana de este sistema tiene la forma

1
L= §m(x'2 +9°) + ex By, (3.95)

y los momentos respectivos, a partir de p; = dL/9¢* son

oL . . Da
Pe = Zo =& —> & =" (3.96)

oL —¢B
pyzyzmywm_wzu. (3.97)
j

m

En virtud de las ecuaciones (3.95), (3.96) y (3.97) la Hamiltoniana del sistema es

. 1
H = poit+pyy — L= 5~ [p; + (py — eBx)]. (3.98)

que conduce a la ecuacién de Hamilton Jacobi

L a_S 2_|_ a_S_ B i
2m | \ Oz dy “

cuya solucién se puede encontrar empleando el método de separacion de variables.

08
+ 5 =0. (3.99)

Puesto que el sistema es conservativo, y a partir de la Hamiltoniana (3.98) se observa

que existe una coordenada ciclica que es y, se puede considerar una solucién de la forma

47



S(x,y,t) = S1(z) + oy — Et. (3.100)

donde S; es una funcién solo de x, a; una constante y E la energia del sistema. Susti-

tuyendo esta solucién en la ecuacién (3.99) se obtiene

1 (dSi(z)\> 1 >
— — —exB)"=F 101
5 ( . ) +3- (o —exB) : (3.101)

multiplicando por 2m y resolviendo para dS;(x)/dx

dSl (l‘)
dx

= 2mE — (a — exB)?, (3.102)

resulta

Si(x) = / \/QmE — (o4 — exB)*dx. (3.103)

La solucién completa en este caso después de sustituir la ecuacién (3.103) en la expresién
(3.100) es

S(x,y,t) = / \/2mE — (ay — exB)?dx + ony — Et. (3.104)

Ahora, se determina las ecuaciones que describen el movimiento de esta particula, es

decir, z(t) y y(t). Empleando la ecuacién (3.23) se obtiene

—t=4. (3.105)

a5 —m/ dx
oF \/QmE — (ay — exB)?

Para resolver esta integral se emplea una sustitucion trigonométrica, organizando esta

B = \/g/ \/1 - (ﬁﬂf . (3.106)

V2mE

En este caso el cambio de variable correspondiente es

expresion se obtiene

(3.107)
resolviendo la integral respectiva resulta que

m cos 0do m
t=——0—t.

eBJ \/1—sin26 eB
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Empleando nuevamente el cambio de variable (3.107) se determina que

oy vV2mE | |eB
x(t) = B + g Sin [m (t+ 61)] , (3.108)

esta ecuacion indica que el movimiento del sistema en la direccién z es de tipo oscila-

torio, con amplitud v/2ma/eB, fase inicial —f; y posicién inicial «;/eB.

Por otro lado, se determina la ecuacién de movimiento en la direccion y, es decir

g /\/2 o —erB)dr (3.109)

(o — exB)?

realizando el cambio de variable u = o — ex B resulta

1
fo=y— —B\/QmE — (ay — exB)*. (3.110)
e

y reemplazando la ecuacién (3.108) en (3.110) se obtiene

24 1/2
1 o V2mE | |eB

y— [y = B 2ma — a1—6<€—B+ B Sln|:ﬁ(t—|—ﬂ1):|)B ,
2(t)
B (2mE)1/2 , [eB 1/2
y = ﬁQ‘i‘T COS E(t+ﬁ1) s

V2mE B
yit) = fat eg cos [%(Hrﬁl)]. (3.111)

Que representa nuevamente un movimiento oscilatorio con posicion inicial £, amplitud
V2mE/eB y fase inicial —f;. Las ecuaciones (3.108) y (3.111) son suficientes para

determinar la dindmica del sistema.

Por tltimo, reescribiendo la ecuacién (3.110) se puede determinar la trayectoria del
sistema en el espacio de configuracion. Despues de algunos procesos mateméticos se

obtiene

g\ 2 2 2mE
<x - €B> + (y - 52) — €2B27 (3112>
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que constituye un circulo de radio v2mFE/eB y centro en el punto con coordenadas
(%, 52). Exactamente esta expresion indica que la trayectoria es una familia de cir-
cunferencias con radio distinto dado que esta cantidad depende arbitrariamente de la

energia del sistema.
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Capitulo 4

Sistemas singulares

Existen sistemas en la naturaleza tanto en la mecanica como en la teoria de cam-
pos cldsicos que violan la condicién Hessiana [?], es decir, sistemas para los cuales el
determinante de la matriz Hessiana es igual a cero, det(WV;;) = 0. Al violarse esta con-
dicion, no es posible escribir las ecuaciones de Hamilton Jacobi a partir de la expresion
%—f + pi¢* — L = 0; puesto que no existe una funcién hamiltoniana que sea tnica en
todo el espacio de configuracion, siendo necesario reformular los aspectos planteados
en el Capitulo 1, esta vez adaptado a sistemas Singulares. Se trata por tanto de estu-
diar clasicamente sistemas lagrangianos que poseen vinculos a partir del formalismo de

Hamilton Jacobi.

4.1. Lagrangianas Singulares

Sea un sistema dindmico descrito por una lagrangiana L(q’, ¢',t) que depende de las
coordenadas, las velocidades y el tiempo. Las respectivas ecuaciones de Euler-Lagrange

son

% (gi) _S; =0, {i}={1,...,n}, (4.1)

las cuales, se expresan expandiendo el término de la derivada temporal de la siguiente

manera
O*L . o*L .. 0°L 0L

o q]+ . .<q] . - - = U,
0¢*0q" 0G O¢? 0¢'ot  0q*

escribiendo (4.2) en forma andloga a la segunda ley de Newton resulta

(4.2)
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oL .. 0L oL .. 0°L

aiopl ~ 8¢ ogogt ~ dgot (4.3)
o en forma matricial,
donde
0*L

i = moa 4.5

J aqzaq] ( )
son los elementos de la matriz Hessiana W, y la ecuacién

Py oL o*L .. 0°L

o0 og¢ogt ~ ogor
una funcién de las coordenadas, las velocidades y el tiempo. Al mencionar la transicion
de la formulacién Lagrangiana a la Hamiltoniana, se tiene en cuenta la necesidad de
expresar las velocidades ¢* en funcién de las coordenadas ¢' y los momentos p;, lo cual
se logra si la Lagrangiana del sistema es regular, es decir, si el determinante de la matriz

Hessiana (4.5) es diferente de cero

0?L
Si el determinante de la Hessiana es igual a cero
det Wi]’ = O, (48)

la Lagrangiana que describe el sistema es singular. Esto significa desde el punto de
vista de la formulacién Lagrangiana, que no es posible despejar todas las aceleraciones
a partir de (3.15), y de acuerdo a la formulaciéon hamiltoniana las ecuaciones que definen
los momentos candnicos no pueden ser resueltas para expresar todas las velocidades en
terminos de las coordenadas, momentos y el tiempo. Si n es la dimensién del espacio de
fase y m el rango de la matriz, se tiene entonces m velocidades que pueden expresarse

en funcion de q y p, vy kK = n — m velocidades restantes indeterminadas de la forma

6. =0, {z}=1{1,... Kk} (4.9)

denominados vinculos porque se obtienen de la definicién (3.13) sin hacer uso de las

ecuaciones de movimiento. Si se considera por ejemplo, una funciéon Lagrangiana
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L= L(z,i,y), (4.10)

donde y representa una coordenada ignorable, las ecuaciones de Euler-Lagrange en

funcién de las variables x y y son respectivamente

oL d(oL\ _oL L. &L OL. (4.11)
dr  dt\0i) 0z 0xdi  owdid oiz. '
oL d (OL\ OL d oL
== = = = — =0. 4.12
Jdy dt (83/) Oy dt (0) dy 0 ( )
que se pueden expresar como
L. oL L . L
o*L, 0L . . "
92" " Br 0z Oydi’ (4.13)
2—5 = 0. (4.14)

De acuerdo a esto, la ecuacién (4.13) requiere de dos condiciones para que pueda ser
resuelta; en primer lugar, es necesario que el factor que acompana a I sea diferente
de cero, y en segundo lugar que la cantidad 1 se pueda expresar en términos de las
variables x y . A diferencia de (4.13), en (4.14) se observa que no existen ecuaciones
dindmicas para la variable y debido a que no aparece ningin término en el cual este

presente g.

La ecuacién (4.14) debe ser satisfecha por el sistema, y como de hecho es una ecuacién
dindmica, representa en este caso un vinculo lagrangiano. Si se cumple (4.8) la matriz
Hessiana es singular y en consecuencia no tiene inversa. Para resolver un sistema descrito
por una Lagrangiana representada por (4.10), se debe buscar un medio para determinar
una expresion que sea funcion de g, o reescribir el sistema de tal manera que no este

presente dicha cantidad.

4.2. Ecuaciones de Hamilton Jacobi para sistemas

singulares

Para analizar aquellos sistemas que violan la condicién Hessiana (4.7), se considera una
funcién Lagrangiana con n grados de libertad cuya matriz Hessiana es singular y de

rango m. De acuerdo a esto, existe k = n — m vinculos y el sistema tiene su espacio de
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configuracion separado en dos subespacios; el espacio de m coordenadas ¢* relacionado
con la parte inversible de la matriz Hessiana, y el espacio de k coordenadas ¢* relacio-
nado con la parte no inversible. Para el primer conjunto de coordenadas relacionado
con ¢%, se puede definir los momentos respectivos
oL
Da = 9 (4.15)
para los cuales, es posible determinar una expresion para las velocidades en funcién de

las coordenadas y de los momentos de la forma

a

q = qa(qivpb> = na(qivpb>' (416>

Los indices en las ecuaciones (4.15) y (4.16) estan dados por {a,b} = {1,...,m} y
{i} ={1,2,...,n}. El segundo conjunto de coordenadas ¢* se refiere al sector nulo de

la matriz Hessiana, para este, los momentos estan representados por las ecuaciones

o 417
P: = 56 (4.17)
donde {2z} ={1,2,...,k}. Esta ecuacién se puede escribir como
oL
L =p,——=p,+ H, =0. 4.18
¢.=p 95 bt (4.18)
Las cantidades
- oL
H.(¢',n") = =5, 4.19
(¢";n") e (4.19)

se denominan vinculos del sistema, debido a que no es posible encontrar una expresion
para las velocidades en funcién de las coordenadas y momentos puesto que no son

invertibles. De acuerdo a esa divisién de coordenadas, la ecuacién (3.15) toma la forma

Po + pad® +p=q° — L = po + pan® + p:¢° — L =0, (4.20)
donde se ha definido py = 95/9¢" = 9S/0t. La ecuacién (4.20) se convierte en una

ecuacion diferencial parcial de Hamilton Jacobi con un Hamiltoniano canénico definido

por

Ho = pad” +p.4° — L = pan® +p-¢° — L, (4.21)

de acuerdo a esto, la ecuacién (4.20) se puede escribir de la siguiente manera
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¢o = po + Ho(q',n") = 0. (4.22)

y como n%(q", py) es funcién de los momentos asociados a la parte inversible p,, se obtiene
para (4.22)

$o0 = po + Holq', pa) = 0. (4.23)
Las ecuaciones (4.18) y (4.23) se pueden reescribir en forma compacta de la siguiente
manera:

Ga = Do+ Ha(qiapa> =0, (424>
donde {a} ={0,1,...,k}. Al conjunto de ecuaciones (4.24) se le conoce como el Siste-

ma de Ecuaciones Diferenciales Parciales de Hamilton Jacobi (Pimentel,Bertin y Pom-
peia,2008).

4.3. Ecuaciones Caracteristicas

El sistema de ecuaciones de Hamilton Jacobi (4.24) puede ser escrito como

b = Galq”, 4%, Pas Pa) = 0, (4.25)

es decir, funcion de las coordenadas y momentos de la parte invertible y no invertible
de la matriz Hessiana. Del mismo modo que en el caso regular, esta implicito en este

caso que la condicion

Pa = 8S/9q°, (4.26)

donde S = S(q% q%) deben ser satisfecha por el sistema. Al calcular el diferencial de

Pa(q%, ¢%) se obtiene
o (0S o (0 s g
pa =55 d’ + — dg = dg’ dg” 4.2
"o (&J“) T o (361“) T 0o T oo (4.27)

ahora, se deriva la ecuacién (4.25) con respecto a ¢* lo que conduce a

a(ba + a¢a apﬁ a¢a apb _
dq*  Opg 0q*  Opy Oq°

(4.28)

Puesto que
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a¢a i a
= O (pet Halq',po)) = P2 — g0, 4.29

la ecuacién (4.28) puede expresarse de la siguiente manera

a¢a 5a apﬁ %82913 _ a¢a + apoz + a¢a apb _ 0
dq®  P0q*  Opy Ig®  Og*  dq*  Opy Og°

despejando el segundo término

apa . a¢o¢ a¢a ap b

dg®  dg*  Ipy Ig*’
ecuacion que se emplea més adelante. Por otra parte, al derivar (4.26) con respecto a

q

(4.30)

a

Opa o (08 0?8
= g 431
dq*  0g° (&1‘“) 0q*0q™ (431)
comparando las ecuaciones (4.30) y (4.31)
825 8¢a a¢a apb
= Tl : 4.32
d¢*d¢~  0q*  Ipy Og° (432)
reemplazando (4.32) en (4.27) que determina el diferencial para p,, resulta
028 O0pa | 09 Opy
dp, = dg® — | =— + == dg”. 4.
e grog ™ (3(1“ " o, 6’(1“) ! (43

Por otro lado, a partir del Hamiltoniano canénico (4.21) la ecuacién (4.23) se puede

escribir en la forma

¢o = po + Hy = po + paq” +p.4° — L, (4.34)

se deriva esta ecuacion con respecto a los momentos p

8¢0 o 0 b % -y

= = (po+ paG® +p.¢° — L) =" + , 4.35
s 8pb(p0 Pad® + 24" — L) = o (4.35)
y de igual manera, al derivar la ecuacién (4.18) con respecto a p, se obtiene
0¢., op.
¢: _ _Op: (4.36)
Ope Opy

Reemplazando este resultado en (4.35), esta ecuacion se convierte en
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990 _ o 99z

q
Ope Ipy !
ahora, despejando el primer término de la derecha

b a¢0 a¢z .z
q - q )
Opy  Opy
y multiplicando por el diferencial dt resulta

dqb aQb() a¢zd z a¢0 a¢z Z

—dt + = dg® + == 4.37
Ops Oy 1 Opy opy ( )
donde se ha definido ¢° = ¢. La ecuacién anterior se puede unificar en
Ipa
dg® = —2dqg°, 4.38
Ope ( )

donde {a} = {0,z}. La ecuacién (4.38) representa la primera ecuacion caracteristica
del sistema. Por otra parte, retomando la ecuacién (4.33) y reemplazando en ella las
ecuaciones (4.31) y (4.38) se tiene

825 a¢a ) <8¢a a¢a apb)
dp, = Lo dg) — = dq®,
b 0¢*0q° (31% 1 dq*  Opy 0¢° 1

_ apb aqboc a) a¢o¢ a¢a apb o
N (aq“) (31% dq ) (8q“ o, 061“) aq”,
 On 0, e, . 00u0m

_ _ 4.39
9¢* op, T 0 Opy 0 (4.39)

Teniendo en cuenta que dp,/9q* = Op,/0q°, la ecuacién (4.39) se convierte en

apb a¢a a¢a a¢a apb a¢a
o = —~Zdo* — dg® — do® = — d a’
Pe = g op, 0 T 0" T ap, 0™ dg*
es decir
_9%a ,

dp, = q”. 4.40
p aq (4.40)

Que corresponde a la segunda ecuacion caracteristica. Por tltimo, tomando el diferen-

cial de S(¢“, ¢*)

o8 ., 98,
5l + 5’ (4.41)

y empleando las ecuaciones (4.38) y (4.26) se obtiene

s =
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0q“ q

S oS [a%dq“} N an N {85 0a 65] da® — [paaqﬁa

erary 9q* Op, * > Ipa +pa} dq", (442)

donde el conjunto de parametros ¢“ corresponde a las variables independientes del
sistema debido a que incluyen las variables ¢* y el tiempo, las cuales permiten parame-
trizar las trayectorias del sistema y sierven como parametros de evolucién. Ahora, de

la ecuacién de Hamilton Jacobi (4.24) se puede escribir como

Pa = _Ha(qiasz); (443)
derivando con respecto a p,
Opa  Opa  Opa Opa  Opa

puesto que H, depende también de los momentos asociados a la parte inversible de la

(4.44)

matriz Hessiana. Reemplazando (4.43) y (4.44) la ecuacién (4.42) se transforma en

0H,
Opa

que representa la tercera ecuacion caracteristica. Las ecuaciones (4.38), (4.40) y (4.45)

ds = [pa — Ha} dq”, (4.45)

definen un espacio de fase reducido de dimensién 2m, cuyas coordenadas son las varia-
bles dependientes (¢%, p,) y donde ¢ corresponde al conjunto de variables independien-

tes del sistema.

La solucién de las ecuacidnes caracteristicas representa un conjunto de curvas en este
espacio de fase reducido que estan parametrizadas por las variables ¢%, de este modo,
las trayectorias dinamicas se ven restringidas al espacio de las variables ¢®. Ahora, si se
refiere al espacio de configuracion, la solucién de este sistema consiste en trayectorias
cuyas ecuaciones paramétricas tienen la forma ¢* = ¢*(¢*,t), donde ¢* representa un

conjunto de parametros con las mismas condiciones que el tiempo.

4.4. Condiciones de Integrabilidad

4.4.1. Evolucion de un observable

La evolucion de un observable fisico esta dada por un conjunto de pardametros ¢* denomi-

nados variables independientes del sistema. Para un observable de la forma F'(¢%, p,, ¢*),
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donde (g%, p,) son las variables dependientes de las variables independientes, la evolu-

cion esta determinada por

OF OF OF
a i —dg® 4.4
8q“dq + o dp, + o dq®, (4.46)

que en virtud de las ecuaciones (4.38) y (4.40) se puede expresar como

dF

OF 96, OF 96, OF

dF = dqg® — dg® + =—dg*
0" Opa T Op, Ogo 1 * ago 1
OF OF ¢, OF o,
— dg® — @ 4.4
g dq” + <0qa Ops  Opq 061“) dq (4.47)

Puesto que F(q%, pa,q®), y en virtud de (4.24), al derivar estas cantidades con respecto

a P y q° resulta

OF TR D
= =1 = 4.4
OPa 0 OPa T Og~ 0 (4.48)

reemplazando en (4.47) y organizando

dFF = |— —
| Og* * dq* Op,  Op, Ogq*

[OF 0¢, _ OF 0¢o | OF 0¢q  OF 09 s
[04% Opa. Opa 9q* ~ Dq* Opa Ipa Dg* |

[OF  OF d¢n 8F8gba}da

[OF 0¢, OF 0¢o OF 0¢o  OF O,
= — — dg® 4.49
00 op. ¢ Op  opa 0 opa o] 0 )
Ahora, definiendo los siguientes Paréntesis de Poisson
OF 0G  OF 0G  OF 0G  OF 0y oF 0G oF 0G
F.G} = — — — — = — 4.50
th6) ¢ Opa | 00" Ip Opa ¢ Opa O 4% po  Oper g (4.50)
los cuales se expresan en términos de todas las variables {«/'} = {0,1,...,m} del
sistema, la ecuacién (4.49) con G = ¢, representa el diferencial
dF = {F, ¢, }dq", (4.51)

que permite determinar la evolucién de un observable y cuyo paréntesis { F), ¢, } satisface
todas las propiedades de los paréntesis de Poisson. En este contexto, el espacio de fase
construido a partir del conjunto de variables (¢%, p,) se conoce como espacio de fase

reducido de dimensién m.
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De la ecuacién (4.45) se puede identificar que S(¢“, ¢*) representa una accién en rela-
ciéon a un sistema con varias variables independientes, y a partir de ella, al hacer las
respectivas variaciones con respecto a las variables (¢%, p,) se encuentra las ecuaciones
caracteristicas (4.38) y (4.40).

4.4.2. Algebra de Lie

La estructura definida por(Pimentel Bertin y Pompeia,2008;José y Saletan,1998)

[Xo X](F) = Xo{ Xp(F)} — Xp{Xa(F)} (4.52)

donde X, constituye un conjunto completo de vectores linealmente independientes,
recibe el nombre de Corchetes de Lie. La condicién de integrabilidad de Frobenius esta-
blece que los corchetes de Lie entre dos miembros de una distribucién I' que representa
un espacio tangente a la familia de superficies S = o, es también un miembro de la
distribucién(Pimentel, Bertin y Pompeia,2008). Si X, representa un conjunto completo

de vectores linealmente independientes se cumple la condicién

[Xa, Xp](F) = CosX5(F), (4.53)

donde los vectores base X, forman un algebra de Lie (Pimentel, Bertin y Pompeia,2008).
Para el caso de sistemas con Lagrangiana singular, el sistema de ecuaciones de Hamilton

Jacobi (4.24) tiene asociadas las ecuaciones caracteristicas

= {q", ¢a}dq", (4.54)

donde las componentes de los vectores base corresponden a

Xo = 14", ba}- (4.55)

De acuerdo a esto, se puede establecer para una funcién F(q,q) que

oF oF oF

Xa(F) aq +Xo¢aq _Xaa a = {q gba}a a {Fv ¢o¢}a (456)

ademads, empleando (4.56) en (4.52) se obtiene

[(Xa, Xp](F) = Xa({F, ¢3}) — Xs({F ¢a}) = {{F 95}, Pa} — {{F, ¢}, 5} (4.57)

De acuerdo a la identidad de Jacobi,
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{{g; 0}, 1Y +{{h. f}. 9} + {{f. g}, 1} = O,

el primer término de (4.57) se puede escribir de la siguiente manera

{{F> ¢5}7 ¢a} + {{¢57¢a}7 F} + {{¢a:F}>¢ﬁ} = 07

despejando el primer término se obtiene la ecuacion

{{F, 08} ¢at = —{{d8, 9}, F'} = {{@a, '}, b5} (4.58)

que sustituida en (4.57) conduce a

[XOHXﬁ](F) = _{{¢57¢a}7F} - {{QﬁauF}v(bﬁ} - {{F7 ¢a}7¢ﬁ}7
= _{{¢57¢a}7F} + {{F> ¢a}v ¢5} - {{Fv ¢a}’ ¢ﬂ}7
= _{{¢ﬂ7¢a}7F}

donde se ha empleado la propiedad de antisimetria de los paréntesis de Poisson, por lo

tanto, se tiene la relacién

[Xo, Xp](F) = {{a; 5}, F'}. (4.59)

En consecuencia, la condicién (4.53) se refleja sobre el sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales de Hamilton Jacobi el cual debe formar un sistema en involucién, de la

siguiente manera

{ba, b5} = Clp0r, (4.60)

esto significa que los vinculos forman un sistema involutivo y que obedecen el algebra
de Lie (José y Saletan,1998), en este caso relacionados con los paréntesis de Poisson.
En consecuencia, todo sistema es integrable si es posible encontrar un conjunto de
funciones dindmicas que formen un conjunto en involucién (Pompeia,Bertin,Pimentel
y Valcarcel,2008).

Sin embargo, los sistemas fisicos generalmente no respetan la condicién (4.60) tnica-
mente con los vinculos que se obtienen a partir de la lagrangiana. En este caso, si
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no satisface dicha condicién, se puede

tratar de forzar la integrabilidad del sistema; ya sea asumiendo la existencia de un
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subespacio donde la integrabilidad se cumpla o que las variables no sean realmente

independientes entre si.

Las condiciones de integrabilidad que se impongan sobre el sistema pueden dar origen
a nuevos vinculos que completen el sistema de ecuaciones o revelar dependencia en-
tre las variables independientes ¢®. Entonces, es posible reformular las condiciones de

integrabilidad de manera que multiplicando por dg” la ecuacién (4.60) resulta

{¢aa Qbﬁ}dqﬁ = Ogﬂ¢'ydqﬁa (461)

ecuacién que es equivalente al diferencial de d¢,. Puesto que ¢, = 0, se tiene

dpo = {pa, dp}dq” = Cly0,dq” =0, (4.62)

las cuales también se toman como condiciones sobre el sistema. Esta condicién exige
que los vinculos se mantengan inalterados durante la trayectoria dinamica y garantiza
la existencia de soluciones completas para el sistema de ecuaciones de Hamilton Jacobi,

asi como la integrabilidad de las ecuaciones caracteristicas.

Finalmente, las condiciones de integrabilidad garantizan un medio para encontrar un
conjunto involutivo de integrales de movimiento, ademas, la solucién de un problema

depende de la existencia o no de un conjunto o subconjunto de vinculos en involucion.

4.5. Aplicaciones

En los siguientes ejemplos se encuentra una aplicacién de los conceptos mencionados
anteriormente relacionados con el formalismo de Hamilton Jacobi para sistemas singu-
lares. A partir del analisis de las condiciones de integrabilidad, se estudia entonces el
movimiento unidimensional de una particula sujeta a un potencial que depende de la
posicion y el movimiento de una particula libre que se mueve sobre la superficie de una
esfera.

4.5.1. Ejemplo Artificial

Se considera el movimiento de una particula (Pimentel,Bertin y Pompeia,2008). en una
dimensiéon bajo la accién de un potencial que depende tinicamente de la posicién x. Se
redefine esta variable haciendo z — 1 + x5, en consecuencia la funcion lagrangiana
para este sistema corresponde a
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1
L=T-V = Qm(xl + j32>2 - V(.Z‘l + $2). (463)

En este caso, la matriz Hessiana tiene como elementos W;; los terminos

W, = R N 4.64
iy — 92 9L - m m ) ( )

D201 o2

cuyo determinante es

det(W;;) = m* — m* =0, (4.65)

indicando que el sistema en cuestion es singular. Los momentos conjugados para este

sistema, de acuerdo a p; = dL/Jq" son

oL : :
P = 3_5(:1 =m(21 + Z2), (4.66)
oL . .
D2 = T m(iy + @) (4.67)
igualando (4.66) y (4.67) resulta
p1=p2, — p1—p2=0, (4.68)

que representa un vinculo asociado a este sistema. Se plantea entonces las ecuaciones
de Hamilton Jacobi (4.24) de acuerdo con (4.18) y (4.23)

¢o = po + Ho(z1,22,p1) = 0, (4.69)
o1 =p1—p2=0. (4.70)

donde la Hamiltoniana canénica Hy en virtud de (4.68) es

Hy = pia; +poig— L,
m(x'l —|— $2)2

= D121+ paly — 5 + V(x1 + x2),
p2
= pl(i‘l + .%'2) — ﬁ + V(l’l + 1‘2),
p2
- ﬁ + V(l’l + Z‘Q). (471)
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Se estudia la evolucién del sistema a partir del diferencial (4.51), donde el parametro
de evolucién para el vinculo ¢g es el tiempo y para el vinculo ¢; se puede escoger a
partir de las variables presentes en la Hamiltoniana , en este caso puede ser x5 debido

a que la funcién (4.71) se expresa en funcién de p;, en consecuencia

dF = {F, ¢o}dq" = {F, ¢o}dt + {F’ ¢1 }dxs, (4.72)

se analiza entonces las condiciones de integrabilidad, asumiendo que las coordenadas

que definen este sistema satisfacen los paréntesis de Poisson fundamentales

{xiaxj} - {pwp]} = 07 {xiapj} = 6;7 Z:] = 172 (47?))

Teniendo en cuenta esto, se obtiene para el vinculo ¢,

dpy = {1, go}dt +{¢1, dr}dwy = {¢1, po}dt, (4.74)
y a partir de (4.69), (4.70) y (4.71) resulta

2
¥y
{po, 1} = {po+$+v,p1—p2},

= {Vipi} = {Vip2},
OV Opr OV Opi OV Opr , OV Opy

D101 Opr 0y OwaOp1 | Ops Oy

_ v _ov
 Ory Oz
— 0, (4.75)

es decir, d¢; = 0. Esto significa que los vinculos del sistema se encuentran en involucién
satisfaciendo las condiciones de integrabilidad. Puesto que el sistema es integrable se

deducen las ecuaciones de movimiento de acuerdo a (4.72)

d[[‘l = {1'1, ¢0}dt + {Ih ¢1}d$2.

2

D
= {x1,p0+ ﬁ + Vidt + {x1,p1 — p2}das,

2
p
= {zy, ﬁ}dt + {x1, p1 }dxs,

— Pty du, (4.76)
m
dividiendo entre dt,
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v =L o, (4.77)
m

que representa una ecuacion candnica donde la cantidad v, es arbitraria. En cuanto al

momento p;

dpl = {p17¢0}dt+ {p1,¢1}d$2,

2
p
= {pbpo + ﬁ + V}dt + {plapl - pQ}dCEz,

2
= {pl,z%}dtJr{pl,pl}da?z,
= {p1,V}dt,
Opy OV Op OV
O dp1 Opiom|
oV

= dt 4.78
axl ? ( )

que puede escribirse como
dpl - 8V
dt N 8x1 ’

y representa la fuerza asociada al sistema derivable de un potencial que depende de

(4.79)

la posicién. La ecuacién (4.79) especifica la dindmica del sistema y no depende de la
velocidad vy. Puesto que la eleccién del parametro x, es arbitraria, este no interfiere en

la dindmica del sistema.

4.5.2. Particula libre sobre una esfera
Por otra parte, se considera el movimiento de una particula sobre una superficie de una
esfera y cuya ecuacion esta definida por

=+t + 22— =0, (4.80)

donde (x,y, z) representan las coordenadas de la particula en el espacio R3, y r el radio
de la esfera. En este caso, solo existe energia cinética puesto que no hay interaccién
con un potencial, ademas, cuando el sistema posee ligaduras la Lagrangiana en general

es de la forma:

L=T-V+u¢,, (4.81)
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donde u* son los multiplicadores de Lagrange y ¢, los vinculos del sistema (Sunderme-

yer,1982). Por lo tanto, la Lagrangiana para este sistema es

1 1
L=T=V=om(#+9" +2) + u(z,y,2) = omv* + uy(x), (4.82)

siendo v es la velocidad de la particula y u el multiplicador de Lagrange que permi-
te incorporar el vinculo v» = 0 a la dindmica del sistema. De este modo, el sistema
queda descrito por el conjunto de variables z,vy, z,u. Para el paso de la formulacion

Lagrangiana a la Hamiltoniana se encuentran los momentos respectivos a partir de

oL
;= — 4.83
P 5a (4.83)
de donde se deduce que existen tres velocidades representadas por
oL
p= il =mx, — x:%, (4.84)
y un vinculo
oL
w = —— =0. 4.85
Pu= 5o (4.85)
La matriz Hessiana asociada a este sistema es
m 0 0 0
0 0 0
Wij = " , (4.86)
0 0 m O
0 0 0 0

puesto que det W;; = 0, la Lagrangiana (4.82) describe un sistema singular. La funcién

Hamiltoniana canénica correspondiente en virtud de (4.20), (4.82) y (4.84) es

1 2
Hy=p-x+pa—L=p-%x— {émig + ulb(x)} = 2p_m — uth(x), (4.87)
de acuerdo a (4.18) y (4.23) se tiene las ecuaciones
¢0 = po + H()(I', p) = 07 (488>
61 = pu = 0. (4.89)

Ahora, se analiza la integrabilidad del conjunto de ecuaciones (4.88) y (4.89) teniendo
en cuenta que las variables del espacio de fase del sistema satisfacen los paréntesis de

Poisson fundamentales
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{x,p} =1 {xx}={p,p}=0, (4.90)
{uapu} =1, {u> u} = {puapu} =0, (491)

y que la evolucién de cualquier funcién dindmica F(r, p, u, p,) se puede calcular a partir
de (4.51). Tomando para este sistema como variables dependientes la posicién x y como

variables independientes los parametros u y t el diferencial correspondiente es

dF = {F7 ¢a}dqa = {Fv ¢0}dt + {Fv ¢1}du (492)

empleando (4.92), en relacion a la ecuacién ¢y y en virtud de (4.88) y (4.89) resulta

Para que el sistema sea integrable se debe cumplir que

=0, (4.94)

lo que da origen a otro vinculo sobre el sistema representado por ¢s y que corresponde

a la ecuacién de la esfera, por lo tanto

P2 =1 =0. (4.95)

Este vinculo debe también satisfacer la condicion de integrabilidad, en consecuencia se
calcula su diferencial a partir de (4.88), (4.89) y (4.95) obteniendo

dpo = {¢2, po}dt + {d2, ¢1 }du = {—%x - p] dt + (0)du = —%x pdt=0, (4.96)

que muestra que el sistema atin no es integrable puesto que se debe satisfacer

2
—x-p=0. (4.97)
m

Se tiene por tanto, un nuevo vinculo que se identifica por ¢3

2
o3 =—x-p=0. (4.98)
m

que indica que el momento es tangente a la superficie de la esfera. Se verifica nuevamente

la condicion de integrabilidad para ¢3 buscando que el sistema sea integrable
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dps = {¢s3, dordt + {p3, 1 }du = 0, (4.99)
empleando las ecuaciones (4.88), (4.89) y (4.98) resulta

2 2
dos = W(p2 + 2umx?) | dt + (0)du = g [p? + 2umx?] dt = 0, (4.100)

que satisface la condicion de integrabilidad si

2
m

de este modo, aparece otro vinculo que se representa por ¢4. En consecuencia

2
= ﬁ[pQ + 2umx?] = 0. (4.102)

Nuevamente se analiza la integrabilidad del sistema calculando el diferencial del vinculo

@4, por tanto

dpy = { P4, do}dt + { ¢4, ¢1}du = 0, (4.103)
de acuerdo a (4.88), (4.89) y (4.102) se obtiene
16 4
dpy = —x - pdt + —x> du =0, (4.104)
m m

Puesto que los paréntesis de Poisson {¢4, ¢o} v {d4, @1} son en este caso diferentes de
cero, al verificar la condicion de integrabilidad de ¢4 no se obtiene otro vinculo sobre el

sistema sino una ecuacion diferencial que relaciona las variables independientes t y .

El andlisis de las condiciones de integrabilidad muestra que para que el sistema sea
integrable es necesario la imposicion de nuevos vinculos los cuales forman un conjun-
to completo de ecuaciones diferenciales. Para considerar estos vinculos dentro de la
dinamica y por tanto para que el sistema sea integrable, se debe construir un dife-
rencial que contenga esos vinculos. Sin embargo, al no contar con suficientes variables
independientes asociadas a ellos, se debe ampliar el espacio de parametros con nuevas
variables independientes arbitrarias.

Como se tienen los parametros t y u asociados a los vinculos ¢g y ¢ respectivamente y
no existen lo suficientes pardametros dentro de la teoria que se relacionen con los demaés
vinculos, es necesario adicionar nuevos parametros, que corresponden a w, 7 y 6. De este

modo, se tiene cada vinculo con su respectiva variable independiente (Pimentel,Bertin
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y Pompeia,2008). De acuerdo a esto, se describe la dindmica del sistema mediante una
redefinicién del diferencial (4.92)

dF = {F, ¢otdt + {F, 1 }du + {F, ¢2}dw + {F, g3 }dr + {F', ¢4 }db), (4.105)

y se verifica nuevamente las condiciones de integrabilidad para los vinculos ¢, ¢o, ¢3
y ¢4 de manera que el sistema sea ahora integrable. Se espera que todas las variables

independientes se expresen en funcion del tiempo. De este modo para ¢; se obtiene

2
dor = {¢1, ¢o}dt + {1, pa}dw + {¢1, ps}dT + {¢1, ¢4 }df = pdt — %dG =0, (4.106)

de donde despejando df, y teniendo en cuenta (4.101) resulta

2
="V ™ (1 - T—) dt, (4.107)

4x? 4 x?2
ecuacién que muestra la dependencia de la variable 6 con el tiempo. Se verifica ahora

la integrabilidad del vinculo ¢, entonces

dpy = {2, gotdt + {02, o1} du+ {2, ¢3}dT + {2, $a}db = O,

2 4 8
= “x.-pdt+—x*dr + —Xx-pdf =0, (4.108)
m m m

empleando (4.107) y al despejar dr se obtiene

2 4 8 2
“x-pdt+ —x*dr+ —x-p - )at| = 0,
m m m? 4 x?

2

2 4%
~“x.p (2 - T—) dt = —dr,  (4.109)
m m

x2

2x2 x2

que relaciona 7 con el tiempo. Ahora se analiza la integrabilidad con relacién a ¢s,

) 2
dr = =P (2 - r—) dt, (4.110)

entonces

dps = {¢3, ¢o}dt +{¢s, ¢1}du + {3, p2}dw + {¢3, ¢4 }df = 0,

8 16u

—x2) do =0, (4.111)

2 4
= —2(p2 4 2mux?)dt — —x*dw + <—3p - —
m m m m
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reemplazando (4.107),

m m2 x2

2 4 8 16 2
_2(P2 + 2mux2)dt — —x%dw + (—31) — —ux2> {% (1 - T—) dt} =0,
m m

y resolviendo para dw resulta

2 2 2
P r r

Finalmente, se prueba la integrabilidad del ultimo vinculo ¢4, es decir

dpy = {Pa, Go}dt + {d4, 1 }du + {4, P2 }dw + { P4, ¢35} dT =0,
16u 4x? 8 8x?  16ux?
= —Xx pdt+ —du— —x-pdw+
m2 m m2 m3 m

y en virtud de las ecuaciones (4.110) y (4.113),

16 428 2 2 2
—ux-pdt+idu——x-p Ly —i—ur— dt +
m2 m m2 mx2 x2 x2

8x?  16ux?] [x-p r?
- 20— " Vlatr=o
e B )]

de donde

(4.112)

(4.113)

-——+ —2} dr =0, (4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)



indicando que u es una coordenada ignorable o degenerada. Cada condicion despues de
ser verificada, resulta en una relacién entre las variables independientes y el pardmetro
t, indicando que el problema de integrabilidad no radica en la integridad de las ecua-
ciones diferenciales, sino en asumir la indepedencia de los pardmetros(Pimentel, Bertin
y Pompeia,2008).

De acuerdo a esto, el diferencial que permite determinar la evolucién de un observable

y verificar las condiciones de integrabilidad para este sistema corresponde a

dF' = {F7 ¢0}dt + {Fv ¢1}du + {Fa gb?}dw + {Fv ¢3}d7— + {F7 ¢4}d0a
y en virtud de las ecuaciones (4.107), (4.110), (4.113) y (4.117) se tiene

2

dF:{F,%}dH{F,@}Lp (2 T2)+ur_2]dt

mx2 x2

—{F 9253}

(2 - ;—2) dt + {F, ¢} — <1 - ;) dt. (4.118)

Se determina ahora las ecuaciones de movimiento para este sistema tomando las varia-

bles x y p. A partir de (4.118) se tiene para x

dx = {x, do bt + {x, b} {2 p’ (2—2—2) +u7’—2} it
~Ix, %}% (2 - —22) dt + {x, ¢4}— (1 - g) dt, (4.119)

de donde los paréntesis de Poisson respectivos corresponden a

2
{x, 90} = {x,p0 + 2p_m —wp} = %{X, p’} = %{X,p} p= %I p= %, (4.120)
{x. 2} = {x,9} =0, (4.121)
{x, 03} = {x, %X pt= %x- {x,p} = %x 1= %x, (4.122)

2 2 4 4 4p
{X7 ¢4} = {Xv ﬁ(pz_l—QmUXQ)} = W{X> p2} = ﬁ{)gp}p = WIP = ﬁ (4123)
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Reemplazando las ecuaciones (4.120) a (4.123) en (4.119) resulta

p 2xx-p r? 4p m r?
ix = |[B_2X P i LY (R | PFH
* [m m 2x2 ( Xz) T ( x? 7
B P T S dt (4.124)
o m x2 mx2 \ x2 R '

de acuerdo a las ecuaciones (4.94) y (4.97), que son condiciones sobre el sistema, el

diferencial para x es

dx=Yat, — x=2, (4.125)
m m

que representa la ecuacién de movimiento (4.87) mencionada al comienzo del problema.

Por otra parte, se calcula el diferencial para p empleando (4.118) obteniendo

p2 r? r2
dp = {p, ¢o}dt + {p, 2} [2mx2 (2 - F) + u;] dt
2 2
X'p r m r
2- 5 —(1-=; 412
o2 ( X2) di +{p, du} ( X2>dt, (4.126)

- {P7¢3}

los paréntesis de Poisson del diferencial son

2

(P} = {popo + 5 — ) = —ufp, v} = —uVi = ~2ux, (4.127)

{p, 02} = {p, ¥} = -V = —2x, (4.128)

(p.03} = (b, ox P} = —(px} p=——T-p=—2 (4129

{p. ¢4} = {p, %(p2 + 2mux®)} = %{D,XQ} = %“{p,x} x = —8%". (4.130)

Reemplazando (4.127) a (4.130) en (4.126) se obtiene

2 2
dp = —2uxdt — 2x [ P (2— T—)} dt

2p [x-p r? Sux [m r?
— 2——=||ldt——|—|1——||dt 4.131
o [2){2 ( X2):| m {4 ( x? ’ (4.131)




puesto que X - p = 0 y x2 = r?, el diferencial para p es

2 2 2

dp=—L2 xdt=-2 g — p=-L x (4.132)
mx? m r? mr?
Finalmente, al derivar la ecuacién (4.125) con respecto al tiempo y emplear (4.132) se
obtiene
dx d /p p
D (- S 4.133
dt  dt <m> m’ ( )
que se puede escribir como
2 2 2
.. P P X AN
= —Dox— - <E> =% (4.134)

donde s v = p/m es la velocidad de la particula y x = x/r es un vector unitario en
direccion radial. Este resultado indica que la aceleracion del sistema corresponde a la

aceleracion centripeta y cuya direccién es hacia el centro del a esfera.

Las ecuaciones que conforman los vinculos tienen varios aspectos relacionados con el
movimiento del sistema; la ecuacién (4.42) dice que el momento conjugado con respecto
al pardametro u es igual a cero, debido a que representa una coordenada degenerada,
mientras que la ecuacién (4.95) representa la ecuaciéon de la superficie de la esfera

incluida dentro de la Lagrangiana como un vinculo.

Por otro lado, la ecuacién (4.98) indica que el vector velocidad es siempre tangente a
la superficie de la esfera, debido a que V1 representa un campo vectorial ortogonal en
cada punto de la superficie y la ecuacién (4.102) permite determinar el pardmetro u

siendo igual en este caso a —p?/2mx>.

Por 1ltimo, al derivar la ecuacion correspondiente a la energia cinética del sistema con

respecto al tiempo se tiene

ar d 2
=== (mzx ) — mx -, (4.135)
y que en virtud de (4.125), (4.134) y (4.98) se puede escribir como
dT v?

Esto indica que la energia cinética de la particula se conserva. De acuerdo a lo planteado

anteriormente, la existencia de un conjunto de vinculos no integrables implica una
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reduccion de los grados de libertad del sistema mediante una redefinicion de la dindmica

del movimiento (Pimentel,Bertin y Pompeia,2008).
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Conclusiones

Dentro de la formulacién de Hamilton Jacobi a la Carathéodory para sistemas regulares
se evidencio la relacién que existe entre el calculo variacional, la teoria de las ecuacio-
nes diferenciales parciales de primer orden y la teoria de las ecuaciones diferenciales
ordinarias. De este modo, la ecuacion de Hamilton Jacobi que corresponde a una ecua-
cién diferencial parcial de primer orden puede tener mas de una solucién diferente. Al
resolver la ecuacién de Hamilton Jacobi por el método de las caracteristicas o por la
resolucién directa de la propia ecuacién se puede determinar las curvas caracteristicas

del sistema.

Al analizar los dos sistemas mecénicos cuyas lagrangianas son regulares mediante el
método de separacién de variables, se determiné una solucién de la forma S(q,u,t),
de modo que al resolver la ecuacion diferencial parcial, las soluciones respectivas per-
mitieron determinar las ecuaciones de movimiento. Asi, las ecuaciones caracteristicas
se reducen a las ecuaciones de Hamilton para dichos sistemas. Al estudiar el oscilador
armoénico empleando esta formulacion, se obtuvo la tradicional solucién, mientras que
para la segunda aplicaciéon se encontré un movimiento oscilatorio en la direccion =,

mientras que en la direccion y se trata de un circulo de radio r con centro en un punto

(930, yo)-

Existen casos en los cuales el determinante de la matriz Hessiana es igual a cero a los
que se les llama sistemas singulares. Mediante el formalismo de Hamilton Jacobi a la
Carathéodory se identifico la presencia de vinculos dentro de la teoria, los cuales surgen
de la definicién de los momentos conjugados de las coordenadas. Sin embargo, se pudo
definir una ecuacion de Hamilton Jacobi para una regién del espacio de configuracién

en la que los vinculos son tomados como condiciones sobre el sistema.

Los sistemas singulares representan una generalizacion de los sistemas regulares y un

conjunto de ecuaciones que contenga a los vinculos al igual que la ecuacién de Hamil-
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ton Jacobi, puede definirse como un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de

Hamilton Jacobi a partir de las cuales se puede construir las ecuaciones caracteristicas.

La singularidad de la matriz Hessiana implica la imposibilidad, a diferencia de los
sistemas regulares, de escribir ciertas velocidades a no ser que todas, en términos de las

coordenadas y de los momentos generalizados.

Las condiciones de integrabilidad forman parte importante dentro del formalismo de
Hamilton Jacobi para sistemas singulares. Ellas permiten garantizar la existencia de
un conjunto completo de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton Jacobi y la

integrabilidad de las ecuaciones caracteristicas.

El andlisis del movimiento artificial de una particula y el de una particula libre sobre
una esfera permitié entender como se relaciona el formalismo de Hamlton Jacobi con el
manejo de las condiciones de integrabilidad. En el primer caso, al introducir un grado de
libertad innecesario se obtuvo un ejemplo de un sistema mecénico con libertad gauge.
Se encontré entonces dos vinculos que automaticamente estan en involucién formando

un sistema con ecuaciones caracteristicas integrables.

Por otro lado, en el segundo caso al aplicar las condiciones de integrabilidad, se en-
contrdé que existen nuevas condiciones sobre el sistema, exigiendo que se introduzcan
nuevas variables, las cuales redefinen la dindamica del sistema y hacen que este sea ahora
integrable. Al presentarse esta redefinicion, se definieron los paréntesis generalizados,

los cuales, poseen las mismas propiedades de los Paréntesis de Poisson.
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Apéndice A
Paréntesis fundamentales

Si se tiene dos magnitudes cualesquiera f y g, los paréntesis de Poisson se definen de

la siguiente manera

of dg  Of Og
= —_ Al
0= (G0 san) (A1)
los cuales tienen los siguientes paréntesis fundamentales que se deducen de su defi-

nicién. Si f 6 g corresponde a una coordenada ¢' o a un momento p;, los paréntesis

correspondientes a partir de (A.1) se reducen a una derivada parcial

_ N~ (P05 0pidg\ _N~yi09 N~ 00
{pig} = ; (8]?]‘ g g’ Op; B Z5Jaqj n Z oqt’

(A.2)

, d¢' g  9¢* dg - 0g Z dg
{d'. g} § : (apj Og¢i  Ogi apj> E :53 opj ~ Op; (A.3)

i i 7

Haciendo en (A.2) y (A.3) la funcién g igual a ¢' y p; se obtienen los paréntesis:

{qia qj} = {plapj} = 07 (A4>

{d'.pi} =—1{pj.q'} =9 (A.5)

Dentro de la formulacién expuesta en el Capitulo 3, se requiere el calculo de algunos
paréntesis importantes, en este caso, se encuentran los paréntesis de Poisson entre los
vectores X = X +yy + 22 y P = p,X + pyy + p.z que determinan la posicién y el
momento asociado a una particula en R® respectivamente, donde z, vy, 2 v ps, Dy, D> SO

cantidades escalares. De acuerdo a esto y en virtud de (A.4) y (A.5) resulta
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{z.po} ={y.py} ={zp:} =1, (A.6)
{z.py} ={y.p:} ={zp:} =0, (A7)
{z, 2} ={y,y} = {72} =0, (A.8)
{z,y} ={y, 2} = {2} =0, (A.9)
{Pe:pa} = {py, 2y} = {p2p:} = 0, (A.10)
{pe:py} = {py: 02} = {p2s 02} =0, (A.11)
de este modo, los paréntesis de Poisson entre los vectores x y p corresponden a
{x,x} = {ax+yy + 2z, 2x + yy + 22} = 0, (A.12)
{p.p} = {poX + py¥ + p:2,pX + p,y + p:2} = 0, (A.13)

{x,p} = —{p,x} = {aX+yy + 22, p.x + p,y +p.2} =x+y+2=1  (A14)

Para una funcién que depende de las coordenadas ¢ = 1)(x), los Paréntesis de Poisson
con relacién al vector posicién x y al vector momento p empleando las ecuaciones (A.2)

y (A.3) son respectivamente

e Loy oy Oy
X, P(X)y = 12X + +zz,Y(x)F = —X —y— — =0,
{x,v(x)}={ yy Y(x)} o Vom  Zon.
por tanto
{x,v} = —{¢,x} =0. (A.15)
De igual manera con respecto al vector p
_ A - . Loy o oY
P v()} = (PX ¥ +p:2 V(X)) =%z + 95 g =V,
obteniendo
{p.v} = —{v,p} = Vv. (A.16)

Por 1ultimo, al considerar py como la derivada de la funcién S con respecto a gg =t

D= — = — (A.17)

se definen los siguientes Paréntesis de Poisson con relacién a x y p
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{po, P} = {po, pax + 0y + P2} = {p0, P2 }X + {P0,y}¥ + {p0,p:}2=0, (A.18)

{po,x} = {po, 2% + yy + 22} = {po, v}x + {po, y}y + {po, 2}z = 0, (A.19)

de acuerdo con (A.4) y (A.5). Para una funcién ¢ que depende tnicamente de las

coordenadas el PP con respecto a py usando la ecuacién (A.2) es

X _N_

{po, v} = o0~ ot =% (A.20)
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Apéndice B

Paréntesis de Poisson entre los

vinculos

En el andlisis de las condiciones de integrabilidad para una particula libre, es necesario
el calculo de los paréntesis de Poisson entre los vinculos que posee el sistema. A partir
de los resultados del Apéndice A relacionados con los paréntesis fundamentales, se

encuentra los resultados correspodientes.

Se calcula los paréntesis entre ¢y y los demds vinculos, entonces, empleando (4.89)

resulta

2 2

{¢0, ¢0} = {po + 2p_m —u, po + 2p_m —ur},

aplicando la propiedad (A.20) el segundo y quinto término se anulan

1 1
= 5 {p0. P} — ufpo, v} + 5 {P" w0} — 5 {P" ¥}

—uft,po} - 5 (P},

y desarrollando los productos respectivos se obtiene

1 1 U
= E{po,p} P+ —p- {p,po} + E{w,p} P

en virtud de los paréntesis (A.18) y (A.19) los términos de esta ecuacién se anulan, por

lo tanto
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{00, 0} = 0.

Con relacién al vinculo ¢y, las ecuaciones (4.89) y (4.92) conducen a

2
{¢07 (bl} = {pO + p_ - U¢7Pu},

2m

aplicando la propiedad distributiva

{¢07 ¢1} = {p07pu} + %{P{pu} - ¢{U7Pu},

(B.1)

y de acuerdo a los paréntesis fundamentales (A.4) y (A.18) el primer y segundo término

se anulan, obteniendo

{¢07 <Z51} = _¢(1)7

en consecuencia

{@0, 01} = —{¢1, b0} = =4

(B.2)

En cuanto al vinculo ¢9, a partir de las ecuaciones (4.89) y (4.95) el Paréntesis de

Poisson respectivo es

2
(90,62} = {m+ 1 — w0} = (0.0} + b~ {B,0} — ufv v},

de acuerdo a los resultados (A.2) y (A.20) se obtiene

{0002} = 5[20p.0} D) = (D0} D = VU p.

Teniendo en cuenta que Vi se puede expresar como

Vi

Vi

2ex + 2yy + 222z,
2x.
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la ecuacion (B.4) toma la forma

(00,02} = {0200} = —x P (B.5)

Por otro lado, se determina los paréntesis de Poisson entre los vinculos ¢y y ¢3 de

acuerdo a las ecuaciones (4.89) y (4.98) obteniendo

p’ 2
{00, 3} = {po + o u, X P}
2 1, 2u
—E{poyx‘P}‘i‘W{p7X'p}—a{¢;x'10}7
2% {po, P} + —{po, X} b+ —5x - {p%p} + — {p%.x}
= —X - — Xt — X - N Xt -
—x{po,p} + —{po,x} - p+ —x- {p",p}+ —{p".x} p
2u 2u

de acuerdo a los paréntesis (A.3), (A.18) y (A.19), los tres primeros terminos junto con

el ultimo se anulan, quedando

1 2u
{¢07¢3}: ﬁ{p 7X}p_EX{w7p}7
de los resultados (A.2) y (A.14) se obtiene

1
m?

(00,651 = 20 {p.x}] B+ ox - VO,

2 4u
== pTp+xex,
m m
2 4u
=———=pP P+t XX,
m m

en consecuencia

2 5 4u ,
{00 @3} = —{¢3, 00} = i) S g S (B.6)
Finalmente, se calcula para ¢y y ¢4 empleando las ecuaciones (4.89) y (4.102)
p 2
{0, P4} = {po + o u, W(p2 + 2mux?)},
2 9 4u 9 1. 5 5 2u 5 o 2u 9
= 510, P o Apo, X} P P X T - S {Y, P

- %{@A X2}7
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teniendo en cuenta (A.13), (A.18) y (A.19) tinicamente se tiene los términos

2 2
{00, 01) = 5 {x% "} = = {v.p?),

desarrollando los productos respectivos

= 2 pop - (p )] — (2. p) -p).

y empleando (A.3) y (A.14) resulta

4 4
= —lp- (2{p.x} - %)) - —[Ve:,pl,
8u 8u
= _Wp X = WX P,
es decir
{(rboa ¢4} = _{¢47 qu} - _:ifl_gx - P (B7>

Ahora se calcula los paréntesis de Poisson a partir del vinculo ¢, para determinar
si estos vinculos se encuentran en involucién. De la ecuacién (4.92) y empleando el

paréntesis (A.4) se obtiene

{¢17¢1} = {puapu} = 0.
Con relacién al vinculo ¢9, a partir de (4.92), (4.95) y el paréntesis fundamental (A.2)

(0.0} = ) = 20

U
es decir,

{01, 02} = —{d2, 01} = 0. (B.7)

Luego, se calcula el paréntesis de Poisson entre ¢; y ¢3, de acuerdo a las ecuaciones
(4.92), (4.98) y los resultados (A.4) y (A.5) obteniendo

2 2 2
{01, 03} = E{pu,X ‘p} = X {pu, P} + E{pwx} -p=0,

en consecuencia

{61,05} = —{¢s,01} = 0. (B.8)
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Por ltimo, se calcula los paréntesis entre los vinculos ¢; y ¢4 de acuerdo con la ecuacion
(4.102)

2 2 4x2 4x2
{¢17¢4} = {pua ﬁ(p2 + 2umx2)} = w{pu,p2} + %{pu,u} = _%’
es decir
4 2
{¢17¢4} = _{¢47¢1} = _% (Bg)

De igual manera se determina los paréntesis de Poisson asociados al vinculo ¢y y en

relacién con los demds vinculos. A partir de la ecuacién (4.95) se obtiene

{¢2, 02} = {v, ¥} = === — === =0,

en virtud de la definicién de los paréntesis de Poisson (A.1). Por lo tanto

{2, 92} = 0. (B.10)
Entre ¢y y ¢3 de acuerdo a (4.95) y (4.98) el paréntesis correspondiente es

{¢27 ¢3} = {'l/}a %X ’ p}a

= Zx {upb+ o) b

empleando los paréntesis (A.2) y (A.3) resulta

{02, P03} = %X -V,

4
= —X X,
m
y en consecuencia
4 2
{¢27¢3} = _{¢37¢2} = EX . (Bll)

Finalmente, el paréntesis de Poisson entre los vinculos ¢y y ¢4 empleando las ecuaciones
(4.95) y (4.102) es

061 = {0, (07 + 2umx)} = (0,07} + -0, 2),
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desarrollando los productos respectivos y teniendo en cuenta (A.2) y que V¢ = 2x

resulta

4 4

es decir

{2, 4} = —{ 04, P2} = %X P (B.12)

Para terminar con el calculo de los paréntesis de Poisson se determinan los asociados a

@3 v ¢4. Para el vinculo ¢3 se tiene entonces

2 2 4
{03, 93} = {EX ‘P, EX p} = W{l'px + ypy + 2Dz, TPy + ypy + 2p.} =0,

donde se ha empleado la relacién (A.5). por lo tanto

{93, 03} =0. (B.13)
Entre los vinculos ¢3 y ¢4 a partir de (A.12), (A.13) y (A.14) resulta

2 2
{d3, 94t = {EX - P, W(p2 + 2umx?)},
4 5 8u )
= ${X'pap }+W{x-p,x |
4 4 8u 8u
= —x PP+ —{x P} P+ —ox{p, X} + S {xx} - p,

%[m,p} pl-p+ %X- [—2{p,x} - x],

16u
= —[I-p]-p——x-[I-x],
8 16w
es decir,
8 16w
{03, 04} = —{ba, 93} = %pz - FXQ’ (B.14)

De igual manera el paréntesis de Poisson con relacién al vinculo ¢4 es
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{da, 9} = {%(p2 + 2umx?), %(p2 + 2umx?)},
= %{p2 + 2umx?, p? + 2umx2},
4 5 8U 5 o 8u ., o5 o b 5 o
:W{P P }+E{p ;X }+E{X P} + L6uu™{x*, x*},

desarrollando los productos de cada paréntesis y haciendo uso de las ecuaciones (A.12)
a (A.14) se obtiene

32u 32u
{¢47 ¢4} =——pP" X+ —Xx- p,
m m
=0,

esto es

{ba, ¢4} = 0. (B.15)
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