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LAGRANGIANOS DE ORDEN SUPERIOR EN TEORIA CLASICA
DE CAMPOS

Resumen

En este trabajo se estudiard una teoria cldsica de campos con Lagrangianos de orden
superior en las derivadas. Los principios fundamentales de una teoria cldasica de campos
permitird generalizar las ecuaciones de campo, las ecuaciones de Hamilton y el primer
teorema de Noether asociado con el grupo de Poincaré. Se deducird el segundo teorema de
Noether para teorias gauge con derivadas superiores; el estudio candnico de estas teorias
se realizard por el método de Dirac. Por iiltimo, se estudia la teoria electromagnética de

Podolsky.
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Classical field theory with higher derivatives

Abstract

In this work we are going to study classical field theory with higher derivatives. The basic
principles of classical field theory will allow to generalize the field equations, Hamilton’s
equations and the first Noether theorem associate with the group of Poincaré. Here, we will
deduce the second Noether theorem for gauge theories describe by higher derivatives and
its canonical study will be realized by the Dirac method. Finally, we are going to study the

Podolsky electromagnetic theory.
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Coordenadas generalizadas:

Lagrangiano:

Accion:

Espacio de Minkowski o espacio-tiempo:

XI

integral definida sobre un contorno cerrado, de
manera que el dominio de la funcional es un
espacio de funciones, y su rango es el conjunto

de numeros reales.

conjunto de N coordenadas curvilineas
linealmente independientes que determinan el
estado de un sistema fisico con un nimero

finito de grados de libertad.

para un sistema fisico conservativo con un
numero finito de grados de libertad, es una
funciéon que describe la dindmica del sistema
fisico. Se define como la diferencia entre la
energia cinética y la energia potencial
expresadas en términos de las coordenadas

generalizadas.

funcional definida en un intervalo de tiempo y
construida a partir del Lagrangiano. La accion

determina la dinamica de un sistema fisico.

espacio de cuatro dimensiones usado para
describir los fendmenos fisicos en el marco de
la teoria especial de la relatividad de Einstein.
Un punto o un evento del espacio-tiempo, esta
determinado por un conjunto de cuatro

coordenadas: tres espaciales y una temporal.
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Capitulo 1

Introduccion

En una teoria cldsica de campos, un sistema fisico definido en el espacio-tiempo es descrito
por un campo [1]. De acuerdo a los principios formulados por Einstein en el afio de 1905 en
su teoria de relatividad especial, un evento o un punto del espacio-tiempo queda determinado
por un cuadrivector formado por un conjunto de cuatro coordenadas: una temporal y tres
espaciales. De esta manera, la transformaciéon de coordenadas de un mismo evento entre
sistemas de referencia inerciales corresponde a las transformaciones de Lorentz, como con-

secuencia, conceptos como distancia, tiempo, y simultaneidad son relativos [1, 2].

En este trabajo de grado se estudia la generalizacion de una teoria cldsica de campos descri-
tas por Lagrangianos de orden superior en las derivadas [3], a partir de los principios bésicos
de una teoria cldsica de campos [4]. De esta manera, se obtiene una generalizacién de las
ecuaciones de campo [3], del primer teorema de Noether [3], de las ecuaciones de Hamilton

[3], y del segundo teorema de Noether [5].

Ademas, se estudia la estructura Lagrangiana y candnica de la teoria electromagnética de Po-
dolsky. La teoria de Podolsky desarrollada en el afio de 1948 [6, 7]; es una generalizacion de
la teoria de Maxwell, que considera términos de segundo orden en las derivadas en el cuadri-
vector potencial A, de manera que se utiliza los conceptos desarrollados de una teoria cldsica
de campos descritas por Lagrangianos de orden superior en las derivadas [3]. La generaliza-
cion de la teoria de Maxwell hecha por Podolsky, tiene como consecuencia la eliminacién de
la divergencias tanto en la energia como en el potencial electrostatico de una carga eléctrica
puntual presentes en la teoria de Maxwell [6]. El estudio de la estructura candnica de la teoria
electromagnética de Podolsky se desarrolla por medio del método de Dirac-Bergmann al im-

poner la condicién generalizada del gauge de radiacion, esta condicion de gauge garantiza



Capitulo 1: Introduccion 2

una ecuacion de onda generalizada de tipo transversal [6].

Este trabajo de grado es organizado de la siguiente manera: en el capitulo 2 se hace una
introduccion al cédlculo de variaciones y se deduce las ecuaciones de movimento de Euler-
Lagrange para sistemas fisicos con Lagrangianos de orden m en las derivadas. En el capitulo
3 se estudia el teorema de Noether, se obtiene las cargas conservadas asociadas al grupo de
simetria global de Poincaré, se deducen las ecuaciones de Hamilton, y se estudia el segundo
teorema de Noether. En el capitulo 4 se aplican los conceptos desarrollados en los capitulos
anteriores en el estudio de la estructura Lagrangiana y candnica de la teoria electromagnética

de Podolsky. Finalmente en el capitulo 5 se presenta las conclusiones.



Capitulo 2

Ecuaciones de movimiento de

Kuler-Lagrange

Isaac Newton en el afio de 1687 en sus “Principia” establecio las bases de la mecanica clasi-
ca mediante las leyes que llevan su nombre [8], su dindmica de tipo vectorial, formaliza la
obtencion de ecuaciones de movimiento. Newton establece que el efecto de fuerzas externas
es la variacion del momentum lineal con respecto al tiempo, de esta manera conociendo el

tipo de fuerzas que actdan se puede determinar la evolucion temporal de un sistema fisico.

Los trabajos de Lagrange “Mécanique Analytique” del ano 1788 y Hamilton “On a General
Method in Dynamics” del ano 1833, a partir de principios variaciones establecen una nueva
forma de afrontar la dindmica, esta nueva interpretacion toma como punto de partida canti-
dades escalares como energia cinética y potencial en funcién de coordenadas generalizadas y
por medio del principio de Halmilton se establecen las ecuaciones de movimiento que gobier-
nan la evolucién temporal de un determinado sistema fisico. Asi, nacen dos tipos de Mecéni-

ca: Lagrangiana y Hamiltoniana [9], mecdnicas compatibles con la mecanica de Newton.

En este capitulo se hard una breve introduccion al calculo de variaciones, se realizara una
resefia histdrica, se mostrara el método de Lagrange, el concepto de derivada funcional y el
teorema de Fermat, finalmente se deducird las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

para sistemas fisicos descritos por Lagrangianos de orden m en las derivadas.
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2.1. Introduccion al calculo de variaciones

El célculo variacional es una rama cldsica de las matematicas cuyo objeto de estudio son
las funcionales [10, 11, 12]; los métodos analiticos para determinar las curvas estacionarias
de estas funcionales y los criterios que indican si estas curvas estacionarias son maximos,
minimos o inflexiones. En cuanto a sus aplicaciones, los conceptos desarrolladas por el

calculo variacional son definitivos en el desarrollo de la fisica tedrica.

Una funcional es una expresion integral de la forma:

T2

Wiy(x)] = / dr Z[y(x), i(x), 1] @1

x]
en la funcional, Z es una funcién conocida del pardmetro x, la curva y(x), y su derivada

y(z). La derivada de y(x) es definida de la forma:

(@) = () 2.2)

El valor de la funcional depende de la curva escogida entre [x1, z5]; es decir, el dominio de
las funcionales es el conjunto de funciones y(x) continuas y diferenciables definidas sobre un
intervalo cerrado [z, 23] que pertenecen a un espacio vectorial de dimension infinita, es decir
un espacio de Hilbert [13], sujetas a las condiciones de frontera y(z1) = y1 y y(x2) = 2. Su

rango es el conjunto de nimeros reales R.

De todas las curvas y(x) existe una que torna estacionaria o extremal la funcional, es decir
una curva que maximiza, minimiza o inflexiona la funcional (2.1), el objetivo del célculo de
variaciones es encontrar esta curva estacionaria. Las raices histdricas del calculo variacional
se remontan a la formulacion de problemas paradigmaticos, cuyo objetivo es encontrar la

curva extremal de una funcional.

El problema isoperimétrico: formulado en la Grecia clasica procedente de la leyenda

de Dido, contenido en la Eneida de Virgilio. Consiste en encontrar la figura geométrica
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plana cerrada de mayor area construida con una cuerda de longitud fija [10, 11, 12]. Si
se parametriza la curva de la forma z(t), y(¢); del cdlculo diferencial e integral, el area

y la longitud seran:
to

A= %/dt (xy — yi) (2.3)

t1

to
:(/}ﬁ\/¢2+-y2 2.4)

t1

se debe minimizar la funcional drea (2.3), sujeta a la condiciéon que la longitud (2.4)

sea constante [ = cons.

Contorno 6ptimo: en 1685 Newton propone y resuelve en el libro Il de sus “Principia”
la forma que debe tener una superficie de revolucién, moviéndose en un fluido a
velocidad constante a lo largo de su eje para ofrecer una resistencia minima al mo-
vimiento [12]. Se debe minimizar una funcional de la forma:

b,
[ 25)

1492

a

Braquistocrona: en 1696 Johann Bernoulli propone el problema de la braquistécrona
que consiste en encontrar la curva de descenso de menor tiempo para una particula
sometida a la accién de la gravedad entre los puntos A y B.

La funcional a minimizar es [10, 11, 12]:

dxv1+y 2.6)

Geodésicas: consiste en encontrar la curva de menor longitud que une dos puntos en
una determinada superficie [10, 11]. La funcional sera:

Q

/ds (2.7)

P

donde ds depende de la superficie elegida.
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Solido de revolucion de menor drea: se debe encontrar la curva que al rotarla sobre
un eje determinado genera el solido de revolucion de menor édrea [10, 11]. Del célculo
diferencial e integral, el drea de un solido de revolucién y por lo tanto la funcional a

minimizar es:
T2

27T/dl‘ y\/ 1+ 12 (2.8)

1
Estos problemas fueron solucionados por diferentes autores y diferentes métodos, pero Euler

y Lagrange formalizaron las técnicas del calculo de variaciones [14].

2.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Euler en el afio de 1744 en su libro “Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive
proprietate gaudentes”, obtuvo la ecuacion diferencial general que debia de cumplir la curva

que torna extremal la funcional (2.1) [14].

En 1760 Lagrange en su libro “Essai d‘une nouvelle méthode pour déterminer les maxima
et les minima des formules intégrales indéfinies”, formaliza el cédlculo de variaciones e
introduce la nocién de variacion completa de curvas “0y” [9, 14]. Si y(z) es la curva que
torna extremal la funcional (2.1), entonces, se introduce un nuevo conjunto de curvas entre

[x1, x2] que varfan infinitesimalmente de la curva buscada:

y(x) = y(z) +oy(x)  dy(r) =y(x) — y(z) (2.9)

De manera que 7(x) define el conjunto de curvas introducidas que varian infinitesimalmente
de y(z), y dy(z) = y(x) — y(z) es la variacion infinitesimal completa de la curva y(x),
definida como la diferencia entre la curva variada 7(z) y la curva extremal y(x). El conjunto
total de curvas variadas 7(z) deben cumplir con la condicién de que comiencen en z; y
terminen en o, es decir, las curvas variadas tienen extremos fijos, estas curvas son represen-

tadas de la forma (figura 2.1) [9]:

() = y(z) + an(z) (2.10)

<
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Figura 2.1: variacion infinitesimal de y(x)
Donde « es un parametro infinitesimal constante, 77() es una funcién continua y diferenciable
que cumple con la condicién de que se anula en los extremos 7(z1) = n(x2) = 0, lo que

asegura la condicion de extremos fijos.

A continuacién, en la funcional (2.1) se reemplaza la curva extremal y () por la curva variada

7o)
Wiy(a)] = / dr Zly(), i(z),2] = WH)] = / dr Z[g(e).§(@) ] @11
y(z) = y(z) + an(z) (2.12)

La relacion (2.11) tendrd un extremo cuando o = 0, es decir 7(z) = y(z); para que Wy (z)]

cumpla esta condicion se debe garantizar [9]:

_ /d (6_@ R @)
—o 0y da 0y O«

= e

d Wly(z)]

=0 2.13
Io (2.13)

a=0
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La variacion de la funcional (2.1), definida como la diferencia entre la funcional evaluada en

las curvas variadas 7(x) y la funcional evaluada en la curva extremal y(z), es nula:
oW = Wly(z)] = Wy(z)] = 0 (2.14)
debido a que cualquier variacion o desvio infinitesimal alrededor de un extremo es de segundo

orden [9, 10].

Dado que la variacion en la curva y(z) es de la forma:
_ Jy
dy(z) =7g(x) —y(z) = an(z) = o (2.15)
la condicién para que las curvas tengan extremos fijos, es equivalente a:

0y(xq1) = dy(x2) =0 (2.16)

Entonces, para encontrar la curva extremal, se aplica la condicién (2.14) sujeta a las condi-
ciones de frontera (2.16). Teniendo en cuenta que los extremos #; y t5 son fijos, d actuara

sobre la funcional (2.1), de la siguiente manera:

SW = o dWlg)l|  _ 0 (2.17)
do o
i | [ (oz 0z
W = 5/dw Zly(x),y(x), x] = /dm (a—y5y + a—y5y> =0 (2.18)

la variacion 9 actda sobre las curvas y no sobre el parametro z, por lo tanto es posible mostrar

quedy % conmutan, es decir:

d d d d

%dy(x) = —7(z) — —y(z) = 5%9(@ (2.19)

de esta manera:

07 d (02 d (07
SW = /dx [a—y&y - <8_y) oy + - (8—951/)} (2.20)
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07 0z
o s () o o

de las condiciones de frontera (2.16), la variacién de la funcional tiene la forma:

oW = /dx {— - (azﬂ Sy =0 (2.22)
dy Y

El lema fundamental del cdlculo de variaciones [9, 11]; establece que la condicién para que

(2.22) sea valido es:
07 d (07
-~ = = 2.2
i (37) = a2

La relacion (2.23) es una ecuacion diferencial de segundo orden conocida como ecuacion

2.21)

1

de Euler-Lagrange. La solucion de esta ecuacion diferencial sujeta a las condiciones de
frontera y(z1) = y1 y y(z2) = y2; 6 y(x1) = y1 y y(z1) = 1, es la curva que extremiza la
funcional W y(z)].

2.3. Derivada funcional

La funcional W {y(z)] definida de la forma:

Wmm:/mzmmﬂ (2.24)

1

en donde Z es funcién del pardmetro z y la curva y(z), permite definir la variacién de la

1(5W.

funcional dada por (2.24) en términos de la derivada funciona @)

W ly(w)]

e oy (z) (2.25)

W ly(a)) = Wly(z) + dy(o)] = Wly(a)] = [ da

Z1
La derivada funcional calcula el cambio en W [y(x)] cuando se realiza una variacién infini-
tesimal de la curva y(z) en el punto x, de manera que la variacion total de Wy (z)] es una

superposicion lineal de las variaciones de y(z) sumada sobre todos los valores de z entre
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[x1, x2]. Si se construye una variacién de la curva y(z) en el punto X, en la forma de una

distribucion delta de Dirac [4, 10]:
dy(x) = ad(z — X) (2.26)
donde X € [z, 5] y v es un pardmetro constante infinitesimal, se obtiene:

SWy(x)]

vy = W y(@)]
5y(@) ad(z—X) =« 5 (2.27)

SW = Wiy(z) + ad(x — X)] — Wy(z)] = / dz y(X)

lo que permite definir la derivada funcional de la siguiente manera:

Wly()] _ . Wly(e) +adle = X)] = Wiy(x)

Six) L - (2.28)

La mayor parte de las reglas del calculo diferencial ordinario también se aplican al célculo

funcional, algunas propiedades bésicas de la derivada funcional son [4, 10]:

- si WG ] es una funcional de una funcional:
WiGly@)]] _ SWIGly(x)]] 6Gy(2)]
(X)) oY) =
si Wly(z)] = y(): e
) s —
5y(X) iz —X) (2.30)
si Wly(x)] = y():
oy(x)  d oy(x) d _d
6y(X)—%§y(X)—%(5(:U—X)——d—X(5(x—X) (2.31)
4.] siWy fd:z: Zy(z), x|
Wly(z)] _ _dZ (2.32)




Capitulo 2: Ecuaciones de movimiento de
Euler-Lagrange 11

La condicién para encontrar la curva extremal de la funcional (2.1) es equivalente a que su

derivada funcional sea nula [10], de manera que se debe cumplir:

% =0 (2.33)
de acuerdo a la condicién (2.33), se determina que:
e /d Zlyfa) 5(2), 2 /d e Zeita] @3
- / o5 (5 500+ 3 3(3) &
:7d:1: (%—55(1‘—)()—%—5(%{5@—)()) (2.36)
- 761:5%—55(:5 X)) - % [ dx%—jé(x ~X) (2.37)

Wly)] 02z d 0Z _
S(X)  Oy(X) X apx) (238)

Asi, la curva que torna extremal la funcional (2.1) debe ser solucion de las ecuaciones de

Euler-Lagrange:
0Z d (07

Para determinar si la curva es un maximo, minimo o una inflexién, se utiliza el criterio de la
segunda variacién [10]:

.
< 0 maximo

Wlyo(7)]{ =0 inflexién (2.40)

> (0 minimo
\
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la segunda variacion es definida de la forma [10]:

O*Wy(x)]

_— 2.41
yay(xy|, M

Wil = 5 [ aX [ ax'[y0) = wo(X) ) [5X) - (X

Donde yo(x) es la solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange y el ultimo término repre-
senta la segunda deriva funcional de Wy (x)] evaluada en y,(x). De esta manera se determina

si la curva yo(x) maximiza, minimiza o inflexiona la funcional (2.1).

2.4. Principio de Fermat

El principio de Fermat es la base tedrica de la Optica geométrica [11, 15, 16]; formulado
en 1662 es fundamental en el desarrollo del calculo diferencial, el calculo de variaciones
y el principio de Hamilton. Fermat modifico el principio de distancia minima de Her6n de

Alejandria, por el de tiempo minimo [11, 15, 16]:

El camino optico que sigue un rayo de luz es aquel que minimiza el tiempo de

trayectoria.

De esta manera se deduce las leyes de Snell de la 6ptica geométrica. Si consideramos un rayo
de luz que viaja del punto S al punto P pasando por una superficie S que separa dos medios

con diferentes indices de refraccion (figura 2.2):

Figura 2.2: refraccion de un rayo de luz
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El tiempo total de recorrido es:

Vh? 4 x? N b2+ (a —x)?

t= (2.42)
U1 (%)
la condicién de tiempo minimo se cumple cuando:
dt T (a — ) 0 sen 6y _ senby (2.43)

%:Un/h2+$2_UQ\/bQ—F(a—I‘)Q: U1 ()

que es la ley de Snell, la cual fue deducida experimentalmente.

El principio de Fermat también resuelve el problema de la braquistécrona [11], de manera

que este principio es fundamental en el desarrollo del principio de Hamilton.

2.5. Sistemas fisicos con un namero finito de grados

de libertad

En mecénica clasica un sistema fisico es descrito por un conjunto de N coordenadas genera-
lizadas o grados de libertad parametrizadas por el tiempo y denotadas en la forma ¢;(¢), con
1 =1,2..., N;estos sistemas fisicos se consideran que tienen un ndmero finito de grados de li-
bertad. A partir de estas coordenadas generalizadas, se asocia a un sistema fisico conservativo
una funcién denominada Langrangiano, esta cantidad definida como la diferencia entre la
energia cinética y potencial es expresada en términos de las coordenadas generalizadas y

describe completamente la dindmica del sistema fisico [9].

Consideremos un sistema fisico descrito por un Lagrangiano de orden m en la derivadas, es

decir:
L:L[Qi(t)7Qi(t)7di(t)v"' ’Ei(t)vt] (244)

donde L, es funcién del tiempo, las coordenadas generalizadas y derivadas de orden m en las
coordenadas generalizadas:
m am
(t) = — i t 2.45
¢;(t) = 2 ai(t) (2.45)
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Definido el Lagrangiano, se construye la funcional de accién entre los tiempos [t1, to]:

to

Algi(t)] = / AL G(8), G (8)s i (0)s . ()t (2.46)

t1

Para deducir las ecuaciones de movimiento que gobiernan la evolucién temporal del sistema

fisico aplicamos el principio de Hamilton [9, 17]:

La trayectoria que sigue un sistema fisico con un niimero finito de grados de
libertad en el espacio de configuraciones entre los tiempos [t1,ts], es aquella que

hace extremal la funcional de accion:

0Algi(t)] =0 (2.47)

la condicién de accidn extremal se debe cumplir teniendo en cuenta la siguientes condiciones
de frontera:

§'q(t) =0"¢,(ts) =0 (2.48)
donde !l = 1,2,....my ?h(t) = ¢;(t). De manera que si m = 2, [ = 1,2; y por lo tanto las
condiciones de frontera son:

El principio de Hamilton es de tipo variacional y considera pequefias variaciones de la

trayectoria real:
@i(t) = ai(t) + 64(t) (2.50)

de manera que se debe aplicar las técnicas del cédlculo de variaciones para determinar las

ecuaciones de movimiento del sistema fisico.

El espacio de configuraciones esta conformado por la coordenadas generalizadas ¢;(t) y

sus derivadas ¢,(t), las que se considera como un conjunto de coordenadas linealmente
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independientes que determinan la evolucion temporal del sistema fisico. La dimension del

espacio de configuraciones es N(m + 1) y tiene la forma:

<Qi7Qiaéji>-~-'>7Z]Li) (2.51)

Bajo el concepto de derivada funcional, la condicién de accion extremal implica que, [ver Eq

(2.33)]: 5A[ (>]
q:i(t
—= =0 2.52
6q;(7) (2:32)

Utilizando las siguientes propiedades bésicas de derivada funcional [10]:

6q;(t) — 5.5t — 7 5[7&@)] _ d_m ) = (—1)™
gm0 Ty T gt T = U

se deducen las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange que determinan la evolucién

dm

Y

S(t—1)  (2.53)

temporal en el espacio de configuraciones para un sistema fisico que posee un nimero
finito de grados de libertad y que es descrito por Lagrangianos de orden m en las deriva-
das, (ver Apéndice A):

dAlgi(t)] oL  d (OL & (IL L [ on )
og;(t) O  dt (aql.) + - (aq;) LA G Yy (—a(%> =0 (2.54)

Este resultado puede ser generalizado de la forma:

m

& (oL
k _
kE(—l) T ( ) =0 (2.55)

a(g;)

Las ecuaciones de movimento de Euler-Lagrange es un conjunto de N ecuaciones diferen-

ciales de orden 2m en las derivadas temporales. Asi, para garantizar unicidad en la solucién

se requieren 2/N'm condiciones iniciales.

2.6. Sistemas fisicos con un nimero infinito de grados de

libertad

En teoria clasica de campos [1], los sistemas fisicos son representados por campos que

estan definidos en el espacio-tiempo. De esta manera, sistemas fisicos tales como el campo
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electromagnético, campos escalares, campos de Dirac, etc; son representados en el espacio
de Minkowski en la forma 1, (), donde a = 1, .., N; es el nimero de componentes o grados
de libertad y x = z* = (2%, 2, 2% 2) con p = 0, 1,2, 3; denota un evento o un punto en
el espacio-tiempo [4]. A cada evento del espacio-tiempo le corresponde un valor de campo
y como la estructura del espacio-tiempo es continua, se considera que estos sistemas fisi-
cos poseen un numero infinito de grados de libertad. Definidos los campos, se le asocia al
sistema fisico una densidad Lagrangiana .’ la cual describird la dindmica y las propiedades
del sistema fisico y cumple la caracteristica de ser un escalar o invariante de Lorentz [4].

Consideremos un sistema fisico descrito por una densidad Lagrangiana de orden m en la

derivadas:

LNa(), 04 Va(), 04y 0py0a (), - . 0y Oy - - - O ha(T), 2] (2.56)

donde 0, es la derivada covariante en el espacio de Minkowski:

9 o o o
Oy = (0, 0y, Oy, 0) = (8x0’ o 8x3> (2.57)
y: -
o = 2.
OOz -+ O Oz oxly...0xh, 2.58)

El Lagrangiano asociado al campo definido sobre una regién €2 del espacio es definido por:

L= / WA (2.59)

Q

con dz® = dz'dx*dx®. La funcional de accion entre los tiempos ¢, y ¢, es construida a partir

del Lagrangiano en la forma [1, 4]:
to to
Altba(z)] = / dtL = / dt / Prs = / d*z& (2.60)
t hooQ o
donde o es el volumen en el espacio-tiempo y dz* = dx’dztdx?dz?

Para deducir las ecuaciones de movimiento para sistemas fisicos descritos por campos de la

forma v, (1) = ¥, (x,t) con x = (x', 2% 2?); utilizamos el principio de Hamilton [1, 4]:
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La trayectoria que sigue un sistema fisico representado por campos, en el espacio
de configuraciones entre los tiempos [ti,t5], es aquella que hace extremal la
funcional de accion:

0A[a(x)] =0 (2.61)

la condicion de accién extremal se debe cumplir bajo las condiciones de frontera:

0o (X, t1) = 01a(X,t2) =0 (2.62)
0a(, 1) = 610a(x, t2) = 0
(5zﬂa(x, t1> = 5QZ}G(X, tg) =0
5 (X, 1) =60 4(X,15) =0
junto a las condiciones asintéticas en los campos:
([ a(x,t) =0
Ya(x,1) = 0
x| =00 { Pu(x,) =0 (2.63)
| UL x ) = 0

el principio de Hamilton considera variaciones infinitesimales con respecto a la trayectoria
real, de manera que se debe aplicar las técnicas del célculo de variaciones para determinar

las ecuaciones de movimiento de un sistema fisico.

El espacio de configuraciones esta constituido por los campos 1, () y sus derivadas temporales
¥,(x), asi, el espacio de configuraciones tendra la estructura:

m

(Yo, Yoy Vay - - - 10,) (2.64)

donde v, = 0{"1,. El espacio de configuraciones es un conjunto de variables linealmente

independientes y su dimension es N (m + 1).
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La condicion de accion extremal, es garantizada si [1]:

6 A4 ()]
()

De la condicién (2.65), es posible determinar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange,

=0 (2.65)

mejor conocidas como ecuaciones de campo. El comportamiento dindmico del sistema fisico

descrito por 1, (), esta dado por, (ver Apéndice B):

0.% 0. . 0.%
oo~ O (—8(%%)) bt (=1)™0,,0,y..0,, <a(amam...aum¢a)

Esta ecuacion puede ser escrita de forma compacta de la siguiente manera [3]:

> =0 (2.60)

> (=10, f)i =0 (2.67)
i=o j=o O(I1 Ou%a)
j=o

cond,, =1lya=12,...,N;esel nimero de grados de libertad.
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Leyes de conservacion en teoria clasica de

campos

Noether en el ano de 1918 en su articulo “Invariante variationsprobleme” formaliza las le-
yes de conservacion. Noether al imponer la condicion que la accidn debe ser invariante por
transformaciones de coordenadas y campos, obtiene una relacion entre las simetrias en las
leyes de la fisica y las cantidades conservadas [1, 4, 18]. El teorema de Noether que en este
capitulo se desarrollara para sistemas fisicos descritos por Lagrangianos de orden m en las

derivadas [3], tiene dos partes:

El primer teorema de Noether establece que la invariancia del Lagrangiano ante un grupo de
simetria finito o global, implica la existencia de cantidades conservadas, de esta manera como
consecuencia del grupo de simetria global de Poincaré, se obtiene expresiones para la energia,
el momentum lineal, el momentum angular y el spin, demostrando que estas cantidades son
conservadas [1, 4, 18]. Del célculo de la energia se deduce una expresion generalizada para
el Hamiltoniano candnico y los momentos candnicos asociados a cada uno de los campos
linealmente independientes, lo que permite desarrollar una versién canénica de este tipo de

teorias [3].

El segundo teorema de Noether, establece que la invariancia del Lagrangiano ante un grupo
de simetria infinito, es decir simetrias de gauge locales, implica: la existencia de cantida-
des conservadas, el cumplimiento de las identidades de Bianchi, y un Lagrangiano singular,
resultado en sistemas dindmicos con vinculos [1, 18, 19]. Dirac estableci6 el método para el
estudio canénico de estos sistemas, método que es fundamental en la cuantizacién de este

tipo de teorias [20, 21].

19
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3.1. Teorema de Noether

Las leyes de conservacion en fisica, son cantidades que permanecen constantes en el tiempo
independiente de la evolucion dindmica de un sistema fisico y son consecuencia de simetrias
en la leyes de la fisica, es decir de la invariancia del Lagrangiano ante transformaciones de

coordenadas y campos pertenecientes a un determinado grupo de simetria [1, 4, 18].

Consideremos un sistema fisico descrito por campos al cual se le asocia una densidad La-

grangiana de orden dos en las derivadas:

Z = 3[%@), 8“%(@, auau¢a(x)7 I‘] (31)

a partir del Lagrangiano se construye la funcional de accion:

Altha(2)] = / d'v.s (3.2)

g
Las leyes de conservacion son consecuencia de la invariancia de la accion ante las siguientes

transformaciones continuas de coordenadas y campos:

/

vo=a(x)  P(e) = (@) (3.3)

las cuales pueden ser construidas a partir de transformaciones infinitesimales [3, 4]:
ph =gt ot (r) = Yalw) + 0a() (3:4)
La variacion local d1,(x), es consecuencia de la transformacién de coordenadas y campos:
0a() = Py (2) = ta() = ¥ (x + 02) — Ya(2) (3.5)

~ (@) + 020,10 (w) = Ya(@) = 00a() + 02" Dua()
en donde se hizo un expansion en series de Taylor para v, ( + dz) considerando términos de

primer orden y se introdujo el concepto de variacion global 57%(37), que representa cambios

solo en la forma de los campos, sin tener cambios en el punto x del espacio-tiempo [1, 3, 4]:

0ta(x) = V() — Yul) (3.6)
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Debido a la definicion (3.6), es posible mostrar que la variacion global conmuta con las

derivadas [1, 4]:

!/

0ul0va(2)) = Bu[tra(x) — Ya(@)] = Bl ()] = Bultha(2)] = 010,a(2)] G.7)
por el contrario la variacion local no presenta esta caracteristica, (ver Apéndice C) [1, 4]:

Op[0ta ()] = 0[0uta ()] + (0,07 ][Oat)a(@)] (3.8)

Como consecuencia de las transformaciones infinitesimales de coordenadas y campos dada

por (3.4), la variacion de la densidad Lagrangiana se expresa como:
L =L+ (3.9)

donde:
L' =L Wo(@),0,0,(2"),8,0,¢,(), 2] (3.10)
Al exigir que la accion sea invariante por transformaciones infinitesimales de coordenadas y

campos (3.4), se debe cumplir: [3, 1, 4]:

5ANu(2)] = AW — Altha(z)] = / ' / WL —0 @1l

/
g

’ , . ’
donde o denota el volumen expresado en términos de las coordenadas x .

., ’
La relacion entre el elemento de volumen dz* y el volumen dx 4 en las nuevas coordenadas,

se determina a partir del Jacobiano de transformacion [3, 1, 4]:

/
ox *

ox™

0
p p
e (at + da*)

dr'* = do* = dz* = |6", + 0 (62")| da? (3.12)

teniendo en cuenta que las transformaciones de coordenadas son infinitesimales, se debe
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considerar términos de primer orden en el Jacobiano:

1+ 002"  0,62° 002" 302"

oozt 14 06zt Oyt O30zt
= ~ 1+ 0,0x" (3.13)
ooz 0022 1 + Oy022 05022

/

ox*
oz

b 0oz 0202 1+ 03623

de esta manera, la relacién entre los elementos de volumen dx* y dx'* es:
dz'* = (1 + 9,02")dz* (3.14)

Sustituyendo las relaciones (3.14) y (3.9) en la expresion (3.11) y considerando, nuevamente

términos de primer orden, se obtiene:

SA[hq()] = /dx4(1 + 9,01") (L +6L) — /d:&f =0 (3.15)

o g

~ [ d'[5.L + L(0,6a")] =0
/

expresando la variacion local del Lagrangiano 6.7, en términos de la variacion global del
mismo, §.%, ecuacién (3.5):

0L = 6L + 6210, %L (3.16)

la relacion (3.15) puede ser escrita en la forma:

ARu(a)) = [ dat(5.2 +0,(62"2)) =0 3.17)
Se puede expresar la variacion global del Lagrangiano en términos de las variaciones globales

del campo y de sus derivadas de la siguiente manera:

<, 0L 0.L - 0.%
0.2 = 5 ~0%a+ 55— < 0(0utha) + 5

v O(Dytba) 30,0,0,) Ondta) (3.18)



Capitulo 3: Leyes de conservacion en teoria cldsica de campos 23

teniendo en cuenta (3.7) y del hecho que 9,,0,0¢, = 0,0, [¥,(2) — Va()] = 6(0,0,¢0a), la

anterior ecuacion se expresa en la forma:

< 0L - 0L < 0L —

0 = — 0y + =————0,(0¢,) + =—=———<0,0,(0¢, 3.19
00."" * 9@ V) T 50,0, ) G

Utilizando las siguientes relaciones:

0L < 0L - 0% _
0u(0%e) =0y | 55— | = O0u | 55— ) 0%a 3.20

oo =0 () =0 (g ) 0o O

0L - 0L - 0L -
T3 7050 =0 (g gyorbtn) =0 [0 Gy )

0.7 -
0,0, [ 2L dua
* (a@ma)) v

la expresion (3.19), se reescribe en la forma:

0Z 0Z 0ZL

awa&pa + 0, (—5%) — 9, <—) 5ty (3.21)

= 5(0,0) 9(0,t)

0L - 0L\ - 0.7\ -
O <a<0mywa>8”5%> O [a“ (a@w@)) 5‘”“] 00 (a@aﬂwa)) W

Al sustituir (3.21) en (3.17), la invariancia de la accién ante transformaciones de coordenadas

y campos implica:

S A, (2)] = / da {ag N (ﬂ) + 30,0, (%)] o1, (3.22)

awa N a(au%) a,uauwa

0L 0% - 0% -
dz'o,{ | ——— =8, | = ) | Oty + =0, 01hy + L2y =
+/ g “{[awma) <a<auama>)} Ve b 5@0,0 Y T x} ’

o

Denotando las ecuaciones de Euler-Lagrange para Lagrangianos de segundo orden de la
siguiente manera:
0L ( 0L ) ( 0L )
L'=—-0, (=400, | ==——=—— ) =0 (3.23)
Mo " \0(0utha) "N 0(0,00a)
y definiendo la corriente de Noether, de la forma:

0% 0% - 0% -
"= oty 0 (G| e * Gt + Zo 62
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la ecuacién (3.22) se escribe como:

S ANy (2)] = / dr* (L500 + 0,0) = 0 (3.25)
Teniendo en cuenta que el volumen en el espacio-tiempo o es arbitrario y que la identidad
(3.25) se debe garantizar independientemente de o, la condicién de invariancia de la accién

ante transformaciones infinitesimales de coordenadas y campos implica [1, 3, 4]:
L, + 0,J" =0 (3.26)

la expresion (3.26), es conocido como el teorema de Noether.

3.2. Primer teorema de Noether

Si las transformaciones en coordenadas y campos: dx*, d1),; estdn caracterizadas por un
conjunto infinitesimal de r pardmetros constantes e independientes del espacio-tiempo €7,

con 3 = 1,2, ..r; las transformaciones pertenecen a un grupo de simetria finito [1, 4, 18]:
rt =gt — ot =P XV () (3.27)

0tha(r) = () — tha(r) =€° Pga(x)

donde X ’fg(x) Y Pga(x) son los generadores del grupo de simetria. Los generadores pertene-
cen a un minimo subgrupo del grupo de transformaciones, de manera que todo elemento del

grupo de simetria puede ser expresado en términos de los generadores del grupo.

Si se considera invariancia de la accion ante un grupo de simetria finito, junto a la condicion
que el sistema fisico descrito por campos v, (z) satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange,
es decir L* = 0, el primer teorema de Noether establece la siguiente ecuacion de continuidad
[1, 3,4]:

oJ" =0 (3.28)
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donde J*, se define como la corriente de Noether, que expresada en funcidn de variaciones

locales se escribe como:

0z 0% 0.
7= B ay .01 0 a —5811 a 3.29
[8((9#1/)&) <a(ay8u¢a))} Yo + 8(9,0,14) (& (3.29)
0L 0.% 0.9
—ox® — — a,/ a9 9 (9& a —aaa,/ " — AR A
' { [a@w (8<0u6uwa>)} Vet B0,0,00) O }

Considerando un grupo de simetria finito (3.27) y el hecho que los pardmetros €” son

constantes, la ecuacion de continuidad (3.28) es reescrita de la forma:
€’ 0,J"% = 0,J"% =0 (3.30)

donde J ’g es la corriente de Noether expresada en funcion de los generadores del grupo de

simetria finito:

0L 0L 0L
JH = [— -0, (—)} Dpo(2) + =70, Psa(x (3.31)
R ICE™N 0.0, )| 2 ) 0(0,0,0a) "7 (=)
0L 0L 0L
—X%(x ——— 0| == || Oa¥a + =5F5—0.0, a—(S“a.Z}
{0~ ()| 2+ s
Integrando en el espacio la ecuacion de continuidad (3.30):
/ da’0,J% = / da®(00J % + O J") = 0 (3.32)
Q Q
Al utilizar el teorema de Gauus, el término:
/ daz® (0, J%) = f{ ds, J% (3.33)

Q s
siendo s la superficie cerrada que es contorno del volumen (2. El volumen de integracion
Q) es arbitrario, y lo podemos escoger tan grande como se deseé, al considerar campos

completamente asintéticos, es decir:

. (x,t) = 0

cuando [x| — oo (3.34)
ak:"vba(xa t) —0
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se obtiene, que cuando |x| — oc:

/ da® (0p ") = f{ dg, J — 0 (3.35)
Q s
Por lo tanto, (3.32) se expresa como:
d d
39 70 _ @ 370 _ @ _
/dx 0o 3 = t/dx Js dtQ’B 0 (3.36)
Q Q
la cantidad:
Qs = /szJOB —=constante S =1,2,..,r (3.37)

Q
se denomina carga de Noether.

La ecuacién de continuidad establece la existencia de r cantidades conservadas () g asociadas
al sistema fisico, y son consecuencia de la invariancia de la accién ante transformaciones de

coordenadas y campos (3.4).

Asi, el primer teorema de Noether establece que si el Lagrangiano es invariante ante una
transformacion infinitesimal, generada por un grupo finito que depende de r parametros
constantes, existen r cantidades independientes asociadas al sistema fisico descrito por los

campos 1, (x) que se conservan [1, 3, 4, 18].

La corriente .J % puede ser generalizada para Lagrangianos de orden m en las derivadas en la

forma [3]:
m—1 m—(i+1) J i
4 0¥
JH = (~17 I 8. - i 104 ®sa(2) (3.38)
=0 j=o k=o B (a# I}:[ 8}% ll:[ 8l/z'¢a> =0

: 4 Ou [ Ontta — ZL6%, p X%(x)
i =0 =0 =0 J u =0
= (et o) |
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3.3. Translacion espacio-temporal

La homogeneidad en el espacio de Minkowski es la invariancia del Lagrangiano ante trans-
laciones en el espacio-tiempo, como consecuencia, la carga asociada al sistema fisico es el

cuadri-momentum [1, 4].

Las translaciones en las coordenadas del espacio-tiempo son representadas en la forma:
a'h =gt et (3.39)

donde € es un cuadrivector infinitesimal constante, de manera que son cuatro el nime-
ro de parametros que caracterizan la transformacion y de acuerdo al primer teorema de
Noether existen cuatro cargas asociadas al campo que se conservan. Como los campos son
invariantes ante translaciones en el espacio-tiempo 1, (') = 1, (), las variaciones en coor-
denadas y campos correspondientes a la simetria de homogeneidad en el espacio de Min-
kowski, son [1, 4]:

oxt = gt — gt =eh=£P &'y o () =0 (3.40)

de esta forma los generadores del grupo de simetria de homogeneidad en el espacio-tiempo,
corresponden a [3]:

Xi(x) = 8" Bpa =0 (3.41)

como 5’2 es un tensor constante, la ecuacién de continuidad (3.30) asociada a la simetria de

homogeneidad del espacio de Minkowski es escrita de la siguiente manera:
€7 6%0,0", = 0,0", =0 (3.42)

donde 6* es la corriente de Noether asociada al campo, la cual se denomina tensor momentum-

energia y se define como:

0% 0L 0L
= |———-0, | =———— O, —0,0, a—d“a.i” 3.43
o {a@m (a@@waﬂ Vet 300,00 G4
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La generalizacion para el tensor momentum-energia para Lagrangianos de orden m en las

derivadas es [3]:

—1 m— (z+1

7 7
0.5
o = Oa [T 00 tba — 25", (344
0\ 90 I1 Oy TT Ot

3

7

Q

o ]:

De acuerdo al primer teorema de Noether, la carga del campo como consecuencia de la
homogeneidad del espacio-tiempo, que resulta al reemplazar 1+ = 0 en la ecuacién (3.43) y

sustituir en la relacién (3.37), es de la forma [1, 4]:

P, = /dx?’HOa a=0,1,2,3 (3.45)

Q
El cuadrivector P, = (E, —P); se define como el cuadri-momentum asociado al campo, este
tiene la siguiente interpretacion: Fy = E es la energia del campo y ’; = P con j = 1, 2, 3;

es su momentum lineal [1, 4, 18].

Para un sistema fisico conservativo, la energia es equivalente al Hamiltoniano candnico,

E=H, = f dz36%, este tiene la siguiente estructura, (ver Apéndice D):

3 83)_ (83 )} ag.,_>
H, = /d <[a% a(alﬁa 20 5or )| Vot Gt —2) G40

El Hamiltoniano candnico permite describir la dindmica del sistema fisico en el espacio de

fase (1, 1/}a, s 7TZ-}>; donde 7y y 7TZ-} son definidos como los momentos candnicos conjugados
asociados a las variables v, y 1, respectivamente, 1), es considerada como una variable
canonica independiente. Los momentos 7 y 7r1‘2 son definidos por:
Ty, = g;g — 0oy (%> — 20 ( 8.,2”‘ ) 771‘2 = % (3.47)
Va g O(Okta) g
En funcién de los momentos canénicos, el Hamiltoniano es [3, 6]:

H, = / da® (wwa + e, —;f) = / A A (3.48)
Q

Q
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donde JZ = 71'3}1/1@ + W;QLG — %, es la densidad Hamiltoniana candnica.

El momentum lineal asociado al sistema fisico representado por campos es P; = Py se
define como [1, 4, 6], (ver Apéndice E):
P=P= /dx3¢90j = /dx?’ (m‘jaﬂba + 7T§Z jz,ba) (3.49)
Q Q
En general para Lagrangianos de orden m en las derivadas, el momento candnico asociado

al campo ¢,,_,, es Yy tiene la forma [3]:

(3.50)

J=l+1i=l+1 n=o

m j . i—1—1 d k j—i+l 0%
+ Z Z (=)™Cy, H (E) H O, i—l-1 il
k=o 8 < )

donde: l
d
wal == @

Los coeficientes C; ; en la expresion (3.1) se obtiene de la siguiente figura:

N

3

Yo 1=1,2,.om oy =v. a=12 N (3.51)

2 — 2
4 6 4 J

[}
-
i
-
f—
—_—
—
(1}

Figura 3.1: Figura para obtener los coeficientes C; ;; las i's corren en forma diagonal y las
Jj's en forma vertical. Por ejemplo el coeficiente C 4 = 6.
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De esta manera el Hamiltoniano candnico y el momentum lineal para sistemas fisicos des-
critos por campos con Lagrangianos de orden m en las derivadas, son definidos de la siguiente

manera [3, 6]:

H, = /dx3 <711‘Z@[;a + ﬂi@l}a + ... + Wszmq/)am — c?) = /dx?’%” (3.52)

Q Q

Py = /dx?’ (71'5;3%% + WZ j% + ... + ng(m_l)aﬂz}a(m)) (3.53)
Q

3.4. Rotacion espacio-temporal

Las coordenadas de un mismo evento medidas en diferentes sistemas de referencia inerciales
se relacionan por medio de las transformaciones de Lorentz, las cuales son interpretadas
como una rotacion continua en el espacio-tiempo y son escritas matricialmente en la forma
[1,2]:

xH=a"ax” (3.54)

v
Las transformaciones de Lorentz son construidas a partir de rotaciones infinitesimales en el
espacio de Minkowski [1, 4]:
2t =t SWH i, (3.55)
donde 0 W* = —3dW"*, es un tensor infinitesimal constante que tiene la propiedad de ser

antisimétrico con el fin de garantizar la invariancia de la distancia infinitesimal entre eventos:
ds?> = Nwdrtdz” = nuydx“/dx’/ [2, 4].

Como consecuencia de la transformaciones infinitesimales de Lorentz, los campos se com-

portan en la forma [1, 4]:

U(z') = () + %5W””(1W)abwb(x) (3.56)

I,,, son conocidos como generadores infinitesimales de las transformaciones de Lorentz y

poseen la propiedad de antisimétria:

Ly =—1, (3.57)
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la representacion matricial de los generadores (/,,,)qs, depende del tipo de campo estudiado
(campo escalar, campo vectorial, campo de Dirac, etc) y como consecuencia de (3.57) existen
seis generadores independientes: tres correspondientes a rotaciones espaciales (21, 31, I32)
y tres asociados a rotaciones en el espacio-tiempo (119, I29, I30). Los generadores I, satis-

facen las siguientes relaciones de conmutacion [4]:

[Iaﬁ 5 ]75] - _na'ylﬁé + 7]116],87 + nﬂ’y[aé - nﬁélcw (358)

La isotropia en el espacio de Minkowski es la invariancia del Lagrangiano ante una rotacion
infinitesimal de Lorentz, como consecuencia, las variaciones en coordenadas y campos co-

rrespondientes a la simetria de isotropia del espacio-tiempo son [4]:
St =gt — gt = oWz, (3.59)

/ / 1
Sta(x) = ¥ (a') = vulw) = SOW (L)t ()
las trasformaciones (3.59), estdn caracterizadas por seis generadores independientes y de

acuerdo al primer teorema de Noether existen seis cargas asociadas al sistema fisico que se

conservan [4].
Los generadores del grupo de simetria de isotropia en el espacio-tiempo tienen la forma:
1
X'g(x) = x5 Pga(z) = i(Iﬂﬁ)abwb(x) (3.60)

como consecuencia, la ecuacion de continuidad (3.30) asociada a la isotropia del espacio de

Minkowski, teniendo en cuenta la definicion de tensor momentum-energia (3.43), es:

1 0L 0L
- aBgu [ | = _ =
25W 0 ([0(0“%) Oy (8(8V0“¢a)>] (Lag)avths (3.61)
0L
+W(Ia5)abaﬂﬂb — 2%ﬁ9“a> =0
al simetrizar el producto:
1 1
§Waﬁ0“ax5 = SWes |: 5 ( wag + Guga:a) + 5 ( 9#0{%5 - 9M5x04>:| = (3.62)
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1 «a
= §5W A ( eﬂal’g - Gﬂﬂxa)

y dado que 51 *# es un tensor constante, se obtiene que la ecuacién de continuidad (3.61),

se escribe de la forma:

02 0.
g ([m o (W” Uos)asths (3.63)
0Z

_Y 1 B o _
+ a(auaywa)( aﬁ)aba,,wb -+ Gﬁxa an5> 0

La corriente de Noether, asociada a la simetria de isotropia del espacio-tiempo, es un tensor
de tercer orden conocido como densidad tensorial de momentum angular-spin, este es defi-

nido de la forma:

0L 0L
Mos = [m -0y (m)] (Lap)ab® (3.64)
0%

= 14 _ A~
¥ 00,0, )00 Ote = Vlay

y satisface la ecuacion de continuidad:
8“///’;6 =0 (3.65)

La generalizacion de la densidad tensorial de momentum angular-spin para Lagrangianos de

orden m en las derivadas se expresa como [3]:

} m—1 m—(i+1) ; J 0.9 i
Mo =3 (=1 T O — (Tag)as [ [ Os (3.66)
i=o0 j=o k=o o (aﬂ kl:[ aﬂk ll:[ al/l d}a> l=o0

+9uﬁl’a - Qﬂal‘lg

De acuerdo al primer teorema de Noether, la carga asociada al sistema fisico como conse-

cuencia de la isotropia del espacio-tiempo, corresponde a:

M,z = /dxwzgﬁ a,8=0,1,2,3 (3.67)
Q
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y se denomina tensor de momentum angular-spin, este tensor se lo reescribe de la siguiente

forma, (ver Apéndice F) [4]:

Map = Lag + Sap (3.68)
donde:
Log = / 2’| W (260510 — T500t0a) + 78 (TaOsth — T50at00) ] (3.69)
Q
SOCB - /d{L‘g |:7T:Z(L><ﬂ)ab¢b + ﬂ-;};<laﬁ)ab¢b (370)

Q
L se denomina tensor de momentum angular y S,z €s el tensor de spin, la antisimétria del

tensor momentum angular-spin M,z = —Mp,, (ver Apéndice G), implica que existen seis
cargas asociadas al sistema fisico que se conservan: tres de momentum angular orbital L;;, y

tres de spin 5;; [4].

La generalizacion del tensor de spin y del tensor de momentum angular para Lagrangianos

de orden m en las derivadas es [3, 6]:

S = / dz® [ﬂ;uaﬁ)abwb 7% (g )abth + covoee + 75 (Tag)ab W) } (3.71)
Q

3.5. Simetria de Poincaré

La simetria de Poincaré es la invariancia del Lagrangiano ante una translacion en el espacio-
tiempo mas una transformacion infinitesimal de Lorentz [4]. Bajo el grupo de simetria de

Poincaré, las transformaciones en coordenadas y campos son:
1
dxt =t +6WHx, 0, (x) = §5W“”([#y)ab¢b(x) (3.72)

donde € es un cuadrivector infinitesimal constante que representa la translacion espacio-

temporal y 6/ es un tensor infinitesimal constante que representa la rotacién infinitesimal
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de Lorentz.

La invariancia del Lagrangiano ante el grupo de simetria de Poincaré, teniendo en cuenta la
definicion de tensor momentum-energia (3.43) y densidad tensorial de momentum angular-
spin (3.64), tiene como consecuencia el establecimiento de la siguiente ecuacioén de conti-
nuidad, (ver Apéndice H):

oJ" =0 (3.73)

con:
1
T = SOWM oy — €O (3.74)

«

De esta manera la carga de Noether asociada al campo es [4]:
1
Q= §5W“5Ma5— €* P, (3.75)

Por lo tanto la invariancia del Lagrangiano ante el grupo de simetria de Poincaré, establece
la existencia de 10 cantidades conservadas asociadas al campo: la energia, tres componentes
de momentum lineal, tres componentes de momentum angular orbital, y tres componentes

de spin [4].

La invariancia del Lagrangiano ante transformaciones infinitesimales de campos y coorde-
nadas implica la existencia de cargas de Noether asociadas al campo, la carga de Noether se
denomina generador de simetria e implica la existencia de un grupo de simetria en las las
leyes de la fisica, de esta manera si () es la carga conservada, entonces la variacion global de

campos que deja invariante el Lagrangiano es calculada a partir de [4]:

() = 1y (2) — Yulz) = {Yu(2),Q} (3.76)

donde los corchetes de Poisson entre dos variables dindmicas A(z) = A(¢a,¢a,7TfZ,7TZ;)
y B(y) = B(¥q, ta, T, WZ) definidas en el espacio de fase (t/q,Va, s 7TZ-]), evaluados en
tiempos iguales son definidos en la forma [3, 4]:

<5A(x) 0B(y)  0A(z) 6B(y)

— (3.77)

{A(), B(Y)},0, :/dz3 0a(2) 07l (2)  OmY(2) 0tpa(2)

Q
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dJA(xz) dB(y)  6A(z) 0B(y)
6alz) I5(2) O (2) wa(z))
De esta manera — €# P, es el generador de simetria por translacion en el espacio-tiempo
y %(5W0‘5Ma5 es el generador de simetria por rotaciones infinitesimales de Lorentz. Los
generadores de simetria P, y M,3 cumplen con la siguiente relaciones, conocidas como el
algebra de Poincaré [4]:
{P,, P,} =0 (3.78)

{M/wa P)\} = nv/\Pu - nuAPv

{M;wa MO’T} = ,r]’UO'M/J,T + inMvo - anM,ucr - nuanT

3.6. Ecuaciones de movimiento de Hamilton

La estructura Lagrangiana de una teoria clasica de campos, asocia a un sistema fisico una
densidad Lagrangiana la cual describe la dindmica de los campos en el espacio de con-
figuraciones, la evolucion temporal del sistema fisico esta determinada por las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange, las cuales son deducidas a partir del principio de Hamilton

de accién extremal, junto a las condiciones de frontera y campos asintéticos [3, 4, 21, 22].

En la version Hamiltoniana o canénica de una teoria cldsica de campos, la dinamica del
sistema fisico en el espacio de fase esta determinada por el Hamiltoniano canénico, el cual,
para sistemas conservativos corresponde a la componente F del cuadri-momentum del campo
P,. El cuadri-momentum es deducido a partir de la invariancia del Lagrangiano bajo una

translacion en el espacio-tiempo [1, 4, 18].

La evoluciéon temporal del sistema fisico en el espacio de fase esta determinada por las
ecuaciones de Hamilton, las cuales son deducidas a partir del principio de Hamilton modifi-
cado, mas las condiciones de frontera. La estructura Hamiltoniana es equivalente a la version

Lagrangiana y su importancia radica en la cuantizacién canénica de campos [3, 9, 21, 22].
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El espacio de fase que determina la evolucion temporal de un sistema fisico descrito por

una densidad Lagrangiana de orden m en las derivadas, esta determinado por los campos

m—1

linealmente independientes (g, %q,Va, ..., ¥ ,) y sus momentos candnicos asociados
0 —a —a “ . . L .
(mg, BT T ), que forman un conjunto de variables candnicas independientes, de

manera que el espacio de fase de dimensiéon 2N m que define la estructura Hamiltoniana es:

m—1

(¢a7 1/}0,7 zﬁ'aa cet 77Z} a’ 7T:Z, 7T,Z7 WZ}) R ’ﬂ-’(/l’(m—l)> = (1&&(171)777.1(2(1_1)) (379)

donde:
dl
T oad

Para determinar la evolucion temporal de un sistema fisico descrito por campos en el espacio

Va, Vo =1,2,...om Yoy=%, a=12,..,N (3.80)

de fase, consideremos una densidad Lagrangiana de orden dos en las derivadas:

ZLa(), Ouha(), 0u0,a(), 2] (3.81)

De acuerdo al teorema de Noether, la carga conservada asociada al campo como consecuencia
de la invariancia del Lagrangiano ante una translacién en el espacio-tiempo es el cuadri-
momentum P, la componente /% corresponde al Hamiltoniano candnico, y tiene la siguiente

estructura [3, 4, 9]:
0% 0% 0% . 0.7 .
H,= [ da? .a(..)a( ﬂa - az) 3.82
Q/x “6% "Noi) 2% o )1 " 05, " (382

El Hamiltoniano candnico permite describir la dindmica del sistema fisico en el espacio de

fase (1, Y, s ﬂz), donde 7y, y ﬂz) son definidos como los momentos canénicos conjugados

asociados a las variables v, y 1, respectivamente. Los momentos Ty 7'('1(2 son definidos por:

Y (4 Iy . e
3% 3% a<ak¢a) a¢a
En funcion de los momentos candnicos, el Hamiltoniano es [3, 6]:

H. = / da® (ﬁ;% + 784, —.,sf) - / da® H# (3.84)
Q

Q
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donde 7 es la densidad Hamiltoniana candnica la cual esta definida en el espacio de fase:
H (hay ay Ty 18) = T o + 78 Y0 — &L (3.85)

El Hamiltoniano canénico permite pasar del espacio de configuraciones al espacio de fase, es
decir del formalismo Lagrangiano al Hamiltoniano [3, 9, 21, 22]. De esta manera utilizando

la expresion (3.85), la densidad Lagrangiana toma la forma:
L = by + 7 G0 — H(Va, Y, T, ) (3.86)
reemplazando la densidad Lagrangiana en la funcional de accion (2.60), se obtiene:

Altba, Yo, 75, 4] = /d;#[ T Yo + T o — H(Vay Yoy T, ) ] (3.87)

g

Para deducir las ecuaciones de movimiento en la estructura candnica se utiliza el principio

de Hamilton modificado [3, 21, 22, 23]:

La trayectoria que sigue un sistema fisico representado por campos, en el espacio
de fase entre los tiempos [t1, t5], es aquella que hace extremal la funcional de accion
(3.87).

O Alba, tha, mh, 5] = 0 (3.88)

la condicion de accion extremal se debe cumplir bajo las condiciones de frontera:

0tha(X, 1) = 01a(X,t5) = 0 0o (X, 11) = 8tha(x, t2) = 0 (3.89)

La accion es funcional de los campos linealmente independientes (v, g, s WZ); de manera
que al realizar la variacién de la accidn se debe realizar variaciones independientes de d1),,

5@/)@, 57?{‘; y 5%1‘2; de esta manera:

SA = / d’ [5@% + 1860 + 0m e + 1200, (3.90)
oA Y Y Y
_a—wadwa — T%éwa — %57('1& — 871‘2571.1&
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utilizando las siguientes expresiones:

. d a 0o d, .. . ©
77}3,577% = %(5@&@7@0};) - 61/)a77¢ W¢5¢a = 5(57#(177@) - 5’¢aﬂ-¢ (3.91)
se obtiene:
) ¥ 4 . 0 0
_ 4 a _ a o o - a
0A = /dx [57% (1/),1 _875‘})) + 57T¢ (@Da _a”ff,> 0y (ww + —&%) (3.92)

[

Oy AN od
_5?,0(1 (71'1!) + a¢ ) + E(éwaﬂ-d) + £(5waﬂ'¢):|

a

los siguientes términos son nulos:

Q

o

to
Q t1

t2

d i_a d _a I_a
/dw‘la(&/}aﬂ&) = /dm?’/dt E(5¢aﬂ¢) = /dwg(&/}a%) 2 =0
o Q t1 Q
como consecuencia de las condiciones de frontera (3.89), de esta manera la variacion de la

accion es:
SA = / da* | o7l | e — 0x + 672 | )y — orx (3.94)
6’7@‘7} ¥ (97er

o

0 . 0
a0 52 25 )

a

Considerando variaciones independientes en los campos 0t)q, 094, 07, 5”?&; se deduce las
ecuaciones de movimiento de Hamilton para sistemas fisicos representado por campos con

Lagrangianos de orden dos en las derivadas [3, 21, 22]:

Yo — (Mj =0 by = 8%: (3.95)
87% 87rw
. 07 . 07
% - Ont =0 % = ont
P P
7o+ 0A _ 0 qa_ O
I v o,
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L0 Y
Tt — = O mnm, = ——
v O Y O
Considerando la siguiente propiedad de derivada funcional [4]:
o / IFY(y)]
— [ daF|Y(x)] = ———== (3.96)
oY (y) 9 @) M (y)
las ecuaciones de Hamilton toman la forma [3, 21, 22]:
. H
Yo = 0 = = a’%j (3.97)
(57% (97%
" OH. 0
Vo = ome - o
P P
o _5Hc B _8%
T TS, O
_5HC o

ca _

Ve O
Un elemento importante que se debe definir en el espacio de fase son los paréntesis de
Poisson, los cuales son definidos para dos variables dindmicas A(z) = A(t,, 1a, T ﬂi) y
B(y) = B(t,, Va, T, WZ), de la siguiente manera [3, 21, 22]:
0A(z) 6B(y)  0A(z) 6B(y)

{A(z), B(Y) }ao=yo = Q/dz3 ( S S B S (3.98)

biy(2) 05 (2) 0w (2) S4hy(=)

estas cantidades son calculadas a tiempos iguales =y = vy, y cumplen con las siguientes

SA(z) 0Bly)  SA(x) §B(y) )

propiedades:
antisimetria: {A,B} = —{B, A} (3.99)
producto: {AB,C} = A{B,C} +{A,C}B (3.100)
linealidad: {1 A+ B,C} = 1{A,C} + c{B,C} (3.101)

Abhora, si se calcula la evolucion temporal de A(z), se obtiene que [3, 21, 22]:

| - 2 oAlz) z OAW) 5 z 0A(z) 70 (2 6A(x) (2
A(z) —Q/d (Mb(z)wb( )+5¢-b(z)ﬂ)b( )+57r52(2) o )+5”Z(2) o )) (3.102)
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teniendo en cuanta las ecuaciones de movimiento de Hamilton (3.97), se reescribe (3.102)

o[ 9AW) SH.  GA() iH,
Alz) = / d (&pb(z) 57h(2)  0n,(2) 60u(2) (3-105)

COmo:

Q

SA(r) 6H,  SA(x) OH, )

Oy (2) 0my(2) 0w} (2) Guhy(2)
de esta manera se puede expresar la evolucién temporal de cualquier variable dindmica A(x)

definida en el espacio de fase, en términos de los paréntesis de Poisson (3.98) [3, 21, 22, 23]:
A(z) = {A(z), H) (3.104)

Las ecuaciones de movimiento de Hamilton para sistemas fisicos descritos por Lagrangianos

de orden dos en las derivadas, teniendo en cuenta (3.104), son [3, 21, 22]:
ija(x) = {wa<x)7Hc} ?La(l") = {&a(l‘%Hc} (3105)

(@) = {my(2), Hey  wj(e) = {m}(x), He}
es posible mostrar que los paréntesis de Poisson fundamentales no nulos entre los campos

(¢, Vas T, 77;‘2), se expresan como, (ver Apéndice I) [3, 9, 21, 22]:

{Ya(2), m}(y)} = 650°(x —y) {ta(2), 7 (y)} = 005° (x — y) (3.106)

La generalizacion de la estructura Hamiltoniana para Lagrangianos de orden m en las deri-

vadas se obtiene en base a la definicién del Hamiltoniano canédnico (3.52) [3, 21, 22]:

H, — /dﬁ (w; Yo + 78 ot o+ 7S s — .,zﬂ) _ /dx?’% (3.107)
Q Q
junto a la definicién de paréntesis de Poisson generalizados evaluados en tiempos iguales
entre dos variables dindmicas A(x) y B(y) definidas en el espacio de fase (¢q,,_,, 71%([71))
[3, 21, 22]:

_ [ g3 < 6A(x)  dBy)  JA(x)  IB(y)
{A(x), B(y)}oo=yo = / d g < Sy () 57’3(1,1) ® 5”3)@7” & (z)> (3.108)
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La evolucién temporal de cualquier variable dindmica A(z) definida en el espacio de fase,
es:
A(z) = {A(x), H,} (3.109)

y las ecuaciones de movimiento de Hamilton para sistemas fisicos representados por campos

con Lagrangianos de orden m en las derivadas, son [3, 21, 22]:

- SH, oA
Vag_ry (@) = {Way_, (), He} = = (3.110)

a a
57{1!1(171) 871-?/1(171)

0H, 0
-a —_ a H — — = —
ﬂ'd’(lfl) <:U> {Ww”*l) (:B), C} 5wa(z_1) adja(l—l)

se determina que los paréntesis de Poisson fundamentales no nulos entre los campos ¢,,_,,

y T, tienen la forma, (ver Apéndice I) [3, 21, 22]:

{Caqy (@), 75, ()} = 620°(x — ) (3.111)

Las ecuaciones de movimiento de Hamilton (3.110) constituyen un conjunto de 2 N'm ecua-
ciones diferenciales de primer orden en las derivadas temporales para los campos linealmente
independientes (@DG(H) , ﬂg(l_l)); para determinar una solucion tnica se requieren 2N'm con-

diciones iniciales.

3.7. Segundo teorema de Noether

El teorema de Nother es consecuencia de la invariancia de la accion ante el grupo de simetria

de transformaciones infinitesimales en coordenadas y campos [1, 4, 19]:
L, + 0,J" =0 (3.112)

Si se considera un grupo de simetria finito que depende de r pardmetros constantes (3.27), el
primer teorema de Noether establece la ecuacion de continuidad (3.30), como consecuencia

de la ecuacién de continuidad y de la condicién de campos asintéticos, existen r cargas
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independientes asociadas al campo que son conservadas (3.37) [1, 4].

El segundo teorema de Noether, establece que la invariancia del Lagrangiano ante un grupo
de simetria infinito, es decir simetrias de gauge locales, implica: la existencia de cantida-
des conservadas, el cumplimiento de las identidades de Bianchi, y un Lagrangiano singular,
resultado en sistemas dindmicos con vinculos [1, 5, 18, 19]. Dirac estableci6 el método para
el estudio canodnico de estos sistemas, método que es fundamental en la cuantizacion de este

tipo de teorias [20, 21].

Un grupo de simetria infinito o simetrias gauge locales, depende de r parametros definidos
en el espacio-tiempo, de esta manera, el grupo de transformaciones infinitesimales en coor-
denadas y campos conocido, como transformaciones gauge locales, que dejan invariante la

accion, es definido por [5]:
ort = gt — ot =€’ () X"(x) (3.113)

a(w) = Yo (2) — va(2) =€ (2)@pa(, 2)+ €M (2) 001, 2)
donde €” (x) con § = 1,2,...,r; es un parametro definido en el espacio-tiempo. Como la
estructura del espacio-tiempo es continua a cada evento x en el espacio de Minkowski le
corresponde un valor de €7 (z), lo que le da el carécter de infinito al grupo de simetrfa.
Ademis €7+ (z) = 9" € (x) y X'4(x), Ppa(1h, x), 0usa(t, ); son los generadores del
grupo de simetria infinito [1, 5, 18, 19].

La variacién global de campos, ecuacién (3.5), para el grupo de transformaciones gauge
locales, se puede reescribir utilizando (3.113), en la forma:

0o (1) = 0o (1) — 62" Dpihe () =7 (D, — X504 )+ €P* 0,54 (3.114)
Integrando en el espacio el teorema de Noether (3.112) y al sustituir la expresion (3.114):

/ Az (L0, + 0,J") = (3.115)
Q
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= / da® { L [€” (®go — X"50,000)+ €7 0ppa] + 0"} =
Q
:/“9@{H@w—X%@%%4%@wwnPh/W%%meﬁwm+4»=o
Q Q
La corriente de Noether J,,, para Lagrangianos de segundo orden expresada en términos del

grupo de transformaciones gauges locales, toma la forma, (ver Apéndice J):
Ju = €° jupt €5 Frapt+ €7 Gap (3.116)

donde:

_ 0% 0% a
1= o0y~ (o) | @0 X000 Ga1D

0.% . )
o O (@ — X0uta) + LX7;

0L 0z 0L
Fz:{—————@(————a}aa+—————&aa (3.118)
P00 N0 )] T T 00,000 T

0L

——(Pp, — X°,
0@y o T N a0be)
0L

G, = aBa

vl = (0,0 0a)
Al sustituir (3.116), en la expresién 0#(L* €° ©usa + Jyu), permite reescribir la ecuacién

(3.115) en la forma:

(3.119)

/ Az (L0, + 0,J") = (3.120)
Q

— [ ds* € (L@ X500) = (L% pu0) + (L Py + )]
Q

* / dz® €P [L*0upa + jus + 0% Faps]
Q

+/dl’3 Gﬁ’a‘u [F#ag + 8”G,,m5]
Q

b [ et @ Gy =0
Q
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Utilizando el hecho que la funcion B y sus derivadas: (E/B noehon ch @1+ son linealmente
independientes, permite garantizar que la anterior identidad se cumple si las siguientes rela-

ciones son validas:

LY (@p0 — X'50utha) — 0" (L Ppupa) + 0" (L Pupa + jus) = 0 (3.121)
L%pupa =+ Jup + 0" Fopp =0 (3.122)

Frag + 8 Gpap = 0 (3.123)

Grvas =0 (3.124)

al sustituir la expresion (3.124) en (3.123), se obtiene:

Fiop =0 (3.125)
lo que implica:
(L pupa + Jus) =0 (3.126)

La invariancia de la accién ante transformaciones gauge locales, tiene como consecuencia

que el tensor © 3 = L%p,,3, + j,.3, se conserva [5]:
o'0,5 =0 (3.127)
ademas, se debe garantizar el cumplimiento de la identidades generalizadas de Bianchi [5]:
LY Py — X'50,000 — 0"¢ppa) — (0" L) ppa = 0 (3.128)

de manera que las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange no son independientes [5].

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange, para Lagrangianos de segundo orden son:

Y 0.8
L= 5. ~ % <a<aﬂ¢a>) * 00 <a<aua;¢;>> G.129)

y pueden ser escritas en la forma (ver Apéndice K):

L = W %0,0,0,000 + V(Ya, 0utlas 0u0uba, 0,0, 0atba) (3.130)
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donde: )
0°L
Woenveb — (3.131)
8<avaawb)a(auauwa)
Al sustituir (3.130), en las identidades de Bianchi (3.128), se obtendra que:
LY (®ge — X000 — 0" 0ppa) — 0osa(0°V) (3.132)

_@Gﬁa(89W’yawjab)auayafyaawb - SOGBaWVQMVabaGa/LaVa’yaawb =0

Para Lagrangianos de segundo orden en las derivadas, las ecuaciones de movimiento de
Euler-Lagrange (3.130), es un conjunto de N ecuaciones diferenciales de orden 4 en las

derivadas temporales, y son escritas de forma general, de la siguiente manera [6]:
LY = W 4y + H(Pay 0480 040000, 3,0, 0atba) = 0 (3.133)

donde ng, es definida como la matriz Hessiana [5]:

2
wet = 9%
a%aiﬂa

Como consecuencia del hecho que las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange son

(3.134)

como maximo de cuarto orden en las derivadas temporales, el término que contiene cinco

derivadas en las identidades de Bianchi (3.132), se debe anular:
©osa W 9°0,0,0,001b, = 0 (3.135)

los campos v, y sus derivadas 89@8,,878&1/%, son linealmente independientes, asi se debe
garantizar:

Poga W% = () (3.136)

Al considerar indices temporales en (3.136), se obtiene la siguiente ecuacion de autovalores
[5]:
VopaWi = agp, =0  B=1,2,...r (3.137)

de manera que existen N —r autovalores nulos a; = 0, cont = 1, 2, .., N —r; correspondientes

a los autovectores ¢, # 0. Cuando se diagonaliza la matriz Hessiana, los autovalores se
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ubican en la diagonal principal, lo que establece que el determinante de esta matriz es nulo

|Wgb| = 0, es decir el Lagrangiano es singular.

Por lo tanto, la invariancia de la accion ante transformaciones gauges locales, implica: la
conservacion de r cargas, el cumplimiento de las identidades de Bianchi, y un Lagrangiano
singular, como consecuencia, el Lagrangiano describe un sistema dindmico con vinculos
[5, 19]. Ahora, que el Lagrangiano sea singular no implica que la accién sea invariante por

transformaciones gauges locales [5].



Capitulo 4

Teoria electromagnética de Podolsky

Como es conocido, la teoria electromagnética de Maxwell tiene una dependencia r—! en el
potencial electrostitico de Coulomb para una carga eléctrica puntual. Este hecho, tiene como
consecuencia divergencias en el origen tanto en la energia como en el potencial electrostatico
[24]. Una solucioén a este tipo de problemas fue propuesta por Podolsky y Schwed en el afio de
1948 [7], y consistia en una generalizacion de la teoria del electromagnetismo al adicionar un
término de segundo orden en las derivadas en el campo electromagnético A,,. De esta manera,
el Lagrangiano que describira la teoria electromagnética de Podolsky, como es conocida, es
[6]:

& = —iFWF‘“’ + a®0\F*0"F,, (4.1)

siendo a un pardmetro constante con dimensiones de longitud y juega el papel de un cut-off.
F, = 90,A, — 0,A,, es el tensor de campo electromagnético expresado en término del
campo A, (z) = (¢, —A); donde ¢ representa el potencial escalar y A representa el potencial

vectorial magnético.

La teoria electromagnética de Podolsky se reduce a la teoria de Maxwell en el limite a — 0,
y se caracteriza por una contribucion finita en el origen a la energia del campo al igual que
al potencial de una carga eléctrica puntual [6, 25, 26, 27]. La version cudntica de esta teoria
determina la existencia de fotones masivos con una masa m., = aﬂc [25, 27]. Un estudio
de la influencia del potencial electrostitico de Podolsky en la teoria del estado fundamental
del atomo de hidrégeno ha permitido establecer limites para la constante a, (a < 5,56 fm);
y para la masa de los fotones (m, > 35,51MeV’) [25]. Esta masa se interpreta como una
escala de energia que caracteriza el régimen en el que la teoria de Podolsky se torna efectiva.

Como consecuencia del pequefio valor de la constante de Podolsky (menor que el radio

47
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de Bhor ay = 52,9 pm), el electromagnetismo de Maxwell es valido hasta pequefias esca-
las de longitud, de manera que no se tiene la suficiente precision para determinar el valor
experimental de ¢ mediante experimentos cldsicos de electromagnetismo y si el modelo de
Podolsky es correcto se esperan desviaciones de la electrodindmica de Maxwell en escalas

de alta energia [25, 27].

La teoria electromagnética de Podolsky es invariante ante el grupo de simetria global de
Poincaré [4], como consecuencia del primer teorema de Noether, las cargas asociadas a es-
te grupo de simetria son: la energia, el momentum lineal, el momentum angular, y el spin.
Ademds, es una teoria gauge U (1), es decir, invariante por transformaciones gauges locales
del cuadrivector potencial, por lo tanto, de acuerdo al segundo teorema de Noether: existe
una ecuacion de continuidad, se debe exigir el cumplimiento de las identidades de Bianchi,

y posee un Lagrangiano singular [5, 19].

El hecho que las variables dindmicas de la teoria de Podolsky no son independientes, es
decir, que existen vinculos [6, 28], hace necesario que el estudio de la estructura candnica se
debe desarrollar por medio del método de Dirac [20]. La teoria de Podolsky posee vinculos
de primera clase, lo que implica fijar condiciones de gauge. En el estudio de la estructura
Hamiltoniana de la teoria electromagnética de Podolsky via método de Dirac, se impondr4 la

version generalizada de la condicidn de gauge de radiacion [6].

4.1. Simetrias gauge locales en la teoria de Podolsky

La teorfa electromagnética de Podolsky es una teoria gauge U(1), lo que significa que el
Lagrangiano que la describe es invariante por las siguientes transformaciones gauge locales

del cuadrivector potencial A, [24]:

A, () = Au(z) + 0, € (v) 4.2)
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Esto quiere decir que: .Z[A,(7)] = & [A;L(x)] , (ver Apéndice L). Los generadores del grupo

de simetria U(1), son:

X'g(z) =0 Dpo(V,2) =0 @upa(th,x) =1 (4.3)

La funcién € (x) definida en el espacio-tiempo es arbitraria, como consecuencia, el cuadri-
vector potencial no se determina de manera unica. El hecho de fijar condiciones sobre el
cuadrivector A,,, para exigir el cumplimiento de determinadas propiedades fisicas; se cono-
ce como condiciones de gauge. Por ejemplo, en la electrodindmica de Maxwell al exigir el
cumplimiento de la ecuacién de onda por parte del cuadrivector potencial, se debe fijar la

condicion de gauge de Lorenz [24].

Como consecuencia del segundo teorema de Noether, el Lagrangiano que describe la teoria
electromagnética de Podolsky es singular, de manera que el determinante de la matriz Hessiana
es nulo, (ver Apéndice M) [6, 28]:

P

0A,04,

=0 (44

0 00

0 00
— ‘2(12(77;LV _ n,uonOl/)| — —2CL2

0 10

0 01

0
1
0
0

El rango de esta matriz es tres (R = 3), por lo tanto existe (N — R) = (4 —3) =1, un

vinculo a nivel Lagrangiano, y dos vinculos primarios a nivel Hamiltoniano [5].

Las identidades de Bianchi [1], consecuencia del segundo teorema de Noether; son definidas

para el caso de la teoria electromagnética de Podolsky en la forma:
OuFyo + 0aFy + 0,Fy, =0 4.5)
y la ecuacion de continuidad (3.127), con j,3 = 0, es:

9,L" =0 (4.6)
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4.2. Ecuaciones de campo de la teoria de Podolsky
Las ecuaciones de campo de la teoria de Podolsky son [6, 28], (ver Apéndice N):
(1+2a*’0)0\F** =0 4.7
que en términos del cuadrivector potencial pueden ser escritas como:
(1 + 2¢*0)0A* — 9%(1 + 2a°0)0yA* = 0 (4.8)

Del conjunto de cuatro ecuaciones de campo (4.8), solo tres son de cuarto orden en las de-
rivadas temporales, de tal manera que una ecuacion de campo (o = 0), corresponde a un

vinculo a nivel Lagrangiano.

La teorfa electromagnética de Podolsky es una teorfa gauge U(1), como consecuencia, el
cuadrivector potencial no se determina de manera tnica. Si se exige el cumplimiento de la

ecuacion de onda generalizada por parte del campo A,
(1+2a°0)0A% =0 (4.9)
se debe fijar sobre A, la siguiente condicién generalizada del gauge de Lorenz [6] :
(1+2a*0)0\A* =0 (4.10)

Utilizando las ecuaciones de campo (4.5), (4.7), y la representacion matricial del tensor de
campo electromagnético F),,,, (ver (4.206)); es posible obtener las ecuaciones de campo de
la teoria electromagnética de Podolsky (ecuaciones de Maxwell generalizadas) en términos

de los campos fundamentales: eléctrico E y magnético B, (ver Apéndice O) [6, 26]:
(1+2¢’°0)V.E =0 (4.11)

(14 2a’°0)(E-V xB)=0 (4.12)

V.B=0 (4.13)
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B+VxE=0 (4.14)

Las ecuaciones (4.11) y (4.12), son las versiones generalizadas de la ley de Gauss y Ampere
respectivamente, en cuanto que (4.13) es la divergencia del campo magnético y (4.14) es la

ley de induccién de Faraday

La ecuacion (4.13) implica: la no existencia de monopolos magnéticos, y el hecho que las
lineas de campo magnético son cerradas. Esta ecuacion garantiza que el campo magnético
puede ser escrito en términos del rotacional de un campo vectorial; denominado potencial

vectorial magnético A [24]:
V.B=0 — B=VxA (4.15)
La ecuacion (4.14) es simplemente la ley de induccion de Faraday que en forma integral se

/B%+%EM:O (4.16)

y establece que un cambio en el flujo magnético a través de una superficie s induce un campo

escribe en la forma:

eléctrico a lo largo de la trayectoria c que limita s

Al sustituir (4.15) en (4.14), permite expresar el campo eléctrico en términos de un potencial

escalar ¢, y el potencial vectorial magnético A:
E=-Vyp-0A 4.17)

lo que permite definir el cuadrivector potencial en la forma: A4, (z) = (¢, —A) [24].

La ecuacion diferencial que describe el potencial electrostatico de una carga eléctrica puntual e,
en la teorfa electromagnética de Podolsky se obtiene considerando A* = [p(r),0]; de tal

manera que (4.9) se escribe en la forma [26, 27]:

—(1 = 22>V V%0(r) = p(r) = ed(r) (4.18)
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donde p(r) es la densidad de carga eléctrica puntual. La solucién de (4.18), utilizando trans-
formada de Fourier, es un potencial electrostatico tipo Yukawa [26, 27, 29]:

o(r)

™
el—ea

T 4r

r
y cuenta con las siguientes propiedades: una valor finito en el origen, converge al potencial
de Coulomb para r >> a, y es de tipo asintético:

(4.19)
( 1/ 1/ e 1—675 e
iy p(r) = lim 2= = o

(4.20)
[ g, ¢l =0

E(r) =

l—ea e a
Ve — = € e, (4.21)
4 72 ar
de manera que el flujo eléctrico es [26]:
0
%E.ds =e [

El campo electrostatico para una carga eléctrica puntual es de tipo central [26]:

4.22)
L e r>>a
conservativo.

Como consecuencia, para » >> a, el flujo es proporcional a la carga eléctrica contenida
en el volumen v. En el caso electrostatico V x E = 0, por lo tanto el campo eléctrico es

4.3. Cargas conservadas en la teoria de Podolsky

La teoria electromagnética de Podolsky es invariante ante el grupo global de Poincaré, como

consecuencia del primer teorema de Noether, las cargas conservadas son: la energia, el



Capitulo 4: Teoria electromagnética de Podolsky 53

momentum lineal, el momentum angular orbital, y el spin [1, 4, 6].

4.3.1. Energia del campo electromagnético

El tensor momentum-energia es [6], (ver Apéndice P):
1
o = F""'E,, + Zn“an”Fp,, + a277"oé(8’)F,,pé?,\F”A + FPOF,,) (4.23)

—2a*(F"™0OF,, + F,,OF" + §,F" 0" F,,)

La energia del campo electromagnético para la teoria de Podolsky, en términos de los campos:

eléctrico y magnético, se define de la forma [6], (ver Apéndice Q):

E:/MWJ (424)
Q

= / da® {%(E2 +B?) +d’[—(V.E)’+2(EJE+B.0OB) — (E -V x B)? ]}
Q

En el caso electrostatico (E = 0, B = 0); y considerando el hecho que el campo eléctri-
co tiene un comportamiento asintotico, se obtiene la siguiente expresion para la energia

electrostatica [6]:
E = /de3 {%EQ - aZ(V.E)Q} (4.25)
Teniendo en cuenta la expresion de campo eléctrico (4.21), la energia electrostética de una
carga eléctrica puntual en la teoria electromagnética de Podolsky se define de manera finita
y positiva [26]:
E=— (4.26)

4.3.2. Momentum lineal del campo electromagnético

El momentum lineal del campo electromagnético para la teoria de Podolsky, en términos de

los campos: eléctrico y magnético, es, (ver Apéndice R):

B:/mw, 4.27)
Q
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:/dx3{E><B+2a2[E><DB—B><DE+V.E(E—V><B)]}
Q

1

La generalizacion del vector de Poynting en la teoria electromagnética de Podolsky, se define

de la forma:
c
S; = —6° 4.28
g (4.28)
S= —{ExB+20’[ExOB-BxUE+V.EE-VxB)|
T

y es quien determina la direccion de propagacion de la onda electromagnética. El flujo de

energia del campo electromagnético es [15, 24]:

o = /S.ds (4.29)

4.3.3. Momentum angular orbital del campo electromagnético

El momentum angular orbital del campo electromagnético [4, 24]; para la teoria de Podolsky

es:
1

1 1
= E/de?’eijiSj = C—Q/de?’(r X S)k

Lt da?(r x S) 4.31)

C2 Q

por lo tanto:

4.3.4. Spin del campo electromagnético

El tensor de spin para la teoria electromagnética de Podolsky es definido de la siguiente

manera.

(|22 -0 (22) -0 (22 o )
Sy Q/ dx ({aAa o\ 5 ) — 20 56 (1,)* Ag (4.32)
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Utilizando las expresiones (4.240), (4.241), y la representacion matricial de los generadores
de rotaciones de Lorentz para un campo vectorial [4]: (1,,)*" = n"l‘mﬁy — naynﬁu; el tensor de
spin se reescribe en la forma:
S = / 42 { A, (Fyo + 202060 Fy, — 401,400, F) (4.33)
Q
—A,(Fyo + 2a*0,0°F,, — 4an,,,0"0,F°°)

+2a2A,,(77u08pF0” —0"F,,)

—QaQAM(nVOBPFO’) — 0pFl,p)}
El spin en términos del campo eléctrico, el campo magnético, y el potencial vector; es (ver
Apéndice S) [4]:
Si; = / dz*{ A x E (4.34)
Q

+2a2[AxE—Ax(VxB)+2a2AxV(V.E)—AXE+A><(VXB)]}
k

4.4. Estructura Hamiltoniana de la teoria de Podolsky

El estudio de la estructura canénica de un sistema dindmico con vinculos se desarrolla por
medio del algoritmo de Dirac-Bergmann [20, 30, 31]. En la teoria electromagnética de Po-
dolsky, el espacio de fase completo I', esta conformado por los campos linealmente inde-
pendientes (A, A,), y sus momentos canénicos conjugados (7%, ') Utilizando las sigui-
entes notaciones: (Au = AH, = ph T W= 7); el espacio de fase completo de dimension
2Nm = (2)(4)(2) = 16, es:

I': (A, A pt, ) (4.35)
Los momentos candnicos (p*,7*) tienen la siguiente forma, (ver Apéndice T) [6, 28]:
7™ = 2a*(n*°0,F* — §,F") (4.36)

p* = F* + 2a*(0y0,F* — 2a*n**0,0,F"") (4.37)
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4.4.1. Vinculos primarios y Hamiltoniano canénico

La singularidad del Lagrangiano que describe la teoria electromagnética de Podolsky, implica,
a nivel Hamiltoniano, que las variables dindmicas que definen el espacio de fase [ no son
independientes, debido a la existencia de dos vinculos primarios, los cuales surgen de la

definicién de momentos canénicos (4.36), y (4.37):

™ =0 (4.38)

' = —2a%0,F" (4.39)

p’ = o’ (4.40)

p' = F° + 2a*(00,F" — 2a’n™*0,0,F") (4.41)

Las relaciones (4.38) y (4.40) establecen los vinculos primarios de la teoria. Estas relaciones

reducen el espacio de fase inicial [' a un espacio de fase reducido I'., de dimensién 14:
et (A, /Iu, P, 7Ti) (4.42)

Los vinculos primarios determinan relaciones entre las variables dindmicas de la teoria de
Podolsky [20, 30, 31], de manera que estas no son independientes. Ellos surgen de la defini-

cién de momentos candnicos y son definidos de la siguiente manera [6, 28]:
O (z) =7~ 0 (4.43)

Dy () = po — O’ = 0

El simbolo ” ~ ” denota una igualdad débil, e implica que una variable dindmica B(x) ~ 0
serd definida cero en el espacio de fase reducido I, y diferente de cero en el espacio de fase

completo I':
( —

B(A,, A, p,,7)=0 enl,
B(x) = (4.44)

B(A,, A, p*,m™)#0 enl

\
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Como consecuencia, B(z) ~ 0 puede tener paréntesis de Poisson diferentes de cero con otro

tipo de variables dindmicas [20, 30, 31].

De la definicion (4.39), es posible despejar fll

= 1 . - o
Al = ﬁw@ + 0;F" + §'A” (4.45)

El Hamiltoniano candnico asociado a la teoria electromagnética de Podolsky es definido en

la forma:
H, = /dx3 <7T':A# + WZA# — f) = /dx3 (p“zzl# + 7T‘u;1# — f) (4.46)
Q Q

que al ser escrito en el espacio de fase reducido I'. se expresa de la siguiente manera, (ver

Apéndice U) [6, 28]:

_ o o o 1 . o R
HC(AM, Aﬂ,pz, 7TZ) = /d:[)g {aﬂTZAU -+ pZAZ + —7TZ7Ti + WZ(?JF;-J- + WlaiAo (447)
4a?

Q

—_

+— (A" = 0" A°)(A; — D;Ag) + iFijFU’ — a*(0;A7 — 0,07 A°) (9, A* — aka’fAO)}

[\]

4.4.2. Hamiltoniano primario

La dindmica en el espacio de fase completo I' para la teoria electromagnética de Podolsky,
esta determinada por el Hamiltoniano primario H,, €l cual es una combinacion lineal del

Hamiltoniano canénico H., y los 2 vinculos primarios (®1, ®5) [20, 30, 31]:

Hy(A,, A, p" ) = H, + / dz* {\H(2) @1 (z) + \*(2)Pa(z)} (4.48)

Q
Los multiplicadores de Lagrange: A!'(z), y A\*(z); son funciones arbitrarias definidas en el
espacio-tiempo e introducidas como consecuencia de la existencia de vinculos primarios. A
pesar de la existencia de vinculos primarios, el método de Dirac-Bergmann exige que las

variables dindmicas (A, A,, p", 7") y los multiplicadores de Lagrange forman un conjunto

de variables independientes, con el fin de realizar un estudio consistente de la teoria [20, 30,
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31].

La funcional de accion para la teoria electromagnética de Podolsky, definida en el espacio de

fase completo, es:

AlA, A, pt T N = /dgc4 {p“f_lu + W“f;lu — A — /\“(x)(ba(x)} (4.49)
cona =1,2.
La evolucién temporal de una variable dindmica F'(z) = F(A,, A,, p*,7); en el espacio
de fase I', se determina a partir del principio de Hamilton modificado de accién extremal:
dA[A,, /IM, pt, A% = 0; mds las condiciones de frontera. Al considerar variaciones inde-
pendientes en §A,,, §A,,, 6pt, §m, 6A%; la definicién de paréntesis de Poisson, y el hecho que

los vinculos son definidos como débilmente cero en el espacio de fase reducido ®,(x) ~ 0;

se determina la evolucién temporal de F'(z), (ver Apéndice V) [20, 30, 31]:
F(z) = {F(x), H,} (4.50)
con la definicién de paréntesis fundamentales de Poisson [6, 28]:

{Au(@),p"(y)} = 6,0°(x —y) {Au(x), 7" (y)} = 0,0°(x —y) (4.51)

4.4.3. Consistencia y clasificacion de vinculos en la teoria de Podolsky

Definidos los vinculos primarios y el Hamiltoniano primario, se procede a determinar los
multiplicadores de Lagrange A\*(x), al exigir consistencia de vinculos primarios; es decir,

estos deben permanecer constantes en el tiempo [20, 30, 31]:
Oy (z) ~ {@a(x), Hy(y)} = halz,y) + / dy® Poy(z, )X (y) ~ 0 (4.52)
0

donde hy(z,y) = {P.(x), H.(y)}; y Pw(z,y) = {Pu(z), Pp(y)} se define como la matriz
de vinculos. La consistencia de vinculos primarios podria resultar en tres casos posibles

[20, 30, 31]:
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ha(x7y> % O’ y |Pab<x7y)| % 0

El determinante de la matriz de vinculos es diferente de cero: [{®,(x), Pp(y)}| % 0. Bajo
condiciones de frontera de los campos, la inversa de la matriz de vinculos P,,'(z,v), se

determina de manera Unica a partir de:

/ dz3Pab(a:, Z)szl(z,y) = / dz?’Pa_b1 (,2)Pye(z,y) = 5a053(x -y) (4.53)
Q Q

Como consecuencia, los multiplicadores de Lagrange asociados a vinculos primarios se

calculan de la siguiente forma:

b(u) = — V3P (u, v v = — V3P (u, v v .
W) = = [ PR woho) = = [ 0B 0@ ) ) @54

ha(z,y) = 0,y Pa(z,y) =~ 0

Es el caso en el cual la matriz de vinculos es identicamente nula: P,,(z,y) ~ 0; de manera
que se obtiene la identidad 0 ~ 0. Como consecuencia, los multiplicadores de Lagrange

asociados a vinculos primarios permanecen indeterminados y por lo tanto son arbitrarios.

ha(2,y) # 0,y |Pu(z,y)| ~ 0

En este caso surgen vinculos secundarios:
Xo(2) = ho(z,y)VH () = 0 (4.55)

donde V%(x),con v = 1,2,.., M — S; son los vectores nulos asociados a la matriz P(x, y)

y que son definidos por:
/ da® Poy(z,y) Vi (z) =0 (4.56)
Q

siendo M el ndimero de vinculos primarios, y S el rango de P, (z,y). Al igual que con
los vinculos primarios a los vinculos secundarios se les debe exigir consistencia, es decir:

X, (z) = 0. El proceso de consistencia de vinculos secundarios finaliza cuando se cumpla

las condiciones 0 .
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Al finalizar el proceso de consistencia, el conjunto total de .J vinculos (primarios mas secun-
darios) de la teorfa ®;(x) ~ 0,con j = 1,2, .., J; se deben clasificar en vinculos de primera y
segunda clase. Los vinculos de primera clase cumplen la condicion que la matriz de vinculos
es nula: P;(x,y) ~ 0; como consecuencia, sus multiplicadores de Lagrange asociados son
arbitrarios. Por el contrario, si el determinante de la matriz de vinculos es diferente de cero:
{®;(z), ®;(y)}| # 0; los vinculos son de segunda clase, de manera que es posible deter-
minar la inversa de la matriz de vinculos Pgl(x, y) y por lo tanto los multiplicadores de

Lagrange asociados a vinculos de segunda clase se determinan a partir de [20, 30, 31]:

N(u) = —/de?’Pi;l(u,v){ij(v),Hc(y)} 4.57)

Al estudiar la consistencia de vinculos primarios en la teoria electromagnética de Podolsky

se obtiene, (ver Apéndice W) [6, 28]:
dy(x) ~ 0 Dy(xz) = O = 0 (4.58)

La consistencia del vinculo primario ®;(z) ~ 0, resulta en la identidad 0 ~ 0, de manera
que no surgen vinculos secundarios asociados a €l. La consistencia del vinculo primario

<I>2(x) ~ 0, genera un vinculo secundario:
dy(2) = Opp® =~ 0 (4.59)

Al exigir la consistencia de este vinculo no surgen mas vinculos de esta condicion ya que se

llega a la identidad 0 ~ 0, (ver Apéndice W) [6, 28]:
$y~ 0 (4.60)

Por lo tanto, en la teoria electromagnética de Podolsky existen dos vinculos primarios, y un

vinculo secundario; que forman el conjunto completo de vinculos de la teoria [6, 28]:
Pi(x) ="~ 0 Dy(z)=p" — K" =0  D3(z)=hp" =0 (4.61)
Es posible demostrar, sin mucha dificultad, que este conjunto de vinculos es de primera clase:
Pj(z,y) = {®i(z), ®;(y)} ~ 0 (4.62)

coni,j=1,2 3.
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4.4.4. Hamiltoniano extendido

Hecha la clasificacion de vinculos en primera y segunda clase, se tiene que los multiplicadores
de Lagrange asociados a vinculos de segunda clase se determinan de manera tnica. Sin
embargo, los multiplicadores de Lagrange asociados a vinculos de primera clase permane-
cen indeterminados y arbitrarios, asi, la evolucion temporal de un sistema fisico con vinculos

de primera clase en el espacio de fase completo no se determina de manera tnica [20, 30, 31].

Dirac conjeturo que los vinculos de primera clase son generadores de transformaciones gauge
locales, como consecuencia, la dindmica en el espacio de fase completo, estard determinada
por el Hamiltoniano extendido (Hg) [20, 30, 31]. Hg para la teoria electromagnética de Po-
dolsky es definido por la combinacion lineal del Hamiltoniano candnico y todos los vinculos
de primera clase de la teoria . Teniendo en cuenta la conjetura de Dirac, la dindmica en
el espacio de fase completo en la teoria de Podolsky esta determinada por el siguiente

Hamiltoniano extendido [6]:

Hp = H.+ /Q dz* {1 (2)®(x) + N (2) Do (x) + N (2)P3(z)} (4.63)

= Hc+/da:3)\i(x)<l>i(x)
Q
conz =1,23.

La evolucién temporal de una variable dindmica F(z) = F'(A,, A,, p*, "), estd dada por
[20, 30, 31]:

F(z) ~ {F(z), Hg} (4.64)
En general, si el estado inicial del sistema fisico en un tiempo t,, es F'(ty); y el estado
final es F'(6t), donde dt representa una evolucién temporal infinitesimal del sistema, una

expansion en series de Taylor a primer orden de F'(6t), determina que:
F(6t) = F(ty) 4+ Fot (4.65)

Esta relacion establece que el estado final del estado fisico, dependerd ademds del estado

inicial F'(ty), de la eleccion de los multiplicadores de Lagrange asociados a vinculos de
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primera clase )\, los cuales son arbitrarios. Si se consideran dos estados finales para un
determinado sistema fisico con el mismo estado inicial y que difieren en el valor escogido de

los multiplicadores de Lagrange \':

F(6t) = F(ty) + 6t{F(x), H.} + 6t / dy* X{F(z), ®;(y)} (4.66)
Q
F'(0t) = F(to) + 6t{F(x), H,} + 6t / diP N {F(z), ®;(y)} (4.67)
se puede determinar que:
OF = F(6t) — F'(5t) = /Q dy’ St (y) — N () [{ F (), Bi(x)} (4.68)

= [ ay* € ()P, Bia)} = {Fla). 1)
Dirac afirmé que los diferentes estados finales del sistema fisico correspondientes a la eleccion
arbitraria de los multiplicadores de Lagrange asociados a vinculos de primera clase, deberan
estar asociados al mismo estado fisico y por lo tanto deben ser equivalentes. En conclusion,
los vinculos de primera clase son generadores de transformaciones de equivalencia o como
se conocen hoy en dia transformaciones gauge locales, las cuales conectan estados finales
para diferentes \’, y dejan invariante el sistema fisico. Esta afirmacion es lo que se conoce

como la conjetura de Dirac [20, 30, 31].

El generador de transformaciones gauge locales para la teoria electromagnética de Podolsky

se caracteriza por los parametros arbitrarios: (€, €); y tiene la forma [6]:
) = [ df? € )0l = [ &40, € +79,) (4.69
Q Q
donde € = €.
Las transformaciones gauge locales para la teoria de Podolsky que dejan invariante el sistema

fisico y que conecta los diferentes estados equivalentes, correspondientes a la eleccion arbi-

traria de los multiplicadores de Lagrange asociados a vinculos de primera clase, son:

5A4,(a) = {A0). M)} =, € () A,(x) = {A,().TI(y)} = 0,E(x)  (4.70)
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op(z) = {p"(z),11(y)} = 0 omt = {m"(x),11(y)} = 0
De estas relaciones, es posible determinar las transformaciones gauge locales de los campos
ALy flu:
A (z) = Au(x) + 0, € (x) 4.71)

—y —

Ay (x) = Au(x) + 9u€(x)

La evolucién temporal de los campos: (A4,, A,,p", 7); en la teorfa electromagnética de
Podolsky, se determina a partir de las ecuaciones de Hamilton (4.64), y son un conjunto de

16 ecuaciones de primer orden en las derivadas temporales, (ver Apéndice X) [6, 28]:

P (x) = —0 ot + Ot 4 O, F* (4.72)
PO(z) ~ =0, F" — 2a°0,0%(0; A7 — 0;07 A°) (4.73)
fro(z) = 0 (4.74)

ik (x) ~ —p* — F% — 2420%0; F" (4.75)
Ai(z) ~ %H + 0, F7 4+ 9" A° + 9'\? (4.76)
Ao(z) ~ A! 4.77)

Ag(x) = A® 4+ )\ (4.78)

Ay(z) = A; — 9N° (4.79)

Las ecuaciones de Hamilton deducidas anteriormente se expresan en términos de igualdades
débiles. Como consecuencia de la arbitrariedad de los multiplicadores de Lagrange asociados
a vinculos de primera clase, estas ecuaciones no determinan una evolucion temporal Unica,
por lo que es necesario eliminar los vinculos de primera clase y determinar sus multiplica-
dores de Lagrange asociados. Las ecuaciones de Hamilton son débilmente equivalentes a las

ecuaciones de campo, (ver Apéndice Y):

(1+2a*0)0\F** ~ 0 (4.80)
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4.4.5. Condicion generalizada de gauge de radiacion

En el algoritmo de Dirac-Bergmann, los vinculos de segunda clase son eliminados por de-
finicién de paréntesis de Dirac, y los vinculos de primera clase se eliminan al introducir

condiciones de gauge [20, 30, 31].

Las condiciones de gauge son vinculos introducidos inicialmente de forma arbitraria, con el
objetivo de transformar los vinculos de primera clase en vinculos de segunda clase y de esta
manera determinar los multiplicadores de Lagrange \° asociados a ellos. Las condiciones de

gauge deben cumplir con los siguientes requisitos [20, 30, 31]:

El ndmero de condiciones de guage introducidas debe ser igual al nimero de vinculos

de primera clase existentes.

Las condiciones de gauge son vinculos introducidos de manera arbitraria y relacionan

las variables dinamicas de la teoria:

Qj(z) = Q(Au, A, pt, ) = 0 4.81)

Las condiciones de gauge deben permanecer constantes en el tiempo, es decir, se debe

exigir consistencia sobre €2;(x) ~ 0:

Q;(z) =0 (4.82)

Las condiciones de gauge 2;(z) ~ 0, y los vinculos de primera clase ®;(z) ~ 0; deben
formar un conjunto de vinculos de segunda clase, es decir, el determinante de la matriz
construida entre los vinculos de primera clase y las condiciones de gauge debe ser

diferente de cero:
{(x), Pi(y)} % 0 (4.83)

Las condiciones de gauge deben dejar invariante el dlgebra de Poincaré.
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Las condiciones de gauge deben ser fijadas de manera unica, es decir, elegida una
determinada condicion de gauge €2;(x) =~ 0, al realizar una transformacién gauge

local de los campos: (A, A4, p*, 7); se debe exigir:

! ’ I -

Qj(x) = (A, ALp"mh) £ 0 (4.84)
Las condiciones de gauge deben ser “attainable”, es decir, si los campos: A,,, A, p, y

7*; no satisfacen las condiciones de gauge: €2;(z) % 0; al realizar una transformacion

gauge local de estos campos, se debe cumplir la condicion de gauge:

Del hecho que las condiciones de gauge son arbitrarias, los multiplicadores de Lagrange

asociados a vinculos de primera clase dependeran de la condicion de gauge escogida.

La existencia de tres vinculos de primera clase en la teoria electromagnética de Podolsky,
hace necesario imponer arbitrariamente tres condiciones de gauge. De esta manera, en el
estudio de la estructura canénica de la teoria electromagnética de Podolsky via método de
Dirac, se impone el siguiente conjunto de condiciones de gauge, las cuales son conocidas co-
mo condicién generalizada del gauge de radiacion y son deducidas a partir de las ecuaciones
de campo (4.7), (ver Apéndice Z) [6]:

NW(2)=A~0 Qr)=(1+2d°0)0;4; =0 Qs(z)=A"=0 (4.86)

La condicién generalizada del gauge de radiacion cumple con los requisitos de condiciones
de gauge y garantiza el cumplimiento de la ecuacion de onda generalizada tipo transversal
por parte del cuadrivector A, [6]. Por lo tanto, los vinculos de primera clase y la version
generalizada del gauge de radiacion formaran un conjunto de vinculos de segunda clase, los

cuales deben ser eliminados por definicién de paréntesis de Dirac [20, 30, 31].
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4.4.6. Paréntesis de Dirac en la teoria de Podolsky

Los vinculos de primera clase ®;(x) ~ 0, y la condicién generalizada del gauge de radiacién

Q;(x) ~ 0, forman un conjunto de seis vinculos A, (z) ~ 0, de segunda clase:
A(z)=A"~0 (4.87)

Ay(z) = (14 2a*0)9;A; = 0

As(x) =p° — O™ = 0
Ag(z) = Op" = 0

A partir de los cuales se puede definir la matriz de vinculos P, (x,y) = {Aq(x), Ap(y)}; con

a,b=1,2,3,4,5,6; de la siguiente manera, (ver Apéndice AA):

0 0 0 10 0
0 0 0 00 —F,
0 0 0 01 0

Py(z,y) = Lo 0 00 o B (x—y) (4.88)
0 0 —-1.00 0
0 £, 0 00 0

8

donde F, = (1 — 2a2V2)V?; es un operador diferencial.

Los vinculos A,(z) ~ 0, son de segunda clase: |P(z,y)| = [{Aa(x), Ap(y)} 7 0. Asi,
la inversa de la matriz de vinculos de segunda clase se determina a partir de la siguiente

condicion:

/ dz*Py(z,2) Pl (2,y) = / dz* P (2, 2) Poe(2,y) = 0ac0° (x — y) (4.89)
Q Q
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La matriz P,,' (z,y) tiene la forma, (ver Apéndice AB) [6]:

0 0 0 -83(x—y) 0 0
0 0 0 0 0 G(x,y)
P (ayy) = 0 0 0 0 -83(x—y) 0 4.90)
0% (x—y) 0 0 0 0 0
0 0 B3 (x—y) 0 0 0
0 —-G(x,y) 0 0 0 0

Donde G(x,y) satisface la ecuacion diferencial:
(1 —-2a*V2)ViG(x,y) = 8 (x —y) (4.91)

Por medio del método de funciones de Green y utilizando el hecho que el campo electro-

magnético tienen un comportamiento asintdtico, permite fijar G(x,y) de manera tnica [6]:

[x—y|
_ 1 1—6_ a
Glx,y) = [(1 = 2"V VIS (x =) = — -

(4.92)

Donde [(1 — 2a®V?2)V2]~! es el inverso del operador (1 — 2a?V2)V?2; y G(X,y) su corres-

pondiente funcion de Green.

Calculada la matriz P,_ Y(x,y) para la condicién generalizada del gauge de radiacién, el
conjunto de vinculos de segunda clase A,(x) = 0 son eliminados al introducir los paréntesis
de Dirac. Los paréntesis de Dirac para dos variables dindmicas F'(z) y G(y) son definidos

de la siguiente manera [6, 20, 30, 31]:

(F(), G }o = 1F(2), G @99
- [ [ @t Pa). M) Py o)), G}
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Bajo esta definicion, se debe cumplir que: {A,(z), F(y)}p = 0. Como consecuencia, los

vinculos de segunda clase son transformados en identidades fuertes, es decir [A,(x) = 0]:
Ai(z)=A"=0 (4.94)

As(z) =p° — Opt® =0
Ag(z) = Opp* =0

De ellas se puede determinar que el nimero de grados de libertad de la teoria de Podolsky es

10.

Estas relaciones permiten establecer que A° = A% = 7% = 0. De igual manera, la rela-
cién p° — 9y = 0, indica que el campo p° es una variable dependiente de los momentos
7%, Sin embargo, las otras relaciones no permiten establecer expresiones lineales entre las
coordenadas. Debido a esto, se escoge como coordenadas para describir el problema a los
siguientes campos:

(A, Ay p', ) (4.95)

Ahora, se procederd a calcular los paréntesis de Dirac entre estas variables. Los paréntesis
no nulos entre las coordenadas de la teoria electromagnética de Podolsky, bajo la condicién

generalizada del gauge de radiacion, son, (ver Apéndice AC) [6]:
{Ai(z), 7/ (y)}p = 8]6°(x — y) (4.96)

{(x), Aily). }p = —0]6°(x —y)
{Ai(@). P (y)}p =8]8 (x —y) — (1 - 2a>V3)0F 97 G (x,y)
P (@), Ai(y)}p = —610°(x —y) + (1 = 2a>V3) 0795 G, y)
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los paréntesis de Dirac también dependeran de la eleccion de las condiciones de gauge, al
igual que ocurre con los multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos de primera

clase.

En teoria clasica de campos, una observable O, es invariante ante transformaciones gauge
locales, de manera que su paréntesis de Dirac es débilmente cero con el conjunto de vinculos
de primera clase [30]:

{0, 2;}p ~ 0 (4.97)

bajo esta definicidn, las cargas conservadas en la electrodindmica de Podolsky, son observables.

4.4.7. Estructura canénica de la teoria de Podolsky bajo la condicion

generalizada del gauge de radiacion

Eliminado el conjunto total de vinculos de la teoria, la evolucién temporal de una variable
dindmica F'(x), en el espacio de fase completo, se determina de manera tinica bajo la condi-
cién de gauge elegida. La evolucion temporal de F'(z), en funcién de la definicion de parén-
tesis de Dirac, es [20, 30, 31]:

F(z) = {F(x), H}p (4.98)

La estructura candnica de la teoria electromagnética de Podolsky bajo la condicién genera-
lizada del gauge de radiacidn, la cual garantiza una ecuacién de onda generalizada de tipo

transversal, tiene la siguiente forma, (ver Apéndice AD):

Ai(z) = A; — (1 — 2a*V2) / dy*A; ()07 07 Gz, y) (4.99)
Q
- 1 .
Al(l‘) = ﬁﬂ'i +8 sz

pZ(I) = —8i8j7Tj + ajajﬂ'i + ajFﬁ
7l(z) = —p' — A" — 2a%0'0% A,

p(z) = —0;A" — 2a20,0°0% A,
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A’ =0
A’ =0
=0

De esta manera se obtiene una evolucion temporal tinica para la teoria de Podolsky bajo la

condicién generalizada del gauge de radiacion.



Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo de grado se desarrollé un estudio cldsico de teorias de campo descritas por
Lagrangianos de orden m en las derivadas. A partir del principio de Hamilton de accién
extremal, junto a las condiciones de frontera y condiciones asintéticas de campos, se obtuvo
que la evolucion temporal de un sistema fisico representado por campos en el espacio de
configuraciones, esta determinada por N ecuaciones de campo de orden 2Nm en las deriva-

das temporales (2.66) [3].

Al imponer la condicién de invariancia de la accién ante un grupo de transformaciones
infinitesimales de coordenadas y campos, se dedujo el teorema de Noether (3.26) [5]. Si
se considera un grupo de simetria finito o global el cual depende de r parametros constantes
(3.27), el primer teorema de Noether establece la ecuacion de continuidad (3.28), de esta
ecuacion de continuidad mas la condicién de campos asintéticos, se demostré que existen r
cargas asociadas al sistema fisico que se conservan (3.37) [4]. Al tener en cuenta la invariancia
de la accion ante una translacion en el espacio-tiempo mas una rotacion infinitesimal de
Lorentz [4], es decir, la invariancia del Lagrangiano ante el grupo de simetria global de Poin-
caré (3.72), se prob¢ la existencia de 10 cargas conservadas asociadas al sistema fisico: la

energia (3.52), el momentum lineal (3.53), el momentum angular orbital L,;, y el spin S;; [4].

Del calculo de energia se obtuvo una expresion generalizada del Hamiltoniano candnico
(3.52) para sistemas conservativos, el Hamiltoniano canénico permite describir la dindmica
del sistema fisico en el espacio de fase (wa(H),ﬂiZ(l_l)); donde 7y = (3.1), es el momento
candnico conjugado a la variable candnica independiente ¢, ,, (3.51). Las ecuaciones de
Hamilton (3.110), que determinan la evolucién temporal de un sistema fisico en el espacio
de fase, fueron deducidas a partir del principio de Hamilton modificado de accion extremal
junto a la condiciones de frontera de los campos, y son un conjunto de 2/N'm ecuaciones

diferenciales de primer orden en las derivadas temporales para las variables candnicas inde-

pendientes g, ,, y 7, [3].
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Se demostré que el segundo teorema de Noether, es decir, la condicién de invariancia del
Lagrangiano ante un grupo de simetria infinito o transformaciones gauge locales que dependen
de r pardmetros definidos en el espacio tiempo (3.113), tiene como consecuencia: el estableci-
miento de la ecuacion de continuidad (3.127), el cumplimiento de las identidades de Bianchi

(3.128), y un Lagrangiano singular. Lo que resulta en sistemas dindmicos con vinculos [5].

Se estudio la teoria electromagnética de Podolsky, la teoria de Podolsky es una generalizacion
de la teoria de Maxwell, que considera términos de segundo orden en las derivadas en el
campo electromagnético A,,, y es descrita por el Lagrangiano (4.1). Se obtuvo las ecuaciones
de campo (4.7) para la teoria electromagnética de Podolsky, estas ecuaciones de campo ex-
presadas en términos del cuadrivector potencial, permiten exigir el cumplimiento de la ecua-
cién de onda generalizada (4.9) por parte de A, al fijar la condicién generalizada del gauge
de Lorenz (4.10) [6]. Utilizando las ecuaciones de campo y las identidades de Bianchi (4.5),
se dedujo las ecuaciones generalizadas de Maxwell (4,11), (4,12), (4,13), (4,14). Al hacer
un andlisis electrostatico de estas ecuaciones, se encontrd un potencial eléctrico tipo Yuka-
wa (4.19) para una carga eléctrica puntual, este potencial tiene un valor finito en el origen,
converge al potencial de Coulomb, y es de tipo asint6tico; como consecuencia de este poten-
cial, se demostré que el campo electrostatico (4.21) es central y conservativo, lo que permite

calcular el flujo eléctrico (4.22) [26].

La teoria electromagnética de Podolsky es invariante ante el grupo global de Poincaré, como
consecuencia del primer teorema de Noether, se obtuvo las cargas conservadas asociadas a
la teoria de Podolsky: la energia (4.24), el momentum lineal (4.27), el momentum angular
orbital (4.31), y el spin (4.34). El momentum lineal permite una generalizacion del vector
de Poynting (4.28); y se debe tener en cuenta que el spin no tiene interpretacion clasica.
Ademads, se probo que la energia electrostatica (4.26) de una carga eléctrica puntual en la

teoria electromagnética de Podolsky es positiva y finita [6, 26].
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Se demostré que la teoria de Podolsky es una teorfa gauge U (1), como consecuencia, el cua-
drivector potencial no se determina de manera tnica. A partir del segundo teorema de Noet-
her, se obtuvo las identidades de Bianchi (4.5), se dedujo la ecuacion de continuidad (4.6), y
se prob6 que Lagrangiano de la teoria de Podolsky es singular (4.4). De manera que existe un
vinculo a nivel Lagrangiano, y dos vinculos primarios a nivel Hamiltoniano; lo que implica
que las variables dindmicas de la teoria de Podolsky no son independientes, por lo tanto, el

estudio de la estructura canénica se debe desarrollar por el algoritmo de Dirac-Bergmann [6].

En el andlisis de la estructura candnica via algoritmo Dirac-Bergmann de la teoria electro-
magnética de Podolsky, se obtuvo dos vinculos primarios (4.43) que surgen de la definicion
de momentos candnicos, estos vinculos primarios reducen el espacio de fase completo I' a
un espacio de fase reducido I'., de manera que el Hamiltoniano candnico (4.47) esta definido
en ['. [6]. El Hamiltoniano primario (4.48) combinacion lineal del Hamiltoniano canénico y
los vinculos primarios, define la dindmica en el espacio de fase completo y permite el estudio
de consistencia de vinculos. Al estudiar la consistencia de los vinculos primarios se encontrd
un vinculo secundario, de manera que en la teoria de Podolsky existe un conjunto de tres

vinculos de primera clase (4.61) [6].

Se estudio la conjetura de Dirac, esta conjetura establece que los vinculos de primera cla-
se son generadores de transformaciones gauge locales (4.70), las transformaciones gauge
conectan los estados finales equivalentes correspondientes a la eleccion arbitraria de los
multiplicadores de Lagrange asociados a estos vinculos de primera clase y dejan invariante
el sistema fisico. Como consecuencia, la dindmica en el espacio de fase completo para la
teoria electromagnética de Podolsky esta determinada por el Hamiltoniano extendido (4.63),
Hp, permiti6é deducir la evolucién temporal de los campos: (A, A,,, p*, m); a partir de las
ecuaciones de Hamilton (4.64). Sin embargo este conjunto de 16 ecuaciones diferenciales
de primer orden en las derivadas no determinan una evolucidén temporal tnica debido a la

arbitrariedad en los multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos de primera clase.

Se demostrd que las ecuaciones de Hamilton son débilmente equivalentes a las ecuaciones
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de campo [6].

El conjunto de tres vinculos de primera clase en la teoria electromagnética de Podolsky,
se eliminaron al introducir la condicién generalizada del gauge de radiacion (4.86), estas
condiciones de gauge fueron deducidas de las ecuaciones de campo (4.7). La condicién
generalizada del gauge de radiacién y los tres vinculos de primera clase forman un con-
junto de seis vinculos de segunda clase (4.87), los cuales se eliminaron por definicién de
paréntesis de Dirac (4.93), los paréntesis de Dirac permitieron escoger como coordenadas
del problema a los campos: (4;, A;, p’, %) [6]. La definicién de paréntesis de Dirac fijan de
manera unica los multiplicadores de Lagrange asociados a vinculos de primera clase bajo la
condicion de gauge escogida. Se cdlculo los paréntesis de Dirac fundamentales (4.96), bajo
la condicién generalizada del gauge de radiacién entre los campos: (A;, A;, p*, 7). A partir
de estos paréntesis fundamentales de Dirac se obtuvo una estructura candnica que garantiza

una ecuacion de onda generalizada tipo transversal (4.99) en la teoria electromagnética de
Podolsky [6].

Se recomienda un estudio clasico de teorias de campo descritas por Lagrangianos de orden m
en las derivadas, en el formalismo de Hamilton-Jacobi mediante el método de Lagrangianos
equivalentes de Carathéodory y el estudio de la teoria electromagnética de Podolsky bajo
este formalismo. Ademads, se recomienda un estudio clasico (Lagrangiano y canénico) de la
electrodindmica cudntica generalizada, la cual es una interaccién de un campo Fermidnico y

el campo electromagnético de Podolsky.
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’ Apéndice A. Ecuaciones de movimento de Euler-Lagrange ‘

La condicion de accion extremal implica:

dA[g ()]
= 4.100
6¢;(7) (3100
utilizando las propiedades bésicas de derivada funcional (2.53):
[2)
= dtL|q;(t), q:(t), gi(t), ..., q,;(t),t] = 4.101
S0 r) (), [a:(1), 4i(2), Gi(t) q,(t), 1] (4.101)
to m
L 6gi(t) L 6¢;(1) L d[q,(t)]
= [ dt + = R = (4.102)
/ <8qz-<t) 6g;(T)  9d4i(t) 6g;(7) aq,(t)] 94;(7)
) oL _ d
t1
oL am
Alg; ()] o7
¢
OL d OL dam oL
= [dt——0(t—7)—— | dt—0(t—7)+...+(-1)™ /dt o(t— 4.104
dA(qi(t)) oL d ( oL ) dm oL
— —— | = + ...+ (=" - =0 (4.105)
6g;(t)  9q;(r)  dr \9qg;(7) " a[q;()]
De manera que se obtiene:
oL d (0L d* (0L am oL
- — — e+ (D)= —— | = 4.1
dg; i (361'1:) e (8@) Fo O g ((9(21')) " R
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Apéndice B. Ecuaciones de campo

Considerando que los campos estan definidos en el espacio Minkowski, las propiedades basi-

cas de la derivada funcional son:

09a ()

= 00t (z — 4.107
5%(31) ’ <x y) ( )

SO 0T 0% s
[ M1 #;w (anw (l’)] = 5ab8ﬁ18ﬁ2...8ﬁm54(m — y) — 6ab(_1)mazlaz2...azm54(m _ y) (4108)
b

La condicién de accion extremal implica:

0A[a(z)] 0 .
tn(y)  oy(y) /d £ =0 (4.109)

g

AN _ [ g0 DL S0ae) 0 it o
e / 0@ dnly) O] oty Y
N 0.9 502,07 0% ha(x)] }
0000 )] OUL)
B , 0L sy . 0Z i
= /dx 81%(%)5@;,5 (x —vy) 8M1/dx —3[3ﬁ1¢a(ﬂf)]6ab5 (x—y)+ ... 4.111)
m 4 0L 4
I / e g )

_ 9L (az
Cog(y) M\ 0[] ()]

>+ ..... + (—-1)™oY 04 .0 0

s S+ O (a[azlazz..-azmwy)]) (@112

De esta manera se deducen las ecuaciones de campo:

0. 0. i 0. )
PG (a(amwa)) e (100D (a(amam...aﬂm%)) =0 @113
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Apéndice C. Relacion de conmutacion (3.8) ‘

La variacién local de campos es: 0¢,(x) = 1, (z') — 1bq(z); al calcular la derivada de 01,

se obtiene:

0[0ta(@)] = Dultby(2)] — Dultba(w)] = (4.114)
= Oty (2')] = Oultba(@)] + O, Yo ()] = O, [, ()] =
= 0, [y (2)] = Outba(@)] + Oty (&)] — O, [ ()] =

— §[0tba ()] + azga_ﬁ) — O[] =
= ()] + 2O )] =

= 5(0pa(w)] + P (o 4 a) — 0,100 =

= 5[0 + 20l (o O ey g ()] =

oz’ “F  Qxr
’ !/ a a ' '
= 10 ula)) + 0 0]+ e 20T
a a 4 ’
= 0[0bu(2)] + 502 gx(? _

= 8[0,1ba(2)] + 3M5xa%[¢a($) + 0va(2)] =

— 0 [Wa(2)] =

considerando términos de primer orden:

0
~ 8[0,b(@)] + 0,62 5 ba() =

ox'e
o 0 Ox’
= 5[au¢a($)] + 0,0z wwa(x)@ =

) o
= §[0,0a(2)] + 8M5w“w@ba(x) 57 ('8 — 52P) =

0 0
= 0[0,q ()] + 0H51:"Wwa(x)(5£ ~ e 6x’) =

considerando nuevamente términos de primer orden:

Oul50a()] ~ 310,00(2)] + (0,60 [Dutiu ()] (4.115)
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Apéndice D. Energia asociada al campo ‘

La energia del campo es:
Ph=E=H,= /dx36’00 (4.116)
Q
de la definicién de tensor momentum-energia:

0.7 0.7 T 0.7
= | —n---v-—-0, | =——— 0“1, — 00,0, — "L 4.117
[awa) (a@wa))_ Vet B@.n) Ve L @D

se obtiene:

g0 — {_33 4, (%) b+ L Pou, P @118)

8(30%) a 8,/801/&1) a(&)auwa)
0L 0L , 0% ,
0% = { : —ay< >] t —— O, — & 4.119
ot o)l s @119
0. 0% 0% ,
0% = { : —a( : )—a( : )} ot 4.120
ot. " \o@wn)) ~ % \o@wn /1Y (4120
0% , ag .
+ o by — L
T RN
00 __ ]
"= [awa <awa) O (a )] (121
0L - .
tan et ’“( ) ) (a awa)
6% = [8"? ( ) ( 0Z )]%—I— — L+ (4.122)
adja adja a k¢a awa
(50
8161/)(1

0L 0L 0L .
Ph=F=H.= dz? — — - — - " .
h="F Q/ v { {awa % <awa> 20k (8<akwa>>} Vot (4123)

0L - 0L .
a —), | —ZL
3%2[} + ‘ (8(@%)1/} ) }
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debido a la condicion de campos asintoticos:

x| = oo { Z“EX t; :3 (4.124)
a XJ

~+

se tiene que cuando |x| — oo:

0L . 0y .
dz*0, ( . ) = ¢ d,, <— a) 0 4.125
Q/ o 7{ o) =

De manera que la energia asociada al campo y por lo tanto el Hamiltoniano candnico para

sistemas fisicos conservativos descritos por Lagrangianos de segundo orden en las derivadas
es:

0% 0L 0L . 0% .
E = d3{[ : —a< ..)—26( . )] 0t — a—z} 4.126
Q/ " U led, M \oa) P G )T 0t N

en funcidn de los momentos canonicos:

E— / dz® (nﬁ},@ba + 7% — .z) 4.127)

Q

Apéndice E. Momentum lineal asociada al campo ‘

El momentum lineal del campo es:

Pj=P= / da’0°; (4.128)
Q

de la definicién de tensor momentum-energia:

0L 0L 0.7
re> = — 0, [ =—=— 0“Yy + ———-0%0, ¢, — "L 4.129
[ <a< >)] T Vo m "L (4129)

a(aﬂw&) aljauwa 8/,Lazﬂ/}a)
se obtiene:
- 0. 0% . 0% . )
0% = {— -0, ( . >] g + — 0,1, — L (4.130)
O 9(0a) (91ba)
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= o) Gam) o e
TR B
- [ () -a (o fEvie won
+a’“( g‘ia)m) (agi)) o
- (3 (3) - g o S
- (aiff;ﬁ%)
+%(<@%>WQ
e o[-0 () o (G2 o S s
0L
"o ( (Oxtba) ]%)}
debido a la condicién de campos asintéticos:
[X| = oo { Zg 2 :8 (4.136)
se tiene que cuando |x| — oo:
Q/ da>0), (%%) = 7{ ds, (%@) -0 (4.137)
El momentum lineal del campo es:
02 — 9y (g‘f) —2ak( 02 ))} RUMNE %Zaj%} (4.138)

o foo|

Oy

a(akl/}a
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en funcion de los momentos candnicos:
P; = /d;g?’ (w; i1g + W36j¢a> (4.139)
Q
Apéndice F. Tensor de momentum angular-spin ‘
El tensor de momentum angular-spin asociado al campo es:
Megp = / da’ A (4.140)
Q
de la definicion de densidad tensorial de momentum angular-spin:
0L 0L
%Z = |:— 7 <—>:| [a a @Z) (4141)
0@y Y\ o )| e
0L
———— (1) a0y 0F e, — 0"
b G o0 e = O
se obtiene:
0L 0L
%ﬁ = [ . —81,( - )} (1og)av®b (4.142)
Mq 9(Otha)
0L
+ —'([aﬁ)abaﬂbb + 905%)4 - eoafﬂﬁ
9(0v1ba)
El tensor de momentum angular-spin del campo es:
0L 0L 0L
M,s = /dm?’ { { — —0, ( . )} (Lag) vt + : (faﬁ)abaygpb} (4.143)
J g 9(0uva) 9(0yta)
+/dz3(905xa — Ooap)
Q
De acuerdo a (4.134):
. 0L
905 = w“8ﬁ¢a+ anﬁdja + O ( - 8/31/@) (4.144)
! ’ O(Ohta)
. 0L
QOa - Wq?;aawa + Wzﬁa% + ak ( 0 %) (4145)

O(Ohtla)
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debido a la condicion de campos asintoticos, tenemos:

Y ): ( 0. )
x| - o0 Q/das ak(a(am)aawa fd St ) 0

de manera que el término:

Lag = /dl’g( 6051’& — QOQ.Tﬁ )
Q

= /d!L’3[ thz(xaaﬂ¢a - xﬂaa¢a) + WZ(xoaaﬂ@ba - xﬁaa@[)a) ]
Q
El tensor de momentum angular asociada al campo se define de la forma [4]:

Log = / A2’ 7 (1000 — ©p0utha) + 78 (Tadstha — w50atb0) ]
Q

El término:

0L

0L 0.%
{3% — 0y ( 500, W)} (Lag)avts + TR (Tng)apOuthy =
=|— -9 — 1 -0 _ o)
{a% ’ ({wa) ¥ <3(ak¢a))] (Lag)asts
0L . 0.
+ aiza (Iaﬁ)ab’lybb + a(ak¢a) (Iaﬁ)abak:@Db =

- [gf % (gf> 2 (agi))] oot

0% . 0.
—(1n8)a 0 : I.8)a =
8%( 3)ab®y + ’“(a(ak%)( 3) b%)
0%

= g (Lag)abthp + WZ(]aﬁ)ab% + O (muaﬁ)ab@/}b)

+

debido a la condicién de campos asintéticos, cuando [x| — oo:

/d$33k (a(gjza) (Iaﬁ)ab¢b> = fdsk (a(gT.ia)(]ocﬁ)abd)b) —0
0 s

(4.146)

(4.147)

(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)
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de manera:

B 5 a,Z B 0L ) g
Sus = Q/ d {[ ay( )} Uog)asttn + (Iaﬁ)abaywb}

9(9,0) 9(8,10a)

= [ {mTashowts + w3 (Fashust )
Q

El tensor de spin asociado al campo es definido de la forma [4]:

Sa,B = /dx3 {Wz(jaﬂ)ab¢b —|— 7T;Z<]a6)ab¢b} (4154)
Q

Sustituyendo (4.154) y (4.148) en la expresion del tensor de momentum angular-spin (4.140):

Mg = Log + Sag (4.155)

Apéndice G. Antisimetria del tensor momentum angular-spin ‘

El tensor de momentum angular-spin asociado al campo es:

Mg = / da’. A, (4.156)

Q

Utilizando la propiedad de antisimetria de los generadores de las transformaciones de Lorentz

Iaﬂ = _I,Ba:
0 = az- ( az )}[ 4.157
of {8(%) o) (Lap)ab® (4.157)
0%
+ m(]aﬁ)abaﬂ/)b + QOBIQ — Qoal‘ﬁ =
0% 0¥
= — — =0, . 150)a
{awa) (a<a,,wa>)1 Tpedests
0%

- a<ay¢a) (Iﬁoz)abal/l/}b - (90041:5 - 00/31;04) =
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- _ { [% -9, (ﬂ)} (Tgar)abts

O(ta) 0(0,1a)
0¥
+ 0 Iaaal/ +90C¥ _60 OL}_
8(3uwa)( Bor)abOu s rg — 0w
de esta manera:
Moy = [ bttty =~ [ oty = -2, (4.158)
Q Q

Apéndice H. Corriente y cargas asociadas al grupo de Poincaré ‘

Las transformaciones de coordenadas y campos en el grupo de simetria de Poincaré son:
1
dxt =t +0WHx, S (x) = §6W””(Iuy)abwb(a:) (4.159)
La corriente de Noether es definida de la forma:

0.7 0.7 0.7
Jr= |- g (T V|6t + e 5 — 62°0, (4160
b@wa <m@m%0]w'+m@@%> Vo = 0z (4160

reemplazando las variaciones de coordenadas y campos:

_ 0L 0L 1. s
o {m o <W>] FOW P Lag)avty (4.161)
ag 1 p « af
+W§5W (Iaﬁ)abay¢b<x> — (G +oW xﬁ)eﬂa

- Lowes { [a ((Z’ia) o, (%)} (Tag)asts

0L

+m(1aﬁ)abay¢b — QIﬁeua} — e Qua
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al simetrizar el producto:

WG, 0x5 = SW {

N —

1
= §5Waﬁ ( (9#04%/5 — 0u6$a)

Ll 0¥ 0%
J‘Eﬂvﬁ{b@wa @(wamwﬁ}“m“%

0% u i o o
+a(auay¢a) (Iaﬁ)abauqvbb + 0 ﬁxa 0 a{L‘g} S a

se obtiene:

1
(Ouap + 0u570) + 5 (Ouas — Quﬂ%)] =

(4.162)

teniendo en cuenta la definicién de densidad tensorial de momentum angular-spin y tensor

de momentum-energia:
1
Jh= SOWM oy — €O

[0}

(4.163)

De esta manera la ecuacion de continuidad como consecuencia de la simetria de Poincar€ es:

9, J" =0

La carga de Noether asociada al campo es definida de la forma [4]:

Q= / dz®J0 = Waﬁ / da* M0y — € / dz*6°,

Q

en funcion del cuadri-momentum y el tensor de momentum angular-spin:

1
Q= 5(swaﬁj\@ﬁ— €* P,

(4.164)

(4.165)

(4.166)

Apéndice I. Paréntesis fundamentales de Poisson

Los paréntesis de Poisson entre dos variables dindmicas A(x) y B(y) definidas en el espacio

de fase para teorias descritas por Lagrangianos de segundo orden en las derivadas, son:

{MﬂB@mmz/@3

( 5A(z) 6B(y)  dA(z) 6B(y)
Q

oy(2) o7l () omh(2) 9¢bu(2)

(4.167)
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| 9A(x) 0B(y) _ 5A(z) 5B(y)
50 (2) 57?2}(2) 57?2(2) Sp(2)

Se calcula los paréntesis de Poisson entre los campos v, y 7TZ]Z

{tala) 7 ()} / ( 0a() 0y (y)  Seha(x) Oy (y) (4.168)

0Ye(2) omg(2)  0mg(2) 0tbe(2)

50a(2) ST5(y)  Sun(a) 674 ()
(wc(z) 5#2(7;) 5%2(2) 5¢c(2)

considerando campos independientes y las propiedades de derivada funcional:

{tha(z), 75, (1)} = / dz* 5 — (4.169)

= /dz3 66203 (x — 2)83(y — z) = 883 (x — )

Q

Se calcula los paréntesis de Poisson entre los campos Vo y WZZ

0, (x 77;(3/) B 5t (2) 5772(9)
{ale), mifu)} = / &= ((Wcz ) or(2)  0m(2) 0el2) (170

+5¢a(x) Omi(Y)  5a(z) 0T (¥)
0e(z) 675 (2)  0mE(2) Gepe(2)

considerando campos independientes y las propiedades de derivada funcional:

cwa () (y) B
{tha(z y)} = / 50.(2) 7 () (4.171)

= /dz3 5c620% (x —2)83(y —z) = 8253 (x — y)

Q
Se calcula los paréntesis de Poisson generalizados (3.108), entre los campos ¢, _,, y

b .
7%(171) :

{1/]a(l—1)('r)’ ﬂ-zbb(l,l)(y)}a:o:yo = (4172)
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_ /d2’3 in: ( 51/’&(1_1)(1’) (57TZJ(1—1) (y) B 51/1a(l_1)(13) 57r2’(z—1) (y))
) - .

considerando campos independientes y las propiedades de derivada funcional:

0oy, () 07y, (y)
b _ 3 (1-1) (1-1) o
{¢a(z_1)($)7771/)(1_1)<y)}330:y0 = Q/dZ 5@&0(171)(2) 671_5}071)(2) = 4.173)

= /dz3 66203 (x — 2)83(y — 2) = 253 (x — )

Q

Apéndice J. Deduccion de la relacion (3.116)

La corriente de Noether para Lagrangianos de segundo orden, expresada en funcion de las

variaciones globales de campos es, ver ecuacion (3.24):

0L 0L - 0L -
Jh=— 9, ——— )| oy + ————0,00, + LOx" 4.174
b@w@ (a@@%0}¢ 00,000 """ v G
al sustituir dz* y 5¢a, relaciones (3.113) y (3.114):
0L 0L
Jh=|—0 -9, [ ——— B (Pg, — X%Oua 4.175
[a@wa) (8(@6’”%))} < (2 30un) 172
. [ﬁ s (ﬂ)] e
0(0,00) "\ 0(0,0,00) Papa
0L 5 v b
+m&/ [6 (Ppa Xﬁaaqu)a)—i_ S Soaﬁa]
+#eP X'
0L 0L
Jh=|—" -9, [ —— B(Pg, — X004 4.176
[m@wa (wa@mw)]e (Doe = X300a)  @&176)

) {ﬂ s (ﬂ)} e
00uta) ¥ \0(0,0,000) Pode
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0.7 0.7
B Psy — XG0 y) + ——————— PV (D, — X%D, 1,
50,0,00) © O\ oo = XDatn) + 55 mugy € (oo = Xlatin)
_i_ﬂ Eﬁ’a ) © + ﬂ EB,CW ©
8(8,0,) Ve 9(8,0" ) apa
+7 &P X"
donde €?v= v Py cP = 99” €P; de esta manera:
0.7 0.7
szeﬁ{ﬁ_____@(_____)}@a_xwaxa 4.177)
a0~ \a@aumy )| (Bre = XbOata)
0.7 . .,
T may(%a — X%0atb) + LX ﬁ}
L+ P {[ﬂ_a (ﬂ)]@ +a+$a¢
0(0uta) " \NOBu0a) )] T T 0(8,0,40a) T
0.7 ,
G e X0

+ P {—83 ® }
0(0,0"0a) "
La corriente de Noether J,, expresada en términos del grupo de transformaciones gauges

locales, toma la forma:
Jt =€l jlt P Pl PV G, g (4.178)

donde:

o ﬁ_a (ﬂ)} b, — X20 4.179
T |:a(au¢a) Y 8(@6“@%) ( Ba B O/@Z}a) 4. )
O @0~ X0u0) + L,

T 3(0,0,00)

0.7 0.7 0.7
F* . = — 0, =—— oBa + =—————0,V08a 4.180
s [mm%> (mammﬂ}wﬁ 0,00 P (+-180)

0.7 )
o e
0Z

H _
G" 5= 30,00 P (4.181)
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Apéndice K. Deduccion de la relacion (3.130)

Para Lagrangianos de segundo de orden las ecuaciones de campo son:
0L 0L 0L
L= — -0, =—— ] + 0.0, <—> (4.182)
Oy " <3(3u%)) "N 0(0,0,a)
La densidad Lagrangiana . = £ (1,, 0,%,, 0,0,1,, ) depende de los campos y de las

derivadas de los campos, como consecuencia, al utilizar la regla de la cadena, la derivada del

Armina. 0L .
teérmino: 30,0, 0a)

o (&mm) O (a@wa)) A TERTY (a@aywa)) 0 Oatpy (4.183)

0 0%
+8<8vaawb> (8@@%)) 000y 0ay

€S:

( 0*Y ) O,y + < 0*L
0()0(0,0,0a) ) "\ 0(Fute)D(0,004)

RRA
" (8@7@@%)(‘9(@%)) 90, 0aty

) al/aawb (4184)

al calcular la segunda derivada de: %

0L PY
6M0V (W) == (8(@7004%)6(8“@%)) 8,1@676@% (4185)

; se obtiene:

9 0?Z
" g (a(a'yaawb)(a(auauwa)

82,% 82,,2”
o { (awb)a(a#ay%)) Gt <8(aa¢b>a<auaywa)) a”awb}

) 81/ 87 aa ¢b
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Se sustituye la relacion (4.185), en las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange:

a_ *L
b (8(87%%)8(8”8”%)) 010,000 (4.186)
"ov. (W> o (0(@8&%)(9(@@”%)) D0 0athy

823 823
o { (WM) it <0<aa¢b>a(auaywa)) a”a"‘d’b}

De esta manera las ecuaciones de campo, son escritas de la forma:

L = W% 0,0,000p + V*(a, 0utlas 0400 ta; 0,0,0at4) (4.187)
donde: ,
A
Woenvab — (4.188)
a<a"/aa¢b)a(au@u¢a)
y:
0.sL R A
Ve="" 9, ——— ) +9 0,00, 4.189
ETG (a@wa)) Z (a@aawb)a(auaywa)) hOats  (4.189)

82,,% 823
o { (WM) St <8(aa¢b>a(a#aywa)) 8”8"‘%}

Apéndice L. Grupo U(1) en la teoria de Podolsky

El Lagrangiano que describe la teoria electromagnética de Podolsky es:
1
LA (x)] = — 7 Fw "+ a2O\F0PF,, (4.190)

al sustituir las transformaciones gauge:

A, = A+ 0,e(x) (4.191)
se obtiene:
/ / ]_ / / / /
LA, (2)] = —7Fw "+ a’O\F *O°F,, (4.192)
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el término:
F,, = 0,A, — 0,A, = 0,(A, + 0,f) — 0,(A, + 0,f) = 0,4, — 0,A, = F, (4.193)

por lo tanto:
LA, (7)] = ZL[Au(v)] (4.194)

Apéndice M. Matriz Hessiana en la teoria de Podolsky ‘

En primer lugar se calcula el siguiente término:

PY
Yooepr
" 0(0,0pA,)0(0,0.A,,) (4.195)

de esta manera:
0¥ 2 0
8(808614#) B 8(808614”)

0 0
— 42 a\ 14 14 .
a {8)\F —a(agaEAu)a Fap+8 Fapa(aaaeAu)

9 9

Y HrR ) T
a0y For T O e S A
o 0
9(0,0.4,) 9(0,0.4,)

{ONF*OPF,,} = (4.196)

a}\Fo&\}

:&2 {8,\}7’0‘)‘ a/\Fa)\} =

= 2a°0, F* OPF,, = 2a*n’TO\F 0. F,, =

9
0(0,0.A,,)
= 20T ONF N (87.05,0" — 076 6" ) =

TV a” p T pY

= 2a’T O\ F* (0,004, — 0,0,A,} =

= 2% DN (5,00, — 5,0, =
— 2a2(n,uaa>\Fe/\ . neaa/\Fu)\)

por lo tanto:

W'chre,ulz — 82"% — 2&2 0

(0,05 A4,)0(0,0.A,,) (009 A,)

{9 ONF —nO\F"} = (4.197)
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0

Y R —
© 9(0,05A,)

{nuanepn/\raAFpT . neanupn)\ra)\FpT} —

0
-9 2. AT HOpP O F ol F _
a’n —a(a,yagAV){" NPONFor — 0/ OF), }
0 0
—9 2, AT 1o P F _ — pfophr F =
— 2a2nAr { n;wnep(év/\éﬂpéuT _ 57)\56762) . neanup(év)\éépdVT _ 57/\597_51/,0) } _

Ho €V YV, €T Y0, €o

=2a” ()" 0" 0" — 0t — " + )
La matriz hessiana es:

P P

Wy = = —=
(000 A)0(00deA,) 04,04,

(4.198)

— 2@2 (UOVUMOHOO - nOOUMOUOV o 770V770077u() + 7700770077;11/) —

— 2a2(nwj . 77/10770V)

Apéndice N. Ecuaciones de campo en la teoria de Podolsky

Las ecuaciones de campo son:
0L 0L 0L
— =0 | = 0.0, | === ] =0 4.199
o, (@) o (sman) o
El Lagrangiano no depende del campo A,,, como consecuencia:

0%
04,

0 (4.200)

El término:

_ ! Py Y = (4.201)
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1 0 1 )
=——F"——— _F,=—F"—_{0,4, - 0,4
27 90,4, Y2 a(a,ﬂzxa){aA v = O}

1
= SV, = 846%)

1 1
— _E(Fua — For) = _5(_Fau — For) = por

por lo tanto:

0L
0, ( 564 > 0, F (4.202)
De la relacion (4.196):
ag - 2/ ap VA v a
20,0, As) = 2a*(n*"O\F nHONEF) (4.203)

se obtiene:

0%
@@(m@@&»

= 202(0°0,0\F" — 0"0,0,F*)

> = 2a%0,0,(N“"ONF" — g PONFN) =

Al sustituir en las ecuacion de campo:
—0, F™" 4 24 (90,0, F"* — 0"0,0\F**) = (4.204)
—Or\F** 4 2a2(0°0,06F"* — 0"0,00F*) =
N + 2a%(0%0,0\F" + 0" 0, 0\F**) = 0

El término 0,0, F** = 0, como consecuencia de la antisimetria del tensor electromagnético
F"» = —F»_ y la simetria de las derivadas 0,0 = 0,0,. Por lo tanto las ecuaciones de

campo de la teoria electromagnética de Podolsky son:
(1+2a*0)O\F** =0 (4.205)

donde o =0,1,2,3; y O = 0"0,.

Apéndice O. Ecuaciones de Maxwell generalizadas ‘
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La representacion matricial del tensor de campo electromagnético F),,, es:

0O E, E, E.

~E, 0 -B. B
Fo= v (4.206)
~E, B. 0 -B,

~E, -B, B, 0

De la ecuacion de campo: (1 + 2a?00)0, F** = 0; se obtiene:

sia=0:
(1 +2a*00) (02 F) = (1 +2a°0) (0 F™ + 0, F°) =0 (4.207)
Foo=0 Fioz_iO:Ei
(1+2¢’0)9E; = (1 +2«°0)V.E=0 (4.208)
sia=j:
(1 +2a*0) (05 FM) = (1 + 2a*0) (G FY + 0;F7) = 0 (4.209)

FY = Fi= g, FI=%B, 0§,F7=%9,B,=(V xB);
(1+2a*0)(—E+V xB); =0 (4.210)

(14+2a)0)E-V xB)=0 (4.211)
De la identidad de Bianchi: 0, F, + 0, F),, + 0, F,, = 0; se obtiene:

siuzl,a:2,yz3:

O\ Fyp + OoFi3 + O3Fy = 0 (4.212)
O1By + 03By + 9385 = 0 (4.213)

VB=0 (4.214)
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siuzo,a:j,uzi:

O Ey; + 0;Fy; + 0iFjo = 0 (4.215)
* 0By, + 0;E; — 0;FE; =0 (4.216)
* By 4 0B = 0 (4.217)
(B+VxE),=0 (4.218)
B+VxXxE=0 (4.219)

Apéndice P. Tensor momentum-energia en la teoria de Podolsky ‘

El tensor momentum-energia para Lagrangianos de segundo orden en las derivadas es:

0L 0L 0L

O = |=——= -0 | === || Oadr+ =—=—=0.0,A\—1"\, L (4220
gy~ (omaa) | o+ et e 2

al sustituir los siguientes términos:

0L
S — T 4.221
0, 4) (22D
0L _ 2/, Av wo PV Ap
DO A) 2a%(n™0,F " 0,F) (4.222)
0L — 9,2(HN Bo _ Ak Ap
Oy <8(8V8MAA)) = 2a°(0"0,F o010, F") (4.223)
se obtiene:

o = { FM —2a2(0*0,F"" — 0"0,F™) }0, A\ (4.224)

+26L2 (n)\,uapFup o ,r]u,uapF/\p)aaayAA

1 v
Jm/;(Z P — aPO\NFPOF,)

Apéndice Q. Energia en la teoria de Podolsky
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El tensor momentum-energia es:

1
0 = F* Fuy + 0/ F? Fpy o+ a0/ (" FypOsF + FPOF,,) (4.225)

—2a*(F*0OF,, + F,,OF" + 0,F"0"F,,)

La energiaes E = [ dz36; por lo tanto:
0

1
0% = F*°Fy, + ZUOOF””FPZ, + a*n'y(0°F,,00F"* + F*"OF,,) (4.226)

—2a*(F0OF, + F,OF" + 0,F" 0" F,)

1
0% = F"°Fy, + 1 o + a*(0°F,,0,F"* + F*OF,,) (4.227)

—2a*(2F"0OF,, + 0,F" 0’ F,,)

Al calcular los siguientes términos:
FYF,, = FOFy + FOFy, = E;E; = E2
1P E,, = L (FOFy, + FY%Fy; + FOF, + FiFy) = 1 (2F°F, + FIF;)
=1 (-2E;E; + ¢*e"*BBy) = 1 (—2E;E; + 2B,By) = 1 (-E* + B?)
FOOF,, = F0OF,, + FY0OF, = —E,0FE; = —E.CJE
8, F" 0P Fy, = (99 F + 9;F%)(0° Foo + 8 Fy;) = —(8,E;) (=0, E;) = (V. E)?
Fr*OF,, = FOOFy, + FY0F,; + F°OF, + F90F;; = 2F°0F, + FY0F;,
— —2E;,0F, + ¢** B,OB, = —2F,0F; + 2B,0B), = —2E.LE + 2B.CB
8P F,,00F" = 8 Fy, 0y FO + 0P F,,05 ">
= O FpoO\F + 07 Fy,ONF + 0° Fig0y F'™* + 07 F;;05 F*A

= 0" Foo0g F™ + 0° FooOp F* + 07 Fy ;0o F™ + & o0, F
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+0"Fig00F™ + O°Fyo0p F™* + & Fy;00F™ + &7 F;0, F™*

= (=0, ;) (= 0k Ex) + (=00 E:) (D0 Ey) + (=00 E:) (€7 0, By)

+(—€"0; By,) (D Ei) + (—€"0; By,) ("7 ;. B))

= (V.E)? = B} + (QEi) ("6, B;)
+ (€970, B ) (00 ;) + (€778, By) (—€e™ 0, B;)
= (V.E)* - B} + (Ei)(V x B);
+(F;)(V x B); — (V x B);(V x B);
= (V.E)? — { E? = 2(E;)(V xB); + (V x B);(V x B); }
= (V.E) -~ (E—-V xB),(E-V x B),

= (V.E)? = (E -V x B)?
se obtiene:

1 :
0% = E* + 3 (-E*+B?) + ¢*{(V.E)’ — (E—V x B)> = 2E.0JE + 2B.0B} (4.228)

—2a*{—2E.LJE + (V.E)*}
1 .
0% = 3 (E*+B%) +a*{—(V.E)’ - (E-V x B)’ +2(ELE + B.OB)}  (4.229)
La energia es:

E = / dz*0°, (4.230)
Q

Apéndice R. Momentum lineal en la teoria de Podolsky ‘

La densidad de momentum lineal es:
0, = F°F,, — 2a*(F"0OF,, + F,OF" + 0,F"0°F,,) (4.231)

Al calcular los siguientes términos:
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FYF, = FOF, + FiOF,; = ¢*E; B, = —€/*E,; B, = —(E x B);
F@OF, = FOOF, + FY0F; = (—E;)(¢*0By) = é7*E;,0B, = (E x OB);
F, OF% = FoOF® + F;OF% = d*B0(—E;) = —e* B,O(E;) =
= —(B xOE);
O, F¥ 0P E;, = (0F® + 0, F)(°Fyo + & Fy;) = (—=0,F;) (= E; — €0, By,) =
= (0,E;)(E; — €7%0;B;) = (E — V x B);(V.E)
se obtiene:
0° = —(ExB), —2¢*{ ExOB-BxOE+V.E(E—-V xB) }, (4.232)
El momentum lineal es una constante de movimento:

, d
P / e LP=0 (4.233)
Q

en consecuencia:

2

R-:/de (ExB+2a2(E><DB—BxDE+V.E(E—VxB)> (4.234)

Q

Apéndice S. Spin en la teoria de Podolsky \

Las tres componentes de spin son:

Sij = / dz® {Aj(Fy + 2a°0,0°F,, — 40’000, F") (4.235)

Q

—Ai(FjQ + 2&260(9ij/) - 4a2njk8k8pF0p)

+26L2Aj (moapFOp - 3"Ep)
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—2a2A,~(77j080FO” - GPFjp)}
Al calcular los siguientes términos:

AjFy — AiFy = AJE; — AE; = (A x E);,

2a%(A;000°F,, — Ai00PF;,) = 2a%(A;000°F,, + A;000'Fy
—A,000°Fjo — Ai0od'Fyy) = 20*{ A E; — A;E; + A;(V x B); — Ay(V x B);}
= 2a%[A x E — A x (V x B)J,

—4a*(A;0'0,F% — A;070,F%) = —4a?(A;0'0,F* + A;0°0,F"
— A F® — A9 F") = —4a?(—A;00,E) + A0, E))
— 4a*(A;0,V.E — A;0,V.E) = 4a’[A x V(V.E)];

—202(A;0°F;, — A;0°F;,) = —202(A,;0°Fjg + A;0'Fy — A0 Fj — A0V Fy)
= —2a%[A;F; — A;jF; + A;(V x B); — 4;(V x B)j]
= 20’ [A xE — A x (V x B)J,

se obtiene:

Sy = / de* { A xE (4.236)
Q

+2a2[A><E—A><(VxB)+2a2AxV(V.E)—AXE+AX(VXB)]}
k

’ Apéndice T. Momentos canonicos en la teoria de Podolsky ‘

Los momentos candnicos se definen de la forma:

=22 5, (%) — 20, ( 0Z ) S (4.237)
9Aa 9 A 9O An) 94,
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Al reemplazar los siguientes términos:

0L 0L
———=F% = =F® 4.238)
9(9,Aq) 0Aq (
0L 0L
— = 2a*(n™0,F" — "9, FP) —— = 2a*(n™0,F% — 0,F*" 4.239
a(ayaMAa) a (n 14 n 14 ) 8Aa a (77 P P ) ( )
0L 0L
- = 2a2nak8pF0p ak (—) = 2a2n°"“8k8pF0p
0(0kAy) 0(OkAs)
0L
Do (J) = 2a2(n0‘0808pF0p — 000, F") = —2a2808pF"‘p
se obtiene:
T = 2a*(n*°0,F* — 9,F ") (4.240)
p* = F*° +2a%0,0,F*" — 4a*n** 0,0, F (4.241)
p* = F0 4 2a2(808pF0"’ — 2a2nak8k(9pF0p)
Apéndice U. Hamiltoniano candnico en la teoria de Podolsky
El Hamiltoniano candnico es:
H, — / dz® (p“f_lu + A, — ,sf) (4.242)
Q
los momentos candnicos son:
=0 (4.243)
T = —2a*0,F" (4.244)
P =0 =0 (4.245)
p' = F +2a%(0,0,F" — 2a’n*0,,0,F°°) (4.246)
De la relacién (4.244), se puede despejar A':
. 1 g .
A= —n'+9;F7 + 9 A° (4.247)

2a2
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El término:
PrA, +hA, = pP Ay + p A+ 70 Ay + T A (4.248)

o - 1 _
— 8i771A0 _|_plj4Z + 7t (ﬁﬂ'l -+ 8 —|—81A0)

1
= O, Ay + p'A; + 7T7T,+7T8]F,]+7T8A0

2a?

El término:

1
“F, P =

1 1
4o 4

TEuF? (4.249)

) ) . 1 ..
(FOiFm +EOF20 _l_Fviij) — §FOZFOZ' 4
1 At i AN/ A 1 i
= ST A (A, = 0,A0) + { Fy

El término:
a26AF°‘A8pFap = 2@2(80F0080F00 + 80F008kF0k + 8jF0j80F00 + 8jF0j8kF0k (4250)
+0°FigOoF™ + O°FyoOp F™* + &7 F;00F™ + 0 Fy;0, F™)
= a?(9;A7 — 9;9 A°) (0, A" — 0,0" A%)
+0°Fyo0o F™° 4 20° g0, F'™* + 0 F;0, F'%)
= a?(0;A7 — 9;0 A°) (0, A* — 0,0" A?)
—EF; — 2E,¢0,B; + (€7 By ) (¢*7 0, B;)

—F,E; 4+ 2E:¢% 0, B; — (¢7%0; By ) (¢ 0}, B;)

(
(

= a*(9; A7 — 0;07 A°) (9 AF — 0,0" A°)
— (€

= a*(0; A7 — 0,07 A°) (9, AF — 9,,0% A°)

—E?42E.(V x B) — (V x B)?
= a?(0; A7 — 0,00 A°) (9, AF — 9,,0" A®)
—(E -V x B)?

Teniendo en cuenta la ecuacion de movimento:

(14+2°0)E-V xB)=0 (4.251)
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y el hecho la energia es una constante de movimento, el Hamiltoniano candnico es:

1 . o R
—27TZ7Ti + Wzajﬂj + WzaiA() (4252)

Hc = /d133 {aiﬂ'iAo —|—plzzll +
4a

N | —

+= (A" — 0'A°)(A; — D;Ag) + iFijFij — a*(0;A7 — 0,07 A°) (9, A* — aka’fAO)}

’ Apéndice V. Evolucion temporal en el espacio de fase completo ‘

El principio de Hamilton es:
SA[A,, AL, T A =0 (4.253)

La accion en el espacio de fase completo para la teoria electromagnética de podolsky toma

la forma:

AlA,, A, XY = /d:v4 {p“[lu —|—7TMZ1M — - NP, } (4.254)

o

Al realizar variaciones independientes en §A,,, §A,,, 6p#, §7, A% se obtiene:

§A = / da’ [ch,L + pHOA, + 6P A, + TS A, (4.255)
0. 0. . - 0. 0.
__7"c _ 7 T vV H
o4, A T G, O T g O o
., 0P 0P, 0d, 09,
—26A, — )\ P = N —=omt — D O\"
94, DA, apr o
utilizando las siguientes expresiones:
PUOA, = %(514#})“) — A TMGA, = %(5,4“7#‘) — 5 A i (4.256)
se obtiene:

A 0P Y 4 oD,
- 4 5ot — € _\el¢ 1z _ _)\@
5A / dr [529 (Au o A apu) + 6m (A 5 A " ) (4.257)

g
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0%, %” 0P
—J0A 5 € c a*a
e (0, )~ (e )
—P, 0N + j (0A,p") + di(éAHﬂ“)]

los siguientes términos son nulos:

/dx —(0A,p") /dx /dt (0A,p") /dx?’(éA#p“) ﬁf =0 (4.258)

g

t2

/ dx‘*%(amw = / da® / dt(j (04,m") = / da*(8A,m") |1} =0

o Q t1 Q

como consecuencia de las condiciones de frontera, de esta manera la variacion de la accidon

[

- 0. 0P = 0. 0P
o 4 . ¢ ya a . ¢ ya a
0A = /dm {5}9" (AM o A 8])/‘) + om# (AM i A 87#‘) (4.259)

g

@, - o,
i (5 22, (51 2 ]

0A, 0A 0A 8A
Considerando variaciones independientes de 6 A, 5%[,“ opt, ot O A%; las propiedades de deri-

vada funcional, y la definicion de paréntesis de Poisson. Se deduce las ecuaciones de Hamilton:

oA 0B, oA 0P,
+ A

A, ={A, H,} = o apr A, ={A, H,} = o + A on (4.260)
07, 0P 0, 0P
W=t L= _“T¢_ N "9 o 0 2 A G il
V= =g, "N, T = o NG,
Ademads se obtiene la definicién de vinculos primarios:
b, =0 (4.261)

Los vinculos se definen como débilmene cero en el espacio de fase reducido ®,(z) ~ 0,
como consecuencia, la evolucién temporal de F(z) = F(A,, A,,p", ) en el espacio de
fase completo es:

F(z) ~ {F(z), Hp} (4.262)
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’ Apéndice W. Consistencia de vinculos en la teoria de Podolsky ‘

El Hamiltoniano candnico es:

_ S - o 1 . o A
HC(AM, Au,pz, 7T2) = /dﬂfg <8i7r1A0 -+ pl14z + ﬁﬂ'lﬂ'i —+ Wlajﬂj + Wlal'Ao (4263)
a
Q

1 -. . _ 1 . _. . _
5 (A= 0 A (A; = BiA) + JFyFY — (0,40 = 9,0 ) (9, A" — akakA0)>

La consistencia de vinculos implica:

d, ~ {®,, H,} ~0 (4.264)

donde:

Hy (A, A, p, 7o) = Hc+/da:3{ N (2)®; + \2(2) B, }
Q

con la definicién de paréntesis fundamentales de Poisson:

) P W)} =80 x—y) (AW} =00 —y)  (4265)

Se calcula consistencia para ¢4 (x) ~ 0:
)~ {0, H,} ~ {®), H,} + / dy (AN @y, &1} 4+ N2{ Dy, Dy }) (4.266)
Q

{@1,®1} = {mo(x), mo(y)} =0 {P1, P} = {mo(x), po(y) — a]l,/ﬂj(y)} =0

el paréntesis entre ®;(z) ~ 0y H,; es:
{@1(1‘)7 Hc(y)} = {71-0(17)’ Hc(y)}

- / dy( AV () {mo(z), Ao(w)} + ()0 {mo(), Ao()} )
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- / Ay oV (y)3 (x — y) — / dyr ()05 (x — y)
- / Ay 0V (y)3 (x — ) — () / dyr ()53 (x — y)
= 07" (x) + O (x) =0

por lo tanto:
by~ {1, H,} =0

Se calcula consistencia para ®o(x) = 0:
d)Q ~ {CI)Qu Hp} ~ {CI)27 HC} + / dys()‘l{q)Qu q)l} + AZ{CI)Q? @2}) (4.267)
Q

{2, @1} = {po(2) — 7/ (x), mo(y)} = 0
{2, @2} = {po(a) — 7’ (2), poly) — I (y)} = 0

el paréntesis entre $o(x) ~ 0y H,; es:
{@a(2), Ho(y)} = {po(x) — 05" (x), He(y)} = {po(@), He(y)} — Of{n"(x), He(y)}
Se calcula el siguiente término:
{po(z), He(y)} = (4.268)
/dy {po(z), %([l &A%Y (A; — 8,A0) — a®(0;A7 — 0,87 A°) (8, AF — 0,0 A%)}

= 3, A°())(=0!){po(), Ao(y)}

l\DIP—‘ [\.’JI»—l

=0, {po(@), A°(y) HAi(y) — 97 Ao(y)]
dy’(0] A’ (y) — 070, A° ()| (=010, ) {po (), A°(y)}

‘“2/Qdy3<—6§-’8;3,‘>{po<x>,A°<y>}[azf1k<y> — {0, Ay)]
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=00 [ d5IA ) - AW - )

(=00 [ 586~ )IAi) 0 Ao(y)]
—a(00k) [ a0 ) ~ oA )] x )
~a(@50)) [ dySx p[OLA) - 004" w)

= (= 3“”) (AN () — 9, A ()] + (—52)%[A¢(x) — 07 Ag(z)]
—a (3;’53’“)[3’?14]( ) — 0700 A% ()] — a?(9509) [0 A (x) — 8505 A ()]
= —O(A — T A") — 2420,0" (9, A7 — 9,07 A*)

También se calcula el siguiente término:

{n*(x), H.(y)} = (4.269)

/ dyP{7*(2), p A; + = ( — 9'AY)(A; — 0;Ag) — a2(0; A7 — 9,00 A°) (9, AT — 9;0° A°)}

N /Q dy’p' (y){7* (x), Ai(y)}
+ / dy?[ Al (y) — 9, A° (y){m" (), As(y)}
Q
22 / dy’0F Al (y) — 010, A° () 9y {n* (), A4, ()}
Q
— / dy’p' (y)0; 8 (x —y)
Q
_ / dy* (A (y) — L A°()])856° (x — y)
242 / dy’ [0} A'(y) — O 9, A° ()]0} (x — y)

= —pt(x) — [A¥(x) — 0y A% (2)] — 20205 (07 A'(x) — 87 0, A° ()]
= —pF — (A% — 95 A%) — 2429F(9, A" — 9,0' A%)
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por lo tanto:
OP{m*(x), Ho(y)} = —0kp™ — OR(A* — 0F A%) — 2020,,0% (9, A" — 0,0'A°)  (4.270)
De esta manera se obtiene la consistencia de ®4(z) =~ 0:

{@2(). He(y)} = {po(2), He(y)} — Op{r" (x), He(y)} (4.271)
= —0i(A" — 0'A") — 2a20,0%(0; A7 — 0;07 A°)
+0kp" + Ok (AF — 08 A°) + 2a°0,0% (0, A" — 9;0' A°)
= "
Dy & Opp” (4.272)
Se calcula consistencia para 3(x) ~ 0:

Dy~ {®3, H,} ~ {3, H.} + / diP (AN D3, 1} 4+ N2 D5, D, }) (4.273)
Q

{®3, @1} = {0ip"(2),7°(y)} = 0
{®s, Do} = {05p" (), P°(y) — Fgr"(y)} = 0
el paréntesis entre $3(x) ~ 0y H,; es:

{®s, He} = 0 {p"(2), He(y)}

Se calcula el siguiente término:

(@ )} = [ a0 R WOE ) + (R0} @278

= /Q dy’ (ﬂ"(y)ai{p’“(:v), Fiy(y)} + %F ()t (@), E-j(y)})
se tiene que:
{0 (2), Fij(y)} = {p"(2), 0! A;(y) — 0] Ai(y)} (4.275)

= {p" (@), A3 ()} — 95 {p"(x), Ai(y)}
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= —3;“’6?53()( —y)+ 8;’5563(): —y)

por lo tanto:
{p"(2), H(y)} = / dy*'(y)0y[~0/76° (x —y) + 96} 0% (x —y)]  (4.276)
Q
|
+ [ G0 (- y) + 01518 (x— )
—— | ar sy + [ e mojstsx-y
1 .. 1.
- [ 3P -y + [ a 5P wassx -y
——akor [ ayri)ex—y) + 0] [ R wEx-y)
Q Q
1 . 1 )
+0; / dy’ S F™(y)0* (x —y) = 0F / dy’ S (y)8°(x — y)
Q 2 o 2
. . 1 . 1,
= —9Forni (x) + 8;8}”%’“(@ + QxaF’k(a:) - 3f§Fk](x)
== —8’6817'(1 + 0j(9j7rk + @Flk
La consistencia de ®3(x) = 0; es:

Dy~ { B3, Hy} = O {p"(2), He(y)} = —0,0%0im’ 4+ 37 0;0p7" + 0,0 FF =0 (4.277)

Apéndice X. Ecuaciones de Hamilton en la teoria de Podolsky

El Hamiltoniano extendido toma la forma:
Hp = H. + /Q N (1) + \2(2) Dy + N(2) D] 4.278)
los vinculos de primera clase son:
Pi(2) =70 Dy(z)=p’ — " =0  D3(z) = hp" =0 (4.279)
La evolucién temporal de una variable dindmica F'(x), en el espacio de fase completo es:

F(z)~ {F(z),Hg} (4.280)
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De la seccion anterior:
{p*(2), Ho(y)} = —0"0n' + &7 0;m* + O, F™* (4.281)
{po(x), Ho(y)} = —0;(A" — ' A°) — 2a*0,0% (9; A7 — 9,07 A?)
{mo(z), He(y)} =0
{n"(x), H(y)} = —p" — (AF — 9F A%) — 24%0% (9, A" — 0,0' A°)
por lo tanto la evolucién temporal de los campos p*, po, mo, 7¥; es:
P (x) = {p"(), He(y)} = 0" 0" + &7 07" + 0, F™ (4.282)
P°(7) = {po(x), Hp(y)} = —0;F* — 2a*0,0"(0; A7 — 9,07 A%)
o(z) ~ {mo(z), He(y)} = 0
ik (z) = {7"(x), Hp(y)} = —p" — (AF — 9" A°) — 24%0%(9,A" — 0,0'A°)
= —pk — F% — 2420%9, F"

Para la evolucién temporal de A°, se tiene en cuenta 9;7! = —d;7* = 0:

A [y [ At (A 0,0 + 5L o7 s ) 4.283)

Q

+/@%M%%@%W%H—A@W@%ﬂ@%m@}
Q

=0} [P M) (A2 )} + 55 [ ' A @) ()

Q Q

+ [ dyP Oy FF () { A (), mi(y)} + 0% | dyNP(y)6rod(x — )
f /

L, © 1ij i 7 i
=537 (z) + 07 F (z) + LA (z) + OLN* ()

La evolucién temporal de Ay, es:

Awwzmmmmﬂzéwﬁwnkmm%m:»@> (4.284)
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Para la evolucion temporal de AO, se tiene en cuenta p° = 9;7! = 0:

do(e) ~ {Ao(a), Hp} = / dy* 20(y){ Ao(), p" () )+

/Q dy* N> (y){ Ao (), ()} =
= Ao(x) —+ )\2(1’)

La evolucién temporal de A;, es:

Alx) ~ {Ai(w), Hy) = / dy® A () {As (2), 1 (1) }+

/Q dy* N (y){Ai(z), 0%p’ (y)} =

_ / Ay A (y)s16%(x — y) — O / Ay X ()86 (x — y) =
Q Q

= Aj(z) — 07N (x)

(4.285)

(4.286)

la teoria de Podolsky

Apéndice Y. Equivalencia entre ecuaciones de Hamilton y ecuaciones de campo para

Se tiene que la ecuacién de Hamilton para el campo p°(z), es:
PO(z) ~ —0;F% — 2a0,0%(0; A7 — 0;07 A°)
~ 0;F" — 2a*0,0"0;(0° A7 — &7 A?)
~ O, F° — 2a23k3k3jF0j

~ 0;F" 4 2a°0,0%0; F7°

los siguientes términos son nulos: 9y F*° = 0y 2a?9,0°9; F7° = 0; por lo tanto:

P2(z) = O F™ + 0y F™ + 220,070, F° + 2a*0,0°0; F7°

~ 0, F" + 2% (0x0" + 0,0°)0; F7°

(4.287)

(4.288)



Apéndices 111

~ 0, F" + 2a0,0°0; F7°
~ 0, F" +2a0,0°0; F7° + 240,00y F™
~ 0,F" + 230,070, F"°
~ (14 240,0°)0,F*°
~ (1 +2¢°0)0,F"°

de acuerdo a la definicién de momentos candnicos: p° = 9,1 = —2a282-c9pF i = (; por lo

tanto p°(x) = 0, de manera que:
(1+2a’0)0,F" ~ 0 (4.289)
Por otro lado, la ecuacién de Hamilton para el campo p*(x), es:
Ppr(r) = —0"0rt + 0" + O F* =~ 970" + O, F* (4.290)
se tiene que: Ai(z) ~ s+ 0;F 4+ 91 A% + 9'A?; por lo tanto:
7~ 22 [AN(x) — O;FT — A0 — 9\ (4.291)
~ 2a*[0°(0° A" — 9'A") — O, F7 — 9'\?]
~ 20 (00 F" + 0;F7" — ' N7
~ 20°[0,F* — 0'N?]

de la definicién de momentos canénicos: 7 = 2a?0,F*"; como consecuencia: 9'\* = 0; por
lo tanto:
7 = 2a%0, F" (4.292)

De la definicion de momentos candnicos:
p' = F° +2a*(00,F" — 2a°n"*0,,0,F) (4.293)
de manera que:

P = 0p' = O F™ + 2a* (00000, F" — 2a*n™0x000,F ) (4.294)



Apéndices 112

= 80Fio + 2a2(90c908pFi”

Al sustituir (4.292) y (4.294), en (4.290); se obtiene:

O F* + 2400000, F™* =~ 2a°07 9,0, F** + 0, F'™ (4.295)
como consecuencia:
O F% + 0, F™* + 24209000, F"* + 2a*970;0, F"* ~ 0 (4.296)
O F" +2a2(0p0 + 07 0;)0, F" =~ 0
9, F"* +2a°00,F" =~ 0

de manera que se obtiene:
(1+2a°0)9,F*"* ~ 0 (4.297)

Al combinar las ecuaciones (4.289) y (4.297); se demuestra que las ecuaciones de Hamilton

son débilmente equivalentes a las ecuaciones de campo:

(1+2a’0)0,F"™ =~ 0 (4.298)

’ Apéndice Z. Condicion generalizada del gauge de radiacion ‘

Las ecuaciones de campo son: (1 + 2a%(0)0, F** = 0.
Si a = 0, es posible obtener Ag:
(14 2a*00)0, FA° = (1 + 24*0)0; Fyy = 0
(1 + 2a*0)0;(0; Ag — Do A;) = (1 + 2a*00)(VZAg — V. A) =0
(1+ 2a*00)V?4y — (1 + 2¢*0)V. A =0

A 8o(1+ 2a20)V. A

_ 1
0 = (1+2420)V2

donde es el inverso del operador (1 + 2¢*00) V2.

1 .
1+2a200) V2>

Por lo tanto se debe exigir: 1+2¢*0)V2=1

vz (
(1+2a20)V2
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Si o = 17, se obtiene:
(1 +2a*0)0\FA = (1 4 2a*0) (=0 Fo; + 0; F;)
= (1 + 2a*0)[—00 (DA — 0; Ag) + 0;(0;A; — D A;)]
= (1 + 2a®0)[— (000 — 0;0;)A; + 0;(do Ao — 0;4;)]
= (14 24*0)[-0A4; + 8;,(3p4o — V. A)] =0
Al utilizar la expresioén para Ay, obtenida en :
(8o Ao — V. A) = &, {maoaou +2420) — 1} v.A
= (HQQ—QDWG {0000(1 + 2a°0) — (1 + 2¢*00)V?} V. A

(1+2a2D V2

= teene i {1 +2°0)0} V. A

Al reemplazar la expresion obtenida en , en la expresion ; se obtiene:
(1+2a*0)0A4; =0
donde: A; = Ai 8 {m(l + 2@2D)V A} Az — 81 € (ZL’)

., ’ . . . <z
En conclusién, el campo A, obtenido a partir de A;, por medio de una transformacién gauge

local: A; = A; — 0; € (x). Cumple la ecuacién de onda generalizada [6]:

(14 2a°0)0A; = 0;(1 + 2¢°0)9;A; = 0 (4.299)
de manera que A; debe satisfacer el gauge generalizado de Coulomb [6]:

(14 2a’0)9;A; = (1 +2a*0)V. A" =0 (4.300)

El campo A, es invariante por transformaciones gauge locales, como consecuencia, la condi-
cion generalizada del gauge de Coulomb: (1 + 2a?0J)V. A = 0, implica utilizando la expre-
sién obtenida en ; que: Ay = 0. La evolucién temporal de A, es: AO =A,=0.
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Por lo tanto utilizando las ecuaciones de campo, se deduce la condicion generalizada del

gauge de radiacion [6]:

Q) =A"=0 Q)= (1+20)04;~0 Q3(z) = A’ =0 (4.301)

‘ Apéndice AA. Matriz de vinculos ‘

Los vinculos de segunda clase son:

Ai(z) = A° ~ 0 (4.302)

Ay(7) = (1 +2a*0)9;4; ~ 0

As(x) =p° — ™ = 0
Ag(r) = Op" = 0

los paréntesis de Poisson diferentes de cero son:

{A(2), Au(y)} = {A%x), n"(y)} = 8°(x —y) (4.303)

{Aa(@), As(y)} = {(1 +20°0.)07 Ai(x), 0" (y)} =
= (1+20°0,)07 0y { Ai(x), p" ()} = (1 + 20°0,) 07 907 6% (x — y)
= —(1+ 2a*(9p0y — 8;8}))8?8?53@ —y) = —(1-2a*V2)Vi5*(x —y)
{As(x), As(y)} = {Ao(2),p°(y), } = °(x —y)
{Au(2), M)} = —{A1(y), Au(2)} = —0°(x —y)
{As(2), As(y)} = —{As(y), As(2)} = —0*(x —y)

{A6(2), Aa(y)} = —{Aa(y), As(2)} =
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= (1-2a°V})V25°(x —y) = (1 — 2a*V2) V38’ (x —y)

la matriz de vinculos Py (2, y) = {Au(z), Ap(y)}; cona,b=1,2,3,4,5,6; es:

0O 0 0 10 0
0 0 0 00 —F,
0O 0 0 01 0
Puy(x,y) = P x—y) (4.304)
-1 0 0 00 O
0 0 -1 00 O
0 E, 0 00 0
donde F, = (1 — 2a®V?2)V?2; es un operador diferencial.
Apéndice AB. Inversa de matriz de vinculos
La matriz de vinculos se escribe de la forma:
0 A
Pu(z,y) = Bx—y (4.305)
=2 %) s
ab
donde:
000 10 0 -1 0 0
0=10 0 0 A=10 0 —F, ~A"=10 0 -1 (4.306)
000 01 0 0 F, 0
Se define la inversa de matriz de vinculos P,.'(z,y), de la forma:
O41(z, O,(z,
szl(z’y):< 1(z,9) Os y)) 4.307)
63(Z7y> @4<Z>y) be
la inversa se célcula a partir de:
/ dz* Puy(2,2) Py (2,y) = 8acd®(x — ) (4.308)
Q
(4.309)

0 A Orz.y) Oazy)\ o s
/de <—AT ())ab <@3(z,y) 94(2,1/)),)06( )7y
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0 A 5 [©1(z,y) Oa(z,y) 3y ) — 5y
(‘AT 0>ab/ﬂdz <@3(Z,y) @4(2,y)>b05( ) = bect(x =) (3310

(o A) (Gh(oc,y) ®z(fvay)> — 5,83 (x — ) (4.311)

0 A\ [©; O, I 0
= 53 (x — 4312
[ )6 8) (0 )rey e

Como A, —A”; son matrices de operadores, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones

diferenciales:
AO; = I8 (x —y) (4.313)
—ATO, =183 (x —y)
A9, =0 = 0,=0
~ATO;=0 = ©;=0

De AO3 = I§3(x —y), se obtiene:

1 0 0 a1 Q9 O3 1 00
As=|0 0 —F ||y a5 as| =10 1 0|3 x—y) (4.314)

0 1 0 Qay Qg Qg 0 0 1
a=8x—-y) a=0 az3=0 (4.315)
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De —AT©, = [6%(x —y), se obtiene:

-1 0 0 Br B2 Bs 100
A= 0 0 1|8 B Bs|l=101 0|Fx-y) (4.316)
0 F, 0 Bz Bs Bo 0 01
—f=68x-y) —f=0 —p5=0 (4.317)

A

Fpi=0  EB;=0 FpB=06(x—y)
—Br=0 =08 (x—-y) —p=0
Bo=P3=P1=P05=0r=Py=0
fi=fs=—0(x—y)
FoBs = 3 (x —y)
Para encontrar la matriz inversa se debe resolver la ecuacion diferencial:
EG(xy) =8 (x—y) (1-2°V2)ViG(xy) =6 (x—y) (4.318)
G(x,y) = F, 0% (x —y)

donde Fx_ 1 esel operador inverso de Fm; y G(x,y), es la funcién de Green.

Por medio de funciones de Green, y bajo las condiciones de frontera de los campos, se
determina GG(x,y), de manera tnica [6]:

[x—y|

11—e "
dr |x—y|

G(X, y) = (4.319)

de esta manera:
Be = F718%(x —y) = G(x,y) (4.320)
as = —F; '8 (x—y) = —G(x,y)
La inversa de la matriz de vinculos es:

0  Bls,
Pa‘cl(:c,y)z(_BT(x’y) (:(C) y>> (4.321)
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—5*(x —y) 0 0
B(z,y) = 0 0 G(x—y) (4.322)

Apéndice AC. Paréntesis de Dirac

Los paréntesis de Dirac, se definen de la forma:
{F(z),G(y)}p = {F(z),G(y)} (4.323)

//dv?’du3{F u)} Pyt (u, v){ A (v), G(y)}
Si F(xz) = A;(z), se tiene:

{Ai(z), As(y)} = {Ai(2), 0" ()} = Op{Ai(),p"(y)} = =07 °(x —y)  (4.324)

[4:(@), G} = {Ai(a), G()) (4.325)
- / / Ao duP{ Ay (z), Do)} Py (1, 0){ A (0), G ()}

(4(2),C(y)}p = {Au(x), Cly)} + 0 / / 0o (x — ) P (1, 0) { Do), G ()}
QJIO
(4(2). GW)}p = {Aia). C(y)} + 6 / 0o Py (1, 0){ Da(v), G ()}

si G(y) = p'(y), se tiene:

{22(v). 7" ()} = {(1 +20°0,)0; Ai(v), P ()} = (4.326)
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= (14 2020,)0{ Ai(w), P (9)} = (1 +2620,)01816° (v — )
= —(1—-2a>V})d!5%(v —y)
{Ai(2), 0" (v)}p = {Ail2), 0" (v)} (4.327)
o /Q 0 P (2, 0) (1 — 20V2)06% (v — y)

{Ai(2). 7 (¥)}p = {Ai(2), ' (y)} — (1 - 2a°V}) 070} /Q v’ Py’ (w,v)8%(v — y)
{Ai(@), P () }p = {Ai(2),p'(y)} — (1 = 2a°V}) 070! Py (2, )
{Ai(2), " (y)}p = {Ai(2), " ()} + (1 = 2a°V3)07 05 Py’ (, y)
{Ai(2), 7’ ()} p = 6]0°(x —y) — (1 = 2a°V2)8; O} G (x,y) (4.328)
{F(2), Aiy)}p = —{Ai(y). P’ (), }p (4.329)
= =010 (x —y) + (1 — 2a’V2) G (x,y)
= —010%(x —y) + (1 — 2a’V2)07 7Gx, y)

Si F(x) = A;(z), se tiene:

{A;(x

~—

As()} = {Aila), —0rh ()} = O A (), T (y)} = TS (x—y)  (4330)
[Ai(2), G)}o = {Ai(x), G(y)} (4.331)
- / / dodut{Ai(x), As(u)} Py (u,0){ A (0), G()}
(A(2). G} = {Ai(2), Cly)} — & / / Ao S (x — u) P (u, 0) {Aa(0), G()}
(A(2),G()}p = {Au(x), C(y)} — OF / 00 Py (2, 0) { Da(v), G ()}
si G(y) = 7'(y), se tiene:

{Ai(2), 77 (y)}p = {Ai(x), 7' (y)} — OF /Q v’ Peg' (v, 0){As(v), 7/ (y)}  (4.332)

{Ai(@), 7 (y)}p = {Ai(x), 7 ()} = 6]6°(x —y)
{m(2), Ai(2)}p = ~{Ai(x), 7/ (2)}p = ~0]6°(x — y) (4.333)



Apéndices 120

Apéndice AD. Evolucion temporal bajo la condicion generalizada del gauge de

radiacion

Al eliminar los vinculos, el Hamiltoniano candnico es:

o 1 . o 1-. - 1 . —. -
Hc = /dl’g <pzflZ + 4—(127T17Ti + W’@JE]- + §A1AZ + ZF’Z‘]’FW — a28jA]8kAk) (4334)
Q

Para A;(x), se obtiene:

Ay(@) = {Ai(x), Ho(y)}p (4.335)

= /dy?’/_lj(y){Ai(ﬂf)vpj(y)}D

Q

_ / dyP A, () 6165 (x — y) — (1 — 20°V2)970° Gz, y)]

= Ai(z) — (1 — 2a°V?) /dy?’flj(y)afafG(x,y)
0

Para A;(x), se obtiene:

Ay(z) = {Ai(z), Ho(y)tp (4.336)
= / dy’ (%ﬂﬂj(y){ﬁi(w)mj ()} + 95 Fi(y){Ai(), 7 (y>}D)
Q
— (o) + 04 Fi(o)
Para p'(z), se obtiene:
p'(z) = {p'(x), He(y)} (4.337)

_ / ay? (wj(waf{p"(:v),ﬂk(y)}a T %Ff’f(y){pi<x>,@k<y>}D)
- / dy? (7 ()00 {1 (z), Ax() o — 7 ()OS0 {0 (2), Ay (1)} )

+ [t (G0 ). Ao — 3P0 ). A1)
Q
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Ay’ ()50 [=66° (x — ) + (1 = 20°V2) 97 O Gl
dy* (y) 950} [—616°(x — ) + (1 - 2a°V2) 77 G,
Fi*(y) 0 [~610°(x — y) + (1 — 2a>V2) 9792 G

F*(y)ol[—5:6° (x — y) + (1 — 2a°V2) 0P 0* G (x

= —8i8j7rj + 8j8j7ri + @Fﬂ

Para 7(z), se obtiene:

_ / dy? [0 () {7 (@), 4 (0)} o + A () {7 (2), A4 (9)}

Q
—2a20% Ay (y) 93 {7 (z), A;(y) } ]
= —p'(z) — Al(z) — 2a°0L0% Ay (z)

Para p°(x) = 0;7", se obtiene:

PO(z) = 0F " = —0fp'(x) — OF Al (z) — 2a20F0LOF Ay ()

(2! i

= — 9 Ai(x) — 2420701 0" A, (z)

(2

)]

y)]

z,y)]

)]

(4.338)

(4.339)
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