
LAGRANGIANOS DE ORDEN SUPERIOR EN TEORÍA CLÁSICA DE
CAMPOS

TRABAJO DE GRADO

Para optar el tı́tulo profesional de:

Fı́sico

JAIRO ANDRES FAJARDO

Universidad de Nariño
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Fı́sica
Junio de 2013



LAGRANGIANOS DE ORDEN SUPERIOR EN TEORÍA CLÁSICA DE
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LAGRANGIANOS DE ORDEN SUPERIOR EN TEORÍA CLÁSICA
DE CAMPOS

Resumen
En este trabajo se estudiará una teorı́a clásica de campos con Lagrangianos de orden

superior en las derivadas. Los principios fundamentales de una teorı́a clásica de campos

permitirá generalizar las ecuaciones de campo, las ecuaciones de Hamilton y el primer

teorema de Noether asociado con el grupo de Poincaré. Se deducirá el segundo teorema de

Noether para teorı́as gauge con derivadas superiores; el estudio canónico de estas teorı́as

se realizará por el método de Dirac. Por último, se estudia la teorı́a electromagnética de

Podolsky.
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Classical field theory with higher derivatives

Abstract
In this work we are going to study classical field theory with higher derivatives. The basic

principles of classical field theory will allow to generalize the field equations, Hamilton’s

equations and the first Noether theorem associate with the group of Poincaré. Here, we will

deduce the second Noether theorem for gauge theories describe by higher derivatives and

its canonical study will be realized by the Dirac method. Finally, we are going to study the

Podolsky electromagnetic theory.
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4.1. Simetrı́as gauge locales en la teorı́a de Podolsky . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.2. Ecuaciones de campo de la teorı́a de Podolsky . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.3. Cargas conservadas en la teorı́a de Podolsky . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Glosario

Funcional: integral definida sobre un contorno cerrado, de

manera que el dominio de la funcional es un

espacio de funciones, y su rango es el conjunto

de números reales.

Coordenadas generalizadas: conjunto de N coordenadas curvilineas

linealmente independientes que determinan el

estado de un sistema fı́sico con un número

finito de grados de libertad.

Lagrangiano: para un sistema fı́sico conservativo con un

número finito de grados de libertad, es una

función que describe la dinámica del sistema

fı́sico. Se define como la diferencia entre la

energı́a cinética y la energı́a potencial

expresadas en términos de las coordenadas

generalizadas.

Acción: funcional definida en un intervalo de tiempo y

construida a partir del Lagrangiano. La acción

determina la dinámica de un sistema fı́sico.

Espacio de Minkowski o espacio-tiempo: espacio de cuatro dimensiones usado para

describir los fenómenos fı́sicos en el marco de

la teorı́a especial de la relatividad de Einstein.

Un punto o un evento del espacio-tiempo, esta

determinado por un conjunto de cuatro

coordenadas: tres espaciales y una temporal.
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Índice general XII

Transformaciones de Lorentz: las coordenadas de un mismo evento

medidas en diferentes sistemas de referencia

inerciales se relacionan por medio de las

transformaciones de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz son

interpretadas como una rotación continua en el

espacio-tiempo.

Campo: un campo describe un sistema fı́sico definido

en el espacio-tiempo.

Densidad Lagrangiana: escalar de Lorentz que describe la dinámica y

las propiedades de un sistema fı́sico

representado por campos.

Ecuaciones de Campo: conjunto de ecuaciones diferenciales que

determinan la evolución temporal de un

sistema fı́sico representado por campos

en el espacio de configuraciones.

Teorema de Nother: invariancia de la acción ante un grupo de

transformaciones infinitesimales de

coordenadas y campos. El teorema de Noether

relaciona las simetrı́as en las leyes de la fı́sica

con las cantidades conservadas

del sistema fı́sico.

Simetrı́a de Poincaré: es el grupo de simetrı́a que deja invariante el

Lagrangiano ante una translación

en el espacio-tiempo más una transformación

infinitesimal de Lorentz.



Índice general XIII

Hamiltoniano canónico: para sistemas conservativos es equivalente a la

energı́a. El Hamiltoniano canónico determina

la dinámica del sistema fı́sico en el espacio de

fase.

Transformaciones gauge locales: grupo de simetrı́a infinito que depende de un

conjunto de r parámetros definidos en el

espacio-tiempo. Las transformaciones gauge

dejan invariante el Lagrangiano.

Hamiltoniano primario: combinación lineal del Hamiltoniano canónico

y los vı́nculos primarios.

Hamiltoniano extendido: combinación lineal del Hamiltoniano canóni-

co, los vı́nculos primarios de primera y segun-

da clase, y los vı́nculos secundarios de primera

clase.

Condiciones de gauge: vı́nculos introducidos arbitrariamente

con el objetivo de eliminar los vı́nculos de

primera clase.

Paréntesis de Dirac: la definición de paréntesis de Dirac permiten

eliminar los vı́nculos de segunda clase.



Capı́tulo 1

Introducción

En una teorı́a clásica de campos, un sistema fı́sico definido en el espacio-tiempo es descrito

por un campo [1]. De acuerdo a los principios formulados por Einstein en el año de 1905 en

su teorı́a de relatividad especial, un evento o un punto del espacio-tiempo queda determinado

por un cuadrivector formado por un conjunto de cuatro coordenadas: una temporal y tres

espaciales. De esta manera, la transformación de coordenadas de un mismo evento entre

sistemas de referencia inerciales corresponde a las transformaciones de Lorentz, como con-

secuencia, conceptos como distancia, tiempo, y simultaneidad son relativos [1, 2].

En este trabajo de grado se estudia la generalización de una teorı́a clásica de campos descri-

tas por Lagrangianos de orden superior en las derivadas [3], a partir de los principios básicos

de una teorı́a clásica de campos [4]. De esta manera, se obtiene una generalización de las

ecuaciones de campo [3], del primer teorema de Noether [3], de las ecuaciones de Hamilton

[3], y del segundo teorema de Noether [5].

Además, se estudia la estructura Lagrangiana y canónica de la teorı́a electromagnética de Po-

dolsky. La teorı́a de Podolsky desarrollada en el año de 1948 [6, 7]; es una generalización de

la teorı́a de Maxwell, que considera términos de segundo orden en las derivadas en el cuadri-

vector potencialAµ, de manera que se utiliza los conceptos desarrollados de una teorı́a clásica

de campos descritas por Lagrangianos de orden superior en las derivadas [3]. La generaliza-

ción de la teorı́a de Maxwell hecha por Podolsky, tiene como consecuencia la eliminación de

la divergencias tanto en la energı́a como en el potencial electrostático de una carga eléctrica

puntual presentes en la teorı́a de Maxwell [6]. El estudio de la estructura canónica de la teorı́a

electromagnética de Podolsky se desarrolla por medio del método de Dirac-Bergmann al im-

poner la condición generalizada del gauge de radiación, esta condición de gauge garantiza

1



Capı́tulo 1: Introducción 2

una ecuación de onda generalizada de tipo transversal [6].

Este trabajo de grado es organizado de la siguiente manera: en el capitulo 2 se hace una

introducción al cálculo de variaciones y se deduce las ecuaciones de movimento de Euler-

Lagrange para sistemas fı́sicos con Lagrangianos de orden m en las derivadas. En el capitulo

3 se estudia el teorema de Noether, se obtiene las cargas conservadas asociadas al grupo de

simetrı́a global de Poincaré, se deducen las ecuaciones de Hamilton, y se estudia el segundo

teorema de Noether. En el capitulo 4 se aplican los conceptos desarrollados en los capitulos

anteriores en el estudio de la estructura Lagrangiana y canónica de la teorı́a electromagnética

de Podolsky. Finalmente en el capitulo 5 se presenta las conclusiones.



Capı́tulo 2

Ecuaciones de movimiento de

Euler-Lagrange

Isaac Newton en el año de 1687 en sus “Principia” estableció las bases de la mecánica clási-

ca mediante las leyes que llevan su nombre [8], su dinámica de tipo vectorial, formaliza la

obtención de ecuaciones de movimiento. Newton establece que el efecto de fuerzas externas

es la variación del momentum lineal con respecto al tiempo, de esta manera conociendo el

tipo de fuerzas que actúan se puede determinar la evolución temporal de un sistema fı́sico.

Los trabajos de Lagrange “Mécanique Analytique” del año 1788 y Hamilton “On a General

Method in Dynamics” del año 1833, a partir de principios variaciones establecen una nueva

forma de afrontar la dinámica, esta nueva interpretación toma como punto de partida canti-

dades escalares como energı́a cinética y potencial en función de coordenadas generalizadas y

por medio del principio de Halmilton se establecen las ecuaciones de movimiento que gobier-

nan la evolución temporal de un determinado sistema fı́sico. Ası́, nacen dos tipos de Mecáni-

ca: Lagrangiana y Hamiltoniana [9], mecánicas compatibles con la mecánica de Newton.

En este capitulo se hará una breve introducción al cálculo de variaciones, se realizara una

reseña histórica, se mostrara el método de Lagrange, el concepto de derivada funcional y el

teorema de Fermat, finalmente se deducirá las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

para sistemas fı́sicos descritos por Lagrangianos de orden m en las derivadas.

3
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Euler-Lagrange 4

2.1. Introducción al cálculo de variaciones

El cálculo variacional es una rama clásica de las matemáticas cuyo objeto de estudio son

las funcionales [10, 11, 12]; los métodos analı́ticos para determinar las curvas estacionarias

de estas funcionales y los criterios que indican si estas curvas estacionarias son máximos,

mı́nimos o inflexiones. En cuanto a sus aplicaciones, los conceptos desarrolladas por el

cálculo variacional son definitivos en el desarrollo de la fı́sica teórica.

Una funcional es una expresión integral de la forma:

W [y(x)] =

x2∫
x1

dx Z[y(x), ẏ(x), x] (2.1)

en la funcional, Z es una función conocida del parámetro x, la curva y(x), y su derivada

ẏ(x). La derivada de y(x) es definida de la forma:

ẏ(x) =
d

dx
y(x) (2.2)

El valor de la funcional depende de la curva escogida entre [x1, x2]; es decir, el dominio de

las funcionales es el conjunto de funciones y(x) continuas y diferenciables definidas sobre un

intervalo cerrado [x1, x2] que pertenecen a un espacio vectorial de dimensión infinita, es decir

un espacio de Hilbert [13], sujetas a las condiciones de frontera y(x1) = y1 y y(x2) = y2. Su

rango es el conjunto de números reales R.

De todas las curvas y(x) existe una que torna estacionaria o extremal la funcional, es decir

una curva que maximiza, minimiza o inflexiona la funcional (2.1), el objetivo del cálculo de

variaciones es encontrar esta curva estacionaria. Las raı́ces históricas del cálculo variacional

se remontan a la formulación de problemas paradigmáticos, cuyo objetivo es encontrar la

curva extremal de una funcional.

1. El problema isoperimétrico: formulado en la Grecia clásica procedente de la leyenda

de Dido, contenido en la Eneida de Virgilio. Consiste en encontrar la figura geométrica
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plana cerrada de mayor área construida con una cuerda de longitud fija [10, 11, 12]. Si

se parametriza la curva de la forma x(t), y(t); del cálculo diferencial e integral, el área

y la longitud serán:

A =
1

2

t2∫
t1

dt (xẏ − yẋ) (2.3)

l =

t2∫
t1

dt
√
ẋ2 + ẏ2 (2.4)

se debe minimizar la funcional área (2.3), sujeta a la condición que la longitud (2.4)

sea constante l = cons.

2. Contorno óptimo: en 1685 Newton propone y resuelve en el libro II de sus “Principia”

la forma que debe tener una superficie de revolución, moviéndose en un fluido a

velocidad constante a lo largo de su eje para ofrecer una resistencia mı́nima al mo-

vimiento [12]. Se debe minimizar una funcional de la forma:
b∫

a

y(ẏ)3

1 + ẏ2
(2.5)

3. Braquistócrona: en 1696 Johann Bernoulli propone el problema de la braquistócrona

que consiste en encontrar la curva de descenso de menor tiempo para una partı́cula

sometida a la acción de la gravedad entre los puntos A y B.

La funcional a minimizar es [10, 11, 12]:
x2∫
x1

dx

√
1 + ẏ2

√
2gy

(2.6)

4. Geodésicas: consiste en encontrar la curva de menor longitud que une dos puntos en

una determinada superficie [10, 11]. La funcional sera:
Q∫
P

ds (2.7)

donde ds depende de la superficie elegida.
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5. Solido de revolución de menor área: se debe encontrar la curva que al rotarla sobre

un eje determinado genera el solido de revolución de menor área [10, 11]. Del cálculo

diferencial e integral, el área de un solido de revolución y por lo tanto la funcional a

minimizar es:

2π

x2∫
x1

dx y
√

1 + ẏ2 (2.8)

Estos problemas fueron solucionados por diferentes autores y diferentes métodos, pero Euler

y Lagrange formalizaron las técnicas del cálculo de variaciones [14].

2.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Euler en el año de 1744 en su libro “Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive

proprietate gaudentes”, obtuvo la ecuación diferencial general que debı́a de cumplir la curva

que torna extremal la funcional (2.1) [14].

En 1760 Lagrange en su libro “Essai d‘une nouvelle méthode pour déterminer les maxima

et les minima des formules intégrales indéfinies”, formaliza el cálculo de variaciones e

introduce la noción de variación completa de curvas “δy” [9, 14]. Si y(x) es la curva que

torna extremal la funcional (2.1), entonces, se introduce un nuevo conjunto de curvas entre

[x1, x2] que varı́an infinitesimalmente de la curva buscada:

y(x) = y(x) + δy(x) δy(x) = y(x)− y(x) (2.9)

De manera que y(x) define el conjunto de curvas introducidas que varı́an infinitesimalmente

de y(x), y δy(x) = y(x) − y(x) es la variación infinitesimal completa de la curva y(x),

definida como la diferencia entre la curva variada y(x) y la curva extremal y(x). El conjunto

total de curvas variadas y(x) deben cumplir con la condición de que comiencen en x1 y

terminen en x2, es decir, las curvas variadas tienen extremos fijos, estas curvas son represen-

tadas de la forma (figura 2.1) [9]:

y(x) = y(x) + αη(x) (2.10)
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Figura 2.1: variación infinitesimal de y(x)

Donde α es un parámetro infinitesimal constante, η(x) es una función continua y diferenciable

que cumple con la condición de que se anula en los extremos η(x1) = η(x2) = 0, lo que

asegura la condición de extremos fijos.

A continuación, en la funcional (2.1) se reemplaza la curva extremal y(x) por la curva variada

y(x):

W [y(x)] =

x2∫
x1

dx Z[y(x), ẏ(x), x] =⇒ W [y(x)] =

x2∫
x1

dx Z[y(x), ẏ(x), x] (2.11)

con:

ẏ(x) = ẏ(x) + αη̇(x) (2.12)

La relación (2.11) tendrá un extremo cuando α = 0, es decir y(x) = y(x); para que W [y(x)]

cumpla esta condición se debe garantizar [9]:

d W [y(x)]

dα

∣∣∣∣
α=0

=

x2∫
x1

dx

(
∂Z

∂y

∂y

∂α
+
∂Z

∂ẏ

∂ẏ

∂α

)∣∣∣∣
α=0

= 0 (2.13)
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La variación de la funcional (2.1), definida como la diferencia entre la funcional evaluada en

las curvas variadas y(x) y la funcional evaluada en la curva extremal y(x), es nula:

δW = W [y(x)]−W [y(x)] = 0 (2.14)

debido a que cualquier variación o desvı́o infinitesimal alrededor de un extremo es de segundo

orden [9, 10].

Dado que la variación en la curva y(x) es de la forma:

δy(x) = y(x)− y(x) = αη(x) = α
∂y

∂α
(2.15)

la condición para que las curvas tengan extremos fijos, es equivalente a:

δy(x1) = δy(x2) = 0 (2.16)

Entonces, para encontrar la curva extremal, se aplica la condición (2.14) sujeta a las condi-

ciones de frontera (2.16). Teniendo en cuenta que los extremos t1 y t2 son fijos, δ actuara

sobre la funcional (2.1), de la siguiente manera:

δW = α
d W [y(x)]

dα

∣∣∣∣
α=0

= 0 (2.17)

δW = δ

x2∫
x1

dx Z[y(x), ẏ(x), x] =

x2∫
x1

dx

(
∂Z

∂y
δy +

∂Z

∂ẏ
δẏ

)
= 0 (2.18)

la variación δ actúa sobre las curvas y no sobre el parámetro x, por lo tanto es posible mostrar

que δ y d
dx

conmutan, es decir:

d

dx
δy(x) =

d

dx
y(x)− d

dx
y(x) = δ

d

dx
y(x) (2.19)

de esta manera:

δW =

x2∫
x1

dx

[
∂Z

∂y
δy − d

dx

(
∂Z

∂ẏ

)
δy +

d

dx

(
∂Z

∂ẏ
δy

)]
(2.20)
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δW =

x2∫
x1

dx

[
∂Z

∂y
− d

dx

(
∂Z

∂ẏ

)]
δy +

∂Z

∂ẏ
δy

∣∣∣∣x2
x1

(2.21)

de las condiciones de frontera (2.16), la variación de la funcional tiene la forma:

δW =

x2∫
x1

dx

[
∂Z

∂y
− d

dx

(
∂Z

∂ẏ

)]
δy = 0 (2.22)

El lema fundamental del cálculo de variaciones [9, 11]; establece que la condición para que

(2.22) sea valido es:
∂Z

∂y
− d

dx

(
∂Z

∂ẏ

)
= 0 (2.23)

La relación (2.23) es una ecuación diferencial de segundo orden conocida como ecuación

de Euler-Lagrange. La solución de esta ecuación diferencial sujeta a las condiciones de

frontera y(x1) = y1 y y(x2) = y2; ó y(x1) = y1 y ẏ(x1) = ẏ1, es la curva que extremiza la

funcional W [y(x)].

2.3. Derivada funcional

La funcional W [y(x)] definida de la forma:

W [y(x)] =

x2∫
x1

dx Z[y(x), x] (2.24)

en donde Z es función del parámetro x y la curva y(x), permite definir la variación de la

funcional dada por (2.24) en términos de la derivada funcional δW
δy(x)

:

δW [y(x)] = W [y(x) + δy(x)]−W [y(x)] =

x2∫
x1

dx
δW [y(x)]

δy(x)
δy(x) (2.25)

La derivada funcional calcula el cambio en W [y(x)] cuando se realiza una variación infini-

tesimal de la curva y(x) en el punto x, de manera que la variación total de W [y(x)] es una

superposición lineal de las variaciones de y(x) sumada sobre todos los valores de x entre
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[x1, x2]. Si se construye una variación de la curva y(x) en el punto X , en la forma de una

distribución delta de Dirac [4, 10]:

δy(x) = αδ(x−X) (2.26)

donde X ∈ [x1, x2] y α es un parámetro constante infinitesimal, se obtiene:

δW = W [y(x) + αδ(x−X)]−W [y(x)] =

x2∫
x1

dx
δW [y(x)]

δy(x)
αδ(x−X) = α

δW [y(x)]

δy(X)
(2.27)

lo que permite definir la derivada funcional de la siguiente manera:

δW [y(x)]

δy(X)
= Lim

α→0

W [y(x) + αδ(x−X)]−W [y(x)]

α
(2.28)

La mayor parte de las reglas del cálculo diferencial ordinario también se aplican al cálculo

funcional, algunas propiedades básicas de la derivada funcional son [4, 10]:

1. si W [G[y(x)]] es una funcional de una funcional:

δW [G[y(x)]]

δy(X)
=
δW [G[y(x)]]

δG[y(x)]

δG[y(x)]

δy(X)
(2.29)

2. si W [y(x)] = y(x):
δy(x)

δy(X)
= δ(x−X) (2.30)

3. si W [y(x)] = ẏ(x):

δẏ(x)

δy(X)
=

d

dx

δy(x)

δy(X)
=

d

dx
δ(x−X) = − d

dX
δ(x−X) (2.31)

4. si W [y(x)] =
x2∫
x1

dx Z[y(x), x]:

δW [y(x)]

δy(X)
=

dZ

dy(x)
(2.32)
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La condición para encontrar la curva extremal de la funcional (2.1) es equivalente a que su

derivada funcional sea nula [10], de manera que se debe cumplir:

δW [y(x)]

δy(X)
= 0 (2.33)

de acuerdo a la condición (2.33), se determina que:

δW [y(x)]

δy(X)
=

δ

δy(X)

x2∫
x1

dx Z[y(x), ẏ(x), x] =

x2∫
x1

dx
δ

δy(X)
Z[y(x), ẏ(x), x] (2.34)

=

x2∫
x1

dx

(
∂ Z

∂y

δy(x)

δy(X)
+
∂ Z

∂ẏ

δẏ(x)

δy(X)

)
(2.35)

=

x2∫
x1

dx

(
∂ Z

∂y
δ(x−X)− ∂ Z

∂ẏ

d

dX
δ(x−X)

)
(2.36)

=

x2∫
x1

dx
∂ Z

∂y
δ(x−X)− d

dX

x2∫
x1

dx
∂ Z

∂ẏ
δ(x−X) (2.37)

δW [y(x)]

δy(X)
=

∂ Z

∂y(X)
− d

dX

∂ Z

∂ẏ(X)
= 0 (2.38)

Ası́, la curva que torna extremal la funcional (2.1) debe ser solución de las ecuaciones de

Euler-Lagrange:
∂Z

∂y
− d

dx

(
∂Z

∂ẏ

)
= 0 (2.39)

Para determinar si la curva es un máximo, mı́nimo o una inflexión, se utiliza el criterio de la

segunda variación [10]:

δ2W [y0(x)]



< 0 máximo

= 0 inflexión

> 0 mı́nimo

(2.40)
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la segunda variación es definida de la forma [10]:

δ2W [y0] =
1

2

x2∫
x1

dX

x2∫
x1

dX ′ [ y(X)− y0(X) ]
[
y(X ′)− y0(X ′)

] δ2W [y(x)]

δy(X)δy(X ′)

∣∣∣∣
y0

(2.41)

Donde y0(x) es la solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange y el ultimo término repre-

senta la segunda deriva funcional deW [y(x)] evaluada en y0(x). De esta manera se determina

si la curva y0(x) maximiza, minimiza o inflexiona la funcional (2.1).

2.4. Principio de Fermat

El principio de Fermat es la base teórica de la óptica geométrica [11, 15, 16]; formulado

en 1662 es fundamental en el desarrollo del cálculo diferencial, el cálculo de variaciones

y el principio de Hamilton. Fermat modifico el principio de distancia mı́nima de Herón de

Alejandrı́a, por el de tiempo mı́nimo [11, 15, 16]:

El camino óptico que sigue un rayo de luz es aquel que minimiza el tiempo de

trayectoria.

De esta manera se deduce las leyes de Snell de la óptica geométrica. Si consideramos un rayo

de luz que viaja del punto S al punto P pasando por una superficie S que separa dos medios

con diferentes ı́ndices de refracción (figura 2.2):

Figura 2.2: refracción de un rayo de luz
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El tiempo total de recorrido es:

t =

√
h2 + x2

v1

+

√
b2 + (a− x)2

v2

(2.42)

la condición de tiempo mı́nimo se cumple cuando:

dt

dx
=

x

v1

√
h2 + x2

− (a− x)

v2

√
b2 + (a− x)2

= 0
sen θ1

v1

=
senθ2

v2

(2.43)

que es la ley de Snell, la cual fue deducida experimentalmente.

El principio de Fermat también resuelve el problema de la braquistócrona [11], de manera

que este principio es fundamental en el desarrollo del principio de Hamilton.

2.5. Sistemas fı́sicos con un número finito de grados

de libertad

En mecánica clásica un sistema fı́sico es descrito por un conjunto de N coordenadas genera-

lizadas o grados de libertad parametrizadas por el tiempo y denotadas en la forma qi(t), con

i = 1, 2..., N ; estos sistemas fı́sicos se consideran que tienen un número finito de grados de li-

bertad. A partir de estas coordenadas generalizadas, se asocia a un sistema fı́sico conservativo

una función denominada Langrangiano, esta cantidad definida como la diferencia entre la

energı́a cinética y potencial es expresada en términos de las coordenadas generalizadas y

describe completamente la dinámica del sistema fı́sico [9].

Consideremos un sistema fı́sico descrito por un Lagrangiano de orden m en la derivadas, es

decir:

L = L[ qi(t), q̇i(t), q̈i(t), . . . ,
m
q i(t), t ] (2.44)

donde L, es función del tiempo, las coordenadas generalizadas y derivadas de orden m en las

coordenadas generalizadas:
m
q i(t) ≡

dm

dtm
qi(t) (2.45)
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Definido el Lagrangiano, se construye la funcional de acción entre los tiempos [t1, t2]:

A[qi(t)] =

t2∫
t1

dtL[ qi(t), q̇i(t), q̈i(t), . . . ,
m
q i(t), t ] (2.46)

Para deducir las ecuaciones de movimiento que gobiernan la evolución temporal del sistema

fı́sico aplicamos el principio de Hamilton [9, 17]:

La trayectoria que sigue un sistema fı́sico con un número finito de grados de

libertad en el espacio de configuraciones entre los tiempos [t1, t2], es aquella que

hace extremal la funcional de acción:

δA[qi(t)] = 0 (2.47)

la condición de acción extremal se debe cumplir teniendo en cuenta la siguientes condiciones

de frontera:

δ
l−1
q i(t1) = δ

l−1
q i(t2) = 0 (2.48)

donde l = 1, 2, ...,m y
0
qi(t) = qi(t). De manera que si m = 2, l = 1, 2; y por lo tanto las

condiciones de frontera son:

δqi(t1) = δqi(t2) = 0 δq̇i(t1) = δq̇i(t2) = 0 (2.49)

El principio de Hamilton es de tipo variacional y considera pequeñas variaciones de la

trayectoria real:

qi(t) = qi(t) + δqi(t) (2.50)

de manera que se debe aplicar las técnicas del cálculo de variaciones para determinar las

ecuaciones de movimiento del sistema fı́sico.

El espacio de configuraciones esta conformado por la coordenadas generalizadas qi(t) y

sus derivadas m
q i(t), las que se considera como un conjunto de coordenadas linealmente
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independientes que determinan la evolución temporal del sistema fı́sico. La dimensión del

espacio de configuraciones es N(m+ 1) y tiene la forma:

(qi, q̇i, q̈i, ....,
m
q i) (2.51)

Bajo el concepto de derivada funcional, la condición de acción extremal implica que, [ver Eq

(2.33)]:
δA[qi(t)]

δqj(τ)
= 0 (2.52)

Utilizando las siguientes propiedades básicas de derivada funcional [10]:

δqi(t)

δqj(τ)
= δijδ(t− τ)

δ[
m
q i(t)]

δqj(τ)
= δij

dm

dtm
δ(t− τ) = (−1)mδij

dm

dτm
δ(t− τ) (2.53)

se deducen las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange que determinan la evolución

temporal en el espacio de configuraciones para un sistema fı́sico que posee un número

finito de grados de libertad y que es descrito por Lagrangianos de orden m en las deriva-

das, (ver Apéndice A):

δA[qi(t)]

δqj(τ)
=
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+
d2

dt2

(
∂L

∂q̈i

)
+ . . .+ (−1)m

dm

dtm

(
∂L

∂(
m
q i)

)
= 0 (2.54)

Este resultado puede ser generalizado de la forma:

m∑
k=o

(−1)k
dk

dtk

(
∂L

∂(
k
qi)

)
= 0 (2.55)

Las ecuaciones de movimento de Euler-Lagrange es un conjunto de N ecuaciones diferen-

ciales de orden 2m en las derivadas temporales. Ası́, para garantizar unicidad en la solución

se requieren 2Nm condiciones iniciales.

2.6. Sistemas fı́sicos con un número infinito de grados de

libertad

En teorı́a clásica de campos [1], los sistemas fı́sicos son representados por campos que

están definidos en el espacio-tiempo. De esta manera, sistemas fı́sicos tales como el campo
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electromagnético, campos escalares, campos de Dirac, etc; son representados en el espacio

de Minkowski en la forma ψa(x), donde a = 1, .., N ; es el número de componentes o grados

de libertad y x = xµ = (x0, x1, x2, x3) con µ = 0, 1, 2, 3; denota un evento o un punto en

el espacio-tiempo [4]. A cada evento del espacio-tiempo le corresponde un valor de campo

y como la estructura del espacio-tiempo es continua, se considera que estos sistemas fı́si-

cos poseen un número infinito de grados de libertad. Definidos los campos, se le asocia al

sistema fı́sico una densidad Lagrangiana L la cual describirá la dinámica y las propiedades

del sistema fı́sico y cumple la caracterı́stica de ser un escalar o invariante de Lorentz [4].

Consideremos un sistema fı́sico descrito por una densidad Lagrangiana de orden m en la

derivadas:

L [ψa(x), ∂µ1ψa(x), ∂µ1∂µ2ψa(x), . . . , ∂µ1∂µ2 . . . ∂µmψa(x), x] (2.56)

donde ∂µ es la derivada covariante en el espacio de Minkowski:

∂µ = (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) =

(
∂

∂x0
,
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
(2.57)

y:

∂µ1∂µ2 . . . ∂µm =
∂m

∂xµ1∂x
µ
2 ...∂x

µ
m

(2.58)

El Lagrangiano asociado al campo definido sobre una región Ω del espacio es definido por:

L =

∫
Ω

d3xL (2.59)

con dx3 = dx1dx2dx3. La funcional de acción entre los tiempos t1 y t2 es construida a partir

del Lagrangiano en la forma [1, 4]:

A[ψa(x)] =

t2∫
t1

dtL =

t2∫
t1

dt

∫
Ω

d3xL =

∫
σ

d4xL (2.60)

donde σ es el volumen en el espacio-tiempo y dx4 = dx0dx1dx2dx3

Para deducir las ecuaciones de movimiento para sistemas fı́sicos descritos por campos de la

forma ψa(x) = ψa(x, t) con x = (x1, x2, x3); utilizamos el principio de Hamilton [1, 4]:
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La trayectoria que sigue un sistema fı́sico representado por campos, en el espacio

de configuraciones entre los tiempos [t1, t2], es aquella que hace extremal la

funcional de acción:

δA[ψa(x)] = 0 (2.61)

la condición de acción extremal se debe cumplir bajo las condiciones de frontera:

δψa(x, t1) = δψa(x, t2) = 0 (2.62)

δψ̇a(x, t1) = δψ̇a(x, t2) = 0

δψ̈a(x, t1) = δψ̈a(x, t2) = 0
...

δ
m−1

ψ a(x, t1) = δ
m−1

ψ a(x, t2) = 0

junto a las condiciones asintóticas en los campos:

|x| → ∞



ψa(x, t)→ 0

ψ̇a(x, t)→ 0

ψ̈a(x, t)→ 0
...
m−1

ψ a(x, t)→ 0

(2.63)

el principio de Hamilton considera variaciones infinitesimales con respecto a la trayectoria

real, de manera que se debe aplicar las técnicas del cálculo de variaciones para determinar

las ecuaciones de movimiento de un sistema fı́sico.

El espacio de configuraciones esta constituido por los camposψa(x) y sus derivadas temporales
m

ψa(x), ası́, el espacio de configuraciones tendrá la estructura:

(ψa, ψ̇a, ψ̈a, . . . ,
m

ψa) (2.64)

donde
m

ψa = ∂m0 ψa. El espacio de configuraciones es un conjunto de variables linealmente

independientes y su dimensión es N(m+ 1).
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La condición de acción extremal, es garantizada si [1]:

δA[ψa(x)]

δψb(y)
= 0 (2.65)

De la condición (2.65), es posible determinar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange,

mejor conocidas como ecuaciones de campo. El comportamiento dinámico del sistema fı́sico

descrito por ψa(x), esta dado por, (ver Apéndice B):

∂L

∂ψa
− ∂µ1

(
∂L

∂(∂µ1ψa)

)
+ ...+ (−1)m∂µ1∂µ2 ...∂µm

(
∂L

∂(∂µ1∂µ2 ...∂µmψa)

)
= 0 (2.66)

Esta ecuación puede ser escrita de forma compacta de la siguiente manera [3]:

m∑
i=o

(−1)i
i∏

j=o

∂µj

 ∂L

∂(
i∏

j=o

∂µjψa)

 = 0 (2.67)

con ∂µ0 = 1 y a = 1, 2, . . . , N ; es el número de grados de libertad.



Capı́tulo 3

Leyes de conservación en teorı́a clásica de

campos

Noether en el año de 1918 en su artı́culo “Invariante variationsprobleme” formaliza las le-

yes de conservación. Noether al imponer la condición que la acción debe ser invariante por

transformaciones de coordenadas y campos, obtiene una relación entre las simetrı́as en las

leyes de la fı́sica y las cantidades conservadas [1, 4, 18]. El teorema de Noether que en este

capitulo se desarrollara para sistemas fı́sicos descritos por Lagrangianos de orden m en las

derivadas [3], tiene dos partes:

El primer teorema de Noether establece que la invariancia del Lagrangiano ante un grupo de

simetrı́a finito o global, implica la existencia de cantidades conservadas, de esta manera como

consecuencia del grupo de simetrı́a global de Poincaré, se obtiene expresiones para la energı́a,

el momentum lineal, el momentum angular y el spin, demostrando que estas cantidades son

conservadas [1, 4, 18]. Del cálculo de la energı́a se deduce una expresión generalizada para

el Hamiltoniano canónico y los momentos canónicos asociados a cada uno de los campos

linealmente independientes, lo que permite desarrollar una versión canónica de este tipo de

teorı́as [3].

El segundo teorema de Noether, establece que la invariancia del Lagrangiano ante un grupo

de simetrı́a infinito, es decir simetrı́as de gauge locales, implica: la existencia de cantida-

des conservadas, el cumplimiento de las identidades de Bianchi, y un Lagrangiano singular,

resultado en sistemas dinámicos con vı́nculos [1, 18, 19]. Dirac estableció el método para el

estudio canónico de estos sistemas, método que es fundamental en la cuantización de este

tipo de teorı́as [20, 21].

19
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3.1. Teorema de Noether

Las leyes de conservación en fı́sica, son cantidades que permanecen constantes en el tiempo

independiente de la evolución dinámica de un sistema fı́sico y son consecuencia de simetrı́as

en la leyes de la fı́sica, es decir de la invariancia del Lagrangiano ante transformaciones de

coordenadas y campos pertenecientes a un determinado grupo de simetrı́a [1, 4, 18].

Consideremos un sistema fı́sico descrito por campos al cual se le asocia una densidad La-

grangiana de orden dos en las derivadas:

L = L [ψa(x), ∂µψa(x), ∂µ∂νψa(x), x] (3.1)

a partir del Lagrangiano se construye la funcional de acción:

A[ψa(x)] =

∫
σ

d4xL (3.2)

Las leyes de conservación son consecuencia de la invariancia de la acción ante las siguientes

transformaciones continuas de coordenadas y campos:

x
′
= x

′
(x) ψ

′

a(x
′
) = ψ

′

a[ψa(x)] (3.3)

las cuales pueden ser construidas a partir de transformaciones infinitesimales [3, 4]:

x
′µ = xµ + δxµ ψ

′

a(x
′
) = ψa(x) + δψa(x) (3.4)

La variación local δψa(x), es consecuencia de la transformación de coordenadas y campos:

δψa(x) = ψ
′

a(x
′
)− ψa(x) = ψ

′

a(x+ δx)− ψa(x) (3.5)

≈ ψ
′

a(x) + δxµ∂µψa(x)− ψa(x) = δψa(x) + δxµ∂µψa(x)

en donde se hizo un expansión en series de Taylor para ψ′a(x+ δx) considerando términos de

primer orden y se introdujo el concepto de variación global δψa(x), que representa cambios

solo en la forma de los campos, sin tener cambios en el punto x del espacio-tiempo [1, 3, 4]:

δψa(x) = ψ
′

a(x)− ψa(x) (3.6)
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Debido a la definición (3.6), es posible mostrar que la variación global conmuta con las

derivadas [1, 4]:

∂µ[δψa(x)] = ∂µ[ψ
′

a(x)− ψa(x)] = ∂µ[ψ
′

a(x)]− ∂µ[ψa(x)] = δ[∂µψa(x)] (3.7)

por el contrario la variación local no presenta esta caracterı́stica, (ver Apéndice C) [1, 4]:

∂µ[δψa(x)] ≈ δ[∂µψa(x)] + [∂µδx
α][∂αψa(x)] (3.8)

Como consecuencia de las transformaciones infinitesimales de coordenadas y campos dada

por (3.4), la variación de la densidad Lagrangiana se expresa como:

L
′
= L + δL (3.9)

donde:

L
′
= L

′
[ψ
′

a(x
′
), ∂

′

µψ
′

a(x
′
), ∂

′

µ∂
′

νψ
′

a(x
′
), x

′
] (3.10)

Al exigir que la acción sea invariante por transformaciones infinitesimales de coordenadas y

campos (3.4), se debe cumplir: [3, 1, 4]:

δA[ψa(x)] = A
′
[ψ
′

a(x
′
)]− A[ψa(x)] =

∫
σ′

dx
′4L

′ −
∫
σ

dx4L = 0 (3.11)

donde σ′ denota el volumen expresado en términos de las coordenadas x′ .

La relación entre el elemento de volumen dx4 y el volumen dx′4 en las nuevas coordenadas,

se determina a partir del Jacobiano de transformación [3, 1, 4]:

dx
′4 =

∣∣∣∣∂x′µ∂xα

∣∣∣∣ dx4 =

∣∣∣∣ ∂∂xα (xµ + δxµ)

∣∣∣∣ dx4 = |δµα + ∂α(δxµ)| dx4 (3.12)

teniendo en cuenta que las transformaciones de coordenadas son infinitesimales, se debe
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considerar términos de primer orden en el Jacobiano:

∣∣∣∣∂x′µ∂xα

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + ∂0δx
0 ∂1δx

0 ∂2δx
0 ∂3δx

0

∂0δx
1 1 + ∂1δx

1 ∂2δx
1 ∂3δx

1

∂0δx
2 ∂1δx

2 1 + ∂2δx
2 ∂3δx

2

∂0δx
3 ∂1δx

3 ∂2δx
3 1 + ∂3δx

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≈ 1 + ∂µδx
µ (3.13)

de esta manera, la relación entre los elementos de volumen dx4 y dx′4 es:

dx
′4 = (1 + ∂µδx

µ)dx4 (3.14)

Sustituyendo las relaciones (3.14) y (3.9) en la expresión (3.11) y considerando, nuevamente

términos de primer orden, se obtiene:

δA[ψa(x)] =

∫
σ

dx4(1 + ∂µδx
µ) (L + δL )−

∫
σ

dx4L = 0 (3.15)

≈
∫
σ

dx4[δL + L (∂µδx
µ)] = 0

expresando la variación local del Lagrangiano δL , en términos de la variación global del

mismo, δL , ecuación (3.5):

δL = δL + δxµ∂µL (3.16)

la relación (3.15) puede ser escrita en la forma:

δA[ψa(x)] =

∫
σ

dx4[δL + ∂µ(δxµL )] = 0 (3.17)

Se puede expresar la variación global del Lagrangiano en términos de las variaciones globales

del campo y de sus derivadas de la siguiente manera:

δL =
∂L

∂ψa
δψa +

∂L

∂(∂µψa)
δ(∂µψa) +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
δ(∂µ∂νψa) (3.18)
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teniendo en cuenta (3.7) y del hecho que ∂µ∂νδψa = ∂µ∂ν [ψ
′
a(x) − ψa(x)] = δ(∂µ∂νψa), la

anterior ecuación se expresa en la forma:

δL =
∂L

∂ψa
δψa +

∂L

∂(∂µψa)
∂µ(δψa) +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂µ∂ν(δψa) (3.19)

Utilizando las siguientes relaciones:

∂L

∂(∂µψa)
∂µ(δψa) = ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)
δψa

)
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)

)
δψa (3.20)

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂µ∂ν(δψa) = ∂µ

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νδψa

)
− ∂ν

[
∂µ

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
δψa

]
+∂ν∂µ

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
δψa

la expresión (3.19), se reescribe en la forma:

δL =
∂L

∂ψa
δψa + ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)
δψa

)
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)

)
δψa (3.21)

+∂µ

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νδψa

)
− ∂ν

[
∂µ

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
δψa

]
+ ∂ν∂µ

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
δψa

Al sustituir (3.21) en (3.17), la invariancia de la acción ante transformaciones de coordenadas

y campos implica:

δA[ψa(x)] =

∫
σ

dx4

[
∂L

∂ψa
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)

)
+ ∂µ∂ν

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)]
δψa (3.22)

+

∫
σ

dx4∂µ

{[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
δψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νδψa + L δxµ

}
= 0

Denotando las ecuaciones de Euler-Lagrange para Lagrangianos de segundo orden de la

siguiente manera:

La =
∂L

∂ψa
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)

)
+ ∂µ∂ν

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
= 0 (3.23)

y definiendo la corriente de Noether, de la forma:

Jµ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
δψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νδψa + L δxµ (3.24)
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la ecuación (3.22) se escribe como:

δA[ψa(x)] =

∫
σ

dx4
(
Laδψa + ∂µJ

µ
)

= 0 (3.25)

Teniendo en cuenta que el volumen en el espacio-tiempo σ es arbitrario y que la identidad

(3.25) se debe garantizar independientemente de σ, la condición de invariancia de la acción

ante transformaciones infinitesimales de coordenadas y campos implica [1, 3, 4]:

Laδψa + ∂µJ
µ = 0 (3.26)

la expresión (3.26), es conocido como el teorema de Noether.

3.2. Primer teorema de Noether

Si las transformaciones en coordenadas y campos: δxµ, δψa; están caracterizadas por un

conjunto infinitesimal de r parámetros constantes e independientes del espacio-tiempo ∈β ,

con β = 1, 2, ..r; las transformaciones pertenecen a un grupo de simetrı́a finito [1, 4, 18]:

δxµ = x
′µ − xµ =∈β Xµ

β(x) (3.27)

δψa(x) = ψ
′

a(x
′
)− ψa(x) =∈β Φβa(x)

donde Xµ
β(x) y Φβa(x) son los generadores del grupo de simetrı́a. Los generadores pertene-

cen a un mı́nimo subgrupo del grupo de transformaciones, de manera que todo elemento del

grupo de simetrı́a puede ser expresado en términos de los generadores del grupo.

Si se considera invariancia de la acción ante un grupo de simetrı́a finito, junto a la condición

que el sistema fı́sico descrito por campos ψa(x) satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange,

es decir La = 0, el primer teorema de Noether establece la siguiente ecuación de continuidad

[1, 3, 4]:

∂µJ
µ = 0 (3.28)
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donde Jµ, se define como la corriente de Noether, que expresada en función de variaciones

locales se escribe como:

Jµ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
δψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
δ∂νψa (3.29)

−δxα
{ [

∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∂αψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂α∂νψa − δµαL

}
Considerando un grupo de simetrı́a finito (3.27) y el hecho que los parámetros ∈β son

constantes, la ecuación de continuidad (3.28) es reescrita de la forma:

∈β ∂µJµβ = ∂µJ
µ
β = 0 (3.30)

donde Jµβ , es la corriente de Noether expresada en función de los generadores del grupo de

simetrı́a finito:

Jµβ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
Φβa(x) +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νΦβa(x) (3.31)

−Xα
β(x)

{ [
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∂αψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂α∂νψa − δµαL

}

Integrando en el espacio la ecuación de continuidad (3.30):∫
Ω

dx3∂µJ
µ
β =

∫
Ω

dx3(∂0J
0
β + ∂kJ

k
β) = 0 (3.32)

Al utilizar el teorema de Gauus, el término:∫
Ω

dx3(∂kJ
k
β) =

∮
s

dskJ
k
β (3.33)

siendo s la superficie cerrada que es contorno del volumen Ω. El volumen de integración

Ω es arbitrario, y lo podemos escoger tan grande como se deseé, al considerar campos

completamente asintóticos, es decir:

ψa(x, t)→ 0

∂kψa(x, t)→ 0

}
cuando |x| → ∞ (3.34)
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se obtiene, que cuando |x| → ∞:∫
Ω

dx3(∂kJ
k
β) =

∮
s

dskJ
k
β → 0 (3.35)

Por lo tanto, (3.32) se expresa como:∫
Ω

dx3∂0J
0
β =

d

dt

∫
Ω

dx3J0
β =

d

dt
Qβ = 0 (3.36)

la cantidad:

Qβ =

∫
Ω

dx3J0
β = constante β = 1, 2, .., r (3.37)

se denomina carga de Noether.

La ecuación de continuidad establece la existencia de r cantidades conservadasQβ asociadas

al sistema fı́sico, y son consecuencia de la invariancia de la acción ante transformaciones de

coordenadas y campos (3.4).

Ası́, el primer teorema de Noether establece que si el Lagrangiano es invariante ante una

transformación infinitesimal, generada por un grupo finito que depende de r parámetros

constantes, existen r cantidades independientes asociadas al sistema fı́sico descrito por los

campos ψa(x) que se conservan [1, 3, 4, 18].

La corriente Jµβ puede ser generalizada para Lagrangianos de orden m en las derivadas en la

forma [3]:

Jµβ =
m−1∑
i=o

m−(i+1)∑
j=o

(−1)j
j∏

k=o

∂µk

 ∂L

∂

(
∂µ

j∏
k=o

∂µk
i∏
l=o

∂νlψa

)


i∏
l=o

∂νlΦβa(x) (3.38)

−


m−1∑
i=o

m−(i+1)∑
j=o

(−1)j
j∏

k=o

∂µk

 ∂L

∂

(
∂µ

j∏
k=o

∂µk
i∏
l=o

∂νlψa

)
 ∂α

i∏
l=o

∂νlψa − L δµα

Xα
β(x)
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3.3. Translación espacio-temporal

La homogeneidad en el espacio de Minkowski es la invariancia del Lagrangiano ante trans-

laciones en el espacio-tiempo, como consecuencia, la carga asociada al sistema fı́sico es el

cuadri-momentum [1, 4].

Las translaciones en las coordenadas del espacio-tiempo son representadas en la forma:

x
′µ = xµ+ ∈µ (3.39)

donde ∈µ es un cuadrivector infinitesimal constante, de manera que son cuatro el núme-

ro de parámetros que caracterizan la transformación y de acuerdo al primer teorema de

Noether existen cuatro cargas asociadas al campo que se conservan. Como los campos son

invariantes ante translaciones en el espacio-tiempo ψa
′
(x
′
) = ψa(x), las variaciones en coor-

denadas y campos correspondientes a la simetrı́a de homogeneidad en el espacio de Min-

kowski, son [1, 4]:

δxµ = x
′µ − xµ =∈µ=∈β δµβ δψa(x) = 0 (3.40)

de esta forma los generadores del grupo de simetrı́a de homogeneidad en el espacio-tiempo,

corresponden a [3]:

Xµ
β(x) = δµβ Φβa(x) = 0 (3.41)

como δµβ es un tensor constante, la ecuación de continuidad (3.30) asociada a la simetrı́a de

homogeneidad del espacio de Minkowski es escrita de la siguiente manera:

∈β δαβ∂µθµα = ∂µθ
µ
α = 0 (3.42)

donde θµα es la corriente de Noether asociada al campo, la cual se denomina tensor momentum-

energı́a y se define como:

θµα =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∂αψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂α∂νψa − δµαL (3.43)
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La generalización para el tensor momentum-energı́a para Lagrangianos de orden m en las

derivadas es [3]:

θµα =
m−1∑
i=o

m−(i+1)∑
j=o

(−1)j
j∏

k=o

∂µk

 ∂L

∂

(
∂µ

j∏
k=o

∂µk
i∏
l=o

∂νlψa

)
 ∂α

i∏
l=o

∂νlψa − L δµα (3.44)

De acuerdo al primer teorema de Noether, la carga del campo como consecuencia de la

homogeneidad del espacio-tiempo, que resulta al reemplazar µ = 0 en la ecuación (3.43) y

sustituir en la relación (3.37), es de la forma [1, 4]:

Pα =

∫
Ω

dx3θ0
α α = 0, 1, 2, 3 (3.45)

El cuadrivector Pα = (E,−P); se define como el cuadri-momentum asociado al campo, este

tiene la siguiente interpretación: P0 = E es la energı́a del campo y Pj = P con j = 1, 2, 3;

es su momentum lineal [1, 4, 18].

Para un sistema fı́sico conservativo, la energı́a es equivalente al Hamiltoniano canónico,

E = Hc =
∫
Ω

dx3θ0
0, este tiene la siguiente estructura, (ver Apéndice D):

Hc =

∫
Ω

dx3

( [
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
ψ̇a +

∂L

∂ψ̈a
ψ̈a −L

)
(3.46)

El Hamiltoniano canónico permite describir la dinámica del sistema fı́sico en el espacio de

fase (ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
); donde πaψ y πa

ψ̇
son definidos como los momentos canónicos conjugados

asociados a las variables ψa y ψ̇a respectivamente, ψ̇a es considerada como una variable

canónica independiente. Los momentos πaψ y πa
ψ̇

son definidos por:

πaψ =
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)
πa
ψ̇

=
∂L

∂ψ̈a
(3.47)

En función de los momentos canónicos, el Hamiltoniano es [3, 6]:

Hc =

∫
Ω

dx3
(
πaψψ̇a + πa

ψ̇
ψ̈a −L

)
=

∫
Ω

dx3H (3.48)
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donde H = πaψψ̇a + πa
ψ̇
ψ̈a −L , es la densidad Hamiltoniana canónica.

El momentum lineal asociado al sistema fı́sico representado por campos es Pj = P y se

define como [1, 4, 6], (ver Apéndice E):

Pj = P =

∫
Ω

dx3θ0
j =

∫
Ω

dx3
(
πaψ∂jψa + πa

ψ̇
∂jψ̇a

)
(3.49)

En general para Lagrangianos de orden m en las derivadas, el momento canónico asociado

al campo ψa(l−1)
es πaψ(l−1)

y tiene la forma [3]:

πaψ(l−1)
=

m−l∑
i=o

(−1)i
i∏

k=o

(
d

dt

)k  ∂L

∂

(
i∏

k=o

(
d
dt

)k
ψal

)
 (3.50)

+
m∑

j=l+1

j∑
i=l+1

(−1)i+l+1Ci,j

i−l−1∏
k=o

(
d

dt

)k j−i+1∏
n=o

∂xn

 ∂L

∂

(
i−l−1∏
k=o

(
d
dt

)k j−i+1∏
n=o

∂xnψal

)


donde:

ψal =
dl

dtl
ψa l = 1, 2, ...,m ψa0 = ψa a = 1, 2, .., N (3.51)

Los coeficientes Ci,j en la expresión (3.1) se obtiene de la siguiente figura:

Figura 3.1: Figura para obtener los coeficientes Ci,j; las i′s corren en forma diagonal y las
j′s en forma vertical. Por ejemplo el coeficiente C3,4 = 6.
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De esta manera el Hamiltoniano canónico y el momentum lineal para sistemas fı́sicos des-

critos por campos con Lagrangianos de ordenm en las derivadas, son definidos de la siguiente

manera [3, 6]:

Hc =

∫
Ω

dx3
(
πaψψ̇a + πa

ψ̇
ψ̈a + .....+ πaψ(m−1)

ψam −L
)

=

∫
Ω

dx3H (3.52)

Pj =

∫
Ω

dx3
(
πaψ∂jψa + πa

ψ̇
∂jψ̇a + .....+ πaψ(m−1)

∂jψa(m−1)

)
(3.53)

3.4. Rotación espacio-temporal

Las coordenadas de un mismo evento medidas en diferentes sistemas de referencia inerciales

se relacionan por medio de las transformaciones de Lorentz, las cuales son interpretadas

como una rotación continua en el espacio-tiempo y son escritas matricialmente en la forma

[1, 2]:

x
′µ = aµνx

ν (3.54)

Las transformaciones de Lorentz son construidas a partir de rotaciones infinitesimales en el

espacio de Minkowski [1, 4]:

x
′µ = xµ + δW µνxν (3.55)

donde δW µν = −δW νµ, es un tensor infinitesimal constante que tiene la propiedad de ser

antisimétrico con el fin de garantizar la invariancia de la distancia infinitesimal entre eventos:

ds2 = ηµνdx
µdxν = ηµνdx

µ′dxν
′ [2, 4].

Como consecuencia de la transformaciones infinitesimales de Lorentz, los campos se com-

portan en la forma [1, 4]:

ψ
′

a(x
′
) = ψa(x) +

1

2
δW µν(Iµν)abψb(x) (3.56)

Iµν son conocidos como generadores infinitesimales de las transformaciones de Lorentz y

poseen la propiedad de antisimétria:

Iµν = −Iνµ (3.57)
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la representación matricial de los generadores (Iµν)ab, depende del tipo de campo estudiado

(campo escalar, campo vectorial, campo de Dirac, etc) y como consecuencia de (3.57) existen

seis generadores independientes: tres correspondientes a rotaciones espaciales (I21, I31, I32)

y tres asociados a rotaciones en el espacio-tiempo (I10, I20, I30). Los generadores Iµν satis-

facen las siguientes relaciones de conmutación [4]:

[ Iαβ , Iγδ ] = −ηαγIβδ + ηαδIβγ + ηβγIαδ − ηβδIαγ (3.58)

La isotropı́a en el espacio de Minkowski es la invariancia del Lagrangiano ante una rotación

infinitesimal de Lorentz, como consecuencia, las variaciones en coordenadas y campos co-

rrespondientes a la simetrı́a de isotropı́a del espacio-tiempo son [4]:

δxµ = x
′µ − xµ = δW µνxν (3.59)

δψa(x) = ψ
′

a(x
′
)− ψa(x) =

1

2
δW µν(Iµν)abψb(x)

las trasformaciones (3.59), están caracterizadas por seis generadores independientes y de

acuerdo al primer teorema de Noether existen seis cargas asociadas al sistema fı́sico que se

conservan [4].

Los generadores del grupo de simetrı́a de isotropı́a en el espacio-tiempo tienen la forma:

Xµ
β(x) = xβ Φβa(x) =

1

2
(Iµβ)abψb(x) (3.60)

como consecuencia, la ecuación de continuidad (3.30) asociada a la isotropı́a del espacio de

Minkowski, teniendo en cuenta la definición de tensor momentum-energı́a (3.43), es:

1

2
δWαβ∂µ

([
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Iαβ)abψb (3.61)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
(Iαβ)ab∂νψb − 2xβθµα

)
= 0

al simetrizar el producto:

δWαβθµαxβ = δWαβ

[
1

2
( θµαxβ + θµβxα) +

1

2
( θµαxβ − θµβxα)

]
= (3.62)
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=
1

2
δWαβ ( θµαxβ − θµβxα)

y dado que δWαβ es un tensor constante, se obtiene que la ecuación de continuidad (3.61),

se escribe de la forma:

∂µ

([
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Iαβ)abψb (3.63)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
(Iαβ)ab∂νψb + θµβxα − θ

µ
αxβ

)
= 0

La corriente de Noether, asociada a la simetrı́a de isotropı́a del espacio-tiempo, es un tensor

de tercer orden conocido como densidad tensorial de momentum angular-spin, este es defi-

nido de la forma:

M µ
αβ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Iαβ)abψb (3.64)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
(Iαβ)ab∂νψb + θµβxα − θ

µ
αxβ

y satisface la ecuación de continuidad:

∂µM
µ
αβ = 0 (3.65)

La generalización de la densidad tensorial de momentum angular-spin para Lagrangianos de

orden m en las derivadas se expresa como [3]:

M µ
αβ =

m−1∑
i=o

m−(i+1)∑
j=o

(−1)j
j∏

k=o

∂µk

 ∂L

∂

(
∂µ

j∏
k=o

∂µk
i∏
l=o

∂νlψa

)
 (Iαβ)ab

i∏
l=o

∂νlψb (3.66)

+θµβxα − θ
µ
αxβ

De acuerdo al primer teorema de Noether, la carga asociada al sistema fı́sico como conse-

cuencia de la isotropı́a del espacio-tiempo, corresponde a:

Mαβ =

∫
Ω

dx3M 0
αβ α, β = 0, 1, 2, 3 (3.67)
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y se denomina tensor de momentum angular-spin, este tensor se lo reescribe de la siguiente

forma, (ver Apéndice F) [4]:

Mαβ = Lαβ + Sαβ (3.68)

donde:

Lαβ =

∫
Ω

dx3[ πaψ(xα∂βψa − xβ∂αψa) + πa
ψ̇
(xα∂βψ̇a − xβ∂αψ̇a) ] (3.69)

Sαβ =

∫
Ω

dx3
[
πaψ(Iαβ)abψb + πa

ψ̇
(Iαβ)abψ̇b

]
(3.70)

Lαβ se denomina tensor de momentum angular y Sαβ es el tensor de spin, la antisimétria del

tensor momentum angular-spin Mαβ = −Mβα, (ver Apéndice G), implica que existen seis

cargas asociadas al sistema fı́sico que se conservan: tres de momentum angular orbital Lij , y

tres de spin Sij [4].

La generalización del tensor de spin y del tensor de momentum angular para Lagrangianos

de orden m en las derivadas es [3, 6]:

Sαβ =

∫
Ω

dx3
[
πaψ(Iαβ)abψb + πa

ψ̇
(Iαβ)abψ̇b + .......+ πaψ(m−1)

(Iαβ)abψb(m−1)

]
(3.71)

Lαβ =

∫
Ω

dx3
[
πaψ(xα∂βψa − xβ∂αψa) + .....+ πaψ(m−1)

(xα∂βψa(m−1)
− xβ∂αψa(m−1)

)
]

3.5. Simetrı́a de Poincaré

La simetrı́a de Poincaré es la invariancia del Lagrangiano ante una translación en el espacio-

tiempo mas una transformación infinitesimal de Lorentz [4]. Bajo el grupo de simetrı́a de

Poincaré, las transformaciones en coordenadas y campos son:

δxµ =∈µ +δW µνxν δψa(x) =
1

2
δW µν(Iµν)abψb(x) (3.72)

donde ∈µ es un cuadrivector infinitesimal constante que representa la translación espacio-

temporal y δW µν es un tensor infinitesimal constante que representa la rotación infinitesimal
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de Lorentz.

La invariancia del Lagrangiano ante el grupo de simetrı́a de Poincaré, teniendo en cuenta la

definición de tensor momentum-energı́a (3.43) y densidad tensorial de momentum angular-

spin (3.64), tiene como consecuencia el establecimiento de la siguiente ecuación de conti-

nuidad, (ver Apéndice H):

∂µJ
µ = 0 (3.73)

con:

Jµ =
1

2
δWαβM µ

αβ − ∈
α θµα (3.74)

De esta manera la carga de Noether asociada al campo es [4]:

Q =
1

2
δWαβMαβ− ∈α Pα (3.75)

Por lo tanto la invariancia del Lagrangiano ante el grupo de simetrı́a de Poincaré, establece

la existencia de 10 cantidades conservadas asociadas al campo: la energı́a, tres componentes

de momentum lineal, tres componentes de momentum angular orbital, y tres componentes

de spin [4].

La invariancia del Lagrangiano ante transformaciones infinitesimales de campos y coorde-

nadas implica la existencia de cargas de Noether asociadas al campo, la carga de Noether se

denomina generador de simetrı́a e implica la existencia de un grupo de simetrı́a en las las

leyes de la fı́sica, de esta manera si Q es la carga conservada, entonces la variación global de

campos que deja invariante el Lagrangiano es calculada a partir de [4]:

δψa(x) = ψ
′

a(x)− ψa(x) = {ψa(x), Q} (3.76)

donde los corchetes de Poisson entre dos variables dinámicas A(x) = A(ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
)

y B(y) = B(ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
) definidas en el espacio de fase (ψa, ψ̇a, π

a
ψ, π

a
ψ̇
), evaluados en

tiempos iguales son definidos en la forma [3, 4]:

{A(x), B(y)}x0=y0 =

∫
Ω

dz3

(
δA(x)

δψa(z)

δB(y)

δπaψ(z)
− δA(x)

δπaψ(z)

δB(y)

δψa(z)
(3.77)
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+
δA(x)

δψ̇a(z)

δB(y)

δπa
ψ̇
(z)
− δA(x)

δπa
ψ̇
(z)

δB(y)

δψ̇a(z)

)
De esta manera − ∈µ Pµ es el generador de simetrı́a por translación en el espacio-tiempo

y 1
2
δWαβMαβ es el generador de simetrı́a por rotaciones infinitesimales de Lorentz. Los

generadores de simetrı́a Pµ y Mαβ cumplen con la siguiente relaciones, conocidas como el

álgebra de Poincaré [4]:

{Pµ , Pv} = 0 (3.78)

{Mµv, Pλ} = ηvλPµ − ηµλPv

{Mµv, Mστ} = ηvσMµτ + ηµτMvσ − ηvτMµσ − ηµσMvτ

3.6. Ecuaciones de movimiento de Hamilton

La estructura Lagrangiana de una teorı́a clásica de campos, asocia a un sistema fı́sico una

densidad Lagrangiana la cual describe la dinámica de los campos en el espacio de con-

figuraciones, la evolución temporal del sistema fı́sico esta determinada por las ecuaciones de

movimiento de Euler-Lagrange, las cuales son deducidas a partir del principio de Hamilton

de acción extremal, junto a las condiciones de frontera y campos asintóticos [3, 4, 21, 22].

En la versión Hamiltoniana o canónica de una teorı́a clásica de campos, la dinámica del

sistema fı́sico en el espacio de fase esta determinada por el Hamiltoniano canónico, el cual,

para sistemas conservativos corresponde a la componente P0 del cuadri-momentum del campo

Pµ. El cuadri-momentum es deducido a partir de la invariancia del Lagrangiano bajo una

translación en el espacio-tiempo [1, 4, 18].

La evolución temporal del sistema fı́sico en el espacio de fase esta determinada por las

ecuaciones de Hamilton, las cuales son deducidas a partir del principio de Hamilton modifi-

cado, mas las condiciones de frontera. La estructura Hamiltoniana es equivalente a la versión

Lagrangiana y su importancia radica en la cuantización canónica de campos [3, 9, 21, 22].
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El espacio de fase que determina la evolución temporal de un sistema fı́sico descrito por

una densidad Lagrangiana de orden m en las derivadas, esta determinado por los campos

linealmente independientes (ψa, ψ̇a, ψ̈a, . . . ,
m−1

ψ a) y sus momentos canónicos asociados

(πaψ, π
a
ψ̇
, πa

ψ̈
, . . . , πaψ(m−1)

), que forman un conjunto de variables canónicas independientes, de

manera que el espacio de fase de dimensión 2Nm que define la estructura Hamiltoniana es:

(ψa, ψ̇a, ψ̈a, . . . ,
m−1

ψ a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
, πa

ψ̈
, . . . , πaψ(m−1)

) = (ψa(l−1)
, πaψ(l−1)

) (3.79)

donde:

ψal =
dl

dtl
ψa l = 1, 2, ...,m ψa0 = ψa a = 1, 2, .., N (3.80)

Para determinar la evolución temporal de un sistema fı́sico descrito por campos en el espacio

de fase, consideremos una densidad Lagrangiana de orden dos en las derivadas:

L [ψa(x), ∂µψa(x), ∂µ∂νψa(x), x] (3.81)

De acuerdo al teorema de Noether, la carga conservada asociada al campo como consecuencia

de la invariancia del Lagrangiano ante una translación en el espacio-tiempo es el cuadri-

momentum Pµ, la componente P0 corresponde al Hamiltoniano canónico, y tiene la siguiente

estructura [3, 4, 9]:

Hc =

∫
Ω

dx3

( [
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
ψ̇a +

∂L

∂ψ̈a
ψ̈a −L

)
(3.82)

El Hamiltoniano canónico permite describir la dinámica del sistema fı́sico en el espacio de

fase (ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
), donde πaψ y πa

ψ̇
son definidos como los momentos canónicos conjugados

asociados a las variables ψa y ψ̇a respectivamente. Los momentos πaψ y πa
ψ̇

son definidos por:

πaψ =
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)
πa
ψ̇

=
∂L

∂ψ̈a
(3.83)

En función de los momentos canónicos, el Hamiltoniano es [3, 6]:

Hc =

∫
Ω

dx3
(
πaψψ̇a + πa

ψ̇
ψ̈a −L

)
=

∫
Ω

dx3H (3.84)
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donde H es la densidad Hamiltoniana canónica la cual esta definida en el espacio de fase:

H (ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
) = πaψ ψ̇a + πa

ψ̇
ψ̈a − L (3.85)

El Hamiltoniano canónico permite pasar del espacio de configuraciones al espacio de fase, es

decir del formalismo Lagrangiano al Hamiltoniano [3, 9, 21, 22]. De esta manera utilizando

la expresión (3.85), la densidad Lagrangiana toma la forma:

L = πaψ ψ̇a + πa
ψ̇
ψ̈a − H (ψa, ψ̇a, π

a
ψ, π

a
ψ̇
) (3.86)

reemplazando la densidad Lagrangiana en la funcional de acción (2.60), se obtiene:

A[ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
] =

∫
σ

dx4
[
πaψ ψ̇a + πa

ψ̇
ψ̈a − H (ψa, ψ̇a, π

a
ψ, π

a
ψ̇
)
]

(3.87)

Para deducir las ecuaciones de movimiento en la estructura canónica se utiliza el principio

de Hamilton modificado [3, 21, 22, 23]:

La trayectoria que sigue un sistema fı́sico representado por campos, en el espacio

de fase entre los tiempos [t1, t2], es aquella que hace extremal la funcional de acción

(3.87).

δA[ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
] = 0 (3.88)

la condición de acción extremal se debe cumplir bajo las condiciones de frontera:

δψa(x, t1) = δψa(x, t2) = 0 δψ̇a(x, t1) = δψ̇a(x, t2) = 0 (3.89)

La acción es funcional de los campos linealmente independientes (ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
); de manera

que al realizar la variación de la acción se debe realizar variaciones independientes de δψa,

δψ̇a, δπaψ y δπa
ψ̇

; de esta manera:

δA =

∫
σ

dx4
[
δπaψψ̇a + πaψδψ̇a + δπa

ψ̇
ψ̈a + πa

ψ̇
δψ̈a (3.90)

−∂H
∂ψa

δψa −
∂H

∂ψ̇a
δψ̇a −

∂H

∂πaψ
δπaψ −

∂H

∂πa
ψ̇

δπa
ψ̇

]
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utilizando las siguientes expresiones:

πaψδψ̇a =
d

dt
(δψaπ

a
ψ)− δψaπ̇aψ πa

ψ̇
δψ̈a =

d

dt
(δψ̇aπ

a
ψ̇
)− δψ̇aπ̇aψ̇ (3.91)

se obtiene:

δA =

∫
σ

dx4

[
δπaψ

(
ψ̇a −

∂H

∂πaψ

)
+ δπa

ψ̇

(
ψ̈a −

∂H

∂πa
ψ̇

)
− δψa

(
π̇aψ +

∂H

∂ψa

)
(3.92)

−δψ̇a
(
π̇a
ψ̇

+
∂H

∂ψ̇a

)
+

d

dt
(δψaπ

a
ψ) +

d

dt
(δψ̇aπ

a
ψ̇
)

]
los siguientes términos son nulos:

∫
σ

dx4 d

dt
(δψaπ

a
ψ) =

∫
Ω

dx3

t2∫
t1

dt
d

dt
(δψaπ

a
ψ) =

∫
Ω

dx3(δψaπ
a
ψ) |t2t1 = 0 (3.93)

∫
σ

dx4 d

dt
(δψ̇aπ

a
ψ̇
) =

∫
Ω

dx3

t2∫
t1

dt
d

dt
(δψ̇aπ

a
ψ̇
) =

∫
Ω

dx3(δψ̇aπ
a
ψ̇
) |t2t1 = 0

como consecuencia de las condiciones de frontera (3.89), de esta manera la variación de la

acción es:

δA =

∫
σ

dx4

[
δπaψ

(
ψ̇a −

∂H

∂πaψ

)
+ δπa

ψ̇

(
ψ̈a −

∂H

∂πa
ψ̇

)
(3.94)

−δψa
(
π̇aψ +

∂H

∂ψa

)
− δψ̇a

(
π̇a
ψ̇

+
∂H

∂ψ̇a

) ]
= 0

Considerando variaciones independientes en los campos δψa, δψ̇a, δπaψ, δπa
ψ̇

; se deduce las

ecuaciones de movimiento de Hamilton para sistemas fı́sicos representado por campos con

Lagrangianos de orden dos en las derivadas [3, 21, 22]:

ψ̇a −
∂H

∂πaψ
= 0 ψ̇a =

∂H

∂πaψ
(3.95)

ψ̈a −
∂H

∂πa
ψ̇

= 0 ψ̈a =
∂H

∂πa
ψ̇

π̇aψ +
∂H

∂ψa
= 0 π̇aψ = −∂H

∂ψa
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π̇a
ψ̇

+
∂H

∂ψ̇a
= 0 π̇a

ψ̇
= −∂H

∂ψ̇a
Considerando la siguiente propiedad de derivada funcional [4]:

δ

δψ(y)

∫
dxF [ψ(x)] =

∂F [ψ(y)]

∂ψ(y)
(3.96)

las ecuaciones de Hamilton toman la forma [3, 21, 22]:

ψ̇a =
δHc

δπaψ
=
∂H

∂πaψ
(3.97)

ψ̈a =
δHc

δπa
ψ̇

=
∂H

∂πa
ψ̇

π̇aψ = −δHc

δψa
= −∂H

∂ψa

π̇a
ψ̇

= −δHc

δψ̇a
= −∂H

∂ψ̇a
Un elemento importante que se debe definir en el espacio de fase son los paréntesis de

Poisson, los cuales son definidos para dos variables dinámicas A(x) = A(ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
) y

B(y) = B(ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
), de la siguiente manera [3, 21, 22]:

{A(x), B(y)}x0=y0 =

∫
Ω

dz3

(
δA(x)

δψb(z)

δB(y)

δπbψ(z)
− δA(x)

δπbψ(z)

δB(y)

δψb(z)
(3.98)

+
δA(x)

δψ̇b(z)

δB(y)

δπb
ψ̇
(z)
− δA(x)

δπb
ψ̇
(z)

δB(y)

δψ̇b(z)

)
estas cantidades son calculadas a tiempos iguales x0 = y0, y cumplen con las siguientes

propiedades:

antisimetrı́a: {A,B} = −{B,A} (3.99)

producto: {AB,C} = A{B,C}+ {A,C}B (3.100)

linealidad: {c1A+ c2B,C} = c1{A,C}+ c2{B,C} (3.101)

Ahora, si se calcula la evolución temporal de A(x), se obtiene que [3, 21, 22]:

Ȧ(x) =

∫
Ω

dz3

(
δA(x)

δψb(z)
ψ̇b(z) +

δA(x)

δψ̇b(z)
ψ̈b(z) +

δA(x)

δπbψ(z)
π̇bψ(z) +

δA(x)

δπb
ψ̇

(z)
π̇b
ψ̇

(z)

)
(3.102)
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teniendo en cuanta las ecuaciones de movimiento de Hamilton (3.97), se reescribe (3.102)

como:

Ȧ(x) =

∫
Ω

dz3

(
δA(x)

δψb(z)

δHc

δπbψ(z)
− δA(x)

δπbψ(z)

δHc

δψb(z)
(3.103)

+
δA(x)

δψ̇b(z)

δHc

δπb
ψ̇
(z)
− δA(x)

δπb
ψ̇
(z)

δHc

δψ̇b(z)

)
de esta manera se puede expresar la evolución temporal de cualquier variable dinámica A(x)

definida en el espacio de fase, en términos de los paréntesis de Poisson (3.98) [3, 21, 22, 23]:

Ȧ(x) = {A(x), Hc} (3.104)

Las ecuaciones de movimiento de Hamilton para sistemas fı́sicos descritos por Lagrangianos

de orden dos en las derivadas, teniendo en cuenta (3.104), son [3, 21, 22]:

ψ̇a(x) = {ψa(x), Hc} ψ̈a(x) = {ψ̇a(x), Hc} (3.105)

π̇aψ(x) = {πaψ(x), Hc} π̇a
ψ̇
(x) = {πa

ψ̇
(x), Hc}

es posible mostrar que los paréntesis de Poisson fundamentales no nulos entre los campos

(ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
), se expresan como, (ver Apéndice I) [3, 9, 21, 22]:

{ψa(x), πbψ(y)} = δbaδ
3(x− y) {ψ̇a(x), πb

ψ̇
(y)} = δbaδ

3(x− y) (3.106)

La generalización de la estructura Hamiltoniana para Lagrangianos de orden m en las deri-

vadas se obtiene en base a la definición del Hamiltoniano canónico (3.52) [3, 21, 22]:

Hc =

∫
Ω

dx3
(
πaψ ψ̇a + πa

ψ̇
ψ̈a + .....+ πaψ(m−1)

ψam − L
)

=

∫
Ω

dx3 H (3.107)

junto a la definición de paréntesis de Poisson generalizados evaluados en tiempos iguales

entre dos variables dinámicas A(x) y B(y) definidas en el espacio de fase (ψa(l−1)
, πaψ(l−1)

)

[3, 21, 22]:

{A(x), B(y)}x0=y0 =

∫
Ω

dz3
m∑
l=1

(
δA(x)

δψb(l−1)
(z)

δB(y)

δπbψ(l−1)
(z)
− δA(x)

δπbψ(l−1)
(z)

δB(y)

δψb(l−1)
(z)

)
(3.108)
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La evolución temporal de cualquier variable dinámica A(x) definida en el espacio de fase,

es:

Ȧ(x) = {A(x), Hc} (3.109)

y las ecuaciones de movimiento de Hamilton para sistemas fı́sicos representados por campos

con Lagrangianos de orden m en las derivadas, son [3, 21, 22]:

ψ̇a(l−1)
(x) = {ψa(l−1)

(x), Hc} =
δHc

δπaψ(l−1)

=
∂H

∂πaψ(l−1)

(3.110)

π̇aψ(l−1)
(x) = {πaψ(l−1)

(x), Hc} = − δHc

δψa(l−1)

= − ∂H

∂ψa(l−1)

se determina que los paréntesis de Poisson fundamentales no nulos entre los campos ψa(l−1)

y πaψ(l−1)
, tienen la forma, (ver Apéndice I) [3, 21, 22]:

{ψa(l−1)
(x), πbψ(l−1)

(y)} = δbaδ
3(x− y) (3.111)

Las ecuaciones de movimiento de Hamilton (3.110) constituyen un conjunto de 2Nm ecua-

ciones diferenciales de primer orden en las derivadas temporales para los campos linealmente

independientes (ψa(l−1)
, πaψ(l−1)

); para determinar una solución única se requieren 2Nm con-

diciones iniciales.

3.7. Segundo teorema de Noether

El teorema de Nother es consecuencia de la invariancia de la acción ante el grupo de simetrı́a

de transformaciones infinitesimales en coordenadas y campos [1, 4, 19]:

Laδψa + ∂µJ
µ = 0 (3.112)

Si se considera un grupo de simetrı́a finito que depende de r parámetros constantes (3.27), el

primer teorema de Noether establece la ecuación de continuidad (3.30), como consecuencia

de la ecuación de continuidad y de la condición de campos asintóticos, existen r cargas
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independientes asociadas al campo que son conservadas (3.37) [1, 4].

El segundo teorema de Noether, establece que la invariancia del Lagrangiano ante un grupo

de simetrı́a infinito, es decir simetrı́as de gauge locales, implica: la existencia de cantida-

des conservadas, el cumplimiento de las identidades de Bianchi, y un Lagrangiano singular,

resultado en sistemas dinámicos con vı́nculos [1, 5, 18, 19]. Dirac estableció el método para

el estudio canónico de estos sistemas, método que es fundamental en la cuantización de este

tipo de teorı́as [20, 21].

Un grupo de simetrı́a infinito o simetrı́as gauge locales, depende de r parámetros definidos

en el espacio-tiempo, de esta manera, el grupo de transformaciones infinitesimales en coor-

denadas y campos conocido, como transformaciones gauge locales, que dejan invariante la

acción, es definido por [5]:

δxµ = x
′µ − xµ =∈β (x)Xµ

β(x) (3.113)

δψa(x) = ψ
′

a(x
′
)− ψa(x) =∈β (x)Φβa(ψ, x)+ ∈β,µ (x)ϕµβa(ψ, x)

donde ∈β (x) con β = 1, 2, ..., r; es un parámetro definido en el espacio-tiempo. Como la

estructura del espacio-tiempo es continua a cada evento x en el espacio de Minkowski le

corresponde un valor de ∈β (x), lo que le da el carácter de infinito al grupo de simetrı́a.

Además ∈β,µ (x) ≡ ∂µ ∈β (x) y Xµ
β(x),Φβa(ψ, x), ϕµβa(ψ, x); son los generadores del

grupo de simetrı́a infinito [1, 5, 18, 19].

La variación global de campos, ecuación (3.5), para el grupo de transformaciones gauge

locales, se puede reescribir utilizando (3.113), en la forma:

δψa(x) = δψa(x)− δxµ∂µψa(x) =∈β (Φβa −Xµ
β∂µψa)+ ∈

β,µ ϕµβa (3.114)

Integrando en el espacio el teorema de Noether (3.112) y al sustituir la expresión (3.114):∫
Ω

dx3(Laδψa + ∂µJ
µ) = (3.115)
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=

∫
Ω

dx3
{
La
[
∈β (Φβa −Xµ

β∂µψa)+ ∈
β,µ ϕµβa

]
+ ∂µJ

µ
}

=

=

∫
Ω

dx3 ∈β
{
La(Φβa −Xµ

β∂µψa)− ∂
µ(Laϕµβa)

}
+

∫
Ω

dx3∂µ(La ∈β ϕµβa + Jµ) = 0

La corriente de Noether Jµ, para Lagrangianos de segundo orden expresada en términos del

grupo de transformaciones gauges locales, toma la forma, (ver Apéndice J):

Jµ = ∈β jµβ+ ∈β,α Fµαβ+ ∈β,αν Gµναβ (3.116)

donde:

jµβ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Φβa −Xα

β∂αψa) (3.117)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂ν(Φβa −Xα

β∂αψa) + LXµ
β

F µ
αβ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
ϕαβa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νϕαβa (3.118)

+
∂L

∂(∂µ∂αψa)
(Φβa −Xρ

β∂ρψa)

Gµ
ναβ =

∂L

∂(∂µ∂νψa)
ϕαβa (3.119)

Al sustituir (3.116), en la expresión ∂µ(La ∈β ϕµβa + Jµ), permite reescribir la ecuación

(3.115) en la forma: ∫
Ω

dx3(Laδψa + ∂µJ
µ) = (3.120)

=

∫
Ω

dx3 ∈β
[
La(Φβa −Xµ

β∂µψa)− ∂
µ(Laϕµβa) + ∂µ(Laϕµβa + jµβ)

]
+

∫
Ω

dx3 ∈β,µ [Laϕµβa + jµβ + ∂αFαµβ]

+

∫
Ω

dx3 ∈β,αµ [Fµαβ + ∂νGνµαβ]

+

∫
Ω

dx3 ∈β,ανµ Gµναβ = 0
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Utilizando el hecho que la función ∈β y sus derivadas: (∈β,µ, ∈β,αµ, ∈β,ανµ); son linealmente

independientes, permite garantizar que la anterior identidad se cumple si las siguientes rela-

ciones son validas:

La(Φβa −Xµ
β∂µψa)− ∂

µ(Laϕµβa) + ∂µ(Laϕµβa + jµβ) = 0 (3.121)

Laϕµβa + jµβ + ∂αFαµβ = 0 (3.122)

Fµαβ + ∂νGνµαβ = 0 (3.123)

Gµναβ = 0 (3.124)

al sustituir la expresión (3.124) en (3.123), se obtiene:

Fµαβ = 0 (3.125)

lo que implica:

∂µ(Laϕµβa + jµβ) = 0 (3.126)

La invariancia de la acción ante transformaciones gauge locales, tiene como consecuencia

que el tensor Θµβ ≡ Laϕµβa + jµβ , se conserva [5]:

∂µΘµβ = 0 (3.127)

además, se debe garantizar el cumplimiento de la identidades generalizadas de Bianchi [5]:

La(Φβa −Xµ
β∂µψa − ∂

µϕµβa)− (∂µLa)ϕµβa = 0 (3.128)

de manera que las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange no son independientes [5].

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange, para Lagrangianos de segundo orden son:

La =
∂L

∂ψa
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)

)
+ ∂µ∂ν

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
(3.129)

y pueden ser escritas en la forma (ver Apéndice K):

La = W γαµνab∂µ∂ν∂γ∂αψb + V a(ψa, ∂µψa, ∂µ∂νψa, ∂µ∂ν∂αψa) (3.130)
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donde:

W γαµνab =
∂2L

∂(∂γ∂αψb)∂(∂µ∂νψa)
(3.131)

Al sustituir (3.130), en las identidades de Bianchi (3.128), se obtendrá que:

La(Φβa −Xµ
β∂µψa − ∂

µϕµβa)− ϕθβa(∂θV a) (3.132)

−ϕθβa(∂θW γαµνab)∂µ∂ν∂γ∂αψb − ϕθβaW γαµνab∂θ∂µ∂ν∂γ∂αψb = 0

Para Lagrangianos de segundo orden en las derivadas, las ecuaciones de movimiento de

Euler-Lagrange (3.130), es un conjunto de N ecuaciones diferenciales de orden 4 en las

derivadas temporales, y son escritas de forma general, de la siguiente manera [6]:

La = W ab
0

....
ψ b +Ha(ψa, ∂µψa, ∂µ∂νψa, ∂µ∂ν∂αψa) = 0 (3.133)

donde W ab
0 , es definida como la matriz Hessiana [5]:

W ab
0 =

∂2L

∂ψ̈b∂ψ̈a
(3.134)

Como consecuencia del hecho que las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange son

como máximo de cuarto orden en las derivadas temporales, el término que contiene cinco

derivadas en las identidades de Bianchi (3.132), se debe anular:

ϕθβaW
γαµνab∂θ∂µ∂ν∂γ∂αψb = 0 (3.135)

los campos ψb y sus derivadas ∂θ∂µ∂ν∂γ∂αψb, son linealmente independientes, ası́ se debe

garantizar:

ϕθβaW
γαµνab = 0 (3.136)

Al considerar ı́ndices temporales en (3.136), se obtiene la siguiente ecuación de autovalores

[5]:

ϕ0βaW
ab
0 = aβϕb = 0 β = 1, 2, .., r (3.137)

de manera que existenN−r autovalores nulos ai = 0, con i = 1, 2, .., N−r; correspondientes

a los autovectores ϕb 6= 0. Cuando se diagonaliza la matriz Hessiana, los autovalores se
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ubican en la diagonal principal, lo que establece que el determinante de esta matriz es nulo

|W ab
0 | = 0, es decir el Lagrangiano es singular.

Por lo tanto, la invariancia de la acción ante transformaciones gauges locales, implica: la

conservación de r cargas, el cumplimiento de las identidades de Bianchi, y un Lagrangiano

singular, como consecuencia, el Lagrangiano describe un sistema dinámico con vı́nculos

[5, 19]. Ahora, que el Lagrangiano sea singular no implica que la acción sea invariante por

transformaciones gauges locales [5].
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Teorı́a electromagnética de Podolsky

Como es conocido, la teorı́a electromagnética de Maxwell tiene una dependencia r−1 en el

potencial electrostático de Coulomb para una carga eléctrica puntual. Este hecho, tiene como

consecuencia divergencias en el origen tanto en la energı́a como en el potencial electrostático

[24]. Una solución a este tipo de problemas fue propuesta por Podolsky y Schwed en el año de

1948 [7], y consistı́a en una generalización de la teorı́a del electromagnetismo al adicionar un

término de segundo orden en las derivadas en el campo electromagnéticoAµ. De esta manera,

el Lagrangiano que describirá la teorı́a electromagnética de Podolsky, como es conocida, es

[6]:

L = −1

4
FµνF

µν + a2∂λF
αλ∂ρFαρ (4.1)

siendo a un parámetro constante con dimensiones de longitud y juega el papel de un cut-off.

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, es el tensor de campo electromagnético expresado en término del

campoAµ(x) = (ϕ,−A); donde ϕ representa el potencial escalar y A representa el potencial

vectorial magnético.

La teorı́a electromagnética de Podolsky se reduce a la teorı́a de Maxwell en el lı́mite a→ 0,

y se caracteriza por una contribución finita en el origen a la energı́a del campo al igual que

al potencial de una carga eléctrica puntual [6, 25, 26, 27]. La versión cuántica de esta teorı́a

determina la existencia de fotones masivos con una masa mγ = ~
ac

[25, 27]. Un estudio

de la influencia del potencial electrostático de Podolsky en la teorı́a del estado fundamental

del átomo de hidrógeno ha permitido establecer lı́mites para la constante a, (a ≤ 5,56fm);

y para la masa de los fotones (mγ ≥ 35,51MeV ) [25]. Esta masa se interpreta como una

escala de energı́a que caracteriza el régimen en el que la teorı́a de Podolsky se torna efectiva.

Como consecuencia del pequeño valor de la constante de Podolsky (menor que el radio

47
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de Bhor a0 = 52, 9 pm), el electromagnetismo de Maxwell es valido hasta pequeñas esca-

las de longitud, de manera que no se tiene la suficiente precisión para determinar el valor

experimental de a mediante experimentos clásicos de electromagnetismo y si el modelo de

Podolsky es correcto se esperan desviaciones de la electrodinámica de Maxwell en escalas

de alta energı́a [25, 27].

La teorı́a electromagnética de Podolsky es invariante ante el grupo de simetrı́a global de

Poincaré [4], como consecuencia del primer teorema de Noether, las cargas asociadas a es-

te grupo de simetrı́a son: la energı́a, el momentum lineal, el momentum angular, y el spin.

Además, es una teorı́a gauge U(1), es decir, invariante por transformaciones gauges locales

del cuadrivector potencial, por lo tanto, de acuerdo al segundo teorema de Noether: existe

una ecuación de continuidad, se debe exigir el cumplimiento de las identidades de Bianchi,

y posee un Lagrangiano singular [5, 19].

El hecho que las variables dinámicas de la teorı́a de Podolsky no son independientes, es

decir, que existen vı́nculos [6, 28], hace necesario que el estudio de la estructura canónica se

debe desarrollar por medio del método de Dirac [20]. La teorı́a de Podolsky posee vı́nculos

de primera clase, lo que implica fijar condiciones de gauge. En el estudio de la estructura

Hamiltoniana de la teorı́a electromagnética de Podolsky vı́a método de Dirac, se impondrá la

versión generalizada de la condición de gauge de radiación [6].

4.1. Simetrı́as gauge locales en la teorı́a de Podolsky

La teorı́a electromagnética de Podolsky es una teorı́a gauge U(1), lo que significa que el

Lagrangiano que la describe es invariante por las siguientes transformaciones gauge locales

del cuadrivector potencial Aµ [24]:

A
′

µ(x) = Aµ(x) + ∂µ ∈ (x) (4.2)

δAµ ≡ A
′

µ(x)− Aµ(x) = ∂µ ∈ (x)
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Esto quiere decir que: L [Aµ(x)] = L
′
[A
′
µ(x)], (ver Apéndice L). Los generadores del grupo

de simetrı́a U(1), son:

Xµ
β(x) = 0 Φβa(ψ, x) = 0 ϕµβa(ψ, x) = I (4.3)

La función ∈ (x) definida en el espacio-tiempo es arbitraria, como consecuencia, el cuadri-

vector potencial no se determina de manera única. El hecho de fijar condiciones sobre el

cuadrivector Aµ, para exigir el cumplimiento de determinadas propiedades fı́sicas; se cono-

ce como condiciones de gauge. Por ejemplo, en la electrodinámica de Maxwell al exigir el

cumplimiento de la ecuación de onda por parte del cuadrivector potencial, se debe fijar la

condición de gauge de Lorenz [24].

Como consecuencia del segundo teorema de Noether, el Lagrangiano que describe la teorı́a

electromagnética de Podolsky es singular, de manera que el determinante de la matriz Hessiana

es nulo, (ver Apéndice M) [6, 28]:

|W µν
0 | =

∣∣∣∣∣ ∂2L

∂Äν∂Äµ

∣∣∣∣∣ =
∣∣2a2(ηµν − ηµ0η0ν)

∣∣ = −2a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (4.4)

El rango de esta matriz es tres (R = 3), por lo tanto existe (N −R) = (4− 3) = 1, un

vı́nculo a nivel Lagrangiano, y dos vı́nculos primarios a nivel Hamiltoniano [5].

Las identidades de Bianchi [1], consecuencia del segundo teorema de Noether; son definidas

para el caso de la teorı́a electromagnética de Podolsky en la forma:

∂µFνα + ∂αFµν + ∂νFαµ = 0 (4.5)

y la ecuación de continuidad (3.127), con jµβ = 0, es:

∂µL
µ = 0 (4.6)
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4.2. Ecuaciones de campo de la teorı́a de Podolsky

Las ecuaciones de campo de la teorı́a de Podolsky son [6, 28], (ver Apéndice N):

(1 + 2a2�)∂λF
λα = 0 (4.7)

que en términos del cuadrivector potencial pueden ser escritas como:

(1 + 2a2�)�Aα − ∂α(1 + 2a2�)∂λA
λ = 0 (4.8)

Del conjunto de cuatro ecuaciones de campo (4.8), solo tres son de cuarto orden en las de-

rivadas temporales, de tal manera que una ecuación de campo (α = 0), corresponde a un

vı́nculo a nivel Lagrangiano.

La teorı́a electromagnética de Podolsky es una teorı́a gauge U(1), como consecuencia, el

cuadrivector potencial no se determina de manera única. Si se exige el cumplimiento de la

ecuación de onda generalizada por parte del campo Aµ:

(1 + 2a2�)�Aα = 0 (4.9)

se debe fijar sobre Aµ la siguiente condición generalizada del gauge de Lorenz [6] :

(1 + 2a2�)∂λA
λ = 0 (4.10)

Utilizando las ecuaciones de campo (4.5), (4.7), y la representación matricial del tensor de

campo electromagnético Fµν , (ver (4.206)); es posible obtener las ecuaciones de campo de

la teorı́a electromagnética de Podolsky (ecuaciones de Maxwell generalizadas) en términos

de los campos fundamentales: eléctrico E y magnético B, (ver Apéndice O) [6, 26]:

(1 + 2a2�)∇.E = 0 (4.11)

(1 + 2a2�)(Ė−∇×B) = 0 (4.12)

∇.B = 0 (4.13)
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Ḃ +∇× E = 0 (4.14)

Las ecuaciones (4.11) y (4.12), son las versiones generalizadas de la ley de Gauss y Ampère

respectivamente, en cuanto que (4.13) es la divergencia del campo magnético y (4.14) es la

ley de inducción de Faraday

La ecuación (4.13) implica: la no existencia de monopolos magnéticos, y el hecho que las

lineas de campo magnético son cerradas. Esta ecuación garantiza que el campo magnético

puede ser escrito en términos del rotacional de un campo vectorial; denominado potencial

vectorial magnético A [24]:

∇.B = 0 ⇐⇒ B = ∇×A (4.15)

La ecuación (4.14) es simplemente la ley de inducción de Faraday que en forma integral se

escribe en la forma: ∫
s

Ḃ.ds +

∮
c

E.dr = 0 (4.16)

y establece que un cambio en el flujo magnético a través de una superficie s induce un campo

eléctrico a lo largo de la trayectoria c que limita s

Al sustituir (4.15) en (4.14), permite expresar el campo eléctrico en términos de un potencial

escalar ϕ, y el potencial vectorial magnético A:

E = −∇ϕ− ∂0A (4.17)

lo que permite definir el cuadrivector potencial en la forma: Aµ(x) = (ϕ,−A) [24].

La ecuación diferencial que describe el potencial electrostático de una carga eléctrica puntual e,

en la teorı́a electromagnética de Podolsky se obtiene considerando Aµ = [ϕ(r), 0]; de tal

manera que (4.9) se escribe en la forma [26, 27]:

−(1− 2a2∇2)∇2ϕ(r) = ρ(r) = eδ(r) (4.18)
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donde ρ(r) es la densidad de carga eléctrica puntual. La solución de (4.18), utilizando trans-

formada de Fourier, es un potencial electrostático tipo Yukawa [26, 27, 29]:

ϕ(r) =
e

4π

1− e− ra
r

(4.19)

y cuenta con las siguientes propiedades: una valor finito en el origen, converge al potencial

de Coulomb para r >> a, y es de tipo asintótico:

ϕ(r) =



ĺım
r→0

ϕ(r) = ĺım
r→0

e
4π

1−e−
r
a

r
= e

4πa

r >> a ϕ(r) = e
4π

1
r

ĺım
r→∞

ϕ(r) = 0

(4.20)

El campo electrostático para una carga eléctrica puntual es de tipo central [26]:

E(r) = −∇ϕ =
e

4π

(
1− e− ra
r2

− e−
r
a

ar

)
er (4.21)

de manera que el flujo eléctrico es [26]:

∮
s

E.ds = e
[
1− e−

r
a

(
1 +

r

a

)]
=


0 r << a

e r >> a

(4.22)

Como consecuencia, para r >> a, el flujo es proporcional a la carga eléctrica contenida

en el volumen v. En el caso electrostático ∇× E = 0, por lo tanto el campo eléctrico es

conservativo.

4.3. Cargas conservadas en la teorı́a de Podolsky

La teorı́a electromagnética de Podolsky es invariante ante el grupo global de Poincaré, como

consecuencia del primer teorema de Noether, las cargas conservadas son: la energı́a, el
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momentum lineal, el momentum angular orbital, y el spin [1, 4, 6].

4.3.1. Energı́a del campo electromagnético

El tensor momentum-energı́a es [6], (ver Apéndice P):

θµα = F νµFαν +
1

4
ηµαF

ρνFρν + a2ηµα(∂ρFνρ∂λF
νλ + F ρν�Fρν) (4.23)

−2a2(F µν�Fαν + Fαν�F
µν + ∂νF

µν∂ρFαρ)

La energı́a del campo electromagnético para la teorı́a de Podolsky, en términos de los campos:

eléctrico y magnético, se define de la forma [6], (ver Apéndice Q):

E =

∫
Ω

dx3θ0
0 (4.24)

=

∫
Ω

dx3

{
1

2
(E2 + B2) + a2[ −(∇.E)2 + 2(E.�E + B.�B)− (Ė−∇×B)2 ]

}
En el caso electrostático (Ė = 0, B = 0); y considerando el hecho que el campo eléctri-

co tiene un comportamiento asintótico, se obtiene la siguiente expresión para la energı́a

electrostática [6]:

E =

∫
Ω

dx3

{
1

2
E2 − a2(∇.E)2

}
(4.25)

Teniendo en cuenta la expresión de campo eléctrico (4.21), la energı́a electrostática de una

carga eléctrica puntual en la teorı́a electromagnética de Podolsky se define de manera finita

y positiva [26]:

E =
e2

2a
(4.26)

4.3.2. Momentum lineal del campo electromagnético

El momentum lineal del campo electromagnético para la teorı́a de Podolsky, en términos de

los campos: eléctrico y magnético, es, (ver Apéndice R):

Pi =

∫
Ω

dx3θ0
i (4.27)
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=

∫
Ω

dx3
{
E×B + 2a2[ E×�B−B×�E +∇.E(Ė−∇×B)]

}
i

La generalización del vector de Poynting en la teorı́a electromagnética de Podolsky, se define

de la forma:

Si =
c

4π
θ0
i (4.28)

S =
c

4π

{
E×B + 2a2[ E×�B−B×�E +∇.E(Ė−∇×B)]

}
y es quien determina la dirección de propagación de la onda electromagnética. El flujo de

energı́a del campo electromagnético es [15, 24]:

Φ =

∫
s

S.ds (4.29)

4.3.3. Momentum angular orbital del campo electromagnético

El momentum angular orbital del campo electromagnético [4, 24]; para la teorı́a de Podolsky

es:

Lij =

∫
Ω

dx3(xiθ
0
j − xjθ0

i) =
1

c2

∫
Ω

dx3(xiSj − xjSi) (4.30)

=
1

c2

∫
Ω

dx3εkijxiSj =
1

c2

∫
Ω

dx3(r× S)k

por lo tanto:

L =
1

c2

∫
Ω

dx3(r× S) (4.31)

4.3.4. Spin del campo electromagnético

El tensor de spin para la teorı́a electromagnética de Podolsky es definido de la siguiente

manera:

Sµν =

∫
Ω

dx3

([
∂L

∂Ȧα
− ∂0

(
∂L

∂Äα

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kȦα)

)]
(Iµν)

αβAβ (4.32)

+
∂L

∂Äα
(Iµν)

αβȦβ

)
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Utilizando las expresiones (4.240), (4.241), y la representación matricial de los generadores

de rotaciones de Lorentz para un campo vectorial [4]: (Iµν)
αβ = ηαµη

β
ν − ηανηβµ; el tensor de

spin se reescribe en la forma:

Sµν =

∫
Ω

dx3
{
Aν(Fµ0 + 2a2∂0∂

ρFµρ − 4a2ηµk∂
k∂ρF

0ρ) (4.33)

−Aµ(Fν0 + 2a2∂0∂
ρFνρ − 4a2ηνk∂

k∂ρF
0ρ)

+2a2Ȧν(ηµ0∂ρF
0ρ − ∂ρFµρ)

−2a2Ȧµ(ην0∂ρF
0ρ − ∂ρFνρ)

}
El spin en términos del campo eléctrico, el campo magnético, y el potencial vector; es (ver

Apéndice S) [4]:

Sij =

∫
Ω

dx3 { A× E (4.34)

+2a2[ A× Ë−A× (∇× Ḃ) + 2a2A×∇(∇.E)− Ȧ× Ė + Ȧ× (∇×B) ]
}
k

4.4. Estructura Hamiltoniana de la teorı́a de Podolsky

El estudio de la estructura canónica de un sistema dinámico con vı́nculos se desarrolla por

medio del algoritmo de Dirac-Bergmann [20, 30, 31]. En la teorı́a electromagnética de Po-

dolsky, el espacio de fase completo Γ, esta conformado por los campos linealmente inde-

pendientes (Aµ, Ȧµ), y sus momentos canónicos conjugados (πµA, π
µ

Ȧ
). Utilizando las sigui-

entes notaciones: (Ȧµ ≡ Āµ, π
µ
A ≡ pµ, πµ

Ȧ
≡ πµ); el espacio de fase completo de dimensión

2Nm = (2)(4)(2) = 16, es:

Γ : (Aµ, Āµ, p
µ, πµ) (4.35)

Los momentos canónicos (pµ,πµ) tienen la siguiente forma, (ver Apéndice T) [6, 28]:

πα = 2a2(ηα0∂ρF
0ρ − ∂ρFαρ) (4.36)

pα = Fα0 + 2a2(∂0∂ρF
αρ − 2a2ηαk∂k∂ρF

0ρ) (4.37)
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4.4.1. Vı́nculos primarios y Hamiltoniano canónico

La singularidad del Lagrangiano que describe la teorı́a electromagnética de Podolsky, implica,

a nivel Hamiltoniano, que las variables dinámicas que definen el espacio de fase Γ no son

independientes, debido a la existencia de dos vı́nculos primarios, los cuales surgen de la

definición de momentos canónicos (4.36), y (4.37):

π0 = 0 (4.38)

πi = −2a2∂ρF
iρ (4.39)

p0 = ∂iπ
i (4.40)

pi = F i0 + 2a2(∂0∂ρF
iρ − 2a2ηik∂k∂ρF

0ρ) (4.41)

Las relaciones (4.38) y (4.40) establecen los vı́nculos primarios de la teorı́a. Estas relaciones

reducen el espacio de fase inicial Γ a un espacio de fase reducido Γc, de dimensión 14:

Γc : (Aµ, Āµ, p
i, πi) (4.42)

Los vı́nculos primarios determinan relaciones entre las variables dinámicas de la teorı́a de

Podolsky [20, 30, 31], de manera que estas no son independientes. Ellos surgen de la defini-

ción de momentos canónicos y son definidos de la siguiente manera [6, 28]:

Φ1(x) ≡ π0 ≈ 0 (4.43)

Φ2(x) ≡ p0 − ∂iπi ≈ 0

El sı́mbolo ” ≈ ” denota una igualdad débil, e implica que una variable dinámica B(x) ≈ 0

será definida cero en el espacio de fase reducido Γc, y diferente de cero en el espacio de fase

completo Γ:

B(x) =


B(Aµ, Āµ, p

i, πi) = 0 en Γc

B(Aµ, Āµ, p
µ, πµ) 6= 0 en Γ

(4.44)
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Como consecuencia, B(x) ≈ 0 puede tener paréntesis de Poisson diferentes de cero con otro

tipo de variables dinámicas [20, 30, 31].

De la definición (4.39), es posible despejar ˙̄Ai:

˙̄Ai =
1

2a2
πi + ∂jF

ij + ∂iĀ0 (4.45)

El Hamiltoniano canónico asociado a la teorı́a electromagnética de Podolsky es definido en

la forma:

Hc =

∫
Ω

dx3
(
πµAȦµ + πµ

Ȧ
Äµ −L

)
=

∫
Ω

dx3
(
pµĀµ + πµ ˙̄Aµ −L

)
(4.46)

que al ser escrito en el espacio de fase reducido Γc se expresa de la siguiente manera, (ver

Apéndice U) [6, 28]:

Hc(Aµ, Āµ, p
i, πi) =

∫
Ω

dx3

{
∂iπ

iĀ0 + piĀi +
1

4a2
πiπi + πi∂jFij + πi∂iĀ0 (4.47)

+
1

2
(Āi − ∂iA0)(Āi − ∂iA0) +

1

4
FijF

ij − a2(∂jĀ
j − ∂j∂jA0)(∂kĀ

k − ∂k∂kA0)

}

4.4.2. Hamiltoniano primario

La dinámica en el espacio de fase completo Γ para la teorı́a electromagnética de Podolsky,

esta determinada por el Hamiltoniano primario Hp, el cual es una combinación lineal del

Hamiltoniano canónico Hc, y los 2 vı́nculos primarios (Φ1,Φ2) [20, 30, 31]:

Hp(Aµ, Āµ, p
µ, πµ) = Hc +

∫
Ω

dx3{λ1(x)Φ1(x) + λ2(x)Φ2(x)} (4.48)

Los multiplicadores de Lagrange: λ1(x), y λ2(x); son funciones arbitrarias definidas en el

espacio-tiempo e introducidas como consecuencia de la existencia de vı́nculos primarios. A

pesar de la existencia de vı́nculos primarios, el método de Dirac-Bergmann exige que las

variables dinámicas (Aµ, Āµ, p
µ, πµ) y los multiplicadores de Lagrange forman un conjunto

de variables independientes, con el fin de realizar un estudio consistente de la teorı́a [20, 30,
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31].

La funcional de acción para la teorı́a electromagnética de Podolsky, definida en el espacio de

fase completo, es:

A[Aµ, Āµ, p
µ, πµ, λa] =

∫
σ

dx4
{
pµĀµ + πµ ˙̄Aµ − Hc − λa(x)Φa(x)

}
(4.49)

con a = 1, 2.

La evolución temporal de una variable dinámica F (x) = F (Aµ, Āµ, p
µ, πµ); en el espacio

de fase Γ, se determina a partir del principio de Hamilton modificado de acción extremal:

δA[Aµ, Āµ, p
µ, πµ, λa] = 0; más las condiciones de frontera. Al considerar variaciones inde-

pendientes en δAµ, δĀµ, δpµ, δπµ, δλa; la definición de paréntesis de Poisson, y el hecho que

los vı́nculos son definidos como débilmente cero en el espacio de fase reducido Φa(x) ≈ 0;

se determina la evolución temporal de F (x), (ver Apéndice V) [20, 30, 31]:

Ḟ (x) ≈ {F (x), Hp} (4.50)

con la definición de paréntesis fundamentales de Poisson [6, 28]:

{Aµ(x), pν(y)} = δνµδ
3(x− y) {Āµ(x), πν(y)} = δνµδ

3(x− y) (4.51)

4.4.3. Consistencia y clasificación de vı́nculos en la teorı́a de Podolsky

Definidos los vı́nculos primarios y el Hamiltoniano primario, se procede a determinar los

multiplicadores de Lagrange λa(x), al exigir consistencia de vı́nculos primarios; es decir,

estos deben permanecer constantes en el tiempo [20, 30, 31]:

Φ̇a(x) ≈ {Φa(x), Hp(y)} ≈ ha(x, y) +

∫
Ω

dy3Pab(x, y)λb(y) ≈ 0 (4.52)

donde ha(x, y) ≡ {Φa(x), Hc(y)}; y Pab(x, y) ≡ {Φa(x),Φb(y)} se define como la matriz

de vı́nculos. La consistencia de vı́nculos primarios podrı́a resultar en tres casos posibles

[20, 30, 31]:
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1. ha(x, y) 6≈ 0, y |Pab(x, y)| 6≈ 0

El determinante de la matriz de vı́nculos es diferente de cero: |{Φa(x),Φb(y)}| 6≈ 0. Bajo

condiciones de frontera de los campos, la inversa de la matriz de vı́nculos P−1
ab (x, y), se

determina de manera única a partir de:∫
Ω

dz3Pab(x, z)P−1
bc (z, y) =

∫
Ω

dz3P−1
ab (x, z)Pbc(z, y) = δacδ

3(x− y) (4.53)

Como consecuencia, los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos primarios se

calculan de la siguiente forma:

λb(u) = −
∫

Ω

dv3P−1
be (u, v)he(v, y) = −

∫
Ω

dv3P−1
be (u, v){Φe(v), Hc(y)} (4.54)

2. ha(x, y) ≈ 0, y Pab(x, y) ≈ 0

Es el caso en el cual la matriz de vı́nculos es identicamente nula: Pab(x, y) ≈ 0; de manera

que se obtiene la identidad 0 ≈ 0. Como consecuencia, los multiplicadores de Lagrange

asociados a vı́nculos primarios permanecen indeterminados y por lo tanto son arbitrarios.

3. ha(x, y) 6≈ 0, y |Pab(x, y)| ≈ 0

En este caso surgen vı́nculos secundarios:

Xα(x) ≡ ha(x, y)V a
α (x) ≈ 0 (4.55)

donde V a
α (x), con α = 1, 2, ..,M − S; son los vectores nulos asociados a la matriz Pab(x, y)

y que son definidos por: ∫
Ω

dx3Pab(x, y)V a
α (x) = 0 (4.56)

siendo M el número de vı́nculos primarios, y S el rango de Pab(x, y). Al igual que con

los vı́nculos primarios a los vı́nculos secundarios se les debe exigir consistencia, es decir:

Ẋα(x) ≈ 0. El proceso de consistencia de vı́nculos secundarios finaliza cuando se cumpla

las condiciones 1. ó 2. .
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Al finalizar el proceso de consistencia, el conjunto total de J vı́nculos (primarios más secun-

darios) de la teorı́a Φj(x) ≈ 0, con j = 1, 2, .., J ; se deben clasificar en vı́nculos de primera y

segunda clase. Los vı́nculos de primera clase cumplen la condición que la matriz de vı́nculos

es nula: Pij(x, y) ≈ 0; como consecuencia, sus multiplicadores de Lagrange asociados son

arbitrarios. Por el contrario, si el determinante de la matriz de vı́nculos es diferente de cero:

|{Φi(x),Φj(y)}| 6≈ 0; los vı́nculos son de segunda clase, de manera que es posible deter-

minar la inversa de la matriz de vı́nculos P−1
ij (x, y) y por lo tanto los multiplicadores de

Lagrange asociados a vı́nculos de segunda clase se determinan a partir de [20, 30, 31]:

λi(u) = −
∫

Ω

dv3P−1
ij (u, v){Φj(v), Hc(y)} (4.57)

Al estudiar la consistencia de vı́nculos primarios en la teorı́a electromagnética de Podolsky

se obtiene, (ver Apéndice W) [6, 28]:

Φ̇1(x) ≈ 0 Φ̇2(x) ≈ ∂kp
k ≈ 0 (4.58)

La consistencia del vı́nculo primario Φ̇1(x) ≈ 0, resulta en la identidad 0 ≈ 0, de manera

que no surgen vı́nculos secundarios asociados a él. La consistencia del vı́nculo primario

Φ̇2(x) ≈ 0, genera un vı́nculo secundario:

Φ3(x) ≡ ∂kp
k ≈ 0 (4.59)

Al exigir la consistencia de este vı́nculo no surgen mas vı́nculos de esta condición ya que se

llega a la identidad 0 ≈ 0, (ver Apéndice W) [6, 28]:

Φ̇3 ≈ 0 (4.60)

Por lo tanto, en la teorı́a electromagnética de Podolsky existen dos vı́nculos primarios, y un

vı́nculo secundario; que forman el conjunto completo de vı́nculos de la teorı́a [6, 28]:

Φ1(x) = π0 ≈ 0 Φ2(x) = p0 − ∂kπk ≈ 0 Φ3(x) ≡ ∂kp
k ≈ 0 (4.61)

Es posible demostrar, sin mucha dificultad, que este conjunto de vı́nculos es de primera clase:

Pij(x, y) = {Φi(x),Φj(y)} ≈ 0 (4.62)

con i, j = 1, 2, 3.



Capı́tulo 4: Teorı́a electromagnética de Podolsky 61

4.4.4. Hamiltoniano extendido

Hecha la clasificación de vı́nculos en primera y segunda clase, se tiene que los multiplicadores

de Lagrange asociados a vı́nculos de segunda clase se determinan de manera única. Sin

embargo, los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de primera clase permane-

cen indeterminados y arbitrarios, ası́, la evolución temporal de un sistema fı́sico con vı́nculos

de primera clase en el espacio de fase completo no se determina de manera única [20, 30, 31].

Dirac conjeturo que los vı́nculos de primera clase son generadores de transformaciones gauge

locales, como consecuencia, la dinámica en el espacio de fase completo, estará determinada

por el Hamiltoniano extendido (HE) [20, 30, 31]. HE para la teorı́a electromagnética de Po-

dolsky es definido por la combinación lineal del Hamiltoniano canónico y todos los vı́nculos

de primera clase de la teorı́a . Teniendo en cuenta la conjetura de Dirac, la dinámica en

el espacio de fase completo en la teorı́a de Podolsky esta determinada por el siguiente

Hamiltoniano extendido [6]:

HE = Hc +

∫
Ω

dx3{λ1(x)Φ1(x) + λ2(x)Φ2(x) + λ3(x)Φ3(x)} (4.63)

= Hc +

∫
Ω

dx3λi(x)Φi(x)

con i = 1, 2, 3.

La evolución temporal de una variable dinámica F (x) = F (Aµ, Āµ, p
µ, πµ), está dada por

[20, 30, 31]:

Ḟ (x) ≈ {F (x), HE} (4.64)

En general, si el estado inicial del sistema fı́sico en un tiempo t0, es F (t0); y el estado

final es F (δt), donde δt representa una evolución temporal infinitesimal del sistema, una

expansión en series de Taylor a primer orden de F (δt), determina que:

F (δt) = F (t0) + Ḟ δt (4.65)

Esta relación establece que el estado final del estado fı́sico, dependerá además del estado

inicial F (t0), de la elección de los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de
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primera clase λi, los cuales son arbitrarios. Si se consideran dos estados finales para un

determinado sistema fı́sico con el mismo estado inicial y que difieren en el valor escogido de

los multiplicadores de Lagrange λi:

F (δt) = F (t0) + δt{F (x), Hc}+ δt

∫
Ω

dy3λi{F (x),Φi(y)} (4.66)

F
′
(δt) = F (t0) + δt{F (x), Hc}+ δt

∫
Ω

dy3λ
′i{F (x),Φi(y)} (4.67)

se puede determinar que:

δF = F (δt)− F ′(δt) =

∫
Ω

dy3δt[λi(y)− λ′i(y)]{F (x),Φi(x)} (4.68)

=

∫
Ω

dy3 ∈i (y){F (x),Φi(x)} = {F (x),Π(y)}

Dirac afirmó que los diferentes estados finales del sistema fı́sico correspondientes a la elección

arbitraria de los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de primera clase, deberán

estar asociados al mismo estado fı́sico y por lo tanto deben ser equivalentes. En conclusión,

los vı́nculos de primera clase son generadores de transformaciones de equivalencia o como

se conocen hoy en dı́a transformaciones gauge locales, las cuales conectan estados finales

para diferentes λi, y dejan invariante el sistema fı́sico. Esta afirmación es lo que se conoce

como la conjetura de Dirac [20, 30, 31].

El generador de transformaciones gauge locales para la teorı́a electromagnética de Podolsky

se caracteriza por los parámetros arbitrarios: (∈, ∈̄); y tiene la forma [6]:

Π(y) =

∫
Ω

dy3 ∈i (y)Φi(y) =

∫
Ω

dy3(pµ∂µ ∈ +πµ∂µ∈̄) (4.69)

donde ∈̄ ≡ ∈̇.

Las transformaciones gauge locales para la teorı́a de Podolsky que dejan invariante el sistema

fı́sico y que conecta los diferentes estados equivalentes, correspondientes a la elección arbi-

traria de los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de primera clase, son:

δAµ(x) = {Aµ(x),Π(y)} = ∂µ ∈ (x) δĀµ(x) = {Āµ(x),Π(y)} = ∂µ∈̄(x) (4.70)
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δpµ(x) = {pµ(x),Π(y)} = 0 δπµ = {πµ(x),Π(y)} = 0

De estas relaciones, es posible determinar las transformaciones gauge locales de los campos

Aµ, y Āµ:

A
′

µ(x) = Aµ(x) + ∂µ ∈ (x) (4.71)

Ā
′

µ(x) = Āµ(x) + ∂µ∈̄(x)

La evolución temporal de los campos: (Aµ, Āµ, p
µ, πµ); en la teorı́a electromagnética de

Podolsky, se determina a partir de las ecuaciones de Hamilton (4.64), y son un conjunto de

16 ecuaciones de primer orden en las derivadas temporales, (ver Apéndice X) [6, 28]:

ṗk(x) ≈ −∂k∂iπi + ∂j∂jπ
k + ∂iF

ik (4.72)

ṗ0(x) ≈ −∂iF 0i − 2a2∂k∂
k(∂jĀ

j − ∂j∂jA0) (4.73)

π̇0(x) ≈ 0 (4.74)

π̇k(x) ≈ −pk − F 0k − 2a2∂k∂iF
0i (4.75)

˙̄Ai(x) ≈ 1

2a2
πi + ∂jF

ij + ∂iĀ0 + ∂iλ2 (4.76)

˙̄A0(x) ≈ λ1 (4.77)

Ȧ0(x) ≈ Ā0 + λ2 (4.78)

Ȧi(x) ≈ Āi − ∂iλ3 (4.79)

Las ecuaciones de Hamilton deducidas anteriormente se expresan en términos de igualdades

débiles. Como consecuencia de la arbitrariedad de los multiplicadores de Lagrange asociados

a vı́nculos de primera clase, estas ecuaciones no determinan una evolución temporal única,

por lo que es necesario eliminar los vı́nculos de primera clase y determinar sus multiplica-

dores de Lagrange asociados. Las ecuaciones de Hamilton son débilmente equivalentes a las

ecuaciones de campo, (ver Apéndice Y):

(1 + 2a2�)∂λF
λα ≈ 0 (4.80)
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4.4.5. Condición generalizada de gauge de radiación

En el algoritmo de Dirac-Bergmann, los vı́nculos de segunda clase son eliminados por de-

finición de paréntesis de Dirac, y los vı́nculos de primera clase se eliminan al introducir

condiciones de gauge [20, 30, 31].

Las condiciones de gauge son vı́nculos introducidos inicialmente de forma arbitraria, con el

objetivo de transformar los vı́nculos de primera clase en vı́nculos de segunda clase y de esta

manera determinar los multiplicadores de Lagrange λi asociados a ellos. Las condiciones de

gauge deben cumplir con los siguientes requisitos [20, 30, 31]:

1. El número de condiciones de guage introducidas debe ser igual al número de vı́nculos

de primera clase existentes.

2. Las condiciones de gauge son vı́nculos introducidos de manera arbitraria y relacionan

las variables dinámicas de la teorı́a:

Ωj(x) = Ωj(Aµ, Āµ, p
µ, πµ) ≈ 0 (4.81)

3. Las condiciones de gauge deben permanecer constantes en el tiempo, es decir, se debe

exigir consistencia sobre Ωj(x) ≈ 0:

Ω̇j(x) ≈ 0 (4.82)

4. Las condiciones de gauge Ωj(x) ≈ 0, y los vı́nculos de primera clase Φi(x) ≈ 0; deben

formar un conjunto de vı́nculos de segunda clase, es decir, el determinante de la matriz

construida entre los vı́nculos de primera clase y las condiciones de gauge debe ser

diferente de cero:

|{Ωj(x),Φi(y)}| 6≈ 0 (4.83)

5. Las condiciones de gauge deben dejar invariante el álgebra de Poincaré.
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6. Las condiciones de gauge deben ser fijadas de manera única, es decir, elegida una

determinada condición de gauge Ωj(x) ≈ 0, al realizar una transformación gauge

local de los campos: (Aµ, Āµ, p
µ, πµ); se debe exigir:

Ω
′

j(x) = Ω
′

j(A
′

µ, Ā
′

µ, p
′µ, π

′µ) 6≈ 0 (4.84)

7. Las condiciones de gauge deben ser “attainable”, es decir, si los campos: Aµ, Āµ, pµ, y

πµ; no satisfacen las condiciones de gauge: Ωj(x) 6≈ 0; al realizar una transformación

gauge local de estos campos, se debe cumplir la condición de gauge:

Ω
′

j(x) = Ω
′

j(A
′

µ, Ā
′

µ, p
′µ, π

′µ) ≈ 0 (4.85)

Del hecho que las condiciones de gauge son arbitrarias, los multiplicadores de Lagrange

asociados a vı́nculos de primera clase dependerán de la condición de gauge escogida.

La existencia de tres vı́nculos de primera clase en la teorı́a electromagnética de Podolsky,

hace necesario imponer arbitrariamente tres condiciones de gauge. De esta manera, en el

estudio de la estructura canónica de la teorı́a electromagnética de Podolsky vı́a método de

Dirac, se impone el siguiente conjunto de condiciones de gauge, las cuales son conocidas co-

mo condición generalizada del gauge de radiación y son deducidas a partir de las ecuaciones

de campo (4.7), (ver Apéndice Z) [6]:

Ω1(x) ≡ Ā0 ≈ 0 Ω2(x) ≡ (1 + 2a2�)∂iAi ≈ 0 Ω3(x) ≡ A0 ≈ 0 (4.86)

La condición generalizada del gauge de radiación cumple con los requisitos de condiciones

de gauge y garantiza el cumplimiento de la ecuación de onda generalizada tipo transversal

por parte del cuadrivector Aµ [6]. Por lo tanto, los vı́nculos de primera clase y la versión

generalizada del gauge de radiación formaran un conjunto de vı́nculos de segunda clase, los

cuales deben ser eliminados por definición de paréntesis de Dirac [20, 30, 31].
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4.4.6. Paréntesis de Dirac en la teorı́a de Podolsky

Los vı́nculos de primera clase Φi(x) ≈ 0, y la condición generalizada del gauge de radiación

Ωj(x) ≈ 0, forman un conjunto de seis vı́nculos ∆a(x) ≈ 0, de segunda clase:

∆1(x) = Ā0 ≈ 0 (4.87)

∆2(x) = (1 + 2a2�)∂iAi ≈ 0

∆3(x) = A0 ≈ 0

∆4(x) = π0 ≈ 0

∆5(x) = p0 − ∂kπk ≈ 0

∆6(x) = ∂kp
k ≈ 0

A partir de los cuales se puede definir la matriz de vı́nculos Pab(x, y) = {∆a(x),∆b(y)}; con

a, b = 1, 2, 3, 4, 5, 6; de la siguiente manera, (ver Apéndice AA):

Pab(x, y) =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 −F̂x
0 0 0 0 1 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 F̂x 0 0 0 0


δ3(x− y) (4.88)

donde F̂x = (1− 2a2∇2
x)∇2

x; es un operador diferencial.

Los vı́nculos ∆a(x) ≈ 0, son de segunda clase: |Pab(x, y)| = |{∆a(x),∆b(y)}| 6≈ 0. Ası́,

la inversa de la matriz de vı́nculos de segunda clase se determina a partir de la siguiente

condición:∫
Ω

dz3Pab(x, z)P
−1
bc (z, y) =

∫
Ω

dz3P−1
ab (x, z)Pbc(z, y) = δacδ

3(x− y) (4.89)
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La matriz P−1
bc (x, y) tiene la forma, (ver Apéndice AB) [6]:

P−1
bc (x, y) =



0 0 0 −δ3(x− y) 0 0

0 0 0 0 0 G(x, y)

0 0 0 0 −δ3(x− y) 0

δ3(x− y) 0 0 0 0 0

0 0 δ3(x− y) 0 0 0

0 −G(x, y) 0 0 0 0



(4.90)

Donde G(x, y) satisface la ecuación diferencial:

(1− 2a2∇2
x)∇2

xG(x, y) = δ3(x− y) (4.91)

Por medio del método de funciones de Green y utilizando el hecho que el campo electro-

magnético tienen un comportamiento asintótico, permite fijar G(x, y) de manera única [6]:

G(x, y) = [(1− 2a2∇2
x)∇2

x]
−1δ3(x− y) = − 1

4π

1− e−
|x−y|
a

|x− y|
(4.92)

Donde [(1 − 2a2∇2
x)∇2

x]
−1 es el inverso del operador (1 − 2a2∇2

x)∇2
x; y G(x, y) su corres-

pondiente función de Green.

Calculada la matriz P−1
bc (x, y) para la condición generalizada del gauge de radiación, el

conjunto de vı́nculos de segunda clase ∆a(x) ≈ 0 son eliminados al introducir los paréntesis

de Dirac. Los paréntesis de Dirac para dos variables dinámicas F (x) y G(y) son definidos

de la siguiente manera [6, 20, 30, 31]:

{F (x), G(y)}D = {F (x), G(y)} (4.93)

−
∫

Ω

∫
Ω

dv3du3{F (x),∆a(u)}P−1
ab (u, v){∆b(v), G(y)}
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Bajo esta definición, se debe cumplir que: {∆a(x), F (y)}D = 0. Como consecuencia, los

vı́nculos de segunda clase son transformados en identidades fuertes, es decir [∆a(x) = 0]:

∆1(x) = Ā0 = 0 (4.94)

∆2(x) = (1 + 2a2�)∂iAi = 0

∆3(x) = A0 = 0

∆4(x) = π0 = 0

∆5(x) = p0 − ∂kπk = 0

∆6(x) = ∂kp
k = 0

De ellas se puede determinar que el número de grados de libertad de la teorı́a de Podolsky es

10.

Estas relaciones permiten establecer que A0 = Ā0 = π0 = 0. De igual manera, la rela-

ción p0 − ∂kπk = 0, indica que el campo p0 es una variable dependiente de los momentos

πk. Sin embargo, las otras relaciones no permiten establecer expresiones lineales entre las

coordenadas. Debido a esto, se escoge como coordenadas para describir el problema a los

siguientes campos:

(Ai, Āi, p
i, πi) (4.95)

Ahora, se procederá a calcular los paréntesis de Dirac entre estas variables. Los paréntesis

no nulos entre las coordenadas de la teorı́a electromagnética de Podolsky, bajo la condición

generalizada del gauge de radiación, son, (ver Apéndice AC) [6]:

{Āi(x), πj(y)}D = δji δ
3(x− y) (4.96)

{πj(x), Āi(y), }D = −δji δ3(x− y)

{Ai(x), pj(y)}D = δji δ
3(x− y)− (1− 2a2∇2

x)∂
x
i ∂

x
jG(x, y)

{pj(x), Ai(y)}D = −δji δ3(x− y) + (1− 2a2∇2
x)∂

x
i ∂

x
jG(x, y)
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los paréntesis de Dirac también dependeran de la elección de las condiciones de gauge, al

igual que ocurre con los multiplicadores de Lagrange asociados a los vı́nculos de primera

clase.

En teorı́a clásica de campos, una observable O, es invariante ante transformaciones gauge

locales, de manera que su paréntesis de Dirac es débilmente cero con el conjunto de vı́nculos

de primera clase [30]:

{O,Φi}D ≈ 0 (4.97)

bajo esta definición, las cargas conservadas en la electrodinámica de Podolsky, son observables.

4.4.7. Estructura canónica de la teorı́a de Podolsky bajo la condición

generalizada del gauge de radiación

Eliminado el conjunto total de vı́nculos de la teorı́a, la evolución temporal de una variable

dinámica F (x), en el espacio de fase completo, se determina de manera única bajo la condi-

ción de gauge elegida. La evolución temporal de F (x), en función de la definición de parén-

tesis de Dirac, es [20, 30, 31]:

Ḟ (x) = {F (x), Hc}D (4.98)

La estructura canónica de la teorı́a electromagnética de Podolsky bajo la condición genera-

lizada del gauge de radiación, la cual garantiza una ecuación de onda generalizada de tipo

transversal, tiene la siguiente forma, (ver Apéndice AD):

Ȧi(x) = Āi − (1− 2a2∇2
x)

∫
Ω

dy3Āj(y)∂xi ∂
x
jG(x, y) (4.99)

˙̄Ai(x) =
1

2a2
πi + ∂kFik

ṗi(x) = −∂i∂jπj + ∂j∂jπ
i + ∂jF

ji

π̇i(x) = −pi − Āi − 2a2∂i∂kĀk

ṗ0(x) = −∂iĀi − 2a2∂i∂
i∂kĀk
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Ā0 = 0

A0 = 0

π0 = 0

De esta manera se obtiene una evolución temporal única para la teorı́a de Podolsky bajo la

condición generalizada del gauge de radiación.



Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo de grado se desarrolló un estudio clásico de teorı́as de campo descritas por

Lagrangianos de orden m en las derivadas. A partir del principio de Hamilton de acción

extremal, junto a las condiciones de frontera y condiciones asintóticas de campos, se obtuvo

que la evolución temporal de un sistema fı́sico representado por campos en el espacio de

configuraciones, esta determinada por N ecuaciones de campo de orden 2Nm en las deriva-

das temporales (2.66) [3].

Al imponer la condición de invariancia de la acción ante un grupo de transformaciones

infinitesimales de coordenadas y campos, se dedujo el teorema de Noether (3.26) [5]. Si

se considera un grupo de simetrı́a finito o global el cual depende de r parámetros constantes

(3.27), el primer teorema de Noether establece la ecuación de continuidad (3.28), de esta

ecuación de continuidad más la condición de campos asintóticos, se demostró que existen r

cargas asociadas al sistema fı́sico que se conservan (3.37) [4]. Al tener en cuenta la invariancia

de la acción ante una translación en el espacio-tiempo mas una rotación infinitesimal de

Lorentz [4], es decir, la invariancia del Lagrangiano ante el grupo de simetrı́a global de Poin-

caré (3.72), se probó la existencia de 10 cargas conservadas asociadas al sistema fı́sico: la

energı́a (3.52), el momentum lineal (3.53), el momentum angular orbital Lij , y el spin Sij [4].

Del cálculo de energı́a se obtuvo una expresión generalizada del Hamiltoniano canónico

(3.52) para sistemas conservativos, el Hamiltoniano canónico permite describir la dinámica

del sistema fı́sico en el espacio de fase (ψa(l−1)
, πaψ(l−1)

); donde πaψ(l−1)
(3.1), es el momento

canónico conjugado a la variable canónica independiente ψa(l−1)
(3.51). Las ecuaciones de

Hamilton (3.110), que determinan la evolución temporal de un sistema fı́sico en el espacio

de fase, fueron deducidas a partir del principio de Hamilton modificado de acción extremal

junto a la condiciones de frontera de los campos, y son un conjunto de 2Nm ecuaciones

diferenciales de primer orden en las derivadas temporales para las variables canónicas inde-

pendientes ψa(l−1)
y πaψ(l−1)

[3].
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Se demostró que el segundo teorema de Noether, es decir, la condición de invariancia del

Lagrangiano ante un grupo de simetrı́a infinito o transformaciones gauge locales que dependen

de r parámetros definidos en el espacio tiempo (3.113), tiene como consecuencia: el estableci-

miento de la ecuación de continuidad (3.127), el cumplimiento de las identidades de Bianchi

(3.128), y un Lagrangiano singular. Lo que resulta en sistemas dinámicos con vı́nculos [5].

Se estudı́o la teorı́a electromagnética de Podolsky, la teorı́a de Podolsky es una generalización

de la teorı́a de Maxwell, que considera términos de segundo orden en las derivadas en el

campo electromagnéticoAµ, y es descrita por el Lagrangiano (4.1). Se obtuvo las ecuaciones

de campo (4.7) para la teorı́a electromagnética de Podolsky, estas ecuaciones de campo ex-

presadas en términos del cuadrivector potencial, permiten exigir el cumplimiento de la ecua-

ción de onda generalizada (4.9) por parte de Aµ, al fijar la condición generalizada del gauge

de Lorenz (4.10) [6]. Utilizando las ecuaciones de campo y las identidades de Bianchi (4.5),

se dedujo las ecuaciones generalizadas de Maxwell (4,11), (4,12), (4,13), (4,14). Al hacer

un análisis electrostático de estas ecuaciones, se encontró un potencial eléctrico tipo Yuka-

wa (4.19) para una carga eléctrica puntual, este potencial tiene un valor finito en el origen,

converge al potencial de Coulomb, y es de tipo asintótico; como consecuencia de este poten-

cial, se demostró que el campo electrostático (4.21) es central y conservativo, lo que permite

calcular el flujo eléctrico (4.22) [26].

La teorı́a electromagnética de Podolsky es invariante ante el grupo global de Poincaré, como

consecuencia del primer teorema de Noether, se obtuvo las cargas conservadas asociadas a

la teorı́a de Podolsky: la energı́a (4.24), el momentum lineal (4.27), el momentum angular

orbital (4.31), y el spin (4.34). El momentum lineal permite una generalización del vector

de Poynting (4.28); y se debe tener en cuenta que el spin no tiene interpretación clásica.

Además, se probó que la energı́a electrostática (4.26) de una carga eléctrica puntual en la

teorı́a electromagnética de Podolsky es positiva y finita [6, 26].
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Se demostró que la teorı́a de Podolsky es una teorı́a gauge U(1), como consecuencia, el cua-

drivector potencial no se determina de manera única. A partir del segundo teorema de Noet-

her, se obtuvo las identidades de Bianchi (4.5), se dedujo la ecuación de continuidad (4.6), y

se probó que Lagrangiano de la teorı́a de Podolsky es singular (4.4). De manera que existe un

vı́nculo a nivel Lagrangiano, y dos vı́nculos primarios a nivel Hamiltoniano; lo que implica

que las variables dinámicas de la teorı́a de Podolsky no son independientes, por lo tanto, el

estudio de la estructura canónica se debe desarrollar por el algoritmo de Dirac-Bergmann [6].

En el análisis de la estructura canónica vı́a algoritmo Dirac-Bergmann de la teorı́a electro-

magnética de Podolsky, se obtuvo dos vı́nculos primarios (4.43) que surgen de la definición

de momentos canónicos, estos vı́nculos primarios reducen el espacio de fase completo Γ a

un espacio de fase reducido Γc, de manera que el Hamiltoniano canónico (4.47) esta definido

en Γc [6]. El Hamiltoniano primario (4.48) combinación lineal del Hamiltoniano canónico y

los vı́nculos primarios, define la dinámica en el espacio de fase completo y permite el estudio

de consistencia de vı́nculos. Al estudiar la consistencia de los vı́nculos primarios se encontró

un vı́nculo secundario, de manera que en la teorı́a de Podolsky existe un conjunto de tres

vı́nculos de primera clase (4.61) [6].

Se estudı́o la conjetura de Dirac, esta conjetura establece que los vı́nculos de primera cla-

se son generadores de transformaciones gauge locales (4.70), las transformaciones gauge

conectan los estados finales equivalentes correspondientes a la elección arbitraria de los

multiplicadores de Lagrange asociados a estos vı́nculos de primera clase y dejan invariante

el sistema fı́sico. Como consecuencia, la dinámica en el espacio de fase completo para la

teorı́a electromagnética de Podolsky esta determinada por el Hamiltoniano extendido (4.63),

HE permitió deducir la evolución temporal de los campos: (Aµ, Āµ, p
µ, πµ); a partir de las

ecuaciones de Hamilton (4.64). Sin embargo este conjunto de 16 ecuaciones diferenciales

de primer orden en las derivadas no determinan una evolución temporal única debido a la

arbitrariedad en los multiplicadores de Lagrange asociados a los vı́nculos de primera clase.

Se demostró que las ecuaciones de Hamilton son débilmente equivalentes a las ecuaciones
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de campo [6].

El conjunto de tres vı́nculos de primera clase en la teorı́a electromagnética de Podolsky,

se eliminaron al introducir la condición generalizada del gauge de radiación (4.86), estas

condiciones de gauge fueron deducidas de las ecuaciones de campo (4.7). La condición

generalizada del gauge de radiación y los tres vı́nculos de primera clase forman un con-

junto de seis vı́nculos de segunda clase (4.87), los cuales se eliminaron por definición de

paréntesis de Dirac (4.93), los paréntesis de Dirac permitieron escoger como coordenadas

del problema a los campos: (Ai, Āi, p
i, πi) [6]. La definición de paréntesis de Dirac fijan de

manera única los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de primera clase bajo la

condición de gauge escogida. Se cálculo los paréntesis de Dirac fundamentales (4.96), bajo

la condición generalizada del gauge de radiación entre los campos: (Ai, Āi, p
i, πi). A partir

de estos paréntesis fundamentales de Dirac se obtuvo una estructura canónica que garantiza

una ecuación de onda generalizada tipo transversal (4.99) en la teorı́a electromagnética de

Podolsky [6].

Se recomienda un estudio clásico de teorı́as de campo descritas por Lagrangianos de ordenm

en las derivadas, en el formalismo de Hamilton-Jacobi mediante el método de Lagrangianos

equivalentes de Carathéodory y el estudio de la teorı́a electromagnética de Podolsky bajo

este formalismo. Además, se recomienda un estudio clásico (Lagrangiano y canónico) de la

electrodinámica cuántica generalizada, la cual es una interacción de un campo Fermiónico y

el campo electromagnético de Podolsky.
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Apéndice A. Ecuaciones de movimento de Euler-Lagrange

La condición de acción extremal implica:

δA[qi(t)]

δqj(τ)
= 0 (4.100)

utilizando las propiedades básicas de derivada funcional (2.53):

δA[qi(t)]

δqj(τ)
=

δ

δqj(τ)

t2∫
t1

dtL[qi(t), q̇i(t), q̈i(t), . . . ,
m
q i(t), t] = (4.101)

=

t2∫
t1

dt

(
∂L

∂qi(t)

δqi(t)

δqj(τ)
+

∂L

∂q̇i(t)

δq̇i(t)

δqj(τ)
+ . . .+

∂L

∂[
m
q i(t)]

δ[
m
q i(t)]

δqj(τ)

)
= (4.102)

=

t2∫
t1

dt

(
∂L

∂qi(t)
δijδ(t− τ)− ∂L

∂q̇i(t)
δij

d

dτ
δ(t− τ) + . . . (4.103)

+ (−1)m
∂L

∂[
m
q i(t)]

δij
dm

dτm
δ(t− τ)

)
=

=

t2∫
t1

dt
∂L

∂qj(t)
δ(t−τ)− d

dτ

t2∫
t1

dt
∂L

∂q̇j(t)
δ(t−τ)+ . . .+(−1)m

dm

dτm

t2∫
t1

dt
∂L

∂[
m
q j(t)]

δ(t−τ) (4.104)

δA(qi(t))

δqj(τ)
=

∂L

∂qj(τ)
− d

dτ

(
∂L

∂q̇j(τ)

)
+ . . .+ (−1)m

dm

dτm

(
∂L

∂[
m
q j(τ)]

)
= 0 (4.105)

De manera que se obtiene:

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+
d2

dt2

(
∂L

∂q̈i

)
+ . . .+ (−1)m

dm

dtm

(
∂L

∂(
m
q i)

)
= 0 (4.106)
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Apéndice B. Ecuaciones de campo

Considerando que los campos están definidos en el espacio Minkowski, las propiedades bási-

cas de la derivada funcional son:

δψa(x)

δψb(y)
= δabδ

4(x− y) (4.107)

δ[∂xµ1∂
x
µ2 ...∂

x
µmψa(x)]

δψb(y)
= δab∂

x
µ1∂

x
µ2 ...∂

x
µmδ

4(x− y) = δab(−1)m∂yµ1∂
y
µ2 ...∂

y
µmδ

4(x− y) (4.108)

La condición de acción extremal implica:

δA[ψa(x)]

δψb(y)
=

δ

δψb(y)

∫
σ

d4xL = 0 (4.109)

δA[ψa(x)]

δψb(y)
=

∫
σ

dx4

{
∂L

∂ψa(x)

δψa(x)

δψb(y)
+

∂L

∂[∂xµ1ψa(x)]

δ[∂xµ1ψa(x)]

δψb(y)
+ ... (4.110)

+
∂L

∂[∂xµ1∂
x
µ2
...∂xµmψa(x)]

δ[∂xµ1∂
x
µ2
...∂xµmψa(x)]

δψb(y)

}
=

∫
σ

dx4 ∂L

∂ψa(x)
δabδ

4(x− y)− ∂yµ1

∫
σ

dx4 ∂L

∂[∂xµ1ψa(x)]
δabδ

4(x− y) + .... (4.111)

+ (−1)m∂yµ1∂
y
µ2
...∂yµm

∫
σ

dx4 ∂L

∂[∂xµ1∂
x
µ2
...∂xµmψa(x)]

δabδ
4(x− y)

=
∂L

∂ψb(y)
− ∂yµ1

(
∂L

∂[∂yµ1ψb(y)]

)
+ .....+ (−1)m∂yµ1∂

y
µ2 ...∂

y
µm

(
∂L

∂[∂yµ1∂
y
µ2 ...∂

y
µmψb(y)]

)
(4.112)

De esta manera se deducen las ecuaciones de campo:

∂L

∂ψa
− ∂µ1

(
∂L

∂(∂µ1ψa)

)
+ ...+ (−1)m∂µ1∂µ2 ...∂µm

(
∂L

∂(∂µ1∂µ2 ...∂µmψa)

)
= 0 (4.113)
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Apéndice C. Relación de conmutación (3.8)

La variación local de campos es: δψa(x) = ψ
′
a(x

′
)− ψa(x); al calcular la derivada de δψa,

se obtiene:

∂µ[δψa(x)] = ∂µ[ψ
′

a(x
′
)]− ∂µ[ψa(x)] = (4.114)

= ∂µ[ψ
′

a(x
′
)]− ∂µ[ψa(x)] + ∂µ′ [ψ

′

a(x
′
)]− ∂µ′ [ψ

′

a(x
′
)] =

= ∂µ′ [ψ
′

a(x
′
)]− ∂µ[ψa(x)] + ∂µ[ψ

′

a(x
′
)]− ∂µ′ [ψ

′

a(x
′
)] =

= δ[∂µψa(x)] +
∂ψ

′
a(x

′
)

∂xµ
− ∂µ′ [ψ

′

a(x
′
)] =

= δ[∂µψa(x)] +
∂ψ

′
a(x

′
)

∂x′α
∂x
′α

∂xµ
− ∂µ′ [ψ

′

a(x
′
)] =

= δ[∂µψa(x)] +
∂ψ

′
a(x

′
)

∂x′α
∂

∂xµ
(xα + δxα)− ∂µ′ [ψ

′

a(x
′
)] =

= δ[∂µψa(x)] +
∂ψ

′
a(x

′
)

∂x′α
(δαµ +

∂

∂xµ
δxα)− ∂µ′ [ψ

′

a(x
′
)] =

= δ[∂µψa(x)] + ∂µ′ [ψ
′

a(x
′
)] +

∂

∂xµ
δxα

∂ψ
′
a(x

′
)

∂x′α
− ∂µ′ [ψ

′

a(x
′
)] =

= δ[∂µψa(x)] +
∂

∂xµ
δxα

∂ψ
′
a(x

′
)

∂x′α
=

= δ[∂µψa(x)] + ∂µδx
α ∂

∂x′α
[ψa(x) + δψa(x)] =

considerando términos de primer orden:

≈ δ[∂µψa(x)] + ∂µδx
α ∂

∂x′α
ψa(x) =

= δ[∂µψa(x)] + ∂µδx
α ∂

∂xβ
ψa(x)

∂xβ

∂x′α
=

= δ[∂µψa(x)] + ∂µδx
α ∂

∂xβ
ψa(x)

∂

∂x′α
(x
′β − δxβ) =

= δ[∂µψa(x)] + ∂µδx
α ∂

∂xβ
ψa(x)(δβα −

∂

∂x′α
δxβ) =

considerando nuevamente términos de primer orden:

∂µ[δψa(x)] ≈ δ[∂µψa(x)] + [∂µδx
α][∂αψa(x)] (4.115)
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Apéndice D. Energı́a asociada al campo

La energı́a del campo es:

P0 = E = Hc =

∫
Ω

dx3θ0
0 (4.116)

de la definición de tensor momentum-energı́a:

θµα =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∂αψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂α∂νψa − ηµαL (4.117)

se obtiene:

θ00 =

[
∂L

∂(∂0ψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂0ψa)

)]
∂0ψa +

∂L

∂(∂0∂νψa)
∂0∂νψa − η00L (4.118)

θ00 =

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂ν

(
∂L

∂(∂νψ̇a)

)]
ψ̇a +

∂L

∂(∂νψ̇a)
∂νψ̇a −L (4.119)

θ00 =

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂(∂0ψ̇a)

)
− ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
ψ̇a+ (4.120)

+
∂L

∂(∂0ψ̇a)
∂0ψ̇a +

∂L

∂(∂kψ̇a)
∂kψ̇a −L

θ00 =

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
ψ̇a+ (4.121)

+
∂L

∂ψ̈a
ψ̈a + ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
ψ̇a

)
− ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)
ψ̇a −L

θ00 =

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
ψ̇a +

∂L

∂ψ̈a
ψ̈a −L + (4.122)

+∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
ψ̇a

)
P0 = E = Hc =

∫
Ω

dx3

{ [
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
ψ̇a+ (4.123)

+
∂L

∂ψ̈a
ψ̈a +∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
ψ̇a

)
−L

}
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debido a la condición de campos asintóticos:

|x| → ∞

{
ψa(x, t)→ 0

ψ̇a(x, t)→ 0
(4.124)

se tiene que cuando |x| → ∞:∫
Ω

dx3∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
ψ̇a

)
=

∮
s

dsk

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
ψ̇a

)
→ 0 (4.125)

De manera que la energı́a asociada al campo y por lo tanto el Hamiltoniano canónico para

sistemas fı́sicos conservativos descritos por Lagrangianos de segundo orden en las derivadas

es:

E =

∫
Ω

dx3

{ [
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
ψ̇a +

∂L

∂ψ̈a
ψ̈a −L

}
(4.126)

en función de los momentos canónicos:

E =

∫
Ω

dx3
(
πaψψ̇a + πa

ψ̇
ψ̈a −L

)
(4.127)

Apéndice E. Momentum lineal asociada al campo

El momentum lineal del campo es:

Pj = P =

∫
Ω

dx3θ0
j (4.128)

de la definición de tensor momentum-energı́a:

θµα =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∂αψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂α∂νψa − ηµαL (4.129)

se obtiene:

θ0j =

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂ν

(
∂L

∂(∂νψ̇a)

)]
∂jψa +

∂L

∂(∂νψ̇a)
∂j∂νψa − η0jL (4.130)
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θ0j =

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
∂jψa+ (4.131)

+
∂L

∂ψ̈a
∂jψ̇a +

∂L

∂(∂kψ̇a)
∂j∂kψa

θ0j =

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
∂jψa +

∂L

∂ψ̈a
∂jψ̇a + (4.132)

+ ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
∂jψa

)
− ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)
∂jψa

θ0j =

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
∂jψa +

∂L

∂ψ̈a
∂jψ̇a + (4.133)

+ ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
∂jψa

)
θ0
j =

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
∂jψa +

∂L

∂ψ̈a
∂jψ̇a + (4.134)

+ ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
∂jψa

)
P = Pj =

∫
Ω

dx3

{ [
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
∂jψa +

∂L

∂ψ̈a
∂jψ̇a (4.135)

+ ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
∂jψa

)}
debido a la condición de campos asintóticos:

|x| → ∞

{
ψa(x, t)→ 0

ψ̇a(x, t)→ 0
(4.136)

se tiene que cuando |x| → ∞:∫
Ω

dx3∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
ψ̇a

)
=

∮
s

dsk

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
ψ̇a

)
→ 0 (4.137)

El momentum lineal del campo es:

Pj =

∫
Ω

dx3

{ [
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
∂jψa +

∂L

∂ψ̈a
∂jψ̇a

}
(4.138)
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en función de los momentos canónicos:

Pj =

∫
Ω

dx3
(
πaψ∂jψa + πa

ψ̇
∂jψ̇a

)
(4.139)

Apéndice F. Tensor de momentum angular-spin

El tensor de momentum angular-spin asociado al campo es:

Mαβ =

∫
Ω

dx3M 0
αβ (4.140)

de la definición de densidad tensorial de momentum angular-spin:

M µ
αβ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Iαβ)abψb (4.141)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
(Iαβ)ab∂νψb + θµβxα − θ

µ
αxβ

se obtiene:

M 0
αβ =

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂ν

(
∂L

∂(∂νψ̇a)

)]
(Iαβ)abψb (4.142)

+
∂L

∂(∂νψ̇a)
(Iαβ)ab∂νψb + θ0βxα − θ0αxβ

El tensor de momentum angular-spin del campo es:

Mαβ =

∫
Ω

dx3

{[
∂L

∂ψ̇a
− ∂ν

(
∂L

∂(∂νψ̇a)

)]
(Iαβ)abψb +

∂L

∂(∂νψ̇a)
(Iαβ)ab∂νψb

}
(4.143)

+

∫
Ω

dx3(θ0βxα − θ0αxβ)

De acuerdo a (4.134):

θ0β = πaψ∂βψa + πa
ψ̇
∂βψ̇a + ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
∂βψa

)
(4.144)

θ0α = πaψ∂αψa + πa
ψ̇
∂αψ̇a + ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
∂αψa

)
(4.145)
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debido a la condición de campos asintóticos, tenemos:

|x| → ∞
∫
Ω

dx3∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
∂αψa

)
=

∮
s

dsk

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
∂αψa

)
→ 0 (4.146)

de manera que el término:

Lαβ =

∫
Ω

dx3( θ0βxα − θ0αxβ ) (4.147)

=

∫
Ω

dx3[ πaψ(xα∂βψa − xβ∂αψa) + πa
ψ̇
(xα∂βψ̇a − xβ∂αψ̇a) ]

El tensor de momentum angular asociada al campo se define de la forma [4]:

Lαβ =

∫
Ω

dx3[ πaψ(xα∂βψa − xβ∂αψa) + πa
ψ̇
(xα∂βψ̇a − xβ∂αψ̇a) ] (4.148)

El término:[
∂L

∂ψ̇a
− ∂ν

(
∂L

∂(∂νψ̇a)

)]
(Iαβ)abψb +

∂L

∂(∂νψ̇a)
(Iαβ)ab∂νψb = (4.149)

=

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
(Iαβ)abψb (4.150)

+
∂L

∂ψ̈a
(Iαβ)abψ̇b +

∂L

∂(∂kψ̇a)
(Iαβ)ab∂kψb =

=

[
∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
(Iαβ)abψb (4.151)

+
∂L

∂ψ̈a
(Iαβ)abψ̇b + ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
(Iαβ)abψb

)
=

= πaψ(Iαβ)abψb + πa
ψ̇
(Iαβ)abψ̇b + ∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
(Iαβ)abψb

)
(4.152)

debido a la condición de campos asintóticos, cuando |x| → ∞:∫
Ω

dx3∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
(Iαβ)abψb

)
=

∮
s

dsk

(
∂L

∂(∂kψ̇a)
(Iαβ)abψb

)
→ 0 (4.153)
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de manera:

Sαβ =

∫
Ω

dx3

{[
∂L

∂ψ̇a
− ∂ν

(
∂L

∂(∂νψ̇a)

)]
(Iαβ)abψb +

∂L

∂(∂νψ̇a)
(Iαβ)ab∂νψb

}

=

∫
Ω

dx3
{
πaψ(Iαβ)abψb + πa

ψ̇
(Iαβ)abψ̇b

}
El tensor de spin asociado al campo es definido de la forma [4]:

Sαβ =

∫
Ω

dx3
{
πaψ(Iαβ)abψb + πa

ψ̇
(Iαβ)abψ̇b

}
(4.154)

Sustituyendo (4.154) y (4.148) en la expresión del tensor de momentum angular-spin (4.140):

Mαβ = Lαβ + Sαβ (4.155)

Apéndice G. Antisimetrı́a del tensor momentum angular-spin

El tensor de momentum angular-spin asociado al campo es:

Mαβ =

∫
Ω

dx3M 0
αβ (4.156)

Utilizando la propiedad de antisimetrı́a de los generadores de las transformaciones de Lorentz

Iαβ = −Iβα:

M 0
αβ =

[
∂L

∂(ψ̇a)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂νψ̇a)

)]
(Iαβ)abψb (4.157)

+
∂L

∂(∂νψ̇a)
(Iαβ)ab∂νψb + θ0

βxα − θ0
αxβ =

= −
[
∂L

∂(ψ̇a)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂νψ̇a)

)]
(Iβα)abψb

− ∂L

∂(∂νψ̇a)
(Iβα)ab∂νψb − (θ0

αxβ − θ0
βxα) =
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= −
{[

∂L

∂(ψ̇a)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂νψ̇a)

)]
(Iβα)abψb

+
∂L

∂(∂νψ̇a)
(Iβα)ab∂νψb + θ0

αxβ − θ0
βxα

}
=

= −M 0
βα

de esta manera:

Mαβ =

∫
Ω

dx3M 0
αβ = −

∫
Ω

dx3M 0
βα = −Mβα (4.158)

Apéndice H. Corriente y cargas asociadas al grupo de Poincaré

Las transformaciones de coordenadas y campos en el grupo de simetrı́a de Poincaré son:

δxµ =∈µ +δW µνxν δψa(x) =
1

2
δW µν(Iµν)abψb(x) (4.159)

La corriente de Noether es definida de la forma:

Jµ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
δψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
δ∂νψa − δxαθµα (4.160)

reemplazando las variaciones de coordenadas y campos:

Jµ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
1

2
δWαβ(Iαβ)abψb (4.161)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)

1

2
δWαβ(Iαβ)ab∂νψb(x)− (∈α +δW αβxβ)θµα

=
1

2
δWαβ

{[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Iαβ)abψb

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
(Iαβ)ab∂νψb − 2xβθµα

}
− ∈α θµα
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al simetrizar el producto:

δWαβθµαxβ = δWαβ

[
1

2
( θµαxβ + θµβxα) +

1

2
( θµαxβ − θµβxα)

]
= (4.162)

=
1

2
δWαβ ( θµαxβ − θµβxα)

se obtiene:

Jµ =
1

2
δWαβ

{[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Iαβ)abψb

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
(Iαβ)ab∂νψb + θµβxα − θ

µ
αxβ

}
− ∈α θµα

teniendo en cuenta la definición de densidad tensorial de momentum angular-spin y tensor

de momentum-energı́a:

Jµ =
1

2
δWαβM µ

αβ − ∈
α θµα (4.163)

De esta manera la ecuación de continuidad como consecuencia de la simetrı́a de Poincaré es:

∂µJ
µ = 0 (4.164)

La carga de Noether asociada al campo es definida de la forma [4]:

Q =

∫
Ω

dx3J0 =
1

2
δW αβ

∫
Ω

dx3M 0
αβ − ∈α

∫
Ω

dx3θ0
α (4.165)

en función del cuadri-momentum y el tensor de momentum angular-spin:

Q =
1

2
δWαβMαβ− ∈α Pα (4.166)

Apéndice I. Paréntesis fundamentales de Poisson

Los paréntesis de Poisson entre dos variables dinámicas A(x) y B(y) definidas en el espacio

de fase para teorı́as descritas por Lagrangianos de segundo orden en las derivadas, son:

{A(x), B(y)}x0=y0 =

∫
Ω

dz3

(
δA(x)

δψb(z)

δB(y)

δπbψ(z)
− δA(x)

δπbψ(z)

δB(y)

δψb(z)
(4.167)
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+
δA(x)

δψ̇b(z)

δB(y)

δπb
ψ̇
(z)
− δA(x)

δπb
ψ̇
(z)

δB(y)

δψ̇b(z)

)

1. Se calcula los paréntesis de Poisson entre los campos ψa y πbψ:

{ψa(x), πbψ(y)} =

∫
Ω

dz3

(
δψa(x)

δψc(z)

δπbψ(y)

δπcψ(z)
− δψa(x)

δπcψ(z)

δπbψ(y)

δψc(z)
(4.168)

+
δψa(x)

δψ̇c(z)

δπbψ(y)

δπc
ψ̇
(z)
− δψa(x)

δπc
ψ̇
(z)

δπbψ(y)

δψ̇c(z)

)
considerando campos independientes y las propiedades de derivada funcional:

{ψa(x), πbψ(y)} =

∫
Ω

dz3 δψa(x)

δψc(z)

δπbψ(y)

δπcψ(z)
= (4.169)

=

∫
Ω

dz3 δcaδ
b
cδ

3(x− z)δ3(y− z) = δbaδ
3(x− y)

2. Se calcula los paréntesis de Poisson entre los campos ψ̇a y πb
ψ̇

:

{ψ̇a(x), πb
ψ̇
(y)} =

∫
Ω

dz3

(
δψ̇a(x)

δψc(z)

δπb
ψ̇
(y)

δπcψ(z)
− δψ̇a(x)

δπcψ(z)

δπb
ψ̇
(y)

δψc(z)
(4.170)

+
δψ̇a(x)

δψ̇c(z)

δπb
ψ̇
(y)

δπc
ψ̇
(z)
− δψ̇a(x)

δπc
ψ̇
(z)

δπb
ψ̇
(y)

δψ̇c(z)

)
considerando campos independientes y las propiedades de derivada funcional:

{ψ̇a(x), πb
ψ̇
(y)} =

∫
Ω

dz3 δψ̇a(x)

δψ̇c(z)

δπb
ψ̇
(y)

δπc
ψ̇
(z)

= (4.171)

=

∫
Ω

dz3 δcaδ
b
cδ

3(x− z)δ3(y− z) = δbaδ
3(x− y)

3. Se calcula los paréntesis de Poisson generalizados (3.108), entre los campos ψa(l−1)
y

πbψ(l−1)
:

{ψa(l−1)
(x), πbψ(l−1)

(y)}x0=y0 = (4.172)
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=

∫
Ω

dz3

m∑
i=1

(
δψa(l−1)

(x)

δψc(i−1)
(z)

δπbψ(l−1)
(y)

δπcψ(i−1)
(z)
−
δψa(l−1)

(x)

δπcψ(i−1)
(z)

δπbψ(l−1)
(y)

δψc(i−1)
(z)

)
considerando campos independientes y las propiedades de derivada funcional:

{ψa(l−1)
(x), πbψ(l−1)

(y)}x0=y0 =

∫
Ω

dz3
δψa(l−1)

(x)

δψc(l−1)
(z)

δπbψ(l−1)
(y)

δπcψ(l−1)
(z)

= (4.173)

=

∫
Ω

dz3 δcaδ
b
cδ

3(x− z)δ3(y− z) = δbaδ
3(x− y)

Apéndice J. Deducción de la relación (3.116)

La corriente de Noether para Lagrangianos de segundo orden, expresada en función de las

variaciones globales de campos es, ver ecuación (3.24):

Jµ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
δψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νδψa + L δxµ (4.174)

al sustituir δxµ y δψa, relaciones (3.113) y (3.114):

Jµ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∈β (Φβa −Xα

β∂αψa) (4.175)

+

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∈β,α ϕαβa

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂ν
[
∈β (Φβa −Xα

β∂αψa)+ ∈β,α ϕαβa
]

+L ∈β Xµ
β

Jµ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∈β (Φβa −Xα

β∂αψa) (4.176)

+

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∈β,α ϕαβa
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+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
∈β ∂ν(Φβa −Xα

β∂αψa) +
∂L

∂(∂µ∂νψa)
∈β,ν (Φβa −Xα

β∂αψa)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
∈β,α ∂νϕαβa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∈β,αν ϕαβa

+L ∈β Xµ
β

donde ∈β,ν= ∂ν ∈β y ∈β,αν= ∂α∂ν ∈β; de esta manera:

Jµ = ∈β
{[

∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Φβa −Xα

β∂αψa) (4.177)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂ν(Φβa −Xα

β∂αψa) + LXµ
β

}
+ ∈β,α

{[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
ϕαβa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νϕαβa

+
∂L

∂(∂µ∂αψa)
(Φβa −Xρ

β∂ρψa)

}
+ ∈β,αν

{
∂L

∂(∂µ∂νψa)
ϕαβa

}
La corriente de Noether Jµ, expresada en términos del grupo de transformaciones gauges

locales, toma la forma:

Jµ = ∈β jµβ+ ∈β,α F µ
αβ+ ∈β,αν Gµ

ναβ (4.178)

donde:

jµβ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Φβa −Xα

β∂αψa) (4.179)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂ν(Φβa −Xα

β∂αψa) + LXµ
β

F µ
αβ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
ϕαβa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νϕαβa (4.180)

+
∂L

∂(∂µ∂αψa)
(Φβa −Xρ

β∂ρψa)

Gµ
ναβ =

∂L

∂(∂µ∂νψa)
ϕαβa (4.181)
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Apéndice K. Deducción de la relación (3.130)

Para Lagrangianos de segundo de orden las ecuaciones de campo son:

La =
∂L

∂ψa
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)

)
+ ∂µ∂ν

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
(4.182)

La densidad Lagrangiana L = L (ψa, ∂µψa, ∂µ∂νψa, x) depende de los campos y de las

derivadas de los campos, como consecuencia, al utilizar la regla de la cadena, la derivada del

término: ∂L
∂(∂µ∂νψa)

; es:

∂ν

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
=

∂

∂ψb

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
∂νψb +

∂

∂(∂αψb)

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
∂ν∂αψb (4.183)

+
∂

∂(∂γ∂αψb)

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
∂ν∂γ∂αψb

=

(
∂2L

∂(ψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂νψb +

(
∂2L

∂(∂αψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂ν∂αψb (4.184)

+

(
∂2L

∂(∂γ∂αψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂ν∂γ∂αψb

al calcular la segunda derivada de: ∂L
∂(∂µ∂νψa)

; se obtiene:

∂µ∂ν

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
=

(
∂2L

∂(∂γ∂αψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂µ∂ν∂γ∂αψb (4.185)

+∂µ

(
∂2L

∂(∂γ∂αψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂ν∂γ∂αψb

+∂µ

{(
∂2L

∂(ψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂νψb +

(
∂2L

∂(∂αψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂ν∂αψb

}
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Se sustituye la relación (4.185), en las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange:

La =

(
∂2L

∂(∂γ∂αψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂µ∂ν∂γ∂αψb (4.186)

+
∂L

∂ψa
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)

)
+ ∂µ

(
∂2L

∂(∂γ∂αψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂ν∂γ∂αψb

+∂µ

{(
∂2L

∂ψb∂(∂µ∂νψa)

)
∂νψb +

(
∂2L

∂(∂αψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂ν∂αψb

}

De esta manera las ecuaciones de campo, son escritas de la forma:

La = W γαµνab∂µ∂ν∂γ∂αψb + V a(ψa, ∂µψa, ∂µ∂νψa, ∂µ∂ν∂αψa) (4.187)

donde:

W γαµνab =
∂2L

∂(∂γ∂αψb)∂(∂µ∂νψa)
(4.188)

y:

V a =
∂L

∂ψa
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)

)
+ ∂µ

(
∂2L

∂(∂γ∂αψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂ν∂γ∂αψb (4.189)

+∂µ

{(
∂2L

∂ψb∂(∂µ∂νψa)

)
∂νψb +

(
∂2L

∂(∂αψb)∂(∂µ∂νψa)

)
∂ν∂αψb

}

Apéndice L. Grupo U(1) en la teorı́a de Podolsky

El Lagrangiano que describe la teorı́a electromagnética de Podolsky es:

L [Aµ(x)] = −1

4
FµνF

µν + a2∂λF
αλ∂ρFαρ (4.190)

al sustituir las transformaciones gauge:

A
′

µ = Aµ + ∂µε(x) (4.191)

se obtiene:

L
′
[A
′

µ(x)] = −1

4
F
′

µνF
′µν + a2∂λF

′αλ∂ρF
′

αρ (4.192)
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el término:

F
′

µν = ∂µA
′

ν − ∂νA
′

µ = ∂µ(Aν + ∂νf)− ∂ν(Aµ + ∂µf) = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν (4.193)

por lo tanto:

L
′
[A
′

µ(x)] = L [Aµ(x)] (4.194)

Apéndice M. Matriz Hessiana en la teorı́a de Podolsky

En primer lugar se calcula el siguiente término:

W γθσεµν =
∂2L

∂(∂γ∂θAν)∂(∂σ∂εAµ)
(4.195)

de esta manera:
∂L

∂(∂σ∂εAµ)
= a2 ∂

∂(∂σ∂εAµ)
{∂λFαλ∂ρFαρ} = (4.196)

= a2

{
∂λF

αλ ∂

∂(∂σ∂εAµ)
∂ρFαρ + ∂ρFαρ

∂

∂(∂σ∂εAµ)
∂λF

αλ

}
=

= a2

{
∂λF

αλ ∂

∂(∂σ∂εAµ)
∂ρFαρ + ∂ρF

αρ ∂

∂(∂σ∂εAµ)
∂λFαλ

}
=

= 2a2∂λF
αλ ∂

∂(∂σ∂εAµ)
∂ρFαρ = 2a2ηρτ∂λF

αλ ∂

∂(∂σ∂εAµ)
∂τFαρ =

= 2a2ηρτ∂λF
αλ ∂

∂(∂σ∂εAµ)
{∂τ∂αAρ − ∂τ∂ρAα} =

= 2a2ηρτ∂λF
αλ(δστδ

ε
αδ

µ
ρ − δστδερδµα) =

= 2a2ηρσ∂λF
αλ(δεαδ

µ
ρ − δερδµα) =

= 2a2(ηµσ∂λF
ελ − ηεσ∂λF µλ)

por lo tanto:

W γθσεµν =
∂2L

∂(∂γ∂θAν)∂(∂σ∂εAµ)
= 2a2 ∂

∂(∂γ∂θAν)
{ηµσ∂λF ελ − ηεσ∂λF µλ} = (4.197)
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= 2a2 ∂

∂(∂γ∂θAν)
{ηµσηερηλτ∂λFρτ − ηεσηµρηλτ∂λFρτ} =

= 2a2ηλτ
∂

∂(∂γ∂θAν)
{ηµσηερ∂λFρτ − ηεσηµρ∂λFρτ} =

= 2a2ηλτ
{
ηµσηερ

∂

∂(∂γ∂θAν)
∂λFρτ − ηεσηµρ

∂

∂(∂γ∂θAν)
∂λFρτ

}
=

= 2a2ηλτ
{
ηµσηερ(δγλδ

θ
ρδ
ν
τ − δ

γ
λδ

θ
τδ
ν
ρ)− ηεσηµρ(δ

γ
λδ

θ
ρδ
ν
τ − δ

γ
λδ

θ
τδ
ν
ρ)
}

=

= 2a2(ηγνηµσηεθ − ηγθηµσηεν − ηγνηεσηµθ + ηγθηεσηµν)

La matriz hessiana es:

W µν
0 =

∂2L

∂(∂0∂0Aν)∂(∂0∂0Aµ)
=

∂2L

∂Äν∂Äµ
= (4.198)

= 2a2(η0νηµ0η00 − η00ηµ0η0ν − η0νη00ηµ0 + η00η00ηµν) =

= 2a2(ηµν − ηµ0η0ν)

Apéndice N. Ecuaciones de campo en la teorı́a de Podolsky

Las ecuaciones de campo son:

∂L

∂Aα
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µAα)

)
+ ∂µ∂ν

(
∂L

∂(∂µ∂νAα)

)
= 0 (4.199)

El Lagrangiano no depende del campo Aα, como consecuencia:

∂L

∂Aα
= 0 (4.200)

El término:
∂L

∂(∂µAα)
= −1

4

∂

∂(∂µAα)
FλνF

λν = (4.201)

= −1

4

{
Fλν

∂

∂(∂µAα)
F λν + F λν ∂

∂(∂µAα)
Fλν

}
= −1

4

{
F λν ∂

∂(∂µAα)
Fλν + F λν ∂

∂(∂µAα)
Fλν

}
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= −1

2
F λν ∂

∂(∂µAα)
Fλν = −1

2
F λν ∂

∂(∂µAα)
{∂λAν − ∂νAλ}

= −1

2
F λν(δµλδ

α
ν − δµνδαλ)

= −1

2
(F µα − Fαµ) = −1

2
(−Fαµ − Fαµ) = Fαµ

por lo tanto:

∂µ

(
∂L

∂(∂µAα)

)
= ∂µF

αµ (4.202)

De la relación (4.196):

∂L

∂(∂µ∂νAα)
= 2a2(ηαµ∂λF

νλ − ηνµ∂λFαλ) (4.203)

se obtiene:

∂µ∂ν

(
∂L

∂(∂µ∂νAα)

)
= 2a2∂µ∂ν(η

αµ∂λF
νλ − ηνµ∂λFαλ) =

= 2a2(∂α∂ν∂λF
νλ − ∂µ∂µ∂λFαλ)

Al sustituir en las ecuación de campo:

−∂µFαµ + 2a2(∂α∂ν∂λF
νλ − ∂µ∂µ∂λFαλ) = (4.204)

−∂λFαλ + 2a2(∂α∂ν∂λF
νλ − ∂µ∂µ∂λFαλ) =

∂λF
λα + 2a2(∂α∂ν∂λF

νλ + ∂µ∂µ∂λF
λα) = 0

El término ∂ν∂λF νλ = 0, como consecuencia de la antisimetrı́a del tensor electromagnético

F νλ = −F λν , y la simetrı́a de las derivadas ∂ν∂λ = ∂λ∂ν . Por lo tanto las ecuaciones de

campo de la teorı́a electromagnética de Podolsky son:

(1 + 2a2�)∂λF
λα = 0 (4.205)

donde α = 0, 1, 2, 3; y � = ∂µ∂µ.

Apéndice O. Ecuaciones de Maxwell generalizadas
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La representación matricial del tensor de campo electromagnético Fµν , es:

Fµv =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0

 (4.206)

De la ecuación de campo: (1 + 2a2�)∂λF
λα = 0; se obtiene:

1. si α = 0:

(1 + 2a2�)(∂λF
λ0) = (1 + 2a2�)(∂0F

00 + ∂iF
i0) = 0 (4.207)

F00 = 0 F i0 = −Fi0 = Ei

(1 + 2a2�)∂iEi = (1 + 2a2�)∇.E = 0 (4.208)

2. si α = j:

(1 + 2a2�)(∂λF
λj) = (1 + 2a2�)(∂0F

0j + ∂iF
ij) = 0 (4.209)

F 0j = −F j0 = −Ej F ij = εjikBk ∂iF
ij = εjik∂iBk = (∇×B)j

(1 + 2a2�)(−∂0E +∇×B)j = 0 (4.210)

(1 + 2a2�)(Ė−∇×B) = 0 (4.211)

De la identidad de Bianchi: ∂µFνα + ∂αFµν + ∂νFαµ = 0; se obtiene:

1. si µ = 1, α = 2, ν = 3:

∂1F32 + ∂2F13 + ∂3F21 = 0 (4.212)

∂1B1 + ∂2B2 + ∂3B3 = 0 (4.213)

∇.B = 0 (4.214)
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2. si µ = 0, α = j, ν = i:

∂0Fij + ∂jF0i + ∂iFj0 = 0 (4.215)

εjik∂0Bk + ∂jEi − ∂iEj = 0 (4.216)

εjikḂk + εkji∂jEi = 0 (4.217)

(Ḃ +∇× E)k = 0 (4.218)

Ḃ +∇× E = 0 (4.219)

Apéndice P. Tensor momentum-energı́a en la teorı́a de Podolsky

El tensor momentum-energı́a para Lagrangianos de segundo orden en las derivadas es:

θµα =

[
∂L

∂(∂µAλ)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µAλ)

)]
∂αAλ +

∂L

∂(∂µ∂νAλ)
∂α∂νAλ − ηµαL (4.220)

al sustituir los siguientes términos:

∂L

∂(∂µAλ)
= F λµ (4.221)

∂L

∂(∂ν∂µAλ)
= 2a2(ηλν∂ρF

µρ − ηµν∂ρF λρ) (4.222)

∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µAλ)

)
= 2a2(∂λ∂ρF

µρ − ∂µ∂ρF λρ) (4.223)

se obtiene:

θµα = { F λµ − 2a2(∂λ∂ρF
µρ − ∂µ∂ρF λρ) }∂αAλ (4.224)

+2a2(ηλµ∂ρF
νρ − ηνµ∂ρF λρ)∂α∂νAλ

+ηµα(
1

4
FρνF

ρν − a2∂λF
ρλ∂γFργ)

Apéndice Q. Energı́a en la teorı́a de Podolsky
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El tensor momentum-energı́a es:

θµα = F νµFαν +
1

4
ηµαF

ρνFρν + a2ηµα(∂ρFνρ∂λF
νλ + F ρν�Fρν) (4.225)

−2a2(F µν�Fαν + Fαν�F
µν + ∂νF

µν∂ρFαρ)

La energı́a es E =
∫
Ω

dx3θ0
0; por lo tanto:

θ0
0 = F ν0F0ν +

1

4
η0

0F
ρνFρν + a2η0

0(∂ρFνρ∂λF
νλ + F ρν�Fρν) (4.226)

−2a2(F 0ν�F0ν + F0ν�F
0ν + ∂νF

0ν∂ρF0ρ)

θ0
0 = F ν0F0ν +

1

4
F ρνFρν + a2(∂ρFνρ∂λF

νλ + F ρν�Fρν) (4.227)

−2a2(2F 0ν�F0ν + ∂νF
0ν∂ρF0ρ)

Al calcular los siguientes términos:

1. F ν0F0ν = F 00F00 + F i0F0i = EiEi = E2

2. 1
4
F ρνFρν = 1

4
(F 00F00 + F 0jF0j + F i0Fi0 + F ijFij) = 1

4
(2F j0Fj0 + F ijFij)

= 1
4

(
−2EjEj + εjikεjikBkBk

)
= 1

4
(−2EjEj + 2BkBk) = 1

2
(−E2 + B2)

3. F 0ν�F0ν = F 00�F00 + F 0i�F0i = −Ei�Ei = −E.�E

4. ∂νF
0ν∂ρF0ρ = (∂0F

00 + ∂iF
0i)(∂0F00 + ∂jF0j) = −(∂iEi)(−∂jEj) = (∇. E)2

5. F ρν�Fρν = F 00�F00 + F 0j�F0j + F i0�Fi0 + F ij�Fij = 2F j0�Fj0 + F ij�Fij

= −2Ej�Ej + εjikεjikBk�Bk = −2Ej�Ej + 2Bk�Bk = −2E.�E + 2B.�B

6. ∂ρFνρ∂λF
νλ = ∂ρF0ρ∂λF

0λ + ∂ρFiρ∂λF
iλ

= ∂0F00∂λF
0λ + ∂jF0j∂λF

0λ + ∂0Fi0∂λF
iλ + ∂jFij∂λF

iλ

= ∂0F00∂0F
00 + ∂0F00∂kF

0k + ∂jF0j∂0F
00 + ∂jF0j∂kF

0k
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+∂0Fi0∂0F
i0 + ∂0Fi0∂kF

ik + ∂jFij∂0F
i0 + ∂jFij∂kF

ik

= (−∂jEj)(−∂kEk) + (−∂0Ei)(∂0Ei) + (−∂0Ei)(ε
kij∂kBj)

+(−εjik∂jBk)(∂0Ei) + (−εjik∂jBk)(ε
kij∂kBj)

= (∇.E)2 − Ė2
i + (∂0Ei)(ε

ikj∂kBj)

+(εijk∂jBk)(∂0Ei) + (εijk∂jBk)(−εikj∂kBj)

= (∇.E)2 − Ė2
i + (Ėi)(∇×B)i

+(Ėi)(∇×B)i − (∇×B)i(∇×B)i

= (∇.E)2 − { Ė2
i − 2(Ėi)(∇×B)i + (∇×B)i(∇×B)i }

= (∇.E)2 − ( Ė−∇×B)i( Ė−∇×B)i

= (∇.E)2 − (Ė−∇×B)2

se obtiene:

θ0
0 = E2 +

1

2

(
−E2 + B2

)
+ a2{(∇.E)2 − (Ė−∇×B)2 − 2E.�E + 2B.�B} (4.228)

−2a2{−2E.�E + (∇.E)2}

θ0
0 =

1

2

(
E2 + B2

)
+ a2{−(∇.E)2 − (Ė−∇×B)2 + 2(E.�E + B.�B)} (4.229)

La energı́a es:

E =

∫
Ω

dx3θ0
0 (4.230)

Apéndice R. Momentum lineal en la teorı́a de Podolsky

La densidad de momentum lineal es:

θ0
i = F ν0Fiν − 2a2(F 0ν�Fiν + Fiν�F

0ν + ∂νF
0ν∂ρFiρ) (4.231)

Al calcular los siguientes términos:
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1. F ν0Fiν = F 00Fi0 + F j0Fij = εjikEjBk = −εijkEjBk = −(E×B)i

2. F 0ν�Fiν = F 00�Fi0 + F 0j�Fij = (−Ej)(εjik�Bk) = εijkEj�Bk = (E×�B)i

3. Fiν�F 0ν = Fi0�F 00 + Fij�F 0j = εjikBk�(−Ej) = −εikjBk�(Ej) =

= −(B×�E)i

4. ∂νF
0ν∂ρFiρ = (∂0F

00 + ∂iF
0i)(∂0Fi0 + ∂jFij) = (−∂iEi)(−Ėi − εjik∂jBk) =

= (∂iEi)(Ėi − εijk∂jBk) = (Ė−∇×B)i(∇.E)

se obtiene:

θ0
i = −(E×B)i − 2a2{ E×�B−B×�E +∇.E(Ė−∇×B) }i (4.232)

El momentum lineal es una constante de movimento:

Pi =

∫
Ω

dx3θ0
i

d

dt
Pi = 0 (4.233)

en consecuencia:

Pi =

∫
Ω

dx3
(
E×B + 2a2( E×�B−B×�E +∇.E(Ė−∇×B)

)
i

(4.234)

Apéndice S. Spin en la teorı́a de Podolsky

Las tres componentes de spin son:

Sij =

∫
Ω

dx3
{
Aj(Fi0 + 2a2∂0∂

ρFiρ − 4a2ηik∂
k∂ρF

0ρ) (4.235)

−Ai(Fj0 + 2a2∂0∂
ρFjρ − 4a2ηjk∂

k∂ρF
0ρ)

+2a2Ȧj(ηi0∂ρF
0ρ − ∂ρFiρ)
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−2a2Ȧi(ηj0∂ρF
0ρ − ∂ρFjρ)

}
Al calcular los siguientes términos:

1. AjFi0 − AiFj0 = AiEj − AjEi = (A× E)k

2. 2a2(Aj∂0∂
ρFiρ − Ai∂0∂

ρFjρ) = 2a2(Aj∂0∂
0Fio + Aj∂0∂

lFil

−Ai∂0∂
0Fj0 − Ai∂0∂

lFjl) = 2a2{AiËj − AjËi + Aj(∇× Ḃ)i − Ai(∇× Ḃ)j}

= 2a2[A× Ë−A× (∇× Ḃ)]k

3. −4a2(Aj∂
i∂ρF

0ρ − Ai∂j∂ρF 0ρ) = −4a2(Aj∂
i∂0F

00 + Aj∂
i∂lF

0l

−Ai∂j∂0F
00 − Ai∂j∂lF 0l) = −4a2(−Aj∂i∂lEl + Ai∂

j∂lEl)

= 4a2(Ai∂j∇.E− Aj∂i∇.E) = 4a2[A×∇(∇.E)]k

4. −2a2(Ȧj∂
ρFiρ − Ȧi∂ρFjρ) = −2a2(Ȧj∂

0Fi0 + Ȧj∂
lFil − Ȧi∂0Fj0 − Ȧi∂lFjl)

= −2a2[ȦiĖj − ȦjĖi + Aj(∇×B)i − Ai(∇×B)j]

= −2a2[Ȧ× Ė− Ȧ× (∇×B)]k

se obtiene:

Sij =

∫
Ω

dx3 { A× E (4.236)

+2a2[ A× Ë−A× (∇× Ḃ) + 2a2A×∇(∇.E)− Ȧ× Ė + Ȧ× (∇×B) ]
}
k

Apéndice T. Momentos canónicos en la teorı́a de Podolsky

Los momentos canónicos se definen de la forma:

pα =
∂L

∂Ȧα
− ∂0

(
∂L

∂Äα

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kȦα)

)
πα =

∂L

∂Äα
(4.237)
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Al reemplazar los siguientes términos:

∂L

∂(∂µAα)
= Fαµ ∂L

∂Ȧα
= Fα0 (4.238)

∂L

∂(∂ν∂µAα)
= 2a2(ηαν∂ρF

µρ − ηµν∂ρFαρ)
∂L

∂Äα
= 2a2(ηα0∂ρF

0ρ − ∂ρFαρ) (4.239)

∂L

∂(∂kȦα)
= 2a2ηαk∂ρF

0ρ ∂k

(
∂L

∂(∂kȦα)

)
= 2a2ηαk∂k∂ρF

0ρ

∂0

(
∂L

∂Äα

)
= 2a2(ηα0∂0∂ρF

0ρ − ∂0∂ρF
αρ) = −2a2∂0∂ρF

αρ

se obtiene:

πα = 2a2(ηα0∂ρF
0ρ − ∂ρFαρ) (4.240)

pα = Fα0 + 2a2∂0∂ρF
αρ − 4a2ηαk∂k∂ρF

0ρ (4.241)

pα = Fα0 + 2a2(∂0∂ρF
αρ − 2a2ηαk∂k∂ρF

0ρ)

Apéndice U. Hamiltoniano canónico en la teorı́a de Podolsky

El Hamiltoniano canónico es:

Hc =

∫
Ω

dx3
(
pµĀµ + πµ ˙̄Aµ −L

)
(4.242)

los momentos canónicos son:

π0 = 0 (4.243)

πi = −2a2∂ρF
iρ (4.244)

p0 = ∂iπ
i = 0 (4.245)

pi = F i0 + 2a2(∂0∂ρF
iρ − 2a2ηik∂k∂ρF

0ρ) (4.246)

De la relación (4.244), se puede despejar Āi:

˙̄Ai =
1

2a2
πi + ∂jF

ij + ∂iĀ0 (4.247)
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El término:

pµĀµ + πµ ˙̄Aµ = p0Ā0 + piĀi + π0 ˙̄A0 + πi ˙̄Ai (4.248)

= ∂iπ
iĀ0 + piĀi + πi(

1

2a2
πi + ∂jFij + ∂iĀ0)

= ∂iπ
iĀ0 + piĀi +

1

2a2
πiπi + πi∂jFij + πi∂iĀ0

El término:

1

4
FµνF

µν =
1

4

(
F0iF

0i + Fi0F
i0 + FijF

ij
)

=
1

2
F 0iF0i +

1

4
FijF

ij (4.249)

=
1

2
(Āi − ∂iA0)(Āi − ∂iA0) +

1

4
FijF

ij

El término:

a2∂λF
αλ∂ρFαρ = 2a2(∂0F00∂0F

00 + ∂0F00∂kF
0k + ∂jF0j∂0F

00 + ∂jF
0j∂kF

0k (4.250)

+∂0Fi0∂0F
i0 + ∂0Fi0∂kF

ik + ∂jFij∂0F
i0 + ∂jFij∂kF

ik)

= a2(∂jĀ
j − ∂j∂jA0)(∂kĀ

k − ∂k∂kA0)

+∂0Fi0∂0F
i0 + 2∂0Fi0∂kF

ik + ∂jFij∂kF
ik)

= a2(∂jĀ
j − ∂j∂jA0)(∂kĀ

k − ∂k∂kA0)

−ĖiĖi − 2Ėiε
kij∂kBj + (εjik∂jBk)(ε

kij∂kBj)

= a2(∂jĀ
j − ∂j∂jA0)(∂kĀ

k − ∂k∂kA0)

−ĖiĖi + 2Ėiε
ikj∂kBj − (εijk∂jBk)(ε

ikj∂kBj)

= a2(∂jĀ
j − ∂j∂jA0)(∂kĀ

k − ∂k∂kA0)

−E2 + 2Ė.(∇×B)− (∇×B)2

= a2(∂jĀ
j − ∂j∂jA0)(∂kĀ

k − ∂k∂kA0)

−(Ė−∇×B)2

Teniendo en cuenta la ecuación de movimento:

(1 + 2a2�)(Ė−∇×B) = 0 (4.251)



Apéndices 102

y el hecho la energı́a es una constante de movimento, el Hamiltoniano canónico es:

Hc =

∫
Ω

dx3

{
∂iπ

iĀ0 + piĀi +
1

4a2
πiπi + πi∂jFij + πi∂iĀ0 (4.252)

+
1

2
(Āi − ∂iA0)(Āi − ∂iA0) +

1

4
FijF

ij − a2(∂jĀ
j − ∂j∂jA0)(∂kĀ

k − ∂k∂kA0)

}

Apéndice V. Evolución temporal en el espacio de fase completo

El principio de Hamilton es:

δA[Aµ, Āµ, p
µ, πµ, λa] = 0 (4.253)

La acción en el espacio de fase completo para la teorı́a electromagnética de podolsky toma

la forma:

A[Aµ, Āµ, p
µ, πµ, λa] =

∫
σ

dx4
{
pµĀµ + πµ ˙̄Aµ − Hc − λaΦa

}
(4.254)

Al realizar variaciones independientes en δAµ, δĀµ, δpµ, δπµ, δλa; se obtiene:

δA =

∫
σ

dx4
[
δpµĀµ + pµδĀµ + δπµ ˙̄Aµ + πµδ ˙̄Aµ (4.255)

−∂Hc

∂Aµ
δAµ −

∂Hc

∂Āµ
δĀµ −

∂Hc

∂pµ
δpµ − ∂Hc

∂πµ
δπµ

−λa ∂Φa

∂Aµ
δAµ − λa

∂Φa

∂Āµ
δĀµ − λa

∂Φa

∂pµ
δpµ − λa∂Φa

∂πµ
δπµ − Φaδλ

a

]
utilizando las siguientes expresiones:

pµδĀµ =
d

dt
(δAµp

µ)− δAµṗµ πµδ ˙̄Aµ =
d

dt
(δĀµπ

µ)− δĀµπ̇µ (4.256)

se obtiene:

δA =

∫
σ

dx4

[
δpµ

(
Āµ −

∂Hc

∂pµ
− λa∂Φa

∂pµ

)
+ δπµ

(
˙̄A− ∂Hc

∂πµ
− λa∂Φa

∂πµ

)
(4.257)
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−δAµ
(
ṗµ +

∂Hc

∂Aµ
+ λa

∂Φa

∂Aµ

)
− δĀµ

(
π̇µ +

∂Hc

∂Āµ
+ λa

∂Φa

∂Āµ

)
−Φaδλ

a +
d

dt
(δAµp

µ) +
d

dt
(δĀµπ

µ)

]
los siguientes términos son nulos:

∫
σ

dx4 d

dt
(δAµp

µ) =

∫
Ω

dx3

t2∫
t1

dt
d

dt
(δAµp

µ) =

∫
Ω

dx3(δAµp
µ) |t2t1 = 0 (4.258)

∫
σ

dx4 d

dt
(δĀµπ

µ) =

∫
Ω

dx3

t2∫
t1

dt
d

dt
(δĀµπ

µ) =

∫
Ω

dx3(δĀµπ
µ) |t2t1 = 0

como consecuencia de las condiciones de frontera, de esta manera la variación de la acción

es:

δA =

∫
σ

dx4

[
δpµ

(
Āµ −

∂Hc

∂pµ
− λa∂Φa

∂pµ

)
+ δπµ

(
˙̄Aµ −

∂Hc

∂πµ
− λa∂Φa

∂πµ

)
(4.259)

− δAµ
(
ṗµ +

∂Hc

∂Aµ
+ λa

∂Φa

∂Aµ

)
− δĀµ

(
π̇µ +

∂Hc

∂Āµ
+ λa

∂Φa

∂Āµ

)
− Φaδλ

a

]
Considerando variaciones independientes de δAµ, δĀµ, δpµ, δπµ, δλa; las propiedades de deri-

vada funcional, y la definición de paréntesis de Poisson. Se deduce las ecuaciones de Hamilton:

Ȧµ = {Aµ, Hp} =
∂Hc

∂pµ
+ λa

∂Φa

∂pµ
˙̄Aµ = {Āµ, Hp} =

∂Hc

∂πµ
+ λa

∂Φa

∂πµ
(4.260)

ṗµ = {pµ, Hp} = −∂Hc

∂Aµ
− λa ∂Φa

∂Aµ
π̇µ = {πµ, Hp} = −∂Hc

∂Āµ
− λa ∂Φa

∂Āµ

Además se obtiene la definición de vı́nculos primarios:

Φa = 0 (4.261)

Los vı́nculos se definen como débilmene cero en el espacio de fase reducido Φa(x) ≈ 0,

como consecuencia, la evolución temporal de F (x) = F (Aµ, Āµ, p
µ, πµ) en el espacio de

fase completo es:

Ḟ (x) ≈ {F (x), HP} (4.262)
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=

∫
Ω

dz3

{
δF (x)

δAµ(z)
Ȧµ(z) +

δF (x)

δĀµ(z)
˙̄Aµ(z) +

δF (x)

δpµ(z)
ṗµ(z) +

δF (x)

δπµ(z)
π̇µ(z)

}

Apéndice W. Consistencia de vı́nculos en la teorı́a de Podolsky

El Hamiltoniano canónico es:

Hc(Aµ, Āµ, p
i, πi) =

∫
Ω

dx3

(
∂iπ

iĀ0 + piĀi +
1

4a2
πiπi + πi∂jFij + πi∂iĀ0 (4.263)

+
1

2
(Āi − ∂iA0)(Āi − ∂iA0) +

1

4
FijF

ij − a2(∂jĀ
j − ∂j∂jA0)(∂kĀ

k − ∂k∂kA0)

)
La consistencia de vı́nculos implica:

Φ̇a ≈ {Φa, Hp} ≈ 0 (4.264)

donde:

Hp(Aµ, Āµ, p
µ, πµ) = Hc +

∫
Ω

dx3{ λ1(x)Φ1 + λ2(x)Φ2 }

con la definición de paréntesis fundamentales de Poisson:

{Aµ(x), pν(y)} = δνµδ
3(x− y) {Āµ(x), πν(y)} = δνµδ

3(x− y) (4.265)

1. Se calcula consistencia para Φ1(x) ≈ 0:

Φ̇1 ≈ {Φ1, Hp} ≈ {Φ1, Hc}+

∫
Ω

dy3(λ1{Φ1,Φ1}+ λ2{Φ1,Φ2}) (4.266)

{Φ1,Φ1} = {π0(x), π0(y)} = 0 {Φ1,Φ2} = {π0(x), p0(y)− ∂yj πj(y)} = 0

el paréntesis entre Φ1(x) ≈ 0 y Hc; es:

{Φ1(x), Hc(y)} = {π0(x), Hc(y)}

=

∫
Ω

dy3( ∂yi π
i(y){π0(x), Ā0(y)}+ πi(y)∂yi {π0(x), Ā0(y)} )
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= −
∫

Ω

dy3∂yi π
i(y)δ3(x− y)−

∫
Ω

dy3πi(y)∂yi δ
3(x− y)

= −
∫

Ω

dy3∂yi π
i(y)δ3(x− y)− (−∂xi )

∫
Ω

dy3πi(y)δ3(x− y)

= −∂xi πi(x) + ∂xi π
i(x) = 0

por lo tanto:

Φ̇1 ≈ {Φ1, Hp} = 0

2. Se calcula consistencia para Φ2(x) ≈ 0:

Φ̇2 ≈ {Φ2, Hp} ≈ {Φ2, Hc}+

∫
Ω

dy3(λ1{Φ2,Φ1}+ λ2{Φ2,Φ2}) (4.267)

{Φ2,Φ1} = {p0(x)− ∂xj πj(x), π0(y)} = 0

{Φ2,Φ2} = {p0(x)− ∂xj πj(x), p0(y)− ∂yj πj(y)} = 0

el paréntesis entre Φ2(x) ≈ 0 y Hc; es:

{Φ2(x), Hc(y)} = {p0(x)− ∂xkπk(x), Hc(y)} = {p0(x), Hc(y)} − ∂xk{πk(x), Hc(y)}

Se calcula el siguiente término:

{p0(x), Hc(y)} = (4.268)

=

∫
Ω

dy3{p0(x),
1

2
(Āi − ∂iA0)(Āi − ∂iA0)− a2(∂jĀ

j − ∂j∂jA0)(∂kĀ
k − ∂k∂kA0)}

=

∫
Ω

dy3 1

2
[Āi(y)− ∂iyA0(y)](−∂yi ){p0(x), A0(y)}

+

∫
Ω

dy3 1

2
(−∂iy){p0(x), A0(y)}[Āi(y)− ∂yi A0(y)]

−a2

∫
Ω

dy3[∂yj Ā
j(y)− ∂yj ∂jyA0(y)](−∂yk∂

k
y ){p0(x), A0(y)}

−a2

∫
Ω

dy3(−∂yj ∂jy){p0(x), A0(y)}[∂ykĀ
k(y)− ∂yk∂

k
yA

0(y)]
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= (−∂xi )

∫
Ω

dy3 1

2
[Āi(y)− ∂iyA0(y)]δ3(x− y)

+(−∂ix)
∫

Ω

dy3 1

2
δ3(x− y)[Āi(y)− ∂yi A0(y)]

−a2(∂xk∂
k
x)

∫
Ω

dy3[∂yj Ā
j(y)− ∂yj ∂jyA0(y)]δ3(x− y)

−a2(∂xj ∂
j
x)

∫
Ω

dy3δ3(x− y)[∂ykĀ
k(y)− ∂yk∂

k
yA

0(y)]

= (−∂xi )
1

2
[Āi(x)− ∂ixA0(x)] + (−∂ix)

1

2
[Āi(x)− ∂xi A0(x)]

−a2(∂xk∂
k
x)[∂xj Ā

j(x)− ∂xj ∂jxA0(x)]− a2(∂xj ∂
j
x)[∂

x
k Ā

k(x)− ∂xk∂kxA0(x)]

= −∂i(Āi − ∂iA0)− 2a2∂k∂
k(∂jĀ

j − ∂j∂jA0)

También se calcula el siguiente término:

{πk(x), Hc(y)} = (4.269)

=

∫
Ω
dy3{πk(x), piĀi +

1

2
(Āi − ∂iA0)(Āi − ∂iA0)− a2(∂jĀ

j − ∂j∂jA0)(∂iĀ
i − ∂i∂iA0)}

=

∫
Ω

dy3pi(y){πk(x), Āi(y)}

+

∫
Ω

dy3[Āi(y)− ∂iyA0(y)]{πk(x), Āi(y)}

−2a2

∫
Ω

dy3[∂yi Ā
i(y)− ∂yi ∂iyA0(y)]∂jy{πk(x), Āj(y)}

= −
∫

Ω

dy3pi(y)δki δ
3(x− y)

−
∫

Ω

dy3[Āi(y)− ∂iyA0(y)]δki δ
3(x− y)

−2a2∂jx

∫
Ω

dy3[∂yi Ā
i(y)− ∂yi ∂iyA0(y)]δkj δ

3(x− y)

= −pk(x)− [Āk(x)− ∂kxA0(x)]− 2a2∂kx [∂xi Ā
i(x)− ∂xi ∂ixA0(x)]

= −pk − (Āk − ∂kA0)− 2a2∂k(∂iĀ
i − ∂i∂iA0)
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por lo tanto:

∂xk{πk(x), Hc(y)} = −∂kpk − ∂k(Āk − ∂kA0)− 2a2∂k∂
k(∂iĀ

i − ∂i∂iA0) (4.270)

De esta manera se obtiene la consistencia de Φ2(x) ≈ 0:

{Φ2(x), Hc(y)} = {p0(x), Hc(y)} − ∂xk{πk(x), Hc(y)} (4.271)

= −∂i(Āi − ∂iA0)− 2a2∂k∂
k(∂jĀ

j − ∂j∂jA0)

+∂kp
k + ∂k(Ā

k − ∂kA0) + 2a2∂k∂
k(∂iĀ

i − ∂i∂iA0)

= ∂kp
k

Φ̇2 ≈ ∂kp
k (4.272)

3. Se calcula consistencia para Φ3(x) ≈ 0:

Φ̇3 ≈ {Φ3, Hp} ≈ {Φ3, Hc}+

∫
Ω

dy3(λ1{Φ3,Φ1}+ λ2{Φ3,Φ2}) (4.273)

{Φ3,Φ1} = {∂xkpk(x), π0(y)} = 0

{Φ3,Φ2} = {∂xkpk(x), p0(y)− ∂xkπk(y)} = 0

el paréntesis entre Φ3(x) ≈ 0 y Hc; es:

{Φ3, Hc} = ∂xk{pk(x), Hc(y)}

Se calcula el siguiente término:

{pk(x), Hc(y)} =

∫
Ω

dy3{pk(x), πi(y)∂jyFij(y) +
1

4
Fij(y)F ij(y)} (4.274)

=

∫
Ω

dy3

(
πi(y)∂jy{pk(x), Fij(y)}+

1

2
F ij(y){pk(x), Fij(y)}

)
se tiene que:

{pk(x), Fij(y)} = {pk(x), ∂yi Aj(y)− ∂yjAi(y)} (4.275)

= ∂yi {pk(x), Aj(y)} − ∂yj {pk(x), Ai(y)}
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= −∂yi δkj δ3(x− y) + ∂yj δ
k
i δ

3(x− y)

por lo tanto:

{pk(x), Hc(y)} =

∫
Ω

dy3πi(y)∂jy[−∂
y
i δ

k
j δ

3(x− y) + ∂yj δ
k
i δ

3(x− y)] (4.276)

+

∫
Ω

dy3 1

2
F ij(y)[−∂yi δkj δ3(x− y) + ∂yj δ

k
i δ

3(x− y)]

= −
∫

Ω

dy3πi(y)∂jy∂
y
i δ

k
j δ

3(x− y) +

∫
Ω

dy3πi(y)∂jy∂
y
j δ

k
i δ

3(x− y)

−
∫

Ω

dy3 1

2
F ij(y)∂yi δ

k
j δ

3(x− y) +

∫
Ω

dy3 1

2
F ij(y)∂yj δ

k
i δ

3(x− y)

= −∂kx∂xi
∫

Ω

dy3πi(y)δ3(x− y) + ∂jx∂
x
j

∫
Ω

dy3πk(y)δ3(x− y)

+∂xi

∫
Ω

dy3 1

2
F ik(y)δ3(x− y)− ∂xj

∫
Ω

dy3 1

2
F kj(y)δ3(x− y)

= −∂kx∂xi πi(x) + ∂jx∂
x
j π

k(x) + ∂xi
1

2
F ik(x)− ∂xj

1

2
F kj(x)

= −∂k∂iπi + ∂j∂jπ
k + ∂iF

ik

La consistencia de Φ3(x) ≈ 0; es:

Φ̇3 ≈ {Φ3, Hp} = ∂k{pk(x), Hc(y)} = −∂k∂k∂iπi + ∂j∂j∂kπ
k + ∂k∂iF

ki = 0 (4.277)

Apéndice X. Ecuaciones de Hamilton en la teorı́a de Podolsky

El Hamiltoniano extendido toma la forma:

HE = Hc +

∫
Ω

dx3[λ1(x)Φ1 + λ2(x)Φ2 + λ3(x)Φ3] (4.278)

los vı́nculos de primera clase son:

Φ1(x) = π0 ≈ 0 Φ2(x) = p0 − ∂kπk ≈ 0 Φ3(x) ≡ ∂kp
k ≈ 0 (4.279)

La evolución temporal de una variable dinámica F (x), en el espacio de fase completo es:

Ḟ (x) ≈ {F (x), HE} (4.280)
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De la sección anterior:

{pk(x), Hc(y)} = −∂k∂iπi + ∂j∂jπ
k + ∂iF

ik (4.281)

{p0(x), Hc(y)} = −∂i(Āi − ∂iA0)− 2a2∂k∂
k(∂jĀ

j − ∂j∂jA0)

{π0(x), Hc(y)} = 0

{πk(x), Hc(y)} = −pk − (Āk − ∂kA0)− 2a2∂k(∂iĀ
i − ∂i∂iA0)

por lo tanto la evolución temporal de los campos pk, p0, π0, π
k; es:

ṗk(x) ≈ {pk(x), HE(y)} = −∂k∂iπi + ∂j∂jπ
k + ∂iF

ik (4.282)

ṗ0(x) ≈ {p0(x), HE(y)} = −∂iF 0i − 2a2∂k∂
k(∂jĀ

j − ∂j∂jA0)

π̇0(x) ≈ {π0(x), HE(y)} = 0

π̇k(x) ≈ {πk(x), HE(y)} = −pk − (Āk − ∂kA0)− 2a2∂k(∂iĀ
i − ∂i∂iA0)

= −pk − F 0k − 2a2∂k∂iF
0i

Para la evolución temporal de Āi, se tiene en cuenta ∂iπi = −∂iπi = 0:

˙̄Ai ≈ −
∫
Ω

dy3

[
Ā0(y){Āi(x), ∂jyπj(y)}+

1

4a2
{Āi(x), πj(y)πj(y)}

]
(4.283)

+

∫
Ω

dy3{Āi(x), πj(y)∂ykF
jk(y)} −

∫
Ω

dy3λ2(y){Āi(x), ∂kyπk(y)}

= ∂jx

∫
Ω

dy3Ā0(y){Āi(x), πj(y)}+
1

2a2

∫
Ω

dy3πj(y){Āi(x), πj(y)}

+

∫
Ω

dy3∂ykF
jk(y){Āi(x), πj(y)}+ ∂kx

∫
Ω

dy3λ2(y)δki δ
3(x− y)

=
1

2a2
πi(x) + ∂xj F

ij(x) + ∂ixĀ
0(x) + ∂ixλ

2(x)

La evolución temporal de ˙̄A0, es:

˙̄A0(x) ≈ {Ā0(x), HE} =

∫
Ω

dy3λ1(y){Ā0(x), π0(y)} = λ1(x) (4.284)
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Para la evolución temporal de Ȧ0, se tiene en cuenta p0 = ∂iπ
i = 0:

Ȧ0(x) ≈ {A0(x), HE} =

∫
Ω

dy3Ā0(y){A0(x), p0(y)}+ (4.285)

∫
Ω

dy3λ2(y){A0(x), p0(y)} =

= Ā0(x) + λ2(x)

La evolución temporal de Ȧi, es:

Ȧi(x) ≈ {Ai(x), HE} =

∫
Ω

dy3Āj(y){Ai(x), pj(y)}+ (4.286)

∫
Ω

dy3λ3(y){Ai(x), ∂yj p
j(y)} =

=

∫
Ω

dy3Āj(y)δji δ
3(x− y)− ∂xj

∫
Ω

dy3λ3(y)δji δ
3(x− y) =

= Āj(x)− ∂xj λ3(x)

Apéndice Y. Equivalencia entre ecuaciones de Hamilton y ecuaciones de campo para

la teorı́a de Podolsky

Se tiene que la ecuación de Hamilton para el campo p0(x), es:

ṗ0(x) ≈ −∂iF 0i − 2a2∂k∂
k(∂jĀ

j − ∂j∂jA0) (4.287)

≈ ∂iF
i0 − 2a2∂k∂

k∂j(∂
0Aj − ∂jA0)

≈ ∂iF
i0 − 2a2∂k∂

k∂jF
0j

≈ ∂iF
i0 + 2a2∂k∂

k∂jF
j0

los siguientes términos son nulos: ∂0F
00 = 0 y 2a2∂0∂

0∂jF
j0 = 0; por lo tanto:

ṗ0(x) ≈ ∂iF
i0 + ∂0F

00 + 2a2∂k∂
k∂jF

j0 + 2a2∂0∂
0∂jF

j0 (4.288)

≈ ∂µF
µ0 + 2a2(∂k∂

k + ∂0∂
0)∂jF

j0
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≈ ∂µF
µ0 + 2a2∂ρ∂

ρ∂jF
j0

≈ ∂µF
µ0 + 2a2∂ρ∂

ρ∂jF
j0 + 2a2∂ρ∂

ρ∂0F
00

≈ ∂µF
µ0 + 2a2∂ρ∂

ρ∂µF
µ0

≈ (1 + 2a2∂ρ∂
ρ)∂µF

µ0

≈ (1 + 2a2�)∂µF
µ0

de acuerdo a la definición de momentos canónicos: p0 = ∂iπ
i = −2a2∂i∂ρF

iρ = 0; por lo

tanto ṗ0(x) = 0, de manera que:

(1 + 2a2�)∂µF
µ0 ≈ 0 (4.289)

Por otro lado, la ecuación de Hamilton para el campo pk(x), es:

ṗk(x) ≈ −∂k∂iπi + ∂j∂jπ
k + ∂iF

ik ≈ ∂j∂jπ
k + ∂iF

ik (4.290)

se tiene que: ˙̄Ai(x) ≈ 1
2a2
πi + ∂jF

ij + ∂iĀ0 + ∂iλ2; por lo tanto:

πi ≈ 2a2[ ˙̄Ai(x)− ∂jF ij − ∂iĀ0 − ∂iλ2] (4.291)

≈ 2a2[∂0(∂0Ai − ∂iA0)− ∂jF ij − ∂iλ2]

≈ 2a2[∂0F
0i + ∂jF

ji − ∂iλ2]

≈ 2a2[∂µF
µi − ∂iλ2]

de la definición de momentos canónicos: πi = 2a2∂ρF
ρi; como consecuencia: ∂iλ2 = 0; por

lo tanto:

πi ≈ 2a2∂µF
µi (4.292)

De la definición de momentos canónicos:

pi = F i0 + 2a2(∂0∂ρF
iρ − 2a2ηik∂k∂ρF

0ρ) (4.293)

de manera que:

ṗi = ∂0p
i = ∂0F

i0 + 2a2(∂0∂0∂ρF
iρ − 2a2ηik∂k∂0∂ρF

0ρ) (4.294)
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= ∂0F
i0 + 2a2∂0∂0∂ρF

iρ

Al sustituir (4.292) y (4.294), en (4.290); se obtiene:

∂0F
k0 + 2a2∂0∂0∂µF

kµ ≈ 2a2∂j∂j∂µF
µk + ∂iF

ik (4.295)

como consecuencia:

∂0F
0k + ∂iF

ik + 2a2∂0∂0∂µF
µk + 2a2∂j∂j∂µF

µk ≈ 0 (4.296)

∂µF
µk + 2a2(∂0∂0 + ∂j∂j)∂µF

µk ≈ 0

∂µF
µk + 2a2�∂µF

µk ≈ 0

de manera que se obtiene:

(1 + 2a2�)∂µF
µk ≈ 0 (4.297)

Al combinar las ecuaciones (4.289) y (4.297); se demuestra que las ecuaciones de Hamilton

son débilmente equivalentes a las ecuaciones de campo:

(1 + 2a2�)∂µF
µν ≈ 0 (4.298)

Apéndice Z. Condición generalizada del gauge de radiación

Las ecuaciones de campo son: (1 + 2a2�)∂λF
λα = 0.

1. Si α = 0, es posible obtener A0:

(1 + 2a2�)∂λF
λ0 = (1 + 2a2�)∂iFi0 = 0

(1 + 2a2�)∂i(∂iA0 − ∂0Ai) = (1 + 2a2�)(∇2A0 − ∂0∇.A) = 0

(1 + 2a2�)∇2A0 − ∂0(1 + 2a2�)∇.A = 0

A0 = 1
(1+2a2�)∇2∂0(1 + 2a2�)∇.A

donde 1
(1+2a2�)∇2 ; es el inverso del operador (1 + 2a2�)∇2.

Por lo tanto se debe exigir: 1
(1+2a2�)∇2 (1 + 2a2�)∇2 = 1
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2. Si α = i, se obtiene:

(1 + 2a2�)∂λF
λi = (1 + 2a2�)(−∂0F0i + ∂jFji)

= (1 + 2a2�)[−∂0(∂0Ai − ∂iA0) + ∂j(∂jAi − ∂iAj)]

= (1 + 2a2�)[−(∂0∂0 − ∂j∂j)Ai + ∂i(∂0A0 − ∂jAj)]

= (1 + 2a2�)[−�Ai + ∂i(∂0A0 −∇.A)] = 0

3. Al utilizar la expresión para A0, obtenida en 1. :

∂i(∂0A0 −∇.A) = ∂i

{
1

(1+2a2�)∇2∂0∂0(1 + 2a2�)− 1
}
∇.A

= 1
(1+2a2�)∇2∂i {∂0∂0(1 + 2a2�)− (1 + 2a2�)∇2}∇.A

= 1
(1+2a2�)∇2∂i {(1 + 2a2�)(∂0∂0 −∇2)}∇.A

= 1
(1+2a2�)∇2∂i {(1 + 2a2�)�}∇.A

4. Al reemplazar la expresión obtenida en 3. , en la expresión 2. ; se obtiene:

(1 + 2a2�)�A
′
i = 0

donde: A′i = Ai − ∂i
{

1
(1+2a2�)∇2 (1 + 2a2�)∇.A

}
= Ai − ∂i ∈ (x)

En conclusión, el campo A′i obtenido a partir de Ai, por medio de una transformación gauge

local: A′i = Ai − ∂i ∈ (x). Cumple la ecuación de onda generalizada [6]:

(1 + 2a2�)�A
′

i = ∂i(1 + 2a2�)∂iA
′

i = 0 (4.299)

de manera que A′i debe satisfacer el gauge generalizado de Coulomb [6]:

(1 + 2a2�)∂iA
′

i = (1 + 2a2�)∇.A′ = 0 (4.300)

El campo A′i es invariante por transformaciones gauge locales, como consecuencia, la condi-

ción generalizada del gauge de Coulomb: (1 + 2a2�)∇.A = 0, implica utilizando la expre-

sión obtenida en 1. ; que: A0 = 0. La evolución temporal de A0, es: Ȧ0 = Ā0 = 0.
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Por lo tanto utilizando las ecuaciones de campo, se deduce la condición generalizada del

gauge de radiación [6]:

Ω1(x) ≡ Ā0 ≈ 0 Ω2(x) ≡ (1 + 2a2�)∂iAi ≈ 0 Ω3(x) ≡ A0 ≈ 0 (4.301)

Apéndice AA. Matriz de vı́nculos

Los vı́nculos de segunda clase son:

∆1(x) = Ā0 ≈ 0 (4.302)

∆2(x) = (1 + 2a2�)∂iAi ≈ 0

∆3(x) = A0 ≈ 0

∆4(x) = π0 ≈ 0

∆5(x) = p0 − ∂kπk ≈ 0

∆6(x) = ∂kp
k ≈ 0

los paréntesis de Poisson diferentes de cero son:

{∆1(x),∆4(y)} = {Ā0(x), π0(y)} = δ3(x− y) (4.303)

{∆2(x),∆6(y)} = {(1 + 2a2�x)∂
x
i Ai(x), ∂ykp

k(y)} =

= (1 + 2a2�x)∂
x
i ∂

y
k{Ai(x), pk(y)} = (1 + 2a2�x)∂

x
i ∂

y
kδ

k
i δ

3(x− y)

= −(1 + 2a2(∂0∂0 − ∂xj ∂xj ))∂xi ∂
x
i δ

3(x− y) = −(1− 2a2∇2
x)∇2

xδ
3(x− y)

{∆3(x),∆5(y)} = {A0(x), p0(y), } = δ3(x− y)

{∆4(x),∆1(y)} = −{∆1(y),∆4(x)} = −δ3(x− y)

{∆5(x),∆3(y)} = −{∆3(y),∆5(x)} = −δ3(x− y)

{∆6(x),∆2(y)} = −{∆2(y),∆6(x)} =
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= (1− 2a2∇2
y)∇2

yδ
3(x− y) = (1− 2a2∇2

x)∇2
xδ

3(x− y)

la matriz de vı́nculos Pab(x, y) = {∆a(x),∆b(y)}; con a, b = 1, 2, 3, 4, 5, 6; es:

Pab(x, y) =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 −F̂x
0 0 0 0 1 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 F̂x 0 0 0 0


δ3(x− y) (4.304)

donde F̂x = (1− 2a2∇2
x)∇2

x; es un operador diferencial.

Apéndice AB. Inversa de matriz de vı́nculos

La matriz de vı́nculos se escribe de la forma:

Pab(x, y) =

(
0 A

−AT 0

)
ab

δ3(x− y) (4.305)

donde:

0 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 A =


1 0 0

0 0 −F̂x
0 1 0

 − AT =


−1 0 0

0 0 −1

0 F̂x 0

 (4.306)

Se define la inversa de matriz de vı́nculos P−1
bc (z, y), de la forma:

P−1
bc (z, y) =

(
Θ1(z, y) Θ2(z, y)

Θ3(z, y) Θ4(z, y)

)
bc

(4.307)

la inversa se cálcula a partir de:∫
Ω

dz3Pab(x, z)P
−1
bc (z, y) = δacδ

3(x− y) (4.308)

∫
Ω

dz3

(
0 A

−AT 0

)
ab

(
Θ1(z, y) Θ2(z, y)

Θ3(z, y) Θ4(z, y)

)
bc

δ3(x− z) = δacδ
3(x− y) (4.309)
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(
0 A

−AT 0

)
ab

∫
Ω

dz3

(
Θ1(z, y) Θ2(z, y)

Θ3(z, y) Θ4(z, y)

)
bc

δ3(x− z) = δacδ
3(x− y) (4.310)

(
0 A

−AT 0

)
ab

(
Θ1(x, y) Θ2(x, y)

Θ3(x, y) Θ4(x, y)

)
bc

= δacδ
3(x− y) (4.311)

(
0 A

−AT 0

)(
Θ1 Θ2

Θ3 Θ4

)
=

(
I 0

0 I

)
δ3(x− y) (4.312)

Como A, −AT ; son matrices de operadores, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones

diferenciales:

AΘ3 = Iδ3(x− y) (4.313)

−ATΘ2 = Iδ3(x− y)

AΘ4 = 0 =⇒ Θ4 = 0

−ATΘ1 = 0 =⇒ Θ1 = 0

De AΘ3 = Iδ3(x− y), se obtiene:

AΘ3 =


1 0 0

0 0 −F̂x
0 1 0



α1 α2 α3

α4 α5 α6

α7 α8 α9

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 δ3(x− y) (4.314)

α1 = δ3(x− y) α2 = 0 α3 = 0 (4.315)

α4 = 0 α5 = 0 α6 = δ3(x− y)

−F̂xα7 = 0 − F̂xα8 = δ3(x− y) − F̂xα9 = 0

α2 = α3 = α4 = α5 = α7 = α9 = 0

α1 = α6 = δ3(x− y)

F̂x(−α8) = δ3(x− y)
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De −ATΘ2 = Iδ3(x− y), se obtiene:

AΘ2 =


−1 0 0

0 0 −1

0 F̂x 0



β1 β2 β3

β4 β5 β6

β7 β8 β9

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 δ3(x− y) (4.316)

−β1 = δ3(x− y) − β2 = 0 − β3 = 0 (4.317)

F̂xβ4 = 0 F̂xβ5 = 0 F̂xβ6 = δ3(x− y)

−β7 = 0 − β8 = δ3(x− y) − β9 = 0

β2 = β3 = β4 = β5 = β7 = β9 = 0

β1 = β8 = −δ3(x− y)

F̂xβ6 = δ3(x− y)

Para encontrar la matriz inversa se debe resolver la ecuación diferencial:

F̂xG(x, y) = δ3(x− y) (1− 2a2∇2
x)∇2

xG(x, y) = δ3(x− y) (4.318)

G(x, y) = F̂−1
x δ3(x− y)

donde F̂−1
x , es el operador inverso de F̂x; y G(x, y), es la función de Green.

Por medio de funciones de Green, y bajo las condiciones de frontera de los campos, se

determina G(x, y), de manera única [6]:

G(x, y) = − 1

4π

1− e−
|x−y|
a

|x− y|
(4.319)

de esta manera:

β6 = F̂−1
x δ3(x− y) = G(x, y) (4.320)

α8 = −F̂−1
x δ3(x− y) = −G(x, y)

La inversa de la matriz de vı́nculos es:

P−1
ac (x, y) =

(
0 B(x, y)

−BT (x, y) 0

)
(4.321)
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B(x, y) =


−δ3(x− y) 0 0

0 0 G(x− y)

0 −δ3(x− y) 0

 (4.322)

−BT (x, y) =


δ3(x− y) 0 0

0 0 δ3(x− y)

0 −G(x− y) 0



Apéndice AC. Paréntesis de Dirac

Los paréntesis de Dirac, se definen de la forma:

{F (x), G(y)}D = {F (x), G(y)} (4.323)

−
∫

Ω

∫
Ω

dv3du3{F (x),∆a(u)}P−1
ab (u, v){∆b(v), G(y)}

Si F (x) = Ai(x), se tiene:

{Ai(x),∆6(y)} = {Ai(x), ∂ykp
k(y)} = ∂yk{Ai(x), pk(y)} = −∂xi δ3(x− y) (4.324)

{Ai(x), G(y)}D = {Ai(x), G(y)} (4.325)

−
∫

Ω

∫
Ω

dv3du3{Ai(x),∆6(u)}P−1
62 (u, v){∆2(v), G(y)}

{Ai(x), G(y)}D = {Ai(x), G(y)}+ ∂xi

∫
Ω

∫
Ω

dv3du3δ3(x− u)P−1
62 (u, v){∆2(v), G(y)}

{Ai(x), G(y)}D = {Ai(x), G(y)}+ ∂xi

∫
Ω

dv3P−1
62 (x, v){∆2(v), G(y)}

si G(y) = pi(y), se tiene:

{∆2(v), pj(y)} = {(1 + 2a2�v)∂
v
i Ai(v), pj(y)} = (4.326)
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= (1 + 2a2�v)∂
v
i {Ai(v), pj(y)} = (1 + 2a2�v)∂

v
i δ

j
i δ

3(v− y)

= −(1− 2a2∇2
y)∂

y
j δ

3(v− y)

{Ai(x), pi(y)}D = {Ai(x), pi(y)} (4.327)

−∂xi
∫

Ω

dv3P−1
62 (x, v)(1− 2a2∇2

y)∂
y
j δ

3(v− y)

{Ai(x), pj(y)}D = {Ai(x), pi(y)} − (1− 2a2∇2
y)∂

x
i ∂

y
j

∫
Ω

dv3P−1
62 (x, v)δ3(v− y)

{Ai(x), pj(y)}D = {Ai(x), pi(y)} − (1− 2a2∇2
y)∂

x
i ∂

y
jP
−1
62 (x, y)

{Ai(x), pj(y)}D = {Ai(x), pi(y)}+ (1− 2a2∇2
x)∂

x
i ∂

x
j P
−1
62 (x, y)

{Ai(x), pj(y)}D = δji δ
3(x− y)− (1− 2a2∇2

x)∂
x
i ∂

x
jG(x, y) (4.328)

{pj(x), Ai(y)}D = −{Ai(y), pj(x), }D (4.329)

= −δji δ3(x− y) + (1− 2a2∇2
y)∂

y
i ∂

y
jG(x, y)

= −δji δ3(x− y) + (1− 2a2∇2
x)∂

x
i ∂

x
jG(x, y)

Si F (x) = Āi(x), se tiene:

{Āi(x),∆5(y)} = {Āi(x),−∂ykπ
k(y)} = −∂yk{Āi(x), πk(y)} = ∂xi δ

3(x− y) (4.330)

{Āi(x), G(y)}D = {Āi(x), G(y)} (4.331)

−
∫

Ω

∫
Ω

dv3du3{Āi(x),∆5(u)}P−1
53 (u, v){∆3(v), G(y)}

{Āi(x), G(y)}D = {Āi(x), G(y)} − ∂xi
∫

Ω

∫
Ω

dv3du3δ3(x− u)P−1
53 (u, v){∆3(v), G(y)}

{Āi(x), G(y)}D = {Ai(x), G(y)} − ∂xi
∫

Ω

dv3P−1
53 (x, v){∆3(v), G(y)}

si G(y) = πi(y), se tiene:

{Āi(x), πj(y)}D = {Āi(x), πj(y)} − ∂xi
∫

Ω

dv3P−1
53 (x, v){∆3(v), πj(y)} (4.332)

{Āi(x), πj(y)}D = {Āi(x), πj(y)} = δji δ
3(x− y)

{πj(x), Āi(x)}D = −{Āi(x), πj(x)}D = −δji δ3(x− y) (4.333)
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Apéndice AD. Evolución temporal bajo la condición generalizada del gauge de

radiación

Al eliminar los vı́nculos, el Hamiltoniano canónico es:

Hc =

∫
Ω

dx3

(
piĀi +

1

4a2
πiπi + πi∂jFij +

1

2
ĀiĀi +

1

4
FijF

ij − a2∂jĀ
j∂kĀ

k

)
(4.334)

Para Ai(x), se obtiene:

Ȧi(x) = {Ai(x), Hc(y)}D (4.335)

=

∫
Ω

dy3Āj(y){Ai(x), pj(y)}D

=

∫
Ω

dy3Āj(y)[δji δ
3(x− y)− (1− 2a2∇2

x)∂
x
i ∂

x
jG(x, y)]

= Āi(x)− (1− 2a2∇2
x)

∫
Ω

dy3Āj(y)∂xi ∂
x
jG(x, y)

Para Āi(x), se obtiene:
˙̄Ai(x) = {Āi(x), Hc(y)}D (4.336)

=

∫
Ω

dy3

(
1

2a2
πj(y){Āi(x), πj(y)}D + ∂kyFjk(y){Āi(x), πj(y)}D

)

=
1

2a2
πi(x) + ∂kxFik(x)

Para pi(x), se obtiene:

ṗi(x) = {pi(x), Hc(y)}D (4.337)

=

∫
Ω

dy3

(
πj(y)∂ky{pi(x), Fjk(y)}D +

1

2
F jk(y){pi(x), Fjk(y)}D

)

=

∫
Ω

dy3
(
πj(y)∂ky∂

y
j {pi(x), Ak(y)}D − πj(y)∂ky∂

y
k{p

i(x), Aj(y)}D
)

+

∫
Ω

dy3

(
1

2
F jk(y)∂yj {pi(x), Ak(y)}D −

1

2
F jk(y)∂yk{p

i(x), Aj(y)}D
)
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=

∫
Ω

dy3πj(y)∂ky∂
y
j [−δikδ3(x− y) + (1− 2a2∇2

x)∂
x
i ∂

x
kG(x, y)]

−
∫
Ω

dy3πj(y)∂ky∂
y
k [−δijδ3(x− y) + (1− 2a2∇2

x)∂
x
i ∂

x
jG(x, y)]

+

∫
Ω

dy3 1

2
F jk(y)∂yj [−δikδ3(x− y) + (1− 2a2∇2

x)∂
x
i ∂

x
kG(x, y)]

−
∫
Ω

dy3 1

2
F jk(y)∂yk [−δijδ3(x− y) + (1− 2a2∇2

x)∂
x
i ∂

x
jG(x, y)]

= −∂i∂jπj + ∂j∂jπ
i + ∂jF

ji

Para πi(x), se obtiene:

π̇i(x) = {πi(x), Hc(y)}D (4.338)

=

∫
Ω

dy3
[
pj(y){πi(x), Āj(y)}D + Āj(y){πi(x), Āj(y)}D

−2a2∂ky Āk(y)∂jy{πi(x), Āj(y)}D
]

= −pi(x)− Āi(x)− 2a2∂ix∂
k
xĀk(x)

Para p0(x) = ∂iπ
i, se obtiene:

ṗ0(x) = ∂xi π̇
k = −∂xi pi(x)− ∂xi Āi(x)− 2a2∂xi ∂

i
x∂

k
xĀk(x) (4.339)

= −∂xi Āi(x)− 2a2∂xi ∂
i
x∂

k
xĀk(x)
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