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FORMULACION DE HAMILTON-JACOBI EN TEORIA CLASICA
DE CAMPOS

Resumen

En el presente trabajo se estudiard la formulacion de Hamilton-Jacobi mediante el método
de Lagrangianos equivalentes de Carathéodory. Se deducirdn las ecuaciones de movimiento
como ecuaciones diferenciales totales y se analizard las condiciones de integrabilidad para
estas. Por medio de problemas prdcticos se extenderd la formulacion a sistemas con infinitos
grados de libertad y descritos por variables de Grassmann. Finalmente se analizard por

medio de este formalismo la estructura cldsica de la electrodindmica cudntica (QED).
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HAMILTON-JACOBI FORMULATION IN CLASSICAL FIELD
THEORY

Abstract

In the present work will study the Hamilton-Jacobi formulation using the Carathéodory’s La-
grangian equivalents method. The equations of motion as total differential equations will be
deducted and will analyzed the integrability conditions. Through practical problems will ex-
tend the formulation to systems with infinite degrees of freedom and described by Grassmann
variables. Finally, I will use this formalism to the classical structure of quantum electrody-

namics (QED).
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Glosario

Vinculo: Se denomina vinculo a una expresién que relaciona coorde-
nadas del espacio de configuraciones o coordenadas del espa-

cio de fase.

Boson: Particula elemental de la naturaleza que se caracterizan por

tener spin entero.

Fermion: Particula elemental que se caracteriza por tener espin semi-

entero y cumplir el principio de exclusion de Pauli.

Antiparticula: A cada una de las particulas de la naturaleza le corresponde
una antiparticula que posee la misma masa, el mismo espin,

pero distinta carga eléctrica.

QED: Acrénimo en ingles de electrodindmica cudantica. Describe los
fendmenos que implican las particulas eléctricamente cargadas

que obran reciprocamente por medio de la fuerza electromagnética.

Grados de libertad: Es el nimero minimo de coordenadas generalizadas necesarias

definir el estado de un sistema fisico.

Campo: Representa la distribucién espacial de una magnitud fisica que

muestra cierta variacion en una region del espacio.

Algebra de Lie: Es la estructura algebraica definida sobre un espacio vectorial,
asociada usualmete a los grupos de Lie y usadas en el estudio
geométrico de los propios grupos y de otras variedades dife-

renciales.

Transformacion de gauge: Es una transformacion de algin grado de libertad interno, que

no modifica ninguna propiedad observable fisica.

XI



Indice general XII

Superespacio: Es un espacio fisico costruido con variables del dlgebra con-

mutativa y del dlgebra de Grassmann.



Capitulo 1

Introduccion

La mecadnica clasica posee diferentes formulaciones para describir sistemas fisicos, co-
mo: las leyes de Newton, la formulacion Lagrangiana, la formulacién Hamiltoniana, la for-
mulacién de Hamilton Jacobi, entre otras. Todas estas formulaciones son equivalentes entre
si [1]. Las dos tultimas formulaciones son las mds empleadas en el estudio de la mecénica
cudntica y la teoria de campos, por esta razon se desarrolla en este trabajo el formalismo de

Hamilton Jacobi.

La formulacion de Hamilton-Jacobi surge del formalismo de Hamilton cuando nos intere-
samos por una trasformacién candnica que nos lleve atin nuevo sistema de coordenadas en el
espacio de fase, en donde la nueva funcién hamiltoniana se anule y por lo tanto la integrabi-

lidad de las ecuaciones de Hamilton para las nuevas variables sean elementales [1, 2].

Existe un método alternativo para deducir la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi en el cual no
es necesario tener en cuenta la formulacién de Hamilton y las transformaciones candnicas
de Jacobi [12], este método relaciona el calculo variacional con las ecuaciones diferenciales
ordinarias y parciales mediante un andlisis geométrico estudiado por Carathéodory al que él

llama “Cuadro completo” [3].

Carathédory muestra como la ecuacion de Hamilton-Jacobi se deriva del principio de Hamil-
ton empleando el concepto de Lagrangianos equivalentes y utiliza el método de las carac-
teristicas o método de Cauchy para resolver esta ecuacion [4], se ha mostrado en diferentes
trabajos [3, 5, 6], como este método puede extenderse a sistemas que son descritos por La-
grangianos singulares, en este caso la formulacion de Hamilton-Jacobi agrega a los vinculos

como ecuaciones diferenciales parciales y junto con la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi for-
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man un conjunto de ecuaciones al cual se le denomina Ecuaciones Diferenciales Parciales de
Hamilton-Jacobi (EDPHJ), se calculan las ecuaciones caracteristicas asociadas a este con-

junto y finalmente se analiza sus condiciones de integrabilidad.

Existen sistemas fisicos en mecdnica cldsica y en teoria de campos que son descritos por
Lagrangianos singulares [7], en los que es necesario introducir un nuevo tipo de variables
para describirlos cldsicamente, estas variables son conocidas como variables de Grassmann
[8, 9]; un ejemplo de estos sistemas es la descripcion cldsica de particulas fermionicas. Estas
nuevas variables tienen la propiedad de ser anticonmutativas lo cual genera modificaciones
en el cdlculo diferencial e integral y por lo tanto modifica la estructura de la mecénica. Se
adaptard el planteamiento hecho por por Caratheodory para estudiar este tipo de sistemas,
calculando las ecuaciones caracteristicas del conjunto de EDPHJ y analizar las condiciones

de integrabilidad permitiendo la obtencion de las ecuaciones de movimiento.

Se comenzara en el capitulo 2 desarrollando el formalismo de Hamilton Jacobi para sis-
temas que satisfacen la condicién Hessiana. Posteriormente se estudiard las implicaciones
que surgen del rompimiento de esta condicion y como esto determina la existencia de vincu-
los de la definicién de momentos candnicos conjugados. Se analizard la estructura de estos
vinculos por medio de las condiciones de integrabilidad lo que permitira definir si el conjun-
to de EDPHJ esté en involucién con los paréntesis generalizados asegurando la integrabiliad
de las ecuaciones de movimiento. En caso contrario, la dinamica se redefinira utilizando la
definicion de paréntesis generalizados. En el capitulo 3 se aplicara este formalismo al campo

electromagnético libre.

En el capitulo 4 se estudia las propiedades basicas del dlgebra de Grassmann y se analiza
un ejemplo mecanico en el que se introduce el concepto de variable dindmica Grassmannia-
na. En el capitulo 5 se analiza la estructura cldsica del campo fermidnico libre mediante
el formalismo de Hamilton Jacobi y finalmente en el capitulo 6 se aplica el formalismo de

Hamilton Jacobi al estudio de la estructura cléasica de la electrodindmica cudntica (QED).



Capitulo 2

Formulacion de Hamilton-Jacobi segin

Caratheodory

En este capitulo se estudiara el formalismo de Hamilton-Jacobi (HJ) para sistemas singu-
lares [10], por razén de simplicidad en los cédlculos se trabajara inicialmente sistemas fisicos
con finitos grados de libertad y variables dindmicas conmutativas, en el momento adecuado
se realizard la generalizacion a sistemas con infinitos grados de libertad [11] y cuando sea
necesario a sistemas descritos por variables dindmicas del dlgebra no conmutativa, algebra

de Grassmann [8].

Se obtendra en primer lugar la ecuaciéon de HJ para sistemas regulares utilizando el prin-
cipio variacional mediante el método de Lagrangianos equivalentes de Caratheodory [12],
posteriormente se mostrard como el formalismo de HJ envuelve naturalmente a los sistemas
singulares. En este escenario ya no se tendrd una sino varias ecuaciones diferenciales par-
ciales que el sistema debe obedecer. Se analizardn las condiciones de integrabilidad de estas
ecuaciones parciales y se calcularan las respectivas ecuaciones caracteristicas. Finalmente
se muestra como se puede redefinir la dindmica con el uso de los paréntesis generalizados
para sistemas fisicos que contengan vinculos que no estan en involucién con los paréntesis

de Poisson.

2.1. Sistemas regulares

Consideremos inicialmente un sistema fisico con n grados de libertad (i = 1,...,n) de-

scrito por un Lagrangiano de la forma:

L(q', ¢, t) 2.1
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A este Lagrangiano se le puede asociar la integral de accién definida de la siguiente manera:

to
A= / L(¢' ', t)dt 2.2)

t
Calculada sobre C, una posible trayectoria del sistema entre dos puntos fijos ¢; y to. El
problema del cdlculo variacional es encontrar una forma paramétrica de la trayectoria del
sistema en el espacio de configuracion ¢ = ¢‘(t) de modo que la primera variacién de
la accion sea nula [12]. Resolver directamente este problema conduce a las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange. Para abordar de una manera diferente este problema, primero
se definird una segunda funcién Lagrangiana construida a partir de (2.1) y de la derivada total

respecto al tiempo de una funcién S(q, t) arbitraria de la siguiente manera:

- ds
I =1 — - 2.3)

A este Lagrangiano (2.3) se le puede asociar también una accion definida andlogamente a

(2.2): i )
to to
A= / L(q',¢", t)dt = / (L — ﬁ) dt (2.4)
gl t_1 dt

Considerando que la accién A varia entre los mismos valores de tiempo de A, osea, t; = t;

y to = to y ademds, definiendo ¢(¢2) = ¢z, y q(t1) = gz, ; se tiene en (2.4):
A=A—-S(g,,t2) +S(q,, 1) (2.5)

Ahora, considerando la primera variacion de (2.5), se obtiene:

SA =6A—65(qs,, t2) + 065(qz,, 1) (2.6)
pero:
a8
68 = —5q(t 2.7
S 9 q(t) (2.7)

Si se consideran extremos fijos, es decir dg(t2) = 0y dq(t1) = 0, entonces, se determina
que:
5A =6A 2.8)
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Este resultado muestra que la trayectoria que extremiza A es la misma que extremiza A
por esta razén se dice que (2.1) y (2.3) son Lagrangianos equivalentes, por lo tanto, ellos

conducen al mismo problema variacional y se refieren al mismo problema dindmico [12].

La trayectoria ¢'(t) solucién del problema variacional, también es solucién del sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) [12]

i =¢'(q,t) (2.9)

De acuerdo a Carathéodory [12], si podemos encontrar las funciones ¢, la condicién sufi-
ciente para que A y consecuentemente A sean estacionarias es encontrar una funcién S(q, t)

para la cual:

L(q,q,t)|4=¢ =0 (2.10)

Ademads, si L tiene un minimo en ¢ = ¢(q,t) entonces A tendrd también un minimo y

consecuentemente A, por lo tanto se debe cumplir:

L

%

esto lleva &:

2 . 2
oL &5 _950¢ &5 2.12)

Como S es funcion unicamente de las coordenadas y del tiempo, el segundo y el dltimo

término de la ecuacion anterior son cero, ademads, las componentes de las velocidades gener-

alizadas son independientes, es decir, se cumple g—gi = 07, por lo tanto se determina que:

oL  0S
d¢t  Oq

(2.13)

El lado izquierdo de (2.13), define el momento canénico, p;, conjugada a la coordenada ¢,

[13], entonces se establece la siguiente relacion:

o8
D= 5

(2.14)
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La condicion (2.10) permite determinar que:

s ., 0S8
——q' ———=0 2.15
aq* ot 215
Utilizando (2.14) en la ecuacién anterior se obtiene:
S\ S
pid —L(q,q,t)+gzo (2.16)

La relacion anterior se puede considerar como una ecuacion diferencial para .S, si es posible
eliminar las velocidades y escribirlas en funcion de las coordenadas y los momentos apartir

de la definicién:
oL

a4

Invertir las velocidades en términos de los momentos y las coordenadas en las relaciones

Di = (2.17)

anteriores, es factible si el determinante de la matriz Hessiana 1V, [14], es diferente de cero:

det W #£0 (2.18)
donde: )
0“L
i = e 2.19
T 0t 0¢ ( )

La relacién (2.18) se conoce como condicion Hessiana; sistemas que cumplen esta condicion
son llamados sistemas regulares. Con la condicién (2.18) satisfecha, se puede reconocer los
dos primeros términos de (2.16) como la transformacion de Legendre que permite definir la

funcién Hamiltoniana H (q, p,t), [13].
H(q,p,t) =¢'pi — L (2.20)

Ademas, recordando la relacion (2.14) en (2.16) se determina la siguiente expresion:

oS a8
i (q, a—q,t) + 5 =0 2.21)

La relacion (2.21) es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden no li-
neal y se conoce como la ecuaciéon de Hamilton Jacobi [12]. Entonces, para que la primera
variacion de la accion A sea nula se considerd la existencia de una funcién arbitraria S(q, t)
que depende de las coordenadas, ¢, y del tiempo, ¢, para la cual se cumpla L = 0 y ademds
lo minimice en ¢ = ¢. La funcién S que permite que se cumplan estas condiciones debera

ser solucién de la ecuacion de Hamilton Jacobi (2.21).
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2.1.1. Ecuaciones caracteristicas

Se sabe como calcular la funcién S pero no se ha discutido como, apartir de ella. se
puede calcular la trayectoria seguida por un sistema fisico. Para ello se utilizard el hecho que
todo sistema de ecuaciones diferenciales parciales esta asociado a un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias [4]. Este conjunto se puede calcular por el método de las ecuaciones

caracteristicas resuelto primero por Cauchy [12].

Considerando la evolucion temporal de (2.14), se determina:

d 2SS
4= P8 | 22
i =P = u00 T T arog 2.22)

También se debe calcular la derivada de (2.21) respecto a ¢

OH _OHdp; _ &S

| A )
o op, 0 0ot

OH 0H 0*S %S

—t———t =0

dq¢t  Op; 0¢?0q"  Oq¢? Ot
Recordando que en (2.21) se definié la funcién Hamiltoniana A utilizando la transformacion

(2.23)

de Legendre; (2.20), se puede determinar de esta la siguiente identidad

OH

— =4 (2.24)
o

Reemplazando esta relacion en (2.23) se obtiene que:

OH . PSS

J

“oc  Togog " agor

(2.25)

De esta manera, comparando las relaciones (2.22) y (2.25) y junto con la identidad (2.24), se

consigue un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de primer orden:

i = on (2.26)
Opj
Pi = — o (2.27)

g’



Capitulo 2: Formulacion de Hamilton-Jacobi segiin
Caratheodory 8

Las ecuaciones (2.26) y (2.27) se conocen como las 2n ecuaciones caracteristicas de la
ecuacion de Hamilton Jacobi (2.21). Ellas permiten definir un espacio de fase de variables ¢
y pi,» Y como bien se sabe, son idénticas a las ecuaciones candnicas del formalismo Hamilto-

niano. Otra ecuacion caracteristica, se la puede obtener tomando el diferencial de S(q, t):

as ., 08
dS = —dq' + —dt 2.28
aq ¢+ ot (2.28)
Pero de la ecuacion de Hamilton Jacobi se sabe que: H = —%—f y empleando (2.14) en la
ecuacion anterior se reescribe:
i dg'
dS = p;dq" — Hdt = pi% — H | dt (2.29)
= (pig' — H) dt (2.30)
Utilizando (2.24) se obtiene:
0H
ds = <—pi — H> dt (2.31)
Opi

Con este proceso, se ha calculado a partir de una ecuacién diferencial parcial (EDP) de primer
orden (2.21), un conjunto de 2n + 1 EDO de primer orden (2.26), (2.27) y (2.31)

2.2. Sistemas Singulares

Los sistemas fisicos que obedecen la condicion Hessiana (2.18) son sistemas regulares,
la mayoria de sistemas conservativos en mecdnica clasica cumplen esta condicién ya que el
Lagrangiano se escribe como la diferencia de la energia cinética y la energia potencial, de
tal manera, que si la energia cinética contiene los cuadrados de las velocidades de todas las
coordenadas generalizadas, se puede observar claramente que la relacion (2.17) seré siempre
invertible. Sin embargo, existen sistemas tanto en mecénica cldsica como en teoria de Cam-
pos cuyos Lagrangianos violan la condicion (2.18), estos sistemas se conocen como sistemas

singulares [3].

Para entender las consecuencias de un Lagrangiano singular L(q, ¢, t), se analizara primero
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las ecuaciones de movimiento en el formalismo Lagrangiano:

oL d (0L ,
% & (aq@) =0 i=1,..,n. (2.32)

El segundo término de (2.32) puede ser expandido calculando la derivada total respecto al

tiempo, es decir:

oL &L . L . &L
oL oL 5 OL _ 233
o0 ogoa! ~agac! ~ otag (2:33)

En esta forma, es facil determinar que las ecuaciones de Euler-Lagrange son ecuaciones

diferenciales ordinarias de segundo orden en las coordenadas, ademas, esta forma sugiere

una analogia con la segunda ley de Newton:
Wi ¢ = Fi(q,4,1) (2.34)

Donde se ha definido:

oL oL . O°L
) y = V)

y se ha utilizado la definiciéon de matriz hessiana.

= Sila matriz Hessiana es invertible, det W;; # 0, las ecuaciones (2.34) describen un sis-
tema fisico regular, por lo tanto las aceleraciones estaran determinadas univocamente

en funcion de las velocidades y las coordenadas generalizadas por medio de:
¢ = W5 Fig,4,1) (2.36)

= Si la matriz Hessiana es no invertible, det W;; = 0, entonces las ecuaciones (2.34)
describen un sistema fisico singular, las aceleraciones no estardn determinadas univo-
camente en funcién de las velocidades y las coordenadas generalizadas. Estos sistemas

son conocidos como sistemas singulares [7].

Sea W una matriz singular de dimension n y rango r, tal que r < n. De la definicién (2.19),
se puede determinar que la matriz Hessiana es simétrica, por lo tanto, siempre diagonalizable.

Entonces, se tendrd n — r autovalores en la diagonal de la matriz iguales a cero. Asociado a
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cada uno de estos autovalores, se tendra un autovector ¢, que deben cumplir en general la

siguiente ecuacion de autovalores:
W, =0 (2.37)

Donde s =1,....,n —r.y j,i = 1,...,n. Multiplicando (2.34) por ¢, resulta:
SiWy = ¢LF =0
Obteniendo p relaciones que no contienen aceleraciones, donde p =n — r:
¢LF; =0 (2.38)

Las ecuaciones (2.38) son conocidas como vinculos o ligaduras Lagrangianas, y establecen
relaciones entre coordenadas o coordenadas con velocidades [7]. Se puede observar con lo
planteado, que si la matriz Hessiana es singular con rango » = n — p, se puede ordenar
las variables ¢* de tal manera para formar una matriz de dimensién r x r no singular, que

contenga todos los 7 autovalores no nulos, de la siguiente manera:
det Wy, # 0; (2.39)

De este modo, se tendrd r coordenadas que se pueden escribir en la forma (2.36) y N — R

coordenadas que llevan a relaciones de la forma (2.38), esto es:
qa — (ja = Wy Fy (240)

¢ — ¢ Fi=0 (2.41)

Donde a,b=1,....,rys=1,...,p,conp+r=mn

El paso al formalismo Hamiltoniano de estos sistemas singulares se realiza utilizando la
definicién de momento candnico conjugado (2.17), para el conjunto (2.40) serd posible in-

vertir las velocidades en términos de las posiciones y los momentos:

oL _ |
Po=gm: 7 q" = f*(q", pv) (2.42)
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Mientras para el conjunto (2.41), se puede determinar:

L
- 5

Ps Ps = gs (qiapb) (2.43)

Las ecuaciones (2.43) relacionan coordenadas con momentos y son consideradas vinculos
Hamiltonianos de la teoria [7]. Dirac fue el primero en mostrar que el formalismo Hamilton-
inano puede ser extendido para estudiar sistemas singulares; en el formalismo Hamiltoniano
de Dirac , estas relaciones (2.43) se denominan vinculos primarios [10]. En la primera parte
de este capitulo se mostré que el formalismo de Hamilton surge del formalismo de Hamilton
Jacobi, por lo tanto, la existencia de un formalismo candnico para sistemas singulares esta
profundamente relacionado con el problema de la existencia de un formalismo de HJ para

tales sistemas.

2.2.1. Sistema de EDP de Hamilton Jacobi

Se puede pensar en principio que la violacién de la condicion Hessiana impide que la
ecuacion de HJ pueda ser escrita a partir de la relacion (2.16), debido a la no existencia de
una funciéon Hamiltoniana que sea unica en todo el espacio de fase. Esto en realidad es un
problema aparente, como se puede examinar a continuacion. Las coordenadas generalizadas
en un sistema singular se pueden dividir en coordenadas invertibles {¢“} y no invertibles

{¢°}, con esto, la transformacion de legendre (2.20) se puede escribir de la siguiente manera:
pid' = L(¢',d") = pag" + pud* = L(d', 4", ¢") = H(q", pa, §°) (2.44)

Ahora considerando la derivada de (2.44) respecto a ¢":

OH(pod') _ 04" 04 OL
aqm aaqm aqm S aqm

(2.45)

siendo ¢* y ¢™ son independientes, se obtiene:

OH (¢, pa, ¢° oL oL
agm aqm agm
Por lo tanto, si los vinculos son respetados, la transformacion de Legendre (2.20), determi-

nard una funcién Hamiltoniana canénica que no depende de las velocidades no invertibles,
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es decir:
H(q',pa:q") = pag” + ps¢® — L(q", 4", ¢°) = Ho(q', pa) (2.46)

En la region en que los vinculos son satisfechos, la Hamiltoniana anterior es bien definida y

por consiguiente la ecuacion de Hamilton-Jacobi puede ser expresada asi:

0S 4
o = Fn + Ho(q',pa) =0 (2.47)
Ahora, se definira la cantidad — g qL = H, en (2.43), de tal manera que los vinculos se puedan

escribir de una forma andloga a la ecuacién de HJ, (2.47):

¢s =ps+ Hs(qivpa) =0 (248)

Definiendo py = %—f en (2.47) y junto con (2.48) se tiene el conjunto:

$o = po + Ho(q',pa) =0 (2.49)

st = Ps + Hs(qiypa) =0 (250)
La ecuacion de HJ y los vinculos pueden escribirse de forma unificada asi:

Pa = Pa+ Halq',pa) = 0 (2.51)

Donde o« = 0, 1, ...p y se ha definido ¢ = ¢". Recordando que atn son validas las condiciones

Pi = g; donde ¢ = 1, ..., n, las ecuaciones (2.51) forman un conjunto de p + 1 ecuaciones

diferenciales parciales (EDP) de primer orden, que se denominan ecuaciones diferenciales
parciales de Hamilton Jacobi (EDPHIJ), [3]. Por lo tanto para conseguir un extremo en la

integral de accion se debe buscar una funcién S(q, t) que satisfaga el conjunto de EDPHJ.

2.2.2. Ecuaciones Caracteristicas

Se aplicara nuevamente el procedimiento de Cauchy para encontrar ecuaciones diferen-

ciales totales a partir del conjunto de EDPHJ (2.51). Este sistema se puede reescribir asi:

¢a(q*, 4", PasPa) = 0 = {a} ={0,1, ..., p} (2.52)
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En el cual se cumplen las condiciones:

pyzzQé%gigfg-—>{a}::{o,1,”,p} (2.53)
pa::Qﬁ%%;;iﬁ<_>{a}::{1,“wr} (2.54)

Tomando el diferencial de la tltima relacion se obtiene:

92S %S
dq’ +
0q®0q® 0q*OqP

dpa = dq” (2.55)

Considerando ahora la derivada de (2.52) respecto a ¢*:

0po 004 0 0po O
o | 09aOps | Oba Opy _

— 2.56
g Opg 0qa  Opy 04 (20)
De acuerdo a (2.51), ¢,, depende linealmente de p,,, entonces:
a o 8 a (6% 8 8 (6] a (6% a « 8
Pa | 50005 | 000 0Py _ 0% | Oba | 00Oy _ (2.57)
dq° 04 Opy Oqa  0q"  0qa  Opp 0qa
De aqui, se puede determinar la siguiente relacion:
2 2
8pa: 0-S N 0-S :_8%_8%% (2.58)
¢  0q°0q* dq“q* dq*  Opy 0qa
Sustituyendo esta ecuacion en (2.55), se obtiene:
9%S 0¢ Opa Opy
dp, = dgb — | =2 + =2 dg* 2.59
Pe = dgog™ {361“ - Opy 8qa} K (259

Se examinard la primera ecuacién del conjunto de EDPHJ (2.51), en la siguiente forma:

b0 = po + Pai® + prd” — L(q', ¢ ¢") =0 (2.60)
Usando el vinculo p, = —H, y derivando con relacién a los momentos py, en la expresion
anterior da:
0y 0 » 0 o
— = =— paq"] — 5 |H,q
Opy  Opy pad’] Opy =
. OH, . . 0H, .,
= 00" — 4" =4 — =4 (2.61)
Opy Opy
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Mas, p, no depende de p;,, con esto, se puede reescribir el ultimo término de la expresion

anterior por:
aHT a [pr + Hr] a¢r

opy Ops Opy
Entonces, se consigue la siguiente relacion:

% :b a(br qr

= q —_
Opy Ops
A esta ecuacion se le introducira el término ¢° = 88—‘1: = % = 1, asi que:
o 0 6, 00,
Opy Opy Ope ,
Puede ser reescrita en la forma:
09a
dqb — dqa
Ops

Reemplazando (2.64) en (2.59) se obtiene:

Do = apa%d a |:a¢a %apb] dq“
“ Oqgb Opy dq*  Opp 44

Haciendo uso de la propiedad:

Opy O {as] 828 825 9 {35]  Opa

0g®  9¢o |9¢b] — 9gedgt — dgtdge A |dge] — g
en el diferencial de p,, (2.65), se alcanza el siguiente resultado:
O
dp, = ———dqg”
D 9
Abhora, se analizara el diferencial de S(¢%, ¢*):
oS oS
dsS = dg* + —dq”
dq® ¢+ aq“ a
Usando la ecuacion (2.64), se obtiene:
05 0¢, oS
ds = dqg” dqg”
o opa T ag

0
= ar - Pa Ha o
P (Pa + Ha) +p

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)
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Pero p,, es independiente de p,, por consiguiente, se determina la relacion:

0H,
Opq

Donde el dltimo termino de la anterior relaciéon se ha reemplazado por (2.51). Las ecua-

ds = [pa — Hal dg” (2.69)

ciones (2.64), (2.67) y (2.69) son las ecuaciones caracteristicas asociadas al sistema de ED-
PHJ, (2.51). La solucién de las dos primeras ecuaciones son curvas caracteristicas en el
espacio de fase de dimensién 2r de las variables (¢%, p,), paramétrizadas por las variables
q“*, entonces, sin tener en cuenta condiciones iniciales, la solucion del sistema en el espa-
cio de configuraciones consisten en trayectorias cuyas ecuaciones paramétricas son de la
forma ¢* = ¢(q°,t), [3]. Por lo tanto, sistemas singulares en el formalismo de HJ son sis-
temas de varias variables independientes, con ¢° como parametros en las mismas condiciones
que t; por esta razon, se nombrara a (¢%, p,) como las variables dependientes de la teoria y

q* = (¢",t) los pardmetros independientes del sistema.

Ademads, las ecuaciones (2.64) y (2.67) son identificadas como las ecuaciones de movimiento
del sistema en términos de ecuaciones diferenciales totales. Se puede examinar que para un
sistema no singular estas ecuaciones de movimiento se reducen a las ecuaciones de Hamilton

usuales (2.24) y (2.27), [6].

La evolucién de una observable fisica F'(¢%, p,, ¢*), la cual debe ser funcion del espacio de
fase reducido, esta dada por:

oF , OF ., OF
~ g " 3q“dq i OPa
Utilizando las dos primeras ecuaciones caracteristicas (2.64) y (2.67) se obtiene:

_OF . O0F00. ., OF 3, ., [OF OF06, OF 09,
0™ T op. "t T Opa 0t T T |9¢* " 0¢° Opa  Opa Og°

dF

dpq (2.70)

dF

dg® (2.71)

El primer término de la expresion anterior se puede escribir de la siguiente manera: gTIZ =

%(55. Como ¢, depende linealmente de p,, entonces: % = &7, por consiguiente, este

término puede ser expresado en la forma:

OF _ OF 96,

g~ 0q® Ops’
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Reemplazando este resultado en el diferencial (2.71), se determina que:

OF 6, OF 0 OF db  OF Db,

dF = - -
0q* Op,  Opg 0q®  0q¢P Ops  Opg 0¢°

dg” (2.72)

El ultimo término que se ha restado es un cero ya que F' no depende pg, sin alterar el resul-
tado, mas en esta forma, se puede observar que la estructura entre corchetes permite definir

unos paréntesis de Poisson en términos de todas las variables de la teoria, [3]:

OF 9G  9G OF _OF 9G _ 9G OF

F.G}=— - — — 2.73
) = O Op, ~ 0 Op. T O 0pa 04 Opa @73

Con estos corchetes, el diferencial (2.72) se puede expresar de la siguiente manera:
dF = {F, ¢o}dq" (2.74)

Sin embargo, solo se puede definir verdaderamente un espacio de fase para las variables
(¢*, pa), este espacio, serd llamado espacio de fase reducido [3]. La ecuacién caracteristica
(2.69) puede ser usada para encontrar una solucion explicita del conjunto de EDPHJ siempre
que conozcamos las soluciones de las ecuaciones caracteristicas (2.64) y (2.67). Se observa
también que (2.69) tiene la forma de la accién candnica referente a un sistema con varias
variables independientes, mostrando que la accion es de hecho una solucién del sistema [3].

Considerando el caso particular de una variable independiente ¢° = t en (2.69), se determina

que:
0OH
dS = {pi—“ - Ho} dg° (2.75)
Opi
Recordando que ¢* = %—Z? y ¢° = t se obtiene:
S = / [pig" — Ho) dt (2.76)

Esta expresion tiene la forma de la accién candnica para sistemas regulares. Por lo tanto,
los sistemas regulares pueden ser tratados como apenas un caso particular de los sistemas
singulares. Entonces, si se aplica el principio de accion estacionaria en (2.69) y haciendo la
variacién con relacion a las variables (g%, p,) se recuperaran las ecuaciones caracteristicas
(2.64) y (2.67), [15].
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2.2.3. Condiciones de Integrabilidad

El cuadro completo de Carathéodory esta dado por una familia de superficies S(¢“, ¢*)
que son ortogonales a una congruencia de curvas caracteristicas ¢“, donde la familia de su-
perficies es solucion de las EDPHJ y la congruencia de curvas es solucién de las ecuaciones
caracteristicas, [16]. Para un sistema fisico dado, se debe analizar las condiciones de integra-
bilidad de las ecuaciones caracteristicas [6]. Se empezara considerando el hecho de que para

todo conjunto de ecuaciones diferenciales totales:
dg' = A! (¢, t%)dt® (2.77)

coni,j =0,1,...Nya,f =0,1,...R < N, existe un conjunto asociado de ecuaciones

diferenciales parciales:
i Of
(e’ aqz

Donde X, son operadores lineales. Dada cualquier solucién f dos veces diferenciables del

Xof = A (2.78)

conjunto (2.78), esta debe también satisfacer:
[ Xa, Xp] (F) =0 (2.79)
La estructura entre corchetes de arriba es definida por:
[Xo Xa) (F) = Xo{ X5(F)} — X{Xa(F)} (2.80)

y se conoce como corchetes de Lie [15]. En un espacio M, los corchetes de Lie calculados
para cualquier par de operadores X, que pertencen a M, debe ser otro operador que también
pertence a M, esto es:

(Xo, Xp] (F) = CZﬂXV(F) (2.81)

Donde Cgﬁ son conocidas como constantes de estructura. LLa condicién (2.81) es llamada
condicion de integrabilidad de Frobenius [15]. La relacion de conmutacion (2.80) dard el
nimero maximo de ecuaciones linealmente independientes. Cualquier corchete de Lie que
resulte en una expresion que no puede ser escrita como (2.81), debera ser considerada como

un nuevo operador X, el cual debe ser agregado al conjunto de operadores X, una vez se
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hallan calculado todos los corchetes de Lie. Este proceso se debe repetir hasta que todos los
operadores X cumplan la ecuacion (2.81), es decir, hasta que el sistema se cierre en un alge-
bra de Lie.

Si todos los operadores X, satisfacen la condicion de integrabilidad de Frobenius, el sistema
de ecuaciones diferenciales dadas por (2.78) se dice ser completo y el correspondiente con-
junto de ecuaciones diferenciales totales (2.77) es integrable, si y solo si, el sistema (2.78),

es completo [17].

Este mismo andlisis se puede realizar para el conjunto de ecuaciones diferenciales totales
(2.64), (2.67) y (2.69), que corresponden a las ecuaciones caracteristicas asociadas al con-
junto de EDPHJ (2.51). Se puede observar que si (2.64) y (2.67) son integrables, la solucion
de (2.69) se obtendra por cuadraturas, [17]. Los operadores X, correspondiente a las ecua-
ciones diferenciales totales (2.64) y (2.67) estan dados por:

Of 0¢a  Of 0¢a
0q% Opa  Op, 0q°

Xof = (2.82)

La estructura del lado derecho en la expresion anterior constituye lo que se conoce como

paréntesis de Poisson, entonces, la relacion anterior se puede expresar asi:

Xof ={f ba} (2.83)

Haciendo actuar ahora el operador X3 en la expresion anterior, se determina:

X [Xa(F)] = X5 ({F, ¢a}) = {H{F, da}, 05} (2.84)

Reemplazando este resultado en la definicion de los corchetes de Lie (2.80), se obtiene:

[Xa, Xl (F) = UE, ¢s}s b} — {{F, Gals b5 (2.85)

Utilizando la identidad de Jacobi para los parentesis de Poisson:

{{A,B},C}+ {{C, A}, B} + {{B,C}, A} = 0; (2.86)
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siendo A = F', B = ¢, C' = ¢,; el primer término de (2.86) se puede escribir de la siguiente

manera:

{{F7 (bﬁ};Qba} = _{{¢Q7F}7¢5} - {{¢57¢a}7F}'

Con esto, se puede reescribir (2.85):

[XMX,B] (F) = _{{¢a7F}v¢ﬁ} - {{Qbﬁagba}aF} - {{Fa ¢a}7¢5} (2-87)
= _{{¢Q7F}v¢ﬂ} - {{¢ﬂ’¢a}7F} + {{¢aaF}a¢ﬁ}‘ (288)
[Xa, X/D’] (F) = {F> {¢/37 ¢a}} (2.89)

Donde se uso de la propiedad de antisimetria de los paréntesis de Poisson. De igual manera,

el lado derecho de (2.81), se puede escribir asi:
CgﬁXv(F) = CZﬂ{Fa ¢v} = {F, Cgﬂ¢7}' (2.90)

Reemplazando los resultados (2.89) y (2.90) en (2.81), se obtiene:

{F’ {¢B’ gba}} = {F’ O(Z,BQSW}

Por lo tanto para toda F' se determina que:

{05, b} = Cz0, (2.91)

Es decir, el conjunto de EDPHJ deben cumplir tambien la condicion de integrabilidad de
Frobenius (2.81), pero en este caso con el uso de los paréntesis de Poisson. Si el conjunto de
EDPHIJ cumple esta condicion, se dice que el sistema es involutivo y las respectivas ecua-
ciones caracteristicas (2.64) y (2.67) son integrables, [15]. En general, los sistemas fisicos
no cumplen esta condicién solo con las EDPHJ calculadas apartir de la definicién de mo-
mentos candnicos conjugados (2.48). La condicién de integrabilidad pueden revelar nuevas
ecuaciones diferenciales parciales (EDP) que complementaran el sistema de EDPHIJ, esta
situacion es completamente permitida por la condicion de integrabilidad en la forma (2.91),

[18]. Puede suceder otra situacién, la cual no es cubierta por la condicién (2.91), es el caso
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en el cual las EDPHJ no son linealmente independientes. Para tratar con esta situacion, es
necesario reformular la condicién de integrabilidad (2.91) utilizando el diferencial (2.74) de

la siguiente manera:
ddo = {¢a, $s}dq” = Cj,0,dq” = 0; (2.92)

donde se ha asumido la validez de las ecuaciones ¢, = 0. La condicién anterior: d¢, = 0,
exige que los vinculos sean mantenidos inalterados a lo largo de la trayectoria dindmica y

garantiza la existencia de soluciones completas para el sistema de EDPHJ, [15].

La condicién (2.92) lleva a las siguientes situaciones: La primera es que aparezcan nuevas
EDP de la forma f(q, p) = 0. Estas deberan ser incorporados al conjunto de EDPHJ después
de que todas las EDP sean calculadas. Esto generaré una dificultad debido a que se tiene que
ampliar el espacio de los pardmetros independientes para asignarle uno a cada nueva EDP
que surgen de la condicién de integrabilidad, [16]. De esta manera, se puede calcular las

ecuaciones caracteristicas del diferencial fundamental definido por:
dF = {F, ¢o}dq* (2.93)

Donde ahora, ¢* son todos los pardmetros independientes del problema. En este punto, las
condiciones de integrabilidad de todos las EDPHJ deben ser calculadas otra vez utilizando el
diferencial (2.93). Esta es la segunda situacioén que puede suceder, todas las EDPHJ antiguas
y nuevas, esten en involucion obedeciendo la condicion (2.91). Si las EDPHJ estan en este
caso, el sistema da completamente integrable. Pero, puede suceder que el conjunto de EDPHJ

no esten en involucién con los paréntesis de Poisson.

2.2.4. Paréntesis Generalizados

Presumamos que todas las EDP han sido encontradas y estas forman un conjunto com-
pleto de EDPHIJ, ¢, = 0; las cuales estdn relacionadas a un conjunto de pardmetros ¢“.
Separando la variable temporal ¢, de las otras variables independientes, la condicién de inte-

grabilidad para cualquier ¢, se escribird asi [18]:

dpo = {ba, do}dt + {¢a, . }dt* = 0; (2.94)
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donde {a, 8} = {0,1,....,p} y{z,2} = {1,...,p}.

La integrabilidad para cualquier ¢,, esta dada por:

Definiendo una matriz antisimétrica de elementos M,, = {¢., ¢.}, la integrabilidad de ¢,
da:
M, dt* = —{ ¢y, Po }dt (2.96)

Si el conjunto completo de EDPHJ no esté en involucidn, entonces, la matriz M es regular.
Por lo tanto, se tiene que los parametros dt*, no son linealmente indendientes, debido a la

ecuacion diferencial total :
dt* = —(M.,) " { s, do }dt (2.97)

Con este resultado, se puede escribir el diferencial (2.94) de la siguiente manera:

dF = [{F,¢o} — {F,¢.}(M..) " {¢s, do}] dt (2.98)

Por lo tanto, la dindmica se redefinird eliminando todos los pardmetros ¢* con excepcion de

t. Esto permitird definir los paréntesis generalizados (PG), [18]:

{F,G}* ={F.G} —{F, ¢.}(M.,) {¢., G}. (2.99)

Estos paréntesis satisfacen todas las propiedades de los paréntesis de Poisson como son an-
tisimetria, linealidad e identidad de Jacobi [19]. Bajo la defincién de PG, (2.98) se expresa
asi:

dF = {F, ¢o}"dt (2.100)
Los paréntesis generalizados definirdn la dindmica en el espacio de fase reducido y pueden
ser construidos siempre que el conjunto de EDPHJ sea no involutivo. Ademds se puede ob-

servar del siguiente calculo:

{00, 00} = {du, G0} = {2, 023 (M) " { Dy, G0} = M (M=)~ {0y, b0}
= {¢x; QbO} - 6:vz{¢y7 ¢0} = {¢£E7 (bO} - {(bx: ¢0} (2.101)



Capitulo 2: Formulacion de Hamilton-Jacobi segiin
Caratheodory 22

do, =0 (2.102)
Utilizando la propiedad de antisimetria de los PG :
{A,B} = —{B, A} = {A,B}*+{B,A}* =0 (2.103)
y definiendo A = B = ¢, se determina que
{0, do}" = 0= de =0 (2.104)

Los resultados (2.102) y (2.104) indican que el conjunto de EDPHIJ estén en involucién con
los PG.

Puede suceder que la matriz M sea singular de rango k£ < p, [20], entoces, se puede dividir el
espacio de los pardmetros de la siguiente manera: t y ¢* = {t,t*}; donde {I, s} = {1, ..., k},
{z,z} = {k+1....,p}. En este caso, habra un conjunto de k£ EDP que no estdn en involucién
y p—k EDP que estdn en involucidn con los paréntesis de Poisson, de esta manera, la relacion

(2.96) se puede expandir asi:

Mydt + Mzdt™ = —{¢,, o }dt (2.105)
La ultima expresion determina dos ecuaciones:

Mgdt' + Mydt™ = —{ps, ¢o}dt (2.106)

Mdt' + Mzdt® = —{ps, ¢ }dt (2.107)
De la ecuacién (2.106) resulta:

Msldtl = _{¢sv ¢O}dt - Msa’tdtj = _{¢sa ¢0}dt - {¢sa qbi}dti (2108)
= _{¢S7 ¢&}dtd'
Donde {a} = {0,k +1,...,p} y se ha definido dt = dt°, ademas como las EDP, ¢, no estan

en involucion con los paréntesis de Poisson, entonces, la matriz M, es regular, por lo tanto

existe su inversa y se puede escribir:

dt' = —(My) " {bs, da ydt® (2.109)
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La relacion anterior permite eliminar & parametros independientes, de tal manera que la teoria
ahora contara, entonces, con & parametros independientes. De esta manera el diferencial

fundamental esta dado por:

dF = {F, ¢o}dt + {F, s }dt* + {F, ¢, }dt* (2.110)
= {F, ¢a}dt® + {F, ¢, }dt’
= {F. ¢a}dt™ — {F, ¢} (Mis) {5, da bt
= [{F.¢a} — {F, 6} (M) {5, da}] dt®

o dF = {F, ¢5}*dt® 2.111)

En este caso, los paréntesis generalizados han sido definidos solo con las EDP que no estdn

en involucidn:

{F,G} = {F,G} = {F, .} (M) {5, G} (2.112)
Al sustituir la ecuacion (2.109) en (2.107) resulta:
{¢z, do}dt — My (M) H s, ¢a }dt™ + Mopdt™ =0
{oz, b0t — Mz (M) {¢s, s ydt® + {¢z, s }dt” =0
{0z, dadt™ — {¢z, &} (Mis) "' { &5, da}dt™ =0
{02, a} — {&z, &1} (M) {5, da}] dt® =0
{(/52, ¢o‘z}*dtd =0

Como dt® = {dt, dt* }, son linealmente independientes, se debe cumplir:
{¢z,00}" =0 = d¢p: = 0 (2.113)

De la definicion (2.112), se puede calcular:

{@s: 00} = {5 b0} — {65, O} (M) {0 b0} (2.114)
= {¢57 ¢0} - Msm(an)_1{¢n7 ¢0}
= {‘bm (bO} - 5sn{¢m ¢0} = {(bm (bO} - {(bsa ¢0} =0 (2115)
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S Abs, P} = 0= dops = 0. (2.116)
De la propiedad de antisimetria de los PG se puede demostrar facilmente que:
{bs, 00} =0 = dppy =0 (2.117)

La integrabilidad (2.113), (2.116) y (2.117) indican que el sistema de EDPHJ est4 en involu-
cién con los paréntesis generalizados y por lo tanto, las respectivas ecuaciones caracteristicas

son integrables.



Capitulo 3
Campo electromagnético libre

Hasta este momento se ha estudiado sistemas con un nimero finito N de grados de li-
bertad. Ahora se estudiara sistemas mecdanicos descritos por campos [11, 21]. En este caso
las variables dindmicas de la teoria son los valores de los campos ¢(z) en cada punto del
espacio, sustituyendo el conjunto discreto de coordenadas ¢°, esto constituye un sistema con
un ndmero infinito de grados de libertad. En lugar de ¢'(t), el sistema es representado por
una funcion ¢ (x, t), con ¥ reemplazando ¢ y la variable continua = reemplazando el indice

wsn
1.

discreto

El concepto de campo se extiende a sistemas no mecdnicos como: campo electromagnético,
campo gravitacional, campo de Dirac, entre otros. Los anteriores campos generalmente son
representados en el espacio de Minkownski en la forma ,(x), donde a = 1,2,..., N son

0 x' 22 2°) represena un evento en el espacio-

las componentes del campo y z = 2 = (x
tiempo [21]. A continucion se generalizaran los resultados del formalismo de Hamilton Ja-

cobi estudiando uno de los campos fisicos mds conocidos, el campo electromagnético [22].

En teoria de campos es usual trabajar con la densidad Lagrangiana la cual se relaciona con

el Lagrangiano del sistema fisico de la siguiente manera:
L= / &Pz & 3.1

El campo electromagnético libre o sin fuentes es un ejemplo conocido en la naturaleza de
sistemas singulares, su densidad Lagrangiana esta dada por [3]:

1
L = FuF" 3.2)

Donde F},, se conoce como tensor de Maxwell y se define de la siguiente manera:
E, =0,A, - 0,A,

25
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Los indices con letras griegas i, v, a, f toman los valores 0,1,2,3; A, = (Ag, A;) es el
cuadrivector potencial, los indices con letras latinas i, j, k, [ toman los valores 1,2, 3. El

Lagrangiano es singular ya que (3.2) es invariante por la transformacion de gauge local [23]:
AT = AF 4 9" x(x) (3.3)

Escribiendo la densidad Lagrangiana para el campo A;L:

g/ — _lF/ F//,U/ —

1 !/ !/ v v oAl
TE — (0,4, —0,4,) (9" A” — o A™)

Y considerando la transformacién (3.3) se obtendra que:

£ = =210, (A + 9ux(x)) = Oy (A + Oux(2))] [0" (A" + 0"x () — 0" (A + 9"x(x))]

[0 Ay + 0,0, x () = 0, Ay = 0,0, x ()] [0MA” + 070" x () — 0" AM — 979" x ()]

1
= —1 (044, — 0,A,) (" A" = P A) = =L F P

N NN N

L' =% 3.4)

Se sabe que todo Lagrangiano invariante ante una transformacion de gauge local es singular
[24], esto puede ser observado también calculando la matriz Hessiana asociada a la densidad
Lagrangiana (3.2). Esta matriz se define de la siguiente manera [25]:

52L 0?Z

VBlx.y) = — . =
W ew) 0As(x))5A,(y))  0Az0A,

5z — ) (3.5)

Calculando la relacion:

0L 1 9 1 OF
— af] _ _ ~ paB af
do.A) ~ 1o et = 3 e
1 5, 1
— __pef__ ¥ _ — __paBsusy _ SHsv
= _l[F/W _Fvu]
2~
_Fvu
0L _ Fvr (3.6)
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De igual manera la derivada de (3.6) respecto a las derivadas de los campos:

A 0 0
— Fre — vo ,U,GFG
00.A)0(0,A,) ~ 00Ag) — 00aAs)" T
0
_ Vol o —_ o0 | sasB  sasB
= Ay [0, Ag — 0pAs] = n""n [5059 5950]
Por lo tanto: ,
0°Z
_ e _ v e
0(0.A000,4,) T T
Donde n* es la métrica de Mikownski y su representacion matricial es [11]:
1 0 0 0
0 -1 0 0
7]:
0 0 -1 0
0 0 0 -1

3.7

(3.8)

Reemplazando v = 0y p# = 0 en (3.8), se tiene la siguiente matriz Hessiana para el sistema

fisico:
W (z,y) = (1" — n"'n") 6*(z — y)

Utilizando la representacion matricial de la métrica se determina:

WY (z,y) =

0
0

Bx—y
. ( )
0

_ o O O

0
1
0
0

o O o O

(3.9)

(3.10)

La matriz posee tres autovalores diferentes de cero por lo tanto su rango es 3 menor que

su dimensidn, indicando que el determinante de la matriz es nulo det W = 0, [26], esto

conlleva a la existencia de un vinculo que surgira de la definicién de los momentos canénicos

conjugados. Se escojerd como pardmetro de evolucién la coordenada z°, por lo tanto las

velocidades relativas a los campos serdn definidas por A, = dyA,,, teniendo en cuenta esto,

se puede calcular los momentos candnicos 7" asociados a los campos A,,:

X7y
o= " =

aA,, a(aOAl/)

(3.11)
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Sustituyendo p = 0 en (3.6) se determina que:
v = Fv0 (3.12)

Si se considera v = 0:
70 = F% =9%4°% — 9°4° = 0

p=n"=0 (3.13)
Siv=k:
Ay
~=
8 = FM = pf % By = —Fy = =0k Ag + 0o Ay
~— "~
oy 1
Por lo tanto:
A, = 7" + 8, A, (3.14)

La relacién (3.13) se la conoce como un vinculo primario en el formalismo de Dirac [10],
en la literatura de Hamilton Jacobi estas relaciones son tratadas como ecuaciones diferen-
ciales parciales; mientras que la relacién (3.14) permite despejar las componentes de las
velocidades Ay, en funcién de los momentos canénicos y los campos, por lo tanto (3.14) se
la interpreta como una ecuacioén dindmica, en el espacio de fase. Conocidos los momentos

canonicos, se puede calcular el Hamiltoniano candénico, el cual es definido por:

He = /d%w“(m)Au(x) —L

He = / & [W“(x)Au(x) - .ﬁ] (3.15)

La densidad Hamiltoniana candnica de campo electromagnético se determina asi:

Hy=mtA, — L (3.16)
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Expandiendo la suma sobre p y utilizando las relaciones (3.13), (3.14) se obtiene que:

Hp = Ay + 1A — L = 7F (7F + 0 A) — L

0 —F
k k 1 00 /& 0k kO ki
=T (7T + akAo) -+ Z[FOOF -+ ng F —|—Fk0F + F]ﬂF ]
FkO

_rk

1.~ .
= 71']C (7Tk +akAo) + 1[2 FkO Fko —|—FkiFkZ]

7rk
De tal manera:

1 1 .
Hy = 5(w’f)2 + 0L Ag + Z—leiF’“ (3.17)

3.1. Formalismo de Hamilton-Jacobi

La ecuacién de Hamilton-Jacobi (HJ) asociada al Hamiltoniano (3.15) es:
P'+ He=0 (3.18)

Donde P! = %; se define como el momento canénico conjugado asociado a la coordenada

20 [3]. Es necesario escribir este momento en términos de una densidad de momento p' tal

que: P' = [ d*zp', que junto con (3.15) permiten escribir la ecuacién de HJ (3.18) asi:

Pt—l—HC:/dgxpt+/d3I%:/d3xpt+% =0 (3.19)
¢t

dr=p+#=0 (3.20)
La relacion (3.13) y (3.20) definen el sistema de ecuaciones diferenciales parciales de Hamil-
ton Jacobi (EDPHIJ) [3]:

dr=pt+H =0 (3.21)

p=r"=0 (3.22)
La EDPHIJ (3.21) es asociada al parametro 2° = ¢ ya que p’ se ha definido como la densidad

de momento canénico conjugado a la variable ¢ y ademds ¢’ contiene la 77 que esta rela-

cionada directamente con la dindmica del sistema. A la EDPHJ (3.22) se le puede asociar
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en principio un parametro arbitrario que sea funcion del espacio-tiempo, pero debido a que
¢' nace de la definicién de momento canénico conjugado al campo Ay(x), se definiré a este
campo como el parametro asociado a esta EDPHJ, es decir que A, también es un pardmetro
que describe la evolucidn del sistema fisico en las mismas condiciones que . Se debe re-
saltar que desde el principio en la formulacion de HJ la componente A, del potencial vector
es considerada arbitraria [27], a diferencia de lo que sucede con el método de Dirac, donde
la arbitrariedad de A, se observa al calcular las ecuaciones de movimiento. Con esto, los
campos (A;, ) forman el conjunto de variables dependientes y (¢, Ag) el conjunto de va-
riables independientes. La evolucion de cualquier variable dindmica F'(A,,, 7) asociada a el

sistema, estd dado por:

dF(z) = / dy [{F (), 6 (y)}dt + {F(z), 6 () }dAo(w)] (3.23)

A diferencia de sistemas con finitos grados de libertad, en teoria de campos se tiene un

vinculo por cada punto (z) del espacio, es por esta razén que en la expresion anterior la

integral representa la suma sobre todos estos vinculos en todos los puntos (z). Los paréntesis

de Poisson entre dos variables dinamicas F'(x) y G(y)' se definen de la siguiente manera [3]:
0F(x) 0G(y) _ 0F(x) 0G(y)

F(x),Gy) gy = [ & — 3.24

{ ($)7 (y)} 0=Y0 / z |:6AM<Z> (57T“(Z> 677"“(2) 614“(,2) ( )

T0=Yo

Donde =y = yo indica que los paréntesis entre F'(zo,z) y G(yo,y) deben ser calculados al
mismo instante de tiempo. De (3.24) se deduce que los paréntesis de Poisson fundamentales

de la teoria son:
{Au(x), 7 (y)} = 616°(x — y) (3.25a)
{Au(x), Au(y)} = 0 = {n"(x), 7" (y)} (3.25b)
En este momento se puede revisar las condiciones de integrabilidad del sistema de EDPHI,

la integrabilidad de ¢! implica que se deba cumplir:

d¢'(x) =0 (3.26)

Las variables dindmicas son funcionales de los campos A; y 7* es decir F[A;(z), 7' (x)] , G[Ai(y), 7' (y)];
la notacién F(x) y G(y) es para especificar el punto del espacio donde se evalua cada funcional y que se debe
tener en cuenta al calcular los paréntesis de Poisson. Se tiene que resaltar que los paréntesis de Poisson se deben
calcular a instantes de tiempos iguales, donde la componente z° y /°, estdn asociadas a las variables de tiempo
de F y G respectivamente.
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Utilizando (3.23) se puede escribir esta condicion asi:

061 (x) = / Py{6} (2), 6y}t + / Pyloh (@), 6 ()} dAy)  (32T)

Se calculara los paréntesis necesarios para evaluar la relacion (3.27). Se tendra por tanto:

(01 (2), )} = (). + 5 )7 + 7(9) 9 Aoly) + 1 Fial) P ()
~—

dAq
ayk

= {n%(z), 7" () 0y Ao(y)} = 7" () Oy {7" (), Ao(y)}
= —m"(y) 0p6*(x — y)
—_——

0703 (2—y)
{0'(2). ¢'(v)} = 7" (y) 3 6*(z — y) (3.28)
Donde se utiliz6 la identidad:
Onf(z —y)=-0,f(z —y) (3.29)
Ademas:
{0'(2),0'(y)} = {7"(2), 7°(y)} = 0 (3.30)

Reemplazando los resultados (3.28) y (3.30) en (3.27), se obtiene:

0

i6'w) = [ Eyo @, o+ [ @7 dA)
= | [ #rtwers e -] dr=ep | [ @ur)ot(e - )] ar

N /

* (z)

do'(z) = Ofr*(x)dt =0 (3.31)
——
(;52
La condicién de integrabilidad para ¢! genera una nueva ecuacién diferencial parcial (EDP)

definida de la siguiente manera:

¢* = Ot (x) =0 (3.32)
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Esta EDP debe ser agregada al conjunto de EDPHJ, por lo tanto es necesario calcular la

integrabilidad de esta:
d¢*(z) =0 (3.33)

Utilizando (3.23) se puede escribir la integrabilidad para ¢? de la siguiente manera:
46°() = [ By @). 0wt + [ Py (@), 0 ) dAy)

Se calcula por separado los paréntesis de Poisson que aparecen en la relacion anterior:

Lk () + 7 ()00 Aoly) + 2 Fr(y) FH ()

(@), )} = (O (), 5 1

= SPUWIT@). Fulw)} = 3P0} (7 (0). 90A0) — 9/ Au(o)
= SFR ()] [ (), Aw)} — O (0), Ae()}]
1

= S F*(y)d7 (8]0 — 8.07] 8°(w — )

J

— DN

=5 (070 — 0507 F* ()0 (x — )

(0705 F™ () — 0p 07 F¥ ()] 6° (2 — )

— N DN

=5 [ZOITF" (x) — 0ROT M ()] 6%(x — y)

— o PN (2)0%(x — y)

Recordando que el producto de un tensor simétrico d0; y un tensor antisimétrico F** es

nulo, se tiene:
{¢*(x), ¢'(y)} =0 (3.34)
de igual manera:
{6*(2),¢' ()} = {Fim" (@), 7" (y)} = 0 (3.35)
Reemplazando (3.34) y(3.35) en la integrabilidad de ¢? da:

de*(z) =0 (3.36)
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Es decir, la condicion de integrabilidad (3.33) es identicamente satisfecha, indicando que no

hay mas EDP, por lo tanto el conjunto completo de EDPHJ es:

dr=pt+H =0 (3.37)
P=r"=0 (3.38)
P =0 =0 (3.39)

Como se agrego una nueva EDP, ¢, al antiguo conjunto de EDPHJ (3.21) y (3.22), se debe
expandir el espacio de parametros (¢, Ag(z)) para relacionar una variable independiente a
¢?, esta variable serd designada como W (z) y es en principio arbitraria. Considerando el
conjunto completo de EDPHIJ (3.37),(3.38) y (3.39) el diferencial (3.23) se debe redefinir

z

asi:

dF(z) = /d3y [{F (), ¢'(y)}dt + {F(2), 6" (y) }dAo(y) + {F(2), ¢ (y) }dW (y)]
(3.40)

Utilizando (3.40) se debe verificar nuevamente las condiciones de integrabilidad de el con-

junto EDPHIJ; la integrabilidad para ¢! resulta en:

d' (z) = / yl{o'(2), 6" (y)dt + {6 (), 6" (1)} dAo(y) + {¢'(x), " (y)} AW (y)]

N -~ o 0 0
oFwk (x)dt

= Oimh(x)dt = p*dt (3.41)

Entonces:

d¢'(x) = ¢*(x)dt =0

De igual manera, la integrabilidad para ¢? establece:

46°(@) = [ @y (@) o) dr+ [y @), o) dro) + [ (@) P W) ) =

Por lo tanto :

de*(z) =0
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De esta manera, se dermina de (3.40) que:

d¢' (x)
d¢* ()

¢*(x)dt = 0 (3.42)
0 (3.43)

La condicién de integrabilidad para ¢? es identicamente cero, mientras la condicién para ¢*
es proporcional a ¢? que pertenece a las EDPHJ, la condicién de integrabilidad para ¢! tam-
bién es identicamente cero, mirar Apéndice A; estas relaciones establecen que el conjunto de
EDPH]J (3.37),(3.38) y (3.39) esta en involucién y por lo tanto las ecuaciones caracteristicas

son integrables.

3.1.1. Ecuaciones caracteristicas

Se procede a calcular las ecuaciones caracteristicas asociadas al conjunto de EDPHJ, las
cuales corresponden a las ecuaciones de movimiento para las variables (A;, 7%), de (3.40) se

determina que:

dAi(z) = / &y [{Ai(z), ' (y) Yt + {Ai(2), &' (y) }dAo(y) + {Ai(2), ¢* () }dW (y)]
(3.44)

ari(o) = [ @y ({70, 6 )}t + ('), 6" ()}dAoly) + {7'(2), 6%(0)} W ()]
(3.45)
Con el fin de obtener las ecuaciones de movimiento para estos campos se utilizaran los si-

guientes paréntesis de Poisson (Ver apéndice B para los calculos detallados):

{Ai(2), ¢ (v)} = [7'(y) + 0 Ao(y)] 6°(x — y) (3.46)
{Ai(2), ' (y)} = (3.47)
{Ai(@),¢*(y)} = 076°(x — y) (3.48)
{(x1(2), 6'(0)} = 5 F¥() [50F — 6105] 8°(r — ) (3.49)
{r'(x),0' (y)} = (3.50)
{r'(x),¢*(y)} = 0 3.51)
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Utilizando los resultados anteriores se determina que:
0

—_———
dA(z) = / Py {Ax), ')} di+ / @y {Ai(2). 6 (1)} dAoy) + / Py {Ai(z), 6 ()} AV (y)

[7% (1) 407 Ao (y)] 5% (2 —y) 076%(z—y)
(3.52)
= [ @ylriw) + 9 A00)] o — )it — 07 [ (e~ g)aw ()
= [r'(z) + 07 Ao(z)] dt — OF dW ()
Definiendo A;(x) = dyA; y W (x) = oW ()
Ai(x) = w'(z) + 0 Ag(x) — %W () (3.53)

Si se compara este resultado con la ecuacion (3.14) que surge de la la definiciéon de momentos

candnicos, se puede establecer la siguiente condicién para el campo independiente W (x):

De igual manera la evolucién dindmica del campo 7'(x), se determina sustituyendo los re-

sultados (3.49), (3.50) y (3.51):
0 0

dr'(x) = / yl{r' (), ¢' (y) Yt + {7 (), ¢' (y)} dAo(x) + {7 (), $*(y) } AW (2)]

= 5 [5501 — oj07] / By ()5 (x — y)dt

- S
g

Fki(z)dt

= OF F*(x)dt (3.54)

Entonces definiendo 7* = Jy7', se obtiene que:
ii(x) = 0f F*(x) (3.55)
La expresion anterior se puede escribir de la siguiente manera:
FiO
= ,
60 I 8kF ki
aOFiO — akaz
—pF" — O, F" =0
O F" + O F™ =0
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O, F" =0 (3.56)

Utilizando la dltima relacion de las EDPHJ:

=0 =0
8k 7Tk =0
~—~
FkO
OWF + 9 F® = 0,F" =0 (3.57)

Donde se ha sumado el cero F'°° = () debido a la antisimetria de F'*. Las ecuaciones (3.56)

y (3.57) se pueden escribir de forma compacta de la siguiente manera:
O, F* + 8, F" = 9, F" =0 (3.58)

La ecuacién (3.58) describe el campo electromagnético sin fuentes, que en componentes se

escribe como:

V-E=0 (3.59)
oE
V xB= En (3.60)

El hecho que el tensor de campo electromagnético, F'*”, satisface la siguiente relacion:
OuFva + 0,Fy, + 0. F,, =0, (3.61)
conocida como identidad de Bianchi, se puede deducir de aqui:

V-B=0 (3.62)

B
VxE= —aa—t (3.63)

(3.57),(3.58),(3.60) y (3.61) constituyen lo que se conoce como las ecuaciones del campo

electromagnético libre.



Capitulo 4
Mecanica pseudo-clasica

El limite clasico (h — 0) de la teoria cudntica para fermiones y bosones [28], se denomina
mecdanica pseudo-clasica [9], estos sistemas fisicos se describen por medio de variables reales
o complejas (¢;), que se utilizan para describir bosones y variables de Grassmann 1, que
se emplean para describir fermiones. Por esta razon se introducira las ideas bdsicas sobre un
algebra de Grassmann que seran utilizadas en el desarrollo de este trabajo, este planteamiento

se basa en las siguientes referencias [9, 8, 27].

4.1. Algebra de Grassmann

La dindmica de un sistema fisico es descrita por medio de funciones que son soluciones
de ecuaciones diferenciales, la caracteristica de estas funciones es que conmutan entre si,

esto es:
Jxg=gxf 4.1)

La relacion anterior define lo que se denomina como un algebra conmutativa. Sin embargo
existen otras algebras, en particular el dlgebra de Grassman, en la cual sus elementos no

cumplen la relacion (4.1).

Un dlgebra de Grassmann G y, finita de dimension NV, es aquella constituida por N elementos
¥, con o = 1, ..., N, denominados generadores, los cuales satisfacen la siguiente relacion
[9]:

Va¥p + ptha = 0 (4.2)

La relacion (4.2) indica que el orden en que aparecen las variables de Grassmann en un pro-

ducto es muy importante, ya que hay un cambio de signo cuando una variable es conmutada.

37
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Sia = [ en (4.2) se tiene:
P2 =0 4.3)
Por lo tanto las variables de Grassmann son nilpotentes, es decir que la potencia de cualquier

variable igual o mayor a dos, son idénticamente nulas [8] . Si €2 pertenece a Gy, {2 se puede

expandir en términos de los generadores de la siguente manera [27]:

Q= wo + wa¢a + waﬁ¢a¢6 + waﬂa¢a¢ﬂ¢a + wal,...,aN¢a1'~-¢aN (44)

Donde wy, Wy, ..., Way,...ay SON nimeros reales o complejos. Se llamard a {2 € Gy par (im-
par) si la expansion (4.4) contiene coeficientes w,, . o, con k par (impar) diferente de cero.
Entonces se define sobre elementos y funciones del dlgebra de Grassmann el grado o paridad,
asignando el valor cero para elementos pares, y el nimero 1 a elementos impares, el grado de

(2 serd denotado por ng,. Para elementos €2, ® € Gy las siguientes propiedades son validas :
noe =ng+ne , Q&= (-1)""2d() 4.5)

la suma es definida en médulo dos. Para el caso particular que se tenga tres generadores
1, 19, 13 que pertenecen a (3, se obtendran los siguientes elementos de la base: I, 11, V9, 13,
Yo, V113, Yaths, 11etbs; la dimension de la base es: d = 2V [9], en el caso N = 3,

d = 2% = 8. Si Q) pertenece a G'3 su expansion en términos de los elementos de la base es:

Q = wol + w11 + wathe + w33 + w1212 + w1313 + Washeths + Wiz 1Vet)s  (4.6)

Se puede obsevar para este caso particular que G5 se puede dividir en 2 sub-conjuntos: G5 =
G:(),O) &) Ggl) Donde:

0 .
. Gg ): Contiene todos los elementos pares en los generadores, estos elementos son:

I 11p; 19bs; haths.

. Ggl): Contiene todos los elementos impares en los generadores: 1; 19; 135 1110913
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4.1.1. Expansion en series de potencias de funciones de variables Grass-

mannianas

Sean z y y variables usuales del dlgebra conmutativa y )1, 1) variables Grassmannianas.
Si F'(z) es una funcién bien comportada de x en la vecindad de z = 0, la expansion de la

funcion F'(x) en series de potencias en torno a este punto es:
F(z) = ap + arz + agx® + aszz® + .. 4.7

Donde los a; son nimeros. Si la funcion depende de las variables (x, ) su expansion entorno

alaregionx =0,y = Oes:
F(z,y) = ag + a10T + any + a112y + anz’y + ... (4.8)

donde a;; son nimeros complejos. Sea f(¢1) una funcion de la variable de Grassmann ¢,

utilizando la propiedad (4.3), se tendra que la expansién mds general de la funcién f(1);) es:

f(W1) = fo+ fitn 4.9)

Donde f; son nimeros reales o complejos. Si se considera el caso de una funcién g(v1, 1)

tendremos la siguiente expansion:

(Y1, %2) = goo + g10v1 + g2 + gr1rbe (4.10)

Donde g;; son numeros reales o complejos. Se puede analizar como ejemplo la serie de Taylor

de la funcién exponencial en las dos algebras [8]:

= Algebra conmutativa:

- 2 28 ="
flz)=e :1+$+5+§+'“:ZH
n=0
: (xy)” | (ay)” — (zy)"
f(m,y):ey:1+$y—l—T—l— i —I—...:Z .y
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] Algebra de Grassmann: Definiendo la funcién exponencial grassmaniana de manera

andloga al dlgebra conmutativa, se obtiene:

Q) =e’ =147

Qh1,99) = €% = 1 + Y1ay

No aparecen términos de orden superior debido a la propiedada de nilpotencia de estas va-
riables. Es muy comun también trabajar con funciones que dependen de variables bosonicas
(x,y) y de variables fermidnicas (11, 12), las cuales definen lo que se conoce como un su-

perespacio; la expansion de estas funciones toma la siguiente forma:

f(ma Y, ¢1> 1/12) = Cl($, y) + b(l’, y)wl + C(.I', y)wQ + d(l‘, y)wle (411)

Donde los coeficientes a, b, ¢, d son funciones de las variables bosonicas (z, )

4.1.2. Derivadas de los elementos del algebra de Grassmann

En algebra conmutativa las operaciones de derivacion e integracién son definidas por
medio de limites y poseen una interpretacion geométrica [29], mientras que en un algebra
de Grassmann estas operaciones no son definidas con limites ni tienen una interpretacion
geométrica, son definidas como operaciones de identidad [27]. Las reglas para calcular la

derivada de un generador del dlgebra respecto a otro generador estan definidas por:

g

0. = 85a (4.12)
1)

a—wa =0 (413)

Aunque estas reglas son semejantes a las del dlgebra usual, se debe tener en cuenta que la

variable a ser derivada debe estar al lado del operador diferencial ya sea por la derecha o por
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la izquierda, esto permite definir dos tipos de derivadas por la izquierda (L) y por la derecha

(R). Entonces si §2(1)) pertenece a G y se tiene:

0Q(y) = % |L Va (4.14)

0, | (’9
Considerando el caso en que 2 = /11913 con paridad ng = 1. La derivada de 2 respecto a

1y por la derecha es:

— 5
o0 0 Oy
D0 ———|r = 1porhs—— 3oy —1s iﬂ;?{f 1/1 = o3 o

3¢1 |R = oty (4.15)

Para llevar a la variable que se va a derivar al lado del operador derivada es necesario realizar
permutaciones utilizando la relacion de anticonmutacion (4.2) como se muestra en la deriva-
da anterior. También se puede calcular la derivada de €2 respecto ), por la izquierda de la

siguiente manera:

o 0
3_1/11| ¢ (V11aths) = Zl Po)3 (4.16)
a_wl’L = a3 (4.17)
Se tienen lo siguiente: si ng = 1 la derivada por la derecha es igual a la derivada por la
izquierda.
o
= - 4.18
90, "~ o5, " (419

Examinando el caso en que §) es de paridad par (ng = 0), por ejemplo Q0 = 112131y, la

derivada de €2 respecto a 13 por la derecha y por la izquierda es respectivamente:

<_
Q
i In = Yrtababig = g
01/)3 \R = — 1oty (4.19)
Ahora se calculara la derivada por la 1zqulerda:
gg L= 823 (V1hathsips) = —7 (V1931haths) = a—fwmw Y12ty
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o5}
— 4.20
0 |z = Y1thathy (4.20)
Por lo tanto si {2 tiene paridad par se obtiene:
o0 of)
= — 4.21
9.~ "au " 2

De manera general se determina que si €2, y {2, pertenecen a G y entonces la derivada izquier-

da, del producto de estas funciones respecto al generador 1), esta dada por:

0 5.9
B, (D102) = g S (Z1)ny

0,
Mo

(4.22)

4.1.3. Integrales de los elementos del algebra de Grassmann

La operacion de integracion sobre los generadores del algebra de Grassmann fue intro-

ducida por Berezin en (1966) [9], junto con:

Vadths + dibsiba = 0
dipadis + dibgdife, = 0

Las reglas de integracion para cada generador del dlgebra son definidas de la siguiente ma-

nera:

/ dpa =0 (4.23)
/ Yodp, =1 No hay suma sobre « (4.24)

Estas reglas se complementan con la condicion de que la variable al ser integrada tiene que
estar al lado del diferencial correspondiente al igual que en las derivadas. Como ejemplo
se considera la integracion de la funcion: €2 = wy + w1 + wathe + wiatP11s, respecto al

generador 11, donde wy, w1, we, w12 son nimeros reales:

/Qd@bl :wo/d¢1 +w1/¢1dw1 +wQ¢2/d¢1 +W12/¢1¢2d¢1
:wo/dwl +w1/w1d¢1 +W2¢2/d¢1 —W12¢2/¢1d¢1
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Utilizando las definiciones (4.23) y (4.24) se determina:

/del = W1 — Wias (4.25)
De igual manera:
[ vy = [ dvrdvs o [ vidindvn + o [ indondva+on [ indiias,
— o [ drdbibadi

= —Wi12

/Qd%dwz = —Wwi2 (4.26)

Para observar una caracteristica importante de las derivadas e integrales de variables de

Grassmann, se calculara las derivadas derechas de la funcion anterior €:

aQ )
|R = (W + w1ty + wathy + wi2Y1¥e) — w
=W18¢1 w12¢28¢1
Oy oYy
Entonces:
o0
=w — 42
a¢1|R w1 — w22 4.27)
e ln=n | 2o 1a) = L
— = (W] —w —
Dy 8¢ "oy P 9y
= —Wi25—— Oz
Oy
9%Q)
— = |rR=— 4.28
By " T (428)

Comparando las relaciones (4.25) y (4.26) con (4.27) y (4.28) respectivamente, se puede

observar que las operaciones derivacion e integracion en algebra de Grassmann son idénticas.
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4.1.4. Definicion de funcion analitica

Los estados fermionicos estan asociados a funciones Grassmanianas escritas en términos
de un sub-conjunto de generadores del dlgebra, dendminadas funciones analiticas [8]. La

definicion general de funcidn analitica para un dlgebra de Grassman con dos generadores es:

Oy — F) = fo+ fuoth (4.29)
O,y
a—F =0 = F(Y2) = fo+ fro2 (4.29b)
OYn

Esta definicion es muy diferente a lo que se conoce por funciones analiticas en dlgebra con-

mutativa.

4.2. Formalismo Lagrangiano

El espacio de configuraciones de un sistema gobernado por un Lagrangiano de la forma:

L - L(Q? q.7 w? /(/.}7 t)

donde ¢,¢ son variables bosonicas y 1,1 variables fermionicas, se conoce como un super-

espacio real. Se puede asociar a este Lagrangiano una integral de accion:

A= / DA L(G(E), (), (), Dalt)) = Al ] (4.30)

t1
Se sabe que la trayectoria que seguird el sistema es la que torne un extremo la accion (4.30),
esto se conoce como el principio de Hamilton [9], entonces la primera variacién de la ac-
cion considerando variaciones independientes de las variables bosonicas ¢; y de las variables
fermionicas 1, es:

0A[g, ¥ =0 4.31)
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Con las condiciones de frontera dg; if =0y oy f;f = 0, y considerando derivadas izquierdas
respecto a las variables fermionicas, se determina:

5Alg, ] — 0 { [ arntan, vt i, z/»a<t>>] @32

t1

_ / ® OL(Gi(1), Yalt), (1), ()

t1

2 9L oL oL oL . .
= [ dt[==0q + = 0G +——0the + ——0 U
/tl [0% TANC IR ¥ O iﬂ/]
4 (8q:) 4 (8¢a)

2 9L 0 oL oL d (0L
= /tl dt[i?_qid% + 7 <3(L-5Qi> 7 ((9 ) 0q; + awa&ﬂa + 7 <a_%5¢a)
d ( OL
@ 51y
~at (i) 7
t2 oL d [ OL t2 oL d [ OL
= dt - — 0q; dt — — | —— || 0y,
/tl [3%‘ dt (3%)} ! +/tl {5% dt (0%” v
oL

oL "
+ o, 5% a—%é% t

Ademads recordando que dg; y 01, son variaciones arbitrarias ¢ independientes se debe

cumplir por separado, debido al lema fundamental del calculo de variaciones [30], que:

oL d (0L
dq; dt <3Qi) =0 (439
oL d [ OL
0 7 <8_%) =0 (4.34)

Las expresiones (4.33) y (4.34) corresponden a las ecuaciones de Euler-Lagrange que descri-
ben la dindmica de las variables bosonicas y fermionicas. La ecuacién de movimiento (4.34)

se calcula utilizando derivadas izquierdas.

4.3. Formalismo Hamiltoniano

Los momentos candnicos asociados a ¢; y ¢, se definen respectivamente de la siguiente

manera:

Q

L
9q;

s.

(4.35)
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T oL (4.36)

Da

Donde cabe resaltar que el momento asociado a 1), es definido con derivadas izquierdas y

al igual que 1),; ™ tambien es una variable de Grassmann. Una vez definidos los momentos
canonicos, el Hamiltoniano candnico, bajo la definicién de derivada izquierda, es definido
por:

He = gipt + om® — L (4.37)

Utilizando el principio de Hamilton modificado [9], se puede calcular las ecuaciones de
movimiento de Hamilton a partir de la condicion:
tz . .
SA = / 6 ' + am® — Ho| =0 (4.38)
t1
La transformacion de Legendre (4.37) define el espacio de fase de variables independientes

(¢, ', %, ™), considerando variaciones en estas cantidades se obtiene que:

t2 . . . . 8HC aHC ; 8HC
(5A:/ 0¢;p" + ¢;Op' + 0™ + P 0T — 0q; — —0p' —

3 [0¢:p" + qidp" + 59 Y P =l W

OHc

- O

0

m) =0

b2 d ; ; d : ch 8HC
A — Nm? . 7 a « o ‘
0A = /tl [dt((s%)p + ¢;op' + —dt(dwa)ﬂ + Y 0T — 94, 0q; o

op' (4.39)

OHc OHc
O, Wa = G

Utilizando las siguientes expresiones:

d i d
—(5%‘)29 = E
d

It =0

py (6qip’) — dqip (4.40)

d

— (0T = — (0Yum®) — 0o (4.41)
dt t

en la variacion de la accion, resulta:

to ‘ ‘ . SH -

= [ sadt it — sv5 s - 2, O,
t dq; opt

_aHC 8HC

Oy, 0o = om

¢ (4.42)

om?] + 5qipi\2 + 52/)a7ra|§f =0
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Ademas, utilizando la condicion de extremos fijos 6q|f;f =0, (wm = 0y que las variaciones

de ¢, p, ¢, m son arbitrarias e independientes, se determina:

H
G = aa c (4.43)
P
P = —8510 (4.44)
qi
. H
Vo = —% = (4.45)
T
. 0He
= _ 4.4
AT (440

Las relaciones (4.43) a (4.46) son conocidas como ecuaciones de Hamilton y describen la

dindmica de un sistema de particulas determinado por variables bosonicas y fermionicas.

4.3.1. Paréntesis de Bose-Fermi

Sea F'(q,%,p,m, t) una variable dinamica, donde ¢, ¥, p, m definen una trayectoria en el
espacio de fase satisfaciendo las ecuaciones de Hamilton, entonces, la evolucién temporal de

[ es determinada por:

dF(q,¥,p,m,t)  OFdq  OF dyy OFdp’  OF dry _OF

= — ‘ — + = 4.47
at oq dt | ov. dt T op dt | om, dt | ot (4.47)
Utilizando las ecuaciones de Hamilton (4.43) a (4.46) en la expresion anterior:
dF(q,¢,p,m,t) OF 0H¢ B OF OH¢ B 8_F8HC _ OF OH¢ . 8_F (4.48)
dt COq; Opt O, O™ Opt Dq;  Omg Oy Ot '
Agrupando de la siguiente manera se determina que:
dF(q,@ZJ,p,ﬂ',t) o 8F8HC_8_F8HC B OF 6H0+ OF aHC +8_F (449)
dt ~\0q, Ot Opt Oy Oy OT>  Omy Oy, ot '
dF'(q,,p,m,t) oF
={F,H — 4.
gt {F Het + BT (4.50)

Donde { F, Hc} define el paréntesis de Poisson de la funcion F'(q, 1, p, 7, t) con el Hamilto-

niano candnico.

{FyHc}=<

OF OHc 8F8HC> - (aF OHc . OF ch) @sh)

dq o op g, Din 07 | O Ot
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Los paréntesis de Poisson para una teoria que describe bosones y fermiones se conocen como
paréntesis de Bose-Fermi [9], o paréntesis de Berezin [6]. Con ayuda de estos paréntesis se

puede escribir las ecuaciones de Hamilton en la forma particular:

dg; ‘

i {ai, He'} (4.52)
dp’ B

7 {pi, He'} (4.53)
de
el {Ya, Ho'} (4.54)
dme
== {7, Ho} (4.55)

Si B representa alguna variable bosénica y F' una variable fermidnica, entonces podemos

definir los siguientes tres paréntesis de Bose-Fermi entre ellas:

_ (0B10By 0B, 0B, 0By 0By 0B;0Bs

(B, B} = (aqi oy~ 0y Ou, > * (8% o  Omo a%) (560
OF) 0F, OF, 0F; oF, 0F, OF, 0F;
i, By} = : . — 4.

{F, 2} <8qi opt * opt 8qi> (81/1a ore  On® 8¢a) (4.560)

OF 0B 0F 0B oF 0B OF 0B
)= (Guon ~ apon) * (inome * amon) @59

Los paréntesis de Bose-Fermi cumplen las siguientes propiedades [9]:
{A, B} = —(—1)""2{B, A} (4.57)
{A,B+C} ={A,B}+{A,C} (4.58)
{A, BC} = (=1)""2B{A,C} + {A, B}C (4.59)
{AB,C} = (=1)"#"¢{A,C}B + A{B,C} (4.60)
0= (=1)""{A{B,C}} + (=1)""?{B,{C, A}} + (-1)""?{C, {4, B}}
Identidad de Jacobi

4.61)

Donde n 4, ng, nc representan la paridad de A, B, C' respectivamente.
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4.4. Modelo no relativista

El siguiente ejemplo que se desarollard a continuacidn tiene el propdsito de aplicar los
conceptos antes mencionados en un problema mecénico, este ejemplo se basa en la referen-

cia [31].

Consideremos una particula libre no relativista con coordenadas de posicién =" = z"(t),
donde n = 1,2, 3; la descripcion de los grados de libertad del spin estan asociados a tres
variables de Grassmann ™ = 1" (t), las cuales transforman como vectores mediante trans-
formaciones del grupo de rotaciones espaciales. El Lagrangiano para una particula libre no

relativista, sin considerar su espin, es:

(4.62)

L=—-mz

Para estudiar el espin de una particula libre, se deberia agregar al Lagrangiano (4.62), la parte
cinética de las variables de Grassmann, para ello se debe tener en cuenta que ella debe ser
una funcién par y real. Debido a la propiedad de nilpotencia de las variables Grassmannianas
(4.3), el término mas simple que se puede construir es U™, [31). Bajo la operacion de

complejo conjugado el término anterior transforma asi:

por lo tanto, para garantizar que el Lagrangiano sea real, el término cinético de las variable
Grassmannianas deben ser multiplicado por el imaginario puro ¢. Entonces, el Lagrangiano

para una particula no relativista, considerando su espin, se propone para ser:

1 ; 1 »
L= smi + %wnw = Jmiai" + %wnw (4.64)

La ecuacion de Euler-Lagrange (4.33) y (4.34) para el Lagrangiano (4.64) resultan ser:

d

o (md) =0 (4.65)

" =0 (4.66)
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Las relaciones (4.35) y (4.36) determinan los momentos candnicos conjugados asociados a
las variables x™ y 1" respectivamente, recordando que en (4.36) se utilizan derivadas izquier-
das, se deduce:

D = aax[; = mi, (4.67)

Por lo tanto se puede escribir las velocidades en términos de los momentos asi:

g, =2 (4.68)
m
En cuanto que:
oL )
Ty, = —— = =, 4.69
oo = 3V (4.69)

determina tres vinculos, ya que no es posible despejar las velocidades ), en términos de los
momentos 7,. Estos vinculos son definidos como vinculos primarios de acuerdo al formalis-

mo de Dirac [10]: .
b = T — %wn ~ 0 (4.70)

El Hamiltoniano canénico del sistema esta definido por la trasformacion de Legendre (4.37):
He = @"p, + "1, — L (4.71)

Utilizando (4.68) y (4.69), se obtiene el Hamiltoniano candnico para el sistema:

T n

w i1 php. i,
Ho = 520 4 S, — Sttt — i, 4.72)
1 n
P (4.73)
2 m

Siguiendo con el formalismo de Dirac, se debe definir el Hamiltoniano primario asi:
Hp = Ho + 4", (4.74)

Donde " son variables de Grassmann de paridad impar n,, = 1y en principio son arbitrarios,
por esta razon se dice que el Hp no es unico. La dindmica del sistema esta asociada con el

Hamiltoniano primario y las igualdades son igualdades débiles.
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Las condiciones de consistencia de los vinculos ¢,, exigen que se cumpla [10]:

bn = {¢n, Hp} = 0 (4.75)

Para calcular estas condiciones es necesario tener en cuenta los siguientes paréntesis de Bose-

Fermi fundamentales, deducidos de (4.56a) y (4.56b):

Con esto y utilizando la propiedad (56) la condicion de consistencia (4.75) da:

qibn = {¢n7 HC} + {¢n7um¢m} = {¢n7 HC} - um{¢n7 Qbm} 4.77)

Se procede a calcular los paréntesis que aparecen en la expresion anterior:

iy L0y

{¢n7 HC} = {7Tn - 51/)717 2 m =0 (4.78)

{¢n7 ¢M} = {Wn - éwnaﬂ'm - §¢m} = —5{%,%1} - 5{1%,77”1} = §5nm + §5nm

= ©0nm (4.79)

Reemplazando los resultados anteriores en la condicion de consistencia (4.77), se determina
que:
bn = —it™ 0y = —it" A~ 0 (4.80)

La condicion de consistencia sobre los vinculos conduce a u™ =~ 0, y no se generan vinculos
secundarios. Ademads el resultado (4.79) determina que los vinculos ¢,, son de segunda clase.

Se puede definir entonces la matriz de vinculos de segunda clase de la siguiente manera:

La cual tiene determinante diferente de cero y por lo tanto posee matriz inversa, que puede

ser facilmente calculada mediante transformaciones elementales:

Col = —i0pm (4.82)
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Los paréntesis de Dirac entre dos variables dindmicas A y B, se definen utilizando la matriz

—1 o .
C,,,, de la siguiente manera:

{A,B}p ={A, B} —{A ¢, }Cpp{¢m, B} = {A, B} +i{A, ¢ }{¢n, B}  (4.83)

Bajo la definicién de paréntesis de Dirac los vinculos de segunda clase ¢,, son igualdades
fuertes [10], es decir, se puede determinar los momentos 7,, en términos de 1,,, (4.70), con
esto los grados de libertad del problema se reducen a: x,,, p", ¥,,. Se puede determinar que

los Unicos paréntesis de Dirac no nulos entre estas variables son:
{z,,p™}p =0 (4.84)

{tn, ¥m}p = 10pm (4.85)

La evolucién dinamica de una variable A del sistema, se calcula utilizando los paréntesis de

Dirac, de la siguiente manera:
A={A H:}p (4.86)

Para los grados de libertad de nuestro sistema, se deduce las siguientes ecuaciones de movimien-

to:
&, ={xn, Ho}p = % (4.87a)
Pn = {Pn,Hc}p =0 (4.87b)
U = {1, Hotp = 0 (4.87¢)

La variacion de la integral de accién en la forma (4.39), permite obtener las leyes de con-
servacion asociadas al sistema, la accién es invariante bajo transformaciones de Galileo,
traslaciones y rotaciones, de estas tres trasformaciones solo las rotaciones afectan a las varia-
bles de Grassmann, por esta razon se va analizar solo este caso. Considerando una rotacion

infinitecimal, tal que:
0x" =w, ™, Op, = w, Dm, OY" =w, P (4.88)

CON Wy = —Wmn, tiene la propiedad de ser antisimétrico con el fin de garantizar la inva-

rianza de la distancia entre dos puntos [32]. Utilizando las ecuaciones de movimiento (4.65),
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(4.66), la variacion de la accion (4.39) junto con los vinculos (4.70) se escribe de la siguiente

manera:
n
0A = dz" pn 7+ 51/1nw |t1 =
—W x pn’tl + 2an¢ 'lb |t1 -
m
- wnmm | + 2wnm¢ 1/} ’tl -
Analicemos el producto w,,,,,x™p", la condicién w,,,, = —wy,, indica que w,,, es antisimétri-

co en los indices m, n, ademdas xp" se puede expresar como la suma de una parte simétrica

y una antisimétrica

1 1
W TP = Wy [= (2™p™ + 2"p™) + 5 (™p" — 2"p™)] (4.89)

. J/ . J/
-~ -~

simetrico antisimetrico

En vista de que el producto de un tensor antisimétrico por un simétrico es cero, entonces el

producto anterior se escribe asi:

Wnmx"p" = %wnm (x™p" — z"p™) (4.90)
Con esto la variacion de la accion da:
0A = %wnm (a"p™ — 2™p™) |12 + 2wnm¢”¢m|ﬂ = (4.91)
6A = Wy J"™ |12 = (4.92)
De donde se obtiene las constantes de movimiento:
Jom = Lom + Snms Loym = TuDm — TmPny  Sam = WU, (4.93)

La variable J,,,,, es el generador de rotaciones y es identificado como el momento angular
total del sistema. Este se construye sumando el momento angular orbital L,,, y una parte
intrinseca S,,,,,, con la cual se puede definir el vector de spin en la forma:

1
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Campos Fermionicos

5.1. Ecuacion de Dirac

En mecanica cudntica no relativista la ecuacion de Schrodinger en la representacion de las
coordenadas se obtiene al reemplazar por operadores la energia, y el momento de la siguiente

manera [33]:

E= B=inl (5.1
or
p= p=—ihV (5.2)
En la ecuacion de autovalores:
Hy = Ey (5.3)

En relatividad especial, se ha definido el cuadrivector momento de la siguiente manera [22]:
E
Pt = <?p) (5.4)

el cual satisface la siguiente propiedad:

E2
Pou= g~ p* =m’c

Al exigir que la energia relativista sea positiva se debera cumplir:
1
E = [p202 + mQCﬂ 2 (5.5)

La ecuacion de autovalores asociada al autovector ¢ se puede determinar, utilizando en (5.5),
las condiciones de cuatizacién (5.1) y (5.2), de tal manera se obtiene que:

B [ 242 2 413, _ 2 P’ P
E) =[5 +mc |2 g =me* |14 o5 — =m0 (5.6)

54
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lo que implica que se deben conocer derivadas de orden superior de la funcién de onda .
Dirac propuso que una manera de evitar este tipo de dificultades es linealizar la ecuacion

(5.5), asi que €l formulo la siguiente expresion [22]:

[NIE

E= [p202 + m204] =ca-p+mc*B 5.7)

Donde @ = (aj, a9, 3) y [ son constantes desconocidas. Elevando al cuadrado (5.7) y

escribiendo en notacién de indices' [34], se determina:

p2c? +mict = (c a;p; + mc2ﬁ) (c a;p; + mc26)
Epipi +mPct = ¢ A pip; + mca;pi 8+ mc* B a;p;j +m?c'5°
—~ ~
simetrizando J—i

1
Apipidij +mPct = ¢ 5 (cuaj + aja) pip; + mcp; (B + Boy) + m?c* B2

Comparando el lado izquierdo y derecho se debe cumplir:

o707 + 0G = 25” (5821)

sii=j=al=1 = al=a;=a;=1

sit # j = o0 + ajoy; =0
a;f + Ba; =0 (5.8b)
pr=1 (5.8¢)

Las condiciones anteriores no se satisfacen si «; y [ son simples nimeros; por lo tanto,
las relaciones (5.8a), (5.8b) y (5.8c) se cumplen solo si «; y [ son matrices, y donde 1

representard la matriz identidad.

Las reglas de cuantizacion (5.1) y (5.2) permiten expresar la ecuacion de autovalores H V=

E¢, de la forma:
—icha- Vi) +mc* B = zh%—f (5.9

Se debe tener en cuenta que se esta sumando sobre indices repetidos.
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La ecuacién (5.9) se conoce como ecuacion de Dirac en forma Hamiltoniana [22], esta de-
pende de cuatro matrices complejas (o, ) de dimension (n X n) y un vector columna ¢ de
dimensién n x 1, que se lo conoce como spinor de Dirac. De la condicion que el operador
Hamiltoniano debe ser hermitico: H' = H, [35], se deduce que las matrices « y /3 deben ser

tambien hermiticas: of = ay g7 = 3 [36].
Considerando el adjunto Hermitiano de la ecuacién de Dirac (5.9):
—zﬁﬁ = 1thcVy'-a+ mc™)' s (5.10)

y ahora multiplicando (5.9) por T y (5.10) por 9 se tiene:

mw*%—@f = —ihcTa- Vb + me)t B (5.11)
oyt : 2
—zhw@@ = iheVYT- o) + meyT By (5.12)
Considerando (5.11) menos (5.12)
T
z’hwaa—f + z’haaitw = —ihepTa- Vip — iVt anp + me®pT B — me*pT By (5.13)
‘ o oyt .
ih {WE + ¥ } = —ihc [@DTQZ—&@ZJ + @@/JTai@D}
10
—= 5 (1) = 0 (V1) (5.14)

Definiendo p = vT¢: Densidad de probabilidad y J; = cTa;2: 1a componente i-ésima del

vector corriente de probaliblidad, se llega a:
—+V-J=0 (5.15)
Esta es la ecuacion de continuidad de probabilidad [22].

Es posible demostrar también que Tr(a;) = 0y Tr(f) = 0, y ademds, que los autovalores
asociados a «; y [ son *1, [22]. Estos hechos implican que n debe ser par. La mas simple
estructura matricial no trivial surge para n=2, es decir, cuando las matrices pueden ser de

dimension 2. Se conoce que las 3 matrices de Pauli junto con la matriz identidad definen
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una base completa para matrices 2 X 2 [37]. De cualquier manera, ellas no satisfacen las
relaciones édlgebraicas (5.8a),(5.8b) y (5.8c). De hecho se conoce que en 2 dimensiones, no
pueden existir 4 matrices anticonmutantes [38]. La siguiente eleccion es n = 4, para la cual
las matrices sera de dimension 4, (es decir, matrices 4 x 4). En este caso, se encuentra que un
conjunto de 4 matrices constantes linealmente independientes que satisfacen las relaciones

(5.8a),(5.8b) y (5.8c) se conocen como matrices gamma de Dirac [38, 22].

5.1.1. Matrices Gama de Dirac

Las matrices Gama de Dirac se definen de la siguiente manera:

V=8 (5.16)

‘= Bal (5.17)
Multilplicando la ecuacién (5.9) por [

I

—ihcBa- Vi +mc? B2 ) =ihf—
~~ ot

I
0

in 0 k0 — me =0
c Ot

Recordando que %% = %, la expresion anterior se puede reescribir asi:
B (Y0001) + 7' 0)) — mep = 0
t ) Y Oi mc

(thy"0, —mc) =0 (5.18)

Esta ecuacion es conocida como la forma covariante de la ecuacion de Dirac [22]. Las
propiedades de las matrices a y (3, se pueden reescribir en términos de las matrices gamma
de la siguiente manera [22]:

Yy A =2 (5.19)

Las matrices v* satisfacen la siguiente propiedad: bajo la operacién de adjunto hermitiano

()T = 40990 (5.20)
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Multiplicando la ecuacién de Dirac (5.18) por (ihy” 0, + mc):

(thy" 0, + mc) (thy"0, — me) ¢ =0
(—=h*y"7"0,0, — imehy"T, + imcha*T, — m*c*) b = 0

2.2
<7”7“81,3“ + ”%—f) =0 (5.21)

Se calculara la expresién v/~*0,0, que aparece en la relacion anterior, para esto se escribira
el producto matricial v“~*, en su parte simétrica y antisimétrica respectivamente, esto es:

O =) (5.22)

-~

simétrico antisimétrico

DN | —

v 1 v 17
V=5 O )+

Abhora, la expresién 0,0, es simétrica en los indices p, v. Se sabe que el producto de un
tensor simétrico y un antisimétrico es cero, entonces, el producto que se busca utilizando la
propiedad (5.19) es:
1
V0,0, = 5 (YA 4+ ") 0,0, = n"*0,0, = 0"0, (5.23)

Esta propiedad permite expresar (5.21), asi:

m2C2
(8“% + F) Y =0 (5.24)
Definiendo 0"0, = (02, se determina que:
2.2
(El2 + ) Y =0 (5.25)

lo que demuestra que cada componente del espinor v(z, t) satisface la ecuacién de Klein-

Gordon.
Calculando el adjunto hermitiano de la ecuacion de Dirac (5.18), se obtiene:

[(ihy"D), — me) )T =0
Pt [—ih () gy - mC} =0
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La propiedad (5.20), permite reescribir la ecuacion anterior de la siguiente manera:
Pl [—ih’yofy“’yoa — mc} =0
ih@bwov"vogﬂ +met =0
Ty 1220 0, + meyty® = 0
gl

Definiendo 1) = 1'+° como el espinor adjunto hermitiano de Dirac, la relacién anterior se
expresa en la forma:

¥ (im*‘gﬂ + mc> _0 (5.26)
Esta expresion es conocida como la ecuacién de Dirac para el campo . Multiplicando la

ecuacién Dirac (5.18) por ¢ por el lado izquierdo y (5.26) por v por la derecha da:
iRy 0, — meyp = 0 (5.27)
ih0, Y + meyp =0 (5.28)

Sumando estas dos expresiones se obtiene:

Oy (V") =0 (5.29)

Separando el indice temporal del espacial da:
0o (07°0) + O (7" ) = 0 (5.30)
con k = 1,2, 3, sustituyendo 9y = %%, se puede escribir la expresion anterior de la siguiente

manera:
% (V7°0) + O (cvy*p) =0 (5.31)
Se habia definido p = ¥y J* = ctfake, utilizando la propiedad (7°)? = I, se puede
verificar que:
p=11(") " ="y (5.32)
también:
Tt =l (7")?f = cvyaly = eyt (5.33)
Esto permite reconocer la ecuacién (5.31) como la ecuacidn de continuidad, esta vez deduci-

das de las ecuaciones de Dirac en forma covariante.
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5.2. Formalismo Lagrangiano

Clasicamente los campos fundamentales de Dirac 1/ y 7/ son representados por campos
Grassmannianos, donde sus componentes v, y Yy, con a,b = 1,2,3,4, deben satisfacer las

siguientes relaciones de anticonmutacion:

Yoy + Yp1pg = 0 (5.34a)
Vathy + Ppthe = 0 (5.34b)
Vathy + Ppthy = 0 (5.34¢)

Las ecuaciones de movimiento (5.18) y (5.26) asociados a los campos cldsicos 1/ y 1) respec-

tivamente se puede deducir de la siguiente densidad Lagrangiana [23]:
i - _ _
L =5 [0 = Dby v] — miby (5.35)

La cual descrita en términos de las componentes de los campos: ¥, , ¥, y de las matrices

At se expresa explicitamente as:

Z = % ['@Eaﬁ)/gbauwb - %&aﬁb%] - mzﬁawa (5.36)

Aqui se debe entender que se suma sobre indices matriciales repetidos. Extendiendo el princi-
pio de Hamilton, a los campos fermionicos es posible demostrar que v, y 1), deben satisfacer

las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange [23]:

0L 0L
— 0, ———— 1] =0 5.37
o, (8 <ama>) -39
0L 0L

A S 5.38
o0, <a (0,0) ) -39

Donde las derivadas calculadas respecto a los campos fermionicos se entenderan de ahora en

adelante como izquierdas. De (5.36) se deducird la ecuacién de campo asociada a v, (5.37),
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para ello, se calcularan las correspondientes derivadas:

0L 0 _ -
oY, am} (chfycb ;ﬂ/’b M/Jﬂfbwb) — mpy
(’9 _
- _%8_@/)@( M¢c75b¢b) a¢a (@Dblbb)
—vedutere, —Ppn
_ i 8¢b 8¢b -
200, s+ m o,
51"1 5ba
0L . - _
G = %au@Dcha + ma, (5.39)
De igual manera:
0L i 0 _
= — . Zau
0 (0,a) 20 (u%) (e Outd]
_ _ ( V¢b) _i -
- 2000 ma)wc b = 500 Oae e
0L
9(0uta) ‘bc%a (5.40)
nw¥a

Reemplazando (5.39) y (5.40) en (5.37) se obtiene:
’ O .M I o iz Bl —
5 ;ﬂ/}cf}/ca + mwa —Un _§¢07ca =0
A Y
5 u@/)c’ﬁfa + mqu)a + 55’;‘%7& =0
Z‘au&cﬁ)/ga + méca&c =0
. [i’yﬁaa + mém] =0
[qz (m*@ + m)} —0 (5.41)

o en forma compacta:

) (WE + m) =0 (5.42)

La ecuacion de campo asociada a 1, (5.37), determina la ecuacién de Dirac para el campo

QZ, (5.26), expresada en unidades naturales i = ¢ = 1, [36]. De igual manera, la ecuacion de
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campo asociada a 1), (5.38), implica que:

g‘i 8?/41 > (P 0uths — Dptberlaths) — mabuihy
= ;gz:%‘b Opthy — g:zz Uy = ; OcaVepOuto — MObath
gi:j = Ll — e (5.43)
En forma similar
o7 57 70 sy 5
i E uz)) T A
(af; 5 ' 7ab¢b (5.44)

Sustituyendo (5.43) y (5.44) en la ecuaciéon de campo (5.38) se determina:

1 7
5’751)8“@/}1, — mi, — au (—57513%) =0

1 )
57&,%% - mdja + 5751;0#77% =0

i, 0utp — mOpathy, = 0

[(iv"0,, —m) 4], =0 (5.45)

o en forma compacta:
(iv"0, —m)Y =0 (5.46)

Que determina la ecuacion de campo de Dirac asociada a 1. Se procederd ahora a un estudio
canoénico de la teoria, para ello se definird los momentos canénicos conjugandos a los campos

de Dirac fundamentales de la siguiente manera:

e (5.47)
Ol
7= 9% (5.48)
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Donde 7, se ha definido como el momento canénico asociado a ¢, y 7, el momento canénico

asociado a 1,. Utilizando (5.44) y (5.40) con p = 0, se deduce:

2
Mg = 0 (8075a) - 27abwb
7
Ta = —Ev&wb (5.49)
_ 0L i
Mg =777~ — = o
a (807%) 2¢b7b
7 -
To = —§¢w£a (5.50)

Las expresiones (5.49) y (5.50) relacionan los momentos canonicos con los campos, por lo

tanto, son vinculos primarios y se los definird de la siguiente manera:

;
Po = To + évgbwb =0 (5.51)

_ i
Ga = Ta + 5% =0 (5.52)
Como el indice a toma los valores 1, 2, 3, 4, se tiene en principio 8 vinculos primarios. El con-

junto de variables (¢, ¥, 7, 7) definen el espacio de fase, en el que la densidad Hamiltoniana

canonica bajo la definicion de derivada izquierda, se define asi:
= uTin + batta — L (5.53)
Utilizando (5.49) y (5.50) se obtiene:
H = Oyt (—%m&) + Ot (—%v&’bwb) - % [Yareb Ot — Outbavipthn] + mibatha
= & oty — S O0durlth — S Trluoths — Tkt + S0t + 50Tty

ba

+ mabath,

7 - 7 - _
= —§%’Y§bak¢b + 5@%7&5% + matPa

A = 5 (Bl — D] + midut (5.54)
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Ahora como el espacio de fase (14, %q, T4, 7o) SOn campos fermionicos, los paréntesis de

Bose-Fermi, se definen formalmente en términos de derivadas funcionales izquierdas de la

siguiente manera:

O0F () 0Fx(y) | OFy(x) 0Fs(y) | OF3(x) 0Fs(y)

0Va(2) 6Ta(2)  0Ta(2) 0Ya(z)  0a(2) 6ma(2)
0F3(x) 51?’2(9)]
0ma(2) 01)a(2)

De la expresion (5.55) y del hecho que las variables en el espacio de fase son independientes,

(5.55)

{Fl(x)aF2(y)}BFE—/d3Z[

se deduce que los paréntesis de Bose-Fermi fundamentales de la teoria diferentes de cero

{%mwwme:—/szﬁgngﬂ:_/ﬁ%%ﬁu_@%ﬁ@—@
Por lo tanto:
{a(2), T(y)} Br = —0ap0°(z — ¥) (5.56)

(ule)m)}or = - [ dgz{ el — [ 25— )y )

Finalmente se determina:

{Ya(2), m(y) }F = —6u0° (x — y) (5.57)

5.3. Formalismo de Hamilton-Jacobi
La ecuacion de Hamilton-Jacobi (HJ) asociada a la densidad hamiltoniana (5.54) es:
dr=p+H=0 (5.58)
Utilizando (5.54) la ecuacién de HJ se puede escribir asi:

¢ = '+ 5 [Dbariyty — Parbyditis] + miatha = 0 (5.59)
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Los vinculos primarios (5.51) y (5.52) son ecuaciones diferenciales parciales (EDP) en el
formalismo de HJ, con esto, el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton
Jacobi (EDPH]J) [6], son:

ot=p+ % [Oktbayiyths — VayiyOribs] + mipatha = 0 (5.60)
Gu = Ta + S0t = 0 (5.61)
G0 = To + %ﬁb%?a =0 (5.62)

La ecuacion diferencial (5.60) contiene la densidad hamiltoniana .77 que estd relacionada con
la dindmica del sistema, ademds, p' se ha definido como la densidad de momento candénico
conjugado a la variable 2° = ¢, asi que, se asociara a t como el pardmetro independiente
correspondiente a la EDPHJ (5.60). Las EDPHJ (5.61) y (5.62) surgen de la definicion de
los momentos (7,, 7,) conjugados a las variables (1, ,) respectivamente, por lo tanto, se
relacionara a (@Z, 1) como los parametros independientes a las EDPHJ (60) y (61). De esta
manera, la evolucion dindmica de una variable definida en el espacio de fase F' (w, v, 7‘r)

asociada al sistema, estd dada por el diferencial:

dF(z) = / &y [{F(2), 6" (y)}dt + {F(z), $a(y) dvba(y) + {F(2), da(y) }dtba(y)]
(5.63)
Definiendo A = {F (), ¢.(y)} y B = d),(y), donde la paridad de Aesna = np+ngy, yla
paridad de B es ng = n,,. Ahora usando la siguiente propiedad de variables Grassmannia-

nas:
AB = (=1)"4"5 BA (5.64)

El segundo término de la expresion anterior se puede reescribir asi:

{F(2), 6a(y)yda(y) = (=1) " Fne)ve dipy (y){F(2), $a(y)} (5.65)

El nimero de paridad de ¢, es ny, = 1,y el de ¢, es ny, = 1, ademds para este sistema
en particular ' representa variables de paridad impar, por lo tanto nr = 1. Sustituyendo los

anteriores valores de paridad en (5.65), se determina que:

{F(2), ¢a(y)}Yd¥a(y) = da(y){F (), da(y)} (5.66)
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Con el resultado anterior el diferencial (5.63), se escribe de la siguiente manera:

AP () = [ @y [{F(@).0' )}t + da)HF (). 0a(0)} + {F@): 6u(0)} b))
(5.67)
Ahora, se analizara las condiciones de integrabilidad del sistema de EDPHJ. La integrabili-

dad de ¢,, implica que se deba cumplir:
dopa(x) =0 (5.68)

Usando (5.67), la integrabilidad para ¢, se puede escribir de la siguiente manera:

dpa(x) = / &’y [{pa(x), ¢' (y) Yt + dipp(y){da(x) , ou(y)} + {da(), Pu(y) }dihy(y)]
(5.69)

Con el propésito de analizar la relacién anterior se emplearan los siguientes paréntesis de

Bose-Fermi obtenidos en el apéndice C:

(0e): 00} = | SO + J25000) — mtnls)] e =) 670
{ba(2), d(y)} = —inad’(z — y) (5.71)
{¢a(@), 90(y)} =0 (5.72)

Sustituyendo los resultados anteriores en la integrabilidad de ¢,, se determina que:
dgq(x) = / d’y [%vﬁbwb(y)@%g(x —y)+ ’Vabﬁywb( )0 (= y) — mipa (y)0*(x — y) | dt
v / Py (~nl* (@ — ) diuly)
- —’yabax / APy (y)0° (w — y)dt + %%’fb / d*y0ie(y)o*(x — y)dt
—m / dya(y) (@ — y)dt — ing, / d*yd® (z — y)diy(y)
=[50t + §rhotunto) - (o) de - infunte)

= [i75,000(x) — miba(2)] dt — in0ydify () =
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Multiplicando la anterior expresién por —iy°, ,

[’Ygaﬁ)/g:ba]fwb(l') + Z‘m’ygawa ([IZ’):| dt — Pyga’y((z)b dwb<x> =0
d
cb

[V AE 00 (2) + ima 2 (2)] dt = dipe(2)

Finalmente se obtiene que:
Ao (z) = [y 1Ok te() + imyoby ()] dt (5.73)
De la misma manera, la integrabilidad de ¢,, exige que:
dga(r) =0 (5.74)

Utilizando nuevamente (5.67) la condicion de integrabilidad (5.74) se puede escribir de la

siguiente manera:

dga() = / &y [{@a(2), &' (y) }dt + db(y){da(@) , o(y)} + {da(@), du(y) }dvu(y)]
(5.75)

Para analizar esta expresion se utilizara los siguientes paréntesis de Bose-Fermi calculados

en el Apéndice D:
{¢a(2), &' (y)} = [%%%(y)vi‘; + %ﬁc(y)vfaazf +mia(y) | 0*(x — y) (5.76)
{@a(@), 00(y)} = —ip,0°(z — ) (5.77)
{Ga(), Pp(y)} =0 (5.78)

Usando los resultados anteriores se determina que:
y _ 3, [ Laus k 53 i k o ¢3 m 3
d¢a(l‘) - d Y §akwc(y>ﬁyca5 ([L’ - y) + §w0<y)’ycaak5 ([L’ - y) + m¢a(y)5 (I’ - y) dt

+ / Pydipy(y) (—ivp,6°(x — y))

B%@@n&+§%/ﬁﬂﬁm@ﬁu—m+mmmﬂw—mm@w&

gﬁimm@+§%¢uw;+mm@ﬂw—m&@w&

[i@f@c(x)”y?a + mlﬁa(fl?)} dt — Z‘d&b(l’)’yl?a =0
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multiplicando por —i7?,

—i [107e(2)7E AL, + mibg(2)72y] dt — diby(2) Ye7%y = 0
——

Obd

(050 (2)7 5 0g — imaba(2)70,] dt = dibg()

o (1) = [OFe(2) 7l Vo — 1Mt (2) V3] dt (5.79)
Las condiciones de integrabilidad (5.68) y (5.74) expresan relaciones entre los diferenciales

de las variables independientes como lo muestran (5.73) y (5.79), lo que indica que las ED-

PHIJ no son linealmente independientes [6].

Las relaciones (5.73) y (5.79) permiten escribir el diferencial (5.67) de una variable dindmica

F(z) del sistema de la siguiente manera:
dﬂm=/fmmm¢@wwjﬁwwa@ﬁﬁemm@wmmnmm@n
+l/dw{F@%¢Ayﬂ[%h%ﬁ&%@)+wwﬁw%@ﬂdt

dF(z) = / FPy[{F(x), " (1)} + (040 vma — imabs(y)vn) {F (@), da(y)}  (5.80)

+{F(2), ¢a(y)} (Vo 1heOitbe(y) + imrgyt(y))]dt

5.3.1. Paréntesis Generalizados

La expresion entre corchetes, define una forma particular de una estructura mas general

conocida como los “paréntesis Generalizados”(PG) [5]:

{F(z),6' ()} = {F(x), 0" (y)} + (Obe)VE 0 — imy(y)75,) {F(2), ¢a(y)}5.81)
+{F(2), 0a(y)} (V1000 (y) + imA%n(y))

En términos de estos paréntesis generalizados la dindmica de una variable del espacio de fase

F’ se redefinira asf:

tww:/fwﬂmwwrﬁ (5.82)
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Los paréntesis generalizados entre dos variables dindmicas F'(z) y G(y) se definen formal-

mente de la siguiente manera:

(F@).GWY = (F@). GO} [ [ dud'e (o). Sita)} (Chue)) ™ 2](0),60)
(5.83)

Donde ¢, 7 = 1, 2; ademaés se ha definido:

7
Zi5¢a:%+§%§b¢b:0

_ i
E§E¢a=ﬁa+§¢b7&:0

.. -1 X X .. . .
(C(u,v))  es la inversa de la matriz C' (u,v) cuyos elementos son los paréntesis de

Bose-Fermi entre las EDPHJ X! y EZ.

O () = ( {6a(). ()} {9a(w),64(v)) ) 5.8
{¢a(u), o(v)} {da(u), ¢p(v)}

Con ayuda de los resultados del apéndice C y D:
{ba(2), du(y)} = —ingd°(x — y) (5.85)
{0a(), d1(y)} =0 (5.86)
{Ga(2), 60(y)} = —i7u0°(x — ) (5.87)
{@a(x), d(y)} =0 (5.88)

la matriz C' (u, v) tiene la siguiente forma:
C™ (u,v) = —i ( 0 7 ) & u—v) (5.89)
Voa O

y su inversa es [23]:

(CH(u,0)) " =i < (; Tha > & (u—v) (5.90)
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Con esta representacion de la matriz inversa el paréntesis generalizado (5.83) entre dos va-

riables dindmicas F'(x) y G(y), esta determinado por la siguiente expresion:
{F(2),G(y)}" ={F(x),G(y)} — iy, [dPv {F , 0a(v)} {q;b(v), G(y)} (5.91)
—ivg [ v {F(z), $a(v }{¢b(v),G(y)}

Utilizando la propiedad (5.64), se puede escribir el segundo término de la expresion anterior

asi:

{F(2), 0a(0)} {B(0), G(y)} = (1) 700 79) [5,(0), Gy)} {F (), 60 ()}
(5.92)
Recordando que se tiene los siguientes numeros de paridad ny, = 1, ng, = 1, también para
este problema en particular la paridad de F' es nyp = 1; con estos nimeros de paridad el
producto (6.80), da:

{F(2), ¢a(0)} {06(0), G(y) } = (=) {Gy(0), G(y) } {F(2), $alv)}
Por lo tanto se determina que:
{F(2), ¢a(v)} {d6(v), G(y) } = {(v), G(y) } {F (), a(v)} (5.93)

Entonces el PG (5.91) se puede reescribir de la siguiente manera:

{F(z),Gy)}" ={F(z),Gy)} — i, | dSv{cbb LG} {F(2), ¢a(v)} (5.94)
—mbf Pv{F(z), ¢a(v }{ezsb(v),G(y)}

Si se considera G(y) = ¢'(y) en (5.91) y se usa los siguientes resultados del apéndice A y B:
? 0
(0ule). 000} = |53 + b0l — ()] e =) (599

{fa(®),6' ()} = B@Wc(y}v& + %wc(y)vfaai + mwa(y)] Ple—y)  (596)
se deduce que:

{F(x),¢'(y)}" Z{F(w),qbt(y)}ﬂL( Oy e(W) Vi b — Ml (y) 1) {F (2), Galy)}  (5.97)
HE(2), da(y)} (Vo108 ve(y) + imgytbn(y))
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Resultado que concuerda correctamente con la relacion (5.81). En un principio se asumio que
los campos (14, 14, Tq, Ta) eran independientes, pero debido a la presencia de las relaciones
(5.47) y (5.48) y del hecho de haber considerado a (v, 1)) como los pardmetros independi-
entes asociados a las EDPHIJ; se definira a a los campos (7, 7) como los grados de libertad

de la teoria.

De la definicion de los PG, se procedera a deducir estas cantidades entre los campos inde-
pendientes del problema, para ello se inicia calculando el PG de 7,(x) con cualquier variable

dindmica G(y), el cual esta dado por:

{ma(2), Gy} ={ma(2), G(y)} —ivg, [ v {6c(v), G(y) } {ma(2), du(v)}  (5.98)
—ip, [ d*v {ma(x), op(v) } {¢e(v), G(y)}

Calculando por separado los paréntesis de Bose-Fermi:

{ma(z), ¢a(v)} = 0 (5.99)

{ma(e), Bs0)} = (mala). 7o+ 5013} = 5 {male), Bl

1

=3 (=600’ (z = v)) 75,

{ma(2), dp(v)} = —%722753@ — ) (5.100)

y utilizando estos resultados, el paréntesis generalizado (5.98) se reescribe asi:

(10): G = (a0, G} = i [ @ (=3280 = ) {0n(0), G))
= (ma(2). G(y)} — 5 10u(2), G)}
= 2 {ma(a) — pti(a), C(w)) (5.101)

Abhora se consideraran situaciones particulares para G(y): si G(y) = m(y), se obtiene que:

{ma(z), m(y)}* =0 (5.102)
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Para G(y) = 7(y), se determina lo siguiente:

(@), )} = 2 tel@), T(0)} = A (@ —y) =

{ma(z), m(y)} = i%bé?’(:v ) (5.103)

Abhora, se analizara el caso en el que F'(x) = 7,(z) en (5.91):

{ﬁ'a<$),G(y)}* = {ﬁa(x)vG( Z’chfdgv {(bb y }{ﬂ-a )} (5.104)
—nycbfdgv {Falx), de(v }{(bb v), y)}

Si se usa los siguientes paréntesis de Bose-Fermi:

{7a(2), dc(v)} =0 (5.105)
Junto con:
(7). 60)} = (Tule), 7e(0) + 2ALitha(v)} = 274 a(), V)
= —5%&3(1’ —v) (5.106)

en el paréntesis generalizado (5.104), finalmente se obtiene:

(7le), CW)Y" = £ {ale) — Ll G} (5.107)

Para el caso particular en el que G(y) = 7,(y), se concluye:
{7a(z), m(y)} =0 (5.108)

Se procedera a mostrar una propiedad fundamental de los PG, para esto se calculara lo si-

guiente:

{F(x),0c(y)}* = {F(2), be(y)} — ipa / v {F(z), ¢a(v)} {(v), ¢e(y)}  (5.109)
— ity [ @0 (P60} o). 0u0)}
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Usando los resultados del apéndice C y D:

{¢b(v)v ¢c(y)} =0
{06(v), de(y)} = —i750° (v — )

en el paréntesis generalizado (5.109), se puede determinar lo siguiente:
{F(@), 6(y)} = {F (@), 6e()} — iry (=) / v {F (), 6a(v)} 6*(v — ) (5.110)

— (F(), 6(y)} — A0 / 0 {F(x), du(v)} B0 — )

= {F(x)agbc(y)} - 5ca {F(x)7¢a(y)}
{F(z),0c(y)}" =0 (5.111)

De igual manera se puede calcular:
(F@).6.0)} = {Fla).0.0)} ~ 1, [ @o{F@),6,0)} (o) b)) G:112)
=i [ @0 {F(@), 6,00} {on(0).Gulw)

Utilizando los siguientes resultados del apéndice C y D:
{9(v), Pe(y)} = —imp0°(v — y)
{B(2), 3u(0)} =0

en el PG (5.112), se muestra que:

(F@)6.0))" = {(F@).60)} = 0 (=) [ @0 {F(@).6u(0)} 80— 0

= {F(2),0c(y)} — bac {F (), da(v) }

Los resultados (5.111) y (5.113) muestran que el PG de cualquier variable dinamica F'(x)
con las EDPHIJ (5.47) y (5.48) son nulos.
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5.3.2. Ecuaciones Caracteristicas

Se debe verificar con el diferencial (5.82), si las condiciones de integrabilidad se cumplen.

La integrabilidad de ¢, (z), exige que:
donls) = [ Pyou(o). W) dt =0 5.114)
Utilizando el siguiente resultado del Apéndice E:
t * i k x $3 i k qy 3
{0a(2), 9" (W)} = Sr¥e()0c0° (2 = y) — 57Tk ¥u(y)d"(z — y) (5.115)
Se determina que:
1 1
a(a) = [ By | Jobn(0E5 e — 1)~ bR~ )| at
i i
— [5botunte) - jrbagun(o)] de—o
dopa(x) =0 (5.116)
De manera similar, la integrabilidad para ¢, (), implica que se cumpla:
donls) = [ PolGu(o). 0w} bt =0 G.117)
Usando el resultado del Apéndice E:
7 b Loy 7 k 53 i k qes3
{0a(2), 8" ()} = —505¥e(y)Vead” (@ = ) + V(Y1005 0" (@ — y) (5.118)
En la integrabilidad de ¢, se obtiene que:
- T -
dg.(w) = / d’y [—gﬁi’@bc(y)vf&g(w —y) + 5Py 000 (v — y) | dt
i i
= |50 ent, + GOt et | i =0
dga(r) =0 (5.119)

Los resultados (5.116) y (5.119) establecen que las EDPHJ estan involucion con los parénte-

sis Generalizados y por lo tanto las respectivas ecuaciones caracteristicas son integrables.
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Se procede a calcular las ecuaciones caracteristicas asociadas al conjunto de EDPHJ que co-
rresponden a las ecuaciones de movimiento para las variables (7, 7, ), de (5.82) se determina

lo siguiente:

() = / Py {ma(x), ¢ (y) )t (5.120)
drale) = [ Eyima(o). o W)Y dt (5.121)

Para calcular las ecuaciones de movimiento para estos campos se empleardn los siguientes

resultados del Apéndice E:

{ra(e), 0 W)} = S50 (x — ) — sma()6*(w — ) (5.122)

(7al0). 6 W)Y = SOTuhS w — y) + 5mla()5x — ) (5.123)
Usando (5.122) en (5.120) se determina lo siguiente:

dm,(z) = / d’y { YD n(y)0° (& — y) — %mwa(yﬁ?’(ﬂf —y)| dt
( ) — gl ) d
Qoma(z) = 57K 0() — 5miae)

Recordando que 7, = —%’y&,iﬂb

- 57@30% %bakl/% m%

0 = i72,00%s + Z"Yfﬁk% — m,
0=1 (’ngao + Vfbak) wb - mdabwb
= (75,0, — mdap) Uy

(14" 0y —m) 4], =0 (5.124)
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De la misma manera la evolucién del campo 7 () utilizando el resultado (5.123) es:
Uy 1 -
ina) = [ @y (GO0~ )+ Gmda)a ) ) d
Uy P R
= §8k wc(x>70a + 5”“%(37) dt
_ Uy 1 -

Recordando el resultado:

o (~§u(ant, ) = §ElaNty — Gmfa) =0
100 Yoy + 10KV, + Mt =0

iy <71?a%0 + ’Yfa<5k> + mabydp, =0

i&b'ﬁfa(gu + MmO, =0

Uy <i75a<5u + méba> =0

[@5 (WR + m)] =0 (5.125)

a

Las ecuaciones de campo (5.124) y (5.125) se conocen como las ecuaciones de Dirac. La
primera ecuacion describe el movimiento de una particula fermionica libre de spin % y la

segunda describe el movimiento de la correspondiente antiparticula.



Capitulo 6

Formulacion de Hamilton-Jacobi aplica-
do a QED

En los capitulos anteriores se estudio campos libres, sin embargo, desde un punto de vista
de fisico, esto no tiene mucho interés porque la presencia de un campo es evidente cuando
ellos interactuan y dan origen a fuerzas. En teoria de campos, una manera de describir el
acoplamiento entre campos es construir un Lagrangiano que describa la teoria, como la suma
de las densidades Lagrangianas de los campos libres (') mas un término que describe

la interaccion (.Z") y que dependera de los campos presentes en el problema [11].
P — glibre + gint (61)

El término de interaccién no es del todo arbitrario, ya que ademds de depender de restri-
cciones impuestas por las simetrias internas y del espacio tiempo [21], existen restricciones

debido a la presencia de vinculos en la teoria libre [23].

La electrodindmica cudntica (QED) estudia la interaccién de un campo fermionico y el cam-

po electromagnético [39], esta teoria es descrita por la siguiente densidad Lagrangiana:

L =LM 4 2" 4 ™ (6.2)
Siendo:
1
XEM = _Z [LVFNV’ (63)
la densidad Lagrangiana del campo electromagnético libre,
i _ _
L = 5 [$7" 0 — 9y v] — mipy, (6:4)

la densidad Lagrangiana que describe el campo fermionico y
LM = —g A", (6.5)

77
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el término de interaccion, donde g se conoce como la constante de acoplamiento.

Para realizar un estudio clésico de la teoria [23], se parte de la siguente accion:

1 - . ~ ~ ~
o = /d4x (_ZFuuFuV + %2/1’)/‘“8#1& - %@AWW - mW/J - gA,u¢’Y“¢) (6-6)

Se puede observar entonces, que la accién es una funcional de los campos (A4, ), ). Las
variables 1, ¢ son generadores del dlgebra de Grassmann con nimero de paridad ny =1y
la variable bosénica A,, puede ser considerada como un elemento del dlgebra de Grassman

con numero de paridad par, n4 = 0.

6.1. Formalismo Lagrangiano

Las ecuaciones de campo para A, ¥, y 1), deducidas de (6.6) son respectivamente [23]:

4 0L 0L
5A, DA, O (a(aﬂAy)) =0 ©.7
oA 0.7 0.7

- _5(——/_) =0 6.8
O (a (au@ba)) ©8)
o 0L 0L
= 9. | ———— 1 =0 6.9
Soa O0a (a (auaba)) ©2

Donde derivadas izquierdas respecto a las variables fermionicas serdn consideradas de ahora
en adelante. Para calcular estas ecuaciones de campo es necesario poner de manifiesto los

indices matriciales en el Lagrangiano de la siguiente manera:
1 Lo i - _ -
L = _ZF/WFM + 5%’7&,@% - §au¢a7gb¢b - m%% - gAuwa’Yéjbwb (610)

Con a,b = 1,2, 3, 4. Utilizando los siguientes resultados derivados en el apéndice F:

0.7 .
A = ~9valits 6.11)
02 = —F" (6.12)

0(0,A,)
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en la ecuacién (6.7) se obtiene:
a,u,FW/ = g@a%’blﬂb (613)

Definiendo la corriente fermionica: J" = gzﬁafygbwb, [39], la ecuacién covariante de campo

para A, es:
o, F" = J" (6.14)

De igual manera, las derivadas izquierdas asociada a los campos fermionicos necesarias para

deducir las ecuaciones de campo (6.8) y (6.9) son (ver apéndice F):

0¥ 1. - _ _
0 = 53#1/1075& +mi, + QAWCVZL (6.15)
0¥ 7 -
T = sk 6.16
8 (auwa) 277b Vca ( )
0% 7
90, 3 TaOnt = Mta = gAYy 6.17)
0¥ i,
T4 N 5 6.18
a (a,uwa) 2fyabwb ( )
Utilizando los resultados (6.15) a (6.18), las ecuaciones relacionadas a los campos (1/;, 15)
son:
0,0 + by = —g A, (6.19)
’ngam/fb — Mg = gAy75b¢b (6.20)

Es posible observar que en limite de la constante de acoplamiento g — 0, las ecuaciones
(6.14), (6.19) y (6.20) se reducen a las ecuaciones de campo electromagnético y fermionico

libres.

Para un estudio canénico de la QED, se definird los momentos candnicos asociados a los

campos A, ¥y 1, de la siguiente manera [23]:

0.2 0%

Y= — = 6.21

T T 04, " 0(0A) ©:21)
0.2 0%

(6.22)

Tq

= 0. 0Ot
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07 0Z

Mg = —— = (6.23)
&ba a (a()wa)
Utilizando (6.12), con ;t = 0 en (6.21) se determina:
= —F% =0 (6.24)

Si se considera el caso particular en el que v = 0, se concluye que:
™=F"=0

Esta relacién corresponde a un vinculo primario, que pertenece al dlgebra de Grassman y
tendra asociado un numero de paridad par n4, = 0, ya que surge del momento candnico

conjugado a la variable bosénica A,,, este vinculo primario se definira asi:
p=r"=0 (6.25)
Ahora si se escoge v = k:
71']€ = Fko = FOk == aoAk —akAg
—
Ag

Por tanto:

A =7"+ 9 Ao (6.26)
Esta relacion proporciona las velocidades Ay en funcién de sus momentos canénicos conju-
gados, por esta razon se la entiende como una relacion dindmica en el espacio de fase.

Ahora, utilizando la expresion (6.18) para . = 0 en (6.22) se logra:

i
0
Esta expresion conecta los momentos canénicos, 7, con los campos 1, por tanto, también es

un vinculo primario, el cual serd definido de la siguiente manera:

;
bu = T + 572;,% (6.28)
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En realidad son cuatro vinculos ya que el indice a toma los valores 1,2, 3,4. De la misma

manera, usando la relacion (6.16) con 1 = 0 en (6.23), se concluye que:

Fu = =50 (6.29)
que corresponde a cuatro vinculos primarios que seran definidos de la siguiente forma:
G0 = Fa+ 50 =0 (6.30)

(6.28) y (6.30) pertenencen al dlgebra de Grassman con paridad impar n,, = n; = 1 debido
a que surgen de la definicién de momentos canénicos conjugados a las variables fermidnicas

1 y ¢ respectivamente. El problema cuenta en total con 9 vinculos primarios.
Se definird el Hamiltoniano candnico de la teoria de la siguiente manera [23]:
Ho = /d?’x% = /dgx (A,ﬂr“ + 1/}a7’ra + @Zawa — 3) (6.31)

Ahora, utilizando las ecuaciones (6.25),(6.26),(6.27) y (6.29) la densidad Hamiltoniana canénica
(%), se reescribe en la forma:

1 1

k kooUoo i 1 i k ki
Ho = (7T + akAo) ™5 VaPeVon —§w70¢ + 1 Fo, FO +Z FroF*° +1FkiF
*1/”7015 —migt —nkgk
— —w’yo a, ——Wﬁw + aow o + 81##7% + miptp + g A pyH Y
111 w
1 1 S - 7 - _ _
= (Wk + 8kz‘lo) ™ — §7Tk7Tk + ZFkiFkl - §w7k8kw + §ak¢’7k¢ + my + gA by

1

. L - . .
He =5 (Wk)2+7rk8kAo+—FkiFk’+%&cwv%—%¢7k5k¢+m¢¢+gflu¢7“¢ (6.32)

4
La QED esta construida en el espacio de fase compuesto por variables bosonicas y fer-
mionicas: (A, Vq, YV, T, Tq, 7,), debido a esto, serd necesario utilizar los parentesis de
Bose-Fermi en calculos posteriores; si B define una variable bosonica y F' una fermioni-

ca, los paréntesis de Bose-Fermi serdn definidos como [9]:

_ [ (0B 0B 8B, OB 0B B )}
(B3} = [ d waz)m(z) 50u2) 07(2) T S0(2) omalz) wc m )]
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n / B 0By 0B, B 0By 0B
0AL(z) om(z)  0AL(2) I (2)

_ [ p [ (0F B §B  OF JF 6B 5F
{F’B}:/ ! [ ((wc(z)éfra(z)+6¢c<z>6ﬁc(z)+5wc(z)57rc() &pc ) omre( )3)}

+ [ (e~ rmem)

o SF, 6F,  0F, OF  6F, 6F,  6F OF
A, B} = / ‘ [_ ((wc(z) 57o2) | 00u(2) 07(2) | 00u(2) 0m(z) | 00z Omul ]

\ SF,  OF, SF, OF (6'3)5)
v [ Kmm 579(2) | 544 (2) Wz)) }

De (6.33), (6.34) y (6.35) se deduce que los parentesis fundamentales no nulos de Bose-Fermi

para la QED son:

{Au(x),7"(y)} = 6,6°(x — y) (6.36)
{a(2), To(y)} = —0a0®(x — y) (6.37)
{Ya(2), m(y)} = —0u0° (x — y) (6.38)

6.2. Formulacion de Hamilton Jacobi
La ecuacién de Hamilton-Jacobi (HJ) asociada a la densidad Hamiltoniana (6.32) es:
dr=p+H =0 (6.39)

Donde p' es la densidad de momento asociado a ¢, los vinculos primarios (6.25),(6.28) y

(6.30) son ecuaciones diferenciales parciales en el formalismo de HJ, y junto con (6.39)
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forman el sistema de ecuaciones diferenciales parciales denominado EDPHJ:

r=p+H=0 (6.40)

=r"=0 (6.41)
i

$a =T + 57&,% =0 (6.42)

Go = T + %1/?0721 =0 (6.43)

La ecuacion (6.40) esta asociada a la variable independiente 2 = ¢, debido a que p' se ha
definido como la densidad de momento asociado a esta coordenada, ademas, ¢’ contiene la
densidad Hamiltoniana que esta directamente relacionada con la dindmica del sistema. Las
ecuaciones (6.41),(6.42) y (6.43) son idénticas a las EDP obtenidas en los dos capitulos an-
teriores, en vista de esto, se les asociara la misma variable independiente que habian sido
asignadas a cada una de ellas, con esto, se establecera que las variables independientes aso-
ciadas al conjunto de EDPHJ (¢, ¢', ¢, ¢,) son (t, Ag, 1, 10,) respectivamente.

La dindmica de una variable en el espacio de fase F'(A4,, 1, o, T T, 7) estd definido por el

diferencial:

dF(z) = / dy [{F (), ¢'(y)}dt + {F(2), 'y)}dAg + (1) Vi, (y){ F(2), ¢a()}]
(6.44)

+ / &y [{F (@), daly)}dta(y)]

Se procede ahora a analizar las condiciones de integrabilidad del sistema de EDPHJ. Primero,

se analizard la integrabilidad de las ecuaciones fermionicas empezando por ¢,:
dpa(z) =0 (6.45)
Haciendo uso de (6.44) se puede escribir (6.45) asi:
dou(a) = [ @yl{0u(a), 8 ()it + {0u(a), ')} dAo + () {0n(2). 600} (646)

+{Pa(), $a(y) }dtu(y)]
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Utilizando los siguientes paréntesis de Bose-Fermi calculados en el apéndice G:
l

{6a(2), &' ()} = =5 000° (& = y)vaataly) + %vfdaiwd(y)53(x —y) (6.47)

—mta(y)8° (x — y) — gA(Y)Viba(y) 0 (x — y)

{¢a(), (y)} = —ivgp0*(z — y) (6.48)
{¢a(x), Bp(y)} =0 (6.49)
{da(z),9' (y)} =0 (6.50)

en la relacién (6.46) se obtendra:
doula) = [ @y~ 3000w — prkaalw) + 5kaDRa0)8 @ ) = )5z ~ )
— gAY ha(y)8 (x — y))dt + / &y (—ivpd° (x — y)) diu(y)
(WO ta(®) — mtbalw) — gA (@) balw)) dt — iy (2) = O
de la cual se deduce que:
0 (@) = (EOE0a(@) — mia(w) — gA (2 tba(2))

Multiplicando la ecuacién anterior por la expresion —iy2, por la izquierda:

Voo Ab(2) = (Vo Ve105a() + imy o ta () + ig Ay (2)V o ba()) di
6cb

de tal manera que:

do(z) = (Vo k05 va(@) + ima e () +igAu () v Vigta(w)) dt (6.51)

Se procede a calcular la integrabilidad de ¢,: do,(z) = 0, la cual se escribe en la siguiente

forma:
da () = / y[{Pa(x), 0" ()}t + {¢a(2), ¢'y) }dAo(y) + dibp(y){Pa(), P6(y)} (6.52)
+{a(z), o (y) }dtby(y)]
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y utilizando los siguientes resultados: ( ver apéndice G):

{¢a(),0'(y)} = éai’wc(y)vf&g(x —y) — 3'tﬁc(y)’yfa<9;i’53(-’JC —y) (6.53)

2
+miha(y)0*(x — y) + gAY e(Y)Vd* (= y)
{0a(@), 00(y)} = —17pa0° (2 — y) (6.54)
{¢a(2), Dp(y)} =0 (6.55)
{9a(2), 0" ()} =0 (6.56)

en la expresion (6.52), permite escribir esta relacion en la forma:
onle) = [ Py = )~ ST @ — ) + miba )5~y

+ 905w — )it + [ Pyddly) (e~ )

= (St + 0Tty + M) + 94 0)e )t ) dt — oot
Por lo tanto:

idiy(2) Y = (105 e(@)ly +ma(x) + g AL (2)Pe(2)0k,) di

Si se multiplica la derecha de este enunciado por —iv?,, se obtiene la relacion:

da(x) = (Ffve() i Vaa — imPa()Veg — 19 Au(2)e(@)7V00) dt (6.57)

Asi, las condiciones de integrabilidad de las EDPHJ fermionicas determinan relaciones entre
los diferenciales di),dv) y dt, tal como lo muestran las relaciones (6.51) y (6.57), indicando,

que las EDPHJ (6.41) y (6.42) no son linealmente independientes [5].

Se analizard la integrabilidad de la EDPHJ bosonica (6.41), esta condicion exige que se

cumpla:
d¢'(x) =0 (6.58)

Utilizando (6.44) y teniendo en cuenta que ny, = 0, (6.58) se puede expresar en la forma:

' (z) = / PPy{¢' (), o' (y)}dt + {¢" (), ¢'y) }d Ay — dipa(y){o' (z), da(y)} (6.59)
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+{0' (%), Ba(y) diba(y)]

Los paréntesis de Bose-Fermi necesarios en la expresion anterior son calculados a continua-
cion:

{¢"(x),0' ()} = {=°(x),p" + %W’“ ()" (y) + 7" (y) 0y Ao (y) + iFki(y)F y) + %3Z¢c(y)7§d¢d(y)

— STV ay) + M) l) + 9 A (1) el bal)}
= {7%(x), 7™ ()0 Ao(y) + gAo() Ve () Voutba(y)}
= 7" ()0 {m°(x), Ao ()} +9 {m°(x), Ao (¥)} Ye(y)Vouba(y)

=63 (z—y) =63 (z—y)

Por lo tanto

{0" (), ¢' (1)} = 7" (1) 058" (x — y) — gve(y)Voba(y)0*(x — y) (6.60)

De igual manera, se puede determinar que:

{¢" (), 0" (y)} =0 (6.61)
{¢"(z), daly)} =0 (6.62)
{¢"(z), daly)} =0 (6.63)

Utilizando los resultados anteriores en la integrabilidad de ¢!, (6.59), se obtiene:
' (x) = / Py (77(y)0Es* (z — y) — g¥e(y)2ba(y)6*(x — y)) dt (6.64)
=0 / d*yr*(y)0*(x — y)dt — g / Py (y) " (y)d® (z — y)dt
= (Opm"(x) — g(2)7 "y () dt = 0

Asi, la condicién de integrabilidad de ¢' genera una nueva EDP de caracter bosénico ng =

0, esta debe ser agregada al conjunto de EDPHJ y se definira de la siguiente forma:

¢*(z) = O (x) — g(x)y ¢ (z) = 0 (6.65)

Se procedera a analizar la integrabilidad de esta nueva EDPHJ, exigiendo que se cumpla:
de?(x) = 0. Utilizando (6.44) se puede reescribir la integrabilidad de ¢* de la siguiente

manera:

d¢®(x) = / FPy[{¢*(x), o' (y) }Ydt +{*(x), &' (y) }dAo(y) — by (y){d*(x), du(y)} (6.66)
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+{o*(z), du(y) s (y)]

Los paréntesis que aparecen en la expresion anterior son calculados con detalle en el apéndice H:

{0*(2), 8" ()} = —ge(Y)VEpba(y) 0763 (x — y) (6.67)
{0°(2), du(y)} = —grotbe(2)0%(z — y) (6.68)
{0*(2), d(y)} = gve(x)750%(x — v) (6.69)

{¢*(x),0'(y)} =0 (6.70)

Sustituyendo los resultados anteriores en (6.66), y utilizando las relaciones (6.51) y (6.57),

se determina que:

d¢*(z) = / Py[(—gve(W)vhba(y) 056 (x — y)) dt — diby(y){* (x), dy(y)}

+ {¢*(), d(y) Ydp(y))] (6.71)
= —g0; (Ye(x)Vipba(2)) + g (dp(2)ptbe() + Ye(z)Sdn(x))  (6.72)

Calculando por separado el ultimo término se deduce que

dipy () Ve tbe() + Ve(@) v didn(x) = Ofha( @), a () — imipe ()¢ ()
— igAu(2)Pa(2) Vo a(@) + Va(2)y 50 ()
+ imia (2)1a () + g Au(2) e () Vhgtba()
= O (Ya(@)Vg0ta()) (6.73)

el que al sustituir en (6.72), y realizando el cambio de indices ¢ — a, determina que la inte-
grabilidad de ¢?* es identicamente satisfecha, por lo tanto, las EDPHJ de caracter bosonicas
estan en involucién con los paréntesis de Bose-Fermi. La nueva EDP ¢?, debe ser agrega-
da al antiguo conjunto de EDPHJ (6.40),(6.41),(6.42),(6.43), y al igual que este conjunto,
serd necesario asociarle un nuevo parametro; este parimetro debera ser de paridad par y

sera designado como W (x) y en principio es arbitrario.

Considerando el conjunto completo de EDPHJ (6.40),(6.41),(6.42),(6.43), (6.65), y las rela-
ciones (6.51) y (6.57), se puede escribir el diferencial de una variable dindmica F'(x), (6.44),
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en la forma:
dF(z) = / FPy[{F(x), ¢ (y)} + {F(2), 6" (y)}dAo(y) + {F(x), 6*(y) }dW (y)  (6.74)

H(=1) D (e () VE NG — imba(Y)5e — 19 AW (W)Vey5a) {F (2), daly)}

HF(2), 0a(¥)} (Vovb0a(y) + imyeabe(y) + igAu () Vo tba(y))]

6.2.1. Paréntesis Generalizados

La expresion entre corchetes cuadrados en (6.74), especifica una forma particular de los
paréntesis generalizados (PG) [S]. Asi, el PG entre dos variables dindmicas F'(z) y G(y) se

definen formalmente de la siguiente manera:

(F@).GWY = (F@). GO} [ [ dudo (o). Sita)} (Cha)) ™ 2](0),60)
(6.75)
Donde ¢, 7 = 1,2, y se ha definido:

1
Zzlz = ¢a = Ta + §7¢(L)b¢b =0

g
Z?L = Qo = Ta + 5%7& =0
.. _1 . . .. . .
(C4(u,v))  eslainversa de la matriz C}(u, v) cuyos elementos de matriz son construidos

a partir de los paréntesis de Bose-Fermi entre las EDPHJ 3¢y Z{;.

_ _ _ (6.76)
{¢a(u), d(v)} {da(u), Pp(v)}

Con ayuda de los resultados (6.48), (6.49), (6.54) y (6.55), C’é{;(u, v) tiene la siguiente forma:

. ( (0a(u), 84(0)} {alw), Gu(0)} )

g 0 A9 ‘
O (u,0) = —i Tab ) 53y — ) 6.77)
’ Ya O
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con una inversa dada por [23]:

0
(C‘;{;(u,v))f1 =i < 0 e ) 83 (u—v) (6.78)
Yab O

Con esta relacion, el paréntesis generalizado entre dos variables dindmicas F'(x) y G(y), se

calcula a patir de la siguiente expresion:

{F(2),G)} ={F(),Gy)} — i, [ v {F(x),da(v)} {&(v).G(y)} (6.79)
—ivg [ v {F (), ¢a(v) } {d0(v), G(y)}

Utilizando la propiedad (5.64), se puede escribir el segundo término de la expresion anterior

3

asl:

{F(2), 60 (0)} {(v), Gly) } = (—1) ")) [ (0), Gly) } {F (), fa(v)}
(6.80)

Teniendo en cuenta que ny, = 1, ng, = 1, el producto (6.80), se expresa:

{F (@), ¢a(0)} {00(v), Gy) } = (~1)" VOt {6, (0), G(y) } {F (), $u(v)}

Entonces, el PG (6.79) se puede reescribir de la siguiente manera:

{F2),G)} ={F(2),Gy)} —ivg [ v {F(@), ¢a(v)} {ds(v), G(y)} (6.81)
—i(=1) et ag [ du {Gy(v), Gy) } {F(2), da(v)}

La definicién de PG permite reducir el nimero de pardmetros independientes, en este caso
1a ¥ 1a; con esto, la evolucién de una variable dindmica F'(z) depende tnicamente de los
parametros independientes (¢, Ag, W'). En términos de los PG, el diferencial (6.74) esta dado

por la expresion:

AF() = [ @y [{F@). 6 W) dt + (F(2). 0 )dAoy) + {Fla), )W ()]
(6.82)
Se procedera ahora a analizar nuevamente las condiciones de integrabilidad utilizando el
diferencial (6.82). Se comenzara con las EDPHJ de caricter bosonico y se estudiara primero
la integrabilidad de ¢ (z):
do'(x) =0 (6.83)
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' (x) = / PPy [{¢' (), ¢' (y) Y dt + {0 (2), 9" () }dAo(y) + {o' (x), $*(y) }dW (y)]

(6.84)
Utilizando los resultados:
{¢'(z), 0" (1)} =0 (6.85)
{6'(2),9*(y)} =0 (6.86)
y el siguiente PG calculado en el Apéndice I:
{0'(2), 0" ()} = 7" (1) (x — y) — g¥e(y)Veata(y)0’ (x — y) (6.87)
en la integrabilidad de ¢! da:
d (x) = [0x"(z) — ge(z)veatba(@)] dt = ¢*(x)dt = 0 (6.88)

Apoyandose en (6.82), la integrabilidad de ¢*(x) estd dada por:

d¢*(x) = / &y [{¢*(2), ¢ (y)} dt + {0*(2), &' (y) }dAo(y) + {6°(2), 6" () }dW (y)]

6.89
Con ayuda de los siguientes paréntesis de Bose-Fermi (ver Apéndice H): o
{¢*(x),0'(y)} =0 (6.90)
{6°(2), *(y)} =0 (6.91)

La integrabilidad (6.89) resulta ser:
46°(a) = [ Ey{6*(a). o ()} (6.92)

Ahora, utilizando el siguiente PG deducido igualmente en el Apéndice I:

{0*(2), 8" ()} = —g¥e(y)VEba(y)0F 8 (x — y) — %g@bb(w)vfd%(y)@iég(w —y)

+ 590D )8 e ) + S o0k aly ()@ — )

1 -
- §g¢d(y)7§bwb($)8£53($ )
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en (6.92), se determina que:

d¢* (x) = —g0% (be(y)retba(y)) + %gz/?b(ﬂf)vfd@fwd(x) + %g%(x)vfd@f%(w) (6.93)
+ STl lyn(e) + 590K Tl ()
= —g0F (Ve(y)veatba(y)) + g¥o(2) 105 Ya(w) + gibo() 1505 ba()
d¢*(x) =0 (6.94)

Las relaciones (6.88) y (6.94) establecen que las EDPHJ (¢! y ¢?) estdn en involucién bajo
la definicién (6.82).

Se analizara a continucion la integrabilidad de los vinculos fermionicos. La integrabilidad de

¢a(x), usando (6.82), se escribe de la siguiente manera:

A1) = / By [{0a(x), ' (1)} dt + {6a(), (1) }dAo(y) + {6a(2), (1) }dW ()] = O

(6.95)
Utilizando los paréntesis de Bose-Fermi:
{¢a(@),9'(y)} =0
{6a(2), > (1)} = —{D* (1), da(@)} = g70te(y)8°(x — y)
y el PG calculado en el apéndice H:
{ba(2),¢'(y)}" =0 (6.96)
La integrabilidad de ¢, (), da:
dga(T) = 9. / Cype(y)d*(x — y)dW (y) = grgetbe(x)dW (z) = 0 (6.97)

Como las componentes del spinor ) son independientes, se determina que:

dW =0 (6.98)
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De igual manera, la integrabilidad de ¢, se puede escribir de la siguiente manera:

dpa(z) = / Py [{¢a(x), 0" ()} dt + {@a(z), &' (y) }dAo(y) + {Pa(x), ¢ (y) }W (y)] = 0

(6.99)
Utilizando los paréntesis de Bose-Fermi:
{0a(2),0'(y)} =0
{6a(2), 8* (W)} = —{8° (W), Bu(2)} = —gPe(2)70,0° (x — v)
y el PG (ver apéndice H):
{fa(@), 0" ()} =0 (6.100)
La ecuacidn (6.99) se escribe como:
d6a(®) = 9Vac / dPye(y)0* (@ — y)dW (y) = gYaete()dW () = 0 (6.101)
Del hecho que las componentes del spinor 1/ son independientes, se obtiene:
dW =0 (6.102)

Debido a las condiciones (6.98) y (6.102), el diferencial (6.82), se debe reescribir de la si-

guiente manera:

aF(e) = [ Ey[(F@.0 WY+ (F) o' )dAy)]  (6.10)

Se verifica facilmente con el diferencial anterior que el sistema de EDPHJ esta en involu-
cion, y por lo tanto este y las respectivas ecuaciones caracteristicas son integrables. En prin-
cipio se asumio que los campos (A, ¥, Yq, T, 74, 7) eran independientes, pero debido a
la presencia de las relaciones (6.41), (6.42) y (6.43) y de de haber considerado a (Ay, ¢, 15)
como los pardmetros independientes asociados a las EDPHJ; se establece que los campos

(Ag, 7", 74, m,) son los grados de libertad de la teorfa.

Abhora, se procederd a deducir primero los PG entre los campos independientes del problema,
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para ello, se iniciara calculando el PG de A;(x) con cualquier variable dindmica G(y), el cual

esta dado por:
{Ai(2), GW)}" = {Ai(2), G()} — iy / v {Ai(w), $a(v)} {5(0), G(y)}  (6.104)
— =)0, [P {a0), 6w} HA),00)
Utilizando los siguientes paréntesis de Bose-Fermi:
{Ai(2), ¢a(v)} =0, (6.105)
{4;(2), ¢a(v)} =0, (6.106)
en el PG (6.104), se obtiene que éste coincide con el parentesis de Bose-Fermi, es decir:
{Ai(2), Gly)}" = {Ai(z), G(y)} (6.107)
Por lo tanto el unico PG de A; diferente de cero con los campos independientes es:
{Ai(z), 7" (y)} = 0Fo*(x —y) (6.108)
El PG de 7*(z) con cualquier variable dindmica G(y), esta dado por:
{7"(2).6)} = {7"(2).GW)} —irg / d*v {7 (x), da(v) } {#(v), G(y)}  (6.109)
— i), [P {a0),60)} {rt @), 6u(0)}
En vista de los siguientes paréntesis de Bose-Fermi:
{7*(2), ga(v)} =0 (6.110)

{7*(z), da(v)} =0 (6.111)

Se muestra también que el PG de 7*(z) con cualquier variable dindmica coincide con el

paréntesis de Bose-Fermi:

{7"(2),G(y)}" = {7"(2),G(y)} (6.112)
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Por lo tanto, el unico PG no nulo se obtiene al sustituir G(y) = A;(y) en (6.112):
{7"(2), 4i(y)} = —0F6*(x — y) (6.113)

En forma similar, el PG de 7.(x) con cualquier variable dindmica, esta definido asi:

[ro(2),Gy)} = {me(2), G(y)} — 4% [ v {mo(2), 6a(0)} {6(v), G(y)} (6.114)
—in, [ @0 {Gu(0), G) } {mel), bul)}

Utilizando los siguientes resultados:

{me(x), da(v)} =0, (6.115)
{7, @a(v)} = {me, %@b(v)'n?a} = —%v?aé?’(x — ), (6.116)

En el PG (6.114), se verifica que:

(7). G)} = {mla). GW)} - 30 [ o). GO} -0 G117
entonces:
(re(), G} = {me(w), G)} — 5 10ul2), GW)) ©6.118)
Considerando el caso particular en el que G(y) = 7,(y), se determina que:
{rele) )} = (me(o), mal)} = 5 {0 )} =0 6119
Abhora, si G(y) = 7,(y), se obtiene:
(o), 0]} = {rel@), Talw)} = 5 106(2), 7a9)) 6.120)
= S (%), Talw)} = — 1% (8n(a), Taly))

De tal manera que:

{mela), ma(®)} = 195.0%( — ) (6.121)

Por tltimo, se calculara el PG de 7. () con cualquier variable dindmica G(y), el cual esta definido

de la siguiente forma:

{Fe(2), G(y)} = A{7e(2), Gy)} — ivgy [ v {7e(@), da(v) } {d6(v), G(y)} (6.122)
_Z"Yl())a f dgv {(Eb(v)7 G<y>} {ﬁc(x)v (ba(/U)}
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Usando los siguientes resultados:

{7(2), da(v)} =0, (6.123)

{ﬁc(x)v Qba(v)} = {ﬁ-c<m)7 %ngd]b(v)} = 2/72553(‘%‘ - U)’ (6.124)

En (6.122), se muestra que:
{7e(2), ()} = {7e(), G(y)} = 30be [ dPv {dp(v),G(y)} 6*(x — v)

por lo tanto

{7ul0), GO = {7e(2), G)} — 5 {3u(0), G 0)} (6.125)
Al considerar G(y) = 7,(y), se obtiene que:
{ﬁc(‘r)a ﬁ-b<y>}* = {ﬁ-c(‘r)a 7T-b<y>} - % {QEC(ZL‘), ﬁ-b(y)} =0 (6126)
Abhora, si G(y) = m(y), se concluye que:
(7@ M) = (7o) m0) — 5 {6:(), mlo) 6.127)
= — 28 {ula), ()}
entonces: '
{Fel@), m()}” = k(@ — ) (6.128)

6.2.2. Ecuaciones caracteristicas

Se procedera a calcular, mediante el diferencial (6.103), las ecuaciones caracteristicas
asociadas a las sistema de EDPHJ, que corresponden a las ecuaciones de movimiento de la

teoria [6]. Empezando con las varibles dindmicas bosonicas A;:

dA;(x) = / &’y [{Ai(2), ¢ (y)} dt + {Ai(2), 6" (y) }d Ao ()] (6.129)

Como el PG de A;(z) con cualquier variable dinamica coincide con el paréntesis de Bose-

Fermi, entonces se obtiene:
{Ai(x), ' ()} = {Ai(@), = (7%)7 () + 7" (1) Ao(y)} (6.130)

T () { Ai(2), 7" (y)} + {Ai(2), 7" (y) } 5} Ao (y)
Wk(!/)(sikfsg(x —y)+ 5ik53($ - y)@}jAg(y)

N | —
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{Ai(2),6' ()} = [7'(y) + 0/ Ao(y)] 8°(z — y) (6.131)
El segundo paréntesis de Bose-Fermi en (6.129), esta dado por:
{Ai(2), ¢' ()} = {Ai(2), 7" (y)} = 0 (6.132)
Reemplazando los resultados (6.131) y (6.132) en (6.129), se determina que:
dA;(x) = /d3y (7 (y) + 0Y Ao(y)] 6°(z — y)dt (6.133)
= [7'(x) + 07 Ao ()] at (6.134)
Definiendo A; = 9y A;, se obtiene:
Ay = 7'(x) + 07 Ao () (6.135)

Este resultado concuerda correctamente con la expresion (6.26) derivada de la definicion de
momento candénico conjugado. De igual manera, la evolucién del campo 7*(z), utilizando

(6.103), esta dado por:

dr*(z) = / Py [{7*(x), &' (y) Y dt + {7"(x), ¢' (y) }d Ao (y)] (6.136)

Usando la relacién (6.112), se puede calcular el PG que aparece en la expresion anterior:

{m*(2), ')} = {7"(2),¢'(y)} = {7"(2), iFm(y)F”(y) + g4 W)Y (y)Y v (y)}

(6.137)

El tensor de Maxwell se define en términos de los campos A,,, asi:

Fij(y) = 0f A;(y) — 97 Ai(y) (6.138)
con esto, el PG anterior resulta en:

R 7 i
{7 (2), &' (W)} = SF(H{m"(2), 07 A (y) — 9] Au(y)} + {7 (2), As(y) 1o (y)7" 0 (v)
asi que:
1

AT (@), ' W)Y = S () (070 = 9707 ] 0% — ) — g () Y ()0 (z — y) (6.139)
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El segundo paréntesis de Bose-Fermi que aparece en (6.136), esta dado por:

{m*(x), 6" (y)} = {7*(2), 7°(y)} = 0 (6.140)

Reemplazando los paréntesis (6.139) y (6.140) en (6.136), se obtiene:
1. _
dr*(z) = / d*y [5}7 I(y) [670] = 6707] 6% — y) — g ()7 (y)8* (x — y) | dt
1 . A _
- |5 @rF )~ ) - gt

Cambiando el indice mudo j — ¢ y utilizando la propiedad de antisimetria del tensor de

Maxwell, la expresion anterior resulta en:
dr*(z) = [0 ™ (x) — gb(x)y"¢(x)] dt
Definiendo 7% = 9y7*, y usando 7% = F*°, se determina:
BF* = 0, F™* — gi(x)y (x) (6.141)
— (O F™ + 0,F™) = —gip(x)y* ()
de donde se concluye que
0uF" = gip(x)y () (6.142)
Ahora la EDPHIJ (6.65), se puede reescribir asi:
¢*(x) =07 (x) — gib(x)y*P(x) = 0
G FM(2) = g(a)) e (x) (6.143)

Sumando un cero particular 9, F°°, a la expresién anterior, se obtiene:
O F” + F (x) = g (x)7 ¢ ()
0" = gip(x)7 () (6.144)

Recordando que J” = gi(x)y”1)(x), las ecuaciones (6.142) y (6.144) se escriben en forma
compacta como:

D F™ = J" (6.145)
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La ecuacion (6.145) describe el campo electromagnético con fuentes, en componentes se

escribe como:

V-E=J° (6.146)
E
VxB:%—t+J (6.147)

El hecho de que el tensor de campo electromagnético, F'*" satisface la identidad de Bianchi:

O F" 4+ 0, F + 0, F" =0 (6.148)
se deduce de aqui:
0B
E=-" 6.149
V x 5 ( )
V-B=0 (6.150)

Las relaciones (6.146), (6.147), (6.149) y (6.150) constituye lo que se conoce como las ecua-

ciones de de campo electromagnético con fuentes [11].

Ahora, se calculardn las ecuaciones de movimiento para las variables fermionicas. El difer-

encial de ,(z), usando (6.103), es:
dra() = / &y [{7a(@), &' (y)} dt + {ma(2), &' (y) }dAo(y)] (6.151)
El segundo paréntesis en la expresién anterior da:
{ma(2), 0" (y)} =0 (6.152)
Utilizando (6.118) se puede calcular el siguiente PG:
{ma(@),6' ()} = {mal2), ¢' ()} — % {Ba(2), 0" (v)} (6.153)

como ¢, = T, + %7211%’ se determina lo siguiente:

{7a(2), 0" ()} = % {ma(2), 0" (9)} (6.154)
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entonces:

{Ra(e), 0'0)}” = S{ma(e), 5O — SO ()
+maby () (y) + 9 A (1) s (y) Vet (y) }
= 2O (@), B e — S{ma @), By O y)

+gm{male). Go(o)1(y) + 5940 ma(2), Do)} ee(w))

(ma(w), ' (1)} = — SO0 (x — Yt + O ()F () (6.155)
1
— 5mta(y)0°(z —y) = 59Au(y)'yé‘cwc(y)53(fc )
Sustituyendo (6.152) y (6.155) en (6.151), se obtiene:

drm(x) = /dgy[—%(‘?zé?’(x — Y)Y e + %Cﬁywc( )8 (z — y) (6.156)
1 1
= 5MWa(9)8* (@ = y) = gAY Vete(y)0 (x — )]t
200ma(2) = 1705 V(%) — miba(7) — g A, () Vhcte()
Utilizando la relacion (6.27) en la expresion anterior se determina que:
~1Yap 000 (%) = 1705 ve(w) — miba() — gAu (@) htbe(7) 6
[1V6cOn — Mac] V() = gAu ()7 tbe(7) (6.157)
por lo tanto se cumple:
[((7"0y = m) ()], = gAu(@)75: e () (6.158)

Finalmente, se calculara la ecuacién de moviento para @Ea(a:), utilizando nuevamente (6.103)

se obtiene el siguiente diferencial para esta variable fermionica:

da(z) = / By [{ra(2), & (1)} dt + {7al2).6' (1)} dAo(y)]  (6.159)

El segundo paréntesis en la expresion anterior da:

{Ta(2),0' (y)} =0 (6.160)
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Utilizando (6.125), se puede calcular el siguiente PG:

{7e(@), ¢' ()} = {7el), ¢' ()} - % {6e(x),6' (1)} (6.161)

COMO P = Ty + 5UpYh,, s¢ determina que:

{al2),0' ()} = % {7a(2),¢' () } (6.162)
entonces:
{Fa(2), 0" ()} = %{ﬁa(x), %%%(y)vﬁcwc — %tﬁb(y)vfcazwc(y) (6.163)

+ maby () Vo (y) + gAL (W) Vs (y) Vhetbe(y) }

= LB WNEAT) V) + TR (), vely)}

— S T(2), ()} — 3940 0), 6e0)}

Por lo tanto se obtiene:
{7a(2), 0! (y)} = iﬁﬁ%(y)vé‘“f’(w —y) - i&b(y)'yé"’af%g(w —y) (6.164)
1 - 1 _
+ §m1/)a(y)53($ —y) + égAu(y>¢b(y)7£a53(x =)

Reemplazando (6.160) y (6.164) en (6.159) resulta:
A i -
7y (z) = / Y300 (¥) 750" (@ = y) = 70s(¥) 1000 (v = ) (6.165)

+ 3mla)P( — ) + S04y By — )it

ahora utilizando la expresion (6.29), 7, = —ézﬁw,?a, se determina que:
_iaolzb’yl?a = Zalfzzb<x)7l’fa + mzﬁa(x) + gAﬂ(x)1;b<x)75a (6166)
10,Un(%) Yy + miba(@) = —gAu(2) ()7,
de donde:
_ = _
[w(x) (w“ 0.+ m)} = —g A, (x)p(x)Ve (6.167)

Las ecuaciones (6.158) y (6.167) se conocen como las ecuaciones de Dirac para los campos

spinoriales 1) y 1) respectivamente [6].



Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo se present6 el formalismo de Hamilton Jacobi para sistemas singulares.
Mediante problemas practicos se hizo la generalizacidn para sistemas con infinitos grados
de libertad y sistemas descritos por medio de variables de Grassmann. Se mostr6 que el for-
malismo de Hamilton Jacobi, permite a través de las condiciones de integrabilidad obtener
nuevos vinculos que surgen de la teoria, de igual manera que las condiciones de consisten-
cia lo hacen en el formalismo Hamiltoniano de Dirac. En algunos trabajos se ha probado la

equivalencia entre las condiciones de integrabilidad y las condiciones de consistencia [6].

En particular, se mostré que cada vinculo es reconocido como una ecuacion diferencial par-
cial en el formalismo de Hamilton Jacobi y a cada uno de estos vinculos se les asigna un
pardmetro independiente. Si todos los vinculos primarios y obtenidos por integrabilidad se
cierran en un dlgebra de Lie, entonces, se dice que el sistema es involutivo y las respectivas
ecuaciones de movimiento o caracteristicas son integrables. Si todos los vinculos o algunos
no estdn en involucion es debido a que existe una dependencia lineal entre las EDP, esto
permitird redefinir la dindmica en términos de los paréntesis generalizados reduciendo el
numero de pardmetros independientes. Las ecuaciones de movimiento quedan entonces ex-
presadas en términos de los vinculos que estdn en involucion con los paréntesis de Poisson y
sus respectivos parametros independientes. Se puede observar que vinculos en involucion se
refiere a vinculos de primera clase en el formalismo de Dirac, por lo tanto, la evolucién de
un sistema en el formalismo de Hamilton Jacobi esta dada por el Hamiltoniano y los vincu-
los de primera clase y sus respectivos pardmetros independientes, llegando directamente a la

conjetura de Dirac [10].

Para el campo electromagnético libre, el formalismo de HJ indica que la ecuacién (3.20) y el
vinculo (3.13) forman el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales denominado EDPHJ
[3], las ecuaciones caracteristicas asociadas a este conjunto de EDPHJ definen un espacio

de fase reducido cuyas coordenadas son los campos (A;, ), estas coordenadas se conocen

101



Conclusiones y Recomendaciones 102

como variables dependientes. Toda observable fisica debe entonces ser funcidn de estas co-
ordenadas. La evolucién dindmica de cualquier observable es dictada por dos parametros

independientes el tiempo ¢ y el campo Aj.

Para garantizar la existencia de soluciones completas para el sistema de EDPHIJ y la inte-
grabilidad de las ecuaciones caracteristicas fue necesario analizar las condiciones de inte-
grabilidad del conjunto de EDPHJ ¢! y ¢2. La integrabilidad para (3.13) genera una nueva
EDP ¢?, y su integrabilidad es automaticamente satisfecha, lo que muestra que el problema
no tiene mas EDP. El conjunto inicial (3.21) y (3.22) se complemento con la EDP (3.32), de
esta manera, se expandio el conjunto de variables independientes para asociar un paradmetro
arbitrario a esta nueva EDP, ahora, la evolucién dindmica del sistema es dado por (3.40). Se
verifico que bajo (3.40), el conjunto esta en involucidn [17]. Finalmente, el formalismo de

HJ permiti6 obtener las ecuaciones de Maxwell sin fuentes en forma covariante (3.58).

En el andlisis de la estructura clasica de los campos de Dirac por medio del formalismo
de Hamilton Jacobi se determino que, los vinculos ¢ y ¢ junto con la ecuacién de HJ (5.59),
forman el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi (EDPHJ) y es
sobre este conjunto que se calcularon las ecuaciones caracteristicas. Las variables dependi-
entes son los campos (7,,7,) y el conjunto de parametros independientes que describen la

evolucién dindmica del sistema fisico son (¢, 1,4, 1, ).

Al analizar las condiciones de integrabilidad de ¢ y ¢ se observo relaciones entre las vari-
ables independientes del sistema, cuando esto sucede, se dice que el conjunto de EDPHJ
no es linealmente independiente y por lo tanto estas ecuaciones no estan involucién con
los paréntesis de Bose-Fermi. Las relaciones entre las variables independientes permitieron
reescribir el diferencial fundamental en términos del tiempo que es ahora la dnica variable
independiente del sistema. Esto permitié definir la estructura conocida como paréntesis ge-
neralizados (PG). Ahora, la evolucion dindmica del sistema esta dada por (5.82) y se observo

entonces que al definir los PG el nimero de variables independientes del sistema disminu-
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yeron, ademads, se verifico que bajo (5.82) el conjunto de EDPHJ esta en involucién y por
lo tanto las ecuaciones caracteristicas que corresponden a las ecuaciones de movimiento del
sistema son integrables. Por ultimo, se obtuvo las ecuaciones de Dirac (5.124) y (5.125) me-

diante el formalismo de HJ.

Finalmente, el formalismo de Hamilton-Jacobi permitié estudiar la estructura clasica de la
electrodindmica cudntica (QED), el problema tiene un vinculo bosénico y ocho vinculos fer-
mionicos, al analizar la integrabilidad de los vinculos fermidnicos se determiné relaciones
entre las variables independientes del sistema. La integrabilidad del vinculo bosénico genera
otro vinculo también de cardcter bosdnico y la integrabilidad de este es directamente satis-
fecha. En este punto, se debe asociar un pardmetro independiente al nuevo vinculo bosénico
y junto con las relaciones (6.51) y (6.57) la dinamica estd dada en términos de los parénte-
sis generalizados y los vinculos bosénicos que estdn en involucidn con los paréntesis de
Bose-Fermi como lo indica (6.82). Se mostré que con el uso de este diferencial las EDPHJ
cumplen las condiciones de integrabilidad y por lo tanto las ecuaciones de movimiento son
integrables. Finalmente, se calcularon las ecuaciones de Maxwell con fuentes en forma co-
variante (6.142) y las ecuaciones (6.158) y (6.167) que se conocen como las ecuaciones de

Dirac para los campos spinoriales ¢ y ).

Se recomienda realizar estudios en el desarrollo del formalismo de Hamilton Jacobi para
sistemas singulares descritos por Lagrangianos de orden superior y aplicarlo al andlisis de la

electrodindmica de Podolsky.
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‘ Apéndice A. Integrabilidad para ¢'.

La condicién de de integrabilidad para ¢’ exige que se cumpla:

dét = 0

46! = [ @y ({6 (@), W)t + (6'(2),0 W)} dAo(y) + {6'(2), W))W ()] (6.168)
Calculando por separado los parentesis de Poisson que aparecen en la expresion anterior:

{6'@), 6' 1)} = (57 @) + 7 (@) Aolw) + 3 Fu() 7 (2), 2 (" 0)* + 7 (1) Ao(y) + 1 Fis() F* (1)}

= (@) P ) + {7 ()35 Aolz), 1 Fia() F*(3)}

A E @) @), 5 @) + (5 Ea (@) (@), 7 ()0} o)}

= 57 @F 1T (@), Fuw)} + 507 Ao@) P ) (@), Fes()}
1

+ o B @)t () {Fa(2), 7 ()} + %Fjl(a?)aiAO(y){sz(w)»Wk(y)}

= SFM() [7 () + 05 Ao(@)| (' (&), Fia(y)} + 5 F7' (@) [ (9) + 0 Aov)] {Fu(e), 7" 1)}

{6'@), 6 )} = 3 () [7(2) + 05 Ao(@)] {7 (@), Fralw)} + 3 F7'(2) [w" 9) + O} Ao(w)] {Fn(a), = ()
(6.169)

Calculemos:

(7 (2), Fuly)} = {0 (2), 00A(0) = O Auly)} = 9} {2 (2), Adw)} 0! {=/(@), An(w)}

-~

—515%(z—y) —675%(z—y)
=16 01 ~6] O )0 —y) = [#10F ~ 6[07] (e ~ )
—oz ~o%
{n9(z), Fu(y)} = [6]0F — 6107] 6°(z — ) (6.170)

{Fri(z), 7 ()} = —{7/(y), Fra(z)} = — [8]0} — 60}] 6*(y — x)
_ [5l01 - 6{07] 6 — )
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Realizando el siguiente cambio de indices k — j ¢ — [ j — k:
{F(), 7" (y)} = 0707 — 0507] 0°(z — y) (6.171)
Sustituyendo (6.170) y (6.171) en (6.169):

[6'(2),6' ()} = 5 FY(w) [ () + 05 Aow)] [s10F — 5[0F] °(z — v) + L FI'(a) [ (w) + Y Ao(w)] [oF 0y — o%0F] 8% — )
= LFH () [0 (2) + 07 Ao(@)] 75w — ) — 3 F¥(y) [ (@) + O Aolw)] 976°(w — )

+ S FR @) [ () + 0 o) 078w — ) — L FM (@) [ (w) + 0 Ao ()] 07 8% (@ — )

k<—j, z+—y =i, z—y
= SFH () [17(2) + 03 A0(@)] 75z — ) — 5 F¥(y) [ (@) + O Aole)] 976%(w — )
+ %F’” (v) [77 (x) + 0% Ao ()] 9} 6°(y — =) —%F’”(y) [ﬂk(r) + azon(ﬂ?)] 978°(y — )
—_—— ————
78f63(zfy) —8?53(z—y)
= PR ) [0 (@) + 05 A0(@)] 75 — ) = S FH () [+ (@) + OF Ao(a)] 07 6% (x — )

— SFN() [0 () - 07 Ao(@)] 96° (@ — ) + 5 FHi(y) [w*(2) + 0F Ao(@)] 076 — ) = 0

{¢'(x),0'(y)} =0 (6.172)

{¢'(2).0'(9)} = —{8' (1), ¢'(2)} = 7" (2)}8(y — )
{¢'(2),¢' ()} = —7"(2)0}0°(x — y) (6.173)
{¢'(), ()} = —{6*(1), ¢' ()} = 0 (6.174)
Donde se ha utilizado la siguiente propiedad de la funcion delta de Dirac
0y —z) =0(x —y)
Sustituyendo los resultados (6.172), (6.173) y (6.174) en (6.168) se tiene:
de' = /dSy (=" (2)0}6%(x — y)) dAo(y) = — / dydAo(y)of ¥ (2)8* (x — y)
—_———

7 (y)d3 (z—y)

= - / d*ydAo(y) Ofr* (y) 6°(x — )
——
¢%(y)=0
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¢t = 0 (6.175)

Es decir que la condicién de integrabilidad para ¢! es identicamente satisfecha.

Apéndice B. Paréntesis de Poisson necesarios para calcular las ecuaciones de

movimiento del campo electromagnético libre.

En este apéndice se calculan los paréntesis de Poisson para las ecuaciones de movimiento

del campo electromagnético libre, comenzando con el campo A;:

(A(), 000} = {A ), 5 (7 W) + 7 WO A) + 1 Fis () P (1)
() {Ai(z), 7 ()} + O Ao(w){Ai(x), 7 ()
™ (y) + 0 Ao(y)] {Ai(z), 7" (y)}
—_—

6563(m—y)
{Ai(2),¢'(v)} = [7"(y) + 8¢ Ao(y)] 0°(x — y) (6.176)
{Ai(x),0'(y)} = {Ai(2), 7"} =0 (6.177)

{Ai(@), ()} = {Ailw), O (y} = Y { Aul). 7 (3}
— 0850w — y) = OV (x — )

{Ai(2), #*(y)} = 0/6°(x — y) (6.178)

(xi(), ' ()} = (7' (2), () + ()0 Aoly) + 3 Fig () P ()}
1

= _ % (y) iwi(x), Fi(y)}

2 ~
[i07 —61.0%] 6% (2 —y)
(@), ¢ 0)) = 5 F() (5,05 — 0405) 6°(x — ) (6.179)
{r'(z),¢' ()} = {n'(x),7°(x)} = O (6.180)

{m'(2),6°(y)} = {7'(2), 7" (y)} = 0 (6.181)
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’ Apéndice C. Paréntesis de Bose-Fermi para el calculo de la integrabilidad de ¢,. ‘

Los paréntesis de Bose-Fermi necesarios para analizar la condicion de integrabilidad de

¢, se calculan acontinuacion:

{0a(@),6' ()} = {ma(z) + %vgdwd(w),pt + % (08 0e(y) v (y) — e(y)100n(y)]
+mie(y)ee(y)}
= {mal@), ) 0)) — (o), Bl (o)}
+m{ma (@), Ye(y)ve(y)}

Utilizando las propiedades (41), (43) y los paréntesis fundamentales de Bose-Fermi del sis-

tema, se tiene:

(0a(2),6'0)} = SO {male), Cely)n(v) — & {male), Telt) s )
+m{me(2), de(y) }e(y)
= %83 (—0ae8™(x = 9)) Yeptu(y) — % (—6ac8*(@ = 1)) V075 (y)
+m (=0ac0*(x — y)) Ye(y)
= —%35553(50 — y)vate(y) + %53(:1; — ) Vas e (y) —md’ (z — y)a(y)
= LIS — ) + A — y) — M) — )

entonces:

(0(2),0' (1)} = SnIOFS (@ — ) + Sob O W)A @ — ) — may)6*(z — 1) (6.18)
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[60(), 3u(9)} = {mala) + So0uthaw), o) + 50w
= 5 {m(@). By + 520 {ule). 7o(y))

= v (—5ac(53(;{,’ — y)) ’ng + zf)/gd <_6bd53<$ . y))

2 ) 2
= —%72b53(fv —y) — %731)53(96 —y)
= —i72b53($ )
{da(x), du(y)} = —ivp0°(x — y) (6.183)

{0u(2), 0o0)} = (mala) + S0k o) + Sbal)) = 0

{¢a(x), du(y)} =0 (6.184)

Apéndice D. Paréntesis de Bose-Fermi para el calculo de la integrabilidad de ¢,.

Es necesario calcular los siguientes paréntesis para evaluar la integrabilidad de ¢,:
{0a(@),6' ()} = {7a(z) + %%(ﬂf)vfz’mpt + % (08 0e(y) vt (y) — De(y) 10K vn(y)]
+mie(y)ee(y)}
= (), O 0)} — £ {7ale). Ty O 0))
+m{7a (@), Ye(y)ve(y) }
= SOy o), )+ O (), va0))
— mie(y){7a(2), e(y)}
= 2Ol (~0a8(x — 1)) + STl (~ud*(x — )
— me(y) (—0aed®(x — y))
= %@iwc(y)7§a53(x —y) - %@Z)c(y)vfa@%g(w —y)

+ maa(y)0*(z — )
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Entonces se tiene el primer parentesis de Bose-Fermi:
_ i i - _
{6a(), 6" (W)} = SO} beW) 16 (@ = y) + SVe(U) 1050 (@ — y) + miba(y)8*(z —y) (6.185)
El siguiente paréntesis que aparece en la integrabilidad ¢, es:

(6u(2), o)} = (al) + (2 o) + Srfutia))
= 5900 (008 (@ = ) + 5 (~00’(x = y)) L,
= — 58— )

= _i7£a53<x - y)

l

RRCE)

{0a(@), 95(y) } = =i 0°(x — y) (6.186)
El dltimo paréntesis:
(Bu(2), 5o0)) = {7al) + 500 To(y) + 5 Pal)rh) = 0
{¢a(), du(y)} =0 (6.187)

Apéndice E. Paréntesis generalizados para el calculo de la integrabilidad de ¢, ¢,

y ecuaciones de movimiento.

A continuacion se presentan los cdlculos de los paréntesis generalizados utilizados en en

la integrabilidad de ¢, y ¢,

{¢a(2), 0" (W)} = {da(2), 0" ()} + (O La(y) V5% — i (Y)VS) {Pa(@), P6(y)}
+{0a(x), do(y)} (VeveaOitba(y) + imryptbe(y))

Sustituyendo los resultados (6.182),(6.183) y (6.184) en la expresion anterior:
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{¢al2), &' ()} = %7§b¢b(y)alf§3(x —y)+ %7§b35¢b(y)53(x —y) — mba(y)0*(z — y)
— iy (2 — y) (VeveaOea(y) + imyptbe(y))
= ST ) = y) + SYRO ) (x — y) — mea(y)F (@ — y)

— Y0 Y0 (y) S (z — y) + m A%, Ye(y) 0% (z — y)
—— ——

Sac Sac
1 7
= 5751;%(?4)57553(55 —y)+ 5751)8,?%(34)53(93 —y)—m Hr—y)
— 1%2a00%a(y)0° ( — y) +mibuliyé*T—y)
dsb

i i
= 57&%(?/)3;? &z —y) — §7§b35¢b(y)53(x —y)

[0u(2), 0 W)Y = 590w — y) — AP —y) (6189

{0a(2),0' (W)} = {a(x), 0" (W)} + (Oa(y)VhNS — imabe(y)7S) {ba(), du(y)}
+ {¢a(x), 26(1)} (VeviuOialy) + imyptbe(y))

Sustituyendo los resultados (6.185),(6.186) y (6.187) en el paréntesis anterior:

{¢a(2), &' ()} = %8;’51/70(3/)75@53(% —y)+ %&c(y)vfa3%53(w — )+ miba(y)0* (x — y)
+ (00 Pa(y)vhAS — imibe(y)7%) (—ivd’(z — y)

= %3;’51@:(3/)75&53(1: S0+ LGy @ — y) + ()6 — )

2
— 100 a (Y)Y A 02 (7 — y) — mPe(y) 197 0 (x — ¥)
= =
i i )
= 53;3%(?;)75&53(11 —y)+ §¢c(y)7§aazf53(fﬂ —y)+m T —y)
— i00a(y)74.0° (x — y) — mblpd*T—y)

T i -
= 5 0Pe(®)700" (r = y) + 5PeW)10 050 (@ — y)
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{éa(x)a ¢t(y)}* = _%azwc(y)7§a53($ - y) + %wc(y)’yfaalfég(x - y) (6189)

Para calcular las ecuaciones de movimiento es necesario considerar los siguientes paréntesis

generalizados:
{ma(2), &' (W)} ={7a(@), ' ()} + (W) Vervas — imPa(y) Vi) {ma(), du(y)}
+ {ma(2), 00(1)} (Vo V2O (y) + impgiba(y))
Se calculara por separado los paréntesis de Bose-Fermi que aparecen en la relacién anterior:
{ma(2), 0" ()} = {ma(®), % (DY) — D)1 s(y))
+mibe(y)ye(y)}
= 500 (=0,8(x = ) ytin(y) — 5 (=68 (x = ) U ONYs(y)
+m (_5a053<x - y)) wc(y>

- _%3253(36 — Y)Vaytu(y) + %75b32¢b(y)53($ —y) — miha(y)0*(x — y)

7). 6 ()} = SO0 (@ — ) + Soh O W) ) — ma(y)6*(z —y) (6.190)

{ma(z), 6(y)} =0 (6.191)

[ra(e), 600} = {mal), 7o+ 20y} = g {mala), debad

(3
= —5%01;53@ )

{rule), 6y} = 225 — ) (6.192)
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Sustituyendo los resultados (6.190), (6.191) y(6.192) en el paréntesis generalizado de 7, (x):
(e 001" = (0P = 0) + AR~ 9) = )~ ) )
+ <—%vgb53(x - y)) (70 e(y) + imypgba(y))
BT (@ — ) + AR — y) — i ()0 — )
~ S0 O )P e — )+ bt )0z )
= LRI — 1) + ) — y) — M) — )
— SRR y) + )P )

= LR (@ — ) — Smta(y)x — y)

(mal@). 80} = SAhOB — y) — sma()(w — ) (6.193)
Se calculara el siguiente parentesis generalizado:
(Fal0). W) =(Fale). 0 W)} + Ot — mbalw)) (Fale). Gr(w))
+{7a(@), 00(y)} (V208 e (y) + imypgba(y))
Analizando por separado los paréntesis de Bose-Fermi que aparecen en la relacién anterior:
(7l@). 60} = (Fule). & Ol (v) — Do) 000 )
+mibe(y)ve(y)}
= L (Ra(0). Ol (o)} — 5 (ala), Byl (o)
+m{7a (@), Ye(y)ve(y) }
= 20yl (1a(e) o)} +2 el T ), ()

_(Sab‘s3 (:c—y)

- m&c(y){ﬁa(‘r)? wc(y)}
— SO — y) = ST @ — y) + miba(y)8 (@ — )

= LD — )+ R @ — 9) + ()5 — )
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{Fal2),d'(y)} = %821/70(?;)75@53(9: —y)+ %%%(y)vf&?’(x —y) + ma(y)8*(z —y) (6.194)

(7). 0o0)} = (Tal@). mo(y) + 5ohtil)} = 528 (al), )}

i i
=~ (—02:8°(x — 9)) = — 78" (z — )

2 2
{7a(z), ou(y)} = —%v?aé?’(a: —y) (6.195)
{Falz), d(y)} =0 (6.196)

Sustituyendo los resultados (6.194), (6.195) y(6.196) en el paréntesis generalizado de 7,:
_ ¢ % Loy T k 3 P k 3 — 3
{7a(2), 0" (y)}" = (§3k¢c(y)vca5 (@ = y) + 500e(Y)7e0" (@ — y) +mapa(y)0"(z — y))
_ - i
+ (R () vy — ima(y) V) (—57&53(% - ’y))
(R I _
= 50V (x = y) + 505 0e(1)700" (@ = ) + Ma(y)8% (2 — y)
[ 1 -
= SORe()Vea 20 e, 0 (@ = ) = 5m¥ay) 327 0" (@ = ¥)

2
§da 5da

= %agz/;C(y)Vfaég(x - y) + %agﬁc(y)vfﬁg(x — y) —+ mw_a(y>53<x — y)
— %3,3%(3;)75@53(17 —y) — %mlﬁa(yﬁ?’(fﬂ —y)

= LIRS @ — o)+ smla )P — )

{(Fal0). 80} = SO0 @ — ) + 5m0a()5@ — ) 6.197)
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’ Apéndice F. Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para QED.

Se calcularan las derivadas que se necesitan para obtener las ecuaciones de campo en

QED:

0% 0 1 - 0 -
= __FaFa/B_ Aaaa = —Aaaa
= _g aA ¢a7abwb g(snga’%?b?/}b
0% -
= —q, 6.198
3141, 91/1 fyabwb ( )
0. ) 1 N
9(0uA,)  0(0.A )( glest B)
8(66A [ i(é)&Agfé)BA Yn*? ﬁf’(agAgfa(,Ag)}
L, a0, 60 (0aAp) 0 (9pAa) 9 (99As) 0 (s Ap)
i 0, [( A ~ B AV)) (P96 A — DrAg) + (DaAp — I5Aa) (8(8214») - a(a,ng))

i ab [36 K(Wég - 555;) (8pAs — 05 Ag) + (0aAp — 0 Ax) (655? _ 5’;65)]
N 41; (#9077 = 0”07 (B9 Aa = 05 Ag) + (9a Ap — 95 Aa) (00" =0 n)]

= _Z [OHAY — 0 AP — Y Al 4 DAY L JFAY — 9 AR — ¥ AP 4 91 A
— [P AY — 9" AF) = —FHV

0ZL

= 1
9(9,A,) (6.199)

Para la ecuacién de movimiento del campo 1), son necesarias las siguientes derivadas:

0L _ o
Npy O

Es necesario realizar una permutacion de v en todos los terminos para poder realizar la

7: _ _ —
—58#1&075]2/}5 - mwcwc - gA,uwc/ygbwb

derivada, entonces haciendo uso de la siguiente propiedad

AxC = (—1)mme)Cx A (6.200)
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Se determina lo siguiente:

0L 0
a_wa, a¢a wba,uwcfycb + mwcd}c + gAu%iﬂc%b

o ? ad}b 'lvbc 87#1)
2 ad]@ u¢c/ycb 8¢a ¢c ,u,awa

5 aba,uwc/ycb + m(gcal/}c + gA,uéabwc/ycb

@Z)c’ycb

7 _ _ _
= 5 ;ﬂbcf}/éla + m% + gA;ﬂ/}c'YéLa

0L i - _ _
S, = p0ubt + i+ g At (6.201)

Calculemos la siguiente derivada:

0. 9 N i -
3(@%) ( utha) ( wc%baywb) 20(0,0,) (O ners)
N (< :ZZ; % Veb = _%55517(11;675”1)
i _
= _§¢c75a
9 (ac’;i ) _%@% (6.202)

Calculemos las derivadas izquierdas necesarias en la ecuacion de campo (6.9) asociada a ,:

0L 0 _ _
awa awa ¢c’7cb ,uqu)b m¢c¢c - gAu¢c75[;¢b
. 1 (377/16 # 8¢c a¢c o
= 200, @ Oty — a%w g ua%%bd}b
Z
= 5 ca’ch ,uwb - m50a¢c - gA,u(sca'.chwb
1
= 5751,(%% - m% - gAﬂffb%
0L i

90, 5'75bau¢b — mipg — gAY (6.203)




Apéndices 116

Calculemos la siguiente derivada:

0.L 0 i i 0 (0,0
7 - T __azl c Z - = Z
(9(@1/1@) a(auwa) |: 9 Q/}’Ybl/}b} Za(auwa)/ybwb
S AT A
0L '
IR it (6.204)

Apéndice G. Paréntesis de Bose-Fermi para el calculo de la integrabilidad de ¢,
¢, en QED.

Paréntesis necesarios para el andlisis de las condiciones de integrabilidad de las EDPHJ:

190(2), 6" ()} = (mal@) + g2 (2),1 + 37 w)7(y) + T W)OAo(y) + § Fra(y) FH(y)

+ %%@(y)ﬁdwd(y) — %ic(y)vfdai'wd(y) + e (Y)Ve(y) + 9 AL (W) V(Y)Y Ea(y) }

= £ (ma @), Oy bbal)} — 5 (ma @), Tl Badlba(w)} + mlma (), o))
+ g Au(){ma (@), e(y)viga(y)}

Utilizando la propiedad de los parentesis de Bose-Fermi:

{A, BC} = (—=1)™"" B{A,C} + {A, B}C (6.205)

(6a(2), 6" ()} = 30 (o), Be)} Ahitbaly) — & (o), Gelw) I EiDbaly) + m{ma(a), dely)be(v)

—04c0%(x—Yy)
+ gAM (y){ﬂ'a(x)’ @c(y) }'Ygdwd(y)

— 5 00uc0™ (= y)rlialy) + 500c0" (0 = YD Baly) = MBact® (@ — )¥ely)
— 9Au(Y)0ac8’ (x — y)laly)

{¢a(@), ot (y)} = 723;353(wfy)7§dwd(y)+%'Vfd@,flbd(y)ﬁ(xfy)fmwa(y)tSS(x*y)ngu(y)vﬁdwd(y)é‘q’(I*y) (6.206)
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[6a(2), 6u(0)) = {male) + tbetiele). Toly) + S0l

= & {a(e), Balw)} 28 + 5% {8e(e), To(w)
—_— ——

9
—64403(z—y) —6eb03 (z—y)
= —%%;53(:16 — )V — %72c5cb53(x — )
= —%v&53(w —y) — %73b53(x — )
{0a(), p(y)} = =i 0°(z — y) (6.207)
{@a(z), dp(y)} =0 (6.208)
{fa(x), 0" (y)} =0 (6.209)
(6a(2), 6 ()} = (7o) + ST@nha» '+ 37 W)n" () + T )L Aoly) + 1 Fi) P (y)

+ %%My)wfdwd(y) - %ic(y)vi“dai’wd(y) + Mt (Y)Ve(y) + g A (W) e(y)VEa(y)}

= (7)) Veta()} — 5 (o @), eV a0)} + m{Ta), Bel)e(y))

+ gAY Fa (@), Ye(y)viga(y) }
Utilizando la propiedad (6.205) tenemos:

{a(2), 0" (y)} = —%%&(yhfd {7a(2), Ya(y)} +%'J’C(3/)’V§d8]g {7a(@), Ya(y)} —mibe(y) {Fa(z), ve(y)}
— —— —
—6qa0°%(z—y) —0ad0%(x—y) —8ac03(z—y)
— 9 A (WY (W)Voy {Ta (), Yaly)}
—_———
_6ad63(m_y)
= SOVTey)VEdaad® (@ = y) = S G0ad™ (& = ) + mibe(y)d0cd™(x — y)
+ 9 AL () Ve (Y 0aad® (x — y)

{¢a(x), 0" (v)} = %Biiﬁc(y)vfa53(w —y)— %ic(y)vfaa,’éﬁ(r =) +mpa(y)5° (z —y) + gAu (Y)Pe (¥)1E,6° (x —y) (6.210)

(B(0), (0} = (Fale) + 20010 7(0) + 5 8balv))

= 1o (7ule), Balw)} 2 (), M)} s

76ad53(w7y) 755b63(x7y)

7 )
= _§7£a63($ - y) - 572(153(‘% - y)
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{0a(), (y)} = —ivp,0°(z — y) (6.211)
{¢a(2), Dp(y)} = 0 (6.212)
{da(z),0' (y)} =0 (6.213)

Apéndice H. Paréntesis de Bose-Fermi para el calculo de la integrabilidad de ¢?.

Calculemos los paréntesis necesarios para analizar la integrabilidad de ¢

{%(x), 0" ()} = {077 (x) — g (2)7 ¥ (), p" + %ﬂk(y)ﬂ’“ (y) + 7" ()0 Ao(y) + iFm(y)F’”(y)
+ %%%(Mv&%(y) - %ic(y)vfﬁiw(y) + mpe(y)e(y) + 9 AL (Y)Y () Vogta(y)}
= i{afﬂ (@), Fri () F* (9)} + 9{07 77 (x), A (y)ve(y)vhba(y)}

= %F “()05 {7 (x), Fi(y)} + 905 {7/ (), Au()} Pe(m)reata(y)
—_——

s
= TP ) (2), O Ai(y) — B Aw(y)} — 905518 — )ely)rvaly)

- %F’“i(y)af (¢ (), Ai(y)} — 07 {7 (x), Ar(1)}) — 9%e(¥)Vhatba(y) 05 6% (z — y)

- %F’”(y)@f {a;; (—5{53(3: - y)) — oY (—5i53(x — y))} — e (Y)Vhba(y) 05 6% (x — y)
- %F’”(y)@f [5{ 3 —y) — 6107 6% (x — y)} — g (YVhba(y) 05 6% (x — y)

= %F“(y)[afé’;%?’(w —y) — 0F07 8% (x — y)] — gvbe(V)Voata(y)0F 8° (x — y)
——

{0*(2), 0" (1)} = —ge(y)Vaa(y)056* (x — y) (6.214)
{¢*(x),0' ()} = {077 (x) — g (x)7"Y(x), 7 (y)} = 0 (6.215)
{¢*(x),0' (y)} =0 (6.216)

{¢*(z),6*(y)} =0 (6.217)
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(@), )} = {077 (2) — 90 (0 0w). moly) + S (v)
- _g{&a (@7&;%@): 7Tb<y>}

Utilizando la propiedad para paréntesis de Bose-Fermi:

{AB,C} = (=1)"""¢{A,C}B + A{B,C} (6.218)
{0%(x), do(y)} = g{Wa(2), mo(y) }raete() = —g0as0° (z — y)Yaetbe()
{0?(x), &p(y)} = —gretbe(2)6° (x — y) (6.219)

{0°(2), o(y)} = {077 (2) — g (@)1 (), To(y) + %wwgb(y)}
= _gi/_}a<x)fygc{wc<x)’ 7_Tb(y)} = g&a<x)/ygcécb53(x - y)

{0*(x), d(y)} = gibe(x)73,0%(x — y) (6.220)

Apéndice I. Paréntesis generalizados para el clculo de la integrabilidad de ¢'.

Paréntesis generalizado de ¢* (x) con ¢'(y)
R e O R ) B R O RN AR CEE1Y
+ iy [ (). 6 )16 @), 0u0))
Utilizando los resultados (6.60), (6.206) y (6.207) se determina:

{0'(2),¢' (1)} = 7" ()06 (x — y) — ge(y)veqta(y)d* (x — y) (6.222)
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Paréntesis generalizado de ¢*(z) con ¢'(y)
(@), 0 W) = 160). 6 W)} — 1 [ o[ 0} (00).6'0)) (6229
s, [ o). o' WH ) a0}
utilizando los resultados calculados en el Apéndice By C
{@0(v), 0" ()} = %62 Pa() 168 (v =) = %Wy)ygbagai*(v —y) +mPp(1)8° (v = y) + 9Au (¥)Pa(¥)10° (v — y) (6.224)

{op(v), 0" (1)} = *%3;1’53(1) —yY)vava(y) + %vfdf’}izﬁd(y)&?’(v —y) —my ()% (v —y) — g AL (W) ey a(y) 8 (v—y) (6.225)

{¢*(2), 0" ()} = —g¥e(y)VEpbaly) 056 (x — y) (6.226)
{0°(@), da(v)} = —gVothe(2)6*(z — v) (6.227)
{0*(2), a(v)} = gtoe(2)72,0%(x — v) (6.228)

{°(2), 0" (W)} = —gtbe(Y)VEsa(y) 056 (x — y)
—igba e () / d*v8*(z — v)(—%aﬁg(v — yY)vatbaly) + %vfdai’wd(y)ﬁ(v ~y)
— iy (y)6° (v = y) — 9AL(Y)ua(y)0* (v — y))
~ighhe [ 08w~ o) (GOS0~ 1) ~ FEal0)5OLE W - )
+miy(y)8° (v = y) + 9 A (Y)Ya(y)10% (v — y)) e (@)
= —g0e(Y)Veata(y)0p 8°(z — y)
+ g%(ﬂf)(—%a)’i 8*(z — y)vaaly) + %vé“d@ﬁ@bd(y)ﬁ(m -y)
+imay(y)8° (x — y) +igAu (W) Vhaa(y)d° (z — y))
9GO (@ — ) — STy — )
— imipy(y)0° (x — y) — igAu(Y)Pa(y)rd° (x — y))vw(2)
[62@), 6 W)Y = ~gbe a5 () — Sl a5 (@ — )+ Lov(erbadlva() ()

+ 90Ty ()8 (& — ) — SaTalu) i (@)L — )
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Paréntesis generalizado de ¢, () con ¢'(y)
(6u(0), W)} = (82(0).0'W)} ~ 2l [ Po{6u(0). G0)Hou(v). 6 ()
=i [ Po(6u(0). 6 0) Honlo). 610))
Utilizando los siguientes paréntesis de Bose-Fermi, en el paréntesis generalizado anterior:

{da(@), 0(v)} = —i0d°(z — v)

{da(@), d(v)} =0
Se determina que:
{Ba(2), 0" ()} = {da(2), ' (¥)} — VsV / d*v6*(x — v){¢a(v), ¢ (y)}
= {0a(2), &' (y)} — daa{da(@), ' ()}
{6a(2), 0" ()} =0 (6.229)

Paréntesis generalizado de ¢, () con ¢! (y)
a6 W)Y = (a0 000} ~ oy [ PV{Bu0), B0} 0u(0), 6 )
=t [ Po(6u(0), 80 Hon(e). 6(0))

Utilizando los siguientes paréntesis de Bose-Fermi, en el paréntesis generalizado anterior:

{ba(2), dy(v)} =0

{0a(@), 0p(v)} = —i7p,0° (2 — v)
Se puede escribir de la siguiente manera:
{0a(2), &' (1)} = {da(2), " ()} — Y0 / d*v{¢a(v), ¢' (y)}6° (v — v)
= {0a(2), &' (¥)} — daa{da(@), ' (y)}
{0a(2), 0" ()} =0 (6.230)
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