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PREFACIO

Los problemas de aplicaciones de calculo de varias variables del presente texto,
editado por la Universidad de Narifio, tienen como objetivo ilustrar de manera
clara, pedagdgica y concisa, la solucion de diferentes tipos de situaciones que
se pueden resolver con los rudimentos del calculo de varias variables.

El libro puede ser utilizado como complemento a un curso formal de calculo de
varias variables y dirigido a estudiantes de matematicas, fisica, biologia,
quimica, ingenierias de sistemas, civil y electronica de nuestra universidad.

El texto esta dividido en ocho capitulos relacionados entre si. El primer capitulo,
esta dedicado a la resolucion de problemas con vectores, sus propiedades y las
operaciones entre ellos. En el segundo capitulo se abordan problemas con
rectas y planos en el espacio tridimensional desde una perspectiva vectorial. En
el tercer capitulo, se plantean y resuelven problemas relacionados con las
curvas y superficies en el espacio. En el cuarto capitulo se aborda lo atinente al
calculo de limites de funciones multivariables y continuidad. En el quinto capitulo
se plantean y resuelven problemas de maximizacion y minimizaciéon. En el sexto
se resuelven problemas relacionados con diferenciales, aproximaciones y
derivadas direccionales. En el séptimo capitulo, loinherente a la integracién en
varias variables. Finalmente, en el octavo capitulo,se resuelven problemas
relacionados con la integracion vectorial.

Cada capitulo comienza con la presentacién de los conceptos y herramientas
matematicas a ser utilizadas en el capitulo, con lo cual se brinda al lector una
ayuda y a la vez una guia para la solucion de los problemas.

Por otra parte, se han seleccionado y resuelto una serie de problemas, que en
concepto del autor, tienen mucha utilidad en las ciencias e ingenierias. Incluso,
se incorporaron unas demostraciones formales de propiedades matematicas
igualmente importantes.

El autor espera que este trabajo, sea de utilidad para los lectores y/o
estudiantes de los programas que contemplan en su plan de estudios el calculo
de varias variables.

HERNAN ALBERTO ESCOBAR J.

Pasto, Diciembre de 2017.






1. VECTORES EN R®

1.1. DEFINICION

Un vector ¥ en R® es un segmento de recta dirigido. En la Figura 1.1, se
muestra un vector de R? en el que A es el punto inicial y B es el punto final.

Todo vector localizado 7 es equivalente a un vector cuyo punto inicial es el
origen de coordenadas. En consecuencia todo vector anclado o localizado en el
origen, queda determinado por su punto final.

Az
B

A/
P(a,b,c)

o
Vv

y

Fig. 1.1.

X
Se denota como 7 = (a, b, ¢).
Los escalares a, b, c se denominanlas componentes de ©.

1.2 LONGITUD DE UN VECTOR EN R3

La longitud, norma o magnitud de un vector ¥ = (a,b,c) de R? es un escalar no
negativo denotado y definido por

H?J’H = \/a®+b>+ .

1.3 ANGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN R?

AZ

P(a,b,c)

<l

v

Fig. 1.2.

X

Los angulos o, 5y 6 que forma el vector ¥ con las partes positivas de los ejes
x, y Yy z respectivamente, se llaman angulos directores de dicho vector.
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Ademas,

a
COSQ = 7= ; cos 3 =

cosa, cos 3y cosé se denominan cosenos directores del vector 7.

‘ -

‘ o

cos b =

Y

<l
<l
el

1.4 IGUALDAD ENTRE VECTORES

Dos vectores de R3, definidos como A = (a,,a,,a,) 'y B= (b,,b,,b,), son

17 7729 73

iguales, siempre que sus respectivas componentes sean iguales; esto es,
A=Bsa=0b,i=1,23

1.5 VECTORES NULOS Y UNITARIOS

a El vector O = (0,0,0) es el vector nulo o vector cero de R?.

= Un vector cuya longitud sea la unidad se denomina vector unitario.

aLos vectores 7, y k, definidos respectivamente por 7 = (1,0,0),

j = (0,1,0), k= (0,0,1) son unitarios. Se los denomina vectores canonicos o
vectores base de R3.

A (0,0,1)

K

—

i ;0,10

(1,0,0)

< V

Fig. 1.3.
X

= El vector unitario (7, en la direccion de un vector dado v = <a, b, c>, se define y
denota por

- 1 a b c
Uz = a,b,c :< — T, >
[ = \ [T o1 71

1.6 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON VECTORES

Dados dos vectores de R* definidos como A = (a,,a,,a,) y B =(b,b,,b,)Yy
A un escalar, se definen las operaciones suma de vectores y multiplicacion por
un escalar, respectivamente por:

s A+ B = <a1,a2,a3> + <b1,b2,b3> = <a1 +b,,a,+b,,a, —|—b3>_
s A = May, a,,a,) = (Aa,, Aa,, Aa,).

17 7729 773

<l
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1.7 PRODUCTO ESCALAR ENTRE VECTORES

El producto escalar, interno o punto entre los vectores de R?, definidos como

—

A ={a,,a,a,) y B =(b,b,b,), es un escalar denotado y definido por

19 Wos

,b.

ﬁ'ézalbl +a,b, + a,b, ,0 bien,

—

A-B= HEHHEHcosQ, donde 6 es al angulo que forman A y B.

1.8 PERPENDICULARIDAD ENTRE VECTORES

Los vectores de R?, definidos como A = (a,,a,,a,) y B =(b,b,b,) son

19 Y2y U3 19 Y9y Ug

perpendiculares entre si siempre que su producto escalar sea cero; esto es,
ALBe A-B=o.
1.9 PROYECCION ESCALAR DE UN VECTOR SOBRE OTRO VECTOR

A A

SN

P

S]
PasB)

!
|

Fig. 1.4.

La proyeccion escalar de un vector A';A O sobre un vector B # 5, es un
escalar no negativo, denotado por P( y definido como

A/B)
-5
fam =

1.10 PRODUCTO VECTORIAL ENTRE DOS VECTORES DE R3

El producto vectorial o producto cruz entre los vectores de R?, definidos como

—

A={a,a,a,)y B= (b,,b,,b,),en ese orden, es un vector perpendicular a A

177727773 1772773

y a B, definido y denotado por

B A
AXB: a’l CLZ a/S '
b, b, b,

—

2

Al desarrollar el determinante por los cofactores de la primera fila, se obtiene:

a,

b, b

2 2

Ax B= g+ Zl k.

a,
b:

3

a2
1 b2

O bien,
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A AxB
B
A
Fig. 1.5.
e = a a a a. a a
AXB: 2 3 1 3 1 2 .
b, b2’ b, b3’ b, b,
MNAxB

p -2t

Fig. 1.6.
|4 x B || = | Al|]| Bjsene.
donde 6 es el angulo determinado por los vectores A y B.

1.11 PARALELISMO ENTRE VECTORES

Dos vectores de R® definidos como A = {a,,a,,a,)y B = (b,b,,b,), son
paralelos siempre y cuando el producto vectorial entre ellos sea el vector nulo;
esto es:

AlBsAxB=0.

1.12 PRODUCTO MIXTO ENTRE TRES VECTORES DE R3

Sean A, By C vectores de R3no nulos, definidos por A = (a,,a,,a,)
B = (b,,b,,b,), C = (¢,,c, ¢, ). Elproducto mixto entre A By C se

simboliza por A-(BxC) o [ﬁéé] y se define como :
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V

| v

Fig. 1.7.

El valor absoluto del producto mixto entre tres vectores no nulos ff, B y C

es el volumen del paralelepipedo determinado por ellos; es decir,
V=I|[ABC]|
PROBLEMA 1.1

Sean 7 y § dos vectores no paralelos y
A=(a+48)7 + (a +43)3,
B=(8-2a +2)7 + (20 —33—1)3.
Hallar los valores de los escalares a y 3, de manera que 34 =28.

SOLUCION
34 =3[(a +48)7 + (a +48)3 ],
34 =(3a +128)7 + (6a +308 +3)3;

y, de la misma manera,
2B=2[(f—2a +2)7 +(2a —38-1)3],
2B=(28—4a +4)7 + (4a —63—2)3.

Como BE:ZE, entonces,

Ba +128)7 + (6a +38 +3)5=(20—4a +4)F + (4o — 65— 2)3,

de donde,
(=Ta+108 —4)7+(2a+98+5)s =07+4+05.

Por igualdad entre vectores, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales 2x2 :

—Ta+108 —4=0
20 +964+5 =0.

Al resolver el sistema, se obtiene finalmente, que

a=2yp= -1
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PROBLEMA 1.2

Demostrar que el segmento que une los puntos medios de dos lados de un
triangulo es paralelo al tercer lado e igual a la mitad de su longitud.

DEMOSTRACION

En la Figura 1.8 se observa ﬂ[riéngulo ABC, enelque My N son los puntos
medios de los lados CA y BC respectivamente. Entonces,

C

A Fig. 1.8.

pero BN = JW,
entonces, ., o
BC =2 NC,
NC = B (1)
Por otro lado,
CA=CM+ MA;
puesto que C_]r/[ = (TZ,
entonces, . .
CA=2CM,
CM = % CA. (2)

Ahora bien, en el triangulo M NC', se cumple que :
MN +NC +CM =0,
de donde
MN = —[NC+CM]. (3)

Al reemplazar (1) y (2) en (3) se tiene

MN = — [%EC’JF%CTZ},
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— 1, — —
MN = —§[BC+CA}. (4)
En el triangulo ABC', se cumple que

AB+BC+CA=0,

entonces, . I

AB= - [BC +CA]. (5)
Al sustituir (5) en (4) se tiene

M = % AB. (6)

De la expresm(G) se deduce que MN y AB son paralelos y ademas M N es
la mitad de AB; es decir,

|ME | = || 5 AB| = || AB |.0
PROBLEMA 1.3
Dados los vectores A = (4, —2,5)y B= (4, 3, 1), calcular
a) Angulos directores de A-2B.
b) Producto escalar entre A y B.

)
c) Proyeccion escalar de A sobre B.
)

d) Angulo formado por A y B.

SOLUCION

a)[f—2§

(4, —2,5) —2(4,3,1)=(4—-8, —2—-6,5—2)
=(-4,-83)=C.
|2 2B || =||C]| = /(- 02+ (- 82+ (3)2 = V/59.

Entonces,
4 4] s

cosa = ——; o = arccos| ——| ~ :
v 89 L/ 89 ]

cos [} = -8, 8 = arccos _—8 ~ 147° 59
V89 /89 |

cos b = i; 6= arccos[ 5 ] ~ T71°27.
v/ 89 v 89

b) A- B = (4, —2,5)-(4,3,1) =16 — 6 + 5 = 15.
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C)P“_\A'-B’|_ 15 15 15\/26
OB Tl T Vs 26

A-B 15 |
14 =2, 5) [} 4,3, 1) ||

= 0, 438529;

15
- V/45/26

0 = arccos(0,438529) ~ 63° 59’

PROBLEMA 1.4
Dados los vectores A = (—4,2,6), B = (=3,-1,2)y C= (1, =3, —4),
a) Mostrar que forman un triangulo.

b) Hallar sus angulos internos .
c) Calcular su area.

SOLUCION
a)

wl
(o]
Ol

_)
A
Fig. 1.9.

Enla Figura 1.9, se puede ver que
A+C0 =(-4,2,6)+(1, -3, —4)
=(—44+1,2-3,6-4)=(-3, -1,2)=C.
Por tanto, los tres vectores forman un triangulo.

b) Para calcular los angulos internos, se calculan las normas de cada vector y
los productos escalares entre ellos dos a dos, asi :

| A = /16 +4+36 = /56,
| Bll=vo+1+4=V14,
| Cll=v1+9+16= /26.

A-B=12-2+12=22;

—_  —

A-B 22

= =0,78571; o~ 38 12'.
[Af[[[ B /56(14)

cos ¥ =



Vectores en R? 9

AC=—4-6-24= —34;
_AC -
CANCl v56(6)
B =180° — g’ = 27°,
La suma de angulos internos de un triangulo es 180°. Por tanto,
o+ B+6=180% 6 =180° — (a + 3) ~ 114°48' .
Asi pues, los angulos interiores del triangulo son aproximadamente:
a=38'12";: /=270 y §=114°48".

os 3’ =0,89104; #’ ~ 153°;

c) El area del triangulo es 1/2 del area del paralelogramo determinado por dos
vectores del mismo, el que se calcula por medio de la norma del producto
vectorial entre ellos. De esta manera,

B A
AxB =| -4 2 6|=(10, 10, 10).
-3 -1 2

Area triangulo = %HEXEH = %\/ 300 ~ 8,66 unidades de area.

PROBLEMA 1.5

Dados tres vectores de R? A’,B' yé, demostrar la propiedad distributiva
A-(B+C)=A-B+A-C.
DEMOSTRACION

Sean K:<a a a‘>, §:<b b b,>y5’:<c c c‘>vectoresdeR3;

17 7727 73 1772773 19 ~29 -3

entonces,

A-(B+C)={a,,a,,a,)[(b,b,,0) + (¢, ¢,,¢,) ].
=(a,,a,,a,)" (b, + ¢, b,+c¢,b +c,),
=a,(b, +¢,) +a,(b, +¢,) + a,(b, +¢,),
=a,b, + a,¢, + a,b, + a,c, + a,b, + a,c,
= (a,b, + a,b, + a,b,) + (a,¢c, + a,c, + a,c,),
= (a,,a,,a,)"(b,b,,b,)+ (a,,a,a,)(c,c,c,)
—A-B+A4-C.

Luego,
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—_ —_

A-(B+C)=A-B+A-C.

PROBLEMA 1.6

Si X y Y son vectores de R3, demostrar la desigualdad de Cauchy - Schwarz
[ X7 [ < [ XY

DEMOSTRACION

Si A es un vector de R?no nulo, es decir A # O, entonces por lo menos una de
sus componentes es diferente de cero; de modo que

[ —y

A'A:<a a. af>-<a a. af>: af—i—af—l—af.

19 Y9y Y3 19 7729 773

Como la suma de cuadrados es no negativa, se concluye que

-

A-A >0.
Por otra parte, la norma de A se define como ||A' | = 1/a? + a2 + a?; por tanto,
szl‘ H2 =a12 +a22+a3 :E-Z=22.
Ah_‘ora_‘bien, sean X y Y vectores de R? y « un escalar. Entonces,
aX +Y también es un vector de R? y ademas,
(aX+Y) (aX+Y)>0.

Al aplicar propiedad distributiva se tiene :

a’X24+(2X-V)a+Y2>0. (1)
Puesto que )_52, 2X-Y y Y 2 son numeros reales, entonces llamese

X2=q; 2X-Y = Y2=c. (2)
Al reemplazar (2) en (1), se tiene :

ac? +ba +c > 0. (3)

Como «a es un numero real, la desigualdad (3) se cumple para todos los «
reales. De ahi que

a>0y b®—4ac<0,
es decir,

—

X2>0y 2X-V)2-4(X2Y?)<o0.
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Ahora bien, a > 0 pues X2 > 0, y, ademas,
4(X-V)2-4(X%Y?) <0,
(X V)< X2Y2

Al extraer la raiz cuadrada a ambos miembros :
J@E ez < VR,

Sy 212(15112

| XY | < XY,

[ XY < X[V

Finalmente, si alguno de los vectores X , Y es nulo, entonces, en general, se
cumple que

[ XY [ < X)) m
PROBLEMA 1.7

Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto
medio.

DEMOSTRACION

l

= rd

A b D

Fig. 1.10.

El paralelogramo ABCD, de la Figura 1.10, muestra que sus diagonales se
cortan en el punto P. De esta construccion geometrica, se obtiene :

BD =b—a,

BP =a (b—a@), a escalar. (1)
Por otra parte,

AC = @+ 0, entonces,

AP —B(a@+0), B escalar. (2)

De la misma Figura 1.10, también se obtiene :
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—»  —

AB = AP+ PB = AP —

=

: (3)
Alreemplazar (1) y (2) en (3) sellegaa:

Por igualdad entre vectores, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
lineales :

a+ /=1
0 —a=0.

Al resolver el sistema :

1
(1:6:5

Esto demuestra que P es el punto medio de las diagonales. i

PROBLEMA 1.8

Dados tres vectores de R3 A : B y C , demostrar |la propiedad distributiva
Ax(B+C)=Ax B + AxC.

DEMOSTRACION

17 7729 ™73 1772773 1772773

Sean Zfz(a a,,a,), Ez(b b, b)yC*:(c ¢,,c, ) vectores de R?;

entonces,

—

AX(E+5):<a a af>X[<b b bf>—|—<c c cf>],

1727727 773 1772773 17727773

= <a17a27a3>x<b1 —|_Cl7 b2 +02’b3 +C3>’

Il
=)
4+ 8 <l
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Se debe anotar que en esta prueba se utilizé la propiedad de los determinantes,
que establece: Si cada uno de los elementos de una fila o columna, se expresa
como la suma de dos 0 mas términos, el determinante puede expresarse como
la suma de dos 0 mas determinantes.

PROBLEMA 1.9

Demostrar que los lados de todo triangulo son proporcionales a los senos
trigonométricos de los angulos opuestos. (Ley de los senos).

DEMOSTRACION

C
.
B’ a
A c B
Fig. 1.11.

Al considerar la Figura 1.11, se quiere demostrar que

{2 (T
SenA senB  sen(C’

donde A, B y C son los angulos internos del triangulo ABC' vy a, b y ¢ los
vectores que lo forman.

De la Figura 1.11, se tieneque :

ia+b+=0.

-

Al multiplicar vectorialmente esta expresion por @ y b secuencialmente, se
obtiene que :

ix(@a+b+¢)=ax0=0,
(@xa)+(axb)+(axe)= 0.
Pero @ x a = 5; entonces, al reemplazar en la ultima ecuacion, se llega a:
(@xBD)+(axe)= 0. (1)
Por otra parte,

Puesto que bxb= 5, entonces,
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De (1), se obtiene que :

el

|@|[[[p[|sen C = |2 |[||a]|sen B.
Al simplificar y despejar :

|2

sen B  senC’

De (2), se obtiene :

bxa = ¢ x?;,
1B]]]|@l|senC = |2 ]|[[b||sen A.
De donde :
[ I
Sen A  senC (4)

[z 12 g
SenA senB  senC’

PROBLEMA 1.10

Hallar el vector de mddulo 5 perpendicular a los vectores A= (2, 3, —4> y
B={(1,-2,3).

SOLUCION

Sea X = <a, b, c>el vector pedido. Como se necesita que este vector tenga
modulo 5, entonces +/a? + b% + ¢2 = 5;esto es,

a?+b>4c?=25. (1)
Por otra parte, por definicion de producto vectorial, el vector X es perpendlcular

a los vectores dados A yB En consecuencia, A-X=0 y, ademas, B-X =0.
Estos productos escalares originan las ecuaciones :

20+3b—4c=0, (2)
a—2b+3c=0. (3)

. : : 10
Al eliminar a entre las ecuaciones (2) y (3), se obtiene que b = -

1

Al eliminar b entre las mismas ecuaciones, se obtiene que a = — -C.
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Al reemplazar estas ultimas ecuaciones en la relacion (2), se encuentra que

76 i, L 10V6
6 6

c= + .Portanth:q:Tyb:i
Asi, el vector buscado es :

—

).

=(F 5

V6 N 10\/6’ N 7\/6
6 6

PROBLEMA 1.11

Si HA =4y H B H = 5, determinar el valor de la constante )\, de manera que

los vectores X = A + \B y X =4 — \B sean perpendiculares entre si.

SOLUCION

Puesto que los vectores X y Y deben ser perpendiculares, entonces X-Y=o0.
Por consiguiente,

(A+AB)-(A-XB)=0.
Al operar y aplicar la propiedad distributiva, se tiene:

[AI =B+ AB-A- AAF =0
e 2 —
4] - 2B =o

Si se tiene en cuenta que ||A|| =4y | B| =5, entonces al reemplazar en la
ultima ecuacion, se encuentra que :

16
16 — \225 = 0: \= A= +
4 ) 25?

Asi, el valorde Aes A\ = £ E

Ol o~

PROBLEMA 1.12

Si se tiene en cuenta que los vectores A y B forman un angulo de 30° y,
ademas, || A|| =8y ||B|| = 15, determinar |4 + B |.

SOLUCION

Del desarrollo de HK + B HQ, se obtiene :

oot

|4 +B|" = |A|]" +[|B]" - 24-B. (1)
Pero,
A-B=|A]|B|cos 30,

8(15)? = 601/3 . (2)

A-B

Al reemplazar (2) en (1) :
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|4 + B|* = 8 +152 - 1201/3,

|4 + B|* =289 — 1201/3 = 81, 154.

|A + B| = /81,154 ~ 9,0085.

PROBLEMA 1.13

Por tanto,

Hallar el vector X perpendicular a los vectores A = (2,4,1)y B= (3,—2,5)y
tal que X -( — 3,2, —2) =5,

SOLUCION
Sea X = <a, b, c > el vector pedido. Las condiciones del problema establecen :
AxB=X (1)

y B, |

X-(-3,2,—2) =5, obien :

(a,b,¢) (=32, —2)=5. (2)
Por tanto,

AxB=|2 4 1|=(22,-7,-16)= X. (3)
3 -2 5

Como X = <a,b, c>, entonces, a partir de (3) se puede establecer la siguiente

equivalencia :

(22, =7, —16)t = (a,b, c), t es escalar,

(22t, —7t, —16t) = (a,b, c).
Por igualdad entre vectores, se llega a:

a = 22t; b= -7t c= —16t. (4)
Al reemplazar los valores obtenidos de (4) en (2), se obtiene :

(22t, —Tt, —16t)-(—3,2, —2) =5;

5)
— 66t — 14t + 32t = 5; t= — —. 5)
+ ; 3 (5)
Al sustituir (5) en (4):
5) 59
=2(— —)= — —
a=22(- ) 24’
5) 39
b= —7(— )

W w
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5 5
— _16 ) =
¢ (-3) =3
Asi, el vector pedido es:
o 535,
- 247487 3/

PROBLEMA 1.14

?ados los vectores A = (3, —2,1)y B= (2,3, —1), encontrar los vectores
C'y D que satisfacen las condiciones siguientes:

a)C Il D.

)D L B.

C) A=C+D.

O

SOLUCION

Como C debe ser paralelo a E, entonces, C = /\E, por lo que,
C =23, -1),
C =(2) 3\ —A). (1)

Ahora bien, sea D= <a, b,c}.Segt'm los datos del problema, D debe ser
perpendicular a E; es decir, D-B = 0.Por tanto,

(a,b,¢) (2,3, —1)=0,
2a 4+ 3b— ¢ = 0. (2)
Ademas, se pide que A=C+ [5; luego,
(3, —=2,1) =(2X, 3\, = X) +(a, b,c),
(3, =2,1) = (2 +4a,3X+b, — A +¢).
Por igualdad entre vectores, se tiene :
2\ +a=3 = a=3— 2\
IN+b=—-2= b= —2-— 3\ (3)
—A+c=1 = c=1+X\
Al reemplazar las igualdades (3) en (2), se encuentra que :
2B3—=20\)4+3(=2-=3\)—(1+X) =0,

1
U —1=0, = A= — —.
’ 14

Al sustituir el valor de X en las relaciones (3), se obtiene :
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44 b 25 13
T ST T
Por lo tanto, los vectores buscados C y D son :
= 1
C=——(2,3 -1}
14< ] >7

= 1
D= ﬁ<44, —25,13).

PROBLEMA 1.15

Demostrar que el volumen del paralelepipedo, determinado por los vectores X,
Y y Z no nulos, esta determinado por el valor absoluto del producto mixto entre
ellos; esto es :

—

V=|[XYZ]| o V=|X-(Yx2)

DEMOSTRACION

./

'/
o

x|

0 7
zZ

Fig. 1.12.

En la Figura 1.12, 60 es el angulo que forman YXZ y X, y h esla
proyeccion escalar del vector X sobre el vector Y x Z.

Del triangulo rectagulo ABC' de la Figura 1.12, se tiene:

: (1)

donde se ha considerado también el caso en el que # sea un angulo obtuso.

h = ||XH|COS€

Ahora bien, la base del paralelepipedo es el paralelogramo determinado por los
vectores Yy Z,ysuareaes:

Area = ||V xZ||- (2)

Pero el volumen del paralelepipedo es el producto del area de la base por la
altura:

V=|YxZ|h. (3)

Al reemplazar (1) en (3), se obtiene que :
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V= [ YxZ]|[| X[ cost]. (4)
Por otra parte, el angulo 6, formado por YXxZ y X , se determina asi :

X (Y xZ)]
IXHY xZ|

|0080| =

Al sustitur (5) en (4)y simplificar :

m yX YXZ/L

T x 2|

En consecuencia,
V=|X-(Tx2)|=|[XTVZ].0

PROBLEMA 1.16
Hallar el volumen del parelepipedo determinado por los vectores

X={4,-25),V=(1,-1,2)y Z={(23,4)
SOLUCION

De acuerdo a lo demostrado en el Problema 1.16, el volumen del paralelepipedo
es el valor absoluto del producto mixto entre los tres vectores que lo determinan.
Entonces, el producto mixto es :

4 -2 5
X (YxZ)=|1 -1 2|= -61
2 3 4
En consecuencia el volumen es :
V = | — 61| = 61 unidades de volumen.

PROBLEMA 1.17

Demostrar que la suma de los cuadrados de las longitudes de las diagonales de
un paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de sus
cuatro lados.

SOLUCION

En correspondencia con la Figura 1.13, se debe demostrar que:

|PRIP+11QST = [[PQIF + IQEIF +[1PS |+ [[SE .



20 Aplicaciones de Calculo de Varias Variables

Sean L N

p=PQ=SRyYy ¢=QR=PS. (D)
En el triangulo PQR, se tiene que dy = ]ﬁ: y, ademas,

d= P+ G & = (P+ )%

| |* =Bl +25-3+ &l 2)

De la misma manera, en el triangulo PQS, se tiene que d? = C)ﬁ, y, por otro
lado,

dy = G- P; d = (q-p)%
lai|* =1l 252+ 31" G)
Al sumar miembro a miembro las igualdades (1) y (2), se llega a :
=2 2 — — |12 — 112 - |12
2 P+l | = 1317+ [ "+ B 17+ [
Por las ecuaciones (1), la relacién anterior se convierte en :

|PRIP+11QS | = [|PQIF + IQEIF +[|PS |+ [|SE .



2. RECTAS Y PLANOS EN R*
2.1 DEFINICION DE RECTA

Una recta L, que pasa por el extremo del vector P, =(z,y,z2) en la

direccion del vector D # 5, dado por D= <a,b,c>, se define vectorialmente
por la ecuacion

X=P,+tD, teR.

<wv

X Fig. 2.1.

El vector D se llama vector direccional, y ¢ es un parametro.

2.2 ECUACIONES PARAMETRICAS DE UNA RECTA

Las ecuaciones paramétricas de la recta L,que pasa por el punto P,(z,,y,,z,)
en la direccién del vector D # O, dado por D = (a,b,c ), son

r=ux,+at
y=y,+bt teR.
2=z tct

Se debe tener en cuenta que D # O, no implica que todas sus componentes

sean diferentes de cero. Si alguna de las componentes del vector direccional D
es cero, entonces resulta conveniente utilizar las ecuaciones parameétricas en
lugar de las ecuaciones simétricas.

2.3 ECUACIONES SIMETRICAS DE UNA RECTA
Las ecuaciones simétricas de la recta L, que pasa por el punto P (z,,y,,2,),
en la direccién del vector D # O, definido por D = (a,b,c ), son:

T, Y=Y 2T

a b ¢
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2.4 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN R3

La distancia entre dos puntos de R®, P.(z,,y,2) y P(=x,,v, %), se denotay
define por

d(PNP?) - \/( Ly — x2)2 + (yl - y2)2 + (Z1 - 22)2'
2.5 ANGULOS DIRECTORES DE UNA RECTA

Los angulos «, 8y 6 formados por la recta L y las partes positivas de los
ejes z,y Yy z se llaman angulos directores de L. Un angulo director puede
tomar un valor que oscila entre 0° y 180° inclusive.

ANZ

/65

{
<wv

S Fig. 2.2.

En la resolucion de problemas, es conveniente utilizar los cosenos de los
angulos directores, en lugar de los angulos mismos; de manera que a cosa,
cos 3y cosd selos denomina cosenos directores de la recta L.

2.6 COSENOS DIRECTORES DE UNA RECTA

Los cosenos directores de la recta determinada por los puntos P(z,,v,,2,) ¥
Q(z,,¥,,2,), ¥, dirigidade P a ( los dan las relaciones:

V. \ W4

AV, L

o]
P TJB S
é—y V2

Vv,
y
Fig. 2.3.
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(cosa:xz_xl; cosﬁz—%;yl; coséz%;zl),

en donde d es la distancia entre P y Q; es decir, PQ = d.

2.7 ANGULO ENTRE DOS RECTAS

Al angulo 6 formado por las rectas L, y L, de R?, cuyos vectores
direccionales son D, = (a,,b,¢,)y D,=(a,,b,c,) respectivamente, lo
determina la relacion:

a1a2 + ble + Clc2

cost = ;
\/a3+bg+cg \/a3+b§+c§
o bien,
cosl = PID_?
1D,/ D

2.8 POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

2.8.1 Paralelismo. Dos rectas L; y Ls, cuyos vectores direccionales son

—

D, =(a,,b,c,)y D, =(a,,b,,c,) respectivamente, son paralelas, siempre que

D 'y D, sean paralelos; es decir,D, =AD,, A€ R;0 sea, cuando las
componentes respectivas de sus vectores direccionales sean proporcionales.

2.8.2 Perpendicularidad. Dos rectas L; y L, cuyos vectores direccionales
son D, ={a,,b,c)y D,={a,,b,c,) respectivamente, son perpendiculares

entre si, siempre que D, y D, sean perpendiculares; esto es, DD, =0, o,
equivalentemente, cuando a,a, + b,b, + c,c, = 0.

2.9 EL PLANO

Si P/(x,,y, %) es un punto cualquiera del plano =,y N = (A, B,C )es un
vector normal al plano &, entonces la ecuacion del planoes :

z|

<v

Fig. 2.4.

A(Jf—ﬂfo)—f—B(y—yO)—FC(Z—Zo) = 0.
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Al desarrollar la ecuacion del plano anterior, se obtiene :
Az +By+Cz+ D =0,

conocida como la ecuacién general del plano.

2.8 POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

Dados dos planos 7, y ,, cuyos vectores normales son respectivamente N, y
N5, se presentan las siguientes posiciones relativas entre ellos:

a) Paralelos. Si Ny = k Ny, k # 0.
b) Perpendiculares. Si ]_\71- Ng =0.

2.9 DISTANCIA DE UN UN PUNTO A UN PLANO

La distancia d entre un plano «, cuya ecuaciones Ax+ By+Cz+ D =0,y el
punto P (z,,y,,z,), la determina la relacion :

_ ‘Axo + By, +Cz,+ D ‘ |

d
\/A2+BQ+C2

2.10 ANGULO ENTRE DOS PLANOS

Al angulo ¢ formado por planos 7, y m, de R?, cuyos vectores normales son
N, ={(a,,b,c,)yN, = a,,b,c,) respectivamente, lo determina la relacién:

2972072

o5l — a,a, + bb, + c,c, |
a2 b2+ 2 fa + b2 +
o bien,
cos = #
IV |

PROBLEMA 2.1

Hallar las ecuaciones vectoriales, paramétricas y simétricas de la recta L que
pasa por el punto P,(4, — 1, 3) en la direccion del vector D = (2, —3,4).

SOLUCION
1) La ecuacion vectorial de la recta pedida es
X=(4,-1,3)+t(2, —3,4),con teR.

2) Las ecuaciones paramétricas se escriben como :
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r=44+2t
y=—-1-3t teR.
z=3+4t

. . —4 1 -3
3) La ecuaciones simétricas son : rof_yro_Eoe

PROBLEMA 2.2

Hallar la ecuaciones vectorial, paramétricas y simétricas de la recta que pasa
por los puntos P(3, —2,3) v Q(2,4,3).

SOLUCION
El primer paso es determinar un vector direccional [5, de la siguienta manera :
D=PQ=(2-3,442,3-3)=(—1,6,0).

1) Puesto que P(3, —2,3) esun punto de la recta L, la ecuacion vectorial de
dicha recta se escribe como :

X=(3-23)+t(—1,6,0)con tcR.

2) Las ecuaciones paramétricas de L son :

r=3—-1
y= —2+6t tek.
z2=3
: L -3 2
3) Las ecuaciones simétricas de L son & 7 :ng ; oz =3

Es conveniente hacer notar que el vector direccional 2 pudo haber sido el
determinado por el vector QP y definido como D = QP = <1, — 6, O> u otro

. —>
vector cualquiera paraleloa QP.

Por otra parte, se tomé como uno de los puntos de L, al punto P (3, —2, 3).
Sin embargo, pudo tomarse el punto Q(2, 4,3).

En consecuencia, se pueden obtener otras ecuaciones vectoriales,
paramétricas y simétricas para la recta L, que contiene a los puntos (3, — 2, 3)
y Q(2,4,3), equivalentes a las ya obtenidas, pero que de todas maneras
identifican el mismo lugar geométrico, como, por ejemplo la ecuacién vectorial :

X =(2,4,3)+t(1, -6,0) con t€R.

Y, sus ecuaciones paramétricas son :
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r=2+1
y=4—-6t tekR.
z2=3

En cualquiera de los casos considerados, se obtiene que la tercera componente
es la constante z = 3. Esto quiere decir que L, es una recta paralela al plano

xy.

PROBLEMA 2.3

Hallar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta L, que pasa por el
punto P (4, —3,5) Yy es perpendicular a los vectores A y B, definidos como
A=(5,2, 1)y B=(—-4,-3,2).

SOLUCION
Un vector perpendicular a A y B se obtiene al efectuar el producto vectorial
entre ellos :
- = 2 -1 o -1 5) 2
Axb :<3 2 "_‘—4 2 || -4 —3‘ >
=(1, -6, - 7).

El vector D = (1, —6, —7) es perpendicular a Ay B y por tanto, un vector
direccional asociado a la recta pedida L es es precisamente este vector o
cualquier vector paralelo a él.

Asi, las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que contiene al punto
P (4, —3,5) y esperpendiculara A= (5,2, —1), B=(—4, —3,2)son,
respectivamente :

r=4+t

_4 _
y=—3-6t teR, vy $1 =y+63:2 75.
z2=5—-"Tt B B

PROBLEMA 2.4

Hallar los angulos directores de una recta L, que pasa por los puntos
P, —2,3)y Q(6—3,4) ysedirigede Q a P.

SOLUCION

La distanciaentre Py Q) es:

d=+/(6-52+(-3+22+@-32=1+1+1=/3.
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Como L se dirige de @Q a P, entonces,

cosa = °o-6_ L o = arccos | — L] ~ 125° 15
V3 V3 V3

cos 3 = _\2/%_3 = \}g; B = arccos %] ~ 54° 44’

coséz%z —%; 5=arccos[—%] ~ 125°15'.

NOTA

Resulta conveniente decir que una recta L puede "dirigirse" en un sentido o en
sentido contrario. Por ejemplo si los puntos P (z,,y,2)Y Q(z,,v,,2,)
pertenecen a una recta L, un vector direccional, puede ser el que se origina en
Py terminaen Q;estoes, D= (x,—z,y,—y, 2 —z)=/ a,b,c). Pero,
también, un vector direccional es el que se origina en () y termina en P; es
decir, E=(z, -,y —¥,% —2)=(—a,—b, —c). De esta manera la
recta L se dirige segun D Yy se define por las ecuaciones simétricas :

r—x, Y-y 2z

a b c

De la misma manera, la misma recta L, se dirige segun FE y se define por las
ecuaciones paramétricas :

r— I . y—y . Z—Z
—a  -b @ —c’
No obstante, de acuerdo a lo observado en el Problema 2.2, los dos juegos de

ecuaciones anteriormente descritos caracterizan al mismo lugar geométrico: la
recta L, que pasa porlos puntos P y Q.

PROBLEMA 2.5

Mostrar que la suma de los cuadrados de los cosenos directores de una recta es
igual a la unidad.

SOLUCION

En correspondencia con el Paragrafo 2.5, los angulos o, 8 y 6 sonlos angulos
directores de la recta que pasa por los puntos P(z,,y,,2,) ¥ Q(z,,v,,2,). En
consecuencia:

_:'Ul_

d )

cosﬁ:u; cos b =

d

Ry T Ry
d 9

2

cos o =
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donde d es la distancia entre P y Q; es decir, PQ =d .

Al elevar al cuadrado las relaciones anteriores y sumarlas, se obtiene :

_ 2 — 2 — 2
COSQOd—i‘COSQﬁ‘l_COS?(S _ |:£E2 331:| + |:y2 y1:| —I— |:Zg Zl:| ,

d d d
(IQ - x1)2 + (yz _ y1)2 + (Z2 _ 21)2
= d2 )
d2

Por tanto,
cos’a + cos’ + cos’6 = 1.

PROBLEMA 2.6

Hallar el angulo agudo formado entre las rectas definidas como
r—2 y+1 =z

x+1 y—1 =z+4+4
Lq: - Lo : = = )
Ly o T3 ¥t T3 9 9

SOLUCION

En correspondencia con el Paragrafo 2.7, se tiene :

D, =(4,-2,3) y D,=(—-3,2,2); entonces

D.D 4(—3) —2(2) + (3)(2) —10
cosll = ——5———2— = = = —0,450377.
15,5 VBT Ve
Por tanto,

6 ~ arccos( — 0,450377) ~ 116° 46'.
Como el angulo entre las rectas debe ser agudo, entonces el angulo pedido es:
180° — 116° 46" ~ 53° 34’.

PROBLEMA 2.7

Hallar las coordenadas del punto de interseccion de las rectas L; y L, que
pasan por los puntos P(3, —5,2), Q(11, —3,6) y R(5, —3,2), S(9, —5,6)
respectivamente.

SOLUCION

Se parte del hecho que si dos rectas L; y L, no son paralelas, entonces la
interseccion entre ellas es un punto, o es vacia.

Ahora bien, un vector direccional para la recta L; es :
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D,=(11-3, -3+5,6-2)=(8,2,4).
Analogamente, un vector direccional para larecta L, es:
D,=(9-5 —5+3,6-2)=(4, —2,4).

De esta manera, las ecuaciones paramétricas para la recta L, son :

r= 3+ 8t
y= —05+4+2t teR, (1)
z=2+4t

y las ecuaciones paramétricas para la recta L, son :

r = 5+4s
y= —3—-2s seR. (2)
z=2+4s

De las ecuaciones (1) y (2) se obtiene el sistema de ecuaciones lineales :

8t —4s =2
2t 425 =2 (3)
4t —4s =0

De las dos primeras ecuaciones anteriores, se obtiene que :
1 1
== t=—. 5
s=5 Y 5 (5)

Al reemplazar los valores (5) en la tercera ecuacion de (3), se encuentra :

El sistema de ecuaciones (3) tiene solucién unica para s y t.Esto quiere decir
que las rectas dadas se intersectan. El punto de interseccién se encuentra al
reemplazar los valores de sy t en las ecuaciones (1)0 (2) :

1 1 1
r=5+4(5)=T y=-3-23)= -4 z=2+4())=4

Por tanto, el punto de interseccion entre las rectas L, y Lyes (7,-4,4).

PROBLEMA 2.8

Hallar la expresion matematica que determine la distancia minima entre dos
rectas, si se conocen, de cada una de ellas, dos puntos.

SOLUCION

Sean P y @ dospuntosdelarecta L;, Ry S dos puntosdelarecta L, y
d la distancia minima entre ellas. ( Figura 2.5).
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Por uno de los puntos de la recta L,, R por ejemplo, se toma un vector

perpendicular V alas dos rectas dadas. Ademas, se define otro vector que
une el punto R, con otro punto de larecta L, : P, por ejemplo.

.7 4’
De esta manera, la proyeccion escalar del vector PR sobre el vector
perpendicular V', determina la distancia d entre L,y L.

NZ Y;

Fig. 2.5.

X

Aghgra gbn, el vector perpendicular V oa L, y L, lo da el produ@ vec;torial
PQ x RS vy la proyeccion escalar del vector PR sobreel vector POQx RS lo
determina la relacion

| X-(Yx2)|.
BN Y]
o bien,
, XY 7]
1YxZ |
donde :

PROBLEMA 2.9

Hallar la distancia minima de la recta que pasa por los puntos M (2,1, — 1) y
N(-1,2,1), al punto R( —1,4,3).

SOLUCION
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La Figura 2.6 ilustra la situacion planteada. Entonces,
MN =(-3,1,2)y MR=(-3,3,4).

.7 4’ 4’ .
La proyeccion escalar del vector M R sobre el vector M N la determinada la
relacion :

ME-uN|  [94+348] 20

d; (MR/MN) vidl 01114 \/ﬂ

Ahora bien, dado que el triangulo M SR es rectangulo, la distancia d entre el
punto Ry larecta L, que pasa porlos puntos M y N, se obtiene por medio de
la relacién pitagorica :

A=V - d:

Puesto que || MR | = +/9+9 + 16 = \/34, entonces,

2 76 38
d= \ 3 [m] Via =~ V7 2,33

Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(4,5 —6)y es
perpendicular a la recta que pasa por los puntos R(2, —3,1) y S(—4, 2, —3).

PROBLEMA 2.10

SOLUCION

Se requiere encontrar un vector normal N al plano pedido =. En este caso, el
vector que se origina en R y termina en S es un vector normal al plano pedido,
puesto que este vector esta en la recta que pasa por los puntos Ry S.

Entonces,
N=RS=(-65 —4)=(A,B,C).

Luego, la ecuacién general del plano pedido es :

(—6,5, —4) (z—4,y—5,z+6) =0,

—6(r—4)+5(y—5)—4(2+6)=0,
es decir,

6x — o5y + 4z + 25 = 0.

PROBLEMA 2.11

Hallar la ecuacion general del plano que pasa por tres puntos no colineales
P(3, -3,7),Q(2,5, — 1)y R(0,2, —4).
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SOLUCION

En la Figura recursiva 2.7, se observan los vectores PQ y PR . Al efectuar

el productc)lect(wﬁl entre ellos, se obtiene el vector Fé x PR = N el cual es
normala PQy PR y porende normal al plano .

A=

Fig. 2.7

A partir de los puntosﬂP(iS,;B,?), Q(2,5, —1) y R(0, 2, —4) se obtienen los
vectores coplanares PQ y PR, asi:

PQ =(-1,8,—-8)y PR=( —3,5, —11).

El producto vectorial entre ]7@ y PR se obtiene de la siguiente manera :

PQxPR=|—-4 2 2|=(-4813,19)=N.
1 3 -3

Por tanto un vector normal al plano pedido = es N = (—48,13,19).

Al tomar uno de los puntos, P(3, —3,7), por ejemplo, se obtiene la ecuacién
general del plano :

(—48,13,19) (z —3,y+3,2—T7) =0,
—48(x = 3) +13(y+3)+19(2—7) =0,
48z — 13y — 192 — 50 = 0.

NOTAS

1) Los productos vectoriales @? X @5 o] 67}? x RP también generan sendos
vectores normales al plano pedido. El lector puede comprobar que se obtiene el
mismo vector normal, aunque pudo haber cambiado de sentido, pero, al fin y al
cabo, es normal al plano .

2) Igualmente, se pudo considerar otro punto diferente al punto P para obtener
la ecuacion general del plano. Por ejemplo al tomar Q(2, 5, — 1) se obtiene:

(—48,13,19) (z —2,y—5,2—-1) =0,
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—48(x —2)+13(y—5)+19(z+1) =0,
48x — 13y — 192 — 50 = 0.
PROBLEMA 2.11

Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(5, —4,3) y es paralelo
al plano cuya ecuacion generales = — 7y + 2z + 12 = 0.

SOLUCION

El vector normal del plano dado es N = <1, — 7,2>. Si el plano pedido es

paralelo al plano x — 7y + 2z 4+ 12 = 0, entonces N también es normal al plano
pedido. Puesto que este plano pasa por el punto P(5, —4, 3), entonces su
ecuacion general se obtiene asi :

<1, —7,2>'<x—5, y+4,z—3>:O.

Al efectuar el producto escalar y simplificar se obtiene la ecuacion general del
plano pedido :

x—"Ty+22—-39=0.
PROBLEMA 2.12

Encontrar la ecuacion del plano perpendicular al plano cuya ecuacioén general es
3z —2y+ 32+ 15 =0y que contenga al punto P,(3,4, —6).

SOLUCION

El vector normal del plano dado es JVQ = <3, -2, 5> y el vector normal del

plano buscado es J_\fl = <A, B,C >, donde A, B y C son constantes por el
momento desconocidas.

Para que los planos sean perpendiculares, se reqmereque sus respectivos
vectores normales también lo sean; es decir, N N = (0; entonces,

(A, B,C ) (3,-2,5)=0.

De donde 34 —-2B+5C =0.alhacer B=1y C =1, se obtiene A= -1y,
en consecuencia, el vector normal al plano pedidoes N, = < —-1,1,1 >

Ahora bien, el plano pedido debe contener al punto P,(3,4, — 6); entonces, su
ecuacion general se obtiene al efectuar el producto escalar :

(—=1,1,1)(x-3,y—4,2+6)=0.

De donde, finalmente, se obtiene que la ecuacion general del plano pedido es :

r—y—z—5=0.
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PROBLEMA 2.13

Hallar la ecuacion del plano perpendicular al plano zy que pasa por los puntos
P(37 _47 7) y Q(27 27 5)
SOLUCION

Puesto que el plano buscado es perpendicular al plano xy,entonces su
ecuaciones de la forma Az + By + D = 0. En efecto, el vector normal al plano
pedido es ( A, B, 0) y el vector normal al plano zy es (0, 0,1 ).

4

P
= Q
X
/Fig. 2.8.

Para que los planos sean perpendiculares, se requiere que sus respectivos
vectores normales también lo sean; es decir, N - N, = 0; entonces,

(A, B,0)(0,0,1)=0.
De manera que, el plano pedido tiene como ecuacion general a :
Ax+ By+ D =0.

Como Py (@ son puntos del plano pedido, entonces deben satisfacer su
ecuacion; esto es :

3A—-4B+D =0
2A+2B+D=0.

Al eliminar B entre las dos ecuaciones del sistema anterior se obtiene

1
A= — %D. De igual manera, al eliminar A se encuentra que B = — ﬁD'

Al reemplazar estos valores en la expresion del plano pedido, se llega a
3 1
_ 2 - D} D=o.
[ 7 P ]x * [ g2 tP=0

Al cancelar D # 0, y simplificar se obtiene la ecuacién general del plano
pedido :

6z +y— 14 =0.
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PROBLEMA 2.14

Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(5,4, —1) y es
perpendicular a cada uno de los planos definidos como 3z — y+22—-6=0 y
r+2y+2+4=0.

SOLUCION

Un vector N del plano buscadodebe ser perpendicular a cada uno de los
vectores normales de los planos dados; es decir, a los vectores <3, —1, 2> y

(1,2,1).

Para obtener un vector N perpendicular a dos vectores dados, basta efectuar
el producto vectorial entre ellos :

N=(3-1,2)x (1,2,1),

es decir,
. P k
1 2 1

Como el plano buscado debe contener al punto P(5,4, — 1), entonces su
ecuacion general es :

(=5, —1,7)(x—5,y—4,2+1)=0.
Después de efectuar el producto escalar y simplificar, se obtiene que :
Sr+ y—Tz—36=0.
PROBLEMA 2.15
Encontrar las ecuaciones de la recta de interseccion entre los planos
mix+3y—2—4=0y mi2xz—-y+2+6=0.
SOLUCION

Dados dos planos 7, y m, no paralelos, definidos por sus ecuaciones generales
como A1£C+B1y+012+D1:O Yy A2$+Bgy+OQZ+D2:0
respectivamente, se intersectan segun una recta L, que se obtiene al resolver el
sistema de ecuaciones lineales :

A1$+B1y+C12+D1:0
Asx+ Boy+Coz+ Dy =0

Para este caso, se debe resolver el sistema lineal de ecuaciones 2 x 3, formado
por las ecuaciones de los planos dados, para z, y, z. Para facilitar los calculos,
se expresan los valores de x y y en términos de z, de la siguiente manera :
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r+3y—2—4=0 (1)
2 —y+2+6=0. (2)
Al eliminar z entre las ecuaciones dadas se obtiene :
14 4 32
7
Con la eliminacién de y entre las ecuaciones dadas se obtiene :
14 + 22
r = .
-7

Al tomar z =1t como parametro, se obtiene que las ecuaciones paramétricas
de la recta de interseccion pedida L son:

_ 14+2t 14+ 3t
=7 I G
Las ecuaciones simétricas de la recta se escriben como :

x , Y z =1.

—Tr—14  Ty—14

Z

2 3
o bien,
r+2 y—-2_ =z
—2/7  3/1 1

Esta ultima expresidén queda mejor escrita como :

r+2 y—-2 =z

-2 3 7

Y las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion obtenida son:

r= —2—2t
y=2+3t t e R.
z =Tt

Ahora bien, para comprobar que efectivamente la recta obtenida es la
interseccion entre los dos planos dados, sus ecuaciones deben satisfacer las
ecuaciones generales de los planos.

En efecto, al reemplazar las ecuaciones paramétricas en la ecuacion del plano
. x+ 3y —z—4=0, se obtiene:

—2-2t+64+9—-Tt—4=0.
De la misma manera al reemplazar las ecuaciones paramétricas en la ecuacién
del plano 7,: 22 —y + 2 + 6 = 0, se encuentra que :

—4 -4 -2-3t+Tt+6=0.
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PROBLEMA 2.16

Encontrar el angulo agudo formado por los planos definidos por
moidr+3y—2+12=0y m:rx—-—y+22—6=0.

SOLUCION

En correspondencia con el Paragrafo 2.10, el angulo formado por dos planos
no paralelos, se determina por el angulo que forman los respectivos vectores
normales a los planos dados. En este caso, los vectores normales a los planos
dados son:

N, =(4,3,-1)y N,=(1, —1,2);

1 2

entonces,
N N,=(4,3 -1)-(1,-1,2)=4-3-2= —1;
|8 = B+ (-1 = VBT 9+ T = VS
[ Kr2||=\/12+(_1)2+22:m:¢6.

Por tanto,

Nllﬁz . -1 . 1
M| N V266 /156

En consecuencia, el angulo buscado es :

cosb =

1
0 = arccos [— 7] = 95°35".

v/ 156

Como el angulo entre dos planos debe ser agudo, entonces el angulo buscado
es 180° — 95° 35’ = 84°25.

PROBLEMA 2.17

Mostrar que la recta interseccion de los planos 7 iz —y+2z—8=0Yy
m, ¢+ 2y + 82 —20 =0 es paralela al plano 7: 3z — 2y + 8z -5 = 0.

SOLUCION

Las ecuaciones de la recta interseccion de los planos 7, y m, se encuentran al
resolver el sistema :

rT—yY+22—8=0
3r —2y+8z—-95=0.

Al eliminar x entre las ecuaciones anteriores se obtiene :
y= —2z+4,

y con la eliminacion de y se llega a:
r= —4z+12.



38 Aplicaciones de Calculo de Varias Variables

Al tomar z =t como parametro, se obtienen las ecuaciones paramétricas de la
recta interseccion asi:

r= —4z+12; y= —2z+4; z =1 t eR.
Las ecuaciones simétricas son :
r—12 y—4 =z
—4 -2 1
La recta interseccion L tiene como vector direcional a D = (—4,-2,1),yel
vector normal del plano = es N = <3, —-2,8 > Para que Ly w sean paralelos,
se requiere que D y N sean perpendiculares; esto es, D-N =0. En efecto,

—

D-N=(-4,-2,1)(3,-2,8)= —12+4+8=0.
De esta manera, se comprueba que la recta L interseccion de los planos 7, y
7, es paralela al plano dado .
PROBLEMA 2.18

Hallar las coordenadas del punto de interseccién de la recta L, definida como :

r—1 y—-1_ =z-1

2 —1 3
y el plano =« definidocomo: n: 3z —2y+8z—5=0.

SOLUCION

L

\ (-2,5/2,-712)

Fig. 2.9. \

La recta L tiene como ecuaciones paramétricas :

r=142t; y=1-t; z=1+3t; teR.

Al reemplazar estas relaciones en la ecuacion general del plano dado,se
encuentra que :

2(1+2t) +3(1—t)— (1+3t) —7=0.

Al resolver para ¢, se llega a t= —3/2. Al sustituir el valor de t = —3/2 en
las ecuaciones paramétricas de la recta, se obtiene :

r=1+2(-3/2)= -2, y=1+3/2=5/2; z=1+3(-3/2)= —7/2.
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Asi, el punto de interseccion de larecta L yel planor es (—2,5/2, —7/2).

PROBLEMA 2.19. DISTANCIA DE UN UN PUNTO A UN PLANO

Mostrar que la distancia d entre un plano 7, cuya ecuacion es
Axr+By+Cz+D =0, y elpunto P(zx,,vy,,2,), €S :

_ |Az, + By, + Cz, + D| |

d
JA+ B+

DEMOSTRACION

Sea P(zx, y, z) un punto cualquiera del plano =, y N un vector normal al plano
en el punto P, definido como N = (A,B,C). (Figura2.10).

2

P(x.y,2)

Fig. 2.10.

4’ . . .
El vector PP, une el pie del vector normal N, con el punto P, no perteneciente
al plano 7. Entonces,

.y
PP, :<x0—x,yo—y,zo—z>.

. ., —> —
Ahora bien, la proyeccion escalar del vector PP, sobre el vector normal N es
precisamente la distancia d buscada. Asi de acuerdo al paragrafo 1.9, se
puede calcular d como :

Al utilizar componentes y efectuar el producto escalar, se tiene :

g |<a:0—a:, yo—y,zo—z>.<A,B,C’>‘
\/A2+BQ+CQ

9

|A(':E0_$)+B(y0_y)+0(zo_z)‘

d —
JA+ B+

Y
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i | Az, + By, + Cz, — (Az + By + C2z) |
JAT+ B4 C |

(1)

Puesto que P(z, y, z,) es un punto del plano 7, entonces debe satisfacer la
ecuacion del plano Az + By +Cz+ D = 0.

Al despejar D se obtiene :
D= —(Az+By+Cxz). (2)

Finalmente, al reemplazar (2) en (1) se tiene:

g |Az, + By, + Cz,+ D | n
JA+ B2+ C?

PROBLEMA 2.20

Hallar la distancia entre el punto P,(3, —7,1) y el plano w, cuya ecuacion
generales 2z —by+4z—1=0.

SOLUCION

En correspondencia con el Problema 2.19, la distancia pedida se calcula asi :

23) = 5(—=7)+4(1)—1| [64+35+4—1] 44  44./5

\/22+(_5)2_|_42 V4425416 45 15

PROBLEMA 2.21

d =

Hallar la ecuacion del plano 7 que contiene a la recta L, cuyas ecuaciones
paramétricas son x=2t+1;y= —3t+2;2=2t—3, te R,y pasa por el
punto P (2, —2, 1).

SOLUCION

Las ecuaciones simétricas de la recta L son:

r—1 y—-2 z+43
2 -3 2
Esto quiere decir que un punto de la recta Les P(1,2, —3) y ademas su
vector direccional se define como :

D =(2, -3,2).
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=21

e

Fig. 2.11.

Ademas, el vector PTP:) = (1, —4,4) también esta en el plano pedido.

Ahora blen un vector normal N al plano 7 lo determina el producto vectorial
N = PPO x D, asi :

R A A A
N=|1 —4 4]=(46,5).
2 -3 2

En consecuencia, la ecuacion general del plano pedido es :
4(x—2)+6(y+2)+5(z—1) =0;
dr 4+ 6y +52z—1=0.

PROBLEMA 2.22

Encontrar el punto de interseccion de los planos 7,7, y m, definidos por
T3 —2y—2—6=0,
T, 2x+3y —2z—1=0,

m, z—4y+2+3=0.

SOLUCION

Tres planos no paralelos dos a dos tienen un unico punto de interseccion, el que
se obtiene por medio de la solucion de un sistema de ecuaciones lineales 3 x
3, determinado por sus respectivas ecuaciones generales. Existen varios
meétodos de solucion, tales como el de igualacion, reduccion y métodos
matriciales. En este caso, por simplicidad se utiliza el método de Cramer. Por
tanto, se trata de resolver el sistema :

3r —2y—2—-6=0
20 +3y—22—-1=0
r—4y+2+3=0.

El determinante del sistema es:
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3 -2 1
As=[2 3 —2|=4+£0,
1 -4 1

Lo que indica que el sistema tiene solucion unica.

Por otra parte,

+6 —2 -1 3 +6 —1
Ax = 1 3 —2/=-45 Ay= |2 1 —2|=-32
-3 -4 1 1 -3 1
3 —2 +6
Az = |2 3 1|=-95
1 -4 -3
Por tanto,
po BT _45 Ay 32 o Az 95
_As_27y_As_4_ T As 4

Asi, los planos 7, m, y m, se cortan en el punto ('_4—45, -8_%).
PROBLEMA 2.23

Sean 7, ym,dos planos paralelos, cuyas ecuaciones generales son
Ar + By+Cz+D; =0 y Ax + By + Cz + Dy, = 0, respectivamente. Mostrar
que la distancia minima entre ellos se encuentra mediante la relacion :

g | D2 Di
JA+ B+

SOLUCION

De acuerdo con el Problema 2.19, la distancia entre el punto Py(x,,y,,%,) Y €l
plano cuya ecuacion generales Az + By +Cz+ D =0 es:

g |Ax0—|—ByO—|—Cz0+D|
\/A2+BQ+C2

Ahora bien, para encontrar la distancia entre los planos paralelos dados, basta
encontrar un punto de uno de los planos y aplicar la relacién anterior.

Sea, entonces, P(z,y, z) un punto del plano «,. Asi,la distancia entre el punto
P(z,y, z) y el planor, es :

g |Az + By + Cz + D, |
\/A2+BQ+02 '
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Pero P(x,y, z) es punto de 7,; entonces, debe satisfacer su ecuacion; esto es:
Az + By +Cz = — D;.
Al reemplazar en la expresidn de la distancia, se encuentra que :
. | Dy — Dy | |
JA+ B2+

PROBLEMA 2.24

Hallar las ecuaciones de los planos paralelos al plano 7: x+2y—22+1=0y
que se encuentren de él, a una distancia d = 7.

SOLUCION

El vector normal al plano 7 es N = <1, 2, —2 > y la distancia entre dos planos
paralelos se encuentra por medio de la relacién :

d:f,

donde N es el vector normal a los dos planos D; y D, son los términos
independientes de las ecuaciones generales de los respectivos planos.

En este caso,sea D;=1 y D; el término independiente de los planos
paralelos buscados. Entonces
1-Di| |1— Dy | _ 1-Dy|

7 = —
11,2, =2)|| 12422+ (- 2)2 3

Por tanto,
|1—D;|=21;esdecir D; = —200 D; =22.

En conclusion, hay dos planos que satisfacen las condiciones del problema :

x4+ 2y —22—-20=0,

T+2y—22+422=0.

PROBLEMA 2.25

Hallar la ecuacién general del plano 7 que contiene a las rectas paralelas
. -1 1 2 —2 3
definidas como lex = yt _Z y Ll:er _ Y :Z+ )
4 —2 1 4 -2 1

SOLUCION

El punto P(1, —1,0) esta en la recta L, y el punto Q(—2,2, —3)esta en la
recta L.
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-

\
\ P
W
Q

Fig. 2.12.

L,

Por otra parte el vector ﬁ: (3, —3, 3)pertenece al plano buscado 7,y el
vector direccional de la recta Loes D = (4, —2,1).

—

De esta manera, el vector N = Dx QP es un vector normal al plano 7. Entonces,

<
=t

Finalmente, la ecuacion general del plano 7 es:
—(3,9,6)(z—1,y+1,2)=0.
Al operar y simplificar se encuentra que :

r+3y+22+2=0.



3. CURVAS Y SUPERFICIES

3.1 CURVAS EN R3

Sean f,(t), f,(t) y f,(t) funciones reales de variable real t. Una curva I', en
R3, se expresa paramétricamente mediante las ecuaciones :

z=f(t), y=L@{), 2= [f,t); teR.

De igual manera, la curva I" puede definirse vectorialmente como :

H(t) = (£, L), f,(t)); tER
o bien,
Ft) = L)+ LT+ LOF; teR.

/ P(x,y,2)

(t)

Fig. 3.1.

Para cada valor de t, se obtiene un punto de la curva I, o bien se determina
un vector de posicion 7(t).

3.2 RECTA TANGENTE Y PLANO NORMAL A UNA CURVA

4

normal

' recta tangente
—_— - =
/ P(Xo,Yo0:Zo) \
/

Si f,(t), f,(t) y f,(t) son funciones escalares diferenciables de ¢, y 7(t) es una
funcion vectorial definida por 7(t) = (f,(t), f,(¢), f,(t) ), entonces el vector
tangente a la curva I', en cualquier ¢, se define y denota por :
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Pt = (@), (), f;(2)).
Las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva I', definida
vectorialmente por 7t) = (f(t), f,(t),f,(t)), en el punto Pz, y,z)
determinado por ¢t =t,, son :

ZIZ—.Q?U _ y_yo _ Z—ZU

fi) R f®)
La ecuacion general del plano normal a la curva I en el punto P(z,,y,,z,)
determinado port =t,, es :

)@ —z,)+ f1t) Yy —y,) + f(t,)(z = z) = 0.

3.3 VECTOR VELOCIDAD Y VECTOR ACELERACION

Sea I' una curva de R? definida vectorialmente por 7(t) = (f,(¢), f,(t), f,(t) ),
t € R, donde las f (t) son diferenciables al menos dos veces. SiI' describe la
trayectoria de una particula material en R?, donde el parametro t es el tiempo,
entonces :

3.3.1 El vector velocidad de la particula en el instante ¢ se define y denota por :
o(t) = T'(t) = (f](), f,(6), f,() ).

3.3.2 La rapidez de la particula en el instante ¢, se define como la magnitud del
vector velocidad; esto es :

v=|[ll = I #@].

3.3.3 El vector aceleracion se define como como la derivada de la funcidn
velocidad; es decir :

a(t) = v'(t) = 7(t) = (fI'(t), £, (1), £](2) ).

3.3.4 La aceleracion de la particula, en el instante ¢, se define como la magnitud
de la funcién aceleracion; esto es :

a= @]l =3O =[O

3.4 CURVAS REGULARES

Sea I' una curva de R? definida vectorialmente por 7(t) = (f,(¢), f,(t), f,(t) ),
t € R. Se dice que I' es curva regular o curva suave, si el vector unitario tangente
T existe y es unico para todo valor de t. Esto equivale a decir que las funciones
f.(t), f,(t) y f,(t) poseen derivadas continuas para todo t.

3.5 LONGITUD DE ARCO

Sea I' una curva de R?* definida vectorialmente por 7(t) = (f,(¢), f,(t), f,(t) ),
€ [a, b}. Si  7(t) es diferenciable, entonces, la longitud del arco de T,
comprendido entre los puntos para los cuales t =ay t =10, es:
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b
1= [ 170

3.6 PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE

3.6.1 Una superficie S es la representacion grafica en R3, de una funcion de la
forma F(x,y,z) = 0.

3.6.2 Si 8F, oF y oF existen y son continuas, el gradiente de F' es un campo
or’ Oy~ 0z

vectorial denotado y definido como :

OF OF OF >

oxr’ Oy’ 0z

VF:<

recta normal

plano
tangente

Fig. 3.3.

3.6.3 Si P(z,,y,%) es un punto de la superficie S, entonces la ecuacion
general del plano tangente a S en P, es :

oF oF OF

8—x(x —x,)+ a—y(y —y,) + %(Z —z,) =0.

Y las ecuaciones simétricas de la recta normala S en P, son :
L — _ y—Y _ 2T &
OF OF OF -
ox 0y 0z
En las anteriores ecuaciones, tanto del plano como de la recta, las derivadas
parciales se calculan en el punto P,(z,,y,, 2,)-

3.7 CURVAS COMO INTERSECCION DE SUPERFICIES

Una curva T'en R3 también se define como la interseccion de dos superficies,
cuyas ecuaciones son F(z,y,z) =0y G(z,y,z) = 0.

Si P(z,y,,%) s un puntode I, entonces las ecuaciones de la recta
tangente a la curva I' en el punto P, son:
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L — I, . Yy—UY, . Z =z
oF  QF| | 9gF 9F| | 2F OF
Ay 0z 92  or ox Ay
G 9G G 9G G 9G
dy 0z 0z Ox ox Ay

La ecuacion del plano normal a la curva I" en el punto P, es:

or  OF AF  9F oF  OF
0 9 9z O d B
é £($—$0)+ e ﬁ(y—y0)+ é oo |(z—2)=0.

Jy 0z 0z Ox Ox Jdy

En las ecuaciones anteriores, las derivadas parciales se calculan en el punto
P(J(x(ﬁ y[)’ Z())'

PROBLEMA 3.1

Trazar aproximadamente la curva definida vectorialmente por :
T(t) = <acost, bsent, t>, teR.

SOLUCION

Para cada valor de ¢, se obtiene un punto de la curva T'.

La tabla muestra algunos puntos de I'.

t x Yy | 2
0 a 0 |0
T V2 V21 | @
1| 5ae | 5b|%
p 0 b 13
3T \/5 \/5 3T
T —ve|ybh
3T 3T
21 0 —b 1

En la Figura 3.4, se puede apreciar un tramo de la curva T.

J\Z

X Fig. 3.4.

Esta curva recibe el nombre de hélice. Si a = b, se denomina hélice circular.
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PROBLEMA 3.2

Hallar el vector tangente y las ecuaciones de la recta tangente a la curva T,
definida como 7(t) = (t —t*/3, t*, t+t*/3), en el punto de la curva para el
cual t =1.

SOLUCION

a) El vector tangente a la curva dada en cualquier punto, lo determina la derivada
del vector posicién; esto es :

F(t) = (1—(2/3)¢t, 26,14 (2/3)¢).
Para t = 1, el vector tangente es :

H(1) = (1-(2/3)(1), 2(1), 1+ (2/3)(1)),

7'(1) =(1/3,2,4/3).
b) El vector posicién de lacurva IT', parat =1, es:

(1) =(1-1/3,1,1+1/3)=(2/3,1,4/3).
De esta manera el punto P,(2/3, 1, 4/3) pertenece a la curva I'.
En la parte a) de este ejercicio se encontré que 7'(1) = (1/3,2,4/3), que es
el vector direccional de la recta tangente a la curva I' en el punto P,.
Por tanto, las ecuaciones simétricas de dicha recta son

r—2/3 y—-1 z2-4/3

1/3 2 4/3 7

0 mas precisamente,
r—2/3 y-1_ 2-4/3
16 4
Las ecuaciones paramétricas de la recta pedida son :
r=2/3+1
y=1+6t tecR.
z=4/3+4t

PROBLEMA 3.3

Hallar el vector tangente unitario para la curva definida como 7#(t) = <t, 2,3 >,
en el punto para el cual ¢t = 1.

SOLUCION

La tabla muestra algunos puntos de la curva, que se conoce como cubica
enroscada. (Figura 3.5).
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t |z |y |2
0101010
1111 |1
2 12 |4 |8
313 19 |27

Ahora bien, el vector tangente en cualquier punto viene dado por

WA

—!

<V

Fig. 3.5.

() = (1, 2¢,3t%).
Para ¢t =1, 7/(1) =(1,2(1),3(1)*) =(1,2,3).

Por otra parte, || 7#'(1) || = 12 + 22 + 32 = \/14.
Por tanto, el vector tangente unitario a la curva dada, en el punto para que
t=1,es:
7(1) 1
1) == = 1,2,3),
R (0 ver i

o 1 2 3
o= v v

PROBLEMA 3.4

Para la curva del Problema 3.3, encontrar las ecuaciones de la recta tangente y
plano normal a la curva en el punto para elque ¢t = 1.

SOLUCION

La curva tiene como ecuacidon vectorial a  7(t)
correspondientea t=1es P (1,1, 1).

(t, ¢*,t*),y el punto

—/

Como 7(1)= <1, 2,3>, entonces este vector es el direccional de la recta
tangente a la curva en P (2/3,1,4/3) y,también el normal del plano
perpendicular a la misma curva en el punto P,.
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Por tanto, las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva en
P (2/3,1,4/3) son, respectivamente :

r—1 y—-1 =z-1

12 37
(lx—1)+2(y—1)+3(z—1) =0,

r+2y+32—-6=0.

PROBLEMA 3.5

Hallar las ecuaciones de larecta tangente y el plano normal a la curva T,
definida  vectorialmente por 7(t) = (Rcos*t, Rsentcost, R sent ), cuando

t =m/4.
SOLUCION
Para t = 7/4, el vector de posicién de la curva es :
T(m/4) = <R0032(7r/4), Rsen(m/4)cos(m/4),r sen(m/4) >,
7(m/4) = (Rcos*(w/4), Rsen(m/4 )cos(m/4),r sen(r/4) ),
F(r/4) = (3R, 1R, 2R,
En consecuencia, el punto de la curva I' correspondiente es P, (%R, %R, @R )
Ahora bien,

d d d
—/ _ s 2 .
7'(t) = <Rdt (cos t),R—dt(sentcos t),R—dt (sent) >,

7'(t) = ( — 2Rcost sent, R*(cos®t — sen’t), Rcost),

— 2

P (/4) = <R, 0, — §R>.
Por consiguiente, las ecuaciones de la recta tangente a la curva T' en el punto
P,(4R, 3R, 2R )son

0

x—% z—@R R

- Y ==,

R %51% 2
o bien,

x—%_z—@R R

La ecuacion del plano normal a la curva I' en el punto P, <%R, s R,
2o — )= 2z - 2R) = 0.

Al operar y simplificar,

2x—\/§z:O.

IS

R)es:
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PROBLEMA 3.6

Hallar las ecuaciones de larecta tangente y el plano normal a la curva T,
definida vectorialmente por 7(t) = (¢t — 2, 3¢* +1,2t* ) en el punto donde corta

al plano yz.
SOLUCION
La curva I' corta al eje z en z = 0; es decir,cuando t —2=0 0 t = 2.
Para t = 2, el vector posicion 7(t) es :
7t) =(2—-2,3(2%+1,2(1)*) =(0,13,16).

Por tanto, el punto de la curva T', parat =2 es P,/(0, 13,16).
Por otra parte,

7' (t) = (1, 6t, 6t%),

7'(2) = (1, 6(2), 6(2)*) = (1, 12, 24).
En estas condiciones, las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva
I' en el punto P,(0, 13 ,16) son :

r—0 y—-13 z—16,

1 12 24
y la ecuacion del plano tangente a la curva I en el punto P,(0, 13 ,16) es :

1(z — 0) + 12(y — 13) + 24(z — 16) = 0,
z + 12y + 24z — 540 = 0.

PROBLEMA 3.7

Una particula material se mueve a lo largo de una curva I' definida por las
ecuaciones paramétricas z = 2t*, y =t*> —4t, 2 = 3t — 5, siendo t el tiempo.
Encontrar los vectores velocidad y aceleracién en t = 1. ;Cual es la rapidez en
t=17

SOLUCION
La ecuacion vectorial de la curva ' es  7(t) = (2t%, t* — 4¢,3t — 5 ).
El vector velocidad, en cualquier ¢, es :
U(t) = 7'(t) = (4,2t — 4,3).
Parat =1,
U(1) = (4(1),2(1) —4,3) = (4, -2, 3).
Y el vector aceleracion es :
a(t) = 9'(t) =(4,2,3).

La rapidez en t = 1es la norma del vector velocidad en ¢ = 1; esto es,
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= |5(1)]| = V2 + (-2)2+37 = /16 +4+9 = /29.
PROBLEMA 3.8

Una particula material se mueve a lo largo de una curva I' definida por la
ecuacion vectorial  7(t) = <cosacos wt, sen o cos wt, sen wt>, donde o, w son

constantes, y ¢ es el tiempo. Encontrar la velocidad y la aceleracion de la
particula y sus respectivas magnitudes en cualquier ¢.

SOLUCION

La velocidad es la derivada de la funcion vectorial que determina la posicién de
la particula en t; es decir,

d d d
v(t) = 7'(t) = < %(cosacoswt), %(senacosw), %(senwt) >,

d d d
u(t) = < cos a%(coswt),sen aﬁ(coswt), %(senwt) >,

v(t) = < — wcosasenwt, — wsena senwt, w cos wt >

La rapidez o magnitud de la velocidad es :

v=[[3t)]| = /(- weosasenwt)? + (— wsena senwt)? + (wcos wt)?

v = \/ cos a senwt + sen?asen’wt + cos wt]

v=|wl|y/ sen?wt(cos’a + sen’a) + cos’wt = |w|.

La aceleracion es la derivada de la velocidad; entonces,

a(t)= o'(t) = < —wcosa %(senwt), —wsena%(senwt),wa(coswt) >,
2

2 sena cos wt, —w”senwt >

i(t) = ( —wcosacoswt, —w

La magnitud de la aceleracion es la norma de a(t):

a=|d(t)|| = /(- w?cosacoswt)? + (- w? sena coswt)? + ( — w? senwt)?

a = w?\/cos?a cosPwt + sena cos?wt + senuwt,

a = w?\/cos2wt(cos’a + sen?a) + senwt = w? /1 = W,

a = w2.

PROBLEMA 3.9

Calcular las longitudes de arco de las curvas definidas por 7(t) :

a) 7(t) = <tsent,tcost, \/§t>; te [0,4},
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b) #(t) = (2t3%,t —3,3t); t € [6,10].
c) 7(t) = <senh2t, cosh2t,2t>; te [ —1/2,1}.
d) #(t) = (2¢, Int,2t); t € [1,10].

SOLUCION
a) 7'(t) = <d(tsent) d (tcost), \/_t )),
dt dt

?(t) = <tcost—|— sent, —tsent + cost, \/§>,

| 7)) = \/(tcost + sent)? + (— tsent + cost)? + (v/8)2,
| 7' ()| = v/ t?(cos? t + sen?t) + 1+ 8 = /12 +9.

En consecuencia, la longitud de arco de la curva dada es :

4 4
z:/ Hm)”:/ VET9dt,
0 0
t 9 4
| = [— t2—l—9-|—5ln(t+\/t2—|-9)]0:14,94.

2

d d
dt<t - 3)7 %(375) >7

b) (1) = (4 (267),
P(t) = (3t2,1,3),
17 @) = V3tP2 + (1+(3)?,

| 7' (&)|| = v 9t+1+9 = /9 + 10.

Por tanto, la longitud de arco de la curva dada es :

10
z_/ 7w = [ Vor+ioa

[ 2 9 10)3 . 36,15
= |= t ] ~ 30, 15.
[27 (9t +10) 6

d d
— 2t), —(2
dt(COSh t),dt( t)>,

7'(t) = (2 cosh2t, 2senh2t,2 ),

c) 7'(t)=( %(senh%),

H 7'(t) H = \/4cosh22t—|— 4senh?2t + 4,
|7(t)|| = 2/ cosh?2t + cosh?2t — L + 1 = 2v/2 cosh?2t,
| 7'(#)] = 24/2 cosh2t.
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Luego, la longitud de arco de la curva dada es :

d)

1

1
z:/ 1 #(0)]| = 2\/5/ cosh2t dt,
-1/2 _

1/2

1
= [2ﬁsenh2t] ~ 6,79.
2 —-1/2

7 (t) = (2,1/t,2t),

VA + 1+ 4t
t )

| 7' @) =4+ (1/t)> +4t2 =
(1+2t2)2 1+ 2¢

t St
| 7' ()] = 1/t + 2t.

17 @] =

Por tanto, la longitud de arco de la curva dada es :

l:/110|| ()| :/110[1/t+2t}dt.

10
= [lnt+t2]1 — 104100 — 1 = In 10 + 99 ~ 101, 43.

PROBLEMA 3.10

Un mosca vuela segun la trayectoria 7(t) = 100e*t< cost , sent, 1 >.¢;A qué lugar
llegd y qué distancia recorrié durante su vida; es decir parat € [0 ,00)?

SOLUCION

Para resolver este problema, inicialmente se calcula la derivada de la funcién
vectorial que define la curva de la trayectoria de la mosca; luego, se halla su
norma y, finalmente, la longitud de la curva en el intervalo 0 <t < .

En efecto,

Sl d d . d
7'(t) = 100( dt(e cost),dt(e sent),dt(e ) )

7 (t) = 1006_t< — cost — sent, cost — sent, — 1 >,

[F @) = 1006t\/( —cost — sent)? + (cost — sent)? + (—1)2,

| 7' @) = 100€_t\/(0082 t + sen’t) + (cos®t + sen’t) + 1,

H 7 (t) H = 100e'\/3 = 100\/§e_t.
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Luego, la longitud de arco de la curva descrita por el vuelo de la mosca es :

= [T IFw) =100V e
0 0
[= —100y/3 [0 —1] = 100+/3.

En conclusion, la mosca llegd al origen de coordenadas y recorrio 100\/§
unidades de longitud, pues al inicio, cuando t = 0, la mosca se encuentra en el
punto  100e(cos 0, sen 0, 1) = (100, 0, 0). Cuando t — oo, la mosca esta en el
origen de coordenadas.

PROBLEMA 3.11

Hallar las ecuaciones del plano tangente y la recta normal a las superficies en el
punto indicado.

a)x2+y2+z2:11; Po<17173>
b) 2% + 3y* = 22%; P (3, 1,6).
C)z=4— x> -y’ P(1,1,2).
SOLUCION

a) Sea F(z,y,z) = 2? +y*>+ 22 — 11 = 0. El primer paso es verificar si el punto
P (1, 1,3) pertenece a la superficie (esfera de centro en el origen y radio \/ﬁ).
En efecto, F'(1,1,3) =12+ 124+ 3% — 11 = 0. Esto comprueba que el punto P,
pertenece a la superficie esférica.

X Fig. 3.6.

En correspondencia con el Paragrafo 3.6, se debe calcular el gradiente de la
funcion F(x,y,z) = 0.

OF OF OF
oxr’ 0y’ 0z

VF = < > = <2x, 2y,2z>;
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VF(1,1,3)=(2(1), 2(1),2(3) ) = (2, 3,6).

En consecuencia, la ecuacion general del plano tangente a la superficie S, cuya
ecuaciones z?> + 13> +22-11=0, es:

20 —1)+3(y—1)+6(x—3) =0,
2x + 3y + 62 — 23 = 0.

Y las ecuaciones simétricas de la recta normal a la superficie Sen el punto P,
son:

b) De manera analoga, sea F(z,y,z) = z*+3y> — 222 = 0.

F(3,1,1/6) =32+3(1)? —2(1/6)? = 0. Esto significa que el punto P,(3, 1,/6)
pertenece a la superficie S (Cono eliptico). Ahora,

Fig. 3.7.

OF OF OF
= (2 —4
83:', 8y7az> <x76y7 Z>7
VE(3,1,v/6) = (2(3), 6(1), — 4(\/6) ) = (6, 6, — 4./6).
La ecuacion del plano tangente a la superficie definida como 22 + 3y? — 222 = 0,
en el punto P,(3, 1, \@) es:

6(x —3) +6(y —1) — 4/6(z — /6) = 0.
Al efectuar y simplificar :
324 3y —21/62 4+ 12 =0.

Ahora, las ecuaciones simétricas de la recta normal a Sen el punto P, (3, 1, \/6)
son :

VF:<
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x—3_y—1_z—4\/6
3 3 ~ 26
c) F(z,y,2) =4—2°>—y*—2=0.

F(1,1,2) =4 —12 - 12 — 2 = 0. Esto significa que el punto P,(1, 1,2) pertenece
a la superficie S (Paraboloide circular).

OF OF OF
8$78yaaz>_<_2x7_2y7_1>’

VF(1,1,2)=(-2(1), —2(1), -1))=(-2, -2, - 1).
La ecuacion del plano tangente al paraboloide en el punto P,(1, 1,2) es:

2 —-1)+2(y—1)+1(z—2) =0,

20 +2y+2—-6=0.

VF:<

Las ecuaciones simétricas de la recta normala S en el punto P,(1,1,2) son:

r—1 y—-1 =z-2

2 2 1
PROBLEMA 3.12
1 VF
Si F(x,y,2) = ,calcular VF(2,2, - 1)y ——(2,2, —1).
SOLUCION
OF OF OF 1
F: = —_ — —_
v <8x’8y’8z> \/m< HoY z>’
VF — ! L, Y, Z>

\/(33'2 + y2 + 22)3<
El gradiente de F' calculado en el punto (2,2, — 1) es:
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—1

VF(2,2, -1)= 2,2, —1),
( ) (4—|—4+1)3< >
—1 -2 =2 1
F(2,2, —1)= —(2.2, —1 :<—,—,—>.
VE( ) 27< > 27 27 27
La norma del gradiente de F' calculado en el punto (2,2, — 1) es:
1 3 1
F2,2, —-1)|==vV4+4+1=—=—.
[VFE 2, -1 = /i = 2=
Por tanto,
VEF (%, &) 2 —2 1
YT 99, —1)= 7 37 7/ _ <__7__’ _>
IVF| : 37 37 3

9

PROBLEMA 3.13

Mostrar que las superficies x>+ y*>+22=50 y 2?+y*—10z+25=0 son
perpendiculares en el punto P, (3, 4,5).

SOLUCION

Para demostrar que las superficies dadas son perpendiculares en el punto P,
basta mostrar que los planos tangentes a las superficies en ese punto son
perpendiculares.
Sea S la superficie cuya ecuacion es Fi(z,y,z) = 2> +4y*+22-50=0y S, la
superficie cuya ecuacién es Fy(z,y, z) = 22 + > — 10z + 25 = 0.
Se debe verificar que el punto P,(3, 4,5) pertenece a las dos superficies. En
efecto,

Fi(3,4,5) =32+ 424+ 5% — 50 = 9+ 16 + 25 — 50 = 0.

Fy(3,4,5) = 3%+ 42 — 10(5) + 25 = 9+ 16 — 50 + 25 = 0.
Las anteriores relaciones muestran que el punto P,(3, 4,5) pertenece a las dos
superficies. Por otra parte,

0F, 0F, 0F;
ox’ Oy’ 0z

VFE(3,4,5) = (2(3), 2(4),2(5) ) = (6, 8,10 ) = N,.

VE = < > = (22, 2,22 ),

El vector ]\71 = (6, 8,10 > es el vector normal del plano tangente a la superficie
Sy enelpunto P (3,4,5).

Analogamente,

0F, 0F, 0F,
ox’ Oy’ 0z
VFEy(3,4,5) = (2(3), 2(4), —10) = (6, 8, —10) = N,.

v = ( ) = (22, 29, —10),
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El vector N, = (6,8, —10)es el vector normal del plano tangente a la
superficie Sy en el punto P,(3, 4,5). Ahora,

N,-N, = (6,8,10)(6, 8, —10) = 36 + 64 — 100 = 0.

Como el producto escalar entre los vectores normales a los planos tangentes a
las superficies dadas en el punto P, es cero, entonces los planos tangentes son
perpendiculares y, por ende, las superficies S; y S, tambiénlo son.

PROBLEMA 3.14

Hallar el angulo que forman las superficies S; y S, definidas respectivamente
por F(z,y,2)=2*+1*+22-9=0 y G(z,y,2)=2*+13y*—2—-3=0 en el
punto P,(2, —1,2).

SOLUCION

Inicialmente, se debe verificar que el punto P,(2, —1,2) pertenece a las dos
superficies:

F(2,-1,2) =224+ (—12+22-9=4+4+1+4-9=0.
G2, -1,2)=224(—-12-2-3=4+1-2-3=0.
Esto significa que el punto P, (2, — 1,2) pertenece a las dos superficies.

Ahora bien, el angulo que forman las dos superficies es el angulo que forman
los planos tangentes a las superficies en el punto comun; o sea, el angulo que
forman los vectores normales a los respectivos planos tangentes a las
superficies en el punto P,. Entonces,

OF OF OF
VF = < 9z’ By 0z > = <2x, 2y,22>,

VF(2, —1,2)=(4, —2,4) =N

Analogamente,

oG 0G 0G
ox’ Oy’ 0z
VG(2, -1,2)= (4, =2, -1) =N

VG = < > = <2x, 2y, — 1>,

Si 0 es el angulo buscado, entonces,

NN, (4, —2,4)(4, —2, — 1)

IN N~ Vi6+4+16y/16+4+1
_16+4-4 16

8
== = ~ O,
64/ 21 6y 21 3421

0 = arc cos(0,581914374) ~ 54° 24’

cosfl =

581914374.

Luego,
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PROBLEMA 3.15

Hallar las constantes a y b de forma que la superficie ax® + byz = (a + 2)z sea
ortogonal a la superficie 4zy + 23> =4, enelpunto P (1, —1,2).

SOLUCION

Sean S):F(z,yz)= az’+byz—(a+2)x Yy
Sy G(z,y,2) = 4xy + 2° — 4 = 0, las ecuaciones de las dos superficies.

El punto P (1, — 1,2 ) debe pertenecer a la superficie S;; entonces,
F(1, —1,2) = 0; es decir,
a(1)?=b(—=1)2—(a+2)(1) =0,
a+2b—a—-2=0; b=1.

Por otra parte,

OF OF OF
ox’ Oy’ 0z
VF(1, —1,2)={a—2, —2b,b) = N

VF:< >:<2a:v—a—2,—bz,—by>,

Analogamente,

0G 0G 0G
ox’ Oy’ 0z
VG, —1,2)=(~-8,4,12) =N

VG = < > = <8xy, 4x2,322>,
-

Como S; y S, deben ser ortogonales, entonces los vectores normales de los
planos tangentes a las dos superficies deben ser también ortogonales,y, por
consiguiente, su producto escalar es cero. En efecto,

p—y p—y

N,N,=(a—2, —2b,b)(—8,4,12) =0,
—8a+4b+ 16 = 0.
Puesto que se encontré que b = 1, entonces,

20 5
- 8 == - 20' - - = _-
a ; a 2 5

5
Por tanto, los valores buscados son: a = 2 y b=1.

PROBLEMA 3.16
Mostrar que la funcion u = In(x? + y? + y?) satisface la relacion
u = 2In2 — In(Vu)>.
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SOLUCION

El gradiente de la funcién u es :

v <0u ou 8u> < 2z 2y 2z >
u = —_— _— —
Ox" Oy’ 9z 2?2 +y?+y? 2yt oy 2 YRty

Ahora bien, de acuerdo al Problema 1.6, se tiene que :
42 49y 422
($2 +y2 +y2)2 + (xZ _|_y2 _|_y2)2 + (.],’2 _|_y2 _|_y2)2’
do? +4y* + 427 4@ +yP 4+ 22) 4
(@2 +y*+y2)? (B +yP+y?)? P4yt +y?

Vu-Vu = (Vu)? =

(Vu)? =

Por otra parte,

In(Vu)? = lnl 1

z? + y? + y?
In(Vu)? = 2in2 — In(z® + y* + v°).

] = Ind —In(z* +* + %)

Por consiguiente,
2In2 — In(Vu)? = 2In2 — (2In2 — In(z* + v* + y*))
=In(e* +y* +4) = u
De esta manera, se ha probado que :
u=2In2 — In(Vu)?.

PROBLEMA 3.17

2 2 2
X z
Mostrar que la ecuacion del plano tangente al eI|p30|de — + ZQ + —=1,enel
punto P, (x,,y,,%,) perteneciente a él, es :
LYY | ZRY
a? + b2 + 2 L

SOLUCION

Como el punto P(x,,y,, %) pertenece al elipsoide, entonces debe satisfacer su
ecuacion; esto es,

2y z
2Tpta=th M
22 g2 Z2
Ahora bien, sea F(x,y,z) = — 5 + 5] + — — 1 = 0; entonces,
VF:<8F, 8F78F>:<2_:1:’ @72_z>’
oxr’ Oy 0z a2’ b2’ 2
2¢, 2y, 2z =
VF(x07y07ZO):<a—2O, b—2076—20>: N.

El vector N es el vector normal al plano tangente buscado. En consecuencia
la ecuacion del plano tangente al elipsoide en el punto P, (z,,y,, 2,) €S :
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2x 2y 2z
a—;(x—xo)—l— b_20( _yo)+c_2()(z_zo):07
2z 2y 2z

Al operar y simplificar se llega a :

2 2 2
Wi Yy N x Yy z
e A ad Ae R 2
Al sustituir (1) en (2) se obtiene :
xXr, T Y.y 2,y
CZQ + b°2 + 22 -1=0,
X T (TN Y
A AL

PROBLEMA 3.18

Hallar las ecuaciones de la recta tangente y plano normal a la curva I' originadas
por la interseccion de las superficies 922 +4y*> =362 =0y 3z +y+2—2>—1=0,
en el punto P (2, — 3,2).

SOLUCION

Sean F(z,y,2) = 922 + 4> —362=0y G(z,y,2)=3z+y+2z—22—1=0. El
punto P,(2, — 3,2) debe pertenecer a las dos superficies. En efecto,

F(2, —3,2) = 9(2)? +4(—3)? - 36(2) =36+ 36 — 72 = 0.
G2, -3,2)=32)—-3+2—-(2?-1=6-3+2-4—-1=0.
Esto significa que el punto P,(2, — 3,2) pertenece a las dos superficies.

Por otra parte,

oF oOF oOF

s =gy, S = 36

Ox v Oy 4 0z
oF oOF oOF
—(2, — 3,2) = 36; —(2, —3,2) = —24;, —(2, —3,2) = — 36.
82(7 7) Y ay(? 7) Y 82(7 7)

Ademas,

oG oOF oOF

0z ’ Oy ’ 0z =
oG oG OF
—(2, -3,2)=3;, —(2,-3,2)=1, —(2,—-3,2)= — 3.
Ce-s=3 Te-sy=n e -u

OF  OF

‘% %=‘24 _36‘=108-

% 9 1 -3

OF 8

o 8f§|:—36 36‘_0_

oG 9G -3 3 ’

0z or
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oF  OF
o5 a—y|36 _24‘—108
oc oa|=|3 1 |T108
Ox dy

En consecuencia, las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva T’
en el punto P,(2, —3,2) son:

T — 2 z—2
— -y = —3, 0bien
108 108 7 !
T — 2 z—2
! Y

La ecuacion del plano normal a la curva I' en el punto P,(2, —3,2) es:
(x—2)+0y+3)+1(z—2) =0,
r+2z—4=0.



4 . LIMITES Y CONTINUIDAD

4.1 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN R"

Sean P (z,z,,...,z) Yy Afa,a,,..,a ) puntos de R". La distancia entre Py Q
se denota y define como

|P—Al=+(z,—a,)+(z,—a,)*+...+(z, —a,)
Si P(x,y,2) y A(a,b,c) son puntos de R3, entonces ,
1P —All=V(z—a)+(y-b)?+(2—c)
De igual manera, para P(z,y) y A(a,b) puntos de RZ
IP Al =+/(z—a)*+(y-b)>

4.2 VECINDAD DE UN PUNTO

Sea A(a,,q,,...,a,) puntos de R" y r > 0. Una vecindad de radio r y centro en
A, se define y denota por

Vi(A)={XeR"/|P-A|<r}.
Si A(a,b,c) es un punto de R?, entonces,

VT(A) - {(xvyvz) ER3/\/(SE‘ —a)2+(y—b)2+(z—c)2 <T’}.

[

/\Z

v

Fig. 4.1

En este caso, V,(A) esta constituida por todos los puntos de R?3, dentro de la
esfera de radio r y centroen el punto A(a,b,c), sinincluir la frontera.

Consecuentemente, si  A(a,b) es un punto de R?, entonces,

Vi(4) = {(z,y) eR?/ /(2 —a)’ + (y —b)* <r}.
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Aqui, la vecindad de centro en A(a,b) y radio r, corresponde al interior del
circulo (z —a)?+ (y — b)? = r,sin incluir la frontera. Figura 4.2.

/\y

"(a,b)

x\/

Fig. 4.2

4.3 LIMITE DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

sea funa funcion definidaen R", A € R"y L € R.
l)z'(mAf(X) =L&Ve>0,36 >0,talque 0 < || X — A <6,
implica que | f(X) — L| < e.

Notese que el esquema de definicion del limite de funciones de varias variables
es el mismo que para funciones de una variable.

Para funciones bivariables de la forma z = f(x,y)con A(a,b),se tiene :

( li)m( b)f(x,y):L<:>Ve>0,3(5>0,ta|que, 0<(z—a)+(y—b)2<r,
T,y )—a,

implica que |f(z,y) — L| <e.
4.4 PROPIEDADES DE LOS LIMITES DE FUNCIONES DE n VARIABLES
Sean f y g funciones de n variables independientes, A € R"y L € R.
Si l)z'(mAf(X) = L existe, este es unico. Ademas, si l)z'(mAg(X) =Mya esuna
constante, entonces,

1) l)i(njAozf(X) =aL.

2) lim [f(X)+g(X)] = lim f(X)+ lim g(X) =L+ M.

3) lim [f(X).9(X)] = l)i(TAf(X).l)i(mAg(X) = L.M.

X—A —
lim f(X)
4) l&m[m] = lim o) MY

X—A
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4.5 CALCULO DE LIMITES DE FUNCIONES DE n VARIABLES

Esencialmente, el calculo de limites de funciones de varias variables es el
mismo que para funciones de una variable. Resulta particularmente especial el
manejo de las indeterminaciones.

Por otra parte, es necesario tener en cuenta dos resultados importantes :

1) Para funciones bivariables.- Si la funcion z = f(x,y) tiene diferentes
limites cuando (x,y) se aproxima a (a,b), a través de diferentes caminos que
tienden a (a,b), entonces [lim  f(x,y) no existe.

‘(L‘”y)ﬁ(aﬂ
2) Teorema del emparedado.- Si f, g y h son funciones de varias variables,
l)z‘(mAf(X) =1L, l)i(mAg(X) =Ly f(X)<h(X)<g(X),VX € R" entonces

lim h(X)=L.
X—A

4.6 CONTINUIDAD
La funcién de varias variables y = f(X)es continuaen X = A, siy solo si
1) f(A) existe.
2) li X) existe.
) Z)Z(TA f(X) existe

3) lim f(X) = f(A).

X—A

Si f(A) no existe, pero l)z‘(mAf(X) = L, entonces se dice que [ presenta una

discontinuidad removible en X = A.

Si l)z'(mAf(X) no existe, entonces la funcion f tiene una discontinuidad esencial
en X = A.

PROBLEMA 4.1

Utilizar la definicion de limite de una funcion bivariable para demostrar que
2
lim —Y_ =0

(2,y)—(0.0) ° + 4

SOLUCION

Si se tiene ¢>0,se debe hallar un 6, 6() >0, tal que si (z,y)eR? vy

2
/72 + 32 < 6, entonces se cumple que |——

x? + 12

< €.

Puesto que (z — y)? > 0, entonces, 2 + 3> — 2zy > 0; de donde, x? + 3> > 2xy,
para cualquier z, y € R.
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Por otra parte, dado que |z| = v/x?, entonces,

zy zy
= | x| < | z|

x? + y? 2zy

%y
x? 4+ y?

1 1
S §|CU| S 5’\/ CEQ +y2

Al tomar 6 = 2¢, VY(z,y) # (0,0), se llega a :

Vv 2 +y? < 8, implica que

De esta manera se ha demostrado por medio de la defincién de limite de una
funcién bivariable que,

.CCQy

x? + 92

< 1\/:1:2 +y? < %(26) =e.

-2

2
(z,9)—(0,0) T2 + Y

PROBLEMA 4.2

Calcular lim e’ [cos y + sen Q] )
(z,y)—(0,m) 3 3

SOLUCION

Al reemplazar x, y por los valores hacia los cuales tienden respectivamente se
tiene :

li [ y Q]: o[ l E]
(%yz)rz(om)e 0053+sen3 e cos3+sen3 ,
1 3 1
=_—+X2="(1 .
o+ = 5 +/3)

Por tanto,

1
ltm ex[cosg—l—seny]:—l—i— 3).
Llim € |eos g Hseng] = 51+ V3)

PROBLEMA 4.3

Calcular  lim f — yQ.
(x,y)—(1,1) T°— Y

SOLUCION
Facilmente se puede ver que,

r—y

lim T,

(z,y)—(11) T

0
2
Esta indeterminacién se puede eliminar al factorizar el denominador y
posteriormente cancelar en numerador y denominador el factor comun, asi :
T—Yy . 1 1 1

lim = lim = = —,
(@,y)—11) (z+y)(z—y) (@y-anzt+y 1+1 2
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En consecuencia,

lim f — y2 =
(z,y)—(11) 22—y

N | —

PROBLEMA 4.4

Calcular lz

m (L) \/— — \/_
SOLUCION

Antes de efectuar el calculo se hace notar que el dominio de definicion de la
funcion esta constituido por las parejas (z,y) tales que \/E >0y \/§ > 0.

Entonces,
0

lzm )
(L) \/E — \/_ 0
Al racionalizar el denominador de la funcién se tiene :

lzm l' \[—i_\/_
11\/——\/_ (z, 11\/_—\/_\/_+\/_

-9z +/y)

= lim

(z,9)—=(1,1) =Yy
o lzm f+ﬁ— 1+1=2.
z,y)—

De manera que,
= 2.

lzmll f—\[

PROBLEMA 4.5

Vaty?+1-1

Calcular lim 5

(z,9)—(0,0) z2y
SOLUCION

Al reemplazar x,y por los valores hacia los cuales tienden se obtiene :

. Vary?+1-1 0
lim = —,
(,y)—(0,0) z?y? 0

Esta indeterminacion se elimina al multiplicar numerador y denominador por el
conjugado del numerador y luego simplificar, asi :

PN 2 | ) N Ve
(2,3)=(00) v [Vaty? +1+1] (@, y2[Valy? +1+1])
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lim Wary? +1-1][Valy? +1+4 1] li z?y?
= rm
(.y)—(0,0) 22y? [ a?y? + 1+ 1] (2,9)—(0.0) 22y2[\/22y? + 1+ 1]

1

zm —=.
—(0,0) \/nyQ—I— +1 2

= l

Se concluye entonces que,

PROBLEMA 4.6

lcul
Calcular lzm "o \/E—\/_
SOLUCION
. 0
E t —.
s evidente, que lzm "o \/_ — \/_ 5

Al multiplicar numerador y denominador por el factor de racionalizacion

Va1,

se obtiene :
hm 1' W)V + Vz + 1)
Uf—f (2,y)=(1,1) f—\[f+\f+1’
_ lim —y)( \/:1:7 +/z+1
(xvy)—>(1,1) r—y
= lim (Va2 +Yr+1)=
(z,y)—(1,1)
Por tanto,
l .
zm e \[ — \/, =3
PROBLEMA 4.7

. SeEn I
Calcular  lim Y.

(r.y)=(02) Y
SOLUCION

Al hacer el reemplazo de z,y por los valores hacia los cuales tienden, se
obtiene :
senzy 0

lim = —,
(z,y)—(02) X 0
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Para eliminar la indeterminacion se recurre al conocido limite indeterminado
para funciones de una variable :

lim 2% 4.
z—0 X
En consecuencia,
I senwy lim y (sen zy)
(,9)—(0.2) & (,y)—02) Ty
= [ lim y]{ lim 2 :
(z,9)—(0,2) (z,y)—(02) 2Y
=2(1) =2
Por tanto,
li senzy 5
(2,9)-(02) T '
PROBLEMA 4.8
Calcular  lim Qxy 5
(z,y)—(0,0) T2+ y
SOLUCION
Ty 0

Por simple inspeccion lim — = _.
g g (2,9)—(00) 22 +y* 0

En este caso, no es posible eliminar la indeterminacibn  por métodos
algebraicos. Se recurre entonces al paragrafo, aparte 1), para lo cual se
proponen dos "caminos" que tienden a (0,0) como punto de acumulacion, asi :

Sea S = {(z,y) € R*/z = 0}.Figura 4.3.a.
N y

v

(0,0) X

Fig. 4.3.a

En este conjunto, hay acercamientos al punto (0,0), a través del eje y. Por
consiguiente,

lim W lim 0(y) =lim o

- - — 0.
(z,y)—(0,0) T* + y* y—0 02 4+y%  y0y?
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Sea S, = {(z,y) € R*/y = x}.Figura 4.3.b.

N y
(0,0) X
Fig. 4.3.b
De esta manera,
lim L m z(z) — 7 x_2 _ 1
()~ (00) T* + y? r—0 2 4 22 a—0 222 2
La funcion f(z,y) = Qiy > tiene limites diferentes a traves de diferentes
=ty

"caminos" cuando (z,y) — (0,0). Por tanto, por el criterio antes mencionado, se
puede afirmar que

lim ——Y _ no existe.
(2,9)—(0.0) T° +y?
PROBLEMA 4.9
2 2
Calcular  lim L 1Y°
(z,5)=(00) T+Y
SOLUCION
. 2 +y2 0
Igual que en el Problema 4.8, se puede ver que lim = —.
(z,5)—(00) T+Y 0

Se toman dos conjuntos de puntos diferentes que tienden a (0,0) asi :
Si1 = {(z,y) € R*/y =0}.Figura 4.4.a.

/\y

v

Fig. 4.4.a
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Entonces,

) 2 2 ) 2 02 '
lim Tty :lzmacJr = lim x=0.
(z,y)—(0,0) T+ Y z—0 40 2—0

Sea S, = {(z,y) € R*/y = 22} .Figura 4.4.b.

rYy
(0.0) M
Fig. 4.4.b
A través de S, el limite se calcula asi :
2 2 2 2\ 2 3
(x,lgjﬁ(o,()) mxj;z B l%ﬁo % - li@o % - % =0

Se puede ver que el limite existe y vale cero, a travées de dos caminos
diferentes. Pero esto no significa que efectivamente el limite sea cero. Se debe
demostrar formalmente este hecho.

Para ello, se recurre a una sustitucion a coordenadas polares :
x =rcosb, y=rsenf. Cuando = — 0y y — Oentonces, r — 0.

Por tanto,
z? +y? - r?cos?0 + r’sen’d
(z,y)—(0,0) T+Y r—0 rcosf +rsend

. 1%(cos*0 + sen?0)
= lim ,
r—0 1(cosf+ sen )

1 1

cos + senf r—o 0039+sen0( )
En consecuencia,
2 2
lim Tty = 0.

(z,y)—(00) T+Y

PROBLEMA 4.10

2 2
Calcular  lim M_
(z,y)—(0,0) Tty
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SOLUCION
Por simple inspeccion se puede ver que

im  Sen@®+y?) 0
(z,y)—(0,0) z+y 0

Para eliminar esta indeterminacion, se multiplica numerador y denominador por
la expresion 2 4 y? :
lim 50 (22 +y?) _ lim €T (22 + le(xQ —|2- y?)
(2,9)—(00)  T+Y (2,9)—(0.0) (@ +y)(z®+y?)

Y

lim  S€n (x2+y2)] l lim z?+y?
(@,9)—00) (@2 +y?) | | @y)—00) T+y |

2 2 2 2
Como Ilim w =1y lim Tty =0, (Problema 4.9)
(2,9)—(00) (22 +y?) (2,9)—(0.0) T+ Y
entonces,

lim sen (@® +y*) _ 1(0) =0
(x,y)=(00)  T+Y '

PROBLEMA 4.11

2 -9 2
Calcular lim J; try -2y 5
(z,y)—(0,0) &° + 22y — 3y

SOLUCION

. . 2 -2y 0
Facilmente se puede ver que lim 9’; Y~ 2y 5=
(x,y)—(0,0) ©° + 22y —3y= 0

Al factorizar numerador y denominador y simplificar se tiene :

lim = ——
(2,y)—00) (T +3y)(x—y)  (my)—00z+3y 0

(r4+2y)(x—y) I r+2y 0
Como la indeterminacion subsiste, definase dos conjuntos de puntos que
tienden a (0,0) :

S1 = {(z,y) € R*/y =0} .Figura 4.5.a.

Por tanto,

2 2
lim TE gy 2 (O):limlzl.
(z,y)—(0,0)  + 3y z—0 x + 3(0) y—0

Sy = {(z,y) € R?/y = z.Figura 4.5.b.

Entonces,
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N y A y
(0,0) X (0,0) X
Fig. 4.5.a Fig. 4.5.b

T+ 2y . T4+ 2 .3 3

mn = tmm = tm - = —.

(z,9)—(0,0) T + 3y r—0 T+ 3x y—04 4

Puesto que la funcién f(z,y) = v+ ay —2y° tiene limites diferentes por
’ x? + 2xy — 3y?

diferentes "caminos" que tienden a (0,0) como punto de acumulacién, entonces
se concluye que
2 2
) c+zy—2
lim y— 2y

no existe.
(2,y)—(0,0) ¥* + 22y — 3y

PROBLEMA 4.12

} e’ —1
Calcular lim 3.
(z,y)—(0,0) =+ Y

SOLUCION

Al reemplazar respectivamente z,y por los valores hacia los cuales tieden se,
se constata que
. ev—-1 0
lim — 5 = -
(z,y)—(0,0) T2+ Y 0

Para calcular el limite por medio de acercamientos, definase dos conjuntos de
puntos que tienden a (0,0) :

A
y
Ay
(0,0) X (0,0) X
Fig. 4.6.a Fig. 4.6.b
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S1 = {(z,y) € R*/y =0} .Figura 4.6.a.
El limite a través de S, se calcula asi :

lim ev—-1_ m ex(O)_l—lim O—O
(0,9)—00) 22 +y2 20 22 +02  go0 22

Sea S, = {(z,y) € R?/y = x}.Figura 4.6.b.

Entonces, a través de S, el limite se calcula como

i e — 1 . er@ 1 1 o e’ —1 1
m —_— = - = = — _
(2,y)—(0,0) T2+ y? 20 22+ 22 2 -0 a2 2

22

—1 e
= 1, pues se basa en el conocido limite para

. e
Se hace notar que [lim 5
z—0 x

funciones de una variable que establece :

) e’ —1
lim =1.
z—0 T
i L, e’ —1 .
Como los limites de la funcién f(x,y) = ——— atravésde S; y S, son
332 + y2
diferentes, entonces,
. e’ —1 .
lim ———— no existe.
(2,9)—(0.0) * +y?

PROBLEMA 4.13

e” v 1
(z.y)—(00) sen(z* +y?)

SOLUCION

Método1) Facilmente se puede establecer, inicialmente, que :

lim etV -1 _0
(z,y)—(0,0) sen(z?+y?) 0

Al multiplicar numerador y denominador por el factor z?> + y? se tiene :

Pt D PR et V (R 39
(2,9)—(0,0) sen(z? +y?)  (2.9)—(00) sen(z? +y?)(z? + y?)

—  lim exzﬂ’z—lH 7* +y? H
(,9)—(0,0) 22+ y? | [sen(z?+y2)] )’

— lim ﬁ] i {M]
(z,9)—(0,0) | x4+ y? (z,y)—(0,0) | sen(z2 +y2) |

Y
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. er’tv’ _ 1
2y lim e
. e” v —1 (z,y)—(0,0) T°+Y 1
lim 5 = 5 == =1
(2,y)—(0,0) sen(x? +y?) lim sen(z® +y*) 1

(2,y)—(0,0) T*+y?

Método 2) El cambio a coordenadas polares conduce a :

x =rcosb, y=rsenf;cuando =z — 0y y — Oentonces, r — 0.
Entonces,

i e.772-‘ry2 -1 i e(rcoso9)2+(rsenc9)2 -1
m — = lim ,
(z,y)—(0,0) sen(z? +y?) r—0 sen|(rcos0)*+ (rsen§)?]
e’ -1
= lim .
r—0 sen r?

Al aplicar Regla de L'Hopital se llega a :

’ ey’ _ ] ” 2re’ ” e” 1
m _— = im = lim
(z,y)—(0,0) sen(z? +y?) r—027rcos r? r—0cosr? 1

En consecuencia,

. er’ty’ — 1
l'Lm ﬁ — 1
(z.y)—(00) sen(z? +y?)

PROBLEMA 4.14

) cos /xy — 1
Calcular  lim —
(z,y)—(0,0) Y

SOLUCION

cos,/xy —1
A simple vista se pude establecer que lim ORIV D 9.
(z,5)—(0,0) Yy 0

Al multiplicar numerador y denominador por cos,/xy +1 se tiene :

cos\/ry — 1 _ (cos\/zy —1)(cos,/ry +1)

lim lim ,
(z,y)—(0,0) Yy (z,1)—(0,0) y(cos,/xy + 1)
' z(cos® /xy — 1)
= ltm

(z,9)—(0,0) zy(cos\/xy + 1)’

2
_ xsen? ., /Ty
= — lim

(2,y)—(0,0) TY(cos,/xy + 1)’

2
— " im :p;en Jry |
(z,1)—(0,0) (y/xy)?(cos\/zy+ 1)

=—-=1.



78 Aplicaciones de Calculo de Varias Variables

. cos\/zy — 1 i {lsenQ\/aTyH T H

(z.9)—(0,0) y () —(0,0) (v/zy)? | [(cos\/zy +1)
/ 2
= — lim lsen zcy} l lim a: },
(z,y)—(0,0) \/TY (2,5)—(0,0) (cos/xy + 1)

=(—-1).(0) =0.

Por tanto,
Jry—1
lim N,
(z,y)—(0,0) Y
PROBLEMA 4.15
Ty seny?

Calcular lim A A
(2,9)—(0,0) T*+y?

SOLUCION
xy seny> 0

Por simple inspeccién se pude ver que lim LT g —
P P P g (z,y)—(0,0) x*+ y? 0

Al multiplicar numerador y denominador por y? se obtiene :

3 3 3
. Y Sen . Try. Sen
lim % = m yﬁly—4y3
(2,y)—(0,0) ' +y (z,y)—(0,0) (x*+y*).y

4 ] 3

) Ty seny
= lim ;
(2,9)—(0,0) {[(w4+y4)_l y? ]}

:[lz’m i] lim [SG"ySH (A)

(,9)—0,0) Z* +y* | | @y)—00 [ ¥°
VS y
N\ y
(0,0) X (0,0) X
Fig. 4.7.a Fig. 4.7.b

Para calcular el primer limite, se definen dos conjuntos de puntos que tienden a
(0,0) como punto de acumulacién, asi :

Sea S = {(z,y) € R*/z = 0}.Figura 4.7.a. Entonces,
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lim zy’ = lim (0) y' = lim g =0.
(2,9)—(0,0) =4+ y* y—0 0%+ y*) y—0 Yy

Sea S, = {(z,y) € R*/x = y*}.Figura 4.7.b.

4

El limite de la funcion f(z,y) = fi ; se calcula de esta manera :
Tt +y

4 2,4 6
. ryt . vy y
lim . 1 lim TNl L1 lim I

(2,y)—(0,0) =" +y y=0 (P) +yt 0 Pty
6 2
= lim J =

Aunque el valor del limite por diferentes caminos es uno, se debe probar
formalmente, que existe y vale uno. Para ello se emplea la técnica de
acotamiento :

4 4 4
x4+y4 x4+y4 y4
Por tanto,
4
0< | oy | <lal
Tt +y
Puesto que
lim 0 =0; Iim x =0,
(z,y)—(0,0) (z,)—(0,0)

entonces por el Teorema del emparedado se concluye que

. T y4
lim Y 0.

(z,y)—(0,0) ° + Y

Por otra parte,

[0
(z,y)—(0,0)

Al reemplazar estos valores en la expresién (A), finalmente se obtiene que

3
. Ty seny’ B
(xé@(o,m eyt O =0

PROBLEMA 4.16

2

Calcular lim Y 5
(:c,y)—>(0,0) $+y

SOLUCION

. . C . . Ty ? 0
Por simple inspeccién lim 5 ==
(2,9)=(0,0) T+ Y 0
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Se va a calcular el limite por medio de acercamientos a (0, 0).

Sea S; = {(z,y) € R*/y = z}.Figura 4.8.a.

Ay A y
(0,0) X ' >
(0,0) X
Fig. 4.8.a Fig. 4.8.b
Entonces,
- xy® , rx? , z
lim 5 = lim 5 = lim ,
x? 0
= lim =-=0.
§—>O 14+ 1

Sea S, = {(z,y) € R*/y = 2?}.Figura 4.8.b. De esta manera,

2 212 5
lim Y — lim (7)22:&771 T
z—0 T + (2?) a—0 T+

(2,9)—(0,0) T+ y?

5

.174

=lim ———— =lim
z—0 CC(1+Z'3) —0 14+ 23

Ty 2 . .
por diferentes caminos

No obstante que el limite de la funcién f(z,y) = p—

vale cero, es necesario probar formalmente este hecho. Se utiliza para ello la
técnica del acotamiento y posteriomente el Teorema del emparedado :

zy? < |xy2‘ _ x|y2‘ — 2

0<

r+y?| T x x
Es decir,
2
0< xx f | <V
Puesto que
lim 0 =0; lim y? =0,
(z,y)—(0,0) (z,)—(0,0)
entonces,
W,

ltm 5 =
(z,y)—(0,0) T+ Y
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PROBLEMA 4.17

_1)2
Calcular lim (y2 D) Senmj.
(z,9)—(0,0) 2>+ (y—1)

SOLUCION

Facilmente se pude ver que lim (y = 1)senzy = 9.
(z.)—0,00 2+ (y—1)% 0

Se definen dos conjuntos de puntos que tienden a (0,1) :

Sea S; = {(z,y) € R?/y =z + 1}.Figura 4.9.a.

/\y rY

(0,1)
0.,1)

x/j? Fig. 4.9.a Fig. 4.9.b

El limite a través de S; se calcula asi :

x ¥
X

. —1)2 o x?sen|x(x+1
W=Dy atsenlate )]
(x,y)—(0,0) T*+ (y — 1) z—0 x4+ x
) x%en[m(m + 1)}
= lim ,
x—0 2.%2
1

= —lim sen[m(z—l— 1)] = %(0) =0.

r—0

Sea S, = {(z,y) € R?/y = 2* + 1}.Figura 4.9.b. Entonces,

lim (y — 1)%sen xy _ rtsen|z(z? 4+ 1)]
(2,y)—(0,0) >+ (y—1)2 z—0 z? + ot
ztsen|z(z? +1)]
z—0 z?(1 4 x2)
w?sen[x(z® +1)] 0

=—-=0.
z—0 1+ 22 1

Y

Y

(y — 1)%sen xy
z?+(y—1)°
diferentes cuando (z,y) — (0,0), vale cero, se debe probar formalmente que
existe y vale cero.

Aunque el valor del limite de la funcion f(x,y) = por dos caminos
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Al multiplicar numerador y denominador por por zy se llega a :

. (y — 1)%sen zy . { l ry(y —1)% ] [sen xy] }
lim = lim ;
(@,9)=0,0 >+ @y =12 @y-00| [+ -] [ y
—12 17T
i N g sen]
(,9)=0,0) 2> + (y = 1)? ] [(@.y)—(0,0) =y
(A) (B)
Para calcular el limite (A) se recurre al acotamiento :
zy (y — 1) zllyly -1 _ |=lly|y—1)?
< < = .
"SleremSeeer S o7 P
Por tanto,
zy (y —1)°
22+ (y—1)2 < |z]ly|-
Puesto que,
lim 0 =0; lim |xHy‘ =0,
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)
entonces,
. (y —1)%senzy
lim =0.
(2,9)—(0,0) &* 4+ (y—1)?
En cuanto al limite (B),
. sen xy
lim =1.

(z,9)—(0,0) Y
Finalmente,
(y — 1)%senxy

= (0).(1) = 0.

lim
(2,9)—(0,0) 22+ (y—1)2

PROBLEMA 4.18

Calcular  lim xyarctg Y.
(z,y)—(0,0) x

SOLUCION

. 0
En este caso lim xy arctg LA arctg —.
(z,y)—(0,0) x 0

Se recurre a la técnica de acotamiento :

Puesto que

arctgg‘ < g, entonces, por propiedad del valor absoluto, se
i

puede escribir :
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Al multiplicar los tres términos de esta cadena de desigualdades por el factor xy
se presentan las siguientes situaciones :

)Siz>0y y>00si <0y y <0, entonces :

— Emy < zyarctg Yy < Emy
2 x 2
Como Ilim — ny =0y lim zxy = 0, entonces por el Teorema del
(z,y)—(0,0) 2 (,9)—(0,0)

emparedado se concluye que

lim xy arctg Y _o.
(z,y)—(0,0) z

2) Siz<0y y>00z>0y y<0, setiene:

s Y 7
—zy > xyarctg = > — —xy,
2 T 2

es decir,
— z:Isy < zyarctg y < zxy.
2 T 2

Puesto que lim — Eacy =0y lim Exy = 0, entonces por el Teorema
(2,y)—=(0,0) 2 (w,y)—(0,0)
del emparedado se llega a :

lim xy arctg Y _o.
(z,9)—(0,0) z

PROBLEMA 4.19

Calcular  lim  (1+ :c%ﬂ)‘ﬁ .
(z,5)—(0,0)

SOLUCION

Por simple inspeccion se puede ver que se origina una indeterminacion :

1

lim (1 +2%y%) 7% =1,

(z,y)—(0,0)
Ahora bien, para funciones de una variable se sabe que lz’mO (1+ x)‘% —=e.
xr—
Con base en este ultimo criterio, se obtiene :
%2
1 1 12+y2
lim 1+ 2%y 77 = lim [ 1+ 2% Z_ﬂ]
(z,9)—(0,0) ( ) (z,y)—(0,0) ( )
S —lim £
lzm (1 _|_ x2y2) 24y2 — é (z,y)—(0,0) 7Y (A)
)

(z,y)—(0,0
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2,,2
Enseguida se calcula lim %.Para ello se recurre a un cambio a
(z,y)—(0,0) =+ Y

coordenadas polares :

x =rcosf, y=rsenb,

cuando =z — 0y y — Oentonces, r — 0. Por tanto,

lim 2?y? . (rfcos?0)(r*sen®0)
(2,9)—(0,0) 2 +y2  r=0 r2cos20 + r2sen2f ’
. rtcos?0 sen’d
= lim
r—0 r2 ’
= (cos*@ sen?0) lim r* = (cos*0 sen?d) (0) = 0.

r—0

Al sustituir este ultimo resultado en (A), se concluye que

1
li 14 2%y?) # = e =1.
<x,yz>72<o,o>< YY) A= e

PROBLEMA 4.20

. SEN T
Calcular lim _senry
(z,y)—(0,0) SENT seEN Y

SOLUCION

A simple vista se ve que lim STy _ 9.
(z,y)—(0,0) senx seny 0

Para eliminar la indeterminacion se multiplica numerador y denominador por el
factor zy, para obtener :

) sen xy .
lim _— = lim ,
(z,y)—(0,0) senx seny  (z,y)—(0,0) TY.Sen T seny

B (x,éi)@((),o) { [Sejyxy] [ser [sei/zy] }’

_ 1 sen wy 1 11 1
_(x,{yl)ni(o,()){[ Ty ][senx] seny]}>

T Sy

TY.sen Ty

=111=1.

En consecuencia,

lim NTY g
(z,y)—(0,0) Sen T seny ’

PROBLEMA 4.21

4

Calcular lim y )
(2,y)—(0,0) T* — 22y + 2y
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SOLUCION

4

Evidentemente, lim ———> _ =
() —(0,0) T — 20y + 2y

0
-

Para eliminar la indeterminacion, se expresa el denominador de la funcion dada
de la siguiente manera :

4 4
lim y lim Y

(0 9)—(0,0) T2 — 20y + 2% (0,9)—(0,0) (2% — 2z + 42) + 42’

y4
= lim —_—
(2,9)—(0,0) ( — y)? + ¥

Enseguida se procede a utilizar la técnica del acotamiento :

4 4 4
Yy Yy ) 2
0< = < =g
e I ) R Py N R
Por tanto,
4
Yy 2
0< —F —— < ¢~
S -y +ye Y

Al calcular el limite cuando (z, y) — (0, 0) en los extremos de la anterior

desigualdad, setieneque Ilim 0=0y lim y*>=0.
(z,5)—(0,0) (z,5)—(0,0)

Entonces por el Teorema del emparedado se concluye que
4
' Yy
lim _o.
(z,y)—(0,0) T2 — 2xy + 2y?

PROBLEMA 4.22

: —2)(y —3)
Calcular lim (@
(@.y)—(23) (T —2)* + (y — 3)?

SOLUCION

, . . —2)(y —3) 0
Facilmente se puede ver que lim (@ = —.
P a (2,9)—(23) (—=2)2+(y—3)* 0

Para este problema conviene un cambio de variables :
u=x—2; six— 2, entonces u — 0;
v=y—3; Siy— 2, entonces v — 0.

Por tanto,
lim (x—2)(y—3) _ . Uv
(@y)—23) (=22 +(y—3)%  (uv)=(00) u?+0v%

Este ultimo limite no existe, en correspondencia con el Problema 4.7.
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Por tanto se puede concluir que :

, (x —2)(y —3)
lim
(2,9)—(23) (T —2)% + (y — 3)?

no existe.

PROBLEMA 4.23

Calcular lim sen (22% + )
(@,y)—(0,0) 2% —y?

SOLUCION

: ... 0
En este caso se presenta una indeterminacién o’ estoes:

sen (222 +y%) 0

lrm = _,
(2,y)—(00) 2% —y? 0
N y
N y
N > >
(0,0) X (0,0)
Fig. 4.10.a Fig. 4.10.b

El calculo del limite se hace por medio de acercamientos, para lo cual, se
definen dos conjunto de puntos que tienden a (0,0)como punto de
acumulacion :

Sea S = {(z,y) € R*/z = 0}.Figura 4.10.a.

Entonces,
. 222 2 . 2(0)2 2
lim sen(2x —:y):lzm sen((Q) —l;y)’
(2,y)—(00)  T*—y y—0  (0)2—y
2
—lim *Y— 1,
y—0 —y

Sea S, = {(z,y) € R*/y = 0}.Figura 4.10.b.

De esta manera,

sen (222 + y?) sen (222 +02?)

lim = lim ,
(z,y)—(0,0) 2 —y? z—0 x2—02
_ i, 50 22
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, 2¢° + y* , 212
lim sen (230 +2y ) _ ol SEM 2:6
(z,y)—(0,0) -y y—0 2T

=2(1) =2.

sen (222 +y?)

Puesto que la funcidon f(z,y) = 3 tiene limites diferentes a través
—y

i
de dos conjuntos de puntos que tienden a (0, 0), entonces se concluye que

sen (2z% + y?)

lim 5 5 no existe.
(m,y)—>(0,0) s =Yy
PROBLEMA 4.24
z?—y?
Sea f(x,y) = T +y siz#y
0 si x=uy.

Estudiar la continuidad de la funcion en (0, 0).

SOLUCION
Al aplicar el Paragrafo 4.6, se obtiene :
1) f(0,0) = 0.
) lim BV gy ERWEY o
(z,y)—(0,0) T+Y (z,)—(0,0) Tty (z,5)—(0,0)
.76‘2 _ y2

Puesto que lim

= f(0,0) = 0, entonces se concluye que la
(z,y)=(0,0) T+Y f(0,0) yea

o2 —y?
funcion  f(z.y)={ z+y ° “7 Y escontinuaen (0,0).
0 si T =y.
PROBLEMA 4.25
33'2 _ y2
Sea f(z,y) = z2+y?2 si (z,y) #(0,0)

0 si (z,y) = (0,0).

Estudiar la continuidad de la funcion en (0, 0).

SOLUCION
1) f(0,0) = 0.Luego f(0,0) existe y vale cero.
2 2
2) Para calcular lim Y se definen dos conjuntos de puntos que

(z,y)—(00) T+Y
tienden a (0,0) :

Sea S; = {(z,y) € R*/z =0}.Figura 4.11.a.
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N y
N y
X > >
(0,0) X (0,0) X
Fig. 4.11.a Fig. 4.11.b
Entonces,
lim :132 y2 = lim y2 =lim g — 1.
(z,y)—(0,0) T= + ¥y y—0 0+y y—=0 Yy
Sea S; = {(z,y) € R*/y = 0}.Figura 4.11.b.
El limite se calcula como,
. 2 .2 ' 2_ 2 ‘ 2
lim xQ y2 = lim :52 =lim x_2 =1.
(z,5)—(0,0) T2 + ¥y z—0 2%+ 0 y—0 T

Puesto que los limites son diferentes a través de diferentes caminos que tienden

a (0,0), entonces,

2 y2 _
lim ——5 No existe.

(2,y)—(0,0) T> +y

x2 _ y2
En conclusion la funcion f(z,y) = 22 + 42
0 si (z,9)=1(0,0).

presenta una

discontinuidad esencial en el punto (0,0), dado que el limite no existe.

PROBLEMA 4.26

m3y3 _
Sea f(z.y)={ 2+y? O @V # 00
0 si (z,y)=(0,0)

Estudiar la continuidad de la funcién en (0, 0).
SOLUCION
1) £(0,0) = 0. Luego f(0,0) existe.

3,,3
. xT ’ .
2) Para calcular  lim % se efectlia un cambio a coordenadas polares :

(x,y)=(0,0) L= T Y

x =rcosf, y=rsend; cuando z — 0y y — 0entonces, r — 0. Por tanto,
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lim 3y? _ (1r3cos30)(r3sen?)
———— = lim
(2,5)—(0,0) 2* + y* r—0 12c08%0 + r2sen’d ’

_ r9cos36 sen3d
= 97 72 ’
= (cos30 sen?0) lim0r4 = (cos®0 sen?) (0) = 0.
Por tanto,
3,3
(2,y)—(0,0) T° + Y

3,,3

3) Puesto que  lim = f(0,0) = 0, se concluye que la funcion

flz,y) =< 22492 es continua en (0,0).

0 si (z,y) =(0,0)

PROBLEMA 4.27

2 2

Sea f(wz,y) = Z;Z

Estudiar la continuidad de la funcién en (0, 0).
SOLUCION
1) £(0,0) no existe.

2 _ 2 _
2) im ——Y = lim (z+y) y))
(z,y)—(0,0) T +Y (z,9)—(0,0) T +y
= lim z—y)=0.
(z,4)—(0,0) @=9)
2_ 2

Como lim
(z,y)—(0,0) T +Y

presenta una discontinuidad evitable en (0, 0). Esto permite redefinir la funcién y
convertirla en continua de la siguiente manera:

existe y vale cero, entonces en este caso se

2 2

e -y :
F(z,y) = z+y si (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).

La funcién F(z,y) es continua en (0,0). En efecto,

1) F(0,0) = 0.Luego F(0,0) existe.

2) lim F(x,y)= lim i A—y
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) T +Y
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2 .2
Puestoque lim  F(z,y)= lim Sl A F(0,0) = 0, entonces la
(z,4)—(0,0) (z,5)=(0,0) T +Y
funcién F(x,y) es continua en (0,0).
PROBLEMA 4.28
5 1 ,

Considerar la funcion f(x,y) = g Sen[x y} Sl (@) 7 (0,0)

k si (z,y) =(0,0).

Determinar el valor de k para que la funcién f(z,y) sea continua en (0,0).
SOLUCION
1) f(0,0) = k£, k por determinar.

2) El limite de la funcién f(x,y) cuando (x, y) — (0, 0) se calcula por medio de
la técnica de acotamiento :

1
0< 1'28671[ H:atQ sen[

= Tty

Entonces,

AN

0< 33‘28671[ 1 }
rT+y

Esto es cierto por cuanto la funcion seno es acotada y su valor esta en el intervalo
[—1,1].

Al tomar limites en los extremos de la anterior desigualdad se tiene :

lim 0=0; lim z? = 0, entonces por Teorema del
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

emparedado se concluye que

lim x? sen[ 1 ] =0.
(z,9)—(0,0) rT+y

Luego, para que la funcidon dada sea continua se requiere que k =0, y, de esta
manera la funcion

flx,y) = 2 [xiy] si (x,y) # (0,0)
0 si (z,y) =(0,0).

es continua en (0, 0).

PROBLEMA 4.29

Considerar la funcion f(z,y) y estudiar la continuidad en (0,0) :
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(z+ 1)y —1)*
flz,y) = (x4 D)4+ (y —1)8 si (z,y) # (—1,1)
0 si (z,y)=(-1,1).

SOLUCION
1) £(0,0) = 0.Luego f(0,0) existe.
2) Se calcula el limite de f(x,y) por medio de acercamientos :

Sea S; = {(z,y) € R?/x = —1}.Figura 4.12.a.

y ry

Fig. 4.12.a Fig. 4.12.b

Entonces,

(z+1)%(y—1)° (—1+1)°(y—1)°

li _
o) @+ D)+ (=18 gt (— 1+ 1)+ (y— 18
0
= lim =0
y—>1 (y— 1)4

Sea S, = {(z,y) € R?/y = 1}.Figura 4.12.b.
A través de S el limite se calcula asi :

(z+1)%(y —1)° (z+1)°(A—1)°

Iz = s
1) @+ )+ (y—DF  Gon (kD (1 1)
- ?T,l (x 4+ 1)* =0

Sea S5 = {(z,y) € R?/y = — z}.Figura 4.12.c.

De esta manera,

: (z +1)*(y — 1)* : (z+1)*(—z—1)
[ —
1) @)+ (y—1F S @t D (2 - 1)
= lim (z +1)*
r——1 (z+ 1)+ (z+1)5
= lim 1 1.

z——114 (x4 1) -
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(z+1)*(y — 1)°

@1+ (y—1)° son diferentes a través d

Como los limites de la funcion

conjuntos de puntos para los cuales (x, y) — (—1,1), entonces,

B Caeet Vi (s

no existe.
(2,y)—(-1,1) (x+ 1)+ (y — 1)°

/\y

\4

Fig. 4.12.c

Finalmente se concluye que la funcion

(z+1)(y -1
flz,y) = (x+1)*+ (y — 1)6 si (z,y) #(—1,1)
0 si (z,y)=(—1,1).

presenta una discontinuidad esencial en ( — 1, 1).

PROBLEMA 4.30

Sea f(z,y) =< |z|+]y si (z,y) # (0,0)

Estudiar la continuidad de f(z,y) en (0,0).
SOLUCION

1) f£(0,0) = 0. Luego f(0,0) existe.

2) Para calcular el limite se procede asi :

De entrada se puede ver que se produce una indeterminacion :

. T senx 0
lim — = —.
(,9)—00) |z|+|y[ 0
Para eliminar esta indeterminacion se procede de la siguiente manera :

Al multiplicar numerador y denominador de la fraccion por x se obtiene :
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T senax . $2 SEN T

lim —— = lim —_
(@y)—00) |z|+|y|  @y)—00 (z|+|y)=

_ lim {[senx]l 2 }
(,y)—(0,0) r x|+ y|l)’
2

= lim [Senm].( lim -xi],

(x,y)—00) L = z,y)—00) ||z + |y
2
=1. lim lxi] (A)
(@.y)—(00) [|z]+ |y|

El limite que aparece en (A) se calcula por medio de acotamiento :

z? z? o _ el
0<|———|= < < = |=|.
e N 17 B e
Por tanto,
2
0< | ———| < |a]-
2| + ||
Al tomar limites en los extremos de la desigualdad se obtiene :
lim 0=0; lim |z| =0,
(z,y)—(0,0) (z,5)—(0,0)
entonces por Teorema del emparedado,
2
lim S
(2,9)=00) |z + |y|
Al reemplazar este ultimo valoren (A) :
lim o (1).(0) = 0.
w00 Tal+ g~ O
Puesto f(0,0) =0y lim LIRT (1).(0) = 0, se concluye que

(@.y)—(00) ||+ |y|

—— §i 0,0
fz,y) =14 |=|+]y] S (@) # (0.0 es continua en (0, 0).

0 si (z,y) = (0,0).

PROBLEMA 4.31
tg(3z* + 3y%) .
Sea flz,y)=4{  2+g O (z,y) # (0,0)
3 si (2,9)=(0,0).

Estudiar la continuidad de la funcién en (0, 0).
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SOLUCION
1) £(0,0) = 3.Luego f(0,0) existe.
2) Para calcular el limite de la funcion se procede asi :

. tg(3z> + 3y° 0
lim T3y 0
(z,y)=(0,0) == +yY 0

La indeterminacion se puede eliminar de la siguiente manera :

lim tg(3z2 + 3y?) _ lim 3tg(3z% + 3y?)
(y)=(00) 24y’ (@y)=00) 32 +y?)
: tg(3z% + 3y?)
=3 1 = =
(x,ylﬁ(0,0) 3x? +3y%
_ 3 lim sen (3x? + 3y?)
C T (@y)—00) (3% + 3y?) cos (32 + 3y2)
_ 3 lim { sen (322 + 3y2)} 1 ] }
" (2,y)—(0,0) (322 + 3y?) cos (3x2 + 3y | |’
. sen (3z% + 3y2)] , 1 ]
=3l [
(m,;ﬁ(0,0) l (322 + 3y?) (1’,;)@(070) cos (3x% + 3y? |’
=3.1.1 =3.
Luego,

. tg(3x?* + 3y?
lim T E3) g
(z,y)—(0,0) e +y

. tg(3x2 + 312
Como  lim 9B +3y%)

w00 PN = f(0,0) = 3, entonces se concluye que la funcion
z,y)—(0,0

f(il?,y): $2+y2 Sl ( ay)#(0,0)

3 si (z,y) =(0,0).

es continua en (0,0).



5. OPTIMIZACION DE FUNCIONES
MULTIVARIABLES

Optimizar una funcioén de una o varias variables es un proceso mediante el cual
se determinan los valores de las variables, para los cuales la funcién dada toma
un valor maximo o minimo. Con frecuencia,a la funcidn que se pretende
optimizar se la suele llamar FUNCION OBJETIVO.

5.1 FUNCION BIVARIABLE

Se escribe Z = F(x, y) para indicar que Z es una funcién que depende tanto
de x como de y. En estas condiciones, z y y son las variables independientes
y Z es la variable dependiente o funcion.

5.2 MAXIMOS Y MIiNIMOS PARA FUNCIONES BIVARIABLES

Para optimizar una funcioén bivariable Z = F(x,y),se procede de la siguiente
manera:

1) Determinar las primeras derivadas de f respectode zvy y: F,, F.
2) lgualar a cero cada derivada y resolver para = y y el sistema de

ecuaciones:
F, =0
F,=0.

De la solucién de este sistema, se obtienen puntos criticos (estacionarios) de
la forma ( z*, y*).

3) Calcular las segundas derivadas de F respectode zy y:
Fry; Fyy§ ny-

4) Determinar las Matrices Hessianas:

F. E
Hl — F:cx : H2 — < Tx xy) .
( ) F»T?/ Fyy

5) Evaluarcada matriz hessiana en cada punto critico ( z*, y*) y obtener su
determinante (simplemente hessianas) : | H*| y |H}|.

6) Decision:

oSi |H2*\ S0y { |Hl*\ > 0, entonces ( z*, y*) define MINIMO RELATIVO.

| H*| < 0, entonces ( z*, y*) define MAXIMO RELATIVO.
o Si |H| <0, entonces ( z*, y*) define un PUNTO DE SILLA.
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o Si |H2*\ = 0, entonces no se concluye nada acerca de la naturaleza del punto
critico.

5.3 FUNCIONES DE TRES VARIABLES

Se escribe W = F(x, y, z) para indicar que Z es una funciéon que depende de
x,yY z. En estas condiciones, =, y,z son las variables independientes y W
es la variable dependiente o funcién.

5.4 MAXIMOS Y MIiNIMOS PARA FUNCIONES DE TRES VARIABLES

Para optimizar funciones de la forma W = F(x, y, z), se procede de manera
analoga como para funciones bivariables:

1) Calcular las primeras derivadas de la funcion objetivo; esto es F,, F,, F..

2) Resolver el sistema de ecuaciones :

F,=0
F,=0
F.=0.

Al resolver este sistema, se obtienen puntos criticos de la forma (z*, y*, 2*).

3)Hallar las segundas derivadas parciales de la funcion obijetivo:

FxxyFyvazzaFwya sz y Fyz

4) Definir las matrices hessianas Hy, H, y Hj, asi :

F. F, TT Ty Tz
le(Fxx>7 H2: (F Fy>7 H3: yx Fyy Fyz
oY w sz Fzy Fzz

5) Evaluar cada matriz hessiana en cada punto criticoy calcular sus respectivos
determinantes o hessianas : | H*|, |H|y |H}|.

6) Decision :
e Si |H*|>0,|H;
RELATIVO.

eSi |HY| <0, |H| >0y |H| <0, entonces (z*, y*, 2*) define un MAXIMO
RELATIVO.

> 0, entonces (z*, y*, z*) define un MINIMO

>0y |H;

5.5. OPTIMIZACION RESTRINGIDA
5.5.1 El problema general de optimizacion

La Programacion Matematica es el conjunto de procedimientos y técnicas
empleados para encontrar la solucién 6ptima de un problema especifico.

El problema general de optimizacion se puede definir como el siguiente
problema matematico :
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Hallar los valores de las variables x,,z,,...,z, que optimicen (maximicen o
minimicen) una funcion F=F(z,,x,..,z,) Y que,simultineamente
satisfagan un conjunto de restricciones establecidas mediante igualdades vy
desigualdades. Conviene aclarar que estas restricciones también son funciones
de z,,z,,...z,. Con simbolos, se puede escribir :

Optimizar 7 =F(=x,,z,,.,z,)

172729 %) *n

SUjetaa Gl(xlaxw-")xn)
G2<x1 7x2’ "'7xn)
GH(;I:1 , Ty, ...,x")_

Ahora bien, mediante los procedimientos basados en el Calculo diferencial, se
pueden hallar los maximos o minimos de una funcion sujeta a restricciones,
hecho que comunmente se conoce como OPTIMIZACION RESTRINGIDA u
OPTIMIZACION FORZADA.

El método clasico usado para la solucion de este tipo de problemas es el
método de los MULTIPLICADORES DE LAGRANGE, que se explica en las
siguientes lineas.

5.5.2 Funcion bivariable y una restriccion bivariable
Considérese el problema de optimizacién restringida :
Optimizar 7 = F(xz,y)
sujeta a G(z,y) = k.

Desde luego que F(z,y) es la funcion objetivo y G(x,y) =%k es una
restriccion de igualdad. Se deben dar secuencialmente los siguientes pasos :

e Determinar la Funcion de Lagrange o mas brevemente lagrangiana :
L(z,y,\) = F(z,y) + A\[G((z,y) — k];
A se denomina Multiplicador de Lagrange.

e Calcular las primeras derivadas parciales de lalagrangiana: L,, L,y L),

L,=0
¢ Resolver el sistema { L, =0
Ly=0.

Al resolver simultaneamente el sistema de ecuaciones algebraicas, se obtienen
valores  (z*, y*,\*), llamados puntos criticos o estacionarios para la

lagrangiana.
e El valor 6ptimo de la funcion objetivo es L(z*, y*, \*) = F( z*, y*).
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e Para decidir si L(z,z,,A) es maximo o minimo se determina la Matriz

17729

Hessiana Acotada H,, definida como:

0 G. G,
Hy=|G: Ly Ly
Gy Lyfﬂ Ly’y

e Evaluar H, en cada punto critico y obtener Hj;.

e Decision:
Si |H;‘| > 0, entonces (z*, y*, \*) determina un MAXIMO RELATIVO.
Si \H;\ < 0, entonces ( z*, y*, \*) determina un MINIMO RELATIVO.

5.5.3. Funcion de tres variables y una restriccion en tres variables

Para optimizar funciones de tres variables de la forma W = F(x,y, z) sujeta a
la restriccion G(z,y,z) = k, también se utiliza el método de los multiplicadores
de Lagrange, asi:

1) Determinar la funcién de Lagrange o lagrangiana :
L(x,y,z,\) = F(z,y,z) + )\[G(:I;,y,z) - k],
donde )\ es el multiplicador de Lagrange.
2) Calcular las primeras derivadas de L conrespectoa z,y,zYy A; estoes,

Ly, Ly, L.y L.

3) Resolver simultaneamente el sistema de ecuaciones resultante de igualar
cada una de las primeras derivadas parciales de la funcion de Lagrange L; es
decir, obtener los valores de z,y,z y A, para los cuales se satisface el sistema
de ecuaciones :

L, =0
L,=0
L.=0
Ly=0.

De este sistema se obtienen puntos criticos ( z*, y*, z*, \*).

)
4) Calcular las segundas derivadas parciales L,,, Ly, L., Ly,, L., L,. Y
las primeras parcialesde G : G, G, y G,.

5) Determinar las Matrices Hessianas Acotadas denotadas H, y H; y definidas
como :
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0 G G, G.
H4 = !
Gy Lyif Lyy LyZ
0 G, G,
Hy=| G, Lux Luy
G, L L

Y yx vy

6) Calcular las Matrices Acotadas en cada punto critico; esto es,
Hi =H,(z*, y*, 2, \*) y
Hi = Hy(z*, y*, 2", \").
7) Decision:
e Si |H;j| <0y | Hj| <0, entonces (z*, y*,2*,\*) define

un MiNIMO RELATIVO.
Ademas, F,,;, = F(z*, y*,z") enelpunto (z*, y*, z*).
eSi |H;j| <0y | Hi| >0, entonces (z*, y*,2*,\*) define
un MAXIMO RELATIVO.
Ademas, F,., = F(z*, y*,z* ) enelpunto (z*, y* 2*).

PROBLEMA 5.1
Optimizar la funcién bivarible :

Z =2+ y> + 6xy.

SOLUCION
1) Las primeras derivadas de Z respecto de z y y son:
Z, = 3x° + 6y, Z, = 3y*+6x.

2) Al igualar cada derivada a cero se origina el sistema de ecuaciones :

322+ 6y =0
3y + 62 =0.
. L, 1,
De la la primera ecuacion : y= -5
1 2
Al reemplazar en (2) : 3[—5332] +6x=0; 3z'+24z= 0;
3z(z*+8)=0; =0 r= —2
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De =0y x = —2 seobtiene y=0y y= —2.
En consecuencia, los puntos criticos son :

P(0,0)y Q(—2, —2).
3) Las segundas derivadas parciales son :

Zyy =6x; Zy, =6y, Z =6.

6z 6
4) Las Matrices Hessianas son: H, = (6:13); H, = ( g 6y>'

5) La evaluacion de las Matrices Hessianas en cada punto critico da como
resultado :
e Enelpunto P(0,0):

6) Decision:

‘HQP = — 36 < 0.Entonces el punto P(0,0) define un
PUNTO DE SILLA.
Zz.. = 2(0,0)=0,enelpunto (0,0).

‘HZQ‘ =76>0y ‘Hf?‘ = — 12 < 0. Entonces el punto
Q(—2, — 2) define un MAXIMO RELATIVO.
Zmar = f(—2,—2)=28, enelpunto (-2, —2).

En conclusion :
Zmar = 8, €nelpunto (—2, —2)

Zine = 0, en el punto (0,0).

PROBLEMA 5.2

Optimizar la funcién bivariable :
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Z(x,y)= — 2>+ 50z — 2y> + 60y — 2xy.
SOLUCION
1) Las derivadas parciales de la funcion Z con respectoa =z y y son:
Ly = —2x —2y 4+ 50; Zy= —2x — 4y +60.
2) Al igualar a cero cada derivada y resolver el sistema

— 2z, —2x,+50=0
— 2z, —4x,+60=0,

se obtiene:
(z*, y*) = (20, 5), (Unico punto critico).

3) Las segundas derivadas parciales de 7 :

Lypw = —2; Zyy= —4; Zy= —2.
, , -2 =2
4) Las Matrices Hessianas son: H, = (— 2); H, = < 9 _ 4>.

5) La evaluacion de las matrices Hessianas en el punto critico da como
resultado las mismas matrices calculadas en el punto 4).

6) Decision :
&

=4>0y |H|=-2<0.

Puesto que ‘HZ‘ >0y ‘Hl‘ < 0, entonces el punto (20, 5).

define MAXIMO RELATIVO. Por otra parte,

Zmar = Z(20,5) = — (20)% + 50(20) — 2(5)? 4+ 60(5) — 2(20)(5)
Por tanto,

Zmaz = 650, en el punto (20, 5).

PROBLEMA 5.3

Optimizar la funcién bivariable
Z(z,y) = 3z — 3y — 223 — xy? + 22%y + 3°.
SOLUCION
1) Las derivadas parciales de la funcion Z con respectoa = y y son:

Z, =3 — 62> — y?> + 4xy; Zy = — 3 — 2zy + 222 + 312

2)Al igualar a cero cada derivada, se origina el siguiente sistema de
ecuaciones :

3— 622 —y* +4zy =0 (1)
— 3+ 222 + 3y? — 2zy = 0. (2)
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Para resolver este sistema no lineal,se procede asi: al sumar miembro a
miembro (1)y (2), se obtiene :

y? 4+ zy — 222 = 0,
(y +2z)(y —x) = 0.
Si y =z, al reemplazar en (1)se llega a :
3-322=0; v = 1.
Luego, los puntos P(1,1)y @ (— 1, — 1) son criticos.
Siy = — 2z, al reemplazar en (1), se obtiene la ecuacion :
1-622=0; z= £/6/6.

De manera que los puntos R(1/6/6, — v/6/3) y S(— 1/6/6,+/6/3) también son
criticos.

3) Las segundas derivadas parciales de 7 :

Zyw = — 120 +4y; Zy, = —2x+6y; Zy,,= —2y+4x.

4) Las Matrices Hessianas son: H, = ( — 12z + 4y);

1

o — 12z +4y —2y+4x
2\ —2y+4x —2x+6y )’

5) La evaluacion de las Matrices Hessianas en cada punto critico da como

resultado :
-8 2 8 —2
P _ . Q — :
ar= (5 0) me= (5 Z0)
_10v6 46 _ V6 46
HE — 3 3 . HS — 3 3
: ERVACRE AV : ZAVACRR VTR
3 3 3 3
_ 106 . (106
HlR—(—T)v 0y = (T)
6) Decision:
e |H| = —36 < 0. Entonces, el punto P (1,1) define un
PUNTO DE SILLA. Fyy, = F(1,1) = 0.
o HZQ = — 36 < 0. Entonces, el punto P (1, 1) define un

PUNTO DE SILLA. F,y, = F(— 1, — 1) = 0.
o [HF| =36>0y |HE| = - %0 <o,

Entonces, el punto R(1/6/6, — 1/6/3) define un
MAXIMO RELATIVO. F,,., = F(1/6/6, — v/6/3) = 1/6.
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HS| =36>0y |05 =% >0

Entonces, el punto S( — 1/6/6,/6/3) define un

MINIMO RELATIVO. F,.., = F( — /6/6,/6/3) = — \/6.
Conclusion :

Fsilla =0 en (1, 1),

Fua =0 en (-1, —1),

Fnar = v/6 €n (V/6/6, = 1/6/3),
Foin = — /6 en (—/6/6,1/6/3).
PROBLEMA 5.4
Optimizar la funcion :
Z = (z—y)(1-uzy).
SOLUCION
Al realizar el producto se obtiene que Z = = — 2%y — y + x9°.
1) Las primeras derivadas de Z respectode = y y son:
Z, = 1—2xy+ 1>, Zy = —x? — 1+ 2zy.
2) Al igualar cada derivada a cero se origina el sistema de ecuaciones :
{ 1—2zy+1y? =0
— 1422y —22=0.
Al sumar miembro a miembro las ecuaciones anteriores se tiene :

2. y= L.

y ==
Al reemplazar y = x en la primera ecuacion, se llega a :
1—2x(x)+ 22 =0,
1-22=0;2= +1.
De esta manera, los puntos P(1,1)y Q(—1, — 1) son criticos.

Ahora bien, al sustituiry = —x en la primera ecuacion del
anteriormente planteado, se obtiene :

1-2x(—z)+(—2)2=0,
14+ 22=0.
Esta ultima ecuacion no tiene solucidon en los reales.

3) Las segundas derivadas parciales son:

Lpw = —2y; Ly =2x; Zyy=2y.

sistema
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i i —2y 2
4) Las Matrices Hessianas son: H, = (— 2y>; H, = ( ny 23;)

5) La evaluacion de las Matrices Hessianas en cada punto critico da como
resultado:

eEnelpunto P(1,1):

6) Decision:
‘HZP‘ = — 8 < 0.Entonces, el punto P(0,0) define un
PUNTO DE SILLA .
2. =24(1,1)=0enelpunto (1,1).

silla

‘HQQ = — 8 < 0. Entonces, el punto Q( — 1, — 1) define un

PUNTO DE SILLA.
Zsilla — Z(_ 1, — 1) = 0,en el punto (— 1, — 1)_

En conclusion:

La funcién no tiene ni maximo ni minimo. Tiene dos puntos de silla con un valor
de Z=0,enlospuntos (1,1)y (-1, —1).

PROBLEMA 5.5

Optimizar la funcién
Z = senz+seny+sen(z+y); 0< x <7/2, 0< y<m7/2.
SOLUCION

1) Las primeras derivadas de Z respectode z y y son:

Z, =cosx + cos(z + y),
Zy = cosy +cos(x + y).

2) Se igualan a cero las derivadas antes calculadas y se resuelve el sistema
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para =y y:
cost +cos(x + y) =0
cosy +cos(x + y)=0.

De aqui se obtiene :

COST = COSY =T = Y.
Al reemplazar en la primera ecuacion del sistema :
cosx + coscos (v + x) = 0; cosx + cos2x = 0;
2cos’x +cosz —1=0.
La solucion de la ecuacion cuadratica es :
cost =1/2 0 cosx = —1.

Finalmente, = = 7/3, pues z =7 es inadmisible, dadas las limitaciones
impuestas a la funcién desde un principio.

Entonces, (z*, y* )= (7/3,7/3) es el Unico punto critico.
3) Las segundas derivadas parciales de 7 :

Zpw = —senz —sen (x + y);
Zy, = —seny — sen (v + y),
Zyy = —sen (z + y).

4) Las Matrices Hessianas son :

H = (—senx —sen (z + y)),

H - —senx — sen (v + y) —sen (z + y)
2 — sen (x + y) —seny —sen (x + y) /)’
5) La evaluacion de las Matrices Hessianas en el punto critico da como
resultado :
O T = _ :
Hl—( sen 3 sen(3+3)) ( \/§)7
H* = - \/g o \/§/2
: —V32 -3 )
6) Decision:

‘Hj — — /3 < 0. Entonces, el punto

=9/4>0y |H;

critico (7/3,7/3) define un MAXIMO RELATIVO.
Zmaz = f(7/3,7/3)=3/3 /2 enelpunto (7/3,7/3).



106 Aplicaciones de Calculo de Varias Variables

Por simple inspeccion, se puede concluir ademas que Z = 0en el punto (0,0).

En conclusién,

Zomas = 31/3 /2, enel punto (/3 ,7/3);
Zmin =0 enelpunto(0,0)

PROBLEMA 5.6

Optimizar la funcion
7 = "V (x® — 29°).

SOLUCION
1) Las primeras derivadas de Z respectode x y y son:
Z, = V(2 4+ 2z — 2¢?), Z, = €e"V(— a2 —4dy+2y?).
2) Al igualar cada derivada a cero se origina el sistema de ecuaciones :
{ e V(22 4+ 22 — 2y*) = 0
e’ V(—at—4dy+2y*) =0.

El anterior sistema es equivalente al sistema :

22+ 27 —2y° =0 (1)
— 2 — 4y +2y* =0. (2)

La suma miembro a miembro de las ecuaciones (1) y (2), conduce a :
20 — 4y =0; x = 2y.

Al reemplazar este ultimo valor en la ecuacion (1), se obtiene :
(2y)* +2(2y) — 2y* =0,
Y +2y=0y=0;y= -2

Esto significa que P(0,0)y Q(—4, — 2)son puntos criticos.

3) Las segundas derivadas parciales son:
Zpw = 7Y (2% + 4 — 20 +2) ;
Zyy ="V (x? + 8y — 2y* — 4);
Zyy =€V (—a? — 2z — 4y + 2y%).

4) Las Matrices Hessianas calculadas en cada punto critico son:

eEnelpunto P(0,0):

ar= () mr= (5 )
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eEnelpunto Q( —4, —2):
3 Ge 2 8e 2
H? = (26 2); He = (86_2 —126—2>'

‘Hf‘ = — 8 < 0.Entonces, el punto P(0,0) define un

PUNTO DE SILLA .
Zaw = 2(0,0) =0, enelpunto (0,0).

5) Decision:

‘HQQ‘ =8 *>0y ‘HIQ‘ = 2e~2 > 0. Entonces, el punto
Q( — 4, — 2) define un MAXIMO RELATIVO.
Zmar = Z(—4, —2)=8e"% enelpunto (—4, —2).

En conclusion:
Zmaz = 872, enel punto (—4, — 2);

Zsina = 0, en el punto (0,0).

PROBLEMA 5.7

Optimizar la funcion

g— 1tr-v
V1t 2?4 y?
SOLUCION
1) Las primeras derivadas de Z respectode z y y son :
1 2 -1 = 2 _
7. = +y —x+xy 7, - T —y—Y

(1+$2+y2)3/2’ (1+$2+y2)3/2

2) Al igualar cada derivada a cero se origina el sistema de ecuaciones:

1—|—y2—x—|—xy_
(1422 +y2)32
—l—xQ—y—xy_

(1 4 g2 +y2)3/2 =0
Este sistema es equivalente a :
{ l+y*—z+zy=0 (1)
—1-2’—y—ay=0 (2)

Al sumar miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2),se llega a :

Yy -2t —x—y=0,

(y* —2*) — (z+y) =0,
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(y—=z)(y+z)—(z+y) =0,

(y+z)(y—z—-1)=0;

y= —x;y=x+ 1.
Si y = — x, entonces al reemplazar en la ecuacion (1), se obtiene = = 1.
En consecuencia, el punto (1, — 1) es critico.

Si y =z + 1, al sustituir en la relacion (1),se llega a z? + 1 = 0, ecuacion que
no tiene solucion en los reales.

Asi, pues, el unico punto critico es (1, — 1).
3) Las segundas derivadas parciales son:

B 1— 222 +9? —y+ 22y — 3> + 3z + 3wy? .

Zx:c - (1—|—;L‘2—|—y2)5/2 )
7 __1+x2—2y2+:1:—|—3:3—2xy2—3y—3x2y.
vy = (1+ 22 + y2)5/2 ’
7 —y+22%y — P o+ 2P — 22y° + yx
Ty — .

(1+ 22 + y2)5/2

4) Las segundas derivadas parciales, calculadas en el punto critico (1, — 1), dan
como resultado :

6 6 3
T 3520 Zy(1, —1) = SR Zey(1, = 1) = = 7.

35/2
5) Las Matrices Hessianas calculadas en el punto critico son :

_ 6 _ 3
% 6 . % 35/2 35/2
Hl—(—m>» H; = 3 L

—Fr T3

Zyr(1, = 1) =

5) Decision:
27 . 6 £ |
‘HQ =35 >0y ‘Hl =~ 5 < 0.Entonces, el punto P(1, — 1)
define un MAXIMO RELATIVO.
Zpaw = Z(1, = 1) = LA 3 enelpunto (1, —1).

V3

En conclusién, Z,.. = enelpunto (1, —1).

PROBLEMA 5.8

Hallar los numeros positivos =, y, z tales que z+y+2=18 y zyz sea
maximo.
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SOLUCION

Sea Z =uxyz. Como z+y+z=18, entonces 2z =18 —x — y. Al reemplazar
en la expresion para Z, se tiene :

Z = ay(18—z —y).
7 = 18zy — 2%y — xy>.

Por consiguiente la funcién a optimizar es :

Z = 18zy — 2%y — xy? (1)
1) Las primeras derivadas parciales de Z, son :
Z, = 18y — 2zy — v Zy = 182 — 2xy — x2.
2) Al igualar cada derivada a cero se origina el sistema de ecuaciones:
18y — 22y — > =0 (2)
{18x—2xy—:c2:0. 3)

Al efectuar miembro a miembro (2) — (3), se obtiene :
18(y —z) — (y* —2°) =0,
(y—z)(18 -y —xz) =0,
y=ux; y=2x— 18.
Si y = x, AL sustituir en (2) se llega a :
187 — 222 — 22 = 0; 18z — 322 =0
3z(6 — z) = 0;
x = 0, (inadmisible) pues los numeros deben ser positivos,
x = 6; entonces y = 6. Por tanto (6,6)es un punto critico.
Si y =18 — z, al reemplazar en (2), se tiene que :
18(z — 18) — 2z(x — 18) — (z — 18)? = 0,
(x —18)(x —12) = 0.

Para x =18, y =18 — 18 = 0. Inadmisible, ya que los numeros deben ser
positivos.

Para x = 12, y = 6, valor ya obtenido.

En conclusion, el punto (6,6)es el unico punto critico que podria maximizar la
funciéon Z.

3) Las segundas derivadas parciales de Z son :
Lype = —2Y; Zyp = — 2x; Ly = 18x — 2x — 2y.

4) Los valores de las segundas derivadas en el punto critico (6,6), dan como
resultado

Z.(6,6) = —12; Z,,(6,6) = —12; Z,,(6,6) = —6.
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5) Las Matrices Hessianas se definen como :
. . -12 -6
Hi(6,6) = (—12); H = ( Iy _12>.
6) Decision :

Como | H;| =108 > 0y |H;
P(6,6) define un MAXIMO RELATIVO para Z.

= — 12 < 0, entonces el punto

Ahora bien, como z + y + z = 18, entonces z = 6.
Finalmente, los numeros positivos buscados son =z =y =z =6, y el producto
maximo es 6(6)(6) = 216.

PROBLEMA 5.9

Se desea construir una caja rectangular sin tapa,de volumen 108 unidades
cubicas. ¢Cuales deben ser las dimensiones de la caja, para que su area total
sea minima?

SOLUCION

X
Fig. 5.1.

Sean z, y, z las dimensiones de la caja. Segun los datos del problema
zyz = 108. (1)
Ahora bien, el area total de la caja es :

A=zxy+2xz+2yz. )

. : 108 .,
De la relacion (1), se tiene que z = —. Al reemplazar en la ecuacion (2) :
LY

A:a:y—I—Qx[%yS] —I—Qy[%j],

216 216
A=zy+—+ —.
Yy T
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o . . 216 216
Por consiguiente, la funcién a minimizares A =xzy+ — + —.
Yy i

1) Las primeras derivadas parciales de A son :

216 216
2) El sistema de ecuaciones formado por las primeras derivadas,igualadas a
cero es :

216
21
] @

De (3): z%y =216,y de (4): xy® = 216; entonces,
v’y =ay’; wy(e —y) =0;

x =0,y =0, inadmisibles; =z = y.
Al sustituir el valor de x en (3) se obtiene :

r— " =0; 2°=216; =6y y=6.
En consecuencia, el punto (6,6) es el unico punto critico que podria minimizar a
la funcion A.
3) Las segundas derivadas parciales de A son :

432 432
4) Los valores de las segundas derivadas en el punto critico son :
432 432
App(6,6) = — =2; A,(6,6)=—=2; A, =1.

5) Las Matrices Hessianas se definen como :

Hi(6, 6) = (2); H = (? 21).

6) Decision :
Como |H;| =3 >0y |H’
P(6,6) define un MINIMO RELATIVO para A.

Por otra parte, de la relacion (2) se tiene que :
108 _
6(6)

De esta manera, las dimensiones de la caja que definen un area minima son
r=06,y=06, z=3.

= 2 > 0, entonces el punto

3.

=
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PROBLEMA 5.10
3.1 Optimizar la funcidn de tres variables:
F(r,y,2) = —52>+ 10z + 22z —2¢y* +4y +2yz — 4 2%
SOLUCION
1) Las primeras derivadas de F' respectode z,y,z son:
F,= —-10x +10+ 2,
Fy= —4y+4+2z,
F,= z+2y -8z

2)Se resuelve, para =, y,z el sistema de ecuaciones lineales 3x3 no
homogéneo :

— 10z +104+ 2= —10
Oz —4y+4+22= —4
r+2y —8z =0.

24 28 10)

de donde se obtiene el unico punto critico ( z*,y*, 2%) = ( 53’ 93’ 23

3) Se calculan las segundas derivadas parciales de F asi :
Fpp = —10; Fpy = 0; Fp, =1,
F,. = 0; E, = — 4 F.=2;
Fz, =1; F,, =2; F,,= -38.

4) Se determinan las Matrices Hessianas:

n=(-w). m=(700)

5) La evaluacion de las Matrices Hessianas en cada punto critico conduce a :
. . —10 0
Hy = (-10), sz( . _4)y

H‘*
3

I
o
|
W
\G)
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6) Decision :
Como |H*|= —-10<0,|H|=40>0y |H'|= —276 <0 entonces el punto
, 24 28 10 , .
critico (z*,y", 2") = ( — —, — ) define un MAXIMO RELATIVO.
23° 23 23
Ademas,
24 28 10 4088 24 28 10
F ,:F(—,—,—): »en el punto (—,—,—).
23723 23 529 P 23723 23

PROBLEMA 5.11
Optimizar la funcién de tres variables:
F(z,y,2)= —22°+622+2y — 9> — 622 +5.
SOLUCION
1) Las primeras derivadas parciales de F' con respecto a z,y,z son :
F, = —62% + 62; F,=2-2y; F, =6z — 12z.

2) Se soluciona el sistema no lineal de ecuaciones, para x,,z,,z, originado de

19 %9

la igualacion a cero de las derivadas parciales anteriores :

—62° +62=0 (1)

2 -2y =0 (2)

6z —122=0. 3)

De la ecuacion (2): y=1;y de(3): x =2z 4)
Al reemplazar (4) en (1) :

—6(22)2+ 62z =0; — 2422 4+62=0; ()

1
6z2(—424+1)=0;2=0 0 ¢=7

Con z =0, en (4) se obtiene = = 0.

Luego, el punto P(0, 1, 0) es un punto critico.
1 . 1
Con z = o o (4) se obtiene: z = 3"

1 1 . "
Por tanto, el punto Q(§’ 1, Z) también es critico.

3) Calculo de las segundas derivadas :
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F..= —12x; F.y=0; F,, =0;
Fy, =0; Fy, = —2; F,., =0;
Fzx = 6; F., = 0; F,, = —12.

4) Determinacion de las Matrices Hessianas:

—12x 0
H1—<—12:c), H2_< ; _2>,

— 12z 0 0
H = 0 -2 0
6 0 —12

5) Evaluacion de las Matrices Hessianas en cada punto critico:

e En el punto P(0, 1, 0), se tiene que:

HP = (0), HF = (8 _02>,

0 0 0
H'=| 0 -2 0
6 0 —12

-6 0 6
H? = 0 -2 0
6 0 —12

6) Decision:

e Puesto que \HQP\ = 0 no se puede concluir nada acerca de la
naturaleza del punto critico P (0, 1, 0).

e Como |H?| = —72<0, |H?|=12>0y |H? = —6 <0, entonces
1 1 . .,
se concluye que el punto (5, 1, Z) maximiza la funcién F.
1 1 41 1 1
Y,por supuesto, ¥ = F(-,1, —-) = —, enel punto -, 1, -).
7p p Y mazx (27 9 4) 8 ) p Q(Q? ) 4)
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PROBLEMA 5.12

Optimizar la funcién bivariable Z = f(z,y) = 25 — 2* — y?, sujeta a la restriccién
2r +y =4

SOLUCION

1) La funcion de Lagrange se define como :
L(z,y,\) =25 —2? —y? + N[22 + y — 4].
2) Las primeras derivadas parciales de L :
Ly=—2x—-2\, L,=—2y—\y Ly=2z+y—4

3) Resolver, para =,y y A, el sistema:

—2x —-2\A=0
—2y—XA=0
2z +y—4=0.

Para resolver este tipo de sistemas, conviene en principio, eliminar \. De esta
manera se obtiene el unico punto critico :
8 4 8 )

*7 *7 >\* - ( 9 )
4) Calcular L,,, Ly, Ly, Lyy, g2 Y gy Entonces;
LZECE = - 27 Lﬂcy = 07 Ly:z = 07
Lyy,= -2, g,=2, gy = 1.

5) Determinacion de la Matriz Hessiana Acotada

0 2 1
Hp=1|2 -2 0
1 0 -2

6) Evaluacion de la Matriz Hessiana Acotada en el punto critico :

0 2 1
Hiy=Hp(x*, y*, \)=| 2 -2 0
1 0 -2
7) Decision:
8 4 8 , ]
Como |H}| =10 > 0, entonces (5’ = 5) define un MAXIMO
RELATIVO.

8 4 109 8 4
A : 7Zmaw:Z(_a_):_ I t <_7_ .
demas £ E F en el punto F 5)
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PROBLEMA 5.13

Optimizar la funcién Z = f(x,y) = 2* + y* sujeta a la restriccion
1?4 8ry + Ty* = 225.

SOLUCION
1) La funcion de Lagrange se define como :
Lz, y,\) =22+ > + )\[:132 + 8xy + Ty* — 225].

2) Las primeras derivadas parciales de Lson :

L, =2x +2\x + 8)\y,

Ly =2y+8\r + 14y,

Ly =2+ 8zy + Ty> — 225.
3) Resolver,para =z, y, A, el sistema :

2z +2 x4+ 8\y =0
2y + 8z +14\y =0
z? + 8xy + Ty — 225 = 0.

Este sistema no es lineal, por lo que requiere otro tipo de tratamiento. Después
de algunas simplificaciones, se obtiene un sistema de ecuaciones equivalente al
anterior, que se escribe como:

1+XN)z+4 y=0 (1)
N, +(1+7N)y=0 (2) (4)
? +8zy + Ty? — 225 =10. (3)

Para resolver este ultimo sistema, se procede asi :

Con las ecuaciones (1) y (2) se forma el sistema de ecuaciones siguiente:

{(1+)\)x+4>\y20

Iz +(1+7\)y=0. (B)

Este ultimo sistema tiene solucién, siempre que el determinante formado por los
coeficientes de las incégnitas = y y sea igual a cero; o sea,

T+ M) 4\ _ 0
4\ 1+7n) |
De donde
3N -8\ —1=0.
. . 1
Al resolver la cuadratica, se obtiene que A\; =1 0 A\ = — 9"

e Si \; = 1 = al sustituir en el sistema ( B) se tiene el sistema 2 x 2 siguiente :

2z +4y =0
4x +8y=0.



Optimizacion de Funciones Multivariables 117

Este ultimo sistema no tiene solucion.

: 1 : ,
eSi M\ = — T al reemplazar en el sistema (B), se tiene que: x = — 2y.

Finalmente, al reemplazar esta ultima relacion en el sistema (A),se obtienen

dos puntos criticos: P(\/E,Q\/E, — 1/9) y Q< — \/3, — 2\/3, — 1/9).
4)Calcular L,,, L,y, Ly, Lyy,, 9.y gy Entonces:

Lys = 2 +2)\, Loy =8\, Ly, = 8\

Ly, =2+ 14X, g =21 + 8y, g, = 8z + 14y.

5) Determinacion de la Matriz Hessiana Acotada :

0 2x+8y 8xr+ 14y
Hp=| 22+ 8y 2 42\ 8A,
8r + 14y 8A, 24 14\

6) Evaluacion de la Matriz Hessiana Acotada en el punto critico:

e Enel puntoP<\/3,2\/g, —1/9):
0 18v/5  361/5

HE = 18y/5 16/9  —8/9
36v/5 —8/9 —4/9

e En el puntoQ(—\/g, —2\/5, —1/9):

0 —18v/5 = 36v/5
Hy=| -18/5 - 16/9 8/9
—361/5 8/9 4/9
7) Decision:
e Como | Hf;| = — 18000 < 0, entonces P(\/B,Q\/g, — 1/9) define

un MINIMO RELATIVO.
Ademas, Z,,;, = Z(\/S,Q\/S ) = 25 en el punto <\/3,2\/5 )
e Como | HY| = 18000 > 0, entonces Q< 5, —25, — 1/9)
define un MAXIMO RELATIVO.
Ademas, Z,,.. = Z( — \/3, — 2\/3 ) = 25,

en el punto (—\/5, —2\/3 )



118 Aplicaciones de Calculo de Varias Variables

PROBLEMA 5.14

Optimizar la funcion de tres variables 7 = f(z,y,z)=5xzyz sujeta, a la

restriccion z +2y + 32z = 24.
SOLUCION
1) La funcién de Lagrange correspondiente es :
L(z,y,z,\) = 5:15yz-|—>\[ r+2y+3z—24].
2) Las primeras derivadas parciales de L :
L, =5yz+ X, Ly=5x2z+2\, L,=5xy+3A,
Ly= z+2y+3z—-24

3) Resolverpara =, y, zy A el sistema:

S5yz+A=0
5xz4+2X2=0
S5zy +3A=0

r+2y+32—-24=0.

Al dividir la ecuacion (1) entre la ecuacion (2), se obtiene :

y 1 1
~ = —. de donde = —x.
r 2 y=3"

De manera analoga al dividir (1) entre (3), se obtiene :

_1
Z = 3517
Al sustituir (5) y (6) en (4) :
1 1
x4+ 2 [51‘] +3 [gzr] —24 =0,

8
Al simplificar, se tiene =z =8,y al sustituiren (5) y (6): y=4;2 = 3

160

y A= . De esta manera el unico punto critico es :

8 160
*7 *7 *7)‘* :<874a_7 _—>
4) Caleular L,,, Ly, L.., Lyy, Lyz, Ly., 92, 9, Y g.. Entonces :
L., =0, L., = 5z, Ly, =5z,

L, =0, L., =5y, L,, =5y,

(M
)
3)
“

©)

(6)
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L, =5z, L., =5, L., =0,
g: =1, gy =2, g. = 3.

5) Determinacion de las Matrices Hessianas Acotadas :

0 1 2 3
|1 0 5z by
Hi=1y9 5. 0 52/
3 by dx 0
0O 1 2
Hy=11 0 5z
2 5z 0

6) Evaluacién de las Matrices Hessianas Acotadas en el punto critico :

0 1 2 3

. 8 160y |1 0 40/3 20|
H4_H4(8’4’§’_T)_ 2 40/3 0 40 |’
3 20 40 0
0 1 2
1
H§ZH3(8,4,§,—$): 10 40/3
2 40/3 0
7) Decision:
. . 160
Como |H;| = —4800<0 y \Hg\:7>0, entonces el punto
1 )
(8, 4, g - %) define un MAXIMO RELATIVO.
12
Ademas, me:Z<8, 4,§ ) = 380, en el punto (8, 4,; )

PROBLEMA 5.15

Resolver el Problema 4.7 utilizando la técnica de los multiplicadores de
Lagrange.

SOLUCION

Segun los datos del problema, se trata de minimizar la funcion :
Z=f(r,y,2) = zy+2x2+2yz,

sujeta a la restricciéon zyz = 108.

1) La funcion de Lagrange correspondiente es :

L(z,y,z,\) =zy+ 2z + 2yz + A|zyz — 108].
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2) Las primeras derivadas parciales de L :
L,=y+22z+Ayz, L,=2+22z+ Axz,
L,=2x+2y+Xxy y L),= zyz— 108.

3) Resolver, para z,y,zy )\ el sistema

y+2z+Ayz=0 (1)
r+22+Arz=0 (2)
20 +2y+Axy =0 3)
ryz — 108 = 0. 4)

Al efectuar (1) — (2) se obtiene :
y—x+ Ayz — Axz =0;

(y—x)1+ Az) =0.
De donde se obtiene : y=2x; (5)

A= 1)z ©)
Al sustituir (5) en (3):
2x+2x+ A2 =0; z(4+ \x) =0,
z = 0, inadmisible ; A= —4/x (7)
El reemplazo de (7) en (2) conduce a:
r+2z2—42=0 , z=(1/2)z. (8)
Al sustitur (5) y (8) en (4) se obtiene :
z.2.(1/2)z —108 =0, 2° =216, = =6.

2
De estamanera, y =6, z=3, A= — 3

En consecuencia, el unico punto critico es :

2
(x*, y*, 25, \*) =(6,6,3, — §)

4) Calcular L, , Ly, L.., Lyy, Ly., Ly G2, 9y Y 9-. Entonces:

L., =0, Lyy =14+ Az, Ly, =1+ Az,
L, =0, L., =24 M\z, L.,=2+\x,,
L,=2+M\z, L, =2+M\z, Lzz =0,

9z = Yz, 9y = Tz, 9> = 2Y.
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5) Determinacion de las Matrices Hessianas Acotadas :

0 yz Tz xy
o 0 1+Xz 24 )\y
7 2z 1422 0 2+ \x
xy 24+ Ay 24+ Az 0

0 yz Tz
Hy; = | yz 0 1+Az
xz 1+ Az 0

6) Evaluacion de las Matrices Hessianas Acotadas en el punto critico:

0 8 8 16
. 2. |8 0o -1 -2}
H4_H4(676737_§)_ 8 -1 0 —92

16 -2 =2 0

9 0 8 8
Hi=Hy(6,6.6, -5)=(8 0 -1
8§ —1 0
7) Decision:
Como | Hy| = —1152< 0 y |H;| = — 128 < 0, entonces el punto

(6,6,3, — ;) define un MINIMO RELATIVO.

En consecuencia, las dimensiones de la caja que permiten obtener area minima
son: x =y =26, 2z =3.

Como se puede apreciar, la solucién obtenida es igual a la obtenida en el
Problema 4.7.

PROBLEMA 5.16

Encontrar el punto del plano 2x + 3y + 4z — 12 = 0 mas cercano al origen de
coordenadas.

SOLUCION

La distancia del punto P(x,y, z)al origen de coordenadas la determina la
relacion d = \/z? + y? + 2. Entonces, d? = 2% +¢? + 22

Sea Z = f(z,y,2) = 2> + y* + 2 la funcién objetivo.

La restriccion consiste en que el punto P(z,y, z) pertenece al plano
2x + 3y + 4z — 12 = 0. En estas condiciones, se ha originado un problema de
optimizacion forzada, que se plantea en los siguientes términos :

Minimizar Z = f(z,y,z) = 2> + y? + 2°
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sujetaa 2z +3y+42—12=0.
1) La funcion de Lagrange correspondiente es :
L(z,y,z,\) =2+ > + 22+ A2z + 3y + 42 — 12 =0].
2) Las primeras derivadas parciales de L :
L, =2x+2X\, L,=2y+3)\,
L,=2z4+4\ 'y Ly=2x+3y+42—-12=0.

3) Resolver, para z,y,zy )\ el sistema

2¢ +2X2 =0
2y+ 32 =0
224+4X =0
2v4+3y+42—-12=0.
. : . 2
De la ecuacion (1) se obtiene A = — z, y de la ecuacion (2) A = — A
Por tanto,
2
r=zy-
3y 1 2
De la ecuacion (3) sellegaa A= — 7% y de la ecuacion (2), A = — A
Por consiguiente,
4

Al reemplazar (5) y (6) en (4) se obtiene :
2(%) +3y+ 4(%) — 12
3 3 ’
36
Y= 29"
Al sustituir en (5) y (6) se tiene que :
24 48 24
=39 z:@;)\: BETR
Asi, pues, el punto (%, %, ;l—S, — %) es el unico punto critico.

4) Calcular L,,, Ly, L.., Lyy, Ly, Ly., 92, 9, Y g.. Entonces:

X

Lxx = 27 ny = 07 Ly:c = 07
Lyy = 2, L. =0, L., =0,
L, =0, L., =0, Lzz =2,

(1)
(2)
3)
(4)

)

(6)
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9z =2, gy:37 g. = 4.

5) Determinacion de las Matrices Hessianas Acotadas :

0 2 3 4
22 0 0
Hi=13 g 9 o)
4 0 0 2
0 2 3
Hy=12 2 0
3 0 2

6)La evaluacion de las Matrices Hessianas Acotadas en el punto critico
produce las mismas matrices del punto 5):

0 2 3 4
24 36 48 24 2 2 0 0
H*:H(_a_7 _7__>: ;
t7 7297 297 297 29 30 2 0
4 0 0 2
0 2 3
24 36 48 24
Hy H3(29 29’ 29° 2_9>: 220
3 0 2
7) Decision:
Como | Hj| = —102<0 y |H;| = — 26 <0, entonces el punto
24 36 48
defi MINIMO RELATIV
(29 29’ 29) etine un © ©.

24 36 48

297 29" 29
2x + 3y + 4z — 12 = 0, es el mas cercano al origen.

En consecuencia, el punto P( )pertenemente al plano

Para corroborar esta afirmacion, basta encontrar la distancia entre el punto
<24 36 48

29’ 29" 29

) y el origen de coordenadas:
48\ 2
(—8) ~ 2,298,

D — \/(24>2+ (36)2+
B 29 29 29
Ademas la distancia del plano 2z + 3y + 42 — 12 = 0 al origen de coordenadas
es:
| — 12| 12

\/22 FETWER V29

~ 2,228.
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NOTA

Este problema pudo resolverse de otra forma. Si D = 2?4+ 4>+ 2? es el
cuadrado de la distancia entre el punto P(z,y,z) y el origen, y dado que este
punto pertenece al plano 2x + 3y + 4z — 12 = 0, entonces, al despejar z de esta

- , . 1
ultima relacion se tiene que z = 1(12 — 2z — 3y).
Al sustituir en la expresién del cuadrado de la distancia, se obtiene :

1
D::cQ—I—yQ—I—E(lQ—Q:C—By)Q.

Esta funcién es de dos variables y se pueden aplicar las técnicas de
optimizacion explicadas en los Problemas 5.1 a 5.9.



6. DERIVADAS DIRECCIONALES,
INCREMENTOS Y APROXIMACIONES

AY

Xv

Fig.6.1.

6.1 Sea F' una funcion de dos variables independientes =z, y. Siel vector
i = (cosB,send ) es unitario en R*, entonces la derivada direccional de F en la
direccion del vector u se denota y define como :

OF F(zx+ hcost,y+ hsenb) — F(x,y)

—— =M ) 6.1
91 i h €D

si el limite existe.

6.2 Si I es diferenciable por z,y y i = (cosf,sen6 ) es un vector unitario en
R?, entonces,
oF oF

oF
97 8—1‘0080 + @sen& (6.2)
o bien,
oF oF OF
57 = <8:U’ 9y >'<cos<9,sen9>, (6.3)
F

6.3 Si F es una funcién en tres varibles indepenientes x,y, 2y % es un vector
unitario definido como @ = (cosa,cos3,cos6 )en R®, entonces la derivada

direccional de F'en la direccidn del vector u se denota y define como

OF _limF(:z:—I—hcos a,y+hcosB,z+hcoséd)— F(z,y,z2)

- = 6.5
0 h—0 h ( )

si el limite existe.

6.4 Si I es diferenciable por z,y,z y ©=(cosa,cosf,cosé ) es un vector
unitario en R3, entonces

0F  OF OF OF
— 6.6
= xcosa—l— ycosﬁ—l— ycosé, (6.6)
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o bien,
OF :<g§ (21; a§>-<cosa,cosﬁ,cos6>, (6.7)
OF
ot = Vi

6.5 Si F es una funcién de dos variables independientes x,y, entonces el
incremento de F' en el punto (z,,y,), se denota y define por :

AF (z,,y,) = F(z, + Az, y, + Ay). (6.8)

6.6 La funcion F de dos variables independientes z,y es diferenciable en el
punto (z,,y,) si y solo si

oOF OF
- A -
833 (x()?yo) x—l_ ay

donde ¢, y ¢,son funcionesde Az y Ay talesque ¢ — 0 y ¢, — 0 cuando

(Az, Ay) — (0,0).

AF (z,,9,) = (z,,9,)Ay + €, Az + €,Ay, (6.9)

6.7 Si F es una funcion de dos variables z,y y diferenciable en (z,%),
entonces la diferencial total de F' se denota y define como :

oF oF

dF = d dy . 6.10
57 4t oy Y (6.10)
6.8 Si F' es una funcion de n variables independientes z ,z,...,x , y el punto
P(z,z,...,7,) € R",entonces el incremento de F en el punto P se denota y
define por :
AF =F(Z, + Az, 7, + Az,,..., 7 + Az,) — F(T,,7,,...,T,). (6.11)

6.9 La funcién F de n variables independientes z,z,...,z, es diferenciable en

punto P (7, 7,...,7,) € R", siy solo si
OF  — OF  — OF —
AF T )= P)A P)A —(P)Ax,
@, 7,07,) = 5 (P, + G (P)AG, + . 5 ()
+eAx, + €Az, + ...+ € Az, (6.12)

dondee¢, — 0,¢, — 0,...,¢, — 0, cuando ( Azx,,Az,,...,Az,) — (0, 0,...,0).

6.10Si F es una funcion de n variables z ,x,..,x y diferenciable en
P(z,,z,...,z, ), entonces la diferencial total de I’ en P se denota y define como

oF oOF oF
_ I dr 1
dF 5 dz, + 9 —dzr,+ ...+ oz dz, (6.13)

1 2
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PROBLEMA 6.1

Dada la funcion F(xz,y) = 2? — 3y*> y %@ un vector unitario que forma un angulo
de 7/6 con la parte positiva del eje z, hallar la derivada direccional de F segun

—

la direccidon u, por medio de la definicion.

SOLUCION
o 31
El vector unitario es @ = (cos /6, sen /6 ) = <% §> Por tanto,
OF  Fla+¥%,y+1) - Flay)
— = lim
01 h—0 h
2 2
[(x-l—@) —S(y—l—%) ] — {x2—3y2]
— i
h,lg(lJ h
2 312 2 312 .2 2
T +\/3zh + 3R — 3y> — 3yh — 3h% — 2 + 3y
— % h
f:rh 3yh \/_:13—3y
hHO hHO \/_37_3y

De esta manera,la derivada de F(az,y) = 22 — 3y%,en la direccion del vector
unitario 7 = <cos 7l6, sen /6 >,es \/gx — 3@.

PROBLEMA 6.2

Resolver el Problema 6.1, aplicando la Férmula 6.4.

SOLUCION

. - 31 ,
Se encontré que u = <\/7_, 3 > Ademas, F(z,y) = x> — 3y, entonces,

VF = <g—§, g—§>: <2x, —6y>.

Segun la relacion 6.4, se obtiene :

9F B V31
T VF.u:<2x,—6y>'<—2 7§>§
oF \/§ 1

5= = 20(7) + (= 6y)(5) = V/3z - 3y.

PROBLEMA 6.3

Hallar la derivada de la funcion F(z,y) = 2® — 322y + 3zy> + 1, en el punto
P(3,1) en la direccion que va desde este punto al punto Q(6,5).
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SOLUCION

El vector unitario u se obtiene asi :
PG =(3,4):|PQ| = V& + £ =25 =5
. PQ 1 3 4
Luego, i = m = 5<3’4> = <5’ 5 >
Ahora bien, el gradiente de F' en el punto (z,y)es:
oF OF
oxr’ Oy
El gradiente de F en el punto P(3,1)es:
VF(3,1) = (3(1)* = 6(3)(1) + 3(1)%, —3(3)* +6(3)(1))
VE(3,1) = (12, — 9).

Por consiguiente, la derivada de F', en la direccién que va desde P(3,1) a
Q(6,5), en el punto P(3,1), es:

VF = < > = <33:2 — 6zy + 3y°, — 322 +6:cy>.

OF o /34
S= = VF(3,1)- = (12, - 9) <5,5>,
OF 36 36

__,_____0.

ou 5 5

PROBLEMA 6.4

Hallar la derivada de la funcion F(z,y) = arctg(xzy) en el punto P(1,1), en la
direccion de la bisectriz del primer angulo coordenado.

SOLUCION v

1Y

Fig. 6.2.

S

El vector unitario es @ = (cos w/4, senm/4) = < 5 72 >
El gradiente de F es:

oF OF
% oy )

El gradiente de F' calculado en el punto P(1,1), es el vector :

= () = ()

(e Tr o)
o 1+x2y2’ 1+$2y2 ’

VF:<
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Por tanto, la derivada de F(z,y) = arctg(zy) en la direccion del vector unitario

(22

U= ,en el punto P(1,1),es:
oOF L1 V2 V2
g7 ~VELD T=(55) (57 )
aF 2 2 /2

0u 4 4 2
PROBLEMA 6.5

Hallar la derivada de la funcién F(z,y)=In(e* +¢Y)en el origen de
coordenadas, en la direccion del rayo que forma un angulo « con el eje de las
abcisas.

SOLUCION

Flg 6.3.

El gradiente de la funcién F(;z; y) es:

VF:<(?9—57 g—j>:<6xejey’e$i6y >

El gradiente de F, calculado en el punto O(0,0) es el vector :

1 1 11
R R CH]
VEL) 141 1+1 2°2
Por tanto, la derivada de F(z,y) = In(e” + ¢¥) en la direccién del vector unitario

= <cos a,sena ), en el punto 0(0,0),es :

OF
o

PROBLEMA 6.6

Hallar la derivada de la funcion F(z,y)=In(z+y)en el punto P(1,2)
perteneciente a la parabola y?> = 4z, en la direccion de ésta.

cos o + sen «
2

=VF(0,0) - 4= <%,%>'<cosa,sena> =
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SOLUCION

Xwv

Fig. 6.4.

La direccion de la parabola 3> = 4x, en el punto P(1,2) la determina la
derivada de la funcién calculada en ese punto. En efecto,

2 2
2uy’ = 4; == "(1,2) = = =1.
vy ; v= y'(1,2) 5
Por tanto, tga = 1; es decir, a = n/4.
Entonces, el vector unitario es:

U= (cosm/4,senm/4) = <72, 5 >

[\

Ahora bien,

oF OF 1 1
Or’ 8—y>:<a:—|—y’a:+y>’

1 1 1 1
F(1,2)=(——,—— )=( =, = ).
VE(L2) <1+2’r+2> <3’3>
En consecuencia, la derivada de F(z,y) =In(x+vy), enelpunto P(1,2),enla

££>GS.
2 V2 s

2

VF:<

direccion © = <

PROBLEMA 6.7

Hallar la derivada de la funcién de tres variables F(z,y,z2) = xy? + 2% — xyz,
en el punto P(1,1,2),en la direccién que forma angulos de 60°,45°y 60°,
respectivamente, con los ejes coordenados.

SOLUCION

El vector unitario, segun los datos del problema se define como :
1v§1>

u= <003600,cos45° , COS 60") = <2, ERE
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Por otra parte,
VF = <y2 —yz, 2oy — x2, 32% — :L“y>,
VF(1,1,2) = (1 = 1(2), 2(1)(1) — 1(2), 3(1)* = 1(1)),
VF(1,1,2)=(—1,0, —11).

Por consiguiente, la derivada de la funcién F(x,y,z2) = 2y* + 2° — zyz, en el

: . o 1 /2 1
punto P(1,1,2), en la direccion del vector unitario 4 = <§ 55 >, es:

OF L 121
ﬁ:VF(1,1,2)-U_<—1,0,—1><§—§>,
orF 1 1 _10_,
ot 2 2 2 7

PROBLEMA 6.8

Hallar la derivada de la funcion de tres variables F(x,y,z) = 2?y*2% en el punto
P(1, —1,3), en la direcciéon que va desde este punto al punto P(0,1,1).

SOLUCION
El vector PY? se define como :

PQ = ( —1,2, —2). Entonces,
1PQ| = (—12+2+(-22=+9=3.

. . . .y 4’
Luego, el vector unitario en la direccidon del vector P(Q), es:

—_—>

o PO L,y L2 2
= sl b D=(-33"3)

i

Por otra parte,
VF = (2zy°2*, 207y 2%, 20%y*2),
VF(1, - 1,3) = 2()( = 1D*(3)%,2(1)*( = D) (3)%,2(1)°( - 1D*(3)),
VF(1, —1,3) = (18, — 18, 6).

Por tanto, la derivada de F(z,y,z)=z%/?2?en el punto P(1, —1,3),en la
direccidon que va desde este punto al punto P(0,1,1) es

or — =VF(1, 13)-ﬁ:<18,—18,6>-<—%,§,—§>

Q_')Q.')
ﬁjﬁlﬁj

= —-6—-12—-4= —22.

Q
£l
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PROBLEMAG.9

La temperatura en cualquier punto (z,y, z) del espacio tridimensional, la

: . 60 . . ,
determina la funcion T'(z,y,z) = ———— , donde la distancia se mide
Te+ Y-+ 2+ 3

en pulgadas.

a) Encontrar la rapidez de cambio de la temperatura en el punto P(3, — 2,2), en
la direccion del vector A = ( —2, 3, —6).

b) Encontrar la direccion y la magnitud de la maxima rapidez de cambio de T en
P(3, —2,2).

SOLUCION

La longitud del vector A es:
A=/ (=22 432+ (—6)2=4+9+36=149=T1.

El vector unitario #, en la direccion del vector A,es:

il AL g g 28 6
“_H;[H_7< 2,3, 6>_< 7T 7>'

Ahora bien, el gradiente de T es:

— 120 <
(22 4+ 12 + 22 + 3)2

VT(ZC,y,Z) - Ly Y, Z>

El gradiente de 7', calculado en el punto P(3, — 2,2), es el vector

— 120 3

VT(3, —2,2) = (20)2<3, 10

—2,2) = (3, —2,2).

Por lo tanto,

a) La rapidez de cambio de T en el punto P(3, — 2,2), en la direccion del
vector u, es:

oT 3 2 3 6
a— T 7_272 " U= — — 7_272'<__7_7__>7
g7~ VIG )= g0 P77 7
oT 3 72 36
= 2 (6-6-12)= — ==,
ou 10(6 0 ) 10 5)

b) La mayor rapidez de cambio de T', en el punto P(3, — 2,2), la determina
|VT'(3, —2,2)||; estoes:

_ 3 Jo(_opi2_ B
|97, - 2,2) | = /3 + (-2 + 22 = V1T,

La direccién de mayor rapidez de cambio de 7' en el punto P(3, —2,2), es :
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. VT(3, —2,2) -3, —2,2)
VT (3, —2,2)| 317

L 3 2 2
v

PROBLEMA 6.10

2 2 2
Demostrar que derivada de la funcion F(z,y,z) = — 5+ Z_Q - —en cualquier
punto P(x,y,z),en la direccion que va desde este punto alorigen de

coordenadas,es :

oF _2F

— = , donde r= /a2 + 32+ 22.
ou

SOLUCION

P(x.y.2)

cl

Fig. 6.5.

X

El vector originado en P(z,y, z)y con punto final en O(0, 0, 0) esta definido por
PO={(—uz —y, —2)= —(z,y, 2).
La longitud del vector POes:
|PG | = V=aF T (— 9P+ (— 2 = V@ 52+ 22
Por tanto, el vector unitario en esa direccion es :
PQ (z, y 2)

PO~ Varge

Por otra parte, el gradiente de F' en cualquier punto P(x,y, z) es

U=

2v 2y 2z
?’b_2’5>
2 2 2

y V4
b2 + — en cualquier punto
P(z,y,z), en la direccién que va desde este punto al orlgen de coordenadas es

VF(z,y,z) = <

En consecuencia, la derivada de F(x,y,z) =

8F 2 2 2 -\ Y,
—_VF(-Tya) i <_$,_y,_z> < yz> )
ou a?’ b2’ ¢? /22 + y? + 22
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or -1 (2:152 29/ +222)
aﬁ N 1/332—}—3/24—32 a2 b2 02 ’
or 2 (:cQ y? z2> _2F
ou B w/x2—|—y2-|—z2 a? b2 c? B r

PROBLEMA 6.11

El potencial eléctrico es V' voltios en cualquier punto (z,y) del plano zy. Si el
potencial se define por V = e ?*cos 2y y la distancia se mide en pies,

a) Calcular la rapidez de cambio del potencial en el punto P(0,7/4), en la
direccion del vector unitario @ = (cos /6, sen/6).

b) Encontrar la direccion y la magnitud de la maxima rapidez de cambio del
potencial en el punto P(0,7/4).

SOLUCION

a) El gradiente de V en cualquier punto (x,y)es:
VV(x,y) = < — 2 % cos2y, — e *sen 2y>.
El gradiente calculado en el punto P(0,7/4) es :
VV(0,7/4) = { —2e" cos /2, — e"sen7/2) = (0, —2).

Por tanto, la rapidez de cambio de V' en la direccion del vector unitario 7 es :

g_:_; =VV(0,7/4) - @ = (0, —2){cosm/6,sen/6),
g_g = (0, —2)(/3/2,1/2) = — 1.

b) La magnitud de la mayor rapidez de cambio en el punto P(0,7/4) es:

IVV(0,7/4) || = ||(0, =2) || = V02 + (=22 =2.
Y la direccion de la mayor rapidez de cambio de V en el punto P(0,7/4) es:
VV(0,7/4) 1
=5\Us —4) = —1).
|VV(0,7/4) || 2<0’ 2) = (0, —1)

PROBLEMA 6.12

Si F(z,y) = xy — 3y?, hallar :

a)AF C)AFy dF siz=3,y=2,C= —0,01 yAF =0,02
b) dF d)F (4,12, 6,91)
SOLUCION

a) AF = F(z+ Ax,y + Ay) — F(x,y)
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= [(z + Az)(y + Ay) = 3(y + Ay)?| — |2y — 3y°]
= zy + yAx + zAy + AzAy — 3y — 6yAy — 3(Ay)? — zy + 3y?
= yAx + (x — 6y) Ay + AzAy — 3(Ay)?.

oF oF
F="_— -
b) d 8$da:+ oy

C) AF = F(3-0,01,2+0,2) — F(3,2)
= F(2,99,3,02) — F(3,2)
= (2,99)(2,02) — 3(2,02)2 — (3)(2) + 3(2)?
= 6,0398 — 12,2412 — 6 + 12

dy = ydz + (x — 6y)dy.

= —0,2014.

Como dz ~ Ax y dy =~ Ay, entonces, al reemplazar en la expresion obtenida en
b), se tiene :

dF =2(—0,01) + (3 —12)(0,02)
= —0,02-0,18= —0,2.

Notese que AF' y dF son aproximadamente iguales, debido a que dz ~ Az y
dy ~ Ay.

d) F(4,12, 6,91) = F(4+0,12,7 - 0,09).
Portanto, x =4, Az =0,12, y =7, Ay= —0,09. Como Az — 0y Ay— 0
(son pequenos), entonces,

Fz+ Az,y+ Ay) = F(z,y) + AF;

o bien,
F(z+ Az,y + Ay) = F(z,y) + dF.

Puesto que dy = ydx + (z — 6y) dy, entonces,

dF =17(0,12) + (4 — 42)( — 0, 09)

= 4, 26.

Por otra parte,

F(4,7) = 4(7) — 3(7)?

=28 — 147 = —119.

De esta manera,

F(4,12,6,91) = F(4,7) + dF(4,7)

= —119+44,12= — 114, 74.
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El calculo directo da como resultado :
F(4,12,6,91) = (4,12)(6,91) — 3(6,91)?
= 28,462 — 143,2443 = — 114, 7751.

Conviene observar que los resultados obtenidos por medio de diferenciales son
bastante "buenos", comparados con los obtenidos por medio de calculadora.

PROBLEMA 6.13
Calcular aproximadamente In (y/1,03 + /0,98 — 1).
SOLUCION

La funcion bivariable F(z,y) = In(/z + Wy — 1) permite efectuar el calculo
aproximado, de esta manera :

dF = —d —d
P T+ B Y
_ %x_2/3da: N iy’3/4dy |
pl/3 L g/ 1 T g8 /A
dx dy

- 3332/3(:1:1/3 4 opl/a 1) + 4y3/4(:c1/3 4 opl/a 1)'
Para =1, y=1, Az =dx=0,03, Ay ~dy = — 0,02, se obtiene :
0,03 — 0,02
_|_

dF = ,
B(1)2/3 |13 4 14 — 1] (1) [10/3 4 10/ -1
dF = L 0,012 0,005 = 0,005
100 200 T

Por otra parte,

F(L,LD) =n(13+1Y4 - 1) =In1=0.

En consecuencia, el valor aproximado de in (y/1,03 + /0,98 — 1) es:
F(1+40,03,1-0,02) =F(1,1)+dF
=0+ 0,005 = 0,005.

PROBLEMA 6.14
2
a) Por medio de diferenciales, calcular el valor de [\/ 154/ 99] :

b) Calcular,ademas, el error cometido entre los valores obtenidos por
calculadora y diferenciales.
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SOLUCION

2
a) Considérese la funcion F(z,y) = [\/E-k y]

OF OF
dF = —d —dy,
Ox T Jy Y
Vetyy ety
dF = dx dy.
v VY
Al reemplazar los valores de x =16, y =100, de = —1,dy = — 1, enla
expresion del diferencial de F, se obtiene :
4+10 4+ 10
F=——(-1)+——(-1
dF = ——=(= 1)+ (1)
T T 49
2 5 10 ’

Por otra parte,
F(16,100) [\/_+ V10 ] — (4+10)2 = 142 = 196.

En consecuencia, el calculo aproximadoes :

[\/1_5+ @]2 — F(16,100) + dF

=196 — 4,9 = 191, 1.

b) El valor estimado por calculadora es:

[\/T5 +y/ 99]2 — 191, 0713955.

Entonces, el error cometido entre los calculos obtenidos por calculadora y por
diferenciales es :
191,1 — 191,0713955

E% = ’ 101 ’1 x100% = = 0,0149%.

PROBLEMA 6.15

Al medir un bloque de madera, han resultado para sus dimensiones los valores
de 15, 18 y 24 cms, con un error probable de 0, 01.

a) Hallar aproximadamente el error cometido al calcular el volumen total del
bloque.

b) Calcular el error relativo del volumen como consecuencia de los errores
cometidos en las medidas individuales.



138 Aplicaciones de Calculo de Varias Variables

SOLUCION

Sean z, y, z las dimensiones del bloque de madera en cms. Entonces, su
volumes es :

V =zyz ecm?. (1)
El volumen aproximado del error se calcula mediante AV y dado que

AV =~ dV, entonces,

oV oV oV
aV=""de+ay+ % q
Ox el Oy y+ 92"

dV =yzdxr +zzdy+ zydz. (2)

Altomar x =15 cm, y =18cm y z = 24 c¢m y asumiendo que los errores son
del mismo signo (positivos por ejemplo), es decir dz = dy =dz = 0,01 cm y al
reemplazar en (2), se tiene :

dV = (18)(24)(0,01) + (15)(24)(0,01) + (15)(18)(0,01),
dV =4,32+3,6+2,7=10,62cm?>.
Esto significa que el maximo error cometido con esas medidas es de 10, 62 cm?.

b) El error relativo, porcentualmente, se expresa como :

dv 10, 62

o _ 7 o _ o/ _ 0
E% = v *100% (15)(18)(24)*100/0 0, 16388%.

PROBLEMA 6.16

Hallar aproximadamente la variacion que experimenta la longitud de la
hipotenusa de un triangulo rectangulo, cuyos catetos miden 3y 4 pg, cuando el
cateto mas corto se alarga en 1/4 pg y el otro se acorta en 1/4 pg. Calcular
ademas, la variaciéon exacta y el error en la variacion por diferenciales y de
manera exacta.

SOLUCION

Sean x pulgadas la longitud del cateto mas corto y y pulgadas la del otro
cateto. PorTeorema de Pitagoras, se tiene :
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y
X
Fig. 6.7
2=’ +y*
0z 0z
dz = —d d
T T gy
xdx + ydy

dz =

Alreemplazar x=3,y=4,dx=1/4=0,25,dy= —1/8= — 0,125, enla
expresion de dz, sellegaa:

3(0,25) + 4( - 0,125) _ 0,25
V32 4 42 5

Esto significa que la hipotenusa se "alarga" en 0,05 pulgadas y, entonces, su
longitud es de z; =5+ 0,05 = 5,05 pulgadas.

dz =

= 0, 05 pulgadas.

Ahora bien, la longitud exacta de la hipotenusa es :
Ze =/(3+1/4)2+ (4 —1/8)2,
ze =+/(3+1/4)2+ (4 —1/8)2,
ze = 5,050748 pulgadas.
Finalmente, el error cometido entre el calculo aproximado y el exactoes :

2 — 2 5,050748 — 5,05
100% =
o F100% 5, 050748

E% = «100% = 1, 138%.

PROBLEMA 6.17

Una lata metalica en forma de cilindro circular recto tiene una altura interior de
15 cm, un radio interior de 5 cm y un espesor de 1/10 cm.

a) Calcular, por medio de aproximaciones, el volumen del metal para fabricacién
de la lata.

b) Hallar el volumen exacto del metal de fabricacion.
c) Determinar el error cometido entre el calculo aproximado y el exacto.

SOLUCION
El volumen del cilindro circular recto de radio z y altura y se calcula mediante
la expresion :

V = mx’y cm3.
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—
X

Fig. 6.8.

El volumen del material para manufacturar la lata se calcula mediante la
diferencial del volumen; esto es,
oV oV
AV = —d —d
oz " + Oy Y
dV = 2rzydz + 7 2%dy.

Al reemplazar x =5, y = 15, de = 0,01, dy = 0,02, en la expresion de la
diferencial del volumen, se obtiene :

dV =27 (5)(10)(0,1) + 7 (5)(0, 2)
dV = 157 + 57 = 207 cm3.

b) Para calcular el valor exacto del volumen de material de manufactura de la
lata, se calcula su volumen externo y, luego, el volumen interno. La diferencia
de los volumenes es el valor exacto buscado.

Sean V, el volumen externo y V; el volumen interno. Entonces,

V., = n(5,1)%(15,2) = 395, 357 cm>.

Vi = m(5)%(15) = 3757 cm?.
Por tanto, el volumen exacto del material de manufactura es :

V =V, -V, =395, 35m — 3757 = 20, 3527 cm?>.
c) El error cometido entre el calculo aproximado y el exacto es :

V —dVv 20,3527 — 207

E% — 100% —
% #100% 20, 3527

x100% = 1, 729%.




7. INTEGRALES MULTIPLES

7.1 INTEGRAL DOBLE

Sea z = f(x,y) una funcién continua en una regién finita R C R?. Dividase esta
region R (Figura. 7.1) en n subregiones R; ,Rs,...,R,, cada una de ellas de
area A1A, A5A, ..., A, A, respectivamente.

Ay (xi, i)
T
/ \\
(I - 1
]
//
" R
N
T
Fig. 7.1. X

En cada subregion R;, tomese un punto P;(x;,y;) y formese la suma :

ka (g:k?yk)AkA = fl(x17yl)A1A + f2($2,y2)A2A +..F fn(xn7yn)AnA (7.1)
k=1

Definase el diametro \; de cada subregién R;, como la mayor distancia entre
dos puntos cualesquiera interiores a la subregidon R;, y sea )\, el maximo
diametro de las subregiones.

Si se supone que el numero de subregiones crece de manera que A, — 0
cuando n — oo, entonces se define la integral doble de la funcion f sobre la
region R como :

ANZ

z =f(xy)

> Zj

y

Ri @* Pi

X Fig. 7.2.

[ [1an=tind @ maa (72)
R k=1
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Si z = f(x,y) no se hace negativa en ningun punto de R, la integral doble (7.2)
se puede interpretar como el volumen del sdélido limitado por R y por la
superficie cuya ecuaciéon es z = f(z,y).

Conviene anotar que si el limite que aparece en la expresion (7.2) existe,
entonces se dice que la funcion f(z,y) es integrable en R.

Un término cualquiera f(z,,y,)A;A de (7.1) representa el volumen de una
columna vertical levantada desde la region elegida R; hasta la superficie
z = f(x,y). Para el caso en que f(x,y) =1, la integral

[]

7.1.1 Propiedades de la integral doble

calcula el area de la region R.

Al igual que la integral de una funcion de una variable definida sobre un intervalo
de numeros reales, la integral doble sobre una region R del plano tiene
propiedades similares.

Si las funciones f(x,y) y g(z,y) son integrables sobre la region R,y a es
una constante, son validas las siguientes propiedades :

a)//[f(w,y) +g(w,y)}dz4=//f(x,y)dz4+//g(af,y)dA
b)//ozfxydA—oz//fwy

c) Si R = R; UR,, entonces,

[ [t@paa= [ [repaa+ / [ fa.v)aa

7.2 INTEGRAL DOBLE ITERADA

7.21 Sea :z = f(z,y) una funcién integrable en una regién rectangular R
limitadapor a <x<b, ¢<y<d.

/\y /\y

Fig. 7.3.1. Fig. 7.3.2.

Entonces la integral doble sobre R se puede escribir como:
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f(z,y)dA = b df@tﬂﬁdydw== d bfﬂtﬂﬁdxdy. (7.3)
[ Jswma= [ ] [

Las integrales que aparecen en la expresion (7.3) con limites superiores a y b, e
inferiores cy d se llaman integrales dobles iteradas y son validas siempre y
cuando z = f(x,y) sea continua en laregion rectangular R.

Por otra parte,en la Figura7.3.1 se observa un elemento diferencial de area

b pd
correspondiente a la integral doble iterada / / f(x,y)dydx,y en la Figura

7.3.2 se observa un elemento diferencial de area horizontal correspondiente a

d b
la integral doble iterada/ /f(x,y)dxdy.

7.2.2 Sea z = f(x,y) una funcion integrable en una regiéon R limitada por
a<zx<b ¢(x)<y< ¢,(x), donde ¢ (x)y ¢,(x) son funciones continuas en
todo punto del intervalo [a,b]. (Figura7.4).

y "y =0,(x)

~

—

y=0,(

a b X

Fig. 7.4.

/ / fle,y)dA = / b /(ZS ¢(()) e, y)dy dx. (7.4)

7.2.3 Sea z = f(z,y) una funcién integrable en una regién R limitada por
c<z<d, ¥y <z< ¢,(y), donde ¢, (y)y v,(y) son funciones continuas
en todo punto del intervalo | ¢, d].(Figura7.5).

Entonces,

MY

x=U_ (y)
x =Y (y) z
d L. (

Fig. 7.5.
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La integral doble iterada correspondiente se escribe como

femda= [ [ rwyray 75)
/R/ /c /1(y)

7.3 AREA DE SUPERFICIE

0z 0z

— y —— son continuas en una
ox oy

region R del plano zy, entonces el area de la superficie S, cuya ecuacion es
z = f(z,y) limitada por R,es:

A, —//\/ g; g;rdA. (7.6)

Si R, se proyecta sobre el plano xz, entonces el area de superficie es :

A, —//\/1+ 833 2 %]Qd/l. (7.7)

Si R, se proyecta sobre el plano zy, entonces el area de superficie es :

A, —/ /\/ 8:(: g;c]sz. (7.8)

7.4 INTEGRAL TRIPLE

La integral triple de una funcion w = f(x,y, z) sobre una regién R de R*no es
mas que una generalizacion de la integral doble y se escribe :

I:///f(x,y,z) dv. (7.9)
R

Si f(z,y,2z) =1, entonces la integral /// dV calcula el volumen de la
region R. R

Sea z = f(x,y) una funcion bivariable. Si z,

7.4.1 Integrales triples iteradas
Son integrales triples iteradas las siguientes :

Yo (@
///fa:y, )dV = // / f(z,y,2z)dzdydz,
Y (
// / f(x,y,2)dzdx dy, etc.
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Se toman los limites de integracion de forma que cubran la totalidad de la region
R.

7.5 COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFERICAS

7.5.1 Un punto P de R? se determina por la triada (r, 6, 2), donde :
r . distancia del origen al punto proyeccion de P sobre el plano zy,
6 : angulo que forma r con la parte positiva del eje =,
z : distancia del punto al plano zy.

Az

H P(r,e, 2)

‘P
X " Fig. 7.6.

Las ecuaciones de transformacion son :
xr=rcost, y=rsenf, z=z.

Para la funcion f(z,y, z), la integral triple, en coordenadas cilindricas, se
escribe como :

///f(xay7z)dvz///f(’l“COS@,TS@’)”L@,Z)?“d?“d@, r >0,
R R

donde R es laregion en coordenadas cilindricas correspondiente a R,y
d(z,y)

r= 90 0) se llama jacobiano de la transformacion.
7.5.2 Un punto P de R? esta determinado por la terna (p, 8, ¢), donde :
AZ
 P(ne.2)
7P
oS ;
X P,
Fig. 7.7.

p : distancia del origen al punto P, p > 0,
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6 : el mismo angulo definido en coordenadas cilindricas;
¢ : angulo que forma p con la parte positiva del eje z.
Las ecuaciones de transformacion son :
x=psenpcost, y=psenpsenf, z=pcosdao.

Para la funcion f(x,y, z), la integral triple, en coordenadas esféricas, se expresa
como :

///f(p send cos b, p send sen b, p cos @) p*send dp de db,
R

donde R es laregion en coordenadas esféricas, correspondiente a R y

d(z,y,2)

es el jacobiano de la transformacion.
d(p.0,9)

plsend =

PROBLEMA 7.1

Encontrar el valor aproximado de la integral doble de Ila funcion
f(z,y) = zy + 3y* sobre la region rectangular —1 <z <1,0<y<4.

SOLUCION
En la Figura 7.8 se observa laregién R, limitadapor —1<z<1 vy 0<y<4.

Ay
(-1,4) (1,4)

X v

(-1,0) (1,0)
Fig. 7.8.

Se va a adoptar una particion consistente en dividir la region rectangular en
ocho cuadrados, cada uno de ellos de lado uno, y, por consiguiente, de area 1
u?. El punto (z;, y;), perteneciente a cada cuadrado, es el centro geométrico de
cada uno, aunque pudo tomarse otro punto cualquiera,a condicidon de que
pertenezca al cuadrado considerado.

Con base en estos datos, se procede a conformar la siguiente tabla.

Conviene observar que los términos de la columna  f(xz;,y;)AA; son los
términos de la suma de Riemann, constituida por ocho sumandos; su suma es
precisamente el valor aproximado de la integral doble de la funcion
f(z,y) = zy + 3y* sobre la region rectangular — 1<z <1,0<y <4.
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Ri | AA; | (@i, yi) | f(=isyi) | flai,yi) A4
1 1 ('%7%) % %
2 [ 1 |[(G3) | 1 1
311 |G | 7 3
411 |(32) 20 20
511 |Gy | F 5
6 | 1 |(-39) 35 35
T e | S 7
8 | 1 |[(-33) 6 6

> 126

Asi, la integral doble //(:cy + 3y°)dA tieneun valor aproximado de 126.
R

PROBLEMA 7.2

Calcular

la integral doble del problema 7.1,como una integral doble iterada

sobrelaregion —1<z<1,0<y<4.

SOLUCION

Al utilizar elementos de area verticales (Figura 7.9), la integral doble se calcula

asl:

AY
(-1,4) (1,4)

v

(-1,0) (1,0) X

Fig. 7.9.

//(xy+3y2)dA:/_11/04(:Uy+3y2)dydx

® 1 1 4 1
- / [—azyQ + yB] = / (8 +64) dx
-1 2 0 1

1
_ [4x2+64x] =44 64— 4+64=128

Ahora, al utilizar elementos diferenciales de area horizontales (Figura 7.10), se

tiene :
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AY

(-1,0) (1,0) X

Fig. 7.10.

4 1
//(xy+3y2)dA=// (a:y+3y2)dxdy,
R 0J-1
4 4
- 1, o 18 2
—/0 [230 y+ 3y :U}_l—/OGy dy,

- Z[y?’r = o(43) = 128.
0
PROBLEMA 7.3

Calcular la integral doble //(2:1: +y)'dA donde R es el rectangulo cuyos

vértices son los puntos 0(0,0), A(0,2), B(1,2) y C(1,0).
SOLUCION

Por medio de elementos de area verticales, se tiene (Figura 7.11) :

y

A(0,2) B(1,2)

0(0,0) c(1,00 X
Fig. 7.11.

//(2:1:+y)4dA: /01/02(2x+y)4dyd:1:,

— %/01 [(2x+y)5]zd:c,
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1 ! 5 5 2
_5/0 {(2:1:—%2) —(2x)]0d:c
1L 6 92 61!

- [60(23"”) 3ox]o ’

Por medio de elementos diferenciales de area horizontales (Figura 7.12) se

llega a :
9 Y

A(0,2) B(1,2)

0(0,0) C(1,0) x

Fig. 7.12.

//(2x—|—y)4dA:/02/01(2:E+y)4dxdy,

R
1 2
2 5 5
= [ |2+9) —v]dy.
100[( +y) -y’ |dy

[( 20 + y)5];dy,

- [610(2+y) N 6_10y ]2

4096 32 64 992
60 60 60 15

PROBLEMA 7.4
Calcular la integral doble // )dA donde R es el rectangulo

I<zx<4,1<y<2.

SOLUCION
a) Por elementos de area verticales (Figura7.13), se tiene :

// dA // dydx,
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v

% Fig. 7.13. 4
//(ng%)dA :/14[(a:lny+%y2ﬁdx,

R
— /14((ln2)33+ % — %) dx,

1 4
= [(—an)x2 — §lnx] )
2 2 1
1 9
8In 3iln 2ln 2ln

b)La utilizacion de elementos de area horizontales (Figura 7.14), conduce a :

- (g2

1
= ;ln2+4ln2—ln2

9
= —[n?2.
2
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PROBLEMA 7.5

Calcular la integral doble / /62”3/ dA, donde R es el rectangulo limitado por
R

1<x<Ind, 1 <y<lIn2.

SOLUCION
a) Por elementos de area verticales (Figura7.15), se tiene :

y
In2 Il

In5 X

Fig. 7.15.

In5 pln2
//62“?’ dA = / / XY dy dx,
R o Jo
Inb n?2
= / 2" [ey} dx,
0 0
Inb
— / 62x<eln2 . €0>d$,
0

Inb
1 Inb
= / e dr = = [e%] ,
0 2 0

1 1
= <e2ln5 _ eo) = (25-1) =12
a) Por elementos de area horizontales (Figura7.16); se tiene :

Ay

In2

v

In5 X

Fig. 7.16.

n2 pind
//62”3’ dA = / / e dydx,
R o Jo
1[5 In5
//62“3’ dA = —/ eV [e”] dy-
72 2 0 0
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1 In2
- 5/ (62ln5 — eo) eV dy,
0

PROBLEMA 7.6

zy?
|

3 rl
Calcular la integral doble iterada / / dx dy.
-3J0

SOLUCION

Para calcular esta integral, tal como esta planteada se deben utilizar elementos
de area horizontales ( Figura7.17), asi :

y
3
0 1 x
-3
Fig. 7.17.
3 rl 2 3
oo =3 o]
dedy = = l | d
/_3/0x2+1xy 2/_3y n(e”+1)] dy,

1 3
= 5/?)(an —In1)yidy,

1 3 1 3
=2 [ yrdy=cin2ly|
e iy = g2l

1 4
= 5(In2)(27+27) = %ln2 = 91n2.

Ahora, al cambiar el orden de integracidn, el calculo se hace por medio de
elementos de area verticales (Figura 7.18). En consecuencia :
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AY
3
0 1 ;
-3
Fig. 7.18.
1 r3 2 1
Ty 1 x 313
——— dydxr = - —[] dx,
/0/_3562+1 yax 3/0332+1y 3
1 [ x
== 27 4+ 27 dx,
3/0( * ):c2—|—1x
54 1w 18 1
-3 e Bl oo);
3 ) martr = g ])

=9(In2—1In1l)=9In2.
PROBLEMA 7.7

Ve
Calcular la integral doble iterada / / (y +9°) dy dz.
0 Jzx

SOLUCION
a) Por medio de elementos de area verticales (Figura7.19), se tiene :

y=x

=V

Fig. 7.19.

Lorve 1, 1 Ve
// (y+ ) dydx:/ [—y2+—y4] dx,
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b) Por medio de elementos de area horizontales (Figura 7.20), se debe invertir el
orden de integracion. En consecuencia la integral doble iterada se calcula asi:

y=x
MY
x=y?

—_
X V¥

/Ol/yj(y+y3) dady = /Ol(y+y3)[$]jzdy,

PROBLEMA 7.8
Calcular la integral doble //e”“"?dA, donde R es la region del plano limitada

1
pory:§x,x:3,y20.

SOLUCION

La region R es un triangulo rectanculo. (Figura7.21). Al utilizar elementos de
area verticales, se tiene :
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Fig. 7.21.

1 %x )
//e””gdA:// e dydx,
R 0 Jo
1

1

:/0 e® [y}zxda::/(Jle;”?(%x—O)d:p,

1 /! 1 /[t
— —/ xerdx = —/ 2£Uexzd$,

3Jo 6./o

1 31 1
=5, =@ =¢) =5(¢-1).

Ahora bien, al realizar el calculo por medio de elementos diferenciales de area
horizontales (Figura7.22), se tiene :

y
x =3y
|
é (3.1)
(0,0) (3,0) X

Fig. 7.22.

2 1 3 2
//emdA://exdxdy.
® 0 J3y

Esta ultima integral no se puede calcular, dado que /erda: no tiene primitiva

2 1
finita. No obstante, la integral //em dA tiene un valor de 5 (69 — 1).
R

PROBLEMA 7.9

Mediante la integral doble,calcular el area de la region plana limitada por
x? = 4y, 8y = x> + 16.
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SOLUCION

Para encontrar el area pedida, resulta conveniente utilizar elementos de area
dispuestos verticalmente. (Figura7.23).

(-4,4) (4,4)

Fig. 7.23.

Los puntos de interseccion entre las curvas son (—4,4) y (4,4). Por la
simetria de la region, el area pedida se calcula asi :

:// dydxz?/[]l dx,
0 éxQ 0 iz
2/ (1 249 1 2)d 2/4( L 2+2>d
= T — —z%)dx = — -z x,
o \8 2 0 8

1 4 64 32
:2[——3 2] :2(—— ):—u de area.
01’ T, 01 78) T3

PROBLEMA7.10

Mediante la integral doble, calcular el area de la region plana limitada por las
curvas y = e*, y = 2 ,y—4

SOLUCION

a) El calculo del area es mas rapido si se efectua por medio de elementos de
area horizontales (Figura 7.24).

e [ [
/1 (lny — —lny)dy,
1 4

= 5/1 Inydy,
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x =Iny

__~ o

Fig. 7.24.

XV

1
A= 5(41714—44—1),
A=41In2— g ~ 1,27 unidades de area.

PROBLEMA 7.11

Hallar el area de la region del Problema 7.10, por medio de elementos de area
verticales.

SOLUCION

) (In2,2)
/ (0,1)

Fig. 7.25

X Vv

Para efectuar el calculo,se requiere dividir la region en dos subregiones, tal
como se ilustra en la Figura 7.25. De esta manera, el area total A, es la suma
de las areas A,y A,; esto es,

A = A + Ay
El area A; se calcula asi:
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In2 pe? In?2 o2
Ay :/ / dydac:/ [y] dx,
0 er 0 e
In2 n2
= / [629” — e‘”] dx ,
0 0

1 In2 1 1

— [5623}_61}0 — 5621712_6[712___'_1’
1 1 1

= —(4)—24-=-.
2() +2 2

Analogamente, el area A, se calcula como :

2in2 p4 2in 2 n2
A :/ /dydx:/ [y} dx,
n2 ev n2 0

2ln 2 2In2
:/ [4—6x]dazz [4x—e‘”] ;
n?2 n?2

=4(2In2) —e?"? —4in2 -2 =14In2 — 2.
Por consiguiente, el area total es :
1 3 : .
A = 3 +4in2—-2=41In2— 3 ~ 1,27 unidades de area.

PROBLEMA 7.12

Hallar el volumen del sdlido limitado por el cilindro circular recto z? +y? = 4y y
los planos y+ z =4, z = 0.

SOLUCION

ANZ

e

~_ |

%ﬂ y

e N

N
S 0,2
= _E_\\)\ X =44 - y2

_x\‘~\~’—/ \\\\\ \/
i N

|| e (0,2,0) y (0,0) (2,0) X

(é,0,0)
Fig. 7.26a. Fig. 7.26b.
X
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El volumen buscado se obtiene mediante la integral doble iterada en la que se
utilizan elementos de area horizontales, tal como se ilustran en las Figuras

7.26ay 726b.

2 p/iA-y?

V:// (4 —vy)dzxdy,
)i
2 I

=2// (4 —y)dzdy,
—-2J0
2 \/m

:2/ (4—y)M "y,
)
2

2 (-p(/T= Py

-2

=8/_2\/4—y2dy+/_2(—2y)(\/4—y2)dy,

4—y> 4 2 21/ (4—y?)372
= 8[7y 5 / + 5&7“68671%]_2 + [7(3 7) ]_27
1 1
= 16(arcsenl — arcsen( — 1)) = 16(§7T-|— 57?)

= 167 unidades de volumen.

PROBLEMA7.13
Hallar el volumen del solido limitado por 922 + 43> + 362 = 36 y el plano z = 0.
SOLUCION

(0,3) _3 2
T~ y=yV4-Xx

/ (2,0,0) 2.0) X
X

Fig. 7.27a Fig. 7.27b
Se trata de encontrar el volumen del sdlido limitado por el paraboloide eliptico
cuya ecuacion es 9x? + 4y® + 36z = 36 y el plano zy (Figuras 7.27ay 7.27b).

Al tomar elementos de area verticales y aprovechar la simetria del sdlido
considerado, el volumen buscado es :
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2 p3y/4—a? 1, 1,
V:4 (1——:c —§y)dyda:,
1 2
_4// 5 )dydx,

0 0

3 1 ?
=|-zV4—a? + 6arcsens — ~x (4 —22)3| >

2 2 1 .
=0+ 6(%) — 0 = 37 unidades de volumen.

PROBLEMA 7.14

Hallar el volumen del tetraedro limitado por el plano E + % + S y los planos
a C
cartesianos en el primer octante.

SOLUCION

A
o
2
X W

Fig. 7.28a. Fig. 7.28b.

En correspondencia con las Figuras 7.28a y 7.28b, el volumen del tetraedro se
calcula tomando elementos de area verticales, asi:

a pb(1-7) I~ y
z// c(l—g—g)dyda:,
—c// 1—— —g) dydx,

y2 b(1-7)
= 1——)y— = dx.,
veef|a-Sw-g] e
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a 2 a
_ be a(l OV = abe [1( _ §)3]a,
2 0 a 2 3 a 0
b
= — %(0 — 1) = — unidades de volumen

PROBLEMA 7.15

L L 4
Demostrar que el volumen de la regién esférica x> + 4>+ 22 = R? es gwR?’

unidades de volumen.

SOLUCION
y
(O,R) y=\RZ-x
/
(0,0) (R,0) X
(R,0,0)
Fig. 7.29a. Fig. 7.29b.

X

En la Figura 7.29a, se ilustra una octava parte de la esfera de radio R cuyo
centro esta en el origen de coordenadas.

Por la simetria del sdélido considerado y al considerar elementos diferenciales
de area verticales, se obtiene :

VR—z? xz
_8/ / —2?) —y?dydex,

R2_ 2
= 8/ KR L] dx,
0o L 0

(ITCSGTZ

R (p2 9 R
R — 2_ g2 8
= 8/ 7( v )arcsen " dr = —/ (R2 — 332) arcsenldx ,
0 2 R?—z? 2Jo
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4 ,
= §7TR3 unidades de volumen.

PROBLEMA 7.16

Hallar el area de la porcion de plano = + y + z = 2 que esta situada encima del
cilindro z? + y?> = 1en el el primer octante.

SOLUCION
NZ

| N

\_/ A y
(0,1) y=\1-x2

2
(0,0) (1,0) )?
4 Fig. 7.30a. Fig. 7.30b.

El area de superficie de la funcién =z = f(z,y), limitada por la regién R del
plano zy, se calcula por medio de la integral :

A, = /R/\/H i [g—;rdA.

Para este problema,

z =2 —x —y; entonces,

0

0z _ 4 92_
oz Jy

En consecuencia,

\/1+[g—;]2+[g—;]2=m:¢§.

Al considerar elementos diferenciales de area verticales (Figuras 7.30a vy

7.30Db), se tiene :
1 /122 1o /12
AS:/ \/gdydx:\/g/ [y]ol dx,

0 0
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1 J1 = 2
Ag :\/5/ \/1—%’26[%’:\/5[3617334—1&7"03@71z 1’

2 2 210

=3 (—) — = —— unidades de superficie.

PROBLEMA 7.17

Hallar el area de la porcion de cono z? + y? = 32% situada por encima del plano
zy, e interior al cilindro z2 + y? = 4y.

SOLUCION

N y
x=-Vdy-y2 [(04)
.
X =\ 4dy-y?
J
(0.0) X
X Fig. 7.31a. Fig. 7.31b.

0z 0z
Para calcular el area de superficie, se requiere hallar inicialmente p y 0 asi:
& Y

0 0z 0z x 0z Y

0
8x(x )= 8:1:< Z) “0r or 32 oy 3z

Entonces,

2 2 2 92 2 2
\/1+{%] + (2] :\/1+w_2+y_2:\/M
/92 +32 /

Por medio de elementos de area horlzontales (Figuras 7 31ay 7 31b), el area de
superficie se calcula asi:

Viy—12 4 4 p/Ay—y?
Vay—y? 3 o J0

4 4
M/ ”dxz—“f/ Vi dy
0

A
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A, = Zl?)ﬁ/:\/ll—(y—Qde,

_ ~ 914
— % y—2 4—(y—2)? + 2arcsen? ’
3 2 2 1,

-SG5

3

8f

—— unidades de superficie.

PROBLEMA 7.18

Demostrar que el area de superficie de la esfera z? + y? + 22 = R? es 47 R?
unidades de superficie.

SOLUCION
AY
(O’R) y= RZ _ X2
4
(0,0) (R,0) 4
X Fig. 7.32a. Fig. 7.32b.
0
Como en el Problema 7.17, se necesita obtener — y 7z .
oxr ~ 0Oy
A(z%) 9 , o o 0z dz  y
Ox _8_x(R T oY) or 2’ oy  z
Por tanto,
2 2 2 2
\/1+[%] +[§—y] 1+ +Z
2+t 4y R
o 22 N y2'

Al utilizar elementos diferenciales de area verticales (Figuras7.32a y 7.32b) y
por la simetra de la esfera, el area de superficie se calcula asi:

R2 x2
Rdd
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R 4
= SR/ {arcseny} dx
0 2lyr—e

R - (R
= SR/ (arcsenl)dx = 8R(§)/ dz,
0 0

:4R7r[:c}0R

PROBLEMA7.19

= 47 R? unidades de superficie.

6 pl2-2y pd—2y—iz
Calcular la integral triple I = / / / xdzdzdy.
0 J0O 0

SOLUCION

PROBLEMA 7.20

0 3
1 2 1 ]
(4= 3y)e? - oot ay,
_2( 37)" T 9" ]0 Y
12-2
Lo o2 L] ™™
(12 — 2y)x x dy,
_6 0
1 3 3
g2 —2y)° — 5(12 - 2y)° | dy,
0 3 1 1 4 °
i (12 — 2y)°dy = — 671 l(12—2y) } ’
0
1 2
- —(0-12% = 20736 _ 144
144 144

Utilizar integrales triples para calcular el volumen del sdlido limitado por el

paraboloide eliptico z = z?

SOLUCION

+ 49 y el cilindro z? + 4y? = 4.

En las Figuras 7.33ay 7.33b se detallan,respectivamente, el volumen que se
quiere calcular y el dominiosobre el cual se debe integrar, con el fin de
determinar los limites de integracion .

o . 1
Los limites para z vande 0 a 2? + 4y?; los limites de y se establecen para 1

1
de volumen desde 0 a 2 V4 —1y?y losde x variande 0a 2.

En consecuencia, el volumen pedido se calcula asi:
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2 iAoyt
V= 4/ / / dzdydzx,
0 J0 0

Fig. 7.33b.

2 %\/4_—92 224492
V=4 / / M dy dz,
0 Jo

0

2 r5V/iA-y?

= 4/ / (z* 4 4y*) dy dx,
0 Jo
21 2

ISy
4, 1V
:4/ (332y—|——y3)] dz,
0 L 3 0

[ [pevime+ g fumap]a
= - — X - — X X,
o L2 6

4 2
- —/ (22 +2)V4 — 22dzx,
0

3

4 2 2
:g/x2x/4—x2+§/v4—x2d$,
0 0

4 4—22) 1 ?
:_[_x (4 ) —|—§x\/4—x2—|—2arcseng +
0

2

T
+ 2arcsen—] ’
2 0

24
= %W + 27 = EW = 47 unidades de volumen.
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PROBLEMA 7.21

Calcular el volumen del sélido limitado por el hemisferio z = /16— 22 — 3% vy
por la region circular 22 + ? = 4.
SOLUCION

En este problema, conviene utilizar coordenadas cilindricas asi:

(0,2,0)

(4,0,0)
X Fig. 7.34.

Puesto que = = rcosf, y = r senfl, entonces
V16 — 22 — 42 = /16 — 12¢c0s20 — r2sen? = \/16 — r2.
En este caso, la variacion de r, 6, z es como sigue :

0<z<V16—12, 0<r<2, 0<6<2m.
El volumen requerido se calcula de la siguiente manera :

2 p2
V:/ /\/16—7"27“d7“d0,
0o Jo
1 2r  p2
:—5/ /(—2r)\/16—1“2drd9,
0o Jo

12 o]

0
1 2m 1
_ _5/0 (24/3 - 64)df = — =(241/3 - 64) (2m),

1 .
= %(8 —3v/3) unidades de volumen.

PROBLEMA 7.22

Calcular el volumen de la regién acotada por la hoja superior del cono
z=x?+y?y porlaesfera 2>+ y>+ 22 =09.
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SOLUCION

La utilizacion de coordenadas esféricas facilita el calculo del volumen requerido.

2_ 2 2
Z=x"+y x2+y?+z2=9

03,0 vy

X Fig. 7.35

Las ecuaciones de transformacion :
x = psenpcosl, y=psenpsent, z=pcose
dan como resultado :
22 4+ + 22 = (p seng cos 0)* + (p seng sen 0)? + (p cos ¢)?
= p*sen’d cos’0 + p?sen’p sen’d + p?cos’ o
= p2_
Puesto que z2 4 y% + 22 =9, entonces, p*> =9, es decir p = 3.
Ahora bien, la esfera y el cono se cortan cuando :

P4yt =24 2= 222 =0; 7= Y-
Como z = p cos ¢, entonces cos ¢ = Z_
P

2
De esta manera, cos ¢ = R y, entonces ¢ = g

Asi, pues, la variacionde p, 0 y ¢ es:

0<p<3, 0<¢<y, 0<f<2m

Por tanto, el volumen buscado es :

2r prq 3
V = / / / p’sene dpde db,
o Jo Jo
1 2 5 3
= —/ / seng [p3] d¢ do,
3Jo Jo 0
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1 2r p
= —*27/ / sengp do db,
3 0o Jo
2m 1

= —9/0 [cosqb]OdB,

- —9(ﬁ—1)/0%d9,

2

= 9(2 — v/2)r unidades de volumen.






8. INTEGRACION VECTORIAL

8.1 INTEGRAL DE LINEA DE UNA FUNCION ESCALAR

Sea I' una curva regular definida vectorialmente por
7(t) = (x(t), y(t),2(t) ); a<t<b
y ®(z,y,z) una funcion escalar definida sobre la curva T'.

La integral de linea o integral curvilinea de la funcion & sobre la curva T, se
denota y define por

. — -/
J vds = frq)(r(t))H 7 (1)|dt (8.1)
2 f (b)
i
/ y
r(a)
X Fig. 8.1

Puesto que los extremos de la curva se definen en t =a y t =0, entonces la
integral de linea (8.1) se puede escribir como

frcbds: f B (2(t), y(), =0)\/ [ O + [y O + [# ) . (82)

8.1 INTEGRAL DE LINEA DE UNA FUNCION VECTORIAL

Sean I' una curva regular definida vectorialmente por
#(t) = (2(t), y(1),2(t) ); a <t <b

y ?(t) = <f2 (t), £,t), £,(t) > un campo vectorial continuo sobre los puntos de la

curva I'. La integral de linea o curvilinea del campo ? a lo largo de T', se
denota y define por

[ Far= [ i) 7w 53)

Al desarrollar el producto escalar de la ecuacion (8.3) se obtiene :
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b
c [
frf e R (8.4)

endonde [ = f(z(t), y(t), 2(t)), i = 1,2,3.

Al aplicar la regla de cadena a la relacién (8.4), sellega a :

. b
[ Frar=[ faw+ fay+ fa (8.5)
1_‘ a

NOTA

Para curvas en el plano, se puden utilizara o y como parametros.

8.3 OTRAS INTEGRALES DE LINEA
Sean I una curva regular definida vectorialmente por
H(t) = (z(t), y(t), 2(t) ); a <t <,

y F(t) = (f,(®), f,(t), f,(t) )un campo vectorial continuo sobre los puntos de la

curva 'y ®(x,y,z) una funcion escalar definida también sobre la curva T,
entonces,

1)fF?d8: <frf1ds, fFdes, frfzids>.
2) frcbd?:<frcl>dw, frq)dy,fr@dz>.

3) Cuando la curva I' forma una trayectoria cerrada, se escribe

fr dds; fﬁ‘r@d?; ‘(ﬁr ?'d?; fr}ids.

8.4 GRADIENTE, DIVERGENCIAY ROTACIONAL
8.4.1 Operador diferencial vectorial nabla (V)

El operador diferencial V se define y denota como
g a9 0
V{5 a7 )
8.4.2 Gradiente

Sea & = ®(x,y,z) una funcién escalar que tiene derivadas parciales continuas
en alguna regién de R3.El gradiente de ® es un campo vectorial denotado y
definido como
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o® 09 8(I>>

Ve = (5 9 r

8.4.3 Divergencia

Sea f= (f (z,y,2), f(x,y,2), f(x,y,2)) uncampo vectorial  cuyas
componentes poseen derivadas parciales continuas en alguna region de R?. La
divergencia de f es un campo escalar denotado y definido como

Vil = (e o) (o L)

.3 Ofi  9f, | Of,
vii= 8x+8y+8z'

8.4.4 Rotacional (Rotor)

Sea f= (f (x,y,2), f,(x,y,2), f,(x,y,2z)) uncampo vectorial  cuyas
componentes poseen derivadas parciales continuas en alguna regién de R?. El
rotacional de f es un campo vectorial denotado y definido como

[ k

> 0 0 0

VX f=| — - =
/ ox oy 0z |

L L

7 afg . 8f2 afl _afg afz _ 8f1
oy 0z’ 0z Oz’ O oy /-

8.5 CAMPO CONSERVATIVO

Sea f un campo vectorial, cuyas componentes son funciones continuas en
alguna regién de R®*y f = V& para alguna funcion escalar ® con derivadas

parciales continuas en alguna region de R3. Se dice entonces,que f es un
campo conservativo.

—

La condicion necesaria y suficiente para que f sea conservativo es V x f = 0.
Con simbolos :

}:VCIM:)VX}:O.

Cuando }“ = V&, se dice que ® es una funcidn potencial para }“; Y, } es un
campo de gradientes.

8.6 INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UNA FUNCION VECTORIAL

Sea S una superficie y 77 un vector normal unitario a S. El elemento diferencial
vectorial de area de superficie se define como

dA = 7 dA.
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X Fig. 8.2

Si f(z,y,2) = (f (x,y,2), f,(x,y,2), f,(x,y,2) ) es una funcién vectorial cuyas
componentes son continuas sobre S, entonces la integral de superficie sobre S
se denota y define como

//?-dﬂ://(}-ﬁ)dA. (8.6)

La integral (8.6) se la suele llamar Flujode J através de la superficie S.

8.6 INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UNA FUNCION ESCALAR

Si la superficie S se define por la funciéon continua =z = f(z,y), entonces la
integral de superficie de ® = ®(z,y, z) sobre S se define como

//@dA // x,y, f xy \/1+[ f} +[g—‘§]2d$dy, (8.7)

donde R es la proyeccion de S sobre el plano zy.

8.7 OTRAS INTEGRALES DE SUPERFICIE

Pueden definirse otras integrales de superficie sobre S, donde & = ®(x,y, 2)
es funcién escalar y f f(:c y, z) campo vectorial asi:

[fost [fress [frun

Noétese que los resultados obtenidos después de calcular las integrales
anteriores son vectores numéricos de R3.

8.8 INTEGRALES DE VOLUMEN

Si se considera una superficies cerrada S que contiene un volumen V.,
entonces, son integrales de volumen :
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/V//}dv y /V//q>dv;

en donde,

}(l’, Y; Z) - <f1 (:Uv Y, Z)a fQ(wa Y; Z)? f3($7 Y Z) > es funcion VeCtOFial, y

¢ = ®(z,y,z) es funcion escalar.

8.9 TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO

Segun este teorema, el valor de una integral doble sobre una region del plano
simplemente convexa se puede calcular por medio de una integral de linea a lo
largo del contorno de la region. Conviene aclarar que una curva es simple si no
se corta asi misma. El Teorema de Green en el plano se plantea en los
siguientes términos :

Sea R una region cerrada y simplemente convexa del plano xy, limitada por la
curva simple cerrada I" orientada en sentido antihorario y fronterade R vy

/\y

A\

Fig. 8.3

ademas ]”: <f1 (z,y), f,(z,y)) campo vectorial definido sobre R, cuyas
componentes poseen derivadas parciales continuas, entonces,

// o004, dyzfr(fld:v+fgdy)- (8.8)

dy

La formulacion vectorial del Teorema de Green en el plano, se escribe asi :

//(VX 7)- kdxdy—jf }-dr. (8.9)
// V-7 dxdy_fr(]f-ﬁ)ds. (8.10)

La integral (8.9) corresponde al denominado Teorema del rotor en el plano, en
tanto que la integral (8.10) corresponde al Teorema de la divergencia en el
plano.
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8.9 TEOREMA DE STOKES ( ROTOR)

Establece la relacion entre la integral de superficie sobre una superficie
orientada S vy la integral de linea sobre una curva en el espacio cerrada I que

constituye el borde de S. La direccién positiva de T es antihoraria respecto del
vector normal 7 .

La formulacion del Teorema de Stokes es como sigue :

k -
n

v

S
Fig. 8.4
Si S es la superficie abierta limitada por la curva I' cerrada, orientada

positivamente,y f funcidn vectorial cuyas componentes tienen derivadas
parciales continuas sobre una regién que contienea S y T, entonces,

//(VX ?)-dﬁ:ﬁ}“-d?. (8.9)

8.9 TEOREMA DE DIVERGENCIA (GAUSS - OSTROGRADSKI)

rz n
S
N
y
=
v
X Fig. 8.5

Establece una relacion entre una integral triple sobre una region V de R3, con
una integral de superficie sobre la superficie de V. La superficie S es cerrada y
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por supuesto contituye el borde de la region V' de R?,
El enunciado del teorema es el siguiente :

Sea S una superficie cerrada que encierra una region V de R? y
f= (fl, 1o, f3> campo vectorial cuyas componentes y derivadas parciales son

continuas sobre un conjunto abierto que contienea Vy a S,y 7 vector unitario
normal exterior a S, entonces,

///(v-?)dvz//}-djiz//(}-ﬁ)dA. (8.10)
S S
Al desarrollar los integrandos se obtiene una expresion equivalente :

///[ : %ﬁ]dv /g/fldydz+f2dzdx+fgdxdy. (8.11)

Esto quiere decir que el flujo de un campo vectorial a través de una superficie
cerrada es igual a la integral triple de la divergencia de ese campo vectorial
sobre el volumen acotado por esa superficie.

PROBLEMA 8.1

Calcular la integral de linea de ®(z,y) = 2% + 32, alrededor del tridngulo cuyos
vértices son los puntos O(0,0), A(1,0,0)y (O 0,1)en la secuencia O-A-B-O.

SOLUCION

0(0,0,0)

B(0,0,1)

A(1,0,0)
X Fig. 8.6

Método 1. [ dds = f;«de fj@der f;qms. (1)

Para calcular las integrales que aparecen en la ecuacion (1) es necesario
parametrizar cada trayecto (lado) del triangulo asi :

Lado OA : La ecuacién vectorial de la recta que une Ocon Aes :
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(z,y,z) =(0,0,0) +¢(1,0,0) o bien

r=1ty=0;2=0; 0<t < 1.

Por otra parte, ds = \/[d—x]z + [@r

[@r dt:  ds = dt.

dt dt dt

Por tanto,
1 ! 1
2 2 ]
f (I)ds—f (2 +0%)dt = | ==
Lado AB : Las ecuaciones paramétricas de la recta que une A con B son

r=1—-0; y=t; 2 =0; 0<t< 1.

dS:\/(—1)+12—|— dt; ds =/2dt.

De esta manera,

fjé[)ds = fol [(1— )%+ 2] \/24dt,
= \/§f1 [1— 2t + 2¢%] dt,

Lado BO : Las ecuaciones paramétricas de la recta que une B con O son:

r=0,y= —t+1; 2 =0; 0<t< 1.

ds =+/(—1)*dt; ds= dt.

En consecuencia,

= | [1—2t+¢?adt,
0

1,371 2
= Q[t—tz —t3] = .
\/_ + 3 Jlo 3
Al reemplazar estos valores en la relacion (1), finalmente se obtiene :

Jds =12 f $2_3H22

3 3
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Método 2. Como el triangulo esta en el plano,es posible paramerizar de otra
manera :

N y
B(0,1)

Tramo OA: y =0, 0<zx<1.

2
ds = 1—l—[3—y] der =+/14+0%dx; ds = dx.
T

Entonces,
A 1 1 1 1

2 1 02 N e

L@ds-j;(x +07) dx B[x} = .

Tramo AB: y=1—x, 0<z< 1.

ds = 1+[Z—z]2dx:\/1+(—1)2dx; ds = \/2dx.
Luego,

fj@ds:j: [x2+(1—x)2}\/§dx,
:\/ﬁfol[l—Q:chxQ}d:c:QSﬁ.

TramoBA: z=0, 0<y<1.

2
ds = 1+[d_x] dy = dx; ds = dy.
V dy

fBOCDds:fol [02 +1%] dy,

Por tanto,

Finalmente,
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9
dds =~ + V212
N

PROBLEMA 8.2

,donde I' es la recta que une los

Calcular la integral de linea f

\/332 +y?+4
puntos 0(0,0) y A(1,2).
SOLUCION
N y
A(1,2)
0(0,0) ;
Fig. 8.8

La ecuacion de la recta que pasapor O y A es y = 2x. Entonces,

ds=1/1—|—[j—z]2d:c=\/1—l—22d:c; ds=\/gd:c.

De esta manera,

f ds =f1 V5 dx :\/gfl dzx
r 22t y? 4 0 V22 + (2z)2 4 0 /5x2+4

\[f N lln‘x2+\/x2+4/5H:,

—n l1+%] —In l%} —n {32@].

PROBLEMA 8.3

Calcular la integral de linea fr ryds, donde I' es la cuarta parte de la elipse

$2 2

— + ﬁ = 1 situada en el primer cuadrante.

SOLUCION
La parametrizacién de la elipse en el primer cuadrante es :
x=uacosl; y=bsend; 0<60< g

Entonces,
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ds = \/[Z—zr + [%]QCM — v/a2cos20 + b2sen26 db,

= /(a2 — b?) sen26 + b2 d6.
N y

B(0,b)

v

A(a,0)

X

Fig. 8.9

Ademas,
xy = abcos fsend.
Por tanto,

/2
fr ryds = abf cos Osenfl/ (a® — b?) sen?6 + b2 db),
0

= ———— | |(a* — b*) sen* + b* ] :
3(a? — b?) _[ ] 0
ab I
- 3(a2 — b?) L (a2)3/2 - (b2)3/2}7

ab(a® —b%)  ab(a®+ ab+ b?)

T 32— 3(atb)

PROBLEMA 8.4

Si  ®(x,y) = xy, calcular la integral de linea fr ¢ d7, desde 0(0,0,0)a
P(1,1,0)alo largo de :

1) La recta que los puntos 0(0,0,0) y P(1,1,0).

2) La curva definida por y = 22, z = 0.

SOLUCION

1) La ecuacion de la recta que pasa por 0O(0,0,0) y P(1,1,0) esta en el plano
xy. Por tanto su ecuacion es y = x. Figura 8.10.1.

En consecuencia,
1

fFQ)d?: frxy(da:,dy>:f (zPd, 2*dx)

0
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1.0 1 . 11
odi = (o 20| ) = (5.3).
fr AT 3" o 33

Nz

Fig. 8.10.1

2) Como en el caso 1) la parabola esta localizada en el plano xy. Entonces,

AY
P(1,1)

y=X

v

0(0,0) X

Fig. 8.10.2

dr = (dz,dy) = (dz, 2z dz).
De esta manera,

1
0
1
frq)d?:fo (x3,2:134>das,

1,02 19
wir= (e 2= (1)
fr AT o5 o 15

fréd?zf z.x2<dx,2xdx>,

PROBLEMA 8.5

Calcular fF?-d? si } = <3x, 20z —y,z)y I es la curva definida como
x=2t2 y=t z=4t> —t, desde 0(0,0,0) a P(2,1,3).

SOLUCION
dr = (dx, dy, dz> = (4¢,1,8t — 1>dt.

F=(3(2%), 20262 (4> — t) — t, 4% — 1),
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f=(6t%, 16t — 43 —t, 4% — t).
frdit = [612(4t) + 161" — 463 —t + (4% — t)(8t — 1)] dt,
frdi = [16t* + 521> — 126> + t] dt.

Ahora bien, la parametrizacion de la curva es :

y=t Parat=0; ¢ y=0 parat=1, y=1
2 = 412 — t. z2=0 z = 3.

En consecuencia, la variacion de testa en el intervalo [O, 1}.

Por tanto,
. 1
frf-d? = fo [16t* + 526 — 12t + ¢] dt,

16 L 1,0 127
= | =0+ 13 — 4’ + 2| = .
{5 * T3 . 10

PROBLEMA 8.6

Calcular la circulacién del campo } = <x -3y, y — 2x>a lo largo de la elipse
2 2
% + % = 1, recorrida en sentido antihorario.

SOLUCION

(0,3)

20) x

Fig. 8.11

Se llama circulacién de un campo vectorial f sobre una curva cerrada T'
orientada en sentido positivo, a la integral

fp Fedr

donde f tiene componentes continuas sobre T'.
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Por tanto,
}-d? = <a: -3y, y — 2x > <dx, dy>,
= (z — 3y)dx + (y — 2z) dy.
Como la parametrizacion de la elipse es
r=2cost;y=3sent; 0<t< 2w,

entonces,
frdr = [(2cost —9sent)( — 2sent) + (3sent — 4cost)(3 cost] dt,
= [5 costsent — 30 cos’*t + 18} dt.
En consecuencia,

§ ;‘" dr = f [5 costsent — 30 cos*t + 18] dt,
r 0

2w

1
= §sen?t— 15¢ — 15 sen2t + 18¢t|
2 2 0

= — 307 + 367 = 6.
PROBLEMA 8.7

Considerar el campo vectorial } = <x2 +y, x — > >

1) Demostrar que es conservativo.

2) Hallar un potencial escalar para 7

3) Calcular la integral curvilinea desde O(0,0) hasta Q(2,1).

4) Calcular la integral curvilinea que sigue el camino 0(0,0) — P(2,0) — Q(2,1).
SOLUCION

1)En correpondencia con el paragrafo 8.5, un campo vectorial f es
conservativo si su rotacional es cero; estoes: Vx f = 0.

En efecto,

2) Como [ es conservativo, entonces V& = f para algun campo escalar .

Entonces,
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od 09
(32.5)= o),

Por igualdad entre vectores, se obtiene :

0P

_— = 2
B r°+y.

Al integrar con respecto a x y permanecer y constante, se llega a :

O(z,y) = 52° + oy +g(y). 1)

La derivada parcial de (1) con respectoa y es :

od 0P
— = "(y). Pero — =z — ¢
9y z+g'(y). Pero 9y x—y

Al igualar las derivadas :

z+g9'(y)=z—v% ¢y = —y~

La integracion de esta ultima relacion conduce a :

gy) = -3y’ +C (2)

Al sustituir (2) en (1) :

1 1
O(x,y) = 5353 +xy — gy?’ +C.

De esta manera la funcién bivariable ®(z,y) = %:1;34—:1;3/— %y3+0 es un

potencial escalar para f.

3) AY
P(2,1)
y=2X
0(0,0) X
Fig. 8.12
Puesto que V& = }’, entonces,
(2,1) (2,1) (2,1)

[ Far=[ vea=] ao,

(0,0) (0,0) (0,0)
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(2.1) 1 1
= | =3’ tay - 300+ O
00) 3:0 + xy 3y +C
4)
N y
Q@2,1)
I
1_1| N
0(0,0) P(2,0) X
Fig. 8.13

En correspondencia con la Figura 8.13, se tiene :

L?-d?:ﬁl}’-d?+fr2}-d?.

La parametrizacion del tramo OP es.

Ademas, f-dit = (z*+y, z —y*) (dx, dy) = t*dt.

Luego,
2

i = j; 12 dt = %[tﬂz - g

La parametrizacion del tramo PQ es :

Entonces,

De esta manera,
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Notese que los valores de las integrales curvilineas que unen los puntos O(0, 0)
y P(2,1)son los mismos, no obstante que se han tomado caminos diferentes.

Esto ocurre cuando el campo vectorial es conservativo.

PROBLEMA 8.8
Sea ®(z,y,z) = x*y?z* una funcién escalar.

1) Calcular la divergencia del gradiente de ¢
0? 0?0

2) Demostrar V-V® = V2®, donde V? = + + se llama Operador de
ox?  0y* 022
Laplace (Laplaciano).
SOLUCION
_ /9P 0P 0P 2,2 .4 3,2 3>
1) Vo= <33:’ 50" B2 > <24:13 162%y2t, 3205%2% ).
2,2 .4 3, .4 3,,2,3
VP — 0(24x*y=z*) N 0(16x°yz*) N 0(32x°y*z )’
ox Jy 0z

= 48zy? 2t 4+ 16232* + 24x3y° 2.

0 0 0y 00 20 08
ox’ Oy’ 0z ox’ Oy’ Oz

0 (0P 0 /0P 0 /0P
5@ 5(5) 5 (%)
a2q>+a2c1>+a2c1>_<a2 L0 0
0x? Oy? 022 \9x? = Oy? 8z2

mvv¢:<

)(I) V20,

PROBLEMA 8.9

Para un vector arbitrario constante A demostrar que V(A- T)= A
SOLUCION

Sea A = <a1,a2,a3> y 7= <x,y,z>.

Entonces,

—

AT = <a17a27a3> <x)y7 Z> =ar+ay+az.
Por tanto,
V(A7) = V(a2 + ay + a,2),

<8 a,x —|— a,y+a,z) O0la,x+a,y+a,z) 0a,z+a,y+a,z) >
Y ay ? az Y

<CL1,CL2,CL3> =
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PROBLEMA 8.10

., 1 ..
Demostrar que la funcion escalar ®(x, y, z) = —, es armonica, donde
T

r=|7] = Va2 + 2+ 22
SOLUCION

Una funcion escalar es armonica si es continua, tiene segundas derivadas
parciales continuas y satisface la ecuacion de Laplace V2?® = 0.

En este caso,

Ve =v(1) = o) () 9 ()
N r) i\ + 2+ 22 OY> \ /a2 442 + 22 02\ /2 + 2+ 22/
Ahora bien, la primera derivada de ® respecto a x,es:

0o —x

9z (@ E+ 2P

La segunda derivada de ® respecto a z,es:

('32_@ B g( - ) B 3 B 1
or? O\ V(@ +y +223) VE@+r2+20 @yt 23
O°® 322 1

or2 5 3
Por analogia,

?°d 32 1 0*® 322 1

oy? rd r3 022 rd r3’

'@ + 0@ + °¢ entonces
rd Oy? 022’ ’

Puesto que V?® =

21 3 1 32 1
vo=2r L s 1, 9

I e L I

PROBLEMA 8.11

Calcular //(:c2 +1*)dA donde S es la frontera del cuerpo limitado por
S

2 =12, z = /22 + 1.
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SOLUCION

Fig. 8.14
1) Integral sobre la cara lateral (S;): z = /22 +y2; 0< 2z <1,

dAz\/H[%fﬂg—ZFdxdy.

0z 0z Y

Como — = L; — = ————_ entonces,
oz / 2 +y2 oy / 2 +y2
dA = J1+ -2 Y ird
N +x2—|—y2+x2+y2 vy
= ﬁdx dy.
Por tanto,

/S JCRTECE ﬁ/R/< +y?)dady,

donde R circulo z? +¢%=1.

1

El cambio a coordenadas polares = = rcosf, y = rsen0, 72(96’ y)

donde 0 <r<1; 0< #<2m conducea:

2T 1
//(m2+y2)dA: \/5/ /r2rdrd9,
S1 0 0

2 1 2T

:\/5/ / r3drd0:£/ [7“4]1d9,

0 0 4 0 0

ﬁ[e] g9 = V2T
0

4

2

2) Integral sobre la cara superior (S;) : z = 1; dA = dady. Entonces,
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/S/(x2+y2)dA:/72/(:v2+y2)da:dy:g.

2

Finalmente,
[ [ rpaa= [ [ rpaas [ [@ g
S Sl 52
2T T T
=t =5(V2+ )

PROBLEMA 8.12
Calcular //(I)(sc,y, z)dA donde ®(z,y,2) = 2* +2yzy S es la porcion de plano

2r +y 4+ z = 4, en el primer cuadrante.

SOLUCION
Q(0,4)

y=4-2x

v 0(0,0) P(2,0) x

Fig. 8.15.1 Fig. 8.15.2
X

La ecuacion del plano del plano se puede escribir como z =4 — 2z — y.
Entonces,

) )
a_;: — 2 E)_Z: -1
dA = \/1+ 5] + (5] dedy.

:\/1+(—2)2+(—1)2dxdy = /6 dzdy.

O(z,y,2) =22 +2y(4 — 2x —y) = 2% + (8 — dx)y — 23>
Por tanto,

//Cb(a:,y, 2)dA = \/6/2/4_% [:E2 +2(4 —2z)y — 2y2]dy dx,

4—2x

1 2
= \/6/ [§x3 + (4 — 2x)y* - §y3 dz,
0

0
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- \@/02 [(4 —2z)° - §(4 —~ 2x)3} dz,
= g/ju_ 2r) de = — V6 [(4 - 2a:)4r,
at

PROBLEMA 8.13

Calcular //}-d/f si f= (z,y, —2z)y S es el hemisferio superior de la
S
esfera 22 4 y? + 22 = a’.

SOLUCION
N 7
(0,0,a) X2 + y2 + Z2 = a2
R 0.2.0) y
/a,0,0)
X Fig. 8.16

Un vector normal unitario exterior al hemisferio superior a la esfera dada S, se
obtiene por medio del gradiente de su ecuacion asi :

VS (22,2y,22) 2z, y.2) (2, 9,2)

" INEAl :\/4332—|—4y2+422_2\/a:2—|—y2—|—22_ a
Entonces,

oL _ ) _ 1, 2 5.2

f n = a<x7 Y, 22> <$7 y,Z> - a(.’L’ +y 2z )
Pero,

2?2 +y?+ 22 =a®> - 2? —y?, luego,

—

f-n: l |:(m2+y2_2(a2_ x2_y2)i| _ 3(:B2+y2)—2a2'
a

a

Como se trata del hemisferio superior de la esfera, entonces, se debe
considerar la ecuacion z = \/a? — z2 — y?2; de donde,

0z —x 0z —y

9r /a2 — 22— g2 Ay Jai— 22—y




192 Aplicaciones de Calculo de Varias Variables

En consecuencia,

ox Jy
72 y?
= 4/1 dx d
\/ +a2—x2—y2 a2 — 72 — y? ray,
_ adxdy
o a2—:c2—y2'

De manera que,

[ [ran=f famaa- [ 252 e g

en donde R es la proyeccion de S sobre el plano zy; esto es, la regidon de R?
limitada por el circulo z2 + 42 = a?.

El cambio a coordenadas polares x = rcos 0, y = rsen @,

donde 0 <r<a; 0< 0 <2m conduce a:

- n @ 3r2 _ 242
l/f'dA:A [ O \/ﬁrdr d0,
/27r 3r3dr 942 “ rdr
ST Rl vl

21 _ a
:/ (a® - 742)3/2_3&2@2_ r2)1/2—i—2(a2— r2)3/2} do,
;L

0

PROBLEMA 8.14

Calcular //@dA si O(z,y,2) = %:cyz y S es la superficie del cilindro

22 +y? =16 S|tuado en le primer octante entre z =0y z = 10.

SOLUCION

En este caso la proyeccion de la superficie se hace sobre el plano xz. Puesto
que
dA = ndA,
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AV <2513, 2y, 0> _ 2<x, y,0> 1

_ - - - 0).
IVS|| V422 +4y? 22?2 + 4?2 1 30)

ANz

n =

(0,0,10)

v

(0,40) vy

Por otro lado,

or oy
_ ) 2
Y Y
Por tanto,
//@dg://q)(ﬁdfl):%//xyz* (x,y,0)x—dzdx
S s R
3 0 4
//@dA = —/ / <:1:22, :Uyz,0> dzdz,
S
3 0 4
//cbdﬁ :1—6/ / (2°2, zyV16 — 22,0) dz dz.
5 0 Jo
Ahora bien,

v 1 .t 64 [ 64 1 3200
/ / 2?2z dzds = —/ [x?’] zdz = —/ zdz = —* =%(100) = —— .
- 3/, 0 3/, 379 3

0 4 0 4
/ /a:y\/16—x2dzda;: —%/ / (=2)zyV16 —x2dz dz.
0 Jo 0 Jo

(2)
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10

10 4
1 2 4
//:Izy\/16—:c2dzdx:——*—*(—64)/ zdz:ﬁ—
0o Jo 2 3 0 3

Al reemplazar (2)y (3) en (1),se llega a :

3 /3200 3200
//rbdA 1—6< . ,To>:<2oo, 200, 0).

PROBLEMA 8.15

Calcular I:///(I)(az,y,z) dV,si ®(z,y,2) = x> +y>+2°y R esel

el tetraedro limitado por el plano = + y + z = 1 en el primer cuadrante.

SOLUCION

z My
(0,1)

(0,0,1) z=1-x-y

y=1-x
(0,1,0)_ R
y (10) X
Fig. 8.18.1 Fig. 8.18.2

La integral de volumen pedida se puede calcular por medio de una integral triple
iterada, en la cual varia inicialmente z, luego y y finalmente z, asi :

I:///cb(:c,y,z)dvz ///(w2+y2+z2)dv,
R R

1Ty

// / 2+ y? + 2?) dzdy de,
1 1-2z 1 1—z—y

:/ / [x2+y2)z+ —z?’] dydz,
0 0 3 0

1
// 1—x)—2’y+ (1 —2)y* —y —|—3(1—:U—y)3]dydx,
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! 1 1 1 1 1—x
/O[a:( )y 5%y —|-3( )y 1Y 12( T —y) 0 T,
' 1 | 1 1
= [ [ —ap - gt g0 - G0 g1y
Y1
- [ [a-er + fa-ar ]
L L2

PROBLEMA 8.16

Calcular I = /// O(x,y,2)dV,si ®(x,y,2)= 2> +y*’y Resla

R
region limitada por la esfera z2 +y% + 22 =1, el cono 2% +y? = 22,2 > 0.

SOLUCION

En este caso conviene utilizar coordenadas esféricas para simplificar el proceso
de calculo : (Ver Problema 6.22)

2_ 2 2
7%= x2+y X2 +y 2 72=1
)

(0,1,0) v

Fig. 8.19

x = psenpcost, y=psenpsent, z=pcosao.
22 +y? = (p send cos 0)* + (p seng sen ),
= p’sen’¢ (cos?0 + sen0) = p*sen’o.
O(z, y, 2)
d(p,0,0)

= p’seng.
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La variacion de p, 6 y ¢ es como sigue :

0<p<3, OSMZ, 0<0<2m

///@(m,y,z)d‘/z///(x2+y2)dV,
R R

27 /4 1
~[ [ [ @sents)dpasa.
0 0 0
27 /4
1 AR
A [ e
/4

T 21

A o] [ ]

Por tanto,

1 27 1 /4
_ 1 _ i 3
—5[0]0*[ cosqb—l—gcosqb]o ,
27 \/5 \/5 27 7w
A R TRE e e

PROBLEMA 8.17

Comprobar el Teorema de Green en el plano para } = (x —vy, x+ y) donde T
es la figura limitada por las curvas y = 22 y = = 3.

SOLUCION

v

Fig. 8.20

a) La integral de linea a lo largo de la curva y = z? se calcula asi :
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1

L :/ (z — 2%) dx + (x + )2z dx,

0
1
(22 + 2% + ) du,
0
1, 1401 ]1_4
_[2‘” 3T, Ty
La integral de linea a lo largo de la curva = = y° es :

1

I =/ (v* —y)2ydy + (v* +y) dy,
0
1

= / (29 — v* +y) dy,
0

1, 1, 1}1
{2‘” 3¥ T oY

]{ fw—y,ﬂy )-dr,
r

=/ <x—y,az+y>-d?—|—/ (. —y, z+y)-dr,
r r

2

OJII\J

Por tanto,

b) Al aplicar el Teorema de Green en el plano, se obtiene
afl — 1: a_f? =1.

f1:x_y7 f2:x+y7 a—y_ ) O
Entonces,
//(1 + 1) dz dy,
R

e
22// dy dzx,
0 Jz2

:2/01(\/5—332)@3,
ol ] a1

En consecuencia se ha verificado que :
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/R/<% - %—];)dfdwji (f.dx + f,dy).

PROBLEMA 8.18

1) Demostrar que el area de una region R cuya frontera es la curva simple
cerrada I' puede calcularse por la expresion.

Azlj{xdy—yd:c.
2J%

2 1‘2

, . . X
2) Hallar el area limitada por la elipse ] + = 1.

SOLUCION

1)Altomar f = —y; f, =z, por Teorema de Green en el plano se obtiene:
ofe _ . Oh _
5y = 1; 9y 1, entonces,

L _ _1 0fs _ Oh
zf;xdy ydm)—2/72/(ax ay)cl:z:dy,
1
:—*2//d:cdy:A.
2 Jx

En consecuencia, el area se calcula mediante la relacién
1
A==¢ xzdy —ydzx.
2 r

2) La parametrizacion de la elipse es :
x =acost; y=>bsent; 0 <t < 2m.

En correspondencia con la parte 1) de este problema :
1 1 27
A= 5}1{ xdy —ydx = 5/ [(acos t)(bcost) — (bsent)(asent)] dt,
Tr 0

1 2m b 2T
= —/ ab (cos’t + sen2t)] dt = = dt,
2 0 2 0

= %b*27r = 7w ab unidades de area.

PROBLEMA 8.19

Comprobar el Teorema de Stokes si [ = (20 —y, —yz*, —y?z) y Sesla
semiesfera superior z? +y%+4 22 =1 y T su contorno limite.
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SOLUCION

1
000 iy

< v

R (0,1,0)

(1,0,0)
Fig. 8.21

1) La integral de linea se calcula asi :
j{ }'d? = 7{ 2z — y) dx — y2*dy — y*z dz.
T r

En esta integral T es el circulo z?+y? =1 orientado positivamente y su
parametrizacion es = = cost; y = sent; 0 <t < 2x. Entonces,

Lo B B
}{f-dr—/o [(QCOSt sent) ( sent)]dt,

2m
= / (—2costsent+ sen’t ) dt,
0

27
= [— sen’t + %t — %sen Qt] = T.
0
2) Para calcular la integral de superficie, se debe calcular el rotor del campo
vectorial y el vector normal unitario a la superficie, asi:

ki J k

. 0 0 0
VX = J— — —_ - 0, O,]_ .
/ ox dy 0z < >

2r —y —yz? —y’z

VS V(2 +yi+22-1)
VS| V(@2 +y2+ 22 -1

<2a:, 2y, 2z> B 2<CL’, v, z>

- \/4x2+4y2+422 o Qm = <$7 Y, Z>

Por otra parte,

n =

(V X j‘) ndA = <O, 0, 1>-<33, Y, z>dA = zdA.
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Pero,

dA = \/1 + [%r + [g—zrdxdy,

56'2 yQ
:\/1+1_ T T T s dx dy,

T Y T Y
dx dy _ dxdy
Sl oz
En consecuencia,
dx dy

(Vx f) BdA = 2% — = dady.

/R/(VX})-MA://dxdyzA

donde Aes el area del circulo 22 + y*> = 1, la cual es igual a m(1)*> = .

Luego,
//Wu}ymmzm
R

PROBLEMA 8.20

Finalmente,

Si 7 = (z,y, z) es el vector de posicion, demostrar que

l//?dﬁ:SV
S

donde V es el volumen de la region limitada por la superficie cerrada S.

SOLUCION

Para calcular la integral / / 7-dA resulta conveniente utilizar el Teorema de
R

la divergencia de Gauss, asi :
//#dﬁ:///W?dv
S
v

Pero, V-7 =V+(z, y, 2 >——+—+—_1+1+1—3 Por tanto,

] =af [ Jav o
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En consecuencia,

//?-di(:gv.
S

PROBLEMA 8.21

Calcular la integral // 7+dA donde 7 es el vector de posiciony S esla
S

esfera =2+ y2 + 22 =1.

SOLUCION

El volumen de la esferaderadio 1 es V = %WRB.

Como el radio de la esfera es 1, entonces,

_ 4 34
V—37r(1) =g

De acuerdo a los resultados obtenidos en el Problema 8.20, se tiene :

/S/?-dj:?,vzrs[%w] — 4.

PROBLEMA 8.22

Calcular el flujo del campo vectorial f = (z?, 4?, 2*)a través de la superficie
cerrada ? +y? + 22 = a®.

SOLUCION

El Teorema de la divergencia de Gauss establece que

///(v-})dvz//}-dA’://(}“-ﬁ)dA.

Para determinar el flujo del campo vectorial dado, es mejor aplicar el Teorema
de la divergencia; esto es, calcular la integral triple en lugar de la integral doble,
asi :

2
V-7 =V (2%, 2%) = + + =2

=2(x+y+2).

///(v-})dvz2///(x+y+z)dv.
V V

El cambio a coordenadas esféricas conduce a :

Por tanto,
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x=psenpcosl, y=psenpsentd, z=pcosao.

8($7y72) 2
— = = pseng; 0<p<a; 0<0<2m 0<¢p<
op,0.0) P mIVEP ¢

Entonces,
(z+y+ 2)dV = p? [sen2¢ cos O + sen’¢ sen O + cos psen ¢ } dpde db.

™
9 .

De esta manera,

2 p5 pa
2///(x+y+z)dV = 2/ / / p? [sen2¢6030—|—86n2¢sen9+cos psen ¢ |dp dpd
0 0 JO

bt
_ lQ/Oapgdp} Uo%de] [/O%COS ¢sen¢d(b},
4

a 2m z
1 2 1 1
pﬂ lﬁ]o [isen%h = §a4*27r*§ = %.

En consecuencia,
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