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PREFACIO

Los problemas de aplicaciones de cálculo de varias variables del presente textoß
editado por la Universidad de Nariño  tienen como objetivo ilustrar de maneraß
clara  pedagógica y concisa  la solución de diferentes tipos de situaciones queß ß
se pueden resolver con los rudimentos del cálculo de varias variables.

El libro puede ser utilizado como complemento a un curso formal de cálculo de
varias variables y dirigido a estudiantes de matemáticas física biologíaß ß ß
química  ingenierías de sistemas  civil y electrónica de nuestra universidad.ß ß

El texto está dividido en seis capítulos relacionados entre sí. El primer capítuloß
está dedicado a la resolución de problemas con vectores  sus propiedades y lasß
operaciones entre ellos. En el segundo capítulo se abordan problemas con
rectas y planos en el espacio tridimensional desde una perspectiva vectorial. En
el tercer capítulo se plantean y resuelven problemas relacionados con lasß
curvas y superficies en el espacio. En el cuarto capítulo se aborda lo atinente al
cálculo de límites de funciones multivariables y continuidad. En el quinto capítulo
se plantean y resuelven problemas de maximización y minimización. En el sexto
se resuelven problemas relacionados con diferenciales aproximaciones yß
derivadas direccionales. En el séptimo capítulo lo inherente a la integración enß
varias variables. Finalmente en el octavo capítulo se resuelven problemasß ß
relacionados con la integración vectorial.

Cada capítulo comienza con la presentación de los conceptos y herramientas
matemáticas a ser utilizadas en el capítulo con lo cual se brinda al lector unaß
ayuda y a la vez una guía para la solución de los problemas.

Por otra parte  se han seleccionado y resuelto una serie de problemas  que enß ß
concepto del autor  tienen mucha utilidad en las ciencias e ingenierías.  Inclusoß ß
se incorporaron unas demostraciones formales de propiedades matemáticas
igualmente importantes.

El autor espera que este trabajo  sea de utilidad para los lectores y/oß
estudiantes de los programas que contemplan en su plan de estudios el cálculo
de varias variables.

HERNÁN  ALBERTO  ESCOBAR J.

Pasto Diciembre de 2017.   ß

ocho





1. VECTORES EN  ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Un vector @ Þt en  es un segmento de recta dirigido‘$ En la Figura 1.1  seß
muestra un vector de ‘$ en el que es el punto inicial  y  es el punto final.E F

Todo vector localizado   @t es equivalente a un vector cuyo punto inicial es el
orígen de coordenadas. En consecuencia todo vector anclado o localizado en el
origen  queda determinado por su punto final.ß

Se denota como @ +ß ,ß - Þt œ   ¡
Los escalares se denominan las componentes de +ß ,ß - @t.

1.2 LONGITUD DE UN VECTOR EN ‘$

La longitud norma o magnitud de un vector  ß @ +ß ,ß -t œ   ¡  de es un escalar no‘$

negativo denotado y definido por

    ¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$

Los ángulos y   que forma el vector  ! " $ß @t con las partes positivas de los ejes
Bß C D ß y  respectivamente se llaman  de dicho vector.ángulos directores

Fig. 1.1.

Fig. 1.2.
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Ademásß

     -9= à -9= -9= Þ! " $œ œ à œ
+ , -¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼@ @ @t t t

-9= -9= -9=! " $ß  y   se denominan  del vector  cosenos directores @t.

1.4 IGUALDAD ENTRE VECTORES

Dos vectores de son‘$ß definidos como   Et tœ œ ß  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß ,
" # $ " # $

y   
iguales siempre que sus respectivas componentes sean iguales esto esß à ß

    Et tœ ÍF + œ , ß 3 œ "ß #ß $Þ
3 3

1.5 VECTORES NULOS Y UNITARIOS

ç S !ß !ß ! El vector  es el vector nulo o vector cero de t œ   ¡ ‘$.

ç Un vector cuya longitud sea la unidad se denomina vector unitario.

ç 3 ß 4 5 3 œ "ß !ß ! ßLos vectores    y t t ttß definidos respectivamente por   ¡
4 œ !ß "ß ! ß 5 œ !ß !ß "t t  ¡   ¡ son unitarios. Se los denomina vectores canónicos o

   vectores base de  ‘$.

ç Y +ß ,ß - ßEl vector unitario se define yt ß @en la dirección de un vector dado t œ   ¡
  denota por

    .Y +ß ,ß - œ ß ß
@ @ @ @

+ , -t œ
t t t t

@t
"¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼  ¡ ¤ ¥

1.6  OPERACIONES FUNDAMENTALES CON VECTORES
Dados dos vectores de   definidos como   ‘$ Et tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß ,

" # $ " # $
y    y

- un escalar se definen las operaciones suma de vectores y multiplicación porß
un escalar respectivamente porß

ç F + ß + ß + � , ß , ß , œ + � , ß + � , ß + � ,  Et t� œ   ¡   ¡   ¡
" # $ " # $ " " # # $ $

ç + ß + ß + œ + ß + ß + .- - - - -Et œ   ¡   ¡
" # $ " # $

z

(0,0,1)

(0,1,0)

(1,0,0)

k

y

x

ji

Fig. 1.3.
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1.7  PRODUCTO ESCALAR ENTRE  VECTORES
El producto escalar interno o punto entre los vectores de   definidos comoß ß‘$

Et tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß , ß
" # $ " # $

 y   es un escalar denotado y definido por

   o  bienE œ + , � + , � + , ß ßt t·F
" " # # $ $

  donde    es al ángulo que forman   E œ E F -9= ß Ft t tt t t·F E¼ ¼¼ ¼ ) )   y .

1.8  PERPENDICULARIDAD ENTRE VECTORES

Los vectores de  definidos como  ‘$ß Et tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß ,
" # $ " # $

y    son
perpendiculares entre sí  siempre que su producto escalar sea cero  esto esà ß

    E Í E œ !Þt tt t¼ F F·

1.9  PROYECCIÓN ESCALAR DE UN VECTOR SOBRE OTRO VECTOR

   

La proyección escalar de un vector    sobre un vector  es unE Á S F Á St t tt ß
escalar no negativo  ß denotado por   y definido comoT( )EÎFt t

     .T
E F

F( )EÎFt t œ
¸
¼ ¼
t t

t

· ¸

1.10  PRODUCTO VECTORIAL ENTRE DOS VECTORES DE ‘$

El producto vectorial o producto cruz entre los vectores de  definidos como‘$ß

E Et ttœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß , ß
" # $ " # $

 y   en ese orden, es un vector perpendicular a 
y  a definido y denotado porFtß

     Et t
t t t

xF œ
3 4 5
+ + +
, , ,

â ââ ââ ââ ââ ââ â" # $

" # $

Al desarrollar el determinante por los cofactores de la primera fila  se obtiene:ß

   x Et t tt t ÞF œ 3 � 4 � 5
+ + + +
, ,

+ +
, , , ,º º º º º º# $ " #

# #

" $

" $ " #

O  bienß

A

P(A/B) B

A

B B

᷾

᷾

  

  

  

P(A/B)
  

Fig. 1.4.
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El valor absoluto del producto mixto entre tres vectores no nulos  Et ttß F G  y

es el volumen del paralelepípedo determinado por ellos  es decirà ß

      Z œ E G¸÷ ‘¸t tFt

PROBLEMA  1.1
 Sean  y   dos vectores no paralelos y< =t t

   E œ < =t t tÐ � % Ñ � Ð � % Ñ ß! " ! "

   F < =t t tœ Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ Þ" ! ! "

Hallar los valores de los escalares  y  de manera que    ! " $ œ # ÞE Ft t

SOLUCIÓN

   $ œ $ Ð � % Ñ � Ð � % Ñ ßE < =t t t÷ ‘! " ! "

   $ œ Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ àE < =t t t! " ! "

y  de la misma maneraß ß

   # œ # Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ ßF < =t t t÷ ‘" ! ! "

   # œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ ÞF < =t t t" ! ! "

Como  entonces$ #Fß ßE œt t

Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ! " ! " " ! ! "< = < =t t t tß

de dondeß
       Ð � ( � "! � % Ñ � Ð# � * � & Ñ œ ! � ! Þ! " ! "< = < =t t t t

Por igualdad entre vectores, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 À

   œ � ( � "! � % œ !
# � * � & œ !
! "
! "

Al resolver el sistema se obtiene finalmente  queß ß

     y  ! "œ # œ � "Þ

.
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   Et tx  F œ ß � ß Þ
+ + + +
, ,

+ +
, , , ,¦ §º º º º º º# $ " #

# #

" $

" $ " #

Por otra parte es importante el siguiente resultado:ß

   

    ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼E F œ E F =/8 ßt tt t x  )

donde ) es el ángulo determinado por los vectores y Et tF .

1.11 PARALELISMO ENTRE VECTORES

Dos vectores de ‘$ß Edefinidos como t tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß , ß
" # $ " # $

y son
paralelos siempre y cuando el producto vectorial entre ellos sea  el vector nuloà
esto es:
     xEt t tt t œII F E FÍ SÞ

1.12  PRODUCTO MIXTO  ENTRE TRES VECTORES DE  ‘$

Sean vectores de  no nulos  definidos por E F G Et t ttß ß + ß + ß +y ‘$ œ   ¡
" # $

F , ß , ß , ß G œ - ß - ß - Eßt tt t tœ   ¡   ¡
" # $ " # $

  .  El producto mixto entre    se  F G   y

 simboliza por  ( x )   o      y  se define comoE F G E G Àt t t tt· ÷ ‘Ft

    ( x )E F G œt tt·

â ââ ââ ââ ââ ââ â
+ + +
, , ,
- - -

Þ
" # $

" # $

" # $

 

A

 

A

 

B

 

B

x

Fig. 1.5.

 

A

θ
A x B

A x B
  

  

̿ ̿

Fig. 1.6.
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Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ! " ! " " ! ! "< = < =t t t tß

de dondeß
       Ð � ( � "! � % Ñ � Ð# � * � & Ñ œ ! � ! Þ! " ! "< = < =t t t t
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   œ � ( � "! � % œ !
# � * � & œ !
! "
! "
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     y  ! "œ # œ � "Þ

Fig. 1.7.

A

C

B
 

 

 

,

                                                                                              5  Vectores en             ‘$

El valor absoluto del producto mixto entre tres vectores no nulos  Et ttß F G  y

es el volumen del paralelepípedo determinado por ellos  es decirà ß

      Z œ E G¸÷ ‘¸t tFt

PROBLEMA  1.1
 Sean  y   dos vectores no paralelos y< =t t

   E œ < =t t tÐ � % Ñ � Ð � % Ñ ß! " ! "

   F < =t t tœ Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ Þ" ! ! "

Hallar los valores de los escalares  y  de manera que    ! " $ œ # ÞE Ft t

SOLUCIÓN

   $ œ $ Ð � % Ñ � Ð � % Ñ ßE < =t t t÷ ‘! " ! "

   $ œ Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ àE < =t t t! " ! "

y  de la misma maneraß ß

   # œ # Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ ßF < =t t t÷ ‘" ! ! "

   # œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ ÞF < =t t t" ! ! "

Como  entonces$ #Fß ßE œt t

Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ! " ! " " ! ! "< = < =t t t tß

de dondeß
       Ð � ( � "! � % Ñ � Ð# � * � & Ñ œ ! � ! Þ! " ! "< = < =t t t t

Por igualdad entre vectores, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 À

   œ � ( � "! � % œ !
# � * � & œ !
! "
! "

Al resolver el sistema se obtiene finalmente  queß ß

     y  ! "œ # œ � "Þ
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PROBLEMA 1.2

Demostrar que el segmento que une los puntos medios de dos lados de un
triángulo es paralelo al tercer lado e igual a la mitad de su longitud.

DEMOSTRACIÓN

En la Figura 1.8 se observa el triángulo  en el que y son los puntosEFGß Q R
medios de los lados  y  respectivamente. EntoncesGE FG ß  

   FG FR RGàœ �

pero   FR RGßœ

entoncesß
    FG RGßœ #

                    RG FGÞœ Ð"Ñ
"

#
Por otro ladoß

   GE GQ QEàœ �

puesto que  GQ GEßœ

entoncesß
   GE GQßœ #

               GQ GEÞœ Ð#Ñ
"

#

Ahora bien  en el triángulo se cumple queß QRGß À

   QR RG GQ� � œ Stß

de donde
              QR RG GQ Þœ � � Ð$Ñ÷ ‘
 Al reemplazar y  en  se tieneÐ"Ñ Ð#Ñ Ð$Ñ

   QR FG GE ßœ � �
" "

# #
÷ ‘

M

C

N

A

B

Fig. 1.8.
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              QR FG GE Þœ � � Ð%Ñ
"

#
÷ ‘

En el triángulo se cumple queEFGß

   EF FG GE� � œ Stß

entoncesß
   EF FG GE Þ Ð&Ñœ � �÷ ‘            

Al sustituir  ) en  se tieneÐ& Ð%Ñ

    .               QR EFœ Ð'Ñ
"

#

De la expresión se deduce que y   son paralelos y además  esÐ'Ñ QR EF QR

la mitad de  EFà ßes decir

       .¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼QR EF EFœ œ
" "

# #

PROBLEMA  1.3

Dados los vectores  E œ œt t  ¡   ¡%ß � #ß & F %ß $ß " ßy calcular

a) Ángulos directores de E � #t tF

b) Producto escalar entre   yE Ft t

c) Proyección escalar de  sobre E Ft t

d) Ángulo formado por  y .E Ft t

SOLUCIÓN

a) E � #t tF œ %ß � #ß & � # %ß $ß " œ % � )ß � # � 'ß & � #  ¡   ¡   ¡
œ � %ß � )ß $ œ G  ¡ tÞ

¼ ¼ ¼ ¼ É ÈE � #t ttF œ G œ Ð � %Ñ � Ð � )Ñ � Ð$Ñ œ )*Þ# # #

Entoncesß

   -9= œ à œ +<--9= ¸ ""& &
� % � %

)* )*
! !È È” • 9 w

   -9= œ à œ +<--9= ¸ "%( &*
� ) � )

)* )*
" "È È” • 9 w

   -9= œ à œ +<--9= ¸ (" #( Þ
$ $

)* )*
$ $È È” • 9 w

b)  E F %ß � #ß & %ß $ß " œ "' � ' � & œ "&Þt t œ· ·  ¡   ¡
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# � * � & œ !
! "
! "
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     y  ! "œ # œ � "Þ

.

.

.

.

.
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c) T œ œ œ Þ
E F

F

"& "& "& #'

%ß $ß " #' #'( )EÎFt t œ
¸
¼ ¼ ¼ ¼  ¡ È

Èt t

t

· ¸

d) -9= œ œ
E F "&

E F %ß � #ß & %ß $ß "
)

t t

t t

·¼ ¼¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼  ¡   ¡
  œ œ !ß %$)&#*à

"&

%& #'È È
) œ +<--9=Ð!ß %$)&#*Ñ ¸ "%( &* Þ9 w

PROBLEMA  1.4
Dados los vectores  E œ œ œt tt  ¡   ¡   ¡� %ß #ß ' ß F � $ß � "ß # G "ß � $ß � %y 
a) Mostrar que forman un triángulo
b) Hallar sus ángulos internos
c) Calcular su área.

SOLUCIÓN
a)   

  

En la Ffigura 1.9 se puede ver queß

     E � œt tG � %ß #ß ' � "ß � $ß � %  ¡   ¡
    œ � % � "ß # � $ß ' � % œ � $ß � "ß # œ G  ¡   ¡ t

Por tanto  los tres vectores forman un triángulo.ß

b) Para calcular los ángulos internos se calculan las normas de cada vector yß
los productos escalares entre ellos dos a dos asíß À

  ¼ ¼ È ÈE œ "' � % � $' œ &'ßt

  ¼ ¼ È ÈF œ * � " � % œ "%ßt

  ¼ ¼ È ÈF œ " � * � "' œ #'Þt

E F œ "# � # � "# œ ##àt t·

-9= œ œ œ !ß ()&("à ¸ $! "# Þ
E F ##

E F &'Ð"%Ñ
! !

t t

t t

·¼ ¼¼ ¼ È 9 w

A

B C
 

͐

͐

 

 

Fig. 1.9.

Figura
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E G œ � % � ' � #% œ � $%àt t·

-9= œ œ œ !ß )*"!%à ¸ "&$ à
E G � $%

E G &'Ð#'Ñ
" "w w 9

t t

t t

·¼ ¼¼ ¼ È
" "œ ")! � œ #(9 w 9

La suma de ángulos internos de un triángulo es . Por tanto")! ß9

  ! " $ $ ! "� � œ ")! à œ ")! � Ð � Ñ ¸ ""% %) Þ9 9 9 w

 Así pues los ángulos interiores del triángulo son aproximadamente:ß

 y  ! " $œ $! "# à œ "&$ œ ""% %) Þ9 w w 9 9 w

c) El área del triángulo es 1/2 del área del paralelogramo determinado por dos
vectores del mismo el que se calcula por medio de la norma del productoß
vectorial entre ellos. De esta maneraÞ

  x .E F "!ß � "!ß "!t t œ

t t tâ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

� % # '
� $ � " #

œ   ¡
  Área triángulo x  unidades de área.œ E F œ $!! ¸ )ß ''

" "

# #
¼ ¼ Èt t

PROBLEMA  1.5

Dados tres vectores de   y demostrar la propiedad distributiva‘$ E ßF G ßt tt

   Et t t t tt t· · ·ÐF � GÑ œ E F �E G

DEMOSTRACIÓN

Sean  Et ttœ + ß + ß + ß F œ , ß , ß , G œ - ß - ß - à  ¡   ¡   ¡
" # $ " # $ " # $

y    vectores de ‘$

entonces       ß

E œ + ß + ß + , ß , ß , � - ß - ß -t tt· ·ÐF � GÑ   ¡   ¡   ¡ ‘
" # $ " # $ " # $

÷
  œ + ß + ß + , � - ß , � - ß , � -  ¡   ¡

" # $ " " # # $ $
·

  œ + Ð, � - Ñ � + Ð, � - Ñ � + Ð, � - Ñ
" " " # # # $ $ $

  œ + , � + - � + , � + - � + , � + -
" " " " # # # # $ $ $ $

  œ + , � + , � + , � + - � + - � + -  ¡   ¡
" " # # $ $ " " # # $ $

  œ + ß + ß + , ß , ß , � + ß + ß + - ß - ß -  ¡   ¡   ¡   ¡
" # $ " # $ " # $ " # $

· ·

  œ E F �E Gt t tt· · Þ

Luegoß

,
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El valor absoluto del producto mixto entre tres vectores no nulos  Et ttß F G  y

es el volumen del paralelepípedo determinado por ellos  es decirà ß

      Z œ E G¸÷ ‘¸t tFt

PROBLEMA  1.1
 Sean  y   dos vectores no paralelos y< =t t

   E œ < =t t tÐ � % Ñ � Ð � % Ñ ß! " ! "

   F < =t t tœ Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ Þ" ! ! "

Hallar los valores de los escalares  y  de manera que    ! " $ œ # ÞE Ft t

SOLUCIÓN

   $ œ $ Ð � % Ñ � Ð � % Ñ ßE < =t t t÷ ‘! " ! "

   $ œ Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ àE < =t t t! " ! "

y  de la misma maneraß ß

   # œ # Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ ßF < =t t t÷ ‘" ! ! "

   # œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ ÞF < =t t t" ! ! "

Como  entonces$ #Fß ßE œt t

Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ! " ! " " ! ! "< = < =t t t tß

de dondeß
       Ð � ( � "! � % Ñ � Ð# � * � & Ñ œ ! � ! Þ! " ! "< = < =t t t t

Por igualdad entre vectores, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 À

   œ � ( � "! � % œ !
# � * � & œ !
! "
! "

Al resolver el sistema se obtiene finalmente  queß ß

     y  ! "œ # œ � "Þ

,

380  270  

. 

,

,

,

,

,

,
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  Et t t t tt t· · ·ÐF � GÑ œ E F �E G Þ

PROBLEMA  1.6
Si  esigualdad de Cauchy - Schwarz\t ty  son vectores de  demostrar  la d] ß‘$

     ¸ ¸ ¼ ¼¼ ¼\ Ÿ \ Þt t t t·] ]

DEMOSTRACIÓN

Si es un vector de no nulo es decir entonces por lo menos unaEt t t‘$ ß E Á Sß  de
sus componentes  es diferente de cero de modo queà

  E œ + ß + ß + + ß + ß + œ + � + � + Þt t· ·E   ¡   ¡
" # $ " # $ " # $

# # #

Como la suma de cuadrados es no negativa  se concluye queß

    Et ·E   !Þt

Por otra parte la norma de        ß Et tse define como  ¼ ¼ ÉE œ + � + � + à# # #
" #

y por tanto   

    ¼ ¼E œ B + � + � + œ E œ E Þt t t t# # # # # #
" # $

·E

Ahora bien sß ean    y    vectores de   y      un escalar. Entonces\ ]t t ‘ !$

! ‘\ � ]t t  también es un vector de   y  además$

   0Ð \ � ] Ñ Ð \ � ] Ñ   Þ! !t t t t·

Al aplicar  propiedad distributiva se tiene À

    Ð! ! !\ � ] Ñ Ð \ Ñ � Ð \ � ] Ñ ]   ßt t t t t t· ·  0 

   ! ! !#\ \ � ] � ] � ] ]   ßt t t t t t t t· · · ·\ \   0

   ! !#\ � # ] � ]   ßt t t t# #\ · 0     

   ! !#\ � Ð# ] � ]   Þ Ð"Ñt t t t# #\ · Ñ 0     

Puesto que   y   son números reales  entonces llámese\ ß # ] ] ßt t t t# #\ ·

        \ œ +à # ] ,à ] œ -Þ Ð#Ñt t t tœ# #\ ·

Al reemplazar  en  se tieneÐ#Ñ Ð"Ñß À

   0       + � , � -   Þ Ð$Ñ! !#

Como    es un número real la desigualdad se cumple para todos los ! !ß Ð$Ñ
reales. De ahí que
   y  + ā ! , � %+-  !ß#

es decirß
   \ ā ! # ] � % Ð\ ] Ñ  !Þt t t t t# # #   y   ( )\ · #

por tanto,

,
,,
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PROBLEMA  1.6
Si  esigualdad de Cauchy - Schwarz\t ty  son vectores de  demostrar  la d] ß‘$

     ¸ ¸ ¼ ¼¼ ¼\ Ÿ \ Þt t t t·] ]

DEMOSTRACIÓN

Si es un vector de no nulo es decir entonces por lo menos unaEt t t‘$ ß E Á Sß  de
sus componentes  es diferente de cero de modo queà

  E œ + ß + ß + + ß + ß + œ + � + � + Þt t· ·E   ¡   ¡
" # $ " # $ " # $

# # #
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Por otra parte la norma de        ß Et tse define como  ¼ ¼ ÉE œ + � + � + à# # #
" #

y por tanto   

    ¼ ¼E œ B + � + � + œ E œ E Þt t t t# # # # # #
" # $

·E

Ahora bien sß ean    y    vectores de   y      un escalar. Entonces\ ]t t ‘ !$

! ‘\ � ]t t  también es un vector de   y  además$
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Al aplicar  propiedad distributiva se tiene À
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   ! !#\ � Ð# ] � ]   Þ Ð"Ñt t t t# #\ · Ñ 0     

Puesto que   y   son números reales  entonces llámese\ ß # ] ] ßt t t t# #\ ·

        \ œ +à # ] ,à ] œ -Þ Ð#Ñt t t tœ# #\ ·

Al reemplazar  en  se tieneÐ#Ñ Ð"Ñß À

   0       + � , � -   Þ Ð$Ñ! !#

Como    es un número real la desigualdad se cumple para todos los ! !ß Ð$Ñ
reales. De ahí que
   y  + ā ! , � %+-  !ß#

es decirß
   \ ā ! # ] � % Ð\ ] Ñ  !Þt t t t t# # #   y   ( )\ · #

10            Aplicaciones de Cálculo de Varias Variables                                                                              

  Et t t t tt t· · ·ÐF � GÑ œ E F �E G Þ

PROBLEMA  1.6
Si  esigualdad de Cauchy - Schwarz\t ty  son vectores de  demostrar  la d] ß‘$
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   y  + ā ! , � %+-  !ß#

es decirß
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Ahora bienß + ā ! \ ā !ß ß ßpues  y  ademást #

   % Ð ] Ñ � % Ð\ ] Ñ  !ß\t t t t· # # #

   Ð ] Ñ  \ ]\ Þt t t t· # # #

Al extraer la  raíz cuadrada a ambos miembros À

   ÉÐ ] Ñ  \ ] ß\t t t t· # È # #

   ¸ ¸ É\ \t t t t·]  ] ß¼ ¼ ¼ ¼# #

   ¸ ¸\ \ Þt t t t·]  ]¼ ¼¼ ¼
Finalmente  si alguno de los vectores    es nulo entonces en general seß ß ] ß ß ß\t t

cumple que

   ¸ ¸ ¼ ¼¼ ¼\ \t t t t·] Ÿ ] Þ

PROBLEMA  1.7

Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto
medio.

DEMOSTRACIÓN

    

El paralelogramo   de la Figura 1.10 muestra que sus diagonales seEFGHß ß
cortan en el punto  De esta construcción geométrica  se obtieneT Þ ß À

    FH œ , � +ßt t

    FT œ Ð Þ! !, � + Ñß Ð"Ñt t  escalar          

Por otra parteß

    entoncesEG œ + ß ßt t� ,

    ET Ð Þœ + Ñß Ð#Ñ" "t t� , escalar          

De la misma Figura 1.10 también se obtieneß À

B

A D

P

C

 

a

 

b

Fig. 1.10.
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El valor absoluto del producto mixto entre tres vectores no nulos  Et ttß F G  y

es el volumen del paralelepípedo determinado por ellos  es decirà ß

      Z œ E G¸÷ ‘¸t tFt

PROBLEMA  1.1
 Sean  y   dos vectores no paralelos y< =t t

   E œ < =t t tÐ � % Ñ � Ð � % Ñ ß! " ! "

   F < =t t tœ Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ Þ" ! ! "

Hallar los valores de los escalares  y  de manera que    ! " $ œ # ÞE Ft t

SOLUCIÓN

   $ œ $ Ð � % Ñ � Ð � % Ñ ßE < =t t t÷ ‘! " ! "

   $ œ Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ àE < =t t t! " ! "

y  de la misma maneraß ß

   # œ # Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ ßF < =t t t÷ ‘" ! ! "

   # œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ ÞF < =t t t" ! ! "

Como  entonces$ #Fß ßE œt t

Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ! " ! " " ! ! "< = < =t t t tß

de dondeß
       Ð � ( � "! � % Ñ � Ð# � * � & Ñ œ ! � ! Þ! " ! "< = < =t t t t

Por igualdad entre vectores, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 À

   œ � ( � "! � % œ !
# � * � & œ !
! "
! "

Al resolver el sistema se obtiene finalmente  queß ß

     y  ! "œ # œ � "Þ
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   EF ET TF ET FTœ � œ � Ð$ÑÞ           

Al reemplazar    y    en    se llega aÐ"Ñ Ð#Ñ Ð$Ñ À

    + œ + Ñ � , � +Ñßt t tt t" !Ð Ð� ,

      + œ + � � � + ßt t tt t" " ! !, ,

    + œ Ð + � Ð �t t t! " " !� Ñ Ñ, Þ

Por igualdad entre vectores se obtiene el siguiente sistema de ecuacionesß
lineales À

    œ! "
" !

� œ "
œ !�

Al resolver  el sistema  À

    ! "œ œ Þ
"

#

Esto demuestra que  es el punto medio de las diagonalesT Þ

PROBLEMA  1.8

Dados tres vectores de   y demostrar la propiedad distributiva‘$ E ßF G ßt tt

   Et t t tF E F Et tx ( x  x � GÑ œ � Gt

DEMOSTRACIÓN

Sean  Et ttœ + ß + ß + ß F œ , ß , ß , G œ - ß - ß - à  ¡   ¡   ¡
" # $ " # $ " # $

y    vectores de ‘$

entonces       ß

 E œ + ß + ß + , ß , ß , � - ß - ß -t ttx xÐF � GÑ   ¡   ¡   ¡ ‘
" # $ " # $ " # $

÷
   œ + ß + ß + , � - ß , � - ß , � -  ¡   ¡

" # $ " " # # $ $
x

   œ

, � - , � - � -

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5
+ + +

,

t t t

" # $

" " # # $ $

   œ �
3 4 5 3 4 5
+ + + + + +
, , , - - -

â â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â â
t t t tt t

" # $ " # $

" # $ " # $

               œ ÞE F Et ttx  x � Gt

.
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Se debe anotar que en esta prueba se utilizó la propiedad de los determinantesß
que establece: Si cada uno de los elementos de una fila o columna se expresaß
como la suma de dos o más términos el determinante puede expresarse comoß
la suma de dos o más determinantes.

PROBLEMA  1.9

Demostrar que los lados de  todo triángulo son proporcionales a los senos
trigonométricos de los ángulos opuestos. ( )Ley de los senos Þ

DEMOSTRACIÓN

   
Al considerar  la Figura 1.11  se quiere demostrar queß

     
¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼+ , -t tt

W/8E =/8F =/8G
œ œ ß

donde   y son los ángulos internos del triángulo   y  y E ß F G EFG ß+ , -t tt   los
vectores que lo forman.

De la Figura 1.11 se tiene queß À

    + , - St tt t Þ� � œ

Al m secuencialmenteultiplicar vectorialmente esta expresión por   y se+ ,t t   ß
obtiene que À

   x x+ + , - + S St t t tt t tß  Ð � � Ñ œ œ

   ( x ) ( x ( x )+ + + , + St t t t tt t� � - œ) Þ

Pero  x + + St t œ t  entonces al reemplazar en la última ecuación se llega a:à ß ß

               ( x ( x )+ , + St t tt t) � - œ Þ Ð"Ñ

Por otra parteß
   x x, + , - , St t tt t t t  Ð � � Ñ œ œ S ß

   ( x ) ( x ( x ), + , , St t t tt t t� , � - œ) Þ

Puesto que   x, œt t t, Sß ßentonces

   ( x ) ( x ), + , S Ð#Ñt tt t t� - œ Þ           

    cA

 C

B

a
b

Fig. 1.11.
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El valor absoluto del producto mixto entre tres vectores no nulos  Et ttß F G  y

es el volumen del paralelepípedo determinado por ellos  es decirà ß

      Z œ E G¸÷ ‘¸t tFt

PROBLEMA  1.1
 Sean  y   dos vectores no paralelos y< =t t

   E œ < =t t tÐ � % Ñ � Ð � % Ñ ß! " ! "

   F < =t t tœ Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ Þ" ! ! "

Hallar los valores de los escalares  y  de manera que    ! " $ œ # ÞE Ft t

SOLUCIÓN

   $ œ $ Ð � % Ñ � Ð � % Ñ ßE < =t t t÷ ‘! " ! "

   $ œ Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ àE < =t t t! " ! "

y  de la misma maneraß ß

   # œ # Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ ßF < =t t t÷ ‘" ! ! "

   # œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ ÞF < =t t t" ! ! "

Como  entonces$ #Fß ßE œt t

Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ! " ! " " ! ! "< = < =t t t tß

de dondeß
       Ð � ( � "! � % Ñ � Ð# � * � & Ñ œ ! � ! Þ! " ! "< = < =t t t t

Por igualdad entre vectores, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 À

   œ � ( � "! � % œ !
# � * � & œ !
! "
! "

Al resolver el sistema se obtiene finalmente  queß ß

     y  ! "œ # œ � "Þ
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De  se obtiene queÐ"Ñß À

   x x+ , - +t t tt œ ß

   ¼ ¼¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼+t t tt, =/8G œ - + =/8FÞ

Al simplificar y despejar À

   .            
¼ ¼ ¼ ¼, -

=/8F =/8G
œ Ð$Ñ

t t

De se obtieneÐ#Ñß À

   x  x  , + -t tt tœ , ß

   ¼ ¼¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼, + -t tt t=/8G œ , =/8EÞ

De donde À

               
¼ ¼ ¼ ¼+ -t t

W/8E =/8G
œ Þ Ð%Ñ

Finalmente de las ecuaciones  y  se concluye queÐ$Ñ Ð%Ñ À

   
¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼+ , -t tt

W/8E =/8F =/8G
œ œ Þ

PROBLEMA  1.10

Hallar el vector de módulo 5 perpendicular a los vectores yEt œ #ß $ß � %  ¡
F œ "ß � #ß $t   ¡.
SOLUCIÓN

Sea  el vector pedido. Como se necesita que este vector tenga\ œ +ß ,ß -t   ¡
módulo 5  entonces  ß È+ � , � - œ &à ß# # # esto es
         + � , � - œ #& Ð"Ñ# # #

Por otra parte por definición de producto vectorial el vector ß ß \t es perpendicular
a los vectores dados y . En consecuencia  E \ œ ! ß ß F \ œ !Þt t t  F ß Et t t· · y  además
Estos productos escalares originan las ecuaciones À

         #+ � $, � %- œ ! Ð#Ñ

         + � #, � $- œ ! Ð$Ñ

Al eliminar  entre las ecuaciones ( y  se obtiene  que  + #Ñ Ð$Ñß , œ -Þ
"!

(

Al elimina  entre las mismas ecuaciones  se obtiene que  , ß + œ � -Þ
"

(
eliminar
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Al reemplazar estas últimas ecuaciones en la relación se encuentra queÐ#Ñß

- œ „ Þ + œ … , œ „ Þ
( ' ' "! '

' ' '

È È È
Por tanto  y  

Así  el vector buscado esß À

    .\ œ … ß „ ß „
' "! ' ( '

' ' '
t   ¡È È È

PROBLEMA  1.11
Si y determinar el valor de la constante de manera que¼ ¼ ¼ ¼E œ % œ &ß ßt tF -

los vectores  y  \ œ E � F \ œ E � Ft t t tt t- - sean perpendiculares entre sí.

SOLUCIÓN
Puesto que los vectores  y deben ser perpendiculares entonces  \ ] ß \t t t t·] œ !Þ
Por consiguienteß
   ˆE � F E � Ft tt t- -Ñ Ñ œ !Þ· Ð

Al operar y aplicar la propiedad distributiva se tiene:ß

   ¼ ¼ ¼ ¼E � F � F E E Ft t tt t t# ##- - · � œ ! ·-

   ¼ ¼ ¼ ¼E � Ft t# #- œ !Þ

Si se tiene en cuenta que  ¼ ¼ ¼ ¼E œ % œ &ßt ty entonces al reemplazar en laF

última ecuación  se encuentra queß À

     "' � #& œ !à œ à œ „ Þ
"' %

#& &
- - -# #

Así el valor de  es  ß œ „ Þ
%

&
- -

PROBLEMA  1.12

Si se tiene en cuenta que los vectores  y E Ft t   forman un ángulo de   y$!9

además  ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼E œ ) F œ "&ß E � F Þt tt t y  determinar  

SOLUCIÓN

Del desarrollo de ¼ ¼E �F ß Àt t #  se obtiene

     ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼E �F œ E � F � #E Ft t tt t t# # # ·    Ð"Ñ

Peroß
   E F E F -9= $! ßt tt tœ· ¼ ¼¼ ¼ 9

   E Ft t œ· )Ð"&Ñ œ '! $ Ð#Ñ
$

#

È È      

Al reemplazar  en Ð#Ñ Ð"Ñ À

,
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El valor absoluto del producto mixto entre tres vectores no nulos  Et ttß F G  y

es el volumen del paralelepípedo determinado por ellos  es decirà ß

      Z œ E G¸÷ ‘¸t tFt

PROBLEMA  1.1
 Sean  y   dos vectores no paralelos y< =t t

   E œ < =t t tÐ � % Ñ � Ð � % Ñ ß! " ! "

   F < =t t tœ Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ Þ" ! ! "

Hallar los valores de los escalares  y  de manera que    ! " $ œ # ÞE Ft t

SOLUCIÓN

   $ œ $ Ð � % Ñ � Ð � % Ñ ßE < =t t t÷ ‘! " ! "

   $ œ Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ àE < =t t t! " ! "

y  de la misma maneraß ß

   # œ # Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ ßF < =t t t÷ ‘" ! ! "

   # œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ ÞF < =t t t" ! ! "

Como  entonces$ #Fß ßE œt t

Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ! " ! " " ! ! "< = < =t t t tß

de dondeß
       Ð � ( � "! � % Ñ � Ð# � * � & Ñ œ ! � ! Þ! " ! "< = < =t t t t

Por igualdad entre vectores, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 À

   œ � ( � "! � % œ !
# � * � & œ !
! "
! "

Al resolver el sistema se obtiene finalmente  queß ß

     y  ! "œ # œ � "Þ

,

.

.
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   ¼ ¼E �F œ ) � "& � "#!t t # # # È$ß

   ¼ ¼E �F œ #)* � "#!t t # È$ œ )"ß "&%Þ

Por tantoß
   ¼ ¼ ÈE �F œ ¸ *ß !!)&Þt t )"ß "&%

PROBLEMA  1.13

Hallar el vector \t ttperpendicular a los vectores y yE œ #ß %ß " F œ $ß � #ß &  ¡   ¡
tal que \t ·  ¡� $ß #ß � # œ &Þ

SOLUCIÓN

Sea   el vector pedido. Las condiciones del problema establecen\t œ   ¡+ß ,ß - À

       x E Ft t tœ \      Ð"Ñ
y

                   \t ·  ¡� $ß #ß � # œ &ß À o bien 
             ¡   ¡+ß ,ß - � $ß #ß � # œ & Ð#Ñ·     
Por tantoß

   E F ##ß � (ß � "' œ

$ � #

t t tœ

t t t

 x   

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5
# % "

&

œ      ¡ \ Ð$Ñ

Como  entonces a partir de ( ) se puede establecer la siguiente\t œ   ¡+ß ,ß - ß ß $

equivalencia À

    es escalar  ¡   ¡##ß � (ß � "' > œ +ß ,ß - ß > ß

      ¡   ¡##>ß � (>ß � "'> œ +ß ,ß - Þ

Por igualdad etre vectores se llega aß À

        + œ ##>à , œ � (>à - œ � "'> Ð%Ñ

Al reemplazar los valores obtenidos en  (4) en  ( se obtiene#Ñ À

     ¡   ¡##>ß � (>ß � "'> � $ß #ß � # œ &·

       � ''> � "%> � $#> œ &à > œ � Ð&Ñ
&

%)

Al sustituir en  (4):Ð&Ñ

   + œ ##Ð � Ñ œ � ß
& &&

%) #%

   , œ � (Ð � Ñ œ ß
& $&

%) %)
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,

,
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.
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;
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   - œ � "'Ð � Ñ œ
& &

%) $

Así el vector pedido es:ß

    .\t œ   ¡� ß ß
&& $& &

#% %) $

PROBLEMA  1.14

Dados los vectores  y  encontrar los vectoresE œ $ß � #ß " F œ #ß $ß � " ßt t  ¡   ¡
G Ht ty que satisfacen las condiciones siguientes:

a) G Ht tII
b) H ¼ Ft t

c) E �t tœ tG H

SOLUCIÓN

Como G Gt ttß œdebe ser paralelo a entonces por lo queF ß Fß ßt-

    G #ß $ß � " ßt œ -  ¡
    .     G # ß $ ß �t œ   ¡- - -

Ð"Ñ

Ahora bien sea Según los datos del problemaß H +ß ,ß - Þ ßt tœ   ¡ H debe ser
perpendicular a  es decirF à ß Ftt tH œ !Þ ß· Por tanto
      ¡   ¡+ß ,ß - #ß $ß � " œ !ß·
         #+ � $, � - œ !Þ Ð#Ñ

Además se pide que  ß G H luegoE � à ßt tœ t

     ¡   ¡   ¡$ß � #ß " œ # ß $ ß � � +ß ,ß - ß- - -

     ¡   ¡$ß � #ß " œ # ß $ ß � Þ- - -� + � , � -

Por igualdad entre vectores se tieneß À

   # #- -� + œ $ Ê + œ $ �  
   $ $- -� , œ � # Ê , œ � # � Ð$Ñ   
   � - -� - œ " Ê - œ " �  
Al reemplazar las igualdades en  (2)  se encuentra queÐ$Ñ ß À

   #Ð$ � # $- - -Ñ � $Ð � # � Ñ � Ð" � Ñ œ !ß

   ."% � " œ !ß Ê œ �
"

"%
- -

Al sustitur el valor de  en las relaciones se obtiene- Ð$Ñß À

(1)
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El valor absoluto del producto mixto entre tres vectores no nulos  Et ttß F G  y

es el volumen del paralelepípedo determinado por ellos  es decirà ß

      Z œ E G¸÷ ‘¸t tFt

PROBLEMA  1.1
 Sean  y   dos vectores no paralelos y< =t t

   E œ < =t t tÐ � % Ñ � Ð � % Ñ ß! " ! "

   F < =t t tœ Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ Þ" ! ! "

Hallar los valores de los escalares  y  de manera que    ! " $ œ # ÞE Ft t

SOLUCIÓN

   $ œ $ Ð � % Ñ � Ð � % Ñ ßE < =t t t÷ ‘! " ! "

   $ œ Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ àE < =t t t! " ! "

y  de la misma maneraß ß

   # œ # Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ ßF < =t t t÷ ‘" ! ! "

   # œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ ÞF < =t t t" ! ! "

Como  entonces$ #Fß ßE œt t

Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ! " ! " " ! ! "< = < =t t t tß

de dondeß
       Ð � ( � "! � % Ñ � Ð# � * � & Ñ œ ! � ! Þ! " ! "< = < =t t t t

Por igualdad entre vectores, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 À

   œ � ( � "! � % œ !
# � * � & œ !
! "
! "

Al resolver el sistema se obtiene finalmente  queß ß

     y  ! "œ # œ � "Þ

.

.
.

.

sustituir
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    + œ à , œ � à - œ Þ
%% #& "$

"% "% "%

Por lo tanto los vectores buscados   y  sonß ÀG Ht t  

   G #ß $ß � " àt œ �
"

"%
  ¡

  H %%ß � #&ß "$ Þt œ
"

"%
  ¡    

PROBLEMA  1.15

Demostrar que el volumen del paralelepípedo determinado por los vectores  ß \ ßt

] ^ ßt ty no nulos está determinado por el valor absoluto del producto mixto entre
ellos esto esà À

     o      (  x )Z œ \ ] ^ Z œ \ ] ^¸÷ ‘¸ ¸ ¸t t t t t t·

DEMOSTRACIÓN

En la Figura 1.12  es el ángulo que forman  ß ) ] ^ \ßt t tx   y   y  es la2

proyección escalar del vector  sobre el vector  x\ ] ^Þt t t

Del triángulo rectágulo  de la Figura 1.12 se tiene:EFG ß

             2 œ -9= Ð"Ñ¼ ¼¸ ¸\t )

donde se ha considerado también el caso en el que    sea un ángulo obtuso.)

Ahora bien  la base del paralelepípedo es el paralelogramo determinado por losß

vectores  y  y su área es] ^ ß Àt t

    Área             œ Ð#Ñ¼ ¼] ^t tx

Pero el volumen del paralelepípedo es el producto del área de la base por la
altura:

               Z œ 2 Ð$Ñ¼ ¼] ^t tx

Al reemplazar en  se obtiene queÐ"Ñ Ð$Ñß À

Fig. 1.12.

C
B

h

A

XX

Z

Y

>

>

→

→

→

‹ ‹

͕

18	      Aplicaciones de Cálculo de Varias Variables

,

.

.



                                                                                              19  Vectores en             ‘$

              Z œ \ -9= Þ Ð%Ñ¼ ¼¼ ¼¸ ¸] ^t t tx )

Por otra parte el ángulo   formado por  y se determina asíß ß \ ß À) ] ^t t tx

             ¸ ¸ ¼ ¼¼ ¼-9= œ Þ Ð&Ñ)
¸ ¸\ ] ^

\ ] ^

t t t

t t t

 (  x )
x

·

Al sustitur  en  y simplificarÐ&Ñ Ð%Ñ À

    Z œ ß¼ ¼¼ ¼¼ ¼¼ ¼] ^ \
\ ] ^

\ ] ^
t t t

t t t

t t t
x

 (  x )
x

¸ ¸·

En consecuenciaß

    Z œ œ¸ ¸ ¸÷ ‘¸\ ] ^ \ ] ^t t t t t t (  x ) .·

PROBLEMA  1.16
Hallar el volumen del parelepípedo determinado por los vectores
\ œ %ß � #ß & ß ] œ "ß � "ß # ^ œ #ß $ß % Þt t t  ¡   ¡   ¡y  

SOLUCIÓN

De acuerdo a lo demostrado en el Problema 1.14 el volumen del paralelepípedoß
es el valor absoluto del producto mixto entre los tres vectores que lo determinan.
Entonces  el producto mixto esß À

     ( x )\ ] ^ œt t t·

â ââ ââ ââ ââ ââ â
% � # &
" � " #
# $ %

œ � '"Þ

En consecuencia el volumen es À

    unidades de volumen.Z œ � '" œ '"¸ ¸
PROBLEMA  1.17
Demostrar que la suma de los cuadrados de las longitudes de las diagonales de
un paralegramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de sus
cuatro lados.

16
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El valor absoluto del producto mixto entre tres vectores no nulos  Et ttß F G  y

es el volumen del paralelepípedo determinado por ellos  es decirà ß

      Z œ E G¸÷ ‘¸t tFt

PROBLEMA  1.1
 Sean  y   dos vectores no paralelos y< =t t

   E œ < =t t tÐ � % Ñ � Ð � % Ñ ß! " ! "

   F < =t t tœ Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ Þ" ! ! "

Hallar los valores de los escalares  y  de manera que    ! " $ œ # ÞE Ft t

SOLUCIÓN

   $ œ $ Ð � % Ñ � Ð � % Ñ ßE < =t t t÷ ‘! " ! "

   $ œ Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ àE < =t t t! " ! "

y  de la misma maneraß ß

   # œ # Ð � # � # Ñ � Ð# � $ � " Ñ ßF < =t t t÷ ‘" ! ! "

   # œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ ÞF < =t t t" ! ! "

Como  entonces$ #Fß ßE œt t

Ð$ � "# Ñ � Ð' � $ � $Ñ œ Ð# � % � % Ñ � Ð% � ' � # Ñ! " ! " " ! ! "< = < =t t t tß

de dondeß
       Ð � ( � "! � % Ñ � Ð# � * � & Ñ œ ! � ! Þ! " ! "< = < =t t t t

Por igualdad entre vectores, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 À

   œ � ( � "! � % œ !
# � * � & œ !
! "
! "

Al resolver el sistema se obtiene finalmente  queß ß

     y  ! "œ # œ � "Þ

paralelogramo

.
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SOLUCIÓN
En correspondencia con la Figura 1.13 se debe demostrar que ß À

  ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼TV � UW œ TU � UV � TW � WV Þ
# # # # # #

Sean
     y    : TU œ WV ;t œ t œ UV œ TW Ð"Ñ   

En el triángulo  se tiene que TUVß  y  además. TVß ß ß#
t œ

        . : ; . :# #
t tœ à œt t t t� Ð � Ñ à  # #;

   ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼. : � # : ; ; Ð#Ñ#
# # #t œ t t t t     · �

De la misma manera en el triángulo se tiene que  y  por otroß TUWß . UWß ß"
t œ

ladoß
        . ; . ;" "

t tœ à œt t t t� : Ð � : Ñ à  # #

   ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼. ; � # : ; : Ð$Ñ"
# # #t œ t t t t     · �

Al sumar  miembro a miembro las igualdades ( y  se llega a"Ñ Ð#Ñß À

   .¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼. . : � ; � : � ;# "
# # # # # #t t œ t t t t�

Por las ecuaciones (1) la relación anterior se convierte enß À

  ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼TV � UW œ TU � UV � TW � WV Þ
# # # # # #

:
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SOLUCIÓN
En correspondencia con la Figura 1.13 se debe demostrar que ß À
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En el triángulo  se tiene que TUVß  y  además. TVß ß ß#
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        . : ; . :# #
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De la misma manera en el triángulo se tiene que  y  por otroß TUWß . UWß ß"
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ladoß
        . ; . ;" "
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Al sumar  miembro a miembro las igualdades ( y  se llega a"Ñ Ð#Ñß À
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# # # # # #t t œ t t t t�
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# # # # # #

S R

P Q

d1 d2

 

 

Fig. 1.13.

(1)(1)

(2)(2)

(3)

20	      Aplicaciones de Cálculo de Varias Variables

.

.

.



2. RECTAS  Y  PLANOS  EN  ‘$

2.1 DEFINICIÓN DE RECTA

Una recta que pasa por el extremo del vector  Pß œT B ß C ß Dt
!

  ¡
! ! !

 en la
dirección del vector  se definie vectorialmenteH H +ß ,ß - ßt ttÁ Sß œdado por   ¡
por la ecuación

    \ œ T H Þt t t
!
� > ß > − ‘

El vector  se llama  vector direccional y    es un parámetro.H ß >t

2.2 ECUACIONES PARAMÉTRICAS DE UNA RECTA

Las  de la recta que pasa por el punto ecuaciones paramétricas Pß B ß C ß D ÑT Ð
! ! ! !

en la dirección del vector   sonH H +ß ,ß - ßt ttÁ Sß œdado por    ¡
    

Ú
ÛÜ

B œ B � +>
C œ C � , >
D œ D � - >

Þ
!

!

!

> − ‘

Se debe tener en cuenta que  Ht Á Sß  no implica que todas sus componentes
sean diferentes de cero. Si alguna de las componentes del vector direccional Ht
es cero entonces resulta conveniente utilizar las ecuaciones paramétricas enß
lugar de las ecuaciones simétricas.

2.3 ECUACIONES SIMÉTRICAS DE UNA RECTA

Las  de la recta  que pasa por el punto ecuaciones simétricas Pß B ß C ß D ÑßT Ð
! ! ! !

en la dirección del vector   sonH H +ß ,ß - ß Àt ttÁ Sß œdefinido  por   ¡
     B � B C � C D � D

+ , -
œ œ Þ! ! !

y

z

x Fig. 2.1.

define
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2.4  DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN ‘$

La distancia entre dos puntos de  ‘$ß T Ð T Ð
" #
B ß C ß D Ñ B ß C ß D Ñß

" " " # # #
   y   se denota y

define por
   ..Ð B � B Ñ � � C Ñ � � D ÑT ß T Ñ œ Ð Ð C ÐD

" #
È

" # " # " #
# # #

2.5  ÁNGULOS  DIRECTORES DE UNA RECTA

Los ángulos   y   formados por  la recta   y  las partes positivas de los! " $ß P
ejes   y  se llaman  Bß C D ángulos directores  de   Un ángulo director puedePÞ
tomar un valor que oscila entre  y  inclusive.! ")!9 9

s

En la resolución de problemas es conveniente utilizar los cosenos de losß
ángulos directores en lugar de los ángulos mismos  de manera que a   ß à -9=! ß
-9= -9= PÞ" $ y se los denomina   de la recta  cosenos directores

2.6 COSENOS  DIRECTORES DE UNA RECTA

Los cosenos directores de la recta determinada por los puntos  TÐ UÐB ß C ß D Ñ
" " "

  y 
B ß C ß D Ñß ß T U

# # #
 y  dirigida de  a  los dan las relaciones: 

Z
͜ β

δ
‹

‹

͜ ‹‹

L

L

y

X

o

Fig. 2.2.

Fig. 2.3.
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  y 
B ß C ß D Ñß ß T U

# # #
 y  dirigida de  a  los dan las relaciones: 
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    -9=! " $œ à -9= œ à -9= œ
. . .

C DB � B � C � D
# " # " # "  

en donde  es la distancia entre  y  es decir   .. T Uà ß TU œ .

2.7  ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS

Al ángulo ) formado por las rectas    y  de  P P" # ‘$ß cuyos vectores
direccionales son    respectivamente loH + ß , ß - H œ + ß , ß - ßt tœ

"
  ¡   ¡

" " " # # #
y

#

determina por la relación À

   -9= œ ß
+

+ � , � - + � , � -
) " # " # " #

+ � , , � - -

É É# # # # # #
" " " # # #

o bienß

   .-9= œ)
H H

H H

t t

t t
"
·

#

" #
¼ ¼¼ ¼

2.8  POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

2.8.1 Paralelismo. Dos rectas    y   cuyos vectores direccionales sonP P ß" #

H œ + ß , ß - H œ + ß , ß - ß ßt t
"

  ¡   ¡
" " " # # #

y  respectivamente son siempre que
#

paralelas
H H à ßH œ H ß à ßt t t t

" " #
y  sean paralelos es decir o sea  cuando las

#
- - − ‘

componentes respectivas de sus vectores direccionales sean proporcionales.

2.8.2 Perpendicularidad. Dos rectas    y    cuyos vectores direccionalesP P" #

son yH œ + ß , ß - H œ + ß , ß - ßt t
"

  ¡   ¡
" " " # # #

  respectivamente son 
#

perpendiculares
entre sí siempre que ß H H à ß H H œ !ß ßt t t t

" # #
  y   sean perpendiculares esto es  o

"
·

equivalentemente cuando  .ß + � , , � - - œ !+
" # " # " #

2.9  EL PLANO
Si T Ð ß R F

!
B ß C ß D Ñ Eß ß G

! ! !
 es un punto cualquiera del plano es un1 y t œ   ¡

vector normal al plano 1ß Àentonces la ecuación del plano es

    
   EÐB � B Ñ � FÐ C � C Ñ � GÐ D � D Ñ œ !Þ

! ! !

Fig. 2.4.
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    -9=! " $œ à -9= œ à -9= œ
. . .

C DB � B � C � D
# " # " # "  

en donde  es la distancia entre  y  es decir   .. T Uà ß TU œ .

2.7  ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS

Al ángulo ) formado por las rectas    y  de  P P" # ‘$ß cuyos vectores
direccionales son    respectivamente loH + ß , ß - H œ + ß , ß - ßt tœ

"
  ¡   ¡

" " " # # #
y

#

determina por la relación À

   -9= œ ß
+

+ � , � - + � , � -
) " # " # " #

+ � , , � - -

É É# # # # # #
" " " # # #

o bienß

   .-9= œ)
H H

H H

t t

t t
"
·

#

" #
¼ ¼¼ ¼

2.8  POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

2.8.1 Paralelismo. Dos rectas    y   cuyos vectores direccionales sonP P ß" #

H œ + ß , ß - H œ + ß , ß - ß ßt t
"

  ¡   ¡
" " " # # #

y  respectivamente son siempre que
#

paralelas
H H à ßH œ H ß à ßt t t t

" " #
y  sean paralelos es decir o sea  cuando las

#
- - − ‘

componentes respectivas de sus vectores direccionales sean proporcionales.

2.8.2 Perpendicularidad. Dos rectas    y    cuyos vectores direccionalesP P" #

son yH œ + ß , ß - H œ + ß , ß - ßt t
"

  ¡   ¡
" " " # # #

  respectivamente son 
#

perpendiculares
entre sí siempre que ß H H à ß H H œ !ß ßt t t t

" # #
  y   sean perpendiculares esto es  o

"
·

equivalentemente cuando  .ß + � , , � - - œ !+
" # " # " #

2.9  EL PLANO
Si T Ð ß R F

!
B ß C ß D Ñ Eß ß G

! ! !
 es un punto cualquiera del plano es un1 y t œ   ¡

vector normal al plano 1ß Àentonces la ecuación del plano es

    
   EÐB � B Ñ � FÐ C � C Ñ � GÐ D � D Ñ œ !Þ

! ! !

( )

la relación:
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Al desarrollar la ecuación del plano anterior se obtieneß À

   EB � F C � G D �H œ !ß

conocida como la ecuación general del plano.

2.8  POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

Dados dos planos    y  cuyos vectores normales son respectivamente 1 1
" #

ß Rt " y
R ßt

# se presentan las siguientes posiciones relativas entre ellos:

a) Paralelos. Si     R Rt t
" #œ 5 ß 5 Á !Þ

b) .  Si Perpendiculares R Rt t
" #· œ !Þ

2.9  DISTANCIA DE UN UN PUNTO A UN PLANO

La distancia  entre un plano cuya ecuación es  y el. ß EB � FC � GD �H œ ! ß1
punto  T Ð

!
B ß C ß D Ñß À

! ! !
la determina la relación

    .. œ
E �F � G

¸
É

EB � FC � GD �H
! ! !

¸
# # #

2.10  ÁNGULO ENTRE DOS PLANOS

Al ángulo ) 1 1 formado por planos    y  de  
" #

‘$ß cuyos vectores normales son
R + ß , ß - R œ + ß , ß - ßt tœ

"
  ¡   ¡

" " " # # #
y   respectivamente la determina la relación

#

   -9= œ ß
+

+ � , � - + � , � -
) " # " # " #

+ � , , � - -

É É# # # # # #
" " " # # #

o bienß

   -9= œ Þ)
R R

R R

t t

t t
"
·

#

" #
¼ ¼¼ ¼

PROBLEMA  2.1

Hallar las ecuaciones vectoriales paramétricas y  simétricas de la recta  queß P

pasa por el punto  .T Ð%ß � "ß $ Ñ œ
!

 en la dirección del vector H #ß � $ß %t   ¡
SOLUCIÓN

"Ñ À La ecuación vectorial de la recta pedida es

   con  \ œ � > #ß � $ß % ß Þt   ¡   ¡%ß � "ß $ > − ‘

#Ñ ÀLas ecuaciones paramétricas se escriben como

conocida como la ecuación general del plano.

lo :
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   .
Ú
ÛÜ

B œ % � # >
C œ � " � $ >
D œ $ � % >

> − ‘

$Ñ À œ œ
B � % C � " D � $

# � $ %
La ecuaciones simétricas son  .

PROBLEMA  2.2

Hallar la ecuaciones vectorial paramétricas y simétricas de la recta que pasaß
por los puntos  y   TÐ $ß � #ß $ Ñ UÐ #ß % ß $ ÑÞ

SOLUCIÓN

El primer paso es determinar un vector direccional   de la siguienta maneraHß Àt

    .H œ œ # � $ß % � #ß $ � $ œ � " ß 'ß !t TU   ¡   ¡
"Ñ T Ð $ß � #ß $ Ñ Pß Puesto que    es un punto de la recta  la ecuación vectorial de
dicha recta se escribe como À

     con\ œ $ß � #ß $ � > � " ß 'ß ! Þt   ¡   ¡ > − ‘

#Ñ P ÀLas ecuaciones paramétricas de   son

   .
Ú
ÛÜ

B œ $ � >
C œ � # � '>
D œ $

> − ‘

$Ñ P œ à D œ $
B � $ C � #

� " '
Las  ecuaciones simétricas de   son   .

Es conveniente hacer notar que el vector direccional  pudo haber sido elHt

determinado por el vector   y definido como UT œ UT œH "ß � 'ß !t   ¡ u otro
vector cualquiera paralelo a  .UT

Por otra parte se tomó como uno de los puntos de   al punto ß Pß T Ð ÑÞ$ß � #ß $
Sin embargo pudo  tomarse el punto  ß UÐ ÑÞ#ß % ß $

En consecuencia se pueden obtener otras ecuaciones vectorialesß ß
paramétricas y simétricas para la recta  que contiene a los puntosPß Ð $ß � #ß $ Ñ
y equivalentes a las  ya obtenidas  pero que de todas manerasUÐ #ß % ß $ Ñß ß
identifican el mismo lugar geométrico como por ejemplo la ecuación vectorialß ß À

   con  \ œ #ß % ß $ � > "ß � 'ß ! Þt   ¡   ¡ > − ‘

Y sus ecuaciones paramétricas sonß À
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    .
Ú
ÛÜ

B œ # � >
C œ % � ' >
D œ $

> − ‘

En cualquiera de los casos considerados se obtiene que la tercera componenteß
es la constante  Esto quiere decir que  es una  recta  paralela al planoD œ $Þ Pß
BCÞ

PROBLEMA 2.3

Hallar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta  que pasa por elPß

punto  y es perpendicular a los vectores T Ð%ß � $ß & Ñ Et t y definidos comoF ß

E œ &ß #ß � " œ � %ß � $ß #t t  ¡   ¡ y  F .

SOLUCIÓN

Un vector perpendicular a  Et t y   se obtiene al efectuar el producto vectorialF
entre ellos À

    x  Et tF œ
# � " & � " & #¦ §º º º º º º� $ # � % # � % � $

ß � ß

   œ   ¡"ß � 'ß � ( Þ

El vector   es perpendicular a   y  y por tanto un vectorH œ "ß � 'ß � ( Ft tt  ¡ E

direccional asociado a la recta pedida es  es precisamente este vector oPß
cualquier vector paralelo a él.

Así  las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que contiene al puntoß

T Ð%ß � $ß & Ñ E ß Fy es perpendicular a t tœ &ß #ß � " œ � %ß � $ß # ß  ¡   ¡ son
respectivamente À

   y     .
Ú
ÛÜ

B œ % � >
C œ � $ � ' > ß
D œ & � ( >

B � % C � $ D � &

" � ' � (
œ œ> − ‘

PROBLEMA 2.4

Hallar los ángulos directores de una recta que pasa por los puntosPß
T Ð&ß � #ß $ Ñ UÐ' � $ß % Ñ U T Þy  y se dirige de   a  

SOLUCIÓN

La distancia entre  y  esT U À

  . œ Ð' � &Ñ � Ð � $ � #Ñ � Ð% � $Ñ œ " � " � " œ $ÞÈ È È# # #

, ,
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Como se  dirige de  a  entoncesP U T ß ß

   -9= œ œ � à œ +<--9= � ¸ "#& "&
& � ' " "

$ $ $
! !È È È” • 9 w

   -9= œ œ à œ +<--9= ¸ &% %%
� # � $ " "

$ $ $
" "È È È” • 9 w

    -9= œ œ � à œ +<--9= � ¸ "#& "&
$ � % " "

$ $ $
$ $È È È” • 9 w.

NOTA

Resulta conveniente decir que una recta  puede "dirigirse" en un sentido o enP
sentido contrario. Por ejemplo si los puntos  T Ð B ß C ß D Ñ U ÐB ß C ß D Ñ

" " " # # #
y 

pertenecen a una recta  Pß ßun vector direccional puede ser el que se origina en
T U à ß H œy  termina en  esto es  t   ¡   ¡B � B ß C � C ß D � D œ + ß ,ß - Þ ß

# " # " # "
Pero

también un vector direccional es el que se origina en y termina en  esß U T à

decir    De esta manera laß B � B ß C � C ß D � D œ � + ß � ,ß � - ÞI œt   ¡   ¡
" # " # " #

recta  se dirige  según  P Ht y se define por las ecuaciones simétricas À

     B � B C � C D � D

+ , -
œ œ Þ" " "

De la misma manera la misma recta  se dirige según ß Pß It  y se define por las
ecuaciones paramétricas À

    B � B C � C D � D

� + � , � -
œ œ Þ" " "

No obstante  de acuerdo a lo observado en el Problema 2.2 los dos juegos deß ß
ecuaciones anteriormente descritos caracterizan al mismo lugar geométrico: la
recta  que pasa por los puntos   y  Pß T UÞ

PROBLEMA 2.5

Mostrar que la suma de los cuadrados de los cosenos directores de una recta es
igual a la unidad.

SOLUCIÓN

En correspondencia con el Parágrafo 2.5  los ángulos   y  son los ángulosß ß! " $
directores de la recta que pasa por los puntos   TÐ UÐB ß C ß D Ñ B ß C ß D Ñ

" " " # # #
  y  . En

consecuencia:

   -9=! " $œ à -9= œ à -9= œ à
. . .

C DB � B � C � D
# " # " # "  
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donde  es la distancia entre  y  es decir    .. T Uà ß TU œ .

Al elevar al cuadrado las relaciones anteriores y sumarlas se obtiene  ß À

-9=#! " $� -9= � -9= œ � �
. . .

C D# #
# # #’ “ ’ “ ’ “B � B � C � D

# " # " # "

    œ
Ð C

.

B � B Ñ � Ð � C Ñ � Ð D � D Ñ
# " # " # "

# # #

#

    .œ œ "
.

.

#

#

Por tantoß
    -9=#! " $� -9= � -9= œ "Þ# #

PROBLEMA 2.6

Hallar el ángulo agudo formado entre las rectas definidas como

P À œ œ P À œ œ Þ
B � # C � " D B � " C � " D � %

% � # $ � $ # #
" #y 

SOLUCIÓN

En correspondencia con el Parágrafo  2.7 se tieneß À

    entoncesH œ %ß � #ß $ H œ � $ß #ß # àt t
"

  ¡   ¡y
#

-9= œ œ œ œ � !ß %&!$((Þ
%Ð � $Ñ � #Ð#Ñ � Ð$ÑÐ#Ñ � "!

#* "( #* "(
)

H H

H H

t t

t t
"
Þ

#

" #
¼ ¼¼ ¼ È È È È

Por tantoß
   ) ¸ +<- -9=Ð � !ß %&!$((Ñ ¸ ""' %'9 w.

Como el ángulo entre las rectas  debe ser agudo entonces el ángulo pedido esß

   ")! �9 ""' %' &$ $% Þ9 w 9 w¸

PROBLEMA 2.7
Hallar las coordenadas del punto de intersección de las rectas P P" #y  que
pasan por los puntos y TÐ$ß � &ß # Ñß UÐ""ß � $ß ' Ñ VÐ&ß � $ß # Ñß WÐ *ß � &ß 'Ñ
respectivamente.

SOLUCIÓN

Se parte del hecho que si dos rectas    y     son paralelas entonces laP P ß" # no
intersección entre ellas es un punto o es vacía.ß

Ahora bien un vector direccional para la recta  esß P À"
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  H "" � $ß � $ � &ß ' � # œ )ß #ß % Þt œ
"

  ¡   ¡
Análogamente un vector direccional para la recta ß P À# es

  H * � &ß � & � $ß ' � # œ %ß � #ß % Þt œ
#

  ¡   ¡
De esta manera  las ecuaciones paramétricas para la recta  ß P À" son

        
Ú
ÛÜ

B œ $ � )>
C œ � & � # >
D œ # � % >

ß Ð"Ñ> − ‘

y las ecuaciones paramétricas para la recta P À# son

        
Ú
ÛÜ

B œ & � %=
C œ � $ � #=
D œ # � % =

Þ Ð#Ñ= − ‘

De las ecuaciones ( y  se obtiene el sistema de ecuaciones lineales     "Ñ Ð#Ñ À

                       3
Ú
ÛÜ

)> � %= œ #
#> � #= œ # Ð Ñ
% > � %= œ !

De las dos primeras ecuaciones anteriores se obtiene queß À

    y              = œ > œ Þ Ð&Ñ
" "

# #

Al reemplazar los valores  en la tercera ecuación de se encuentraÐ&Ñ Ð$Ñß À

  % Ð Ñ � %Ð Ñ œ !
" "

# #
Þ

El sistema de ecuaciones tiene solución única para  y  Esto quiere decirÐ$Ñ = >Þ
que las rectas dadas  se intersectan El punto de intersección se encuentra alÞ
reemplazar los valores de y  en las ecuaciones o = > Ð"Ñ Ð#Ñ À

   B œ & � %Ð Ñ œ (à C œ � $ � #Ð Ñ œ � %à D œ # � %Ð Ñ œ %Þ
" " "

# # #

Por tanto el punto de intersección entre las rectas ß P P (ß � %ß % ÑÞ" # y  es (

PROBLEMA 2.8

Hallar la expresión matemática que determine la distancia mínima entre dos
rectas si se conocen  de cada una de ellas  dos puntos.ß ß ß

SOLUCIÓN

Sean  y  dos puntos de la recta  T U P ß V W P" # y dos puntos de la recta    y
. Þla distancia mínima entre ellas. ( Figura 2.5)

es (7, -4,4).
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Por  uno de los puntos de la recta  por ejemplo se toma un vectorP ß V ß#

perpendicular   a las dos  rectas dadas.  Además se define otro vector queZ ßt

une el punto  con otro punto de la recta   por ejemplo.Vß P À T ß"

De esta manera la proyección escalar del vector sobre el vectorß TV

perpendicular  determina la distancia  entre  y  .Z ß P Pt . " #

Ahora bien el vector perpendicular    a  y  lo da el producto vectorialß Z P Pt
" #

TU VW TV TU VWx y la proyección escalar del vector sobre el vector x   lo
determina la relación

    
x 

x 
. œ G œ ß

\ Ð ] ^Ñ

] ^
Ð\ÎÐ] ^Ñt t tx

¸ ¸t t t

t t

·¼ ¼
o bienß

    
x 

. œ ß
\ ] ^

] ^

¸÷ ‘¸t t t

t t¼ ¼
donde À

    TV \ TU ] VW ^œ œ œt t tß ß .

PROBLEMA 2.9

Hallar la distancia mínima de la recta que pasa por los puntos  yQ Ð#ß "ß � "Ñ
RÐ � "ß #ß " Ñß VÐ � "ß %ß $ ÑÞ al punto 

SOLUCIÓN

Y

X

Z

R
S

V

P
Q

L 1

L 2

d

Fig. 2.5

Fig. 2.6.

y

X

Z

R
S

V

P
Q

L 1

L 2

Fig. 2.5.

R

S

M

d

d 1

L

N

;
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La Figura 2.6 ilustra la situación planteada. Entoncesß

   QR œ œ  ¡   ¡� $ß "ß # QV � $ß $ß % y  .

La proyección escalar del vector  QV sobre el vector  la determinada laQR
relación À

   . œ T œ œ œ Þ
* � $ � )

* � " � %

#!

"%
" QVÎ Ñ

QVˆ ¸ ¸
QR

QR

QR

·¼ ¼
¸ ¸È È

Ahora bien dado que el triángulo es rectángulo la distancia entre elß QWV ß .
punto  y la recta  que pasa por los puntos   y  se obtiene por medio deV Pß Q Rß
la relación pitagórica À

   . œ . ÞÉ¼ ¼QV
#
� #

"

Puesto que ¼ ¼ È ÈQV œ * � * � "' œ $% ß ßentonces

   . œ $% �Ê ’ #!
"%

#

È “ Ê Êœ œ ¸ #ß $$
(' $)

"% (

PROBLEMA  2.10

Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto  T Ð
!
%ß &ß � ' Ñ y es

perpendicular a la recta que pasa por los puntos   yVÐ#ß � $ß " Ñ WÐ � %ß #ß � $ ÑÞ

SOLUCIÓN

Se requiere encontrar un vector normal  al plano pedido   En este caso elRt 1Þ ß
vector que se origina en  y termina en es un vector normal al plano pedidoV W ß
puesto que este vector está en la recta que pasa por los puntos  y  V WÞ

Entoncesß
    R � 'ß &ß � % œ EßFßG Þt œ VW œ   ¡   ¡
Luego la ecuación general del plano pedido esß À

     ¡   ¡� 'ß &ß � % B � %ß C � &ß D � ' œ !ß·

   � 'ÐB � %Ñ � &ÐC � &Ñ � %ÐD � 'Ñ œ ! ß

es decirß
      .'B � &C � %D � #& œ !

PROBLEMA  2.11

Hallar la ecuación general del plano que pasa por tres puntos no colineales
TÐ$ß � $ß ( Ñß UÐ#ß &ß � "Ñ VÐ!ß #ß � %ÑÞy  

MN
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SOLUCIÓN

En la Figura recursiva  2.7 se observan los vectores  y Al efectuarß ÞTU TV

el producto vectorial entre ellos se obtiene el vector  x el cual esß œ RTU TV t

normal a y    y por ende normal al plano  TU TV 1.

A partir de los puntos y  se obtienen losTÐ$ß � $ß ( Ñß UÐ#ß &ß � "Ñ VÐ!ß #ß � %Ñ

vectores coplanares  así:TU TVy    ß

   TU œ TV œ  ¡   ¡� "ß ) ß � ) � $ß &ß � "" y  .

El producto vectorial entre  y  TU TV Àse obtiene de la siguiente manera

  xTU TV œ œ � %)ß "$ß "* œ R
3 4 5

� % # #
" $ � $

â ââ ââ ââ ââ ââ â   ¡t t t
t .

Por tanto un vector normal al plano pedido  .1  es  R œ � %)ß "$ß "*t   ¡
Al tomar uno de los puntosß T Ð$ß � $ß ( Ñß ßpor ejemplo se obtiene la ecuación
general del plano À

    ¡   ¡� %)ß "$ß "* B � $ß C � $ß D � ( œ ! ß·          

  � %)ÐB � $ Ñ � "$Ð C � $Ñ � "*Ð D � ( Ñ œ !ß

  .%)B � "$C � "*D � &! œ !

NOTAS

1) Los productos vectoriales  o  también generan  sendosUV UT UV VTx x
vectores normales al plano pedido. El lector puede comprobar que se obtiene el
mismo vector normal aunque pudo haber cambiado de sentido pero al fin y alß ß
cabo  es normal al plano  .ß 1

2) Igualmente se pudo considerar otro punto diferente al punto para obtenerß T
la ecuación general del plano. Por ejemplo al tomar UÐ#ß &ß � "Ñ se obtiene:

    ¡   ¡� %)ß "$ß "* B � #ß C � &ß D � " œ ! ß·

N

R

P

Q
π

 

Fig. 2.7

,
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   � %)ÐB � # Ñ � "$Ð C � &Ñ � "*Ð D � " Ñ œ !ß

  .%)B � "$C � "*D � &! œ !

PROBLEMA  2.11

Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto   y  es paraleloTÐ&ß � %ß $ Ñ
al plano cuya ecuación general es   .B � (C � #D � "# œ !

SOLUCIÓN

El vector normal del plano dado es  R "ß � ( ß # Þt œ   ¡  Si el plano pedido es
paralelo al plano B � (C � #D � "# œ !ß entonces    también es normal al planoRt

pedido. Puesto que este plano pasa por el punto  entonces suTÐ&ß � %ß $ Ñß
ecuación general se obtiene así À

     ¡   ¡"ß � ( ß # B � &ß C � %ß D � $ œ !Þ·

Al efectuar el producto escalar y simplificar se obtiene la ecuación general del
plano pedido À

    B � (C � #D � $* œ !.

PROBLEMA  2.12

Encontrar la ecuación del plano perpendicular al plano cuya ecuación general es
$B � #C � $D � "& œ ! T Ð$ ß % ß � 'ÑÞy que contenga al punto 

!

SOLUCIÓN
El vector normal del plano dado es  Rt œ

#
  ¡$ß � #ß & y el vector normal del

plano buscado es  donde   y son constantes por elRt œ
"

  ¡Eß FßG ß Eß F G

momento desconocidas.

Para que los planos sean perpendiculares se requiere que sus respectivosß

vectores normales también lo sean es decir   entoncesà ß !à ßR Rt t œ
" #
· 

     ¡   ¡Eß FßG $ß � #ß & œ !Þ· 

De donde  . al hacer  y  se obtiene   y$E � #F � &G œ ! F œ " G œ "ß E œ � " ß

en consecuencia  el vector normal al plano pedido es  ß � " ß " ß " ÞRt œ
"

  ¡
Ahora bien el plano pedido debe contener al punto ß T Ð$ ß % ß � 'Ñà ß

!
entonces su

ecuación general se obtiene al efectuar el producto escalar À

     ¡   ¡� "ß "ß " B � $ß C � %ß D � ' œ !Þ·

De donde finalmente se obtiene que la ecuación general  del plano pedido esß ß À

   .B � C � D � & œ !

PROBLEMA  2.13
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Hallar la ecuación del plano perpendicular al plano  que pasa por los puntosBC

T Ð $ ß � %ß ( Ñ UÐ #ß #ß & Ñy  .

SOLUCIÓN

Puesto que el plano buscado es perpendicular al plano entonces suBC ß
ecuación es de la forma . En efecto el vector normal al planoEB � F C �H œ ! ß
pedido es   ¡   ¡Eß Fß ! BC !ß !ß " Þ y el vector normal al plano  es 

Para que los planos sean perpendiculares se requiere que sus respectivosß

vectores normales también lo sean es decir   entoncesà ß !à ßR Rt t œ
" #
· 

     ¡   ¡Eß Fß ! !ß !ß " œ !Þ· 

De manera que  el plano pedido tiene como ecuación general aß À

    EB � F C �H œ !.

Como  y son puntos del plano pedido entonces deben satisfacer suT U ß
ecuación esto esà À

      œ $E � %F �H œ !
#E � #F �H œ !

Al eliminar  entre las dos ecuaciones del sistema anterior se obtieneF

E œ � HÞ ß E F œ � HÞ
$ "

( "%
 De igual manera al eliminar  se encuentra que  

Al reemplazar estos valores en la expresión del plano pedido  se llega aß

        ’ “ ’ “� H B� � H C �H œ !Þ
$ "

( "%

Al cancelar 0  y simplificar se obtiene la ecuación general del planoH Á ß
pedido À

      'B � C � "% œ !Þ

Z

X

y

P

Q

Fig. 2.8.
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Hallar la ecuación del plano perpendicular al plano  que pasa por los puntosBC
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pedido es   ¡   ¡Eß Fß ! BC !ß !ß " Þ y el vector normal al plano  es 

Para que los planos sean perpendiculares se requiere que sus respectivosß

vectores normales también lo sean es decir   entoncesà ß !à ßR Rt t œ
" #
· 

     ¡   ¡Eß Fß ! !ß !ß " œ !Þ· 

De manera que  el plano pedido tiene como ecuación general aß À

    EB � F C �H œ !.

Como  y son puntos del plano pedido entonces deben satisfacer suT U ß
ecuación esto esà À

      œ $E � %F �H œ !
#E � #F �H œ !

Al eliminar  entre las dos ecuaciones del sistema anterior se obtieneF

E œ � HÞ ß E F œ � HÞ
$ "

( "%
 De igual manera al eliminar  se encuentra que  

Al reemplazar estos valores en la expresión del plano pedido  se llega aß

        ’ “ ’ “� H B� � H C �H œ !Þ
$ "

( "%

Al cancelar 0  y simplificar se obtiene la ecuación general del planoH Á ß
pedido À

      'B � C � "% œ !Þ
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Hallar la ecuación del plano perpendicular al plano  que pasa por los puntosBC

T Ð $ ß � %ß ( Ñ UÐ #ß #ß & Ñy  .

SOLUCIÓN

Puesto que el plano buscado es perpendicular al plano entonces suBC ß
ecuación es de la forma . En efecto el vector normal al planoEB � F C �H œ ! ß
pedido es   ¡   ¡Eß Fß ! BC !ß !ß " Þ y el vector normal al plano  es 

Para que los planos sean perpendiculares se requiere que sus respectivosß

vectores normales también lo sean es decir   entoncesà ß !à ßR Rt t œ
" #
· 

     ¡   ¡Eß Fß ! !ß !ß " œ !Þ· 

De manera que  el plano pedido tiene como ecuación general aß À

    EB � F C �H œ !.

Como  y son puntos del plano pedido entonces deben satisfacer suT U ß
ecuación esto esà À

      œ $E � %F �H œ !
#E � #F �H œ !

Al eliminar  entre las dos ecuaciones del sistema anterior se obtieneF

E œ � HÞ ß E F œ � HÞ
$ "

( "%
 De igual manera al eliminar  se encuentra que  

Al reemplazar estos valores en la expresión del plano pedido  se llega aß

        ’ “ ’ “� H B� � H C �H œ !Þ
$ "

( "%

Al cancelar 0  y simplificar se obtiene la ecuación general del planoH Á ß
pedido À

      'B � C � "% œ !Þ

PROBLEMA 2.13
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PROBLEMA  2.14

Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto   y esTÐ&ß %ß � " Ñ
perpendicular a cada uno de los planos definidos como  y$B � C � #D � ' œ !
B � # C � D � % œ !Þ

SOLUCIÓN

Un vector del plano buscado debe ser perpendicular a cada uno de losRt

vectores normales de los planos dados es decir a los vectores   à ß   ¡$ß � "ß # y  ¡"ß #ß " Þ

Para obtener un vector perpendicular a dos vectores  basta efectuarRt  dadosß
el producto vectorial entre ellos À

   x  R $ß � "ß # "ß #ß " ßt œ   ¡   ¡
es decirß

  R � &ß � "ß (t
t t t

œ œ
3 4 5

$ � " #
" # "

â ââ ââ ââ ââ ââ â   ¡. 
Como el plano buscado debe contener al punto TÐ&ß %ß � " Ñß entonces su
ecuación general es À

     ¡   ¡� &ß � "ß ( B � &ß C � %ß D � " œ !· .

Después de efectuar el producto escalar y simplificar  se obtiene queß À

   .& B � C � (D � $' œ !

PROBLEMA  2.15

Encontrar las ecuaciones  de la recta de intersección entre los planos

  : y   : .1 1
" #
B � $C � D � % œ ! # B � C � D � ' œ !

SOLUCIÓN 

Dados dos planos   y  no paralelos definidos por sus ecuaciones generales1 1
" #

ß
como   E B � F C � G D �H œ ! E B � F C � G D �H œ !" " " " # # # #  y  
respectivamente se intersectan según una recta que se obtiene al resolver elß Pß
sistema de ecuaciones lineales À

   œE B � F C � G D �H œ !
E B � F C � G D �H œ !

" " " "

# # # #

Para estecaso  se debe resolver el sistema lineal de ecuaciones x formadoß # $ß
por las ecuaciones de los planos dados para Para facilitar los cálculos,ß Bß Cß DÞ
se expresan los valores de  y   en términos de  de la siguiente maneraB C Dß À

Para este caso,
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                œ B � $C � D � % œ ! Ð"Ñ
# B � C � D � ' œ ! Ð#Ñ

Al eliminar   entre las ecuaciones dadas se obtieneB À

              C œ Ð$Ñ
"% � $D

(

Con la eliminación de    entre las ecuaciones dadas se obtiene     C À

          B œ Þ
"% � #D

� (

Al tomar   como parámetro se obtiene que las ecuaciones paramétricasD œ > ß
de la recta de intersección pedida   sonP À

         B œ ß C œ ß D œ >Þ
"% � #> "% � $>

� ( (

Las ecuaciones simétricas de la recta se escriben como À

   � (B � "% (C � "%

# $
œ œ D à

o bienß

   .     B � # C � # D

� #Î( $Î( "
œ œ

Esta última expresión queda mejor escrita como À

   .B � # C � # D

� # $ (
œ œ

Y las ecuaciones paramétricas de la recta intersección obtenida son:

   
Ú
ÛÜ

B œ � # � #>
C œ # � $> > −
D œ (>

‘Þ

Ahora bien para  comprobar que efectivamente la recta obtenida es laß
intersección entre los dos planos dados sus ecuaciones deben satisfacer lasß
ecuaciones generales de los planosÞ
En efecto al reemplazar las ecuaciones paramétricas en la ecuación del planoß
1

"
: se obtiene:B � $C � D � % œ !ß

   .� # � #> � ' � *> � (> � % œ !

De la misma manera al reemplazar  las ecuaciones paramétricas en la ecuación
del plano : se encuentra que1

#
# B � C � D � ' œ !ß À

   � % � %> � # � $> � (> � ' œ !Þ

PROBLEMA  2.16

(1)
(2)

(3)
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Encontrar el ángulo agudo formado por los planos definidos por
1 1

" #
À %B � $C � D � "# œ ! À B � C � #D � ' œ !Þy   

SOLUCIÓN

En correspondencia con el Parágrafo 2.10  el ángulo formado por dos planosß
no paralelos se determina por el ángulo que forman los respectivos vectoresß
normales a los planos dados En este caso los vectores normales a los planosÞ ß
dados son:

  y   R œ %ß $ß � " R œ "ß � "ß # àt t
" #

  ¡   ¡
entoncesß
   R R œ %ß $ß � " "ß � "ß # œ % � $ � # œ � "àt t

"
· ·

#
  ¡   ¡

  ¼ ¼ É È ÈR œ % � $ � Ð � "Ñ œ "' � * � " œ #'àt
"

# # #

  ¼ ¼ É È ÈR œ " � Ð � "Ñ � # œ " � " � % œ 'Þt
#

# # #

Por tantoß

  -9= œ œ œ � Þ
R

� " "

"&'
)

R R

R #' '

t t

t
" #

#

·¼ ¼¼ ¼ È È
"

È
En consecuencia  el ángulo buscado esß À

  ) œ +<--9= � œ *& $& Þ
"

"&'
’ “È 9 w

Como el ángulo entre dos planos debe ser agudo entonces el ángulo buscadoß
es  ")! �9 *& $& œ )% #& Þ9 w 9 w

PROBLEMA  2.17

Mostrar que la recta intersección de los planos 1
"
À B � C � #D � ) œ ! y

1 1
#
À B � #C � )D � #! œ ! $B � #C � )D � & œ !Þes pararlela al plano  : 

SOLUCIÓN

Las ecuaciones de la recta intersección de los planos 1 1
" #
 y se encuentran al

resolver el sistema À

   œ B � C � #D � ) œ !
$B � #C � )D � & œ !

Al eliminar  entre las ecuaciones anteriores se obtieneB À

   C œ � #D � %ß

y  con la eliminación de  se llega a:C

   B œ � %D � "#Þ

PROBLEMA 2.16

paralela
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Encontrar el ángulo agudo formado por los planos definidos por
1 1
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SOLUCIÓN

En correspondencia con el Parágrafo 2.10  el ángulo formado por dos planosß
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normales a los planos dados En este caso los vectores normales a los planosÞ ß
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  y   R œ %ß $ß � " R œ "ß � "ß # àt t
" #

  ¡   ¡
entoncesß
   R R œ %ß $ß � " "ß � "ß # œ % � $ � # œ � "àt t

"
· ·

#
  ¡   ¡

  ¼ ¼ É È ÈR œ % � $ � Ð � "Ñ œ "' � * � " œ #'àt
"

# # #

  ¼ ¼ É È ÈR œ " � Ð � "Ñ � # œ " � " � % œ 'Þt
#

# # #

Por tantoß

  -9= œ œ œ � Þ
R

� " "

"&'
)

R R

R #' '

t t

t
" #

#

·¼ ¼¼ ¼ È È
"

È
En consecuencia  el ángulo buscado esß À

  ) œ +<--9= � œ *& $& Þ
"

"&'
’ “È 9 w

Como el ángulo entre dos planos debe ser agudo entonces el ángulo buscadoß
es  ")! �9 *& $& œ )% #& Þ9 w 9 w

PROBLEMA  2.17

Mostrar que la recta intersección de los planos 1
"
À B � C � #D � ) œ ! y

1 1
#
À B � #C � )D � #! œ ! $B � #C � )D � & œ !Þes pararlela al plano  : 

SOLUCIÓN

Las ecuaciones de la recta intersección de los planos 1 1
" #
 y se encuentran al

resolver el sistema À

   œ B � C � #D � ) œ !
$B � #C � )D � & œ !

Al eliminar  entre las ecuaciones anteriores se obtieneB À

   C œ � #D � %ß

y  con la eliminación de  se llega a:C

   B œ � %D � "#Þ

.
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Al tomar como parámetro se obtienen las ecuaciones paramétricas de laD œ > ß
recta intersección así:
     B œ � %D � "#à C œ � #D � %à D œ >à > − Þ‘

Las ecuaciones simétricas son À

   B � "# C � % D

� % � # "
œ œ Þ

La recta intersección  tiene como vector direcional a  P H œt   ¡� %ß � #ß " ß y el
vector normal del plano Para que  y  1 1  es  sean paralelosR œ ßt   ¡$ß � #ß ) Þ P

se requiere  que H Rt t t t  y sean perpendiculares  esto es   En efectoà ß H œ !Þ ß· R
  H œt t· ·R � %ß � #ß " $ß � #ß ) œ � "# � % � ) œ !Þ  ¡   ¡
De esta manera se comprueba que la recta   intersección de los planos  ß P 1

"
 y

1 1
#
 es paralela al plano dado .

PROBLEMA  2.18

Hallar las coordenadas del punto de intersección de la recta  definida comoPß À

   B � " C � " D � "

# � " $
œ œ

y el plano  1 1  definido como   À À $B � #C � )D � & œ !Þ

SOLUCIÓN

La recta tiene como ecuaciones paramétricas P À

    B œ " � #>à C œ " � >à D œ " � $>à Þ> − ‘

Al reemplazar estas relaciones en la ecuación general del plano dado seß
encuentra que À

  #Ð" � #>Ñ � $Ð" � >Ñ � Ð" � $>Ñ � ( œ !Þ

Al resolver para se llega a    Al sustituir el valor de   en>ß > œ � $Î#Þ > œ � $Î#
las ecuaciones paramétricas de la recta  se obtieneß À

 B œ " � #Ð � $Î#Ñ œ � #à C œ " � $Î# œ &Î#à D œ " � $Ð � $Î#Ñ œ � (Î#Þ

L

(-2,5/2,-7/2)

π

Fig. 2.9.
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Así el punto de intersección de la recta y el plano ß P 1 es  ( � # ß &Î#ß � (Î# ÑÞ

PROBLEMA  2.19.  DISTANCIA DE UN UN PUNTO A UN PLANO
Mostrar que la distancia  entre un plano cuya ecuación es. ß1
EB � FC � GD �H œ !ß T Ðy el punto  

!
B ß C ß D Ñß À

! ! !
es

    . œ
E �F � G

¸
É

EB � FC � GD �H
! ! !

¸
# # #

DEMOSTRACIÓN
Sea un punto cualquiera del plano  y  un vector normal al planoTÐBß Cß D Ñ ß1 Rt

en el punto definido como T ß œR E ßFßG Þ Ðt   ¡   Figura 2.10 ).

El vector  une el pie del vector normal con el punto   no pertenecienteTT ß T
! !

Rt

al plano  .  Entonces1 ß

    TT œ
!

  ¡B � Bß C � C ß D � D Þ
! ! !

Ahora bien la proyección escalar del vector   sobre el vector  normal  esß TT
!

Rt

precisamente la distancia    buscada. Así de acuerdo al parágrafo  1.8.2  se. ß
puede calcular  como. À

   . œ G œ Þ
TT

ÐTT Î Ñ
!

!

Rt

¸ ¸· R
R

t

t¼ ¼
Al utilizar componentes y efectuar el producto escalar se tieneß À

   . œ ß
¸ ¸  ¡   ¡

É
B � Bß C � C ß D � D E ßFßG

E � F � G

! ! !
Þ

# # #

   . œ ß
EÐ¸ ¸B � BÑ � FÐC � CÑ � GÐD � DÑ

E � F � G

! ! !

É # # #

 

N

d

π

PO(x yO, O,zO)

P(x,y,z)

Fig. 2.10.

 al  parágrafo 1.9,  se
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           . œ Þ Ð"Ñ
E¸ ¸B � FC � GD � ÐEB � FC � GDÑ

E � F � G

! ! !

É # # #

Puesto que  es un punto del plano entonces debe satisfacer laTÐBß Cß Dß Ñ ß1
ecuación del plano  .EB � FC � GD �H œ !

Al despejar  se obtieneH À

              H œ � ÐEB � FC � GD ÑÞ Ð#Ñ

Finalmente al reemplazar  en   se tiene:ß Ð#Ñ Ð"Ñ

   . œ
E �F � G

¸
É

EB � FC � GD �H
! ! !

¸
# # #

 .

PROBLEMA  2.20

Hallar la distancia entre el punto  plano  cuya ecuaciónT Ð ß
!
$ß � (ß "Ñ y el 1

general es #B � &C � %D � " œ !Þ

SOLUCIÓN

En correspondencia con el Problema 2.19  la distancia pedida se calcula asíß À

 . œ œ œ Þ
# ' � $& � %

# � Ð � &Ñ � % % � #& � "'

¸
É ÈÐ$Ñ � &Ð � (Ñ � %Ð"Ñ � " � " %% %% &

%&
œ

"&

¸ ¸ ¸ È
È

# # #

PROBLEMA  2.21

Hallar la ecuación del plano    que contiene a la recta cuyas ecuaciones1 Pß
paramétricas son  B œ #> � "à C œ � $> � #à D œ #> � $ß > − ‘ß y pasa  por el
punto  T

!
Ð#ß � #ß "ÑÞ

SOLUCIÓN

Las ecuaciones simétricas de la recta   se escriben comoP À

    B � " C � # D � $

# � $ #
œ œ Þ

Esto quiere decir que un punto de la recta  es  y además suP Ð"ß #ß � $ÑT
"

vector direccional  se define como À

      Ht œ   ¡#ß � $ß # Þ

son:
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Además  el vector  también está en el plano pedido.ß T T "ß � %ß %
" ! œ   ¡

Ahora bien  un vector normal  ß  al plano Rt 1  lo determina  el producto vectorial
R H Àt tœ ßT T

" ! x así

   R %ß 'ß & Þt
t t t

œ œ
3 4 5

" � % %
# � $ #

â ââ ââ ââ ââ ââ â   ¡
En consecuencia  la ecuación general del plano pedido esß À

   %ÐB � #Ñ � 'ÐC � #Ñ � &ÐD � "Ñ œ !à

   %B � 'C � &D � " œ !Þ

PROBLEMA  2.22

Encontrar el punto de intersección de los planos  y  definidos por1 1 1
" # $
ß

   :  1
"

$B � #C � D � ' œ !ß

   1
#
À #B � $C � #D � " œ !ß

   .1
$
À B � %C � D � $ œ !

SOLUCIÓN

Tres planos no paralelos dos a dos tienen un único punto de intersección el queß
se establece por medio de la solución de un sistema de ecuaciones lineales 3 x
3 determinado por sus respectivas ecuaciones generales. Existen variosß
métodos de solución tales como el de igualación reducción y métodosß ß
matriciales. En este caso por simplicidad se utiliza  el método de Cramer. Porß
tanto se trata de resolver el sistemaß À

   
Ú
ÛÜ

$B � #C � D � ' œ !
#B � $C � #D � " œ !
B � %C � D � $ œ !

El determinante del sistema es:

π

 

 

N

D

P1

PO

L

Fig. 2.11.
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  ?= œ œ % Á !ß
$ � # "
# $ � #
" � % "

â ââ ââ ââ ââ ââ â
Lo que  indica que el sistema tiene solución única.

Por otra parteß

   ? ?B œ œ "&ß C œ œ "'ß
� ' � # � " $ � ' � "
" $ � # # " � #

� $ � % " " � $ "

â â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â â
  ?D œ œ $(Þ

$ � # � '
# $ "
" � % � $

â ââ ââ ââ ââ ââ â
Por tantoß

    B œ œ ß C œ œ œ %ß D œ œ Þ
B "% C "' D $(

= % = % = %

? ? ?

? ? ?

Así  los planos y   se cortan en el punto  ( .ß ß ß %ß Ñ
"% $(

% %
1 1 1

" # $

PROBLEMA  2.23

Sean y dos planos paralelos cuyas ecuaciones generales son1 1
" #

EB � FC � GD �H œ ! EB � FC � GD �H œ !ß" # y  respectivamente. Mostrar
que la distancia mínima entre ellos se encuentra mediante la relación À

   . œ
E �F � G

¸
É

H �H# " ¸
# # #

SOLUCIÓN

De acuerdo con el Problema 2.19 la distancia entre el punto y elß T ÐB ß C ß D Ñ! ! ! !

plano cuya ecuación general es  esEB � FC � GD �H œ ! À

   . œ
E �F � G

¸
É

EB � FC � GD �H
! ! !

¸
# # #

.

Ahora bien para encontrar la distancia entre los planos paralelos dados  bastaß ß
encontrar un punto de uno de los planos y aplicar la relación anterior.

Sea entonces un punto del plano ß ß T ÐBß Cß DÑ 1
"
. Así la distancia entre el puntoß

T ÐBß Cß DÑ y el plano 1
#
es À

   . œ Þ
E � F � G

¸
É

EB � FC � GD �H
#
¸

# # #

77
2

7
2
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Pero   es punto de TÐBß Cß DÑ 1
#
à ß àentonces  debe satisfacer su ecuación esto es:

   EB � FC � GD œ �H Þ"

Al reemplazar en la expresión de la distancia se encuentra queß À

   . œ Þ
E � F � G

¸
É

H �H# " ¸
# # #

PROBLEMA  2.24

Hallar las ecuaciones de los planos paralelos al plano  y1 À B � #C � #D � " œ !
que se encuentren de él a una distancia  .ß . œ (

SOLUCIÓN

El vector normal al plano   es  1 Rt œ   ¡"ß #ß � # y la distancia entre dos planos
paralelos se encuentra por medio de la relación À

   ,. œ
¸

¼ ¼H �H# " ¸
Rt

donde  Rt   es el vector normal a los dos planos  y  son los términosH H# " y 
independientes de las ecuaciones generales de los respectivos planos.

En este caso sea ß H œ " H# " y  el término independiente de los planos
paralelos buscados. Entonces

  ( œ
�H �H �H¸ ¸ ¸¼ ¼  ¡ È" " "

"ß #ß � #
œ œ Þ

" � # � Ð � #Ñ $

" " "¸ ¸ ¸
# # #

Por tantoß
  ¸" � H œ #"à H œ � #! H œ ##Þ" " "¸ es decir  o  

En conclusión hay dos planos que satisfacen las condiciones del problemaß À

   B � #C � #D � #! œ !ß

y
   B � #C � #D � ## œ ! Þ

PROBLEMA  2.25    
Hallar la ecuación general del plano 1 que contiene a las rectas paralelas
definidas como     y   P À œ œ P À œ œ Þ

B � " C � " D B � # C � # D � $

% � # " % � # "
" "

SOLUCIÓN

El punto está en la recta  TÐ"ß � "ß !Ñ P" y el punto está en laUÐ � #ß #ß � $Ñ
recta  P Þ#

2
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Por otra parte el vector  y elUT ßœ $ß � $ß $  ¡ pertenece al plano buscado 1
vector direccional de la recta  es  P H#

t œ   ¡%ß � #ß " Þ

De esta manera el vector  ß Rt tœ   es un vector al plano . EntoncesH UT ßx 1

    Rt tœ

t t t

H UT œ œ
3 4 5

% � # "
$ � $ $

x 

â ââ ââ ââ ââ ââ â   ¡� $ß � *ß � ' Þ

Finalmente  la ecuación general del plano ß 1 es:

   � "ß C � "ß D  ¡   ¡$ß *ß ' B � œ !Þ·

Al operar y simplificar se encuentra que À

   B � $C � #D � # œ !Þ

   

Fig. 2.12.
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normal



3. CURVAS Y SUPERFICIES
3.1 CURVAS EN ‘$

Sean y  funciones reales de variable real  Una curva en0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ >Þ ß
" # $

>

‘$ß se expresa paramétricamente mediante las ecuaciones À

   B œ 0 Ð>Ñß C œ 0 Ð>Ñ ß D œ 0 Ð>Ñà
" # $

> − ‘.

De igual manera la curva ß > puede definirse vectorialmente como À

   < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ àtÐ>Ñ œ   ¡
" # $

> − ‘

o bienß
   < 0 Ð>Ñ 3 � 0 Ð>Ñ 4 � 0 Ð>Ñ 5 àtÐ>Ñ œ t t t

" # $
> − ‘Þ

Para cada valor de  se obtiene un punto de la curva  >ß >ß o bien se determina
un vector de posición  <tÐ>Ñ.

3.2  RECTA TANGENTE Y PLANO NORMAL A UNA CURVA

Si y  son funciones escalares diferenciables de y 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ >ß <
" # $

tÐ>Ñ es una
función vectorial definida por   < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡

" # $
ß entonces el vector

tangente a la curva en cualquier  >ß À se define y denota por>ß

z

Γ
P(x,y,z)

r(t)
→

X

y

Fig. 3.1.

plano
normal

recta tangente

P(x  ,y ,z  )o o o

Fig. 3.2.
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     < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñt Ð>Ñw œ   ¡w w w
" # $

Þ

Las ecuaciones simétricas de la  recta tangente a la curva >ß  definida
vectorialmente por    < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡

" # $
ß B ß C ß D Ñen el punto T Ð

! ! ! !

determinado por son> œ > ß À
!

   .  B � B C � C D � D

> > >
œ œ! ! !

! ! !
0 Ð Ñ 0 Ð Ñ 0 Ð Ñw w w

" # $

La ecuación general del  a la curva  plano normal  > en el punto T Ð
!
B ß C ß D Ñ

! ! !

determinado por es> œ > ß À
!

                                       )0 Ð Ñ 0 Ð ÑÐ 0 Ð ÑÐw w w
" # $
> B � B � > C � C Ñ � > D � D Ñ œ !Þ
! ! ! ! ! !

(

3.3  VECTOR VELOCIDAD Y VECTOR ACELERACIÓN
Sea > una curva de  ‘$ definida vectorialmente por < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡

" # $
ß

> − ‘ß donde las 0 Ð>Ñ
3

son diferenciables al menos dos veces.  Si  describe la>
trayectoria de una partícula material en ‘$ß > ßdonde el parámetro es el tiempo
entonces À

3.3.1 El vector velocidad de la partícula en el instante  se define y denota por> À

      @Ð> < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑÑ œ Ð>Ñt w œ   ¡w w w
" # $

Þ

3.3.2  La  de la partícula en el instante  se define como la magnitud delrapidez >ß
vector velocidad  esto esà À

   @ œ @ Þ¼ ¼ ¼ ¼t œ <t Ð>Ñw

3.3.3 El vector aceleración se define como como la derivada de la función
velocidad es decirà À

      + @ < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñt t tÐ>Ñ œ Ð>Ñ œ Ð>Ñ œw ww   ¡ww ww ww
" # $

Þ

3.3.4 La aceleración  de la partícula en el instante se define como la magnitudß >ß
de la función aceleración  esto esà À

   + œ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼+ œ œ Þt @ <t tÐ>Ñ Ð>Ñw ww

3.4  CURVAS REGULARES   

Sea > una curva de  ‘$ definida vectorialmente por < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡
" # $

ß

> − ‘. Se dice que > es curva regular curva suave si el vector unitario tangenteß

X >Þt  existe y es único para todo valor de  Esto equivale a decir que  las funciones
0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ >Þ

" # $
  y  poseen derivadas continuas para todo 

3.5  LONGITUD DE ARCO
Sea > una curva de  ‘$ definida vectorialmente por < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡

" # $
ß

> − + ß , Þ÷ ‘ Si  < ßtÐ>Ñ ß ß  es diferenciable entonces la longitud del arco de >
comprendido entre los puntos para los cuales  y  es> œ + > œ ,ß À
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! ! ! ! ! !

(

3.3  VECTOR VELOCIDAD Y VECTOR ACELERACIÓN
Sea > una curva de  ‘$ definida vectorialmente por < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡

" # $
ß

> − ‘ß donde las 0 Ð>Ñ
3

son diferenciables al menos dos veces.  Si  describe la>
trayectoria de una partícula material en ‘$ß > ßdonde el parámetro es el tiempo
entonces À

3.3.1 El vector velocidad de la partícula en el instante  se define y denota por> À

      @Ð> < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑÑ œ Ð>Ñt w œ   ¡w w w
" # $

Þ

3.3.2  La  de la partícula en el instante  se define como la magnitud delrapidez >ß
vector velocidad  esto esà À

   @ œ @ Þ¼ ¼ ¼ ¼t œ <t Ð>Ñw

3.3.3 El vector aceleración se define como como la derivada de la función
velocidad es decirà À

      + @ < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñt t tÐ>Ñ œ Ð>Ñ œ Ð>Ñ œw ww   ¡ww ww ww
" # $

Þ

3.3.4 La aceleración  de la partícula en el instante se define como la magnitudß >ß
de la función aceleración  esto esà À

   + œ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼+ œ œ Þt @ <t tÐ>Ñ Ð>Ñw ww

3.4  CURVAS REGULARES   

Sea > una curva de  ‘$ definida vectorialmente por < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡
" # $

ß

> − ‘. Se dice que > es curva regular curva suave si el vector unitario tangenteß

X >Þt  existe y es único para todo valor de  Esto equivale a decir que  las funciones
0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ >Þ

" # $
  y  poseen derivadas continuas para todo 

3.5  LONGITUD DE ARCO
Sea > una curva de  ‘$ definida vectorialmente por < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡

" # $
ß

> − + ß , Þ÷ ‘ Si  < ßtÐ>Ñ ß ß  es diferenciable entonces la longitud del arco de >
comprendido entre los puntos para los cuales  y  es> œ + > œ ,ß À

o



                                                                                                       Curvas  y  Superficies     47  

    6 œ Ð>Ñt(
+

,
w¼ ¼< .>.

3.6  PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE
3.6.1   Una superficie   es la representación gráfica en W ‘$ß de una función de la
forma JÐBß Cß DÑ œ !Þ

3.6.2  Si  y  existen y son continuas el gradiente de  es un campo`J `J `J

`B `C `D
ß ß J

vectorial denotado y definido como À

    fJ œ
`J `J `J

`B `C `D
¢ £ß ß

3.6.3 Si T Ð
!
B ß C ß D Ñ Wß

! ! !
 es un punto de la superficie entonces la ecuación

general del  a en plano tangente W T À
!
es

   `J `J `J

`B `C `B
ÐD(B � B � C � C Ñ � � D Ñ œ !Þ

! ! !
) Ð

Y las ecuaciones simétricas de la  a  en recta normal W T À
!
son

     B � B C � C D � D
œ œ Þ! ! !

`J `J `J

`B `C `D

En las anteriores ecuaciones tanto del plano como de la recta las derivadasß ß
parciales se calculan en el punto .T Ð

!
B ß C ß D Ñ

! ! !

3.7 CURVAS COMO INTERSECCIÓN DE SUPERFICIES
Una curva en > ‘$ también se define como la intersección de dos superficiesß
cuyas ecuaciones son  y  JÐBß Cß DÑ œ ! KÐBß Cß DÑ œ !Þ

Si T Ð
!
B ß C ß D Ñ

! ! !
 es un punto de  >ß  entonces las ecuaciones de la recta

tangente a la curva  en el punto > T À
!
 son

Fig. 3.3.

	                                                                                                              Curvas y Superficies                47

.



48            Aplicaciones de Cálculo de Varias Variables                                                                                  

      B � B C � C D � D
œ œ! ! !

» » » » » »
`J `J `J `J
`C `D `B `C
`K `K `K `K `K `K
`C `D `D `B `B `C

`J `J
`D `B

La ecuación del plano normal a la curva  en el punto > T À
!
 es

  » » » » » »
`J `J `J `J
`C `D `B `C
`K `K `K `K `K `K
`C `D `D `B `B `C

`J `J
`D `B(B � B Ñ � C � C Ñ � D � D Ñ œ !Þ

! ! !
Ð Ð

En las ecuaciones anteriores las derivadas parciales se calculan en el punto ß T Ð
!

B ß C ß D Ñ
! ! !

.

PROBLEMA 3.1
Trazar aproximadamente la curva definida vectorialmente por À

    < + -9= >ß , =/8 >ß >tÐ>Ñ œ   ¡ß > − ‘.

SOLUCIÓN
Para cada valor de se obtiene un punto de la curva >ß >Þ

La tabla muestra algunos puntos de .>

            
   

> B C D
! + ! !

+ ,

! ,

� + ,

! � ,

ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ

1 1

1 1

1 1

1 1

% # # %
# #

# #

$ $
% # # %

# #

$ $
# #

È È

È È

En la Figura 3.4  se puede apreciar un tramo de la curva  ß >.

Esta curva recibe el nombre de . Si   se denomina .hélice hélice circular+ œ ,ß

z

a

X

y

Fig. 3.4.
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      B � B C � C D � D
œ œ! ! !

» » » » » »
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`K `K `K `K `K `K
`C `D `D `B `B `C

`J `J
`D `B
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  » » » » » »
`J `J `J `J
`C `D `B `C
`K `K `K `K `K `K
`C `D `D `B `B `C

`J `J
`D `B(B � B Ñ � C � C Ñ � D � D Ñ œ !Þ

! ! !
Ð Ð

En las ecuaciones anteriores las derivadas parciales se calculan en el punto ß T Ð
!

B ß C ß D Ñ
! ! !

.
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SOLUCIÓN
Para cada valor de se obtiene un punto de la curva >ß >Þ

La tabla muestra algunos puntos de .>

            
   

> B C D
! + ! !

+ ,

! ,

� + ,

! � ,

ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ

1 1

1 1

1 1

1 1

% # # %
# #

# #

$ $
% # # %

# #

$ $
# #

È È

È È

En la Figura 3.4  se puede apreciar un tramo de la curva  ß >.

Esta curva recibe el nombre de . Si   se denomina .hélice hélice circular+ œ ,ß
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      B � B C � C D � D
œ œ! ! !

» » » » » »
`J `J `J `J
`C `D `B `C
`K `K `K `K `K `K
`C `D `D `B `B `C

`J `J
`D `B

La ecuación del plano normal a la curva  en el punto > T À
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  » » » » » »
`J `J `J `J
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`J `J
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! ! !
Ð Ð
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!

B ß C ß D Ñ
! ! !

.
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> B C D
! + ! !

+ ,

! ,

� + ,

! � ,

ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ

1 1

1 1

1 1

1 1

% # # %
# #

# #

$ $
% # # %

# #

$ $
# #

È È

È È

En la Figura 3.4  se puede apreciar un tramo de la curva  ß >.

Esta curva recibe el nombre de . Si   se denomina .hélice hélice circular+ œ ,ß
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PROBLEMA 3.2

Hallar el vector tangente y las ecuaciones de la recta tangente a la curva  >ß
definida como  < > � > Î$ß > ß > � > Î$tÐ>Ñ œ   ¡# # # ß en el punto de la curva para el
cual  > œ "Þ

SOLUCIÓN
a) El vector tangente a la curva dada en cualquier punto lo determina la derivadaß
del vector posición esto esà À

      < " � Ð#Î$Ñ >ß #> ß " � Ð#Î$Ñ >t Ð>Ñw œ   ¡Þ
Para el vector tangente es> œ "ß À

     < " � Ð#Î$ÑÐ "Ñß #Ð"Ñ ß " � Ð#Î$ÑÐ"Ñt Ð"Ñw œ   ¡ß
     < "Î$ ß # ß %Î$t Ð"Ñw œ   ¡Þ
b) El vector posición de la curva para es>ß > œ "ß À

    < " � "Î$ß " ß " � "Î$ #Î$ß " ß %Î$tÐ"Ñ œ   ¡   ¡œ Þ

De esta manera el punto  pertenece a la curva  T Ð
!
#Î$ß " ß %Î$Ñ >.

En la parte a) de este ejercicio se encontró que   < "Î$ ß # ß %Î$t Ð"Ñw œ   ¡ß  que es
el vector direccional de la recta tangente a la curva  > en el punto T

!
.

Por tanto  las ecuaciones simétricas de dicha recta sonß

   B � #Î$ C � " D � %Î$
œ œ ß

# %Î$"Î$

o más precisamenteß

   B � #Î$ C � " D � %Î$
œ œ Þ

' %"

Las ecuaciones paramétricas de la recta pedida son À

   
Ú
ÛÜ

B œ #Î$ � >
C œ " � '> > −
D œ %Î$ � %>

‘.

PROBLEMA 3.3
Hallar el vector tangente unitario para la curva definida como   < >ß > ß >tÐ>Ñ œ   ¡# $ ß

en el punto para el cual  > œ "Þ

SOLUCIÓN
La tabla muestra algunos puntos de la curva que se conoce como ß cúbica
enroscada. Figura 3.5).Ð

,
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    > B C D
! ! ! !
" " " "
# # % )
$ $ * #(
ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ

Ahora bien el vector tangente en cualquier punto viene dado porß

   

      < "ß #> ß $>t Ð>Ñw œ   ¡# .

Para > œ "ß œ Þ  < "ß #Ð"Ñ ß $Ð"Ñ "ß # ß $t Ð"Ñw œ   ¡   ¡#

Por otra parteß œ " � # � $ œ "%Þ¼ ¼ È È<t Ð"Ñw # # #

Por tanto el vector tangente unitario a la curva dada en el punto para queß
> œ "ß Àes

    X "ß # ß $
<

<
t Ð"Ñ œ œ

tÐ"Ñ "

t Ð"Ñ¼ ¼ È   ¡
w

"%
ß

    X ß ß
" # $t Ð"Ñ œ ¢È È È £
"% "% "%

Þ

PROBLEMA 3.4
Para la curva del Problema 3.3 encontrar las ecuaciones de la recta tangente yß
plano normal a la curva  en el punto para que  > œ "Þ

SOLUCIÓN
La curva tiene como ecuación vectorial a  < >ß > ß >tÐ>Ñ œ   ¡# $ ß y el punto
correspondiente a  es .> œ " ÑT Ð

!
"ß " ß "

Como entonces este vector es el direccional de la recta< "ß # ß $t Ð"Ñw œ   ¡ß
tangente a la curva en  y también el normal del planoT Ð

!
#Î$ß " ß %Î$Ñ ß

perpendicular a la misma curva en el punto T
!
.

Fig. 3.5.

y

x

z

T
→

Γ
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    > B C D
! ! ! !
" " " "
# # % )
$ $ * #(
ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ

Ahora bien el vector tangente en cualquier punto viene dado porß

   

      < "ß #> ß $>t Ð>Ñw œ   ¡# .

Para > œ "ß œ Þ  < "ß #Ð"Ñ ß $Ð"Ñ "ß # ß $t Ð"Ñw œ   ¡   ¡#

Por otra parteß œ " � # � $ œ "%Þ¼ ¼ È È<t Ð"Ñw # # #

Por tanto el vector tangente unitario a la curva dada en el punto para queß
> œ "ß Àes

    X "ß # ß $
<

<
t Ð"Ñ œ œ

tÐ"Ñ "

t Ð"Ñ¼ ¼ È   ¡
w

"%
ß

    X ß ß
" # $t Ð"Ñ œ ¢È È È £
"% "% "%

Þ

PROBLEMA 3.4
Para la curva del Problema 3.3 encontrar las ecuaciones de la recta tangente yß
plano normal a la curva  en el punto para que  > œ "Þ

SOLUCIÓN
La curva tiene como ecuación vectorial a  < >ß > ß >tÐ>Ñ œ   ¡# $ ß y el punto
correspondiente a  es .> œ " ÑT Ð

!
"ß " ß "

Como entonces este vector es el direccional de la recta< "ß # ß $t Ð"Ñw œ   ¡ß
tangente a la curva en  y también el normal del planoT Ð

!
#Î$ß " ß %Î$Ñ ß

perpendicular a la misma curva en el punto T
!
.

el
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Por tanto las ecuaciones de la recta tangente  y del plano normal ß a la curva en
T Ð ß À

!
#Î$ß " ß %Î$Ñ son  respectivamente

     B � " C � " D � "

" # $
œ œ à

    "ÐB � "Ñ � #ÐC � "Ñ � $ÐD � "Ñ œ !ß

      B � #C � $D � ' œ !Þ

PROBLEMA 3.5
Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva  >ß
definida vectorialmente por cuando< >ß V=/8 > -9= > ß V =/8 >tÐ>Ñ œ   ¡V-9= ß#

> œ Î%Þ1

SOLUCIÓN
Para > œ Î%ß À1  el vector de posición de la curva es

  ) ( ) ( ) ( )< Î% Î% ß V=/8 Î% -9= Î% ß < =/8 Î%tÐ Ñ1 1 1 1 1œ   ¡V-9=#( ,

  ( ,< Î% Î% ß V=/8 Î% -9= Î% ß < =/8 Î%tÐ Ñ1 1 1 1 1œ   ¡V-9=# ) ( ) ( ) ( )

   < Î% Vß Vß VtÐ Ñ1 œ ¢ " "
# # #

#È £Þ
En consecuencia el punto de la curva  ß T> correspondiente es 

!Š " "
# # #

#Vß Vß V
È ‹.

Ahora bienß

   < V Ð >Ñß V Ð=/8 > -9= >Ñß V Ð=/8 >Ñ
. . .

.> .> .>
t Ð>Ñ œw ¢ -9= à# £

   < > =/8>ß V Ð-9= > � =/8 >t Ð>Ñ œw   ¡� #V-9= ß# # # Ñß V-9= >

   < Î% Vß !ß � Vt Ð Ñ œw 1 ¢ È#
# £Þ

Por consiguiente las ecuaciones de la recta tangente a la curva  ß > en el punto
T

!Š " "
# # #

#Vß Vß V
È ‹son À

   
B � D �

V #
œ à C œ ß

VV
#

È
È

#
#

#
#

V

V

o bienß

   
B � D �

# #
œ à C œ Þ

VV
#

È#
# V

� #È
La ecuación del plano normal a la curva  es> en el punto T

!Š " "
# # #

#Vß Vß V
È ‹ À

   #ÐB � Ñ �V
#

È#ÐD � VÑ œ !
È#
# .

Al operar y simplificarß

   #B � #D œ !ÞÈ
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PROBLEMA 3.6
Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva >ß
definida vectorialmente por  en el punto donde corta< > � #ß $ > � " ß #>tÐ>Ñ œ   ¡# $

al plano  CDÞ

SOLUCIÓN
La curva  0 o  > corta al eje en  es decir cuando B B œ !à ß > � # œ > œ #Þ

Para  el vector posición   es> œ #ß À<tÐ>Ñ

    < # � #ß $ Ð#Ñ � " ß #Ð"Ñ !ß "$ ß "'tÐ>Ñ œ   ¡   ¡# $ œ Þ

Por tanto el punto de la curva  ß >ß > œ # !ß "$ ß "' para es  ).T
!
(

Por otra parteß
    < ß '>t Ð>Ñ œw   ¡" ßß '>#

    < ß 'Ð#Ñ ß "#t Ð#Ñ œw   ¡   ¡" œ " Þß 'Ð#Ñ ß #%#

En estas condiciones las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curvaß
> en el punto ) sonT

!
(!ß "$ ß "' À

   B � ! C � D � "'

" #%
œ œ à

"$

"#

y la ecuación del plano tangente (a la curva  > en el punto ) esT
!
!ß "$ ß "' À

   "ÐB � !Ñ � "#ÐC � "$Ñ � #%ÐD � "'Ñ œ !ß

   B � "#C � #%D � &%! œ !Þ

PROBLEMA 3.7
Una partícula material se mueve a lo largo de una curva  >  definida por las
ecuaciones paramétricas  siendo  el tiempo.B œ #> ß C œ > � %>ß D œ $> � &ß ># #

Encontrar los vectores velocidad y aceleración en ¿Cuál es la rapidez en> œ "Þ
> œ "?

SOLUCIÓN

La ecuación vectorial de la curva > es   < #> ß > � %>ß $> � &tÐ>Ñ œ   ¡# # .

El vector velocidad  en cualquier esß >ß À

   @ < ß #> � % ß $t tÐ>Ñ œ Ð>Ñw œ   ¡%> Þ

Para > œ "ß

    @ "Ñß #Ð"Ñ � % ß $ %ß � # ß $tÐ"Ñ œ   ¡   ¡%Ð œ Þ

Y el vector aceleración es À

   .+ %t tÐ>Ñ œ Ð>Ñ œ@ ß # ß $w   ¡
La rapidez en  es la norma del vector velocidad en  esto es> œ " > œ "à ß
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  @ œ œ % � Ð � #Ñ � $ œ "' � % � * œ #*Þ¼ ¼ È È È@tÐ"Ñ # # #

PROBLEMA 3.8

Una partícula material se mueve a lo largo de una curva  >  definida por la
ecuación vectorial  < >ß >ß >tÐ>Ñ œ   ¡-9= -9= =/8 -9= =/8 ß ß! = ! = = ! =donde son
constantes y es el tiempo. Encontrar la velocidad y la aceleración de laß >
partícula y sus respectivas magnitudes en cualquier >Þ

SOLUCIÓN
La velocidad es la derivada de la función vectorial que determina la posición de
la partícula en es decir>à ß

  @ < >Ñß Ñß >Ñt tÐ>Ñ œ Ð>Ñw œ ¢ £. . .

.> .> .>
Ð -9= -9= Ð=/8 -9= Ð=/8 ß! = ! = =

  @ >Ñß Ñß >ÑtÐ>Ñ œ ¢ £-9= Ð -9= =/8 Ð -9= > Ð=/8 ß
. . .

.> .> .>
! = ! = =

  @ >ß >ß >tÐ>Ñ œ   ¡� -9= =/8 � =/8 =/8 -9= Þ= ! = = ! = = =

La rapidez o magnitud de la velocidad es À

@ œ œ Ð � -9= =/8 � =/8 =/8 -9=¼ ¼ È@ >Ñ � Ð >Ñ � Ð >ÑtÐ>Ñ = ! = = ! = = =# # #

  @ œ Ð Ñ -9= =/8 =/8 =/8 -9=É ÷= ! = ! = =# # # # # #> � > � > ß‘
  @ œ >Ð > œ Þ¸ ¸ ¸ ¸È= = ! ! = ==/8 -9= � =/8 Ñ � -9=# # # #

La aceleración es la derivada de la velocidad entoncesà ß

  + � -9= Ð =/8 � =/8 Ð=/8 > Ð-9= ß
. . .

.> .> .>
t tÐ>Ñ œ Ð>Ñ œ@ >Ñß Ñß >Ñw ¢ £= ! = = ! = = =

  + � -9= -9= � =/8 -9= =/8 ÞtÐ>Ñ œ   ¡= ! = = ! = = =# # #>ß >ß � >

La magnitud de la aceleración es la norma de +tÐ>Ñ:

+ œ + œ Ð � -9= -9= >Ñ � Ð � =/8 -9= =/8¼ ¼ ÈtÐ>Ñ = ! = = ! = = =# # # #>Ñ � Ð � >Ñ# #

  + œ -9= -9= > � =/8 -9= =/8= ! = ! = =# # # # # #È > � >ß

  + œ œ= = ! ! = = =# # ## # # #È È-9= >Ð-9= � =/8 Ñ � =/8 > œ " ß

  + œ Þ=#

PROBLEMA 3.9
Calcular las longitudes de arco de las curvas definidas por   <tÐ>Ñ À

a)  < >=/8 >ß > -9= >ß )>tÐ>Ñ œ   ¡È à > − ! ß %÷ ‘
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bÑ − ' ß "!< > ß > � $ß $>tÐ>Ñ œ   ¡# à >$Î# ÷ ‘
c)   < =/82# >ß -9=2# >ß #>tÐ>Ñ œ   ¡à > − � "Î# ß "÷ ‘
d)  < #>ß 68>ß #>tÐ>Ñ œ   ¡à > − " ß "! Þ÷ ‘
SOLUCIÓN

a)   < >=/8 >Ñß > -9= >Ñß )>Ñt Ð>Ñ œw   ¡. . .

.> .> .>
Ð Ð Ð ßÈ

< ß ß )t Ð>Ñ œw   ¡>-9= > � =/8 > � >=/8 > � -9= > È ß

¼ ¼ É< )Ñt Ð>Ñw œ Ð >-9= > � =/8 >Ñ � Ð � >=/8 > � -9= >Ñ � Ð ß# # #È
¼ ¼ È È<t Ð>Ñw œ > Ð-9= > � =/8 >Ñ � " � ) œ > � *Þ# # # #

En consecuencia la longitud de arco de la curva dada esß À

  6 œ œ > � * .>ß( (¼ ¼ È
! !

% %
#<t Ð>Ñw

  6 œ > � * � 68Ð> � > � *Ñ ¶ "%ß *%Þ
> *

# #
’ “È È# #

!

%

b)  < > Ñß > � $Ñß $>Ñt Ð>Ñ œw   ¡. . .

.> .> .>
Ð# Ð Ð ß$Î#

< ß ß $t Ð>Ñ œw   ¡$ > ""Î# ß

¼ ¼ È< $Ñt Ð>Ñw œ Ð $ > Ñ � Ð" � Ð ß"Î# # #

¼ ¼ È È<t Ð>Ñw œ *> � " � * œ *> � "!Þ

Por tanto la longitud de arco de la curva dada esß À

  6 œ œ *> � "! .>ß( (¼ ¼ È
' '

"! "!

<t Ð>Ñw

  6 œ Ð*> � "!Ñ ¶ $'ß "&Þ
#

#(
’ “É $

'

"!

c)   < =/82# > Ñß -9=2# >Ñß #>Ñt Ð>Ñ œw   ¡. . .

.> .> .>
Ð Ð Ð ß

< ß ß #t Ð>Ñ œw   ¡# -9=2#> #=/82#> ß

¼ ¼ È<t Ð>Ñw œ % -9=2 #> � %=/82 #> � %ß# #

¼ ¼ È È<t Ð>Ñw œ # -9=2 #> � -9=2 #> � " � " œ # # -9=2 #>ß# # #

¼ ¼ È<t Ð>Ñw œ # # -9=2#>Þ
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Luego  la longitud de arco de la curva dada esß À

  6 œ œ # # -9=2#> .>ß( (¼ ¼ È
�"Î# �"Î#

" "

<t Ð>Ñw

  6 œ =/82#> ¶ 'ß (*Þ
# #

#
’ “È

�"Î#

"

d)  < #> Ñß 68 >Ñß > Ñt Ð>Ñ œw   ¡. . .

.> .> .>
Ð Ð Ð ß#

< ß ß #t Ð>Ñ œw   ¡# "Î> > ß

¼ ¼ È È
<t Ð>Ñw œ % � Ð"Î>Ñ � %> œ ß

%> � " � %>

>
# #

# %

¼ ¼ È
<t Ð>Ñw œ œ ß

Ð" � #> Ñ

> >

" � #># # #

¼ ¼<t Ð>Ñw œ "Î> � #>Þ

Por tanto  la longitud de arco de la curva dada esß À

  6 œ œ "Î> � #> .>Þ( (¼ ¼ ’ “
" "

"! "!

<t Ð>Ñw

  6 œ 68 > � > œ 68 "! � "!! � " œ 68 "! � ** ¶ "!"ß %$Þ’ “#
"

"!

PROBLEMA 3.10

Un mosca vuela según la trayectoria ¿ A qué lugar< -9=> ß =/8>ß "tÐ>Ñ œ "!!/�>  ¡Þ
llegó y qué distancia recorrió durante su vida es decir para à _> − ! ß Ñ÷ ?

SOLUCIÓN
Para resolver este problema inicialmente se calcula la derivada de la funciónß
vectorial que define la curva de la trayectoria de la mosca luego se halla suà ß
norma y  finalmente  la longitud de  la curva en el intervalo  ß ß  .! Ÿ >  _

En efectoß

   < -9=>Ñ ß =/8>Ñßt Ð>Ñ œ "!! / / / Ñw �> �> �>  ¡. . .

.> .> .>
Ð Ð Ð

   <t Ð>Ñ œ "!!/w �>  ¡� -9= > � =/8>ß -9= > � =/8 >ß � " ß

¼ ¼ É<t Ð>Ñ "!!/w �>œ Ð � -9= > � =/8>Ñ � Ð-9= > � =/8 >Ñ � Ð � "Ñ# # #    

  ¼ ¼<t Ð>Ñ "!!/w �>œ Ð-9= > � =/8 >Ñ � Ð-9= > � =/8 >Ñ � "ÞÉ # # # #

  ¼ ¼<t Ð>Ñ "!!/ "!! /w �> �>œ $ œ $È È .
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Luego  la longitud de arco de la curva descrita por el vuelo de la mosca esß À

  6 œ œ $( (¼ ¼
0 0

_ _

<t Ð>Ñ "!! / ßw �>È
  6 œ � $ ! � "Ó œ $Þ"!! "!!È È÷
En conclusión la mosca llegó al origen de coordenadas y recorrió  ß "!!È$
unidades de longitud pues al inicio cuando  la mosca se encuentra en elß ß > œ !ß
punto  Cuando la mosca está en el"!!/ Ð-9= !ß =/8 !ß "Ñ œ Ð"!!ß !ß !ÑÞ > Ä _ß!

origen de coordenadas.

PROBLEMA 3.11

Hallar las ecuaciones del plano tangente y la recta normal a las superficies en el
punto indicado.

a)  B � C � D œ ""à T Ð# # #
!
"ß " ß $Ñ

b) B � $C œ #D à T Ð# # #   
!
$ Ñß " ß 'È

c) D œ % � B � C à T Ð# #   
!
"ß " ß #ÑÞ

SOLUCIÓN
a) Sea El primer paso es verificar si el puntoJÐBß Cß DÑ œ B � C � D � "" œ !Þ# # #

T Ð
!
"ß " ß $Ñ "" ÑÞ pertenece a la superficie (esfera de centro en el origen y radio È

En efecto Esto comprueba que el punto ß J Ð"ß "ß $Ñ œ " � " � $ � "" œ !Þ# # # T
!

pertenece a la superficie esferica.

En correspondencia con el Parágrafo 3.6 se debe calcular el gradiente de laß
función JÐBß Cß DÑ œ !Þ

   fJ œ #B #C #D
`J `J `J

`B `C `D
¢ ß ß ß ß£   ¡œ à

Z

L

y

X

PO

Fig. 3.6.

esférica.
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   fJ #Ð"Ñ #Ð"Ñ #Ð$ÑÐ Ð"ß " ß $ ß ß #ß $ ß 'Ñ œ œ ÑÞ  ¡
En consecuencia la ecuación general del plano tangente a la superficie cuyaß W
ecuación es  B � C � D � "" œ !ß À# # # es

   #ÐB � "Ñ � $ÐC � "Ñ � 'ÐD � $Ñ œ !ß

   #B � $C � 'D � #$ œ !Þ

Y las ecuaciones simétricas de la recta normal  a la superficie en el punto  W T
!

son

   B � " C � " D � $

# $ '
œ œ Þ

b) De manera análoga sea ß J ÐBß Cß DÑ œ B � $C � #D œ !Þ# # #

J Ð$ Ñ œ $ � $Ð"Ñ � #Ð œ !Þ $ Ñß " ß ' 'Ñ ß "ß 'È È È# # #  Esto significa que el punto T Ð
!

pertenece a la superficie  (Cono elíptico .  AhoraW Ñ ß

   

   fJ œ #B C D
`J `J `J

`B `C `D
¢ ß ß ß ' ß � %£   ¡œ ß

   f #Ð$Ñ Ð 'J Ð$ Ñ œ œ Þß " ß ' ß 'Ð"Ñß � % 'Ñ ß 'ß � % 'È È È  ¡   ¡
La ecuación del plano tangente a la superficie definida como  B � $C � #D œ !# # #

en el punto T Ð
!
$ Ñ Àß "ß 'È  es

   'ÐB � $Ñ � 'ÐC � "Ñ � % 'ÐD � 'Ñ œ !ÞÈ È
Al efectuar y simplificar À

   $B � $C � # 'D � "# œ !ÞÈ
Ahora  las ecuaciones simétricas de la recta normal a en el punto ß W ß "ß 'T Ð

!
$ ÑÈ

son À

Fig. 3.7.

x

PO

L

z

y

,

:

,
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   B � $ C � " D � %

$ $
œ œ Þ

� #

È
È '

'

c) JÐBß Cß DÑ œ % � B � C � D œ !Þ# #

 Esto significa que el punto JÐ"ß "ß #Ñ œ % � " � " � # œ !Þ T Ð# #
!
"ß " ß #Ñ pertenece

a la superficie Paraboloide circular).W Ð

   fJ œ #B C
`J `J `J

`B `C `D
¢ ß ß ß � # ß � "£   ¡œ �

   f #Ð"Ñ � #ß � #ß � "JÐ" Ñ œ � œ Þß " ß # ß � #Ð"Ñß � "Ñ  ¡   ¡
La ecuación del plano tangente al paraboloide en el punto T Ð

!
"ß " ß #Ñ À es

   #ÐB � "Ñ � #ÐC � "Ñ � "ÐD � #Ñ œ !ß

   #B � #C � D � ' œ !Þ

Las ecuaciones simétricas de la recta normal a  en el punto W T Ð
!
"ß " ß #Ñ À son

    B � " C � " D � #

# # "
œ œ Þ

PROBLEMA 3.12

Si calcular  JÐBß Cß DÑ œ ß
"

B � C � DÈ # # #
f

f

f
JÐ# Ñ Ð# ÑÞ

J

J
ß # ß � " ß # ß � "y  ¼ ¼

SOLUCIÓN

  fJ œ � B C D
`J `J `J

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß ß � ß �œ ß

"ÈB � C � D# # #

  fJ œ B C D
� "

ÞÈÐB � C � D Ñ# # # $
  ¡ß ß

El gradiente de calculado en el punto  esJ Ð# Ñ Àß # ß � "

Fig. 3.8.
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  fJÐ# Ñ œ # ß
� "

Ð% � % � "Ñ
ß # ß � " ß # ß � "È   ¡

$

  
  

fJÐ# Ñ œ # œ ß ß Þ
� " � # � # "

#( #( #( #(
ß # ß � " ß # ß � "  ¡ ¢ £

La norma del gradiente de  calculado en el punto J Ð# Ñ Àß # ß � "  es

  ¼ ¼ ÈfJÐ# Ñ œ % � % � " œ œ Þ
" $ "

#( #( *
ß # ß � "

Por tantoß

  f

f

J � # � # "

J
Ð# Ñ œ œ ß ß Þ

ß ß

$ $ $¼ ¼
¢ £ ¢ £ß # ß � "

�# �# "
#( #( #(

"
*

PROBLEMA 3.13
Mostrar que las superficies   B � C � D œ &! B � C � "!D � #& œ !# # # # # y  son
perpendiculares en el punto T Ð

!
$ß % ß &ÑÞ

SOLUCIÓN
Para demostrar que las superficies dadas son perpendiculares en el punto T ß

!

basta mostrar que los planos tangentes a las superficies en ese punto son
perpendiculares.

Sea   la superficie cuya ecuación es  y laW J ÐBß Cß DÑ œ B � C � D � &! œ ! W" " #
# # #

superficie cuya ecuación es J ÐBß Cß DÑ œ B � C � "!D � #& œ !Þ#
# #

Se debe verificar que el punto T Ð
!
$ß % ß &Ñ pertenece a las dos superficies. En

efectoß
  J Ð$ß %ß &Ñ œ $ � % � & � &! œ * � "' � #& � &! œ !Þ"

# # #

  J Ð$ß %ß &Ñ œ $ � % � "!Ð&Ñ � #& œ * � "' � &! � #& œ !Þ#
# #

Las anteriores relaciones muestran que el punto   pertenece a las dosT Ð
!
$ß % ß &Ñ

superficies. Por otra parteß

   fJ œ B C D
`J `J `J

`B `C `D
"

" " "¢ £   ¡ß ß ß # ß #œ # ß

   fJ Ð$ß %ß &Ñ œ Ð$Ñ Ð%Ñ Ð&Ñ"   ¡   ¡# œ ' œß # ß # ß )ß "! Rt Þ"

El vector  es el vector normal del plano tangente a la superficieR ß )ß "!t
" œ '  ¡

W T Ð" en el punto  
!
$ß % ß &Ñ.

Análogamenteß

   fJ œ B C
`J `J `J

`B `C `D
#

# # #¢ £   ¡ß ß ß # ß � "!œ # ß

   fJ Ð$ß %ß &Ñ œ Ð$Ñ Ð%Ñ#   ¡   ¡# œ ' œß # ß � "! ß )ß � "! Rt Þ#
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El vector  es el vector normal del plano tangente a laR ß )ß � "!t
# œ '  ¡

superficie . AhoraW T Ð# en el punto 
!
$ß % ß &Ñ ß

    R R ' ' œ $' � '% � "!! œ !Þt t œ
"
· ·

#
  ¡   ¡ß )ß "! ß )ß � "!

Como el producto escalar entre los vectores normales a los planos tangentes a
las superficies dadas en el punto T ß

!
 es cero entonces los planos tangentes son

perpendiculares y por ende  las superficies  y también lo son.ß ß W W" #

PROBLEMA 3.14
Hallar el ángulo que forman las superficies  W W" # y  definidas respectivamente
por    y   en elJÐBß Cß DÑ œ B � C � D � * œ ! KÐBß Cß DÑ œ B � C � D � $ œ !# # # # #

punto T Ð Þ
!
#ß � " ß #Ñ

SOLUCIÓN
Inicialmente se debe verificar que el punto ß T Ð

!
#ß � " ß #Ñ pertenece a las dos

superficies:

  JÐ � Ð � "Ñ � # � œ % � " � % � * œ !Þ#ß � " ß #Ñ œ ## # # 9

  KÐ Ñ œ # � Ð � "Ñ � # � $ œ % � " � # � $ œ !Þ#ß � " ß # # #

Esto significa que el puntoT Ð
!
#ß � " ß #Ñ pertenece a las dos superficies.

Ahora bien el ángulo que forman las dos superficies es el ángulo que formanß
los planos tangentes a las superficies en el punto común o sea  el ángulo queà ß
forman los vectores normales a los respectivos planos tangentes a las
superficies en el punto   EntoncesT

!
. ß

  fJ œ B C
`J `J `J

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß ß # ß #Dœ # ß

  fJ œÐ #ß � " ß # ß � #ß %Ñ % œ R Þ  ¡ t
"

Análogamenteß

  fK œ B C
`K `K `K

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß ß # ß � "œ # ß

  fKÐ #ß � " ß # ß � #ß � "Ñ œ % œ R  ¡ t Þ
#

Si   es el ángulo buscado entonces) ß ß

  -9= œ œ ß
"' � % � "' "' � % � "

)
R R

R R

% %t t

t t
"

"

· ·
#

#
¼ ¼¼ ¼

  ¡   ¡ß � #ß % ß � #ß � "È È
  -9= œ œ œ Þ

' #" ' #" $ #"

"' )
)

"' � % � %
¶ !ß &)"*"%$(%È È È

Luegoß
  ) œ +<- -9=Ð!ß &)"*"%$(%Ñ ¶ &% #% Þ9 w
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PROBLEMA 3.15
Hallar las constantes  y de forma que la superficie  sea+ , +B � ,CD œ Ð+ � #ÑB#

ortogonal a la superficie   en el punto  %B C � D œ %ß# $ T "ß � "ß # Þ
!
( )

SOLUCIÓN  

Sean   yW À J ÐBß C DÑ œ +B � ,CD � Ð+ � #ÑB"
#

W À KÐBß Cß DÑ œ %B C � D � % œ !ß#
# $ las ecuaciones de las dos superficies.

El punto T "ß � "ß # W à ß
!
( ) debe pertenecer a la superficie entonces"

  )JÐ œ ß ß"ß � "ß #  0 es decir

  +Ð"Ñ � ,Ð � "Ñ# � Ð+ � #ÑÐ"Ñ œ !ß#

   + � #, � + � # œ !à , œ "Þ

Por otra parteß

  fJ œ
`J `J `J

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß œ #+B � + � #ß � ,Dß � ,C

  fJ œ( )"ß � "ß #   ¡+ � #ß � #,ß , œ R Þt
"

Análogamenteß

  fK œ
`K `K `K

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß ß %B ß $Dœ )BC ß# #

  fK( )"ß � "ß # œ   ¡� ) œ R Þß %ß "# t
#

Como  W W ß" #  y   deben ser ortogonales entonces los vectores normales de los
planos tangentes a las dos superficies deben ser también ortogonales y  porß ß
consiguiente su producto escalar es cero. En efectoß ß

   R R + � #ß � #,ß , � ) œ !ßt t œ
"
· ·

#
  ¡   ¡ß %ß "#

  � )+ � %, � "' œ !Þ

Puesto que se encontró que  entonces, œ "ß ß

   � )+ œ � #!à + œ
#!

)
œ Þ

&

#

Por tanto los valores buscado son     y  ß À œ , œ "Þ
&

#
+

PROBLEMA 3.16
Mostrar que la función  satisface la relación? œ 68ÐB � C � C Ñ# # #

   ? œ # 68# � 68Ðf?Ñ Þ#

SOLUCIÓN

sea
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( )
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#
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El punto T "ß � "ß # W à ß
!
( ) debe pertenecer a la superficie entonces"

  )JÐ œ ß ß"ß � "ß #  0 es decir

  +Ð"Ñ � ,Ð � "Ñ# � Ð+ � #ÑÐ"Ñ œ !ß#

   + � #, � + � # œ !à , œ "Þ

Por otra parteß

  fJ œ
`J `J `J

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß œ #+B � + � #ß � ,Dß � ,C

  fJ œ( )"ß � "ß #   ¡+ � #ß � #,ß , œ R Þt
"

Análogamenteß

  fK œ
`K `K `K

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß ß %B ß $Dœ )BC ß# #

  fK( )"ß � "ß # œ   ¡� ) œ R Þß %ß "# t
#

Como  W W ß" #  y   deben ser ortogonales entonces los vectores normales de los
planos tangentes a las dos superficies deben ser también ortogonales y  porß ß
consiguiente su producto escalar es cero. En efectoß ß

   R R + � #ß � #,ß , � ) œ !ßt t œ
"
· ·

#
  ¡   ¡ß %ß "#

  � )+ � %, � "' œ !Þ

Puesto que se encontró que  entonces, œ "ß ß

   � )+ œ � #!à + œ
#!

)
œ Þ

&

#

Por tanto los valores buscado son     y  ß À œ , œ "Þ
&

#
+
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SOLUCIÓN
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  +Ð"Ñ � ,Ð � "Ñ# � Ð+ � #ÑÐ"Ñ œ !ß#

   + � #, � + � # œ !à , œ "Þ

Por otra parteß

  fJ œ
`J `J `J

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß œ #+B � + � #ß � ,Dß � ,C

  fJ œ( )"ß � "ß #   ¡+ � #ß � #,ß , œ R Þt
"
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  fK œ
`K `K `K

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß ß %B ß $Dœ )BC ß# #

  fK( )"ß � "ß # œ   ¡� ) œ R Þß %ß "# t
#

Como  W W ß" #  y   deben ser ortogonales entonces los vectores normales de los
planos tangentes a las dos superficies deben ser también ortogonales y  porß ß
consiguiente su producto escalar es cero. En efectoß ß

   R R + � #ß � #,ß , � ) œ !ßt t œ
"
· ·

#
  ¡   ¡ß %ß "#

  � )+ � %, � "' œ !Þ

Puesto que se encontró que  entonces, œ "ß ß

   � )+ œ � #!à + œ
#!

)
œ Þ

&

#

Por tanto los valores buscado son     y  ß À œ , œ "Þ
&

#
+
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!
( )
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Sean   yW À J ÐBß C DÑ œ +B � ,CD � Ð+ � #ÑB"
#

W À KÐBß Cß DÑ œ %B C � D � % œ !ß#
# $ las ecuaciones de las dos superficies.

El punto T "ß � "ß # W à ß
!
( ) debe pertenecer a la superficie entonces"

  )JÐ œ ß ß"ß � "ß #  0 es decir

  +Ð"Ñ � ,Ð � "Ñ# � Ð+ � #ÑÐ"Ñ œ !ß#

   + � #, � + � # œ !à , œ "Þ

Por otra parteß

  fJ œ
`J `J `J

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß œ #+B � + � #ß � ,Dß � ,C

  fJ œ( )"ß � "ß #   ¡+ � #ß � #,ß , œ R Þt
"

Análogamenteß

  fK œ
`K `K `K

`B `C `D
¢ £   ¡ß ß ß %B ß $Dœ )BC ß# #

  fK( )"ß � "ß # œ   ¡� ) œ R Þß %ß "# t
#
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   R R + � #ß � #,ß , � ) œ !ßt t œ
"
· ·

#
  ¡   ¡ß %ß "#

  � )+ � %, � "' œ !Þ

Puesto que se encontró que  entonces, œ "ß ß

   � )+ œ � #!à + œ
#!

)
œ Þ

&

#

Por tanto los valores buscado son     y  ß À œ , œ "Þ
&

#
+

PROBLEMA 3.16
Mostrar que la función  satisface la relación? œ 68ÐB � C � C Ñ# # #

   ? œ # 68# � 68Ðf?Ñ Þ#

SOLUCIÓN

.
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PROBLEMA 3.15
Hallar las constantes  y de forma que la superficie  sea+ , +B � ,CD œ Ð+ � #ÑB#

ortogonal a la superficie   en el punto  %B C � D œ %ß# $ T "ß � "ß # Þ
!
( )

SOLUCIÓN  

Sean   yW À J ÐBß C DÑ œ +B � ,CD � Ð+ � #ÑB"
#

W À KÐBß Cß DÑ œ %B C � D � % œ !ß#
# $ las ecuaciones de las dos superficies.
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!
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"
· ·

#
  ¡   ¡ß %ß "#
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Puesto que se encontró que  entonces, œ "ß ß

   � )+ œ � #!à + œ
#!

)
œ Þ

&

#

Por tanto los valores buscado son     y  ß À œ , œ "Þ
&

#
+

PROBLEMA 3.16
Mostrar que la función  satisface la relación? œ 68ÐB � C � C Ñ# # #

   ? œ # 68# � 68Ðf?Ñ Þ#

SOLUCIÓN

Por tanto, los valores buscados son:
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El gradiente de la función es? À

f? œ
`? `? `? #B #C #D

`B `C `D B � C � C B � C � C B � C � C
¢ £ ¢ £ß ß ß ßœ Þ

# # # # # # # # #

Ahora bien de acuerdo al Problema 1.6  se tiene queß ß À

f? f? œ Ðf?Ñ œ � � ß
%B %C %D

ÐB � C � C Ñ ÐB � C � C Ñ ÐB � C � C Ñ
· #

# # #

# # # # # # # # # # # #

Ðf?Ñ œ œ œ Þ
%B � %C � %D %ÐB � C � D Ñ %

ÐB � C � C Ñ ÐB � C � C Ñ B � C � C
#

# # # # # #

# # # # # # # # # # #

Por otra parteß

  68Ðf?Ñ œ 68 œ 68 % � 68ÐB � C � C Ñ
%

B � C � C
# # # #

# # #” •
  68Ðf?Ñ œ # 68# � 68ÐB � C � C ÑÞ# # # #

Por consiguienteß

  # 68# � 68Ðf?Ñ œ # 68# � Ð# 68# � 68ÐB � C � C ÑÑ# # # #

    .œ 68ÐB � C � C Ñ œ ?# # #

De esta manera se ha probado queß À

   ? œ # 68# � 68Ðf?Ñ#.

PROBLEMA 3.17

Mostrar que  la ecuación del plano tangente al elipsoide en elB C D

+ , -
� � œ "ß

# # #

# # #

punto T B ß C ß D ß À
! ! ! !
( ) perteneciente a él es

    .B C D
! ! !
B C C

+ , -
� � œ "

# # #

SOLUCIÓN
Como el punto T B ß C ß D ß

! ! ! !
( ) pertenece al elipsoide entonces debe satisfacer su

ecuación  esto esà ß

         
B C D

" Ð"Ñ! ! !

# # #

# # #+ , -
� � œ

Ahora bien sea  entoncesß J ÐBß Cß DÑ œ � � � " œ !à ß
B C D

+ , -

# # #

# # #

  fJ œ
`J `J `J #B #C #D

`B `C `D + , -
¢ £ ¢ £ß ß ß ßœ ß

# # #

  fJ
# #C #D

+ , -
( )  B ß C ß D œ œ R

B
! ! !

! ! !¢ £
# # #
ß ß t Þ

El vector   es el vector normal  al plano tangente buscado. En consecuenciaRt

la ecuación del plano tangente al elipsoide en el punto T B ß C ß D À
! ! ! !
( ) es

SOLUCIÓN
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# #C #D
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  # #C #D

+ , -
B � ÐC � C

B
B Ñ � Ñ ÐD � D Ñ œ !ß! ! !

! ! !# # #
( �

  # #C #D

+ , -
B � ÐC � C

B
B Ñ � Ñ ÐD � D Ñ œ !Þ! ! !

! ! !# # #
( �

Al operar y simplificar se llega a À

          B C D B C D
! ! ! ! ! !
B C C

+ , - + , -
� � � � � œ ! Ð#Ñ

# # # # # #

# # #” •
Al sustituir (1)  en (2) se obtiene À

    B C D
! ! !
B C C

+ , -
� � � " œ !ß

# # #

    B C D
! ! !
B C C

+ , -
� � œ "Þ

# # #

PROBLEMA 3.18
Hallar las ecuaciones de la recta tangente y plano normal a la curva >
intersección de las superficies *B � %C � $'D œ ! $B � C � D � D � " œ !ß# # #y  en
el punto  T #ß � $ß #Ñ

!
( .

SOLUCIÓN
Sean y   ElJÐBß Cß DÑ œ B � %C � $'D œ ! KÐBß Cß DÑ œ $B � C � D � D � " œ ! Þ* # # #

punto T #ß � $ß #Ñ
!
(  debe pertenecer a las dos superficies. En efecto,

JÐ � %Ð � $Ñ � $'Ð#Ñ œ $' � $' � (# œ !Þ#ß � $ß #Ñ œ *Ð#Ñ# #

KÐ Ñ œ $Ð#Ñ � $ � # � Ð#Ñ � " œ ' � $ � # � % � " œ !Þ#ß � $ß # #

Esto significa que el punto (  pertenece a las dos superficies.T #ß � $ß #Ñ
!

Por otra parteß

   `J `J `J

`B `C `D
œ ")Bà œ )Cà œ � $'  

`J `J `J

`D `C `D
Ð Ð Ð#ß � $ß #Ñ œ $'à #ß � $ß #Ñ œ � #%à #ß � $ß #Ñ œ � $'Þ

Ademásß

   `K `J `J

`D `C `D
œ $à œ "à œ " � #Dà  

`K `K `J

`B `C `D
Ð Ð Ð#ß � $ß #Ñ œ $à #ß � $ß #Ñ œ "à #ß � $ß #Ñ œ � $Þ

   » » º º`J `J
`C `D
`K `K
`C `D

œ œ "!)à
� #% � $'
" � $

   » » º º`J `J
`D `B
`K `K
`D `B

œ œ !
� $' $'
� $ $
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por la intersección de las superficies 
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   » » º º`J `J
`B `C
`K `K
`B `C

œ œ "!)
$' � #%
$ "

En consecuencia las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva  ß >
en el punto  T #ß � $ß #Ñ À

!
(  son

   o bienB � # D � #

"!) "!)
œ à C œ � $ß

   .B � # D � #

" "
œ à C œ � $

La ecuación del plano normal a la curva  (  es>  en el punto  T #ß � $ß #Ñ À
!

   "ÐB � #Ñ � !ÐC � $Ñ � "ÐD � #Ñ œ !ß

   B � D � % œ !Þ
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4 . LÍMITES Y CONTINUIDAD
4.1  DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN  ‘8

Sean  y   puntos de  T ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ E Ð+ ß + ß ÞÞÞß + Ñ
" # 8 " # 8

‘8. La distancia entre  y T U
se denota y define como

   mT � E m œ Ð Ð ÐÈ B � + Ñ � B � + Ñ � ÞÞÞ � B � + Ñ
" " # # 8 8

# # #.

Si y son puntos de  TÐBß Cß DÑ EÐ+ß ,ß -Ñ ‘$ß ßentonces 

    mT � E m œ Ð Ð C Ð DÈ B � +Ñ � � ,Ñ � � -Ñ Þ# # #

De igual manera para  y  puntos de  ß T ÐBß CÑ EÐ+ß ,Ñ ‘#ß

    mT � E m œ Ð Ð CÈ B � +Ñ � � ,Ñ# #.

4.2  VECINDAD DE UN PUNTO

Sea  puntos de  E Ð+ ß + ß ÞÞÞß + Ñ
" # 8

‘8  y   Una vecindad de radio y centro en< ā !Þ <
Eß se define y denota por

    Z ÐEÑ œ \ − Î mT � E m  < Þ<
8˜ ™‘

Si  es un punto de entoncesEÐ+ß ,ß -Ñ ß ß‘$

  (Z ÐEÑ œ Bß Cß DÑ − Î Ð Ð C Ð D  < Þ<
$˜ ™È‘ B � +Ñ � � ,Ñ � � -Ñ# # #

En este caso  está constituida por todos los puntos de  dentro de laß Z ÐEÑ ß<
$‘

esfera de radio   y  centro en  el punto    sin incluir la frontera.< EÐ+ß ,ß -Ñß

Consecuentemente si  ß   es un punto de entoncesEÐ+ß ,Ñ ß ß‘#

  Z B � +Ñ � � ,Ñ<
#ÐEÑ œ Bß CÑ − Î Ð Ð C  < Þ˜ ™È( ‘ # #

(a,b,c)

z

y

z
Fig. 4.1
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Aquí la vecindad de centro en y radio corresponde al interior delß EÐ+ß ,Ñ ß<
círculo  sin incluir la frontera. Figura Ð Ð C ß %Þ#ÞB � +Ñ � � ,Ñ œ# # <

4.3  LÍMITE DE UNA FUNCIÓN DE VARIAS VARIABLES
sea una función definida en   y  0 ß E − P − Þ‘ ‘ ‘8 8

  637 0Ð\Ñ œ P Í a ā !ß b ā !ß ! Ÿ m\ � Em Ÿ ß
\ÄE

% $ $tal que  

          implica que ¸ ¸0Ð\Ñ � P  Þ%

Nótese que el esquema de definición del límite de  funciones de varias variables
es el mismo que para funciones de una variable.

Para funciones bivariables de la forma  con  D œ 0ÐBß CÑ EÐ+ß ,Ñß Àse tiene

     tal que  637 0ÐBß CÑ œ P Í a ā !ß b ā !ß ß ! Ÿ B � +Ñ � � ,Ñ ß
ÐBß C ÑÄÐ+ß,Ñ

# #% $ ÈÐ Ð C  <

       implica que ¸ ¸0ÐBß CÑ � P  Þ%

4.4 PROPIEDADES DE LOS LÍMITES DE FUNCIONES DE  VARIABLES8

Sean   y  funciones de variables independientes0 1 ß8 E − P − Þ‘ ‘8 y  

Si   existe este es único. Además  si  y  es una637 0Ð\Ñ œ P ß ß 637 1Ð\Ñ œ Q
\ÄE \ÄE

!

constante entoncesß ß

1Ñ 637 0Ð\Ñ œ PÞ
\ÄE

! !

2Ñ 637 0Ð\Ñ � 1Ð\Ñ œ 637 0Ð\Ñ � 637 1Ð\Ñ œ P �QÞ
\ÄE \ÄE \ÄE

÷ ‘
3) . . .637 0Ð\Ñ 1Ð\Ñ œ 637 0Ð\Ñ 637 1Ð\Ñ œ P QÞ

\ÄE \ÄE \ÄE
÷ ‘

4)  637 œ œ ß Q Á !Þ
0Ð\Ñ P

1Ð\Ñ 637 1Ð\Ñ Q

637 0Ð\Ñ

\ÄE

\ÄE

\ÄE

” •

x

(a,b)

y

Fig. 4.2
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4.5 CÁLCULO DE LÍMITES DE FUNCIONES DE  VARIABLES8

Esencialmente el cálculo de límites de funciones de varias variables es elß
mismo que para funciones de una variable. Resulta particularmente especial el
manejo de las indeterminaciones.

Por otra parte es necesario tener en cuenta dos resultados importantesß À

1) .-  Si la función  tiene diferentesPara funciones bivariables D œ 0ÐBß CÑ
límites cuando se aproxima a ( ) a través de diferentes caminos queÐBß CÑ +ß , ß
tienden a ( ) entonces no existe.+ß , ß 637 0ÐBß CÑ

ÐBß C ÑÄÐ+ß,Ñ

2)  .- Si  y  son funciones de varias variablesTeorema del emparedado 0ß 1 2 ß

637 0Ð\Ñ œ Pß 637 1Ð\Ñ œ P 0Ð\Ñ Ÿ 2Ð\Ñ Ÿ 1Ð\Ñß a\
\ÄE \ÄE

y   − ß‘8 entonces

 637 2Ð\Ñ œ PÞ
\ÄE

4.6  CONTINUIDAD

La función de varias variables  es continua en  si y solo siC œ 0Ð\Ñ \ œ Eß

1) existe.0ÐEÑ

2)  existe.637 0Ð\Ñ
\ÄE

3) 637 0Ð\Ñ œ 0ÐEÑÞ
\ÄE

Si   no existe pero    entonces se dice que  presenta una0ÐEÑ ß 637 0Ð\Ñ œ Pß 0
\ÄE

discontinuidad removible en \ œ EÞ

Si    no existe entonces la función  tiene una l637 0Ð\Ñ ß 0
\ÄE

discontinuidad esencia

en \ œ EÞ

PROBLEMA  4.1

Utilizar la definición de límite de una función bivariable para demostrar que

   637 œ !
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B C

B � C

#

# #

SOLUCIÓN

Si se  tiene  se debe hallar un ( ) tal que si % $ $ % %ā !ß ß ā !ß ÐBß CÑ ‘# y
È B � C  ß  Þ# # $ %entonces se cumple que  º ºB C

B � C

#

# #

Puesto que entonces de dondeÐB � CÑ   !ß ß B � C � #BC   !à ß B � C   #BCß# # # # #

para cualquier  Bß C Þ− ‘
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Por otra parte dado que    entoncesß l Bl œ B ß ßÈ #

    º º º º º º ÈB C BC BC " "

B � C B � C #BC # #

#

# # # #
œ l Bl Ÿ l Bl Ÿ l Bl Ÿ B � C Þ# #

Al tomar  se llega a$ %œ # ß aÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñß À

  implica que   È B � C  ß Ÿ B � C  Ð# Ñ œ Þ# # # #$ % %º º ÈB C " "

B � C # #

#

# #

De esta manera se ha demostrado por medio de la definción de límite de una
función bivariable queß

    637 œ !Þ
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B C

B � C

#

# #

PROBLEMA  4.2

Calcular   637 / -9= � =/8 Þ
ÐBß C ÑÄÐ!ß Ñ

B

1
’ “C C

$ $

SOLUCIÓN    

Al reemplazar por los valores hacia los cuales tienden respectivamente seB ß C
tiene À

  637 / -9= � =/8 œ / -9= � =/8 ß
ÐBß C ÑÄÐ!ß Ñ

B !

1
’ “ ’ “C C

$ $ $ $

1 1

      œ œ Ð" � $ÑÞ
" $ "

# # #
�

È È
Por tantoß

         637 / -9= � =/8 œ Ð" � $ÑÞ
ÐBß C ÑÄÐ!ß Ñ

B

1
’ “ ÈC C "

$ $ #

PROBLEMA  4.3

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C

B � C
Þ

# #

SOLUCIÓN

Fácilmente se puede ver queß

   637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C !

B � C !
œ Þ

# #

Esta indeterminación se puede eliminar al factorizar el denominador y
posteriormente cancelar en numerador y denominador el factor común  asíß À

   637 637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C " " "

ÐB � CÑÐB � CÑ B � C " � " #
œ œ œ Þ
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En consecuenciaß

    637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C "

B � C #
œ

# #
.

PROBLEMA  4.4

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C

B � C
ÞÈ È

SOLUCIÓN

Antes de efectuar el cálculo se hace notar que el dominio de definición de la
función está constituido por las parejas (  tales que  y  .Bß CÑ B ā ! C ā !È È
Entoncesß

    637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C !

B � C
œ Þ

!È È
Al racionalizar el denominador de la función se tiene À

    637 637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C

B � C Ð B � CÑÐ B � CÑ
œ ß

ÐB � CÑÐ B � CÑÈ È ÈÈ È È
È È

     œ ß
ÐB � CÑÐ B � CÑ

B � C
637

ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

È È

     œ B � C œ " � " œ #Þ637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

È È
De manera queß
      637

ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C

B � C
œ #ÞÈ È

PROBLEMA  4.5

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

ÈB C � " � "

B C
Þ

# #

# #

SOLUCIÓN

Al reemplazar  por  los valores hacia los cuales tienden se obtieneBß C À

       637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

ÈB C � " � "

B C !
œ Þ

!# #

# #

Esta indeterminación se elimina  al multiplicar numerador y denominador por el
conjugado del numerador y luego simplificar asíß À

      637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

÷ ‘÷ ‘ ÷ ‘È È È
÷ ‘ ÷ ‘È ÈB C � " � " B C � " � " B C � " � "

B C B C � " � " B C B C � " � "
œ ß

# # # # # #

# # # # # # # #

# #
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   637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

÷ ‘÷ ‘È È
÷ ‘ ÷ ‘È ÈB C � " � " B C � " � "

B C B C � " � " B C B C � " � "
œ 637 ß

B C# # # #

# # # # # # # #

# #

      œ 637 œ Þ
" "

B C � " � " #ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ È # #

Se concluye entonces queß

        637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

ÈB C � " � "

B C #
œ Þ

"# #

# #

PROBLEMA  4.6

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C

B � C
ÞÈ È$ $

SOLUCIÓN

Es evidente que     ß 637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C !

B � C
œ Þ

!È È$ $

Al multiplicar numerador y denominador por el factor de racionalización

    È È$ $B � B � "ß#

se obtiene À

      637 637
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C

B � C
œ ß

ÐB � CÑÐ B � B � "Ñ

Ð B � CÑÐ B � B � "ÑÈ ÈÈ
È È

È ÈÈ$ $$

$ $

$ $$

#

#

   œ ß
ÐB � CÑÐ B � B � "Ñ

B � C
    637

ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

È È$ $#

   œ Ð    637 B � B � "Ñ œ $Þ
ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

#È È$ $

Por tantoß
       637

ÐBß C ÑÄÐ"ß"Ñ

B � C

B � C
œ $ÞÈ È$ $

PROBLEMA  4.7

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß#Ñ

=/8 BC

C
Þ

SOLUCIÓN

Al hacer el reemplazo de   por los valores hacia los cuales tienden seBß C ß
obtiene À

       637
ÐBß C ÑÄÐ!ß#Ñ

=/8 BC !

B !
œ Þ
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Para eliminar la indeterminación se recurre al conocido límite indeterminado
para funciones de una variable À

        637
BÄ!

=/8 B

B
œ "Þ

En consecuenciaß

           637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß#Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß#Ñ

=/8 BC C Ð=/8 BCÑ

B BC
œ ß

     œ 637 C 637 ß” •” •        
ÐBß C ÑÄÐ!ß#Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß#Ñ

=/8 BC

BC

     œ #Ð"Ñ œ #Þ     
Por tantoß
       637

ÐBß C ÑÄÐ!ß#Ñ

=/8 BC

B
œ #Þ

PROBLEMA  4.8

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

BC

B � C
Þ

# #

SOLUCIÓN

Por simple inspección    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

BC !

B � C !
œ Þ

# #

En este caso no es posible eliminar la indeterminación  por métodosß
algebraicos. Se recurre entonces al parágrafo  aparte 1) para lo cual seß ß
proponen dos "caminos" que tienden a  como punto de acumulación  asíÐ!ß !Ñ ß À

 Sea W œ ÐBß CÑ" ˜ − ÎB œ ! Þ %Þ$ Þ‘# ™ Figura .a

En este conjunto hay acercamientos al punto  a través del eje Porß Ð!ß !Ñß ÞC
consiguienteß

    637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ CÄ! CÄ!

BC !ÐCÑ !

B � C ! � C C
œ œ œ !Þ

# # # # #

x

y

(0,0)

Fig. 4.3.a
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 Sea W œ ÐBß CÑ# ˜ − Î C œ B Þ %Þ$ Þ‘# ™ Figura .b

De esta maneraß

    637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ BÄ! BÄ!

BC BÐBÑ B "

B � C B � B #B #
œ œ œ Þ

# # # # #

#

La función   tiene límites diferentes a través de diferentes0ÐBß CÑ œ
BC

B � C# #

"caminos" cuando  Por tanto por el criterio antes mencionado seÐBß CÑ Ä Ð!ß !ÑÞ ß ß
puede afirmar que
    no existe637

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

BC

B � C# #
  .

PROBLEMA  4.9

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B � C

B � C
Þ

# #

SOLUCIÓN

Igual que en el Problema se puede ver que     %Þ)ß 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B � C !

B � C !
œ Þ

# #

Se toman dos conjuntos de puntos diferentes que tienden a ( así!ß !Ñ À

W œ ÐBß CÑ" ˜ − Î C œ ! Þ %Þ%Þ‘# ™ Figura a.

x

y

(0,0) x

y

Fig. 4.3.b

Fig. 4.4.a
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Entoncesß

         637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ BÄ! BÄ!

B � C B � !

B � C B � !
œ œ B œ !Þ

# # # #

Sea W œ ÐBß CÑ# ˜ − Î C œ Þ %Þ%Þ‘# B#™ Figura b.

 
A través de  el límite se calcula asíW À#

     637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ BÄ! BÄ!

B � C B � ÐB Ñ BÐB � B Ñ !

B � C B � B BÐ" � BÑ "
œ œ œ œ !Þ

# # # # # $

#

Se puede ver que el límite existe y vale  cero a través de dos caminosß
diferentes.  Pero esto no significa que efectivamente el límite sea cero. Se debe
demostrar formalmente este hecho.

Para ello  se recurre a una sustitución a coordenadas polaresß À

B œ <-9= ß C œ <=/8 Þ B Ä ! C Ä ! ß < Ä !Þ) ) Cuando  y  entonces

Por tantoß

   637 637
-9= =/8
<-9= <=/8ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ <Ä!

# #B � C < � <

B � C �
œ ß

# # # #) )

) )

    œ ß
< Ð �

�
 637 -9= =/8 Ñ

<Ð-9= =/8 Ñ<Ä!

# ## ) )

) )

    œ Ð!Ñ œ !Þ
" "

� �-9= =/8 -9= =/8
637 < œ

) ) ) )<Ä!

En consecuenciaß

     637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B � C

B � C
œ !Þ

# #

PROBLEMA  4.10

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

=/8 ÐB � C Ñ

B � C
Þ

# #

y

x(0,0)

Fig. 4.4.b
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SOLUCIÓN

Por simple inspección se puede ver que

       637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

=/8 ÐB � C Ñ !

B � C !
œ Þ

# #

Para eliminar esta indeterminación se multiplica numerador y denominador porß
la expresión  B � C# # À

        637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

=/8 ÐB � C Ñ =/8 ÐB � C ÑÐB � C Ñ

B � C ÐB � CÑÐB � C Ñ
œ ß

# # # # # #

# #

   œ Þ Þ
=/8 ÐB � C Ñ B � C

ÐB � C Ñ B � C
” ”  637 637

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

# # # #

# # • •
Como  y   Problema  637 637 Ð %Þ*

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

=/8 ÐB � C Ñ B � C

ÐB � C Ñ B � C
œ " œ !ß Ñ

# # # #

# #

entoncesß

        Þ œ "Ð!Ñ œ !Þ
=/8 ÐB � C Ñ

B � C
637

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

# #

PROBLEMA  4.11

Calcular 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B � BC � #C

B � #BC � $C
Þ

# #

# #

SOLUCIÓN

Fácilmente se puede ver que  637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B � BC � #C !

B � #BC � $C !
œ Þ

# #

# #

Al factorizar numerador y denominador y simplificar se tiene À

   637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

ÐB � #CÑÐB � CÑ B � #C !

ÐB � $CÑÐB � CÑ B � $C !
œ œ Þ

Como la indeterminación subsiste defínase dos conjuntos de puntos queß
tienden a Ð!ß !Ñ À

W œ ÐBß CÑ" ˜ − Î C œ ! Þ %Þ&Þ‘# ™ Figura a.

Por tantoß

  637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ BÄ! CÄ!

B � #C B � #Ð!Ñ

B � $C B � $Ð!Ñ
œ œ " œ "Þ

W œ ÐBß CÑ# ˜ − Î C œ BÞ %Þ&Þ‘# Figura b.

Entoncesß
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   637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ BÄ! CÄ!

B � #C B � #B $ $

B � $C B � $B % %
œ œ œ .

Puesto que la función  tiene límites diferentes por0ÐBß CÑ œ
B � BC � #C

B � #BC � $C

# #

# #
  

diferentes  "caminos" que tienden a como punto de acumulación entoncesÐ!ß !Ñ ß
se concluye que

      no existe637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B � BC � #C

B � #BC � $C
Þ

# #

# #
 

PROBLEMA  4.12

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

eBC

# #

� "

B � C
Þ

SOLUCIÓN    

Al reemplazar respectivamente   por los valores hacia los cuales tieden seBß C ß
se constata que

       637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

eBC

# #

� " !

B � C !
œ Þ

Para calcular el límite por medio de acercamientos  defínase  dos conjuntos deß
puntos que tienden a Ð!ß !Ñ À

     

x

y

(0,0) (0,0) x

y

Fig. 4.5.a Fig. 4.5.b

x

y

(0,0) (0,0) x

y

Fig. 4.6.a Fig. 4.6.b
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W œ ÐBß CÑ" ˜ − Î C œ ! Þ %Þ'Þ‘# ™ Figura a.

El límite a través de  W À" se calcula así

       637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ BÄ! BÄ!

e eBC BÐ!Ñ

# # # # #

� " � " !

B � C B � ! B
œ œ œ !Þ

Sea  b.W œ ÐBß CÑ# ˜ − Î C œ B×Þ %Þ'Þ‘# Figura 

Entonces a través de    el limite se calcula comoß W#

      637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ BÄ! BÄ!

e e eBC BÐBÑ B

# # # # #

� " � " " � " " "

B � C B � B # B # #
œ œ œ Ð"Ñ œ Þ

#

Se hace notar que  pues se basa en el conocido límite para637
BÄ!

eB

#

#
� "

B
œ "ß

funciones de una variable que establece À

      637 œ "Þ
BÄ!

eB � "

B

Como los límites de la función     y  son0ÐBß CÑ œ W W
e  a través de 
BC

# #

� "

B � C
" #

diferentes entoncesß ß

      no existe.637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

e   
BC

# #

� "

B � C

PROBLEMA  4.13

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

eB � C

# #

# #
� "

=/8ÐB � C Ñ
Þ

SOLUCIÓN 

Método1) Fácilmente se puede establecer inicialmente queß ß À

      637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

eB � C

# #

# #
� " !

=/8ÐB � C Ñ !
œ Þ

Al multiplicar numerador y denominador por  el factor  B � C À# #  se tiene

       637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

e eB � C B � C # #

# # # # # #

# # # #
� " Ð � "ÑÐB � C Ñ

=/8ÐB � C Ñ =/8ÐB � C ÑÐB � C Ñ
œ ß

    e
œ ß

� " B � C

B � C =/8ÐB � C Ñ
    637

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ
œ” B � C # #

# # # #

# # •” •
       e

œ Þ
� " B � C

B � C =/8ÐB � C Ñ
      637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

” B � C # #

# # # #

# # • ” •
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637

637

637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

e
e

B � C

# #

B � C

# #

# #

# #

# #

# #

� " "

=/8ÐB � C Ñ "
œ œ œ "Þ

� "

B � C

=/8ÐB � C Ñ

B � C

Método 2) El cambio a coordenadas polares conduce a À

 cuando  y  entoncesB œ <-9= ß C œ <=/8 à B Ä ! C Ä ! ß < Ä !Þ) )

Entoncesß

        637 637
<-9= Ñ <=/8ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ <Ä!

Ñe eB � C Ð<-9= Ñ � Ð<=/8

# # # #

# # # #
� " � "

=/8ÐB � C Ñ
œ ß

=/8 Ð � Ð Ñ

) )

÷ ‘) )

     
e

œ 637 Þ
=/8

  
<Ä!

<

#

#
� "

<

Al aplicar Regla de  L Hopital se llega aw
À

       637 637 œ 637 œ œ "Þ
#< "

#<-9= -9= "ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ <Ä! <Ä!

e e eB � C

# #

< <

# #

# # # #

� "

=/8ÐB � C Ñ
œ

< <

En consecuenciaß

       637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

eB � C

# #

# #
� "

=/8ÐB � C Ñ
œ "Þ

PROBLEMA  4.14

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

-9= BC � "

C
Þ

È

SOLUCIÓN 

A simple vista se pude establecer que   637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

-9= BC � "

C !
œ Þ

!È

Al multiplicar numerador y denominador por   se tiene   -9= BC � "È   À

  637 œ 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

-9= BC � " Ð-9= BC � "ÑÐ-9= BC � "Ñ

C CÐ-9= BC � "Ñ
ß

È È È
È

    œ 637 
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

BÐ-9= BC � "Ñ

BCÐ-9= BC � "Ñ
ß

#È
È

     œ 637� ß
B=/8 BC

BCÐ-9= BC � "ÑÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

#È
È

     œ 637� ß
B =/8 BC

Ð BCÑ Ð-9= BC � "ÑÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

#

#

È
È È
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  637 œ 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

-9= BC � " =/8 BC

C Ð BCÑ Ð-9= BC � "Ñ
� ß

BÈ È
È È•” •œ” #

#

     œ � 637 Þ 637 ß
=/8 BC

BC Ð-9= BC � "Ñ

B

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

#” • •È
È È”

    œ Ð � "ÑÞÐ!Ñ œ !Þ

Por tantoß

    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

-9= BC � "

C
œ !Þ

È

PROBLEMA  4.15

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

BC =/8 C

B � C
Þ

 

 

$

% %

SOLUCIÓN 

Por simple inspección se pude ver que     637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

BC =/8 C !

B � C !
œ Þ

$

% %

Al multiplicar  numerador y denominador  por  se obtieneC À$

        637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

BC =/8 C BCÞ C =/8 C

B � C ÐB � C ÑÞ C
œ ß

$ $ $

% % % % $

     œ ß
B C =/8 C

ÐB � C Ñ C
637

ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ
œ” % $

% % $•” •
     œ ÐEÑ

B C =/8 C

B � C C
” •” ” ••637 637

ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

% $

% % $

Para  calcular el primer límite se definen dos conjuntos de puntos que tienden aß
Ð!ß !Ñ ß Àcomo punto de acumulación así

Sea ntoncesW œ ÐBß CÑ ß" ˜ − ÎB œ ! Þ %Þ(Þ‘# ™ Figura a.  E

x

y

(0,0) (0,0)

y

x

Fig. 4.7.a

x

y

(0,0) (0,0)

y

x

Fig. 4.7.b
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  637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ CÄ! CÄ!

B C Ð!Ñ C !

B � C ! � C Ñ C
œ œ œ !Þ

% %

% % % % %

Sea W œ ÐBß CÑ# ˜ − ÎB œ C Þ %Þ(Þ‘# #™ Figura b.

El límite de la función de esta manera0ÐBß CÑ œ À
B C

B � C

%

% %
se calcula 

  637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ CÄ! CÄ!

B C C C C

B � C ÐC Ñ � C C � C
œ œ ß

% # % '

% % # % % ) %

     œ œ œ !Þ
C C

C ÐC � "Ñ C � "
637 637
CÄ! CÄ!

' #

% % %

Aunque el valor del límite por diferentes caminos es  uno se debe probarß
formalmente que existe y vale uno. Para ello se emplea la técnica deß
acotamiento À

   ! Ÿ Ÿ Ÿ œº ºB C

B � C B � C

B C B C

C
B Þ

%

% % % %

% %

%

¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸
Por tantoß

   ! Ÿ Ÿ Þº ºB C

B � C
B

%

% %
¸ ¸

Puesto que
       637 ! œ !à 637 B œ !ß

 ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

entonces por el Teorema del emparedado se concluye que

    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

B C

B � C
œ !Þ

%

% %

Por otra parte    ß

    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

” •=/8 C

C
œ "Þ

$

$

Al reemplazar  estos valores en la expresión  finalmente se obtiene queÐEÑß

   637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

BC =/8 C

B � C
œ Ð!ÑÞÐ"Ñ œ !Þ

$

% %

PROBLEMA  4.16

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

BC

B � C
Þ

 

 

#

#

SOLUCIÓN 

Por simple inspección   637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

BC !

B � C !
œ Þ

 

 

#

#
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Se va a calcular el límite por medio de acercamientos a Ð!ß !ÑÞ

Sea W œ ÐBß CÑ" ˜ − Î C œ B Þ %Þ)Þ‘# ™ Figura a.

Entoncesß

     637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ BÄ! BÄ!

BC BB B

B � C B � B BÐ" � BÑ
œ œ ß

  

 

# # $

# #

     œ œ œ !Þ
B !

" � B "
637
BÄ!

 #

Sea W œ ÐBß CÑ# ˜ − Î C œ B Þ %Þ)Þ ß‘# #™ Figura b. De esta manera

     637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ BÄ! BÄ!

BC BÐB Ñ B

B � C B � ÐB Ñ B � B
œ œ ß

 

 

# # # &

# # # %

     œ œ œ !Þ
B B

BÐ" � B Ñ " � B
637 637
BÄ! BÄ!

& %

$ $

No obstante que el límite de la función  por diferentes caminos0ÐBß CÑ œ
BC

B � C

 

 

#

#

vale cero es necesario probar formalmente este hecho. Se utiliza para ello laß
técnica del acotamiento y posteriomente el Teorema del emparedado À

   ! Ÿ Ÿ œ œº ºB C

B � C B

BC B C

B
C Þ

#

#

# #
#

¸ ¸ ¸ ¸
Es decirß

   ! Ÿ Ÿº ºB C

B � C
C Þ

#

#
#

Puesto que
       637 ! œ !à 637 œ !ß

 ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

C#

entoncesß

     637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

BC

B � C
œ !Þ

 

 

#

#

y

x(0,0)(0,0) x

y

y

x(0,0)(0,0) x

y

Fig. 4.8.a Fig. 4.8.b
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PROBLEMA  4.17

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

ÐC � "Ñ =/8 BC

B � ÐC � "Ñ
Þ

#

# #

 

 

SOLUCIÓN 

Fácilmente se pude ver que   637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

ÐC � "Ñ =/8 BC !

B � ÐC � "Ñ !
œ Þ

#

# #

 

 

Se definen dos conjuntos de puntos que tienden a Ð!ß "Ñ À
Sea W œ ÐBß CÑ" ˜ − Î C œ B � " Þ %Þ*Þ‘# ™ Figura a.

El límite a través de se calcula asíW À"

  637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ BÄ!

ÐC � "Ñ =/8 BC

B � ÐC � "Ñ B � B
œ ß

B =/8 BÐB � "Ñ#

# # # #

# 

  

 

637
÷ ‘

     œ ß
B =/8 BÐB � "Ñ

#B
637
BÄ!

#

#

÷ ‘ 

     œ =/8 BÐB � "Ñ œ Ð!Ñ œ !Þ
" "

# #
637
BÄ!

÷ ‘
Sea W œ ÐBß CÑ# ˜ − Î C œ B � " Þ %Þ*Þ ß‘# # ™ Figura b. Entonces

 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ BÄ!

ÐC � "Ñ =/8 BC

B � ÐC � "Ñ B � B
œ ß

B =/8 BÐB � "Ñ#

# # # %

% # 

 

 

637
÷ ‘

    œ ß
B =/8 BÐB � "Ñ

B Ð" � B Ñ
637
BÄ!

% #

# #

÷ ‘ 

      œ œ œ !Þ
B =/8 BÐB � "Ñ

" � B "

!
637
BÄ!

# #

#

÷ ‘ 

Aunque el valor del límite de la función por dos caminos0ÐBß CÑ œ
ÐC � "Ñ =/8 BC

B � ÐC � "Ñ

#

# #

 

 

diferentes cuando vale cero se debe probar formalmente queÐBß CÑ Ä Ð!ß !Ñß ß
existe y vale cero.

y

x

(0,1)

x

y

(0,1)

Fig. 4.9.a Fig. 4.9.b
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Al multiplicar numerador y denominador por por  se llega aBC À

 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

ÐC � "Ñ =/8 BC BCÐC � "Ñ =/8 BC

B � ÐC � "Ñ B � ÐC � "Ñ BC
œ ß

# #

# # # #

 

  

 

 637 œ” •” •
    œ Þ

BCÐC � "Ñ =/8 BC

B � ÐC � "Ñ BC
” ”637 637

ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

#

# #

 

 • •
         ÐEÑ ÐFÑ

Para calcular el límite se recurre al acotamientoÐEÑ À

 ! Ÿ Ÿ Ÿ œº ºBC ÐC � "Ñ

B � ÐC � "Ñ B � ÐC � "Ñ ÐC � "Ñ

B C ÐC � "Ñ B C ÐC � "Ñ
B C Þ

#

# # # # #

# # 

   

¸ ¸¸ ¸ ¸ ¸¸ ¸ ¸ ¸¸ ¸
Por tantoß

   ! Ÿ Ÿº ºBC ÐC � "Ñ

B � ÐC � "Ñ
B C Þ

#

# #

 

 
¸ ¸¸ ¸

Puesto queß
       637 ! œ !à 637 œ !ß

 ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

¸ ¸¸ ¸B C

entoncesß

   637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

ÐC � "Ñ =/8 BC

B � ÐC � "Ñ
œ !Þ

#

# #

 

 

En cuanto al límite  ÐFÑß

    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

=/8 BC

BC
œ "Þ

Finalmenteß

     637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

ÐC � "Ñ =/8 BC

B � ÐC � "Ñ
œ Ð!ÑÞÐ"Ñ œ !Þ

#

# #

 

 

PROBLEMA  4.18

Calcular     637 BC +<->1
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

C

B
Þ

SOLUCIÓN 

En este caso     637 BC +<->1 +<->1
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

C !

B !
œ ! Þ

Se recurre a la técnica de acotamiento À

Puesto que  entonces por propiedad del valor absoluto seº º+<->1 Ÿ ß ß
C

B #
ß

1  

puede escribir À
    � Ÿ +<->1 Ÿ

1 1

# B #

C
Þ
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Al multiplicar los tres términos de esta cadena de desigualdades por el factor  BC
se presentan las siguientes situaciones À

"Ñ B ā ! C ā ! B  ! C  !ß ÀSi  y  o si  y    entonces 

       � Ÿ BC +<->1 Ÿ Þ
1 1

# B #
BC BC

C

Como        entonces por el Teorema del637 � 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

1 1

# #
BC œ ! BC œ !ß y   

 emparedado se concluye que    

    .   637 BC +<->1
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

C

B
œ !

   Si  y     o  y    se tiene#Ñ B  ! C ā ! B ā ! C  !ß À

     1 1

# B #
BC     BC

C
BC +<->1 � ß

es decirß
    � Ÿ BC +<->1 Ÿ

1 1

# B #
BC BCÞ

C

Puesto que         entonces por el Teorema637 � 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

1 1

# #
BC œ ! BC œ !ß y   

del emparedado se llega a    À

    .   637 BC +<->1
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

C

B
œ !

PROBLEMA  4.19

Calcular    637 Ð" � B C Ñ Þ
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

# # � "
B C# #

SOLUCIÓN 

Por simple inspección se puede ver que se origina una indeterminación À

     637 Ð" � B C Ñ œ " Þ
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

# # �_� "
B �C# #

Ahora bien para funciones de una variable se sabe que  e.ß 637 Ð" � BÑ œ
BÄ!

�"
B

Con base en este último criterio se obtieneß À

     637 Ð" � B C Ñ œ 637 Ð" � B C Ñ
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

# # # #�
�

"
B �C# # ” •"

B C# #

B C# #

B �C# #

        637 Ð" � B C Ñ œ ÐEÑ
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

# # � � 637"
B �C# # ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ/

 B C# #

B �C# #
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Enseguida se calcula Para ello se recurre a un cambio a637 Þ
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

B C

B � C

# #

# #

coordenadas polares À

   B œ <-9= ß C œ <=/8 à) )

cuando  y  entonces  Por tantoB Ä ! C Ä ! ß < Ä !Þ ß

        
637

ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

B C Ð< -9= ÑÐ< =/8 Ñ

B � C < -9= � < =/8
œ 637 ß

# # # # # #

# # # # # #<Ä!

) )

) )

     œ 637 ß
< -9= =/8

<<Ä!

% # #

#

) )

     œ Ð-9= =/8 Ñ 637 < œ Ð-9= =/8 Ñ Ð!Ñ œ !Þ# # # # #

<Ä!
) ) ) )

Al sustituir este último resultado en  se concluye queÐEÑß

         637 Ð" � B C Ñ œ / œ "Þ
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

# # �!� "
B �C# #

PROBLEMA  4.20

Calcular    637 Þ
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

=/8 BC

=/8 B =/8 C

SOLUCIÓN 

A simple vista se ve que    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

=/8 BC !

=/8 B =/8 C !
œ Þ

Para eliminar la indeterminación se multiplica numerador y denominador por el
factor  para obtenerBCß À

       637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

=/8 BC BCÞ=/8 BC

=/8 B =/8 C BCÞ=/8 B =/8 C
œ ß

    œ ß
=/8 BC B C

BC =/8 B =/8 C
   637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

š’ “’ “’ “›
    œ ß

=/8 BC " "

BC
637

ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ
ā – —– —Ÿ’ “ =/8 B =/8 C

B C

     œ "Þ"Þ" œ "Þ

En consecuenciaß
       637

ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

=/8 BC

=/8 B =/8 C
œ ".     

PROBLEMA  4.21

Calcular    637 Þ
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

C

B � #BC � #C

%

# #
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SOLUCIÓN

Evidentemente   ß 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

C !

B � #BC � #C !
œ

%

# #
.

Para eliminar la indeterminación se expresa el denominador de la función dadaß
de la siguiente manera À

      637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

C C

B � #BC � #C ÐB � #BC � C Ñ � C
œ ß

% %

# # # # #

     œ 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

C

ÐB � CÑ � C
Þ

%

# #

Enseguida se procede a utilizar la técnica del acotamiento À

   ! Ÿ œ Ÿº ºC C C

ÐB � CÑ � C ÐB � CÑ � C C
œ C Þ

% % %

# # # # #
#

Por tantoß

   ! Ÿ Ÿ
C

ÐB � CÑ � C
C Þ

%

# #
#

Al calcular el límite cuando  en los extremos de la anteriorÐBß C Ñ Ä Ð!ß !Ñ

desigualdad se tiene que        ß 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

! œ ! C œ ! y   .#

Entonces por el Teorema del  emparedado se concluye que

      637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

C

B � #BC � #C
œ !Þ

%

# #

PROBLEMA  4.22

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ#ß$Ñ

ÐB � #ÑÐC � $Ñ

ÐB � #Ñ � ÐC � $Ñ# #

SOLUCIÓN

Fácilmente se puede ver que     637
ÐBß C ÑÄÐ#ß$Ñ

ÐB � #ÑÐC � $Ñ !

ÐB � #Ñ � ÐC � $Ñ !
œ Þ

# #

Para este problema conviene un cambio de variables À

  si entonces  ? œ B � #à B Ä #ß ? Ä !à

 si entonces   @ œ C � $à C Ä #ß @ Ä !Þ

Por tantoß

       637 637
ÐBß C ÑÄÐ#ß$Ñ Ð?ß @ ÑÄÐ!ß!Ñ

ÐB � #ÑÐC � $Ñ ?@

ÐB � #Ñ � ÐC � $Ñ ? � @
œ Þ

# # # #

Este último límite no existe en correspondencia con el Problema ß %Þ(Þ
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Por tanto se puede concluir que À

     no existe637
ÐBß C ÑÄÐ#ß$Ñ

ÐB � #ÑÐC � $Ñ

ÐB � #Ñ � ÐC � $Ñ# #
  .

PROBLEMA  4.23

Calcular    637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

=/8 Ð#B � C Ñ

B � C

# #

# #

SOLUCIÓN

En este caso se presenta una indeterminación  esto es!

!
à À

      637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

=/8 Ð#B � C Ñ !

B � C !
œ Þ

# #

# #

El cálculo del límite se hace por medio de acercamientos para lo cual seß ß
definen dos conjunto de puntos que tienden a como punto deÐ!ß !Ñ
acumulación À

Sea W œ ÐBß CÑ" ˜ − ÎB œ ! Þ %Þ"!Þ‘# ™ Figura a.

Entoncesß

      637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ CÄ!

=/8 Ð#B � C Ñ =/8 Ð#Ð!Ñ � C Ñ

B � C Ð!Ñ � C
œ ß

# # # #

# # # #

     œ œ � "Þ
=/8 C

� C
637
CÄ!

#

#

Sea W œ ÐBß CÑ# ˜ − Î C œ ! Þ %Þ"!Þ‘# ™ Figura b.

De esta maneraß

     637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ BÄ!

=/8 Ð#B � C Ñ =/8 Ð#B � ! Ñ

B � C B � !
œ ß

# # # #

# # # #

     œ ß
=/8 #B

B
637
CÄ!

#

#

x

y

(0,0) x

y

(0,0)

Fig. 4.10.a Fig. 4.10.b
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    637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ CÄ!

=/8 Ð#B � C Ñ =/8 #B

B � C #B
œ # œ #Ð"Ñ œ #Þ

# # #

# # #

Puesto que la función  tiene límites diferentes a través  0ÐBß CÑ œ =/8 Ð#B � C Ñ

B � C

# #

# #

de dos conjuntos de puntos que tienden a  entonces se concluye queÐ!ß !Ñß

     no existe.637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

=/8 Ð#B � C Ñ

B � C

# #

# #
  

PROBLEMA  4.24

Sea  si  
0ÐBß CÑ œ

B Á C

B CÞ

Ú
ÛÜ

B � C

B � C
! œ

# #

si  

Estudiar la continuidad de la función en Ð!ß !ÑÞ

SOLUCIÓN
Al aplicar el Parágrafo  se obtiene%Þ'ß À

"Ñ 0Ð!ß !Ñ œ !Þ

#Ñ 637 637 637    
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B � C ÐB � CÑÐB � CÑ

B � C B � C
œ œ ÐB � CÑ œ !Þ

# #

Puesto que     entonces se concluye que  la637 0Ð!ß !Ñ œ !ß
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B � C

B � C
œ

# #

función    es continua en  .si  
0ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

B Á C

B CÞ

Ú
ÛÜ

B � C

B � C
! œ

# #

si  

PROBLEMA  4.25

Sea  si  

si  
0ÐBß CÑ œ

Þ

Ú
ÛÜ

B � C

B � C
ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ

! ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

# #

# #

 

Estudiar la continuidad de la función en Ð!ß !ÑÞ

SOLUCIÓN
"Ñ 0Ð!ß !Ñ œ !Þ 0Ð!ß !ÑLuego  existe y vale cero.  

#Ñ 637Para calcular     se definen dos conjuntos de puntos que
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B � C

B � C

# #

 

tienden a Ð!ß !Ñ À

 Sea W œ ÐBß CÑ" ˜ − ÎB œ ! Þ %Þ""Þ‘# ™ Figura a.
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Entoncesß

       637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ CÄ! CÄ!

B � C ! � C � C

B � C ! � C C
œ œ œ � "Þ

# # # # #

# # # #

Sea W œ ÐBß CÑ" ˜ − Î C œ ! Þ %Þ""Þ‘# ™ Figura b.

El límite se calcula comoß

       637 637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ BÄ! CÄ!

B � C B � ! B

B � C B � ! B
œ œ œ "Þ

# # # # #

# # # #

Puesto que los límites son diferentes a través de diferentes caminos que tienden
a entoncesÐ!ß !Ñß ß

      no existe637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B � C

B � C

# #

# #
.

En conclusión la función  presenta unasi  

si  
0ÐBß CÑ œ

Þ

Ú
ÛÜ

B � C

B � C
ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ

! ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

# #

# #

 

discontinuidad esencial en el punto dado que el límite no existe.Ð!ß !Ñß

PROBLEMA  4.26

Sea  si  

si  
0ÐBß CÑ œ

Þ

Ú
ÛÜ

B C

B � C
ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ

! ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

$ $

# #

 

Estudiar la continuidad de la función en Ð!ß !ÑÞ

SOLUCIÓN

" 0Ð!ß !Ñ œ !Þ 0Ð!ß !Ñ)  Luego   existe.

#Ñ 637 ÀPara calcular  se efectúa un cambio a coordenadas polares
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B C

B � C

$ $

# #
 

 B œ <-9= ß C œ <=/8 à B Ä ! C Ä ! ß < Ä !Þ ß) ) cuando  y  entonces  Por tanto

x

y

(0,0) x

y

(0,0)

Fig. 4.11.a Fig. 4.11.b
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637

ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

B C Ð< -9= ÑÐ< =/8 Ñ

B � C < -9= � < =/8
œ 637 ß

$ $ $ $ $ $

# # # # # #<Ä!

) )

) )

     œ 637 ß
< -9= =/8

<<Ä!

' $ $

#

) )

     œ Ð-9= =/8 Ñ 637 < œ Ð-9= =/8 Ñ Ð!Ñ œ !Þ$ $ % $ $

<Ä!
) ) ) )

Por tantoß

   637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

B C

B � C
œ !Þ

$ $

# #

$Ñ 637 0Ð!ß !Ñ œ !ßPuesto que  
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

B C

B � C
œ

$ $

# #
 se concluye que la función

 es continua en si  

si  
0ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

Ú
ÛÜ

B C

B � C
ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ

! ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

$ $

# #

 
.

PROBLEMA  4.27

Sea  0ÐBß CÑ œ B � C

B � C

# #

Estudiar la continuidad de la función en Ð!ß !ÑÞ

SOLUCIÓN

"Ñ 0Ð!ß !Ñ no existe.

#Ñ 637 637 
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

B � C ÐB � CÑÐB � CÑ

B � C B � C
œ ß

# #

   œ ÐB � CÑ œ !Þ637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

Como  existe y vale cero entonces en este caso se   637 ß
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

B � C

B � C

# #

presenta una  en . Esto permite redefinir la función ydiscontinuidad evitable Ð!ß !Ñ
convertirla en continua de la siguiente manera:

    si  

si  
JÐBß CÑ œ

Þ

Ú
ÛÜ

B � C

B � C
ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ

! ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

# #

 

La función   es continua en  En efectoJÐBß CÑ Ð!ß !Ñ ß.

"Ñ J Ð!ß !Ñ œ !Þ J Ð!ß !ÑLuego   existe.

#Ñ 637 JÐBß CÑ œ 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

 B � C

B � C
œ !Þ

# #
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Puesto que  entonces  la   637 JÐBß CÑ œ 637 JÐ!ß !Ñ œ !ß
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

B � C

B � C
œ

# #

función    es continua en JÐBß CÑ Ð!ß !ÑÞ

PROBLEMA  4.28

Considerar la función  si  

si  
0ÐBß CÑ œ

Þ

Ú
ÛÜ

B =/8 ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ
"

B � C
ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

# ’ “
5  

Determinar el valor de  para que la función   sea continua  en 5 0ÐBß CÑ Ð!ß !ÑÞ

SOLUCIÓN

"Ñ 0Ð!ß !Ñ œ 5 5ß   por determinar.

#Ñ 0ÐBß CÑ ÐBß C Ñ Ä Ð!ß !ÑEl límite de la función cuando se calcula por medio de
la técnica de acotamiento À

   ! Ÿ œ Ÿ Bº º º ºB =/8 B =/8 Þ
" "

B � C B � C
# # #’ “ ’ “

Entoncesß

   ! Ÿ Ÿ Bº B =/8 Þ
"

B � C
# #’ “

Esto es cierto por cuanto es acotada y su valor está en el intervalo la función seno ÷ ‘� "ß " Þ

Al tomar límites en los extremos de la anterior desigualdad se tiene À

    entonces por Teorema del      637 ! œ !à 637 B œ !ß
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

#

emparedado se concluye que

     637 œ !Þ
ÐBß C ÑÄÐ!ß !Ñ

B =/8
"

B � C
# ’ “

Luego para que la función dada sea continua se requiere que  y  de estaß œ !ß ß5
manera la función

   si  

si  
0ÐBß CÑ œ

Þ

Ú
ÛÜ

B =/8 ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ
"

B � C
! ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

# ’ “
 

es continua en .Ð!ß !Ñ

PROBLEMA  4.29

Considerar la función  y  estudiar la continuidad en  0ÐBß CÑ Ð!ß !Ñ À
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  si  

si  
0ÐBß CÑ œ

! Þ

Ú
ÛÜ

ÐB � "Ñ ÐC � "Ñ

ÐB � "Ñ � ÐC � "Ñ
ÐBß CÑ Á Ð � "ß "Ñ

ÐBß CÑ œ Ð � "ß "Ñ

# #

% '

         

SOLUCIÓN

"Ñ 0Ð!ß !Ñ œ !Þ 0Ð!ß !ÑLuego existe.

#Ñ 0ÐBß CÑ ÀSe calcula el límite de  por medio de acercamientos

Sea W œ ÐBß CÑ" ˜ − ÎB œ � " Þ %Þ"#Þ‘# ™ Figura a.

Entoncesß

      637 637
ÐBß C ÑÄÐ�"ß"Ñ CÄ"

ÐB � "Ñ ÐC � "Ñ Ð � " � "Ñ ÐC � "Ñ

ÐB � "Ñ � ÐC � "Ñ Ð � " � "Ñ � ÐC � "Ñ
œ ß

# # # #

% ' % '

     œ œ !Þ
!

ÐC � "Ñ
637
CÄ" %

Sea W œ ÐBß CÑ# ˜ − Î C œ " Þ %Þ"#Þ‘# ™ Figura b.
A través de W À# el límite se calcula así

   637 637
ÐBß C ÑÄÐ�"ß"Ñ BÄ�"

ÐB � "Ñ ÐC � "Ñ ÐB � "Ñ Ð" � "Ñ

ÐB � "Ñ � ÐC � "Ñ ÐB � "Ñ � Ð" � "Ñ
œ ß

# # # #

% ' % '

     œ œ !Þ
!

ÐB � "Ñ
637
BÄ�" %

Sea W œ ÐBß CÑ$ ˜ − Î C œ � B Þ %Þ"#Þ‘# ™ Figura c.

De esta maneraß

    637 637
ÐBß C ÑÄÐ�"ß"Ñ BÄ�"

ÐB � "Ñ ÐC � "Ñ ÐB � "Ñ Ð � B � "Ñ

ÐB � "Ñ � ÐC � "Ñ ÐB � "Ñ � Ð � B � "Ñ
œ ß

# # # #

% ' % '

   œ ß
ÐB � "Ñ

ÐB � "Ñ � ÐB � "Ñ
 637
BÄ�"

%

% '

     œ œ "Þ
"

" � ÐB � "Ñ
637
BÄ�" #

(-1,1)

x

y y

x

(-1,1)

Fig. 4.12.a Fig. 4.12.b
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Como los límites de la función son diferentes a través deÐB � "Ñ ÐC � "Ñ

ÐB � "Ñ � ÐC � "Ñ

# #

% '

conjuntos de puntos para los cuales  entoncesÐBß C Ñ Ä Ð � "ß "Ñß ß

       no existe.637
ÐBß C ÑÄÐ�"ß"Ñ

ÐB � "Ñ ÐC � "Ñ

ÐB � "Ñ � ÐC � "Ñ

# #

% '

Finalmente se concluye que la función

    si  

si  
0ÐBß CÑ œ

! Þ

Ú
ÛÜ

ÐB � "Ñ ÐC � "Ñ

ÐB � "Ñ � ÐC � "Ñ
ÐBß CÑ Á Ð � "ß "Ñ

ÐBß CÑ œ Ð � "ß "Ñ

# #

% '

 
  

presenta una  en discontinuidad esencial Ð � "ß ").

PROBLEMA  4.30

Sea   
si  

si  
0ÐBß CÑ œ

! Þ

Ú
ÛÜ

B =/8 B

B � C
ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ

ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

¸ ¸ ¸ ¸
 

Estudiar la continuidad de   en 0ÐBß CÑ Ð!ß !ÑÞ

SOLUCIÓN

"Ñ 0Ð!ß !Ñ œ !Þ 0Ð!ß !ÑLuego   existe.

#Ñ ÀPara calcular el límite se procede así

De entrada se puede ver que se produce una indeterminación À

     637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B =/8 B !

B � C
œ Þ

!¸ ¸ ¸ ¸
Para eliminar esta indeterminación se procede de la siguiente manera À

Al multiplicar numerador y denominador de la fracción por  se obtieneB À

x

y

(-1,1)

Fig. 4.12.c
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   637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B =/8 B B =/8 B

B � C Ð B � C Ñ B
œ ß¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸

#

   œ ß
=/8 B B

B B � C
637

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ
œ’ “” •¸ ¸ ¸ ¸

#

   œ Þ ß
=/8 B B

B B � C
637 637

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ
’ “ ” •¸ ¸ ¸ ¸

#

      œ "Þ ÐEÑ
B

B � C
637

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ
” •¸ ¸ ¸ ¸

#

El límite que aparece en se calcula por medio de acotamientoÐEÑ À

    ! Ÿ œ Ÿ Ÿº ºB B

B � C B � C B � C B

B B
œ B Þ

# # # #

¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸
Por tantoß

    ! Ÿ Ÿº ºB

B � C
B Þ

#

¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸
Al tomar límites en los extremos de la desigualdad se obtiene À

          637 ! œ !à 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

¸ ¸B œ !ß

entonces por Teorema del emparedadoß

      637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B

B � C
œ !Þ

#

¸ ¸ ¸ ¸
Al reemplazar este último valor en ÐEÑ À

       637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B =/8 B

B � C
œ Ð"ÑÞÐ!Ñ œ !Þ¸ ¸ ¸ ¸

Puesto  y       se concluye  que0Ð!ß !Ñ œ ! 637 ß
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

B =/8 B

B � C
œ Ð"ÑÞÐ!Ñ œ !¸ ¸ ¸ ¸

 es continua en  
si  

si  
0ÐBß CÑ œ Ð!ß !ÑÞ

! Þ

Ú
ÛÜ

B =/8 B

B � C
ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ

ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

¸ ¸ ¸ ¸
 

PROBLEMA  4.31

Sea   si  

si  
0ÐBß CÑ œ

$ Þ

Ú
ÛÜ

>1Ð$B � $C Ñ

B � C
ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ

ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

# #

# #

 

Estudiar la continuidad de la función en Ð!ß !Ñ.
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SOLUCIÓN

"Ñ 0Ð!ß !Ñ œ $Þ 0Ð!ß !ÑLuego existe.

#Ñ ÀPara calcular el límite de la función se procede así

     637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

>1Ð$B � $C Ñ !

B � C !
œ Þ

# #

# #

La indeterminación se puede eliminar de la siguiente manera À

      637 637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

>1Ð$B � $C Ñ $>1Ð$B � $C Ñ

B � C $ÐB � C Ñ
œ ß

# # # #

# # # #

   œ $ ß
>1Ð$B � $C Ñ

$B � $C
   637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

# #

# #

   œ $ ß
=/8 Ð$B � $C Ñ

Ð$B � $C Ñ -9= Ð$B � $C Ñ
   637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

# #

# # # #

   œ $ ß
=/8 Ð$B � $C Ñ "

Ð$B � $C Ñ -9= Ð$B � $C
637

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ
œ • •” ”# #

# # # #

   œ $ ß
=/8 Ð$B � $C Ñ "

Ð$B � $C Ñ -9= Ð$B � $C
637 637

ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ
” ”# #

# # # #• •
   œ $Þ"Þ" œ $Þ

Luegoß

     637
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

>1Ð$B � $C Ñ

B � C
œ $Þ

# #

# #

Como    entonces se concluye que la función     637 0Ð!ß !Ñ œ $ß
ÐBß C ÑÄÐ!ß!Ñ

>1Ð$B � $C Ñ

B � C
œ

# #

# #

   si  

si  
0ÐBß CÑ œ

$ Þ

Ú
ÛÜ

>1Ð$B � $C Ñ

B � C
ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ

ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ

# #

# #

 

es continua en Ð!ß !Ñ.
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4.  OPTIMIZACIÓN  DE   FUNCIONES
     MULTIVARIABLES
Optimizar una función de una o varias variables es un proceso mediante el cual
se determinan los valores de las variables para los cuales la función dada tomaß
un valor  o . Con frecuenciamáximo mínimo ß a la función que se pretende
optimizar se la suele llamar FUNCIÓN OBJETIVO.

4.1  FUNCIÓN  BIVARIABLE
Se escribe   para indicar que es una función que depende tanto^ œ JÐBß CÑ ^
de  como de En estas condiciones  y  son las variables independientesB CÞ ß B C
y  es la variable dependiente o función.^

4.2  MÁXIMOS  Y  MÍNIMOS  PARA  FUNCIONES  BIVARIABLES

Para optimizar una función bivariable ^ œ JÐ Bß CÑ se procede de la siguiente
manera:

1) Determinar las primeras derivadas de respecto de   0 B C À J ß J Þ y  B C

2) Igualar a cero cada derivada y resolver para  B C y  el sistema de
    ecuaciones:

   œJ œ !

J œ !
B

C

  
De la solución de este sistema  se obtienen puntos críticos (estacionarios) deß
 la forma   Ð B ß C ÑÞ‡ ‡

3) Calcular las segundas derivadas de  respecto de   J B C À y  
    JBB CC BCà J à J Þ  

4)  Determinar  las matrices hessianas À

    L œ J à L œ
J J

J J" BB #
BB BC

BC CC
a b Œ �

5) Evaluar cada matriz hessiana en cada punto crítico Ð B ß C Ñ  y obtener su‡ ‡

determinante (simplemente )hessianas y  À ¸ ¸ ¸ ¸L L Þ‡ ‡
" #

6) Decisión:

ñ ā
ā ß

 ß
 Si  0  y  

0 entonces  
0 entonces 

¸ ¸ ¸ ¸¸ ¸L
L

L
‡

‡

‡#

"

"

ā Ð B ß C Ñ

Ð B ß C Ñ

  define MÍNIMO RELATIVO.
  define MÁXIMO RELATIVO.

‡ ‡

‡ ‡

ñ  ß Si  0  entonces ¸ ¸L‡
#

Ð B ß C Ñ  define un PUNTO DE SILLA.‡ ‡

Matrices Hessianas:

,

.

.

5.

5.1

5.2
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ñ œ ß Si  0 entonces no se concluye nada acerca de la naturaleza del punto¸ ¸L‡
#

crítico.

4.3  FUNCIONES  DE  TRES  VARIABLES
Se escribe   para indicar que es una función que depende de[ œ JÐBß Cß DÑ ^
B ß C DÞ ß B ß C ß D [y En estas condiciones  son las variables independientes  y 
es la variable dependiente o función.

4.4  MÁXIMOS  Y  MÍNIMOS  PARA  FUNCIONES DE TRES VARIABLES

Para optimizar funciones de la forma  [ œ JÐBß Cß DÑß se procede de manera
análoga como para funciones bivariables:

1) Calcular las primeras derivadas de la función objetivo  esto es à J ß J ß J ÞB C D

2) Resolver el sistema de ecuaciones À

   
Ú
ÛÜ

J œ !

J œ !

J œ !

B

C

D

Al resolver este sistema se obtienen puntos críticos de la forma ß ÐB ß C ß D ÑÞ‡ ‡ ‡

3) Hallar las segundas derivadas parciales de la función objetivo À
J ß J ß J ß J ß J JBB CC DD BC BD CD y  .

4) Definir las matrices hessianas y  asíL ßL L ß À" # $

     L œ J à L œ à
J J

J J" BB #
BB BC

BC CC

BB BC BD

CB CC CD

DB DC DD

a b Œ �  L œ Þ

J J J
J J J
J J J

$

Î Ñ
Ï Ò

5) Evaluar cada matriz hessiana en cada punto crítico y calcular sus respectivos
determinantes o hessianas  À ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸L ß L L‡ ‡ ‡

" # $
  y  .

6  DecisiónÑ À

ñ L L L Si ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸‡ ‡ ‡
" # $

ā ! ß ā ! ā !ßy entonces ÐB ß C ß D Ñ‡ ‡ ‡  define un MÍNIMO
RELATIVO.

ñ L L L Si  ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸‡ ‡ ‡
" # $

 ! ß ā !  !ß y  entonces  un ÐB ß C ß D Ñ‡ ‡ ‡  define MÁXIMO
RELATIVO.

4.5. OPTIMIZACIÓN RESTRINGIDA
4.5.1  El problema general de optimización
La Programación Matemática es el conjunto de procedimientos y técnicas
empleados para encontrar la solución óptima de un problema específico.
El problema general de optimización se puede definir como el siguiente
problema matemático À
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Hallar los valores de las variables   que optimicen (maximicen oB ß B ß ÞÞÞß B" # 8

minimicen) una función   y que simultáneamenteJ œ JÐ B ß B ß ÞÞÞß B Ñ ß
" # 8

satisfagan un conjunto de restricciones establecidas mediante igualdades y
desigualdades. Conviene aclarar que estas restricciones también son funciones
de  Con símbolos  se puede escribirB ß B ß ÞÞÞÞB Þ ß À" # 8

  Optimizar  ^ œ JÐ B ß B ß ÞÞß B Ñ
" # 8

  sujeta a  K ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
" " # 8

    K ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
# " # 8

    ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ

    K ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
8 " # 8

Ahora bien mediante los procedimientos basados en el Cálculo diferencial seß ß
pueden hallar los máximos o mínimos de una función sujeta a restriccionesß
hecho que comunmente se conoce como OPTIMIZACIÓN RESTRINGIDA u
OPTIMIZACIÓN FORZADA.

El método clásico usado para la solución de este tipo de problemas es el
método de los MULTIPLICADORES DE LAGRANGE  que se explica en lasß
siguientes líneas.

4.5.2  Función bivariable  y una restricción bivariable
Considérese el problema de optimización restringida À

  Optimizar ^ œ JÐBß CÑ

  sujeta a KÐBß CÑ œ 5Þ

Desde luego que   es la  es unaJÐBß CÑ KÐBß CÑ œ 5función objetivo  y  
restricción de igualdad.  Se deben dar secuencialmente los siguientes pasos À

ì  Determinar la Función de Lagrange o más brevemente lagrangiana À

    PÐBß Cß Ñ œ JÐBß CÑ � KÐÐBß CÑ � 5 à- -÷ ‘
-  se denomina  Multiplicador de Lagrange.

ì ÀCalcular las primeras derivadas parciales de la lagrangiana  P ß P PB C  y -.

ì Resolver el sistema 
Ú
ÛÜ

P œ !
P œ !
P œ !

B

C

-

Al resolver simultáneamente sistema de ecuaciones algebraicas se obtienenß
valores  puntos críticos estacionariosÐ B ß C ß ß* * *)  llamados  o  para la-

lagrangiana.
ì PÐ B ß C ß œ JÐ B ß C El valor óptimo de la función objetivo es  * * *) * * ).-
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Hallar los valores de las variables   que optimicen (maximicen oB ß B ß ÞÞÞß B" # 8

minimicen) una función   y que simultáneamenteJ œ JÐ B ß B ß ÞÞÞß B Ñ ß
" # 8

satisfagan un conjunto de restricciones establecidas mediante igualdades y
desigualdades. Conviene aclarar que estas restricciones también son funciones
de  Con símbolos  se puede escribirB ß B ß ÞÞÞÞB Þ ß À" # 8

  Optimizar  ^ œ JÐ B ß B ß ÞÞß B Ñ
" # 8

  sujeta a  K ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
" " # 8

    K ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
# " # 8

    ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ

    K ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
8 " # 8

Ahora bien mediante los procedimientos basados en el Cálculo diferencial seß ß
pueden hallar los máximos o mínimos de una función sujeta a restriccionesß
hecho que comunmente se conoce como OPTIMIZACIÓN RESTRINGIDA u
OPTIMIZACIÓN FORZADA.

El método clásico usado para la solución de este tipo de problemas es el
método de los MULTIPLICADORES DE LAGRANGE  que se explica en lasß
siguientes líneas.

4.5.2  Función bivariable  y una restricción bivariable
Considérese el problema de optimización restringida À

  Optimizar ^ œ JÐBß CÑ

  sujeta a KÐBß CÑ œ 5Þ

Desde luego que   es la  es unaJÐBß CÑ KÐBß CÑ œ 5función objetivo  y  
restricción de igualdad.  Se deben dar secuencialmente los siguientes pasos À

ì  Determinar la Función de Lagrange o más brevemente lagrangiana À

    PÐBß Cß Ñ œ JÐBß CÑ � KÐÐBß CÑ � 5 à- -÷ ‘
-  se denomina  Multiplicador de Lagrange.

ì ÀCalcular las primeras derivadas parciales de la lagrangiana  P ß P PB C  y -.

ì Resolver el sistema 
Ú
ÛÜ

P œ !
P œ !
P œ !

B

C

-

Al resolver simultáneamente sistema de ecuaciones algebraicas se obtienenß
valores  puntos críticos estacionariosÐ B ß C ß ß* * *)  llamados  o  para la-

lagrangiana.
ì PÐ B ß C ß œ JÐ B ß C El valor óptimo de la función objetivo es  * * *) * * ).-

Al resolver simultáneamente el 
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Hallar los valores de las variables   que optimicen (maximicen oB ß B ß ÞÞÞß B" # 8

minimicen) una función   y que simultáneamenteJ œ JÐ B ß B ß ÞÞÞß B Ñ ß
" # 8

satisfagan un conjunto de restricciones establecidas mediante igualdades y
desigualdades. Conviene aclarar que estas restricciones también son funciones
de  Con símbolos  se puede escribirB ß B ß ÞÞÞÞB Þ ß À" # 8

  Optimizar  ^ œ JÐ B ß B ß ÞÞß B Ñ
" # 8

  sujeta a  K ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
" " # 8

    K ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
# " # 8

    ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ

    K ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
8 " # 8

Ahora bien mediante los procedimientos basados en el Cálculo diferencial seß ß
pueden hallar los máximos o mínimos de una función sujeta a restriccionesß
hecho que comunmente se conoce como OPTIMIZACIÓN RESTRINGIDA u
OPTIMIZACIÓN FORZADA.

El método clásico usado para la solución de este tipo de problemas es el
método de los MULTIPLICADORES DE LAGRANGE  que se explica en lasß
siguientes líneas.

4.5.2  Función bivariable  y una restricción bivariable
Considérese el problema de optimización restringida À

  Optimizar ^ œ JÐBß CÑ

  sujeta a KÐBß CÑ œ 5Þ

Desde luego que   es la  es unaJÐBß CÑ KÐBß CÑ œ 5función objetivo  y  
restricción de igualdad.  Se deben dar secuencialmente los siguientes pasos À

ì  Determinar la Función de Lagrange o más brevemente lagrangiana À

    PÐBß Cß Ñ œ JÐBß CÑ � KÐÐBß CÑ � 5 à- -÷ ‘
-  se denomina  Multiplicador de Lagrange.

ì ÀCalcular las primeras derivadas parciales de la lagrangiana  P ß P PB C  y -.

ì Resolver el sistema 
Ú
ÛÜ

P œ !
P œ !
P œ !

B

C

-

Al resolver simultáneamente sistema de ecuaciones algebraicas se obtienenß
valores  puntos críticos estacionariosÐ B ß C ß ß* * *)  llamados  o  para la-

lagrangiana.
ì PÐ B ß C ß œ JÐ B ß C El valor óptimo de la función objetivo es  * * *) * * ).-

.

.
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ì ÐB ß B ßPara decidir si  )  es máximo o mínimo se determina la P
" #

- Matriz
Hessiana Acotada   definida comoL

F

    L

! K K
K P P
K P P

F
œ

Î Ñ
Ï Ò

B C

B BB BC

C CB CC

ì L LEvaluar 
F
 en cada punto crítico y obtener F

‡ Þ

ì Decisión:
 Si 0 entonces * * *) determina un MÁXIMO RELATIVO.¸ ¸L ā ß Ð B ß C ß‡

F
-

 Si 0 entonces * * *) determina un MÍNIMO RELATIVO.¸ ¸L  ß Ð B ß C ß‡
F

-

4.5.3.  Función de tres variables y una restricción en tres variables
Para optimizar funciones de tres variables de la forma  [ œ JÐBß Cß DÑ sujeta a
la restricción también se utiliza el método de los multiplicadoresK Bß Cß DÑ œ 5ßÐ
de Lagrange así:ß

1) Determinar la función de Lagrange o lagrangiana À

  PÐBß Cß Dß Ñ œ JÐBß Cß DÑ � K Bß Cß DÑ � 5 Óß- -÷ Ð

donde    es el multiplicador de Lagrange.-

2) Calcular las primeras derivadas de   con respecto a   y   esto esP Bß Cß D à ß-

       y    P ß P ß P P ÞB C D -

3) Resolver simultáneamente el sistema de ecuaciones resultante de igualar
cada una de las primeras derivadas parciales de la función de Lagrange esPà
decir obtener los valores de   y  para los cuales se satisface el sistemaß Bß Cß D ß-
de ecuaciones À

    

ÚÝÝÛÝÝÜ

P œ !

P œ !

P œ !

P œ !

B

C

D

-

    
De este sistema se obtienen puntos críticos  Ð B ß C ß D ß ÑÞ  ‡ ‡ ‡ -‡

4) Calcular las segundas derivadas parciales      yP ß P ß P ß P ß P ß PBB CC DD BC BD CD

las primeras parciales de  y  K À K ß K K ÞB C D

5) Determinar las Matrices Hessianas Acotadas denotadas  y  y  definidasL L% $

como À
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   L œ

! K K K

K P P P

K P P P

K P P P

%

B C D

B BB BC BD

C CB CC CD

D DB DC DD

Î ÑÐ ÓÐ ÓÐ ÓÏ Ò

   L œ

! K K

K P P

K P P
$

B C

B BB BC

C CB CC

Î ÑÐ ÓÏ Ò
6) Calcular las Matrices Acotadas en cada punto crítico esto esà ß

        yL œ L ÐB ß C ß D ß Ñ%
‡ ‡ ‡ ‡

% -‡

     L œ L ÐB ß C ß D ß Ñ$
‡ ‡ ‡ ‡

$ -‡

7) Decisión:
  Si  0 y   0 entonces   defineì L  L  ß ÐB ß C ß D ß Ñ¸ ¸ ¸ ¸

% $
‡ ‡ ‡ ‡ ‡ -‡

  un MÍNIMO RELATIVO.
  Además    en el punto    .ß J œ JÐ B ß C ß D Ñ Ð B ß C ß D Ñ738

‡ ‡ ‡ ‡ ‡ ‡

 Si  0  y   0 entonces   defineì L  L ā ß ÐB ß C ß D ß Ñ¸ ¸ ¸ ¸
% $
‡ ‡ ‡ ‡ ‡ -‡

  un MÁXIMO RELATIVO.
      Además    en el punto    .ß J œ JÐ B ß C ß D Ñ Ð B ß C ß D Ñ7+B

‡ ‡ ‡ ‡ ‡ ‡

PROBLEMA  4.1

Optimizar la función bivarible À

     ^ œ B � C � 'BCÞ$ $

SOLUCIÓN

1) Las primeras derivadas de respecto de  ^ B C y  son:

    ^ œ $B � 'Cß ^ œ $C � 'BÞB C
# #

2) Al igualar cada derivada a cero se origina el sistema de ecuaciones À

   œ $B � 'C œ !

$C � 'B œ !

#

#

De la la primera ecuación  .À C œ � B
"

#
#

Al reemplazar en    Ð#Ñ À $ � B � 'B œ !à $ B � #% B œ !à
"

#
” •# %

#

      .$ BÐB � )Ñ œ !à B œ !à B œ � #$
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De    y   se obtiene   y  .B œ ! B œ � # C œ ! C œ � #

En consecuencia  los puntos críticos sonß À

   y  .TÐ !ß ! Ñ UÐ � #ß � #Ñ

3) Las segundas derivadas parciales son À

     .^ œ ' à ^ œ 'Cà ^ œ 'BB CC BCB

 4) Las Matrices Hessianas son    .À L œ ' L œ
' '

' 'C" #Š Œ �B à
B‹

5) La evaluación de las Matrices Hessianas en cada punto crítico da como
resultado À

ì TEn el punto  Ð !ß ! Ñ À

   L œ œ
' ' ! '
' ' ' !

T
# Œ � Œ �Ð!Ñ

Ð!Ñ

   L œ ' !T
"

Š ŠÐ!Ñ œ Þ‹ ‹
ì UEn el punto  Ð � #ß � # Ñ À

   L œ œ
' ' � "# '

' ' ' � "#
U
# Œ � Œ �Ð � #Ñ

Ð � #Ñ

   L œ ' � "#U
"

Š ŠÐ � #Ñ œ‹ ‹
6) Decisión:
   Entonces  el punto ¹ ¹L œ � $'  !Þ TT

#
Ð !ß ! Ñ define un

   PUNTO DE SILLA .
   ^=366+

œ ^Ð! ß ! Ñ œ !ß Ð! ß ! ÑÞen el punto  

   76  y  . Entonces  el punto¹ ¹ ¹ ¹L œ ā ! L œ � "#  !U U
# "

    UÐ � #ß � # Ñ define un MÁXIMO RELATIVO.

    ^ Ð � #ß � # ÑÞ7+B œ 0Ð � # ß � # Ñ œ )ß en el punto 

 En conclusión À
   en el punto  (^ œ )ß � #ß � #Ñ7+B

   ^ œ !ß ß Þ=366+ en el punto  (0 0)

PROBLEMA  4.2
Optimizar la función bivariable À
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   ^ÐBß CÑ œ � B � &!B � #C � '!C � #BCÞ# #

SOLUCIÓN
1) Las derivadas parciales de la función  con respecto a  ^ B C À y   son

  ^ œ � #B � # C � &!à ^ œ � #B � % C � '!ÞB C

2) Al igualar a cero cada derivada  y resolver  el  sistema

   œ � #B � #B � &! œ !
� #B � %B � '! œ !

" #

" #

se obtiene:
      (Único punto crítico)ÐB ß C Ñ œ Ð#! ß &Ñ Þ‡ ‡

3) Las segundas derivadas parciales de ^ À

      ^ œ � #à ^ œ � %à ^ œ � #BB CC BC Þ

4) Las Matrices Hessianas son:   L œ � # L œ Þ
� # � #
� # � %" #Š Œ �‹à

5) La evaluación de las matrices Hessianas en el punto crítico da como
resultado las mismas matrices calculadas en el punto 4).
6) Decisión À

   y   ¹ ¹ ¹ ¹L œ % ā ! L œ � #  !Þ
# "

  Puesto que     y   entonces  el punto  ¹ ¹ ¹ ¹L ā ! L  !ß
# "

Ð#! ß &Ñ

  define MÁXIMO RELATIVO. Por otra parteß
  ^ œ ^Ð#! ß &Ñ œ � Ð#!Ñ � &!Ð#!Ñ � #Ð&Ñ � '!Ð&Ñ � #Ð#!ÑÐ&Ñ7+B

# #

Por tantoß
  en el punto  .^ œ '&!ß Ð#! ß &Ñ7+B

PROBLEMA  4.3
Optimizar la función bivariable
  ^ÐBß CÑ œ $B � $C � #B � BC � #B C � C Þ$ # # $

SOLUCIÓN
1) Las derivadas parciales de la función  con respecto a  ^ B C À y   son

  ^ œ $ � 'B � C � %BCà ^ œ � $ � #BC � #B � $C ÞB C
# # # #

2) Al igualar a cero cada derivada se origina el siguiente sistema deß
ecuaciones À

   œ $ � 'B � C � %BC œ ! Ð"Ñ

� $ � #B � $C � #BC œ ! Ð#Ñ

# #

# #
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Para resolver este sistema no lineal se procede así  al sumar miembro aß À
miembro y  se obtieneÐ"Ñ Ð#Ñß À

   C � BC � #B œ !ß# #

   ÐC � #BÑÐC � BÑ œ !Þ

Si  al reemplazar en se llega aC œ Bß Ð"Ñ À

   $ � $B œ !à B œ „ "Þ#

Luego los puntos  y  son críticos.ß T Ð" ß "Ñ U Ð � "ß � "Ñ

Si , al reemplazar en(1)  se obtiene la ecuaciónC œ � #B ß À

   " � 'B œ !à B œ „ 'Î'Þ# È
De manera que los puntos y también sonV 'Î'ß � 'Î$ W � 'Î'ß 'Î$ˆ ‰ ˆ ‰È È È È
críticos.

3) Las segundas derivadas parciales de ^ À

     ^ œ � "#B � %Cà ^ œ � #B � 'Cà ^ œ � #C � %BBB CC BC Þ

4) Las Matrices Hessianas son: L œ
" Š � "#B � %C à‹

     L œ Þ
# Œ �� "#B � %C � #C � %B

� #C � %B � #B � 'C

5) La evaluación de las Matrices Hessianas en cada punto crítico da como
resultado À

    L œ à L œ à
�

� �
T U
# #Œ � Œ �� ) # ) #

# % # %

   L œ à L œ à
� �

V W
# #

Î Ñ Î Ñ
Ï Ò Ï Ò

� �"! ' % ' "! ' % '
$ $ $ $

% ' ( ' % ' ( '
$ $ $ $

È È È È
È È È È

  L œ L œV W
" "

Š Š� à Þ"! ' "! '
$ $

È È‹ ‹  

6) Decisión:
  Entonces el punto define unì L œ � $'  !Þ ß T Ð"ß "Ñ¹ ¹T

#

  PUNTO DE SILLA. J œ JÐ"ß "Ñ œ !Þ=366+

  Entonces el punto define unì L œ � $'  !Þ ß T Ð"ß "Ñ¹ ¹U
#

  PUNTO DE SILLA. J œ JÐ � "ß � "Ñ œ !Þ=366+

  y ì L œ $' ā ! L œ  !Þ¹ ¹ ¹ ¹V V
# "

� "! '
$

È
  Entonces el punto define unß V 'Î'ß � 'Î$ˆ ‰È È
  MÁXIMO RELATIVO. J œ JÐ Ñ œ 'Þ7+B

È È'Î'ß � 'Î$ È

 :   al sumar miembro a
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  y ì L œ $' ā ! L œ ā !Þ¹ ¹ ¹ ¹W W
# "

"! '
$

È
  Entonces el punto define unß W � 'Î'ß 'Î$ˆ ‰È È
  MÍNIMO RELATIVO. J œ JÐ � Ñ œ � 'Þ738

È È'Î'ß 'Î$ È
Conclusión À

    en J œ ! Ð"ß "Ñß=366+

    en J œ ! Ð � "ß � "Ñß=366+

  en J œ ' Ð Ñß7+B
È È È'Î'ß � 'Î$

    en .J œ � ' Ð � Ñ738
È È È'Î'ß 'Î$

PROBLEMA  4.4

Optimizar la función À

      ^ œ ÐB � CÑÐ" � BCÑÞ

SOLUCIÓN
Al realizar el producto se obtiene que  ^ œ B � B C � C � BC# #.

1) Las primeras derivadas de respecto de  ^ B C y  son:

   ^ œ " � #BC � C ß ^ œ � B � " � #BCÞB C
# #

2) Al igualar cada derivada a cero se origina el sistema de ecuaciones À

   œ " � #BC � C œ !

� " � #BC � B œ !

#

#

Sumando miembro a miembro las ecuaciones anteriores se tiene À

   C œ B à C œ „ BÞ# #

Al reemplazar    en la primera ecuación se llega aC œ B ß À

   " � #BÐBÑ � B œ !ß#

   " � B œ !à B œ „ "Þ#

De esta manera  los puntos  y son críticos.ß T Ð" ß "Ñ UÐ � " ß � "Ñ

Ahora bien al sustituir en la primera ecuación del sistemaß C œ � B
anteriormente planteado se obtieneß À

   " � #BÐ � BÑ � Ð � BÑ œ !ß#

   " � B œ !Þ#

Esta última ecuación no tiene solución en los reales.

3) Las segundas derivadas parciales son:

     .^ œ � #C à ^ œ #Bà ^ œ #CBB CC BC

Al sumar miembro a
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 4) Las Matrices Hessianas son   .L œ � #C L œ
� #C #C
#C #B" #Š Œ �‹à

5) La evaluación de las Matrices Hessianas en cada punto crítico da como
resultado: 

ì TEn el punto  Ð "ß " Ñ:

   L œ œ
� #Ð"Ñ #Ð"Ñ � # #
#Ð"Ñ #Ð"Ñ # #

T
# Œ � Œ �

   L œ � # � #T
"

Š ŠÐ"Ñ œ‹ ‹.

ì UEn el punto  Ð � "ß � " Ñ:

   L œ œ
� # #Ð � "Ñ # � #
#Ð � "Ñ # � # � #

U
# Œ � Œ �Ð � "Ñ

Ð � "Ñ

   L œ � # #U
"

Š ŠÐ � "Ñ œ‹ ‹.

6) Decisión:
   Entonces  el punto ¹ ¹L œ � )  !Þ ß TT

#
Ð !ß ! Ñ define un

   PUNTO DE SILLA .
   ^=366+

œ ^Ð" ß " Ñ œ ! Ð" ß " ÑÞen el punto  

   Entonces  el punto  ¹ ¹L œ � )  !Þ ß UU
#

Ð � "ß � "Ñ define un

   PUNTO DE SILLA.
   ^=366+

œ ^Ð � " ß � " Ñ œ ! Ð � " ß � " Ñen el punto  
En conclusión:

La función no tiene ni máximo ni mínimo. Tiene dos puntos de silla con un valor
de en los puntos  y ^ œ !ß Ð" ß "Ñ Ð � "ß � "ÑÞ

PROBLEMA  4.5

Optimizar la función

  .^ œ =/8 B � =/8 C � =/8 ÐB � CÑà ! Ÿ B Ÿ Î#ß ! Ÿ C Ÿ Î#1 1

SOLUCIÓN

1) Las primeras derivadas de respecto de  ^ B C y  son:

    ^ œ -9= B � -9= ÐB � CÑßB

   ^ œ -9= C � -9= ÐB � CÑÞC

2) Se igualan a cero las derivadas antes calculadas y se resuelve el sistema

,, ,
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    para  B C À y   

   )œ -9= B � -9= ÐB � C œ !
-9= C � -9= ÐB � CÑ œ !

De aquí se obtiene :
   -9= B œ -9= C Ê B œ CÞ

Al reemplazar en la primera ecuación del sistema À

  -9= B � -9= -9= ÐB � BÑ œ !à -9= B � -9= # B œ !à

   #-9= B � -9= B � " œ !Þ#

La solución de la ecuación cuadrática es À

      o -9= B œ "Î# -9= B œ � "Þ

Finalmente pues es inadmisible dadas las limitacionesß B œ Î$ß B œ ß1 1
impuestas a la función desde un principio.

Entonces  (   ) es el único punto crítico.ß B ß C œ Ð Î$ ß Î$ Ñ‡ ‡ 1 1

3) Las segundas derivadas parciales de  ^ À

   ^BB œ � =/8 B � =/8 ÐB � CÑà   
   ^ œ � =/8 C � =/8 ÐB � CÑßCC

   ^ œ � =/8 ÐB � CÑBC

4) Las Matrices Hessianas son À

   L œ
" Š � =/8B � =/8 ÐB � CÑ à‹

  L œ
# Œ �� =/8B � =/8 ÐB � CÑ � =/8 ÐB � CÑ

� =/8 ÐB � CÑ � =/8 C � =/8 ÐB � CÑ

5) La evaluación de las Matrices Hessianas en el punto crítico da como
resultado À

     L œ � $‡
"

Š Š È� =/8 � =/8 Ð � Ñ œ à
$ $ $

1 1 1 ‹ ‹
   L œ Þ

� $ � $

� $ � $
‡
# � �È È

È È Î#

Î#

6 Decisión:Ñ

  ¹ ¹ ¹ ¹ ÈL œ *Î% ā ! L œ � $  !Þ ß‡ ‡
# "

y   Entonces el punto

  crítico   define un MÁXIMO RELATIVO.Ð Î$ ß Î$1 1 )

   ^ œ 0 $7+B Ð Î$ ß Î$ œ $ Î# Ð Î$ ß Î$ ÑÞ1 1 1 1) en el punto  È
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Por simple inspección se puede concluir además que en el punto (ß ^ œ ! ! ß !ÑÞ

En conclusiónß
   en el punto^ œ $7+B $ Î# ß Ð Î$ ß Î$ ÑàÈ 1 1

   en el punto   ^ œ738 ! Ð ! ß ! Ñ Þ

PROBLEMA  4.6

Optimizar la función
    ^ œ / ÐB � #B � #C ÑÞB�C # #

SOLUCIÓN

1) Las primeras derivadas de respecto de  ^ B C y  son:

   ^ œ / ÐB � #B � #C Ñß ^ œ / Ð � B � %C � #C ÑÞB C
B�C # # B�C # #

2) Al igualar cada derivada a cero se origina el sistema de ecuaciones À

   ā / ÐB � #B � #C Ñ œ !

/ Ð � B � %C � #C Ñ œ !

B�C # #

B�C # #

El anterior sistema es equivalente al sistema À

                                                      (œ B � #B � #C œ ! "Ñ

� B � %C � #C œ ! Ð#Ñ

# #

# #

La suma  miembro a miembro de las ecuaciones (1)  y  (2)  conduce aß À

   #B � %C œ !à B œ #CÞ

Al reemplazar este último valor en la ecuación (1) se obtieneß À

   Ð#CÑ � #Ð#CÑ � #C œ !ß# #

   C � #C œ !à C œ ! à C œ � #Þ#

Esto significa que  y  son puntos críticos.TÐ! ß !Ñ UÐ � %ß � #Ñ

3) Las segundas derivadas parciales son:

   ^ œ àBB / ÐB � %B � #C � #ÑB�C # #

   ^ àCC œ / ÐB � )C � #C � %ÑB�C # #

   ^ œ /BC
B�C # #Ð � B � #B � %C � #C ÑÞ

 4) Las Matrices Hessianas calculadas en cada punto crítico son:
 En el punto  ì T Ð !ß ! Ñ À

    L œ # L œ à
# !

! � %
T T
" #

Š Œ �‹à

(2)
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Por simple inspección se puede concluir además que en el punto (ß ^ œ ! ! ß !ÑÞ

En conclusiónß
   en el punto^ œ $7+B $ Î# ß Ð Î$ ß Î$ ÑàÈ 1 1

   en el punto   ^ œ738 ! Ð ! ß ! Ñ Þ

PROBLEMA  4.6

Optimizar la función
    ^ œ / ÐB � #B � #C ÑÞB�C # #

SOLUCIÓN

1) Las primeras derivadas de respecto de  ^ B C y  son:

   ^ œ / ÐB � #B � #C Ñß ^ œ / Ð � B � %C � #C ÑÞB C
B�C # # B�C # #

2) Al igualar cada derivada a cero se origina el sistema de ecuaciones À

   ā / ÐB � #B � #C Ñ œ !

/ Ð � B � %C � #C Ñ œ !

B�C # #

B�C # #

El anterior sistema es equivalente al sistema À

                                                      (œ B � #B � #C œ ! "Ñ

� B � %C � #C œ ! Ð#Ñ

# #

# #

La suma  miembro a miembro de las ecuaciones (1)  y  (2)  conduce aß À

   #B � %C œ !à B œ #CÞ

Al reemplazar este último valor en la ecuación (1) se obtieneß À

   Ð#CÑ � #Ð#CÑ � #C œ !ß# #

   C � #C œ !à C œ ! à C œ � #Þ#

Esto significa que  y  son puntos críticos.TÐ! ß !Ñ UÐ � %ß � #Ñ

3) Las segundas derivadas parciales son:

   ^ œ àBB / ÐB � %B � #C � #ÑB�C # #

   ^ àCC œ / ÐB � )C � #C � %ÑB�C # #

   ^ œ /BC
B�C # #Ð � B � #B � %C � #C ÑÞ

 4) Las Matrices Hessianas calculadas en cada punto crítico son:
 En el punto  ì T Ð !ß ! Ñ À

    L œ # L œ à
# !

! � %
T T
" #

Š Œ �‹à

.

5.6
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ì UEn el punto  Ð � %ß � # Ñ À

   L œ # L œ Þ
' )

) � "#
U U
" #

Š Œ �/ à
/ /

/ /
�#

�# �#

�# �#‹
5) Decisión:
   8 Entonces  el punto ¹ ¹L œ �  !Þ ß TT

#
Ð !ß ! Ñ define un

   PUNTO DE SILLA .
   ^=366+

œ ^Ð! ß ! Ñ œ !ß Ð! ß ! ÑÞen el punto  

    y  . Entonces  el punto¹ ¹ ¹ ¹L œ )/ ā ! L œ #/ ā ! ßU �% U �#
# "

    UÐ � %ß � # Ñ define un MÁXIMO RELATIVO.

    ^ Ð � %ß � # ÑÞ7+B
�#œ ^Ð � % ß � # Ñ œ )/ en el punto 

 En conclusión:
   en el punto  (^ œ )/ ß � %ß � #Ñà7+B

�#

   ^ œ !ß ß Þ=366+ en el punto  (0 0)

PROBLEMA  4.7

Optimizar la función

    ^ œ Þ
" � B � C

" � B � CÈ # #

SOLUCIÓN

1) Las primeras derivadas de respecto de  ^ B C À y  son

   ^ œ ß ^ œ Þ
" � C � B � BC � " � B � C � BC

Ð" � B � C Ñ Ð" � B � C Ñ
B C

# #

# # $Î# # # $Î#

2) Al igualar cada derivada a cero se origina el sistema de ecuaciones:

   

ÚÝÝÛÝÝÜ

" � C � B � BC

Ð" � B � C Ñ
œ !

� " � B � C � BC

Ð" � B � C Ñ
œ !

#

# # $Î#

#

# # $Î#

Este sistema es equivalente a À

                                             (œ " � C � B � BC œ ! "Ñ

� " � B � C � BC œ ! Ð#Ñ

#

#

Al sumar miembro a miembro las ecuaciones (1)  y  (2) se llega aß À

   C � B � B � C œ !ß# #

   ÐC � B Ñ � ÐB � CÑ œ !ß# #

(1)
(2)
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   ÐC � BÑÐC � BÑ � ÐB � CÑ œ !ß

   ÐC � BÑÐC � B � "Ñ œ !à

   C œ � Bà C œ B � "Þ

Si  entonces al reemplazar en la ecuación (1)  se obtiene  C œ � Bß ß B œ "Þ

En consecuencia el punto ( es crítico.ß "ß � "Ñ

Si  al sustituir en la relación (1) se llega a ecuación queC œ B � "ß ß B � " œ !ß#

no tiene solución en los reales.
Así pues el único punto crítico es  ( .ß ß "ß � "Ñ

3) Las segundas derivadas parciales son:

   ^ œ àBB �
" � #B � C � C � #B C � C � $B � $BC

Ð" � B � C Ñ

# # # $ #

# # &Î#

   ^ àCC œ �
" � B � #C � B � B � #BC � $C � $B C

Ð" � B � C Ñ

# # $ # #

# # &Î#

   ^ œBC
� C � #B C � C � B � B � #BC � $CB

Ð" � B � C Ñ
Þ

# $ $ #

# # &Î#

4) Las segundas derivadas parciales calculadas en el punto crítico ß ( dan"ß � "Ñß
como resultado À

 ^ Ð ^ Ð ^ ÐBB CC BC"ß � "Ñ œ � à "ß � "Ñ œ � à "ß � "Ñ œ � Þ
' ' $

$ $ $&Î# &Î# &Î#
    

5) Las Matrices Hessianas calculadas en el punto crítico son À

   L œ L œ Þ
�

‡ ‡
" #

Š � �� à
� �

�
'

$

' $
$ $
$ '

$ $

&Î#

&Î# &Î#

&Î# &Î#

‹
5) Decisión:

  y Entonces  el punto ¹ ¹ ¹ ¹L œ ā ! L œ Þ ß T‡ ‡
# "

#( '

$ $
�  ! Ð"ß � " Ñ

& &Î#

  define un MÁXIMO RELATIVO.

   ^ Ð"ß � " ÑÞ7+B œ ^Ð" ß � "Ñ œ œ $
$

$È È en el punto 

En conclusión  .ß ^ Ð"ß � " Ñ7+B œ en el punto 

PROBLEMA  4.8
Hallar los números positivos   tales que   y  seaBß Cß D B � C � D œ ") BCD
máximo. 

SOLUCIÓN
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   ÐC � BÑÐC � BÑ � ÐB � CÑ œ !ß

   ÐC � BÑÐC � B � "Ñ œ !à

   C œ � Bà C œ B � "Þ

Si  entonces al reemplazar en la ecuación (1)  se obtiene  C œ � Bß ß B œ "Þ

En consecuencia el punto ( es crítico.ß "ß � "Ñ

Si  al sustituir en la relación (1) se llega a ecuación queC œ B � "ß ß B � " œ !ß#

no tiene solución en los reales.
Así pues el único punto crítico es  ( .ß ß "ß � "Ñ

3) Las segundas derivadas parciales son:

   ^ œ àBB �
" � #B � C � C � #B C � C � $B � $BC

Ð" � B � C Ñ

# # # $ #

# # &Î#

   ^ àCC œ �
" � B � #C � B � B � #BC � $C � $B C

Ð" � B � C Ñ

# # $ # #

# # &Î#

   ^ œBC
� C � #B C � C � B � B � #BC � $CB

Ð" � B � C Ñ
Þ

# $ $ #

# # &Î#

4) Las segundas derivadas parciales calculadas en el punto crítico ß ( dan"ß � "Ñß
como resultado À

 ^ Ð ^ Ð ^ ÐBB CC BC"ß � "Ñ œ � à "ß � "Ñ œ � à "ß � "Ñ œ � Þ
' ' $

$ $ $&Î# &Î# &Î#
    

5) Las Matrices Hessianas calculadas en el punto crítico son À

   L œ L œ Þ
�

‡ ‡
" #

Š � �� à
� �

�
'

$

' $
$ $
$ '

$ $

&Î#

&Î# &Î#

&Î# &Î#

‹
5) Decisión:

  y Entonces  el punto ¹ ¹ ¹ ¹L œ ā ! L œ Þ ß T‡ ‡
# "

#( '

$ $
�  ! Ð"ß � " Ñ

& &Î#

  define un MÁXIMO RELATIVO.

   ^ Ð"ß � " ÑÞ7+B œ ^Ð" ß � "Ñ œ œ $
$

$È È en el punto 

En conclusión  .ß ^ Ð"ß � " Ñ7+B œ en el punto 

PROBLEMA  4.8
Hallar los números positivos   tales que   y  seaBß Cß D B � C � D œ ") BCD
máximo. 

SOLUCIÓN
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Sea Como  entonces  Al reemplazar^ œ BCDÞ B � C � D œ ")ß D œ ") � B � CÞ
en la expresión  para se tiene^ß À

   ^ œ BCÐ") � B � CÑß

   .^ œ ")BC � B C � BC# #

Por consiguiente la función a optimizar es À

        ( )^ œ ")BC � B C � BC "# #

1 Las primeras derivadas parciales de sonÑ ^ß À

   ^ œ ")C � #BC � C à ^ œ ")B � #BC � B ÞB C
# #

2) Al i el sistema de ecuaciones:gualar cada derivada a cero se origina 

   œ ")C � #BC � C œ ! Ð#Ñ

")B � #BC � B œ ! Ð$Ñ

#

#

Al efectuar  miembro a miembro (2) (3) se obtiene� ß À

   ")ÐC � BÑ � ÐC � B Ñ œ !ß# #

   ÐC � BÑÐ") � C � BÑ œ !ß

    C œ Bà C œ B � ")Þ

Si  AL sustituir en (2) se llega aC œ Bß À

   ")B � #B � B œ !à ")B � $B œ !# # #

   $BÐ' � BÑ œ !à

   (inadmisible) pues los números deben ser positivosB œ !ß ß

   entonces  Por tanto  es un punto crítico.B œ 'à C œ 'Þ Ð'ß 'Ñ

Si  al reemplazar en (2) se tiene queC œ ") � Bß ß À

   ")ÐB � ")Ñ � #BÐB � ")Ñ � ÐB � ")Ñ œ !ß#

   ÐB � ")ÑÐB � "#Ñ œ !Þ

Para Inadmisible ya que los números deben serB œ ")ß C œ ") � ") œ !Þ ß
positivos.
Para valor ya obtenido.B œ "#ß C œ 'ß

En conclusión el punto ( ) es el único punto crítico que podría maximizar laß ' ß '
función  ^Þ

3) Las segundas derivadas parciales de son^ À

     ^ œ � #Cà ^ œ � #Bà ^ œ ")B � #B � #CÞBB BB BC

4) Los valores de las segundas derivadas en el punto crítico ( ) dan como' ß ' ß
resultado
  (   (  (^ ' ß 'Ñ œ � "#à ^ ' ß 'Ñ œ � "#à ^ ' ß 'Ñ œ � 'ÞBB BB BC

(2)
(3)

SOLUCIÓN
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5) Las Matrices Hessianas se definen como À

   L Ð' ß 'Ñ œ � "# à
� "# � '
� ' "#

‡
" Š Œ �‹ L œ Þ

�
‡
#

6) Decisión À

  Como y entonces el punto¹ ¹ ¹ ¹L œ ā ! L œ ß‡ ‡
# "

"!) � "#  !

   TÐ'ß ' Ñ ^Þ define un MÁXIMO RELATIVO para 

Ahora bien como   entonces ß B � C � D œ ")ß D œ 'Þ

Finalmente  los números positivos buscados son y el productoß B œ C œ D œ 'ß
máximo es 'Ð'ÑÐ'Ñ œ #"'Þ

PROBLEMA  4.9
Se desea construir una caja rectangular sin tapa de  volumen 108 unidadesß
cúbicas. ¿Cuáles deben ser las dimensiones de la caja para que su área totalß
sea mínima? 

SOLUCIÓN

 Sean   las dimensiones de la caja. Según los datos del problemaBß Cß D

            ( )BCD œ "!) "

Ahora bien  el área total de la caja esß À

          E œ BC � #BD � #CD
Ð#Ñ

De la relación (1) se tiene que   Al reemplazar en la ecuación (2)ß D œ Þ À
"!)

BC

    E œ BC � #B � #C ß
"!) "!)

BC BC
’ “ ’ “

    E œ BC � � Þ
#"' #"'

C B

x

y

z

Fig. 5.1.

(2)
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Por consiguiente la función a minimizar es  .ß E œ BC � �
#"' #"'

C B

1) Las primeras derivadas parciales de sonE À

    E œ C � à E œ B � Þ
#"' #"'

B C
B C# #

2) El sistema de ecuaciones formado por las primeras derivadas igualadas aß
cero es À

     

ÚÝÝÛÝÝÜ
C � œ ! Ð$Ñ

#"'

B

B � œ ! Ð%Ñ
#"'

C

#

#

De (3)   y  de (4):   entoncesÀ B C œ #"' ß BC œ #"'à ß# #

     B C œ BC à BCÐB � CÑ œ !à# #

  inadmisiblesB œ !ß C œ ! ß à B œ CÞ

Al sustituir el valor de  en (3) se obtieneB À

     y  B � œ !à B œ #"'à B œ ' C œ 'Þ
#"'

B#
$

En consecuencia el punto es el único punto crítico que podría minimizar aß Ð' ß 'Ñ
la función EÞ

3) Las segundas derivadas parciales de  sonE À

    E œ à E œ à E œ "Þ
%$# %$#

B C
BB CC BC$ $

4) Los valores de las segundas derivadas en el punto crítico son À

  ( (E ' ß 'Ñ œ œ #à E ' ß 'Ñ œ œ #à E œ "Þ
%$# %$#

#"' #"'
BB CC BC

5) Las Matrices Hessianas se definen como À

  L Ð' ß 'Ñ œ # à
# "
"

‡
" Š Œ �‹ L œ Þ

#
‡
#

6) Decisión À

  Como y entonces el punto¹ ¹ ¹ ¹L œ ā ! L œ ß‡ ‡
# "

$ # ā !

   TÐ'ß 'Ñ EÞ define un MÍNIMO RELATIVO para 
Por otra parte de la relación (2) se tiene queß À

   D œ œ $Þ
"!)

'Ð'Ñ

De esta manera las dimensiones de la caja que hacen un área mínima sonß
B œ 'ß C œ 'ß D œ $Þ

(3)

(4)

definen
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PROBLEMA  4.10  

3.1 Optimizar la función de tres variables:
  JÐBß Cß DÑ œ � &B � "! B � BD � # C � % C � # CD � % D Þ# # #

SOLUCIÓN

1) Las primeras derivadas de  respecto de   J Bß Cß D  son À

    JB œ � "! B � "! � Dß

    JC œ � % C � % � # Dß

    JD œ B � # C � )DÞ

2) Se resuelve para ß Bß C ß D el sistema de ecuaciones lineales 3 x 3 no
homogéneo À

    
Ú
ÛÜ

� "! B � "! � D œ � "!
! B � % C � % � # D œ � %
B � # C � )D œ !

de donde se obtiene el único punto crítico    Ð B ß C ß D Ñ‡ ‡ ‡ œ ß ß Þ
#% #) "!

#$ #$ #$
Š ‹

3) Se calculan las segundas derivadas parciales de  asíJ À

  J J JBB BC BDœ � "!à œ !à œ "à    

      J J JCB CC CDœ !à œ � %à œ #à

      JD J JB DC DDœ "à œ #à œ � )Þ

4) Se determinan las Matrices Hessianas:

    L œ � "! ß L œ ß
!

! � %" #Š ‹ Œ �� "!

  
  

L œ Þ
� "! ! "
! � % #
" # � )

$

Î Ñ
Ï Ò

5) La evaluación de las Matrices Hessianas en cada punto crítico conduce a À

     yL œ � "! ß L œ
!

! � %
‡ ‡
" #

Š ‹ Œ �� "!

   L œ Þ
� "! ! "
! � % #
" # � )

‡
$

Î Ñ
Ï Ò
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6) Decisión  À

Como  ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸L L L‡ ‡ ‡
" # $

œ � "!  ß œ %! ā œ � #(' 0 0 y 0 entonces el punto

crítico Ð B ß C ß D Ñ Þ define un  MÁXIMO   RELATIVO‡ ‡ ‡ œ ß ß
#% #) "!

#$ #$ #$
Š ‹  

Ademásß

   en el punto  .J œ J ß ß œ ß ß
#% #) "! %!)) #% #) "!

#$ #$ #$ &#* #$ #$ #$7+B Š ‹ Š ‹
PROBLEMA  4.11  
Optimizar la función de tres variables:
  JÐBß Cß DÑ œ � #B � 'BD � # C � C � ' D � &Þ$ # #

SOLUCIÓN

"Ñ J Bß Cß DLas primeras derivadas parciales de con respecto a son À

     J J JB C Dœ � 'B � 'Dà œ # � # Cà œ 'B � "#D#

#Ñ ßSe soluciona el sistema no lineal de ecuaciones  para  B ß B ß B
" # $

  originado de
    la  igualación a cero de las derivadas parciales anteriores À

    Ú
ÛÜ

� 'B � 'D œ ! Ð"Ñ

# � #C œ ! Ð#Ñ
'B � "#D œ ! Ð$Ñ

#

De la ecuación  2 y  de       Ð Ñ À C œ "à Ð$Ñ À B œ #D Ð%Ñ

Al reemplazar  enÐ%Ñ Ð"Ñ À

        � 'Ð# DÑ � ' D œ !à � #% D � ' D œ ! Ð&Ñ# #

   o    'DÐ � %D � "Ñ œ !à D œ ! D œ Þ
"

%

Con   en   se obtiene  D œ !ß Ð%Ñ B œ !Þ Þ

Luego   .ß el punto  ( es un punto críticoT !ß "ß !Ñ

Con    en   se obtiene: D œ ß Ð%Ñ B œ
" "

% #

Por tanto  .ß el punto también es críticoUÐ ß "ß Ñ
" "

# %

3) Cálculo de las segundas derivadas :
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6) Decisión  À

Como  ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸L L L‡ ‡ ‡
" # $

œ � "!  ß œ %! ā œ � #(' 0 0 y 0 entonces el punto

crítico Ð B ß C ß D Ñ Þ define un  MÁXIMO   RELATIVO‡ ‡ ‡ œ ß ß
#% #) "!

#$ #$ #$
Š ‹  

Además:
   en el punto  .J œ J ß ß œ ß ß

#% #) "! %!)) #% #) "!

#$ #$ #$ &#* #$ #$ #$7+B Š ‹ Š ‹
PROBLEMA  4.11  
Optimizar la función de tres variables:
  JÐBß Cß DÑ œ � #B � 'BD � # C � C � ' D � &$ # #

SOLUCION

"Ñ J Bß Cß DLas primeras derivadas parciales de respecto de son:

     J J JB C Dœ � 'B � 'Dà œ # � # Cà œ 'B � "#D#

#Ñ ßSe soluciona el sistema no lineal de ecuaciones  para  B ß B ß B
" # $

  originado de
    la  igualación a cero de las derivadas parciales anteriores:

  Ú
ÛÜ

� 'B � 'D œ ! Ð"Ñ

# � #C œ ! Ð#Ñ
'B � "#D œ ! Ð$Ñ

#

De la ecuación  2 y  de      Ð Ñ À C œ "à Ð$Ñ À B œ #D Ð%Ñ

Reemplazando  enÐ%Ñ Ð"Ñ À

       � 'Ð# DÑ � ' D œ !à � #% D � ' D œ ! Ð&Ñ# #

   o    'DÐ � %D � "Ñ œ !à D œ ! D œ
"

%

Con   en   se obtiene  D œ ! Ð%Ñ B œ !Þ Þ

Luego   .ß el punto  ( es un punto críticoT !ß "ß !Ñ

Con    en   se obtiene: D œ Ð%Ñ B œ
" "

% #

Por tanto  .ß el punto también es críticoUÐ ß "ß Ñ
" "

# %

3) Cálculo de las segundas derivadas :

(1)
(2)
(3)

(4)

(5)
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6) Decisión  À

Como  ¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸L L L‡ ‡ ‡
" # $

œ � "!  ß œ %! ā œ � #(' 0 0 y 0 entonces el punto

crítico Ð B ß C ß D Ñ Þ define un  MÁXIMO   RELATIVO‡ ‡ ‡ œ ß ß
#% #) "!

#$ #$ #$
Š ‹  

Ademásß

   en el punto  .J œ J ß ß œ ß ß
#% #) "! %!)) #% #) "!

#$ #$ #$ &#* #$ #$ #$7+B Š ‹ Š ‹
PROBLEMA  4.11  
Optimizar la función de tres variables:
  JÐBß Cß DÑ œ � #B � 'BD � # C � C � ' D � &Þ$ # #

SOLUCIÓN

"Ñ J Bß Cß DLas primeras derivadas parciales de con respecto a son À

     J J JB C Dœ � 'B � 'Dà œ # � # Cà œ 'B � "#D#

#Ñ ßSe soluciona el sistema no lineal de ecuaciones  para  B ß B ß B
" # $

  originado de
    la  igualación a cero de las derivadas parciales anteriores À

    Ú
ÛÜ

� 'B � 'D œ ! Ð"Ñ

# � #C œ ! Ð#Ñ
'B � "#D œ ! Ð$Ñ

#

De la ecuación  2 y  de       Ð Ñ À C œ "à Ð$Ñ À B œ #D Ð%Ñ

Al reemplazar  enÐ%Ñ Ð"Ñ À

        � 'Ð# DÑ � ' D œ !à � #% D � ' D œ ! Ð&Ñ# #

   o    'DÐ � %D � "Ñ œ !à D œ ! D œ Þ
"

%

Con   en   se obtiene  D œ !ß Ð%Ñ B œ !Þ Þ

Luego   .ß el punto  ( es un punto críticoT !ß "ß !Ñ

Con    en   se obtiene: D œ ß Ð%Ñ B œ
" "

% #

Por tanto  .ß el punto también es críticoUÐ ß "ß Ñ
" "

# %

3) Cálculo de las segundas derivadas :

,
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  J J JBB BC BDœ � "# Bà œ !à œ !à   

      J J JCB CC CDœ !à œ � #à œ !à

      JDB J Jœ 'à œ !à œ � "#ÞDC DD

4) Determinación de las Matrices Hessianas:

    L œ � ß L œ ß
!

! � #" #Š ‹ Œ �"# B
� "# B

  L œ Þ
� ! !

! � # !
' ! � "#

$

Î Ñ
Ï Ò

"# B

5) Evaluación  de las Matrices Hessianas en cada punto crítico:

ì En el punto  T !ß "ß !Ñ(   se tiene que:

   L œ ! ß L œ ß
!

! � #
T T
" #

Š ‹ Œ �!

  L œ
! ! !
! � # !
' ! � "#

T
#

Î Ñ
Ï Ò

ì En el punto  UÐ ß "ß Ñ
" "

# %
  se tiene :

   L œ � ' ß L œ ß
!

! � #
U U
" #

Š ‹ Œ �� '

  L œ Þ
� ' ! '
! � # !
' ! � "#

U
$

Î Ñ
Ï Ò

6) Decisión:  

ì LPuesto que  no se puede concluir nada acerca de la¸ ¸T
#

œ !

  naturaleza del punto crítico  ( .T !ß "ß !Ñ

ì L  !ß L ā ! L  !ßComo  y  entonces¸ ¸ ¸ ¸ ¸ ¸U U U
$ # "

œ � (# œ "# œ � '

 se concluye que el punto  Ð ß "ß Ñ
" "

# %
  maximiza  la función  J .

 Y por supuesto  .ß ß J œ J UÐ ß "ß Ñ
" "

# %7+B
Ð ß "ß Ñ œ ß
" " %"

# % )
en el punto  

PROBLEMA  4.12

,
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Optimizar la función bivariable ^ œ 0ÐBß CÑ œ #& � B � C ß# # sujeta a la restricción
#B � C œ %Þ

SOLUCIÓN

1) La función de Lagrange se define como À

   PÐBß Cß Ñ œ #& � B � C � #B � C � % ÓÞ- -# # ÷
2) Las primeras derivadas parciales de  P À

      y    P œ � #B � # ß P œ � # C � P œ #B � C � %ÞB C- - -

3) Resolver  para    y   el sistemaß Bß C ß À-

    
Ú
ÛÜ

� #B � # œ !
� # C � œ !
# B � C � % œ !

-
-

Para resolver  este tipo de sistemas conviene en principio eliminar  . De estaß ß -
manera se obtiene el único punto crítico À

    Ð B ß C ß Ñ œ ß ß Þ
) % )

& & &
  ‡ ‡ -‡ Š ‹

4) Calcular     y  EntoncesP ß P ß P ß P ß 1 1 àBB BC C B C C B C.

       P œ � # ß P œ !ß P œ !ßBB BC C B

        P œ � #ß 1 œ #ß 1 œ "ÞC C B C

5) Determinación de la Matriz Hessiana Acotada À

   L œ Þ
! # "
# � # !
" ! � #

F

Î Ñ
Ï Ò

6) Evaluación de la Matriz  Hessiana Acotada en el punto crítico À

    L œ L Ð B ß C ß Ñ œ Þ
! # "
# � # !
" ! � #

F
‡ ‡ ‡

F -‡
Î Ñ
Ï Ò

7) Decisión:

 Como 0 entonces  define un MÁXIMO¸ ¸ Š ‹L œ "! ā ß ß ß
) % )

& & &
‡
F

      RELATIVO.

  Además  en el punto .ß ^ œ ^ ß œ ß
) % "!* ) %

& & & & &
7+B Š ‹ Š ‹

PROBLEMA  4.13

PROBLEMA 4.12

	                                                                           Optimización de Funciones Multivariables              115

.

5.12



86          Aplicaciones de Cálculo de Varias Variables                                                                             
     

Optimizar la función  ^ œ 0ÐBß CÑ œ B � C# # sujeta a la restricción
B � )BC � (C œ ##&Þ# #

SOLUCIÓN

1) La función de Lagrange se define como À

   PÐBß Cß Ñ œ B � C � B � )BC � (C � ##& ÓÞ- -# # # #÷
2) Las primeras derivadas parciales de  sonP À

     yP œ #B � # B � ) ßB - -

    P œ # C � ) B � "% C ßy - -

     P œ B � )BC � (C � ##&Þ-
# #

3) Resolver para    el sistemaß Bß C ß ß À-

    
yÚ

ÛÜ
# B � # B � ) œ !
# C � ) B � "% C œ !

B � )BC � (C � ##& œ !

- -
- -

# #

Este sistema no es lineal por lo que requiere otro tipo de tratamiento. Despuésß
de algunas simplificaciones se obtiene un sistema de ecuaciones equivalente alß
anterior el cual se  escribe comoß

    
(

(
Ú
ÛÜ

" � Ñ B � % C œ ! Ð"Ñ
% B � " � ( Ñ C œ ! Ð#Ñ ÐEÑ

B � )BC � (C � ##& œ ! Ð$Ñ

- -
- -

"

# #

Para resolver este último sistema se procede asíß À

Con las ecuaciones (1)  y (2)  se forma el sistema de ecuaciones siguiente:

       (
(œ " � Ñ B � % C œ !

% B � " � ( Ñ C œ !
ÐFÑ

- -
- -

Este último sistema tiene solución siempre que el determinante formado por los
coeficientes de las incognitas   y  sea igual a cero  o seaB C à ß

    .(
(º º" � Ñ %

% " � ( Ñ
œ !

- -
- -

De donde
    $ � ) � " œ !Þ- -#

Al resolver la cuadrática se obtiene que  o  ß œ " œ � Þ
"

*
- -" #

ì Si al sustituir en el sistema ( ) se tiene el sistema 2 x 2 siguiente-" œ " Ê F À

    œ # B � %C œ !
% B � )C œ !

PROBLEMA 5.13

que se escribe como:

incógnitas
,
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Este último sistema no tiene solución.

ì Si -# œ � ß F ß À B œ � #CÞ
"

*
al reemplaz en el sistema ( ) se tiene que

Finalmente  al reemplazar esta última relación en el sistema ( ) se obtienenß E ß

dos puntos críticos: y  T & ß # & ß � "Î* U � & ß � # & ß � "Î* ÞŠ ‹ Š ‹È È È È
4) Calcular     y  EntoncesP ß P ß P ß P ß 1 1 ÀBB BC C B C C B C.

    P œ # � # ß P œ ) ß P œ ) ßBB BC C B- - -

    P œ # � "% ß 1 œ # ß 1 œ )C C B C- B � )C B � "% CÞ

5) Determinación de la Matriz Hessiana Acotada :

   L œ Þ
! # )

# # � # ) ß
) ) ß # � "%

F

Î Ñ
Ï Ò

B � )C B � "% C
B � )C
B � "% C

- -
- -

6) Evaluación de la Matriz  Hessiana Acotada en el punto crítico:

 En el punto ì T & ß # & ß � "Î*Š ‹È È  :

       L œ Þ

! ") $'

") "'Î* � )Î*

$' � )Î* � %Î*

T
F

Î ÑÐ ÓÏ Ò
È ÈÈÈ

& &

&

&

 En el punto ì U � & ß � # & ß � "Î*Š ‹È È  :

     L œ Þ

! � ") � $'

� ") � "'Î* )Î*

� $' )Î* %Î*

U
F

Î ÑÐ ÓÏ Ò
È ÈÈÈ

& &

&

&

7) Decisión:

 Como 0 entonces  defineì L œ � ")!!!  ß¸ ¸T
F T & ß # & ß � "Î*Š ‹È È

  un  MÍNIMO  RELATIVO.

       Además  en el punto .ß ^ œ ^738 Š ‹ Š ‹È È È È& ß # & œ #& & ß # &

 Como  0 entonces ì L œ ")!!! ā ß¸ ¸U
F U � & ß � # & ß � "Î*Š ‹È È

  define un  MÁXIMO  RELATIVO.

  Además  ß ^ œ ^7+B Š ‹È È� & ß � # & œ #&

 en el punto .Š ‹È È� & ß � # &

reemplazar

,
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PROBLEMA  4.14

Optimizar la función de tres variables  ^ œ 0ÐBß Cß DÑ œ & BC D ßsujeta  a la
restricción   B � # C � $ D œ #%Þ

SOLUCIÓN

1) La función de Lagrange correspondiente es À

     PÐBß Cß Dß Ñ œ & BC D � B � # C � $ D � #% ÓÞ- -÷
2) Las primeras derivadas parciales de  P À

     P œ & CD � ß P œ &BD � # ß P œ &BC � $ ßB C D- - -

  P œ B � # C � $ D � #%Þ-

3) Resolver para     y    el sistemaBß C ß D À-

    

                               ÚÝÝÛÝÝÜ
& CD � œ ! Ð"Ñ
& BD � # œ ! Ð#Ñ
& BC � $ œ ! Ð$Ñ
B � # C � $ D � #% œ ! Ð%Ñ

-
-
-

Al dividir la ecuación  (1)  entre la ecuación  (2)  se obtieneß À

   de donde          (C " "

B # #
œ ß C œ BÞ &Ñ

De manera análoga al dividir  1  entre  (3) se obtieneÐ Ñ ß À

         D œ BÞ Ð'Ñ
"

$

Al sustituir (5)  y  (6)  en  (4) À

   B � # B � $ B � #% œ !ß
" "

# $
’ “ ’ “

Al simplificar  se tiene y  al sustituir en  (5)  y  (6)   ß B œ )ß À C œ % à D œ à
)

$

y  . De esta manera el único punto crítico es- œ � À
"'!

$

   ÐB ß C ß D ß Ñ œ )ß % ß ß �‡ ‡ ‡  -‡ Š ) "'!

$ $
Þ‹

4) Calcular     y  EntoncesP ß P ß P ß P ß P ß P ß 1 ß 1 1 ÀBB CC DD BC BD CD B C D Þ

      P œ ! ß P œ ß P œ ßBB BC CB& D & D

      P œ !ß P œ ß P œ ßCC BD DB& C & C

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

(6)
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  P œ P œ P œ !ßCD DC DD& Bß & Bß    

       1 œ "ß 1 œ # ß 1 œ $ÞB C D

5) Determinación de las  Matrices Hessianas Acotadas À

    L œ

! " # $
" !
# !
$ !

%

Î ÑÐ ÓÐ ÓÏ Ò
& D & C

& D & B
& C & B

    L œ Þ
! " #
" !
# !

$

Î Ñ
Ï Ò& D

& D

6) Evaluación de las Matrices  Hessianas Acotadas  en el punto crítico À

   L œ L )ß % ß ß � œ à

! " # $
" !
# !
$ !

%
‡

%Š Ð Ó
Î ÑÐ Ó
Ï Ò

) "'!

$ $

%!Î$ #!
%!Î$ %!
#! %!

‹

   L œ L )ß % ß ß � œ Þ
! " #
" !
# !

$
‡

$Š Î Ñ
Ï Ò

) "'!

$ $
%!Î$

%!Î$
‹

7) Decisión:

 Como 0  y   entonces el punto¸ ¸ ¸ ¸L œ � %)!!  L œ ā !ß
"'!

$% $
‡ ‡

   define un MÁXIMO RELATIVO.Š )ß % ß ß �
) "'!

$ $
‹

  Además   en el punto  .ß ^ œ ^ )ß % ß œ )ß % ß
"#)!

$
7+B Š Š) )

$ $
‹ ‹

PROBLEMA  4.15
Resolver el Problema 4.7 utilizando la técnica de los multiplicadores de
Lagrange.

SOLUCIÓN
Según los datos del problema se trata de minimizar la funciónß À

   ^ œ 0ÐBß Cß DÑ œ BC � #BD � # CDß

sujeta a la restricción   BCD œ "!)Þ

1) La función de Lagrange correspondiente es À

PÐBß Cß Dß Ñ œ BC � #BD � # CD � BCD � "!) ÓÞ- -÷

,
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2) Las primeras derivadas parciales de  P À

    P œ C � # D � CDß P œ B � # D � BDßB C- -

    y   P œ #B � # C � BC P œ BCD � "!)ÞD - -

3) Resolver  para  y    el sistemaß Bß Cß D -

    

                              ÚÝÝÛÝÝÜ
C � # D � CD œ ! Ð"Ñ
B � # D � BD œ ! Ð#Ñ
# B � # C � BC œ ! Ð$Ñ
BCD � "!) œ ! Ð%Ñ

-
-
-

Al efectuar (1) 2) se obtiene� Ð À

   C � B � CD � BD œ !à- -

   ( )(     C � B " � DÑ œ !Þ-

De  donde  se obtiene         À C œ B Ð&Ñ

         - œ � "ÎD Ð'Ñ

Al sustituir (5)  en  (3) À

  # B � #B � B œ !à BÐ% � BÑ œ !ß- -#

  inadmisible      B œ ! ß à œ � %ÎB Ð(Ñ-

El reemplazo de   7  en  (2) conduce aÐ Ñ À

      B � # D � % D œ ! ß D œ Ð"Î#Ñ B Ð)Ñ

Al sustitur (5)  y  (8)  en  (4) se obtiene À

   BÞ BÞÐ"Î#Ñ B � "!) œ !ß B œ #"'ß B œ 'Þ$

De esta maneraß C œ 'ß D œ $ß œ � Þ
#

$
-

En consecuencia el  único punto crítico esß À

   ÐB ß C ß D ß Ñ œ Ð'ß ' ß $ ß �‡ ‡ ‡ -‡ #

$
ÑÞ

4) Calcular     y  Entonces:P ß P ß P ß P ß P ß P ß 1 ß 1 1BB CC DD BC BD CD B C D Þ

      P œ ! ß P œ B ß P œ B ßBB BC CB" � " �- -
$ $

      P œ !ß P œ B ß P œ B ßCC BD DB# � # �- -
# #

  P œ B P œ B PDD œ !ßCD DC# � ß # � ß- -
" "

   

        1 œ CDß 1 œ BDß 1 œ BCÞB C D

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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5) Determinación de las  Matrices Hessianas Acotadas :

    L œ

! CD BD BC
CD ! D C
BD D ! B
BC C B !

%

Î ÑÐ ÓÐ ÓÏ Ò
" � # �

" � # �
# � # �

- -
- -
- -

    L œ
! CD BD
CD ! D
BD D !

$

Î Ñ
Ï Ò" �

" �
-

-

6) Evaluación  de las Matrices  Hessianas Acotadas  en el punto crítico:

   L œ L Ð 'ß ' ß $ ß � œ à

! ) ) "'
) !
) !
"' !

%
‡

%
#

$
Ñ

� " � #
� " � #
� # � #

Î ÑÐ ÓÐ ÓÏ Ò
   L œ L Ð'ß ' ß ' ß � œ Þ

#

$

! ) )
) !
) !

$
‡

$ Ñ � "
� "

Î Ñ
Ï Ò

7) Decisión:
 Como  0  y  0 entonces el punto¸ ¸ ¸ ¸L œ � ""&#  L œ � "#)  ß% $

‡ ‡

   define un MÍNIMO RELATIVO.Ð 'ß ' ß $ ß �
#

$
Ñ

En consecuencia las dimensiones de la caja que permiten obtener área minimaß
son À B œ C œ 'ß D œ $Þ

Como se puede apreciar la solución obtenida es igual a la obtenida en elß
Problema 4.7.

PROBLEMA  4.16
Encontrar el punto del plano más cercano al origen de#B � $C � %D � "# œ !
coordenadas.
SOLUCIÓN
La distancia del punto al origen de coordenadas la determina laTÐB ß Cß DÑ

relación   Entonces. œ B � C � D Þ ß . œ B � C � D ÞÈ # # # # # # #

Sea  la función objetivo.^ œ B � C � D0ÐBß Cß DÑ œ # # #

La restricción consiste en que el punto  pertenece al planoTÐB ß Cß DÑ
#B � $C � %D � "# œ ! ß. En estas condiciones se ha originado un problema de
optimización forzada que se plantea en los siguientes términosß À

  Minimizar ^ œ B � C � D0ÐBß Cß DÑ œ # # #
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  sujeta a  .#B � $C � %D � "# œ !

1) La función de Lagrange correspondiente es À

PÐBß Cß Dß Ñ œ ÓÞ- -B � C � D � #B � $C � %D � "# œ !# # # ÷
2) Las primeras derivadas parciales de  P À

    P œ #B � # ß P œ #C � $ ßB C- -

    y   P œ #D � % P œ ÞD - - #B � $C � %D � "# œ !

3) Resolver  para  y    el sistemaß Bß Cß D -

    

                              ÚÝÝÛÝÝÜ
#B � # œ ! Ð"Ñ
#C � $ œ ! Ð#Ñ
#D � % œ ! Ð$Ñ

Ð%Ñ

-
-
-

#B � $C � %D � "# œ !

De la ecuación  (1) se obtiene  y de la ecuación (2)  - -œ � Bß œ � CÞ
#

$

Por tantoß
         B œ C Ð&Ñ

#

$

De la ecuación (3) se llega a   y de la ecuación (2)  .- -œ � Dß ß œ � C
" #

# $
Por consiguienteß
         D œ C Ð'Ñ

%

$

Al reemplazar  5  y  6  en (4) se obtieneÐ Ñ Ð Ñ À

    # C � $C � % C œ "#ß
% %

$ $
Š ‹ Š ‹

    C œ Þ
$'

#*

Al sustituir  en (5)  y  (6) se tiene que À

     B œ à D œ à œ � Þ
#% %) #%

#* #* #*
-

Así pues el punto es el único punto crítico.   ß ß ß ß ß �
#% $' %) #%

#* #* #* #*
Š ‹

4) Calcular     y  Entonces:P ß P ß P ß P ß P ß P ß 1 ß 1 1BB CC DD BC BD CD B C D Þ

      P œ # ß P œ ß P œ ßBB BC CB! !

      P œ #ß P œ ß P œ ßCC BD DB! !

  P œ P œ PDD œ #ßCD DC!ß !ß    

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

(6)
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       1 œ #ß 1 œ $ß 1 œ %ÞB C D

5) Determinación de las  Matrices Hessianas Acotadas :

    L œ à

! # $ %
# #
$ #
% #

%

Î ÑÐ ÓÐ ÓÏ Ò
! !

! !
! !

    L œ Þ
! # $
# #
$ #

$

Î Ñ
Ï Ò!!

6) La evaluación  de las Matrices  Hessianas Acotadas  en el punto crítico
produce las mismas matrices del punto 5):

  L œ L œ à

! # $ %
# #
$ #
% #

%
‡

%Š ‹#% $' %) #%

#* #* #* #*
ß ß ß �

! !
! !
! !

Î ÑÐ ÓÐ ÓÏ Ò
  L œ L œ Þ

! # $
# #
$ #

$
‡

$Š ‹#% $' %) #%

#* #* #* #*
ß ß ß � !

!

Î Ñ
Ï Ò

7) Decisión:
 Como  0  y  0 entonces el punto¸ ¸ ¸ ¸L œ � "!#  L œ � #'  ß% $

‡ ‡

  define un MÍNIMO RELATIVO.T ß ß
#% $' %)

#* #* #*
Š ‹

En consecuencia  el punto ß T ß ß
#% $' %)

#* #* #*
Š ‹ perteneciente al plano

#B � $C � %D � "# œ !ß es el más cercano al origen.

Para corroborar esta afirmación basta encontrar la distancia entre el puntoß

T ß ß
#% $' %)

#* #* #*
Š ‹ y el origen de coordenadas:

   H � � ¸ #ß ##)Þ
#% $' %)

#* #* #*
œ ÊŠ ‹ Š ‹ Š ‹# # #

Además la distancia del plano  al origen de coordenadas#B � $C � %D � "# œ !
es À

   H œ œ ¸ #ß ##)Þ
� "#

# � $ � %

"#

#*

¸ ¸È È# # #

NOTA
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Este problema pudo resolverse de otra forma. Si  es elH œ B � C � D# # #

cuadrado de la distancia entre el punto y el origen  y dado que esteTÐBß Cß DÑ ß
punto pertenece al plano #B � $C � %D � "# œ !ß ß Dentonces al despejar de esta
última relación se tiene que  D œ Ð"# � #B � $CÑÞ

"

%

Al sustituir en la expresión del cuadrado de la distancia se obtieneß À

    H œ Ð"# � #B � $CÑ ÞB � C �
"

"'
# # #

Esta función es de dos variables y se pueden aplicar las técnicas de
optimización explicadas en los problemas  4.1 a 4.9.

NOTA
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Problemas 5.1 a 5.9.



5.  DERIVADAS DIRECCIONALESß
     INCREMENTOS Y APROXIMACIONES

5.1 Sea  una función de dos variables independientes   Si el vectorJ B ß CÞ
?t œ   ¡-9= ß =/8 ß) ) ‘ es unitario en entonces la # derivada direccional de en laJ

dirección del vector  ?t  se denota y define como À

     `J JÐB � 2

` ? 2
œ Ð&Þ"Ñ

t
lim
2Ä!

-9= ß C � 2=/8 Ñ � JÐBß CÑ) )

si el límite existe.

5.2  Si   es diferenciable por   y   J Bß C ?t œ   ¡-9= ß =/8) )  es un vector unitario en
‘#ß ßentonces

       `J `J `J

` ? `B `C
œ

t   -9= � =/8 Ð&Þ#Ñ) )

o bienß

   `J

` ?
œ

t
¢`J `J

`B `C
ß £   ¡· -9= ß =/8 Ð&Þ$Ñ) )     

   `J

` ?
œ ?

t
t Þ       fJ · Ð&Þ%Ñ

5.3 Si  es una función en tres varibles indepenientes y  J Bß Cß D ?t  es un vector
unitario definido como  ?t œ   ¡-9= ß -9= ß -9= ß! " $ ‘en   entonces la derivada3

direccional de J en la dirección del vector  ?t  se denota y define como

`J JÐB � 2

` ? 2
œ Ð&Þ&Ñ

t
lim
2Ä!

-9= ß C � 2 -9= ß D � 2 -9= Ñ � JÐBß Cß DÑ  ! " $

si el límite existe.

5.4 Si   es diferenciable por   y   J Bß Cß D ?t œ   ¡-9= ß -9= ß -9=! " $  es un vector
unitario en  entonces‘$ß

      `J `J `J `J

` ? `B `C `C
œ

t    -9= � -9= � -9= ß Ð&Þ'Ñ! " $

y

x

u

Fig.6.1.

,

,

,

,

6.

6.1

6.2

6.3

6.4

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)
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o bienß

   `J

` ?
œ

t
¢`J `J `J

`B `C `D
ß ß £   ¡· -9= ß -9= ß -9= Ð&Þ(Ñ! " $   

   `J

` ?
œ ?

t
t Þ      fJ · 

5.5 Si es una función de dos variables independientes entonces elJ Bß C ß
incremento de en el punto  ( se denota y define porJ B ß C Ñß À

! !

    (    ) ? ? ?J B ß C Ñ œ JÐB � Bß C � CÑÞ Ð&Þ)
! ! ! !

5.6 La función de dos variables independientes  es  en elJ Bß C diferenciable
punto (  si y solo siB ß C Ñ

! !

  ( ( (? ? ? % ? % ?J B ß C Ñ œ B ß C Ñ B � B ß C Ñ C � B � C Ð&Þ*Ñ
! ! ! ! ! ! " #

`J `J

`B `C  

donde  % % ? ? % %
" # " #
 y  son funciones de    y   tales que  0  y  0 cuandoB C Ä Ä

( ? ?Bß CÑ Ä Ð! ß ! ÑÞ

5.7 Si  es una función de dos variables   y diferenciable en  J Bß C ÐBß CÑß
entonces la diferencial total de se denota y define comoJ À

    .J œ
`J `J

`B `C
.B � .C Þ Ð&Þ"!Ñ      

5.8 Si es una función de  variables independientes y el puntoJ 8 B ß B ÞÞÞß B ß
" # 8

 entonces el T ÐB ß B ÞÞÞß B Ñ − T
" # 8

‘8ß incremento de en el punto  se denota yJ
define por À

? ? ? ?J œ JÐ � ß � � Ñ �B B B B ß ÞÞÞß B B J ÐB ß B ß ÞÞÞß B ÑÞ Ð&Þ""Ñ
" # 8 " # 8" # #

  

5.9  de  variables independientes  es  enLa función J 8 B ß B ÞÞÞß B
" # 8

diferenciable
punto T ÐB ß B ÞÞÞß B Ñ −

" # 8
‘8ß  si y solo si

 ( ( ( (? ? ? ?J Ñ œ Ñ � Ñ ÑB ß B ÞÞÞß B T B T B � ÞÞÞ � T B
`J `J `J

`B `B `B" # 8

" # 8

" # 8   

   � � Ð&Þ"#Ñ% ? % ? % ?
" # 8

B B � ÞÞÞ � B ß
" # 8

donde 0 0 0 cuando ( % % % ? ? ?
" # 8
Ä ß Ä ß ÞÞÞß Ä ß ß Ñ Ä Ð! ß ! ß ÞÞÞß ! ÑÞB B ß ÞÞÞß B

" # 8

5.10 Si es una función de  variables  y diferenciable enJ 8 B ß B ÞÞÞß B
" # 8

T ÐB ß B ÞÞÞß B Ñß
" # 8

 entonces la diferencial total de en  se denota y define comoJ T

   .J œ
`J `J `J

`B `B `B
.B � .B � ÞÞÞ � .B Þ Ð&Þ"$Ñ

" # 8

" # 8     

PROBLEMA  5.1

incremento

diferenciable

diferencial total

incremento

diferenciable

diferencial total
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,

.

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

(6.7)

(6.8)
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(6.11)

(6.12)
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Dada la función  y JÐBß CÑ œ B � $C ?# # t un vector unitario que forma un ángulo
de / con la parte positiva del eje   hallar la derivada direccional de   según1 ' Bß J
la dirección  por medio de la definición.?tß

SOLUCIÓN

El vector unitario es   ?t œ ' '  ¡   ¡È
-9= ß =/8 œ ß Þ ß

$ "

# #
1 1/ / Por tanto

   `J

` ? 2
œ

JÐB �

t
lim
2Ä!

È$
# #

"ß C � Ñ � JÐBß CÑ

   œ

B � C � B � $C

2
lim
2Ä!

# #”Š Š “È$
# #

# #
"‹ ‹ ’•� $ �

   œ
B � $C � $C2 � 2 � B � $C

2
lim
2Ä!

# # # # #$
%

È$B2 � 2 �$
%

#

   œ œ œ $B � $CÞ
$B2 � $C2 2Ð $B � $CÑ

2 2
lim lim
2Ä! 2Ä!

È È È
De esta manera la derivada de  en la dirección del vectorß J ÐBß CÑ œ B � $C ß# #

unitario   .? $B � $Ct œ ' '  ¡-9= ß =/8 ß1 1/ / es È
PROBLEMA  5.2               

Resolver el Problema 5.1 aplicando la Fórmula 5.4.ß

SOLUCIÓN

Se encontró que    entonces? JÐBß CÑ œ B � $C ß ßt œ ¢È £$ "

# #
ß ß. Además # #

    fJ œ
`J `J

`B `C
¢ ß £   ¡œ #Bß � 'C Þ

Según la relación 5.4 se obtieneß À

    `J

` ?
œ ? œ

t
tfJ · ·  ¡ È £#Bß � 'C ß à

$ "

# #
¢

    `J

` ?
œ $B � $CÞ

t
#BÐ Ñ � Ð � 'CÑÐ Ñ œ

$ "

# #

È È
PROBLEMA  5.3

Hallar la derivada de la función en el puntoJÐBß CÑ œ B � $B C � $BC � "ß$ # #

T Ð$ß "Ñ UÐ'ß &ÑÞen la dirección que va desde este punto al punto 

SOLUCIÓN

PROBLEMA 6.1
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Dada la función  y JÐBß CÑ œ B � $C ?# # t un vector unitario que forma un ángulo
de / con la parte positiva del eje   hallar la derivada direccional de   según1 ' Bß J
la dirección  por medio de la definición.?tß

SOLUCIÓN

El vector unitario es   ?t œ ' '  ¡   ¡È
-9= ß =/8 œ ß Þ ß

$ "

# #
1 1/ / Por tanto

   `J

` ? 2
œ

JÐB �

t
lim
2Ä!

È$
# #

"ß C � Ñ � JÐBß CÑ

   œ

B � C � B � $C

2
lim
2Ä!

# #”Š Š “È$
# #

# #
"‹ ‹ ’•� $ �

   œ
B � $C � $C2 � 2 � B � $C

2
lim
2Ä!

# # # # #$
%

È$B2 � 2 �$
%

#

   œ œ œ $B � $CÞ
$B2 � $C2 2Ð $B � $CÑ

2 2
lim lim
2Ä! 2Ä!

È È È
De esta manera la derivada de  en la dirección del vectorß J ÐBß CÑ œ B � $C ß# #

unitario   .? $B � $Ct œ ' '  ¡-9= ß =/8 ß1 1/ / es È
PROBLEMA  5.2               

Resolver el Problema 5.1 aplicando la Fórmula 5.4.ß

SOLUCIÓN

Se encontró que    entonces? JÐBß CÑ œ B � $C ß ßt œ ¢È £$ "

# #
ß ß. Además # #

    fJ œ
`J `J

`B `C
¢ ß £   ¡œ #Bß � 'C Þ

Según la relación 5.4 se obtieneß À

    `J

` ?
œ ? œ

t
tfJ · ·  ¡ È £#Bß � 'C ß à

$ "

# #
¢

    `J

` ?
œ $B � $CÞ

t
#BÐ Ñ � Ð � 'CÑÐ Ñ œ

$ "

# #

È È
PROBLEMA  5.3

Hallar la derivada de la función en el puntoJÐBß CÑ œ B � $B C � $BC � "ß$ # #

T Ð$ß "Ñ UÐ'ß &ÑÞen la dirección que va desde este punto al punto 

SOLUCIÓN

6.2

6.3

6.4

6.1, 6.4.
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El vector unitario ?t se obtiene así À

  TU œ TU  ¡ ¼ ¼ È È$ß % à œ $ � % œ #& œ & .# #

Luego  ß $ß % œ ß Þ
$ %

& &
?t œ œ

TU "

TU &¼ ¼   ¡ £¢
Ahora bien el gradiente de   en el punto ß J ÐBß CÑ Àes

  fJ œ
`J `J

`B `C
¢ ß £   ¡œ $B � 'BC � $C ß � $B � 'BC Þ# # #

El gradiente de   en el punto J TÐ$ß "Ñ Àes

  fJ $ß "Ñ œ(   ¡$Ð"Ñ � 'Ð$ÑÐ"Ñ � $Ð"Ñ ß � $Ð$Ñ � 'Ð$ÑÐ"Ñ# # #

  fJ $ß "Ñ œ(   ¡"#ß � * Þ

Por consiguiente la derivada de en la dirección que va desde  ß J ß T Ð$ß "Ñ a
UÐ'ß &Ñß T Ð$ß "Ñß À en el punto  es

  `J

` ?
œ ? œ

t
tfJÐ$ß "Ñ · ·  ¡ £"#ß � * ß ß

$ %

& &
¢

  `J $' $'

` ? & &
œ � œ !Þ

t

PROBLEMA  5.4

Hallar la derivada de la función en el punto en laJÐBß CÑ œ +<->1ÐBCÑ T Ð"ß "Ñß
dirección de la bisectriz del primer ángulo coordenado.

SOLUCIÓN

   

El vector unitario es ? œt   ¡ È È £-9= Î%ß =/8 Î% œ ß
# #

# #
1 1 ¢ .

El gradiente de  esJ À

  .fJ œ
`J `J

`B `C
¢ ¢ß £ £œ ß

C B

" � B C " � B C# # # #

El gradiente de  calculado en el punto  J TÐ"ß " ß À)  es el vector

  fJ "ß " œ( ) ¢ ¢" " " "

" � " " � " # #
ß œ ß Þ£ £

Fig. 6.2.

Y

X

U
→

1

1

SOLUCIÓN

u

͜

<
<

Y

U
→

X

128	      Aplicaciones de Cálculo de Varias Variables

6.4



                                                          99  Derivadas Direccionales, Incrementos  y  Aproximaciones   

Por tanto la derivada de  en la dirección del vector unitarioß J ÐBß CÑ œ +<->1ÐBCÑ

?t œ ß ß
# #

# #
¢È È £ en el punto TÐ"ß "Ñß Àes

  `J

` ?
œ ? œ

t
tfJÐ"ß "Ñ · ·¢ ¢" " # #

# # # #
ß ß ß£ £È È

  `J # # #

` ? % % #
œ � œ Þ

t

È È È
PROBLEMA  5.5

Hallar la derivada de la función en el origen deJÐBß CÑ œ 68 Ð/ � / ÑB C

coordenadas en la dirección del rayo que forma un ángulo  con el eje de lasß !
abcisas.

SOLUCIÓN

    
El vector unitario es ?t œ   ¡-9= ß =/8 Þ! !

El gradiente de la función esJÐBß CÑ À

   fJ œ
`J `J

`B `C
¢ ¢ß £ £œ ß Þ

/ /

/ � / / � /

B C

B C B C

El gradiente de  calculado en el punto  J ß SÐ!ß ! À) es el vector

  fJ "ß " œ( ) ¢ ¢" " " "

" � " " � " # #
ß œ ß Þ£ £

Por tanto la derivada de ß J ÐBß CÑ œ 68 Ð/ � / ÑB C  en la dirección del vector unitario
?t œ   ¡-9= ß =/8 ß À! ! en el punto esSÐ!ß ! ß)

  `J

` ?
œ ? œ

t
tfJÐ ß Ñ

�0 0  · ·¢" " -9= =/8

# # #
ß -9= ß =/8 œ Þ£   ¡! !

! !

PROBLEMA  5.6

Hallar la derivada de la función en el punto JÐBß CÑ œ 68 ÐB � C Ñ T Ð" ß #Ñ
perteneciente a la parábola  en la dirección de ésta.C œ %Bß#

SOLUCIÓN

y

u

x

 

Fig. 6.3.
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La dirección de la parábola   en el punto    la determina laC œ %Bß T Ð" ß #Ñ#

derivada de la función calculada en ese punto. En efectoß

     #CC œ %à C œ à C Ð"ß #Ñ œ œ "Þ
# #

C #
w w w

Por tanto es decir  ß >1 œ "à ß œ Î%Þ! ! 1

Entonces el vector unitario es

   ? œt   ¡ È È £-9= Î%ß =/8 Î% œ ß
# #

# #
1 1 ¢ .

Ahora bienß

   fJ œ
`J `J

`B `C
¢ ¢ß £ £œ ß ß

" "

B � C B � C

   fJÐ"ß #Ñ œ ¢ ¢" " " "

" � # " � # $ $
ß œ ß Þ£ £

En consecuencia  la derivada de ß  en el punto en laJÐBß CÑ œ 68 ÐB � C Ñß T Ð" ß #Ñ

dirección ? œt ¢È È £# #

# #
ß À es

   `J

` ?
œ ? œ

t
tfJÐ"ß #Ñ · ·¢ ¢" " # #

$ $ # #
ß ß ß£ £È È

   `J

` ?
œ

t

È È È# # #

' ' $
� œ Þ

PROBLEMA  5.7

Hallar la derivada de la función de tres variables  JÐBß C ß DÑ œ BC � D � BCDß# $

en el punto ) en la dirección que forma ángulos de y TÐ" ß "ß # ß '! ß %& '! ß9 9 9

respectivamente  con los ejes coordenados.ß

SOLUCIÓN

El vector unitario  según los datos del problema se define comoß À

   ? œt   ¡ È £-9= ß -9= %& œ ß
# "

# #
'! ß -9= '!9 9 9 ¢"

#
ß .

Fig. 6.4.

y

x

u
P(1,2)

 

SOLUCIÓN
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, en la

, es:

Entonces, el vector unitario es:

6.7
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Por otra parteß
   fJ œ   ¡C � CDß #BC � BDß $D � BC ß# #

   fJ œÐ" ß "ß #)   ¡" � "Ð#Ñß #Ð"ÑÐ"Ñ � "Ð#Ñß $Ð"Ñ � "Ð"Ñ ß# #

   fJ œÐ" ß "ß #)   ¡� "ß !ß � "" Þ

Por consiguiente la derivada de la función ß   en elJÐBß C ß DÑ œ BC � D � BCDß# $

punto )  en la dirección del vector unitario TÐ" ß "ß # ß ? œt ¢"

#
ß
È £# "

# #
ß ß Àes

  `J

` ?
œ ? œ

t
tfJ ß

"

#
Ð"ß "ß #Ñ · ·  ¡ È £� "ß !ß � "" ß ß

# "

# #
¢

  `J

` ?
œ �

t

" "" "!

# # #
� œ œ &Þ

PROBLEMA  5.8

Hallar la derivada de la función de tres variables  en el puntoJÐBß C ß DÑ œ B C D# # #

T Ð" ß � "ß $ ß T Ð! ß " ß "ÑÞ)  en la dirección que va desde este punto al punto 

SOLUCIÓN

El vector   se define comoTU À

   TU œ   ¡� "ß #ß � # Þ ß Entonces

   ¼ ¼ È ÈTU œ Ð � "Ñ � # � Ð � #Ñ œ * œ $Þ# # #

Luego el vector unitario en la dirección del vector ß TUß À es

   ?t œ œ
"

$

TU

TU¼ ¼   ¡ £� "ß #ß � # œ ß � Þ
# #

$ $
¢� ß

"

$

Por otra parteß

   fJ œ   ¡#BC D ß #B CD ß #B C D ß# # # # # #

  fJ œÐ" ß � "ß $Ñ   ¡#Ð"ÑÐ � "Ñ Ð$Ñ ß #Ð"Ñ Ð � "ÑÐ$Ñ ß #Ð"Ñ Ð � "Ñ Ð$Ñ ß# # # # # #

  fJ œÐ" ß � "ß $Ñ   ¡")ß � ")ß ' Þ

Por tanto la derivada de ß J ÐBß C ß DÑ œ B C D T Ð" ß � "ß $ ß# # # en el punto ) en la
dirección que va desde este punto al punto  esTÐ! ß " ß "Ñ

  `J

` ?
œ ? œ

t
tfJ � ß

"

$
Ð"ß � "ß $Ñ · ·  ¡ £")ß � ")ß ' ß �

# #

$ $
¢

  `J

` ?
œ �

t
' � "# � % œ � ##Þ

PROBLEMA  5.9
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La temperatura en cualquier punto  del espacio tridimensional laÐBß Cß DÑ ß

determina la función  donde la distancia se mideXÐBß Cß DÑ œ ß
'!

B � C � D � $# # #

en pulgadas.

a) Encontrar la rapidez de cambio de la temperatura en el punto enTÐ$ß � #ß #Ñß

la dirección del vector  Et œ   ¡� #ß $ß � ' Þ

b) Encontrar la dirección y la magnitud de la máxima rapidez de cambio de  enX
TÐ$ß � #ß #Ñ.

SOLUCIÓN

La longitud del vector Et  es À

  ¼ ¼ È È ÈEt œ Ð � #Ñ � $ � Ð � 'Ñ œ % � * � $' œ %* œ (Þ# # #

El vector unitario  ? Etß ßt  en la dirección del vector  es À

  ?
E

E
t

t

t
œ œ

"

(¼ ¼   ¡ £� #ß $ß � ' œ ß � Þ¢� ß
# $ '

( ( (

Ahora bien el gradiente de  esß X À

  fXÐBß Cß DÑ œ
� "#!

ÐB � C � D � $Ñ
Bß Cß D Þ

# # # #
  ¡

El gradiente de calculado en el punto X ß T Ð$ß � #ß #Ñß  es el vector

  fXÐ Ñ œ$ß � #ß # $ß � #ß # $ß � #ß #
� "#!

Ð#!Ñ "!
œ � Þ

$
#
  ¡   ¡

Por lo tantoß

a) La rapidez de cambio de  en el punto X TÐ$ß � #ß #Ñß  en la dirección del
vector  ?tß es À

  `X

` ?
œ $ß � #ß # ? œ $ß � #ß #

t
tfXÐ Ñ � ß

# $ '

( ( (
· · � ß � ß

$

"!
  ¡ £¢

  `X $ (# $'

` ? "! "! &
œ � Ð' � ' � "#Ñ œ œ Þ

t

b) La mayor rapidez de cambio la determinade  en el punto X ß T Ð$ß � #ß #Ñß¼ ¼fXÐ Ñ$ß � #ß # à Àesto es

  ¼ ¼ É ÈfXÐ Ñ$ß � #ß # œ $ � Ð � #Ñ � # œ "(Þ
$ $

"! "!
# # #

La dirección de mayor rapidez de cambio de  en el punto es X ÀT Ð$ß � #ß #Ñß

PROBLEMA 5.9
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  A
$ß � #ß #

$ß � #ß #

$ß � #ß #
t œ œ œ

fXÐ Ñ

fXÐ Ñ¼ ¼   ¡È�

"(

$
"!

$
"!

  At œ ¢� ß
$ # #È È È £
"( "( "(

ß � Þ

PROBLEMA  5.10

Demostrar que derivada de la función en cualquierJÐBß C ß DÑ œ � �
B C D

+ , -

# # #

# # #

punto ) en la dirección que va desde este punto al origen deTÐB ß C ß D ß
coordenadas esß À

    `J #J

` ? <
œ � ß < œ B C � D Þ

t
donde  È # # #�

SOLUCIÓN

El vector originado en y con punto final en está definido porTÐBß Cß DÑ SÐ!ß !ß !Ñ

    TS œ � Bß � Cß � D œ � Bß Cß D Þ  ¡   ¡
La longitud del vector   esTS À

  ¼ ¼ È ÈTU œ Ð � BÑ � Ð � CÑ � Ð � DÑ œ B � C � D Þ# # # # # #

Por tanto  el vector unitario en esa dirección esß À

   ?t œ œ � Þ
TU

TU¼ ¼
  ¡È Bß Cß D

B � C � D# # #

Por otra parte el gradiente de  ß J T ÐB ß C ß D À en cualquier punto ) es

   fJÐBß Cß DÑ œ ß
#B

+
¢

# # #

#C #D

, -
ß £.

En consecuencia la derivada de  ß J ÐBß C ß DÑ œ � �
B C D

+ , -

# # #

# # #
en cualquier punto

TÐB ß C ß D ß)  en la dirección que va desde este punto al origen de coordenadas es

  `J

` ?
œ ? œ

t
tfJÐBß Cß DÑ ß

#B

+
· ·¢

# # #

#C #D

, -
ß ß

Bß Cß D

B � C � D
£   ¡È�

# # #

z

y

x

O

u
 

Fig. 6.5.
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  `J

` ?
œ

t

� " #C #D

B � C � D , -
�È ‹

# # #

# #Š#B

+
� Þ

#

# # #

  `J

` ?
œ �

t

#È ‹
B � C � D

C D #J

, - <
� œ � Þ

# # #

# #ŠB

+
�

#

# # #

PROBLEMA  5.11
El potencial eléctrico es voltios en cualquier punto  del plano Si elZ ÐBß CÑ BCÞ
potencial se define por  y la distancia se mide en piesZ œ / -9= #C ß�#B

a) Calcular la rapidez de cambio del potencial en el punto en laTÐ !ß Î%Ñß1
dirección del vector unitario  ? Î' Î't œ   ¡-9= ß =/8 Þ1 1

b) Encontrar la dirección y la magnitud de la máxima rapidez de cambio del
potencial en el punto .TÐ !ß Î%Ñ1

SOLUCIÓN

a) El gradiente de  en cualquier punto  esZ ÐBß CÑ À

   fZ ÐBß CÑ œ   ¡� # ß � Þ/ -9=#C / =/8 #C�#B �#B

El gradiente calculado en el punto TÐ !ß Î%Ñ À1  es
   fZ Ð Ñ œ!ß Î% / -9= Î# / =/8 Î#1 1 1  ¡   ¡� # ß � œ ! ß � # Þ! !

Por tanto  la rapidez de cambio de en  la dirección del vector unitario ß Z ?t  es À

   `Z

` ?
œ !ß Î% ? œ Î' Î'

t
tfZ Ð Ñ1 1 1· ·  ¡   ¡! ß � # -9= ß =/8 ß

   `Z

` ?
œ

t
  ¡   ¡È! ß � # $Î#ß "Î# œ � "Þ·

b) La magnitud de la mayor rapidez de cambio en el punto  TÐ !ß Î%Ñ À1   es
   ¼ ¼ ¼ ¼  ¡ ÈfZ Ð Ñ!ß Î%1 œ ! ß � # œ ! � Ð � #Ñ œ #Þ# #

Y la dirección de la mayor rapidez de cambio de  en el punto Z   esTÐ !ß Î%Ñ À1

   fZ Ð Ñ

fZ Ð Ñ

!ß Î%

!ß Î%

1

1¼ ¼   ¡   ¡œ
"

#
! ß � # œ ! ß � " Þ

PROBLEMA  5.12

Si  hallarJÐBß CÑ œ BC � $C ß À#

a)? ? ?J J .J B œ $ß C œ #ß G œ � !ß !" J œ !ß !#   c)  y  si  y 

b)    d).J JÐ%ß "# ß 'ß *"Ñ

SOLUCIÓN

a) ? ? ?J œ JÐB � Bß C � CÑ � JÐB ß CÑ
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œ ÐB � BÑÐC � CÑ � $ÐC � CÑ �÷ ‘ ÷ ‘? ? ? # BC � $C#

œ BC � C B � B C � B C � $C � 'C C � $Ð CÑ � BC � $C? ? ? ? ? ?# # #

œ C B � ÐB � 'CÑ C � B C � $Ð CÑ Þ? ? ? ? ? #

b) .J œ
`J `J

`B `C
.B � .C œ C .B � ÐB � 'CÑ.CÞ

c) ?J œ JÐ$ � !ß !" ß # � !ß #Ñ � JÐ$ß #Ñ

œ JÐ#ß ** ß $ß !#Ñ � JÐ$ß #Ñ

œ Ð#ß **ÑÐ#ß !#Ñ � $Ð#ß !#Ñ � Ð$ÑÐ#Ñ � $Ð#Ñ# #

œ 'ß !$*) � "#ß #%"# � ' � "#

œ � !ß #!"%Þ

Como  y  entonces al reemplazar en la expresión obtenida en.B ¸ B .C ¸ Cß? ?
b)  se tieneß À

.J œ #Ð � !ß !"Ñ � Ð$ � "#ÑÐ!ß !#Ñ

œ � !ß !# � !ß ") œ � !ß #Þ

Nótese que   y  son aproximadamente iguales debido a que  y? ?J .J ß .B ¸ B
.C ¸ C? .

d) JÐ%ß "# ß 'ß *"Ñ œ JÐ% � !ß "# ß ( � !ß !*ÑÞ

Por tanto  Como 0  y  0ß B œ %ß B œ !ß "#ß C œ (ß C œ � !ß !*Þ B Ä C Ä? ? ? ?
(son pequeños) entoncesß ß

J ÐB � Bß C � CÑ œ JÐBß CÑ � J à? ? ?

o bienß
J ÐB � Bß C � CÑ œ JÐBß CÑ � .J Þ? ?

Puesto que  entonces.C œ C .B � ÐB � 'CÑ .Cß ß

.J œ (Ð!ß "#Ñ � Ð% � %#ÑÐ � !ß !*Ñ

œ %ß #'Þ

Por otra parteß

J Ð%ß (Ñ œ %Ð(Ñ � $Ð(Ñ#

  œ #) � "%( œ � ""*Þ

De esta maneraß

J Ð%ß "# ß 'ß *"Ñ œ JÐ%ß (Ñ � .JÐ%ß (Ñ

   œ � ""* � %ß "# œ � ""%ß (%Þ

entonces, al reemplazar en la expresión obtenida en
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El cálculo directo da como resultado À

J Ð%ß "# ß 'ß *"Ñ œ Ð%ß "#ÑÐ'ß *"Ñ � $Ð'ß *"Ñ#

   œ #)ß %'# � "%$ß #%%$ œ � ""%ß ((&"Þ

Conviene observar que los resultados obtenidos por medio de diferenciales son
bastante "buenos" comparados con el cálculo exacto.ß

PROBLEMA  5.13
Calcular aproximadamente  .68 Ð "ß !$ � !ß *) � "ÑÈ È$ %

SOLUCIÓN

La función bivariable  permite efectuar el cálculoJÐBß CÑ œ 68Ð B � C � "ÑÈ È$ %

aproximado de esta maneraß À

  .J œ
`J `J

`B `C
.B � .C

  œ �
B .B

B � B � " B � B � "

C .C"
$

�#Î$

"Î$ "Î% "Î$ "Î%

"
%

�$Î%

  œ � Þ
.B .C

$B ÐB � B � "Ñ %C ÐB � B � "Ñ#Î$ "Î$ "Î% $Î% "Î$ "Î%

Para   se obtieneB œ "ß C œ "ß B ¸ .B œ !ß !$ß C ¸ .C œ � !ß !#ß À? ?

  .J œ �
!ß !$ � !ß !#

$Ð"Ñ " � " � " %Ð"Ñ " � " � "#Î$ "Î$ "Î% $Î% "Î$ "Î%’ “ ’ “
  .J œ � œ !ß !" � !ß !!& œ !ß !!&Þ

" "

"!! #!!

Por otra parteß

  JÐ"ß "Ñ œ 68Ð" � " � "Ñ œ 68 " œ !Þ"Î$ "Î%

En consecuencia  el valor aproximado de    esß 68 Ð "ß !$ � !ß *) � "Ñ ÀÈ È$ %

  J Ð" � !ß !$ ß " � !ß !#Ñ œ JÐ"ß "Ñ � .J

     œ ! � !ß !!& œ !ß !!&Þ

PROBLEMA  5.14

a) Por medio de diferenciales calcular el valor de  ß "& � ** Þ’ “È È #

b) Calcular además  el error cometido entre los valores  obtenidos porß ß
calculadora y diferenciales.

SOLUCIÓN

los obtenidos por medio de calculadora.
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a) Considérese la función  JÐBß CÑ œ B � C’ “È È #

   .J œ
`J `J

`B `C
.B � .C

   .J œ .B � .CÞ
È ÈÈ ÈÈ ÈB � C B � C

B C

Al reemplazar los valores de  en laB œ "'ß C œ "!!ß .B œ � "ß .C œ � "ß
expresión del diferencial de se obtieneJ ß À

   .J œ Ð � "Ñ � Ð � "Ñ
% � "! % � "!

% "!

   .J œ � � œ � œ � %ß *Þ
( ( %*

# & "!
Por otra parteß

   JÐ"'ß "!!Ñ œ ’ “È È"' � "!! œ Ð% � "!Ñ œ "% œ "*'Þ
#

# #

En consecuencia el cálculo aproximado esß À

   ’ “È È"& � ** œ
#

J Ð"'ß "!!Ñ � .J

     œ "*' � %ß * œ "*"ß "Þ

b) El valor estimado por calculadora es

   ’ “È È"& � ** œ "*"ß !("$*&&Þ
#

Entonces  el error cometido entre los cálculos obtenidos por calculadora y porß
diferenciales es À

  I œ ‡"!! œ œ !ß !"%* Þ
"*"ß " �

"*"ß "
% % %    "*"ß !("$*&&

PROBLEMA  5.15

Al medir un bloque de madera han resultado para sus dimensiones los valoresß
de   y  cms  con un error probable de ."&ß ") #% ß !ß !"

a) Hallar aproximadamente el error cometido al calcular el volumen total del
bloque.
b) Calcular el error relativo del volumen como consecuencia de los errores
cometidos en las medidas individuales.

SOLUCIÓN

SOLUCIÓN

:
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Sean  las dimensiones del bloque de madera en cms. Entonces suBß C ß D ß
volumes es À
         Z œ BCD -7 Ð"Ñ$

El volumen aproximado del error se calcula mediante   y  dado que?Z
?Z ¸ .Z ß ßentonces

    .Z œ
`Z `Z `Z

`B `C `D
.B � .C � .Dß

       .Z œ CD .B � BD .C � BC .D Ð#Ñ

Al tomar  y   y asumiendo que los errores sonB œ "& -7ß C œ ") -7 D œ #% -7
del mismo signo (positivos por ejemplo) es decir   y alß .B œ .C œ .D œ !ß !" -7
reemplazar en (2)  se tieneß À

  .Z œ Ð")ÑÐ#%ÑÐ!ß !"Ñ � Ð"&ÑÐ#%ÑÐ!ß !"Ñ � Ð"&ÑÐ")ÑÐ!ß !"Ñß

  .Z œ %ß $# � $ß ' � #ß ( œ "!ß '# -7 Þ$

Esto significa que el máximo error cometido con esas medidas es de ."!ß '# -7$

b) El error relativo porcentualmente se expresa comoß ß À

  % % % %  I œ ‡"!! œ ‡"!! œ !ß "'$)) Þ
.Z "!ß '#

Z Ð"&ÑÐ")ÑÐ#%Ñ

PROBLEMA  5.16

Hallar aproximadamente la variación que experimenta la longitud de la
hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos catetos miden  y  cuando elß $ % :1ß
cateto más corto se alarga en   y el otro se acorta en    Calcular"Î% :1 "Î% :1Þ
además la variación exacta y el error en la variación por diferenciales y deß
manera exacta.

SOLUCIÓN
Sean  pulgadas la longitud del cateto más corto y  pulgadas la del otroB C
cateto. Por teorema de Pitágoras se tieneß À

z

x

y

Fig. 6.6.

SOLUCIÓN
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    D œ B � C à# #

    .D œ
`D `D

`B `C
.B � .Cß

    .D œ Þ
B.B � C.CÈB � C# #

Al reemplazar    en laB œ $ß C œ %ß .B œ "Î% œ !ß #&ß .C œ � "Î) œ � !ß "#&ß
expresión de se llega a.Dß À

   .D œ œ œ !ß !& Þ
$Ð!ß #&Ñ � %Ð � !ß "#&Ñ !ß #&

$ &È # #� %
pulgadas

Esto significa que la hipotenusa se "alarga" en  pulgadas y  entonces su!ß !& ß ß
longitud es de  D œ & � !ß !& œ &ß !& Þ. pulgadas
Ahora bien  la longitud exacta de la hipotenusa esß À

   D œ Ð$ � "Î%Ñ/ È # #� Ð% � "Î)Ñ ß

   D œ Ð$ � "Î%Ñ/ È # #� Ð% � "Î)Ñ ß

   pulgadasD œ &ß !&!(%)/ .
Finalmente el error cometido entre el cálculo aproximado y el exacto esß À

  % % % %I œ ‡"!! œ ‡"!! œ "ß "$) Þ
D � D &ß !&!(%) � &ß !&

D &ß !&!(%)
/ .

/

PROBLEMA  5.17

Una lata metálica en forma de cilindro circular recto tiene una  altura interior de
15 cm  un radio interior de  5 cm  y  un espesor de  1/10 cm.ß

a) Calcular  por medio de aproximaciones el volumen del metal para fabricaciónß ß
de la lata.
b) Hallar el volumen exacto del metal de fabricaciónÞ
c) Determinar el error cometido entre el cálculo aproximado y el exacto.

SOLUCIÓN
El volumen del cilindro circular recto de radio  y altura   se calcula medianteB C
la expresión À
     cmZ œ B C Þ1 # $

Z
y

x

Fig. 6.7.
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El volumen del material para manufacturar la lata se calcula mediante la
diferencial del volumen  esto esà ß

    .Z œ
`Z `Z

`B `C
.B � .Cß

    .Z œ #1 1BC .B � B .CÞ#

Al reemplazar   en la expresión de laB œ &ß C œ "&ß .B œ !ß !"ß .C œ !ß !#ß
diferencial del volumen se obtieneß À

    .Z œ Ð&ÑÐ"!ÑÐ!ß "Ñ � Ð&ÑÐ!ß #Ñ#1 1

    cm.Z œ "& � & œ #! Þ1 1 1 $

b) Para calcular el valor  exacto del volumen de material de manufactura de la
lata se calcula su volumen externo y  luego  el volumen interno. La diferenciaß ß ß
de los volúmenes es el valor exacto buscado.
Sean  el volumen externo y  el volumen interno. EntoncesZ Z ß/ 3

    cmZ œ Ð&ß "Ñ Ð"&ß #Ñ œ $*&ß $& Þ/
# $1 1

    cmZ œ Ð&Ñ Ð"&Ñ œ $(& Þ3
# $1 1

Por tanto el volumen exacto del material de manufactura esß À

    cmZ œ Z � Z œ $*&ß $& � $(& œ #!ß $&# Þ/ 3
$1 1 1

c) El error cometido entre el cálculo aproximado y el exacto es À

   I œ ‡"!! œ ‡"!! œ "ß (#* Þ
Z � .Z �

Z
% % % %#!ß $&# #!

#!ß $&#

1 1

1

x

Fig. 6.8.
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6.  INTEGRALES MÚLTIPLES
6.1 INTEGRAL  DOBLE
Sea  una función continua en una región finita  Divídase estaD œ 0ÐBß CÑ § Þe ‘#

región   (Figura. 6.1) en  subregiones   cada una de ellas dee e e e8 ß ß ÞÞÞß ß" # 8

área   ? ? ?" # 8Eß Eß ÞÞÞß Eß respectivamente.

En cada subregión tómese un punto  y fórmese la sumae3 3 3 3ß T ÐB ß C Ñ À

  "
5œ"

8

0 ÐB ß C Ñ 0 ÐB ß C Ñ 0 ÐB ß C Ñ 0 ÐB ß C Ñ
5 5 5 " " " # # # 8 8 8

? ? ? ?5 " # 8E œ E� E� ÞÞÞ � E 'Þ"  ( )

Defínase el diámetro  de cada subregión  como la mayor distancia entre- e3 3ß
dos puntos cualesquiera interiores a la subregión   y sea   el máximoe -3 8ß
diámetro de las subregiones.

Si se supone que el número de subregiones crece de manera que -8 Ä !
cuando  entonces se define la integral doble de la función  sobre la8 Ä _ß 0
región   comoe À

   ( ( "
e

0ÐBß CÑ .E œ 0 ÐB ß C Ñlim
8Ä_

5œ"

8

5 5 5
?5E Ð'Þ#Ñ  

y

x

(xi, y)i

R

Ri

Fig. 7.1.

z

x

y

z = f(x,y)

z i

P iR i

Fig. 7.2.

7.1

(7.1)

(7.2)

7.

7.1

.

.
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Si  no se hace negativa en ningún punto de  D œ 0ÐBß CÑ eß la integral doble (6.2)
se puede interpretar como el volumen del sólido limitado por   y por lae
superficie  cuya  ecuación  es  D œ 0ÐBß CÑÞ

Conviene anotar que si el límite que aparece en la expresión (6.2)  existeß
entonces se dice que la función  es integrable en  .0ÐBß CÑ e

Un término cualquiera  0 ÐB ß C Ñ
3 3 3

?3E de (6.1) representa el volumen de una
columna vertical levantada desde la región elegida e3 hasta la superficie
D œ 0ÐBß CÑÞ 0ÐBß CÑ œ "ßPara el caso en que  la integral

     ( (
e

.E

calcula el área de la región .e

6.1.1  Propiedades de la integral doble    

Al igual que la integral de una función de una variable definida sobre un intervalo
de números reales la integral doble sobre una región    del plano tieneß e
propiedades  similares.

Si las funciones   y  son integrables sobre la región  y    es0ÐBß CÑ 1ÐBß CÑ ße !
una constante son válidas las siguientes propiedadesß À

a)( ( ( ( ( (’ “
e e e

0ÐBß CÑ � 1ÐBß CÑ .E œ 0ÐBß CÑ.E � 1ÐBß CÑ.E

b) ( ( ( (
e e

! !0ÐBß CÑ.E œ 0ÐBß CÑ.E

c) Si  entoncese e eœ ÷ ß ß" #

     ( ( ( ( ( (
e e e

0ÐBß CÑ.E œ 0ÐBß CÑ.E � 0ÐBß CÑ.EÞ

" #

6.2  INTEGRAL  DOBLE  ITERADA
6.2.1 Sea una función integrable en una región rectangular  D œ 0ÐBß CÑ e
limitada por    + Ÿ B Ÿ ,ß - Ÿ C Ÿ .Þ

Entonces la integral doble sobre   se puede escribir comoe

Fig. 7.3.1.

y

d

c

a b x

y

d

c

a b x

Fig. 7.3.2.

:
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7.2

                                                                                                       1Integrales  múltiples   13  

     ( ( ( ( ( (
e

0ÐBß CÑ.E œ 0ÐBß CÑ.C .B œ 0ÐBß CÑ.B .C Ð'Þ$Ñ
+ - - +

, . . ,

Las integrales que aparecen en la expresión (6.3) con límites superiores   y e+ ,ß
inferiores  y   se llaman - . integrales dobles iteradas y son válidas siempre y
cuando  sea continua en la región rectangular  D œ 0ÐBß CÑ e.

Por otra parte en la Figura 6.3.1  se  observa un elemento diferencial de áreaß

correspondiente a la integral doble iterada  y  en la Figura( (
+ -

, .

0ÐBß CÑ .C .Bß

6.3.2  se observa un elemento diferencial de área horizontal correspondiente a

la integral doble iterada  ( (
- +

. ,

0ÐBß CÑ .B .CÞ

6.2.2 Sea una función integrable en una región   limitada porD œ 0ÐBß CÑ e
+ Ÿ B Ÿ ,ß BÑ Ÿ C Ÿ ÐBÑß BÑ BÑ ( donde  ( y ( son funciones continuas en9 9 9 9

" # " #

todo punto del intervalo   . Figura 6.4)Ò + ß , Ó Ð Þ

Entoncesß

       ( ( ( (
e

0ÐBß CÑ.E œ 0ÐBß CÑ.C . Ð'Þ%Ñ
+ BÑ

, BÑ

9

9

"

#

(

(

6.2.3. Sea una función integrable en una región   limitada porD œ 0ÐBß CÑ e
- Ÿ B Ÿ .ß CÑ Ÿ B Ÿ ÐCÑß CÑ ÐCÑ (  donde  ( y son funciones continuas< < < <

" # " #

en  todo punto del intervalo   . Figura 6.5)Ò - ß . Ó Ð Þ

y

a b x

Фy =     (x) 
2

Фy =     (x) 
1

Fig. 7.4.

x

c

d

ψx =    (y)
1

x =    (y)ψ
2

y

Fig. 7.5.

integrales dobles iteradas
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7.2.2

7.2.3

7.3.1

7.4

7.5

(7.3)

(7.4)

7.3

.

x.
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La integral doble iterada correspondiente se escribe como

       ( ( ( (
e

0ÐBß CÑ.E œ 0ÐBß CÑ.B .C Ð'Þ&Ñ
- CÑ

. ÐCÑ

<

<

"

#

(

6.3 ÁREA DE SUPERFICIE

Sea  una función bivariable. Si y  son continuas en unaD œ 0ÐBß CÑ D ß
`D `D

`B `C
región   del plano   entonces el área de la superficie   cuya ecuación ese BC ß Wß
D œ 0ÐBß CÑ ß À limitada por  ese

      E œ " � � .E Ð'Þ'Ñ
`D `D

`B `CW ( ( Ë ’ “ ’ “
e

# #

Si   se proyecta sobre el plano  entonces el área de superficie ese
"

BDß À

      E œ " � � .E Ð'Þ(Ñ
`C `C

`B `DW

"

( ( Ê ’ “ ’ “
e

# #

Si   se proyecta sobre el plano  entonces el área de superficie ese
#

DCß À

       E œ " � � .E Ð'Þ)Ñ
`B `B

`C `DW

#

( ( Ë ’ “ ’ “
e

# #

6.4 INTEGRAL  TRIPLE
La integral triple  de una función  sobre una región    de A œ 0ÐBß Cß DÑ e ‘$ no es
más que una generalización de la integral doble y se escribe À

    M œ ( ( ( 0ÐBß Cß DÑ .Z Ð'Þ*Ñ    

     e

Si  entonces la integral   calcula el volumen de la0ÐBß Cß DÑ œ "ß .Z( ( (
región .              e e

6.4.1  Integrales triples iteradas
Son integrales triples iteradas las siguientes  À

( ( ( 0ÐBß Cß DÑ .Z œ 0ÐBß Cß DÑ .D .C .B( ( (
+ " "

# #
, C ÐBÑ D ÐBßCÑ

C ÐBÑ D ÐBßCÑ

   e

    etc.œ 0ÐBß Cß DÑ .D .B .Cß( ( (
- " "

# #
. B ÐCÑ D ÐBßCÑ

B ÐCÑ D ÐBßCÑ

144	      Aplicaciones de Cálculo de Varias Variables

7.3

7.4

7.4.1

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

(7.9)

.

.

.

.

.
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Se toman los límites de integración de forma que cubran la totalidad de la región
e.

6.5  COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS
6.5.1 Un punto  de T ‘ )$ se determina por la triada  dondeÐ<ß ß DÑß À

 distancia del origen al punto proyección de  sobre el plano  < À T BCß

 ángulo que forma  con la parte positiva del eje  ) À < Bß

 distancia del punto al plano D À BCÞ

Las ecuaciones de transformación son À

    B œ <-9= ß C œ <=/8 ß D œ DÞ) )

Para la función  0ÐBß Cß DÑß ß ßla integral triple en coordenadas cilíndricas se
escribe como À

  ( ( ( ( ( (0ÐBß Cß DÑ .Z œ 0Ð ß ß DÑ < .< .<-9= <=/8 ß < ā !ß) ) )

        e e

donde    es la región en coordenadas cilíndricas correspondiente a  ye eß

    se llama jacobiano de la transformación.< œ
`ÐBß CÑ

`Ð<ß )Ñ

6.5.2 Un punto  de T ‘ 3 ) 9$ está determinado por la terna  dondeÐ ß ß Ñß À

 distancia del origen al punto3 3À T ß ā !ß

x

y

P1

z

P(r,  , z)

r

Fig. 7.6.

x

y

P1

P( ,  , )

z

P

Fig. 7.7.
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7.5.2
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 el mismo ángulo definido en coordenadas cilíndricas) À ß

 ángulo que forma  con la parte positiva del eje 9 3À DÞ

Las ecuaciones de transformación son À

       B œ =/8 -9= ß C œ =/8 =/8 ß D œ -9= Þ3 9 ) 3 9 ) 3 9

Para la función  0ÐBß Cß DÑß ßla integral triple en coordenadas esféricas se expresa
como À

  ( ( ( 0Ð ß ß Ñ . .3 9 ) 3 9 ) 3 9 3 9 3 9 )   =/8 -9= =/8 =/8 -9= =/8 . ß#

      e

donde  e e  es la región en coordenadas esféricas correspondiente a yß

  es el jacobiano de la transformación.3 9
3 ) 9

#=/8 œ
Ð ß ß Ñ

`ÐBß Cß DÑ

`

PROBLEMA  6.1
Encontrar el valor aproximado de la integral doble de la función
0ÐBß CÑ œ BC � $C � " Ÿ B Ÿ "ß ! Ÿ C Ÿ %Þ# sobre la región rectangular  

SOLUCIÓN
En  la Figura  6.8 se observa la región limitada por    y  .eß � " Ÿ B Ÿ " ! Ÿ C Ÿ %

Se va a adoptar una partición consistente en dividir la región rectangular en
ocho cuadrados cada uno de ellos de lado uno y  por consiguiente de área 1ß ß ß ß
u  El punto perteneciente a cada cuadrado es el centro geométrico de#

3 3Þ ÐB ß C Ñß ß
cada uno aunque pudo tomarse otro punto cualquiera a condición de queß ß
pertenezca al cuadrado considerado.
Con base en estos datos se procede a conformar la siguiente tablaß Þ

Conviene observar que los términos de la columna  0ÐB ß C Ñ3 3 ?E3 son los
términos de la suma de Riemann constituida por ocho sumandos  su suma  esß à
precisamente el valor aproximado de la integral doble de la función
0ÐBß CÑ œ BC � $C � " Ÿ B Ÿ "ß ! Ÿ C Ÿ %# sobre la región rectangular  .
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 el mismo ángulo definido en coordenadas cilíndricas) À ß

 ángulo que forma  con la parte positiva del eje 9 3À DÞ

Las ecuaciones de transformación son À

       B œ =/8 -9= ß C œ =/8 =/8 ß D œ -9= Þ3 9 ) 3 9 ) 3 9

Para la función  0ÐBß Cß DÑß ßla integral triple en coordenadas esféricas se expresa
como À

  ( ( ( 0Ð ß ß Ñ . .3 9 ) 3 9 ) 3 9 3 9 3 9 )   =/8 -9= =/8 =/8 -9= =/8 . ß#

      e

donde  e e  es la región en coordenadas esféricas correspondiente a yß

  es el jacobiano de la transformación.3 9
3 ) 9

#=/8 œ
Ð ß ß Ñ

`ÐBß Cß DÑ

`

PROBLEMA  6.1
Encontrar el valor aproximado de la integral doble de la función
0ÐBß CÑ œ BC � $C � " Ÿ B Ÿ "ß ! Ÿ C Ÿ %Þ# sobre la región rectangular  

SOLUCIÓN
En  la Figura  6.8 se observa la región limitada por    y  .eß � " Ÿ B Ÿ " ! Ÿ C Ÿ %

Se va a adoptar una partición consistente en dividir la región rectangular en
ocho cuadrados cada uno de ellos de lado uno y  por consiguiente de área 1ß ß ß ß
u  El punto perteneciente a cada cuadrado es el centro geométrico de#

3 3Þ ÐB ß C Ñß ß
cada uno aunque pudo tomarse otro punto cualquiera a condición de queß ß
pertenezca al cuadrado considerado.
Con base en estos datos se procede a conformar la siguiente tablaß Þ

Conviene observar que los términos de la columna  0ÐB ß C Ñ3 3 ?E3 son los
términos de la suma de Riemann constituida por ocho sumandos  su suma  esß à
precisamente el valor aproximado de la integral doble de la función
0ÐBß CÑ œ BC � $C � " Ÿ B Ÿ "ß ! Ÿ C Ÿ %# sobre la región rectangular  .

(-1,4)

y

(1,4)

(-1,0) (1,0) x

7 4
. .

8 3
. .

1 2
. .

6 5
. .

Fig. 7.8.
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-

-
-

e3 3 3 3 3 3 3
" " " "
# # # #

" "
# #
" $ "& "&
# # # #
" &
# #
" ( (( ((
# # # #
" (
# #
" & $&
# #

? ?E E3 3ÐB ß C Ñ 0ÐB ß C Ñ 0ÐB ß C Ñ

" " Ð ß Ñ

# " Ð ß Ñ " "

$ " Ð ß Ñ

% " Ð ß Ñ #! #!

& " Ð ß Ñ

' " Ð ß Ñ $& $&

( " Ð ß Ñ # #
$&

" $
# #) " Ð ß Ñ ' '

"#'

- !
Así  la integral doble  (       ß ( (

e

BC � $C .E# )  tiene un valor aproximado de  126.

PROBLEMA  6.2
Calcular  la integral doble del problema 6.1 como una integral doble iteradaß
sobre la región  .� " Ÿ B Ÿ "ß ! Ÿ C Ÿ %

SOLUCIÓN

Al utilizar elementos de área verticales (Figura 6.9) la integral doble se calculaß
así:

  ) )( ( ( (
e

( (BC � $C .E œ BC � $C .C .B# #

�" !

" %

    œ BC � C œ Ð)B � '%Ñ .B
"

#
( (’ “
�" �"

" "
# $

!

%

    œ %B � '%B œ % � '% � % � '% œ "#)Þ’ “#

�"

"

Ahora al utilizar elementos diferenciales de área horizontales Figura 6.10) seß Ð ß
tiene À

(-1,4)

y

(1,4)

(-1,0) (1,0) x

Fig. 7.9.
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7.2
7.1

7.9

7.10
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  ) )( ( ( (
e

( (BC � $C .E œ BC � $C .B .C# #

! �"

% "

    œ B C � $C B œ 'C .C
"

#
( (’ “
! !

% %
# # #

�"

"

    œ # C œ #Ð% Ñ œ "#)Þ’ “$ $

!

%

PROBLEMA  6.3

Calcular la integral doble  ) donde    es el rectángulo cuyos( (
e

( #B � C .E% e

vértices son los puntos  y  SÐ!ß !Ñß EÐ!ß #Ñß FÐ"ß #Ñ GÐ"ß !ÑÞ

SOLUCIÓN
Por medio de elementos de área verticales se tiene (Figura 6.11)ß À

  ) )( ( ( (
e

( (# #B � C .E œ B � C .C .B% %

! !

" #

    )œ B � C .B
"

&
( ’ “
!

"
&

!

#

( #

(-1,4)

Y

(1,4)

(-1,0) (1,0) X

Fig. 7.10.

A(0,2)

y

x

B(1,2)

O(0,0) C(1,0)

Fig. 7.11.
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    )œ B � # � Ð#BÑ .B
"

&
( ’ “
!

"
& &

!

#

( #

    )œ B � # � B
" $#

'! $!
’ “( # ' '

!

"

    œ � � œ Þ
%!*' "' '% **#

'! "& '! "&

Por medio de elementos diferenciales de área horizontales  Figura 6.12) seÐ
llega a À

  ) )( ( ( (
e

( (# #B � C .E œ B � C .B .C% %

! !

# "

            )œ B � C .C
"

"!
( ’ “
!

#
&

"

!
( #

    )œ � C � C .C
"

"!
( ’ “
!

#
& &( #

    )œ � C � C
" "

'! '!
’ “( # ' '

!

#

    œ � � œ Þ
%!*' $# '% **#

'! '! '! "&

PROBLEMA  6.4

Calcular la integral doble  donde    es el rectángulo( ( Š
e

B C

C B
� .Eß‹ e

" Ÿ B Ÿ %ß " Ÿ C Ÿ #.

SOLUCIÓN
a) Por elementos de área verticales  (Figura 6.13) se tieneß À

   ( ( ( (Š Š
e

B C B C

C B C B
� .E œ �‹ ‹

" "

% #

.C .B

Fig. 7.12.

A(0,2)

Y

O(0,0) C(1,0) X

B(1,2)
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7.4

7.13

7.12

,

,

,

,

,

,

,
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   ( ( (Š ’Š “
e

B C "

C B #B
� .E B 68 C � C‹ œ .B

"

%
#

"

#

    œ .B( Š ‹
"

%

Ð68 #Ñ B � �
# "

B #B

    œ 68 #
"

#
’ ‹ “Š B � 68 B

$

#
#

"

%

    œ ) 68 # � $ 68 # � 68 # œ 68 #Þ
" *

# #

b)La utilización de elementos de área horizontales (Figura 6.14)  conduce aß À

   ( ( ( (Š Š
e

B C B C

C B C B
� .E �‹ ‹œ .B.C

" "

# %

              œ .C( ’Š “
"

#
#

"

%"

#C
B � C 68 B

    œ .C( Š
"

# ) "

C #C
� Ð# 68 #ÑC � ‹

    œ 68 C
"&

#
’ “Š � Ð68 #Ñ C#

#

"

    œ 68 # � % 68 # � 68 #
"&

#

    œ 68 #Þ
*

#

PROBLEMA  6.5

1

2

11 4 X

y

Fig. 7.13.

1

2

1 4 X

Y

1

X

Y

X

Y

X

Y

Fig. 7.14.
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Calcular la integral doble   donde    es el rectángulo limitado por( (
e

/ .Eß#B�C e

" Ÿ B Ÿ 68&ß " Ÿ C Ÿ 68 #.

SOLUCIÓN
a) Por elementos de área verticales  (Figura 6.15)  se tieneß À

     ( ( ( (
e

/ .E œ / .C .B#B�C #B�C

! !

68 & 68 #

     œ / / .B( ’ “
!

68 &
#B C

!

68 #

     œ / / � / .B( Š ‹
!

68 &
#B 68 # !

     œ / .B œ /
"

#
( ’ “
!

68 &
#B #B

!

68 &

     œ / � / œ Ð#& � "Ñ œ "#Þ
" "

# #
Š ‹#68& !

a) Por elementos de área horizontales  (Figura 6.16)  se tieneà À

     ( ( ( (
e

/ .E œ / .C .B#B�C #B�C

! !

68 # 68 &

    ( ( ( ’ “
e

/ .E œ / / .C
"

#
#B�C C #B

!

68 &

!

68 &

x

y

In2

In5

Fig. 7.15.

y

In2

In5 x

Fig. 7.16.
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PROBLEMA 7.5

7.15

7.16

,

,

,

,

,

,
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     œ / � / / .C
"

#
( Š ‹
!

68#
#68 & ! C

     œ Ð#& � "Ñ / .C œ / .C
" #%

# #
( (
! !

68 # 68 #
C C

     œ "# / œ "#Ð# � "Ñ œ "#Þ’ “C
!

68 #

PROBLEMA  6.6

Calcular la integral doble iterada  ( (
�$ !

$ " #

#

BC

B � "
.B .CÞ

SOLUCIÓN
Para calcular esta integral tal como está planteada se deben utilizar elementosß
de área horizontales ( Figura 6.17)  asíß À

   ( ( ( ’ “
�$ ! �$

$ " $#

#
# #

!

"BC "

B � " #
.B .C œ C 68ÐB � "Ñ .C

     œ Ð68 # � 68 "Ñ C .C
"

#
(
�$

$
#

     œ 68 # C .C œ 68 # C
" "

# '
( ’ “
�$

$
# $

�$

$

     œ Ð68 #Ñ Ð#( � #(Ñ œ 68 # œ * 68#Þ
" &%

' '

Ahora al cambiar el orden de integración el cálculo se hace por medio deß ß
elementos de área verticales Figura 6.18). En consecuenciaÐ À

y

3

0 1

-3

x

Fig. 7.17.
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   ( ( ( ’ “
! �$ !

" $ "#

# #
$

�$

$BC " B

B � " $ B � "
.C .B œ C .B

     œ Ð#( � #(Ñ .B
" B

$ B � "
(
!

"

#

     œ .B œ 68 ÐB � "Ñ
&% B ")

$ B � " #
( ’ “
!

"

#
#

"

!

     œ * Ð68 # � 68 "Ñ œ * 68#Þ

PROBLEMA  6.7

Calcular la integral doble iterada  .( (
! B

" B
$

È
ÐC � C Ñ .C .B

SOLUCIÓN
a) Por medio de elementos de área verticales  (Figura 6.19) se tieneß À

    ( ( ( ’ “
! B !

" B "
$ # %

B

B

È È
ÐC � C Ñ .C .B œ C � C .B

" "

# %

     ( ( ( ’ “
! B !

" B "
$ # %

È
ÐC � C Ñ .C .B œ B � B � B .B

" " "

# % %

y

3

0 1

-3

X

Fig. 7.18.

y

1

1 x

y = X

y =    X√

Fig. 7.19.
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7.7

7.19

,

,

,

,

X

X
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      œ B � B � B
" " "

% "# #!
’ “# $ &

!

"

      œ � � œ Þ
" " " (

% "# #! '!

b) Por medio de elementos de área horizontales (Figura 6.20) se debe invertir elß
orden de integración En consecuencia la integral doble iterada se calcula así:   Þ

   ( ( ( ’ “
! C !

" C "
$ $

C

C# #
ÐC � C Ñ .B .C œ ÐC � C Ñ B .C

     œ ÐC � C ÑÐC � C Ñ.C(
!

"
$ #

     œ Ð � C � C � C � C Ñ.C(
!

"
& % $ #

     œ � C � C � C � C
" " " "

' & % $
’ “' & % $

!

"

     œ � � � �
" " " "

' & % $

     œ Þ
(

'!

PROBLEMA  6.8

Calcular la integral doble  donde   es la región del plano limitada( (
e

/ .EB#

e

por C œ Bß B œ $ß C œ !Þ
"

$

SOLUCIÓN

La región   es un triángulo rectánculo. (Figura 6. ). Al utilizar elementos dee #"
área verticales se tieneß À

y

1

1 x

y = x

x = y 2

Fig. 7.20.
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   ( ( ( ’ “
! �$ !

" $ "#

# #
$

�$

$BC " B

B � " $ B � "
.C .B œ C .B

     œ Ð#( � #(Ñ .B
" B

$ B � "
(
!

"

#

     œ .B œ 68 ÐB � "Ñ
&% B ")

$ B � " #
( ’ “
!

"

#
#

"

!

     œ * Ð68 # � 68 "Ñ œ * 68#Þ

PROBLEMA  6.7

Calcular la integral doble iterada  .( (
! B

" B
$

È
ÐC � C Ñ .C .B

SOLUCIÓN
a) Por medio de elementos de área verticales  (Figura 6.19) se tieneß À

    ( ( ( ’ “
! B !

" B "
$ # %

B

B

È È
ÐC � C Ñ .C .B œ C � C .B

" "

# %

     ( ( ( ’ “
! B !

" B "
$ # %

È
ÐC � C Ñ .C .B œ B � B � B .B

" " "

# % %
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      œ B � B � B
" " "

% "# #!
’ “# $ &

!

"

      œ � � œ Þ
" " " (

% "# #! '!

b) Por medio de elementos de área horizontales (Figura 6.20) se debe invertir elß
orden de integración En consecuencia la integral doble iterada se calcula así:   Þ

   ( ( ( ’ “
! C !

" C "
$ $

C

C# #
ÐC � C Ñ .B .C œ ÐC � C Ñ B .C

     œ ÐC � C ÑÐC � C Ñ.C(
!

"
$ #

     œ Ð � C � C � C � C Ñ.C(
!

"
& % $ #

     œ � C � C � C � C
" " " "

' & % $
’ “' & % $

!

"

     œ � � � �
" " " "

' & % $

     œ Þ
(

'!

PROBLEMA  6.8

Calcular la integral doble  donde   es la región del plano limitada( (
e

/ .EB#

e

por C œ Bß B œ $ß C œ !Þ
"

$

SOLUCIÓN

La región   es un triángulo rectánculo. (Figura 6. ). Al utilizar elementos dee #"
área verticales se tieneß À

,

,

,

,

,
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   ( ( ( (
e

/ .E œ / .C .BB B

! !

" B
# #

"
$

    œ / C .B œ / B � ! .B
"

$
( (’ “ Š ‹
! !

" "
B B

!

B# #
"
$

    œ B/ .B œ #B/ .B
" "

$ '
( (
! !

" "
B B# #

    œ / œ / � / œ / � " Þ
" " "

' ' '
’ “ Š ‹ Š ‹B * ! *

!

$#

Ahora bien al realizar el cálculo por medio de elementos diferenciales de áreaß
horizontales (Figura 6.22)  se tieneß À

   ( ( ( (
e

/ .E œ / .B .CÞB B

! $C

" $
# #

Esta última integral no se puede calcular dado que  no tiene primitivaß / .B( B#

finita. No obstante la integral   tiene un valor de  .ß / .E / � "
"

'
( ( Š ‹
e

B *#

PROBLEMA  6.9

Mediante la integral doble calcular el área de la región plana limitada porß
B œ Cß )C œ B � "'Þ# #

Fig. 6.22

(0,0) (3,0)

(3,1)

y

x

y =
1

3
x

Fig. 7.21.

(0,0) (3,0)

(3,1)

y

x

x = 3y

Fig. 7.22.
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   ( ( ( (
e

/ .E œ / .C .BB B

! !

" B
# #

"
$

    œ / C .B œ / B � ! .B
"

$
( (’ “ Š ‹
! !

" "
B B

!

B# #
"
$

    œ B/ .B œ #B/ .B
" "

$ '
( (
! !

" "
B B# #

    œ / œ / � / œ / � " Þ
" " "

' ' '
’ “ Š ‹ Š ‹B * ! *

!

$#

Ahora bien al realizar el cálculo por medio de elementos diferenciales de áreaß
horizontales (Figura 6.22)  se tieneß À

   ( ( ( (
e

/ .E œ / .B .CÞB B

! $C

" $
# #

Esta última integral no se puede calcular dado que  no tiene primitivaß / .B( B#

finita. No obstante la integral   tiene un valor de  .ß / .E / � "
"

'
( ( Š ‹
e

B *#

PROBLEMA  6.9

Mediante la integral doble calcular el área de la región plana limitada porß
B œ Cß )C œ B � "'Þ# #
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SOLUCIÓN

Para encontrar el área pedida resulta conveniente utilizar elementos de áreaß
dispuestos verticalmente  (Figura 6.23).Þ

    
Los puntos de intersección entre las curvas son  y  Por laÐ � %ß %Ñ Ð%ß %ÑÞ
simetría de la región el área pedida se calcula asíß À

   E œ .C .B œ # C .B( ( ( ’ “
! B !

% B �# %

B

B �#

"
#

#

"
)

#

"
#

#

"
)

#

   œ # B � # � B .B œ # � B � # .B
" " "

) # )
( (Š ‹ Š ‹
! !

% %
# # #

   u  de área.œ # � B � #B œ # � � ) œ
" '% $#

#% #% $
’ “ Š ‹$

!

%

PROBLEMA 6.10
Mediante la integral doble calcular el área de la región plana limitada por lasß
curvas C œ / ß C œ / ß C œ %ÞB #B

SOLUCIÓN

a) El cálculo del área es más rápido si se efectúa por medio de elementos de
área horizontales (Figura 6.24).

   E œ .B .C œ B .C( ( ( ’ “
" 68C "

% 68C %

68C

68C

"
#

"
#

   œ 68 C � 68 C .C
"

#
( Š ‹
"

%

   œ 68 C .C
"

#
(
"

%

(-4,4) (4,4)

Y

X

21
4

21
4 + 2

Fig. 7.23.
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7.10

7.24

y = 1
4 x2 

y = 1
8 x2 + 2
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,

,
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   œ C 68 C � C
"

#
’ “

"

%

     

    E œ Ð% 68% � % � "Ñ
"

#

    unidades de área.E œ % 68# � ¶ "ß #(
$

#

PROBLEMA 6.11
Hallar el área de la región del Problema 6.10 por medio de elementos de áreaß
verticalesÞ
SOLUCIÓN

Para efectuar el cálculo se requiere dividir la región en dos subregiones talß ß
como se ilustra en la Figura 6.25. De esta manera el área total  es la sumaß E>

de las áreas  y esto esE E à ß" #

    E œ E �E Þ> " "

El área   se calcula así:E"

y

x

Fig. 7.24.

y    e =
2x

y    e =
y    e =

xy    e 

(ln2,4)

(2ln2,4 )

(ln2,2)

2

1

y

x

Fig. 7.25
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   E œ .C .B œ C .B"
! / !

68 # / 68 #

/

/( ( ( ’ “
B

#B

B

#B

   œ / � / .B( ’ “
!

68 #
#B B

!

68#

   œ / � / œ / � / � � "
" " "

# # #
’ “#B B #68 # 68 #

!

68#

   œ Ð%Ñ � # � œ Þ
" " "

# # #

Análogamente el área  se calcula comoß E À#

    E œ .C .B œ C .B#
68 # / 68 #

#68 # % #68 #

!

68#( ( ( ’ “
B

   œ % � / .B œ %B � /( ’ “ ’ “
68 #

#68 #
B B

68 #

#68#

   œ %Ð# 68 #Ñ � / � % 68 # � # œ % 68 # � #ÞÞ#68 #

Por consiguiente el área total esß À

    unidades de áreaE œ � % 68 # � # œ % 68# � ¶ "ß #( Þ
" $

# #
>

PROBLEMA 6.12
Hallar el volumen del sólido limitado por el cilindro circular recto yB � C œ %C# #

los planos  C � D œ %ß D œ !Þ

SOLUCIÓN

y(0,2,0)

(2,0,0)

x

z

Fig. 7.26a.

(0,2)

(0,0) (2,0)

4 - y= 2x

y

x

Fig. 7.26b.
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El volumen buscado se obtiene mediante la integral doble iterada en la que se
utilizan elementos de área horizontales tal como se ilustran en las Figurasß
6.26a  y  6.26b.

   Z œ Ð% � CÑ .B .C( (
�# � %�C

# %�C

È
È

#

#

   œ # Ð% � CÑ .B .C( (
�# !

# %�CÈ #

   œ # Ð% � CÑ B .C( ’ “
�#

#

!

%�CÈ #

   œ # Ð% � CÑÐ % � C Ñ .C( È
�#

#
#

   œ ) % � C .C � Ð � #CÑÐ % � C Ñ .C( (È È
�# �#

# #
# #

   œ ) � +<-=/8 �
C % � C % C

# # # $

#’ “ ’ “È È#

�# �#

# #Ð%�C Ñ# $

   œ "'Ð+<-=/8" � +<-=/8Ð � "ÑÑ œ "'Ð � Ñ
" "

# #
1 1

       unidades de volumen.œ "'1

PROBLEMA 6.13
Hallar el volumen del sólido limitado por  3  y el plano  *B � %C � $'D œ ' D œ !Þ# #

SOLUCIÓN

Se trata de encontrar el volumen del sólido limitado por  el paraboloide elíptico
cuya ecuación es  3  y el plano  (Figuras 6.27a  y  6.27b).*B � %C � $'D œ ' BC# #

Al tomar elementos de área verticales y aprovechar la simetría del sólido
considerado el volumen buscado esß À

(0,3)

(2,0) x

y

(0,0,1)

(0,3,0)

(2,0,0)

y

z

x
Fig. 7.27a Fig. 7.27b
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7.26a y 726b.

7.13

7.27a y 7.27b
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,

,

,

,

,

,
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   Z œ % Ð" � B � C Ñ .C .B
" "

% *
( (
! !

# %�B
# #

$
#

#È

   œ % � C .C .B
% � B "

% *
( ( Š ‹
! !

# %�B #
#

$
#

#È

   œ % C � C .B
% � B "

% #(
( ” •Š ‹ ‹
!

# #
$

!

%�B$
#

#È

   œ % % � B .B � B % � B .B( (È È
! !

# #
# ##

   œ B % � B � '+<-=/8 � B Ð% � B Ñ
$ B "

# # %
” •È É# # $

!

#

   unidades de volumen.œ ! � 'Ð Ñ � ! œ $
#

1
1

PROBLEMA 6.14

Hallar el volumen del tetraedro limitado por el plano   y los planosB C D

+ , -
� � œ "

cartesianos en el primer octanteÞ
SOLUCIÓN

  
En correspondencia con las Figuras 6.28a  y  6.28b  el volumen del tetraedro seß
calcula tomando elementos de área verticales así:ß

  Z œ -Ð" � � Ñ .C .B
B C

+ ,
( (
! !

+ ,Ð"� ÑB+

  œ - Ð" � Ñ � .C .B
B C

+ ,
( ( Š ‹
! !

+ ,Ð"� ÑB+

Z œ - Ð" � Ñ C � .B
B C

+ #,
( ” •
!

+ #

!

,Ð"� ÑB+

(0,0,c)

z

(a,0,0)

(0,b,0)

z = c(1 -  
x y
a b

(

y

x
Fig. 7.28a.

y = b(1 -  
x
a

(

x(a,0)

(0,b)

y

Fig. 7.28b.
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  œ - Ð" � Ñ C � .B
B C

+ #,
( ” •
!

+ #

!

,Ð"� ÑB+

  œ - ,Ð" � Ñ � Ð" � Ñ .B
B , B

+ # +
( ” •
!

+
# #

  œ Ð" � Ñ .B œ � Ð" � Ñ
,- B +,- " B

# + # $ +
( ” •
!

+
# $

!

+

  unidades  de volumen.œ � Ð! � "Ñ œ
+,- +,-

' '

PROBLEMA 6.15

Demostrar que el volumen de la región esférica    es  B � C � D œ V V
%

$
# # # # $1

unidades de volumen.

SOLUCIÓN

En la Figura  6.29.a  se ilustra  una octava parte de la esfera de radio  cuyoß V
centro está en el origen de coordenadas.
Por la simetría del sólido considerado y al considerar elementos diferenciales
de área verticales  se obtieneß À

  Z œ ) ÐV � B Ñ � C .C .B( ( É
! !

V V �B
# # #

È # #

  œ ) � +<-=/8 .B
C

# #

ÐV � B Ñ C( ” •È È!

V ÐV �B Ñ�C # #

V �B !

V �B# # #

# #

# #È

  œ ) +<-=/8 .B œ ÐV � B Ñ +<-=/8".B
ÐV � B Ñ )

# #
( (” •ÈÈ! !

V V# #
V �B

V �B

# #
# #

# #

y

(R,0,0)

(0,R,0)

(0,0,R)
R   - x   - yZ = 

2 2 2
z

x

y

(0,R)
R   - x   y = 2 2

(0,0) (R,0)

√

x

Fig. 7.29a. Fig. 7.29b.
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  œ %Ð Ñ ÐV � B Ñ .B œ # V B � B
# $

"1
1( ’ “

!

V
# # # $

!

V

      unidades de volumen.œ V
%

$
1 $

PROBLEMA  6.16

Hallar el área de la porción de plano que está situada encima delB � C � D œ #
cilindro en el el primer octante.B � C œ "# #

SOLUCIÓN

El área de superficie de la función  limitada por la región delD œ 0ÐBß CÑß e
plano  se calcula por medio de la integralBCß À

   E œ .EÞ
W ( (

e

Ë ’ “ ’ “" � �
`D `D

`B `C

# #

Para este problemaß
   entoncesD œ # � B � Cà ß

   `D `D

`B `C
œ � "ß œ � "Þ

En consecuenciaß

   Ê ’ “ ’ “ È È" � � œ " � " � " œ $Þ`D `D
`B `C

# #

Al considerar elementos diferenciales de área verticales Figuras 6.30a  yÐ
6.30b) se tieneß À

   E œ $.C .B œ $ C .B
W

! ! !

# #( ( (È È ’ “" "�B "

!

"�B
È È

(0,0,2)

(2,0,0)

(0,2,0)

Z = 2 - x - y

z

y

x Fig. 7.30a.

(0,1)

(1,0)(0,0)

1 - x

y

Fig. 7.30b.
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         E œ $ " � B .B œ $ � +<-=/8
B " � B " B

# # #W

!

È È( È ’ “È"
#

#

!

"

   unidades de superficie.œ $ œ
" $

# # %
È Š ‹ È1

1

PROBLEMA  6.17

Hallar el área de la porción de cono situada por encima del planoB � C œ $D# # #

BCß B � C œ %CÞe interior al cilindro  # #

SOLUCIÓN   

Para calcular el área de superficie se requiere hallar inicialmente   y  así:ß
`D `D

`B `C

 ( )    ` ` `D `D B `D C

`B `B `B `B $D `C $D
B � C œ Ð$ D Ñà #B œ 'D à œ à œ Þ# # #

Entoncesß

    Ê ’ “ ’ “ Ê Ê" � � œ œ`D `D
`B `C

# #

" � �
B C *D � B � C

*D *D *D

# # # # #

# # #

     œ œ œ Þ
"# # $

* $
Ê Ê È*D � $D

*D

# #

#

Por medio de elementos de área horizontales (Figuras 6.31a y 6.31b) el área deß
superficie se calcula así:

  E œ .B .C œ .B .C
% $

$W

# #

#

# $

$

È ( ( ( (È
0 0

4 4È È
È
%C�C %C�C

� %C�C !

  œ B .B œ %C � C .C
% $

$

% $

$

È ( (’ “ È È
0 0

4 4

!

%C�C
#

È #

z

y

x

(0,0,0)
(0,4,0)

As

Fig. 7.31a. Fig. 7.31b.

x = - 4y - y2

y

(0,4)

x = - 4y - y2

(0,0) x
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7.31a y 7.31b

7.17

,

x = - 4y - y2

y

(0,4)

x = - 4y - y2

(0,0) x

,
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  E œ % � ÐC � #Ñ .C
W

% $

$

È ( É
0

4
#

  œ % � ÐC � #Ñ � #+<-=/8
C � #

#

% $ C � #

$ #

È ” •É #

!

%

  œ ‡# +<-=/8" � +<-=/8Ð � "Ñ œ �
% $ ) $

$ $ # #

È ÈŠ ‹ Š ‹1 1

  unidades de superficie. œ
) $

$

È
1

PROBLEMA  6.18

Demostrar que el área de superficie de la esfera  es B � C � D œ V % V# # # # #1
unidades de superficieÞ

SOLUCIÓN

Como en el Problema 6.17 se necesita obtener     y  ß À
`D `D

`B `C

     `ÐD Ñ ` `D B `D C

`B `B `B D `C D
œ ÐV � B � C Ñà œ � à œ � Þ

#
# # #

Por tantoß

Ê ’ “ ’ “ Ê" � � œ`D `D
`B `C

# #

" � �
B C

D D

# #

# #

    œ œ ÞÊ D � B � C V

D V � B � C

# # #

# # # #È
Al utilizar elementos diferenciales de área verticales (Figuras 6.32a  y  6.32b)  y
por la simetra de la esfera el área de superficie se calcula así:ß

  E œ )
V .C .B

V � B � C
W

# #( ( È
0

V V �B

!
# # #

È

=

z

y

x

y

x

Fig. 7.32a. Fig. 7.32b.
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  œ )V +<-=/8 .B
C

#
( ” •

0

V

V �B

%

È # #

  œ )V Ð+<-=/8 "Ñ.B œ )VÐ Ñ .B
#

( (
0 0

V V1

  unidades de superficie.œ %V B œ % V1 1’ “
!

V
#

PROBLEMA 6.19

Calcular la integral triple  M œ B .D .B .CÞ( ( (
! ! !

' "#�#C %� C� B# "
$ $

SOLUCIÓN

   M œ B D .B .C( ( ’ “
! !

' "#�#C

!

%� C� B# "
$ $

   œ % � C B � B .B .C
# "

$ $
( ( ’ Š ‹ “
! !

' "#�#C
#

   œ % � C B � B .C
" # "

# $ *
( ” •Š ‹
!

'
# $

!

"#�#C

   œ Ð"# � #CÑB � B .C
" "

' *
( ” •
!

'
# $

!

"#�#C

   œ Ð"# � #CÑ � Ð"# � #CÑ .C
" "

' *
( ” •
!

'
$ $

   œ Ð"# � #CÑ .C œ � ‡ Ð"# � #CÑ
" " "

") $' %
( ” •
!

'
$ %

!

'

   œ � Ð! � "# Ñ œ œ "%%Þ
" #!($'

"%% "%%
%

PROBLEMA  6.20
Utilizar integrales triples para calcular el volumen del sólido limitado por el
paraboloide elíiptico   y  el cilindro  D œ B � %C B � %C œ %Þ# # # #

SOLUCIÓN
En las Figuras  6.33a  y  6.33b  se detallan,respectivamente  el volumen que seß
quiere calcular y el dominio sobre el cual se debe integrar con el fin deß
determinar los límites de integración .

Los límites para   van de   a  los límites de  se establecen para  D ! B � %C à C
"

%
# #

de volumen desde a y  los de varían de  a  ! % � C B ! #Þ
"

#
È #

En consecuencia el volumen pedido se calcula así:ß
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   Z œ % .D .C .B( ( (
! ! !

# %�C B �%C"
#

# # #È

   

   Z œ % D .C .B( ( ’ “
! !

# %�C

!

B �%C
"
#

# # #È

   œ % ÐB � %C Ñ .C .B( (
! !

# %�C
# #

"
#

#È

   œ % ÐB C � C Ñ .B
%

$
( ” •
!

#
# $

!

%�C"
#

#È

   œ % B % � B � Ð% � B Ñ .B
" "

# '
( ” •È É
!

#
# # # $

   œ ÐB � #Ñ % � B .B
%

$
( È
!

#
# #

   œ B % � B � % � B .B
% )

$ $
( (È È
! !

# #
# # #

   œ � � B % � B � # +<-=/8 �
% " B

$ % # #

B Ð% � B Ñ” •È È# $
#

!

#

   ) B % � B B

$ # #
� # +<-=/8” •È #

!

#

      œ ‡ � ‡#‡
) )

$ # $ #

1 1

   unidades de volumen.œ � œ œ %
) ) #%

' $ '
1 1 1 1

4
(0,1)

(0,0) (2,0)

y

Fig. 7.33a. Fig. 7.33b.
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x  + y    = 42

z

(0,1,0)

(2,0,0)

z = x   +  4y

x

2 2

2

y
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PROBLEMA  6.21

Calcular el volumen del sólido limitado por el hemisferio   yD œ "' � B � CÈ # #

por la región circular   B � C œ %Þ# #

SOLUCIÓN

En este problema conviene utilizar coordenadas cilíndricas así:ß

Puesto que  entoncesB œ < -9= ß C œ < =/8 ß) )

  È È È"' � B � C œ "' � < -9= � < =/8 œ "' � < Þ# # # # # # #) )

En este caso  la variación de  es como sigueß <ß ß D À)

    ! Ÿ D Ÿ "' � < ß ! Ÿ < Ÿ #ß ! Ÿ Ÿ # ÞÈ # ) 1

El volumen requerido se calcula de la siguiente manera À

  Z œ "' � < < .< .( ( È
! !

# #
#

1

)

  œ � Ð � #<Ñ "' � < .< .
"

#
( ( È
! !

# #
#

1

)

  œ � Ð"' � < Ñ .
" #

# $
‡ ( ” •

!

#
#

!

#1
$
# )

  œ � Ð Ñ . œ � Ñ Ð# Ñ
" "

$ $
#% $ � '% Ð#% $ � '%(

!

#1 È È) 1

  unidades de volumen.œ
"'

$
Ð ) � $ $ Ñ

1 È
PROBLEMA  6.22
Calcular el volumen de la región acotada por la hoja superior del cono
D œ B � C B � C � D œ *Þ# # # # #y  por la esfera  

(4,0,0)

(0,2,0)

x   + y  + z  = 162 2 2

z   

x   

x   + y  = 42 2

x   Fig. 7.34.
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SOLUCIÓN
La utilización de coordenadas esféricas facilita el cálculo del volumen requerido.

Las ecuaciones de transformación À

  B œ =/8 -9= ß C œ =/8 =/8 ß D œ -9=3 9 ) 3 9 ) 3 9     
dan como resultado À

    B � C � D œ Ð# # # 3 9 ) 3 9 ) 3 9=/8 -9= Ñ � Ð =/8 =/8 Ñ � Ð -9= Ñ# # #

  œ =/8 -9= � =/8 =/8 � -9=3 9 ) 3 9 ) 3 9# # # # # # # #

  .œ 3#

Puesto que  es decir   B � C � D œ *ß ß# # # entonces 3 3# œ *ß œ $Þ

Ahora bien la esfera y el cono se cortan cuandoß À

   B � C � D œ � D œ *à #D œ *à D œ Þ
$ #

#
# # # # # #D   

È
Como  D œ -9= ß -9= œ œ œ

D

$
3 9 9

3
 entonces  

$ #
#

È È#

#
Þ

De esta manera  y  entonces  ß ß ß
#

#
-9= œ œ Þ

%
9 9

È 1

Así pues la variación de    y    esß ß ß À3 ) 9

  ! Ÿ Ÿ ß ! Ÿ Ÿ ß ! Ÿ Ÿ # Þ3 93   1
) 1

%

Por tanto  el volumen buscado esß À

  Z œ . . .( ( (
! ! !

# $1 1
%

3 9 3 9#=/8 )

  œ . .
"

$
( ( ” •
! !

#

!

$1 1
%

=/89 3 9$ )

x   + y  + z  = 92 2 2

(3,0,0)

x   

z   

Y (0,3,0)

Z   x  + y  = 2 2 2

Fig. 7.35
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  œ ‡#( . .
"

$
( (
! !

#1 1
%

=/89 9 )

  œ � * .( ” •
!

#

!

1

-9=9

1
%

)

  œ � * � " .
#

#
Š ‹È (

!

#1

)

   unidades de volumen.œ *Ð# � #ÑÈ 1
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8. INTEGRACIÓN  VECTORIAL
8.1  INTEGRAL DE LÍNEA DE UNA FUNCIÓN ESCALAR
Sea   una curva regular definida vectorialmente por>

   < BÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ àtÐ>Ñ œ   ¡ + Ÿ > Ÿ ,

y  una función escalar definida sobre la curva  FÐBß Cß DÑ >.

La integral de línea o integral curvilínea de la función  seF sobre la curva  >ß
denota y define por

    ' '
> >
F F.= œ Ð < <t tÐ>ÑÑ Ð>Ñ .> Þ Ð)Þ"Ñm mw    

      

Puesto que los extremos de la curva se definen en  y entonces la> œ + > œ ,ß
integral de línea se puede escribir comoÐ)Þ"Ñ

' '
>
F F.= œ B � C � D

+

, ˆ ÷ ÷ ÷ÉBÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ Ð>Ñ Ð>Ñ Ð>Ñ‰ ‘ ‘ ‘w w w ## #
.>Þ Ð)Þ#Ñ     

        

8.1  INTEGRAL DE LÍNEA DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL
Sean   una curva regular definida vectorialmente por>

   < BÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ àtÐ>Ñ œ   ¡ + Ÿ > Ÿ ,

y  un campo vectorial continuo sobre los puntos de la0 œ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñt Ð>Ñ   ¡
# # $

curva  . La integral de línea o curvilínea del campo  se> >0 ßt   a lo largo de 
denota y define por

     ' '
>
0 .< 0 < <t tt t tÐ>Ñ Ð>Ñ .>Þ Ð)Þ$Ñ· ·œ

+

, ˆ ‰ w     

     
Al desarrollar el producto escalar de la ecuación  se obtieneÐ)Þ$Ñ À

Z

y

x

(a)

(b)

>

r

>

r

Fig. 8.1



170           Aplicaciones de Cálculo de Varias Variables                                                                                  

      ' '
>
0 .< 0 � 0 0t t Ð)Þ%Ñ· œ

+

,

   
" # $

.B .C .D

.> .> .>
� ß

    
en donde   0 œ 0 BÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ ß 3 œ "ß #ß $Þ

3 3
ˆ ‰

Al aplicar la regla de cadena a la relación   se llega aÐ)Þ%Ñß À

   ' '
>
0 .< 0 � 0 0t t Ð)Þ&Ñ· œ

+

,

      
" # $
.B .C � .D

NOTA       

Para curvas en el plano se puden utilizar a  o  como parámetros.ß B C

8.3 OTRAS INTEGRALES DE LÍNEA

Sean   una curva regular definida vectorialmente por>

   < BÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ àtÐ>Ñ œ   ¡ + Ÿ > Ÿ ,ß

y 0 œ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñt Ð>Ñ   ¡
# # $

un campo vectorial continuo sobre los puntos de la
curva una función escalar definida también sobre la curva    y > >FÐBß Cß DÑ ß
entoncesß

"Ñ 0 0 ß 0 0' ' ' '
> > > >

t .= œ ¢
" # $
.= .=ß .= .£   

#Ñ < ß' ' ' '
> > > >
F F F F.t œ ¢ .B .Cß .D£.   

$Ñ ßCuando la curva   forma una trayectoria cerrada se escribe>

   ) ) ) )
> > > >
F F.= . àt tt tà <à 0 .< 0 .=Þ·

8.4  GRADIENTE DIVERGENCIA Y ROTACIONALß

8.4.1 Operador diferencial vectorial nabla (f)

El operador diferencial f se define y denota como

    f œ ¢ ` ` `

`B `C `D
ß ß £Þ

8.4.2 Gradiente
Sea  una función escalar que tiene derivadas parciales continuasF Fœ ÐBß Cß DÑ
en alguna región de El gradiente de  es un campo vectorial denotado y‘ F$Þ
definido como
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    f œF
F F F¢` ` `

`B `C `D
ß ß £Þ

8.4.3  Divergencia

Sea  0 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑt œ   ¡
" # $

 un campo vectorial  cuyas
componentes poseen derivadas parciales continuas en alguna región de . La‘$

divergencia de  es un campo escalar denotado y definido como0t

     f· ·0 0 ß 0 ß 0t œ  ¢ ` ` `

`B `C `D
ß ß £   ¡

" # $
ß

     f· 0 0 0 0t œ  ` `

`B `C `D

`
Þ" # $� �

8.4.4  Rotacional  (Rotor)

Sea  0 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑt œ   ¡
" # $

 un campo vectorial  cuyas
componentes poseen derivadas parciales continuas en alguna región de . El‘$

rotacional de   es un campo vectorial denotado y definido como0t

    f  x 0

0 0 0

t œ

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

ß

t t t

` ` `

`B `C `D

" # $

    xf  0
0 00 0 00

t œ ¤ ¥` `

`C `D `D `B `B `C
� ß � ß �

` ` ``
$ $# # ""

Þ

8.5  CAMPO CONSERVATIVO

Sea  0t ß  un campo vectorial cuyas componentes son funciones continuas en
alguna región de   y   para alguna función escalar    con derivadas‘ F F$ 0t œ f

parciales continuas en alguna región de . Se dice entonces que    es un‘$ ß t0
campo conservativo.

La condición necesaria y suficiente para que    sea conservativo  es 0 0t t œ !Þf  x
Con símbolos À

    0 0t tœ Í œ !Þf fF   x

Cuando   se dice que    es una función potencial para   y    es un0 0 0t t tœ ß à ßfF F
campo de gradientes.

8.6  INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL

Sea una superficie y W W8t un vector normal unitario a ÞEl elemento diferencial
vectorial de área de superficie se define como

    .Et œ 8t .EÞ
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Si (0 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑt Bß Cß DÑ œ   ¡
" # $

es  una función vectorial  cuyas
componentes son continuas sobre  entonces la integral de superficie sobre Wß W

   se  denota y define como

   ( ( ( ( ˆ
W

0 0t t tE 8 EÞ Ð)Þ'Ñt· ·. œ .
W

‰     

La integral  .Ð)Þ'Ñ t se la suele llamar de  a través de la superficie   Flujo 0 W

8.6  INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UNA FUNCIÓN ESCALAR

Si la superficie se define por  la función continua  entonces laW D œ 0ÐBß CÑß
integral de superficie de  F Fœ ÐBß Cß DÑ Wsobre  se define como

  ( ( ( ( ˆ Ê
W

F F. œ " �E Bß Cß �
e

0ÐBß CÑ ‰ ’ “ ’ “`0 `0

`B `C

# #

.B .Cß )Þ(Ñ(

donde  e  es la proyección de  sobre el plano W BCÞ

8.7  OTRAS INTEGRALES  DE  SUPERFICIE

Pueden definirse otras integrales de superficie sobre  donde  Wß F Fœ ÐBß Cß DÑ

es función escalar y  0 0t tœ ÐBß Cß DÑ campo vectorial así:

 ( ( ( ( ( (
W W W

F  x  .. .Eà Eàt t t t0 0 .E

Nótese que los resultados obtenidos después de calcular las integrales
anteriores son vectores numéricos de ‘$Þ

8.8  INTEGRALES  DE  VOLUMEN

Si se considera una superficies cerrada que contiene un volumen  W Z ß
entonces son integrales de volumenß À

z

y

x

s

n

dA

Fig. 8.2
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       ( ( ( ( ( (0t .Z à.Z y F

     Z Z

en dondeß

 0 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑt Bß Cß DÑ œ(   ¡
" # $

es función vectorial yß

 F Fœ ÐBß Cß DÑ  es función escalar.

8.9  TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO
Según este teorema  el valor de una integral doble sobre una región del  planoß
simplemente convexa se puede calcular por medio de una integral de línea a lo
largo del contorno de la región. Conviene aclarar que una curva es   si nosimple
se corta así misma. El Teorema de Green en el plano se plantea en los
siguientes términos À

Sea  e  una región cerrada y simplemente convexa del plano  limitada por laBCß
curva  simple cerrada   orientada en sentido antihorario y  frontera de   y> e  

  

además  cuyas  0 œ 0 ÐBß CÑß 0 ÐBß CÑt   ¡
" #

 campo vectorial definido sobre eß

componentes poseen derivadas parciales continuas entoncesß ß

      ( ( Š
e

`0 `0

`B `C
.B .C œ

# "
� ‹ *

>

Ð0 .B � 0 .CÑÞ Ð)Þ)Ñ
" #

La formulación vectorial del Teorema de Green en el plano se escribe asíß À

       ( ( ˆ
e

f  x 0 0 .<t tt .B .C œ Þ Ð)Þ*Ñt‰· ·5 *
>

    ( ( ˆ
e

f· ·0 0t t.B .C œ .=Þ Ð)Þ"!Ñt‰ ‰* ˆ
>

8     

La integral corresponde al denominado enÐ)Þ*Ñ ßTeorema del rotor en el plano
tanto que la integral   corresponde al  en elÐ)Þ"!Ñ Teorema de la divergencia
plano.

>

>

>

>

y

x

R

Fig. 8.3
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8.9  TEOREMA DE STOKES ( ROTOR)
Establece la relación entre la integral de superficie sobre una superficie
orientada   y la integral de línea sobre una curva en el espacio cerrada  queW > 
constituye el borde de . La dirección positiva de  W > es antihoraria respecto del
vector normal  8t .
La formulación del Teorema de Stokes es como sigue À

Si es la superficie abierta limitada por la curva   cerrada orientadaW > ß

positivamente y    función vectorial cuyas componentes tienen derivadasß t0
parciales continuas sobre una región que contiene a  y  entoncesW ß> ß

       ( ( ˆ
e

f  x 0 0 .<t t tœ Þ Ð)Þ*Ñt‰· ·.E *
>

     
8.9  TEOREMA DE DIVERGENCIA (GAUSS - OSTROGRADSKI)

Establece una relación entre una integral triple sobre una región de conZ ‘$ß
una integral de superficie sobre la superficie de La superficie es cerrada yZ Þ W  

n

s

dA

R

y

z

x

k

> >

>

>

>

Fig. 8.4

Z

X

y

k

n

S
dA

R

Fig. 8.5

176	      Aplicaciones de Cálculo de Varias Variables



                                                                                                         Integración  Vectorial   175  

por supuesto contituye el borde de la region   de .Z ‘$

El enunciado del teorema es el siguiente À

Sea  una superficie cerrada que encierra una región   de  yW  Z ‘$

0t œ 0 ß 0 ß 0  ¡
" # $

campo vectorial cuyas componentes y derivadas parciales son

continuas sobre un conjunto abierto que contiene a y a y  vector unitarioZ Wß 8t
normal exterior  a  entoncesW , ß

    ( ( ( ˆ ˆ( ( ( (f· · ·0 0 0t t t tE 8 EÞ Ð)Þ"!Ñt‰ ‰.Z œ . œ .

W W

  Z

Al desarrollar los integrandos se obtiene una expresión equivalente À

 .  ( ( ( ”` `

`B `C `D

`
œ

0 0 0
" # $� � •.Z ( (

W

0 .C.D � 0 .D.B � 0 .B.C Ð)Þ""Ñ
" # $

 Z

Esto quiere decir que el flujo de un campo vectorial a través de una superficie
cerrada es igual a la integral triple de la divergencia de ese campo vectorial
sobre el volumen acotado por esa superficie.

PROBLEMA  8.1

Calcular la integral de línea de  FÐBß CÑ œ B � C ß# # alrededor del triángulo cuyos
vértices son los puntos y  en la secuencia - - - .SÐ!ß !Ñß EÐ"ß !ß !Ñ FÐ!ß !ß "Ñ S E F S

SOLUCIÓN

Método .          " ' ' ' '
>
F F F F.= œ .= � .= � .= Ð"Ñ

E F S

S E F
.    

Para calcular las integrales que aparecen en la ecuación  es necesario Ð"Ñ
parametrizar cada trayecto  (lado) del triángulo así À

Lado La ecuación vectorial de la recta que une con esSE À S E À

<

0(0,0,0)

A(1,0,0)

B(0,0,1)

X

y

z

<

<

Fig. 8.6
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  o bien  ¡   ¡   ¡Bß Cß D œ !ß !ß ! � > "ß !ß !

  B œ >à C œ !à D œ !à ! Ÿ > Ÿ "Þ

Por otra parteß .= œ .= œ .>ÞÊ’ ’ ’.B .C .D

.> .> .>
� � .>à“ “ “# # #

Por tantoß

  ' 'E

!

"

S
F.= œ Ð> � ! Ñ.> œ# # " "

$ $
> œ Þ$

!

"¹
Lado Las ecuaciones paramétricas  de la recta que une con  sonEF À E F À

    B œ " � !à C œ >à D œ !à ! Ÿ > Ÿ "Þ

  .= œ Ð � "Ñ � " � .>à .= œ # .>ÞÉ È#

De esta maneraß

    ' 'F

!

"

E
F.= œ Ð" � >Ñ � > .>ß÷ ‘# # È#

   œ " � #> � #> .>ßÈ#' "

!

÷ ‘#
   œ È ’ “# > � > � > œ# $

!

"# # #

$ $
Þ

È
Lado FS À Las ecuaciones paramétricas  de la recta que une con  sonF S À

    B œ !à C œ � > � "à D œ !à ! Ÿ > Ÿ "Þ

  .= œ Ð � "Ñ .>à .= œ .>ÞÉ #

En consecuenciaß

   ' 'S "

!
F
F 0.= œ � Ð" � >Ñ .>ß÷ ‘# #

   œ " � #> � > .>ß' "

!

÷ ‘#
   œ È ’ “# > � > � > œ# $

!

"" #

$ $
Þ

Al reemplazar estos valores en la relación finalmente se obtieneÐ"Ñß À

   '
>
F.= œ

"

$
�

# # # $ � # #

$ $ $
� œ Þ

È È
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Método Como el triángulo está en el plano es posible paramerizar de otra#Þ ß
manera À

Tramo  SE À C œ !ß ! Ÿ B Ÿ "Þ

  .= œ " �Ê ’.C
.B

.B œ " � ! .Bà .= œ .BÞ“ È#
#  

Entoncesß

  ' 'E "

!
S
F.= œ ÐB � ! Ñ .B œ# # " "

$ $
B Þ’ $“

!

"

œ

Tramo  EF À C œ " � Bß ! Ÿ B Ÿ "Þ

  .= œ " �Ê ’.C
.B

.B œ " � Ð � "Ñ .Bà .= œ #.BÞ“ È È#
#  

Luegoß

  ' 'F "

!
E
F.= œ B � Ð" � BÑ .Bß÷ ‘# # È#

   œ " � #B � B .B œÈ#' "

!

÷ ‘# # #

$
Þ

È

Tramo  FE À B œ !ß ! Ÿ C Ÿ "Þ

  .= œ " � .C œ .B .= œ .CÞÊ ’.B
.C

à“#  

Por tantoß

   ' 'S "

!
F
F .= œ ! � C .Cß÷ ‘# #

   œ
# #

$ $
C’ $“

!

"

œ .

Finalmenteß

< <

<

y

x

B(0,1)

O(0,0) A(1,0)

Fig. 8.7
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  '
>
F.= œ

"

$
�

# # # $ � # #

$ $ $
� œ Þ

È È

PROBLEMA  8.2

Calcular la integral de línea '
>

.=

B � C � %
ßÈ # #

donde    es la recta que une los>

puntos  y  SÐ!ß !Ñ EÐ"ß #ÑÞ

SOLUCIÓN

La ecuación de la recta que pasa por  y  es  EntoncesS E C œ #BÞ ß

  .= œ " � .B œ " � # .B .= œ & .BÊ ’ È È.C

.B
à Þ“# #  

De esta maneraß

   ' ' '
>

.=

B � C � %
œ œ ß

B � Ð#BÑ � % &B � %È È È# # # # #
  

" "

! !

È È&
&

.B .B

    œ œ 68 B � B � %Î& ß
%Î&

È
È&

&
' "

!

.BÉB �

# #

!

"

#
” •¹ ¹È

    œ 68 " � � 68 œ 68 Þ” • ” • ” •$ # $ �È È
È

& &

&

#

PROBLEMA  8.3

Calcular la integral de línea '
>
BC .=ß donde    es la cuarta parte de la elipse>

B C

+ ,
� œ "

# #

# #
situada en el primer cuadrante.

SOLUCIÓN

La parametrización de la elipse en el primer cuadrante es À

    B œ + -9= à C œ ,=/8 à ! Ÿ Ÿ) ) )
1

#
Þ

Entoncesß

y

xO(0,0)

A(1,2)

Fig. 8.8
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   .=
.B .C

. .
œ � . œ + -9= � , =/8 . ßÊ’ ’ È

) )
) ) ) )“ “# #

# # # #

  œ ÈÐ+ � , Ñ =/8 � , . Þ# # # #) )

Ademásß
  BC œ +, -9= =/8 Þ) )

Por tantoß

  ' '
>
BC .= œ +,

1Î#

!

-9= =/8 Ð+ � , Ñ =/8 � , . ß) ) ) )È # # # #

   œ Ð+ � , Ñ =/8 � , ß
+,

$Ð+ � , Ñ# # –’ # # # #
$Î#

!

Î#

) “ •1

   œ ß
+,

$Ð+ � , Ñ
Ð+ Ñ � Ð, Ñ

# #
# #’ $Î# $Î#“

   œ
+,Ð+ � , Ñ +, Ð+ � +, � , Ñ

$Ð+ � , Ñ $Ð+ � ,Ñ
œ Þ

$ $ # #

# #

PROBLEMA  8.4

Si  alcular la integral de línea F FÐBß CÑ œ BCß tc '
>

.<ß desde aSÐ!ß !ß !Ñ

T Ð"ß "ß !Ñ Àa lo largo de

"Ñ SÐ!ß !ß !Ñ T Ð"ß "ß !ÑLa recta que los puntos   y .

#Ñ C œ B ß D œ !ÞLa curva definida por  #

SOLUCIÓN
"Ñ La ecuación de la recta que pasa por  SÐ!ß !ß !Ñ T Ð"ß "ß !Ñ y  está en el plano
BC C œ BÞ )Þ"!Þ"Þ. Por tanto su ecuación es  Figura 
En consecuenciaß

   ' ' '
> >
F .< Ø.Bß .C œ ØB .Bß B .Bt œ BC ¡ ¡"

!

# #

B(0,b)

y

xA(a,0)

<

Fig. 8.9
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   '
>
F .<t œ ¢ ¢" " " "

$ $ $ $
B ß B œ ß Þ$ $

! !

" "¹ ¹ £ £

#Ñ "Ñ BCÞ ßComo en el caso la parábola  está localizada en el plano  Entonces

   

   .< Ø.Bß .C œ Ø.Bß #B .B Þt œ ¡ ¡
De esta maneraß

   ' '
>
F .< B Ø.Bß #B.Bt œ

"

!

BÞ ß# ¡
   ' '

>
F .< ØB ß #B .Bßt œ

"

!

$ %¡
   '

>
F .< œt ¢ ¢" # " #

% & % &
B ß B œ ß Þ% &

! !

" "¹ ¹ £ £
PROBLEMA  8.5

Calcular '
>
0 .< 0t tt œ $Bß #BD � C·   si     ß D ¡ y   es la curva definida como>

B œ #> ß C œ >ß D œ %> � >ß SÐ!ß !ß !Ñ T Ð#ß "ß $Ñ# # desde  a  .

SOLUCIÓN
  .< Ø.Bß .Cß .D œ Ø%>ß "ß )> � " .>Þt œ ¡ ¡
  0t œ Ø$Ð#> Ñ ß #Ð#> ÑÐ ß# # %> � >Ñ � >ß %> � ># # ¡

O(0,0,0)

P(1,1,0)

1

1

Z

Y

X

>

O(0,0)

P(1,1)

y=x2

y

x

>

Fig. 8.10.1

O(0,0,0)

P(1,1,0)

1

1

Z

Y

X

>

O(0,0)

P(1,1)

y=x2

y

x

>

Fig. 8.10.2
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  0t œ Ø'> ß "'> � Þ# % %> � >ß %> � >$ # ¡
  0 .<t t œ· ÷'> Ð%>Ñ � "'> �# % %> � > � Ð%> � >ÑÐ)> � "Ñ .>ß$ # ‘
  0 .<t t œ "· ÷ '> � &#% > � "#> � > .>Þ$ # ‘
Ahora bien la parametrización de la curva esß À

 Para  para 
Ú Ú Ú
Û Û ÛÜ Ü Ü

B œ #> B œ ! B œ #
C œ > > œ !à C œ ! > œ "ß C œ "

D œ %> � >Þ D œ ! D œ $Þ

#

#

En consecuencia la variación de está en el intervalo ß !ß " Þ> ÷ ‘
Por tantoß

  ' '
>
0 .<t t œ "·

"

!

÷ '> � &#% > � "#> � > .>ß$ # ‘
   œ ”"' " "#(

& # "!
> � "$ > � %> � > œ Þ& % $ #

!

"•
PROBLEMA  8.6

Calcular la  del campocirculación  0t œ B � $Cß C  � #B ¡ a lo largo de la elipse
B C

% *
� œ "

# #

ß recorrida en sentido antihorario.

SOLUCIÓN

Se llama   de un campo vectorial  circulación 0t  sobre una curva cerrada  >
orientada en sentido positivo a la integralß

    )
>

0 .<t t·

donde  0t   tiene componentes continuas sobre  >.

(2,0) x

(0,3)

y

Fig. 8.11
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Por tantoß
  0 .<t t œ B � $Cß C .Bß .C· ·   � #B ß¡ ¡
  œ Ð ÐB � $CÑ .B � C � #BÑ .CÞ

Como la parametrización de la elipse es

 B œ # -9= >à C œ $ =/8 >à ! Ÿ > Ÿ # ß1

entoncesß
  0 .<t t œ Ð# -9= > � *=/8 >ÑÐ � # =/8 >Ñ � Ð$=/8 > -9= >ÑÐ$ -9= >· ÷ � % .>ß‘
  œ .>Þ÷& -9= > =/8 > � $! -9= > � ")# ‘
En consecuenciaß

  ) '
>

0 .< œt t & -9= > =/8 > � $! -9= > � ")·
!

#1 ÷ # ‘ .>ß
   œ � "& > � � ") > ß

& "&

# #
” =/8 > =/8#>#

#• 1

!

   œ � $!1 1 1� $' œ ' Þ

PROBLEMA  8.7

Considerar el campo vectorial 0t œ B � Cß B  # � C Þ# ¡
"ÑDemostrar que es conservativo.
#ÑHallar un potencial escalar para  0t .
$Ñ SÐ!ß !Ñ UÐ#ß "ÑÞCalcular la integral curvilínea desde hasta 
%Ñ SÐ!ß !Ñ � TÐ#ß !Ñ � UÐ#ß "ÑÞCalcular la integral curvilínea que sigue el camino  

SOLUCIÓN

"Ñ )Þ&ßEn correpondencia con el parágrafo un campo vectorial  es 0t

conservativo si su rotacional es cero  esto es: à f  x 0t tœ SÞ

En efectoß

 f  x 0

!

t œ

B � C B

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

ß

t t t

` ` `

`B `C `D
# � C#

 œ ¤ ¥` `

`C `D `D `B `B `C
� ß � ß �

` `Ð ` `Ð! !Ð ÐB B � CÑ B B � CÑ� C Ñ � C Ñ# ## #

 œ !ß !ß ! œ  ¡ SÞt

#Ñ ßt tComo    es conservativo entonces  para algún campo escalar 0 0f œF F.

Entoncesß
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   ¢` `

`B `C

F F
ß B � Cß B£ ¡œ � C  # # .

Por igualdad entre vectores se obtieneß À

   `

`B
œ

F
B � CÞ#

Al integrar con respecto a  y permanecer  constante se llega aB C ß À

   FÐBß CÑ œ B � BC � 1ÐCÑÞ Ð"Ñ
"

$
$     

La derivada parcial de con respecto a  esÐ"Ñ ÀC

   ` `

`C `C
œ B � 1 ÐCÑÞ œ

F w Pero  F
B � C Þ#

Al igualar las derivadas À

    B � 1 ÐCÑ œ 1 ÐCÑ œw wB � C à � C Þ# #

La integración de esta última relación conduce a À

   1ÐCÑ œ �
"

$
C � G Ð#Ñ$       

Al sustituir  en  Ð#Ñ Ð"Ñ À

  FÐBß CÑ œ B � BC C � G
" "

$ $
$ $� .   

De esta manera  la función bivariable   es unFÐBß CÑ œ B � BC C � G
" "

$ $
$ $�

potencial escalar para  0t .

$)

   
Puesto que f œF 0tß ßentonces

  ' ' '
(0,0) (0,0) (0,0)

( 2 ( 2 ( 2ß1) ,1) ,1 )

0 .< œ .< .t t t œ· ·f ßF F

y

xO(0,0)

P(2,1)

y=2x

Fig. 8.12
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   œ F¹ ’ “
Ð!ß!Ñ Ð!ß!Ñ

( (# #,1) ,1)
œ B � BC C � G œ

" " "$

$ $ $
Þ$ $�

%Ñ    

En correspondencia con la Figura  se tiene)Þ"$ß À

   ' ' '
> > >
0 .< 0 .< 0 .<t t tt t tœ � Þ Ð$Ñ· · ·

" #

   

La parametrización del tramo   esST Þ

   œ B œ >
C œ !

! Ÿ > Ÿ #Þ

Ademásß 0 .<t t œ B � Cß B .Bß .C· ·    # � C œ > .>Þ# #¡ ¡
Luegoß

  ' '
>"

0 .<t t œ·
!

#

> .> œ %# " )

$ $
> œ Þ Ñ’ “$

!

#

     (

La parametrización del tramo esTU À

   œ B œ #
C œ >

! Ÿ > Ÿ "Þ

Entoncesß
   0 .<t t œ Ð# � > Ñ .>Þ· #

De esta maneraß

   ' '
>#

0 .<t t œ Ð# � > Ñ .>ß·
!

#
#

    œ #> �’ “"

$
>$

!

#

œ Þ Ð Ñ
&

$
    &

Finalmente al reemplazar ( )  y ( ) en se obtieneß % & Ð$Ñ À

   '
>
0 .<t t œ· ) & "$

$ $ $
� œ Þ

y

xO(0,0) P(2,0)

Q(2,1)

2

Fig. 8.13
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Nótese que los valores de las integrales curvilíneas que unen los puntos SÐ!ß !Ñ
y son los mismos no obstante que se han tomado caminos diferentes.TÐ#ß "Ñ ß

Esto ocurre cuando el campo vectorial es conservativo.

PROBLEMA  8.8
Sea  F( una función escalar.Bß Cß DÑ œ B C D$ # %

"ÑCalcular la divergencia del gradiente de F.

#Ñ ßDemostrar donde f f f f· F Fœ œ# # ` ` `

`B `C `D

# # #

# # #
� � se llama Operador de

Laplace  (Laplaciano).

SOLUCIÓN

"Ñ  fF
F F F

œ œ Þ¢ ¢` ` `

`B `C `D
ß ß £ £#%B C D "'B CD $#B C D# # % $ % $ # $ß ß

f f· F œ
`Ð#%B C D Ñ `Ð"'B CD Ñ `Ð$#B C D Ñ

`B `C `D
ß

# # % $ % $ # $

� �

 œ %)BC D � "'B D � #%B C D Þ# % $ % $ # #

#Ñ
` ` ` ` ` `

`B `C `D `B `C `D
f f· ·F

F F F
œ ß¢ ¢ß ß ß ß£ £

 œ
` ` ` ` ` `

`B `B `C `C `D `D
� � ßŠ ‹ Š ‹ Š ‹F F F

 œ � � œ � �
` ` ` ` ` `

`B `C `D `B `C `D

# # # # # #

# # # # # #

F F F
F FŠ ‹ œ Þf#

PROBLEMA  8.9

Para un vector arbitrario constante    E E < Et t tt Ñ œ Þ demostrar que f( ·

SOLUCIÓN

Sea  E <t œ + ß + ß + œ Bß Cß D Þt  ¡   ¡
" # $

y   

Entoncesß

  E <t t œ + ß + ß + Bß Cß D œ + B � + C � + DÞ· ·   ¡   ¡
" # $ " # $

Por tantoß

 f fÐ(E <t t Ñ œ + B � + C � + DÑß· 
" # $

  œ ¢`Ð `Ð `Ð

`B `C `D

+ B � + C � + DÑ + B � + C � + DÑ + B � + C � + DÑ
" # $ " # $ " # $ß ß £ß

  œ   ¡+ ß + ß + œ Þt
" # $

E
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PROBLEMA  8.10

Demostrar que la función escalar es  dondeF(Bß Cß DÑ œ "

<
ß ßarmónica

< œ m m œ B � C � D Þt < È # # #

SOLUCIÓN

Una función escalar es armónica si es continua tiene segundas derivadasß
parciales continuas y satisface la ecuación de Laplace  f#F œ !Þ

En este casoß

f f# #F œ œ ÞŠ Š Š Š" ` " ` " ` "

< `B `C `D
� �‹ ‹ ‹ ‹# # #

# # #È È ÈB � C � D B � C � D B � C � D# # # # # # # # #

Ahora bien la  primera derivada  de  respecto a ß F Bß es À

    ` � B

`B
œ

F ÈÐB � C � D Ñ# # # 3
.

La segunda derivada de  F respecto a Bß es À

  ` ` � B $B "

`B `B
œ œ � ß

#

#

#F Œ �È È ÈÐB � C � D Ñ ÐB � C � D ÑÐB � C � D Ñ# # # # # ## # # &3 3

  ` $B "

`B < <
œ � Þ

#

# & $

#F

Por analogíaß

  ` $C " ` $D "

`C < < `D < <
œ � œ � Þ

# #

# & $ # & $

# #F Fy  

Puesto que  f#F
F F F

œ
` ` `

< `C `D
� � ß

# # #

& # #
entoncesß

  f#F œ
$B " $C " $D "

< < < < < <
� � � � � ß

# # #

& $ & $ & $

  œ
$ÐB � C � D Ñ $

< <
� ß

# # #

& $

  œ � œ � œ !Þ
$< $ $ $

< < < <

#

& $ $ $

PROBLEMA  8.11

Calcular   ( (
W

ÐB � C Ñ.E# # donde es la frontera del cuerpo limitado porW

 D œ "#ß D œ B � C ÞÈ # #
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SOLUCIÓN

"Ñ ÐW Ñ ÀIntegral sobre la cara lateral " D œ B � C à ! Ÿ D Ÿ "ÞÈ # #

  .E œ �Ê" � ’ “ ’ “`D `D

`B `C

# #

.B .CÞ

Como    entonces`D B `D C

`B `C
œ à œ ßÈ ÈB � C B � C# # # #

ß

  .E œ �Ê" �
B C# #

B � C B � C# # # #
.B .Cß

  œ .B.CÞÈ#

Por tantoß

  ( ( ( (
W"

ÐB � C Ñ.E œ ÐB � C Ñ# # # #È#
e

.B .Cß

donde e círculo  B � C œ "Þ# #

El cambio a coordenadas  polares   B œ <-9= ß C œ <=/8 ß) )  `ÐBß CÑ
`Ð<ß Ñ)

œ <ß

donde  conduce a! Ÿ < Ÿ "à ! Ÿ Ÿ # ß ) 1 À

  ( (
W"

ÐB � C Ñ.E œ# # È# ( (
! !

#1 "
#< < .< .)ß

    œ œ < ßÈ# ( ( (
! ! !

# #1 1"
$< .< . .) )

È#

%
’ “%

!

"

    œ œ
È È# #

% #
Þ’ “) )

!

#1
.

1

#Ñ À D œ "à .E œ .B.CÞ ßIntegral sobre la cara superior EntoncesÐW Ñ#

ZZ

Z=1

Z=    X   + y2 2

R

Fig. 8.14
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  ( ( ( (
W#

ÐB � C Ñ.E œ ÐB � C Ñ# # # #

e

.B .C œ
1

#
Þ

Finalmenteß

  ( ( ( ( ( (
W W" W#

ÐB � C Ñ.E œ ÐB � C Ñ.E � ÐB � C Ñ.E# # # # # #

    œ
È È#

#
1 1 1

# # #
� œ Ð � "ÑÞ

PROBLEMA  8.12

Calcular   ( (
W

F FÐBß Cß DÑ .E ÐBß Cß DÑ œ B � #CDdonde es la porción de plano# y W

#B � C � D œ %ß en el primer cuadrante.

SOLUCIÓN

 
La ecuación del plano del plano se puede escribir como  D œ % � #B � CÞ

Entoncesß

  `D `D

`B `C
œ � #à œ � "à

  .E œ �Ê" � ’ “ ’ “`D `D

`B `C

# #

.B .Cß  

  œ œ '.B.CÞÉ" � Ð � #Ñ Ð � "Ñ .B .C# #� È
  FÐBß Cß DÑ œ B � #CÐ œ B � Ð) � %BÑC � #C Þ# # #% � #B � CÑ

Por tantoß

  ( (
W

FÐBß Cß DÑ .E œ È'( ( ÷
! !

#
# #

%�#B

B � #Ð% � #BÑC � #C .C .Bß‘

    œ �
#

$
È'( ”

!

#
#

!

"

#
B �$

%�#B

Ð% � #BÑC C .Bß$•

z

y

x

P(2,0,0)

R (0,0,4)

z=4-2x-y

Q(0,4,0)

Q(0,4)

y=4-2x

P(2,0)

y

xO(0,0)

Fig. 8.15.1 Fig. 8.15.2
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    œ �
#

$
È'( ”

!

#
$ $Ð% � #BÑ Ð% � #BÑ .Bß•

    œ Ð% � #BÑ .B œ � Ð% � #BÑ
È È' '

$ #%
ß( ”

!

#
$ %

!
•#

    œ Þ
$#

$

È'

PROBLEMA  8.13

Calcular   ( (
W

0 0t t tE œ Bß Cß � #D W·.   si es el hemisferio superior de la  ¡ y 

esfera  B � C � D œ + Þ# # # #

SOLUCIÓN

Un vector normal unitario exterior al hemisferio superior a la esfera dada seWß
obtiene por medio del gradiente de su ecuación así À

  8 œt
#Bß #Cß #D Bß Cß D Bß Cß D

B � %C � %D B � C � D

fW

fWm m
œ œ œ Þ

% #

#

+

  ¡   ¡   ¡
È È# # # # # #

Entoncesß

  0t 8 Bß Cß � #D Bß Cß D œ B � C � #D ÑÞt· ·œ
" "

+ +
Ð  ¡   ¡ # # #

Peroß
    luegoB � C � D œ + � B � C ß ß# # # # # #

   0t 8 œ B � C � #Ð+ � B � C Ñ œ
B � C Ñ � #+· "

+ +
Ð Þ

$Ð’ # # # # #
# # #“

Como se trata del hemisferio superior de la esfera entonces se debe ß ß
considerar la ecuación   de dondeD œ + � B � C à ßÈ # # #

  `D � B `D � C

`B `C
œ à œ ÞÈ È+ � B � C + � B � C# # # # # #  

 

z

(0,0,a)

(a,0,0)

x

(0,a,0) y

x  + y  + z  = a2 2 2 2

R

Fig. 8.16
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En consecuenciaß

  .E œ .B .CßÊ" � ’ “ ’ “`D `D

`B `C

# #

�

  œ .B.CßÊ" �
B C# #

+ � B � C + � B � C# # # # # #  
�

  œ
+.B.C

ÞÈ+ � B � C# # # 

De manera queß

  ( ( ( ( ( (ˆ
W

0 0t t tE 8 E œ .B.Ct
B � C Ñ � #+

· ·. œ .
W

‰ “
e

+

+

’$Ð
+ � B � C

# # #

È # # # 

en donde e ‘  es la proyección de  sobre el plano  esto es la región de W BCà ß #

limitada por el círculo  B � C œ + Þ# # #

El cambio a coordenadas polares B œ <-9= ß C œ <=/8 ß) )  `ÐBß CÑ
`Ð<ß Ñ)

œ <ß

donde  conduce a! Ÿ < Ÿ +à ! Ÿ Ÿ # ß ) 1 À

 ( (
W

0 < ßt tE œ·. ( (”
!

#1

!

+
$< � #+

+ � <

# #

# #È  
<. —.)

   œ ß( ( (”
!

#
#

1

! !

+ +
$< .<

+ � < + � <

$

# # # #È È  
� .#+

<.< — )

   œ ß( ’
!

#
# $Î# # # "Î# # $Î#

!

1

Ð Ð Ð .+ � < + � < + � <# # #   Ñ � $+ Ñ � # Ñ “+ )

   œ œ !Þ(
!

#1

! .)

PROBLEMA  8.14

Calcular   ( (
W

F F.E Wt  si es la superficie del cilindro(Bß Cß DÑ œ $

"'
BCD y 

B � C œ "' D œ ! D œ "!# # situado en le primer octante entre  y .

SOLUCIÓN
En este caso la proyección de la superficie se hace sobre el plano PuestoBDÞ
que
    . .E œ 8 Eßt t

entoncesß
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  8 œ Bß Cß Þt
#Bß #Cß Bß Cß

B � %C B � C

fW

fWm m
œ œ œ !

! # !

% #

"

%

  ¡   ¡   ¡È È# # # #

Por otro ladoß

   .E œ Ê" � ’ “ ’ “`D `D

`B `C

# #

� .B .Cß

  œ .B.C œ œ ÞË" � ’ “ È� B %

C C C

# B � C# #

Por tantoß

  ( ( ( ( ( (
W W

F F. . BCD ‡E œ 8 EÑ œ Bß Cß ‡ .D .Bßt t
%

C
  Ð

$

"'
!

e

"

%
  ¡

    ( ( ( (
W

F .E œ B Dß BCDß .D .Bßt $

"'
!

! !

"! %  ¡#

      ( ( ( (
W

F .E œ B Dß BC ß .D .BÞ Ð"Ñt $

"'
"' � B !

! !

"! %  ¡# È #

Ahora bienß

 ( ( ( ’ “
! ! !

$

!

%
"! "!%

B D .D.B œ# "

$
B D .D œ

'% '% " $#!!

$ $ # $
D.D œ ‡ ‡Ð"!!Ñ œ Þ Ð#Ñ(

!

"!

 ( ( ( (
! ! ! !

"! "!% %

BC .D .B œ � BC .D .BÞÈ È"' � B "' � B
"

#
# #Ð � #Ñ

z

(0,0,10)

n

(0,4,0) y

(4,0,0)

Fig. 8.17
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 ( ( (
! ! !

"! "!%

BC .D .B œ �È"' � B ‡ ‡Ð � '%Ñ
" #

# $
# D.D œ Ð"!!Ñ œ Ð$Ñ

'% " $#!!

$ # $

Al reemplazar y en se llega aÐ#Ñ Ð$Ñ Ð"Ñß À

  ( (
W

F .E œ Þt $

"'
ß ß ! œ #!!ß #!!ß !¢ £   ¡$#!! $#!!

$ $

PROBLEMA  8.15

Calcular  M œ ÐBß Cß DÑ Bß Cß DÑ œ( ( ( F F.Z B � C � D, si  es el     ( # # # y e

.                         e
el tetraedro  limitado por el plano  en el primer cuadrante.B � C � D œ "

SOLUCIÓN

La integral de volumen pedida se puede calcular por medio de una integral triple
iterada en la cual varía inicialmente luego y finalmente asíß ß ß ÀD C B

 M œ ( ( ( ( ( (FÐBß Cß DÑ . Ð .Z œ B � C � D Ñ Z ß # # #

                                 e e

 œ ( ( (" "�B

! ! !

"�B�C

ÐB � C � D Ñ .D.C .Bß# # #

œ ( (" "�B

! !

”B � C ÑD � D .C .Bß
"

$
# # $•

!

"�B�C

œ ( ( ’" "�B

! !

B Ð" � BÑ# � B C � Ð" � BÑC � C � Ð" � B � CÑ .C .Bß
"

$
# # $ $“

z

y

x

(1,0,0)

(0,0,1) z=1-x-y

(0,1,0)

(0,1)

y=1-x

(1,0)

y

x

Fig. 8.18.1 Fig. 8.18.2
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œ � B C � Ð" � BÑC � C � Ð" � B � CÑ .Bß
" " " "

# $ % "#
( "

!

”B Ð" � BÑC# # # $ % %•
!

"�B

œ � B � � � .Bß
" " " "

# $ % "#
( ’"

!

B Ð" � BÑ Ð" � BÑ Ð" � BÑ Ð" � BÑ Ð" � BÑ# # # % % %# “

 œ � .Bß
"

'
( ’"

!

"

#
B Ð" � BÑ Ð" � BÑ# # %“

œ .Bß( (’ ˆ ‰" "

! !

" "

# '
B � #B � B .B � Ð" � BÑ# $ % %

 œ
"

#
” ”" " "

$ # &
B � B � B$ % &• •

! !

" "

� œ
" " " " "

$! # $! $! #!
‡ � œ ÞÐ" � BÑ&

PROBLEMA  8.16

Calcular  M œ ÐBß Cß DÑ Bß Cß DÑ œ( ( ( F F.Z B � C, si  es la( # # y e

                           e
región limitada por la esfera  B � C � D œ "ß B � C œ D ß D   !Þ# # # # # # el cono 

SOLUCIÓN

En este caso conviene utilizar coordenadas esféricas para simplificar el proceso
de cálculo Ver Problema  À Ð 'Þ##Ñ

 

  B œ =/8 -9= ß C œ =/8 =/8 ß D œ -9= Þ3 9 ) 3 9 ) 3 9     
    B � C œ Ð# # 3 9 ) 3 9 )=/8 -9= Ñ � Ð =/8 =/8 Ñß#

  œ =/8 Ð-9= � =/8 Ñ œ =/8 Þ3 9 ) ) 3 9# # # # # #

`ÐBß Cß DÑ

`
œ

Ð ß ß Ñ
=/8 Þ

3 ) 9
3 9#

1

(1,0,0)

(0,1,0)

Fig. 8.19
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La variación de    y    es como sigue3 ) 9ß À

  ! Ÿ Ÿ ß ! Ÿ Ÿ ß ! Ÿ Ÿ # Þ3 93   1
) 1

%
Por tantoß
  ( ( ( ( ( (FÐBß Cß DÑ Ð.Z œ B � C Ñ.Z ß# #

                           e e  

     œ Ð =/8 Ñ . . .( ( (# Î%1 1

! ! !

"

3 9 3 9% $ )ß

     œ
"

&
( ( ’ “# Î%1 1

! !

3 9 9% $

!

"

=/8 . ß

     œ
"

&
” • ” •( (1 1Î% #

! !

=/8 . . ß$9 9 )

     œ ‡ � -9= � -9= ß
"

&
” • ” •)

! !

$
# Î%1 1

9 9
"

$

     œ
#1 1

& $!
Ð) � &’ “È È È� � � œ # ÑÞ

# # #

# "# $

PROBLEMA  8.17

Comprobar el Teorema de Green en el plano para  0t œ B � Cß B � C  ¡ donde  >
es la figura limitada por las curvas  y  C œ B B œ C Þ# #

SOLUCIÓN

a) La integral de línea a lo largo de la curva   se calcula asíC œ B À#

(1,1)

y=x2

: x=y    2

y

y0

2

Fig. 8.20
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    M œ ÐB � B Ñ .B � ÐB � B Ñ#B .Bß"
# #(

!

"

   œ Ð#B � B � BÑ .Bß(
!

"
$ #

   œ B B B’" " " %

# $ # $
� � œ Þ% $

!

"“
 La integral de línea a lo largo de la curva  esB œ C À#

    M œ ÐC � CÑ#C .C � ÐC � CÑ .Cß#
# #(

!

"

   œ Ð#C � C � CÑ .Cß(
!

"
$ #

   œ ’" " " #

# $ # $
C � C � C œ � Þ% $

!

"“
Por tantoß

  * *
> >

 0 .< œ .<t t tB � Cß B � C ß· ·  ¡
   œ .< � .<( (

> >" #

  ¡   ¡B � Cß B � C B � Cß B � C ßt t· ·

   œ
% # #

$ $ $
� œ Þ

b) Al aplicar el Teorema de Green en el plano se obtieneß À

  0 œ B � Cà 0 œ B � Cà
0 0

" #

" #
` `

`C `B
œ � "à œ "Þ 

Entoncesß

  ( ( ( (
e e

’ “`0 `0

`B `C
�# " .B .C œ Ð" � "Ñ .B .Cß

     œ #( (
!

"

B

B

#

È
.C .Bß

     œ #( ˆ
!

" ÈB � B Ñ.Bß#

     œ # B � # �’ ’# " # "

$ $ $ $
B œ œ$Î# #

!

"“ “ #

$
Þ

En consecuencia se ha verificado que À
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   ( ( Š
e

`0 `0

`B `C
.B .C œ

# "
� ‹ *

>

 Ð0 .B � 0 .CÑÞ
" #

PROBLEMA  8.18

"ÑDemostrar que el área de una región  e cuya frontera es la curva simple
cerrada  > puede calcularse por la expresión.

    E œ B.C � C .BÞ
"

#
*
>

#Ñ œ "ÞHallar el área limitada por la elipse  B B

+ +
�

# #

# #

SOLUCIÓN

"ÑAl tomar  0 œ � Cà 0 œ Bß
" #

por Teorema de Green en el plano se obtiene:

   `0 `0

`B `C
œ "à œ � "ß

# " entoncesß

   " "

# #
�* ‹

>

B .C � C .BÑ œ ( ( Š
e

`0 `0

`B `C
.B .Cß

# "

    œ
"

#
‡#( (

e

.B .C œ EÞ

En consecuencia el área se calcula mediante la relaciónß

   E œ B.C � C .B
"

#
*
>

 .

#Ñ ÀLa parametrización de la elipse es

   B œ + -9=>à C œ , =/8>à ! Ÿ > Ÿ # Þ1

En correspondencia con la parte ) de este problema" À

   E œ B.C � C .B œ
" "

# #
Ð+-9= >ÑÐ,-9=>Ñ � Ð,=/8>ÑÐ+=/8>Ñ .>ß*

>

( ’ “
!

#1

  œ +, Ð-9= > � =/8 >Ñ .> œ .>ß
" +,

# #
( (“

! !

# #1 1
# #

  . œ ‡
+,

#
# œ +,1 1 unidades de área

PROBLEMA  8.19

Comprobar el Teorema de Stokes si  0t œ #B � Cß � CD ß � C D W  ¡# # y  es la
semiesfera superior  B � C � D œ "# # #  y   > su contorno límite.
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SOLUCIÓN

"Ñ ÀLa integral de línea se calcula así

  * *
> >

 0 .<t t œ· Ð#B � CÑ .B � CD .C � C D .D# # .

En esta integral  > es el círculo  B � C œ "# #  orientado positivamente y su
parametrización es  B œ -9= >à C œ =/8 > à ! Ÿ > Ÿ # Þ ß1  Entonces

   * ( ’
>

0 .<t t œ -9= > =/8 > =/8 >Ñ·
!

#1

Ð# � Ñ Ð � .>ß“
   œ # � .>ß(

!

#1

Ð � -9= > =/8 > =/8 > Ñ#

   œ �’ “=/8 > � > � =/8 #> œ# " "
# # !

#1

1Þ

#Ñ ßPara calcular la integral de superficie se debe calcular el rotor del campo
vectorial y el vector normal unitario a la superficie así:ß

 f  x 0t œ

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5t t t

` ` `

`B `C `D

#B � C � CD � C D

œ !ß !ß " Þ

# #

  ¡

 8 œt
fW f

fW fm m m B � C � D � " m
œ ß

B � C � D � "(
(

# # #

# # #

)
)

 œ œ œ
#Bß #Cß #D # Bß Cß D

%B � %C � %D # B � C � D

  ¡   ¡È È# # # # # #
  ¡Bß Cß D Þ

Por otra parteß

  ˆ   ¡f  x 0t 8 œ Bß Cß D .E œ D .EÞt‰   ¡· ·.E !ß !ß "

(0,0,1)

(0,1,0)

z

y

(1,0,0)

x

R

Z= 1-X
2 - y2

Fig. 8.21
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Peroß

  .E œ .B .CßÊ" � ’ “ ’ “`D `D

`B `C

# #

�

  œ .B.CßÊ" �
B C

" � B � C " � B � C

# #

# # # #
�

  œ
.B.C .B .C

œ Þ
DÈ" � B � C# #

En consecuenciaß

  ˆf  x 0t 8 œ D‡t‰· .E
.B .C

D
œ .B.CÞ

Finalmenteß

  ( ( ( (ˆ
e e

f  x 0t 8 œt‰· .E .B.C œ Eß

donde es el área del círculo  la cual es igual a  E B � C œ "ß# # 1 1( )" œ Þ#

Luegoß

  ( ( ˆ
e

f  x 0 Þt 8 œt‰· .E 1

PROBLEMA  8.20

Si  <t œ Bß Cß D ß  ¡ es el vector de posición demostrar que

   ( (
W

< E œ $Zt t·.

donde es el volumen de la región limitada por la superficie cerrada Z WÞ

SOLUCIÓN

Para calcular la integral   ( (
e

< Et t·.   resulta conveniente utilizar el Teorema de

la divergencia de Gauss asíß À

   ( ( ˆ
W

< E œ <t tt· ·. .Z Þ( ( ( f ‰
     Z

Peroß Bß Cß D œf f· ·< œt   ¡ `B `C `D

`B `C `D
� � œ " � " � " œ $Þ Por tantoß

   ( ( ( ( ( (ˆf·<t ‰.Z œ $ .Z œ $Z Þ

      Z Z
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En consecuenciaß

   ( (
W

< E œ $Z Þt t·.

PROBLEMA  8.21

Calcular la integral  es el vector de posición y  es la( (
W

< E <t tt·. W  donde 

 esfera  B � C � D œ "Þ# # #

SOLUCIÓN

El volumen de la esfera de radio  es  " Z œ
%

$
1V Þ$

Como el radio de la esfera es  entonces"ß ß

    (Z œ
% %

$ $
1 1"Ñ œ Þ$

De acuerdo a los resultados obtenidos en el Problema  se tiene)Þ#!ß À

   ( (
W

< E œ $Z œ $t t·. ’ “%

$
1 1œ % Þ

PROBLEMA  8.22

Calcular el flujo del campo vectorial  0t B ß C ß Dœ   ¡# # # a través de la superficie
cerrada   B � C � D œ + Þ# # # #

SOLUCIÓN

El Teorema de la divergencia de Gauss establece que

   ( ( (
Z W W

ˆ ˆ( ( ( (f· · ·0 0 0t t t tE 8 Et‰ ‰.Z œ . œ . .

Para determinar el flujo del campo vectorial dado es mejor aplicar el Teoremaß
de la divergencia esto es calcular la integral triple en lugar de la integral dobleà ß ß
así À

   f f· ·< œ B ß C ß Dt   ¡# # # œ
`ÐB Ñ `ÐC Ñ `ÐD Ñ

`B `C `D
� � ß

# # #

   œ #ÐB � C � DÑÞ

Por tantoß

  ( ( ( ( ( (ˆf·0t ‰.Z œ # ÐB � C � DÑ.Z Þ

     Z Z

El cambio a coordenadas esféricas conduce a À
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      B œ =/8 -9= ß C œ =/8 =/8 ß D œ -9= Þ3 9 ) 3 9 ) 3 9

 `ÐBß Cß DÑ

`
œ

Ð ß ß Ñ
=/8

3 ) 9
3 9# à ! Ÿ Ÿ +à ! Ÿ Ÿ # ! Ÿ Ÿ Þ

#
3 ) 91

1
à

Entoncesß

 ÐB � C � DÑ.Z œ 3 9 ) 9 ) 9 3 9 )$ # #÷ ‘=/8 -9= � =/8 =/8 � -9= . . Þ =/8 .9

De esta maneraß

# #( ( ( ( ( ( ÷ ‘ÐB C DÑ.Z œ� �
#1

! ! !

+1
#

3 9 ) 9 ) 9 9$ # #=/8 -9= � =/8 =/8 � -9= =/8 .3 9 ). .

Z

   œ . . ß” ” ”( ( (# . -9= =/8
! ! !

+

3 9 9$ 3 ) 9• • •#1 1
#

   œ ‡ œ Þ
"

# #
” ” ”" "

# #
=/83 9% #• • •

! ! !

+
%

%

)
#1 1

#

œ +
"

#

+
‡#1

1

En consecuenciaß

   ( (
W

0t E œ·. 1+%

#
Þ
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