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Estabilidad del Potencial Escalar en el Modelo
Economico como una Extension del Modelo Estandar

Resumen

En este trabajo de grado se hace un estudio del campo escalar clasico, con el propdsito de fami-
liarizarnos con los conceptos de las simetrias de la naturaleza descritas en el lenguaje matemdtico.
También hacemos una estudio de la estructura del Modelo Estindar y basados en extensiones he-
chas al modelo, hacemos un andlisis de las condiciones suficientes para que el potencial escalar sea
estable. De esta manera garantizamos una teoria consistente.




Stability of the Scalar Potential in the Economic Model
as an Extension of the Standard Model

Abstract

In this work we study the classical scalar field, with the purpose of familiarizing ourselves with
the concepts of the symmetries of nature described in the mathematical language. We also make
a study of the structure of the Standard Model and based on its extensions, we make an analysis
of the conditions sufficient to have a stable scalar potential. In this way we guarantee a consistent
theory.
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Capitulo 1

Introduccion

El Modelo Estandar de la fisica de particulas es tedricamente consistente y experimentalmente
exitoso hasta la fecha. Sin embargo el Modelo Estandar posee limitaciones, como la no explicacion
de las tres familias de fermiones, la oscilaciéon de neutrinos, problemas relacionados con la asimetria
de materia y antimateria observada en el universo, entre otros.

Este trabajo se centra en el estudio del sector escalar. Iniciamos en el capitulo 2 con un trata-
miento matematico de la teoria del campo clasico escalar para ver su comportamiento ante las
transformaciones de simetrias globales y locales. Ademas, consideramos el mecanismos de Higgs
como respuesta a la generacion de masas que logra unificar la teoria con el fenémeno del rompi-
miento espontaneo de simetria presente en la naturaleza.

En el capitulo 3 nos familiarizamos con el Modelo Estandar repasando sus propiedades fisicas y su
estructura matematica. Ademads, resaltamos el papel del sector escalar en la generacion de masas
de los fermiones y bosones. En el ultimo capitulo se analiza las extensiones del Modelo Estandar,
y nos centramos en el sector escalar de cada uno de estos modelos y proponemos condiciones de
estabilidad para el potencial escalar. Este es un trabajo cien por ciento tedérico usando un novedoso
método para analizar en detalle el sector escalar en el modelo con dos dobletes de Higgs (THDM)
y el modelo econémico 3-3-1 basado en el grupo de simetria SU(3) ® SU(3) ® U(1). Sabemos
que si en una teoria el sector escalar no es estable, seria imposible seguir tratando de imponer
el rompimiento espontaneo de simetria pues la teoria seria inconsistente al no tener un potencial
que garantice la existencia de un minimo global. Esa es nuestra motivacion de estudiar el sector
escalar, pues daremos las condiciones para tener una teoria consistente.
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Capitulo 2

El campo escalar clasico

El concepto de campo escalar data del siglo XIX y su aplicacion estd orientada a la descripcion
de fenémenos, ya sea en el area de la matematicas o la fisica. Un campo escalar representa la distri-
bucion espacial de una magnitud que asocia un valor en cada punto del espacio. En matematicas,
el valor asociado es un ntimero, mientras que en fisica serd una magnitud fisica.

El campo escalar se usa generalmente para representar:

» La distribucién de la temperatura sobre un cuerpo.

La presion de un gas en el espacio o dentro de un cuerpo.

Las presiones en el interior de un fluido.

El potencial electrostatico.

La energia potencial en un sistema gravitacional, etc.

En otras areas del conocimiento el campo escalar representa densidades de carga o de cualquier
magnitud cuya naturaleza pueda aproximarse a una distribuciéon continua.

Como expresién matemédtica, un campo escalar es una funcién ®(x) de R" — R, esto quiere decir
que asocia a cada punto de un espacio vectorial ™ un nimero o escalar.

En fisica relativista [1], un campo escalar es aquel para el cual los valores medidos por dos obser-
vadores diferentes son invariantes bajo transformaciones de Lorentz, es decir, que el campo escalar
seria un objeto de una componente que depende del espacio tiempo y bajo una transformacién de
Lorentz se comportaria como:

o'(x) = d(x). (2.1)

Las particulas se clasifican de acuerdo a su espinﬂ Las que tienen espin semientero (1/2,3/2,---) se
llaman fermiones, mientras las que tienen spin entero (0, 1, 2...) son llamadas bosones y se describen
mediante el campo bosénico (los bosones de spin cero se conocen como bosones escalares, el bosén
de Higgs es un ejemplo de un campo escalar de espin cero).

En este capitulo haremos un repaso de los conceptos fundamentales de la teoria del campo escalar,
pues las temdticas analizadas tendran una relacion directa con la teoria del Modelo Estandar que
es el objeto de nuestra investigacion.

'El espin (palabra del inglés que traduce giro o girar) es una propiedad fisica de las particulas elementales por
el cual tienen un momento angular intrinseco de valor fijo.

12



CAPITULO 2. EL CAMPO ESCALAR CLASICO 13

2.1. El campo escalar real

El campo escalar real es un campo relativista de variable real (®(x) = ®*(z)) que describe
particulas de espin 0. Dicho campo es invariante bajo transformaciones de Lorentz (2.1)), ademaés,
satisface la ecuacion de Klein Gordon para una particula libre.

(O+m*)®(x) =0 (2.2)

donde [0 = 0"9,, es el operador D’Alambertiano y m es la masa de la particula E|
La dindamica del campo escalar real se describe mediante la densidad Lagrangiana

1 1
L= 58@0@ — 5m%p2 (2.3)

pues de las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos la ecuacion de Klein-Gordon (2.2)). Si bien,
la ecuacién de Klein Gordon describe el campo escalar en ausencia de interacciones, sabemos que
estos campos pueden interactuar con otros e incluso consigo mismos. Sin embargo nuestro interés
principal es tener una idea que facilite nuestra comprensién de la dindmica del campo escalar.

2.2. El campo escalar complejo.

Consideremos ahora el campo escalar complejo ®(x), que puede ser expresado en términos de
dos campos escalares reales de la siguiente manera:

Oy (x) + iPo(x)
NG )

Este campo también satisface la ecuacién de Kein-Gordon (2.2)), y su densidad Lagrangiana se
expresa como:

O(r) =

(2.4)

L =0,00'd* — m*®d* (2.5)

el cual es un resultado 1til para estudiar el sector de campos escalares en la fisica de particulas H

2.3. Simetrias globales en el modelo del campo escalar

Un sistema fisico puede sufrir transformaciones en sus propiedades quedando invariante el La-
grangiano de dicho sistema.
Las transformaciones que un sistema fisico experimenta pueden ser de tipo local (cuando depende
de las coordenadas) o global (cuando se hace sobre las propiedades internas del sistema y dicha
transformacion no depende de las coordenadas). Ahora, si bajo cualquier transformacién que un
sistema fisico experimente y éste permanece invariante, decimos que se ha realizado una trans-
formaciéon de simetria, sin embargo esto no siempre sucede, en algunos casos cuando se hace una
transformacién local sobre un sistema puede que este no sea invariante, por lo que necesitamos
extender el concepto de simetria global a simetria local utilizando los campos gauge E| que logran
hacer que una simetria global sea también local.

2 Repasamos la ecuacién de Klein-Gordon en el apéndice (D))
3La forma de obtener este Lagrangiano se expone en el apéndice E seccién (F.1.1)
4Hcemos un repaso de esta teorfa en el apéndice (C))

2.1. EL CAMPO ESCALAR REAL
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Para explicar este hecho, tomemos un sistema descrito por el campo escalar expresado por la
Lagrangiana , ahora realicemos una transformacién de simetria global U(1) E| de tal forma
que:

d'(z) = e PP(), (2.6)

y para su conjugado complejo, usamos la transformacion
O™ (1) = D" (). (2.7)

Es claro ver que el Lagrangiano (2.5)) es invariante bajo la transformaciéon U(1) indicada en (2.6)
y (2.7)). Sin embargo, si el estado base del sistema fisico no conserva la simetria decimos que hay
un rompimiento espontdaneo de simetria.

2.4. El rompimiento espontaneo de simetria

A menudo sucede que los sistemas perfectamente simétricos son inestables, es decir basta una
pequena modificacion o perturbacion en el entorno para que la simetria perfecta se rompa, a este
proceso se denomina ruptura espontanea de simetria y es muy comun en la naturaleza.

En primer lugar observemos cémo surge el rompimiento espontdneo de simetria de un modelo
desde el punto de vista matematico, para ello consideremos la Lagrangiana que describe un campo
escalar real ®

L- %(a“cp)(au@) V(@) (2.8)

donde el primer término es la energia cinética y el segundo se relaciona con la energia potencial
V(®) del sistema y se expresa como:

1 1
V(®) = 5,UL2<1>2 + Z|/\|<I>4, (2.9)
donde p esta relacionado con el término de masa del campo escalar. Ademas, aseguramos que el
coeficiente del término cudrtico sea positivo [A| > 0 con el propdsito de garantizar la estabilidad
del potencial H y que bajo estas condiciones el potencial también sea renormalizable |Z|

Vemos que la Lagrangiana (2.8)) es invariante bajo la transformacién de paridad

d=—0, (2.10)

y teniendo en cuenta la estructura del potencial el estado de més baja energia es aquel donde
el potencial es minimo. A dicho estado lo denominamos (®) y serd el valor esperado del vacio del
campo P.

Si calculamos el minimo del potencial, considerando que p? > 0, vemos que cuando ® = 0 el
potencial toma el minimo valor y la gréfica de la situacion seria la siguiente:

SVer apéndice (A.1.7)

6Para que el potencial sea estable, es decir que tenga un minimo global, se necesita que esté acotado por debajo,
es decir, que no haya una direccién en el espacio en la que el potencial tienda a menos infinito. En toda teoria se
requiere la existencia de un minimo estable, alrededor del cual se puede hacer calculos perturbativos.

"La renormalizacién se refiere a un conjunto de técnicas usadas para obtener términos finitos en un desarrollo
perturbativo que representen pequenas alteraciones al sistema.

2.4. EL ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE SIMETRIA
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V()

Figura 2.1: Considerando u? > 0

El punto & = 0 corresponde al estado base, es decir al vacio, y si consideramos pequenas
oscilaciones alrededor del vacio del sistema, representado por el Lagrangiano ({2.8]) con el potencial
definido en ([2.9)) haciendo una aproximacién a segundo orden, obtenemos:

Loo= S(0,0)(0"0) — 4?07 @2.11)

que describe un campo escalar con masa |f|.
Lo interesante ocurre cuando hacemos la consideracién p? < 0, entonces el potencial seré:

1 1
V(®) = —§|u2|<1>2+Z|A|<1>4. (2.12)

Ahora, el minimo de la expresién anterior (derivando respecto a ¢ e igualando a cero) tiene dos
valores; La ecuacion (2.12)) toma su valor minimo en:

.
() = + i +u. (2.13)

La situacion se representa en la siguiente grafica

Vi)

Figura 2.2: Considerando p? < 0

Vemos que hay una degeneracién del vacio, pues hay dos valores que pueden ser elegidos como
el estado base; lo que significa que las consecuencias fisicas deben ser independientes del valor que
se elija para el vacio.

Entonces cuando un Lagrangiano es invariante bajo un grupo de transformaciones, pero el estado

2.4. EL ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE SIMETRIA
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base no lo es, decimos que tenemos un rompimiento espontaneo de simetria.
El paso a seguir es elegir uno de los dos valores para el vacio; en nuestro caso escogemos:

_NZ
q) — g —_—
o =0 =4/

en donde v es el valor positivo de la expresién (2.13]). Realizando un desplazamiento del campo
escalar alrededor del vacio:

D=0 (P)=P—v=d=07 +o,

y sustituyendo este valor en el Lagrangiano (2.8]) tenemos que:

1 / ! 1 ! ]_ !
L= 5(@(@ +0))(0"(P +v)) + §\u2|(<1> +v)? — ZW((D + )4, (2.14)
Destruyendo el paréntesis, resolviendo las potencias y tomando en cuenta que v = :M&'z entonces
Al = ‘v—*f, obtenemos:
1 ’ ’ ®l4 (1)13 ’ U2
L==(0,0)0"d s+ —+ D2 — — 2.15
500 42 (T4 0= ), (2.15)

que para pequeias oscilaciones alrededor del vacio con u? < 0 el Lagrangiano aproximado a segundo
orden es:

]. / / !

Loo=5{(0,0)(@"%) — 272"} (216)
donde hemos omitido la constante por no ser significativa en nuestro anélisis. Vemos que 2|u?| es
el término de masa de la particula escalar que oscila.

Lo anterior nos ayuda a ver como ocurre el rompimiento espontéaneo de simetria para una trans-

formacién discreta ® — —® (conocida como simetria de paridad) . Sin embargo, miremos lo que
sucede con las trasformaciones para grupos de simetria continuas.

2.5. Rompimiento espontaneo de simetrias continuas

Para el andlisis tomemos el Lagrangiano para dos campos escalares reales ®; y @5, de la forma:
1
L = S[(0u@1)(0" 1) + (94 D2) (0" ®s)] — V(T + @), (2.17)

Este lagrangiano es invariante bajo el grupo SO(2) de rotaciones en el plano,

r cosf siné D,
®— e _(—SmH cos@) <<I>2> (2.18)

donde los campos ®; y P, los hemos expresado como un doblete
_ (%]
P = ( o ) . (2.19)

2.5. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE SIMETRIAS CONTINUAS
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Ahora, como en la seccion anterior consideremos el potencial hasta orden cuartico

1 1
VX@?%-@§)==V(¢2)=:§u2¢2%-ZLM(¢2Y7 (2.20)

@y
Ahora, si consideramos en primer lugar p? > 0 el potencial toma el valor minimo (derivando
0
0

aclarando que si ® = ( ) ) entonces ®? = ®'P = ¢? + 2.

respecto a ®; y Py e igualando a cero) en ® = ( ) = (®)¢ y la grafica de la situacién es la

siguiente:

\Y

Figura 2.3: Considerando p? > 0

y para pequenas oscilaciones de los campos escalares alrededor del vacio el Lagrangiano (2.17))

toma la forma )

2
donde observamos que las particulas escalares ®; y ®, tienen la misma masa |u?|.

Si ahora consideramos p*> < 0 ocurre un rompimiento espontdneo de simetria, ya que el valor
minimo del potencial se encuentra en dos puntos

(®B), = ,/]T“f,

2
—p
<@%=ﬁ+@%=uw (2.22)

L= Z[{(0,91)(0"®1) — > BT} + {(0,D2) (0" ®2) — p* B3}, (2.21)

o lo que es lo mismo:

el grafico que muestra la situacion es el siguiente:

2.5. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE SIMETRIAS CONTINUAS
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\%

$.

Figura 2.4: Considerando p? < 0

Vemos que el vacio se ha degenarado, pues el estado base puede tomar cualquier valor com-
. . . .2 . :
prendido en la circunferencia de radio =£-. Como en el caso anterior elegimos un valor para el

[A]
vacio, por ejemplo, sea ®3 =0y &7 = TT“f entonces:
v
<(I)>O = < 0 ) 9
donde v = (®), = TT“f Haciendo un desplazamiento del campo
P = (), (2.23)

donde el campo & = ( 2 ) es el campo desplazado hacia el vacio escogido, de lo cual

() -(2)-(4). oot

por lo que tenemos el siguiente resultado:

() =(2)-(0)-("e") 22

Este resultado lo sustituimos en el Lagrangiano (2.17) y desarrollando los pasos intermendios
obtenemos el Lagrangiano para pequenas oscilaciones del campo escalar alrededor del vacio

Coo= L(@um)(0"n) + 2020 + (8,6)("€))}, (2.26)

2

y aparecen dos particulas en el espectro, la primera es 1 que tiene masa igual a 2|u?| y la otra
particula es £ que no tiene masa. Asi que podemos generalizar el resultado anterior dado en el
teorema de Goldstone:

“Si una teoria de campos tiene una simetria global en el Lagrangiano, que a su vez no es simetria
para el vacio, entonces debe existir un boson escalar o pseudoescalar sin masa, asociado a cada
generador que no anule el vacio, y que tiene sus mismos numeros cudnticos. Fstas particulas se
identifican como bosones de Goldstone” [16].

2.5. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE SIMETRIAS CONTINUAS



CAPITULO 2. EL CAMPO ESCALAR CLASICO 19

2.6. El mecanismo de Higgs

Si tomamos un Lagrangiano invariante bajo una transformacion gauge local E| que dé lugar a un
rompimiento espontaneo de simetria, surge en forma inesperada una cooperacién entre los campos
gauge no masivos y los bosones de Goldstone que surgen como consecuencia del rompimiento
espontaneo de simetria, como se analizd en la secciéon anterior. A dicha interaccién se le conoce
como el mecanismo de Higgs, ideado por Peter Higgs, que es ligeramente distinto al modelo de
Goldstone, dado que lo que se rompe en este caso es una simetria local.

Para comprender su funcionamiento consideremos el caso mas sencillo de la simetria gauge abeliana
en el sector de Higgs descrito a continuacion:
Tomemos el Lagrangiano del campo escalar complejo escrito de la siguiente manera:

1
L= D@ — 1| @ — [A(®D)* — S F T (2.27)
donde la derivada covariante es
D, =0, +1iqA,
y el tensor invariante gauge esta dado por:
Fuw = 0,A, —0,A,.
El Lagrangiano (2.27)) es invariante bajo el grupo Abeliano U(1) de rotaciones H
®— b =P
y bajo la transformacion gauge abeliana local
B(z) = B (z) = @ P (1),
Au(r) = Au(z) = Ay(z) — duo(x).
Como de costumbre, consideramos las dos posibilidades para el pardmetro ;2 en el potencial
V(®®") = 172 - [A|(22")*. (2.28)

Para p? > 0 el potencial tiene un tinico minimo en ® = 0 y la simetria del Lagrangiano se conserva
y, como resultado se obtiene la teoria de la electrodindmica cudntica (QED) de campos escalares
cargados, con un solo bosén no masivo correspondiente al fotén A, y dos particulas escalares ® y
®* con la misma masa |u|.

Ahora si consideramos p? < 0 surge el rompimiento espontdneo de simetria que requiere un analisis
mas detallado, pues el potencial tiene infinitos valores para el estado base, lo que indica una
degeneracion del vacio.

Tomemos el siguiente valor para el vacio:

2 2
) =1 U 2.2
Asi que el campo desplazado alrededor del vacio es:
P = (D). (2.30)

8El estudio de la simetria gauge la puede ver en el epéndice ((C))

9ver apendice A seccién (A.1.7)

2.6. EL MECANISMO DE HIGGS
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Es conveniente trabajar con la siguiente parametrizacion del campo escalar complejo:

e

/ 1
P = —¢e"v(v+7). 2.31
et 2:31)
Si trabajamos con pequenas oscilaciones del campo alrededor del vacio escogido, basta con expandir
en serie de potencia la representacién exponencial del campo ® de tal forma que

/ 1 .
P ~ ﬁ(v—l—njtzf) (2.32)

que al sustituir en el Lagrangiano (2.27)) tenemos:

2

L= 10" +igA") (0 + 0+ i0)][(0, — ig A (0 + 1~ )] — L l(w -+ n+ )0 + 0 — i)

+%[(v +n+i€)(v+n — i) - %J-"WJ-"“”. (2.33)

Si resolvemos los productos y hacemos una aproximacion a la segunda potencia con el propdsito
de no escribir todos los términos sino aquellos mas significativos, tenemos:
1 q2 2

Loo = @m)(@n) + 2%7) + %(aug)(aﬂg) _ %fﬂmv FaA, ) + ThAAr v (234)

Como esperabamos del teorema de Goldstone, el campo 77 que corresponde a una oscilacion radial
tiene una masa igual a 2|u?|. El campo A,, aparentemente tiene masa pero en el peniltimo término
esta mezclado con el campo & que no es masivo, de ahi hacemos un truco matemaético tomando por
separado la expresién del Lagrangiano que involucra los campos A, y { de la siguiente manera:

1 q*v?

[(0,6)(0"€) + quAL(0"§) + —— AL A" (2.35)

2 2
factorizando, tenemos:
¢v" A+ Lo (ar+ Lo (2.36)
2 g™ qu ’ '
de lo cual se sugiere la siguiente tranformaciéon gauge del campo A,
) 1
Ay — A=A+ q—vaug. (2.37)
Por lo tanto el Lagrangiano ([2.34]) se reduce a lo siguiente:
1 “ 2 9 1 v q2'U2 " A
Lo = 5U0un)(0"n) +2p7y7) = S Eu ™ + —— A, A (2.38)

donde hemos obviado una constante que no es significativa en nuestro analisis. Podemos ver que
aparte del espectro de la particula oscilando alrededor del vacio dado por el campo 7 con masa,
tenemos un campo vectorial A; que también es masivo y, ya no esta el campo &, que ha sido
absorbido dentro del campo gauge A,,.

Lo anteriormente expuesto lo llamaremos el mecanismo de Higgs para el caso Abeliano, y a las
particulas descritas por los campos escalares 7 se les llama bosones Higgs y a las descritas por A,
bosones vectoriales.

Algo que podemos notar es que se mantiene los cuatro grados de libertad. Antes del rompimiento
esponténeo de simetria tenemos dos escalares y un bosén vectorial no masivo (1 x 2+ 1 x 2 = 4)
y después del rompimiento tenemos un escalar y un boson vectorial masivo (1 x 1 +1 x 3 =4).

2.6. EL MECANISMO DE HIGGS
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2.7. Rompimiento espontaneo de simetria no abeliana

Para abordar las complicaciones adicionales que conlleva la ruptura espontanea de simetria no
abeliana, elegimos una teoria gauge SU(2) Hy estudiamos los campos escalares en la representacién
del triplete escalar (o isovector)

¢1
=1 ¢ |, (2.39)
¢3

que da lugar al Lagrangiano invariante gauge SU(2) del sector escalar
1
L= DB — B — |N(B8") — L Fu P, (2.40)
donde la derivada covariante es:

y los T}, bﬁ son los generadores del grupo SU(2) y los campos gauge respectivamente.
La transformacién gauge SU(2) consiste en lo siguiente:

& o =cTP,

donde el factor exponencial es una matriz 3 x 3. El operador T representa los generadores del
grupo SU(2) y satisface el algebra: .
[T7, T = e T,

donde la representacion adjunta del generador T es:
(Tj)kl = —i€jkl.

Antes del rompimiento espontaneo de simetria para el caso del pardmetro p? > 0 el potencial tiene
un minimo en ® = 0, dicho resultado corresponde a las teorias de campos de Yang Mills donde
tenemos tres bosones escalares con la misma masa y tres bosones gauge sin masa para un total de
9 grados de libertad de las particulas.

Ahora, considerando pu? < 0 se genera el rompimiento espontdneo de simetria y en consecuen-
cia encontramos una degeneracion del vacio. Como lo hemos venido haciendo, tomamos el valor
esperado del vacio en una componente neutra del trilplete escalar:

0
(@)= 0 |, (2.42)
v
12
donde v = —l—)\|. Desplazando el campo escalar, obtenemos:
P = (D), (2.43)
Entonces:
® =30 +(P),. (2.44)

10 Apéndice A seccién (A.1.8))

2.7. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE SIMETRIA NO ABELIANA
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Si escogemos una parametrizacién adecuada para el campo escalar

0
P = v (OTIHED) 0 : (2.45)
v+n

y definimos la transformacion gauge local

P — 6?(§1T1+§2T2)q)’ (2.46)
implica que ® se reduce a:
0
o = 0 : (2.47)
v+n

Sustituyendo este valor en el Lagrangino (2.27)), obtenemos para pequenias oscilaciones alrededor
del vacio el siguiente resultado:

1 1 2,,2
Lo = 5[0um) (0 n) + 20%07] = 7 Fu P + Lo (B" + 267 + . (2.48)

Este lagrangiano revela que:
» 7) tiene masa de valor —2u% > 0

= los bosones bb y bi asociados a los generadores 17 y T, que rompen la simetria del vacio,
adquieren una masa comun de valor gv.

» los bosones escalares & y &5, como consecuencia del teorema de Goldstone, han desaparecido
por completo del Lagrangiano.

= y el bosén gauge bi, que no aparece en la expresion, no tiene masa y corresponde al generador
T3 que deja el vacio invariante

y nuevamente notamos que antes y después del rompimiento espontaneo de simetria, el nimero de
grados de libertad de las particulas se conserva, pues sigue siendo 9, un campo escalar, dos bosones
vectoriales masivos y un bosén sin masa (1 x 1 +2x3+1x2=9).

Una vez visto el proceso del rompimiento espontaneo de simetria y el papel que desempena el
mecanismo de Higgs desde un punto de vista matematico ya podemos ver las implicaciones fisicas
que hace del Modelo Estdndar una teoria de gran elegancia matematica que logra describir de
manera muy precisa los resultados experimentales. Es por eso que en el siguiente capitulo nos
centraremos en conocer de manera mas detallada el sector escalar del Modelo Estandar.

2.7. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE SIMETRIA NO ABELIANA



Capitulo 3

El sector escalar en el Modelo Estandar

La busqueda de los constituyentes fundamentales de la materia y de las interacciones que rigen
su dindamica ha impulsado el desarrollo de la fisica de altas energias, y con ello se ha generado
modelos tedricos que explican las observaciones experimentales. Particularmente, la teoria que
ha tenido mayor éxito hasta el momento, es el Modelo Estandar (ME) de la fisica de particulas
elementales, que consiste en una teoria que describe las interacciones electrodébiles y fuertes. El
ME no sélo describe extremadamente bien los resultados experimentales, también algunas de sus
predicciones, como la existencia de los bosones mediadores de las interacciones débiles y la relacién
entre sus masas fueron corroboradas incluso con una precisién de varias cifras significativas (como
el caso del boson de Higgs en el 2012).

El propésito del presente capitulo es realizar una introducciéon breve de la dindmica del ME, en
especial de su sector escalar que es nuestro tema de mayor interés.

3.1. Estructura del Modelo Estandar

El ME de la fisica de particulas es una teoria relativista de campos cuanticos desarrollada entre

1970 y 1973, basada en la idea de la unificaciéon de las interacciones presentes en la naturaleza.
Ademas, considera a las particulas elementales como entes irreducibles cuya cinematica estd regida
por las cuatro interacciones conocidas.
Hasta la fecha, casi todas las pruebas experimentales de las tres fuerzas descritas por el ME estan
de acuerdo con sus predicciones. Sin embargo, dicho modelo no alcanza a ser una teoria completa
por cuestiones que aun estan sin resolver |[11]. A pesar de todo no deja de ser aceptada y reconocida
como una de las teorias mas importante y mejor desarrolladas del siglo.

3.1.1. Interacciones y particulas elementales

En la naturaleza hay cuatro fuerzas que son responsables de todos los fenémenos en el Universo:

= Interaccion gravitacional. Esta es una interaccion solo atractiva, ya que dos cuerpos con
masa siempre tienden a atraerse por la fuerza de gravedad, esta interaccién afecta a todas
las particulas masivas, en comparacion con el resto de interacciones es la mas débil de todas.

= Interaccion electromagnética. Se manifiesta a corta escala, por ejemplo entre protones y

23
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electrones, y a largas distancias, en la propagacion de la luz, ondas de radio, etc. Es mucho
mas fuerte que la gravitacional y su alcance es infinito

= Interaccion nuclear débil. Es la responsable de la desintegracion de particulas y nticleos
atomicos en los fenémenos radioactivos. De acuerdo a su nombre, es menos débil que la
anterior, y con un alcance muy limitado, de millonésimas de milimetro y es unos diez mil
millones de veces més débil que la electromagnética.

» Interaccion nuclear fuerte. Es la responsable de que los quarks se unan para formar
protones y neutrones, y de que éstos se acoplen en el nicleo atémico. Es la mas fuerte de las
cuatro, su intensidad es unas 1000 veces mayor que la fuerza de repulsion electromagnética.

El ME logra demostrar que la fuerza eléctromagnética y la fuerza débil son en realidad la
manifestacion de una tnica fuerza llamada electrodébil y junto con la interaccién fuerte forman
un unico conjunto de interacciones, sin embargo, la interaccién gravitacional no se considera en el
Modelo Estéandaill
En sus inicios la fisica de particulas consistia en estudiar el comportamiento del electréon, del protén
y del neutron, las tinicas particulas conocidas hasta el ano 1932. Sin embargo, con la llegada de los
detectores se fueron descubriendo mas y mas particulas subatomicas hasta formar lo que se llamé
el zoo de particulas [14] por lo que no era muy ventajoso hablar de muchas particulas elementales.
Un gran avance se di6 cuando se logré clasificarlas en dos grupos basandose en el espin de cada
particula. Se llamé bosones aquellos que tienen spin entero y fermiones si tienen spin semientero.
A su vez, los fermiones se clasifican segun el tipo de interaccion. Las particulas fermiénicas que
tienen interaccién fuerte se llaman hadrones. Entre ellas estén, el protén, el neutrén, y el pién (7).
Estas particulas también interactiian a través de la fuerza débil y elecromagnética. Los hadrones se
clasifican en bariones y mesones, la razén de subclasificarlos es que los mesones pueden destruirse,
pueden aparecer y desaparecer y ser creados a voluntad mientras que el nimero de bariones en el
universo se conserva. Si un barion desaparece tiene que aparecer otro barion que lo reemplace, asi
se mantiene el niimero total de bariones constante.

Algo importante es que los bariones y mesones no son particulas elementales, pues estan hechas
de Quarks: up (arriba), down (abajo), charm (encanto), strange (extrano), top (cima o verdad),
bottom (fondo o belleza). Sus propiedades se describen en la figura

13 MeV 1.24 GeV 172.5 GeV
up charm top
6 MeV 95 MeV 4.2 GeV
% d s Y b
Y Ya S Ya
down strange bottom

Figura 3.1: los quarks que componen los hadrones.

Por otro lado, las particulas que no tienen interaccién fuerte, se llaman Leptones, que a su
vez se clasifican en cargados como el electrén (e), el muén (u) y el taudn (7) y los no cargados

'Una meta importante de la fisica de particulas es encontrar la unificacién de todas estas interacciones en una
sola teorfa del todo.

3.1. ESTRUCTURA DEL MODELO ESTANDAR
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conocidos como neutrinos (el neutrino electrénico (v, ), el mudnico (v,) y el taudnico (v;). La figura
(3.2) describe las propiedades de los leptones

<2eV <0.19 MeV | |<18.2 MeV
% Ve | Vulh. V
v V€| YU | ¥T
electron muon tau
neutrino neutrino neutrino
0.511 MeV 106 MeV 1.78 GeV
-1 -1 -1
el AT
electron muon tau

Figura 3.2: Los leptones neutros en la parte superior y cargados en la parte inferior.

Las particulas elementales también se clasifican en familias o generaciones. La primera familia
se compone de cuatro particulas elementales: dos quarks y dos leptones; ver figura (3.3).

masa—|3 MeV
carga—| %4
ann-a U

nombre— up

Quarks

<2eV

» Ve

electron
neutrino

0.511 MeV

.« €

electron

Leptones

Figura 3.3: Primera familia de particulas fermidnicas.

La segunda familia se compone de cuatro particulas elementales que son una versiéon mas
pasada de la primera familia, tienen las mismas caracteristicas fisicas solo que con mayores masas;

ver figura (3.4)).

3.1. ESTRUCTURA DEL MODELO ESTANDAR
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1.24 GeV
» C
Y

charm

95 Mev
-V
v S

strange

<0.19 MeV.
oV
v VM

muon
neutrino

106 MeV

Figura 3.4: Segunda familia de particulas fermionicas.

y la tercera familia con las mismas carateristicas fisicas solo que en una versién aiin méas pesadas
de las anteriores dos familias; ver figura (3.5)).

172.5 GeV

i
Y

bottom

<18.2 Mev
0
% V1

tau
neutrino

1.78 GeV

v T

tau

Figura 3.5: Tercera familia de particulas fermidnicas.

Se obtienen asi un total de doce particulas fermionicas elementales.
Con respecto a los bosones podemos decir que son los responsables de las interacciones entre las
particulas fermidnicas, o sea que en una interaccion hay un intercambio de bosones, por ejemplo:
Si el bosén que se intercambia en la interaccion es:
El fotén (7), decimos que se trata de una intraccién electromagnética.
Si se intercambia el gluén (g) decimos que hay interaccién fuerte.
Si hay intercambio del bossén W+ o Z° decimos que es interaccién débil.
En el ME las propiedades fisicas de los bosones se describen en la figura

3.1. ESTRUCTURA DEL MODELO ESTANDAR
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gluon

90.2 GeV 0

\ L

fuerza
débil

80.4 GeV'

"W
1
fuerza
débil

Figura 3.6: Particulas bosénicas de spin entero.

La figura (3.7) resume la estructura de la materia y sus interacciones dentro del Modelo
Estandar:

masa— (3 MeV. 1.24 Gev 172.5Gev | |0
carga—| 24 % 2 t 1] v
spin— |15 u VA C Y 1

nombre— up charm top photon

6 MeV 95 MeV 4.2 GeV 0
- Y Y& 0
d ‘s b9

down strange bottom gluon

Quarks

<2ev <0.19 MeV | |<18.2MeV ||90.2 GeV. 0

wVe W Vulu Vil Z

electron muon tau fuerza
neutrino neutrino neutrino débil

0.511 Mev | [106 MeV 1.78 GeV 80.4 GeV

-1 -1 - =1 I
el LT W
fuerza

electron muon tau o
debil

Leptones

Figura 3.7: El Modelo Estandar de la fisica de particulas.

Con el descubrimiento del bosén de Higgs en el 2012, el ME queda completo, pues era la tinica
particula que no habia sido detectada.
Lo que hace del ME una teoria muy interesante es que logra unificar las tres interacciones usando
las teorias gauge basadas en grupos de simetrias, como lo podemos ver en la siguiente tabla:

Tabla 3.1: Simetrias del Modelo Estandar

Interaccién Grupo gauge Bosén Simbolo
Electromagnética (QED) U(1) Foton ol
Débil SU(2) bosones intermediarios | W*,ZY
Fuerte (QCD) SU(3) gluones g

Una interaccién en donde solo se tiene una carga (la carga del electrén) se conoce como la
electrodindmica cudntica (QED), si consideramos dos cargas tenemos la teoria débil, y la extensién
a tres cargas es lo que llamamos la cromodinamica cudntica (QCD).

El Modelo Estandar unifica las tres teorias en una sola mediante el grupo de simetria SU(3) ®
SU(2) @ U(1), de lo que hablaremos a continuacién.

3.1. ESTRUCTURA DEL MODELO ESTANDAR
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3.2. La matematica del Modelo Estandar

El ME esta basado en el principio de invarianza de normaﬂen el cual las fuerzas fundamentales
de la naturaleza son descritas mediante la teoria de grupos EL mas presisamente los llamados grupos
gauge. El Lagrangiano que describe el Modelo Estandar se expresa de la siguiente manera:

ﬁM,E:L’f—I—ﬁH-i-Eg-i-ﬁy. (3.1)

donde:

L se refiere al Lagrangiano fermidnico.

Ly se refiere al Lagrangiano del sector escalar.

L, se refiere al Lagrangiano de los campos gauge adicionados para asegurar la invarianza de
norma.

Ly se refiere al Lagrangiano de Yukawa o del acoplamiento entre campos.

El Lagrangiano (3.1 es inavariante bajo el grupo de simetria SU(3)c ® SU(2); ® U(1)y, donde
los subindices C, L,Y, se refierten al sector de color, al sector lepténico y al sector de Yukawa
respectivamente.

3.2.1. El sector electrodébil

En primer lugar construyamos el Lagrangiano del sector electrodébil asociado con la simetria
SU2)®U(1). (3.2)

Los fermiones son descritos en términos de campos de Dirac, donde los dobletes izquierdos L se
representan por espinores de cuatro componentes sujetos a la simetria gauge SU(2) y los singletes
derechos R bajo el grupo U(1) de simtria. En esta teorfa los neutrinos son considerados no masivos
por lo que no tienen representacién derecha. Asi que:

(
Ve .
) er. Primera familia.
/L
Yy .
L = R =< pug. Segunda familia. (3.3)
)
v, .
> | TR- Tercera familia.
-
\ L

Empecemos con el Lagrangiano de Dirac del sector fermionico para una particula libre

L = V(iy"d, —m)V. (3.4)

2Invarianza de norma significa que la fisica no depende de la forma en que describamos los pardmetros internos
de un sistema. También se conoce como invarianza bajo transformaciones gauge.
3la teoria de grupos se repasa en el apéndice (Al)

3.2. LA MATEMATICA DEL MODELO ESTANDAR
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Para que sea invariante bajo la transformacion (3.2]) necesitamos introducir cuatro campos gauge
(A, bL con | =1,2,3.) correspondientes a las siguientes simetrias:

SU(2) — F,, = 9,b., — 0., + gejublbl. .5,k 1=1,2,3. (3.5)
U(1) = fu = 0,A, — 0, A,.

Por lo que el Lagrangiano invariante del sector electrodébil se escribe de la siguiente manera:

E_R.M P Z_g/ T il Z_g/ @ l _1 l l,uu_l %

= Rivy )+ 5 Ay | R+ Li* (0, + 5 A, + 5 ob, | L 4FWF 4fu,,f , (3.7)
donde hemos usado las letras R para indicar el Lagrangiano del sector fermiénico derecho y L
para el sector izquierdo, donde ; son los generadores del grupo SU(2), las matrices de Pauli. La
contante de acople del grupo SU(2) la llamamos ¢ y la constante de acople del grupo U(1) es ¢'/2
donde el factor 1/2 nos ayuda a simplificar la expresién (3.7)).

La teoria de las interacciones débiles y electromagnéticas descrita por el Lagrangiano no es
satisfactorio, por dos razones obvias. Contiene cuatro bosones gauge sin masa A,, bL conl=1,2,3.
mientras que en la naturaleza sélo hay un bosén no masivo, el fotén. Ademads, la invarianzia SU(2)
prohibe un término de masa para el electrén. Nuestra tarea es modificar la teoria para que sélo
quede una unica cantidad conservada (la carga eléctrica) correspondiente a un bosén de gauge sin
masa (el fotén), y que el electrén adquiera masa. Para lograrlo introduciremos un campo escalar
complejo. Asi que estudiemos el Lagrangiano del sector escalar.

3.3. El sector escalar
En el ME el Lagrangiano del sector escalar se describe de laguiente manera:
Lgscatar = ’Du(I)’Q - ,u2(<I>T<I>) - ‘)‘l((IDT(I))Qa (3.8)

donde ® es un doblete escalar complejo, p es el término relacionado con la masa y |A| es el término
de autointeraccion. Ademas, la derivada covariante

igy i
D, =8, + gTAu + galbﬁ“ (3.9)

donde Y es la hipercarga y los o; son las tres matrices de Pauli generadores del grupo SU(2). La
derivada covariante (3.9) asegura que el Lagrangiano (3.8)) es invariante bajo el grupo de simetria

B2).

Para describir la interaccion entre campos fermiénicos y campos escalares, adicionamos el Lagran-
giano de Yukawa

Ly = —G.[R(®'L) + (L®)R], (3.10)

invariante bajo el grupo (3.2), donde G, es la constante de acople de la interaccion.
Asi que el Lagrangiano mas general hasta el momento es el siguiente:

2
D, — p2(@1) — |A|(@10)? — G.[R(D'L) + (LO)R).

_ 5 ig - ig’ ig Lept i
L = Riy" (@ + 7%@) R+ Liny" <(9“ + 714# + —Uzbu) L— 1 {FWF“ + fu ) (3.11)

3.3. EL SECTOR ESCALAR
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Trabajemos ahora el Lagrangiano del sector escalar (3.8)) y consideremos p? < 0 para obtener
un rompimiento esponténeo de simetria (ver seccién 1.4). Sabemos que bajo esta consideracion el
vacio se ha degenerado al adquirir infinidad de valores alrededor del circulo de radio —u?/|\|, por
lo tanto escogemos el siguiente valor para el vacio sobre la componente neutra del doblete escalar:

(@) = < % > (3.12)

_#2

donde v = AT

Este valor esperado rompe la simetria SU(2) ® U(1), y por el teorema de Goldstone aparece
un campo bosénico no masivo por cada generador roto del grupo SU(2) @ U(1).
Un generador se rompe si no deja invariante el vacio, en nuestro caso tenemos como generadores
del grupo las matrices de Pauli para el grupo SU(2), el generador Y para el grupo U(1) y
debido a la relacion de Gell-Mann Nishijima

Q=I+Y),

tenemos el generador de carga Q. Entonces al aplicar estos generadores al vacio escogido obtenemos

lo siguiente:
o (11)(2)-(3)
wo(P9)(4)-() e
)_<_(L%)¢o (3.15)
Y (®), = +1 (D), #£0
1

Q <(I)>o = 5(13 +Y) <(I)>o = 0. (3.16)
Mientras que los cuatro primeros generadores rompen la simetria, el ultimo término relacionado
con la carga eléctrica no lo hace. Fisicamente significa que el fotéon permanece sin masa.
Ahora con el propdsito de aplicar el mecanismo de Higgs parametrizamos el campo escalar complejo
en forma exponencial de la siguiente manera:

&5 ( 0 ) (3.17)

v+n
V2

y realicemos las siguientes transformaciones gauge

PP =
JlbL — Ulbﬁ
A, — A,
R— R
Lol =esL (3.18)

3.3. EL SECTOR ESCALAR
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que al sustituir en el Lagrangiano (3.11]), se ve reflejado en el sector escalar, pues el Lagrangiano
del sector fermidnico sigue siendo invariante gauge. Asi que el Lagrangiano del sector escalar ((3.8))

se expresa de la siguiente manera:
2 2 4
2 (v+n)> <(v+77)>
— + A . (3.19
[ﬂ ( V2 A V2 (3.19)

. :
1g'Y 1g 0
EEscalar = a,u =+ _Au + _a-lbL vtn
2 2 /2
Los términos de masa para los bosones gauge surgen de la derivada covariante del primer término
del anterior Lagrangiano, y podemos expresar la derivada covariante de la siguiente manera:

2

L (g iy i (BNVE WS 0
’\/5(8M+2Au+\/§< W, _bi/ﬁ . : (3.20)
donde [ .

T 28 (3.21)

V2

Haciendo los céalculos correspondientes sobre la expresion (13.20) y dejando solo los términos mas
significativos para nuestro andlisis, obtenemos lo siguiente:

2

1 1 _ v2 g _gg’ e
£ =5(0m)(0" ) + §v2g2ij g (63, A,) ( S0l g ) ( A ) T+ (3.22)

Calculando los autovalores y autovectores de la matriz en el dltimo término nos permite diagona-
lizarla. De ahf encontramos los siguientes campos fisicos [

—g A, + gb} A+ gt
z, = % A, =TT 90 (3.23)
/g2 + g 2 /92 + g 2
y el Lagrangiano escalar queda de la siguiente manera:
1 1 2 2
Lose = 5Om)(@0) = 117 + S0P WiW 4 STz 70 (3.24)
de donde se puede ver los términos de masa de los bosones gauge:
= Masa del bosén Wff = %
21 2
» Masa del boson Z,, = gTngv.

» Masa del bosén A, = 0 por lo que no aparece en la expresiéon anterior.

Ademds, notamos que el campo 7 tiene masa igual a 2|u?| > 0y se lo conoce como el bosén de
Higgs que es el responsable de que los bosones W y Z adquieran masa como consecuencia del
rompimiento espontéaneo de la simetria.

Por otro lado, los fermiones consiguen su masa a través de los acoplamientos de Yukawa. De ahi,
si sustituimos el valor de ® en el lagrangiano de Yukawa , tenemos que:

(%
Ly = —G.—=€ger, — Geie’LeR.
V2 V2
4 Los calculos se realizan en el apéndice F seccién (F.2.1))
SVer apéndice F seccién (F.2.1))

(3.25)
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por lo que el electrén adquiere una masa igual a:

v
V2’
Por tltimo, consideremos la simetria SU(3) que nos permite completar el Lagrangiano. Esta

parte corresponde a la interaccion fuerte, conocida también como la cromodindmica cuantica.
Entonces para SU(3) solo tenemos que adicionar en la Lagrangiana el siguiente término:

me = Ge (3.26)

1
——|G* |?>, cona=1,2,...,8. 3.27
4’ uy

con

Gy, = Gy — 0,G5 + gefaipGA.GY) (3.28)

en donde g, es la constante de acople del sector fuerte, y f,;r es la constante de estructura. El
subindice a se refiere a los 8 gluones y T, son las 8 matrices de Gell-Mann ﬁ, generadoras del grupo
SU(3). Ademas, la derivada covariante es:

D, = 9, +ig. .G (3.30)

Aclaramos que esta teoria la hemos desarrollado basados en la primera familia de fermiones, pero
sabemos que el Modelo Estandar tiene tres familias fermiénicas. No abarcaremos en detalle el
Lagrangiano teniendo en cuenta todas las familias fermionicas porque no es el propdsito de este
trabajo. Finalmente, este modelo ha tenido mucha aceptacion, pero tiene limitaciones:

El modelo contiene 19 parametros “libres”.

No explica por qué hay tres generaciones de familias.

No explica la jerarquia de las masas.

Tiene problemas de unificacion de las fuerzas.

y no considera masa para los neutrinos.

por tal razoén no se ha consolidado como la teoria final de de la fisica de particulas, y es necesario
extender la teoria e ir mas alla del Modelo Estandar.

6 Las matrices de Gell-Man son 8:

01 0 0 —i 0 1 0 0 00 1
M= 100, 0=3i 0 0], x=:i -1 0], =00 0],
00 0 0 0 0 0 0 0 100
00 —i 00 0 00 0 L (100
=00 0 |, =001 ],xm=[i0 | xx=—[01 0], (3.29)
i 0 0 01 0 0 i 0 V3o o —2
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Capitulo 4

Estabilidad del potencial escalar en
extensiones del Modelo Estandar

El Modelo Estandar ha tenido éxito describiendo la dinamica de las particulas elementales. Sin
embargo tiene limitaciones que no deben pasarse por alto, como las mencionadas en el capitulo
anterior. De ahi, que es necesario extender la teoria del Modelo Estandar, utilizando para ello
diversas maneras, por ejemplo:

» Adicionando nuevos campos fermiénicos (lo mas simple seria adicionar el campo del neutrino
de quiralidad derecha, lo cual conduciria a la obtencién de masa para el neutrino).

= Aumentando el sector escalar a mas de una representacion de Higgs.

= Ampliando el grupo local gauge.

En este capitulo trabajaremos dos extensiones del ME. En primer lugar ampliaremos la represen-
tacion del sector escalar a dos dobletes de Higgs. A dicha extensién simplificada y compatible con
la invarianza local gauge, se le suele llamar el modelo con dos dobletes de Higgs ( THDM ). En
segundo lugar, ampliaremos el grupo gauge local, trabajando en el modelo econémico que posee
la simetria gauge SU(3) ® SU(3) ® U(1). En ambos casos pondremos atencién especial al sector
escalar de cada modelo.

4.1. El modelo con dos dobletes de Higgs

El THDM es la minima extension del sector electrodébil y es posible hacerla, pues no hay
ninguna razon fundamental para asumir que el sector de Higgs deba ser de un solo doblete.
En este modelo se introducen dos campos escalares complejos de la forma:

+ . + .
P 1+ 1p2 2 ®5 + 16
= = 4 , = = . , 4.1
o (w?) <w3+w4> 72 (s@%) (907+ws) (4.)
donde notamos que contienen 8 campos escalares reales. El Lagrangiano méas general para este
modelo, lo escribimos como:

Lrapy = Ly + Lyup + L (4.2)

y es invariante bajo el grupo

SU2) ® U(1). (4.3)

33
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Para el desarrollo de este trabajo no es necesario analizar cada término del Lagrangiano (4.2)), pero
si podemos repasar en forma general el significado de cada uno:

» FEl Lagrangiano L .
Contiene los términos que no son de tipo escalar o de Higgs. Este Lagrangiano contiene al
sector leptoénico.

» FEl Lagrangiano de Yukawa Ly .
Este término contiene los acoplamientos de Yukawa, que genera la masa de los fermiones. La
expresion para dicho Lagrangiano puede variar segun el tipo de acoplamiento que tengamos
o que deseemos trabajar, por ejemplo:

e Tipo 1: solo cuando P4 se acopla a todos los fermiones

Lyur = Z (9501 P5ur; + gibriPadr;) (4.4)
(]
o Tipo 2: &5 se acopla a los quarks up y ®; a los quarks down y leptones cargados.
Lyu =Y (g80LiP5ur; + glbri®rdr;) (4.5)
(]
e Tipo 3: se consideran todos los fermiones en la Lagrangiana.
Ly, = Z (g15,0Li®5ur; + 910 i®1dr; + 95001 P5ur; + 9501 Padry) (4.6)
0,3
donde gfj’d representa las constantes de acople de Yukawa.

» El lagrangiano escalar L.
Contiene la derivada covariante asociada con el sector escalar responsable de generar la masa
de los bosones gauge y lo expresamos de la siguiente manera:

2
(DM%)T (D“%’) - V(Sf?la 902)' (4-7>
i=1
donde la derivada covariante es:

D, =0, +igh’T, +ig A,Y, (4.8)

donde T, son los generadores del grupo SU(2), y YV es la hipercarga. Identificamos también:

O,
T,=—
2
donde o, (con a = 1,2, 3.) son las matrices de Pauli. Y asumimos que ambos dobletes tienen

1/2 como valor de la hipercarga (Y = 1/2).

4.1. EL MODELO CON DOS DOBLETES DE HIGGS
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El potencial de Higgs mas general e invariante gauge, V (1, ¢2) estd dado por:

V1, ¢2) = 112 (len) + [M](]
+13 (1) (0hpr) + pE(plee) + [Aal(]
12 (0102) (9hp2) + 12 (0ho1) (Ohpa) + 2o (Phpa) + (i

1?2+ 13(0h0a) + al(9h2)? + 12(l01) (pha)
2)% + 2 (pher) + [l (her)? + 12 (o) (ples)

¥
¥

donde los dobletes escalares fueron definidos en . Este potencial contiene 14 parametros reales
e independientes (p1, ..., {10, A1, - - -5 A\a)-

Como podemos ver este potencial tiene una estructura mucho mas compleja que las consideradas
en las secciones anteriores, lo que hace dificil garantizar que cumpla la condiciéon de estabilidad
considerada en la seccion para posteriormente imponer el rompimiento espontaneo de simetria.
El objetivo de este capitulo es analizar el potencial y expresarlo en términos de parametros
que facilite establecer sobre ellos las condiciones que garanticen la estabilidad del potencial escalar.

4.1.1. Parametros que definen el potencial escalar

El potencial (4.9) que es el més general e invariante gauge y renormalizable para el modelo
THDM lo podemos escribir como una combinacion lineal de los siguientes términos:

oloi  (Ploi)(elen), (4.10)

con 1,7, k,l = 1,2. Es conveniente discutir la propiedad de estabilidad del potencial escalar en
términos de expresiones invariantes gauge. Para este propdsito organizamos los términos del po-
tencial en forma de una matriz hermitica 2 x 2 de la siguiente manera:

f ¢
K- ( P e > ‘ (4.11)
P1P2 Pap2

Esta matriz la podemos descomponer en términos de una base formada por matrices hermiticas
2 x 2. De este modo es escrita como la combinacién lineal:

1
K~ = 5[[(05” + KGO'%], (412)

ij
donde los cuatro coeficientes reales definidos en (4.12)) estdan dados por:
KO = 90;{()01' > K, = ((p;rgpj)agj ) (a = 17273)' (413>

Teniendo en cuenta (4.12) podemos ver que las componetes de la matriz (4.11)) son :

plor = = (Ko + K3) Plpy = = (K +iKy),

SD;QOQ = (KO — Kg) y gO;gOl = (Kl — ZKQ) . (414)

N~ N
Mo = N

4.1. EL MODELO CON DOS DOBLETES DE HIGGS
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Sustituyendo los resultados (4.14]) en el potencial (4.9) tenemos la siguiente expresion:
Ag A2

V= _Hs K2 LM K2 122 K2 WM Maay g, 4 A3 ifi13 M3 g Ky — Ufi12 M2 e K+ Ufl11 e K
4 4 4 4 4 4
A A
’Z?KJQ %fkgkg ’Z?KJQ %fkgKg—-§55K3+ ;Rng ’fk@
Mg Ashiz K24+ Mg A1g MO gz iAspiz KKy — iA1o KKy + ifh1g s g pe
LT ifi12 JGE! U7 fho iy ASUT o9 | H6 o '
— Ky K — KoK — KK K —K K —K
g Lofte + g toltz + — g tohtz— 5 2+ 5 12 + A 1T+ A
10 2 4 H14 H13 H12 11 L7 g M7
—k — KK — KoK — KK — K K K —K
1 1+ o + — L o + — L ot + — 4 Doft + 5 1+ 5 M
M5 - .o A4 2 Ao 2 M3 241
—K, K, K, K —K,
TRt e oo e T e,

que es una expresion muy extensa, con 40 términos que dificilmente podriamos trabajar para
encontrar los valores minimos del potencial. Pero si definimos las siguientes estructuras:

M3 1
0= Ty
_ [ Bks | pro diplr Ufirfh s
%_< 2 T3 ) 2 2+2)
DY VIR ¥
UOO_Z+Z+Z’

(2 s pag dpan |tz Bz iAo A Ay
%_(4+4_F4’4'%4 1 "1 2 2 )

Aspr e 4 Ao Bspr _ idig B g1z s paa
4 4 4 2 2, 4 4 4 4
— Be _ Aspr _ Mo ipan a2 | i3 ipad
Tab = 0 4 4 4 4 4 4; TN ) <4'16)
_B5 4 Ay Ao
0 0 T a4t

vemos que el potencial (4.9) lo podemos escribir como

Vipr, ¢2) = Va+ Vi, (4.17)

en donde V5 y Vj, son los términos cuadraticos y cudrticos respectivamente del potencial y, si los
expresamos en términos de los pardmetros definidos en (4.16)) tenemos que:

‘/'2 = EOKO + 5aKa

‘/4 = nOOKg + 2[([)T/a[(a + Kanabey
el cual mantiene los 14 parametros reales (), (g4,a = 1,2,3), (e, a = 1,2,3), (100), (Map, @, b =
1,2,3).

Sin embargo podemos reducir esta cantidad de pardmetros realizando un cambio de base en los
campos de Higgs de la siguiente manera:

0i = )

4.1. EL MODELO CON DOS DOBLETES DE HIGGS
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<Pl1 U U ©1
2 = 4.18
(2)-(om o)) (119

), es una transformacién unitaria

tal que

Ull U12

donde U = ( Uy Usy

U'U=UU'=1. (4.19)

Bajo esta transformacién unitaria, los coeficientes (4.13)) se comportan de la siguiente maneraﬂ

Ky = K,
K, = Ry(U)K,, (4.20)
donde la matriz R se define como:
Uoc®U = R,0?,
y cumple las siguientes propiedadesE|
R*(U)=R(U)
RYU)R(U) =1
detR(U) = 1. (4.21)

Esta matriz R(U) pertenece al grupo SO(3), pues sus componentes son reales.

Ahora, el potencial escrito en la forma (4.17) con las definiciones es invariante bajo las
transformaciones de Ky y K, definidas en . Siempre y cuando realicemos una transformacion
adecuada sobre los parametros. Dichas transformaciones las definimos de la siguiente manera

& = &,
7780 = Too,

¢ = R(U)E,

n = R(U)n

E = R(U)ER" (u). (4.22)

La trasformacién aplicada a la matriz £ muestra que la podemos diagonalizar y de esta manera
reducimos en 3 el nimero de pardmetros independientes dejando asi un total de 11 pardametros
reales e independientes para el potencial de Higgs.

Si observamos la matriz K en vemos que es una matriz semipositivaﬁporque al ser Ky = trK
y K2 — K? = 4detK, implica que:

Ko >0, K2 —K*>0. (4.23)

Por otro lado, para cualquier Ky y K que cumplan (4.23]) es posible encontrar los campos ¢; que
obedezcan (4.13). Ademas, todos los campos que obedecen (4.13)) para algin Ky y K dado, forman
lo que llamaremos un orbital gauge. Por lo tanto, las funciones K y K parametrizan los orbitales

Lver apéndice F seccién (F.3.2
2ver apéndice F seccién (F.3.3

3ver apendice(E.2.14)
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gauge y no una unica configuracion del campo de Higgs.

Especificar el dominio de las funciones K y K correspondientes a las érbitas gauge permite discutir
el potencial directamente en la forma con todos los grados de libertad eliminados.

Es curioso notar que los orbitales gauge del campos Higgs del modelos THDM son parametrizados
por un cuadrivector (Ky, K) de tipo Minkowski que esté sobre o dentro de la superficie del cono
de luz.

En la siguiente seccion determinaremos los limites de los parametros que definen el potencial y
como resultado obtendremos las condiciones para que el potencial escalar sea estable.

4.1.2. Estabilidad del potencial escalar en el modelo THDM

Como demostramos en la seccion anterior nosotros podemos analizar las propiedades del po-
tencial (4.17)) con las definiciones (|4.18)) como una funcién de (K, y K) en el dominio determinado
por Ko > 0y K2 > K? de acuerdo a (4.23). Para K, > 0 hacemos la siguiente definicién:

K
k=— k| <1. 4.24
o= < (424)

En efecto, para Ky = 0 entonces ¢ = @9 = 0, en este caso el potencial serd V = 0. De (4.18)) y
(4.24) obtenemos para Ky > 0 las siguientes funciones

Vo = KoJa(k), Jo(k) = ¢ + &'k
Vi = K2J,(K), Ji(K) = 100 + 207k + KT Fk, (4.25)

donde hemos introducido las funciones Jy(k) y Ji(k) en el dominio |k| < 1 [

Para que el potencial sea estable, tiene que estar acotado por abajo. La estabilidad es determi-
nada por el comportamiento del potencial V' en el limite cuando Ky — oo o sea por el signo de la
funciones Jy(k) y Ji(k) Entonces, para que el potencail sea marginalmente estable es suficiente y
necesario que:

J4(k) >0 o

todo |k| < 1. 4.26
L) =0 vy Jz(k)20} para todo [k (4.26)

Esta condicién equivale a decir que V' > 0 caundo Ky — oo en todas las posibles direcciones de
k. La estabiidad del potencial es més segura cuando V' — oo para Ky — oo y algun k puede ser
garantizada por:

J4(k) >0 o

todo k| <1, 4.27
Jk) =0 y Jg(k)>0} para todo [k (4.27)

y asi la estabilidad es garantizada en un sentido débil, o si tenemos la condicion:
Ju(k) >0 para todo |k| <1 (4.28)

decimos que, es estable en un sentido fuerte. Entonces, la estabilidad fuerte se obtiene solo del
término cuartico del potencial .

Para asegurar que Jy(k) sea positiva, es suficiente considerar su valor para todos los puntos esta-
cionarios en el dominio |k| < 1, y para todos los puntos estacionarios en la frontera |k| = 1. Esto

1Como K > K? al dividir por K2 llegamos a |k| < 1.
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es valido, porque el minimo global de la funcién continua J4(k) se alcanza en el dominio compacto
|k| <1,y estd entre esos puntos estacionarios. Entonces, cuando |k| < 1 los puntos estacionarios
de la funcién Jy(k) se obtienen derivando respecto a k e igualando a cero, por lo tanto obtenemos:

Fk =—n con k| < 1. (4.29)

Para despejar k debemos tener en cuenta que F es una matriz que puede tener o no inversa.
De ahi que esos dos casos deben considerarse.
Cuando la matriz es invertible, satisface que det ' # 0 asi que obtenemos lo siguiente:

k=-E'n, (4.30)
siendo k un punto estacionario que al sustituir en J4(k) da como resultado:

Ji(K)|est = m00 + 20" (—E7'n) + (—E"'n)"E(-E"'n)
= oo + [—277TE_177] + nT(E_lE)E_ln
=100 — 20" E"'n+n"E7'n

=100 — 1" E7'n. (4.31)
Este resultado estd sujeto a la condicion
k| <1
que la expresamos de la forma:
1—-k'k > 0. (4.32)

Si consideramos el valor de k deacuerdo a (4.30) nos da que:
L—(=E7'p)"(=E"'n) >0
1-nTE'E7'n>0
1-n"E?n>0. (4.33)
Entonces, cuando detF # 0 se cumple que:
Ji(K)|ess =m0 —m'E'n st 1—-nT"E?n >0. (4.34)

Si consideramos el caso detFE = 0, la matriz E no es invertible y decimos que puede existir una o
mas soluciones excepcionales en en el dominio |k| < 1. De ese tipo de soluciones hablaremos
luego.

Ahora, cuando |k| = 1 podemos encontrar los puntos estacionarios de Jy(k) utilizando el método
de los multiplicadores de Lagrange. Para ello encontramos los puntos estacionarios de la siguiente
funcion:

Fy(k,u) = Jy(k) +u(l — k%), (4.35)

donde u es un multiplicador de Lagrange [17]. De ahi que los puntos estacionarios son dados por:
(E—uk=—n con k| = 1. (4.36)
Para valores regulares de u tales que det(E — u) # 0 los puntos estacionarios estdan dados por

k(u) = —(E —u)'n, (4.37)

4.1. EL MODELO CON DOS DOBLETES DE HIGGS
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y el multiplicador de Lagrange se obtiene de la condicién |k| = 1, que puede ser escrito como
k'k = 1 y segin ({.37) se tiene que:

(—(E—u)" ') (—(E—u)"'n) =1
1-n"(E—u)?n=0. (4.38)

Asi obtenemos la solucién.
J4(k)’est = U+ Moo — 77T<E - U>7177» (4-39>

donde u es una solucién de (4.38)). También para |k| = 1, dependiendo de los pardmetros 1, ¥ nap,
pueden haber soluciones excepcionales (k,u) de donde det(E — u) = 0, por lo que u es un
autovalor de E.

Las soluciones regulares para los dos casos |k| < 1y |k| = 1 se puede describir usando una sola

funcién. Considerando (4.35)) y definimos
f(u) = Fy(k(u), u), (4.40)
con k(u) dado por (4.37). Esto conduce a:
Fu) = u+ 00 — 7' (E — u) . (4.41)

fu)y=1-n"(E—u)?n. (4.42)

De modo que todos los puntos estacionarios regulares k de Jy(k) se obtiene de la funcién f(u) de
la forma:

f(u) - J4<k)|est (443)
fu)=1-k (4.44)
Si trabajamos en el dominio |k| < 1 basta con tomar el valor u = 0. Existen puntos estacionarios
de Jy(k) en |k| < 1yen |k| = 1si f(0)y f(0), respectivamente. Entonces los valores de J,;(k) son

dados por f(u).
Ahora, si en una base diagonal E = diag(u1, p2, 113),las funciones f y f’ se reducen a:

3 2
f(u) =u+mo — Z %, (4.45)
Y 3
fluy=1- ; (M”w (4.46)

Notamos que la derivada f'(u) tiene como méximo seis ceros. Ademds, si en esta base las tres
componentes de 1 son diferentes de cero, no tendremos soluciones excepcionales.

La funcién f(u) dada en (4.41)) nos permite discutir las soluciones excepcionales de y .
Consideremos primero para |k| < 1y suponemos detEl = 0. En la base donde E es una matriz

diagonal tenemos:
det(E) = pypaps =0, (4.47)
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y teniendo en cuenta (4.29):

piky = —m
foko = —ns
/Lgk’g = —1)s. (448)

Claramente una solucién de es solo posible con u, = 0 si también 7, = 0 con |k| < 1.
Por lo tanto, vemos en que las soluciones excepcionales con |k| < 1 son posibles si f(u)
permanece finito cuando u = 0, es decir, el polo que corresponderia a p, = 0 debe tener residuo
cero. Supongamos ahora que efectivamente 7, = 0 para todo a donde pu, = 0. Tomemos como
ejemplo py = pe = 0y ny = 1y = 0 pero pu3 # 0. Entonces obtenemos la soluciéon general de (4.48))
de la siguiente forma:

hy = — B (4.49)

M3

con ki, ky arbitrarios pero que satisfagan |k| < 1, o sea que debe cumplir

2
K2 = k2 + k2 + (@) <1 (4.50)
3
Lo anterior podemos escribirlo como:
donde
1
k” = —"n, Ekl = 0. (452)
3
73 ?
ki<1—kﬁ:1—(#—) : (4.53)
3

Entonces, para las funciones (4.45)) y (4.46)) tenemos:

2

3
u) = u-+ — ) 4.54
fw) o = = (4.54)

fllu)y=1- (N;]%W (4.55)

Insertando la solucién k de acuerdo con (4.51)) y (4.53) obtenemos:
f(O) = J4(k)|est' (456)

FO)=1-k >k} >0. (4.57)

Los argumentos considerados, funcionan de manera similar, si solo uno de los p, es igual a cero
o los tres pu, son cero. En todos los casos se mantiene ain para soluciones excepcionales
con k| < 1, que solo puede existie si f(u) no tiene polos en u = 0. Puesto que implica solo
cantidades escalares, se mantiene en cualquier base.
Ahora, consideremos el caso de soluciones excepcionales para |k| = 1, estas pueden ser tratados de
manera analoga. Una solucion excepcional de con u = p, (a =1,2,3) solo puede existir si
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el correspondiente 7, = 0. Entonces f(u) no tiene polo para u = p, y las soluciones excepcionales
de (4.36) cumplen lo siguiente:

k =Kk, (4.58)
con lo que
kj=—(F—u) M-y, v (E—uk =0 (4.59)
y
f(pa) = Ja(k)lest- (4.60)
f(ta) =1-Kkj =k} >0. (4.61)

Debemos tener en cuenta en que si una solucion es posible, k; puede ser cualquier combinacién
lineal de los vectores propios con los valores propios p, de E, donde la norma es |k | = v/ f (1a)-
Asi podemos ver que la funcién f(u) es muy ttil para discutir la estabilidad del potencial en el
modelo THDM. Lo que hemos mostrado puede formularse de la siguiente manera: consideramos
las funciones f(u) y f (u). Denotemos por I,

I'=A{uy, - u,}, (4.62)

al siguiente conjunto de valores de u. Incluimos en el conjunto I a todos u que hagan f'(u) = 0.
Afadimos « = 0 en I si f(0) > 0. Luego, consideramos los autovalores j,(a = 1,2,3) de E.
Incluimos en el conjunto I a los p, cuando f(u,) sea finito y f (a) > 0. Tenemos n < 10.
Entonces, los valores de la funcién Jy(k) en los puntos estacionarios estan dados por:

J4(k)|est - f(uz)v (463)

donde u; € I. El potencial es estable si tenemos f(u;) > 0 para todo u; € I. Luego la estabilidad
del potencial es determinada solo por el término cuartico del potencial. El potencial es inestable
si f(u;) < 0 por lo menos para un u; € I. Si tenemos f(u;) > 0 para todo w; € I'y f(u;) =0
para al menos un u; € I, deberiamos considerar el término cuadratico Jo(k) del potencial para
poder analizar su estabilidad. Pero el andlisis del potencial basados en la funcién J(k) no la
consideraremos en este trabajo. Mas bien, a modo de resumen hagamos una breve revision del

método expuesto en este capitulo y posteriormente lo aplicamos a un potencial particular del
modelo THDM.

4.1.3. Revision de los criterios de estabilidad

Revisemos el método para determinar las condiciones necesarias y suficientes que los parame-
tros deben satisfacer para tener un potencial escalar estable en el modelo THDM. Daremos un
procedimiento que facilite encontrar las condiciones para la estabilidad de un potencial escalar.
Nos interesa hacerlo pues, la estabilidad garantiza que el potencial escalar tenga un minimo global,
es decir, que el potencial esté acotado por abajo, lo cual es una condicién necesaria para imple-
mentar la ruptura esponténea de simetria gauge en los modelos [21].

En primer lugar tenemos que los puntos estacionarios de Jy(k) se calculan usando (4.36))

(E—uk=-n con |kl=1, (4.64)
donde u = 0 para |k| < 1. Ahora suponemos que hemos encontrado dos soluciones p y q con sus
respectivos multiplicadores de Lagrange u, y u, tal que:

(E - Up)p = -,
(B —ug)a=—n, (4.65)
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donde

lp| =1, lq| =1 Yy Uy # Uy (4.66)
Evaluando la funcién Jy(k) en estos puntos estacionarios usando (4.41)) y (4.43), tenemos:
Ja(p) = up + 100 +1'P.
Ji(q) = uy + no0 + n'q. (4.67)

Restando Jy(p) — J4(q)
Ji(p) — Ju(q) = up, —u, + n'(p — Q). (4.68)

Ahora, recordando que la matriz F es simétrica, entonces (E — u,)" = E — ug, por lo que tomando
la transpuesta de (4.65)) tenemos:

P (E—u)=-n",  d(E-u)=-n, (4.69)

Multiplicando por p y q
p'(E —u,) =-n'q, (4.70)
q'(E —ug) = —1'p. (4.71)

Restando (4.70) y (4.71)
(ug — wpu)p'a =n'(p — q), (4.72)

si reemplazamos este resultado en (4.68]), tenemos la siguiente expresién:

Ji(p) — Ja(@) = (up — ug)(1 — P'a). (4.73)

El producto p’q = |p||q| cos @ = cosf < 1. Notamos que que el cos # no puede ser 1, porque p y q
no pueden ser paralelos. Si asuminos que son paralelos significaria que segiin (4.65))

(up —uy)p =0, y luego  u, = u,, (4.74)
pero esto contradice lo que se asumimos en (4.66)). Entonces, en todo caso tendriamos que
(1-pla) >0, (4.75)

la desigualdad se satisface inmediatamente si |p| < 1 y en consecuencia, a partir de (4.73)), con-
cluimos que
Up < Ug = J4(p) < J4(q) (476)

El resultado (4.76|) es 1til, porque hace mas facil encontrar las condiciones de los parametros para
tener un potencial escalar estable. El proceso seria el siguiente: calculamos todos los multiplicado-
res regulares de Lagrange u; (i < 6), resolviendo la ecuacién . Incluimos en este conjunto las
soluciones excepcionales 4, (j < 3), resolviendo la ecuacién det(E — u) = 0, omitiendo los valores
i, para los cuales la correspondiente 7; # 0, en la base que E es diagonal (como se puede ver
(4.64])). Finalmente, consideremos u = 0 para las soluciones dentro de la esfera |k| < 1, y con estos
valores, formamos el conjunto S, que tiene por mucho diez elementos.

El resultado sugiere tomar el valor mas pequeno de S para establecer un potencial escalar
estable. Dado que los valores de S son en general parametros libres, asumimos que cada uno de
ellos es el valor mas bajo.
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Si el valor més pequefio es una soluciéon regular u;, se impone inmediatamente la condicién
Ju(k) > 0, es decir, f(u;) > 0 (ecuacién (51) en la referencia [6]), lo que, segin el resultado
, garantizaria la estabilidad del potencial escalar. Las condiciones que vienen de las solucio-
nes regulares son necesarias. Por lo tanto se mantendran en el conjunto S.

Si el valor més pequenos es una solucién excepcional, y;, primero debemos comprobar que el punto
estacionario sea valido, es decir, f (1) > 0. Si este punto no es valido, se puede descartar del con-
junto S. En el caso de satisfacerse se impone la condicién f(u;) > 0, que garantizaria la estabilidad
del potencial segiin el resultado . Las condiciones derivadas de las soluciones excepcionales
no son necesarias puesto que no siempre se cumple la desigualdad f’ (p;) > 0. Del mismo modo, si
el valor méas pequeno de S es 0, debemos comprobar primero que f /(O) > (, si no, se descarta este
valor del conjunto S. pero si se cumple, fijamos la condicién f(0) > 0 para asegurar la estabilidad
del potencial escalar.

Los valores de S que, dada su estructura, no pueden ser los mas pequenos, se descartan si los valo-
res mas bajos dan un punto estacionario valido segtn (4.76)). De lo contrario, deben ser analizados.
Hasta ahora, las condiciones anteriores dan estabilidad en un sentido fuerte. Si para uno de los
casos anteriores tenemos f(u) = 0 procedemos a considerar J(k), lo que garantizaria la estabili-
dad del potencial escalar en el sentido débil o marginal. Para los puntos estacionarios restantes, se
deduce que Jy(k) > 0, como se indica en . Finalmente, construimos el conjunto

I = {valores no descartados de S}, (4.77)

de la que obtenemos las condiciones suficientes para garantizar la estabilidad del potencial escalar.
A continuacién apliquemos los resultados anteriores a un modelo en particular.

4.1.4. El potencial del modelo de Gunion et al

Vamos a analizar el potencial escalar del modelo THDM de Gunion et al [18]. El potencial es
el siguiente:

Vg1, 02) = Ml —07)° + A2(902s02 — ) (4.78)
+ As(eler = vf + phips — 03)° (4.79)
+ M (el (ehen) — (el (when)) (4:80)
+ A5 (Re(cplgpg — V1V COS 5)2 (4.81)
+ X ([m(golgog — v1Ug sin &) )2 (4.82)
+ A7 (Re(<p1g02 — V109 COS & (4.83)
x (Jm(goypg) — v, sin 5) , (4.84)

vemos que contiene nueve pardmetros reales (sin contar la constante). Este potencial rompe en
forma suave la simetria discreta

w1 — —P1, Y9 —> —Pa, (485)

suprimiendo grandes corrientes neutras que cambiarian el sabor [19]. dejando a un lado las cons-
tantes, expresamos el potencial (4.84)) en la forma (4.17)) en términos de los parametros dados en
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(4.18). Siguiendo el procedimiento de la seccién (4.1.1]) obtenemos

1
Moo = Z()\l + X2+ 403 + \y), (4.86)

1 0

n=7 0 : (4.87)

A — Ao

1 20— M) A7 0

B= A 206 — \) 0 . (4.88)

0 0 2\ + Az — A

De (4.41) y (4.42)) se obtiene:

(A= A9)?
()\1 +)\2 —)\4—4U)’

1
flw) =u+ 7+ +4h + M) — (4.89)

oy (A1 — Xo)?
f(U) =1- ()\1"‘)\2—)\4—411/)2.

(4.90)

Los correspondientes multiplicadores de Lagrange, incluido el cero, que podrian dar lugar a posibles
condiciones de estabilidad, forman parte del siguiente conjunto S:

1 1 1
S = {u1 = 1(2/\1 — A1), up = 1(2/\2 — A1), us =0,y = Z(F& - M),
(4.91)

1
[1,5:§(—2/\4+)\5+)\6+\/()\5—)\6)2+)\%)}

donde

1
H:§(A5+)\6_\/<)\5_)\6)2+)\7>-

Los primeros dos parametros son los multiplicadores de Lagrange, y los dos tltimos son las solu-
ciones excepcionales apropiadas en S. Notamos que 4 < p5, pero aun asi no podemos descartar
{15 ya que primero debemos comprobar si f'(y4) > 0. El minimo global de J,(k) ocurre donde el
valor minimo valido de S esté:

1. Si uy es el valor mas pequeno de .S, entonces:

f(ul) >0= A\ + A3 > 0. (492)

2. Si uy es el valor mas pequeno de S, entonces:
flug) > 0= A+ A3 > 0. (4.93)

Ya que u; y us son soluciénes regulares, las desigualdades (4.92)) y (4.93)) son necesarias.

3. Si
Uz = 0< Ut, U2, 4y U5, (494>
podemos ver que
’ 4U1U2
ug) = ——— > 0, 4.95
f ( 3) (Ul + u2>2 ( )
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entonces uz no se descarta. Teniendo en cuenta las desigualdades (4.92) y (4.93) en f(us),
tenemos

[=A = 223 + 20/ (A1 + A3) (Mg + )] [Ad + 203 + 24/ (A1 + A3) (Mg + A3)]
8(uy + us)

y de (4.94)) se puede demostrar que los factores ui+us > 0y —Ag—2X34+2y/ (A1 + A3) (A2 + A3) >
0; por lo tanto

fuz) =

>0, (4.96)

A > =203 — 20/ (M1 + A3) (Mg + A3). (4.97)
4. Si
Ha < Uup, U2, U3, M5, (498)
entonces
) —K = 2X3 4+ 24/ (A1 + A3) (Mg + A 203 + 24/ (A1 + A3)( A2 + A
f(m)z[ K= 223 + 2/ (A1 + A3) (Ao + A3)][1 + 2A3 + 20/ (A + As) (A2 + o, (4.99)

4()\1 + )\2 - Ii)

y usando (4.98) podemos demostrar que los factores (A\;+Aa—k) > 0y —k—2A3+21/ (A1 + A3) (A2 + Az) >
0; por lo tanto

k> =23 — 20/ (A1 + As)(Ag + As). (4.100)

Entonces, el multiplicador de Lagrange p5 no se considera ya que ps > fi4.
En resumen, para que el THDM sea estable, las siguientes condiciones sobre los parametros son
suficientes

A+ /\3 > 0, Ao+ /\3 > 0, )\4, K > —2/\3 — 2\/()\1 + )\3)()\2 + /\3), (4101)

4.2. El modelo economico 3-3-1

Es una extensiéon al Modelo Estandar basado en el grupo de simetria local gauge SU(3) ®
SU(3) @ U(1). Para este tipo de modelos, se utilizan en general tres tripletes de Higgs y contiene
un sector escalar bastante complicado para ser analizado en detalle [20]. En particular el modelo
3 — 3 — 1 que contiene una minima representacion de campos escalares de Higgs se le llama el
modelo econémico 3-3-1. Existen un total de ocho modelos econémicos 3 — 3 — 1 diferentes sin
cargas eléctricas exéticas, cada uno con una estructura fermiénica diferente pero con el mismo
sector escalar (dos tripletes de Higgs). El modelo econémico 3 — 3 — 1 que vamos a analizar tiene
las siguientes representaciones de fermiones libre de anomalias:

LUt ~(3,35,1/3),
,—2/3), ds ~ (3*,1,1/3),
Uf ~ (3*,1,-2/3), DS~ (3*,1,1/3), (4.102)

S
\.}—‘
—

donde los nimeros dentro de los paréntesis indican los nimeros cudnticos de SU(3),SU(3),U(1),
donde a = 1,2,3 indica las familias o generaciones, i = 1,2 se refiere a la segunda y tercera
familia respectivamente. Y D’ y U son tres quarks ex6ticos con cargas eléctricas 1/3,—1/3,2/3,
respectivamente.
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4.2.1. El sector escalar en el modelo economico 3-3-1

Si pretendemos usar las representaciones mas simple de SU(3) para romper la simetria, se re-
quieren al menos dos tripletes escalares complejos, equivalentes a doce campos escalares reales. Los
dos escalares de Higgs (junto con sus complejos conjugados) que pueden generar valores esperados
para el vacio distintos de cero H son:

1 o 2 )

o, (1,3*,—§)= 0 |, o, (173*,5): or |, (4.103)
B0 oF
1 2

donde los numeros entre paréntesis indican que son singletes de color (1), se encuentran en la
representacion adjunta (3*) y por tdltimo el valor de su hipercarga. Notemos que, a diferencia del
modelo THDM, estos dos campos escalares tienen diferentes hipercargas Y. Por esta razén, un
cambio de base de los campos Higgs en este modelo no tiene ninguna significado fisico.

El potencial escalar més general, renormalizable e invariante gauge 3-3-1 se escribe como:

V (1, By) = 12T Dy + o LDy + Ay (BT D1)2 4+ Ao(D D)2
+ A3(B] 1) (DFDs) + Aa(D]D,) (D] Py). (4.104)

Vemos que el nimero de parametros libres es seis.

4.2.2. Parametros que definen el potencial escalar

De la misma forma como hicimos en la seccién [4.1.1} podemos expresar el potencial (4.104)
en términos de orbitales gauge Ky, K, Ky v K3 que en nuestro caso se asocian con los siguientes

parametros que definen al potencial (4.104])

] 0
fo=5W+mm), &= 0
5(uf + p3)
Moo = i()q + Ao + A3),
0
n= ( 0 :
%()\1 + A2)
40 0
E=| 0 & 0 : (4.105)
0 0 F(Ai+X+X;)

5 . 7 . . ’ . .
°Si se comprueba que sélo un triplete escalar adquiere un valor esperado en el vacio diferente de cero, decimos
que el modelo econémico 3-3-1 es inconsistente
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4.2.3. Estabilidad del potencial escalar

Notamos que la matriz E es diagonal. De ahf que calculamos las funciones f(u) y f (u) direc-

tamente de (4.45]) y (4.46)), obteniéndose:

f(u)zu—i-i()\l—{—)\g—l-)\g)—zl

o (A1 — A\o)?
Jw) = (A1 + Ao + A3 — 4u)?

(A — A)?
()\1 + )\2 —+ )\3) — 161,6’

(4.106)

Para A\; # Mo, las soluciones de f'(u) = 0, que determinan los puntos estacionarios de .J,(k) en el
limite |k| = 1, nos llevan a los multiplicadores de Lagrange:

1 1

uy = 1(2)\1 — )\3), U = 1—1(2)\2 — )\3) (4107)
Podemos adicionar los puntos
A
Uy =0 uy = Z4’ (4.108)

que corresponden a los puntos estacionarios dentro de la esfera (k| < 1) y a una solucién exepcio-
nal, respectivamente. Asi que, tenemos el conjunto [

1 1 A
I = {Ul = 1(2)\1 - )\3),%2 = 1(2A2 - )\3),’&3 == O,U4 = f} . (4109)

que contiene todas las posibles soluciones validas. Entre las soluciones, el valor méas pequeno
corresponde al minimo global (como lo demostramos en la seccién 4.1.3)). Ahora, consideremos las
diferentes posibilidades

1. Siuy < usg,us,uy: es decir, que el minimo global ocurre en u;. Para tener un potencial estable,
en el sentido fuerte, imponemos la condicién:

fluy) > 0= A > 0. (4.110)

2. uy < uy,us, uys: en este caso la estabilidad en sentido fuerte nos lleva a:

flug) > 0= Ay > 0. (4.111)

3. Si ug < uq,ug, uy (recordemos que uz = 0): una solucién véalida requiere un valor positivo para
., !/ . . .z
la funcién f'(u), que verificamos a continuacién:

/= N _i1_6;21112/\3)2 - (uflj_ﬂzy >0, (4.112)
Imponemos the condicién para la estabilidad fuerte
2
f(0) = 4(:;‘ - i‘jfil) (4.113)
- L;?;?Z_uj)g B 2)(\;/1\2+_u§ >0, (4.114)
donde A3 — Ay — A1 = 2(uy + uy) > 0 obtenemos:
ANAa— A3 >0 o AN > A (4.115)
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. ! o .
4. Siuy < ug,ug,us (de nuevo con ug = 0): una vez mas f (uy) debe ser positiva. Dado que cada
uno de los factores (u; — uy), (ug — ug), (ug + ug — 2uy4) son positivos, entonces tenemos

/ . 4(U1 — U4)(U,2 — U4)
f(ua) = UL + Uz — 2uy

> 0. (4.116)

La estabilidad fuerte implica la condicién

AN g — (A3 + \g)?
_ 0 4117
flu) 8(uy + ug — 2uy) -0 ( )

de donde
4N Ag > (A3 + M\y)2 (4.118)

En resumen, las siguientes son condiciones suficientes (pero no necesarias) para garantizar una la
estabilidad fuerte del potencial, para todos los valores posibles de los pardmetros, incluyendo el
caso especial \; = Ag:

A1 > 0,

A2 > 0,

AMhg > A2,
(4.119)

donde las primeras dos desigualdades son también condiciones necesarias para que el potencial
escalar sea estable.
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Capitulo 5

Conclusiones

Hemos analizado el potencial escalar del modelo general con dos dobletes de Higgs (THDM).
Para tener una teoria consistente, este potencial debe satisfacer ciertos criterios. El potencial debe
ser estable, que esté acotado por abajo, que conduce y conducir al rompimiento de simetria elec-
trodébil observado en la naturaleza. Las condiciones encontradas para la estabilidad del potencial
escalar son consistentes y compactas si el potencial se expresa en términos de las funciones de
campo invariantes gauge (4.12)). Estos permiten una implementacién sencilla para el andlisis de la
estabilidad del THDM.

Aplicamos nuestro método a dos ejemplos. En primer lugar analizamos el potencial de THDM
introducido por Gunion et al , donde podemos ver que la aplicacién del resultado (4.76))
es esencial para obtener un modelo consistente y poder derivar condiciones suficientes para tener
un potencial escalar estable. Esto nos permite identificar ya sea las condiciones necesarias (para
soluciones regulares) o las condiciones que pueden no ser necesarias, viniendo de soluciones excep-
cionales (incluyendo 0). Pero las condiciones generan suficientes desigualdades que garantizan la
estabilidad de un potencial. A modo de ejemplo, podemos apreciarlo, en la expresion 152 de la
referencia [6], donde us < u; que para las condiciones de estabilidad solo se considera uy. En este
sentido, puede ocurrir que algunos multiplicadores de Lagrange, aunque no sean los valores mas
pequenos, deban tenerse en cuenta para las condiciones de estabilidad. Se puede apreciar desde en
el potencial de Gunion et al , ya que si j14 no fuera un punto estacionario valido, tendriamos
que haber analizado us. De esta forma, podemos reducir el niimero de condiciones suficientes de-
rivadas de soluciones excepcionales (incluyendo 0) siempre que f'(u;) < 0 (o £ (0) < 0).

Como segundo ejemplo, tomamos el potencial escalar para el modelo econémico 3-3-1 seccién
. Se llevo a cabo un estudio detallado del potencial escalar para el modelo econémico 3—3—1.
Con el fin de obtener una teoria aceptable, como lo indicamos al principio.

Para el potencial escalar como se presenta en la ecuacién , las siguientes son las condiciones
que garantizan una estabilidad fuerte:

1. Condiciones necesarias y suficientes:

A >0 y A2 >0

2. Condiciones suficientes (pero no necesarias):

4N g > )\?,’ y 4N g > ()\3 + )\4)2.

El método que hemos presentado también puede ser ampliado a modelos generales de miltiples
Higgses (MDHM) [7]. En un estudio mas detallado es obligatorio tomar en cuenta correcciones
cuanticas al potencial de Higgs.
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Apéndice A
Teoria de grupos

Las raices histéricas de la teoria de grupos son la teoria de las ecuaciones algebréicas, la teoria
de ntimeros y la geometria. Euler, Gauss, Lagrange, Abel y Galois fueron los creadores que ponen
los cimientos de esta rama del algebra abstracta.

Galois es reconocido como el primer matemético que relacioné esta teoria con la teoria de cuer-
pos, de lo que surgi6 la teoria de Galois. Ademas, usé la denominacion de grupo o inventd el
término [...]”segin E.T.Bell. Otros importantes matematicos que contribuyen son Cayley, Emil
Artin, Emmy Noether, Peter Ludwig Mejdell Sylow, A.G. Kurosch, Iwasawa entre muchos otros.
Fue Walter Dick quien en 1882, dio la moderna definiciéon de grupo y fue el primero en definir el
grupo libre engendrado por un nimero finito de generadores, segin Nicolas Bourbaki. A fines del
siglo XIX, Frobenius definié grupo abstracto con un sistema de axiomas.

La teoria de grupos proporciona el lenguaje adecuado para formular y desarrollar los principios de
simetria inherentes a la fisica. Gran parte de la estructura que aparece en la resolucion de un siste-
ma, tanto en la fisica cldsica como en la fisica cuantica, es consecuencia de la simetria subyacente
a dicho sistema. La teoria de grupos trata de desarrollar esos aspectos universales que presentan
todos los sistemas que contienen simetrias de naturaleza anédloga.

Se trata, por tanto, de un conocimiento fundamental para poder resolver un enorme conjunto de
problemas de la fisica. En el marco de la teoria de grupos juega un rol fundamental la llamada
teoria de representaciones, la que permite clasificar los objetos fisicos seguin la simetria que subyace
al sistema de interés.

La teoria de grupos es un campo muy amplio pero para nuestro objetivo vamos a hacer una repaso
a nivel introductorio que seran temas suficiente para comprender la aplicacion diracta en el campo
de la fisica.

A.1. Composicion interna

Cuando nosotros definimos una operacién matematica basta con describir lo que deseamos hacer
con los elementos de un determinado conjunto y esperamos que los resultados nos conduzcan a
un desarrollo tedrico de interés, a dicho proceso le llamamos composicién y la denotamos por
el simbolo * , entonces decimos que la ley de composicién es un tipo de operacién binaria que
da lugar a distintas estructuras algebraicas. La ley de composicién interna «mantiene» el mismo
conjunto, tanto en el par de conjuntos de partida, como en el de llegada.

Por lo tanto podemos escribir la ley de composiciéon interna de la siguiente manera:

o1
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Sea A un conjunto y a,b elementos cualquiera de A, entonces:
AxA— Ala,b) = c=axbe A (A.1)

Nuestro interés se centra en la ley composicién interna la cual no es mas que una regla que rela-
ciona cada pareja (a,b) de elementos del conjunto A con un unico elemento del mismo conjunto
denotado como a * b

las leyes de composicién interna pueden cumplir las siguientes propiedades:

= Una ley de composicion interna * definida en un conjunto A, se dice asociativa si y solo si,
para los elementos a,b,c de A,
(axb)xc=ax(bxc). (A.2)

= Una ley de composicién interna * definida en un conjunto A, se dice conmutativa si y solo
si, para los elementos a,b de A,

axb=">bxa. (A.3)

= Una ley de composicién interna * definida en un conjunto A puede poseer un elemento de
identidad o neutro, si existe un e en A tal que para todo elemento a de A

axe=exa=a (A4)

= Una ley de composicién interna * con elemento de identidad e se denomina invertible con
respecto a e, si para todo a de A, existe a’ en A tal que

axad =dxa=e (A.5)

Osea qué d’ serd el inverso de a

A.1.1. Grupo

Podemos decir que un grupo es un conjunto G no vacio con una ley de composicion inter-
na bien definida, binaria, asociativa, generalmente denotada como * que satisface las siguientes
propiedades:

= Debe existir un tnico elemento e llamado identidad que pertenece a G tal que

exg=gxe=g.,Yg € G. (A.6)

» Cada elemento g € G tiene un elemento ¢! llamado inverso de g tal que
gxg =g lxg=e. (A.7)

= Decir que el conjunto G tiene una ley de composicién binaria interna asociativa significa que

(91 % g2) ¥ g3 = g1 * (g2 * g3) , Vo1 , 92,95 € G. (A.8)
Ademas la ley de composicion interna definida en el conjunto G la llamamos también ope-
racion binaria del grupo y la denotamos como (G, x)

Si el conjunto G tiene un numero finito de elemetos se trata de un grupo finito y el numero de
elementos de G denotado por |G| define el orden del grupo. Ademads si en el grupo (G, *) la
operacién * es conmutativa

axb=bxa Va,beG. (A.9)

decimos que es un grupo Abeliano [2]

A.1. COMPOSICION INTERNA
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A.1.2. Homomorfismo

Séa (G, *) y (H,e) dos grupos, la relacién f: G — H es un homomorfismo si
flaxb) = fla) @ f(b) Va,be G. (A.10)

A la relacién que define el homomorfismo la llamamos también funcion.

Como un ejemplo consideramos los grupos: (R2X 2 +) formado por el conjunto de matrices 2 x 2 con
pardmetros reales bajo la operacién suma y (R?, +) formado por el conjunto de parejas ordenadas
reales bajo la operacién de la suma. Es facil comprobar que la relacién definida como:

f: R*?* = R? talque f [(CCL Z)] =(a+d, b—c) (A.11)

es un homomorfismo.

Si un homomorfismo es biyectivo (inyectivo y sobreinyectivo a la vez) entonces decimos que se
trata de un isomorfismo, por tanto los dos grupos son ismorfos denotados como G = H. Un
isomorfismo de un grupo consigo mismo le llamamos automorfismo.

el grupo formado por los elementos de las transformaciones endomorfas (T : V' — V) invertibles
sobre un espacio vectorial V, se llama el grupo lineal general y lo denotamos como: GL(V'). Cuando
el espacio vectorial V' = C"oR™ usualmente lo escribimos como GL (n,C)oGL (n, R)

Un subconjunto S de un grupo G, que satisface las propiedades de un grupo es un subgrupo de G
Subgrupo de G.

Si tomamos del grupo lineal general el subconjunto cuyos elementos sean todas las transformaciones
lineales endomorfas con determinante uno, forman el subgrupo lineal especidl SL (n,C'’) Podemos
encontrar otros subconjuntos por ejemplo las transformaciones unitarias que también sera un
subgrupo del grupo lineal general que lo denotamos por U (n) y lo conoceremos como el grupo
unitario. Mas subgrupos del grupo GL (n), vamos a encontrarlos mas adelante.

A.1.3. Representacion de Grupos

Una representacion, es un homomorfismo de un grupo al grupo lineal general.
Consideremos el grupo G, asociemos sus elementos a los de la transformacion lineal del grupo lineal
general GL. la funcién que serd un homomrfismo de grupos, podemos escribir la representacion
de la saguiente manera:
sea G un grupo y H un espacio vectorial, el homomorfismo T : G — GL (H) satisface

T (91-92) = T(91>~T(92>> Vo192 € G

Por lo tanto T es una representacion del grupo.

Es normal escoger una base y representar T en términos de matrices, por lo que el grupo G tiene
una representacion matricial, un ejemplo es la representacion matricial de el grupo S, conocido
como el grupo simétrico [4].

A.1.4. Grupos de Lie

Sea g un elemento del grupo G, dicho elemento g depende de un conjunto de parametros «
de manera suave que transmite una idea de continuidad, es decir, que si dos elementos del grupo
estan muy cerca tambien los parametros de cada uno estaran cerca. Geométricamente a este tipo

A.1. COMPOSICION INTERNA



APENDICE A. TEORIA DE GRUPOS 54

de estructuras matematicas se les llama variedades diferenciables que cumple, las propiedades de
grupo. Generalmente cuando un grupo tiene esta estructura, es un grupo de dimensién infinita.
Establezcamos la siguiente definicio:

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable dotada que tiene la estructura de grupo donde
la operaciéon GXG — G y la relaciéon de con un elemento de G — G son diferenciables.

Hay varios grupos de Lie, que cumplen con esta definicién. como ejemplos tenemos U(n), SL(n,C),
SL(n, R), entre otros.

A.1.5. Generadores

En un grupo tenemos que el elemento identidad es muy importante y podemos parametrisarlo
asumiendo que en alguna vecindad de la identidad los elementos del grupo pueden ser descritos

por una funciéon de N parametros.
g(@)]a=o = € (A.12)

Ahora si encontramos una representacién de el grupo, el operador lineal de dicha representacion
es parametrizado de la misma manera:

D(a)|a=o = 1. (A.13)

Luego, en alguna vecindad de la identidad podemos hacer una expacién de Teylor a primer 6rden
por estar muy cerca.

D
D(da) = D(0) + da,. 0 (A.14)
aaa a=0
Definimos la expresion
D
x, = —; 2P} (A.15)
80éa a=0
Si recordamos que D(0) = 1, entonces
D(da) =1+idaX, + -+, (A.16)

donde X, (a = 1...N), es generador de el grupo. Incluir el nimero ¢ tiene que ver con el echo de
que si hacemos la representacién del grupo U(n)

D : g(a) = U(n), (A.17)
es una representacion unitaria tal que:
D'(g).D(g) = 1, (A.18)
implica que:
(1 —ida,X,) . (1 +ida,X,) = 1. (A.19)
Desarrolando el producto
1 — ido, X! + idag X, + dagXdopX] =1 (A.20)
1 —ida, X +idog X, + dagX,da, X —1 =0, (A.21)
y simplificando a primer orden:
(Xo — X!)da, —1=0. (A.22)

A.1. COMPOSICION INTERNA
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Como los da, son linealmente independiente, vemos que
X! =X,

Ese resultado nos permite concluir que la matriz X, generadora es hermitica, o sea que cuando las
representaciones son unitarias entonces los generadores son hermiticos.

Ahora vamos a parametrizar los demas elementos del grupo alejandonos en cualquier direccién de
la identidad, esto nos da la libertad de parametrizar los demds elementos de cualquier forma, sin
embargo escogemos una parametrizacion que no altere la ley de composicion del grupo.

entonces partimos de la identidad

D(da) =1+ ido, X, + - - (A.23)
si hacemos la comparacion con la expacion de la funcién exponencial, a saber e* =14+ x + -+ asi
podemos hacer la parametrizacion: ‘

D(da) = ¢'¥@aXa, (A.24)

Como estamos trabajando para da muy pequenos también puedo hacer la siguiente parametrizacion
sin perder el sentido de la expresién:

D (%) _ X (A.25)

Con K mucho mayor que o« como es un numero pequeno lo seguimos considerando como deay,.
Ahora el producto de de esta expresion k-veces aun forma parte del grupo y seria:
j da ; a ; da
ek Ko o Xa Lol Xa (A.26)

tendriamos que:
Nk
(eZT> = ¢/ Xa (A.27)
Es como si hubieramos deseado la parametrizacién de D(«,), de ahi que

D(ay,) = e'@Xe (A.28)

y es lo que llamamos la parametrizacion exponencial.

A.1.6. Los grupos Unitarios U(n), SU(n),

Son el conjunto de matrices complejas unitarias n x n,que cumplen la condicién
Ur=ut (A.29)

Se denomina grupo U(n) al conjunto de matrices unitarias de dimensién N.
Si imponemos la restriccién de que el determinante sea 1 decimos que el grupo es especial SU(n).

A.1. COMPOSICION INTERNA
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A.1.7. El grupo U(1)

Es un subgrupo del grupo lineal general, cuyos elementos son matrices complejas unitarias
n x n, en el primér caso n = 1. Es caso més simple de grupo unitario es U(1). La multiplicacién de
matrices 1x1 es simplemente la multiplicacion de niimeros complejos, asi que el grupo es abeliano.
Ademas, para que las matrices sean unitarias, el nimero complejo tiene modulo 1. Asi que el grupo
U(1) es el conjunto de los puntos en el plano que forman una circunferencia de radio 1.

Un) = {e”/0 e R} (A.30)

Cualquier matriz unitaria se puede expresar como la exponencial de una matriz hermitica multi-
plicada por i U = exp(iH).
Una matriz hermitica es aquella que es igual a su adjunta

H'=H. (A.31)

Por lo tanto, en una matriz hermitica los elementos de la diagonal son ntmeros reales, y los de
fuera de la diagonal pueden ser complejos, pero con

En consecuencia, para caracterizar una matriz hermitica (y también una unitaria) de dimensién
nzn, solo hay que especificar n? niimeros reales. (Esto se debe a que trabajamos con matriz
hermitica en donde los elementos de la diagonal son numeros reales, de ahi que habria n parametros.
Ahora, los elementos sobre la diagonal serfan n(n — 1) pues se tratan de parametros complejos, no
contamos los parametros bajo la diagonal ,pues dependerian de los que estan sobre la diagonal,
por lo tanto el total de parametros independientes es:

n+nn—1)=n+n*—-n=n’ (A.33)

Cualquier matriz unitaria se puede expresar como la exponencial de una matriz hermitica multi-
plicada por i,

U = exp(iH) (A.34)

Para el grupo U(1) se puede expresar como la exponencial imaginaria de una matriz hermitica en
dimension 1 6sea un nimero re
e = expo (i61) (A.35)

A la matriz identidad 1 en dimensién 1 la llamaremos generador infinitesimal del grupo. El origen
de este nombre es que, si tomamos un valor de # pequeno df la matriz de la transformacién seria

e =1+ do1 (A.36)
2]

A.1.8. El grupo SU(2)

Es un subgrupo del grupo lineal general, sus elementos son matrices complejas unitarias de
dimension n = 2 y de determinante 1. El niimero de parametros indepedientes es

n?—1

A.1. COMPOSICION INTERNA



Apéndice B
Teoria clasica de campos

El concepto de campo en fisica se refiere a una magnitud que presenta cierta variaciéon sobre
una region del espacio. En ocasiones campo se refiere a una abstraccion matematica para estu-
diar la variacién de una cierta magnitud fisica; en este sentido el campo puede ser un ente no
visible pero si medible. Histéricamente fue introducido para explicar la accién a distancia de las
fuerzas de gravedad, eléctrica y magnética, aunque con el tiempo su significado se ha ampliado
substancialmente.

En fisica el concepto surge ante la necesidad de explicar la forma de interaccién entre cuerpos
en ausencia de contacto fisico y sin medios de sustentacion para las posibles interacciones.

La accién a distancia se explica, entonces, mediante efectos provocados por la entidad cau-
sante de la interaccion, sobre el espacio mismo que la rodea, permitiendo asignar a dicho espacio
propiedades medibles. Asi, serd posible hacer corresponder a cada punto del espacio valores que
dependeran de la magnitud del cuerpo que provoca la interaccién y de la ubicacion del punto que se
considera. Clasicamente las fuerzas son descritas por campos cléasicos sobre las cuales se desarrolla
una teoria utilizando para ello conceptos de mecéanica clasica pues podemos entender a los campos
como sistemas fisicos con infinitos grados de libertad y la mejor forma de describir su dindmica es
usando el principio de Hamilton,tambien conocido como el pricipio de minima accion.

B.1. Ecuacion del movimiento

La ecuacién del movimiento se describe por la accion:

S:/ﬂ dt/vd zL(P(z),0,P(x)) (B.1)

Y el principio de Hamilton nos dice que la dindmica de un sistema evolucionando de un estado
inicial ®(t, X) a un estado final ®(¢;, X) mantiene la accién constante

58 =0 (B.2)

para cualquier variacién en los campos ®(x) — ®(z) + 0P(z). Ademds al construir la variacién
de la accién debemos considerar las condiciones de frontera, en nuestro caso consideramos que la
variacion de los campos en los extremos t1,ts debe ser nula, es decir §®(z,t,) = 6®(x,t3) = 0
al igual que consideramos que los campos tienen un comportamiento asintético, es decir, para
|z| — oo se debe cumplir que ®(z,t) = 0.
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Entonces bajo esas condiciones la variacion de la accién se escribe:

58 = /Q d’ [g—gacm a(gfq))(xay@)], (B.3)

donde €2 nos indica que la integral se evalua en un volumen que se extiende por todo el espacio.
En el segundo término de la integral podemos ver que la variacién en la derivada §(0,P) es una
variacién en los campos, osea es igual a 0,(0P) por lo tanto la expresién para la variacién en la

acclon seria escrita como:
oL oL
= [ dz* | =6 + L(0D) | . B4
oS /Q T [6@5 a(@ycp)a(a )] (B.4)

Nuevamente podemos centrarnos en el segundo término de la integral y podemos ver que:

oL oL oL
a, (8<I>M)> 0, <8<I>) 5(I>+aq)8 L(0D). (B.5)
De tal manera que:
oL oL oL
o (2E8) - [, (25)] 0 - a0, 5o

resultado que podemos escribir

ss— [ [a o (28] o (%)) e

Al factorizar 0® y organizando, tenemos:

oL oL oL
0S8 = [ dx Oy—| 0P+ 0, 0P| »=0. B.8
[ 55 - 25s oo +o [ 50} 9
Debido a que la variacién se realiza en los campos d® es completamente arbitraria, vemos qué:
oL oL oL
= — - ® 10, | ==0® B.
0S /Qd {8@ 88@]6 +/dea {8@5} (B.9)

El segundo término se desvanece, pues al resolver la integral obetenemos:

0% 5

0D =0

=

, en donde hemos aplicado la condicién de frontera donde los campos son cero en el infinito por su
comportamiento asintotico.

De el primer término es cero, pues la variacion d® es arbitraria y se trata de la ecuacion
de Euler-Lagrange que es el teorema fundamental del célculo variacional que a su vez corresponde
a las ecuaciones de movimiento para la teoria clasica de campos que podemos generalizar de la
siguiente manera:

oL oL

B.1. ECUACION DEL MOVIMIENTO
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en donde v,u = 0,1,2,3 representan las componentes espacio-temporales de los campos, ¢ =
1,2,3,...,n, indica la clase de campo con que se trabaja, mas adelante entenderemos la esencia de
éste indice.

Cabe resaltar que la densidad Lagrangiana de un sistema fisico no esta bien definida, pues puede
diferir por la derivada total de una funcién que depende del campo, asi

L =L+ 0,A (D). (B.11)

Dicha densidad lagrangiana tiene asociada la misma ecuacién de movimiento puesto que la funcion
se anula al evaluarse en las condiciones de frontera.

B.2. Simetrias en campos clasicos

En muchos casos ocurre que un sistema fisico descrito por una accién admite transformaciones
que dejan dicha accién invariante, en otras palabras dirfamos que la fisica que describe un deter-
minado fenomeno debe ser independiente del observador, por ejemplo al estudiar el movimiento
de una particula cada observador tendra su propio sistema de referncia y se espera que los resul-
tados obtenidos obedezcan las mismas leyes fisicas sin importar si un sistema respecto al otro este
trasladado, rotado o esté siendo observado en distintos tiempos.

Decimos que si las caracteristicas de un sistema fisico que dependen del espacio tiempo permane-
cen inmutables frente a una transformacién hecha a sus coordenadas espacio-temporales, estamos
tratando con simetrias locales.

Sin embargo existen caracteristicas de los sistemas fisicos que no dependen de las coordenadas
espaciotemporales como el espin, el isespin, la carga, la hipercarga, etc. seria absurdo representar
dichas propiedades por funciones matematicas dependientes de x, y, z, t. Para lograr nuestro ob-
jetivo iniciamos por entender que dichas caracteristicas seran propiedades internas del sistema, o
sea que son cosas que no dependen del punto en el que se encuentre la particula ni del tiempo.
Sin embargo podemos definirlas tomando un punto del espaciotiempo y establecer un lugar donde
las propiedades internas del sistema adquieran su valor, asi el estado de la particula estara defini-
do por las coordenadas espaciotemporales y el valor de sus propiedades internas que adquiera en
ese punto al hacer una misma transformacién de las propiedades internas de un sistemas en todo
el espacio tiempo las propiedades fisicas del sistema no se alteran, por lo tanto hemos echo una
transformacion global, también conocida como transformacién Gauge. Sin embargo habiamos dicho
que la fisica de un sistema no depende del observador y cada uno puede tener un valor para las
propiedades internas y cada uno podra hacer transformaciones Gauge, a este proceso le llamamos
transformaciones gauge locales y aun asi exigimos que la fisica sea invariante bajo transformaciones
gauge locales. El mecanismo que nos permite comparar los resultados de dichas tranformaciones
lo repasaremos mas adelante.

B.3. Teorema de Noether

Segun Noether todo cambio continuo que deja invariantes las leyes fisicas tiene asociada una
cantidad conservada por ejemplo:

= La invariancia bajo traslaciones temporales tiene como cantidad conservada la Energia del
sistema.

B.2. SIMETRIAS EN CAMPOS CLASICOS
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= La invariancia bajo traslaciones espaciales tiene como cantidad conservada el momento lineal
del sistema.

= La invariancia bajo rotaciones tiene como cantidad conservada el momento angular del sis-
tema.

Para definir el teorema en términos matematicos tomamos como base una transformacion gauge
global actuando sobre las propiedades internas del campo .

d— O =+ 5y, (B.12)

en donde 9y® serd una transformacién muy pequena unitaria, inicialmente tendriamos una trans-
formacion gauge global sobre el campo asi

P =T (B.13)
y para una pequena transformacion infinitesimal con 6% pequeno, tenemos:

5o® = —i0“T*®, (B.14)

bajo esta transformacion gauge global la densidad Lagrangiana también sufrird un cambio y lo
expresamos como:

L£(®,0,0)=L(P,0,0), (B.15)

pues se trata de una transformacién que deja invariante el sistema y por lo tanto la acciéon perma-
nece sin cambios

65=5 —-8= / dz [ﬁ’(@’, 0,8") — L(®,0,0)| =0 (B.16)
Q

Decimos que la transformacién ® — ® es una transformacién de simetria para un sistema fisico
si las ecuaciones de movimiento permanecen de forma invariante para los campos transformados
y como vemos la variacion de la acciéon generada por una variacién arbitraria en los campos &
tenemos que

L£(P,0,8)— L(P,0,P) =0, (B.17)
y sustituimos el valor de ® segun (B.13))
L(®—i04®; 00 — i0°T0, ;) — L(P ,0,P) (B.18)

por tratarse de transformaciones diferenciables podemos hacer una expansion en serie de Taylor
tenniendo en cuenta que se trata de una funciéon de dos variables, a primer orden tenemos:

of af

para nuestro caso seria:
oL -narpa oL -narra
£0.0,8) — Jo (I T30,) — Soms (1 T50,8,) - £(2,5,9) =0 (B.20)
i 1
y simplificando
aﬁ - narpa aﬁ - narpa
aq) (20 ,I;](I)j) + m(l@ Ejauq)j) = O, (B21)
i "

B.3. TEOREMA DE NOETHER
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hagamos un andlisis del segundo término y resolvamos la derivada del siguiente producto,

oL hara _ oL darax 0L, |

y podemos hacer:

oL oL oL
0°T50,P;) =0, | =—=—— | (10°T:®;) — 0, | =—=—— | (10T} D, B.23
Ty T =0 () T~ 0 (7 ) e, (B2
que al sustituir este resultado en (B.21])
oL oL oL
TP )+ 0y | =—=——= ) (10°T:D;) — 0, | =——— ) (10°T:P;) =0 B.24
g 000+ 0 (g5 ) 0w =0 (s ) ermea =0, man
haciendo algunos arreglos como quitar el numero ¢ y agrupar términos da como resultado
oL oL oL
— =0 | == | 0T P, — 0, | =—=—— ) 0T/ ®, =0 B.25
75~ (aag)| 775 -9 (g0 ) 750 =0 (29
0
de la cual or
-0 [ —=_\g*7°d. =0 B.26
H (a(a#q)])) 1y =] ) ( )
identificando a 0* como parametro libre, o sea que la expresion anterior se debe cumplir para todo
0, por lo tanto
oL
— O | =—=—= | TP B.27
() T (20

v~

fr(z)
Sabemos que cuando tenemos 0,j"(x) = 0 decimos que j*(x) es una corriente conservada.En
nuestro caso

oL
w_ TP . B.28
ja Za(auq)j) 17 >0 ( )
si integramos en todo el espacio dicha corriente vemos que:
oL
43 G TP, | = B.2
[0 (i ins) = ®2)
donde p or or
— | & D, d*xV. Tid, ) =0 B.30
dzo J, x(a(ao@j) Y J)+/v ! (8(81»@]» Y J) (B.30)

v~

f(=)
por lo tanto podemos escribir

oL e
o [ & 1D, / &*zV.f(x) =0 B.31
O/fu‘ ! (8(80(1)]) Y J) " v—00 ! f(x) ( )
si aplicamos el teorema de la divergencia en el segundo término vemos que para una superficie

infinita
3 — TP, | = — f B.32
ao/d37<f( j) ij ]) %da (37) ( 3)

| —
0
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llegando a la expresién

por tanto la cantidad

oL
3 ahH. | —
% /vd ' (a(ao@j)T”q)J) ’

Qt)*

se conserva. Esta carga conservada la podemos escribir como:

Q1) = / T3 (%),

(B.33)

(B.34)

(B.35)

La dos ultimas expresiones son la forma matemaética de expresar el teorema de Noether para

transformaciones globales. Dicho teorema lo enunciamos de la siguiente manera:

Sea un sistema dindmico descrito por una acciéon S, es invariante bajo un grupo de simetria con
un numero finito de generadores. Entonces, asociado con cada generador tenemos una corriente y

una carga conservadas.

B.3. TEOREMA DE NOETHER



Apéndice C
Teoria de campos gauge

Sabemos que un sistema fisico puede sufrir transformaciones en sus propiedades de tal mane-

ra que el lagrangiano que lo describe sea invariante ante dichas transformaciones que pueden ser
de forma local (cuando depende de las coordenadas) o global (sobre las propiedades internas del
sistema y no depende de las coordenadas) Ante cualquier transformacién de un sistema fisico que
hace que dicho sistema permanezca invariante decimos que se ha realizado una transformacion de
simetria. Sin embargo podemos ver que cuando hacemos una transformacion local de las propie-
dades internas de un sistema resulta que no hay invarienza en el sistema.
Ahora se trata extender el concepto de simetria global a local utilizando para ello unos campos
Gauge que no son mas que propiedades del universo que logran hacer que una simetria global sea
tambien local. Para comprender este hecho tomemos un sistema basado en la teoria del campo
libre de Dirac para n particulas, su desidad lagrangiana es:

> Ui(iv" 9, — m)¥; (C.1)
i=1

Entonces hagamos la transformacion en el sistema teniendo en cuenta los siguientes casos

C.1. Simetria Gauge Abeliana U(1)

Sea la transformacion '
U(z) = U (z) = e 4P@y(z) (C.2)
Y del mismo modo B B ‘ B
U(z) = U (z) = @0 (). (C.3)
Hemos hecho una transformaciOn de fase local, pues vemos que el parametro © depende de x. Si
aplicamos dicha transformacion al lagrangiano (C.1)) vemos qué

para i=1
E _ezqe(x (w“@ _m) —igO(x ( )
L = ieiqe(m \I/'y“a (7@ (1)) — me' 1@ P 1@y ()
L = ie @yt (—je 199, 0(2) U (x )+e*ié@(ﬁf>aﬂxp( x)) — mUv
,C, _ 2 zq@(x)\ll,y e —iqO(x) qa @( ) ( )+Z€Zq9(z)qj,y B_qu(z)au\p(l') — mIU
L = —26110@)npe—iaO q@ @( YU (z) + Uy*9, ¥ (z) — mP W
£ = BN 0,00V () + WD~ (G
r
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Asi que

/

L = —i%P@) Pyt 0@ 9 O(2) U (x) + L

L +L (C.5)
Este lagrangiano resultante no es similar al lagrangiano antes de la transformacién, pues hay un
termino extra. Nuestro proposito es que sea invariente, para ello introducimos un campo vectorial

adicional A, (x) en la derivada de tal manera que compense el término sobrante, asi que escribimos
lo que conocemos como La derivada covariante denotada como D,

D, W(z) = [0, + igeA,(x)V] (C.6)
Donde e es una constante positiva arbitraria, dicha derivada covariante transforma bajo U(1) como
D, ¥(z) = (D, ¥(z)) = e @D (x) (C.7)

Ademas el campo A, llamado Campo Gauge transforma como:
/ 1
Ay — A, = Au(r) + gau@(x) (C.8)

introducir la derivada covariante en la teoria nos permite encontrar un resultado interesante como
el construir un nuevo objeto covariante como el resultado de aplicar repetidas veces la derivada
covariante sobre un campo veamos lo que serge. tomemos dos derivadas covarianaates en la forma
(D,,D,|¥ = (D,D, —D,D,)¥ (C.9)
Desarrollando

D,,D,|¥ = (D,D, — D,D,)¥

= D,(D,V) — D, (D, V)

= D,(0, +iqeA,)¥ — D, (0, + iqgeA,)V

D,0,%Y +iqeD,AY — D, 0,V —iqgeD, A,V

=ige(D,A, — D,A,)Y

=ige [(0, +igeA,)A, — (0, +igeA,)A,| ¥

ige(0, A, +igeA A, — 0,A, —igeA, A,V

=ige (0,4, —0,A,) ¥ (C.10)
Fru
Por lo tanto
(D, D, |V = igeF,,V (C.11)

Y por comparaciéon de ambos lados de la ecuacién aseguramos que el tensor F),, es ivariante Gauge,
y podemos usarlo para completar el lagrangiano
Con todas estas consideraciones ya podemos escribir el lagrangiano invariante Gauge de nuestra

teorfa de campos fermiénicos ((C. 1))

- 1
L=V(iy"D, —m)¥ — ZFil,
_ 1
L=V —m)¥ — Zij (C.12)

Hemos definido y*D* = P, Es de esperar que ahora el lagrangiano sea invariante bajo la transfor-
macion U(1).

C.1. SIMETRIA GAUGE ABELIANA U(1)
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C.2. Simetria Gauge No abeliana

De el mismo modo anterior , tomamos el lagrangiano del campo libre de Dirac cuyo campo
U(z) transforma de acuerdo a la representacién de algun grupo de Lie no abeliano de la siguiente
manera;

U(z) = U (2) = e T () (C.13)

Donde los T son matrices hermiticas y son la representacion de los generadores de el grupo y
satisfacen la relacion:

1
[T, T°] =ic™TC.  Tr(I°T") = 55“” (C.14)

Si tomamos la densidad agrangiana ((C.1]) notaremos que no es invariante si le aplicamos la trans-
formacion (C.13). En forma andloga al caso anterior construimos la derivada covariante

D,=0,+A,(x) (C.15)

En donde A, es un elemento del algrbra de Lie de la forma A,(r) = igAf(x)T?, el indice o
nos dice el nimero de campos gauge que coinsidirda con el numero de generadores del grupo de
transformacién en cuestion, asi se logra la invarinza bajo la transformacion gauge no abeliana.

Ahora ,
D ¥ (2)] = Ux)D, ¥ (), (C.16)

donde U(x) = e~®"®7T* se cumple solo si el campo gauge A, tiene la siguiente regla de transfor-
macion
A, =U(z) [Au(z) + 0] U~ (x) (C.17)
Y para transformaciones infinitesimales del campo gauge A, serfa.
[e% 1 [e%

SAS(x) = (E)a“@ (%) + apr©° (2) A](2). (C.18)
Como en el caso anterior, podemos construir una nueva cantidad invariante utilizando la definicién
de derivada covariante aplicada varias veces, por ejemplo:

Dy, DY (x) = (DD, — D, D,)¥(z)

= [(au + Au)(av +A,) — (0, + Al,)((()# + Au)] V()
(C.19)

Resolviendo
0,A, —0,A, +[A,, A al que lo denotaremos como el tensor G,,,. Dicho tensor bajo una trans-
formacion gauge obedecerd la siguiente regla:

/

G, (r) = U(x)G,,U () (C.20)
Y para el caso de una transformacién gauge infinitesimal serfa de la misma forma, solo que U(x) ~
(1 —0O(x)) y por lo tanto U~ !(z) =~ (1 + O(x) , obteniendo asi la expresion:

G =1 -0(x))G,(1+06(z))
=G+ G,0(x) -G,
G = G + (G, O()] (C.21)

C.2. SIMETRIA GAUGE NO ABELIANA
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Fécilmente distinguimos qué

G =[G, O(7)] (C.22)
Entonces el lagrangiano del campo libre de Dirac que sea invariante bajo transformacién gauge no
abeliana estara expresado en términos del campo G, de la forma:

L=V —m)V+ —Tr[G,,, G"] (C.23)

24?2
Como pudimos ver en este repaso para obtener lagrangianos invariantes bajo transformaciones
locales es muy importante la teoria de campos gauge. Nuestro objetivo se logra adicionando al
lagrangiano campos que eliminen los términos que impidan la invarianza, asi por cada generador
del grupo introducimos un campo gauge el cual fisicamente se relaciona con las interacciones,
es decir a cada interacciOn le asociamos un grupo de simetria que lleva consigo un conjunto de
campos gauge .

C.2. SIMETRIA GAUGE NO ABELIANA



Apéndice D
La ecuacion de Klein Gordon

La ecuacién fue llamada asi en honor a los fisicos Oskar Klein y Walter Gordon, quienes en 1926
propusieron que ella describe a los electrones relativistas. Otros autores haciendo similares afirma-
ciones en ese mismo ano fueron Vladimir Fock, Johann Kudar, Théophile de Donder y Frans-H.
van den Dungen, y Louis de Broglie. Al contrario que la ecuacién de Dirac, que describe particulas
elementales de espin % como el electrén, la ecuacion de Klein-Gordon describe correctamente a
los piones y otras particulas de espin cero. Los piones son particulas compuestas, mientras que un
ejemplo de particula elemental de espin cero es el bosén de Higgs.

La ecuacion de Klein-Gordon fue propuesta originalmente por Erwin Schrodinger como ecuacién
para la funcién de onda de una particula cuantica. Sin embargo, puesto que la ecuaciéon de Klein-
Gordon no admitia una interpretacion probabilista adecuada entre otros problemas, Schrodinger
consider6 mas adecuado pasar a una version no relativista de la ecuaciéon que es la que actualmente
se conoce como ecuacion de Schrodinger.
Mas tarde la funcién de onda que aparece en la ecuacion de Klein-Gordon seria apropiadamente
interpretada como la densidad de un campo bosénico cargado de espin cero. Asi el hecho de que la
”densidad de probabilidad” fuera negativa era interpretada como una densidad de carga negativa y
los problemas de interpretacién como probabilidades de presencia desaparecian, aunque persistian
otros de los problemas mencionados mas adelante. Sin embargo, dentro de la teoria cuantica de
campos la ecuacion de Klein-Gordon si resulté ttil. Nuestro proposito es repasar la deducccion de
la ecuacion de Klein Gordon que nace como una necesidad de unificar la teoria de campos con la
relatividad.
Iniciamos com la necesidad de describir el estado de un sistema, y eso esta dado por las funciones
de onda ¥(z). Pero también queremos decidir como evoluciona ese estado en el tiempo, pra ello
utilizamos la ecuacion de Shcrodiger escrita como

0 0?

ith—V =——V 4 V(x)¥ (D.1)

ot ox?

Sin embargo podemos ver que es de primer orden en el tiempo y de segundo orden en las derivadas
espaciales y esto supone un problema para afrontar un estudio relativista donde las coordenadas
espaciales y temporales deben ser tratadas de la misma manera, de ahi que tenemos que buscar una
ecuacion que trate igual las coordenadas temporales y espaciales, es decir, que aparezcan derivadas
del mismo orden para tiempo y espacio. Esto nos asegura que la ecuacién pueda ser consistente
con los requerimientos de la relatividad especial. Para ello partimos de la relacién relativista entre
la masa, la energia y el momento:

E? = P*¢® + m*c4 (D.2)
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ahora bajo consideraciones relativistaas sabemos que

0
E =ih—
T
P = —ihV (D.3)
y sustituimos dichas relaciones en (D.2)) tenemos
) 0 2 2\72 2 4

Esta ecuacion ha de aplicarse sobre un campo que dependera de las coordenadas espaciales y el
tiempo:

¢ =o(Z,1) (D.5)
ademas, tomando A = ¢ = 1 tenemos
0?¢
W—v%jt 29 =0 (D.6)
recordemos que:
0? 0? 0?
2“2 72 7 D.7
v 0x? + oy? + 072 (D7)
podemos hacer la siguiente agrupacion:
0? , 0? 0? 0? 0?
— — = - — D.8
ot? v o2 0x2  Oy* 022 (D8)
a esta expresion la denotaremos:
92
O0=— —V? D.
ot? v (D-9)

lo llamaremos el D’Alambertiano y serd una cantidad invariante bajo transformaciones de lorent
asi que estamos seguros de que todos los observadores inerciales coinciden en la forma de la misma:

(O+m*)p =0 (D.10)

Esta ecuacién es la ecuacién de Klein-Gordon debe su nombre a Oskar Klein y Walter Gordon, y
es la ecuacién que describe un campo escalar libre en teoria cuantica de campos.




Apéndice E
Algebra de matrices

El uso de matrices en fisica es muy comun y practico pues facilita y reduce calculos ademaés
nos permite expresar las teorias en elegantes términos matematicos que facilitan su comprension,
es por eso que dedicamos esta seccion en hacer un repaso de la toria de matrices, pues se ha usado
en el desarrollo de este trabajo.

E.1. Matriz

Una matriz es un conjunto de elementos de cualquier naturaleza aunque, en general, suelen ser
numeros ordenados en filas y columnas; Se llama matriz de orden m x n a un conjunto rectangular
de elementos a;; dispuestos en m filas y en n columnas. El orden de una matriz también se denomina
dimensién o tamano, siendo m y n ntimeros naturales [12], se denotan en letras negritas (A ,B...)
sus componentes seran expresados por los subindices (i,j), un ejemplo pudiera ser la matrz A

ayj; a2 ... Qin
az1 A2 ... Qin

A — . . . (El)
Am1 Qm2 -« Qmn

cada elemnto de la matriz A se podria denotar por (A;;).

E.2. Operaciones en Matrices

Aunque son varias la operaciones que se pueden realizar entre matrices como la suma , el
producto escalar y el producto vectorial , nos centraremos en la que se usan con mas frecuencia en
fisica como es el caso de este trabajo.

E.2.1. la transpuesta

La traspuesta de una matriz A de orden M x N es una matriz N x M escrita como A’ que
como vemos es intercambiar columnas por filas asi

(A%);; = (A)jio(ai)" = () (E.2)
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de esta definicion se cumple que si A y B son dos matrices cuadradas luego

(A+B)=A'+B!, (AB)'=B'A’, (A" =A. (E.3)

E.2.2. Mtariz simetrica y antisimetrica

Una matriz simétrica es aquella que es iguala su transpuesta, osea
A'=A (E.4)
y una matriz antismémtrica es aquella que cumple que

Al=—A (E.5)

E.2.3. Matriz Ortogonal

Una matriz ortogonal es aquella que tiene sus componentes reales y cumple

A'A=AA"=1 (E.6)

E.2.4. Conjugacion compleja

es una operacion en la que se aplica el complejo conjugado a toda componente de la matriz,
osea que se aplicaria a matrices con componentes complejas

(A% = (A)y, o (a5) = (a3) (E.7)

177 1]

Si la matriz es real entonces A* = A y claramente (A*)* = A

E.2.5. Conjugacion hermitica

Tambien conocida como la operacion adjunta,y se simboliza con § y consiste en combinar la
conjugacion compleja y la transpuesta, osea que

AT = (A" = (A7),
(A =(A); o (a)' = (af). (E-8)

ij
E.2.6. Matriz Hermitica
Una matriz es hermitica H si satisface que

H =H
=155 = Nij- (E.9)

E.2. OPERACIONES EN MATRICES
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E.2.7. Matriz Unitaria

Una matriz es Unitaria U si satisface que
U'u=UU =1

N N
= ke =Y itk = 0. (E.10)
k=1 k=1

de las anteriores definiciones podemos decir que
= Los elementos de la diagonal principal de una matriz hermitica son relaes.
= Una matriz hermitica real es simétrica

= Una matriz unitaria real es ortoganal

E.2.8. Matriz diagonal

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada en que las entradas son todas nulas salvo en la
diagonal principal, y estas pueden ser nulas o no.
Asi, la matriz D = (d;;) es diagonal si: d;; = 0 si i # j.
esta matriz se puede expresar en terminos de los elementos de la diagonal pricipal asi

dz'ag()\l, )\2, )\n)

Algunas de las propiedades de la matriz diagonal son

a.diag(A1, Aa, ... \n) = diag(ali, alg, ....aN,),
diag(A1, Aoy ... An) + diag(wy, wa, ... wy,) = diag(A + wy, A + Wa, ...\, + Wwy,),

diag(A1, Aay ... Ap).diag(wy, we, ...w,) = diag(Ajwy, Adgws, ... Apwy,).

E.2.9. Matrices de Pauli

Son el ejemplo mas claro de matrices hermiticas 2 x 2 y aparecen mucho en fisica y son

01—(?(1)>, 02—(?Bi>, ag—((l) _01). (E.11)

E.2.10. La traza de una matriz

La traza de una matriz cuadrada A de n x n estd definida como la suma de los elementos de
la diagonal principal de A. Es decir,

tT(A) =ai1 +a9 + ...+ aup (E12>

E.2. OPERACIONES EN MATRICES
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donde a;; representa el elemento que estd en la fila i-ésima y en la columna j-ésima de A. la traza se
puede ver como una transformacién lineal que actua sobre el espacio de las matrices y las relaciona

a un numero complejo, es decir
tr: MNN (E.13)

aemas cumple las propiedades
trA" =trA

tr(AB) = tr(BA)

E.2.11. El determinante de una matriz

Al igual que la traza decimos que el determinante es una transformacién lineal aplicada a los
elemetos a;; de una matriz

det : MY ¢ (E.14)
definida como
N
thA = Z 87;11‘2”_7;1\]017;11 N aiNN <E15)
i1,.iN
por lo tanto
detA = detA'

det(AB) = det(A)det(B)

E.2.12. Inverza de una matriz

Una matriz A tiene inverza si y solo si su determinante es diferente de cero, la inverza de una
matriz es unica y definida como
G
"~ detA
en donde C% es la matriz de cofactores de A (definicion que se presenta en la referencia [4] pg
64-70).

(E.16)

E.2.13. Auntovalores y autovectores

Sea A una matriz n x n, decimos que el nimero A se llama autovalor de A si existe un vector
diferente de cero en C tal qué
Av = )v (E.17)

al vector v # 0 se llama autovector de A correspondiente al autovalor .
lo anterior nos conduce a decir que si A es un valor propio de A. Entonces existe un vector diferente
de cero
T
T2
v = ) # 0 tal que Av = Av = Alv que al reescribir se tiene
Tn

(A—Al)v=0 (E.18)

E.2. OPERACIONES EN MATRICES
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ahora si la matriz A es n x n la escuacién corresponde a un sistema homogeneo de n
ecuaciones con incognitas xi, s, - x,. Como se ha supoesto que el sistema tiene soluciones no
triviales, se concluye que det(A — A1) = 0. Inversamente si det(A — A1) = 0 entonces la ecuacion
tiene soluciones no triviales y A es el valor propio de A. Por lo tanto si det(A — A1) # 0
entonces la unica solucion de de es v = 0 de manera que A no es valor propio de A. Lo
anterior podemos expresarlo mediante la siguiente ecuacion:

p(A) =det(A — A1) =0 (E.19)

a dicha ecuacién la llamamos la ecuacién carateristica de A; p(A) se llama -el polinomio caracte-
ristico de A [l

E.2.14. Matriz definida positiva

Sea la matriz A cuadrada de orden n x n decimos que es definida positiva si, y sélo si todos sus
autovalores son positivos.Ademas si su orden no es muy grande podemos decir que A es positiva
si su determinante es mayor que cero.

Ahora, si todos los autovalores de la matriz A son positivos o cero entonces decimos que se trata
de una matriz - definida semipositiva-o si su determinante es det(A) > 0.

E.2.15. Teorema de la descomposicion espectral

Cualquier matriz simétrica A puede expresarse como
A = PDP’ (E.20)

donde D es una matriz diagonal donde sus elementos son los autovalores de A y P son matri-
ces formado por los autovectores asociados a los autovalores de la matriz A. Ademas, podemos
mencionar que rango(A) = n. donde n es el nimero de valores propios no nulos de A.

'Podemos encontrar ejemplos y mas detalle en la referencia [13]

E.2. OPERACIONES EN MATRICES



Apéndice F
Calculos

En el desarrolo de este trabajo hemos omitido algunos calculos que tal vez sean innesearios
en el desarrollo de las diferentes temaéticas, sin embargo en esta seccion los presentamos en forma
detallada que serda como un material de apoyo a futuras consultas consultas.

F.1. El campo clasico escalar

F.1.1. Lagrangiana del campo escalar complejo

Para obtener la densidad lagrangiana ([2.5)) necesitamos definir los campos de la siguiente forma

Oy (z) + 1Py ()

o(z) = D l)
R L) -
de tal manera que al despejar @, y ¥y tenemos
b = V2 (0(r) + ().
By — —i?(@(m) 3 (a), (F.2)

obtenemos campos escalares reales, que si los introducimos en La densidad Lagrangiang2.3| para
el campo escalar real tenemos
1 1

1 1
L= 50,9:0"®y — 5m2c1>§ + 50uD20" D, — 5m2<1>§ (F.3)

y usando [F.2]correspondiente a cada campo real seria

V2

2
2

=

L= %au [7(@ + )| om [g(cb + )| — m? [7@ + %)
%m _Zf(@ — oY) o [—Zﬂ@ - cp*)] - m; [_2\@(@ - @*)] (F.4)
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que al resolver

2
L= (0,8 +0,87) (@0 + 00") — (@7 427 1 200")
1 * m? 2 %
(0, — 0,800 — + (8 1 57— 290") (F.5)

1
£ = [0,20"P + 0,20"D" +0,9" 0P + 9,0"0" D"
—0,00"D + 0,00"D" + 0,0 — 0,0 "]

2

—%(@2 + D2 4 200" — B2 — B2 + 200%), (F.6)

y cancelando términos vemos que la Lagrangiana asociada al campo escalar complejo se expresa

de la forma ({2.5)) a saber
L =0,00"d* — m*®d*. (F.7)

F.2. El sector escalar en el modelo estandar

F.2.1. Masa de los bosones gauge

Miremos los calculos necesarios para definir y calcular las masas de los bosones fisicos W,,, W,
y A,
El término mas significativo de la expresion lagrangiana (3.19) es:

ig g 0
(e o) (5 )

expandimos la expresion de la siguiente manera:

2

N

ig i 0
' (au + AL+ T+ oa b+ ag.bi) ( vt )

y sustituimos las respectivas matrices de paulli

ig 10 ig[/0 1Y, 0 —i\ o 1 0, 0
(el 1) 5[0 0 )e (7 0)me (o 2)u)) ()

desarrollamos las operaciones

ig (A, 0 ig 0 b 0 —ib? B0 0
SRR CHRERUREEYIIE
‘(*‘ 2\ 0 A, 2 [\ b, 0 iv% 0 0 —b il

ig (A, 0 ig b A 0
= (9+—< " )—i——( ) ’ " vt
‘(“ 2\ 0 A, 2 \ b, +ib2  —b3 =

F.2. EL SECTOR ESCALAR EN EL MODELO ESTANDAR
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. '(aﬁ ( LA+, 20— i) )) ( o )
WL 4 ib2) LA, - 2

| g (S A0 ) (0
V2 V2 0l i) LA, - )\ v

Aqui podemos encontrar el boson fisico W, definido como:

:blﬂﬂpbi

2

W:t

1 [ 9 Autatd W+ ?
N ﬁaﬂ(v—i_n)—i_% v g'i +Zb3 (vin)
gW,.  —Hm -

LaH@(g/Awgbi 9vIW; )( 0 )
V2 4 g\/§W; g A, —gb, v+7
1 1 /
= 50umd"n — 2 [292IWZI2 + (g Ay — gbiﬂ (v+mn)+---

1 1 1 /
=3 ok — 19202|W:|2 + gUQ(g A, — gbi)2 4.
el ultimo término que esta elevado al cuadrado es facil verificar que podemos escribirlo como:

1 1 1 2 g4 b3
_ 1t o, - 2.9 +12 . 1.2 3 g g9
=3 ,.n0"n 4g v |W“| —i—8v (b“ A, ) < —gg/ glz ) (A“ > + (F.8)

la matriz 2 x 2 del segundo término podemos diagonalizarla utilizando la forma :

A= PAP!

2

siendo A la matriz que vamos a diagonalizar asi calculamos autovalores y autovectores de dicha
matriz

" (%i1) A: matrix(

[g"2,-g*gp],
[-g*gp,gp"2]

2

92 -ggp
(%01)
-ggp gp?

_7 (%12) eigenvalues(%)
(%02) [[gp*+g?,0],[1,1]]

_7 (%13) eigenvectors(A)

(%03) [I[gpz+92,01,f1,111.Hfl,-i—pll.ﬂl,gg—pJJIJ

_7 (%i4) uniteigenvectors(A)
g g|ap gap g|gp
(%04) [[[gp?+g%,0],[1,1]1,[I[— |2| =i |,| 11,11 ,|2| = ,,| 2' S
WV opT+g +g gp./gp°+g

1111

g/ 9p+g Jap

Figura F.1: Calculo de autovalores y autovectores utilizando el programa Maxima 15.08.2.
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La matriz diagonal D sera construida por los autovalores de la matriz A
2 | 2
_ (9 +g 0
D = < 0 0 ) (F.9)

asi podemos construir las matrices unitarias Py P!

lq] g] ] —|glg
p=| VI*tgs Vi pt—| VI*+g vy’ (F.10)
—lglg qlg | g | qlg |
9IV9?*+ 3> g9+ g? VI?+39* g9+ g?

como las matrices P y P! son unitarias podemos hacer en (F.2.1)

1

= —9,ndtn —

1 1 2 a0 31
5 LW+ 20 (] AH)PPt< 7Y )PPf(b )+

4 g —99 9 Ar
asi
1 Lo aw+2a L2 (g o 9 g9 o B
= 50md" — 1% W +3v (05 A, )P|P Cud PIP( )+

resolviendo los productosde los vectores con las matrices P y P! respectivamente usando g > 0y
g > 0 tenemos:

1

— _ Mna#n —

2 4 8

Ly s 2 1 g +g> 0 /s
—g*v ]W;H + —v ( Z, A, ) 0 0 N 4. (F.11)
podemos ver los otros bosones fisicos Z,, y A,, definidos como:

_gbt—g'A, A _ 9 —gA
I Yo, (A /7
92+92 92+g2

y resolviendo los productos vemos qué

Z

1 1 1,
= 500" n = 297 WP+ 297 + ¢°) 0|2 + 0A, + -

ya son muy claro los términos de masa que los bosones fisicos han ganado, entonces:

1

Mw, = 51}9
1 ;
Mz, = QUV92+92
Ma, =0

el boson A, se identifica como el fotén, pues debia esperarse que no tenga masa, resultados muy
presiso con valores experimentales.
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F.3. Estabilidad del potencial escalar en el modelo 2HDM

F.3.1. Componentes de la matriz K

Podemos calcular usando (4.11])

SOJ{SDl 2 ( 0011 + K1011 + K2011 + K3Ui’1) :
T 1 5 3
©1p2 = 3 (Ko 12 + K1012 + K2012 + K3012) .
1
SOE(,OQ 5 (KD(SQQ + Kla—%g + KQO—SQ —+ KgU 2) .
1
(F.12)
De las matrices de Paulli vemos que
0%2 =1, 0%2 =1, Ufz =0.
052 =0, 032 =0, Jg’z = —1.
051 =1, agl = —1, 031 =0.
(F.13)
por lo tanto obtenemos los resultados:
t 1
pio1 =5 (Ko + K3).
1 .
(,OJ{QOQ = 5 (Kl + ZKQ) .
1
i = 5 (Ko — Ks).
1 .
ooy = 5 (K1 —iKy). (F.14)

que son las componenetes de la matriz K (4.13)).

F.3.2. Transformacién de los parametros K, y K,

En primer lugar tomemos la transformacién de K,

:<ii;>*(zi;> e
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y segin (4.18) y (4.18)
T
-lo(2)] v (2)
P2 P2
T
()
P2 P2
T
:<9"1) (901). (F.16)
¥2 P2
= K,
Asi que
K, = K, (F.17)
Ahora la transformacion de K,, usando (4.12))
K, = (gl
y al efectuar la transformacion /
K, = (¢ ¢;)0%,
’ T /
m:(%)(%>@
P2 Y2
’ T ’
K- (5) e (%)
P2 )
T
K=o(2)] (2
P2 ¥2
T
Ka_ ( P1 ) UTO_aU( ¥1
P2 2
si llamamos UTe*U = R,,0° entonces
T
K = ( ¥1 ) Rabab(% >
P2 2
y asi
.|.
K =R b ¥1 O_b ¥1
¢ ¢ P2 ©2
K, = Ra, (¢l0)08;
Ky
por lo tanto
K, = Ru(U)K, (F.18)
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F.3.3. La matriz R

Vale la pena centrarnos en la matriz R y ver que sus componentes se construyen con solo tener
una matriz unitaria arbitraria y usar las matrices de paulli. Para ilustrarlo tomemos como ejemplo

la matriz: X
1 -1+
A‘ﬁ(ui 1 )

esta matriz es unitaria por cumplir que
AAT=ATA =1
entonces tomamos la expresion:
U'o"U = Ryo’
la anterior expresion la podemos escribir como:
A'o"A = R,0°.
Asi que, podemos hacer:
ATO'IA = RHO'I + R120'2 + R130'3
AT0'2A = R210'1 + R220'2 + R230'3
ATO'3A = R310'1 + R320'2 + R330'3

y hacemos los remplazos correspondientes

1/ 1 —1+i\[0 1 1o1-i\ 0 1 0 —i 10
5(1+z‘ 1 )(1 0)(—1—¢ 1 )_R”(l 0>+R12(i 0>+Rl3(o —1)
1/ 1 —1+4i\ [0 —i 1o1-i\ 0 1 0 —i 10
§<1+i 1 )(z 0 )(—1—@ 1 )_R21(1 O>+R22(i 0 >+R23(0 —1)
1/ 1 —1+i\[(1 0 11— 0 1 0 —i 10
§<1+2’ 1 )(0—1><—1—z’ 1 )—R31(1 O)+R32(i o)+R33<0—1>

realizamos los calculos en ambos lados

1 -2 2i+1) Ris Ry — iRy
3 1—2 2 N Ry + 1Ry —Ry3
1 -2 —1+2 o Ros Ry — 1Ry
3 7 — 2 2 o Ry + iRy —Ros

1/ -1 2-2\ _ Rs3 R — iR3p
3\ 20+2 1 \ R34+ iRs —Rs33

de la observacién de cada una de las matrices podemos comparar las componentes e identificar a:

2 2 1
Ris=—-, Ros=—- R3y3=—-.
13 3 23 3 33 3
y para las demas compnentes resolvemos:
el primer sistema:
21 +1
3

Rll - Z'R12 =
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. 1—2¢
Ry + 1Ry =
3
asi 5
Ry =3, Ry = ~3
el segundo sistema:
) 21 +1
Ry — iRy =
3
. 1—2:
R21 + ZRQQ =
3
asi 5 )
Ry = —— Ry = =
21 3’ 2 =3
y el tercer sistema:
) 2—2i
R —1R3 =
3
: 20+ 2
R31 + ZR32 =
3
asi 5 5
Ray = — Ray = =
31 =3 2= 3
asi la matriz R asciada a la matriz unitaria A sera:
1 1 -2 =2
R = 3 -2 1 =2
2 2 1

y vemos que esta matriz cunple las propiedades (4.20]). Ademas sus componentes son reales lo que
la hace pertenecer al grupo SO(3).
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