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ENERGIA DE CONFINAMIENTO DE SUPERCONDUCTORES
MESOSCOPICOS CILINDRICOS CON CAMPO MAGNETICO AXIAL

Resumen

En el marco de la teoria de Shanenko e Ivanov, se calculé la energia de confinamiento
para superconductores mesoscopicos cilindricos que estdn sometidos a un campo magnético
axial. Para tal propdsito se soluciond la ecuacion de Ginzburg-Landau no lineal, mediante el
siguiente método: la funcion de prueba Gaussiana utilizada por Luca Salasnich en su trabajo
sobre bosones en discos y cilindros es generalizada, y posteriormente, se minimiza la funcional
asociada a la ecuacion de Ginzburg-Landau no lineal utilizando esta nueva distribucion de

prueba.
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Abstract

Under Shanenko and Ivanov theory, energy confinement of cylindrical mesoscopic super-
conductors which are subjected to an axial magnetic field is calculated. For this purpose the
nonlinear Ginzburg-Landau equation is solved by the following method: Gaussian function
test used by Luca Salasnich in his work on bosons discs and cylinders is widespread; and
then the associated functional to nonlinear Ginzburg-Landau equation is minimized using

this new distribution test.
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Capitulo 1

Introduccion

La tendencia hacia la miniaturizacién en dispositivos electrénicos ha marcado el
desarrollo del campo de la Materia Condensada en los tltimos afios. Ademds de-
bido a su interés tecnolégico, los dispositivos de tamafio mesoscépico son de gran

importancia para esta area [8].

Asi, desde los altimos afios se ha desarrollado una intensa actividad de investi-
gacion en torno a la observacién de efectos cudnticos en sistemas superconductores
mesoscopicos que poseen dimensiones comparables a la longitud de coherencia y
la longitud de penetracién. La longitud de coherencia se mide a partir del borde de
la muestra hasta donde la funcién que representa la densidad de electrones deja de
variar y se vuelve constante en el interior del material, y la longitud de penetracién
se mide a partir del borde de la muestra hasta donde el campo magnético aplicado

desaparece en el interior del material.

Una de las maés interesantes cualidades de los superconductores mesoscopicos
es que la forma y el tamafio de los mismos afectan al campo magnético aplicado
y la funcién de onda de los portadores de carga del superconductor. Usualmente
este efecto es investigado en el marco de la teorfa de Ginzburg-Landau, en la cudl,
dependiendo de la simetria de la muestra, se plantea una ecuacién diferencial lineal
denominada Ecuacién de Ginzburg Landau que estd sujeta a condiciones de fronte-
ra tipo Newman. Sin embargo esta teoria que es apropiada para superconductores
macroscopicos, no lo es para el estudio de los efectos que producen la forma y el

tamafio de muestras superconductoras mesoscépicas.
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La teoria apropiada para superconductores mesoscopico es una generalizaciéon
de la teoria de Ginzburg-Landau propuesta por Shanenko e Ivanov en 2004 . En
esta nueva teoria el tamafio y la forma proporcionan un incremento de la energia
debido a efectos del confinamiento. Esto se ve reflejado al incluir adicionalmente
en la ecuacion de Ginzburg-Landau un pardmetro de confinamiento a.. Ademas las
condiciones de frontera para esta ecuacion pasan de ser de tipo Newman para ser

de tipo Dirichlet.

Hasta la actualidad, en el marco de la teoria de Shanenko e Ivanov los grupos de
investigacion dedicados a este campo han venido realizando célculos de la energia
de confinamiento de diferentes simetrias de superconductores mesoscépicos; por
ejemplo en 2007 un equipo de la Universidad del Valle, lo hizo para superconducto-
res cilindricos bajo campo magnético. Sin embargo para tal propdsito se ha utilizado

la version lineal de la ecuacién de Ginzburg-Landau.

El presente trabajo tiene como objetivo calcular la energia de confinamiento de
superconductores mesoscopicos bajo campo magnético aplicado axialmente, para lo

cual se resuelve la ecuaciéon de de Ginzburg-Landau no lineal:

1
2m

( iV - —A) W(P) + (0 + 2V ) W(7) + BIP(7)PW(T) = (1.1)

sujeta a la condicién de frontera:

\I](%’—)lfrontem =0 (12)

El pardmetro W(7) de esta ecuacion se denominada parametro de orden, 1_4) es
el potencial vectorial magnético asociado al campo aplicado, V¢ es el potencial
de confinamiento, m+ es la masa efectiva de los portadores de carga, e es la carga
del electrén, c es la velocidad de la luz, a y  son los parametros de Ginzburg que

caracterizan el tipo de material de la muestra superconductora.
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Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el capitulo dos se desarro-
lla algunos aspectos importantes sobre la superconductividad, en el capitulo tres se
trata lo mds relevante sobre la teoria BCS que explica la superconductividad desde
el punto de vista de la mecénica cuantica. En el capitulo cuatro se exploran algu-
nos detalles de la teoria de Ginzburg-Landau cuya base fundamental es la teoria de
campos, en especial, el rompimiento espontaneo de simetria. En el capitulo seis en
el marco de la teoria de Shanenko e Ivanov se plantea la ecuacién diferencial para

un superconductor cilindrico bajo campo magnético aplicado de forma axial.
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El fenomeno de la superconductividad

En en 1911 Kamerlingh-Onnes y su alumno Guilles Holst,encontraron que la re-
sistencia eléctrica del mercurio solido cafa abruptamente a un valor muy pequefio
cuando se enfriaba por debajo de cierta temperatura, que luego se denominé tempe-
ratura critica T,. Posteriormente en 1913 Kamerlingh-Onnes recibi6 el premio Nobel

de fisica por este descubrimiento que se denominé superconductividad.

La superconductividad se presenta en sistemas de cardcter metalico, es decir, en
sistemas que tienen estados ocupados en una banda de conduccién. Hay dos experi-
mentos que definen la superconductividad en una muestra en volumen. El primero
es la pérdida total de la resistencia a una cierta temperatura que es caracteristica
de cada superconductor y que recibe el nombre de temperatura critica, Tc. En la
Figura 1, se ilustra el resultado de una medida de la resistencia vs. temperatura en
el momento del paso al estado superconductor. El segundo experimento es el efecto
Meissner- Ochsenfeld, descubierto en 1933, que consiste en que una muestra expulsa
el flujo magnético de su interior y, como consecuencia, flota sobre un imén, al pasar

al estado superconductor.

Explicar la fisica de este fenémeno ha constituido un reto intelectual desde su
mismo comienzo.Fue tan solo hacia 1957, a més de 45 afios de su descubrimiento,
que surgid la primera teoria capaz de dar cuenta de ella. La cual explica que la
superconductividad es un fenémeno cuantico macroscépico que requirié, para su
explicacion, de la aparicién de la Mecanica cudntica, de la teorfa cudntica de campos,
del descubrimiento del Principio de Pauli y de la superficie de Fermi en los metales,

hechos que se conocieron y conjuntaron solamente hasta la década de los cincuentas

4
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del Siglo XX. La apariciéon del efecto isétopo que consiste en que la temperatura
critica, Tc, més abajo de la cual aparece la superconductividad, depende de la masa
del is6topo (dtomo idéntico pero con diferente masa). Este hecho indic6 el camino
para describir el fenémeno como un efecto de interaccion entre los electrones y la red
(electrén-fonén) descrita por Frolich [3]. Pero fue solo cuando Cooper [4] describié
el efecto que una atraccion de cualquier origen tiene sobre un par de electrones si-
tuados sobre un mar de Fermi ( ver més abajo) que Bardeen comprendié que estaba
enfrente de la clave de la superconductividad. Asi surgi6 en 1957 la Teoria BCS (de
los nombres de sus investigadores: John Bardeen, Leon Cooper y John Schrieffer)
[5] y muy poco después, su extension, las ecuaciones de Eliashberg [6] que dieron

cuenta exacta de todos los superconductores convencionales.

Muy importante es la teoria de Ginzburg-Landau [24], descubierta en 1950, que
ha sido muy fructifera para el tratamiento tedrico de la superconductividad. La teoria
trata de manera general, las transiciones de fase y se aplica muy bien a la supercon-
ductividad. Puede mostrarse que coincide con la BCS en el régimen que corresponde

cercade T..

Propiedades de los superconductores

Resistencia cero

Al aplicarle corriente continua a una muestra en fase superconductora, esta cir-
cula sin ninguna resistencia. Para entender cémo se logra llegar a esa fase super-
conductora, es necesario analizar las distintas interacciones que se producen a nivel
subatémico.

Al aplicarse una diferencia de potencial sobre un metal (que tienen cargas eléc-

tricas libres), se produce un movimiento de estos portadores de carga conformando
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la corriente eléctrica. Al desplazarse por el material, los electrones colisionan con
los iones que conforman el entramado cristalino y se encuentran vibrando fuera de
su posicion de equilibrio. Como la temperatura corresponde a una medida de las
vibraciones mencionadas, resulta natural esperar que al incrementar la temperatura
tengamos un aumento de la resistencia eléctrica como consecuencia de una mayor
cantidad de choques, favorecidos por el incremento de las vibraciones de los iones.

Analizando la dependencia de la temperatura y la resistencia, podemos concluir
que al disminuir la temperatura, se reducira la resistencia eléctrica. Segtin el modelo
de Sommerfeld, el comportamiento del metal es similar al de los gases de electrones.
Se esperaba entonces que al enfriar un material conductor, sus electrones tuvieran
comportamientos similares a los observados para los gases, por lo que se espera-
ba que podria existir una temperatura por debajo de la cual se iban a condensar,
formando un liquido de electrones y hasta eventualmente un sélido.

Desde entonces se fueron utilizando distintos gases que en estado liquido podrian
enfriar a la muestra a temperaturas cercanas a los OK. El holandés Kamerlingh
Onnes logré comprobar la reducciéon de la resistividad a medida que disminuia
la temperatura. En 1911, utilizando helio liquido como refrigerante, not6 que a
temperaturas cercanas a los 4K la resistencia eléctrica de la muestra de mercurio
(Hg), se hizo abruptamente cero. Esto causé sorpresa en la comunidad cientifica, por
que aunque se esperaba que la resistencia disminuyera, no se contaba que esta caeria

hasta ser nula, y atin méas de forma abrupta.

Efecto Meissner

Un material superconductor al ser expuesto a un campo magnético débil, el mis-
mo penetra Ginicamente una pequefia distancia A, llamada la penetracién profunda
de London, decayendo exponencialmente a cero dentro del material. Este fenémeno

es llamado el efecto Meissner.Analiticamente, el campo magnético decae exponen-
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cialmente desde cualquier valor de la superficie segtn :

H =exp (%r) (2.1)

donde H es el campo magnético aplicado y A es la longitud de penetracion.

Destruccion de la superconductividad por campos magnéticos

Cuando se aplica un gran campo magnético que supere cierto valor critico, por
lo cual lo denominamos campo magnético critico H,, este puede penetrar toda la
muestra y ademds provoca la desaparicion de la superconductividad. Si la super-
conductividad es abruptamente destruida cuando el campo aplicado supera un valor
critico H,, pertenece al grupo denominado Tipo I de superconductores; mientras que
si se obtiene una regién intermedia en la cual el efecto Meissner no se cumple, pero
tampoco desaparece abruptamente, el material pertenece al grupo denominado Tipo
II de superconductores.En este grupo, es posible identificar dos valores criticos:H
y He.

Al aumentar el campo magnético en un superconductores tipo II se distinguen
tres regiones.La primera es cuando el campo es menor a H,; (en donde el comporta-
miento es el explicado anteriormente debido al efecto Meissner), cuando el campo
esta entre los valores criticos He; y He, . En esta region, el comportamiento diamag-
nético no es uniformes en todo el material, por lo que éste tendra algunos sectores
superconductores y otros que no lo serdn. Suele llamarse a ésta fase como zona de
vortices debido a que al penetrar lineas de campo y atravesar el material por secto-
res normales (no superconductores), se inducirdn alrededor de éstos circulaciones o
vortices de corrientes superconductoras. Y por tltimo tenemos cuando el campo es

mayor que H,, (en donde desaparece todo efecto superconductor).
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Fundamentos basicos

Modelo inicial para metales

En los metales los electrones que participan en la conduccién se denominan elec-
trones de conduccién. Estan orbitando en la parte mas externa alrededor del ntcleo
atomico. Los electrones que estdn mds cerca del nicleo forman parte de los iones
metdlicos. En los metales cristalinos, estos iones forman un arreglo practicamente en
reposo con espaciamiento regular llamado red.

Entonces un metal puede verse como un sistema de dos componentes: Electrones

moviles y una red de iones relativamente en reposo.

Oscilador arménico simple y energia de punto cero

El hamiltoniano H para un oscilador armoénico simple esta dado por:

P2 kx?

Sus autovalores de energia estdn dados por:

E, = hw, (n + %) (2.3)

Por lo tanto la energia de punto cero E, es:

E, = %hwo (2.4)

El estado maés estable para un sistema cuédntico no es el estado de equilibrio donde
el potencial de energia es el mds bajo. El minimo de energia de equilibrio dindmico
estd caracterizado por energia cinética y potencial. El movimiento de 4tomos ligeros

en el punto cero evita la solidificacion.
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Energia de punto cero para la red cristalina

A 0K los iones no se encontraran en reposo debido a que se violarfa el principio
de incerteza de Heisemberg al tener la posiciéon de los mismos y sus momentos
definidos, debido a esto, los iones se encontraran oscilando alrededor de su punto
de equilibrio con energia de punto cero. Sin embargo debido a la gran cantidad de
iones que puede tener una muestra, podemos hacer uso de la estadistica cuéntica, la
cual predice que en promedio los iones se encuentran en ciertas posiciones en reposo
en la red. Teniendo esto en mente podemos pensar que a 0K los iones se encontrardn
en reposo en ciertas posiciones conformando la red cristalina. Vistos de esta forma,
cada ion genera campos eléctricos, dotando a la red de un potencial periédico.

Por lo tanto el hamiltoniano H, del modelo inicial para la red cristalina a 0K es:

Ho = Hi + Hei + He (25)

donde H; es el hamiltoniano de los iones, H,; es el hamiltoniano de interaccién de

electrones con iones y H, es el hamiltoniano de los electrones.

Vibraciones de red, los fonones

Cuando la red absorbe calor del medio ambiente circundante, esta energia adqui-
rida es tomada por los iones, por la cual los mismos oscilardn alrededor de su punto
de equilibrio. Al oscilar estas particulas generan ondas electromagnética, estas pro-
pagan vibraciones por toda la red. De tal forma que podemos identificar dos tipos de
oscilaciones: las oscilaciones individuales de cada ion y las oscilaciones de red. Las
oscilaciones de los iones individuales, considerados como osciladores armonicos,
tienen cuantizada su energia. A estos cuantos energéticos se los denomina fonones
individuales. En las oscilaciones de red podemos seguir el principio de superposi-
cién de Fourier para considerarlas como la mezcla de oscilaciones sinusoidales,las
cuales dentro de cierta regién ctbica de longitud L poseen diferentes modos de vi-

bracién por lo cual podemos hablar de ellos como cuantos energéticos denominados
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fonones de red o simplemente fonones. Haciendo uso de la dualidad onda-particula

podemos pensar en los fonones como particulas.

El hamiltoniano H del modelo inicial para metales a temperatura superior a 0K

es:

H =H, + Hej, + Hey + H, (2.6)

Si comparamos esta ecuacién con (2.5), se observa que, debido al incremento de
energia, H; se ha transformado en un hamiltoniano de fonones H, y el hamiltoniano
H,; se ha transformado en H,;, + H,,, cuya demostracién matematica se da en la sec-
cién 3.5, en donde H,;, hace referencia a un hamiltoniano de interaccion de electrones

coniones en reposo y H,, es el hamiltoniano de interaccion de electrones con fonones.

Modelo del liquido de Fermi para metales, electrones de Bloch

El campo peridédico de la red frena el transito de los electrones libres. En otras
palabras el efecto del campo sobre los electrones es dotarlos de una inercia (masa)
adicional. Los electrones con esta masa efectiva se denominan Electrones de Bloch.

Por lo tanto el hamiltoniano equivalente de los electrones H,;, de Bloch es:

Heb = Heio + Hee (27)

En consecuencia

H=H,+H,+H, (2.8)

Entonces de acuerdo a esto, junto con el principio de exclusién de Paulli, que
aplica a electrones donde no se considera la interaccién, obtenemos el modelo del

liquido de Fermi. En este modelo el estado cudntico para el electrén de Bloch esta
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caracterizado por un vector k, nimero de zona j, y la energia:

E=Ek) (2.9)

A cero grados Kelvin todos los estados de energia mas bajos estan llenos con

electrones, y existe una superficie de Fermi representada por:

E;(k) = Er (2.10)

Donde Er se denomina energia de Fermi.

Para una descripciéon mas detallada debemos consultar [Kietel]

Origen de la resistencia eléctrica y la superconductividad

Cuando en un metal la temperatura es relativamente alta, empezard a absorber
calor para generar gran cantidad de fonones. Estos impedirdn el transito de los elec-

trones al suministrar un campo eléctrico a la muestra, generando resistencia eléctrica.

Al bajar la temperatura, bajo cierta temperatura critica T, la cantidad de fonones
a disminuido, y las vibraciones de red se suavizardn, de tal forma que los electrones
pueden “bailar al compds de estas nuevas ondas”, acopldndolos estadisticamente
por pares. Estos pares llamados de Cooper, son bosones y conforman un condensa-
do de Bose-Einstein y son los responsables de la superconductividad que entre sus
caracteristicas estd la generacion de corrientes sin resistencia. Como puede apreciarse
los fonones son los responsables de la resistencia eléctrica a altas temperaturas, pero
también son los responsables de suprimirla a temperaturas inferiores a T, cuando

estos generan los Pares de Cooper. responsables de la superconductividad.

Para una descripciéon mas detallada de la dindmica de la superconductividad de-
bemos partir del hamiltoniano que incluye a los electrones de Bloch y los fonones, y

luego de postular ciertas consideraciones para obtener un hamiltoniano equivalente
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donde se tenga en cuenta las interacciones de los Pares de Cooper. Este programa
es el que precisamente siguieron, Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS), dando con la
teoria mds exacta obtenida hasta el momento para explicar el fenémeno supercon-

ductor. En el siguiente capitulo exploremos apartes de esta teoria.



Capitulo 3

Teoria BCS

Introduccion

En 1957 Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS) publicaron el primer trabajo sobre la
teoria microscépica de la superconductividad la cual se fundamenta en la mecanica
cudantica. Se ha reconocido que esta teoria es correcta en todos los aspectos esenciales
y explica un nimero importante de fenémenos a nivel experimental. En 1972 les fue
otorgado el Premio Nobel de Fisica a los creadores de esta teoria.

La forma de explicar la superconductividad a nivel fundamental es considerar
que se debe a la existencia de un condensado de Bose-Einstein (BE) de los portadores
de carga, sin embargo los electrones son fermiones y no tienen esta propiedad [1].
Bardeen y Schrieffer vieron la solucién a este problema al considerar que los elec-
trones se acoplan en pares mediante fonones. Para justificar esto el hamiltoniano de
partida que considera las interacciones de electrones y fonones debe sufrir ciertos
cambios enmarcados en la mecdnica cuantica de tal forma que obtengamos un ha-
miltoniano que incluya a los Pares de Cooper. Esta serie de cambios son la columna
vertebral de la teoria BCS.

A continuacioén se desarrollan algunos conceptos claves que serdn utilizados para

entender la teoria BCS.

Conceptos Importantes

Operador permutacién

Sea un sistema de dos particulas y dos posibles estados: |K") y |K").

13
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El estado mezcla |[K") [K”) indica que la primer particula estd en el estado |K") y la
segunda particula en el estado |[K”).

En general |K") |K”) # |K"”) |K").

Ahora definamos el operador permutacion Py, que intercambia el estado de las

particulas ast:

P12 [K’) IK”) = |K") IK") (3.1)

Este operador tiene las siguientes propiedades:
Py = Py YP%Z =1
Si el operador permutacién se aplica a un sistema de N particulas, cumpliré las

siguientes reglas:

P;;INBosones) = + |NBosones) (3.2)

P;j INFermiones) = — [NFermiones) (3.3)

Estados multi-particula y el espacio de Fock

El estado de varias particulas estd descrito por el espacio de Fock dado por:

|ny,noy, ..., n;,...) (3.4)

Donde #; es el niimero de ocupacién o el nimero de particulas en el estado .
El estado en el cual no existe particulas en cada uno de los estados constituyentes

se denomina estado vacio:

10,0,0,0,...) = |0) (3.5)
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Si una particula estd en el estado i y el resto de estados estan vacios a este estado

lo denotamos con |K;):
10,0,0,0,..ni =1,0,0...) = |K;) (3.6)

Operadores de creacién y aniquilacién

El operador de creacién a! (aniquilacion 4;) cuando se aplica al estado de Fock,

crea (destruye) una particula en el estado i [2]:

a:.r |ny,ny, ..., 1. =ny,ny,...,n+1,...) (3.7)

a; |Tl1,7’12, e, 1y, > = |7’l1,7’12, R (e 1, > (38)

Para un sistema de dos particulas, la diferencia entre bosones y fermiones esta

dada por:

IKi, K;) = £|K;, K;) (3.9)

Donde + es para bosones y — para fermiones.
Por lo tanto si aplicamos aja;f al estado vacio de un sistema de dos particulas,

tenemos:
ajaj. 0) = £ |K;, K;) (3.10)

Relaciones de conmutaciéon y anticonmutacién

Para Bosones

Apliquemos el operador de permutacion [a], a}] al estado vacio de dos particulas:

[af,a;] 10) = [IK;, K;» — |K;, K;>] = 0 (3.11)
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Por lo tanto:

[a},ai] =0 (3.12)

De forma similar tenemos:
[ai,a;]=0 [a; ﬂ}] = 0jj (3.13)

Para Fermiones

Para fermiones se cumplen las siguientes relaciones:

{aj,al}=0 Haja} =0 {aa}} =5 (3.14)

Segunda cuantizacion de variables dindmicas

Sea [k;) el auto-estado del operador k; de una simple particula.
En algtn estado multi-particula |W) = |ny, n, ..., 1;, ...), el autovalor del operador

& viene dado porque ) ; n;k;. Por lo tanto:

K= Z lgiNi = Z Eﬂjﬂi (315)
i i

El cambio de base de |k;) estd dado por:

iy = ) 115y <L ks (3.16)
i
Entonces tiene sentido postular la siguiente igualdad:
at = Z bt (1l Ik:) (3.17)
i

Donde b;f es el operador de creaciéon de una particula en el estado |I;).
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De acuerdo a lo anterior podemos expresar « de la siguiente forma:

£= ) ki )bl <Ll k) Skl ) by
= ) bbb Y (k) ki ki)
= ) Uiba Gl KLY b Chill 1)

= Y by (Ll Kl

(3.18)

Consideremos ahora un sistema de dos particulas interactuando (interaccién por
pares para el sistema). Sea V;; el autovalor que especifica la interacciéon de dos
particulas simples en los estados (ki| y (k;|. El autovalor correspondiente V, viene

dado por:

A 1 ~ A A 1 A A
V=3 Z ViliN; + 2 Z ViNi(N; — 1) (3.19)

El primer término contiene todas las interacciones de dos particulas. el segundo
término contiene todas las auto-interacciones para particulas en el mismo estado.

Existen n(n — 1)/2 formas de tomar n objetos de dos en dos, por lo tanto podemos

escribir:
.~ 1 IS - 1 A o a
V= E V,](NiNj — Nlél]) = E Vl']‘Hi]' (320)
i#] ij
Donde l_il-]- =N,N i— i j puede desarrollarse de la siguiente forma:
ﬁi]’ = a;raia}aj — a}aiéij
= 11;(61']' + a;ai)aj — ajaiéi]‘ (321)

IR S S
= +a;a;a;a;
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En consecuencia:

~ 1 5
V = E Z ij[lj{l-;a]ﬂi (322)
1

También podemos escribir:

De forma similar el operador de energia cinética total T viene dado por:

ij

donde T;; = (iITIj)

Fonones de red

Sea u, el desplazamiento de un elemento de volumen desde su posicién de
equilibrio hasta una posicion x en el cristal. En un estudio bien detallado de una red
mono-atémica se puede establecer el comportamiento del modo de onda transversal

elastica u, [3] de acuerdo a:

U, = u,cos(Kyx)cos(wt) (3.24)

Donde 1, es la amplitud y K, es la componente del vector de onda en la direccién

X La energia de cada modo de onda estd dada por:

E= (n + —)ha) (3.25)
(Fujita 58)

La onda anterior responde a la siguiente ecuacién de movimiento:

’Uu 3
p5r = SvU (3.26)

H
Donde U es el desplazamiento transversal, p y S son, respectivamente la densidad

de masa volumétrica y el médulo elastico.
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La densidad lagrangiana . es:

u auy &uz
< —Z(ux,uy,uz,a— 8t ? ) (327)
Las ecuaciones de movimiento estan dadas por:
d( d9Z 8 0Z 8 0Z i 7 N 0L 0 (328)
ot 8(8ua /ot) 8x d(du, /8x) y \d(du,/dy) 82 o0u,/dz)]  du, '
cona=x,1,z.
En nuestro caso escogemos:
2 2 2 2
g—l ﬁ _1 @ ﬁ +@ 1 (91/lx %24_ %2_ (329)
—2Par| 2|9 oy | Tloz| | 2P| Tlar| Tlar| | ™

De tal forma que al utilizar (3.28) y (3.29) podemos verificar la ecuacion (3.26).

El hamiltoniano para los fonones de red

Teniendo en cuenta una caja ctbica de longitud L, podemos introducir las coor-

denadas normales:

3 ol Lo L,
gz () = (LE) f dx f dy f dzu,sen(xK)sen(yK,)sen(zK:) (3.30)
’ 0 0 0 0

donde 0 =1, 2, es llamado indice de polarizacion.

Con estas coordenadas .# queda de la forma:

ZZ[ i, - 35K | 31)

El lagrangiano L es deflmdo a partir de la densidad lagrangiana .’ cuando con-

sideramos un volumen V como sigue:

L=V (3.32)
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Por conveniencia posterior se introducen nuevas coordenadas normales:

vp\?
> = (7) 2 (3.33)
con estas coordenadas el lagrangiano queda expresado ast:
— Ly 2 2
L=Y Y 5|, - ok | (3.34)
K o

Por lo tanto el momento canénico P  puede ser deducido de acuerdo a:

oL .
Prs= 5% = R, (335

El hamiltoniano H; para la onda transversal puede ser construido por la expresiéon

I Py Qg —Lentérminos de Qp , P . Elresultado estd dado por:

1
=Y, Y 5 [P, + i | (3.36)
K o

Ahora se pueden definir el operador de creacién de fonones b y el de aniquilacién

de fonones b asi:

b' = 2hw)*(wQ — iP) (3.37)

b = 2hiw) *(wQ + iP) (3.38)

En término de estos operadores H; toma la forma:

H, = hw (b*b + %) (3.39)
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El hamiltoniano de interaccion iones-electrones

La interaccién los iones y los electrones puede ser descrita mediante el hamilto-

niano

Hi= Y Y Vu(i-Ro) (3.40)

Donde 7. hace referencia a la posicion del electrén iy 1_2)0( hace referencia a la
posicién del ion « fuera de posicién de equilibrio. Estas medidas se realizan desde
un punto de referencia ubicado en el punto de equilibrio de un ion de red.

Sea Tioa la posicién del ion a en su posicién de equilibrio y sea 7, el despla-
zamiento desde su posiciéon de equilibrio. Entonces podemos obtener la siguiente
relacion:

P - Ry =7 Row— T4 (3.41)

ri— Ra
H
Podemos expandir el potencial V,; alrededor de 7i— R,, ast:

Vei(_r)i - l—z)a) = Vei(_r)i - 1_{)00() - u%veiﬁi - ﬁoa) (342)

Entonces H,; puede ser escrito como:

Hei = Hoei - Hep (343)

H, = Zf\i"l Y Vei(7 P = Tioa) es el hamiltoniano de la red con iones estaticos
en su posiciéon de equilibrio interactuando con los electrones. El resultado de esta
interaccion los electrones adquieren una masa adicional. Los electrones con masa
efectiva dada por la red se denominan electrones de Bloch.

H,, = Zﬁ\fl Yot 7.VV€1-(7 ; —TQ)W) se denomina hamiltoniano de interaccién de los
electrones con los fonones. A continuacién analizaremos este hamiltoniano el cual

nos conducird ha establecer los Pares de Cooper.
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Hamiltoniano de interacciéon electrones-fonones

Existe unarelacion entre u y las coordenadas normales Q dada por la transformada

de Fourier:

(R, 1) = ;MZK_" O(R, He;i(K)exp(iK K) (3.44)
y su inversa:
QR b= ﬁzj"ﬂ’]m He;(K)exp(~iK .R) (3.45)

Donde N es el numero total de iones de la muestra, M es la masa de la muestra,
€; es la energfa del ion j.

De igual forma la transformada de Fourier para V,; es:

e — - e
V(7= Row) = Y Vi(K)exp(iKa(7 ; — Row)) (3.46)
3

Por lo tanto tenemos:

vvez(_)] oa) - IZ V’ 2)K2€xP ZKZ(_>] oa) (347)

Expresemos VVEZ(_) i Oa) en segunda cuantizacién:

- -
Va7~ Ro) = Y. (RolVVuK'o)al, ap,,

KK’ 0,0’
Z Z V’ ®, Kzexp(zRoa) (KGI exp(sz r]) IK’o )a%aa?,a,
K,K’,0,0’ _’

(3.48)
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7 '_> _>I ’ = 4 ’ ’ —) —)/ ’
(Kolexp(iK> 7)) [K'a"y = )" (Kl{allo'} 0") (0’| exp(iK 7)) [K'")
i - e SR
= Z(S“"' (Ko'|exp(iK,.7;) K 0")
i - =2 S5 =
= Y, o (Klexp(iK27) [K")
o (3.49)
- - -,
= oo f &r; (Klexp(iKo 1) [7 ) (71 1K)
- - —
~ o [ @rexplRaT) (RIT) 711K

e 4 *
— [ @ expRaTwy 7 ) (7))

W= (7 ;) es la funcién de onda de un electrén de Bloch, denominada funcién de

Bloch. Esta funcién se expresa de la siguiente forma:

V(7)) = v, (7 ) exp(iK.7) (3.50)

donde v7<>,(_r) j) es funcién de amplitud.

Por lo tanto:

(Kolexp(iK, 7)) [K'o’) = f riexp(i(Ky = K + K)Thn(7 o7 (351)

La identidad (3.48) toma la forma:

H
VV.i ri— Roa) =
- e = 2 7, .
Z Z V(Ka)exp(=i(Ka. Ron))aly az,, f riexp(i(Ka = K + K7 (7 og, (7))

(3.52)
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De tal forma que H,, toma la expresién:

N

1 - = — - = -
Hy =i Q(R, t)ei(K1)exp(iKy. Roa)VVei(7 j — Ron)
P m;; ] p ]
— i y Y B(R, e (R1)exp(iK,. R o) V' (K2) Koexp(=i(K . Rog))s @
\/NT\/I s j 1 P 1-DNoa) Ve 2 2 P 2-Noa o Ko

J=1 Kq,Ka, KK’
f Priexp(i(K, — K + ?').ﬁ)v%(—r’ D=, (7 )
(3.53)

. 1 e S S —
Teniendo en cuenta que N exp(i(K1 — K2).Ron) = X2 6732/751@ donde G se deno-

mina vector principal de la red reciproca. La relacién anterior toma la forma:

N
1 - = - - =
He, =1 Q(R, Dej(K1)Vi(K2) KoNow 2 2dl, ap,
= 2 =, .
fd3rj exp(i(K, — K + K )-7]'))1)7(»(_1’)]‘)0*,(—1’)]‘)
N (3.54)
. N - - 5,2 =2 =2
=1— Q(R,t)ej(Kl)Vei(Kl + G)(Kl + G)[ZT()GEI?,U,
VM J=1 Ky K, KK',G
= =2 2 2, .
fd3”j exp(i(K;1+ G- K+ K ).ﬁ)v?(_r)j)v?,(_r’j)
: hi +
Sabiendo que Q = +/=—(b+b"):
2w
Ho= Y| Thorclbr +b)ab oz, (3.55)

JKK K1,G

Donde el potencial de interaccion de electrones y fonones Ty r x, c viene dado

por:

T = —in| N e RV R+ Q) (K14 C) f &r;exp(i(K1+G—K+K)T W7 o=, (7))
K, 2Ma(Ky) e R
(3.56)
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Pares de Cooper

El hamiltoniano que describe la dindmica de la red cristalina es:

H= Z e(K)ak_ax, + Z i (Ky)bk b, + Z Tk clbi +BE)ab az,,  (3.57)
Ko Ki KK K1,G

El primer término hace referencia a la dindmica de los electrones de Bloch, el
segundo término hace referencia a la dindmica de los fonones y el tercer término hace
referencia a la interaccion de electrones y fonones.Mediante ciertas transformaciones
candnicas podemos obtener el potencial Vi(K;) de interacciéon de un electrén con

vector de onda K mediados por un fonon de vector de onda K;:

| ha(Ky)
(e(K + Ky) — e(K))* - (haw(Ky))?

Bajo estas premisas y bajo ciertas manipulaciones matematicas que no se expon-

Vi(Ky) = [Tk,

(3.58)

dran aqui el hamiltoniano de los electrones de la red cristalina se reduce a:

H=) eufax+ ) VK | ab otk (3.59)

K+Kj0 K’-Ki(-0)
Ko KKjo

Donde el primer término hace referencia a los electrones libres y el segundo

término hace referencia a la interacciéon de electrones mediada por fonones.

El problema de Cooper

Cooper postuld el siguiente problema:

1. Consideremos N electrones libres tal que sus estados sean K <« K, esto es la

esfera de Fermi. Todos los estados K > Ky estdn despoblados.

2. Se adicionan dos electrones por encima de la esfera de Fermi con vectores de

onda opuestos y espines opuestos y que interactiian de acuerdo al potencial
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Vk(Ki) que es =V si |e(7<> + T<)1) — E(K)| < hwp y 0 para otros casos. wp es la

frecuencia de Debye.

El estado de un par de Cooper se define por |[K T, —K |). El operador de creacién

de Pares de Cooper d}, se define asi:

d = ”}T”iKi (3.60)

y el de aniquilacién dg

dx = a_x axy (3.61)

Por lo tanto se pueden verificar las siguientes relaciones que resultan de aplicar

sobre un estado vacio de un par de Cooper:

|dx.d;] =0 (3.62)

[d*,d*K,] =0 (3.63)

[dk, d},] = 6k (1 — Nk; — Niq) (3.64)
(dx)* = (dy)? (3.65)

{dk, dy} = 2ddy (3.66)

Por lo tanto los Pares de Cooper no son genuinamente bosones ni fermiones. Sin
embargo debido a que estas particulas tienen espin cero, estadisticamente se com-
portan como bosones con pequefias perturbaciones que pueden ser despreciadas.

El hamiltoniano de la expresion (3.59) enmarcado en el problema de Cooper es:

1
H = Z e(K)ak ax, — EVZ ak, at ik (3.67)

Ko KK’s
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s y § hacen referencia al espin.



Capitulo 4

Teoria de Ginzburg-Landau

Introduccion

En el capitulo anterior se ha expuesto la teoria BCS sobre superconductividad,
esta teoria desde su punto de vista microscépico nos permite deducir las propiedades
de la superconductividad las cuales son evidentes experimentalmente. Sin embargo
esta teorfa no es muy practica a la hora de enfrentarnos a problemas muy especificos
en donde se traten muestras que adopten diferentes tipos de simetria. La teoria
usual que maneja este tipo problemas se denomina teorfa de Ginzburg-Landau y su

desarrollo se present6 anterior a la teoria BCS.

Rompimiento de simetria

La teoria de Ginzburg-Landau es una teoria de campos la cual nace del estudio de
los rompimientos de simetria en materia condensada. En fisica, se habla de simetria
cuando bajo ciertas transformaciones los aspectos de los sistemas fisicos no cambian,
de acuerdo a una observacién particular. La simetria de un sistema fisico se presenta
cuando una propiedad (observable o intrinseca) del mismo es preservada bajo un
cambio o transformacién. La simetrias pueden ser clasificadas en locales y globales.
La simetrias globales involucran a todos los puntos del espacio-tiempo, mientras
que las locales solo a algunas regiones.

El efecto Meisner sucede cuando un campo magnético estdtico penetra en el su-
perconductor induciendo un flujo de corriente de los Pares de Cooper. Esta corriente

inducida genera un campo magnético que cancela al interior el campo magnético

28
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externo, no completamente puesto que el campo alcanza a penetrar una pequefia
distancia denominada longitud de London. La fase superconductora en interaccion
con un campo magnético puede ser estudiada por el hamiltoniano correspondiente y
las ecuaciones de Maxwell que manifiestan in-varianza gauge U(1). El efecto Meisner
resulta porque dentro del superconductor se rompe la la in-varianza gauge U(1) del
electromagnetismo.

Como sucede en muchos fenémenos donde aparece el rompimiento de simetria,
cierta particulas adquieren masa. En nuestro caso las particulas que adquieren masa
son los fotones que se apliquen al material.

Entonces la superconductividad puede entenderse como el resultado de rompi-
miento de simetria. Podemos comparar este fenémeno con el mecanismo de Higgs
en el cual el rompimiento ocurre por la existencia de un campo denominado cam-
po de Higgs constituido por los bosones de Higgs, en superconductividad tenemos
un campo compuesto por los bosones denominados Pared des Cooper. Debido a la
interaccién de los bosones de Higgs con las particulas del universo estas pueden
adquirir masa. De forma similar los fotones dentro de un superconductor al interac-
tuar con los Pares de Cooper pueden adquirir masa, esta resistencia es la que causa
que los campos magnéticos del efecto Meisner no penetren al interior de la muestra

superconductora.

Cambios de fase de segunda especie

La teoria de Ginzburg-Landau es una teoria de campos la cual nace del estudio
de los rompimientos de simetria en materia condensada [4]. En el caso particular
de la superconductividad pequefios campos magnéticos B < B, pueden penetrar
totalmente el material para T > T, pero cuando la temperatura supera T,, se rompe
la simetria, expulsando el campo magnético del interior del material (el campo mag-
nético adquiere cierta resistencia a permanecer dentro del material). A continuacién

solo se trataran los temas mads relevantes de la teorfa de Ginzburg-Landau, para un
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estudio mas enfocado desde la teorfa de campos se sugiere estudiar el trabajo de
Alexander T. Kieft*.

El grado de simetria puede ser medido mediante el parametro W,denominado
parametro de orden (Este nombre viene del hecho de que al considerar cristales,el
grado de simetria corresponde al grado de orden de los iones constituyentes de la red
cristalina) .Siendo W = 0, para el grado de mayor simetria,correspondiente al estado
no conductor para T > T, y W diferente de cero para grados de menor simetria,
correspondiente al estado superconductor para T < Tc.

La transiciéon de conductor a superconductor de un material puede considerar-
se un cambio de fase de segunda especie en el sentido de que mientras el estado
termodinamico del material cambia de forma continua, la simetria sufre un salto
(rompimiento) en el punto de transicién. . Cuando se consideran magnitudes ter-
modindmicas para desviaciones de simetria (es decir con respecto a W) podemos
considerar el potencial termodindmico de energia libre F como funcién de la Presion
P)la temperatura Ty W. P y T pueden darse arbitrariamente mientras que W puede
darse a partir de la condicién de equilibrio térmico, es decir de la condicién de que
Phi sea minimo para valores dados de Py T.

La continuidad de la variacién del estado en un cambio de fase de segunda especie
encuentra su expresion matematica en el hecho de que cercca al punto de transicion
la magnitud W toma valores tan pequefios cuanto se quiera.Al considerar un entorno

del punto de transicién, desarrollaremos F(P, T, 1) en serie de potencias de V:

F(P,T,n) = Fy + ;¥ + AW? + BY® + CW* (4.1)

Donde los coeficientes a, A, By C,.., son funciones de Py T.

Si los estados con W = 0y W # 0 difieren en su simetria, el término de primer
orden se anula identicamente: a; = 0. En cuanto al coeficiente A(P, T) del término de
segundo orden,debe anularse en el punto de transicién. Se considera que cuando F
sea minimo, se ha alcanzado la fase simétrica. Cuando eso sucede W = 0 y por lo

tanto es necesario que A(P, T) > 0. En la parte no simétrica W # 0; esto es posible si
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se toma A(P, T) < 0. Por lo tanto siendo positivo a un lado del punto de transicién y

negativo al otro lado, A debe anularse en el punto de transicion:

A(P,T)=0 (4.2)

donde el subindice c caracteriza el punto de transiscion.

Pero hay que incluir que para que el punto de transicion sea estable, es decir, para
que F como funcién de W tenga un minimo (para W = 0), es necesario que en este
punto se anule también el término de tercer orden y el término de cuarto orden sea

positivo:

A(P,T)=0 C«P,T)>0 (4.3)

De modo que el desarrollo del potencial termodindmico toma la forma:

F(P,T,n) = Fy + A(P, T)W? + C(P, T)W* + ...., (4.4)

Los punto de transicién se determinan por la ecuaciéon A(P, T) = 0.
Si se considera la transicion para un valor dado de la presion, cerca del punto de

transicion (cuya tempera es T;) se puede escribir:

A(T) = a(T - T.) (4.5)

dondea = g—?IT:T[ es una constante. En canto al coeficiente C(T), podemo tomarlo
igual, simplemente, a la constante C(T).

La dependencia de W respecto a la temperatura cerca del punto de transiscién en
la fase no simétrica se determina a partir de la condicién de que F(W¥) sea minimo.

Igualando a cero la derivada dF/dV se obtiene:

Y(A+2CP?) =0 (4.6)
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de donde

A a
2= = —
2C 2C

(la solucién Psi = 0 corresponde a la fase simétrica)

(Te=T) (4.7)

Determinamos ahora la entropia del cuerpo cerca del punto de transicién. Pres-
cindiendo de las potencias superiores a W:
JF dA

—_ = —_— 2
=7 = S0 N7 (4.8)

5= oT

JF
donde Sy = _8_19 (el término con la derivada de W con respecto a la temperatura
desaparece en virtud de que dF/JdV = 0).De acuerdo a 4.7 para la parte no simétrica
la entropia toma la forma:
A JA 2

a
S—SQ‘FEﬁ—SO-Ff(T—TC) (49)

En el propio punto de transicién esta expresion se reduce a Sy de forma que la
entropia se conserva continua en dicho punto, como debia ser.
Finalmente determinamos la capacidad calorifica Cp = T(dS/dT)p de las dos fases

en el punto de transicién. Para la fase no simétrica, tenemos, derivando 4.9 :

a*T,
2C

Para la fase simétrica, en cambio, S = S y, por consiguiente, Cp = CP0. Entonces

Cp = Cpg + (410)

concluimos que el punto de cambio de simetria la capacidad calorifica experimenta
un salto. El salto en lka capacidad calorifica en el punto de transicién es una de las
principales caracteristicas de la superconductividad observada experimentalmente.
La teoria termodindmica que se ha expuesto resuelve (con algunas reservas) la
cuestion de la variaciéon de las magnitudes termodindmicas en la transiciéon de metal
a superconductor del material.
Ahora bien de acuerdo a la teoria BCS los pares de Cooper que son los responsa-

bles de la supercconductividad,no son bosones en el sentido que no siguen las reglas



Capitulo 4: Teoria de Ginzburg-Landau 33

de conmutacién de los bosones, pero sinembargo tienen muchas propiedades a los
mismos, por lo cual se los considera como seudo-bosones. En base a esto podemos
considerar a los pares de Cooper como bosones con un pequefio grado de perturba-
cién. Bajo esta caracteristica los pares de Cooper pueden originar condensados de
Bose-Einstein (BE), eso significa que los pares de Cooper ocupan el mismo estado
W(7) (La utilizacién de la misma letra que para el parametro de orden se aclara
luego) en la fase superconductora.

La probabilidad de encontrar un par de Cooper en un determinado lugar es
proporcional a WW’. Pero debido a que hay muchas particulas dentro de un volumen
dxdydz, el nimero de ellas es WW’'dxdydz. Ahora bien W es la misma funcion de onda
para cada una de la gran cantidad de particulas que estdn en el mismo estado,
entonces WW’ puede interpretarse como densidad de carga electrica o densidad de
particulas.

Existe un caso similar de condensacién para los fotones. En donde la funcién de
onda del sistema de fotones corresponde exactamente con el potencial vectorial A y
la ecuacién de Schrodinger es la misma ecuacién de Maxwell. De forma similar, para
el caso de la superconductividad la funcién de onda ‘I’(7 ) corresponde al parametro
de orden.

Por lo tanto debe existir una ecuacién de Schrodinger para el parametro de orden,
que se deducird a continuacién.

Reescribiremos la ecuacion 4.4 como:

1
F=Fy+alV? + Eﬁ|\1/4| (4.11)

Ahora, para describir situaciones en las cuales la superconductividad no sea
homogénea debemos generalizar la ecuacién 4.11. Teniendo en cuenta que F se

interpreta como una densidad de energia f(7) se puede escribir:

F+Fy+ f F(7)dPr = Fy + f d3r[a|\lf(7)2|+%ﬁ|\lf(7)4l] (4.12)

Donde, ahora F es la energia total libre.Para computar efectos del incremento de
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la energia asociada con una distorsion espacial del pardmetro de orden, es decir, el
efecto aso- ciado con una longitud de coherencia ¢ ; Ginzburg y Landau sumaron un

gradiente de energia de la forma:

hz 213
Ig = f %w\y(—r’n d°r| (4.13)

donde m es la masa del par de Cooper.

De esta forma la ecuaciéon 4.12 toma la forma:

F=Fy+ f dSr[%me + AW+ 2] (4.14)

Ahora si al material superconductor se le aplica un campo magnético, el término
gradiente debe ser modificado con el fin de que se ainvariante bajo una transforma-

cién gauge(local), de la forma:

— ie—

- >
P—->P--A VoV-—A (4.15)
c hc

Las anteriores consideraciones, nos permiten expresar la energia libre (energia de

Landau) en la forma:

F=Fy+ f P NUE) - ERE (PR e @
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Superconductividad mesoscopica

Una muestra superconductora es considerada mesoscépica si alguna de sus di-
mensiones es del orden de al menos una de sus dos longitudes caracteristicas [5], la
longitud de coherencia &(T) o la longitud de penetraciéon A(T). Al tener una muestra
con estas dimensiones aparecen nuevas e interesantes propiedades superconducto-
ras. Los campos criticos termodindmicos, los méximos en la curva de magnetizacion,
los valores de campo en los cuales ocurre la entrada y salida de vortices, varfan con
la geometria de la muestra. La respuesta magnética de un material superconductor
en contacto con diferentes tipos de materiales es uno de los aspectos de la fisica
del estado solido que mas ha sido estudiado en los tltimos afios. Las aplicaciones
actuales de superconductores de altas temperatura incluyen artefactos magnéticos
que protegen sistemas médicos de imagen, SQUIDS, sensores de infrarrojo, acelera-
dores de particulas, transporte de vehiculos de levitacion, creacién de altos campos
magnéticos y en generadores. En medicina, son utilizados en imagenes por resonan-
cia magnética (MRI). Es sabido que cuando un superconductor estd en contacto con
otro material, los efectos de proximidad pueden inducir dominios locales donde la
nucleacién de la superconductividad es favorecida [1-2]. El interés entre supercon-
ductividad mesoscépica, magnetismo y demds materiales se ha extendido al estudio
de nano-estructuras hibridas. Estudios previos han mostrado que los parametros
criticos superconductores como corriente critica, campo critico, temperatura critica
pueden ser modificados fuertemente construyendo estas nano-estructuras [3-5].

A escala microscopica se usan dispositivos superconductores para interferen-
cia cudntica (SQID) y junturas Josephson, que son elementos basicos del moderno
escaneador magnético del cerebro y herramientas de diagndstico del corazén que

utilizan la deteccién de campos electromagnéticos de ultravioleta, y también usados
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como Qubits, base del hardware de los futuros computadores. Estas aplicaciones de-
penden del comportamiento de los vortices magnéticos dentro de los dispositivos,
especialmente a escala mesoscépica. El comportamiento de los voértices dependen
del confinamiento, esto es evidente al realizarse medidas de parametros eléctricos,

magnéticos y de calor.
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Teoria de Shanenko e Ivanov

De acuerdo a esta teoria [6] la ecuacion de Ginzburg-Landau no lineal para un
superconductor bajo campo magnético esta dado por:
1 =  2e— — — e
S|V - = A \y( )+ (@ + 2V (T)W(T) + BV (7)PW(7) = 0 6.1)
Para el caso particular en donde el potencial de confinamiento V¢ es nulo dentro

de la muestra superconductora, V,, f(7 ) = 0, e infinito en la frontera, V., f(7 ) =00

La ecuacién anterior se reduce a:

1
2m
Ahora bien a es de la forma a + a., donde ay esta asociado a la longitud de

2
— (—ﬂﬁ’ - %7{) W(T) + aW(7) + BY(T)PW(T) = 0 6.2)
coherencia usual y a. es la energia debido al confinamiento.

Cuando T —> T., a9 — 0

Para materiales no mesoscépicos tenemos que o = a,debido a que los efectos de

confinamiento no son muy importantes, y por lo tanto cuando T — T, & = 0

En cambio en materiales mesoscépicos,donde el efecto de confinamiento se hace

importante, cuando T — T, @ — a.. Bajo este régimen la ecuacién (6.2) toma la forma:

L (<9 - 2R) W) 4 (7 + PP = (63)

2m
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1 26—\
Primero desarrollemos 5 (—ih? - ?61_4)) ‘P(7 )

1’1 ( iy — ?7{)\1/(—’)—( IV W(T) - %Z\y(?))
- _iEVW(T) + ih? C(VA)W@) + AVU(@) + 4C—62274’\y(7’)

(6.4)
e
Ahora desarrollemos V.AW(7) en coordenadas cartesianas
dA,V (7
S AWT) - IAN(T) Ay (7) | AV
ox dy 0z
dA,  9Ay A, (6.5)
= W(7) t ot 3 )
—WAWV.A+AVY(P)
- —
Puesto que V.A = 0, tenemos:
VAYT) = AVY(T) (6.6)
Por lo tanto la ecuacién 6.1 queda:
2}71 ( WV —zhA AV + 4iA2 +aW(7) + BV (T)PY(7) =0 6.7)

- 2 -
Ahora debemos escoger A tal que B=V XA
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Para esto tomamos el gauge de Ginzburg:

|
Il
)
X
=]

NI =

Comprobacién:

Utilicemos la identidad:

¥ x(CxB)=C(¥B)-B(V.0)+ (BF)C-(CF)B

Entonces tenemos:

?XZ = %vx(ﬁx_r))
BE7)-PEE)(FY)E-(BY)7]
- %[3Bj<+( %ny%JrZ%)BZ—BZ%(xHyjAHQ)
=Bk=B

- -
Para materiales mesoscépicos B ~ H, asi que:

A=lg«7
2
1H (—yf + xf)
2
Por lo tanto, tenemos:
_)

A? = iHZ (x2 + yz)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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o 9
_ 9_,9 6.13
zH(xay yax) (619
1./ 1
H (-5

En donde L, es el momento angular en la direccién k

Por lo tanto la ecuacion (6.7) en coordenadas cilindricas toma la forma:

1 ,(d” 10 L[> o 1 eh e 5 5
[—%h (a—p2 + Ea—p - E + E + % _ZFHL + C_zH P+ act+ 5|W(?)| \I]<_1’))
(6.14)

Donde L es el momento angular del sistema de particulas.

Se definen las siguientes cantidades:

_ —2ma 5 —2m _eH
A 7
De acuerdo ha estas cantidades la ecuacion (6.14) es ahora:

[_(82 19 2 &

_— 3 — _ 2172 .2 5
27 oap p2+azz)+(2yHL+pr y+)+a|\y(7’)|]\y(7) (6.15)



Capitulo 7

Funcional de accion

La ecuacion (6.15), de acuerdo a la teoria variacional de funcionales, es una
Ecuacién de Euler-Lagrange de la funcional S, denominada funcional de accién, y

esta dada por:

f\y (7) [ ( o’ 19 L 8—2) + (—2uHL + (PH2p? - y+) + a|\1/(7’)|2] v(7)
podp P> 92
(7.1)
Minimizando esta ecuacion con respecto a W (7 ) obtenemos (6.15) como ecuacién
de Euler-Lagrange.

Para minimizar esta funcional con respecto a W(7), se realizan los siguientes

céalculos
L2 2172 2 2
Gu = = 2uHL + *HYp* =y + W (7P (7) (7.2)
= W'(7) (7.3)
G, = p¥'(7) (7.4)
G, = p¥V'(7) (7.5)
Donde

- g 7.6)

ql - ap .
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P
51 = szwm

2
52 o \I’(7)

T o7

Entonces la ecuacién de Euler-Lagrange con respecto
w(7)

es

Go - 2w+ L pw)+ L pu )
v ap r 8p2p r 822p r

? 10 [* 0o
[— (a—p2 + E% - ? + ﬁ) + (—2‘[1HL + [JZHZPZ — ')/+) + Gl\I](_T))lzl \I]*(—T))

Que es la misma ecuacion (6.15)

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)



Capitulo 8

Solucion de la ecuacion de Ginzburg-

Landau no lineal

Para el caso no lineal, se considera la ecuacién (6.15). Consideremos la siguiente

funcional de prueba como solucién:

W(7) =T(p,z)e™ (8.1)
Con
—p*u
T(p,2) = Qp'e 2 Qan,L+1,p"w)F(z) (8.2)
Donde
1 1
ﬂm—z—@()/_/\) (83)

Donde A es una constante a determinar, y F(z) es una funcional a determinar por
minimizacion de la funcional asociada a la ecuacion (6.15), es decir la funcional dada

por (7.1).

Remplazando la funcional de prueba en (7.1) tenemos:

B ? 19 [1* o 21 o 1 )
S = fl"(p,z) [— ((9_;32 + E% - E + E) + (—ZyHL + u H p” - y+) + Ealf(p,z)l I'(p, z)
(8.4)
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”* 19 I? QO dQ (2L 1
+ [ (— —2pp+ p) (-2u - 2Lu + p*?) Ql Qlp)

a2 pap 2 Qldp? dp\p
£Q  dO
- %[4W P+l 1)+ (- 2—2L+p2p)QlQ(p)
(8.5)
Fu[ £Q 4O
S = f pdpdzQ(p)F(z)| — = [4PW 4=5 (-P+L+ 1)+ (-2-2L+ p?u) Ql Q(p)
2
~ Q)3 + (~2uHL + WP~ y+) + -0l (p, 2P |Q(P)FE B

dpd F ——P— — (-P+L+1 — -
fpsz(p) @) e+ I (P L)+ 1 2)alew) .

- Q)L it (p, Q)

La ecuacion de Kummers es:

?Q  dQ

1
Py + 05 (P L+1)= [———(7/— )]Q (8.8)

Entonces la ecuacion (8.7) se reduce a

= f pdpdzQ(p)F(@)| ~ A - j  + 5ol QWPFEQWIFE)  69)

De acuerdo a (8.9), debemos considerar las siguientes integrales

L= f pdplQ(p)I*

(8.10)
=Q; fpz“le_pz“()z(am +L+1,up?)dp

L= f pdplQ(p)I*

(8.11)
=Q; fp4L+1e_2P2“Q4(am +L+1,upddp
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Se realiza el cambio de variable: t = p?u que implica dt = 2pudp o dp = ﬁdt

Entonces las expresiones para I y I, son

2
L = 2Q—ﬁ prLe_PZ“QZ(am +L+1, up?)dt

o (8.12)
— Z#L(ll ftLe_tQZ(am,L +1,t)dt
Qé 4L ,-20% 1y 2
IZ:Z pe Q% (ay, +L+1, up”)dt
o (8.13)
0

_ 27 —2ty4
= 2#L+1ftLe Q*(a,, L+ 1,t)dt

Sea [; = ftLe‘th(am,L +1,b0dty ], = ftzLe‘ZtQ‘*(am,L +1,t)dt, y ademas por la

condiciéon de normalizacion tenemos:

2
_ 0 _
L = el Ni=1 (8.14)

Esto implica

2uL +1 4u2l. + 2
PLAL | s 42l +2

5= T, 0 % (8.15)
y por lo tanto
=2 J2 8.16
2= IU]Z ( . )
1

Los valores de I, para diferentes valores de flujo u y para diferentes valores de
radio interno R; son cercanos al valor de 7. Lo cual indica que esta integral esta

relacionada con la funcién eliptica de Jacobi K(k), definida de esta forma

1
1

K(k) = d 8.17
® fo VA = u?)(1 - Ku?) N 8.17)
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Donde para K(0) = g

En nuestro caso el valor de K, obtenido lo denominamos Kj, de tal forma que

12 = 2K2 (818)
Remplazando I; y I, en (8.9)
9? 1 )
S= | dzF(x)| - A- 95 + 5-0KalF(2) JFe) (8.19)
Sea D = oks
Tt

La ecuacion de Euler-Lagrange para (8.19) es

2
[A + 5—22 + —D|F(z)|2] (8.20)

La soluciéon de esta ecuacion es

B A 12A - D) D
F@)=m \/2/\ D=1 " [ \/2/\ TDC-1)" \N2A- DC) (8:21)

Donde C es una constante a determinar y Sn es la funcién seno eliptica de Jacobi

De las condiciones de frontera, tenemos:

AQA - D)
J2A+D(C - 1)

Donde g es 1/d y K; es un valor de la funcional eliptica de Jacobi que debemos

= 2K, (8.22)

determinar.
ARA-D 2A+D(C? -1
( ) =29Ky = V2A-D = \/ ( )ZgK1 (8.23)
\V2A +D(C? - 1) VA
De esto (8.21) queda

2A 1 DA
F@)=m \/ AT D=1 " (2gKlZ’ 20K, \/ 2A + D(C? - 1)C) (824
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Consideremos la integral

1
P; = f Sn*(2¢Kyz, k)dz (8.25)
0

Con el cambio de variable t = 2¢K — 1z, tenemos que dz = 1/2gK;.
Cuando z =d = t = 2¢Kyd = 2K;, por lo tanto

1 2K,
_ 2
Py = 29K f(; Sn(t, k)dz (8.26)
Normalizacion:
2A 1 2k
24 _ 2 2
fIF(z)I dz=C (ZA T - 1)) 29K fo Sn=(t, k)dz (8.27)
Sea
2K,
M, = f Sn?(t, k)dz (8.28)
0
Por lo tanto
2A 1
F(z)[?dz = C? 2
f' (2)fdz = C (2A+c2(c2—1))2g1<1M1 (829)

Por consiguiente de la condicién de normalizacién f |F(z)|*dz = 1,tenemos:

2_1) [20K
C:\/2A+D(C 1) [2gK (8:30)

2A M,
Remplazando C en (8.24) tenemos:

29K / D
F(z) = f/l 115n 2¢Kiz, LK.M,
(8.31)

ngl GKZ
= 26| 20Kz,
T8 A\ gk M,
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. GKZ
k= R (8.32)

A partir de esta relaciéon podemos calcular k y por lo tanto K; con métodos itera-

Asique

tivos o con el calculo de raices de esta expresion de manera numérica.

De (8.23) y (8.30) se obtiene:

DK
A = 4g°K? + %
! (8.33)
—4 2K2 ZGKngl
- g 1 Ml

Con esta expresion y (8.3) podemos calcular la energia de confinamiento en el

régimen no lineal.
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Apéndice A
Minimizacion de funcionales

Para hallar la funcién @(7 ) [7], con 7 = (x1,x2, ..., x;), que minimice la funcional
F[<D(7)], dada por:

, d 9* 9
F[(D(—T'))] = fG(xl,xz,...,xi,(D(_i)), 8—x1q)(—1’)),, gq)(—i’)), @CD(?),, ﬁfb(—r)) dxldxz...dxi
! 1 i

(A1)
Se debe resolver la ecuacion de Euler-Lagrange, dada por:
) J 0 0
——Gy — ... ——G,, G5, + ... + =G, = A2
Go s Gy, a){qul, ax%G] +..t &x?G’ 0 (A.2)
sujeta acondiciones de frontera. Donde
J d
M= 57, = 5o 0(7) (A3)
0? 0?
51 = a—x%q)(_f’)),....,sl‘ = a—xlzq)(—f’)) (A4)

Cuando en el integrando G de la funcional hay mdas de una funcién, se debe

plantear una ecuacién de Euler-Lagrange por cada funcién.
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