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Resumen

El presente trabajo se realiza el estudio de la estructura canénica del campo de Yang-Mills
libre y con interaccion. Dicho estudio se desarrollard en base a la formulacion Lagran-
giana y Hamiltoniana en teoria de campos para sistemas que poseen vinculos usando el

método propuesto por Dirac, y se lo extenderd al caso de teorias de gauge no abelianas.

Palabras clave: Lagrangiano, Hamiltoniano, Método de Dirac, Transformacion de gauge.



Abstract

This work develops the study of the yang-mills field canonical structure, free and with interac-
tion. The study is developed based on Lagrangian and Hamiltonian formulations in field theory
for systems which have constraints with the Dirac proposed method. In addition it is possible to

encompass the non abelian gauge scenario.

Keywords: Lagrangian, Hamiltonian, Dirac Method , Gauge Transformation.
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Glosario:

Funcional: integral definida sobre un contorno cerrado, de manera que el dominio de la funcional
es un espacio de funciones, y su rango es el conjunto de niimeros reales.

Coordenadas generalizadas: conjunto de NV coordenadas curvilineas linealmente independientes
que determinan el estado de un sistema fisico con un nimero finito de grados de libertad.
Lagrangiano: para un sistema fisico conservativo con un nimero finito de grados de libertad,
es una funcion que describe la dindmica del sistema fisico. Se define como la diferencia entre la
energia cinetica y la energia potencial expresadas en términos de las coordenadas generalizadas.
Accion: funcional definida en un intervalo de tiempo y construida a partir del Lagrangiano. La
accion determina la dindmica de un sistema fisico.

Campo: un campo describe un sistema fisico definido en el espacio-tiempo.

Espacio-Tiempo: espacio de cuatro dimensiones usado para describir los fenémenos fisicos en el
marco de la teoria especial de la relatividad de Einstein. Un pun o un evento del espacio-tiempo,

esta determinado por un conjunto de cuatro coordenadas: tres espaciales y una temporal.



Introduccion

En los udltimos afos las teorias de gauge han sido exitosamente aplicadas a la descripcién de las
fuerzas fundamentales, dichas teorias se basan en la invarianza de la Accién cuando se aplican a los
campos, transformaciones que dependen del punto en el espacio-tiempo, conocidas como trans-
formaciones de gauge. Ademads, las transformaciones de gauge cumplen la propiedad de formar
un grupo de simetria [1]. Los diferentes modelos obtenidos para la representacion de las fuerzas
fundamentales dependen del grupo de simetria al cual pertenecen las transformaciones de gauge,
por ejemplo: las ecuaciones de movimiento asociadas al campo electromagnético se obtienen a
partir de una densidad Lagrangiana invariante bajo transformaciones de gauge que pertenecen al
grupo de simetria U(1), de igual manera teorias como la cromodindmica cudntica o la unificacién
de la interaccion electro-débil, se obtienen a partir de un sistema invariante bajo transformaciones
pertenecientes al grupo de simetria SU3) y U(1) ® SU(2) respectivamente. Cuando los genera-
dores de las transformaciones no conmutan se dice que el grupo de simetria es no abeliano y a
las teorias invariantes bajo dicho tipo de transformaciones de gauge son denominadas teorias de

Yang-Mills.

Las teorfas de Yang-Mills fueron introducidas por Chen Ning Yang y Robert L. Mills en un articu-
lo [2] publicado en 1954 donde se considera una densidad Lagrangiana invariante bajo el grupo
de simetria SU(2). Sin embargo, la relevancia fisica de dichas teorias se hizo evidente en 1960,
ya que se pudo concluir que todas las interacciones elementales entre particulas son generadas
por teorias de gauge [3]. En 1967 Faddeev, Popov y de Witt, fueron capaces de construir un es-
quema consistente para la quantizacién del campo de Yang-Mills sin masa, ademds, en el mismo

afio fue propuesto de manera independiente por Weinberg y Salam un modelo basado en teorias
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de gauge en donde fue posible unificar las interacciones débil y electromagnética [3]. Para el afio
1972 gracias a los numerosos trabajos tanto tedéricos como experimentales [4; 5], la construccién
de las teorias cudnticas de gauge estaban casi completas, y fue posible reconocer la importancia
que tienen las teorfas de Yang-Mills en la fisica de particulas. Con dichas teorias es posible des-
cribir interacciones como lo son la interaccion nuclear débil [6; 11] responsable de algunos tipos
de radiacion, y la interaccion nuclear fuerte [12; 13], fuerza que mantiene unidos a los nucleones
y la cual esta descrita por la cromodindmica cudntica [14]. Por lo tanto, las teorias de Yang-Mills
resultan fundamentales para el desarrollo de la fisica de particulas ya que permite la descripcion
de las interacciones nucleares, y la construciéon de una de las teorias mas exitosas de los ultimos

afios como el Modelo Estandar.

Las teorias invariantes bajo transformaciones de gauge tienen la propiedad de ser descritas a partir
de un un Lagrangiano singular, es decir, un Lagrangiano que tiene una matriz Hessiana con deter-
minante igual a cero, en caso contrario se dice que la teoria es regular [15]. Se procede a estudiar
clasicamente la teoria Electromagnética y la teoria de Yang-Mills, inicialmente son consideradas
las teorias libres y posteriormente en interaccién con un campo fermiénico. Debido a la natura-
leza singular de los sistemas, se debe analizar la existencia de vinculos dentro de las teorias. Los
vinculos pueden ser clasificados como siendo de primera clase si el paréntesis de Poisson con los
demas vinculos de la teoria y con sigo mismo es igual o débilmente igual a cero. Por otro lado,
los vinculos que tengan al menos un corchete de Poisson diferente de cero con los demas vinculos
se denominan vinculos de segunda clase. Para los vinculos de primera clase es necesario imple-
mentar condiciones de gauge de manera que pasen a ser vinculos de segunda clase, de modo que
sea posible usar el método de Dirac para sistemas singulares y eliminar los vinculos presentes.
El método de Dirac consiste en la construccién de una matriz que tiene como componentes los

corchetes de Poisson entre los vinculos de segunda clase. Posteriormente serd posible definir un
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conjunto de corchetes de Dirac, los cuales servirdn para el cdlculo de las ecuaciones de movimien-
to definidas en términos de las variables independientes escogidas despues de que los vinculos

hayan sido eliminados.

En el capitulo 2 se estudia la densidad Lagrangiana asociada al campo Electromagnético, de la
cual se pueden derivar las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange en el espacio de confi-
guracion (A, Au)- Por otro lado, se procede a estudiar el campo electromagnetico desde la for-
mulacion Hamiltoniana, la cual permite evidenciar a partir de la definicion de momento candnico
la existencia de vinculos en la teoria. Al clasificar dichos vinculos, se determina que son de pri-
mera clase, por ende, es necesario implementar condiciones adicionales denominadas condiciones
de gauge, de manera que los vinculos de primera clase se conviertan en vinculos de segunda clase

y sea posible implementar el método de Dirac para sistemas singulares.

A diferencia del capitulo 2, donde el campo electromagnetico es una teoria invariante bajo el grupo
de simetria abeliano U(1), en el capitulo 3 es considerada una densidad Lagrangiana invariante
bajo transformaciones de gauge no abelianas, particularmente se considera la invarianza bajo el
grupo de simetria SU(2). Haciendo uso del procedimiento descrito anteriormente se analiza la
formulacion candnica de la teoria de Yang-Mills libre. En los capitulo 4 y 5 se estudia cldsicamente
las teorias electromagneticas y de Yang-Mills en interaccién con un campo fermidnico haciendo
uso del procedimiento utilizado en los capitulos 2 y 3. Se destaca la existencia de dos vinculos de

segunda clase adicionales asociados a las variables fermidnicas.
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2 Estudio Clasico del Campo Electro-

magnético

La teoria de Maxwell para el campo electromagnético en el vacio puede ser derivada de la densidad
Lagrangiana [20; 44]:
L=——F"(z)F, (), 2.1

donde F},,, es un tensor antisimétrico denominado tensor de campo electromagnético, definido en

términos del cuadrivector potencial A, (¢, x) como:

Flu(x,t) = Fu(2) = 9,4, (x,1) — 0, A, (x, 1), 2.2)

con las siguientes componentes:

FiU (X, t) = l?Z (X7 t) (23)

Ej (Xv t) = _EijkBk (Xv t)? (24)

Donde que E;(x,t) (i=1,2,3) y Bi(x,t) (k=1,2,3) representan el campo eléctrico y el campo
magnético respectivamente. Utilizando el principio variacional [43] para la accién correspondien-
te de la teoria se mostrard que efectivamente la densidad Lagrangiana planteada en (2.1) conduce
a las ecuaciones de Maxwell en el vacio. Es importante tener en cuenta que la teoria electro-

magnética se deriva a partir de un Lagrangiano el cual se dice que es singular, ya que posee una

16



matriz Hessiana con determinante igual a cero, en consecuencia surgirdn relaciones denominadas
vinculos [20; 29; 41; 42] y por lo tanto para efectuar el estidio clasico de teorias singulares se
hace uso del método formulado por Dirac [18]. La notacion usada para el desarrollo del este traba-

jo, asi como las propiedades tensoriales en el espacio de Minkowski se estudian en el Apéndice A.

2.1. Invarianza de Gauge

Si se consideras transformaciones sobre el cuadripotencial de la forma:

Au(z) = Al (z) = Au(z) + dua(x), (2.5)

donde () es una funcién arbitraria que depende de las coordenadas espacio-temporales, se puede

observar que:

Fyun(x) = Fp () = 0u(Au(z) + 0par(x)) = 90 (Au(x) + uar())

(2.6)
= 0 Au(x) + 0,0v(x) — OpAu(z) — 0yOua(x).
Como las derivadas parciales conmutan entre si, se deduce que:
F;:U(x) = a,uAU(:C) - avAu(x) = F,uv(x)7 (27)

por lo tanto, el tensor de segundo orden [}, es invariante bajo transformaciones de la forma
(2.5) y debido a que la densidad Lagrangiana solo depende del tensor F},,, entonces esta también

permaneceré invariante, igualmente la accién correspondiente de la teoria y las ecuaciones de
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campo.

A las transformaciones de campo cuyos parametros dependen de una manera arbitraria del espacio-
tiempo son llamadas transformaciones de gauge y el principal postulado de las teorias de gauge es
que todas las cantidades fisicas observables, la accién y las ecuaciones de movimiento deben ser
invariantes bajo este tipo de transformaciones [29]. Ya que este principio se cumple en la teoria
electromagnética bajo (2.5) se considera a dicha teoria como el ejemplo mds simple de una teoria

invariante gauge.

2.2. Formulacion Lagrangiana

Debido a la forma de F),,,, 1a densidad Lagrangiana (2.1) es funcién del campo A,, y sus derivadas
espacio-temporales, de manera que la accién correspondiente de la teoria electromagnética es

definida por:

A[A,, 0,A,] = / d*zL[A,, 0, A, (2.8)

Ahora, al considerar la variacién de la accién (2.6), teniendo en cuenta cambios independientes y

arbitrarias del campo A, implica que:

SA[A,, 0,A,] =6 / d*zL[A,, 0uA,) = / d xS L[A,, Oy AL, (2.9)

La derivada funcional § actua en la trayectoria que describen los campos entre dos condiciones
de frontera fijas y no en los parametros de los cuales dependen. De la relacion (2.9) se puede
determinar que:

oL oL

O SA, 4 e §(DpA,), 2.1
aA,fS et 5(8,A,) (2.10)

SL[A,, 0uA,) = (0, A,)

18



reemplazando en (2.9) se obtiene:

SA[A,, 0,A,] = / d*z]

oL oL

g4 0+ I 5(0,A,)].

8(81,14#)

Como se consideran variaciones en los campos A, y no en las coordenadas:

0A, 0
6(81)14.#) = (SW - %514“ = 81)(514“),
entonces, se puede escribir:
oL oL oL oL
a(avAM)é(avAu) a(aUAu)a”(M”) _8U[8(8UAM)5A”] 81}73(81,/1“)514”’
que al sustituir en (2.11) resulta que:
oL oL oL
_ 4 1 9%~ 5 Ok 4 _ 9~
SA[A, A, = /d L e +/d s Wi

Los campos deben satisfacer las condiciones de frontera [37]:

(SAM(X,tl) = (5AM(X,t2) =0

lfim A,(x,t) =0,

[x| =00

@2.11)

2.12)

2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

de manera que el segundo termino en (2.14) se anula debido al comportamiento asintético de los

campos, con lo cual:

19



oL oL
_ 4 _
SA[A,, 0,A,] = / diz [ 5 %50, ™

5A,. (2.17)

.El principio de Hamilton establece que la trayectoria real que sigue el sistema es la que toma
estacionaria la accion de la teoria [36; 37; 43], es decir :
oL oL

Oy | 64, = 0. 2.18)

_ [ o4 | 95
(5./4[Au78’UAM] - /d x |:8A'u a(avAM)

Como la integracién se realiza en un volumen arbitrario y haciendo hincapié en el hecho que
variaciones en A,, se consideran de manera que son completamente arbitrarias e independientes,
la igualdad se satisface si se cumple que:

oL oL

o, ~0. 2.1
o4, "a@na, 0 (2-19)

El resultado anterior se conoce como las ecuaciones de Euler-Lagrange y la forma explicita de

dichas ecuaciones para el campo electromagnético implica que:

oL 1 0 1 0
Indadi N S AT — 2 Y (O AY () —HY AL _ —
T = 194 F I E (@) =~ 5 (0447 (@) -0 A @) B () DA (2)) = 0.
(2.20)
Por otro lado (véase Apéndice B):
oL
= FM(g), (2.21)
00 A W
sustituyendo (2.20) y (2.21) en (2.19) se determina que:
Oy F*(z) =0 (2.22)

20



Como se mencion6 anteriormente, la expresion que resulta de las ecuaciones de Euler-Lagrange
para el campo electromagnético representan las ecuaciones de Maxwell en el vacio, lo cual proce-

demos a mostrar. Si . =0

OiF" (z) = o F®(z) + 0;F%(x) = —9;E' =V -E=0 (2.23)

Sipu=1

O, F" () = 00F" (x) + O F™ (x)
= aoEl(.%‘) — GikjakBj (a:) =0 (2~24)

0
aE(X) =V x B(x)

Ya que para el desarrollo de este trabajo se tienen en cuenta las unidades naturales, el término
que multipica a %E(x), cumple que “coug = 1. Las ecuaciones restantes llamadas ecuaciones
homogeneas de Maxwell, se obtienen a partir de las identidades de Bianchi, las cuales debido a

que el tensor F'*" es invariante bajo transformaciones de gauge, se pueden escribir como [45; 46]:

O, FP(z) + 0,F*(z) + 0,F*(z) = 0, (2.25)

Se sabe que las teorfas invariantes bajo transformaciones de gauge estdn asociadas a Lagrangia-
nos singulares, esto también puede ser evidenciado calculando la matriz Hessiana asociada a la
densidad Lagrangiana (2.1), la cual se define como [20; 38]:

0L 0 oL

WHY = = 2.26
DA )0(D0Ay) — D(B0A,) D(G0Ay) (2.26)
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Usando el resultado que se obtuvo en (2.20) se deduce que:

oL

:FUﬂ: 96avF — 98,00 L Ag — O Ay,

Abhora, la segunda derivada implica:

82£ _ .08, av
005 A)0(95Ay) T (05 Ay)

0
L Ag) — 05, ov A,
=0 (5555 — 6,165)

(B v oB,
(n"n n7Pnt).

Sio = 8 = O resulta:

0L
— (pH0,0v 00 pvy _ (ou0, 00 pv
A(8yA,)0(DA,) ("™ — ") = (O — ).

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Entonces, la matriz Hessiana de la teoria electromagnética esta dada por la siguiente matriz:

0 00O
0100

W = )
0010
0 0 01

(2.30)

La matriz W(x,y) se caracteriza por que su determinante es nulo, entonces, la teoria electro-

magnética estd descrita por una densidad Lagrangiana singular [20]. La naturaleza singular de

la teorfa es consecuencia de que no todos los momentos candnicos pueden ser interpretados como

variables independientes y por lo tanto, no todas las “velocidades” podran ser expresadas en térmi-

nos de los momentos independientes [41], en otras palabras, existen relaciones o vinculos entre

las variables dindmicas y como consecuencia el espacio de fase asociado a la teoria tendra que ser
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reducido.

2.3. Formulacion Hamiltoniana de la teoria de Maxwell

A continuacion se procederd a estudiar la formulacién Hamiltoniana de la teoria electromagnética

[17; 20; 42], para esto se debe definir el momento canénico asociado al campo A, de la siguiente

manera:

oL

I#(x,t) = —8(80Au(x,t))'

Usando la ecuacién (2.21), se deduce que:

I (z) = FH

Si de la relacién anterior se considera el valor 4+ = 0 se obtiene:

°(z) = F% =0,

En tanto que para p = ¢ resulta:

HZ($) == Fio = —1'0 — F()i == 80141(56) - aZAo(CC)

2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

Para sistemas regulares (2.31) representa una transformacién entre el espacio de configuracién

A ,A el espacio de fase (A, [I*) con una correspondencia uno a uno. Debido a que en la
wy Au)y p " p

expresion (2.33) no hay términos en los que esté presente la velocidad de Ag no se puede efectuar

la transformacidn para esta componente del campo, por lo tanto, se denomina a dicha ecuacién un

vinculo primario [20; 41] y serd denotado como:
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d =1%2z) = 0 (2.35)

Donde el simbolo = se identifica como igualdad débil ya que la anterior relacién solo se cumple
en el espacio de fase reducido de la teorfa [20; 38; 42]. Aun con la presencia de vinculos es po-
sible construir, bajo una transformacién de Legendre [37; 43] la densidad Hamiltoniana candénica

asociada de la siguiente forma:

He =110y A, (z) — L(x). (2.36)

De la densidad Lagrangiana (2.1), y de la definicién del momento candnico (2.31) se deduce que

la densidad Hamiltoniana canénica sera de la forma (Vedse Apéndice C):

T ()T () + T ()9, Ao () + iFki(x)Fki(x). 2.37)

N |

He =

Entonces, se concluye que el Hamiltoniano de la teoria es:

H, = / 3z Bﬂk(x)ﬂk(x) + 1T (2)0; Ao () + %Fki(x)Fki(x) : (2.38)

El Hamiltoniano expresado en (2.38) solo estd bien definido en el espacio de fase reducido debido
a la presencia de los vinculos, este puede ser extendido fuera de este subespacio al adicionarle una
combinacidn lineal del vinculo primario ®; [20; 41]. Se define asi el Hamiltoniano primario de la

teoria:

H,=H.+ /d3a:)\1<P1 = /dgm[;ﬂk(a;)ﬂk(x) 4+ TT%(2)0; Ao () + iFkl(x)Fkl(x) + A\ D]

(2.39)
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donde \; es una funcion arbitraria del punto en el espacio-tiempo y se identifica como el mul-
tiplicador de Lagrange asociado al vinculo ®; [42]. Ahora, es necesario definir los corchetes de
Poisson a tiempos iguales entre dos variables dindmicas B(x,t) y C(x,t) en el espacio de fase

definido por el par canénico (A, I1*) en la forma:

0B(x,t) 0C(y,t) 0B(x,t) 6C(y,t)
5A,(2,t) 6T1H(2,t)  OT1H(2,t) 6 A, (2, t)]'

{B(x,1),C(y,t)} = / d*z] (2.40)

Donde ¢ representa una derivada funcional. A partir de la expresion (2.40), se determina que los

corchetes de Poisson fundamentales evaluados en tiempos iguales entre los pares canénicos son:

A, (x v A (x v
B T

= / d32[61595(x — 2)d(y — z)] (2.41)

=6,6(x —y)

i i = A S
" v _ oHH(z) oI1Y(y)  oI*(x) 611 (y),
{00 £), (., )} = / el sa ) s e) () s~ %)

. . 5A,(z) . STIY(y) . .
Las derivadas funcionales ST () Y 54, (2) de anulan ya que se considera inicialmente a los campos

(Au, I1ursilon) como siendo campos independientes. Se puede observar que el corchete de Poisson
definido en (2.41) para el par (Ao, HO) no es consistente con la expresiéon obtenida en (2.33),
entonces, la expresion ®; sera débilmente igual a cero hasta que los corchetes de Poisson sean

definidos correctamente [20; 42].
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2.3.1. Consistencia de vinculos

La consistencia de los vinculos hace referencia a que la derivada temporal de estos debe anularse
[20], es decir, los vinculos se deben conservar durante la evolucién dinamica del sistema. La ecua-
cién de movimiento para cualquier variable F'(x, ) en el espacio de fase definido por (A4, I1*)

esta dada por:

F~{F H,} = {F, Hc+/d3x)\1<bl} (2.44)

Al analizar la consistencia del vinculo ®1, se tiene que:

b1 (2) ~ {D1(2), Hy(y, 1)} = {®1(2), Holy)} + / dhy{®1(2), M () @1 (y)} ~ 0. (245

De la expresion anterior se pueden distinguir 3 casos posibles [20]:

n {®, He} #0y {®1, 1} #0
Entonces, (2.45) constituye un sistema lineal no homogéneo para A1, y por lo tanto, se puede
fijar (débilmente) el valor del multiplicador de Lagrange. Adicionalmente, si {F, H.} = 0

se obtiene una solucion trivial donde se cumple que A\; = 0

m {Q1, He} #0y{P1, 01} =0
De (2.45) resultan relaciones entre las los campos A, y los momentos canénicos II*, en-
tonces se tiene como resultado un nuevo vinculo al cual se lo identifica como un vinculo
secundario. Para dicho vinculo se debe analizar igualmente su condicién de consistencia

con el fin de establecer el conjunto completo de vinculos que posee la teoria.
L] {@1,HC} =0 y {q)l, ‘1)1} =0
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En este caso se dice que P es consistente y no se obtienen mas vinculos adicionales.

De (2,40) se obtiene que (Véase Apéndice C):

®y(x) = ;1T (z) = 0, (2.46)

por lo tanto, debido a que no impone una condicidn sobre \; la expresion anterior representa un
vinculo secundario. Se denomina secundario, ya que a diferencia del vinculo primario el cual es
consecuencia de la definicion de momento canénico (2.31), surge de la evolucién temporal del

vinculo @4 (x) [41]. Entonces, se define el vinculo secundario como:

By (z) = 1T (z) ~ 0. (2.47)

Al igual que el vinculo @1, se deben imponer nuevas condiciones de consistencia, de manera que

by (2) = {P2(2), Hy(y)} = {@1(), He(y)} + /d4y{‘1>1(93), A(y)@i(y)} =0, (2.48)

obteniendo como resultado (Vease Apéndice C):

Dy(x) = 0. (2.49)

El dltimo resultado establece que el conjunto completo de vinculos de la teoria electromagnética

estd compuesto por:
Py (z) =T1%z) ~ 0 (2.50)
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Dy(z) = ;I (z) = 0 (2.51)

2.3.2. C(lasificacion de vinculos

Hasta ahora se ha separado a los vinculos como primarios o secundarios, sin embargo, hay una
diferente clasificacion de los mismos que tiene una mayor importancia para el estudio del forma-
lismo Hamiltoniano. Se dice que un vinculo es de primera clase si el paréntesis de Poisson con
los demds vinculos de la teorfa y con sigo mismo es igual o débilmente igual a cero. Por otro
lado los vinculos que tengan al menos un corchete de Poisson diferente de cero con los demds
vinculos se denominan vinculos de segunda clase . Un aspecto que cabe resaltar de los vinculos
de primera clase es que estos son generadores de transformaciones de gauge [20; 41; 42]. Para la

teoria electromaggética se tiene que:

{(I)l(x7 t)v (I)l(ya t)} = {HO<$, t), Ho(ya t)} =0 (2.52)
{®a(, 1), @o(y, )} = {07 (w, 1), TT¥(y, )} = 0 (2.53)
{@1(2,t), ®a(y, 1)} = {II(x, 1), Y IT (y, 1) } = 0. (2.54)

Los resultados obtenidos anteriormente permiten concluir que los vinculos son de primera clase.
Como ya se mencioné anteriormente, los vinculos de primera clase son generadores de transfor-
maciones de gauge, es decir transformaciones en (A, II*) que no alteran el estado fisico en el
que se encuentra el sistema. Ya que el el Hamiltoniano primario dado por (2.40) solo considera

al generador de primario ®; es necesario generalizar el resultado y agregarle los generadores se-
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cundarios, por lo tanto se define el Hamiltoniano extendido para la teoria electromagnética como

[18; 20; 42]:

1 . 1 ..
Hp = Hp+/ AP Xo®y = /d% [QHk(x)Hk(x) + I (2)0; Ao () + ZF’”(J;)FM(JU) + AP+ Do | .

(2.55)
Siendo ahora la evolucién temporal de una variable dindmica F'(x,t) = F'[A,, II"] estard dada

por:

F~{F Hg}={F H,+ /dga:)\gtbg}. (2.56)

Si se considera un conjunto inicial de variables canénicas (A4, (z),II*#(z)) en un tiempo ¢; es
posible definir un estado fisico en dicho tiempo, entonces, se espera ecuaciones de movimiento
obtenidas a partir de (2.56) con las que se pueda determinar el estado fisico en otro tiempo to.
Abhora, los multiplicadores de Lagrange \; (i = 1, 2) son funciones arbitrarias del punto en el es-
pacio tiempo, lo que significa, que el valor de las variables canénicas dependeran de la escogencia

de \; ent; <t < t9, como se hace evidente en el siguiente resultado (véase Apéndice C):

AM :H“({L') + 5;5'1140(1') + (52)\1(.%‘) — 5;8;6)\2 (l‘)
(2.57)

II# =0, F" (x)
Por lo tanto, es necesario introducir vinculos adicionales que permitan fijar los valores de los
multiplicadores de Lagrange sin afectar a los observables fisicos (invariantes de gauge) [41], para
lograr esto, dichos vinculos adicionales deben convertir a ®; y ®2 en vinculos de segunda clase

de modo que sea posible eliminarlos usando el método de Dirac para sistemas singulares [18].
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2.4. Gauge de Radiacion

Como se menciond anteriormente para continuar con el estudio de la teoria electromagnética,
se deben implementar condiciones adicionales o condiciones de gauge [42], la existencia de dos
vinculos de primera clase hace necesario imponer dos condiciones de gauge las cuales se escogen
de tal manera que (2,50) y (2,51) pasen a ser vinculos de segunda clase. Ya que II(z) ~ 0,

sugiere que su variable conjugada cumpla:

Ay =~ 0. (2.58)

Considerando el valor v = 0 de la evolucién temporal obtenida para II* a partir del corchete de

Poisson {II*, Hg}, se deduce:

0, F" () =0

0u(0,Ap(x) — 0o Au(x)) =0

(2.59)
000, A, () =0
Por lo tanto, el conjunto de vinculos pertenecientes al gauge de radiacion es [19]:
¢1 =I1°(z) =~ 0
By =011 () ~ 0
(2.60)

(;53 :Ao(l‘) ~ O

¢4 :aZAZ<.1‘) ~ 0.
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Adicionalmente, los vinculos que componen el gauge de radiacién deben cumplir la condicién de

consistencia, al realizar el calculo correspondiente se determina lo siguiente (véase Apéndice D):

Ai(z) =0 (2.61)

— OpII* () — 030K Ao () + 0xOpa(z) = 0 (2.62)

Por lo tanto, las condiciones de consistencia para ¢3 y ¢4 permiten fijar los valores de los multipli-
cadores de Lagrange asociados a los vinculos ¢1 y ¢2. Con el fin de identificar el minimo ndmero
de grados de libertad que posee la teoria se procede a eliminar los vinculos de segunda clase ha-
ciendo uso del método de Dirac [18], para esto se construye la matriz formada por los corchetes

de Poisson entre los vinculos y que es definida por los siguientes elementos:

C/W (Xa y) = {QSH (Xa t)a ¢U (X7 t)}7 (263)

ademds, Dirac demostrd que ésta matriz tiene determinante diferente de cero y es invertible [18].

La matriz C),,, en el gauge de radiacion estd dada por [17]:

C(z,y) = é(z —y), (2.64)

0 o9 0 0
siendo que su inversa se puede calcular considerando una matriz C~!(x,%) de manera que se

cumpla que:
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/ BC(, 2)C (2 y) = [(x — y). (2.65)

Entonces para el campo electromagnético se determina que [17]:

0 0 o(x —y) 0
1 0 0 0 _4171' |ziy\
CM’U (iE, y) = (2.66)
—0(x —y) 0 0 0
0 i o] 0 0

A partir de C;Ul (z,y) es posible eliminar los vinculos de segunda clase bajo la introduccion los
corchetes de Dirac, los cuales en el caso de las variables dindmicas F'(x,t) y G(x, t) son definidos

como [18; 42]:

(F@).GWp = (F@). 60}~ [ [ dudolF@). 6,0} Ci (u.0) (60(0). GW))
(2.67)
La expresion (2.67) permite imponer la condicién de que ¢, = 0 ya que bajo la definicion de los

corchetes de Dirac se cumple:

(F(a).0)p =(Pa), 6,0} ~ [ [ dudo{F (@), 0a(@}Cohw,0){03(0),0,)
~(F(@). o)}~ [ [ dudo{F (@), 6,0} w0 Canlw.n)
~(F@). o)}~ [ [ PudolF @), ) }0( = 03w - y)d) P69
—(F@),6u(y)} — {F (). 6(0)}

{F(w)7 ¢lt}D =0.
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Lo cual no se cumplia con los corchetes de Poisson, entonces ahora podemos considerar las si-

guientes identidades:

¢1 =1°(z) = 0 (2.69)
By =0i1T%(z) = 0 (2.70)
¢z =Ag(z) =0 (2.71)
b4 =0;A'(z) = 0. (2.72)

Las relaciones anteriores permiten reconocer que I1°(x) = Ag(x) = 0, ademds, las expresion
(2.70) puede ser resuelta de manera que solo dos de las tres componentes del momento canénico I
sean totalmente independientes, de igual manera con (2.72) se pueden determinar las componentes
independientes asociadas al campo A’(x). Ya que la eleccién de las variables independientes es
arbitraria se escoge como grado de libertad a los campos (A4;(z), 117 (y)) (i,j=1,2) y se calcula los
corchetes de Dirac entre dichas variables. Entonces, en la teoria electromagiietica para el gauge de

radiacion se tiene que los corchetes fundamentales de Dirac son [17]:

{Ai(2),4;(y)}p =0 (2.73)

{I'(x),1V (y)}p = 0 (2.74)

. , 1 1
' j 58— ) — BTV
{Ai(z), IV (y)}p = 6]0(z — y) — 97 0; yrape—

(2.75)
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} , 11
i ) _ st _ zoY ___
(@), 4;()}p = =80(@ —y) + 010] - o

(2.76)

Los superindices que aparecen en las derivadas parciales hacen referencia a las variables respecto a
la cual se esta realizando la derivacion. Cabe resaltar que las expresiones obtenidas anteriormente
asi como los valores de A\; y Ay dependen de la condicién de gauge que se imponga. Ahora, tenien-
do en cuenta las ecuaciones (2.69), (2.70), (2.71) y (2.72) es posible reescribir el Hamiltoniano

como:

H= / d3x [;Hi(x)ni(a;) + iFki(x)F’“(x) : (2.77)

2.4.1. Ecuaciones de Movimiento

Abhora, la evolucion temporal de una variable dindmica esta dada por el Hamiltoniano reescrito
en términos de las variables independientes, por lo tanto, para una variable dinamica F'(z,t) =

F(A;,IT%) con i = 1,2 se tiene que:

F={F H}p, 2.78)

donde H esta dado por (2.77). Entonces para el campo A;:

Ai(x) ={Ai(x),H}p

_ / Byl () { Ai(z), TF ()} p

= [ s =) - 0l ) @79
_ 1T T 3 J Y 1 1
— Ti(x) — o / Py (W ()~ L )1 / Py (y) - !

’ J 4 |z — y| ‘ J 4 |z — y|
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Como OjHj = 0, y haciendo uso de la ley de Gauss para el segundo sumando, se tiene que:

1
|z — |

Aile) = TT(a) = f dA- () =)

(2.80)

como S es una superficie que tiende al infinito y por la propiedad asintética de los campos se

concluye que:

Igualmente para el momento IT* :

i1 (2) ={IT'(2), H}p
i 3 1o j 1 ki
~(1T'@), [ PYGI P )+ Rl P )}
= [ #y3 P W @), Fulo)}o

= [ @y PO @), 0 A ) - A A

(2.81)

5 1 , 1 1 1 ;
| Bkl Ny sis(. _ way L I e RN TN Y
f/d y2F (Y)0y(=0;0(x —y) + 0F 0; e |:L’—y|) /d y2F (1)0] (=01.0(x —y)
1 1
ey
=y

1. 1
=0;f/d3y§F’“(y)5(x—y) —5f’/d3y§F”(y)5(w—y)

:8kF’“i (.’L‘)

Reemplazando la ecuacién (2.30) en (2.74):

I (z) = 0 F(z) = 0, F* ()

0 = O F () + O F¥ (x)
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Obteniendo como resultado las ecuacidnes de Euler-Lagrange, pero ahora definidas en el espacio
de fase generado por las variables independientes que resultan despues de implementar el gauge

de radiacion.

2.5. Gauge Axial

Otro gauge que puede ser tratado en el formalismo candnico es el gauge axial [17]. Se considera

inicialmente que la componente A3 del campo satisface:

As(z) ~ 0, (2.84)

de la definicién de momento canénico se tiene que:

H?’(x) :60A3(x) - ang(l')
H3(x) ~ — 83140(1‘) (285)

0 %Hg(l’) + 83A0(:c)

Por lo tanto, el conjunto de vinculos considerado en el gauge Axial sera:

¢1 =T1%(z) = 0
¢y =OFIT' () ~ 0

(2.86)
¢3 =A3(1') ~0

pq =T13(z) + 03 Ag(2) = 0.

Ahora, al calcular las condiciones de consistencia (véase Apéndice E), resulta que:
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I3 (2) + 0% Ay (2) — B2 \a(z) ~0

81Fl3(l') + O3\ (l’) ~0.

(2.87)

Por lo tanto, la introduccién el gauge Axial permite fijar el valor de las multiplicadores de Lagrange

A1 Y A2, también se puede observar que ahora los vinculos ¢ y ¢2 son de segunda clase, entonces,

es posible calcular la matriz compuesta por los corchetes de Poisson entre el conjunto de vinculos

correspondientes al gauge axial, esta se puede expresar como:

0
0
C(x,y) =
0
50(x —y)
y Cl;} sera [17]:
C_l(l‘,y) =

0 0
0 —9%5(x — y)
— 985 (x — y) 0
0 —d0(z —y)
0 —g(z,y) 0
9(z,y) 0 —f(z,y)
0 —flz,y) 0
f(z,y) 0 0

Las funciones g(z,y) y f(z,y) estan dadas por:

056(z —y)

é(z —y)

f(z,y)

0

1
g(z,y) = 55(561 —y1)d(x2 — y2)|r3 — Y3

Flasy) = 36(e1 — y1)8(z — y)e(es — vo),
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donde ¢(x — y) representa a la funcién signo algebraico de (x — y), ademds las funciones g(x, y)

y f(x,y) cumplen que:

93059(x,y) = 05 f(x,y) = 0(x —y)

959(z,y) = f(z,9).

Ahora, es posible eliminar a los vinculos de la teoria considerando las igualdades:

¢1 =T1°(z) =0
¢o =071 () = 0
¢3 =As(x) =0

b4 =T13(2) + 05 Ao(2) = 0,

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

Las igualdades (2.94) y (2.96) permiten identificar que la componente I1°(z) del momento canéni-

co y la componente A3(z) del campo son iguales a cero. Por otro lado 91T¢(z) = 0 puede ser

resuelto de manera que solo dos de las componentes restantes del momento sean independientes,

y finalmente (2.97) establece una relacion entre la componentes A, y II?. Escogiendo como gra-

dos de libertad a (A;(z), 117 (y)) (i,j=1,2) se tiene que los corchetes de Dirac fundamentales estan

dados por [17]:

{Ai(@), A;(y)}p =0

{I(2), I ()} p =0
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{Ai(2), IV (y)} p =676(a — y) (2.100)

{IT'(z), A;(y)}p = — 8}0(x — y). (2.101)

2.5.1. Ecuaciones de Movimiento

Debido a que ahora ¢, = 0 se puede reescribir el Hamiltoniano de la teoria en términos de las
variables independientes. Entonces, la evolucién temporal de una variable dindmica F'(x,t) =
F(A;,IT%) (i=1,2) se puede determinar a partir de:

F={F H}p, (2.102)
Donde

H= /d3 [ i ()T ( )+Hi(r)6on(x)+iFki(z)F“(w)

= [ @ [F @ @) + IR ) + 1T @0F Ao(o) + ()05 Ao(o) — (05 A0(a))? + 1 Fus(0) P (2)
(2.103)

Finalmente se procede a calcular la evolucién temporal de los campos considerando como varia-

bles independientes (A;, Hi) con i = 1,2. Se determina que (véase Apéndice F):

Ai(z) =TI (z) + 9% Ag ()T (x) = OF As () — OF Ag(x) (2.104)

I (z) = OF F*i(x) (2.105)

Reemplazando la definicién de momento canénico:

T (z) = OF Ai(z) — OF Ag(x) = —F, (2.106)
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en (1.94) :

I (2) = —0pF% = OF F*(x)
(2.107)

0=00F" + Of F™ ()

Resultando asi las ecuaciones de Euler-Lagrange con las variables independientes en el gauge

axial.

40



3 Estudio Clasico del Campo de Yang-

Mills

La importancia del estudio de las teorias de gauge se debe a que las fuerzas fundamentales estan
descritas por dichas teorias. En el capitulo anterior se estudio la teoria de Maxwell, la cual es
una teoria invariante bajo el grupo de simetria abeliano U(1), sin embargo, existen teorias basadas
en Lagrangianos invariantes bajo grupos de simetria mas generales donde los generadores de la
transformacion no conmutan, dichas teorias son conocidas como teorias de Yang-Mills [42]. Sea
tq (a=1,2,3,..N) una base del algebra de Lie L (véase Apéndice G) que cumple con las relaciones

de conmutacion:

[ta,ty] = ifgpte conab,c=1,2,...,N, @3.D

donde f;, = — f;, toma valores reales y denota la constante de estructura del grupo. Entonces,
ahora se considera al campo A,,(z), cona = 1,2,3,...N el cual tiene un indice y = 0,1,2,3
que indica la componente vectorial y un indice de grupo a, ademads es una funcion real de las
coordenadas espacio temporales x = (z°, ', 22, 23) en el espacio de Minkowski. Se tiene para el

campo A, [44]:

Au(z) = Af(2)ta, (3.2)
de igual manera:
Fuw = Fta. (3.3)
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Las componentes del tensor F,,, estan dadas por:

Fiuw = 0, Ay () — 0pAu(z) +ig[Au, Ayl (3.4)

como:

i[4¥, A%] =il A (2)ty, AG ()t
=i Al () AS ()t ]
=i Al () A5 (2) i i) (3.5)
=i Al () AS () (i fita)
= — (AL (@) A ()

entonces se determina que:

I = 0P AU () — 9 Al () — g f Al (@) A5 (). (3.6)

Se considera al Lagrangiano invariante bajo la transformacion:

SAE = Al — A = fa(2) A" (a) + ~0,0°(a). G.7)
g

como siendo :

1
L=~ Fi" Fuva. (3.8)

Para los calculos realizados en este capitulo se tienen en cuenta transformaciones que pertenecen
al grupo de simetria SU(2). En este grupo la constante de estructura f;, serd el tensor antisimétrico

de levi-civita en tres dimensiones &4, por lo tanto se define a " como:

42



Fiv = 9" AY(x) — 0 All(2) — geanc Ay (x) AL (), (3.9

donde g se conoce como constante de acople para los campos A5 (x) y AY(z). Entonces, el campo
de Yang-Mills a diferencia de la teoria electromagnética, presenta un término en donde se eviden-
cia la interaccién entre los campos A% (z) y AY(z), por ende el campo de Yang-Mills interactia

consigo mismo [17].

3.1. Formulacion Lagrangiana

La accioén correspondiente a la teoria de Yang-Mills es definida como:

1
A[A o, 0vA ] = - / ATFMF . (3.10)

Haciendo uso del principio de Hamilton [36; 37; 43] se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL oL

0@~ o0 Ay = 31D

De manera que para la densidad Lagrangiana (3.8) se obtiene que:

oL 1 Lo 0
= _F _ 9 A
aAua(x> 97 b 6b0daAua(az)( 50(.%) ad(-%'))
1 o 1
- _5 lf EbadAad<l’) + inﬁuébcaAﬁc(x> (312)
= _5abdFéLaAad(x)
g R (3.13)



De este modo, la forma explicita de las ecuaciones de Euler-Lagrange para la teoria de Yang-Mills

sera:

O b5 () = eapeAvp (2) FE () = Dy F3" () = 0, (3.14)

donde D,, = 0y, — €apcAvp(z) se define como la derivada covariante. Ahora, si se usa la expresion

(2.26) y (3.13) es posible calcular la matriz Hessiana que para el campo de Yang-Mills se define

como
Wy = L = (" =)o (x —y) = (" =)oz —y),
(90 Ava(2))0(0Aua(y))
(3.15)
que en su forma matricial se expresa como:
0000
0100
W(z,y) = 3z —y). (3.16)
0010
00 01

Es posible observar que ésta matriz al igual que la matriz Hessiana obtenida para el campo elec-
tromagnético tiene determinante nulo, de manera que el campo de Yang-Mills estd descrito por

una densidad Lagrangiana singular.

3.2. Formulacion Hamiltoniana

Ahora, para continuar con el estudio de la teoria de Yang-Mills se definen los momentos canénicos

de la siguiente forma:
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oL

M) = S A 1)

3.17)

Utilizando (3.13), se deduce que el momento canénico asociado al campo A, (x) tiene la forma:

I (z) = FI° = 0MAQ(x) — 8" All(2) — geanc Al (z) AQ(x), (3.18)

de donde:
I (z) = 0 (3.19)
Il (z) = F° = —Ei(z) = 0'A%(z) — 0" Al () — geape Al (x) AY (). (3.20)

Entonces, se establece un primer conjunto de vinculos primarios, el cual es definido como:

P1y(x) =T10(x) = 0 (3.21)

Con las expresiones obtenidas para los momentos 14 (z), ahora es posible escribir el Hamiltoniano

canonico:

H,

/ B[P A, (z) — L()]

/dsl’ g () + I (2); Ava () — geanelly () An(z) Ave(w) + 4Ffz( ) Fria()].

(3.22)

La dindmica en el espacio de fase de la teoria de Yang-Mills debido a la presencia del vinculos

estd determinada por el Hamiltoniano primario, el cual se define como:
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H,=H.+ /d3a:)\1<1>1

1 ) ) 1 )
= /d3$[§H’Z($)H§($) + 10, (2) 03 Aga () — geabelly () Asp(x) Aoe () + ZFf’(ac)ka(x) + AMaPia(2)],
(3.23)

donde A1, representa el multiplicador de Lagrange asociado al vinculo &, [20; 41].

3.2.1. Consistencia de vinculos

Ahora, con el fin de encontrar el conjunto completo de vinculos que posee la teoria, se deben
imponer condiciones de consistencia para el vinculo ®,, para esto, se definen los corchetes de
Poisson a tiempos iguales entre dos variables dindmicas B, (X, t) y C, (X, t) en el espacio de fase

definido por el par canénico (A, II;) como:

6B (x,t) 0Cp(y,t) IBa(x,t) 6Ch(y,1t)
3
{Bax,1), Gl t)} = / P At 0 (2,0) o (1) Az Y
por lo tanto, los corchetes de Poisson fundamentales serdn [17; 20]:
{AHCL (Xv t)? Hg (Y7 t)} = éﬁdabé(x - y) (325)
{A,ua (Xa t)a Avb(ya t)} = {HZ(X7 t)a Hg (Y7 t)} = 0 (326)

La condicion de consistencia para el vinculo dado por (3.21) establece que:
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B1a(w) = {®10(), Hy} = {®1a(x), He + / P yin(y)B1s(y))

= /dSyHé(y)azy{Hg(w)7A0b(y)} _/dgyggbcdﬂé(y)Aic(y){Hg(x)vAod(y>}
3.27)

=— / d*yTT; (y)0Y Sapd(z — y) + / B*ygepealli (y) Aic(y)aad (x — y)

= O, (x) + gepeally(z) Aic(2) & 0,

como (3.27) no impone condicién alguna para Aj,, la relacion anterior representa un vinculo

secundario que se definira en la forma:

Doy = O (2) + geapelly(z) Aje() = 0 (3.28)

Ahora, se imponen las condiciones de consistencia para el vinculo ®5, (véase Apéndice H), y se

obtiene que:

sy, = 0. (3.29)

La relacién anterior permite concluir que el conjunto completo de vinculos de la teoria de Yang-

Mills es:
() =0 (3.30)

Doy = OFTTL(2) + geapelly () Aje(z) = 0. (3.31)

Se observa también que haciendo uso de (3.25) y (3.26) que los vinculos @1, y P2, son de pri-

mera clase, lo que significa que es necesario imponer condiciones adicionales para eliminar la
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arbitrariedad presente en los estados fisicos descritos por la teoria de Yang-Mills. Debido a que el
Hamiltoniano primario dado por (3.23) solo considera a los generadores de transformaciones de
gauge primarios $1,, se generaliza el resultado y se agrega los generadores secundarios, por lo

tanto se define el Hamiltoniano extendido como [17]:

Hp =H, + / Pr X9 P2
1 ) . 1 ..
= / d3x(§H§(m)H§(:ﬁ) + I, (2)0; Ava () — geapelll (z) Aip(x) Ape(x) + ZFf’(w)ka(:n))

+ /dgl‘()\laq)la(l') + )\2@2(1‘))

(3.32)

Entonces, la variacién respecto al tiempo de una variable dindmica Fy, (X, t) = F,[A,,,, [15] ahora

estd dada por:

F,~{F, Hg} (3.33)

3.3. Gauge de Radiacion

Al igual que en el campo electromagnético, se escoge el equivalente gauge de radiacion para el

campo de Yang-Mills definido como [17]:

;AL (z) = 0. (3.34)

Si se busca simplificar el problema, o el numero de vinculos considerado es muy grande, es posible
escoger un subconjunto formado por un numero par de vinculos para definir unos corchetes de

Dirac preliminares, los cuales son usados para construir los corchetes de Dirac finales con los
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vinculos restantes [42], es decir el resultado obtenido al calcular los corchetes de Dirac de la
teorfa es independiente de si se elimina a todos los vinculos en un solo paso o si se elimina a los

vinculos por separado. Entonces, Inicialmente se considera el conjunto de vinculos:

10 = OFTL () + geapeITl(2) Aie(z) = 0 (3.35)

20 = 0; AL () ~ 0. (3.36)

Al calcular la condicién de consistencia del vinculo adicional vo, se determina que (véase Apéndi-

cel):

— OFIT, (1) — 07 OF Ava () + 020e s OF Aie () Ao (2) + 0707 Mo () — g abed (Aza (1) Aic (1) = 0.

(3.37)
La ecuacién anterior puede ser resuelta de manera que sea posible determinar el valor del multi-
plicador de Lagrange \o,. Adicionalmente se observa que al imponer (3.34) el vinculo ¢, pasa a
ser de segunda clase, hecho que permite la construccién de la matriz de vinculos de segunda clase

Ci(x,y) = {pia(x), ©j5(y)}, la cual tiene la forma:

0 (660°%0F + geabaAra(z)0™*)5(x — y)
Cab(xv y) =
—(6a60"%0F + gEabaAra(z)0™*)6(z — y) 0
(3.38)

Ahora, considerando la ecuacion diferencial:

(3ab0™"OF + geabaAra(®)0™)Gap(z,y, A) = d(z — y), (3.39)
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donde su solucién es dada por la funcién de Green [17]:

5(lb 3 1 k
Gz, yA) = ——— — d°z—————€apcAke(2) 07" G U, A) + .. 3.40
b(2,y, A) yp— g/ G r—el ke(2)07 Gap(2,y, A) + (3.40)
Se determina que la matriz inversa sera [17]:
0 _Gab($7y7A)
Copx,y) = (3.41)
Gab(xuy7A) 0

A partir de La expresion (3.41) es posible calcular los corchetes de Dirac preliminares compatibles
con los vinculos (1, y (24 los cuales en el caso de las variables dinamicas F'(x,t) = F[A,,11"]

y G(x,t) = G[A,,II"] son definidos como:

(Fu(2), Gy()}p = {Fala), Gy(y)} — / / Pud®o{F ()0, 0ia(u)}CL ™ (1, 0) {9je: Gy}
(3.42)

Ahora, se procede a calcular los corchetes de Dirac preliminares y se determina que [17]:
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{115 (), Ty (y) YD = gacallt ()0 Gap(2,y, A) + 90, Gaa(w, y, A)eaclly (x)

{Aua (), I (Y)}D = 6a66,,6(x — y) — [6aa0); + gEadr Apy ()]0 Gan(z,y, A)

{5 (z), A (y)}D = —0ab0L0(z — y) + [06e0) + g€bes Avp(Y)]0;Gae(,y, A)

{Aa(@), Aw(y)}p =0 (3.43)
{11} (2), T (y)}p = 0

{Aua(@), T (9) Y = dapdpd(z — )

{Aoa(x), I} (y) YD = dapdp6(x — ).

La expresion (3.42) permite imponer la condicién ¢;, = 0 (i=1,2), entonces, se determina como

es la forma de la componente A, aplicando el operador gradiente a (3.20):

Ol (z) =0'0" Aq(x) — 0'° A () — geapedi (A} (7)) AQ(2) — geanc Ay (2)0i(A2(x))

—geabcﬂg(a:)Aic(x) :8i8iA2(:U) — gsabcAZ(m)ai(Ag(x))

0 =0'0" Ay (x) — geape Ay ()0 (AL()) + geapclTy(x) Aic(2),

(3.44)

resolviendo para Ag, se puede concluir que:

Ava(z) ~ — / By Clap(, 9, A)gereall (4) Asaly)
(3.45)

~ — /dSyGab(wv Y, A)azynz(y)

Por lo tanto, el siguiente conjunto de vinculos a considerar serd
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X1a(z) = o(x) ~ 0 (3.46)

Xza (&) = Aga() — / By Goap(z,y, AT (y) = Aga(z) + / By Gy, A)gpealT (y) Asaly) ~ 0.

(3.47)
Dado que ahora ¢;, = 0 (i=1,2) se puede reescribir el Hamiltoniano extendido de la siguiente

manera:

1= [ SIS () + I ()07 Ava @) — 9200 (@) Ase () 400 (@) + 1 FF @) Frsa(e)] + [ d*oha(@n(o)

- / 3207 (T (2) Aga ().
' (3.48)

El dltimo término puede ser despreciado haciendo uso de la ley de Gauss y resaltando la propiedad

asintética de los campos. Finalmente se tiene que:

1= [ dal S @) — (G (0) + 920 i) A () Ava(9) + 1 FS' @) Pra)] + [ dPeaa(o)e)

- / Pl @) () + 1 FF (@) Fraa(w)] + / ()1 ().

(3.49)
Se observa que el corchete de Dirac preliminar {x14, x25} 7 0 [17], por lo tanto el vinculo X2,
convierte a x1, en un vinculo de segunda clase. También se puede concluir que la condicién
de consistencia para 2, (z) establecerd una relacién de la cual se puede calcular el valor del
multiplicador de Lagrange \1,. Haciendo uso de las expresiones (3.43) obtenidas para el primer

conjunto de vinculos se puede calcular la matriz Cyp(x, y) = {xia(2), Xjb(y)} D coni, j =1, 2:
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0 _5ab5(x - y)
Cab(-T, y) = ) (350)
5ab5($ - y) Mab(xa y)

y su inversa dada por [17]:

lab Mab(mv y) 5ab5(x - y)
C Pz, y) = . (3.51)
_5ab5(x - y) 0
Donde M, puede ser expresada explicitamente en una serie de potencias en g. A partir de La
expresion anterior es posible calcular los corchetes de Dirac finales compatibles con los vinculos

X1a Y X2a, l0s cuales para las variables dindmicas F'(x,t) = F[A,,II"] y G(x,t) = G[A,,11"]

son definidos como:

{Fu(2),Go(y) Yo = {Fa(x), Gb(y)} D~ / / Pud®o{F (), xia(u) Y pOE " (u,0){xje(v), Go(y)}p.
(3.52)
La definicién de los corchetes de Dirac hace posible considerar que y1, = 0, de donde se hace
evidente que la componente asociada al momento canénico I19(z) = 0, ademas con la condicién
X2¢ = 0 se puede establecer que la componente del campo Ay, (x) tiene una dependencia de
las componentes A; del campo y IT° del momento. La relacién 9; A% (z) = 0 puede ser resuelta
de manera que solo dos de las tres componentes espaciales del campo sean independientes, de
igual manera, con 1, = 0 se determina que de las componentes espaciales correspondientes
al momento candnico solamente dos pueden ser consideradas como siendo independientes. Ya
que la eleccion de los grados de libertad es totalmente arbitraria se escoge (A;q (), Hﬂ(x)) con
1,7 = 1,2. Por dltimo, se procede a calcular los corchetes de Dirac finales entre las variables

independientes escogidas, entonces, para el campo de Yang-Mills en el gauge de radiacién se

53



tiene que los corchetes de Dirac fundamentales estdn dados por [17]:

{Aoa(2), Aob(¥)} D = Map(z, y)
{Aia(z), Ajp(y)}p =0

(4100, Aos ()} = 950 Aie )G (12 4) + [ 0262 A)ecor A (D] 0 b+ 9 Asg (@) G2, 4)
{Aia(@), T (1)} p = {Aia(2), T (1) YD = 676256° (€ — y) — [0ac0] + geacaAia(2)] 0YGep(,y, A)

(I (2), Ao (1)} p = {114, (2), Ajp(1) YD = —6ab058(z — ) + [660Y + gepes Aj (1))0F Cae (2, y, A)

{11, (), 1 ()} o = {11}, (2), T (1) YD = —g2acalle(2)0Y Gap (@, y, A) — geact0; Gaa(w, y, A)ITL(x)

(3.53)

3.3.1. Ecuaciones de Movimiento

De la definicién de corchetes de Dirac, ahora se puede considerar a los vinculos como identidades,

de manera que se debe cumplir:

Pla = afﬂfz(x) + ggabcHZ(x)AiC(x) =0
P20 = O; Al (z) =0
X1a(z) = T (z) = 0

Xza (@) = Ava() — / BYGop(z, y, AVOVTI () = Aga(z) + / ByGay(a, ys A)gpeal (y) Asaly) = 0,

(3.54)
con las relaciones anteriores se puede reescribir el hamiltoniano como:
1 1 .
H(z,t) = / d3y[§1_[§(x)ﬂ§(x) + ZF;“(g;)F,ﬂ»d(a;)]. (3.55)

Ahora, usando la expresién (3.33) para calcular la evolucién temporal de una variable dindmica
y escogiendo como variables independientes A; y II; con 4,7 = 1,2 se determina que (véase

Apéndice J):
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Am(aj, t) = HZ(:E) + 0;Apa(x) + €gedAve(x) Ajg () (3.56)

I (2, t) = —OF F*(2) + geapaF} () Aja(z) + geancly () Age() (3.57)

La expresion (3.56) se puede reescribir como:

I (z) = 9" A% (z) — P Al () — eape AL (2) A () = FO(x). (3.58)

Reemplazando la expresion anterior en (3.57):

QoI (x,t) = 0 F"(x) = —OF FiF () + geapaF}' () Aja(x) + geabe Aoy () Fi ()
3.59)

0= —FF*(x) — FL(x) + geapaF)" (2) Aja(x) + geape Aoy Fi0(z) ()

Se obtiene como resultado las ecuaciones de Euler-Lagrange para la teoria de Yang-Mills en el

espacio de fase definido por A; y IT; con ¢, j = 1, 2 haciendo uso del gauge de radiacion.

3.4. Gauge Axial

Se consideran como condiciones de gauge a los vinculos [17]:

$3a(r) = Aza(x,t) = 0 (3.60)

baa(x) =113 (,t) + O3 Aga(z, 1) = 0, (3.61)

los cuales hacen posible que los vinculos ¢1, Y ¢2, sean ahora de segunda clase, hecho que permite

55



la construccién de la matriz C%(z, ) [17]:

0 0 0 0ab03
0 0 _(Satb8m _g{‘:abcﬂg (xa t)dcd
C(x,y) = ’
0 —(5a58§ 0 6ab
5ab8{’gf _ggabcni(xa t) _5ab 0
y su respectiva inversa [17]:
Iab(x’y) —5abG($,?/) Hab(xvy) 5abF($,y)
ab—1 5abG(x7 y) 0 _5abF(x7 y) 0
Cij (z,y) =

Hab(xa y) _5abF($7 y) 0 0
danF(x,y) 0 0 0

Las funciones I, (z,y), G(x,y), Hap(z,y), F(x,y) tienen la forma:

1
G(z,y) = =|2* — y*|0*(z — v)

F(J},y) =

Lo — )8 — )

Hab(mv y) = 83xlab(x> y) - geabcﬂg(x)G(a:, y)

Iab(wa y) =

4

1
Geared®(@ — 1) / delz® — €€ — o)

é(z —y),

oI (2", o1, a2, o)

23

(3.62)

(3.63)

(3.64)

y e(z — y) representa el signo algebraico de (z — y) [17]. Las funciones anteriores cumplen que:
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F(x,y) = 05G(z,y)
05 F(z,y) = 0505 G(z,y) = 6°(z — y)

(3.65)
8§Hab($a y) + gEabcHE(x)F(x7y) =0

a?flab(1:> y) - g€abcﬂg($)G(.’L‘, y) - Hab(x7 y) =0.

Con el resultado obtenido al encontrar la matriz ijb_l es posible definir los corchetes de Dirac

entre dos variables dindmicas A,(x), By(y):

(A4a(&), B0} > = {4al0). Bolo)) | [ dud®o{Aa ), 01a(0)) O (0, 0) {5 0). Bl
(3.66)
Por la definicién de los corchetes de Dirac ahora los vinculos pueden ser considerado como iden-

tidades, de manera que:

$1a(2) = Mg(z) =0
gf)ga(.’E) = aZHZ’l(ﬂ?) + gSabCHz(.’E)Aic(l‘) =0

3.67)
¢3a(x) = ASa(x) =0

baa(r) =TI (2) + 3 Aga(z) = 0.

Entonces, los corchetes fundamentales de la teoria de Yang-Mills en el gauge axial escogiendo

como grados de libertad (A;q(,t), 11 (,t)) donde i = 1,2 se pueden escribir como [17]:
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{Aia(z,t), Ajp(y,t)}p =0
{IT} (2, 1), T (y, ) } p = 0
{Aia(2,),TH(y, )} p = 670a0%(x — 1)
(3.68)
(I (2, 1), Ap(y, 1)} p = —620,60° (2 — 1)

{Am(l’, t)a AOb(Z/? t)}D = _5abaimG(x7 y) - ggabcAic(x)G(xa y)

{Hfz('% t)? AOb(y7 t)}D = _ggabcﬂi(x)(sg (x - U)G(xa y)

3.4.1. Ecuaciones de Movimiento

Usando las igualdades (3.68) obtenidas como consecuencia de la definicion de los corchetes de

Dirac, se puede reescribir el Hamiltoniano como (véase Apéndice K):

H = [ oGl ae) + I )
1 1 1 1
+ / d*0(505 Ao ()03 Ava (7) + 305 A1a ()03 A1 (w) + 503424 (1) s Aza(@) + 5 Fiaa(@) F% (2)).
(3.69)

Abhora, teniendo en cuenta que la evolucién temporal de una variable dindmica esta dada por la ex-
presion (3.33), se encuentra que para los campos (A;q(,t), II%, (2, ) con i = 1,2 las ecuaciones

de movimiento en el gauge axial estdn dadas por (véase Apéndice K):

Aia(a:, t) = Hfl(x) + 07 Apa() — geapcAin(x) Ape() (3.70)
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Ilo(2) = 0505 Ava(x) — 05 F,*(2) + geanc(Aop(2)ILe(x) + Az (2) F,* (2)) \
3.71)

115 (x) = 0505 Asp() + O Fy* () + geabe(Aop(2)IT2 () + Avy(a) F2' ()

Reemplazando:

1T, (y) = 9" Aq(x) — 0° Ay () — geaenAe () Aop(x) = F° (), (3.72)

en (3.71), se deduce que:

Ao F0(x) = 0305 Ara(x) — O5FL%(2) + geaneAap(2) F22(x) + geapeAop(z) FL0(x)
0= 0505 A1a(z) — BF*(x) — 00F, () + geabeAan(x) F)1* () + geavcAoy(2) FL°(z)

(3.73)

D FX (z) = 0505 Agy(x) + O Fy () + geapeAon()II2(2) + geancA1y(2) F2* (2)
0 = 0505 Agp(2) — Qo F2%(x) — OTFH () + geapeAop(x) F2 () + geapeArp(x) F2 (2)

(3.74)
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4 Campo Electromagnético en Interac-

cion con un Campo Fermionico

En el capitulo 2 se considerd la densidad Lagrangiana de la cual se pueden derivar las ecuaciones
de Maxwell en el vacio, ahora, se estudiard desde el punto de vista clésico, el campo electro-
magnético interactuando con un campo fermidnico, teoria que se conoce como Electrodindmica

Cuéntica. Sus ecuaciones de movimiento se pueden derivar de la siguiente densidad Lagrangiana:

L=LFP 4Pyt
) . 4.1
7 - — — —
= - ZFWUF;W + 5@7"@@ - 3;@’7”#’) - m’(vmzz) - GQ/JV”AM/%

donde las variables 14 () y 14 (z) (a=1,2,3,4) representan una funcion matricial compleja de

cuatro componentes [44]. Adicionalmente se considera a los campos 9, (z) y ¥4 (x) como siendo

variables fermidnicas, por lo que cumplen con un algebra de Grassmann [20], es decir:

Qbawﬁ = - wﬂ¢a
Yaths = — Ys¥a (4.2)
¢oﬂ/_),3 = - JW%-

También cabe aclarar que para el desarrollo de los cédlculos posteriores se consideran derivadas

izquierdas, de modo que:
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() O()
Mo  Oa

()
g

Q2 —+ (_1)n91n91 Ql (43)

donde ng, representa la paridad de la variable 2;, de manera que toma el valor 1 si es una variable
fermidnica o O si es una variable bosénica como el campo A,,. Las cantidades v* representan las

matrices de Dirac y cumplen las siguientes propiedades [20]:

Yo =70
V==

“4.4)
Yovo = 1

VYo + VoY = 208,

Por otro lado, el término que representa la interaccion entre los campos A, y los campos fer-
midnicos ¥ y ¥ se introduce para preservar la invarianza de gauge obtenida al aplicar la siguiente

transformacion:

Ay — A=A, + 0, () s

W = =e Ay,

donde A(x) es una funcién arbitraria que depende del punto en el espacio-tiempo. Entonces la

densidad Lagrangiana (4.1):
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' 1 0 i , -, -, . o,
L=— ZW Fuv + 5(#}7“(’%#} - 6#¢'Y“¢) - GW’YMA;ﬂp — ma)
— EFV}AUFMU + z(eieA(ac)J},Yuau(e—ieA(x)d)) _ 8”(eieA(x),J}),yue—ieA(x)¢)
4 2

_ eeicA(z),[Z},Y‘u‘(Ay‘ + a#A(x))e—ieA(z)w _ meieA(z)e—ieA(z),lZw
(4.6)
7

1 ) ) _ ) ) _
_ ZFWUFPW + 5(_Z-eeleA(a:)e—leA(x)auA(x)w,yuw + ezeA(ac)e—zeA(oc)w,YuaH,d})

_ %(ieeieA(I)e_ieA(z)8#1\(%)1/_)’}/‘“2/1 + 6ieA(1)e—ieA(z)aud}yuw)

_ 8efieA(z)eieA(z),lZ},y,uAuw _ ee*ieA(z)eieA(z),[Z},YuauA(x)w _ m6i6A<z>€7ieA<m>’lZ}w.
Se demostr6 en el capitulo 2 que el primer término es invariante bajo la transformacion (4.5).

Simplificando el resultado anterior se puede determinar que:

L= = TP Fyy + Q@) + 570,06 = S0,07"0 = ey Aytp — 0 M)yt — mipyy

1 - - - -
= — P+ 5 (079,00 = 0,07") — el Ayt — mibup = L.
4.7)

Por lo tanto, se concluye que el lagrangiano expresado en (4.1) es invariante bajo transformacio-
nes de gauge. Teorias descritas por una densidad Lagrangiana que resulta invariante bajo trans-
formaciones de gauge son sistemas en los que se presentan vinculos, es decir la descripcién de la

Electrodindmica Cudntica se obtiene a partir de una densidad Lagrangiana singular.

4.1. Formulacion Lagrangiana

La accién correspondiente a la densidad Lagrangiana (4.1) es:

_ 1 ) — _ _ _
A[A;u %, %] = /d4x(_4Fle/w + %(d}’)ﬂauw - 5u¢7“1/1) - €¢7“Au¢ - mww% (4-8)

la cual es una funcional de [Au,lba,i/;a} . Haciendo uso del principio de Hamilton resultan las

ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos Au,w,l/; (véase Apéndice L):
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oL oL

- —0, P TBop =
5.0~ 5@, Ay O @)+ e =0
oL oL o ) . )
Ma(z) C%(m) =i0p (VY )a + mibe + e(Py")a Ay = 0 4.9)
oL oL

5ia) Bty OO W0 = ey = mipa = 0.

A continuacion, se introduce la formulacién Hamiltoniana de la teoria donde se hara evidente la

naturaleza singular del sistema.

4.2. Formulacion Hamiltoniana

Con el resultado obtenido en el Apéndice L, se encuentra que los momentos canénicos asociados

a los campos A,,, 9, son:

oL
="~ _ Ko 4.10
N I “.10)

oL

_ _ b7 0
e = S Otala) 5 V6 Vba (4.11)

oL i o
P o R ) 4.12
7Ta 8(801/)a(x)) 2 ’YQC,QZ)C ( )
Se hace evidente que si en (4.10) se hace i = 0 el momento sera:
m° = F%z) = 0. (4.13)

Sipu=1
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Hi = on(l‘) = — 10(1'> = 80A1(x) — OZAQ(I‘) (4.14)

Como se mencioné anteriormente las ecuaciones (4.10),(4.11) y (4.12) en sistemas regulares re-
presentan transformaciones entre el espacio de configuracién y el espacio de fase, por lo tanto,
debido a que en las expresiones (4.11),(4.12) y (4.13) no aparecen términos que representen las
velocidades de la componente A y de los campos fermiénicos 1 y v respectivamente se concluye
que dichas expresiones conforman el conjunto de vinculos primarios de la teoria. Se denota a los

vinculos como siendo:

o =1"~0
i -

@1 =T, + iq/jbfyga ~ 0 (415)
7

@2 = ﬁ'a + 5’72&/% ~ 0.

La obtencién de los momentos candnicos permite definir el Hamiltoniano canénico de la teoria

como siendo (véase Apéndice M):

H. — /dfﬂx(%ni(x)ni(x) + 0, Ao ()T (z) + %F’“(:p)FM(x) 4 Dy (=i By + e Ay + m)petbe). 4.16)

Teniendo en cuenta que un numero par de variables de Grassman forman un elemento con paridad
par (Bosén) y un numero impar de variables de Grassman forman un elemento con paridad impar
(Fermion), se concluye que que el Hamiltoniano candnico es una variable bosénica. La naturaleza
singular del sistema pone en evidencia que la dindmica de las variables estd determinada por el
Hamiltoniano primario, entonces, para una variable dindmica A[A,,, ¥, ¥, II*, 7, 77,] = A(x, )

su evolucion temporal es dada por:
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A(x,t) = {A(z), Hp}, 4.17)
con

Hp, =H.+ /d%(kpbl +9(x)O2 + ©29(x))
= [ (I @I ) + A (@IT (2) + 3 P @) Fiale) + Go(—i1'0s + e Ay + mhyes)  (419)
+ /d3m(/\1(ac)<1>1(w) +9(x)O2(x) + O1(2)9(x)).
como siendo el Hamiltoniano primario de la teorfa. Para conservar la paridad Bosénica del Ha-
miltoniano se consideran los multiplicadores de Lagrange 9)(z),9(x) como siendo variables fer-

miodnicas.

4.2.1. Consistencia de Vinculos

Se definen a los corchetes de Bose-Fermi entre un campo fermiénico F y un campo bosénico B

como [20]:

0B1(x) 6Ba(x) 0Bi(x) 6B2(x)
SA;(z) ST (2)  OII*(2) §Ai(z)

6B1(z) 6Ba(x)  0Bi1(x) 6B2(x)
Yo (z) 07 (z) 07 (2) 69pa(z)

{Bl,Bz}=—{B2,Bl}=/d3z( )+ ( ) (419

_ _ 0F)(z) 6F2(x)  6Fi(x) §F2(x) 0F1(z) 0F2(z) dFi(x) 6Fa(x)
tRm) = k) = [ O S O ) - Grg e G P
_ _ 0F(z) 6B(x) 0F(z) 6B(x) 0F(xz) 6B(x) 0F(z) 0B(z)
(£ By = —{B.F} = /dsz(éAi(z) SIi(z) | OIIi(2) 6Ai(z)) a (5¢a(z) sr(z)  ome(z) (wa(z))’ S
los cuales cumplen que:
{A, BC} =(-1)*4%8B{A, C} + {A, B}C
(4.22)

{AB,C} =(-1)"8%{A,C}B + A{B,C}.
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Se considera inicialmente que los tnicos corchetes de Bose-Fermi diferentes de cero entre las
variables del espacio de fase definido por (A, ¢q, ¢q, I1*, 74, T,) son los que se indican a conti-

nuacion:

{Au(xv t)? HU(% t>} 2(5553(.@ - Z/)
{Yal,t), mp(y, 1)} = — 60> (x — y) (4.23)

{@Za(axt)’ﬁ’b(yat)} = 5ab63(x - y)

Teniendo en cuenta los corchetes definidos anteriormente y haciendo uso de (4.17) se procede a
calcular las respectivas condiciones de consistencia asociadas a cada vinculo, de donde se obtiene

que (véase Apéndice M):

& =071 () — edp(a)7 (a) ~ 0
02 = — 7 (=in'OF + er" Au(z) + m)yp(x) —iy"9(z) = 0 (4.24)

0, :ﬁ(w)(—i’yiaf + eyt Ay (z) +m) + iﬁ(x)fyo =~ 0.

Los resultados anteriores establecen que al analizar la consistencia de ®; se obtiene una relacién
entre las variables del espacio de fase, por lo tanto resulta un vinculo secundario. Ahora, cuando
se implementan las condiciones de consistencia a ©1 y ©2 se deducen expresiones que permiten
fijar el valor de ¥ y ¥(z), es decir no resultan vinculos secundarios asociados a ©1 y ©5. Se denota

el vinculo secundario como:

o2 = OFTT (z) — eh(2)7 ¥ (z) =~ 0, (4.25)

y se verifica la consistencia del vinculo:
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Qb2 = {CI)27 Hp} ~ Oa (426)

de donde se obtiene que:

b2 = —ef ()7 b(x)) — €D () (x) + et ()"0 x) ~ 0. (4.27)

Como se imponen condiciones sobre los multiplicadores de Lagrange o y 1J, se puede afirmar que

el conjunto completo de vinculos que posee la Electrodindmica Cuéntica esta formado por:

Py ="~ 0

p2 =07 IT'(2) — evp(2)7 9 (z) = 0
' (4.28)
1 -

61 =Tq + 5@%7{9(1 ~ 0
{

@2 =Tq + 572,;% ~ 0.

Con el fin de clasificar a los vinculos, se evaluan los corchetes de Poisson entre ellos y se observa

que los tinicos corchetes no nulos son:

{O14(z), 02a(y)} = — 79,0 (z — ) (4.29)
{p2(2),©14(y)} =€ty (2)750° (x — y) (4.30)
{pa(2), O2a(y)} = — evgetle(r)6° (x — y). 4.31)

Por lo tanto, ®; es un vinculo de primera clase y se hace evidente que (2, @1, ©2 son de segunda
clase. Sin embargo, al calcular la matriz que tiene como componentes los corchetes de Bose-

Fermi entre los vinculos de segunda clase C;; = {¢;, ¢;} (donde ¢1"= O1, ¢2" = O2, 3" = ¢2)
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se obtiene lo siguiente:

C(z,y) = —ir0 0 e(y%y(x)) 8 (x —y). (4.32)
e(P(2)7°)  —e(r*(z)) 0

Ya que la matriz representada anteriormente tiene la propiedad de tener determinante igual a cero,
su inversa no puede ser calculada, como consecuencia, los corchetes de Dirac consistentes con
2, 01, O2 no pueden ser definidos. Entonces, se dice que @2, ©1, ©2 no constituyen un numero
minimo de vinculos de segunda clase. Ademds, en el limite e — 0, @2 se convierte en el vinculo
(2.35) obtenido para el campo electromagnético en el vacio y los corchetes de Poisson (4.30) y
(4.31) seran iguales a cero. Si (2 perteneciera al conjunto de vinculos de segunda clase, el limite
e — 0 no serfa posible. Entonces, debe existir una combinacion de los vinculos o, ©1, 09 €

independiente de ®1, y es de primera clase. Dicha combinacién estd dada por [20]:

Py =3 — ie(O1ata + VaO24)
) _ 1- - 1 -
:83:1_[2 ($) - 6%(96)731)%(36) - ie(%)% + eiwafygbwb — e Tq + 56%731)%
4.33)
:8chi (‘T) - eﬁa(x)72b¢b(x) - Z'6(7"'11)7/111 + eqzja’}/gbwa - Z'EIZ)a (ﬁa)

=07 (z) — ie(mathq + YaTa)

Nuevamente se evaluan los corchetes entre los vinculos 2,01 y Os:
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{®2(2), ©1a(y)} ={O7 1T (2) — ie(ma(2)¥a(2) + Ya(2)Ta(2)), 7aly) + %@e(y)’vgd}
= —iema(z){tha(z), ma(y)} + %G@Ea@){ﬁa(»@), be(y)}ea

= — iema () (—6,a6%(x — y)) + %e%(m)(—éaeég(w —Y))Ved

. (4.34)
=iema(2)0%(x — y) = eva()V0a0" ( — )
=ie(malx) + 5Pa(@)0a)0*( — y)
=ieO14(2)0°(x — y) ~ 0
{@2(2), ©24(y)} ={OF I (z) — ie(ma(@)tpa(2) + Ya(@)Ta(2)), Taly) + %vgewe(y)}
1 _
= - 56726{71-11(56)7 ¢e(y)}¢a(x) + ie{d}a(x)v 7T‘-d(y)}77"71(‘7:)
1
= = 56000 (T = ¥))¥a(@) + ie(—0aad” (@ = y))Ta(2)
(4.35)
:%e'ygawa(x)ég(a: —y) —iemg(x)83(z — )
= — ie(7a(@) + 575ua(@)5(x — )
— — ie@yq(x)0 (x — ) ~ 0.
Finalmente, el conjunto de vinculos a considerar seré el que se indica a continuacion:
$ =11~ 0
02 :81'Hi — ’ie(ﬂ'ﬂﬁa + 1;,1771'@) ~0
(4.36)

7 -
O1 =T + 50 ~ 0

_ 1
O2 =7, + 5’ch¢c ~ 0.
Los vinculos ®; y ®3 son vinculos de primera clase. Debido a que los vinculos ©; y ©2 son

69



de segunda clase, es posible construir una matriz compuesta por los corchetes de Poisson entre
ellos y establecer los corchetes de Dirac para las variables fermidnicas, de manera que 01 y O-
puedan ser eliminados. Ya que los vinculos de primera clase son generadores de transformaciones
de gauge [41] y el Hamiltoniano primario solo considera a uno de los vinculos de primera clase
es necesario generalizar los resultados con el fin de garantizar una completa libertad de gauge,
agregandole los generadores secundarios mediante el método de los multiplicadores de Lagrange.

Se define el Hamiltoniano extendido como:

Hg =H, + / d3zAo®o
1. . ) 1 . _ )
:/dS:L’(iHl(a:)Hl(ac) + 0; Ao (z)ITI"(z) + ZF’“(:E)F;“(QC) + Yp(—iv'0; + ev* Ay + m)petpe) (4.37)

+ /d?’x()q (2)®1(x) + Aa®P2 + D(x)O2(z) + O1(2)¥(x)).
Por ende, la evolucion temporal de una variable dindmica F(x,t) = F[A,, Yq, Vo, TH, T, o)

estard dada por:

F ~{F(z), Hp}
~(F@). )+ [ FHF@M@0W) + [EF@ 0] @38)
+ [ Ey{F @), 90w} + [ dy(F(@). 0109w},
Como A1 y Ao son funciones arbitrarias y de momento no se han impuesto condiciones sobre ellas
no es posible determinar de manera tnica la evolucion temporal de las variables dindmicas, hecho

que se indica a continuacién (véase Apéndice M):
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Au(x) :5L(Hi(x) + 07 Ao(x) — O Aa()) + (52)\1(36)53(x —y)
" (z) = — 6407 (x) + SO F™* (x)

wa@) =ieAa(2)a(r) — Va()
. (4.39)
fra(@) =p(2) (i 0F + ey Ap(x) + m)pq — iedy(2)ma(z) + %517(%)%961

Ya(r) = — iedo (@)Y (x) + Va(z)

7
- *’Yaobﬁb(x)

Ta(®) = — (—i7'0F + ey" Au(x) + m)actbe(w) + ieda(z) 7o (z) 5

4.3. Vinculos de Segunda Clase

Se procede a eliminar los vinculos de segunda clase, para ello se construye la matriz de vinculos

secundarios asociada a ©1, ©2, la cual tiene como componentes C;; = {©;, ©,}. Realizando los

calculos respectivos se encuentra que:

C(z,y) = 8z —y), (4.40)

CHa,y) = &z —y). (4.41)

La matriz C~1(x,5) permite definir el primer conjunto de corchetes de Dirac entre dos variables

dindmicas A(x) y B(x) como siendo:
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(A1), By, DYp = {A(x), B(y)} — / / Pud*o{ A(z), 0(w)}CT " (u,0){O;0(w), B(y)},
(4.42)

lo que permite considerar a los vinculos ©1 y ©2 como identidades, es decir:

1 -
@1 =Tq + 51/}57[?(1 = O
(4.43)

{
Oy =T, + 572&1&; = 0.

Las expresiones (4.43) hacen evidente que los momentos canénicos m, y T dependen de los cam-
pos 1) y 1) respectivamente, por esta razén se escoge parcialmente como variables independientes
de la teoria a los campos (1), ), A, II*), para dichos campos, los corchetes de Dirac estdn dados

por (véase Apéndice N):

{Wa(z,t), Yp(y,t) YD =0
{@a(x,t), @Eb(yat)}b =0
{ta(z, ), Vp(y, ) YD = — i7,0% (x — y)
{Yal@, 1), vy, ) }p = — i7%0%(z — y)
(4.44)
{A}L(xv t)v wb(ya t) }b =0
{Au(@,t),%u(y, 1)} =0

{H’M(I‘, t)a %(Zb t)}b =0

{I1"(2, t), ¥y, t)}'p =0.

Abhora, con el fin de identificar los grados de libertad asociados a la teoria deben implementarse
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condiciones de gauge, de manera que ®; y ®2 se conviertan en vinculos de segunda clase y puedan
ser eliminados implementando el método de Dirac, ademds con las condiciones adicionales debe

ser posible fijar el valor de los multiplicadores de Lagrange A1 y As.

4.4. Gauge de Radiacion

Como se menciond anteriormente, es necesario imponer condiciones adicionales con el fin de
definir los valores de los multiplicadores de Lagrange A; y A2. Se procede a mostrar por que no es
posible implementar la condicion de gauge de radiacion de la teoria libre. Se asume inicialmente

lo siguiente:

OF Al (z) ~ 0. (4.45)

Debido a que el vinculo anterior debe cumplir condiciones de consistencia, se debe cumplir lo

siguiente:

0o(0F A'(x)) =07 9(A' (2)) = OF{A'(w), He}
) 1. ) . 1 ;
—07 [ @A), S ) + 0 AV ) + 5P () Fiy )
07 [ dy{A @), )"0} + 1 A (w) + ey
(4.46)
=07 [ WA W) -3 [ @0l A (Afe). W (w)
=—0f / d*yTl () (676%(x — y)) — OF / d*ydY Ao(y)(5]6°(z — y))
= — OFIF (z) — 9797 Ag(z) =~ 0.
Por lo tanto, en el gauge de radiacion se considera el conjunto de vinculos que se indica a conti-

nuacion:
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¢1 =T1°(2) =~ 0

¢ =071 () — ethy(z) Yy ta(z) = 0
(4.47)
¢3 =07 1T (x) + 07T Ao(x) ~ 0

P4 =07 Ai(x) = 0.

Al calcular la condicion consistencia de los vinculos adicionales usando (4.37) se obtendran con-
diciones que permitan fijar el valor de los multiplicadores de Lagrange A\; y A, ya que ahora se

cumple (vease Apéndice O):

{Qsl(xat)7 ¢3(y7t)}’D = 8;%8?53(‘7: - y)
(4.48)

Adicionalmente se puede concluir que los vinculos ®; y ®5 despues de implementar el gauge
de radiacion pasan a ser vinculos de segunda clase, lo que permite la construccion de una nueva
matriz definida a partir de los corchetes de Dirac preliminares, la cual tiene como componentes
Cij(z,y) = {¢i, $;}'p (coni,j=1,2,3,4). Dicha matriz en el gauge de radiacién se puede represen-

tar como (vease Apéndice O):

0 0 —8% 0

0 0 0 —3?0;’3
C(z,y) = Sz —y). (4.49)

oror 0 0 -0

0 0%9r 9208 0

La inversa de la matriz C(x,y) es dada por (véase Apéndice O):
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— . 4.50
A |z -y 450

La matriz C~*(z, y) permite definir a los corchetes de Dirac entre dos variables dindmicas A(x, t) =

A[Ai, Yo, e, Ty B(x,t) = B[A;, ¥a, Y, IT'] (i = 1,2) a tiempos iguales como:

(A(). BW)}p = {A), Bu)Yp ~ [ [ dud® ol 4w). 6,0} o0t (0){00(0). B1) .
4.51)
De la definicién de los corchetes de Dirac se puede considerar a los vinculos (4.47) como identi-

dades, por ende se cumple que:

°(z) =0

OFIT () + 70T Ag(z) = 0
(4.52)

07 (z) — ey () Yy tha(z) = 0

OFAl(z) = 0.

Las primer expresion hace evidente que I1° = 0. La relacién 0¥ A'(x) = 0 se puede resolver de
modo que solo dos de las componentes espaciales de A, sean independientes, de la misma manera
se determina con las expresiones restantes que de las tres componentes espaciales asociadas al
momento candnico II* solo dos pueden considerarse como independientes. Ya que la eleccién de
los grados de libertad asociados a la teorfa es arbitraria, se escoge (A;(x), IT%, 1, %) coni = 1,2y

se calcula los corchetes fundamentales entre dichas variables, resultando que los tinicos elementos
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diferentes de cero son: (véase Apéndice P):

{%(l’)v &b(y)}D = Z”ngég(x - y)

{a(2), Y(y)}p = — i 03 (z — )

{Ai(2), IV (y)}p =0]6%(z — y) — 8?8?& Iz i Y]
| | ) . (4.53)
{0 @), Aj()}p == 056%( —y) + 070) 1 —
(o) T = e ()0
(). T () =ie 00 ()0F

Se observa que las relaciones anteriores son iguales a las obtenidas en el capitulo 2 para el cam-
po electromagnético sin la presencia del campo fermidnico. Finalmente con los corchetes bien

definidos se procede a calcular la evolucion temporal de los grados de libertad.

4.4.1. Ecuaciones de Movimiento

La evolucion temporal de una variable dindmica A(x) definida en el espacio de fase definido por

(A;(),TI%,%a, 1) (@ = 1,2), puede ser obtenida a partir de la siguiente expresion:

A(z,t) = {A(z,t), H} p (4.54)

donde H representa el Hamiltoniano de la teoria reescrito en términos de las variables indepen-

dientes. Entonces, el Hamiltoniano se puede escribir de la siguiente forma:

1 . . 1. . _ A
H = / de(§HZH’ + §F’“Fki + oy (=70 + ey A + m)petde).- (4.55)
Se calcula la evolucién dindmica de las variables fermidnicas (véase Apéndice P):
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Ya(2,t) = ie(x) Ag(x) — VO (—in'OF 4+ ey A, (2) + m)y(x) (4.56)

Multiplicando por el lado izquierdo i7° y usando que v°~° = I :

i@o('yow(:ﬂ, t) =— e’yoz/}(x)Ao(x) + (—i’yi(?f +ey" A, + m)(x,t)
0=-— i@o(’yow(:c, t)) + (—i'yif)f - e’yvo(x) + ey Ag + ey A; + m)y(x)
0 =(in"0; — ey’ Ay — m)i(x)

(4.57)

Por otro lado:

@Za(x, t) = Optha(m,t) = —ieh(x) Ag(z) + m/?(x)(z*y’@f + eyt A, + 'm)'yo (4.58)

Multiplicando por el lado derecho i7" y usando nuevamente las propiedades de la matriz ~°:

i00(v"(x, 1)) =ev () Ao(x)y” — (077" + ex" Ay + m)i(x)
0 = — i0y(x,t)Y° — (107y" — en*Ag(z) + ey’ Ay + ex'A; + m)Y(z) (4:59)

0 =(i0i" + ev' Ai + m)i(x)

Se hace evidente que las relaciones (4.57) y (4.59) representan a las ecuaciones de Euler-Lagrange
para los campos fermiénicos 1/ y 1. De igual manera se realiza el cdlculo de la evolucién temporal

de las variables bosénicas A; y IT? de tal manera que se tiene como resultado:

Aj(z) =TI (2) = F°(x) (4.60)
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IT'(z) = OF F*(z) — ety (2)yitbe(2), (4.61)

reemplazando la ecuacién (4.60) en (4.61):

H’(a:) :60Fi0(ac) = 8,ka’(:c) — ez/_zb(x)'ygcwc(m)
4.62)

0 =00F" (z) + O F™ (2) — etp(x)petre(x)

Obteniendo asi las ecuacidnes de Euler-Lagrange definidas en el espacio de fase generado por las

variables bosénicas independientes que se escogen después implementar el gauge de radiacién.

4.5. Gauge Axial

Ahora, se tienen en cuenta como condiciones adicionales a los vinculos que componen el gauge

axial, de modo que el conjunto de vinculos a considerar es:

¢1 =I1°(z) = 0
¢ =07 () — ey ypytha ~ 0

(4.63)
¢3 =As(z) =0

¢s =IT>(z) + 05 Ap(x) ~ 0.

Si se evaluan los corchetes de Dirac definidos por los vinculos de segunda clase fermidnicos, entre

¢1, P2 y los vinculos del gauge de axial se determina que (vease Apéndice Q):
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{61(2), ¢a(y)YD = — 050(x — y) = B56(z — )
(4.64)

{¢2(2), ¢3(y)} D = — F0(z — ).
Entonces, se determina un conjunto de vinculos de segunda clase compuesto por ¢1,¢2,03 Y ¢4,
por ende, es posible calcular la matriz compuesta por los corchetes de Dirac entre dichos vinculos,

la cual se puede representar como siendo:

0 0 0 056(x —y)
0 0 —056(x — y) 0
C(z,y) = . (4.65)
0 —056(x — y) 0 oz —y)
956(z —y) 0 —6(z —y) 0

Al calcular su matriz inversa se obtiene el siguiente resultado (véase Apéndice Q):

0 —g(z,y) 0 f(z,y)
1 g(xvy) 0 _f(xay) 0
C H(x,y) = (4.66)
0 —f(z,y) 0 0
f(z,y) 0 0 0

Donde:

05059(x,y) =05 f(x,y) = d(z — y)
959(x,y) =f(z,y)
(4.67)
1
g(,y) =50(z1 —y1)d(z2 — y2)|ws — ys|

() =530 = y2)d(w2 — )es — us).
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En la expresién anterior |x — y| y €(x — y) representan las funciones valor absoluto y signo
algebraico respectivamente. El clculo de C~!(z, y) permite definir a los corchetes de Dirac entre
dos variables dinamicas A(x,t) = A[A;,a, Vo, 11! y B(X,t) = B[A;, ¥, ¥a, 111 (i = 1,2) a

tiempos iguales como siendo:

(4G, 0). B0} = (A Bo)Yo- [ [ dudo{ (). 610} o0 (1,0){05(0), Blo) o
(4.68)
Por medio de la definicidén de los corchetes de Dirac es posible imponer la condicién para los

vinculos ¢; = 0 (i=1,2,3,4), por lo tanto ahora se cumple que:

1°(z) =0

O () — e(VpYpgta) =0
(4.69)

A3 (.T) =0

I13(2) + 95 Ap(z) =0,

Las condiciones anteriores permiten escoger como grados de libertad a los campos (A;(x), IT%, 1, %))
donde ¢ = 1, 2. Entonces los corchetes de Dirac diferentes de cero entre los grados de libertad es-

cogidos seran (véase Apéndice Q):

{ta(@), vp(y)} 0 = — i7p0° (x — y)
(o (@), b (y) } 0 = — i79 0% (x — y)

(4.70)
{A(2), T (y)}p =670%(x — )

{IT'(x), A (y)} p = — 8:0%(z — )
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4.5.1. Ecuacion de Movimiento

Con las relaciones (4.69) se puede reescribir el Hamiltoniano en términos de las variables inde-

pendientes como siendo:

H= / d%“(%ﬂl(x)ﬂl(x) + %HQ(x)HQ(x) T ()07 Ao () + T1 ()05 Ao () — %(6§Ao(m))2 + iFm(x)Fki(l’))

+ /dBI(lzb(—’L’)/laz + @'YHAN + m)bc'(/)c)~
4.71)

Ya que la evolucién temporal de una variable dindmica F(x,t) definida en el espacio de fase

formado por los grados de libertad (A;, 1q, ta, 1) estd dada por:

F~{F(x),H}p (4.72)

Se obtiene como resultado que la evolucién temporal de los campos bosénicos puede escribirse de

la siguiente manera (véase Apéndice Q):

Ai(z) = {Ai(z), H} p = I (x) 4+ 8% Ay (x) (4.73)
I(z) = {IT'(z), H} p = O F*(z) — ety (2)yptbe (1) 4.74)

De (4.14):
T (z) = O Ay(x) — OF Ag(2) = —F" (4.75)

Reemplazando la relacién anterior en (4.74):
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II'(z) = — 8 F" = O FM (2) — ey ()1 e ()
(4.76)

0 =00 F* + OF F™ (x) — ey (x) v tbe()
Resultando asi las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo electromagnetico en interaccion
con un campo fermiénico despues de eliminar los grados de libertad redundantes implementando
el gauge axial. Adicionalmente se puede mostrar (ver Apéndice S) que las ecuaciones de mo-
vimiento asociadas a los campos fermiénicos 1/ y ¢ son las mismas obtenidas para el gauge de

radiacidn, es decir:

0 =(iv"9, — ey Ay — m)(x,t)
“4.77)

0 =1 (x, t)(iézv“ + ey A, +m)
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5 Estudio Clasico del Campo de Yang-
Mills en Interaccion con un Campo

Fermionico en el Gauge Axial

A continuacién se considera una densidad Lagrangiana invariante bajo las siguientes transforma-

ciones de gauge:

o = = i (2) Tyethel()
0t =ie"(@)ie(2) T, 5.1)
SAY — 18 a Ab c
n —§ e (T) — Eape u€ (z),
donde £ es un parametro infinitesimal que depende del punto en el espacio-tiempo. Como se
menciond anteriormente, el grupo de simetria en el que serdn desarrollados los célculos posterio-
res, al igual que en el capitulo 3, es el SU(2), para el cual la constante de estructura es el tensor

antisimétrico €; ;. Los generadores T del grupo estian dados en terminos de las matrices de Pauli

y pueden ser representados de la siguiente manera:

lei T2:7 T3:— . 2
2 2 2 (52)

Adicionalmente, las matrices definidas anteriormente satisfacen el algebra de Lie del grupo, es

decir [3]:

83



[T T = ieqpeT®. (5.3)

Ya que la dimensién de la representacién del grupo es 2, el campo fermiénico ©yq(z) (0 =
1,2,3,4;a = 1, 2) perteneciente a la representacion del grupo SU(2) se interpreta para cada indice

a como siendo un spinor de Dirac de cuatro componentes [44], de manera que:

P1a()

¢ a\L
va@) = | e (5.4)

$3q(2)

Paa()

La densidad Lagrangiana invariante bajo las transformaciones de gauge expresadas en (5.1) se

puede escribir como:

L=0LYMy Pyl (5.5)
Donde:
£ = - Ly 5.6
- Z a Ho ( . )
i _ _
[’D 25(7/)&7#8;11/% - uwa7u¢a) - mq/)alba 6.7
I __ " b b
L =- g¢67MTca¢aAu' (5'8)

En las relaciones anteriores g representa la constante de acople entre los campos y v* son las
matrices de Dirac que cumplen las propiedades (4.4). Las componentes del tensor antisimétrico

F),,, en el grupo SU(2) se definen como:
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FI' =0l Ay (x) — 0" Al (x) — geanc Al (2) AL (2). (5.9)

5.1. Formulaciéon Lagrangiana

La accién asociada a la densidad Lagrangiana (5.5) se puede escribir como:

Al basta) = [ A= TP Fya 4 S0t = Db ) = g0 Tt ).
(5.10)
Usando el principio de Hamilton, se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a los
campos A,,,,0q y 14, las cuales pueden ser escritas como se indica a continuacion (vease Apéndi-

ce R):

oc oL . . o
@~ G Ay TP T (@) + 0, F (2) = 0 511
oL oL i T - - b —
Gorm O Gaaay) =UOwTaE + mia() + 9T Tha Apa@))r =0 5.12)
oL oL =(2 —m x) — b x x =
5o~ O ey = @) — e (x) — 9 Theti() A () = 0. 5.13)

El resultado anterior se interpreta como siendo las ecuaciones de movimiento para los campos
Apastba y 1/11 definidas en el espacio de configuracién dado por (Aua, Va, &a, Aua, &a, &a) Aho-
ra, se procede a estudiar la formulacién Hamiltoniana. Debido a que se estudia un Lagrangiano
invariante bajo transformaciones de gauge, se espera al igual que en los capitulos anteriores que la

teoria presente vinculos, los cuales podran ser eliminados haciendo uso del método de Dirac.

85



5.2. Formulacion Hamiltoniana

Se definen los momentos candnicos de la teoria como:

oL

po_ 9=

1I DA, (@) (5.14)
oL

™ 0@ (o) o
oL

o 5.16

T 5 Dota() 10

Los resultados obtenidos en el Apéndice R permiten establecer que los momentos canénicos aso-

ciados a los campos A,,,,%q Y 14 se pueden escribir de la siguiente manera:

I+ = FHO(x) (5.17)
Toa = —%d?ea(:c)vgg (5.18)
Toa = —%’y&’awaa(m). (5.19)

Sien (5.17) es considerado el valor de « = 0, debido a la antisimétria del tensor F4" (x) se deduce

que:

I = F%(z) =0, (5.20)

de igual manera con p = i:
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T (2) = F*() = 9" A () — " AL () — geape A} (2) A2(a). (5.21)

Es posible observar, que las expresiones (5.18), (5.19) y (5.20) no contienen términos en los que
esten presente las “velocidades” de 1)), 1, ¥ Ag. Lo que indica la existencia del siguiente conjunto

de vinculos primarios:

(I)la :Hg ~0
i

O30 =Toa + 5¥pa(2)hy ~ 0 (5.22)
)

02, =Tga + 572,11#&@(33) ~ 0.

Ahora, es posible construir el Hamiltoniano candnico de la teoria bajo la definicién de derivadas

izquierdas como: (véase Apéndice S):

Ho = [ (U@ () = Aou(@)HL () — g2 (o) el Ty () + 4 FF(0) ()

T / A 200n(2) (—i9y s + 97 T A () + ) gy e ().

(5.23)

Ya que en la teoria se evidencia la presencia de vinculos, la dindmica de los campos esta deter-
minada por el Hamiltoniano primario. Entonces, le evolucién temporal de una variable dindmica

AlAa, Ya, Vo, TTF T, Tea) = A(X, t) se obtiene a partir de la siguiente expresion:

A(x,t) = {A(x), H,}, (5.24)

con el Hamiltoniano primario dado por:
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H, =H. + /d3:c(/\1a¢>1a +Doa(x)02, + OL 9(2)5a)

_ / Ba(IITE ()T (2) + 17 (2)9; Ao () — gapeAis () Aoe (@)ITE (2) + ~ FFi (2) Fria ()
2 4 (5.25)

+ /d%@%(m)(_miai + g TE AL g () + m)gotpoc(a)

+ / P (Ma(@)1a(2) + Doa(2)02, (1) + L, (2)Dra(x))
Para conservar la paridad Bosénica del Hamiltoniano se considera que los multiplicadores de

Lagrange J(x), ¥(z) representan variables fermiénicas.

5.2.1. Condiciones de Consistencia

Teniendo en cuenta los corchetes de definidos en (3.24), (4.19), (4.20), y (4.21) se determina que

los udnicos diferentes de cero son:

{Aa(, 1), T (y, 1)} :(5ab5353(x —9)
{thoa(@,t), Tap(y, 1)} = — 050 babd>(x — y) (5.26)

{"Zoa(x, t)v ﬁab(yv t)} = 50045(11763(35 - y)

Al analizar las condiciones de consistencia para cada vinculo primario se deduce que (véase

Apéndice T):
Do () =07 () + geapellh(x) Aic(x) — gton ()79, T thee(z) = 0 (5.27)
OL,(x) =ty(2)(i7'D; + 97" Tk Apa() +m) — i0(2)ar° = 0 (5.28)
02, () = — (i7" 0F + gy T Apa(x) + m)othe(x) — inI9(x)q =~ 0 (5.29)

Se concluye que de la condicidon de consistencia asociada al vinculo primario ®;, resulta una
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relacion entre las variables dindmicas, es decir se obtiene un vinculo secundario. En tanto que con
la consistencia de ©} y ©2 se fija los valores de los multiplicadores de Lagrange 9(x) y 9(x). Por
lo tanto, no se obtienen mas vinculos asociados a ©} y ©2. Se denota al vinculo secundario como

siendo:

SOZCL(x) = afHZ(fC) + geabcﬂz(x)Aic(x) - g&@b(x)’}/gaTb%ch(x) ~ 0. (5.30)

De igual manera, al implementar la condicion de consistencia de este nuevo vinculo secundario se

obtiene que:

$2a(2) =907 (Voa(2)(9abe Aic (@)Y T — V' T )optpe(x))
— 9(92adron(2)V9s Tibtoc(2) Ao () + 99a(2)V96 Titboc(x) — ton ()79 Teyd(x) 3a) = 0.

(5.31)

De la relacién anterior se deducen condiciones sobre los multiplicadores de Lagrange, por lo tanto,

es posible afirmar que el conjunto completo de vinculos que posee la teoria son:

Py, =112 ~ 0
7 -
6(1;a =Toa + §¢9a($)73¢7 ~0
. (5.32)
B 7
@ia =Toa + 572awaa(x> ~0

P20 =07 L, () + geabell(x) Aic(x) — gibon ()79, Tietboe(z) = 0

Para identificar si los vinculos obtenidos son de primera o de segunda clase se evaluan los corchetes

entre ellos. Se observa que los tnicos corchetes diferentes de cero son los siguientes:
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{O15a(7), 62/3d(y)} ={Toa(x) + %1/;@@(1')’730, 7Trﬁd(y) + %‘V,gawad(y)}

_
T2
_

2

[ _
'Vga{ﬂ-oa (x)a ¢ad(y)} + §{¢ua (x), ﬂ-ﬁd(y)}'}/gg
1
’7,20((_60115(1(153(-’13 - y)) + 5(—(51)55&(1(53(1‘ — y))fyga (533)
== %5ad72o53(33 —y) - %%wgﬁ?’(fv -vy)

=— iéadvlgaé‘?(a: )

(P20(2), Busal)) ={OF L )+ 920se ) ) = 93l it ), 50 (0) + a9}
= — g{Yar (@)Y, Tetoe(), Taa(y) }
= — g (218 T (e (@), Tu(v))
= — 9%00(2)V95 Tyt (—0050cad®(z — y))
=gton(@)5T5a8" (x — )

(5.34)

{p2a(x), O23a(y)} ={OF 0, () + geavelly(x) Aic(x) — g¥on(2) Vo Tinthoe (), Taa(y) + %v?m%d(y)}
:g{ieb (:L‘), 7?ﬁd(y) }’ygaTlgcwoc (.I')
=g(—0050ba6>(x — Y)) V9 T Voe ()

=—- 9720T3c¢06(x)53 (x —y).

(5.35)

Ya que el vinculo @4, tiene corchete de Poisson igual a cero con todos los vinculo se afirma que
dicho vinculo es de primera clase. Por otro lado, los vinculos a4, O154, ¥ ©O24 son de segunda
clase, sin embargo al evaluar el limite g — 0, (2 se convierte en el vinculo (3.28) obtenido para el
campo de Yang-Mills libre, y los corchetes de Poisson {@2q(x), ©284(v)} ¥ {p24(2), ©154(y)}

seran iguales a cero. Si g9, perteneciera al conjunto de vinculos de segunda clase no seria posible
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efectuar el limite ¢ — 0 . Entonces, debe existir una combinacién de los vinculos ya, (), @(1;@»

y ©2, e independiente de ®1, que es de primera clase, dicha combinacién puede ser escrita de la

siguiente manera:

D20(7) =20 — i9(O19 T t0pe + YprTh.O25c)
0PI (2) + ganelTh () Aie(2) — gon ()18, it (1)
— ig((an(2) + S Tar@ ) Tisthpe() + Ty () The(Fe () + 218 thac(@)))
0TI () + geue T} () Are() — 9000 ()20 Tisthoe )
g e () TEut50(2) + D0 (@) i) — i (22 Tt () + 5 D () B Titrac)
=07 TL, (%) + gabel Ty (x) Aie(x) — g (2)75 Tiitboe(x)
—ig(may () Tyethpe(x) + Yau () TeTpe (@) + gthar(2)vap Thtbpe ()

=07 TL, () + geave Ty () Ase () — ig(man(2) Tythpe(x) + Yan(2) TyoTpe(x)) ~ 0.
(5.36)

Con el fin de corroborar que nuestra propuesta es correcta, se demuestra que éste vinculo tiene

corchete de Poisson nulo con los vinculos calculados:

{920(2), O} (4)} ={OF T (&) + g2anelTy (2) Aic(2) — 1901 (@) Titbore () + P (2) e (), 730 (y) + B2}
= = igb (T (Yoe@), T5a(W)} + 5 9000(0)TheATrc @), a1
= — i1 (BT (85350 (& — 1)) + 5 9901 (D) T2 (~Bradead® (@ — 1)
—ignan (@) T5ad* (@ — ) — 290 (@ T8 (@ — )
=ig(man(e) + S For ()25 T58 (@ — )

=ig(©hy,)T5y6°(x —y) = 0
(5.37)
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{®20(2), 034(1)} ={OFTIL(2) + g2apeTTh(0) Asc(2) — i9 (Mo () Tiutbore(2) + P (2) T e (@), Tpa(y) + 53atrad (1)}
=9%’Yga{7rab($)chwac(x)y wad(y)} - ig{'lzjab (I)Tl;lgﬁ'ac(x% ﬁﬂd(y)}
= 59 Tob(0), Yad @} Thtrne (@) + i Do (2), T3a (W)} Theoe (2)

1 , ) , .-
=— EH’Yga(*%aébd(Ss(m — ) Ttboe (@) + ig(—556pa8° (2 — y)) Ti Toe(x)

1 ha =

=59720T§C¢oc(x)53(x —y) —igT§. R (x)8° (z — y)
A _ i

= —igTg.(Tac(x) + 59720%0@:))6% )

=— igT;C(Gbc)ég(r —y) ~0.
(5.38)

Por dltimo (véase Apéndice V):

{ @2 (), Paa(y)} = 0. (5.39)

Finalmente, se confirma que ®1,, ®2, son vinculos de primera clase y ©} ., ©2 _ son vinculos de
segunda clase. Por otro lado, ya que el Hamiltoniano primario solo considera a los generadores
primarios de transformaciones de gauge es necesario extender el resultado obtenido y afnadirle

los generadores secundarios. Entonces, la evolucion temporal de una variable dindmica F'(x,t) =

F(Aua, Yoas Yoas 114, Toa, Toa) estard dada por:

F=~{F(z),Hg}
={F(9«“)7Hc}+/ﬁd‘?’y{F(w)J\la(y)@la(y)}+/d3y{F(9«“)7>\2a(y)¢>2a(y)} (5.40)

+ / Py{F (), Da(y)O2 (1)} + / By{F(z), OL (1))}

Donde el Hamiltoniano extendido es escrito de la siguiente manera:

HE EHp +/d3m>\2aq>2a
1_. . . ) 1 )
:/de(*Hé(ﬂﬁ)Hé(z) + I}, (2)9; Ava () — geabeAip () Aoe (2)IT, (2) + ~ F¥ (2) Fyia(z))
2 4
i (5.41)
+ / d3xPey(2)(—i7'0; + gy TiL Apa(a) + m)eotoc(a)

+ /dgl’(/\la(l’)q)la('r) + /\2aq>2a + gaa(aj)@ga(z) + ezl-;a(x)ﬁtﬂl(m))'
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Cabe resaltar que por ahora los multiplicadores de Lagrange \; (¢ = 1, 2) no han sido fijados, por

lo tanto la evolucién temporal de una variable dindmica no puede ser definida de manera tnica.

5.3. Vinculos de Segunda Clase

Procedemos a eliminar el conjunto de vinculos de segunda clase de la teorfa:

i
Opa =Toa + 5 ¥ ()75, ~ 0 (5.42)

7

Qvga%a(x) ~ 0, (5.43)

2 _
60'(1 =Toa +

para ello se contruye la matriz de vinculos que tiene por componenentes Cijﬁ ab = {ei . @i%b}

(i, = 1,2) y se encuentra que puede ser expresada de la siguiente forma (véase Apéndice U):

0 —i(y")"
Cap(z,y) = 5ap6°(z — y). (5.44)

Cop(x,y) = Sapd(x — ). (5.45)

A partir de C;l (,y) es posible suprimir a los vinculos ©! , y ©2  bajo la introduccién del primer
conjunto de corchetes de Dirac a tiempos iguales, que para dos variables dinamicas A(z) y B(x)
definidas en el espacio de fase dado por (AW, Voa, @Z_)Ua, [1M% Ty, Teq) S€ pueden escribir como

siendo:
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. ‘ i g1 i
(A, 0). B0 = 140), B~ [ [ P ud*oAe),84(0)} Ol 0){h0), Bw)).
(5.46)
La expresion anterior hace posible imponer la condicién ©% , = 0 con i = 1,2, por lo tanto ahora

se cumple lo siguiente:

i
@}m =Tga + §¢9a($)730 =0
(5.47)

7
@?ra =Tga + 572a¢aa(x) =0,

donde se hace evidente que los momentos canénicos 7., y T dependen de los campos fermioni-
oS yq Y Vsq respectivamente. Por lo tanto, se escoge como un conjunto parcial de grados de
libertad a (A, Yoa, Yoa, ITM) y se procede a calcular un primer conjunto de corchetes de Dirac
entre dichos campos. Se procede a mostrar que los tnicos corchetes de Dirac diferentes de cero

son (véase Apéndice V):

{Yoa(2,t), ﬁﬁb(yv H¥p =— i5ab7255(:c —y)
{Yoal@,t), ¥ap(y, )} = — i6haogd(z — ) (5.48)

{Apale,0). 05 (0. 1) Y =080 (& — ).

5.4. Gauge de Axial

A continuacion, con el fin de identificar los grados de libertad asociados a los campos bosénicos,

se implementan condiciones de gauge, de manera que los vinculos ®; y ®2 pasen a ser de segunda
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clase y sea posible definir los corchetes de Dirac entre las variables independientes escogidas.
Ademais, las condiciones de gauge permiten fijar el valor de A; y A2 de manera que la evolucién
temporal de una variable dindmica pueda ser determinada de manera tnica. Asi, se impondrd como

condiciones de gauge, el gauge axial definido por:

Asa(z,t) ~0 (5.49)

I3 (x,t) + O3 Aga(w, ) =0, (5.50)

Por lo tanto, el conjunto de vinculos a considerar es el que se indica a continuacion:

P1a =110 =~ 0

¢2a :8szZ(l‘) + ggabcHZ(-r)Aic(x) - g&ab(w)’ygﬁTlgcd}ﬁc(x) ~0
(5.51)
¢3a :A?)a(xa t) ~0
(;54(1 :Hi(:p, t) + anga(l‘, t) ~ 0.
Donde el vinculo ¢9, fue reescrito usando las expresiones (5.47). Por tltimo, se procede a construir
la matriz de vinculos asociada a los vinculos (5.38) utilizando para ello los corchetes de Dirac

(5.48). Esta matriz se definird por los siguientes elementos C;jb = {bia, ¢jb}b- Y se representa

como (véase Apéndice W):

0 0 0 502
0 0 _5ab83x _ggabcng (1'7 t)(scd
CP(z,y) = S(z—y). (5.52)
0 —(5a56§ 0 5ab
5aba§ _ggabcng (x) _6ab 0
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Posteriormente se calcula la matriz C%*~1(z, ) y es dada por:

Iab(xa y) _5abG(x7 y) Hab(xa y) 6abF(xa y)
5abG(xa y) 0 _6abF(x7 y) 0
Cab_l(.f(}, y) — . (5.53)
Hab(xa y) _5abF(xa y) 0 0
dapF(z,y) 0 0 0

Las funciones I (x,y), G(z,y), Hap(z,y), F(x,y) tienen la forma:

1
G(z,y) = 5\963 —y*16%(z — y)
1
F(z,y) = 56(953 —y*)8%(z —y)
(5.54)
Hop(x,y) = 05 Ip(2,y) — geanclli(z)G(z, y)

OI3 (29, 2!, 22, 23)
¢ ’

(o) = 9ot — ) [ dela’ = €ll€ ~ )

donde e(x — y) representa el signo algebraico de (z —y). Adicionalmente, las funciones anteriores

cumplen las siguientes condiciones:

F(x,y) = 05G(2,y)
05 F(z,y) = 0505G(x,y) = 6°(z — y)

(5.55)
agHab(xa y) + gEabCHE(ZL’)F(CC, y) =0

O Lap(,y) — geavelly (2)G (2, y) — Hap(z,y) = 0.

Se definden los corchetes de Dirac a tiempos iguales entre dos variables dindmicas A[A,4, 94, a, 1+

Y B[Aua: Ya, a, 11#] como siendo:
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(Aa(e). Bu) b = (Aa(e). B0)Yo ~ [ [ dud®o{da(e). 60a0) io Oy () (61 0), Bu(w)}
(5.56)
Donde (4,7 = 1,2,3,4). La expresion anterior permite considerar a los vinculos como identida-

des, es decir:

1a(x) =I5 (2) = 0
$2a(2) =07 T, () + geanelly(2) Aic(x) — gPon(2) 795 Thetbpe(2) = 0
(5.57)

$3a(7) =Aza(z) =0

Paa() =113 (x) + B3 A0q() = 0.
De las relaciones anteriores es posible concluir que I10(x) = As,(z) = 0. Adicionalmente,
las condiciénes ¢o, y G4, pueden ser resueltas de manera que las variables I13 (), Ag,(x) sean
funcionales de Ap, Ay, II', II2. Por lo tanto, se escoge como grados de libertad a los campos
(Ajas Hj“, Va, @Z_Ja) donde i,j=1,2. Entonces, los corchetes de Dirac fundamentales diferentes de

cero para las variables independienes despues de implementar el gauge Axial, se pueden escribir

de la siguiente manera:

{Aia (l’, t)) Hi (y7 t)}D :55"5(1663 (l’ - y)
{IL; (2, 1), Aju(y, 1)} p = — 656a56° (z — y)
{Am(l‘, t), AOb(ya 7f)}D = - 5abaz‘rG(xv y) - geabcAic(x)G(xv y)
(5.58)
{Hfz(x7 t)v AOb(y7 t)}D = gaabcni(x)ég(x - U)G($7 y)

{1/]0(1(1;7 t)? Jjﬁb(ya t)}D = - i5ab7255(33 - y)

{QZO'CL($7 t)a wﬁb(yv t)}D = - i5ba7255($ - y)
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5.4.1. Ecuaciones de Movimiento

Con los corchetes de Dirac definidos y teniendo en cuenta que ahora se cumple la condicién ¢; = 0
(1 =1,2,3,4) se procede a reescribir el Hamiltoniano en términos de las variables independientes,

entonces (véase Apéndice X):

H= / dsm(%ng(m)ngm + %Hg(m)ﬂi(ﬂc) + %anga(m)agAm(m))
+ / 2505 A1a(2)05 A1a(2) + 505 420(2)03 A2a(z) + 3 Fiza(2)FI*(2)) (5.59)
+ [ dadon(@)irho0 + 01Tk Aial@) + m)gg e (o).
Por lo tanto, la evolucién temporal de una variable dindmica F(x) definida en el espacio de fase

dado por (A;, I, Va, zj;a) (1,j=1,2), puede ser determinada a partir de:

F(x,t) ={F(z),H}p. (5.60)

Entonces, para los grados de libertad asociados a los campos bosénicos A; y I, se tiene que las

ecuaciones de movimiento se pueden expresar como siendo (véase Apéndice X):

Am(x, t) = H}z(x)ézl + Hg(ac)éf + 07 Apa () + geabcAop(x) Aic(x) (5.61)

Io(x) =0505 Ava(x) — 05 F,*(2) + geanc(Azp(2) F.? () + Aoy (2)Ig (2))
(5.62)

- 1/_’0b (x)QV;aTl;lchC(x)

112 (2) =050% Agp () + 0Ty (2) + geane(Arp () F21 (y) + Agy(2)112(2)) ]
(5.63)

— Yop(2) 9o Titboe ()
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Reemplazando la expresion obtenida para el momento canénico:

H;(y) = aiAg(:E) — 30A2(1‘) - geachi (x)Agp(z) = Féo(;v), (5.64)

en los resultados anteriores se obtiene que:

B0 F,°(x) = 0505 Ara(x) — O3 F,*(x) + geaveAay(x) F 2 (2) + geabe Aoy () F° (x)
— Von(2) 975 Ty tboe (@)
9Pob(2) Y9, Tyetboe(x) = 0505 Ara(x) — D5 F,* (x) — o F,° ()
+ geabe Aoy (€) F2 () + geapeAop(z) F° ()

(5.65)

O F2 (x) = 0505 Agy(x) + O Fy* (%) + geabe Aoy (€)1 (%) + geabe Ay (x) FL ()
— Vob(2) 950 Tretboc(%)0ad
90ob(2) 75 Totboe(x) = 0505 Agy(x) — Qo F" () — O F' ()
+ geabe Aoy (2) F2" () + geabe Ary(2) F2' ().

(5.66)

De manera similar, se procede a calcular las ecuaciones de movimiento para los campos fermioni-

cos, las cuales se pueden escribir de la siguiente manera (véase Apéndice X):

Voa(@) = —ig(g(2)Toy Ao (2))o — i(V°(—i7'OF + g7 TegAie(x) + m)tba(x))o.  (5.67)
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Multiplicando a 7 por el lado izquierdo en la expresion anterior y teniendo en cuenta que 7°7° =

I, se determina:

ha(x) =ir"00tba(x) = —g7 0y (2) TL, Ao () + (—iv'0F + g7 TegAie(x) + m)ta()

=97 (2) Ty Ao () — i7°O0Laatba(x) + (—iv'OF + gv' TigAic(x) + m)ipa()

:gfyowg(x)ngAob(x) + (—Z")/Oa() - 17’8,“" + g’yi ;dAie(-T) + m)¢d($)

:ngb(x)Té’g’yOwg(x) + (=ir" o, + gY'TE  Aie(x) + m)hg(x)

0 =(—iv"0} + 97" Tl Ao (@) + 97 TigAre(x) + g7 TigAze () + m)ha().

Por dltimo, se calcula la ecuacion de movimiento para el campo ¥,:

Voa(w) = ig(Pe(w) Tl Aop(2))o + i (Pe(2) (170F + 97T Aie(w) + M) )

Multiplicando por la derecha a i+ se obtiene el siguiente resultado:

O0va(2)i7" = = gbe(@)n Tl, Aop(x) — e(@)(iv'0F + 97" Teg Ase() + m)

0 :z/_zc(:):)(i'yoéo + 27’5? + g”yOTfaAOe(x) + g’yinaAie(x) +m)

0= zﬁc(aﬁ)(z’y“éz + g7°TE, Ave () + g7 TS Ave () + g7V TS, Ase(x) +m).

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

Las relaciones (5.65), (5.66), (5.68) y (5.72) representan las ecuaciones de movimiento de la teoria

de Yang-Mills en interaccién con un campo fermiénico para los campos escogidos como grados

de libertad despues de haber implementado el gauge Axial.
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Conclusiones

Al estudiar la estructura canénica de las teorias de gauge abeliana y no abeliana para el caso li-
bre y en interaccién con un campo fermiénico, se determinaron las ecuaciones de movimiento
respectivas. Las ecuaciones de movimiento encontradas permiten obtener la evolucién de los es-
tados fisicos del sistema. En el caso abeliano sin interaccion, se encontré que las ecuaciones de
movimiento asociadas son dos de las ecuaciones de Maxwell en el vacio. Las dos ecuaciones de
Maxwell restantes, se pueden establecer a partir de las identidades de Bianchi, las cuales son una

consecuencia de la invarianza de gauge local que posee el sistema.

Debido a la naturaleza singular de los sistemas considerados para el desarrollo de este trabajo, se
destaca la presencia de vinculos, por lo tanto, fue necesario implementar el método de Dirac de
manera que se pudo establecer el conjunto minimo de grados de libertad. Ya que en las teorias de
gauge estudiadas, los vinculos encontrados se indentificaron como de primera clase, fue necesa-
rio introducir condiciones de gauge para determinar tinicamente los estados fisicos y eliminar los

vinculos mediante la implementacién de lo corchetes de Dirac.

Considerando una densidad Lagrangiana que resulta invariante al aplicarle transformaciones de
gauge no abelianas, se observd, que a diferencia del sistema considerado en el capitulo 2, presenta

un término del cual es posible concluir que el campo de Yang-Mills interactua consigo mismo.

Aunque los corchetes de Dirac, asi como las ecuaciones de movimiento dependan de la escogen-
cia de las condiciones de gauge, dichas ecuaciones de movimiento representan los mismos estados

fisicos. La implementacion de el gauge axial en las teorias Electromagnética y de Yang-Mills cuan-
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do interactuan con un campo fermidnico, permite resaltar que el resultado obtenido al calcular los

corchetes de Dirac fue igual a los corchetes de Dirac encontrados para las teorias libres.

Ya que el principal postulado de las teorias de gauge es que las cantidades fisicas observables

deben ser invariantes de gauge, el estudio de las mismas resulta de suma importancia en la com-

prension de las interacciénes fundamentales.
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Apéndices

1. Apéndice A: Notacion Utilizada

En este apéndice se explicard la notacién usada para el desarrollo del trabajo.El cuadri-vector

contravariante se puede escribir como:
0,1 .2 3
ot = (2", 2", 2%, 2%) = (¢,X), (73)

y la métria de Minkowski en (3+1) dimensiones viene dada por:

1 0 0 O
0 -1 0 O
0" = : (74)
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Haciendo uso de la métrica de Minkowski se puede representar a un cuadrivector covariante como:

xy, = N’ = (zo, —21, —x2, —x3) = (t, —X), (75)

tambien, el producto entre dos cuadrivectores arbitrarios sera:

zp = zup" = nuatp! = 2°p" —a'p' —2?p? — 2%p® = 2" —x-p. (76)

Finalmente, el operador diferencial gradiente se puede escribir como:

0 0 0 0

= oz, (§7 -V) (77)
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2. Apéndice B: Demostracion de la Ecuacion (2.19)

Demostracion de la relacion (2.19):

. ji) ——Im - P @) Fu ()

= ia(afAm (13" Fo()) Fon ) = iF%W)@(@fA@ For ()
= 30y PO 0) = 1P @) Fina)
- = 5P gy (Forla) .
_ % Fo8 (2) a(afAM) (OaAp()) — OpAn())
_ % iz : af 5 (ada@) + %Faﬂ(x) o af 5(034a (@)
_ % FoP(2)6368 + %Faﬂ ()00
__ %F”“(m) 4 %F“”(z).

entonces:
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3. Apéndice C: Demostracion de las Expresiones (2.33),(2.41),
(2.44) y las Ecuaciones de Movimiento a Partir del Ha-

miltoniano Extendido.

3.1. Demostracion de la Relacion (2.33)

Considerando:

I (z) = OpAi(x) — 9 Ag(x) = —F(x) (80)

Se tiene que :

He =110 A, (z) — L(x)

= a0 Ai(x) + 3 (@) Fou() + 1 F(0) o) + 3P () Fia()

(81
= () (I (a) + o) — () I1¥ () — {4 (@) + ¥ () F)
= [T’ (z)[0"(z) + O (x)d; Ag(z) — %Hk(x)ﬂk(x) + %Fm(x)sz(a:)
Finalmente, se demuestra (2.33):
He = LTI (1) + ()0 Aox) + 3 V() Fig() (52
3.2. Demostracion Ecuaciones (2.41) y (2.44)
Sea ¢1 = I1%(z) ~ 0, su condicién de consistencia estar4 dada por :
o1 ={¢1, Hy} =0, (83)
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con H), dado por la relacion (2.35). Entonces, se demuestra (2.41) :

b1 = [ Ep{I0a), G W) + T A) + Pl F) + M )T 0)

N / dBy(IT (y){T0 (), 6V Ao (1)}

~ /d3y(Hi(y)8§J{HO(33)aAo(y)}
(84)

~ /df’)yni(y)@?(—é(ﬂﬁ - y))

=07 [ @it -y

= 0TI (2) = 0,

Y dado que se obtiene un vinculo secundario se deben implementar igualmente condiciones de

consistencia:

b2 ={¢2, Hy} = [ d*y{0fTI' (), (I ()T (y) + IT (y)0¢ Ao (y) + L P @) F™ () + M ()T (4))}
2 4

— [ @y @), Fun )P 0)
= [ @y P )OI @), 0 An()} — [ Py P )07 (I ). 04, Au)

1 . 1 .
- / Ay P ()00} 5,0(x — ) + / dy P ()07 04070 (x — )

1 l j 1 3. 7l j
- - m T _ _ _HTAT d Fm 5’5 _
o Ty W0 —0) = 30005, [ yE it )
1 x qr li 1 T QT im
=50/ 07 F"(x) — 507 0y, F"™ (x)
2 2
=0

(85)
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Demostrando asi la expresion (2.44).
3.3. Demostracion Ecuaciones de Movimiento de los Campos a Par-
tir del Hamiltoniano Extendido

Dado que la evolucion temporal de una variable dindmica F'(x, t) = F'[A,,, II#], se obtiene a partir

de la siguiente expresion:

F ~{F Hg}, (86)

Donde:

Hy = / B Bnk@)nk@) I ()0, Ao () + EF’“(:C)FM(@ 0B+ Aads|,  (87)

la evolucién temporal del campo A, serd

A, = / By{A,, %Hk(ymk(y) + 1T ()¢ Ao () + iF’“’(y)Fm@)}} (88)

+ / By { Ay [+ ()T () + Ao() VT (3)] ). (89)

De acuerdo con los corchetes de Poisson considerados inicialmente en (2.36), (2.37) y (2.38), se

determina que los tinicos términos diferentes de cero, serdn:

A = [ @) {4, W) + [ &0 A0) {4, ) 00)

4 / Py (5){ A T(y)} + / Py (y){ Ay, OVTT (y)). 1)
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Ya que la definicién de los corchetes de Poisson depende de derivadas funcionales, y las derivadas

parciales estan aplicadas a las coordenadas espaciotemporales, se puede considerar lo siguiente:

A= [ @) {4, @)} + [ 00t s (A, T 0)
4 / Py (y){ A ()} + / Byo(y)OV{ A, T ()}
- / AT () (6563w — 1)) + / d¥ydY Aoy) (626 (x — 1))

4 / By () (0053 (@ — y)) + / P ya(y)0Y (5.6° (x — 1))

Si se considera una funcién f(x — y), y se denomina u = = — y, entonces:

Of (u) _df(u)Ou _ df(u)

ox du Oz du
of(w) dfw)ou  df(u)

oy du Oy  du’

por lo tanto:

o5(w) _ 0f(w)
Oox oy

Entonces:

A, —/dngk ) (0553w —y /d3 Y Ao (y)(8,,0°(x — y))
+ [ En@Es e - ) - [ Erawor 6 - )

“ LR

Ya que la integracién en el cuarto término es sobre la variable

la variable “z”, la derivada puede salir de la integral. Ademas usando el hecho de que:
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97)
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, y la derivada parcial actua sobre



/ Byf ) —y) = f(2), (99)

se determina finalmente que la evolucién temporal del campo A, es:

Ay =T1"(z) + 61,07 Ao(x) + 5p A1 () — 6,07 Ao (). (100)

Ahora, se procede a calcular la evolucidn temporal del momento canénico I1#. La cual puede ser

obtenida a partir de:

Tin = / dy{I1~, [éﬂk(y)ﬂk(y) + I (y)0Y Ao (y) + iF’“’(y)Fm(y)]}

(101)
+ [ I ) + 20T ()
Teniendo en cuenta las propiedades de los corchetes de Poisson se determina que:
. : 1 .
1 = [ @y oN I, Ao} + [ g R @) I, oA ) - 0 Au(w)
+ [ Em@ I} + [ o 1)
(102)

_ / YTl ()Y (~ 546 (x — y)

b [y PR @O0 ) — [y PR e (56— )

Como se cumple que 8783 (z — y) = —0Y3%(x — y), y usando la propiedad de la funcion Delta de

Dirac, se obtiene que:
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Tt =64 O8I (z) + %553,21?’“@) —~ %62‘8;”1?“(95)
T | peTp— |-
(103)
=0y OF I () + O} O F™ ()

=L F (2)

4. Apéndice D: Demostracion Ecuaciones (2.54) y (2.55)

Apéndice D: Demostracién Ecuaciones (2.54) y (2.55)

4.1. Demostacion de las condiciones de consistencia expresadas en
(2.54) (2.55)

Las condiciones de consistencia de los vinculos pertenecientes al gauge de radiacién se calculan a

partir de:

bi ~ {01, Hp} = {60, Hy + / Pr)a®s} ~ 0. (104)

Entonces, para el vinculo ¢3 = Ay (z)

b = {a, Hi} = [ d*y{Ao(@), (GIT T W) + @O Ao(w) + 1 Frs )P (0) + M) () + M)V (3)
= [ ) A0, 100}
— [ i -y

=A1(z) = 0.
(105)

Por otro lado se calcula la consistencia de ¢4 = 8,fAk (x):
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¢s={¢s,Hp} = / d>y{of A* (), (%Hi(y)ﬂi(y) + 11 (y)0Y Ao (y) + iFji(y)Fj"(y) + M ()T (y) + X2 (y)OY T ()}

=-0f / A3yl (y){ Ag (), T (y)} — O} / d3y0Y Ao (y){Ax(2), 11 (y)} — OF / d>yXa(y)0Y { Ar(z), 1T (y) }
== 0F [ )@ — )~ OF [ u0 Aa) 615 — ) — OF [ (w0l (515( — u)
——op [ @yt - v - o [ @ s0pauwie - )+ 050 [ duna)ita-y)

= — OFIIF(z) — OFOF Ao (z) + OFOT Aa(2) = 0
(106)

Obteniendo asi relaciones que permiten determinar el valor de los multiplicadores de lagrange A\;
y )\2.

5. Apéndice E: Condiciones de Consistencia para el Gau-

ge Axial

5.1. Condiciones de Consistencia para el gauge Axial

Teniendo en cuenta el Hamiltoniano Extendido:

1 ) 1 ..
Hp = Hy,+ / d3xAg®y = / de[§Hk(x)Hk(:r)+H’(:v)@iAo(m)+ZFkZ(x)Fki(x)—l—)q(I)l—i-)\gCI)Q],
(107)

se calcula las condiciones de consistencia para los vinculos ¢3 y ¢4 expresados en (1.77).
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9 =(6a(@) e} = [ dy{As(@), (GO () + I )0 Aolv) +  Fra@)F* () + M@ (W) + ()OI ()}
- / YTl (y){ A3 (2), TT ()} + / PBydY Ao (y) {As(x), T ()} + / Pyra(y)0? { A(2), TT (3)}
- / YTl (y)(856(z — ) + / dBydY Ao(y)(S55(x — ) + / Pyra(y)0Y (536(z — y))

=I13(z) + 0% Ao () — O Aa(x) = 0
(108)

b1 ={01(2), Hp)
= [ It @) + 05 Aa(e), G WL (1)} + T WOF Ao(w) + T FLi0)FF () + M ()I°() + Aa ()OI ()}
= [ s FH I @), P} + 85 [ dun@){As(a), 1))
= [ g PR wop i @), A} - [ a3 PR wor @), A} + 5 [ B w){Ao() 100)}
= [ g war (-0t — ) — [ a3 W)Y (-5 — ) +05 [ dun e - v)
—ot [ @y W) - of [ Ey3FH Wit — )+ 35 [ dEvnwit-v)

1 1 .
ziﬁ,ﬁFkS(x) - 5ag”F&(:c) + 9%\ (z)

1., 1 ;
=S OLFY (@) + SOTF (@) + 05 M (a)

=0, F3(x) + 93\ (x) ~ 0.
(109)

Asi, se obtienen relaciones de las cuales se puede determinar el valor de los multiplicadores de

Lagrange A1 y Ao.

6. Apéndice F: Ecuaciones de Movimiento en el Gauge

Axial

6.1. Ecuaciones de Movimiento en el Gauge Axial

Considerando que los corchetes de Dirac fundamentales entre las variables independientes a A;(z), I/ ()

cont¢ = 1,2 son:
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{Ai(z), A;(y)}p =0

{1 (), 11 (y) } p =0

{Ai(2), TV (y)}p =0]6(x — y) (110)
{IT'(2), A (y)}p = — 8%6(z — y)

{Ai(z), Ao(y)}p = — 0f g(x,y)

La evolucién temporal de una variable dindmica esta dada por:

. 0A
A=r = {A@).H}p (111)

Para el campo A,,(z)

Ai(@) = (Au(e), HYp ={Ai(a), [ Py @I () + I @)} Ao(w) + 1 PP )}
= [ Ey @ W ) + [ @A), T 0o Aw) o
= [ I @) Ai@), @) b + [ dy0fAaw) i), T W)k + [ @y @)o} (i), Aaw) o
= [ @yt () (@180 — ) 8407 Fw. ) + [ y0Y Ao(w) 6Lo( — ) - 5507 f,)
—/dSka(y)Gi’@fg(x,y)
= [ -y - [ Emtwor ) - [ Pt werarate.)

4 / Py Ao(y)5(e — y) / d3ydY Ao(y)0F f(z, )

(112)

como IT3(x) + 9% A,(z) = 0:
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Aiz) = / YT (y)o(x — ) + / YOy Ao(y) O f (2, y) — / dyd Ao(y)32 f (. )

—/dgyai(ﬂk(y)afg(x,y))Jr/dgya?Ao(yﬁ(w—y)Jr/d3y32Hk(y)3fg(w,y)

(113)

Donde el cuarto término se puede despreciar usando la ley de Gauss dada por:

/d?’xaf(pi(x) = §édA - . (114)

Como la integral es evaluada en la superficie de un volumen que tiende al infinito, por la propiedad

asintética de los campos se tiene que:

Ai(z) :/d?’yﬂi(y)@(w —y)+ /d3y<9$’Ao(y)5(w — ) ws)

=II'(z) + 07 Ao ()

Y para el momento:
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i1 () = {I1'(a), H}p (1T 2), [ 9GO0 (0) + TP ()0} Aa(w) + P F* ()}
= [ @ @O (@), Ao} + [ Py P )T @), Fuo)}o
= [ @y P @), 0 A) - 3 Ao
= [ @y P OUIT @), Ao ~ [ PRI @), A
= [ @uy PO~ ) - [ Py P (-5 - )
- [ @y wetse - + [ oty
=0, / d3y%F’“(y)5(w —y) - f/dSy;F“(yﬁ(w ~)
= SO F¥ (@)~ LoFF ()
=0 F* (2)

(116)

7. Apéndice G: Grupos

7.1. Grupos

Un grupo es un conjunto G en el cual se define la operacion multiplicacién con las siguientes

propiedades [29]:
1. Asociativa: V a,b,c € G, (ab)c = a(bc);
2. Elementro Neutro: e € Gtalque Va € G, ae = ea = a;
3. Elemento Inverso: a~! € G paracadaa € Gtalquea la =aa ' =e
Adicionalmente se tiene que si la operacion multiplicacién entre los elementos es conmutativa
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ab="baVabeqG,

se dice que el grupo es Abeliano, en caso contrario serd no abeliano.

7.2. Grupos de Simetria

Se tiene que la densidad lagrangiana dada por (3.8) es invariante bajo transformaciones en los
campos A,q(2) que dependen de un conjunto de matrices constantes e independientes A,. Se
asume que estas transformaciones de simetria son la parte infinitesimal de un grupo de Lie [3]. Al
espacio tangente al elemento identidad del grupo se llama algebra de Lie; En un algebra de Lie asi
como en un espacio vectorial, se puede elegir una base, dicha base compuesta por k matrices A;
(i=1,2,3...k; donde k es la dimension del algebra), las cuales se conocen como los generadores del

algebra de Lie y el correspondiente grupo de Lie [29]. Entonces las matrices deben cumplir que:

[Aa, Ag] = iCJ4A, (117)

Donde C’;’B son un conjunto de constantes reales conocidas como las constantes de esctructura
del grupo. De la anti-simetria del conmutador se puede concluir que las constantes de estructura

cumplen que :

-7

T (118)

a,BZ

también de la identidad de Jacobi:

0= HAavAﬁ]vA’Y] + [[A,},, Aa]v Aﬁ] + [[Aﬂv A')/]>Aa] (119)

se tiene que
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0= CosCs, + CaCss + ChyChi (120)

Cualquier conjunto de constantes C’;’ﬁ que cumplan las propiedades anteriores definen al menos

un conjunto de matrices:

ANB = B
(A5 = —iCy,, (121)
que satisfacen
(AL, AG] = iC) A% (122)

A (Aé)g se le conoce como la representacion adjunta del algebra de Lie con constantes de estruc-

tura Cga. Para el grupo SU(2) se tiene que:

Alzi 7A2:7 7A3:7 ’ (123)

y se cumple que CéL = €ya8, donde €,,5 toma valores 1y -1 si se hacen permutaciones pares o

impares de v, «, B respectivamente.

8. Apéndice H: Condicion de Consistencia para $,,

La evolucién temporal del vinculo ®4, sera:

20 (0) ={B2(2), Hy(v: )} = [ @407 T (&) + g2neall) (o) Ajelo), [ 115 )T W)
o+ ()Y Aoa(w) — 92 T3(0) Aie (4) Ao s () +  FA' () Fraa(w)]}
O (@) + geane T (@) Ay @), [ dudia(u) T (@)

= [ 0511 (@), G5 () + T Aoa(w) ~ 920 Ta(w) Aie ) Aoy () + 3 FE ) Frsaw)])

+ [ gzt () Aselo), SIS TEW) + 00! Aoaly) - 92aer T0) Aie () Aoy () + 1 FE(6) Fialw)]}
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— =05 [ dygeae s Tiu) Aoy HIF (), Aic ()}
+ 505 [ EFE U@ 0 Aia(w) = 0 Anay) = 9aes Ave () As (0)
- /dSyggeabcadefo;(y)AOf(y)Ajc(y){Hi(y),Aie(y)}
+ 5 [ gzancAscl@) FE I @), 0 Aia(w) = 0} Ara(w) = 92ae 1 Ave ) Ais (1)
+ [ dugean @M 0){A50(). 5@} + [ @ ygzancIT )0} Aoaly) (Ase(e), Ty(w)
~ [ ug92abocae @) Ase () Ao () {Ase (), Ty 0)
= =07 [ dygzae s Tiu) Aoy IV 2), Aic ()} = [ d*0995abeeae s To(0) Aoy () Aje (@) (11 2, A 4)
+ [ dugean @ 0){A50(0). TEW) + [ dygzaneIT ()0} Aoaly) (Ase(a), Ty(w))
- / Y99 avesae T (2) Aic (v) Ao s (4){Aje (@), TTh (9)}
4300 [ PEE WAL @), Auaw) - 305 [ uFS )OI (@) Ava(w)
- 58f/d3yg€defF§i(y)Aif(y){Hf;(x)yAke(y)} - 56}“"/d3ygedefF§i(y)Ake(y){H?;(x%Aif(y)}
5 [ BugzancAse@ S I (@), AuaW)} = 5 [ @ gzaneAse(@)FF )0} T (@), Ara(w)
= 5 [ usgzanetaes Ao @) FE ) Asy ) I @), Are )} = 5 [ P yg92aneaes Ase(@ F () Are () (11 2), Ais )}
=07 [ dugeae i) Aoy (1) (~86c6(@ — ) — [ *yg92anccaesTTa(w) Aos (1) A (o) (~8]30e5 (e — 1)
+ [ geane @)@ 6ea8(e — ) + [ dugeanelt (@0} Aoa()3}00a0(w — )
— [ ug92aecae @) Asc () A0y (1) 538008 — ) + 507 [ EYFE @O} (~8180a( — )
=505 [ PEE @O (~5{80a5(x — 1) = 505 [ dugzacs FE 1) Ais 0)(~5L80cd( — )
=505 [ ugeaer FE ) Ave@)(~810010( — ) + 5 [ ug2abe Ase @) FE O (~618000(c — )

1 ) . .
L / PygeapeAje(x) P (1)0Y (— 61606 (x — 1))

T2

= 5 [ V992 anczae s Aje @) F () sy () (681000 — )

- % / d*yggeavcedes Aje(®)F5 (y) Age (y) (5] 865 8(z — 1))
G aar O (T (2) Aoy (2)) + 992 acctae T () Ase (2) Aoy (2)

+ g abe T (2)TT(2) + g2ane T (2)0F Aoe ()

— 99%anacae T () Ase (@) Ao () + SO O FI9 (2) — SOFOF Y (0)

+ 595400 FY (@) Aig (2) + 5 92aead} F7 (1) Ape (0)

+ 3 92a0c0 By (0)Aj0(&) — 59200 I} (2) Ase(®)

1 N 1 y
+ iggsabcsdbe; (W) Aje(@)Aip(z) — 5995abc5dedej(y)Ake(w)Ajc(x)

= — geaqr 0TI () Aoy () — geaar T (2)0T Ao s (2) + geabeIT} ()07 Aoc ()
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- ggaabdgdefnz(x)Aie(x)AOf(x) + ggfaecadefnfj(i)Aic(I)Aof(x)
1

+
2

020 O ) (@) Aig (0) + 3 920aed FY (2) A (0)

— 05O F () Ase(®) — 1 0aneOF Fy (2) ;e (e)

+ %ggsbacﬁ?bdngi(y)Ajc(x)Aif(z) - %995abc5bdngk(y)Ajc(Z')Akf($)
= — geaqr O3 () Ag s ()

+ 99(8aacs — Safdea) Ty (2) Ase() Aos (2) — 99(8acdhs — Safdve)h () Ase(2) Aoy ()
= — geaqr 0TI () Aoy () + gglTL (2) A (2) Ao g (2) — ggAoa (2)IT5(2) Aza(z)

— 99Aia (2)IT,(x) Aop (2) + 99 Aoa (2)IT} () A ()

= — geaar O 1) (x) Aoy (z) + 9ol () A; () Ao s (z) — ggAia ()T} () Agy ()
Recordando que 9711 () + geapell} (2) Aic(x) ~ 0O
Do () ~ggeadreanclly(y) Aic(y) Aoy (z) + gglli () Aip(z) Aoy (2)

— g9Aiq ()T (z) Agy()

= — 99(0ap0se — 6acd 1) ITH () Aie(y) Aoy (2)

(124)
+ gglT} () Aip(2) Aoy (2) — ggdia ()T} (z) Aoy (z)
= — 991, (y) Asg (y) Aoy () + 99 Aia(y) T} (y) Agy(2)
+ ggIT, () Aif (2) Ao g (2) — ggdia ()T} (x) Agy(2)
Obteniendo asi la condicién de consistencia para el vinculo ®o,:
Dq(x) ~ 0 (125)
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9. Apéndice I: Condicion de Consistencia Para el Vinculo
©2a()

9.1. Condicion de Consistencia para el vinculo 9, ()

La condici6n de consistencia para el vinculo adicional (o, () = 9% A% (z) se calcula a partir de la

expresion (3.29), por lo tanto se observa que:

B20(z) ={2a(2), Hi(y, 1)}

=07 [ (AL @), [ ) + B0 Ana(y) ~ Eacs T5() A (0) Aoy () + 3 F47 () Fisa))
4 [ Eunaa) (07 440, 100) + 07 [ P pdaas){A0), GU) + g2 TT () Arc(y)

=07 [ ) (A @), 150} - 07 [ 0L Ava(y) (Auala). 115(0)
4 920esF [ A (0) o5 (1) Aia(@). W) = OF [ P haa(w)O (o). 50}
~ gead? [ P pas) Ay} Asa(w). T (w)

=0 [ dytl)0F0ud(o — 1) - 07 [ 40t Aoalw)(0F8uabc ~ )
4 9200s 0 [ PuAen) s (0)0800a0(e ) = 9% [ P paa()OU0}8008(x )
— geancOF / d*yAaa(y) Are(y) (57 6aad(x — y))

=0 [ YL W~ 9) = OF [ P A00)6w )+ 90esOF [ Pie(s) dos ()3l ~ )
40707 [ yraal)d(o —9)  g2ucd? [ Epdaa()Aicly)ola — )

== O, () — 0707 Aoa(y) + g2acs OF Aie() Aoy (x) + 0707 A2a(y) — g2abcOf (A2a (@) Aje(x)) = 0
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10. Apéndice J: Evolucion Temporal de los Campos en el

Gauge de Radiacion

Con los corchetes correctamente definidos en (3.46) se puede calcular la evolucién temporal de

las variables (A, (2), I, (2)) con i, j = 1, 2. Por lo tanto, para el campo Ay, se encuentra que:

Aiale) =(Aiale), H0) b = (i), [ Ey5 )0 + 1B )0

= [ @A) @) 0

= [ @) {Au(e). )}

= [ ) (388 ) ~ (Guc + 920 (2) )G, )

i (0) = 9F [ YL 0)0)Ganli, . 4) = Aula) [ Y 0)g20ad)Gor(a . 4)

I (0) ~ 97 [ y0)IT)(0)Gunlar,y, 4)) ~ Aule) [ 40} (I (1)ge0ci (.. 4)
07 [ A0 )Gunl 9, 4) + Auae) [ &0 () g0raGor(, . )

=11 () + OF / APy (y)Gap (7, Y, A) + geaeaAia() / d*yGep(, y, A)OUTI (y)

El tercer término se puede despreciar haciendo uso de la ley de Gauss y recordando la propiedad

asintotica de los campos. Ademds se tiene que:

Xea() = Aoa ()49 / By Gap(, v, A)epeall (9) Asaly) = Aga(a)— / By Gap(, y, A)OVTI () = 0
(126)

entonces
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Ajq(z,t) =TI (2) + 0% Aga () + qeqAoe () Aia(z) (127)

Para el momento canonico II* (z) se encuentra que su evolucion temporal estara determinada por:
a

i1 (2, 0) ={IT5 (&), H (o) o
(L), [ Pz + P )}
= [ @) . W + [ @y ). )
= [ ) o). W) o
+ [ Ey5EP W)L )0 A0(0) - 3 A(0) ~ g2reaAne (1) Asalo) o
= [ @@, )} + [ @3 ED )T ), 9w o
= [ @y EP UL @), 04w} - gema [ Ey5FY )AL @), A )}
- 9ot [ Y3 E AT ), Asa(w)} o)
- / 03T (1) (9 aeaTE (20! G .y, A) + 90 Cloa(,y, A (1))
b [ EygE G0 (~515(5 = ) + 300 + g200s 437 (1) Gur .9, )
— [ @G F 0 (68— )+ (50D + ey A (1)) G, )
~ g6t [ AZE () Ajal0) (-G080 — ) + [5ecD) + 8oy Ak (0))0F Goe (2, )
= g6t [ UZE () Are0) (~6aa815(z — ) + (5200 + 9200 Ay ()07 G ., 4)
~geulla) [ EYE0)0) Gl A)+ 9 [ 907 Cuaey Aeas T )
= [ s FE R )~ [ dy30E ()8 0)05 Gun o, A)
- /d?’y%aiFfj(y)gsbefAjf(y)afGae(w, y, A) + /d?’y%FZja%(w ~y)
+ / d?’y%a;-’Ffj@}‘jafGab(x,%A) + gEpes / d%%@be‘W‘Aw(y)afGae(x,y,A)

1 . 1 .. N
+gsbad/d3y§Fbj(y)Ajd(y)5(x—y) —gsbcd/dBygFf](y)Ajd(y)(?Z@ Gac(z,y,A)
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1 .
— 9€bedYEcef / dgyEFbk] (y)Ajd(y)Akf (y)agGae(ma Y, A)
3 1 ki
+ 92 [ 3 ) A5 )
1 .
— YEbed / d3y§Flj€J (y)Akc(y)ﬁjyazzGad(xa Y, A)

1 .
— G€bcdgEdef /d3y§Ff] (W) Ake (V) Ajr(Y)0] Gac(,y, A)
Simplificando la expresién anterior se obtiene como resultado lo siguiente:

H;(az) zéal‘fFfl(m) — %@"‘Fy(oﬁ) + %gebadFlfj(x)Ajd(m) + %gabcaFfi(x)Akc(x)
- geaellife) [yl )~ 5 [ EyOUE )OO Gunl. . 1)
4508 [ B OO Gty A) + 07 [ D F 0 Gy, 1)
_o / Py P00 Can(, . A) + 50y / Byl FV* (5) A, £ ()07 Gl (2, y, A)
b g0ems [ AOUE Ay (O Gl A) + 920 [ @y FS ) A(0)0L Gl 3. 4)
b gEmagzees [ A5 E ) A5a(0) Ay (007 Gon 2,3 4)
+g2ad? [ @y ) Ak (0)0) Gy, 4
~ gemagzies [ A3FR ) Ael) Asr )0} Guel 3. 4
L oo ki L o i 1 ji 1 ki
=SORFE () + SOPFE ) + S 0aaF] (0) Ajale) + 502w P (1) Are()
- geually(o) [ Py )Gl A) + g2vge [ EUOLES () A5 ()07 Gel. A)
+ g [ AOUE ) Aja)0} Gaclir 9, A)) = g20acd? [ AYOLES () Ajay) Gl . A)
~ genmiegees [ 5 F 0 A0 Arg ()0} Gue 3. 4

1 .
—9€bcd96def/dngFf](y)AkC(y)Ajf(y)afGae(%y,A)
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=0FFi'(x) + geapaF} (2) Aja(2) + geacallL(z) /d?’yafﬂi(y)Gdb(x,y,A)
1 .
~ geangees [ 5 F0) i) Aty )0} Gur .9, )

1 .
= geamgzaes | PURED () Ang() A5 ()0 Cacli, . )

Usando qQue Egbc€ade = 6bd(sce - 6be(scd

I () =0 FF(2) + geapa ) (2) Aja(x) — gEacalls(x) /d3y3§/HZ(y)Gdb($7% A)
= 900ndyg) [ 3 ) Aig(0) Ak ()0 Gucli, . )
4 9(0800) [ Py F ) Aig(0) Ak ()0 Gacl, . )
= 906nyg) [ @3 E ) Ay ()45 (5)0 Gucla, . )
+9(6800) [ 3 1) Ay (0) A3 (5)0 el )
—OFFL () + geuna ] () ) — g2aealLe) [ 900 )Gl A)
~ 9 [ EU3E ) A50(0) Ay O Ganl. 9. )
49 [ C3F ) A00() A1y (0)0F Gagl. 9. 4
~ 9 [ SU3E ) A1y ) Asg )0} Ganl. 9, 4
+9 [ Y5 E0)Ap(0) Ay (105 Gagl, 5. 4)
=0y (%) + geabaFy (2) Aja(x) — g2acalle() / d*y T (y)Gap(,y, A)
—g/d3y;Fbjk(y)Ajg(y)Akg(y)afGab(fmy,A)
=9 [ PU3E A1) Asg )0 Ganl. 9. )
~ 9 [ U3E ) Ausl) A1y (1) Gagl. 9, 4

1 .
g [ P E A0 A1 (1)0F oy, 4

129



Entonces
IT, (,t) = 0L FF (2) + geapaFy () Aja(@) — geacalli() /d3y8§-’ﬂi(y)Gdb(aﬁ, y, A) (128)

y recordando que:

Apa(z) — / d*yGap(z,y, AV (y) = 0 (129)

HZ(ac, t) = alfFfZ(x) — geabcAjb(x)ng(ac) + gsabcAOb(x)Hi(x) (130)

Obteniendo las expresiones (3.49) y (3.50)

11. Apéndice K: Evolucion Temporal de los Campos en

el Gauge Axial

Se reescribe el Hamiltoniano como:

H= / d%(%ng(gy)ng () + ITE (2)8; Aa () — gIT (2)eape Aup () Age (z) + %ka(z)FIfi(m))
— [ @2GIL @ @) + 5L, () A0 (w) — L () Ao (o)
— O (2)ease A (3) Aue(e) + 1 Fiaa () (2))
— [ @G @ @) - AL () A0ae) — 91T, (2)zune Ai(x) Ane(0) +  Froa (@) ()
+ /dgx&(HZ(x)AOa(:v))
— [ G @) + g2l )i, 0) A () = T () An(0) A o)

+ /de(iFkia(ﬂf)Ffi(x))
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:/de(gAOa(x)sabCHé(x,t)Aic(x,t) — gAoe ()T (2)ecap Ain(2))

+/d3x(%H2(x)Hz(JS) + ika(l‘)Ffl(x))

:/d%(%ng(x)ng(az) + ika(x)Ffi(x))
— [ @G @NLE) + JIEEE) + I )
+ [ Eal P FR @) + (P FR @) + 1 Faue)F2 (0)

b [ 0l Fana @) F2 () + {Fara (@) F3 ) + § Pona (0) P (2)
— [ @G @) + JE @) + I @)
+ [ P Fa) B @) + TR R ) + P F2 @)
+ [ @2 Faa@FE@) + {Pua@ F32) + § Praa(0) F(0)
— [ @U@ ) + @) + )
n / d%(%Fma(z)F;z(x) + %Flga(m)Faw(l") + %Fzga(x)F§3(I))
— [ @2GUL@L @) + FI )T ) + 50aAon(@)0h Aoa(2) + 5 Frza (@) L% (2)

+ / dsxg(—agma(m»<—63A;<x>>>

+ / d%(§<—63A2a<x>>(—63f13<x>>>

Entonces:

"= / de(%H}l(x)H}l(a:) + %Hz(x)ﬂg(af) + %BgAOQ(x)83A0a(x)

(131)

1 1 1
+ 563A1a(.%')83141a(1‘) + 583142(1(.1‘)83142&(1') + §F12a(l‘)F;2($))

Asi, la evolucién temporal de las coordenadas sera:
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dial,6) ={Aia(, 1), Hoy)
= [ # (@), W) + 0}
+ [l Aiao). 50 A0 Awly) + 504 Au(1)0} An(v) + 304 Az (1)0Y Aas(w)}
+ [ EyAite), 3P 0o
= [ @ytae) s} + [ EriAu). RO W)
+ [ EyAi(e). 308 A ()0} Am(o)} o
= [ @) (Al Bw)o + [ P Ao I @)
+ [ Y08 Am(w) (o). 0 An0)}
= [ ) (@08 — ) + [ I ) (200 )
+ / d3ydY Aoy (1) 0% (=640 G(2,y) — geabeAic(x)G(2, 7))
- / APy (y)8ap0®(z — y) + / APyl ()0ap0° (= — y)
- / A3y Apa (1) 07 G (2, y) — geapeAic () / d*yd§ Aoy (y)94G(x, y)
()8! + 1E@)5 - 0F [ @udl(Aan0)O}G () + 07 [ Eydoa()O}OLGlo.)
~ geweica) [ 40} (An(0)O}G(,) + gEuneAica) [ EyAn(s) 240} G, )
=11, (2)6; + 12 (2)8; + 07 / d*yAoa(y) 0404 G (2, y) + geaveAic(x) / d®y Aoy (y) 0505 G (x, y)
=TI (2)6) + 112 ()02 + OF / d*yAoa(y)8° (& — y) + geapeAic(@) / d*yAoy(y)0° (z — y)

Aia(x, t) :H}l (33)611 + Hi(alc)éz2 + 07 Apa () + geabcAop () Aic(x)

Respecto a los momentos canénicos se encuentra que su evolucion temporal estard dada por:

ity (e) = [ o). W)L ) + ST}

1 1 1
+ /d3y{H}1(x), iagAOb(y)agAOb(y) + 5331411;@)8314117(1/) + §a§/A2b(y)a§}A2b(y)}D
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+ [ i), 3 Faw) B W)
= [ @I @), 58 AR A} + [ P, 50 AR A
+ [ i), 3 Fam) B W)
~ [ @A) 1 0), A} + [ P yOE AT ), Ao (o)} o
+ [ EyER @), P} o
— [ @y An )OI @) AW + [ 0L AN ), An(w)
+ [ EyFR @), 0 Aas(y) ~ O Au(y) — gemadre(v) Azaly)} o
— [ o A )OI @), A} + [ P y0E AR OIT ), Ao}
— [ @RI @), A} — gorea [ PE ) A 1), Arelo)}
— [ 0t A1)} gz @G, )} + [ P 10L A (0)0Y(~65%(z ~ )
~ [ EUER @O (55w~ 1)  g2nea [ EYER ) Analu) (5,06 )
— gEune | Py Am()I)0LG )~ [ YL An()OL5 @~ )
b [ EYFR@)5085 @~ ) + gerea [ dUE ) Asa(0)50c8 )
—  geudl / By (Aop(y) G, y)) + geare T (x, ) / By Aoy ()AL Gz, y)
+ 05 /d3y5§’A1a(y)5 (x—y)— 05 / PyF*(y)8° (x —y)
+ 9Ebad / PPyFy?(y) Aza(y)d® (x — y)
=geabcll}(z,t) / APy Aoy (y)8° (¢ — y) + 05 / d*ydY Ava(y)d* (z — y)
~05 [ EyERWI @ - 0) + gean [ EyAnl)FE@ @ -y

1 (x) =0505 Ava() — 05 F,* () + geave( Az (2) FL* (@) + Aoy ()1 (2))

Finalmente:

it2(0) = [ (), 1) + IET W)
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+ /dgy{Hg(@’)’ %6§/A0b(y)ag‘40b<y) + %agAlb(y)agAlb(y) + %55A2b(y)agA2b(y)}D
+ [ @), S R B0
= [ P @), A Ao+ [ I ), 504 A )0 A ()
+ [ @), s R B )
= / d®y 0§ Aoy (y) O3 {1T; (), Aov(y) } p + / d®yd§ Ay (y)OY{IT; (x), Ay(y)} p
+ [ 0t An IR @), Ann)}o
+ [ EyFR @), 0 A (0) — 0 Ai(y) - goreaielw) Aaal) o
= [ 508 An)O} (). (o)} + [ d90) AT ), As(w)}
+/dgyFbu(y)a%{HZ(x)aA2b(y)}D _gEbcd/dgyFblz(y)Alc(y){Hz(x);A2d(y)}D
= / d>y4 Aop(y) 04 (—geape12(2)G (2, y)) + /d3yagf42b(y)a§/(—5ab53(x -9))
+ [ EyFR @000~ 1) = g2t [ PYF0)A1e(0) (808" - )
= — geapllZ(z) /d3y8§A0b(y)8§’G(m,y) - /d3y5ab5§A2b(y)3§’53($ —v)
— [ EUaEE N )+ goved [ P BoaFi ) Arel)5 )
—— gall2(a) [ 50} (A (0)OG ) + gzoneE(a) [ dyAan()O4O4Gla. )
- [ @A e )~ [ EyEEWO )
+ 9bea / PPy FL2(y) Are(y)0° (x — )
—geud2(e) [ EyAn()c — ) + 5 [ i An ()6~ v
+oF / PyF* ()0 (@ = y) + 9epea / PyF2 (y) Are(y) 53 (z — y)
=geabel12(2) Ay () + 0505 Asq () + 07 F, 2 (%) + geancFy > (y) Are(z)

112 (z) =05 05 Aoy () + OTFy2(2) + geane(A1p(2) F2 (y) + Agp(2)T2(2))
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12. Apéndice L: Ecuaciones de Euler Lagrange Campo
Electromagnético en Interaccion con un Campo Fer-
mionico

Considerando la densidad Lagrangiana:

1 1

L=— F"Fu+ i(wauw — Oppy*p) — eyt Ay) — myp, (132)

se calcula las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo A, dadas por:

oL oL
_oy(—25 o (133)
9Au(z) 9(0pAp(x))
Entonces, se determina que:
(e Au) = —edypdly = —edy’y (134)

9Ap(x)
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oL 9 1 0
0(0uA,(x)) ~ 0(0.4,)" 40(0,A,)
3

- 1WmAmmM#WM@”%4@—F%@>

F% () Fyo (2))

0
O A,) (Fap(2))

SF (@)

4

1

-2

1 3, (135)
i ne7e} —

~ 3 @) gy P As(@) — s Aa(e)

1

2

1

2

[0% (0% 1 (6% (6%
FW)%$+§FW@ﬁ%
1

S FU (@) + 5 ()

— P (z)

Por lo tanto las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo A, son:

Dy FH () 4 ey = 0. (136)

De igual manera para el campo ), se determina sus respectivas ecuaciones de Euler-Lagrange, las

cuales se obtienen a partir de los siguientes calculos:

oL 0
o () _3%(96)

1 _ _ _
—FHF, + 5 (wv“ O — Oppytp) — ey Ay — myp)

-3

0
“wb%”@i/}a( )(wc) + e, A ”8%( )(wc) + majy a%( )(¢b) (137
:% ,ur&b’)/{;céac =+ 61;1975014;15% + mlﬁbéab

- _ _
=§3ﬂ}b7{fa + eV, Ap + Mg
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S Gt

Por lo tanto, las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo v, seran:

oL oL
=@ " oG @)

Ma(z)
i - - - b
0 :iaﬂ¢57#a - 6%%‘;14# + m¢a + iavwb'ﬁ)}a

)

0 :8u1/_}b7{;a + Mg + el/_}b%ljaAu

0 :au(d}y'u)a + m@Z)a + 6(";’7“)a14u

Finalmente, para el campo ), es posible determinar lo siguiente:

oL 0 1

Oa(x) ~ Oul) 4

7 _
= fybc ,Lﬂl)c ﬂ)

Py — wb@wa( )

0
1/111 - ’chZZJcA;L ad—)a( )

3%( )

fvbcawcab e he A0l — mabyol

7
:§Vgcau¢c - 6’)’5(;%14# - m¢a

137

(=P + 5 (w”y“@/ﬂb A" ) — ey Ayp — map))

“FME,, + - (mﬂa,m N0 + eyt Ayp — maep)

(138)

(139)
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) P 1o i . . :
00wt ~aumy T al B+ (07 O — 0" ) + e Ayt — myy)

o _
= - %’chwcm(a;twb)

)

= - 575cw6555ab
7

= 57;)(31/)0'

(141)

Reemplazando los resultados obtenidos se tiene que para el campo 1, las ecuaciones de Euler-

Lagrange son:

oL oL
“ot@ oG @)

) )
0 25756(%% - 67561/@4# — mi, + 56U73c¢c

0 )

(142)
0 :ngcauwc - 6750%14“ — mi,

0 =i0,(V")a — (7" 1)a Ay — mah,.

13. Apéndice M: Demostracion (4.16), (4.24), y ecuacio-
nes de movimiento obtenidas a partir del Hamilto-

niano Extendido

13.1. Demostracion de la Expresion (4.16)

Se consideran las expresiones obtenidas en el apéndice anterior:
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oL

i _ 0 A
W =51 = F0) = d0di = dido
oL i
S S (143)
T B Goba(a)) 2"
L i
7Ta _8(801[}a($)) 27ac’lp87

y de la definicién del Hamiltoniano canénico:

H, = /dsz(BOAHH“ + 00%ama + BPaTa — L)
g . 1 1 1 .
= [ a0 Ai(@) + { FO* @) For(@) + L P @) Fro(@) + L FM (@) Fies (@)
"3 P 0 - %o to- 0 - i -0 - i - _n -
+ / d x(é’owahgwma) + Bowavgwacwc) - g(wmbcaowc + YpVpe0i%e — 0V VpeWe — QibpVpebe) + Vb Apte + mipip)
= [ @ar @1 @) + 0, 40(@)) — ST @I (@) = SIF@IF (@) + 2 75 (@) P 2)
3 - 0 i, - 0 .- 9 S ig -0 i - -
+ [d Z(2wb(1)wbaaowa,(z) - 230%,(1)"/@6%(1‘) + 5 (PpVpeP0%e + VovpeOithe — O0VpVpete — DiVpVpetbe) + ey Aty + mapy)
P 1 . . . 1 . . . 3 _ . = _
= /d%(gnl(z)nl(z) + 01 A0 (@)1 (2) + —F (@) s (@) = 2P0 1hedie + 5 0ibuhetoe + ebo 1l Aptbe + mibyts)
- 1 . . ) 1 . i _ i - i~ _ _
:/ (ST @) (2) + 03 Ao (0)T1 () + S FY () Fii (@) = S Pubeditbe + 50 (Borhevie) = = Povheditbe + edyrfy Aute +miyvy)

g 1. . i 1 . _ X i .
:/ d3x(51'[1(a:)1'11(a:) + 9; Ag ()T (z) + EFkl(x')Fki((L') + Py (—iv 0 + ev" Ay + m)pete + % / a*20; (Porietbe)

(144)
El dltimo termino puede ser despreciado haciendo uso de la ley de Gauss, la cual establece que

para un campo vectorial ¢, se cumple que:

/ Bro;d'(z) = 95 dA - ¢. (145)

Ya que S se puede considerar como una superficie que tiende al infinito y teniendo en cuenta la

propiedad asintética de los campos se obtiene lo siguiente:

H, = /d?’x(;Hi(m)Hi(x)+8iAo($)Hi(x)+;Fki(x)Fki(x)—H/Jb(—i’yiai-i-e'y“Au-i-m)bcz/Jc).

(146)
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13.2. Demostracion de las Expresiones (4.24)

Se considera el Hamiltoniano primario:

H, = / B LT @) (@) + 8; Ao (@)TT () + © F¥(2) Fia () + P —i7'0; + e A + m)perbe)
2 2 (147)
+ / B (2)®1(2) + 3(2)O2(z) + O1(x)(2)),

y los vinculos:

&, =I1° ~ 0
1 -
Oy =m, + 51/%’719(1 ~0 (148)

_ 1
O =T, + 57237!}0 ~ 0.

La evolucion temporal de ®; se calcula a partir de:

by (@1, Hy) = [ {10, ST ) + 0 Ao(0)1' () + 375 (0) Fra(w)
+ /dsy{HO(QEL Yo () (—iv Y + ev* Ap(y) + m)petbe(y) + A1 (y) @1 (y) + I ()O2(y) + ©1(¥)9(y)}
= [ Enr@)or I @), Aow)} + [ duedy v @), Au(w)
) o (149)
. / PyTT ()Y 6% (@ — y) — / B yedy vt be (1) (= — )

—o / YT ()63 — y) — / Byt te )5 (@ — y)

=071 () — ey () Vpebe ().
Se observa que al aplicarle las condiciones de consistencia a ®; se obtiene un vinculo secundario,

entonces, se debe analizar igualmente su consistencia:

by {2, Hy) = [ dy{OFT (@) = edy(afbe(w). belw), SIEWIT () + 0 AT W) + 3F¥ (1) Fa(w)} (150)
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+ /dBy{ain(:v) + ey (2)Vpetbe (), Ye () (i7" 0 + ev* A (y) + m)catba(y) + M1 (¥)P1(y) + I(¥)O2(y) + ©1(¥)9(y)}

(151)

= [ O @), PP W)} + [ ygdewieniba)of T (), 4,0} (12
~ [ Euletu@ribe(@), Fw)aTatw) + 39 0)) + (maly) + 35e(w%)Pa(w) (153
= [ @5 P @07 (1 (@), 0 Aunly) ~ B )} + [ dde)erybau)O; (@), Au(w) (154)
+ [ Eyiwalin(a), maw)ertere@) — [ dyein(@nf (ve@) maw)}aw) (15%)

1 . 1 ; - - i
== [y oo, e - ) + [ g T )0F0sis (a — ) +e0F [ dybewtbalw)(~58% @ — )

(156)

+ [ ErI0a(-5048 @~ y)erfee(a) — [ dyedn(@nf(~8ea (@~ 1)0a(y) (157
—soror [ @yt )0t @ —y) - S0ron, [Pyt - y) - 0f [ b uniabae@ -y (s
—e [ @yiwnfte@8 @ - v) + [ Eyei@ratawie - v) (159)
=GR O Ui (2) — L0705 1™ (2) — 0] ($el)iatbal®)) — ed(@)fle(a) + ey (2fada(x) (160
= — edf (Ye(2)viqa()) — ed(@)prpetbe(@) + ey (@)vpgPa(z) = O (161)

Ahora, para el vinculo O;:

61 =01, Hp} = [ dy{ma(e) + L@, ST W) +0Y AT (0) + 5 F* (1) Fhs ()
[ @ulma@ + LB @R B (=70 + r Ap(¥) + M) cava®) + MWL) + W) (Fa) + Lebe(®) +O1W)I W)
= — [ b)Y + ey A () +m)a{ma (@) va@)} — 2Pl [ Euima@)va) — [ Eyial, W) 1B @) Tew))
=~ [ @B (=70} + er Au(w) + m)ea(~00a8>@ 1) = 29% [ EUIW)e(~00a8® @ — 1) ~ [Py A IWe(~ 518 @~ v))
= [ @yBe) (=707 + er Au(w) + m)cas® @ = v) + 2L [ EuPc )@ = ) + [y L0, @ — )
= (2)(—i7"0F + ex" Ay () + m)ca + iDe ()70,

:J;(z)(—i’yiaf +ey"Au(z) +m) + i@(z)'yo ~ 0

(162)

Como 7°~% = I, multiplicando por la derecha a 7/°:

0~ P(x)(—iv'OF + ey Au(x) + m)y” + id(x)
(163)

() mi(@)(—in'D; + er Au(x) + m)y°
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Por ultimo, para el vinculo O,:

62 =(62, Hyp} = [ d*y{ma(e) + Lalyun(e), W () +0Y AT (0) + 5 F* (1) Fhs ()
[ @uiFa@) + L% (@), Bew) (70 + 1 A (v) + M) eava®) + MWL) + IWO2() + (raW) + Z P W)
= [ uima (@), B} =7 0 + r" Au () + m)cava®) + 1% [ @ u{Fa @) P I0a) + [ Ay, (9 (@), ma@)}9a(w)
= [ @ u(=b0c5>@ = D)0} + 1" A (@) + m)eaa @) + 21% [ Eu(=50c8® @ — 1)) + [ dy Tl (=505 @ ~ ¥)Paw)
== [@us @ = (i 0 + v Au(w) + maava) — 2ol [ @05 —0)9a(w) — Lol [ 05 - 9)9aw)
= = (C 07 e A (@) + M)aaa(®) — 22049 (®) = S luPa(@)
= — (=7 0f + ev* Ap(@) + m)aata(x) — iveg04(x)

= —7%(=i7'07 + er* Ap(z) + m)y(x) — ir%0(z) ~ 0

(164)

Multiplicando a 4° por la izquierda:

Oy = — 7 (=78 + e Au() + m)ip(a) — id(x) ~ 0
(165)

O(x) ~in®(—in' O + ex" Ay(x) + m)y(z)
Demostrando asi, las condiciones de consistencia expresadas en (4.24).
13.3. Ecuaciones de Movimiento Obtenidas a Partir del Hamiltoniano

Extendido

Se procede a calcular a partir de:

P ~{F (), Hp} = {F(x), He} + / By {F (), M (1)1 (4)} + / Py{F(z), 2a(y)®2()}

T / dBy{F(x),0(4)Os(y)) + / Py{F(z), (1))},

(166)

donde el Hamiltoniano extendido esta dado por:
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Hp = / d%(%n%)nf(az) + 0;Ao(2)IT' () + %F ¥ (@) Fia () + (=170 + ey Ay + m)pctfe)

+ / B (0 ()1 (2) + AaDs + ()0 (x) + O1(2)9(x)),

(167)

las ecuaciones de movimiento del espacio de fase inicial, compuesto por (A, Y, Ya, [1*, T4, Ta).

Entonces, para el campo A, se deduce que:

Aula) %{(Au(e), He) = (40), [ EyGIWITQ) + 0/ A0)T () + 1F* () Fis(w)
@), [ @) (-7'0] + e Auly) + m)aely)
+ [ A M0} + [ P54 2 O ) — ie(my)n(w) + Bu(w) 7o)

+ [ @y, 000} + [ Erl 4. 0:0)9(0))

= [ @M@ T W) + [ @90l AT W) + [ Eun) a0, P w)
+ [ oA, @), 1)

=/d3yHi(y)(5Z;53(ff —-y) + /d3y5§’A<)(y)(5L53(w —y) + /d?’yk1(y)(5253(fv —))
+ [ Epa)o @6 - )

:5fLHi(x) + 628?A0(x) + 62A1(x)63(x —y) — 6fﬁf)\2(:c)

=67, (I (x) + 97 Ao(x) — 07 Xa()) + 60 A1 (2)8° (x — ).
Abhora, para el momento canénico II#:

{1 (2) ~(I0"(2), Hi) = (17(0). [ EyGIWITQ) + 0/ Al0)IT () + 1F*(0)Fis(w)

+ {11 (2), / By () (—i7'0Y + er" Au(y) + m)etbe(®))}
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+ [ @M@} + [ @) 2a) O ) + el ) n(w) + 5u() 7o)
+ [ @), 0wea)} + [ ¢y (). 0uw)9(w)
= [ @ @O @), Ad)} + [ g FH )P0, 0L Ay) ~ 0! Au(y)
= [ @ @O - )+ [ PRI ), Aiw)} ~ [ dygFH 0! (I e Aulw)
= [ @@ - ) + [ PPN - ) - [y FR ) e e - y)
= — SHOFTT (x) — %558,:1:’”(@ + %558;’1?’“‘(95)
= — 0L OFTI () + %5#8,?Fik(x) + %5;;3;1?’”(90)

= — SHOTII (2) + 01 OF FF ().

Para el campo fermiénico 1, se demuestra lo siguiente:

() ~{tale). ik = (va(a), [ y(GIUGIT () + O AT () + 1 F¥ (1) Fis(w)}
+{0a(o), [ EyCle) 70 + er" A, 5) + mnetel)}
+ / Ey{a(z), () (y)} + / dy{tpa (), A2 (y) (OFT (y) — ie(mo(y)voe(y) + o ()T (y))}
+ [ Eya(e). B mly) + 5280w} + [ Culalo). (mly) + 55001590
=i [ @y {valo) m)1ls) + [ @ylale). m)10n)
e [ Epa)(-008@ — 1)nw) + [ Ey(-0u8 (@~ 1)0n(w)
—ieXa() () — da(a).

(168)

De igual manera, para el momento candnico 7 se determina que:
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(o) ~{ma(o), Heh = (ma(e), [ dy(GIE W W) + 0 AT () + 175 () P}

+{ma(a), [ PG 0! + 1 A,(0) + o))
+ [ Eyra@ Mm@ w) + [ Eylna@), 2O () - ielmw)in) + huo)m(w)
+ [ Eylma@). D) @) + 5Re@} + [ Eylmao). (ml) + 50150}

= [ Y@l (-0 + e Au) + mne{ma(o), velw)
+ie / ya(y)my (y){ma(@), Yu(y)} — %vfc / &Py (y){ma (), ¥e(y))}

= [ Y@l -0 + e Auly) + mue( 608z~ )
vie [ Epamlo)(-0u(e - 1) = 58 [ EoTio) (00 - )

—0u(@) (710 + er" Ay (2) + e — i) a(2) + ST ()28

(169)

Finalmente, se determina para las variables fermidnicas conjugadas:

() =), e} = (Bu(a), [ PG () + 0 AT () + 1F¥ () Fis(w)}
+{0a(o), [ Eyle)-i70! + e A, 5) + mnetel)}
+ / y{a(z), A (y)I°(y)} + / dy{ta(x), A2 (y) (O7TT (y) — ie(mo(y)ve(y) + o (y)To(y)))}
4 [ E4a(o) D) @(0) + 3%} + [ o), () + ST w)
=ie / d*ya(y)ve(y){va (@), 7o (y)} — / &>y (y) {Wa (@), T (y)}
=ie / Y2 (y) () (—0ap8° (z — y)) — / &’y (y)(—0ap0° (x — y))

=ieAs (x)zzja (x) + 'ga(m)

(170)
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(o) (7o), Heh = (Rale), [ dy(GIF @I W) + 0 AT () + 1P () P}

#{ma(a), [ PG 0! + 1 A,(0) + o))
+ [ Eyra@ Mm@ W) + [ Eyira@), 2O () - ielmw)in) + huo)m(w)
+ [ Eyma@). D) @) + 5Re@)} + [ Eymao). (ml) + 5750w}

= [ @yl @), B} =70 + e A ) + ()
—ie [ @) () D)) + 528 [ Erlro), 5w

= [ (88— )70 + e A, ) + mnetely)
—ie [ @) (-85~ )mly) + 528 [ EY5u @~ 1)0s(w)

=~ (<O + 9 Au@) + actil@) + ieAa(@)Tu(x)  sAuT0(a)

(171)

14. Apéndice N: Decuccion de las relaciones () y (4.39) y

(4.41)

14.1. Demostracion de la Expresion (4.39)

Se consideran los vinculos de segunda clase:

7 -

ela =T + 5%%[3@ ~ 0
: (172)
(3

92(1 =Tq + §r}/2b¢b ~ 0.

y se calcula:

146



O10(2), ©14(u)} ={ma(2) + Sn(e)ofs aly) + STelu)r} = 0
20(2), ©20(u)} ={Ta(2) + 1% (2), Taly) + 395:00e(0)} = 0

[010(2), ©2a(y)} ={ma(@) + 50()8a Taly) + 5Bebe(y)}

1

1 - _
:ivgc{ﬂ-a(x% T/Jc(y)} + {¢b($)’ Trd(y)} Q’Yga
‘ . (173)
1 i
=2 8808 — ) + (a8 — 1)) 5
) 1
== 5729 = y) = 572, (@ ~ y)
= — ig,0° (x — )
{©24(2), O14(y)} = — i798° (z — ).
Entonces, la matriz de vinculos secundarios sera:
0 —iv, 0 —i(y)" | |
C(x,y)ap = o(r—y) = 6z —y). (174
—ir% 0 —in® 0

Para calcular la matriz inversa de C(x, /) se propone una matriz C~*(z, 3) que cumpla la siguiente
condicioén:
/d3zC(x, 2)C Nz, y) = 6(x — y)I, (175)

y pueda ser representada como siendo:

Cil( ) A1<$,y) AQ(w7y> (176)
T,Y) = .
Bl(xay) Bg(l',y)

Entonces, se determina que:
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0  —i(~07T Ay (z, Ay(z, o
/d3z o0 d(x — z) ew) A=) =i(z —y)
—i® 0 Bi(z,y) Ba(zy) 01
77)
0 —i(y")" Aiz,y)  Ax(z,y) 10
- =0(z —y)
—i® 0 Bi(z,y) Ba(x,y) 01

Para que la relacidn anterior se cumpla debe igualarse componente a componente, asi, se determina

que:

—i(y")"By(z,y) = 6*(x — y)
—iy" Ay (x, y) =6°(z — y)
(178)
—i(y")" Ba(x,y) =0

—in" Ay (2, ) =0.

De los resultados anteriores se puede concluir que Ba(x,y) = Aj(z,y) = 0. Ademds, multipli-

cando i(7°)7 por la izquierda a la primera expresién:

() By(,y) =i(°) 6% (x — y)

(179)
Bi(z,y) =i(°)"6*(z — y).
Por otro lado, multiplicando por i1 a la segunda relacién se tiene que:
Ag(w,y) =70 (2 — ). (180)

Finalmente la matriz C~! se puede escribir como:
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CHa,y) = 83z —y) (181)

14.2. Demostracion de las Expresiones (4.41)

Por la definicion de los corchetes de Dirac, ahora es posible considerar a los vinculos asociados a

las variables fermiénicas como siendo identidades, es decir que:

7 -
O14 =7q + 577[)1)7((7)(1 =0

‘ (182)
@20, =Tq + %’ngwb = Oa
se escoge como variables idependientes a los campos 1) y 1. Posteriormente se calcula:
{tha(2), ©15(y)} ={¥a(x), m(y) + %7/_)6(3/)7817} = {Ya(2), m(y)} = —0u0° (x — y)
{al®), 020(y)} ={Wa(w,1), Fo(y) + 570ete(y)} = 0
2 (183)

{0a(2), ©O10(0)} ={Fa(), m(y) + 50el)rs} =0

{Ya(2), O2(y)} ={a(=, 1), To(y) + %V&@bc(y)} = {tha(2), T(y)} = —0a0°(z — 1)

Se definen los corchetes de Dirac preliminares, a tiempos iguales entre dos variables dindmicas

A(Xx) y B(x) como siendo:

, g1
(A, 0). B 0Fp = (A@) B} - [ [ dudo{A@). 0} C (05c(0). BW))
(184)
Dado que 1, () tiene corchete de Poisson diferente de cero inicamente con ©1,, es posible con-

cluir lo que se indica a continuacién:
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{ba(@), 6o () V> ={tha(2), ()} — / / Bud v (o), 01 (W)} O (u,0){Oa(v), ()}

__ / / Pud®o{a(x), O10(u) }CH " {04(v), Un(v)}.

(185)

Teniendo en cuenta la matriz (4.39), se observa que el elemento no nulo de la primera fila es

Ot = iv°83(z — y) . Por lo tanto, el corchete de Dirac {1, (), 1, (y) ¥ p, sera:

W) in)p =~ [ [ dudolva@). 01} {0t ) 56)

=0. (187)

Se procede a calcular, el siguiente corchete de Dirac:

(Fa(@), B () V> ={Tal2), ()} — / / Pud v {Ta(x), Or(w)} O (1,0){O5a(v), Ty()}

__ / / Puddo{a(x), One(u)}CH " {04(v), hu(y)}.

(188)

Recordando que el elemento diferente de cero en la segunda fila es Cy;' = i(7°)76%(z — y), y

{4ba(),O15(y)} = 0, entonces, se determina que:

{tba(x),(y)}D = 0. (189)

Por tltimo se calcula el corchete de Dirac entre los campos v y 1):
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(ba(@), Bo () > ={tbal2), To()} — / / Bud v (o), Or(w)} O (u,0){0a(v), To()}

= — / /dSUdgv{wa<w)7 elc(u)}cic%il (’LL, U){GQd(U)a "&b(y)}

(190)

Reemplazando el elemento de matriz Ccld2_1, y los corchetes de Poisson correspondientes, se ob-

tiene que:

{ala), () D = — / / Pud® (608 ( — u)) (1708 (1 — 1)) (~80a6° (y — v)
=—i / / Budvd®(z — u)8 (u — v)8>(y — v) (191)

= — iy’ (z — y)

(@) 0> =) v} = [ [ dudoldu(@), ()4 (0,0){814(0). th(w)}
. / / Pud®o(— 8000 (x — 1)) (i79,0% (1 — v)) (—0pad®(y — )
— i, / / Bud*v8(z — )83 (u — v)6*(y — v)
= — %83 (z — ).

(192)

Con el fin de calcular los corchetes de Dirac preliminares entre los campos fermidnicos y los

campos bosdnicos, se determina los siguientes corchetes de Poisson:
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{4,(2), O1(y, 0} ={Au @), m(y) + 5Tl =0
{4,(2), Oy, )} ={Au ), To(y) + 3otelw)} = 0

: (193)
{I1#(2), Oy (. 1)) ={T1*(2), mo(y) + Se(y)r} = 0

{T(, , O (y, 1)} ={T1" (), W (y) + %Vgc¢c(y)} = 0.

Por ende, se deduce los siguientes corchetes de Dirac:

(Au(@), 5o(0) Y ={Ap (@), n(y)} — / / Pud®o{ Ay, O (W)} (4, 0){0a(v), (1)}
—0

(194)

(A4u(@), o) Vo ~(Aula) o)} — [ [ dPudo{4,,0:lw)}C (1,0){O5u(0). Do)
—0

(195)

(I (), () Yo =T (), ()} — / / Pud®o (T, 04, ()} (u, 0){0a(v), t(v)}
—0

(196)
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(I (), () Yo =T (), ()} — / / Pud®o (T, 04, ()} (u, 0){©,a(v), Bo(v)}
=0

197)

Entonces, se tiene que los corchetes consistentes con los vinculos ©° (i=1,2) asociados a las varia-

bles fermidnicas estan dados por las siguientes relaciones:

{Wa(z,t), Yp(y,t) YD =0
{tha(,1), Yu(y, )Y =0
{Val@,t), ¥p(y, ) = — i7%0%(x — y)
{Pa(@, 1), Vp(y, 1) YD = — in06° (x — y)
(198)
{Au(z, 1), vu(y,t)}p =0
{Au(z,t), ¥s(y,t) YD =0

{H‘M(LE, t)v wb(yv t) }b =0

{HM($> t)v &b(ya t)}b =0.

15. Apéndice O: Demostracion de (4.44) y (4.46)

15.1. Demostracion de la matriz dada por (4.44)

Se considera el conjunto de vinculos
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¢1 =P =T1%(z) ~ 0

¢2 :(1)2 = azacHz(:L,) - Z.6(7"—cﬂl)a + QZ)aﬁ-a) = aZsz(x) - e(q}[jbfygaqﬁa)

(199)
¢3 =x1 = OFII'(z) + 07 OF Ao(2) =~ 0
b1 =x2 = O A'(x) = 0,
Donde ¢ se reescribié usando las siguientes relaciones:
i
Tq = — §¢b7£a
(200)

3
Taq = — 5’725%-

Usando los corchetes de Dirac preliminares determinados anteriormente se procede a realizar el

calculo de los siguientes corchetes:

{¢1,61Yp ={11°(2),1°(y)}p = 0 201)
{01, 2)p ={I1°(2), 0/ T'(y) — e(Pp7pq%a) YD =0 (202)
{1, ¢3}D ={I1°(z), OYIT (y) + 8¢ 0 Ao (y) YD = —07 07 6% (z — y) (203)
{61, aYp ={11°(2), 0] A'(y)Yp = 0 (204)
{92, ¢1YD ={0] 11" (z) — ey (2)7pyvba(2), I°(y) Y = 0 (205)
{$2,$2YD ={07 T (2) — ey (@)1p, vba (@), ILTT* (y) — ede(Y)vegva(y)y D (206)
={edn(@)Vpata (@), et (Y)V2qta(y) YD (207)
=eethe(Y)1 {0 ()00 ta (@), Ya(¥) YD + ce{th (2) Vg Pa (@), Ye () DY o4 ta(y) (208)
= — eePe(Y) 1o VoaVa () {0 (2), Ya(y) YD + eety()Voy {¥a (@), Ye(y) YD 0g%a(y) (209)
=ieede (Y)Y V9 Voa Ve (2)8° (& — y) — ieets (2) 15, VoV atba(y)6 (z — y) (210)
=0 211
{62, ¢3YD ={07 1T (2) — e(Pp (@) 15y va(®)), OYTT (y) + 07 0} Ao(y) YD = 0 212)

{62, 04D ={0F 1" () — (P (2) e a(2)), LA™ (y)YD = —OF OY{IT' (), Ar(y)Yp = 6707 6% ( —y)  (213)
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= 0: 978w —) C14)

{93, 93} D ={07 I (2) + 07 87 Ao(x), 8TV (y) + 8787 Ao (y)}Yp = 0 (215)
{64,904} D ={0F A'(x), 04 A" (y)}p = 0 (216)
{¢3, 6a¥p ={OF II'(x) + 07 O} Ao (), Oy A% (y)}p @17)
=— 07 op{Il" (x), Ax(v) YD 218)

= — 07O (—6},6%(x — v)) (219)

=— 07078 (z —y) (220)

221)

Entonces, la matriz de los vinculos secundarios sera:

0 0 0 -0
C(z,y) = o(z —y). (222)

orer 0 0 —orop

0 0%0r 0208 0

La matriz inversa de C'(z, y) se calcula considerando una matriz que se pueda expresar como:

Al(xvy) A2(:E7y) Ag(l‘,y) A4($7y)

1 Bl(xay) B2(£7y) B3($7y) B4(:L‘ay)
C™ (z,y) = : (223)

Cl(xay) 02(x’y) C3(£7y) 04(55,3/)

Dl(fl?,y) DQ(JU,Z/) Dg(.T,y) D4($7y)

y cumpla la siguiente condicién:

/d3zC'(x, 2)C7 Nz, y) = 6(x —y)I. (224)

entonces

155



0 0 -9y o7 0 A1(z,y)

0 0 0 —o7af Bi(z,y

/d?’z v S(x — 2) )
oF dF 0 0 —FoF C1(z,9)

0 a7 oF a7 oy 0 Di(z,y)

0 0 —oFoF 0 Ai(z,y)

0 0 0 —or oy Bi(z,y)

a7 oy 0 0 —or oy Ci(z,y)

0 a7 of a7 of 0 Di(z,y)

Aaz(z,y)
Ba(z,y)
Ca(z,y)

D3 (z,y)

Az (z,y)
Ba(z,y)
Ca(z,y)

Da(z,y)

Az(z,9)
B3 (y, 2)
C3(z,9)
D3(z,v)
As(z,y)
B3 (=, 2)
Cs(z,y)

D3(z,y)

Aq(z,y)
Ba(z, )
Ca(z,9)

Dy(z,y)

Ag(z,y)
Ba(z,y)
Cy(z,y)

Dy(=,y)

Igualando componente a componente se puede determinar lo siguiente:

— 80 Ci(,y) = 8z —y)

— 0707 Coy(z,y) =0

— 0707 C3(x,y) =0

— 0707 Cy(x,y) = 0.

Por ende, las componentes Cy, = C'5 = Cy = 0. Por otro lado, se tiene que:

azxafDl(zvy) =0

07 0F Da(z,y) = —0°(z —y)

070 D3(z,y) =0

0707 Dy(z,y) =0,

1 0 0
0 1 0
=5(z —y)
0 0 1
0 0 0
1 0 0
0 1 0
=5z — )
0 0 1
0 0 0
(225)
(226)
(227)

De donde se concluye que D1 = D3 = D4 = 0. Finalmente se tienen las siguientes condiciones:
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07 0F A1 (x,y) — 070 Di(x,y) =0

07 0 Aa(x,y) — 9707 Da(x, y) =0

(228)
07 0f As(w,y) — 070 D3(x, y) =6(x — y)
07 0F Aa(, y) — 07 0 Da(,y) =0
07 0 B1(x,y) + 07 07 C1(z,y) =0
97 0 Ba(,y) + 07 07 Ca(,y) =0
(229)

070 By(x,y) + 0707 C3(x,y) =0

97 0 Ba(, y) + 07 0; Ca(,y) =6(x — y),

De las cuales es posible afirmar que A1 = As = By = Bs = 0 . Adicionalmente resultan las

siguientes ecuaciones diferenciales para las componentes restantes:

07 0F Az(x,y) =0(x — y)
OFOF Ag(z,y) =070 Da(z,y) = —6°(x — y)

(230)
OF0F By(x,y) = — 0707 Cr(w,y) = 8°(z — )

070 Ba(z,y) =6°(z — y)

Haciendo uso de las funciones de Green se puede determinar que la operacién inversa del Lapla-

ciano aplicada a una funcién p(x) esta dada por:

—2 —_i MZJ*
V) =~ [ L, @31)
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aplicando el resultado anterior a la funcién delta de Dirac se tiene que:

_ 1 [d(z—Yy) 1 1
25/ _w) — _ & 3,_ _ *
Vol =) 47 |x—z|dz A | x—y |

Entonces, se concluye que:

A3(:E7y) = —Ag(l‘,y) = Bl(l'vy) = B4($7y) = _Cl(xvy) = _D2(m7y) =

Finalmente, reemplazando los valores obtenidos se demuestra que:

0 1 -1 0

10 0 -1, 4
CH(z,y) = ey p—

1 0 0 O

0 1 0 O

15.2. Demostracion Corchetes de Dirac dados por (4.46)

(232)
1
Armlr -yl
(233)
(234)

Se definen los corchetes de Dirac entre dos variables dindmicas A(z) y B(y) a tiempos iguales

como:

{A(z), By)}p = {A(x), By)Yp - / / Pud*o{A(z), 6 (u) Yo O (u, v){60(v), Bu) Yp.

Y considerando los vinculos (3.38), se calcula:

{Au(@),01(1)YD ={Au(2), 1°(y)Yp = 6,6%(z — v)
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{Au(@), b2(1) YD ={Au(x), 0YTI (y) — e(VpVoua) YD = 0Y {Au(x), IT (y) Y = 6,078 (x — y) = —6.,076%(x — y)

(237)

{Au(®), 83(y) YD ={Au(2), YTV (y) + 0Y0Y Ao (y)Y D (238)
=07 {Au(2), T (y)Yp (239)

=0Y(6),6%(z — y)) (240)

=—58,076%(x —y) (241)

{Au(@), pa(W)YD ={Ap(2), 8y A'(y)}p =0 42)
{I1"(2), 1(y) Y ={11"(2),11°(y)}Yp = 0 (243)
{11 (), 62(9) Yo ={11*(x), 0/ TI'(y) — e(bp7pata) YD = 0 (244)
{I1"(2), ¢3(y)Yp ={11"(2), Y1 (y) + 8797 Ao(y) YD (245)
=0YoY{11" (), Ao(y) Y (246)

=079 (—8)6%(z — y)) (247

=—06Y07076°(x —y) (248)

{I1"(2), ¢4 (y) Y ={11"(2), 0} A’ (y) YD = —0/ {II" (), Ai(y)Yp = 6]'0}8°(x —y) = —6/'078° (x — y) (249)

Si se escoge como grados de libertad A;(x), I/ (y) donde 4,7 = 1, 2,, entonces se cumple lo que

se indica a continuacion:

{Ai(2), ¢1(y)}p =0
(250)

{I'(2), ¢3(y)}p =0

Por lo tanto, los corchetes de Dirac fundamentales estardn dados por:
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{4:(2), A ()} p ={Ai(), 4;(0)}p — / / Pudbo{Ai(), 6:(u) Yo Ot (u, v){65(v), A; (1)}
- / / Pud®o{Ai(x), 6a(u)YpC3t (u, 0) {65(0), A; (1)

- [ [ @t oiae), outa) oy (w0} 65(0), A0}

(251)

Debido a que en la segunda, y en la tercera fila las componentes diferentes de cero son Cy;!, Cy)!
y 03_11, y el momento canénico solo posee corchete de Dirac preliminar no nulo con ¢2 y ¢2, se

concluye que:

{Ai(z), Aj(y)}p =0 (252)

Haciendo un analisis similar al realizado anteriormente, es posible determinar lo siguiente:

{11 (@), 1) o =) W)Y — | [ dudo{T(0),01(0) o (. 0) (6500, 1) i
—— [ [ dudo{1r @), 61 ) o O )05 (0,17 ) o
=0

(253)

Finalmente, el corchete de Dirac entre el campo A,,, y el momento canénico II* estd dado por:
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(@) V) ~{Aio) W)Yo~ [ [ dPud®o{ o). 6(a) VO, 0){050). T )
~(A@) W)Yo~ [ [ dudo{a), 2w} oC5) (0050, T )
= [ [ o). ss o0 005 (0). W ) o
~(A @ )~ | [ dudo{4,(0), 62(0))pCol . 0){61(0). I W)Y
=670%(x — / / Bud3v(—0F 83 (x — u))(—

_5J53(JJ— ) axay 1

Y AT e — )

)(075%(y —v))

47r |u V|

(254)

{11 (@), 450} =0 430}~ [ [ dPud®u{I @), 610) VO, 0){05 0. Ai0)
(0@, A1) — | [ dud oI (@), 0w} o O 0,0){05(0), A0

= [ [ o). su ol oo 0), A0}
(1T (@), Ao — [ [ dPud*o{IT (), 610 o O (0,0} {02(0), 41 )i

— _ i $3 o 3 3 x $3 . y3 o
656 (x //dud —070°(x u))(4ﬂ_|u |)(8]5(y v))
1
__ Sis3 (.. z Y
= —06;6°(x )+818j4 Py

(255)

Por lo tanto, se concluye que los corchetes fundamentales de Dirac para las variables bosonicas en

el gauge de radiacion estan dados por:
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{Ai(@), A;(y)}p =0

{IT'(2), TP (y)} p =0

1 ] (256)
: J =883z — y) — 8%9Y —
{Az(.T),H (y)}D 5z5 (.T} y) 9; aj AT |z — |

' , 11
i , - S5is3 (e — oY — ——
(@), 4;W)}p = = 5;8°(x = y) + 00} T

Para determinar los corchetes de Dirac finales asociados a los campos fermidnicos es necesario

calcular los siguientes corchetes:

{ta(@), 1(y) YD ={ta(x), I°(y)}p = 0 (257)
{Ya(®), d2(y) YD ={vha(x), /T (y) — e(Pp(y)7bet0e(v)) YD (258)
= — e{va(), Yu(y) Yrbetbe () (259)

= — e(—im0*(x — y))etbe(y) (260)
=ieSactpe(x)8% (z — y) (261)

=ietq(2)8°(x — y) (262)

{0, 63(y) Y ={¥a(x), OTF (y) + 0Y0Y Ao(y) Y = 0 (263)
{0, 11} ={ta(2), 07 A'(y)}p = 0 (264)
{a(@), o1(y) YD ={ta(x), I°(y)}p = 0 (265)
{Pa(2), 2(y) YD ={dha(@), O/ (y) — e(¥p(y)1betbe(v)) YD (266)
=etn(y)be{va (@), Ye(y) YD (267)
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=ey(Y) Ve (—i79:0° (x — ) (268)

= — ety (2)0pad° (z — y) (269)
= —iea(2)0° (x — y) (270)
{a(x), 63(y)}D ={va(x), 01V (y) + 0707 Ao(y)}p = 0 271)
{¢a(2), p4(y) YD ={ba(2), 0T A'(y)}p = 0. (272)

Ahora, es posible definir los corchetes de Dirac entre las variables fermidnicas como siendo:

{a(@), Go(0)}p ={tba(z), ¥r(0) YD — / / Pudv{ta(), 6:(u)DC5 (u, 0){65(0), u(v) Yo
- / / Budo {0 (x), d2(u) Yo Ci (u, v) {d2(0), v () Yo

(273)

{Ba(@), Bo(0)}p ={Ba(z), Do) Yo — / / Pudv{ (), 6:(u)DC5 (u, 0){65(0), 5o(v) Yo
_ / / Budo {4 (x), d2(u) o Ci (u, v) {62 (0), D) Yo

(274)

{a(@), Go(0)}p ={tba(z), Do) Yo — / / Pudv{ta(), 6:(w)oC (4, 0){65(0), Bu(») Yo
—idla =)~ [ [ dudo{ale). o2 ¥oCs (.0 {62(0), o)

= — iy’ (z —y)
275)
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(@) 50} p =) bW — [ [ dudo(inla), 6 ¥oC3 (w0} (65(0), 1)
——irfuba— ) = [ [ dPudoldu(o), 62(w)YoC3 (w0 {2(0), ()}

= i7£a53($ - y)
(276)

Finalmente, se calculan los corchetes de Dirac entre los campos fermidnicos v4,%, y los campos

bosénicos A, II*. Los cuales se derivan a partir del siguiente calculo:

{Ya(@), i)} ={a(z), Ai(y) Yo — / / Bud*o{a(x), é1 (1) Yo O (u, v){én(v), Ai(y)}D
_—//d3ud3v{¢a(x),qﬁg(u)}'DCg_ll(U,U){¢1(U):Ai(y)}b
_ / / Pud®o{ta(@), $2(u)YpCoit (u, v){¢a(v), Ai() Yo

=0

(277)

(ala), As) o = (Bula), Ai)Yo — [ [ ol on@}pCy (w0 {n(0), Ao
T / / Pud®o{tha(x), $2(u)YpCof (u, v){da(v), Ai(y) YD
—//d?’ud?’v{wa(x),qﬁg(u)}bcgll(uyU){¢4(U)7Ai(y)}b

=0

(278)
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{ta(@) TE(y)} 0 ={t6u (@), Ai(y) Yo — / / dPudo{ta(@), ou(w)YpCi (u, v){1(0), I () Yo
- / / d*ud’v{ta(2), ¢2(w) YD C3y' (u, v){ba(v), I (y)} 1

//d?’“dg (ietpa(2)0° (2 — u))(— L@ v))

47‘(’ lu — v
—ze—wa ay//ddudd

%()

5‘5 (z —u)d3(y — v)

!fﬂ —yl
(279)

{Ba(2), TE(y) ko ={u(x), TF () Y — / / Pudv (), o (u) Yo C; (u, v){1(0), TE ()}
- / / Pudv{ta(x), d2(u) YpCiit (u, v){04(0), T (1) Y

== [ [ vt otmieu @)@ - ) s
:_267% 8y//d3ud3 —u)d(y —v)

)(076°(y — v))

_Ze ¢CL( ) ’|x—y\

(280)

Entonces, en el gauge de radiacion para las variables independientes escogidas se obtienen los

siguientes corchetes fundamentales:

{¥a(x), u(y)}p =0 (281)
{ta(), ¥s(y)}p =0 (282)
{va(2), Pp(y)} D = — ingyd° (x — y) (283)

165



{tha(®), ()} D = — ivpa0° (x — y){Ai(2), A;(y)}p = 0 (284)

{I'(2), I (y)} p =0 (285)
{Ai(2), TV (y)}p =016%(x — y) — 070" 417T r i " (286)
{IT'(x), Aj(y)}p = — ;6% (x — y) + 8;’”8;’41 " i . (287)
{a(2),1T'(y)}p = wa( 9 ! . (288)
(0ula) T )} ieg ()0 T (289)
{¢a(), Ai(y)}p =0 (290)
{tha(), Ai(y)}p =0 (291)

16. Apéndice P: Evolucion Temporal de los Campos en el

Gauge de Radiacion

Considerando al Hamiltoniano de la teoria:

H = [ @U@ @) + 3@ Fale) + =70+ ey Ayt mhies), (292

y los resultados obtenidos en (3.46), se puede calcular la evolucién temporal de las variables inde-

pendientes escogidas A;(z), II(y) (i,j = 1,2), y de las variables fermidnicas 1),, ¢,. Entonces:
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. _ _ 3 15 i 1 ki T i oy 3
ta(z,t) ={Ya(z,t), H}p = /d y{%(ﬂﬂ),(gﬂ (I (y) + EF (W) Fri(y) + p () (=iv" 0] + ev" Ay + m)pevve(y))} D

= [ @I @) (e @) T @b + [ @*5(ba (@), o) (=90 + e Ay + mpebe)) b

1

= /d%ﬂ%y)(—ieﬁwa(ma? )+ [Py {wa (@), B} (—iv'0 + ex Ay + m)yetely)

le =yl
2 ; 1 1 : i
= [ @t e va @) ———) + [ @ u(=iv28% @ = (=7 DY + er Ay + mpete(v)
p 47 |z — y| .

1

1 - . 1 . .
——ieva(e) @0} (T () ———) = —icva(e) [ @ty OV (y) — inly (~i7' O] + €1 Au(@) + m)pete()
4m |z —yl" 4Am . lz =yl

1 : i 1
——ieva(a) [ d*yol (T (y)

1 4 1 .
)+ ;iewa(z) /ddyﬁ(afaon(y)) - iﬁgb(*’i"/%’f + ey Au (@) + m)petbe(x)

|x

1 E
)+ —ieva(a) [ dPyoY (9 (

|z —yl
1 1

|z —yl

Aow)) — ieva(e) [ dyaoworol ——

_ 1 3. oY i
,rwwz)/d 0¥ (IT* () lz — vl

™ |z —yl

— 0y (i7" 0F + ev* A (@) + m)pete ()

1 1

! A0w)) = —ieva(@) [ dyAo(w)(—ns* @ — 1)

——ieva(e) [ @50} (T'(y)

1

) .
)+ —ieva(@) [ a0 (9} (

|z —yl |z — vyl

— 70y (i7" 0F + ev" A (@) + m)petbe(®)
(293)

Los primeros dos términos puedes ser despreciados haciendo uso de la ley de Gauss y teniendo en

cuenta la propiedad asintédtica de los campos. Por ende, La evolucién temporal del campo v, sera:

a(,t) = iepa(a) Ao(x) — ingy(—iv'OF + ey Au(@) + m)oetpe(x) (294

Ahora, para el campo fermionico ¢, (x,t):
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(e, t) ={Ba(e, ), Hyp = [ dy{iu(@), (GG ) + 5 F¥ @) Fuaw) + Fo(@)(~07'0) + 3% Ay + m)actie (1)}

:/d3yHi(y){15a($)7 I (y)}p +/d3y{7/7a($),¢3b(y)(—ivi8§’ + ev* Ap + m)petbe (W)} D

= [ e du@or ) = [ @) (—ir0Y + 9% Ay e () v ) o

; 1 - 1 _ )
- / Il (y) (e~ va (2)0) ) - / Py () (—i7 0 + e Ay + m)pe(—i7%,0% (@ — y))
m lz -yl
— el [ Buay i )d 1 1 3 1 YT 0 3,10h . _igT
= 7,(54:7_r /d yc'?i (H (y)lﬁa(x) |x — y|) +2647r¢a(55)/d y‘x — y|ai 11 (y) + 1Yeq /d ywb(y)(zy 81

+ eyt AL+ m)bcég’(x —y)

1 . 1 - 1 . n - 1T
) e e @) [ Y (@01 Aow) + ()70 + e Ay e

1 . . —
. / Ay (IT (y) fa ()
1

I S L RN Ty .
= ze4ﬂ_ /d yO; (" (y)Ya(=) lz —

) = e u@) [ Y00} (——Ao(w) + iep=i(e) [ PyAow)o} oY —

lz -yl e -yl

+ 1Yea s () (17 OF + ey Ay + m)pe.
(295)

Nuevamente haciendo uso del teorema de Gauss se pueden despreciar los dos primeros términos,

por lo tanto, la evolucién temporal de v, se puede escribir como siendo:

1 - - .
Pa(@,t) = = ie—a () / d*yAo(y)(—4m6" (z = y)) + Ve (@) (707 + ey Ay +m)beVea

™ (296)
= —ietha(2) Ao(2) + ¥y (@) (7' OF + ey Ay + m)pcVea

Por ultimo, se calcula la evolucién de las variables bosénicas. Entonces, para el campo A;:

Aio) ={Ai(), 1) p = [ Ey{Ai), GIVWIF W) + TPl W) + T0) (=70 + e A ) + mhsctre)} o

j j j , 11
= [ @A) 0 () = [ a0 (618w — ) - 570 4 o)
i T 3 J Yy 1 1
=II"(z) — 6f | d°yII (y)aj in Iz — 9|
_Hi T 3,,9Y (TTJ 1 1 T 3, 9YT17J 1 1
=I"(z) — 0f | d°yo (I (y) )+ 0F [ d*yo¥Tl (y)
47 |z — y| 4r |z — |

—IT' ()
297)

Igualmente para el momento IT%:

11 (z) ={1l"(z), H}p = /dSy{Hi(r), (%Hj (TP (y) + isz(y)F“ () + () (=i Y + e7 Aj(y) + m)pete(y))}Ip
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= [ g PR @), Fa)o — [ dyin AT @), 500 vew) o
e [ @yl @), AR bW o + [ Eym{IT @) B )
= [ g PR @), 00 A ) ~ 9 Ar@)} o — [ dPyind AT (@), ()} 00 b ()
~ [ E i B )OI @), vew o + ¢ [ Al @), 4,0} pTu)be(w) + ¢ [ Py AT @), 5y (w) D)

+e/d3ij(y)1Eb(y)vic{H"(w),wc(y)}n +/dgym{ni(z)»i’b(y)}leb(y)+/dSymlz)b(y){Hi(x)awb(y)}D

1 . 11
:/d3y5F“(y)8g(—5;53(:¢ — )+ 0rOY )

1 , 11
5! ) — /dBykal(y)a}'(—algaff(x —y) + 0707
Ar |z —y| 2

FRar |y

; 1
b [ 58 ) + 070 - e w)
AT L - 1 1
—/dgywic(zeEwb(y)ai ‘x_yl)aﬁwc(y) —/d3ywicwb(y)5§-’(—zeﬂwc(y)@ |$—y‘)
; 1 - 1 — ; 1 1
e d?’ij<y)vgc<ie—wb<y>afﬁ)wc<y) b [ d A @R WA, (e e )

+ [ dymlie - 0u)oF —— )y / @y () (~ie Y ()OF )

ER
= - el (@hiobe(e) + e / 40} (67

|z —yl

. |1/3b(y)vicwc(y))

1 1 . ;
— —e [ d®yo¢ oY Jeve /d3 o7 -
47re/ Y b (U)o e(y) — ey p—

=D ()10 e ()

1 o
+eg/d3yvicwb(y)8f

1 1
Ovely) — eq- [ A0 Gty D)o )

1
|z —yl |z

1 3.,9Y ) J T
oo [ EvoL W)

1 1
e / d*yA; (W) Po()O7 Ybe (y)

o

|z —yl
1 _

) ier [ dymbyuinwor

|

_ 1 1
—iee/d3ij (y)wb(y)’ygc(gwc(y)af

|z — yl

|z — yl

o1 3 7 T
e [ Eumiby v wor

Simplificando el resultado anterior, y usando el teorema de gauss asi como la propiedad asintética

de los campos, se determina que:

IT(2) = O F¥(2) — ety (@)rieiela) (298)

sectionApéndice C6: Demostracion de (4.57) y (4.60)

16.1. Demostracion de la Matriz dada Por (4.57)

Se considera el conjunto de vinculos:
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¢ =01 =11"2) =~ 0
¢z = Dy = I (x) — e(Ypypgtha) < 0
¢3=x1=A3(x) =0

¢4 = x2 = II*(z) + 9§ Ag(z) ~ 0,

y se calcula los siguientes corchetes de Poisson:

{¢1,03)D = {T1°(2), A3(y)}D =0

{01, 0a}p = {I°(2), 11 (y) + 0§ Ao (1) Y0 = {11 (), Ao(y)} = —8]6(z — y) = 056(x — v)

(299)

{02,93YD = {07 1" (2) — (Vs (2)1pa¥a(2)), As(y) YD = O {II' (), As(y)}p = —07 538°(z — y) = —056°(z — )

{2, pa}D = {07 () — e(1hy () Vo Ya(x)), T (y) + Y Ao (y)}D = 0
{¢3,¢3}D = {As(x), A3(y)}p =0
{4, ¢aYD = {13 (2) + 0% Ao(2), 1P (y) + 8% Ao(y) YD = 0

{93,04YD = {As(2), I () + 05 Ao (1) YD = {As(2), I’ ()} = §*(z —y)

(300)

Entonces, la matriz formada por los corchetes de Poisson entre los vinculos de segunda clase sera:

0 0 0 0583(x — y)
0 0 —0%83(x — y) 0
Clz,y) =
0 ~056°(x — y) 0 5 (x — y)
056°(z — y) 0 —0%(z —y) 0

Para calcular la matriz inversa de C'(x, y) se propone que:
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de manera que se cumpla:

Al(.’L‘,y) AQ(x7y) A3("I}7y)
Bl(xay) Bg(l’,y) B3($7y)
Ci(z,y) Ca(z,y) Cs(z,y)

Dl(l'ay) DQ(:‘U’ y) Dg(l‘,y)

A4(1‘, y)
B4(.%', y)
04(.%', y)

D4(l’,y)

/d3zC(x, 2)C7 N (z,y) = 83 (z —y)I.

Entonces, para el gauge Axial se tiene que:

0 0 0 o2 Ai(z,y)  Az(zy)
0 0 =8 0 Bi(z,y) Ba(zy)
/d3z 3 83 (z — 2)
0o -9 0 1 Ci(zy)  Ca(zy)
% 0 -1 0 Di(z,y)  Da(zy)
0 0 0 & Ai(z,y)  Ax(z,y)
0 0 -98 0 Bi(z,y) Ba(z,y)
0 -3 0 1 Ci(z,y) Calz,y)
% 0 -1 0 Di(z,y) Da(x,y)

As(z,y)
Bs(y, 2)
Cs(z,9)
D3(z,y)
Az(z,y)
Bs(z, z)
Cs(=,y)

D3(:E,y)

A4(z,y)
B4(z,y)
C4(z7y)

D4(27 y)

A4(a:,y)
B4(ac,y)
Ca(z,y)

D4((E, y)

De la expresion anterior pueden ser determinadas las siguientes relaciones:

05 D1(x,y) = 6°(z — y)

93D (x,y) =0
a%ng(fL’,y) =0

8§D4($, y) = 07
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=6%(z —y)

=6%(z —y)

(302)

(303)

(304)

(305)




De donde se observa que las componentes Dy = D3 = D4 = 0. De igual manera se establece

que:

—05C1(z,y) =0
— 95Cs(2,y) = 8*(z —y)

(306)
- 8%03(.%,:[/) =0

— 03Cy(z,y) =0,

entonces, C1 = C3 = Cy = 0. Finalmente, se tiene las igualdades expresadas a continuacién:

_8§Bl(xay) +D1($,y) =0— 839,631(37711/) - Dl(xay)

— 03 Ba(z,y) + Da(z,y) =0 — —03Ba(z,y) =0

(307)
— 0§ Bs(x,y) + D3(x,y) = 0°(x —y) = —05 Bs(x,y) = 6°(z — y)
— 03 By(x,y) + Da(z,y) = 0 — —05 Ba(,y)
8§A1(§C,y) - Cl(x7y) =0— 8§A1($,y) =0
8§A2($ay) - 02(x7y) =0— 853142(1‘7?/) = 02(x)y)
(308)

03 As(x,y) — C3(x,y) = 05 As(x,y) =0

05 Aa(w,y) — Calw,y) = 8*(x —y) = B Au(z,y) = 8(x — y),

las cuales permiten identificar que B = By = 0, Ay = Az = 0. Adicionalmente para las

componentes restantes de C~!(x, 3) se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales:
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05 D1 (w,y) =6°(x — y)

05 Ay(,y) =0%(z — y)
—05Cy(x,y) =6%(z — y)
—05 Bs(x,y) =0%(z — y)

95 Bi(z,y) =D1(z,y)

a%:AQ(xa y) :Cg(l',y)

Si se deriva las ultimas dos relaciones respecto a > se tiene que:

0505 B1(v,y) = 0§ D1 (z,y) = 6*(x — y)

0505 As(x,y) = 05Cs(x,y) = —6°(x — y).

Es posible observar que las componentes Dy (z,y) = A4(z,y) = —Ca(z,y) =
As(x,y) = —Bi(x,y). Teniendo en cuenta que se cumple que:
dlz|
dr (z)
de(x)
——= =20
) —a5(a),

(309)

(310)

—Bg(.’E, y) y

(311)

(312)

donde |z| es la funcién valor absoluto, y €(x) representa a la funcién signo algebraico de x, se

puede concluir lo siguiente:
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1
Az(z,y) = =Bi(z,y) = gz, y) = 50(21 — y1)d(22 — ya)|23 — ys]

Di(z,y) = Aa(z,y) = —Ca2(z,y) = —Bs(z,y) = f(v,y) = %5(1‘1 —y1)d(z2 — y2)e(w3 — y3),

(313)
donde las funciones f(z,y) y g(x,y) cumplen que:
0505 g(x,y) = 05 f (x,y) =0°(z — y)
(314)
gz, y) =f(,y).
Finalmente, la matriz C~! se puede representar como siendo:
0 —g(z,9) 0 f(z.y)
. gle,y) 0 —flzy) O
C™ (z,y) = (315)
0 —f(z,y) 0 0
f(z,y) 0 0 0

Obteniendo como resultado (4.57) .
16.2. Demostracion de los corchetes fundamentales de Dirac (4.60)

Para obtener los corchetes de Dirac de la teoria en el gauge axial se calcula:
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{Au(2),01(y)Yp ={Au(2), 1%(y)Yp = 6,6°(x — y)

{Au(@), 62(9)Yp ={Au(@), 0TI (y) — e(p(Y)1a¥a (W)Y D = 6,0/6° (z — y) = =6,076° (z — y)

{Au(z), 93(y)}p ={Au(2), As(y)} =0

{Au(2), 04(¥) YD ={Au(2), T (y) + 9§ Ao (v) Y = {Au(2), 1 (y) D = 6,0°(x — y)

{I"(2), 1 (y) Yo ={1"(2), 11°(y)}p = 0

{1 (), d2(y) Yo ={11"(x), O/IT' () — ey (y)Vpata(y)) YD = 0

{I1"(2), ¢3(y) Y ={I"(2), A3(y)Yp = —050°(x — y)

{11 (2), ¢a(y) Yo ={11"(2), 1T (y) + 0§ Ao(y) Y = O {I1*(2), Ao ()Y = —04050°(z — y) = 65056°( — y).

(316)

Entonces, los corchetes de Dirac de la teoria seran:

{A4(2), A0 )}p ={Au@) Au@Yo ~ [ [ dud®o{4,(@), 610} o5 (0, 0)102(0), AV
- [ [ o), oY Cil w v ioa). Ao
- [ [ udotane), eaw)oCa (w0 {1 0). Au0))o
- [ [ i), eaw¥Ci w v)ien ). Ao
=~ [ [ o658 @ — ) (~(u,0)) 008w — ) — [ [ dPud (558w ) (Fla,0)) (~525%(y )
= [ [ udot-5,075% @~ w)au ) (-85 — ) - [ [ dPudu(5}5% (@~ w)((u,0)) (0985w ~ )
—506% o / / Budo63 (1 — u)g(u, v)6*(y — v) + 5063 //d3ud3v63(m — W) f(u, )53 (y — v)
— 505807 / / Bud®v6 (@ — u)g(u, v)5(y — v) + 6369 //d3ud3v53(:c — W) f(w, )53 (y — v)
=6064,0¢9(w,y) + 6,60 f (x,y) — 6061,07 g(, y) + 6560 f (z,v)

=(6084,07 —606,07)g(w,y) + (6,67 + 6,80) f (. ),

vou
317)
Recordando que 8Yg(z,y) = —0¥g(x,y),
{Au(2), Ao(y)}p = —(8,60,07 + 636,07 )g(, y) + (5,07 + 6,80) f (). (318)
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Para los momentos se tiene que:

{1# (%), II°(y) } p ={11*(2), 11" (y)}D —//d3ud3v{l'[“( ), o (w) YD Cg ) (u, v) {0 (v), I (1) } D
= [ [ Bt om @), 6a (Yo O3, ()60 (0). 17 W)Y

X 319)

- [ [ dudtotin @), sl w0} {00 1 0)o

=0

Por otro lado, los corchetes entre los pares canénicos:

AW I )b ={Au@) W)Yo ~ [ [ dud®o{4, (@), 610} o (0, 0)104(0). 1" W)Y
- / / dPud®v{ Ay (@), 62()Yp Oz (u,0) {5 (0), IV (1)}
=58 —9) — [ [ d*ud® ol (e), 61 () Cr () {040 1 (1)
- / / dPud®v{ Au(2), 62()Yp Oz (u,0) {5 (0), T (1)}
=5:8%@ — )~ [ [ dud®u(E25* @ — W) ) (35045 — v)
= [ [ Pudo-5,075% @ — w)(~ ) 058w ~ )
=616%(x — )+50608y//d3ud3v5(x —u) f(u,v)6%(y — v) — 8557, 8“”//d3ud3v63 (z —u) f(u,v)8%(y —v)
—528(z — y) + 6063 04 f (@) — 63 6L0 f ()

=618(x —y) — 60,6505 f(x,y) — 656,07 f(x,y)
(320)

Como 93 f(z,y) = =04 f(z,y) = d(z — y)

{Au(@), I1°(y)}p =6,0(z — y) — 6,050 (z — ) — 056,07 f(x,y) a1

=(8; — 0,00)8(x — y) — 656,07 f (w,y)

Por ultimo:
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(@), A} =1V (@), Ao — [ [ dPudo{11(2), 60 (YO} (0,060 (), A0 w)

{1 (@), A ()} — [ [ dudo{11¥ (@), ()b C3,! (1,020 (0), Au(0)
- [ [ dudtotin @), oaYnCy,) . 0){80(0). A )}

{1 @), Au ()} — [ [ dPudo{11¥ @), 6a() O3 (1, 0){2(0). Au (1))
- [ [ dud ot @), aYpCs! (w0 {o1 ). Au0)o
= 858w — )~ [ [ Pud (=58 ) (~Fu,0)) (508 — ) (322)
= [ [ dudols 055 @ — w0 (0085w — )
=— 183z —y 76”616y//d3ud3v63 (& — u)f(u,v)6(y —v)
+5g§88§//d3ud3v63(z—u)f(u,v)§3(y—v)

=— 048 (x —y) — 856,0! f(z,y) + 6, 6005 f(x,y)

= — (6 — 8500)8° (¢ — y) + 656,07 f(x,y)

Se elige como grados de libertad a A;, IT* donde i = 1, 2, entonces los corchetes de Dirac serdn:

{Ai(2), 4;(y)}p ={II'(2), I (y)}p = 0

{IT'(z), A;(y)}p = — 6i0%(z — y) (323)

{Ai(), TV (y)}p =6]8%( — y)

Se calculan los siguientes corchetes de Dirac:

{ta, $1(y) YD ={ta(2), 1°(y)}p = 0 (324)
{tha(@), 2() YD ={ta(2), 0T (y) — e(v (1) Wetbe(¥) I D (325)
= = e{ta(@), o(1) Y DYocte(y) (326)

= — (=g (x — y)betre(y) (327)
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—iebacte(2)0 (z — ) (328)

=ietq(2)8°(z — y) (329)

{ta, #3(¥) Y ={ha(2), A3(y)}D =0 (330)

{0, 04(y) YD ={ta(2),11(y) + 05 Ao(y)}p = 0 (331)

{0, 01 (1) YD ={a(2), 11°(y) YD = 0 (332)
{a(@), d2(y)YD ={ta(x), 0T (y) — e(Pr(y)etoe(y) D (333)
=etn(y)be{va (@), Ye(y) YD (334)
=ety(y) e —1700° ( — 1) (335)

= —dey(2)0pa 0> (x — y) (336)

= — ieta(2)0° (z — y) (337)

= —iemy(y) (g6’ (x — y)) = —emp(2) V0> (x —y)  (338)
{%(95)7 ¢3(y)}’D :{&a(‘r)? A3(y)}b =0 (339)

{ta(z), 4(y) YD ={tba(x), 1 (y) + 05 Ao (y)}p = 0. (340)

Ahora, es posible definir los corchetes de Dirac entre las variables fermidnicas de la siguiente

manera:
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(@) 54} =) W) ~ [ [ dudo(unla), d¥oC3 (w0} (65(0), )
—— [ [ udto{wal@), ox()¥o 03 (. 0) 6(0), 1)}

=0
(341)

(@) 500} > =) ) ~ [ [ dudo(inla), 6 FoC3 (. 0)(65(0), o)
—— [ [ #udto{ial@), o2 ¥o 05 (. 0) (6(0), o0}

=0
(342)

(@) 50} > =) W) — [ [ dudounla), o FoC5 (w0} (65(0), o)
—— 18w~ )~ [ [ dudulva(e) 62(0)oCo (0, 0){en(0). Do)

= — iy’ (z — y)
(343)

(@) 500} > =) ) ~ [ [ dPudoinla), o ¥oC5 (w0 (65(0), 1)
——irfu o~ )~ [ [ dudulbale) 6a(0) o3 (0, 0){en(o). vr(w) Yo

= - i7£a53(x - y)
(344)

Considerando que para los grados de libertad escogidos (A;, IT7) (i,j=1,2) se cumple que:
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{Ai(z), o1 (v) YD ={Au(2), I(y)}p =0 (345)

{Ai(2), d2(y)Yp ={Au(@), O (y) + ie(Tatba + YaTta) Y = —078(x — y) (346)

{Ai(z), ¢3(y) YD ={4,(x), A3(y)}D =0 (347)
{Ai(2), a(y)Yp ={Ai(2), 11 (y)}p = 0 (348)
{I'(2), ¢1(y)Yp ={IT"(2),1°(y)}p = 0 (349)
{IT'(2), ¢2(y) Yo ={II'(2), O/I1'(y) + ie(Tata + YaTa) } D = 0 (350)
{I'(2), ¢3(y)Yp ={IT'(2), A3(y)}p = 0 (351)
{IT'(x), ¢a(y)}p ={I"(2), 1% (y) + 9 Ao(y)}p = 0, (352)

se procede a calcular los corchetes de Dirac entre las variables bosénicas y fermidnicas, los cuales

pueden ser escritos de la siguiente manera:

(@) A} > =(0a(o), Ao — [ [ Pudo{walo),o1(w)YoC 0, 0){65(0). A
—— [ [ udofwal@), ox)}oCst (w0} (0), Ai0) o
—— [ [ @udtotua(a), x(w)}oCx! (10} {0a(0), Ai0) o
=0

(353)
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{%umwwb:wwmﬂ%Mb—//fw%wwm@wmﬁywwmmwﬂ%Mb
—//&wwwwﬁmMﬂywmwmmwwb
__//d3ud3v{¢a(x)’¢2(u)}’[)02—31(u’v){¢2(v),Hi(y)}’[)

=0
(354)
(@) A} > =), Ao ~ [ [ Pud®o{ia(a),01(0)oC3 0, 0){65(0). Ao
—//ﬁww%mmeﬂawmwwm&@b
[ [ o), )Y oCx! (0} 0al0), A0) o
=0
(355)

(@) W)} =), W)Yo — [ [ Pud®o{ial),01(0)oC3 (0, 0){65(0). T W)
~ [ [ o), ¥ oCx (0} on (o), )

—//%MM%M@NMﬂywmwwmm@b

(356)

Por lo tanto para el gauge axial se tienen los siguientes corchetes fundamentales:
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{tba(x),v(y)}p =0

{¥a(2), ¥1(y)}p =0

{a(x), ¥s(y)} D = — i93,0% (x — v)
{$a(@), ¥s(y)}p = — 15 0° (x — y)
{Ai(z), A;(y)}p =0

{IT (), T (y) } p =0

{IT'(x), Aj(y)}p = — 850°(x — y)
{Ai(2). TV ()} p =6]6°(@ — v)

{¥a(z), Ai(y)}p =0

{a(2), Ai(y)}p =0

{ta(@), I'(y)}p =0

(357)

(358)

(359)

(360)

(361)

(362)

(363)

(364)

(365)

(366)

(367)

(368)

17. Apéndice Q: Evolucion Temporal de los Campos en

el Gauge Axial

Se considera el Hamiltoniano como:

H = /d3a:(;Hi(a:)ﬂi(x)+Hi(x)8;7‘Ag(x)+1Fki(q:)Fki(x)—&—wb(—i*yi@f+67“Au+m)bcwc),

4

y La evolucién temporal de una variable dindmica esta dada por:
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A= % = {A(=),H}p (370)

Por lo tanto para el campo A;(x) coni = 1,2:

Ai(e) ={Ai(0). HYp = {A4i(a), [ PyGIE I () + I ()0} Ao(y) + 3 Fa@)FH () + Fu(~1'0} + ex Ay + mhueic} o
= [ @A) P W) + [ oL Am A F o + [ @y oL A, Asw)}p
— [ @618 (@ ) - 8407 ) + [ EuoL Ao ) @18 (@ — ) ~ 350 f(ww) ~ [ Ayl ()0}0T g(a,v)
= [ E sy - [ @t i)

- / By ()0 0% g(z,y) + / Byd? Ao(y)5* (x — y) — / d3ydY Ao(y)0F f(z, )
(371)

como IT3(x) + 9 A,(z) =0y Az(z) =0

Ai() = / YT ()8 ( — y) + / YOy Ao(y) O f (2, y) — / dydY Ao(y)9%  (x.)

- / @Ol (T ()2 g, ) + / dyOUTT* (4)0%g (2, y) + / By Ao(y)63(z — )

(372)

Finalmente, haciendo uso del teorema de Gauss para evaluar la cuarta integral se tiene que:

i) = / YT () (3@ — v) + / 03! Ao(y)3 (= — ) o

=IT'(x) 4 97 Ag(z)

Para el momento II, la evolucidn temporal esta dada por:
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11’ (2) = {l" (2), H} p ={H‘<x>,/d3y(5nJ(y>nJ(y> + 1 ()3Y Ao (v) + L Fit ) F™ (4)) + Py () (=7' 0 + er" A (v) + m)pev (1)} p
1 . _ .
= [ @y M @ @), Fu W)Yo + [ 4 yedy ), ve) (T @), A4 )}
o 1 . _ .

= [ @y P T @), 00 A w) = Y Ak} b + [ P yedy (Wt ve (W) (~645(@ — )

. 1 ) 1 ) . _ )
= [y P @op i @), awdp ~ [ du s FM o (T @), Ak} b — [ P yedy()vheve )@~ v)
= [ @y P @0} (—5i5% @ — ) — [ @ys FM @O} (<55 @ — ) — ey (2)rhebel@)
= [ @Pyr PRl st @ —y) + [ Pyt F )0l 5% (@ — y) — edy(@)riote(@)

2 2

. 1 . 1 . _ .
=of [ @y P )o@ = v) = 0F [@us )6} @ — v) - ey (@)rpeve (@)
718kai( )7£6zFil< ) — ey (@)7!
=3 k x 2 1 T evp(T ’Yb(:wc<z)

=0 F¥(x) — ehy (2)7potbe ()
(374)

Finalmente, para los campos fermidnicos i y 1/ se encuentra que:

da(est) ={ba(@,0. H}p = [ Py{tala), GIEIT W) + 3FH W) Fa(w) + To(u) (—ir'0f + e Ay + m)actic(w))} o
= [ ya(@) Do) (010 + e A+ et ()
= [ ua(@), Bow)}p (—7"0Y + e Ay + mpee ()
= [ (=28 @ = ) (~710Y + e Ay + ()

= — 73 (—y'OF + ev* Ay + m)petbe (@)
(375)

Ahora, para el campo fermionico ¢, (x,t):

dolat) =Ga(0), HYp = [ dy{u(a), (GIEGT W) + 3P ) F) + Ty (~7'0F + e Ay + m)actic(w))}
= [ B tBa@) Do) (~710Y + e A m)octe(w)
=~ [ @) (-iv'0! + e Ay mhac{Fa(e), o)} o
== [ @) —iv'0l + e Ay m)ue(~in8 (@~ )
= [ Ebhw) @297 + v A+ (i@ 1)

=y (2) (7' D; + ev" Ay + m)pein,
(376)
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18. Apéndice R: Obtencion de las Ecuaciones de Euler
Lagrange Campo de Yang-Mills en Interaccion con
un Campo Fermionico

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo A, se definen como:

oL oL

0@~ "0, Aty =" G770

Por ende, se tiene que:

oc  __ @ 71“1’1(’@ i_z” z) — 0, a ()Y g (x)) — mig (x 2)) — g ()Y TP o (x T
DAL a) aAum)( 1 Fa@F, (@) + 2 (Pa(@)7"0uva (@) = Opva ()7 a (@) = mba(2)¥a (@) — 99e(2)7" TeaYa (@) A s (2))

(378)

oL _ " b 0
OApa(z) - gl/fc(aﬁ)’WTcazpa(x)W(Aub(x))
= — glﬁc(I)’y”Tgawa(x)(édbéﬁ) (379)
== Q@EC(x)VUTgﬁba(x).

Por otro lado, se determina lo siguiente:

oL _ o (71
3(BaAgy(z))  0(daAop(x) 4

(380)
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oL 1 0

O dn (@)~ 10a A Lt OFinl@)
= ;Fé‘”(az)m(amg(x) — VAL (x) — geanc Ay (2) AL ()
1;w LMU:U}NU:ULU“;E
= §Fa (x)a(aaAUb(.ﬁ)) (8 Aa( ))2Fa ( )8(aaAab($)) (a Aa( ))

1 1
= L)) + A ) ) o

1 1
=5 1510(33)4‘5

. Fy* ()

1 1
= F (@) + 5 (@)

=y (x).

Entonces, las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a los campos A,,, pueden ser escritas como

siendo:

oL . oL
0Apa(z) " 0(00Apa(2))
—gte(@) V" Togby(x) — O FI (2)0, FI (x) =0 (382)

0oy (2) = — gpe(@ )V Ten()

Con el fin de obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange para las variables fermidnicas se realiza el

siguiente célculo:

oL I} 1
(==

- = MU(L' P x 1’7 IL"L alT)— D (L"L al‘*?ﬂiaz a/(l/'77 .’L'“ b x x
) = Bvatey 1 P @ Fuva @)t (P00 (01155 O b0a()=0u 00 ()75o Voa (@) ~mioa@)baa (@) =gPoc (@75, Teataa () Aun (@)

(383)
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O % (0@ (@) — MmO (Boa(@)boa(®) — g T O (Bpe(@)boa(®) A (2))
0o a(x) 2 0%galz) oo Oaq(x) 077 pygqla) - ° '
,i T © T & no b b 2
= o005 (oa (@) F Mioa (@) s (i () + 075, Tha A (2P0 () 5o (Woa (@) -

i _ _
:Eauwea(x)’?’ga(éaaaad) + mioa(r)(Sacdad) + Q'Ygo.chuA;Lb(x)wsc(x)(éao"sa,d)

7 _ _ _
=5 O Poa(@) 1y + miaa(®) + 97 TP ALy ()P (@)

O o (LY ) P (@) (B0 (007 e (D)= 0 B0 (2) 1y ra(2)) ~ i (2)bera (2)) =000 (217 Thaera () A (2)
(v a(x)) (v haa(x)) 4 @ Hva 2 fa Yoo On¥oa 100 T)Vg,Voa oa ca 9o @)y, Toaboa b
(385)
oL i )
- = 71#0 T ,YM - a w T
0@ba)) 2" 5 gty o)
i
=~ %00 ()76, (85000 0da) (386)
1 — 5
== §¢0d($)79a-

Por lo tanto, las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo 1, (x) se pueden expresar como se

indica a continuacion:

oc oc
~d, =0
Moa(T) 9(Ovtoa())
5 0ut0a(@) 1y + 10 (2) 900215, Ty Ay (@) + 50 a ()i =0 OF7)

(i0uha ()" + mipa (@) + ghe(2)y" T2 App()) e =O0.

Finalmente, para el campo 1, () se obtiene que:

°c _ ___o 1
OPoa(@)  Oaq(r) 4

Fébu(x)Fp'ua(ﬁ?)"F%(J’ea(x)Wgaauwaa(x)—auﬂjea(w)'\lgglbaa (5"))_"7”;0@(55)71’6&(93))_glzec(w)'ﬁ’gachad’aa(w)A#b(l'))

(388)
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L =— (1(7/;9{1(90)75 Oputoa(®))) — L(miaa(@waa(ﬁ))) - —L(g’/jac(w)“/g TS Yoa(@) Ay (a))
Pad(z)  aalz) 2 7 9P aalw) 0P ad(z) . o e !

=i7§‘ 8uwaa(1’)$(&0a($)) - miwaa(w)(&aa(x)) - 975 chalﬁaa(x)Au,b(m)—L(&Gr(x))
200 9aalx) OPaa () y Oaal®) (389)

22756%1&(;(1(:6)(5095{1@) — mtoa(2)((bacdda)) — g'ygngaiﬁua(»'C)A;Lb(x)(tsaeédc)

@ © no b
:E’Yagau¢od(1) —mYadq(®) = 9756 TgaVoa(®)Apy (@)

L(*EF“U(I)F 'ua(z)“l'i("LO (@7 Optoal(®)—0uBoa (2)7h, Yaa () —~mboa(2)Vea () —9%oc(@)Vh Toabaa () Auy (@)
APy boq(@)) 4 @ M 2 a 9o 1 n¥oa 2 c fatca "

(390)

oL i 9 )
D Oda@)) 2 Vavea(®) ga s Gutboa(®))
- %’rygadja'a('x)(&g(soﬂ(sda) (391)

= — S Vatad(@).

Entonces, se encuentra que las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al campo v, pueden ser

escritas de la siguiente forma:

oL oL
TR, =0
Mga() 9(0v¥oa())
%’Yﬁgau%a(fl?) - m%a(fﬁ) - ngeTclL)chC(x)Aub(x) + %’Ygaavwaa(x) =0 (392)

(i7" 8tba () — mipa (@) — gYPTEbe(2) App ()0 = 0.

Se puede concluir que las ecuaciones de Euler-Lagrange de los campos A 4,9, ¥ 1), pueden ser

escritas como:

oL oL YN L ra v —
aA#a(z) — 61}(8(3’014#0‘(33))) 291/10(%)’7‘ chwb(l?) + 81}F£ (-'L') =0 (393)
oL oL - — — b _
Boa(®) 8”(8(&%(96))) =(10uta (@)Y + mipa(z) + ge (@)Y Ty Apn())o = 0 (394)
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oL oL
T Bt @)

) =(7"Outba (@) — mipa(z) — 9V* Totbe(2) App(@))o = 0 (395)

19. Apéndice S: Obtencion del Hamiltoniano Canénico

Los momentos canénicos dados por:

e = Fi0(x) (396)
Toa = —%zﬁea(xw&, (397)
oo = — 22 ateal@). (398)

permiten definir el Hamiltoniano canénico usando derivadas izquierdas de la siguiente manera:

H, = / 33 2(80 Apa (2)T1 () + B0 Yo a (2)Toa (@) + oBoa (@) Fa(x) — L)
(399)

= [ 2(T] (@) + 8 Ava (@) + g2abe Aob (@) Aic (@)TTh (&) + Dovoa (@)~ Taa(@)78,) + 00%a (@)(~ 2100 Yaa (@) = £)

He = /d3z((ni;<z> + 83 Aga (2) + 92 abe Agp (2) Aje (2)IT () + gﬁeamvé’gaowm(z) - ;awmu)wfﬁaww(z))
E 1 7 _ . i _ . i (3 _
+ / d5z<ZF,¢“(z)F,7“<z> = 5 %0a(@)7950iV0a(@) + ZOivoa(@)Voavaa (@) = gwea(mﬁaaoww(z) + gaowmu)wfinwaa(z))
¥ / Bar(mbaa(@)boa(@) + gy (@) T ve (@) Aya(@))
3 i i i i 1 ok 1 ko 1 ki
=/ % (I, (@)1, (2) + 03 Aoa (2)11;, () + 92abe Aoy (2) Aie ()T (2) + L FG* (@) Fora () + 7 i (2) Froa (@) + £ Fy (@) Fia (2))
- /d?’m(;%au)wéaawm(x) + ;aiwm(x)w;awm(x)) - ;&mm)w;aaiwwm + Mmoo (@) boal@) + 9o (@)7E T vec(@) Ay ()
3 i i i i 1k k 1 ki
:/d 2 (I ()11 (2) = Aoa ()9 115 (2) + 92abe Aoy (2) Ase (2)TT, (2) = TG (2)TIG () + L Fi' (2) Fiia (@)
- %J)ea(l)’vga@iwm(z) - %Jloa(fhia@ﬂbaa(m) + mPoa(@)bea(®) + gPeb(@)vh Tihthoe () Apa())

+ %/ @20: (Foa(@1satan(@) + [ d20:(A0a (@)1 (2)

(400)

Los dos ultimos términos pueden ser despreciados considerando el teorema de gauss, el cual puede
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ser expresado para un campo vectorial F(x) como:

gﬁdAxF@-(m)) - / 20,(Fi(x)), 401
S

Como los campos son evaluados en la frontera de la superficie S, la cual tiende al infinito, se puede

afirmar que:

H, = [ (0@ () ~ A0 (0) + gEape Ao (o) Aic(@) Ty ) + 1 F¥ () Fia(2)
b [ @) (-0 04 + 9l A (0) + )y h0a() + [ @05 Ava() T (0)

(402)

Nuevamente usando el teorema de Gauss para el dltimo término se tiene que el Hamiltoniano

candnico de la teorfa se puede escribir de la siguiente manera:

H, = [ (G100 (0) ~ A (0) + gEape Ao (o) Aic(@) Ty ) + ¥ () Fia(o)

+ /dS‘T@Z_}Ga(m)(_i'yéaai + gVéLUTzﬁicAud(@ + m)egwaa (IL‘)

(403)
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20. Apéndice T: Condiciones de Consistencia para los Vincu-

los Obtenidos

20.1. Condiciones de Consistencia de Vinculos Primarios

Se procede a calcular las condiciones de consistencia de los vinculos primarios de la teoria tenien-

do en cuenta que la evolucién temporal de una variable dindmica esta dada por:

A(x,t) = {A(), Hy}, (404)
donde el Hamiltoniano primario se puede expresar como:

Hp, =H. + /d%()\la@la + Doa(x)O2, + OL,9(%)5a)
_ / Ba(LTTE ()T (2) — Aoa(@)D1TE () — geapeAip Aoe (2) (@)L (2) + ~ FFi (2) Fria ()
. 2 1
405)
+ / B o ()~ 0; + 7P TE A () + Moo Yoe (@)

+ / P(Ma(@)P14(2) + Doa(@)02, () + OL, (@) 00a(@)).

Entonces, para el vinculo ®;, se determina lo siguiente:

b10(0) = {(@10(0), Hy(3,0} = [ 4N, FTHETH0) — An@OLT0) + g2beaAoc) AT (0) + 3 FL () Fran ()}

(406)
+ / By{T1(2), Do (8) (—iv5 O + gL T Apa(y) + 1) gy Yoe (1)} (407)
+ /d?’y{ﬂg(w)w\lb(y)%b(y) + 9o ()08, (1) + OZ, (1) (Y) o } (408)

. / Yol T (y) {119 (2), Aoy ()} + / P ygepea Aia ()T () {10 (2), Aoe(y)}  (409)
+ / dBydon ()97 T o ()8 (), Apaly)} (410)
_ / ByO T (y)(~8ap0 (z — y)) + / P ygereaAia(W)TT (1) (—0acd®(@ — y)) @11)

+ /d3y1/79b(y)9750T,§icwac(y)(*535ad63(w -y) (412)
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=011, () + geapally () Aia(x) — gob(2) 79, Titboc(x) 2 0. (413)

Por otro lado, para los vinculos asociados a las variables fermidnicas, se encuentran las siguientes

condiciones:

O44(2) ={moa(®) + £ P00 (250, Hyly, 1))
= [ yimoa@) + 50a(@115, 3TOT0) — An@OLT) + gebeaAoc) AT () + 3 FE () Pran ()}
+ [ utmoa(@) + SP00 @G Bon(u) (—i1'0F + 97 T Aualw) + m)ostpe(v)}
# [ @ lmoa() + 5 Boa(@1 1 Ao(0)P10(0) + Tn()O3(0) + Oy (1)0(w) 0}

= [ ylmoa(@) + 5 Boa(@1or Bon ) (~70) + 01 T Aua(w) + masse(w)

i

+ [ Eutroa(@) + ST00 @80 D) T (v) + 5

Yiatas(¥))}

= / Ay (V) (~ 75,07 + 975 T Aud(y) + m)op{Toa(@), Ypc(v)}
_/dsygg"”(y)Vga{“w(w)v%b(y)}—/d3y%55b(y)78g{¢ea(x),ﬁﬁb(y)}

- / Byion (1) (=75, 07 + g7l Ti Aa(y) + m)os(— 00 p0acd®(@ — y))
- /dsy%%b(y)wga(_5"“5“53(‘” —y) - /d?’yé%b(y)wga(—égﬁéabﬁ(x —)

%

- e 3 _
=000 (%) (9,0; + 915, T Aual®) + Moo + 518,080 (y) + 5

V30056 (y)
=01 (2) (17h,0; + 974 T Apa(@) +m)oe — i9(x)ga 3y ~ 0
=(Pp(2) (7'} + gy" T Apa(x) +m) — i0(2)ar")s ~ 0

= (2) (7'} + gy T Aya(x) +m) — id(x)ar® = 0.
414)

Multiplicando por i7" y despejando 9(z), se tiene que:

O(x)q = ity (2)(i4°0; + gy T Apalz) +m)°. (415)

Finalmente, para el vinculo ©2 :
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O2u(0) ={Toa + 5700V (@), Hy(y,0)}
= [ iina(@) + S3%0b00 @), ST — A @OITH) + g2beaAoc W) A W) + 1FE () Frn(w)}
+ / Py{Foalz) + %vgawaa(w)wﬁeb(y)(*iviaﬁ’ + 9V Tt Apa(y) + m)gstae(y)}
+ /dSy{T’raa(w) + %vgawaa(w), A (1) @16(y) + D0 (¥) O3, () + O iy (V)0 (v) 8}
— [ B u{oa (@) Fon()}(~1710Y + 9 Tk Aa(w) + Mo ®)
+ [ 5385 Toa @), Fon(@)19W)n + [ Y580 s @) ma)0w)a0
= [ (8,088 @ ~ ) (=0} + 97 T Aua(w) + m)oase )

i i
+ /d3y5700[3(_5095ab63(x —y)O()ss + /d3y572a(—6a,e5ab63(x —y))(Y)se

=—- (—i’yiaf +9'YHTgcAud(x) + m)dﬂwﬂc(l‘) - %725"9($)[3a - %Wgﬁﬁ(x)ﬁa
=— (—=iv'0f + gy T Apa(x) + m)ote(z) — i7d0(x)a ~ 0
i729(x)a & — (—i7°0F + gV TE Aya(z) +m) e ()
(416)
Multiplicando por i72:
0(2)q iV (7' OF + gy T Aya() + m) ,e(z) (417)

Por lo tanto, de la condicién de consistencia asociada al vinculo primario ®; resulta un vinculo
secundario. Con respecto a los vinculos asociados a las variables fermidnicas, se obtienen condi-
ciones que permiten fijar los multiplicadores de Lagrange 9(x), y ¥(x),4, lo que permite concluir

/ - 1 2
que no hay mas vinculos asociados a ©,, y ©%,.

20.2. Condicion de consistencia para el vinculo secundario

Se denota al vinculo secundario obtenido al analizar la condicién de consistencia de ®1, como

siendo:

p2a(x) = L, (2) — gevadAia(x) T (2) — ghon(2)Vpy Tithoc(x) = 0. (418)
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Ahora, se procede a calcular su respectiva condicion de consistencia:

G20 (2) ={OF T () + geabe T} () Aie(2) — gPob (2)7o Tontboe (@), Hp(y, )}

= / d>y{O7 T, (2) + geape T} (2) Aje (), %nfimné(y) — Aga(¥)OYTY (y) + 9edes Ave (W) A p (w)TT5 (y) + iFf%y)FM(y)}
[ YOI (@) + g2areTTh (@) Aic (@) = 9901 (2)98, Toetoe (), Poalw) (~i7' 0 + 97" Tf, Aup () + m)gs¥ae ()
+ / Ay {071, (2) + geape Ty (2) Aic (@) — 9o ()70, Thetboc (@), Ma (@) ®14() + 954 (1)OF4 (1) + © a9 (¥) sat

= [ @O (@) + 92arelly () Ase (), S TEWITE(0) — Aoa()OV T (W) — 95aes Ase () Aos (W) + 5 FE* () Fria ()
+ [ P yatoa ity T vae O (@) g )} = [ @*v92ane Asc (@) Boaarhs T, vae T (@), Ay (1))
~ [ P utaB0 @30 T @), T5a O34} = [ & ulador@G, Tietboe(@), ©ha(w)9(w) a}
= 07 [ dygeac M) Aog WL @), Ase )} + 207 [ dyFE @)L (@), 0 Aa(v) = 0 Ara(v) = 95aes Ake (W Ass )
~ [ @ vg9zabecac s Taw) Aos (1) A e () T (). Aje ()
+ % /di"ygaabcAjc(m)Ff"'(y){H{;(ac), Y Aia(y) — 0 Apa(y) — 9des Are (W) Air (1)}
+/d3ygeabcng(z)HS(y){Ajcu),n’;(y)} - /dBygeabcngm)AOd(y)a}'{Ajcm,n};(y)}
— [ P ya0zabecae T (@) Aie (0) Ao 0){ A @), W)} + [ P yadoa(w)1fs T, vae )OF (T (@), Auy ()}
— [ P yozae Aic(@)Toa )95 T Ve DT @), Aur (0} = [ a0y ()98, Tietboe (), TpaW)sa(w)}
= [ P utaB0 (@30 Tiebae (@) maa ()9 (W) ga)
= =07 [ @ ygacs M) Aos (T (@), Asc @)} = [ d*090 abesae s Ta(w) Aos (1)Ao@ {IT] (2), Aje ()
+ [ @ e ape T @M () {A;0@). 15 W)} = [ d*ygeaeTT] (@) Aoa ()0} {Aje (@), (1)}
— [ @ a5t abecac s T (@) Ase () Aog ) {A;e (), )} + 207 [ d*y L @)oY (1T (2), Asa(w)}

— 207 [ @By ()oY (1] (0), Aka()} — 207 [ dPygeaes FE (5)Asy ()T (2), Ape (1)}
27 27

507 [ @®vgeacs FE ) Ak T @), A ) + - [ @v52abe e @) FE 0O ), Aia()}

2 [ yssane e @ FE @O T @), Aka@)} — 5 [ @*0995abesacs Ase@FE ) Ay (I (0, Ake ()}
— o [ us0careties Age@ FE ) AT (@), Ay} + [ dugioaw)vys T vae )05 (T (2), Ay ()}
~ [ PvgzabeAic@)Boa oy Td wae T @), Ay )} + [ yaT 30 B0 (@), 7o) 118, The e (@)
= [ P uat0s (@30 Tielbae (@) maa (W} (W)

= =07 [ 4 ygzac s o () A0y (1) (~80e66% (@ = ) = [ 4 yg92aneeac s Ta(w) Aoy (1) Aje(@)(~80e875% (2 = 1)
+ [ a2 ape T (@)1 (1) (004856 (@ = ) = (@) [ a2 abe A0 (1)0Y (Beas )™ (@ = u)

. ) 1 i .
= [ P ug0zabesae s T (@) Ase (1) A0y (0) (Bead} 3 (o = w) + 207 [ @*uF} W)OY (~6a8]8% @ — 1)

1 . ) 1 y )
507 [@uFE 0! (~80a6]6% @ — ) = 207 [ dugcaes Y (1) As; () (~50e8]8% @ — 1)

1 : . 1 . .

507 [ @ v2ac s FE ) Ake 0)(=005616% @ = 1) + 5 [ P ugzane Ase @) 0)0] (~80a8]6 (@ = v)
1 . ) 1 ) )

= 5 [ P ugtareAje@FE )0F (~60a5]8% @ = ) = 5 [ d*uggzabetaes Aje @) FE () As (0)(=84055° (@ = )
173 ki j <3 3 = oo e i o3

= 5 [ P uagcabecaer Aje(@ FE ) Ak W) (=801516% @ = ) + [ 4P yaboaw) vl T, vae W] (~8058,6 (@ — )

— [ P ygzabe Aic(@)Poa )97y T e W (=807545% (@ = 1)) + [ d*ugT5a(w)(~S0380a6" (@ = 170 Treoc(e)

d3 - 0 a 3
- Y9%01 () V9o The(—0580:a0" (& — ¥))H(y) ga

= geaaydF (I () Ag s (2)) + g9€apeeanf I (2) A g (2) Aje(2) + geqpell] (2)ITL(2) + geqpe ] (2)0F Ao (x)
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i 1, i 1, .
— 99€abeecf Iy (2)Aje(2) Ags (x) + Eafa,fpgﬂ(z) — Eafag”ng(z)
1 . 1 .. 1 . 1 .
+ 5 95das 05 Fi (@) Aig (@) + S 9aag Fi' ()07 Aig (@) + S 92aeadf Fy? () Ake (@) + S 92dea g ()05 Ake (@)
1 . 1 ..
+ S 9%abedE By (2)Aje(@) = S g2abe Aje(2)0] ' (2)
1 §i 1 kj
+ EggsabcsdbfAjc(z)Fd (x)Aif(z) + EggeabcsdebAjc(z>Fd (z)Age ()
— 907 (Doa(2)7h 5 The e () + 9 abe Aie(2)hoa (2) a7 5 Tae Ve ()
795 (z) 0 T T 0 Ta g
0d(2)795 Tgcoc(z) + 9¥ob(2)795 Toa (@) gd
= *gsadfafnfi(%)AOf(x) - geadfr[{i(w)afAOf(x) + ggeabcsdbfné(x)AOf(x)Aj(;(x)
+ 98 abe T (2)TL(2) + geqpe Ty (2)05 Age(2) — 998 abecce Tl (2) Aje (2) Aoy ()
! 0% F)(x)A, ! % FFI () A ! AT FFI () A; ! AT FFi(z)A
= 59%abe 05 Y (@) Aic(@) + S g2abedf 1y (2) Ake (@) + 2 98abedi 17 (2) Aje (@) — 2 9200c07 ' (2) Ape (@)
1 1 N
+ Eggsbn,cgbdejc(x)Aif(x)F;L(x) + ggggbacebd,eAchke(x)(x)Fék(x)
— 907 (Poa(@)7h s Tee¥pe (@) + 92 abeAic(@)Boa(2)g7e 5 The Yo (x)

— 9994(2) 700 Theboc(@) + gy (2)105 TEs (<) a

Simplificando el resultado obtenido anteriormente se tiene que:

$2a(2) = — geaap 0TI (2) Aoy () + 99€pacepar I (x) Ao (2) Aje (@) — g9€captee s My (2) Ase(x) Agy (2) “19)
+ 9(0F (9€ave Aic (@) hoq (€) Vo The¥pe (@) — Boa(@)vesToepe (2))) “20)
— 90942700 Thetoc(@) — Do ()70 Tia®() ga) (@21)

Usando la propiedad del tensor de Levi-Civita €cqpEcef = 0aelpf — dafOpe, S€ puede determinar lo

siguiente:

Paa(r) = — geaaqr OFTE) () Ao ()
+99(0aabes — dafdea)Ty(x) Aic() Aoy (2) — 99(acdhs — Gafdbe) 1T} (2) Aje () Aog (2)
+ 9(0F (g2abcAic (@) hoa(2) Vo s Tae Ve () — Poa(x) o Th e (x)))
= 9(96a(2) Vo Ticthoc(x) — You(x) 195 Th9 () pa)
=— ggadfaj’.cﬂé(m)Aof(x) + ggIlL (2) Aip(2) Ao s () — ggAoa(2)T5(2) Asa(x)
— 99Aia ()1 (2) Aoy () + gg Aoa ()11} (2) Agy ()

— 9(07 (92ave Aic(2)v0a(2) V55T de Ve () — Poa(@) Vs T se(x)))
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+ 9(90a()795 Titboe(x) — von ()79 Tyyd () 3a)
= — geaqp 07T (2) Aoy () + ggIT, (2) Aif (2) Aos (2) — g9 Aia(x)IT}(2) Aoy ()
+ 9(07 (92 abeAic (€)Vpa(x)VosT o Vse () — Yoa(2)VosTibpe(x)))

- g(ﬁod(fﬂ)ﬁgngc?/Jac(x) - ?Zeb(x)Vg,eTéldﬁ(x)Bd)
Usando el hecho que: 011 () + geapeIll () Aic(z) + gtbon(2) V9, T tboe(x) ~ 0

$24() 2g9cadfeavelly (y) Aie (1) Ao s (%) + 992 adr Pob (2)700 Thetoe (@) Ao s (2) + ggTll, () A p (v) Ag s ()
— 9040 (@)} (2) Agy (2) + 985 (Do (2) (9€abe Aic(2)Y' The — 7' Ti)og¥se (2))
— 909 (@) 790 Thotboc (@) — Dob(x) 195 Thyd(x) ga)
=~ 99(8apb e — Sacd )Ty (W) Aic (W) Aos () + 99eaar Dob(2) Vg Trtbae(x) Ags (x) + gglll (2) Az (2) Ag g (2)
— 9040 ()T} (2) Agy (2) + 905 (Doa () (9eabe Aic ()Y The — V' Th)og¥se (7))
— 9(P0a(2)105 Tietoe (@) — Doy (2)70 5 Toy 9 (x) ga) -
== gaTT!, (1) Asf (W) Aoy (2) + 99 Aia (W)} (1) Aop (2) + 992 aap Db (2) V00 Teethoe(2) Aoy (x)
+ 9911, (2) Ay (2) Ag g (%) — 99 A;a(2)TTh () Agp (2)
+ 907 (hoa (@) (92 abe Aic ()Y Ty = 7' TS os¥se (2))
— 9(Pga(@) 790 Thotboc (@) — bob(x)19s Thyd(x) ga)
=907 ($oa () (9 abe Aic(@)7' The — 7' Tho)ostse(@))

— 9(92adr Pob () Vg Titbae (@) Ao s (@) + Voa(2)7hy Tietboe () — 1ljeb(ﬂ'i)“/((;)/ngdﬂ(ﬂv)ﬁd) ~0

Entonces, se puede concluir que al analizar laconsistencia del vinculo ®5, se obtiene una relacién

de la cual es posible obtener una condicién sobre los multiplicadores de Lagrange 9(x) y J(z).

21. Apéndice U: Demostracion de (5.35)

21.1. Calculo Matriz Inversa (5.35)

Considerando a los vinculos:
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i
@tlm =Tga + 51/}961(17)730 ~0

_ 7
@(270, =Tgq + 572041/’04&(95) ~ 0,

Se calculan los siguientes corchetes de Poisson:

(01,(¢),03(9)} =(moa(®) + yPua(2)100s Taa(9) + 21 fatiad(v))

:%.’72a{770a (l‘), wad(y)} + %{Izva(ﬂj), ﬁﬁd(y) }’YSU

i

(]
Q’Vga(_éaa(sad(sg(x - y)) + 7(_50,6’5ad53(-r - y))'yga

2
]

1
= - §5ad72053(x - y) -

=— iéad'ygacs?’(x )

[024(2), Oha(y)} ={Ta(x) + 27Latbaa(®), Toaly) + 3 Poaw)s)

:%{ﬁga(x), Dpa(y) s + %yga{¢aa<x), m5a(y)}

5 Voa(—0asdadd’ ( = )

1
:i(_‘sav‘sad(sg(x - y))')’gﬁ +
? 1
=- 5ad§72553(55 —y) - 5ad§’72[353($ )

=— 5adi’y2553(x — ).

Por lo tanto, la matriz de vinculos secundarios se puede expresar como siendo:
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0 —i0ad73,0%(x — y) 0 —i(y")"
Cab(xa y) = = 5ab53(:1:—y).

—5adi72653(x -v) 0 —i7y 0

Su matriz inversa puede ser calculada a partir de la siguiente condicién:

/d3zC(x, 2)C 7Yz, y) = 6(z —y)I, (428)

donde se considera que I es la matriz identidad de dimension 2x2 y:

. Ai(z,y)  As(z,y)
C M a,y) = . (429)

Bl(xa y) BQ('% y)

Entonces:
0 _i(WO)T Al('z?y) A2(Zay)
/d?’z Sap0>(z — 2) =0(z —y)I
—ir® 0 Bi(z,y) Ba(zy)
(430)
0 _i(fyO)T Al(x7y) AQ(CU,Z/)
dab :(5($ - y)‘[
—in? 0 By(x,y) Ba(z,y)
Igualando componente a componente la relacién anterior se encuentra que:
—0ai(7")" Bi(w,y) =0(z —y) (431)
~0api(7°)" Ba(z,y) =0 (432)
—0apiv’ Ag(z,y) =6(x — y) (433)
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—8ayiv° A1 (z,9) =0. (434)

Se puede concluir que Bo(x,y) = Aj(x,y) = 0. Por otro lado, multiplicando por i(y°)” por la

izquierda a la primera expresion

(V)T Bi(w,y) =6as(7°)"i6(x — y) (435)
(V)T By (z,y) =i6a(7°) " 0(z — y) (436)
Bi(z,y) =idup(Y°) T 6(x — y). (437)

Finalmente, multiplicando por i7° a la tercera relacion

a7 Aa(z, y) =i7"6(z — y) (438)

As(x,y) :5abifyo<5(x —v) (439)

Entonces, la matriz inversa sera:

o @,y) = Sand(z — y) (440)
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22. Apéndice V: Calculo Corchetes de Dirac Consistentes

con los Vinculos de Segunda Clase

22.1. Calculo de los corchetes de Dirac entre los campos ¢',, Y V'

Inicialmente se calcula los siguientes corchetes de Poisson:

[oa,1), 0530} ={ra(w), 30(9) + 5TseW} = {oale), T (0)} = ~doadund(e — 1)
[oa(e, 1), O350, 1} ={oal®) Tan(y) + 5 3ebae(v)} = 0
a0, Oy 0, 0 ={Tiral@), m30(0) + STse(y)%} = 0

{oa(,1), 08, (y, 1)} ={¥oa(x), Fan(y) + %%ﬂ’cwﬁc(y)} = {Voa(@), Tan(y)} = —Oopdad(x — y).
(441)

Ahora, se procede a calcular los corchetes preliminares de Dirac entre las variables independientes

escogidas. Por lo tanto, se tiene que:

{oa(@,8), Ya(4, )Y ={Voa(@), Upn(y)} - / / P ud o {toa(r), 00, (1) )OI,y () {02, (v). n ()}

1

- / / Pud®o (0 (), 01 () O {O(w), Y (1))
(442)

Teniendo en cuenta que {14 (z, 1), @%b(y, t)} = 0, se determina lo siguiente:

{ﬁ’aa(% t)a ¢ﬁb(ya t) }b =0. (443)

Los corchetes de Dirac entre el campo v consigo mismo se obtienen a partir de la siguiente expre-

sion:
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(Faa,), 500 0Y> ~{Faal2), Dpn()} — [ [ 00l (0), 8L )}, {8 (0), ()

[ [ P o{a(2). €20} O .08 (0), ()
(444)

Como {¢a(x,1), Ok (y,t)} = 0, entonces:

{Voa(z,t), Yoy, t)¥p =0 (445)

Finalmente, los corchetes de Dirac entre los campos fermidnicos se pueden determinar a partir del

siguiente cdlculo:

—1

(e, ): s ) =l Bp)} = [ [ 0 o{tr0a(0), O3 (0} 1, (O 0): D))

(446)
_— / / PBud® v {pa(x), O8, (1) }C2h (1, 0){O2(v), Fin (y)} (447)
/ / U (G0 — 1)) (1601 (1 — 0)) (—Gpabupby — )

(448)
—— idab'ygﬁ / / d3ud3v5(9: —u)d(u —v))d(y —v) (449)
- b —) (450)

(a2, ), 000 0Y> ={0a(0) )}~ [ [ a0 (a0, €0 0)) Lt 1,00 (0), (1))

(451)

//ﬁw%wm ), 02, ()} C2ha (u, 0) {01 (v), v (y)) (452)
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=— / / Pud®v(—6ae0000(x — u)) (i64e70,0 (1 — v)) (= 8,50040 (y — v))

(453)

= idba'ygﬁ / / dBud3vd(x — u)d(u —v)6(y — v) (454)

i — ) (455)

Entonces, los corchetes de Dirac fundamentales asociados a las variables fermidnicas seran:

{waa (.Z', t)7 ?/)ﬁb(% t) }b =0 (456)

{Voa(z,t), Vs(y,t) YD =0 (457)

{thoa(@,t),9p(y, ) YD = — 16057050 (x — y) (458)

{Voa(®, 1), Ua(y, 1) YD = — i6hav050 (x — y). (459)

Por otro lado, para las variables bosénicas se calculan los siguientes corchetes de Poisson:

{Aua($7t), @éb(y7t)} :{AMI(SC)ﬂ ﬂ—ﬁb(y) + %&ﬁc(y)')/gb} =0
{A/Ja(x7 t)a @%b(yv t)} :{A#a(x)a ﬁ—ﬁb(y) + %Wz?cwﬁc(y)} =0
{0 (1), Ok 0, 1)) ={ITh(2), manv) + L)} =0

{105 (1), O3, (y, 1)} ={114 (2), s (y) + %’Yz?cl/fﬁc(y)} = {Uoa(@) Tao(y)} = —opdard(a —y).
(460)

De modo que los corchetes de Dirac entre los campos A, y II** y una variable dindmica B(x) se

pueden escribir como siendo:
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(Aual.0). B0 Yo ~(Aual@) B} = [ [ P ud*o{ o @), 04 0)}Cl 1. 0){0],0), By 1)}
~{Ayale), Bly. )}

{1120, Bl ) ~(102(2), Bw.0)) ~ [ [ dudu{I(0), €}, ()} Cljur (0,0)84(0). By 1))
—{Aya(@), By, 1)}

(461)

Por lo tanto, se concluye que el conjunto de corchetes de Dirac preliminares se puede escribir

como se indica a continuacion:

{¥oa(z,t),¥p(y,t) Yo =0 (462)
{Yoa(2, 1), Yau(y, t) Y =0 (463)
{toal@,t),1p(y, 1) YD = — i0ap7950(x — ¥) (464)
{Woa(@.t), ¥an(y, 1)} = — ibha7550(x — y) (465)
{Apal, 1), 11" (y, )Y =0a6,,6° (x — y) (466)
{Aua(,t), Yan(y,t)}D =0 (467)
{Aua(z,t), Yap(y,t) YD =0 (468)
{115 (2, 1), Yan(y, t) Y0 =0 (469)
{11 (. 1), Ya(y, t) ¥ =0. (470)
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23. Apéndice W: Deduccion de (5.39) y (5.44)

23.1. Demostracion Matriz Inversa de Vinculos de Primera Clase
(5.39)

Considerando el siguiente conjunto de vinculos:

b1a(z) =II° ~ 0

Q

¢2a($) :8511_[3(1’) + gEabcHé(x)Aic(fE) - g&ab(x)fyg,BTlgcwﬁc(‘r) ~0

“471)
¢3a(x) =As4(z,t) = 0
Gaa () zﬂg(x, t) + 03Apa(z,t) = 0,

se procede a calcular los corchetes de Poisson:

{b1a(@), o16(y) YD = {115 (), ) (y)}p = 0
{¢1a($), ¢2b(y)}b = {Hg(az, t)? 811—1%7(?9) + ggbcdni(ya t)Ald(y) - gl/;ac(x)fygﬂdewﬁd(x)}b =0
{b10(x), d3(y) YD = {T12(x, 1), Asp(y) YD = 0

{$1a(x), pas(y) Y0 = OY{TIY(2), Aow(y) YD = —6ab050(x — y) = 003 6(x — y).

472)

De igual manera para el vinculo ¢s:

{¢2a(z)’ P2e }b :{8351_[}1(17) + geabcni(z)AiC(:D))v a]yng (y) + gaefgnjf (y)Ajg(y)}b

+ 9970 87 T T 1ot (@), Vg (@) ug (2) YD ¥5e(2) + 9970 5700 Toe T gYoa(@){pe(@), Yug (2)dug (2) Y-
(473)
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Se calcula primero {9711 () + geapclll () Aic()), 8;’1'[2(3/) + gsefgﬂi;(y)Ajg(y)}'D. Entonces:

{$2a(2), P2a(y) YD ={OFTL, (%) + geapell}(x) Aic(), OITG(Y) + geaer1IE () Ay (1) Y0
=geae 11 () OF{TTL (2), Ak pa(y) YD + g2anelly(2) 0} { Aie(x), T ()}
+ g9Eabecde s Aie(@)TIE (y) {1} (), Ars(y) YD
+ g9€abcde s Th (@) Arp (y){ Aie(x), TTE ()}
=9€defTIE (1) 0F (—6100 70 (x — y)) + geabeIl}(2)0F (05 Scad(x — )
+ g9€avesdes Aic(T) I (y, 1) (=8485 6 (x — )
+ g9€abeede 11 (2) Ay () (5 0ced (x — y)
= — 9eaeal I (Y) O} (¢ — y) + geapally (2) 00 (x — y)
— 99€abcEdeb Ak ()T (2)0(x — y) + ggabcdes g (€) Agyp (x, )5 (2 — y)
= —geaal1§ (V)05 8 (x — y) + geaally (2) 056 (x — y)
+ g9ecabedf (Arp (@)1} () — Agp ()15 (2))6(x — )
= — geaa (I} (2)3(x — ) + geaadi 15 (y)3(x — y)
+ geaanOf (I (2)6(z — y)) — geaapOi 1y (2)d(x — y)
+ 99(8aalbs — SagOba) (Ars ()T} (2) — Ags ()11 (2))5(x — y)
= — geaanOF 11y (2)3(x — y)
+ 990ad(Ars (@)} (2) — Ags(2)T}(2))0(z — y)

— 99(Apa()Ilg () — Agq(2)1(2))8(x - y)

Usando g (2) = 0711 (x) + geveallL(2) Aia(x) + god()705T5 Y pe(x) = 0, se tiene lo si-

guiente:

205



{#2a(2), 92a() YD = — 99(Ara(x, LG () = g2ais(—gWoa(@) Ve Tactse(x))d(x — y)

— Apa ()G (2))d (2 — y)

~99(6acOde — Oaclac) L (2,1) Ape(z,1)0(x — ) + ggcaasPoa() 12T o pe ()6 (x — y)
— 99(Apa(2)IT; () — Apa(2)115(2))d(x - y)

~g9(Ara(@)TL (2) — Apa ()11 (2))8(z — y)
— 99(Apa(2)1} (x) — Ao (2)IT(2))6(2 — y)
+ 99€adsoa(®)7e s The Ve ()5(x — y)

~g9€aanthod()VesTa.Ype (x)0(x — y)

(474)

Por otro lado, al calcular {g¢,5(z)7° sTepe(), g&“e(m)ygngfwv #(z)}p, haciendo uso de los

corchetes de Dirac preliminares definidos anteriormentes se demuestra que:

{9t (@70 g Tt pe (), 9Ppe ()10 T o (@) YD =970 5V o0 T T g {Pob (x), by (2)Pog (@) YD g (@)

+ 9979870 Toe TF g Poa (@) {¥pc (), Dy (2)Pug (2)}D
=~ 9972570 TET§ gy (@) Do (2), Yug () YD ()

+ 9970 87 o Toe T g Pob (@) {0 e (2), Dy g (2) YD g (2)
= — 9970570 TE T by (2) (— 1870, 6(x — 4))Yge ()

+ 997087 Toe TF g Bt (2)(—i8c 573,06 (x — 1)) bug (x)
:iggvgavngﬁuTﬁchm%f(1)5(1 — yY)ge(w)

— 19979 373 u Vo0 Toe TogPob (2)8(x — ¥) g (z)
=i99(860) V0 T Tio Dy (2)8(x — W)Y (2) — i99(80 )V ToeTegPob (2)8(x — y)ug ()
:iggisz(I)"/Sgwgc(z)T}:bT;c‘;(z - v)

— 199Dt () Yoy Yug (2) TpuTey6(x — y)
=99, f (2)V0 g pe (@) (T Ti — TeTE))8(z — 1)

== 99%us (@) v0¥pg(¥)cacTf 0(z — y)

Reemplazando los resultados obtenidos, se deduce lo siguiente:
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{$2a(2), b2} D =~ 9900 £ (2)V0508e(2)Eacs T 10 (2 —Y) —ggus (X)V1508¢(2)ecapTF O (x—y) = 0.
(475)

Ahora:

{62a(2), $3(y) YD ={OF T, (2) + geaaelly(2) Aie(x) — 9oa(2)155Tac¥se (%), Asn(y) Yo
=07 {TT;, (), Azp(y, ) YD + geadeAic () {Ty(2), Azp(y)}
= — 97 (030a0 (¢ — Y)) — geadeAic(2) (63000 (2 — 1))
= — 0ap030(z — y) — geabeAse(,1)6(z — y)
= — 6.0%8(x — y).

(476)

{¢2a(2), baa(y) Yo ={OF T () + geavelTy (%) Aic(x) — g¥oa(2) 05T ope (), TI5(y) + 04 Aoa(y)} D
:ggabcH%;(l'){AiC(x)v Hg(y)}b
zgeabCHZ(mﬁf‘écdé(x —v)

= gEabcH2($)5(x )

477)
Para el vinculo ¢3 se demuestra que:
{¢3a(2), 16() YD = {Asa(2), I (y)}D = 0
{#3a(), P36(y) }D = {Asa(2), Asp(y) Yo = 0 (478)

{#3a(), a5 (1) YD = {A30(2), I () YD = dad(x — y)
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{630(), p2n (1) YD ={Aza(2), 0TI (y) + gebealle(y) Aia(y) — 9¥oa(x)705T o se () YD
=0} {Aza(2), (Y)Y D + g€beadia(y){ Aza(), (y)}p
=0Y830ap0 (x — y) + gepeadia(y)d50acd (x — y)
=6,055(x — y) + gepaaAsa(y)d(z — y)
=0aU5(x — y).

(479)

Finalmente, se obtiene para ¢4:

{¢1a(x), p1o(y) Yo ={TT3(y) + 05 Ava(2), 11 (y) }
=05 { Ava(2), I ()} D (480)

:5aba§6(x - y)

{$1a (@), p2n(y) Y ={1T3(x) + D3 Aoa(x), O} (y) + gebealle(y) Aia(y) — 9¥oa(2)V95These(x) ¥
:ggbcdné(y) {Hg (x7 t)7 Ald(y) }b
= — gebealll(y) 87 0qad (x — y)

= - gEbcaHi’(iﬂ)é(x - y)

(481)

{b1a(2). d35(y) YD ={1L5 () + 33 Aoa(), Asp(y)}p
(482)

={II} (2), Asp(2)} = —6ab(z — y)
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{01a(2), pa5(y)}D = {II2 (%) + 93 A0a(2), I3 () + O3 Aos(2)}p = 0. (483)

Los resultados anteriores permiten determinar que la matriz compuesta por los corchetes de Pois-

son entre los vinculos de segunda clase puede ser escrita como siendo:

0 0
. 0 0
CE(x,y) =
0 — Gy 0%

dab03 _ggabcng($)

0

_5ab8§ _gsabcng (l’, t)(scd

0

_5ab

dap03

5ab

0

6(z—y), (484

Para calcular la matriz inversa de C(z,y) en el gauge axial se propone que C~!(z,y) este dada

por:

Al (x7y)

C_l(x7y) _ Bl('rvy)

CYl ($7y)

Dl(x7y)

y cumpla que:

AZ(xv y)
BQ(xa y)
02(1:’ y)

DQ(xvy)

Ag(l’,y)
Bg(fC,y)
C3(£¢y)

D3(l‘a y)

A4(.’L‘, y)
B4($, y)
04(1;’ y)

D4(‘T7 y)a

/dng’(az, 2)C7 Nz, y) = 6(x —y)I.

Entonces,en el gauge Axial se tiene que:
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0 0 0 8ap03 A1(z,y)  A2(z,y)  Asz(z,y)  Aa(z,y)
/d?’z 0 0 —6ab0§  —geapclla()dca S — =) Bi(z,y) Ba(z,y) Ba(y,2) Ba(z,v) (e — 1
0 —06ap03 0 Sab Ci(z,y) Ca(z,y) Cs(z,y) Calzy)
60005 —geapcTli(®)  —dap 0 Di(zy) Da(z,y) Da(zy) Dalzy)
0 0 0 3403 Ar(z,y)  As(z,y)  Asz(z,y) Az, y)
0 0 —6ab05  —geabelli(2)dca Bi(z,y) B2(z,y) Bs(z,y) Bal(z,y) 5 Y
= =é(z —y)I,
0 54503 0 dab Ci(w,y) Calm,y) Cslzy) Calw,y)
5ab05  —geapclla(x) —dab 0 Di(z,y) Da(z,y) Ds(z,y) Da(z,y)
(487)
donde I representa a la matriz identidad, la cual se indica a continuacion:
10 00
0100
I= . (488)
0010
0 001

Igualando componente a componente la condicién impuesta para la matriz inversa se determina

que:

dav03 D1(z,y) = 0(x — y)
5aba§D2(xvy) =0

(489)
5aba§D3(x7y) =0

5aba§D4($7 y) = 07

de donde se puede concluir que Dy = D3 = Dy = 0y la componente D; cumple la ecuacién

diferencial

a3 D1(,y) = 0(z — y). (490)
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Adicionalmente se tienen las condiciones:

— 0ap 05 C1(,y) — gapeII2(x)deqD1(z,y) = 0
- 5(1683302(1:’ y) - 9€abcﬂg($)5cdD2($a y) = 5($ - y) - _5aba§02(l'a y) = 6(:” - y)

(491)
— 8ap03C3(,y) — gEapell2(2)0eqD3(2,y) = 0 — 5,405 C3(z,y) = 0

— 0y 05 Ca(x,y) — geapelIo(x)deqDa(z,y) = 0 = 4405 Ca(,y) = 0,

las cuales permiten determinar que las componentes C3 = Cy = 0, ademads se obtienen las ecua-

ciones diferenciales:

_5aba‘§C1 (.CC, y) - ggabcl_—[g) ($)5cdD1 (x, y) =0
(492)

—0ap05Co(z,y) =d(x — y).

Finalmente, las condiciones para las componentes restantes pueden ser determinadas a partir de

las siguientes relaciones:

— 0ap05 B1(x,y) + dapD1(x,y) =0
- 5ab6§B2(l’,y) + 5abD2(xa y) =0— _5aba§B(x7y) =0— BQ(xa y) =0

(493)
— 0ap05 B3(z,y) + dap D3(z,y) = 0(x — y) — —dap03 B3 (2, y) = d(v — y)

— 0ap05 Ba(x,y) + dapDa(x,y) = 0 = —04p05 Ba(x,y) = 0 = By(x,y) =0
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(5a68§A1($, y) - gEabcng(x)Bl ($7 y) —dapC1 (x, y) =0
80005 Az (2,y) — geaell (2) Ba(,y) — 6aCo(2,y) = 0 — 6005 Az (2, y) — apCa(z,y) =0
8ap05 Az(x,y) — gaabcﬂi(m)Bg(;v, y) — 0apCs(z,y) = 0 = 84505 As(x,y) — gaabCHi’(x)Bg(x, y)=0

0ab05 As(@,y) — geabel12(2) Ba(x,y) — 6arCalw,y) = 8(x — y) = dap05 Aa(2,) = 6(z —y),
(494)

lo que permite deducir que By = B4 = 0 asi como las siguientes ecuaciones diferenciales:

0= — 0605 B1(z,y) + dapD1(z,y)
§(z —y) = — 0ap03 Bs(,y)
0 =0a0% Ag(,y) — 0apCa(,y)
0 =6a505 As(2,y) — geavells () Bs(2,y) — 6aCs(x,y)8ab05 As(z,y) — geanelly (z) Bs(z, y)

§(x — y) =62p05 Aa(z,y) — geavelli(2) Ba(z,y) — apCa(z, y)6ap05 Au(2, y).
(495)

Solucionando el conjunto de ecuaciones diferenciales obtenidas usando las funciones de Green, se

. -1 . . . .,
concluye que la matriz C%" (z, y) puede ser representada como se indica a continuacién:

Iab(wv y) _5abG(xu y) Hab(x7 y) 5abF(m7 y)
5abG($a y) 0 _5abF(xa y) 0
Cir N, y) = (496)
Hab(xa y) _5abF(x7 y) 0 0
5abF’('ra y) 0 0 0

Donde las funciones I, (z,y), G(x,y), Hep(x, y), F(z,y) tienen la forma:
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1
G(z,y) = §I$3 —y*16%(z — y)

Flay) = e — )8 — )

(497)
Hab(l', y) = 8§Iab(x7 y) - ggabcH§<$)G<m‘, y)
1 on3 (29, 2!, 2%, 23
Iab(x,y) = 4g€abc52(:c—y)/d€|x3_€’|§_y3| c( ag )
y cumplen que:
F(z,y) = 5G(z,y)
(498)

8§Hab($a y) + ggabcng(x)F(x7y) =0

O Lap(,y) — geavelly ()G (2, y) — Hap(z,y) = 0.

23.2. Demostracion corchetes de Dirac dados en (5.44)

Se definen los corchetes de Dirac entre dos variables dindmicas A(x) y B(x) como:

(A). B} p = {A@), B)Yo- [ [ dudo{Aw), ) fo €y (a,0){850(0). B3 .
(499)

Inicialmente se calculan los siguientes corchetes de Poisson:

{Apa(2), o10(y) YD = {Apal, 1), I ()Y = 62020° ( — )
(500)

{Aua(x), d3() YD = {Apalz,t), Asp(y, ) }p = 0
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{Aua (‘75)7 ¢2b(y) }b :{Aua (SL‘), azyﬂé(y) + gEbcdHi(y)Aid(y) }b
:aiy{Aua(ﬂf)a Hi(y)}b + g€bchid(y){Aua(l‘)a Hi(y)}b (501)

=6/,0a0{8° (x — ) + g6}, ebeaAia(y)dacd®(x — y)

{Alﬂl (.CI?), ¢4b(y)}b :{Aua (-T)7 H% (y) + 8§A0b(y) }b
={Apa(2), Hl?; (¥)}p (502)

=650a0° (z — ).

Para el momento 115 se tiene que:

{5 (2), ¢1(y)} = {114 (2), TT5(y)}p = 0

(503)
(I (), psp(y)} = {14 (x), Asp(y)}p = =64 0ap6° (z — y)
{14 (), dan(y) Yo ={T4 (), YT} (y) + gevealle(y) Aia(y) Yo
=gbealll(y) {114 (), Aia(y) } D (504)

= — g6l epeallL(y) 026> (x — y)
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{I14(x), ¢an(y) Yo ={114 (2), T () + 05 Aow(z) YD
=05{115(x), Aop(2)}p
(505)
:60“(5ab8§’53(x —y)

= — 66,058 (z — y)

Usando los resultados anteriores, y escogiendo como las coordenadas independientes (A;q(,t), 1T (, 1))

donde ¢ = 1, 2 se tiene que:

{Aia(2,t), p16(y, ) }D = 60ap0°(x — y) =0

{Ava(x, 1), p16(y, 1) YD = 606> (x — y) = 0

{Aia(z,t), p2(y, ) YD = —626076(x — y) — geabeAic(x,1)8° (z — y) (506)
{Aia(z,t), d3p(y, 1)} D =0

{Aia(xa t)a ¢4b(y7 t)}b = 6236111753(1. - y) =0

{Hz($> t)a ¢lb(y> t)}b =0
{Hé(l’, t)a ¢2b(y7 t) }b = _gffabcl__[é(m, t)53 (.T - y)

(507)
{Hz(% t)a ¢3b(y7 t)}b = _5§6ab53(x - y) =0

{Hfz(x7 t)v ¢4b(y7 t)}b = _565ab8§63(x - y) =0

Entonces, los corchetes fundamentales de Dirac entre los campos estaran dados por:
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{Aia(z,t), Ajp(y, 1)} ={Aia(2), Ajn(y)}D
~ [ [ oAl t), ra Yo 0,0) {0 0), A}
_ / / BudP o] Asal@, 1), doa(w) Yo O (u, v) {dre (v), A (y, )V
0

(508)

{Aia(@,1), Aos(y, )} 0 ={Aia(@, 1), Aos(y, 1)} D
- / / Pud3v{ Aja(z,1), dra(u) YO (u, v) {d1e (v), Ao(y) ¥
T / / Pud®vi (@ — u)G(u, )5 (y — )
— geapeAic(x) / / Pudvs®(x — u)G(u, v)5 (y — v)
= — 0ap07 G(,y) — geabeAic(2)G (2, y)

(509)

Abhora, los corchetes de Dirac del momento II,,, consigo mismo se obtienen a partir de:

(T (2, £), TE (. )} p ={IT (), TE (9) Yo
—//ﬁwwmwwwmw%mwmwgmmwb

_ / / Bud®o{TT: (2), doa(u) Oy % (u, v){dye (v), TE ()}
=0

(510)
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Por tltimo, se calculan los corchetes de Dirac entre el campo A,,, y I1,,,. Entonces, se tiene que:

{Aia(z, £), T (y,)} 0 ={Aia(2), TH(4) }p
- [ [ o ia(e) i)Yol (0} 05e(0). )
=67 0apd(z — y)
_//ﬁw%mmwﬁmmM%WwM%mmW@}
=67 0ap0(z — y)

(511)

(1L (2, £), A )} 0 = (T2 (), Aunl9) o
= [ [ (1w, ) o O 050 (0). Ao
—50u0(2 — )
_ / / FPud*o{TT (2), doa() }C (1, 0) {B50(0), A (1)}
= — 656a6(z — y)

(512)
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{1 (2, 1), Aan(y,0)} > ={TT4(2), Aos(y) V>
- [ [ o1t Guaw)YoC  (0,0) 650 0), Awly) o
:5é5ab5($ —9)
= [ [ o (1ti(e). daatu) o O (0, o)1 (). Aw(o) o
__ / / BudPv(—geage T ()53 (2 — 1)) (Sae G, v)) (=508 (y — v))
= — geapeli(z) / / BudPvd®(x — u)G(u,v)83(y — v)
— — gealLi(@)8* (@ — WGz, ).

(513)

Se procede a calcular los corchetes de Dirac a tiempos iguales asociados a los campos fermiénicos

1 y 1. Inicialmente se determinan los corchetes entre los campos y los vinculos ¢; (i=1,2,3,4):

{woa(x)v ¢1b(y)}b :{woa(x)a Hg(y)}b =0 (514)

{Voa(@), D2o(¥) YD ={Voa(2), O/TT}(y) + geveallt(y) Aid(y) — 9Puc(W)Vo0 Toatbua(y) YD

(515)

= — ¢{¥oa(®), Yuc®) YDV Tosthua(y) (516)

= = 9(=i0acou0(z — Y) Va0 Teatbualy) (517)

=i9000 Togtbva(2)8(x — y) (518)

=igTaitboa(z)d(x — y) (519)

{Voa(@), $36(y) YD ={voa(2), Asp(y)}p = 0 (520)
{Yoa(@), 0a0(y)YD ={Woa(@), I (y) + 0§ Aoy (y) YD = 0 (521)
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{Yoa(2), d16(1)}D ={Vsa(@), T)(y)}p = 0 (522)

{qzjaa (55)7 ¢2b(y) }b :{qzjaa (:C), azyH%)(y) + ggbcdﬂi(y)Aid(y) - ngjuc(y)'yszcbd@bvd(y) }b

(523)
=90V Tea{thoa(®), Yoa(y) YD (524)
= — ig¥uc(¥)Vw Toadaaroud(x = y) (525)
= — igDpe(@) 0, T — ) (526)
= — igoc(2)Teyd(z — y) (527)
{Voa(@), 936(y) YD ={¥0a(2), Asp(y) YD = 0 (528)
{Yoa(2), 015 (1)YD ={oa(2), 1T (y) + 0§ Ao(y)} D = 0. (529)

Abhora, el corchete de Dirac a tiempos iguales entre campo () y una variable dindmica B(x)

puede ser escrito como:

{Yoa(z,t), B(y,t)}p ={¥oa(z), B(y)}D — / / d3ud3v{wm(x),@;b(u)}bc;f;;(u, v){07.(v), BW)¥p
—{oa(z), Bw)YDp — / / Bud®v{ra(@), d2c (@ YDCH (u,0){d5c(v), B)}Yp X

: (530)

={¢oa(x), B(y)}D — / / Pud®o{Poa (@), d2c(W)YpC2 (u,v){d1c(v), B(y)Yp

- / / Bud®v{oa(z), $ie(YpC " (u,0){65¢(v), Bw)Yp-

(o, A (0,0} p = {ra @) An(@)} 0 = [ [ v (0ra(@), Sra(w)} DO (1,0) {610), An(®)}
_ / / Pud®o (Yoa (@), d2a(w)} DO (1, 0) {d1e (v), Aon(¥)} D
= [ [ dudoligTiy oy @5 - ) GGl ) (=508 (y — )

ZiQT(gg"/)crg (x)G(Iv y)
(531)

Ya que para los campos bosénicos (A;, II7) (i, = 1,2) escogidos como grados de libertad se
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cumple lo siguiente:

{Aia(2), 016(y) YD =67020" (z — y) = 0

{Aia(x), P30(y)}D =0

(532)
{11, (x), 615(y) Y =0
{IT,(2), ¢36(y) YD = — 830a0° (x — y) = 0,
se puede concluir que:
{%a(UC% Aia(x)}D =0
(533)
{¥oa(2), 10 (x)} p =0.
De igual manera para el campo 1
(a2, B0} > ={lra @) BOYp — [ [ udo{uma@). 6ic@¥oCl ' (0 0){520), B}
={Yoa(z), By)}D — / / d%d%wm(g;),@c(u)}'Dcfg‘l(u, ) {pje(v), BW)Yp
(534)

—{@oa(@), B)Yp — / / Pud*o{Poa(@), d2c (@ YDC " (u,0){p10(v), By) Vb

— / / d3ud3’v{1Zcm(x)7 ¢20(U)}’DCC2§’71 (u, v){¢3c(v), B(y)} -

{"Z"aa(xv t)7 AOb(y7 t)}D = {'lzjaa(x)v AOb(y)}’D - //d3Ud3'U {'J}aa(x)v ¢kd(u)}/DC;;llde(u7 ’U) {¢le(v)7 AOb(y)}b
=~ [ [ @ {Gru(@). 6240} DR (0,0) {616 (0), A}
=— //d%d%(—igqﬂoc(y)Tga(s(x — u))(64eG (1, v)) (—8ped> (y — v))

= — ig'@l_lo'c(x)chaG(‘x7 y)
(535)

Por otro lado, los corchetes de Dirac con los campos (A;, I17) (i, = 1,2) seran:
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{Voa(z), Aia(z)}p =0
(536)

{&aa(l‘)v Hfz(l')}D =0.

Finalmente, se calcula el corchete de Dirac entre 9 y )

{djaa(x? t)? Jjﬂb(?h t)}D :{waa(x)a @Bb(y)}’D
- / / Pud®o{ra(z), ic()YpC " (1, 0) {B1e(v), Ban(v) Yo
:{%a(l’), qzjﬂb(y)}/D

- / / Pud (W a(1), d2o(w) YO (1, 0) {d2e(0), D) Y

(537)

-1 . . .
Como C?2 ; (u,v) = 0, se determina lo siguiente:

{waa@?a t)a djﬁb(ya t)}D :{%a(x% djﬁb(y)},D - —i5ab7255($ - y)
(538)

{thoa(@, 1), 986y, )} 0 ={thoa(®), Vs (y) YD = —i0paygpd(x — y).

Por lo tanto, se encuentra que los corchetes fundamentales de la teoria en el gauge axial son:

{Aia(z), Ajs(y)}p =0 (539)
{IT, (), T, (y)} » =0 (540)
{Aia(@), T (y)}p =6]628° (x — y) (541)
{1 (), App(y)} p = — 018040° (= — ) (542)
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{Aw(.’IJ), A0b<y)}D = - 6ab8fG<xv y) - gaabcAic(x)G(wa y) (543)

{IT} (), Aob(1)} p = — geabelTi(2)8° (2 — u)G(x, y) (544)
{$oa(®), as(y)} D = — 17950 (x — y) (545)
{Poa(®),Ya5(y)} D = — 107050 (x — ) (546)
{Yoa(@), An(v)} p =i9T 4gtog()G (2, y) (547)
{oa(@), A1) } p = = ig¥oc(@) Te G, y). (548)

24. Apéndice X: Obtencion de Ecuaciones de Movimien-
to en el Gauge Axial

Considerando las siguientes relaciones:

bra(x) =12 =0

(;52@(1') :8111_[2(1') + gaabcné(z’)Aic(m) - gl/;ab(x)fygﬁTl?cwﬁc<x) =0

(549)
d)?)a(x) :Aga(l‘,t) =0
(ﬁ4a($) :Hz(x, t) -+ 83A0a(.1‘, If) = 0.
Se procede a reescribir el Hamiltoniano. Recordando que:
0PI, () + geabell} () Aic(x) — 9ot ()70 Thtbpe(x) = 0 (550)
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H = [ (@) (@) - 0L, (1) Ao (2) - 911, (2)eabe Ain (2) Aac(2) + § Fria (@)FL (2)
+ / d*20;(I1; () Aga (@) + / dxpon (@) (=179, 01 + 975, TieApa(®) +m)ooboe ()
= [ (ST @I (@) + g2anelTy ) Asc(, 1) Ava () = 91T (2)€ane Ait(2) Anc(@) + 1 Fraa()FE ()
+ [ ddon() 7,0 — 995, T Ava () + 74 Tik Aa@) + )i (@)
= [ @G @) + § o0 FE (@)
+ [ b i7,0: — 795, T Ave(5) + 094 Tik Aual@) + )i (o)
= [ G + S + 1@ )
+ [ @2 Fa@) E @)+ Fuaa @ FS@) + S Faa@F2 @)
+ / P2} Faa(@)F2 (@) + ¢ Fota ()3 (2) + § Fiza (@) F ()
+ [ o) (-i7h,0: — 095, T Ava(2) + 78 ik Aa@) + ) (2) -
_ / d3x(%ﬂi(:p)ﬂé(ay) + %Hi(:p)ﬂg(x) + %83140(1(:]0)83140&(96) + %Fm(x)ng’(z))
+ [ (501 430(2) = 3410(@) — gEane Ay () Asc(2)) (0 A3 (2) — 0° AL (2) — geane A} (2) A2(@)))
# [ @l (02450(0) ~ 0s 424 () — gEaneAzs(2) Ase(@)) (0P A3 (2) — 9°AZ(2) ~ g2ane AF () A%(2))
+ [ dadon()ir,0: + 095 TikAial@) + )i (o)
= [ @U@ ) + SI2@IE) + 05 A0 ()0 A0a (1) + 3 Fiza @) FL(@))
+ [ da(G (-0 1(@))(~0° AL (@) + § (~0320 () (~0°AZ(@)))
+ [ o) -irh,0 + 0 Tk Aia@) + m)boe(o)
- / d3x(%H}l(a:)H}l(m) n %Hi(a:)ﬂi(m) + %BSAOa(fE)83AOa(x))

1 1 1
+/d3z(5F12a($)Fam(a:) + A ()9 AL (@) + 10 Az (2)0° 43 (@)

+ / 2oy (2) (— 7 Os + 970 T Aia() + m)toe(x)

Entonces, el Hamiltoniano de la teoria puede ser reescrito como siendo:
3 1 1 1 1 2 2 1
H = [ @Gl @) + S @) + 505 40u(2)0 Aou(2)
1 1 1
+ [ (5010 Ara(e) + 303420 (@)03420 (@) + 3 Fraa @) FL2(0) (552)

+ / B 2o (@)(—ivhy B + 07 T Asa () + m) gy e ().

Por lo tanto, la evolucion temporal del campo A;, puede ser determinada a partir de el siguiente

223



calculo:

Aia(@) ={Au(@,0), Hy(w)}
~ [ 9@, I ) + SO0}
+ [ i), 304008 An(w) + 504 A1) A1n(w) + 504 Az (1) A )
+ [ @ulAiate), 3 Fran) F W)}
+ [ Al Aia(@), Ban0)(~15,0) + 7' T Asalw) + m)g e 0
= [ @4{Au@), MmO + [ Ey{Au@), JROTEE)
+ [ @), 504004 () 0
= [ i) A0 @) o + [ Y@ @), 1B @)}
+ [ 04 A0 {Aia (@), 04 A () 0 -
= [ w88~ ) + [ )65 e~ )
+ [ 08 A0 )0 (~00107 Cla,) — gEane Aic(2) G, )
— [ @t @ - + [ Emi@snde - )
— [ 408 A0u ()040% o) — ganeAic(w) [ 40} A ()OUG w.9)
11} ()0} + 130057 — 07 [ @04 (A0a (0)0Y Gl 1) + 07 [ &y 0a (1)0404G,)
~ geancAic(s) [ 908 (A (1)OHG(.0) + g2ancArcle) [ dyAny()OFOYGa.v)
11} (@3} + 120057 + 07 [ &y Aoa (404G (,9) + g aneAiel®) [ Py (w)404G )
11} (@6} + 12 (@67 + 07 [ dyoa 5@~ 1) + gEancAic(a) [ dyAnn()(e —v)

Aiq (z,t) :H}l (:z:)(Sl1 + Hz (50)63 + 0F Aoa () + geabc Aoy (x) Aic().

Por otro lado, la evolucién temporal de las componentes del momento canénico IT* (i=1,2), se

puede obtener a partir de:

1
'2

1

ity(o) = [ (i), ) + IR W)

1 1 1
+ | dPy{I1L(z), =04 Ao (y) 04 Aop(y) + =05 A1y (y) 04 A1y (y) + =04 Asy(y) 04 A (y) b
2 2 2
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+ [ @y{niia), 3P F2W)
+ [ @), Go0) (- iv4 0 + 97 T Aia(w) + ), boc)}
= [ Pyt 5 A Anl)} o+ [ L), 304 AN AN )
+ [ ), s R B0
+ / Pydon (1) 9o Tietboe(y){TIL (2), Aia(y)}p
= [ oA 11w 0 An )b + [ 90 A L), Ao o
+ [ EFR @), Faw)
+ [ ), ey L), Auo)o
— [ oA L) An)bo + [ 90 AWOILL @), Auy) o
+ [ YRR @)Ie), 0 A (s) — 04 Ai(y) ~ gobeaic(w) Aaal) o
b [ ), e o) L), Aua0) o
= [ oA L) An)bo + [ d90iAWOITL @), Auo) o
- / Py Fy? ()03 {11, (x), As(Y)} D — 9€bea / PyFy?(y) Aga(y){Ty(2), A1c(y)} D
+ [ ), Tkl T ), Aua0)}o
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Finalmente, se determina que la evolucién temporal para los campos fermidnicos se puede expre-

sar como siendo:

bra() ={alz), H}p

— [ @ ylaala), G ) + TR W) + 50 A0()0} Aes()}
4 [ Eyfaalo). (504412 Au(v) + 308 A Ans) + 5 Franw) F2 W) o
b [ Eyoale). Bucl)(17°0 + 97 T Ascly) + 1), a0

— [ @1 An )0} (o). An(0)) o
b [ Eylbanla) e (=30 + 07 TEg i) + 1), )

= [ &0 A )19 0y ()G )
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=gty bg(o) [ 90} An(1)0}Ga.v)
~ 018, [ b~ y) (110! + 7 Tia ey + ) bua(v)
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— Yo, (v 0F + 97 Ty Aic(x) + ), Yoal).

Como 9Y0YG(z,y) = §(x —y), y recordando la propiedad asintdtica de los campos, se determina

lo siguiente:
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Por otro lado, para el campo v, se encuentra que:
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